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С У З Б О Ш И

Ушбу китоб 1988 йилда «Укитувчи» нашриётида нашр этилган «Хисоб- 
лиш методлари. 1-кисм» дарслигининг давомидир. Дарслик муаллифнинг 
Тошкент Давлат университета (дозирги Узбекистон Миллий универси- 
тсти )нинг математика, амалий математика ва механика факультетлари- 
да, университет к^ошидаги олий укув юртлари укитувчиларининг малака 
ошириш факультетида хамда Самарканд Давлат университетининг тат- 
бикий математика факультетида узок йиллар давомида укиган маъруза- 
Лври асосида ёзилган булиб, университетларда укитиладиган «Хисоблаш 
математикасига кириш», «Хисоблаш методлари» ва «ЭХМ да амалиёт» 
фанлари учун мулжалланган дастурларнинг иккинчи кисмига тула мос 
кслади.

Мазкур дарсликда оддий дифференциал тенгламалар учун Коши ма
саласи ва чегаравий масалалар, хусусий х;осилали дифференциал тенгла
малар ^амда интеграл тенгламаларни такрибий ечиш учун яратилган ме- 
тодларнинг тажрибада синалган, мутахассислар томонидан эътироф этил- 
ганлари уз аксини топган.

Дарслик университетларнинг «математика», «механика», «статистика», 
«татбикий математика» \амда «ахборот технологиялари» ихтисосликлари- 
II инг бакалавр ва магистрларига мулжалланган булиб, ундан олий техника 
УКУВ юртлари, педагогика олийгохдарининг талабалари ва аспирантлари 
с|юйдаланишлари мумкин. Шунингдек, ушбу китоб хисоблаш марказлари 
ходимлари, икгисодчилар, мух;андис-техниклар \амда хисоблаш математи- 
каси билан кизикувчи барча китобхонларга мулжалланган.

Ш у пайтгача узбек  тилида хисоблаш  методларидан дарслик  ва укув 
КУлланмалари булм аганлигини эътиборга олиб, дарсли кн и н г бу кисм ида 
\ ш  купгина м етодларнинг гояларини яхш и рок  туш унтириш  учун мисол 
ва маш кдар келтирдик. Укувчилар барча м етодларни тулик ва мукаммал 
Узлаш тириш лари учун «Хисоблаш  математикасидан мисол ва масалалар 
тУплами»ни наш р этиш  мулжалланмокда.

«Хисоблаш методлари. 2-кдсм» китоби узбек тилида илк тажриба булиб, 
жузъий камчи ли кл ар дан холи булмаслиги мумкин. Шу боисдан китоб кулёз- 
масини эътибор билан укиб чикиб, камчиликларни бартараф этиш ва уни 
такомиллаштириш борасида кимматли фикр-мулох;азалар билдирган 
ф.м.ф.д., УзФА ^акикий аъзоси Т.Б. Буриевга, ф.м.ф.н., доцент F.FL Ис- 
матуллаевга, ф.м.ф.н. С.А. Ба^фомовга ^амда нашриёт ишларини амалга 
оширган профессор Н.А. Халиловга миннатдорчилик билдираман.

МУАЛЛИФ



8-боб

ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ  
ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН КОШ И МАСАЛАСИНИ 

ЕЧИШДА ТАКРИБИЙ МЕТОДЛАР

Илмий ва татби1дий масалаларда купинча шундай оддий диф
ференциал тенгламалар учрайдики, уларнинг умумий ечими квад- 
ратураларда ифодаланмайди. Ечими ошкор куринишда топилади- 
ган дифференциал тенгламалар синфи нщоятда тор. Масалан, 
содда куринишга эга булган

d u  2 2—--- X + X + UЩ

тенгламанинг умумий ечимини элементар функциялар оркдли ифо- 
далаб булмайди. Бу ечим мураккаб тарзда каср тартибли Бессел функ- 
циялари ёрдамида ифодаланади. Куп лолларда ечимнинг хдтто шун
дай тасвирини ^ам билмаймиз. Шунинг учун ^ам бундай тенглама- 
ларни у ёки бу такрибий метод билан ечйшга турри келади.

Такрибий ечим аналитик куринишда ёки жадвал шаклида изла- 
нишига кура такрибий методлар икки гуру^га ажратилади: анали
тик методлар ва сонли методлар.

Оддий дифференциал тенглама учун Коши масаласи ва чегара- 
вий масала куйилади. Коши масаласи чегаравий масалага нисбатан 
анча енгилдир. Шунинг учун айрим лолларда чегаравий масала 
Коши масаласига келтириб ечилади. Биз бу бобда Коши масаласи- 
ни ечиш учун аналитик методлардан Пикар ва даражали кдгорлар 
методини куриб чикдмиз. Бопща аналитик методларни (Чаплигин, 
Ньютон-Кантарович, кичик параметр методларини) [7, 20, 33] 
дан куриш мумкин. Бу бобнинг бокща к^исми сонли методларга 
багишланган. Э \М  ларнингривожланиши билан аниьушк тартиби 
юкрри булган сонли методларга эътибор кучайди. Аммо аналитик 
методлар хрзир >̂ ам ^з мо^иятини сакдайди, чунки Коши масала- 
сини куп кддамли айирмали методлар билан ечишда жадвалнинг 
бошидаги к*ийматларни топиш учун, одатда, аналитик методлар 
ишлатилади. Бу бобдаги такрибий методлар битта тенглама учур 
х̂ ам, тенгламалар системаси учун хам деярли бир хил кулланилади.
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8.1-§. КОШИ МАСАПАСИНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИШНИНГ 
АНАЛИТИК МЕТОДЛАРИ

8ЛЛ. Кетма-кет як,инлашиш методи. Ушбу биринчи тартибли

dx

дифференциал тенгламанинг

и(х0) = и0 (1.2)

дастлабки шартни каноатлантирадиган ечимини топиш, яъни 
Коши масаласини ечишнинг гоя жщатидан энг соддаси Пикар- 
иинг кетма-кет Я1динлашиш методидир.

Методнинт мо^ияти куйидагидан иборат: Кошининг (1.1) — (1.2) 
масаласи ушбу

X
и(х) = и0+ j f (t ,u)dt  (1-3)

*0
интеграл тенгламани ечиш билан тенг кучлидир. Аник^ик учун х>х0 
деб оламиз (х< х0 \ол  ^ам щунга ухшаш). (1.3) тенгликда и(х) 
номаълум функция урнига ихтиёрий функцияни, нолинчи як^инла- 
шишни, масалан, и(х) = и0 ни куйиб, интеграллаш натижасида би
ринчи якднлашишни хрсил кдиамиз:

*0
Кейин (1.3) тенгликда номаълум и функция урнига топилган их 
функцияни к^йсак,

X

и, (х)^и.,+ |/<г.м. )dt
х0

иккинчи як^нлашиш ^осил булади. Бу жараённи давом эттириб, п- 
яьдинлашиш учун

л
ып (х) = ш0 + J/ I ,j ( £ )dt (»= 1,2, . 4  ( 1.4)

*0
формулага эга буламиз.

Фар® кра|Щ пс, ушбу шаришрни к,аноатлантирсин:
1) D = {0 rfx - х 0>da , и - и 0F*Ь} со^ада ^ар иккала аргумента 

буйича узлуксиз функция, бу ерда а ва b “  кандайдир мусбат 
гсонлар. Бундан



М  = max|/(jc,w)|xyueD 1
мавжудлиги келиб чикдци.

2) f ( x ,u )  функция D сохдца и га нисбатан Липшиц шартини 
каноатлантирсин, яъни шундай L сони мавжуд булсинки, ихтиёрий 
х, 0< х  — х0 < а ва и нинг иккита ихтиёрий й ва й9\й-и0\<Ь9 
й -и  <Ъкдйматлариучун

/(* ,w )-/(x ,w )| < L й — й (1.5)

тенгсизликбажарилсин. У хдлда{ип(х)} кетма-кетликxQ< x< xQ + h, 
бу ерда

h=min(a'^f) <L6) 
ораликда те кис як^инлашиши ва лимит функция

ы(х) = Пты„(х) (1.7)
и—>оо у '

(1.1)—(1.2) Коши масаласини кдноатлантириши дифференциал тенг
ламалар курсида (мае. [41]) курсатилган.

Як^инлашиш хатолиги еп (х) = Iи (х ) -и п (x)| ни ба^олаш учун (1.3) 
тенгликни (1.4) тенгликдан айирамиз, у ^олда

х
и (х )-и  (x)= j j J  dt.

*0
Бу ердан x0< x < x 0+ А учун

X
£„ (х) = \и(х)-и„ (х)| < Л f { t , u ) - f ( t , u n_K )\dt

Xq

га эга буламиз. (1.5) Липшиц шартига кура

f { . t ,u ) - f ( t ,u n_l)\<L\u(x)-u„^ (х)| = !£„_, (*)

\осил булади. Демак,
X

e„(x)<L^s„_s(t)dt (п = 1, 2, ...). (1.8)

Бу ерда £0 (х) = и{х)~ и0 ■ Лагранж формуласидан фойдаланиб, хс 
<х< х0 + h учун

£o (x ) = |m(jc) - m(x 0)| = (ac- jc0 )|m'(^)|, ( х 0 < 4  <*)

тенгликни \осил кдламиз.



Ьундан |i/(*)|= /(£ ,i/(§ )) < Af булганлиги учун 

Ш  еД ) < М ( х - х 0)

гснгсизлик келиб чикдди. Энди (1.8) формуладан фойдаланиб, 
к^уйидагиларга эга буламиз:

хр х ( _ \2
£j (х) < L je 0 {t)dt < LM [{t-Xo)dt = LM ^ , 

x0 x0

I  s2 (x) < L Je, (t)dt < ~  j ( / - x 0)2 dt =
■*0 *0

Щ  Ê x) - ML" {j^ r  (« = 0,1,2,...). (1.9)

Охирги формуладан [xQ9 x0 +  h] кесмада n -> oo да sw(x) нинг 0 га 
те кис як;инлашиши келиб чикдди.

М и с о л .  Кетма-кет яцинлашиш методи билан

и' = \ + х - и  (1.10)

дифференциал тенгламанинг

и( 0) = 1

дастлабки шартини к;аноатлантирадиган такрибий ечими топилсин.
Е чиш .  Дастлабки як^инлашиш сифатида и0(х) = 1 ни олсак, у \олда

д:
и{х) = 1 + I (1 + 1 -  vi)dt

X

о
булганлиги учун куйидагиларга эга буламиз:



Бешинчи я^инлашиш иь(х) ниш  хатолигини ба^олаймиз. Ихтиёрий а ва b лар 
учун

А) = j()̂ jr^а% \и-\\<,Ь]
со\ада (1.10) тенгламанинг Унг томони

/  (дг, и) = I + х — и
аник^анган ва узлуксиз булиб,

|/(jc,w)< | l+*-w| <;|jt| + | м-11<а + Ь=М.

Агар а = 1 ва b = 1 деб олсак, у \олда (1.6) тенгликка кура

'  Ъ 4 а,-—\ Му 2
h -  min

булади. D со^ада бизнинг ^ол учун Липшиц доимийси

L = max|/w'(x,M)| = l.

Энди (1.9) формуладан фойдаланиб, 0 < х <  — да

k5W| = |wW-w5(^)|^2-l5
6! 360 

ни ^осил кдламиз. Демак,

= шах£с (х) = ---------= 4,34 • 10-5.
5 w  360-64

Куриб чик^ан мисолимиз ни^оятда содда булиб, барча интег- 
раллар аник, х;исобланди. Амалиётда учрайдиган масалаларда интег- 
ралларни аник,\исоблаб булмайди, уларни такрибий равишда то- 
пиш керак, бу эса куп ме^нат талаб кдлади. Шунинг учун ^ам кет- 
ма-кет я^инлашиш методи боища методларни куллаётганда ёрдамчи 
метод сифатида ишлатилади. Кетма-кет як^инлашиш методини

f  = (1.12)

«(*о) = >̂ (113)

дифференциал тенгламалар системасини ечиш учун ^ам куллаш 
мумкин. Бунингучун

г \ тX IX X
f  = { f i ’f2 ’- ’f» ) T ’ J  f d t  = J/„£*

щ xo J

8



иектор-функцияларни киритиб, (1.12)—(1.13) вектор-дифференциал 
1спгламани ушбу

х
й (х ) = и (х0 ) +  J f  (х, й) dx

Xо

нектор-интеграл тенглама шаклида ёзиб оламиз. У ^олда ЙР® (х) 
(к = 1, 2, ...) кетма-кет як^нлашишлар

u{k\ x )  = uQ{ x ) + ] f ( t r f k-'))dt  
*0

формула ёрдамида аникданади. Одатда, й(0)(х) = й0(х) деб олинади.
8.1.2. Даражали цаторлар метода. Айрим лолларда биринчи х>амда 

юкрри тартибли оддий дифференциал тенгламаларни ечиш учун 
ечимни Тейлор ёйилмаси куринишида тасвирлаб, бу ёйилманинг 
маълум микдордаги ^адлари сакданади. Даражали к^аторлар мето- 
ди боища методларни куллаш учун ёрдамчи метод булиб, даст
лабки к^шматнинг унча катта булмаган атрофида кулланилади. 

Ушбу

и(** = (1-14)
я-тартибли оддий дифференциал тенгламанинг

и (х 0) =  и0, и11 (х 0) =  и'0,..., м("_1) (х 0) =  и^~х) ( 1*15)

дастлабки шартларни кдноатлантирадиган ечимини х0 нинг би- 
рор атрофида топиш талаб кдпинсин.

Фараз кдлайлик, /(x,w,w',...,w(w-1) j функция барча аргументла- 
ри буйича (х0,и0,и'0,...9и{0"~1) j дастлабки нукдада аналитик булсин, 
яъни у шу нук>танинг бирор атрофида даражали к;аторга ёйилсин:

fc = Z  . Caoai...a„ (x -x0y 4 u - u 0y , ...(u("-i)-u 0i"-'))a" ,
a0,a{,..,an

бу ерда а 0, а ,, ..., а п манфий булмаган бутун сонлар булиб, 
С узгаРмас коэффициентлар. У холда Коши-Ковалевская те- 
оремасига кура (1.14) тенгламанинг (1.15) шартларини кдноат- 
дантирадиган и(х) ечими х0 нук,тада аналитик функция булади, 
шунинг учун ^ам уни Тейлор кдтори ёрдамида ифодалаш мумкин:



И И И п ^ ^ И  d * iр=о 7 •

бу ерда |х -х 0|< г  (1.16) к,аторнинг дастлабки п та и(х0), 
и'(х0),...,и(п~1)(х0) коэффициентлари (1.13) шартлардан топилади. 
Энди (1.14) тенгликни мураккаб функцияни дифференциаллаш 
кридасига кура х га нисбатан дифференциаллаб,

п -1
И Ш 4Я м

(шох як=0 си

и деб олинди). Бу 
Ы1.14) дан кё!Гтири Ж Д Й  

* 1 хШш’л iи и (Ш лареинг гарша аниьушнган 
■ if\  И ^ Н Д и Д Д я 1^ )  д е - ^ ^ ^ и ш м й ¥ и э , - у

g g j = f\ И Ё Ш Ш ). цл'7)

» ("+2)
дх --{>Ф\Н ^*-.ГАоипднтцт-п

Щшт̂  нинг 5;рнига лунинг кийматини (1Л4),||й§1 кёМ м И ^И и М Ё .

( 1 . ШШ Р

Еи эттприб.
и-$ и '; ..., и{" п нинг тула аник^панган 

^  = f  дсб олиб, (1.1 (1-17i>,

х0, и0, Щ  ...1Ц И Я 'м 1М |^ ^ ^ Ш !, т Ш ^ л а г и г а ;К Д в м Д ^ М |У

(п+к) '_  £и4ки0 =U' {x») = fk  § 1 Н Щ ................| р г } «  ( 1 . 1 9 )

Энди (1.19) ни (1.16) га куйсак,

т
^ Н Н Щ  ш р + ш и ц

/>=0 р’ р—п у  ; Я Н

кслиб читали.
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Як^инлашиш радиуси гни аникдаш масаласи анча мураккабдир 
(К. 130, 36]), бумасалани биз бу ерда карамаймиз. Агар (1.14) тенг- 
лима чизивуш булса, яъни

и(п) = р0(х) + р}(х)и + ... + рп(х)и(п~{)

иа = 0, 1, ..., п) коэффициентлар х  га нисбатан бутун функ
ция булса, у \олда г = оо деб олиш мумкин, яъни (1.16) даражали 
КДТОр барча х  лар учун якинлашади.

М и с о л .  Ушбу

1снгламанинг
и(0) = 0, ы'(0)=1

дастлабки шартларни каноатлантирадиган ечимининг даражали к;атордаги ёйил- 
масининг бир неча \адлари топилсин.

Ечиш.  (1.21) тенгламани иккинчи \осиласига нисбатан ечамиз:

Бу тенгликнинг \ар  иккала томонини кетма-кет дифференциаллаймиз:

)нди (1.22) — (1.23) тенгликларда и(0) = 0, и'(0) = 1 цийматларни куйсак,

келиб чикдди. Бу к^ийматларни (1.16) га куйиб, куйидагини досил киламиз:

и" — хи + и2 — 1 == 0 ( 1.2 1 )

<r t 1и — хи —и + I. ( 1.22 )

ит -и  +хи"-2ии', 

и" =2и"+хи"'-2(и,)2- 2и и \  

wv =3um+xu'v -би'и”- 2ии”\  

иУ1 =4z/v+xwv— 6(и")2 -%и'ит—2ww,v.

(1.23)

w'(0)=li и" (0)=\,и,У (0)=0, и (0)= -1, и '  (0)= —10

X X Xu(x) = x + ~Y  +
6 ’ 40 " 360

+

иекторларни киритиб, вектор шаклида ёзилган ушбу

яшм (1.24)

генгламалар системаси ва



-  шМu(xQ)  = и (1.25)

дастлабки шартни к;аноатлантирувчи ечимни даражали кдтор кури- 
нишида излаймиз. Бунинг учун /(х ,й )  нинг /  (/ = 1 , 2 ком-
понентлари нук^ада аналитик булишини фараз кдпамиз.
У хвдда (1.24) тенгламанинг (1.25) шартни кдноатлантирадиган ечи
ми х  буйича аналитик булиб, куйидаги куринишга эга булади:

Бу ерда

U( X ) = L — ■ р=0

«(*„) = й(0), й'(х0) = /(х ,й (0))

(1.26)

булиб, ёйилманинг бонща коэффициентларини топиш учун (1.24) 
тенгликни мураккаб функцияни дифференциаллаш кридасига би- 
ноан кетма-кет дифференциаллаймиз:

d 2u — d f , d f du _  d f  , d f  f , гЛ 
яд h-y яг ^ а а ' \ л’ и )>

дй

Бундан эса

дй dx дх

dfi df, J S Lдиi ди2 ”  ди„

¥п Sf„
ди] ди2 " дип

•( 0 \ и ( 0 ) ) + п

келиб чикдди. Шунга ухшаш кейинги й(р\ х 0) (р = 3,4,...) х;осила- 
ларни топиш мумкин. Шундай кдлиб, (1.26) формал кдторни ту- 
зиш мумкин. Бу кдторнинг як^нлашиш масаласи мураккаб булган
лиги учун биз кдрамаймиз. Шуни \ам таъкидлаб утиш керакки, 
агар (1.24) тенглама чизик^и

du
~dx = А(х)и + f ( x )

булиб, А(х) матрица ва /  (*) вектор-функция х  га нисбатан бу- 
тун функция булса, у х;олда (1.26) вдтор барча х  лар учун як,ин- 
лашади.

12



8.2-§. ТУРТТА ЭНГ СОДЦА СОНЛИ МЕТОД

Виз бу ерда энг содца ва анщпик жи^атидан куполрок, булган 
мстодларни куриб чик;амиз. Бу методлар катта аникутикни талаб 
Килмайдиган ечимнинг такрибий к;ийматини унча узун булмаган 
ораликда аникдаш учун ишлатилади.

8.2.1. Эйлер методи (синиц чизщлар методи). Фараз кдлайлик,

u' = f{ x ,u ) ,  м(х0) = м0 (2.1)

Коши масаласи ечими и{х) нинг ип(х), хп = х0 + nh (п = 1, 2,...) так
рибий 1дийматини кладами h булган бир улчовли мунтазам турда 
шшкданиши талаб ьдилинсин. Куп такрибий методларни яратишда

Ш  Х п+ 1
(! “(x„+i) = и(х„)+ J f{x ,u(x))dx  (2 2)

тенгликдан фойдаланилади. Бу тенглик (2.1) тенгламани интег- 
раллашдан келиб чикдди. Энди (2.2) тенгликдаги интегрални так,- 
рибий равишда чап тугри туртбурчаклар формуласи билан алмаш- 
тирамиз (7-бобга к,.) ва и(хп) нинг такрибий к^ийматини д^оркдли 
бслгилаб, куйидагини х;осил кдламиз:

Щ  У п -Н =  У п +  h f ( X n’ У «)> П  =  °> %  2 ’ -  ( 2 -3 )

By тенгликнинг геометрик маъноси куйидагидан иборат: М(х0, 
и(х0)) нук;тадан утувчи и = и(х) интеграл эгри чизик,ни учлари 
Мп(хп,у п) нук^талардан утувчи М0М{М2 ... синик,чизик;(Эйлер синиц 
4U3UFU) билан алмаштирамиз. Синик, чизик, буганининг бурчак 
коэффициента

В
Шундай кдлиб, Эйлер сини*; чизиги МпМп+1 бугинининг х;ар бир 
М учидаги йуналиши (2.1) тенглама интеграл ч и з и б и н и н г  Мп нук,- 
гаданутадиган у'п = f ( x n,yn) йуналиши билан устма-усттушади. Би- 
ИОбарин, уп ларни топиш учун ушбу формулаларга эга буламиз:

Щ  У п+1 = У „  +  А  У п’

Н  а  уп= hf(xn, > j  (п = 0, 1,2, ...)•

Эйлер методининг камчилиги аниьушкнинг пастлиги ва хато- 
минг систематик равишда жамланишидадир.



Эйлер методининг якднлашиши ва хатолигани бахрлаш масала- 
сини к^риб чикдмиз [21]. Фараз кдлайлик,/(х, у) к;аралаётган ора- 
ликда х  буйича узлуксиз булиб, и буйича Липшиц шартини крноат- 
лантирсин:

|/(х ,и 2 ) - / ( * ,  м ,|<  Ь\щ-их

ва бундан ташк;ари,

£
dx

I I 4
дх ди

< N

булсин. Энди
в = у — и(х )п ■'я х п '

(2.4)

(2.6)

орк,али уп такрибий ечимнинг хатосини бслгилаймиз. У холда (2.2) 
тенгликдан куйидагини \осил кдламиз:

х п+\J f { x , u { x ) ) d x .
хп

Юк;оридагй (2.3) ва (2.7) дан

(2.7)

хп+1
J  f ( x , u ( x ) ) d x  (2 .8)

х„

келиб чикдди. Охирги интегрални булаклаб интеграллаймиз:

хп+1

хп

бундан эса

хп+1 хп+1
I  f (x ,u (x ) )dx -hf (xn,u(xn))=* j  (x -x b l )J< &

хп х„

келиб чикдди. Энди Аеп ни куйидагича ёзамиз:
хп+1

Аен ))] + Hfc9 I

(2.9)

кеиин
\ f{x^ y n) - f { xn ^ n))\^L \yn - “ O O l^ h l -
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1ипшиц шартидан фойдалансак,
■*л+1

As„ =heL\sn\ + hf[xn,u(xn) ) -  |/(х,м(х))й&(|0|<1) (2.10)

ифода ^осил булади.
Юкрридаги (2.5) ва (2.9) дан куйидаги батога эга буламиз:

хп+1 хп+1
hf ( xn’u{.xn))~ j  f(x,u(x))dx

хп
=

хп
*и+1 •

< ||*^*„+i| dx = ̂ Nh2.

<

(2.11)

'Энди (2.10) ва (2.11) муносабатлардан

К м  hL\£n\ + \ Nh2

ба^они ^осил кдламиз. Маълумки,

\£п+11 ” |£л I — |£и+1 “■ £п I >
щунинг учун я;ам

(2.12)

яъни биз шундай муносабатга эга булдикки, у |£„| маълум булган - 
да |ея+1| ни бадолайди. Биз \еп\ учун шундай ба^они топишимиз 
мумкинки, у фак;ат маълум микдорлар орвдли ифодаланади. 
Хак;ик,атан

а = 1 + Lh, /3 = -JVA2, с0 = О 

деб олиб, (2.12) тенгсизликни

Щ \£»+i\^a \En\ + P (« = 0,1,2,...)

кУринишда ёзишимиз мумкин, бундан эса

К1^^.|£21 < а |̂ 1 j
\s3\ < a \s2\+ Р шщ

Ф /К 1 а - 1

15



муносабатларга эга буламиз. Охирги тенгсизликда а  ва р ларнинг 
к^ийматини куйсак,

(1 + hL)n -1

хрсил булади. Маълумки, барча t > О учун 1 + t <е* тенгсизлик урин- 
лидир, бундан танщари, nh = х  — х0 ни эслаб, методнинг хатоли- 
ги учун натижавий батога эга буламиз:

h N
2 Г

еL(xn jcq 1

Бундан курамизки, h -> 0 да sn-> 0 булади. Шу билан бирга хдр 
бир чекли ораликда h -» 0 да Эйлер методининг як^инлашиши 
келиб чикдди.

Табиий равишда шундай савол тугилади: (2.3) муносабат хисоб
лаш хатолигига нисбатан тургунми ёки ftyigvra, яъни х,исоблаш- 
нинг бирор кдцамида йул куйилган хато кейинги кдцамларда че- 
гараланган буладими ёки кдцамнинг ортиши билан ортиб бора- 
дими?

Фараз кдлайлик, бирор кддамда, масалан, у0 нинг аникда- 
нишида

хатога йул куйган булайлик, у холда 

булиб, биринчи кддамдаги хато

ЩНЙНяЙ !*
< <50 + hL80 = (l + hL)8Q 

тенгсизлик билан аншдтанади. Шунга ухшаш

% tH r ll tf  ̂  НЙ+ШщШт

Бундан курамизки, нолинчи кдцамдаги хато кейинги кдцамларда 
тартиб жихатдан узгармай крлар экан. Бу эса Эйлер методининг 
Хисоблаш хатолигига нисбатан тургунлигини курсатади.

16



X —JC-bl , ч
и = и ----------- , и (0) щ 1 (2.13)и

Коши масаласи ечимининг жадвали Эйлер методи ёрдамида [0,1] ораликда И = 0,1 
цддам билан тузил си н.

’ Ёчиш.  Такрибий ^исоблаш натижалари 1-жадвалда берилган б^либ, тавдрс- 
лаш учун жадвалнинг охирги устунида ечимнинг аник, к,иймати келтирилган.

1-жадвал
(2.13) дифференциал тенгламани Эйлер методи билан интеграллаш

1 - м и с о л. Ушбу
2

1 п X и
f ( x , u )  =

-  и -  х* -х + Уи

> gj и о U = - \ / l  + X 2

0 0 1 0 0 1

1 0,1 1 0,09 0,009 1,00499

: 2 0,2 1,009 0,16749 0,016749 1,01980

3 0,3 1,02575 0,255558 0,025558 1,04403

4 0,4 1,05131 0,27709 0,027709 1,07703

5 0,5 1,07902 0,38394 0,038394 1,11804

6 0,6 1,11741 0,43727 0,043727 1,16619

7 0,7 1,16118 0,48084 0,048084 1,22066

8 0,8 1,20916 0,51436 0,051436 1,28062

9 0,9 1,26050 0,53856 0,53856 1,34534

10 1 1,31436 1,41421

8.2.2. Эйлернинг такомиллаштирилган методи. Бу методнинг асо- 
сий гояси куйидагидан иборат: Аввало, х « =xn + \ h  нук;тадаги

И+- г  ^
2

у  j  нинг оралик; к>ийматини

у  * **ж+\  * :т Ш » mwJ

1
Шг

Г
(2.14)

формула ёрдамида ^исоблаймиз. Кейин f i x , у) нинг 
Урта нук^тадаги

х  .1* У Шп+— п+- 
К 2 2 J

р
/  1 = /  хп-\— п+

\
1 >У 1— ян— (2.15)
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к^ийматини х;исоблаб, охирида

j ( и * # ,  I  2 , ...)
п + -  

2 шт
деб о л ам и з. Б у  ф орм ула ШшяШ. уф}  р и н г  т а к р и б и й  щ й м а т и н и  
т о п и ш  Эйлернинг такомиллаштирилган метода д е Й о тад и . Бу № *  
т о д н и н г  а н и к д и ги  З й л е р  м ето д и га  н н с б а та н  б и р м у н ч а  ка тта д и р . 
А га р  I», Щ  ва Ж р й ш у щ ш  сон л ар

ж
dx шт dx‘

<N,
а .  17)

ТШ УедЖ йШ даЖ йЖ  ¥ м а я в  8 .2  Л  м и —  м ул о^аза ю р и -
т и б , Э й л е р н и н г  та ко м и д л а ш тй р и л га н  м е то д а  J ? 4 p tЯ@гйШ8УЗ# 6 а -  
Х о н и  ч и ц а р и ш  м у м к и н  [2 1 ]:

л  -»С%3 i

п
-1

г 4 ■ J
■ м $ шт

Б ун д ан  к у р а м и з к и , х>ар б и р  б е р и л ган  х  у ч у н  гп х а то л и к  h ->  0 д а  А2 
д е к  н о л га  и н ти л а д и .

2-мисол. (2.13) тенглама и(х) ечимининг хп= 0,2 п (п = 1, 2, 3, 4, 5) нук>талардаги 
к,иймати (2.14) формула билан топилсин.

Е ч и ш. Бу ерда h = 0 ,2 ,f ( x ,u )  = u --------«—  деб оламиз. Хисоблаш натижалари
I/

2-жадвалда келтирилган.
1-машк*. (2.17) шарт бажарилганда (2.18) ба*о исботлансин.

2-жадвал
(2.13) тенгламанинг ечимини (2.14)—(2.16) 

формулалар ёрдамида топиш

п Xп ип н  j
X  1п+т2

U 1п+-2
'Мшу**I f : ,

0 0 1 0 0,1 1 0,018

1 0,2 1,018 0,01928 0,3 1,03728 в д а з

2 0,4 1,07313 0,03649 0,5 1,10962 0,06874

3 0,6 1,14187 0,04763 0,7 1,21061 0,11161

4 0,8 1,25348 0,05833 0,9 1,31181 & л ш т

5 т 1,37710
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8.2.3. Эйлер-Кошининг такомиллаштирилган метода- Методнинг
Ояяию

& д  *  J * +Шл тш т  1 ш т

«купол як1инлашиш»ни, кейин эса изланаётган у(х) ечимнинг так,- 
рибий кдйматини

У п +1 - У п  + \ { f n  + / « ) (2.20)

формула ёрдамида аншдтаймиз. 
Фараз кдлайлик, L ва N2 микдорлар (2.17) муносабатларни 

к;аноатлантирсин ва М9 M v М2 узгармас сонлар

дх
т ж > ¥

т.А Ш (2.213

тенгсизликлардан ашщлансин. У дал® (2. If), батога ухшаш ШЯЩ 
такрибий ечимнинг хатолиги учуй М м Н К  ВДН1 'ЙМИИЩЙ  ̂ЯК]:

£
~ n 2

п 12 L (2.22)

3 - м и с о л .  х  = 0,2 п (п = 1,2,  3,4,  5) нуцталарда (2.13) тенглама ечимининг 
такрибий к^ийматлари (2.19)—(2.20) формулалар ёрдамида топилсин.

Хисоблаш натижалари 3-жадвалда келтирилган.
3 - ж а д  в  а л

п Xп ип h 
-  f  2 Ш Упл. - f  2 Jn+1

А ~
2 ' п - Jn+1

0 0 1 0 0,2 1 0,016 0,016

1 0,2 1,016 0,01892 0,4 1,05384 0,03327 0,05219

2 0,4 1,06819 0,03649 0,5 1,10962 0,06874 0,08293

3 0,6 1,15112 0,04909 0,8 1,24930 0,05770 0,10679

4 0,8 1,25791 0,05901 1 1,37593 0,06491' 0,12392

5 1 1,38183

Энди 1- ва 2- жадвалларни солиштириб курсак, 2-жадвалда h кдцам икки 
марта катта булса хам топилган такрибий к;ийматлар аникрокдир.

Бу ерда хдм шуни айтиш керакки, кдцамнинг икки марта катталигига кдра- 
масдан 3-жадвалдаги натижа 1-жадвалдагидан яхшидир.

2-м аш к,. (2.17) ва (2.21) шартлар бажарилган деб олиниб, (2.22) ба^о исбот- 
лансин.

а



8.2.4. Итерацион ишлов берилган Эйлер-Кошининг такомиллаш- 
тирилган методи. Бу методнинг мо^ияти шундан иборатки, ушбу

«купол Я1дйнлашиш»ни олиб,

(2.23)
( /7 = 1 ,2 ,...)

итерацион метод кулланилади.
Иккита уЩ ва у ^  кетма-кет якднлашишнинг мое равишда- 

ги унли рак^амлари устма-уст тушгунга кддар бу итерацион жара- 
ённи давом эттириш керак. Шундан кейин

деб олиш лозим, бу ерда иккита «  ва jJP# нинг устма-уст 
тушган кдоми. Борди-ю, уп такрибий 1дийматга итерацион ишлов 
бераётганда уч-турт итерациядан кейин керакли микдордаги унли  
ракдмлар устма-уст тушмаса, у *;олда h кддамни кичрайтириш ке
рак. Шуни ^ам таъкидлаб утиш керакки, хар бир кддамда хатолик 
№ тартибга эга булади, шунинг учун ^ам ^исоблашларда итерация 
жараёни кенг кулланилади.

4 - ми со л .  Итерацион ишлов бериш методи билан (2ЛЗ) тенглама ечимининг 
х  = 0,1 нук.тадаги и(0,1) к;ийматининг 5 та хонаси устма-уст тушадиган аник^гикда 
топилсин.

Е чи ш .  Бу ерда h = 0,05 деб оламиз, /(х 0, uQ) = /(0 ; 1) = 0 булганлиги учун 
j;j°) =  y Q = 1 деб, ушбу методдан

рщ  щ ц ш

га эга буламиз.
Итерацион жараённи тузатамиз:

=1 + 0,025 1
0,05(0,05-1)+Г 
----- ---------=1,001188;

у ®  =1 + 0,025 1,001188
0,05(0,05-1)+!

= 1,001245;
1,001188

у \^  щ 1,001248; § р  - 1 001248.
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М Я Н Я ! ёвш& Ш'гШтт  Энди & И Д О  щ
у { = 1,001248 деб олсак, у ^олда

/И Й  J = h  ■  ̂ ■ 0,049935 

б^либ, (2.23) итерацион жараён куйидагича ёзилади:

у 2  ̂= 1,001248 + 0,025 0,049935 + y[W~l) -  J)+1
v‘ 

У]

Бу ерда куйидагиларни хосил киламиз:

у® = 1,004806; ур  = 1,004975; у ^  = 1,004983; у ^  = 1,004985.

Бир хонага яхлитлаб олсак, (0,1) = 1,004982 га эга буламиз. Аник; к;иймат эса

8.3-§. РУНГЕ-КУТТА МЕТОДЛАРИ

 ̂8.3.1. Умумий тушунчалар. Куйидага

u' = f (x ,u ) ,  и(щ) = и0 (3.1)

Коши5*®<ШаШЯ11Г аник, ечимини «йЦ| оркали белгилаймкз. К,а- 
р а л а |в ц  сащ хаДх, и) етарлича сщщик; функция б?лсин, у з^олда

“ С О "  Ч М «  jf c t  *  Щ/РЩ 
к=\ (3.2)

(х, = х0 +h9 h > О).

Энди и(х{) нинг такрибий кдаматини их орк;али белгилаб, (3.2) 
тенгликда крлдик, хадни ташласак,

S к

Дм0Ж Uik\ x j  (3.3)
к=\

ёйилма ^оеш  ф ю ш ,  ■ %  йвиш адаш : эршлалар
(3.1) тенгликдан аникданади. Кейинги ^исоблашларга кулайлик 
туыириш учун ушбу опера^орларни киритамиз:

в _ 8



бу ерда f = f ( x , и) (3.1) тенгламанинг унг томони. Бу операторлар 
учун куйидаги тенгликлар уринлидир:

D(y + z) = Dy + Dz,
D (yz) = zDy + yDz,

D ( D z ) = D 2z  + D z  —  , (3-5>v ' OH
D ( D > z ) . D ' ^ 2 D / - D (  J ) ,

£>(ZT(z)) = £>'"+l (z) + mD(f)-D'"~l f £ ) .

М а ш ^.  Барча натурал m > 2 сонлар учун (3.5) тенглик исбот кили ней н.

Мураккаб функцияни дифференциаллаш коидасини куллаб,
(3.1) тенгламадан ва (3.4) тенгликлардан кетма-кет куйидагилар- 
ни топамиз:

и' = / ,
м’ = | C + / |1 = D / ,  3̂'6^

a t  он

um = D(Df)  = D2f  + ?j-Df, (3.7)

= d ( d > / * 1 0 / )  = С (С ‘/ )  + Л ( £ ) •  О / * 1  D (D /) =

- d ’/ + 2 w ( | ) +d p ( | ) +| ( d V * | o/ ) =  (38)

Бу тенгликларнинг унг томони (х0, и0) нук;тада х;исобланган деб 
к,араймиз. Шундай кдлиб, (3.3) ёйилмадаги барча и{к)(х0) х;осила- 
ларни назарий жи^атдан х^исоблаш мумкин. Аммо (3.6) форму- 
лалар нокулай ва катта булганлиги сабабли уларни Аи0 ни топиш 
учун амалиётда бевосита к#ллаш мушкулдир.

Рунге Ди0 ни \исоблаш учун (3.3) нинг Урнида pri узгармас ко- 
эффициентлар билан олинган

k,(h) = h f ( /].) (/'= 1, 2, ... , г) 

фун кциял арн инг

Аи0 = prtkl(h)+ pr2k2(h) + ... + p rrkr(h) (3.9)
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чизшуш комбинациясини олишни таклиф этди, бу ерда

4/ = X ff+ djh9 = 0 ,

Vi =Щ+ АЛ (А)+ рпк2 (А)+.. .+A - (й) 

ва а., /?/у— узгармас сонлардир. Шундай кдпиб,

k\{ h ) = hf { x 0,u 0) ,

k2 (h ) = ¥ { X0 + a 2h’ >Щ +0ик\ ) ’ 
къ ( к )  = h f  (х 0 +  а ък ,  w0 +  JЗ31̂  +  р з2к 2 ) ,

К  (h) = ¥{хо +arh, и0 + Д . , * ,  + . . . + Д .  (/>)).

(3.10)

Бу ерда а., Д.. лар маълум булса, Л ни танлаб, кетма-кет к.(Щ 
ларни хисоблаш мумкин. pri, х., р.. параметрлар шундай танлан- 
ганки, ихтиёрий /(х , и) функция ва ихтиёрий h кддам учун (3.3) 
ва (3.7) ёйилмаларда h нинг имкони борича юк;ори даражасигача 
булган хадлар устма-уст тушсин. Боищача айтганда,

г

(pr (h ) = u ( x l ) - u 0 < ~Y JP n k i { h )
/= 1

функция

<Рг ( 0 )  =  (р'г ( ° )  =  -  =  <Р(0) ( 0 )  =  о, ф Г ' )(0) *  0

хоссаларга эга булиб, prj9 а., Ру лар шундай танланиши керакки, 
ихтиёрий Л ва / (х, и) учун s мумкин кдцар катта булсин. Рунге- 
Кутта методининг хатолиги, яъни и(х^ — и0 билан (3.9) формула 
ёрдамида хисобланган унинг такрибий к^ймати орасидаги фарк, 
Хар бир кдцамда

(5+ 1)!
, О < Z < h (3.11)

га тенгдир. Бу ерда s — Рунге-Кутта методининг аниклик тартиби. 
(3.9) куринишидаги формулалар Рунге-Кутта формулалари дейи- 
лади. Методнинг асосий f o h c h  Рунге (1895) томонидан таклиф 
этилган булиб, кейинчалик биринчи тартибли тенглама учун Хейн 
(1900) ва Кутта (1901) янада такомиллаштирдилар, Нистрем, Цур- 
мол ва бошцалар говори тартибли тенгламалар учун кулладилар. 
Биз куйида бу методнинг айрим хусусий холларини куриб чик;а- 
миз. Бу методнинг умумий \олларини [7,13] дан караш мумкин.
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8.3.2. Биринчи тартибли Рунге-Кутта методи. Бу хдлда г = 1 булиб, 

щ (h)  =  и (х 0 +  h)  -  и (х 0) -  р х, h f ( x 0,u0),

<р[ (й )  = и' (х 0 +  й ) -  р, J  ( х0, щ )

муносабатлар уринли булади. Бундан И = 0 да

(р[(0) = и'(х0) - р 1]/ ( х0,у0)

тенгликка эга буламиз. Ихтиёрий/учун фак,атри= 1 булгандагина 
<р>( (0) = 0 булади. Ни^оят,

<р|'(0 )  = м', (д:о)

булганлиги туфайли, умуман айтганда, нолга айланмайди. Шун
дай кдлиб,

A u0 =hf(x0,u0) (3.12)

такрибий формула ^ар бир кдцамда

и2

хатога эга. (3.12) формула 8.2-§ даги Эйлер формуласи билан уст
ма-уст тушди. Эйлер формуласи Рунге-Кутта формуласининг энг 
хусусий \ояи  булиб чикди.

8.3.3. Иккинчи тартибли Рунге-Кутта методи. Бу ерда г = 2 булиб,

q>2(h )  =  u (jc0 +  й) - щ -  [ p 2lkt ( й ) +  р 22к2 ( /г ) ] ,

<Р2 ( 0) =  « '(* „ )■~ \ Р г г К ( ° )  +  Р22Ч ( ° ) ]  -  /о - [Рп/о +  Р22/0]> (3-13)

<р"2 Шт Н 1SHI Н
тенгликлар бажарилади. Шундай кдгсиб, <р2 (0) = 0 булиб, (р2 (0) = 0 
булиши учун

Рг\ + Рп =  1
тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. (3.10) тенгликдан кури- 
ниб турибдики, &,"(0) = 0 ва А:"(0) ни топиш учун k2(h) нидаража- 
ли кдгорга ёйиб, А2олдидаги коэффициентни топиш керак:

к2 Ш  = ¥ (*0 + X2h Ш + Рпhfo ) =

fo+h(a2— +р / 0 —) /  + ̂ —(а2 S- + Р f l t f ?  ̂Уо \  2 дх H2l J o d u ) J 2 \  2 дх H2\ J o du ) J
(3.14)
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Бу вяш Ш и й и И И М

Э н д и  ( 3 . 6 )  в а  ( 3 . 1 5 )  н и  ( 3 . 1 3 )  г а  к у й и б ,  к у р а м и з к и ,  ■ И Н Н  

и й л а  Д Ш и ш ^

К у р с а т и ш  м у м к и н -

К и Ш у н д а й  к и л и б ,  Щ

га э г а  д ш М ш Д Ш ж я м !  , f e a №
( 3 . 1 6 )  т е н г л и к л а р  э с а  4  т а  н о м а ъ л у м л и  3 т а  т е н г л а м а л а р  с и с т е м а -  

с и  д а н
о ч и с и с т е м а -  
Ii n н г  ш у н д а й  е ч и м л а р и н и  т а н л а ш  к е р а к к и , \ и с о б л а ш  у ч у н  к у л а й  
( | ю р м у л а л а р н и  б е р с и н .  Б и з  ш у л а р д а н  и к к и  в а р и а н т и н и  о л а м и з .

Биринчи вариант. а 2 = р г = \ 
куйм нИ ^^м 1^^Д Р № ^«)1^Н Й ^к1

11Ш118ИйИШР̂ ЯИиш1

И Я

Р и ^ 2  2  9 (3 - 1 6 )

Р 22Р 21 “  2

Ш Ш Ш Ш т Ш И

Иккинчи вариант. а2 = /321 =L  ва р22= 1, р2Х— 0 булса,

Ащ Щ k2|  k{ = h f ( x 0,u0), к2 = h f { x Q +  | ,  wo + у )  

такрибий формула келиб чикдци.

8.3.4. Учинчи тартибли Рунге-Кутта метода. Бу холда г = 3 булиб,



тенгликлар уринлидир. Энди (3.18) тенгликларда k\j > (0) ( i , j  = 1,2,3) 
ларнинг ифодаларини тоттиб келтириб куйсак, у щлда (р'3 (0 ) Щ <р3"(0 ) = 
= (р”(0) = 0  тенгликларнинг бажарилиши учун ушбу системани \ o c r n  
кдгсамиз:

а 2 = Р21,
« 3  ~  Р з  1 ~*~Дз2»

Р з 1 + Ръ2 +  Рзз  =

а 2Р з2 + а зР зз  =  2 ’

^ 2  Рз2 а 3 Рзз З9

^ 2^32 Р зз —
1

(3.19)

Бу система 6 та тенгламадан иборат булиб, 8 та номаълумга эга, 
шунинг учун \ам бу системанинг ечими чексиз купдир.

Иккита вариантни курамиз:
а) Аввало, а 2 = р 21 = а 3 =1 деб оламиз. У х;олда осонлик би- 

я курии 
Р з 1  = ~ ^ ’ Р з  1 = Л э  и

(3.20)

ь2 “ K2I “ 2 ’ 3̂
лан куриш мумкинки, (3.19) системанинг долган номаълумлари

1 2
Т’ Рз2 = з га тенг булади. Шундай кдяиб,

1AUq = — (^ + 4к2 + %)

такрибий формулага эга буламиз, бу ерда

К = ¥ ( х0>щ}* к2 =

к3 = h f  (х0 + h, uQ - кх + lk2).
б) Энди

деб олсак, у  ^олда
^ 2  Р и  2 ’

булиб,

Aw0 Ш — (2кх + Ък2 + 4к3) (3.21)

такрибий формула келиб чикдци, бу ерда



Хар иккала (3.20), (3.21) такрибий формуланинг хатолиги

К

8.3,5. Туртинчи тартибли Рунге-Кутта метода. Бунда г = 4 булиб, 
такрибий формуланинг параметрларини аникдаш учун куйидаги 
тснгламалар системасига эга буламиз:

^2 = Р21»
«3 = Рз1 Рз2 ’
^4 = PaI Р42 Рщ *
Р л\+ Р*2+ Р аъ * . Р м * Ъ

а 2р 42+ а 3р 43 + а 4р 44 = 2 ’

^2 Рл2 ^  ̂ 3 Р43 &4 Р44 3’

°^2 Р 42 +  а 3 Р 43 +  ^ 4 ^ 4 4  =  ^ »

® '2 Р ъ гР 4 3  ^ 2 $ 42 Р 44 & 3Р 43Р 44 ~  g »

a2a3P32p43 + а2а4Р42р44 +а3а4р43р44

**2 Р з2 Р 4 3  “*■ Р 42Р 44 "*■ « з  Р 43Р 44 — 2  9

& 2 Р 3 2 Р 43Р 44 =  2 4  •

(3.22)

Бу системада ^ам номаълумларнинг сони тенгламалар сонига нис- 
батан иккитага купдир. Амалиётда энг куп кулланадиган туртинчи 
тартибли формула

Аи0 = — {к̂  + 2к2 + 2 к3 + к4 )

б^либ, бу ерда

Щ К =hf{x0,u0) ,k 2 = h f (x Q+ ^h,u0+ ~ k \

1  къ = ¥ (x 0 + \h’uo +\k2\,k4 = h f(x 0+h,u0+k}).

(3.23)

(3.24)

Иккинчи формула сифатида

А и0 = ^ (&, + 3 к2 +к3+к4) 
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ни олишимиз мумкин, бу ерда

k] = h f ( x 0,u0) ,  к2 J,

къ = */ (*  Г I f !  + *2}’

к4 = h f [x 0+ h,u0+ jk 2 +|^з)-

(3.26)

Бу формулалар биринчи марта Рунге (1895) томонидан таклиф 
этилган булиб, уни Кутта (1901) ривожлантирди, Гилл (1951) кбайта 
урганиб чикди. Хисоблаш амалиётида Рунге-Кутта методлари ора- 
сида туртинчи тартиблиси кенг кулланилади.

У ёки бу Рунге-Кутта методини куллаш натижасида Аи0нинг 
такрибий кдйматини ва натижада щ -  w(x0 + //) ни топамиз. Кейин 
дастлабки к^ийматлар сифатида щ  = х0 + h ва щ = и ( х 0 + h ) ни олиб, 
яна бир h  ёки боища h{ ф h кддамга силжитишимиз мумкин. Бу 
жараённи давом эттириб, изланаётган ечимнинг кдйматларини ке- 
ракли нук^таларда топиш мумкин.

1-мисол. [0; 0,4] ораликда (3.23), (3.24) формулалар ёрдамида h ~ 0,1 кладам 
билан

и т 2хи, г/(о) = 1

Коши масаласининг ечими топилсин.
Ечиш. Жараённинг бошланишини курсатамиз:

= 217x̂11̂  = 0,1 • 2 • 0 • 1 = 0,

к2 = 2/г(х0 + \ к \ ^ =' 0,1-2 0,05 = 0,01,:] - '  Т.

къ =2к[х0 + + \ к2 1 = 1-2*0,05 -1,005 = 0,01005,

к4 = 2 h(x0 +h ) ( u0 +к3) = 0,1- 2-0,1-1,01005 = 0,020201.

Бу ердан

Аи0 f  -(0+2-0,01+2-0,01005+0,020201) = 0,01005

ва натижада ил =и0 + Аи0 =1 + 0,01005 = 1,01005.
Колган як^инлашишлар \ам шунга ухшаш ^исобланади. Хисоблаш нати-

жаси 4-жадвалда келтирилган. Шундай килиб, и(0,4) = 1,173510. Таккослаш 
2

учун и —е х аник, ечимни келтирамиз, бундан

м(0,4>«е0,16 1  1,1735109.
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4-ж а д в а л

(3.27) Коши масаласини (3.23), (3.24) формулалар ёрдамида ечиш

п X и к  = 0,1 • 2 хи А и

0 0
0,05
0,05
0,10

1
1

1,005
1,01005

0
0,01

0,01005
0,020201

0,00000
0,02000
0,02010

0,020201

-•0,060301*= 0,01005 
6

1 0,10
0,15
0,15
0,20

1,010050
1,020150
1,025352
1,040811

0,020201
0,030605
0,030706
0,42039

0,020201
0,061200
0,061521
0,041632

- 1 И И м И И И И | У
6

2 0,20
0,25
0,25
0,30

1,040810
1,061620
1,067351
1,094178

0,041632
0,053081
0,053368
0,065651

0,041632
0,106163
0,106735
0,065651

-- *0,320181 = 0,053363 
6

3 0,30
0,35
0,35
0,40

1,094174 
1,126999 
1,133662 
1,173527

0,065650
0,078890
0,079353
0,093882

0,065650
0,157780
0,158707
0,093882

0,476019 = 0,0793366

4 0,40 1,173510

8.3.6. Рунге-Кутта методининг кдцамдаги хатолиги. Рунге прин
ципы. Бибербах [57] Тейлор формуласи буйича ёйилмадан фойдала- 
ИИб, u' = f ( x , u ) тенглама учун Рунге-Кутта методининг хатолиги- 
м и ба^олаш мак^садида ушбу

н Ш Н <
6AW|X|-.X()| N s -\

|Ш

тснгсизликни топган эди, бу ерда М ва Л^шундай танланган сон 
лирки, |х-х0| < а \ и -щ \  < Ъ со^ада
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дх'ди

I х — х01 TV < 1 ,аМ  < b
М (3.27)

сонни « с е з у в ч анл и к  улнами»  деб к,араш

муносабатлар бажарилиши керак.
Агар / (х, и) мураккаб аналитик ифодага эга булса, бу форму- 

ладан фойдаланиш куп к;ийинчиликлар тугдиради. Шунинг учун 
\аы амалиётда ^ар хил билвосита усуллардан фойдаланилади. Кд- 
дамни кичрайтириш \исобига аник^икни ошириш учун \к2 - к ъ\ ва 
|к{ - к 21 айирмаларни тузиб, буларнинг биринчиси кейингисининг 
бир неча фоизини ташкил этиши талаб к^илинади. Агар бу шарт 
бажарилмаса, у хрлда кдцамни кичрайтиришга тугри келади.

ттт к\~к2Шунинг учун т—тг
К 2 ~ К Ъ

мумкин [21]. Фараз кдлайлик, тартиби s  булган Рунге-Кутта мето- 
дини куллаётган булайлик ва х  ечимни кддираётган нук,та булсин. 
Бу ечимни, аввало, h  кладам билан, кейин 2h  кладам билан топамиз. 
Кддам h  булганда хх = х0 + h  нук^а учун (3.11) формулага кура

и (*,) = и, + Ahs+\ ,А = , 0 < S< h

муносабатга эга буламиз. Бу ерда хатолик Ah5+{ га тенг. Хатоликни 
х = х0 + 2h нуктада хомаки хисоблаш учун х,ар бир кддамда хато
лик hs+] га пропорционал деб фараз кдламиз, у  х  нуктада 
хатолйкнинг жами 2Ahs+l булади, яъни

и(х) = м(2) + А 2f f +l (3.28)

муносабат келиб чик;ади. Агар биз эдстсоблашни 2h  к;адам билан ба- 
жарсак, у долда х = х0 + 2h  нук^тада хатолик A(2h)s+l булиб,

u(x) = uW + A2s+'hs+l (3.29)

тенгликка эга буламиз.
Энди (3.28) ва (3.29) тенгликлардан хатоликнинг бош хадини 

хосил кдламиз:
(1) (  /"5 'IfWw  ’ —иух) =—— -—. (3.30)

Бу тенглик Р ун ге  принципы дейилади. Уни куйидагича тавсифлаш 
мумкин: Аншдшк тартиби s  булган Рунге-Кутта методининг h  кдцам-
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дпги хатосини топиш учун бу ечимни 2 h  кддам билан топиш керак. 
И зланаётган хатолик ечимнинг h  ва 2h  кдцамдаги кдйматлари айир- 
маси модулининг Т  -1 га булинганига тенг. Топилган такрибий к̂ ий- 
матнинг аникушгини орттириш мак^садида топилган такрибий к*ий- 
матга хатолик бош зддининг микдорини кушиш керак:

w (x) = и +u^-uW  
2s-1

(3.31)

Агар (3.30) ифоданинг абсолют к*иймати берилган аник/шкдан 
кичик булмаса, у холда h  кдцамни икки марта кичик кдлиб олиш 
керак.

Маш к. 1-мисолдаги кдцам бу бандда айтилган шартларни каноатлантири- 
IIIи кУрсатилсин.

8.3.7. Кутта-Мерсон методи. Рунге принципига асосланиб h  
Кддамни узгартириш усули куп ме^нат талаб кдлади. Мерсон 1958 
йилда Рунге-Кутта методини узгартириб, бошкдча куринишда так- 
лиф этди. Бу метод аник^ликка эришиш учун h кдцамни автоматик 
равишда ва зудлик билан танлаш усулини беради. Бу формула куйи- 
дигидан иборат:

Пу ерда

к2 f l-h f\  x0 +у/г, и0 + М /у

л  = \¥ {хй + \ К щ & ^ К + \ кг \  \ (3.33)

К  =5 Л/(*о+}М о+!*1 + !*з).
1 / 3 9 \

к5 = i hf [ xo ио + 2 ^ + 6^4)'

Ушбу методнинг устунлиги шундан иборатки, h  нинг юкрри дара- 
жаларини уз ичига олган кдторнинг хадларини ташлаб юбориш х;исо- 
бига \осил булган г  хатолик

5s = к -  — к, + 4к, -  — кг1 О i  4  Л  D (3.34)

формула билан аникданади. Шу билан бирга h  кдцамни узгартириш 
мезони куйидагидан иборат: агар (3.34) ифоданинг микдори берил-
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ган в хатоликка нисбатан 5 мартадан куп булса, у  холда кдцамни 
икки марта кичик кдлиб олиб, хисоблашни кдйтадан бажариш ке-

у холда h  кладами и икки  марта ошириб, хисоблаш ни такрорлаш  
керак. М ерсоннинг тасдигига кура, бу метод доимий h  кладам би
лан олинган стандарт Р унге-К утта методига нисбатан хисоблаш - 
ларни 2 0 % га кдокдртиради.

М а ш  к;. 1-мисол Мерсон методи билан ечилсин.

8.3 .8 . Оддий дифференциал тенгламалар системасини ечиш учун 
Рунге-Кутта методлари. Нормал куриниш да ёзилган биринчи тар 
тибли оддий дифференциал тенгламалар системасини ечиш учун 
\ам ю кррида келти рган им и здек иш тутиб, параметрларни аник,- 
лаш  учун алгебраи к тен глам алар  систем асини  чикдриш  м ум ки н  
[7]. Л екин  бу ерда хосил буладиган  ифодалар м ур аккаб  ва ал геб 
раи к систем адаги  тен глам аларн ин г сони хам куп  булади. Ш унга 
ухшаш

л-тартибли оддий дифференциал тенгламалар учун хам Рунге-К ут
та методлари ишлаб чикдлган [7].

М аълумки, алмаштиришлар бажариб, (3.35) тенгламани диффе
ренциал тенгламалар системасининг нормал шаклига келтириш мум
кин. Биз ю кррида к ( к  = 1 , 2 ,  3,4) тартибли Р унге-К утта методи
нинг формулаларини чикдрган эдик. Бу формулаларни бемалол тенг
ламалар системаси учун хам кушташ мумкин.

Ф араз кдгсайлик, ушбу

дастлабки  ш артларни кдноатлантирадиган ечимини топиш талаб 
кдлинсин. М исол учун биз бу ерда (3 .23), (3.24) формулаларни 
куллаймиз. Битта тенглам а булган холга ухш аб параллел равиш да 
Aw0, AZq сонларни аниьутаймиз:

рак; агар ун гтом он  берилган ганиьуш кдан  — марта кичик булса,

(3.35)

тенгламалар системасининг

и(х0) = и0, z(x0) = z0

(3.36)
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Оу ерда

IH1 U,+ 1' Л'о + V'Z0 +4)’ 12 РШШг! ШИ I >“0 + К2 2 2 2 2

S  =  Л / ; ( х 0 +  - , » 0 +  £ , г 0 +  |  )  J ,  =  ¥ 2  ( л о +  2 I ио 1  2 I Ц  +  у ) |

4̂ ~ ^/) ( хо + ^  wo + ’ zo + )» U ~ h i  г  ( х о + Щ + R  ’ zo + h  )  * 

Натижада
w, — и 0 -\- А и 0 , Zj — z0 + Az0

га эга буламиз.

З-м исол . Рунге-Кутта методи билан ^аршилик курсатувчи му\итда маятник- 
ми иг тебраниш тенгламаси

d 2(p d(p
— -̂ + 0,l--~  + 5sin (р = Ощ в (3.37)

ПИНГ <Р (О) -  0,2, ф ( 0 )  = О, I <р =d(p
d t

дастлабки шартларни кдноатлантирадиган ечими топилсин.

d<p
Ечиш . Ушбу —г- —Ц/ алмаштиришни бажариб, (3.37) тенгламани 

at

<р=у/,

y/=-(5sin<p+0,h//), <р(0)=0,2; i//(0)=0,l (3.38)

генгламалар системаси шаклида ёзиб оламиз. Хисоблашларни (3.36) формула 
ёрдамида бажарамиз. Бу ерда \ам кдцамни h  = At =  0,1 деб оламиз. Бизнинг \олда 
к 1 ва /. куйидаги формулалар ёрдамида аник^ланади:

/с, = 0,1у/0 , /, = -0,1 (5 sin (р{) + 0, li//()) ,

5sin («Ро Щ Н б Н  + Ц

5 sin - * -  ) + В И Ш |*3 = 0 .1  [ .//0 + 2 Я  = - 0 . 1

к4 = Ц1 (Ч'а + I ) • U | 1 5 sin [ Я  Ш г ) + °’ 1 (Щ + И )

Хисоблаш натижалари 5-жадвалда келтирилган. Жадвалдан курамизки , 
«!>((), 1) = 0,204939; <р(0,2) = 0,198059.
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8.3.9. Бир кдддмли методпарнинг як̂ инлашиши. Бу бандда (1.1) Коши 
масаласини сонли ечишда ишлатиладиган турли методларнинг шун- 
дай гурухини куриб чикдмизки, бунда (х0 <Xj <хп <х0 +%)
КИЙматларнинг у. як^нлашишлари кетма-кет хосил булсин. Фараз 
цилайлик, т белгиланган булиб, сонли интеграллаш жараёнида барча 
] £ т  учун у. нинг к,ийматлари к;андайдир функционалнинг к^ийма- 
тидек аникутансин:

Сонли интеграллашнинг бундай усули т цадамли метод лъйилади. 
Юкррида куриб чикдлган методларнинг барчаси ушбу умумий ху- 
сусиятга эга: такрибий ечимнинг кейинги нук^адаги к^иймати ечим- 
пинг факдт олдинги нук^тадаги кдйматига боглик, равишда аник,- 
ланган эди, демак, бу усулларга мое келадиган хисоблаш форму- 
лаларини (3.39) куринишда ёзадиган булсак, т = 1 булган холга 
Ярри келади. Бундай методлар бир цадамли методлар дейилади.

Шу пайтгача биз бир кддамли методларнинг фак;ат бир кддамда- 
ги хатолигини текширган эдик. Энди бир кдцамли методларнинг 
умумий хатолигини бахолашни ва унинг Я1динлашишини куриб чи- 
к;амиз. Бир кдцамли метод учун (3.39) формула куйидаги куриниш- 
га эга:

Реал хисоблашлар натижасида топилган у.+{ як^инлашишлар (3.40) 
муносабат билан эмас, балки

муносабат билан боклангандир. Бундаги <5.+1 кзшшмча хад куйида- 
ги сабабларга кура хосил булади:
' а) хисоблаш жараёнидаги яхлитлашлар;

б) f (x,  и) нинг к,ийматини топишдаги хатоликлар; бу хато- 
ликларнинг манбаи шундаки, кдралаётган/(х, и) функция реал 
дифференциал тенгламанинг к;андайдир як^инлашишидан ибо
рат, бундан ташкдри, купинча f ix,  и) ни ЭХМ да хисоблаш 
жараёнида бу функция ЭХМ да элементар функциялар билан 
як^нлаштирилади;
t в) айрим холларда у.+{ нинг ьдиймати (3.39) тенгламага тенг куч- 

ли булган, аммо у  у га нисбатан ошкор куринишда берилмаган 
тенгламадан топилади, бундай холда д.+1 шундай ташкил этувчига 
эга буладики, у ошкор булмаган тенгламанинг такрибий ечимидан 
Келиб чикдци.

(3.39)

** % * %- (3,40)

(3.413
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Биз курдикки, <5.+1 куп омилларга боглик;, шунга кдрамасдан 
уни цадам да ги  яхлитлаш хатолиги  дейилади.

Шунга ухшаш дастлабки маълумотларни аникуташдаги хатолик 
ва яхлитлаш хисобидан бошлангич шарт и0 изланаётган ечимнинг 
и(х0) к^ийматидан фарк, кдлади.

Фараз кдлайлик, и(х) дифференциал тенгламанинг изланаётган 
ечими, и р с )  (/ = 0 , 1 , 2 , . . . )  лар эса и (х) = у . шартларни кдноатлан- 
тирадиган ечимлари булсин. Энди е п = ип(хп) -  и(хп) хатоликни ку- 
йидаги куринишда ёзиб оламиз:

ш

Кейинги мулохазалар учун ушбу леммани келтирамиз:
Л е м м а . Фараз кдлайлик, и {(х) ва и2(х) функциялар и -  /  (х, и )  

дифференциал тенгламанинг ечимлари булиб, /(х, и) ва унинг хоси- 
ласи / (х, и) узлуксиз булсин. У холда ушбу

и 2 ( b ) - u x (Z?) = (и2 ( « ) - щ  (<я))ехр
и

(3.43)

тенглик уринли булади, бу ерда

w (x) = и х ( х )  + 0  (x)(w 2 ( х ) - м 1 ( x ) j ,  О < в  (х )  < 1. 

Исботи.Уш бу

и2 = /(х,М 2) , и[ = /(x,W j)

тенгликларнинг биридан иккинчисини айириб, хосил булган / (х, и2) — 
f (x ,  Mj) айирмага Лагранж теоремасини куллаймиз:

f ( x f u 2) - f ( x , u }) = f u ( х , й ) ( и 2 - и , ) ,

бунда и (х) = и } (х) #■ в  (х) (и2 (х) -  и } (х ) ) . Натижада и2 -  и { га нисба
тан куйидаги чизикди дифференциал тенгламага эга буламиз:

( и 2 -*/ ;) = X {х,и ) (и2 - и }).

Буни интеграллаб, (3.43) тенгликни хосил к^ламиз.
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а = Xj , b  = xn9 и х (x)  = Uj_x (о ) , и 2 (x)  = Uj ( x)  

булсин, у холда (3.43) тенгликка кура

и ехр<
лп

бувда

\осил булади. 
Шунга ухшаш

щШ ( Ф - %и М

лп

*0

(3.44)

Ш И

Юкрридаги (3.42), (3.44) ва (3.45) тенгликлардан куйидагиларга 
эга буламиз:

п х„ ■
ли

&  *  Е д о м u f i l & l 11;)| А > + £0 ехр < j*/(x,z/0 (х ))  dx
щ А Xq

(3.46)

бунда Ц; = Uj { jc J « % | |% | »  Ц ^ *  *
Биз (3.41) тенгликдан ушбуни хосил кдламиз:

В  . 0МЯ1
бунда

К  ^  ) h  B ja  О Д

Аввало, -г. нинг маъносини тушдшИ Щ Ж щюu  %£ь|вд|
(3.4(1) формула |рдамяда хдособланган сон. шУШШМ дкффшрешр* 
ил fty ffc jl =  t t j  МЗЙрТШ ^ЮШШШйрфЩЕШН Я Щ Й Ш -
м ининг Xj ирдгадаш щ й м а т ,. Демаж, г, крралзётган 'Ш Ш Ш Щ  fflEp 

- К р д а м д а г и 0 рвй|9 fsp tiaЩ Ш ш б Ш 6 t>m-
ланиб, ябеаящмйшда *»1 § "^Ш йЯРцЦв
Г. микдор методнииг щвдшйёаж з т я т и т  ртШят/т..

Фараз чвкшШшц, шшшшшщ? ядиндашиш
тартиби 1  6§йщед»; •  ЯШЩ ЩЩшШшш интеграллаш оралири

х0 га мое ктадмщщ барча j  зщр Ш Ш

i ж (3.48)

Ж



тенгсизлик уринли булади.
Куйидаги белгилашларни киритамиз:

L= sup \fu | < °°»

И = max hj_,, 8 = max 11
Бу белгилашларни \исобга олиб, х0 < х} < хп < х0 + X булган- 

лиги учун ушбу батога эга буламиз:

ехр
лп

\fu(x^ j { x))dx <  e x p  (х „  -  Xj )| <  e x p  { LX } .

Бу тенгсизликдан фойдаланиб, (3.46) дан куйидаги ба\они топа- 
миз:

|е„|<ехр(1 Х ) + 5, + \£п (3.49)
У

Энди биз (3.48) ни куполлаштириб, гу.| учун ушбу батога эга була
миз:

£ c h s (xj

Бу ба\они (3.49) га куйсак, натижада

(  „
|e„ | < exp (LX) J \ ( c ^  (*у -  Xj_, ) + |<5j) + \е

IBi

(3.50)

Л
)+К1

у
<

<

(3.51)
< exp (Z Jf)(c (Jf-x0)/?v + N8 +|е01)- (А < N)

\осил булади. Бу ба\о шуни курсатадики, h 0 да max k J  -> 0
xQ<xnzx 0+x'

учун, яъни (3.40) бир кддамли метод як^нлашувчи булиши учун 
бир вак^тда N8 —> 0  ва |бг0| —> 0 муносабатлар уринли булиши ке
рак. Шундай кдлиб, интеграллаш кддами етарлича кичик булганда 
хамда хисоблаш хатолиги ва бошлангич шартнингхатолиги (йукр- 
тилмас хато) s0 кичик булганда, бир кддамли методлар билан (ху- 
сусий холда Рунге-Кутта методи билан) \осил кдгсинадиган ечим 
аник;ечимга як,ин булади.



Агар h кдцам доимий, яъни h  = --Q- булса, у холда (3.51) ни 
куйидагича ёзиб олиш мумкин:

Ы^ехр(/ЛГ)(с(Х-;<:0 )/г5 t ^ T 5 +\£̂  (3.52)

Бу баходан курамизки, агар h  -»  0  да ушбу

; t •; ,-0 о, * ^  о (3.53)

муносабатлар уринли булса, у холда [х0, Х\ чекли оралик;нинг их- 
тиёрий нуъ;тасида бир кддамли метод билан топилган такрибий 
счим аник, ечимга як^нлашади. ___

Хусусий холда, агар £0 = 0, <5, = о(/ = 1,ЛЧ булса, у холда (3.52) 
ба\о

\ея | < с [ Х  -  х 0) exp ( X L ) h s

кУринишга эга булади, бу м ет одн и н г  хат олигидир .
Реал хисоблаш жараёнида [х0, Х\ оралик^нинг ихтиёрий нук^таси- 

да берилган s-тартибли аник^икдаги бир кддамли метод билан то- 
иилган такрибий ечим дастлабки Коши масаласининг ечимига И* 
тсзлик билан якднлашиши учун (3.52) формул ага кура

£0 = o(^+1),5= o(A i+1)

шартлар бажарилиши етарлидир. Бу шартларнинг бажарилиши наза- 
рий жихатдан мумкин булса хам, реал хисоблашларда буларни таъ- 
минлаш кдйин. Одатда, ЭЩМ да h ни узгартирганда в0 ва 5,- Щ = 1, N ) 
хатоликлар абсолют циймати билан куйидан чегараланган. Э \М  нинг 
хоналилиги сакутанса, кдцамни кичрайтирганда хам sQ йукртилмас 
хато умуман узгармайди.

Такрибий ечим хатолигини яхлитлаш хисобидан келиб чикдан 
Кисми — хисоблаш хатолиги эса (3.52) бахода Ъ/h купаювчи к,ат- 
машганлиги учун h -»  О да h ~х тезлик билан усиб боради. Юкрри- 
да курганимиздек, методнинг хатолиги /г'тезликда камаяди. Шу- 
иинг учун хам h  нинг микдорига боглик, равишда такрибий ечим 
т^лик, хатолигининг бош куисмини, одатда, ё метод хатолиги (А 
пинг нисбатан катта к^йматларида), ёки хисоблаш хатолиги (h нинг 
жуда кичик кдйматларида) ташкил этади. Агар дастлабки шарт купол 
равишда берилган булса, у холда йукртилмас хатолик хам бопща 
хатоликларга нисбатан устун булиши мумкин. Аммо кддамни жуда
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катта ёки жуда кичик кдлиб олганда метод хатолиги ёки хисоблаш 
хатолиги энг устун чикдци ва демак, катта ёки жуда кичик кддам- 
лар учун хисоблаш натижаси ярок;сиз булиб к;олади. Шунинг учун 
хам И нинг шундай к^йматини танлаш керакки, (3.52) нинг унг 
томони энг кичик к^ийматни кабул кдгссин. Купол кдлиб айтганда, 
методнинг хатолиги билан хисоблаш хатолигининг улушлари тенг 
булишини таъминлаш керак. Бу ерда йукртилмас хатоликнинг хам 
улуши катта булмаслиги керак. Бу холда хисоблаш жараёни м ув о за - 
натга келтирилган (балансланган) булади. Хисоблаш амалиётида метод 
хатолиги мик^ёсида йукртштмас хато ва хисоблаш хатоси натижага 
таъсир кдлмаслигига эришилади. Бу ерда айтилган мулохазалар (3.52) 
бахога асосланган, унинг узи эса оширилгандир. Масалан, яхлитлаш 
хатоликлари хар хил ишорага эга булиб, бир-бирининг урнини тулди- 
риши (компенсация кдлиши) мумкин, формула хатолиги хисоб
лаш жараёнининг хар бир к;адамида уз ишорасини сакдаши шарт 
эмас ва х-к* Аслида буларнинг хаммаси юкрридаги манзарани унча 
узгартирмайди.

Юкррида айтилганлардан шундай хулосага келамизки, хисоб
лаш жараёнини ташкил кдлаётганда хисоблаш методини, h  кддам 
микдорини, натижанинг талаб кдлинган аник^лигини, дастлабки 
маълумотларнинг аникушгини ва хисоблаш аник^игини узаро му- 
вофикдаштириш керак. Баъзан шундай мувофикдаштириш учун мо- 
дел тарзидаги масалалар кдралади. Бу омилларни к^исман мувофик,- 
лаштириш (3.52) бахо асосида олиб борилади. Хисоблаш амалиёти 
курсатадики, масалаларнинг берилган синфи ва ЭХМ нинг аник, 
бирор типи учун кддамнинг юкрридан ва куйидан чегараланган 
шундай сохаси мавжудки, унда танланган метод хатолигининг бош 
хади такрибий ечимнинг тулик, хатолиги микдори хакдда яхши та- 
саввур беради. Бу соханинг куйи чегараси ЭХМ нинг хоналилигига 
жиддий равишда богликдир. Хоналилиги катта ЭХМ лар учун бу
куйи чегара кичикдир, чунки бунда 8 кичик булиб, -г нисбат узи-
нинг критик ну^тасига h нинг кичикрок, к,ийматида эришади.

8.4-§. КУП КАДАМЛИ АЙИРМАЛИ МЕТОДЛАР

8.4.1. Масаланинг куйи лиши. Бу бандда

~  = f ( x , u ) , u ( 0 )  = u0 (4.1)

Коши масаласини ечиш учун кддами h  = х. доимий булган
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ВУрни киритамиз ва ЛА тур устида аншдтанган функцияларни 
у п = и (х п) , f n = f ( x n, y n) орк^али белгилаймиз. Биз бу ерда Коши 
масаласини wz-кддамли айирмали методлар билан такрибий ечишни 
к^риб чикдмиз. Бу методлар орасида кенг кулланиладиганлари

т т

т /-о

муносабат билан аникданади, бу ерда ат ва Ът лар п  га боклик, булмаган 
коэффициентлар. Бу методлар чи зщ ли -айирм али  м ет одлар  ёки чи- 
шжды-айирмали схемалар  дейилади. (4.2) тенгламага у п ни олдин то- 
пилган у 0, у {, ... , у п_j к,ийматлар оркдли ифодаланадиган рекуррент 
муносабатдек кдраш керак. Хисоб п = т  дан, яъни

т т

Ш  =ДЛЙ Ь# +/=1 в

тенгламадан бошланади. Бундан курамизки, хисобни бошлаш учун 
т  та у 0, y v  ... , у т1 дастлабки к^ийматларни курсатмок, керак. Бу 
ерда у 0 = м0 бошлангич шартдан топилади, долган y v  у 2, ... , у т_{ 
ларни эса боища методлар, масалан, Рунге-Кутта методи ёрдамида 
топиш мумкин. Кейинги мулохазаларда у 0, y v  ... , у т_х дастлабки 
Кийматлар берилган, деб фараз к,иламиз.

- Агар Ьт0 = 0 булса, у холда (4.2) метод ош кор  ёки э к ст р а п ол я 
ци ей  дейилади, бу холда у п ошкор равишда у п_т, у п_т_{, ... , у п_{ ор- 
цали ифодаланади. Агар Ьт0 ф 0 булса, у холда метод ош к орм а с  ёки 
интерполяцион  дейилади. Бу ердад^.

% 3W

Вйзшдти булмаган тенгламадан топилади, бунда
т

тт$ш-11 = шЦ

Одатда, дастлабки я^инлашиш у ^  ни у п_х га тенг деб олиб, бу 
тенглама Ньютон методи билан ечилади.

Хисоблаш амалиётида (4.2) куп кдцамли методларнинг хусу- 
СИЙ холи булган Адамс м ет одлари  кенгтаркдлгандир. Бунда и '(х )  
факат х ва хп икки нук^тага кура аппроксимация кдпинади, яъни 
а , = 1 , а  . = 0 , / = 2 , 3, ... , т.Тт\ ’ mi 7 7 7 7



Шундай кдгсиб, Адамс методлари

щ

Ш г а ж М И Н Ш  (4.3)
/=о

куринишга эга. Агар bmQ = 0 булса, Адамс методлари э к ст р а п о л я ц и 
е й  булиб, Ьт0 ф 0  булганда эса и н т ер п ол яц и он ди р .

Кейинчалик (4.2) айирмали методларни урганишда a mj ва bmi 
коэффициентлар танланишининг аппроксимациянинг хатолигига 
ва тургунлик хдмда як^инлашиш масаласига таъсирини куриб чи- 
кдмиз.

8.4.2. Куп кддамли методдардаги аппроксимациянинг хатолиги. Диф
ференциал тенглама енимини аппр ок сим аци ял аш да ги  хат олик  ёки (4.2) 
айирм али  сх ем анин г  б окл ани ш си зл и ги  деб

ГП- 1 h

Iff

/=1

т

й Ш И Ш б Р Й Ш  (4.4)
/=0

микдорга аитилади.
Т а ъ р и ф. Агар /г 0 да

Ы| = max щ т т
х0-хп-х0+Х

муносабат уринли булса, т -кддамли схема [х0 ,х {) + X] ораликда ди ф 
ф ер ен ц и а л  м а са л а н и  е н и м д а  а п п р о к с и м а ц и я  щ л а д и  дейилади.

Биз \озир а т. ва Ьт} коэффициентларга боглик, равишда h  - »  0 
да аппроксимация тартибини аникдаймиз.

Фараз кдлайлик, кдралаётган функциялар керакли силликутикка 
эга булсин. Энди /(-V ,,** (*„_,)) = u '& p j )  ва xn_f = xn ~ ih  эканли- 
гини эслаб, х  = х  нук;тада Тейлор формуласига кура

£=0 

к—1 '

тенгликларга эга буламиз. Бу ифодаларни (4.4) га куйиб, куйида- 
гини хосил кдгсамиз:
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(ty ердм?
m m

Щ /=0

Кулайлик учун куйидаги леммада

Щ  M i Щ =~ami ’ i = l л , - , т  (4.5)

деб оламиз.
Л е м м а . Фараз кдлайлик, и(х) ихтиёрий силлик, функция булсин,

h —> 0 П 4 7
' т ат '

)*"?, X ( а‘ _ Ц I  (х _ //?)) = /  (111 3 ) )#=о

муносабатлар уринли булиши, яъни (4.2) айирмали схема (4.1) 
тенгламани аппроксимация кдлиши учун

' А' ■+ = 1 '1

И сб о  т и . Тейлор формуласига кура

и ( х  -  /А) =  и ( х )  -  ihur ( х )  +  0 (  А2 ) ,  
f [ x - i h , w (x — /А)) = / (х , w (x )) + 0(A ).

1>у ифодаларни (4.6) нинг чап томонига куйиб, куйидагиларга эга 
буламиз:



lim h—>0

m  *
a

limM l

mttt
h ш

mi
етИ  J

п н В ж Я

Бу муносабатлар уринли булиши учун

ш т т .
У  а .  =  0, - У ш  .11 , Y b/ j пи * / J Щ  I / J п
/=0 Ж0 /=0

ёки (4.5) га кура
hi т т

I  я
/=1 /=о мё

тенгликларнинг уринли булиши зарур ва етарлидир. Энди

H I

4 , = 1 -  X  в
/а

ШШ

тенгликларни хисобга олсак, (4.7) тенглик, демак, лемманинг 
исботи келиб чикдди.

Агар
Лп = Л. ~ ... =А = 0

0 1 р

булса, у холда
0 (hp)

булади ва (4.2) схема р -т арт и бл и  а пп р ок сим аци я га  э г а  дейилади.
Осонлик билан куриш мумкинки, агар и{х) функция р-дара- 

жали купхад булса, у холда (4.9) шартлар бажарилади ва гп_х И  0 
булади. Демак, бу холда (4.2) айирмали схема барча /ьдаражали 
купхад учун аник, тенгликка айланади. Умид к,илиш мумкинки, 
и(х) нинг ечими р-даражали купхадлар билан яхши якднлашади- 
ган (4.1) дифференциал тенгламалар учун ж  етарлича кичик була
ди.

Шуни таъкидлаш керакки, (4.9) шартлар amj, bmj (/ = 0,1, ... , 
ларга нисбатан ушбу

1, (iami-kbmi) = 0, Ш  1,2
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2т + 2 та номаълумли чизикди алгебраик тенгламалар системасини 
та i и кил этади. Энди (4.8) ни эътиборга олиб, (4.10) ни бошцача 
взишимиз мумкин. Натижада ушбу 2т  та номаълумли р  та тенг
ламалар системасига эга буламиз:

т т

Z Щ : Л Щ К м  - кЬ™ )|  °> * = 2’3’ - ' р ' (4 .п ) 1=1 /=]

Ьт1) коэффициент эса
т

ьто
1=1

фОшйула ёрдамида топилади. (4.10) система ортиги билан аникдан- 
ган булмаслиги учун р < 2 т  деб талаб кдламиз. Бу талаб шуни бил- 
дирадики, m-кддамли айирмали методлар аппроксимациясинингтар
тиби 2т  дан ошмайди.

Шундай кдлиб, аппроксимациянинг эришиши мумкин булган 
ж г Щори тартиби ошкормас \ оя  /w-кдцамли методлар учун 2т 
булиб, ошкор (b^  = 0 ) хол учун 2т - 1 дир.

Адамс методларида ат{ = 1, ат1 =...= атт -  0 булганлиги сабабли 
/ьтартибли аппроксимация учун (4.11) шартлар цуйидаги куринишга 
эга булади:

т т
X  (4.12)
и  и

1>у системанинг детерминанта Вандермонд детерминанта булиб, / 
\ар хил кдеймат к,абул к^илади, шунинг учун \ам бу система ихтиё- 
рий т  учун ягона ечимга эга.

Бундан курамизки, Адамснинг m-кддамли методида аппрокси
мациянинг энг юкрри тартиби ошкормас \ол  учун т  + 1  булиб, 
ошкор (Ьт0 = 0 ) \ оя  учун т  дир.

8.4.3. Адамснинг экстраполяцион методлари. Юкррида айтгани- 
миздек, Адамснинг m-кддамли ошкор

т
y n = yn-\+hY jb™f»-> (4.13)/=1

методи учун аппроксимациясининг энг юк;ори тартиби р —т, Но- 
мпълум коэффициентларни топиш учун (4.12) система бу холда 
ушбу куринишга эга:
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(4.14)

\ар бир муайян т  учун (4.12) системани ечиб, bmV bmV ... , bmm 
ларни топамиз. Агар т  = 1 булса, у холда Адамс методи ушбу

Эйлер метод ига айланади.
Адамс машхур инглиз артиллеристи Бошфорт илтимосига кура 

уз методларини 1855 й. яратган эди. Бу методлар кейинчалик уну- 
тилган булиб, асримизнинг бошида норвегиялик математик Штёр- 
мер томонидан кбайта очилди.

Осонлик билан топиш мумкинки, т  = 2, 3, 4, 5 булганда мос 
равишда аппроксимация тартиби т  га тенг булган куйидаги ме- 
тодларга эга буламиз:

Амалиётда Адамс методлари т — 1, 2, ... , 10 лар учун ишлатилади. 
М аш к. Адамс методлари т = 6, 7, 8, 9, 10 лар учун чик,арилсин.

Адамс методларини куришда бопщача ёндашиш хам мумкин. 
Фараз кдлайлик,

такрибий кдйматлар хисобланган булиб, п > к  + 1 булсин. Кейин- 
ги у п ни хисоблаш учун алгебраик интерполяциялашдан фойдала- 
намиз. Бунингучун г/(х) нинг ушбу

к  + q  + 1 та нутдгалардаги кдйматларидан фойдаланиб, (к  + q) тар
тибли Лагранж интерполяцион купхадини курамиз (5.4-§):

у ,  Ш Ш +¥„-i

Уп | У п-1 f n - 2  )> т % 2 ’

У„ = У . - ,  +  ” ( 2 3 - 1 6 f i 2 + 5/„.з), 3;

Уп =Л-, + £ ( 5 5 - 5 9 f n_2 + 3 7 f „ _ 3 - 9 f „ _ 4 ) ,  m| 4 ;

Уп = У„-1 § ш ( 1 9 0 1 / * - ‘ 2774^я—2 +2616/я_з 
р1274/я_4 +251/п_5), т = 5.

(4.15)

Хл-1-к’ Хп-к> Хп-\I •** ’ ̂ //-1+̂ (4.16)

(4.17)
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бунда

®*+, +1 {Х) = ( Х- Х„-1-к)(Х- Х„-к) -{ Х- Хп-! + ,)■

Тугунлар бир хил узо*ушкда жойлашганлиги х .-х ._ х = А учун 
х = xn_v + th алмаштиришни бажарамиз. У холда

В  x ~xn - i - j= h ( t + j ) ’ ° W i (*) = А*+,+Ч \ ,♦,(*)•
бунда

со.k+q+l (/ )-(/  + £)(/ + к -1 ).

* W i (V ity ) = ( - 1Г 7 { k - j ) \ ( j  + ?)!.

liy \олда (4.17) куп\ад куйидаги куринишга эга булади:

(x«-\+th) = X  (/T7)(7+9)!(/t-y)!w . (4.18)

1>у купхаддан фойдаланиб, куйидаги тенгликни ёзамиз:

t  ^ 8  *419^
йунда гы  (х„_! + г/г) интерполяциянинг крлдик, х,ади. Агар J{x, и) 
Кпралаётган сохада ( k + q  + l )  тартибли узлуксиз хусусий хосила- 
Ларга эга булса, у холда крлдик, хадни куйидагича ёзиш мумкин:

B y  (4.20)

liy ифодани биз [хп_р хп\ ораликда ишлатамиз. Шунинг учун, агар 
<I * I булса, <г]< ва агар q = 0  булса, хп_^к < r j< x n деб 
к/файмиз.
Ушбу

Хц 1
u(xn) = u(xn_j)+  J u'(x)dx = u[xn_{) + h ^и\хп_х +th)dt

формулада u ( x n_x+th) ни (4.19) формуланинг унг томони билан 
йЛмаштирамиз, у холда куйидагига эга буламиз:

47



1 1 

и(х„) = и (хя_1) + а 1 %»* |% 4  + jK| л  + A ШЦ (х„^ + th) =
° | ° (4.21)

= »||ш ) + A S  Ь^]и'[хп_хч ) + ,
J=~̂

бунда

(4.22)

Бу ерда co*+<7+i (/) уз ишорасини сакдайди ва w k + - (хп_{ + th) уз- 
луксиз булганлиги учун крлдик; хадни куйидагича ёзиб олишимиз 
мумкин:

R"* = Щ т М<*+?+2)Ш) М м  (0  л > (4.23)v ’ о

бунда хп_\_к < £ < xn_Uq, агар q  > 1 булса ва хп_к_х < § < хп, агар q = О 
булса. Хосил кдлинган (4.21) формуладан хар хил айирмали схема 
ва улар учун крлдвд адднинг ифодасини курсатиш мумкин. Бу ме
тодлар q > 1 булганда инт ерп ол яцион  дейилади, q  = 0  холга мос 
келадиган метод ж ст рап ол яц и он  дейилади. Бундай аталишларнинг 
сабаби куйидагидан иборат: Lm+q (х) интерполяцион кущадни куриш- 
да кдтнашадиган, (4.10) тугунларни уз ичига олган энг кичик ора- 
лик, \_хп_{_к , хй_1+(?]дир. Агар q = 0 булса, к,аралаётган хп] ора- 
лик, [хп_х_к, хп_х\ ораликдан ташк;арида ётади; шунинг учун хам 

хп-\> хп] ораликда экстраполяция кдлинади; агар q > 1 булса, 
xn-uq оралик, [хп_19 хп] ораликди уз ичига олади ва бу ерда 

асл маънода интерполяция кдлинади.
Аввало, экстраполяция методини куриб чщамиз. q  = 0 булган 

Хол учун (4.21) формулани куйидагича ёзиб оламиз:

и (х„) = и ( )  + h j ] b i j ]u '(x„_w ) + R{„°! =
7=o

= u(xn_1) + Л  JjJfL y{x„_j ) + r[°1 m  (424)

m
=« ( v 1) + t * * 4 )+ p

y=i
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бунда т  = к  + 1 ва bmj = булиб, q  = 0 булганда у (4.22) фор- 
муладан аникданади:

V  Ь4 - Н Г  (4.25)

j  = 1, % Ш Ш ш

Холди^щд: R - * »  <7 = 0  '8$ттщ& |4.253 дан куйвдашча
\исобланади:

К Г  *  ^ м ,!{ | р (г+ | .| г+ и Ч )А . (4.26)
0

liy Шелгилашларда (4.24) куйидаги куринишга щга;
т

ц щ §
7=1

[ Бу формула хисоблаш учун ярокриздир, чунки унда номаълум 
R крлдик* хад, изланаётган ечим хосиласининг ушбу кдйматла-
ри

|4Л )

на M L,) к^атнашаш. Агар ечимнинг

* и

«ник; кдйматлари маълум булса, у  холда (4.1) тенгламага кура (4.28) 
микдорларнинг аник, кдйматини топишимиз мумкин эди:

г  /  {х-*Фт [*ч№> j  тШ  ■ ■

Лммо бизга изланаётган

ечимнинг фак^ат такрибий кдйматлари маълум ва булар орк;али 
u'(x„-j) хосиланинг y f„_j такрибий кдйматини топиш мумкин:

Энди §Ш|| хоейлаларни (4.29) такрибий кзтймат- 
лари билан, «(ж ,) ни такрибий кдймати у п { §ш«И ал-
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маштирамиз ва /?я/ик;олдиь;хадни ташлаймиз, натижада куйидаги 
такрибий тенгликка эга буламиз:

т

«(*„) = JV, + й ]Г bmjf n_j. (4 30)
м

Бу тенгликнинг унг томонини у п деб оламиз, у  холда
т

У п  =  У щ -1 + K f » - j  (4.31)
7=1

келиб чикдди. Шундай кдлиб, биз яна (4.13) тенгликка келдик. 
Бундан курамизки, Ь .  коэффициентларни икки хил усул билан 
топишимиз мумкин: (4.14) системанинг ечими ёки (4.25) интег- 
ралнинг кдймати сифатида.

Мисол учун т  — 5 булганда Ьт. нинг сонли кдйматини ва Rnm 
нинг ифодасини келтирамиз:

, _  1901 , _  2774 , _  2616 , _  1274 
51 ~~ 720 5 52 ~~ 720 ’ 53 ~~ 720 ’ 54 “  720 ’ 

, 251 D 95 ,6  (б)/е\
(4.32)

М аш ц. (4.25) ва (4.26) формулалар ёрдамида т = 6, 7, 8, 9, 10 учун Ь . ва

Биз юкррида (4.18) Лагранж интерполяцион формуласидан фой- 
даланиб, натижада (4.25), (4.26) формулаларни чикдрдик. Шунга 
ухшаш Ньютоннинг иккинчи интерполяцион формуласини куллаб, 
(4.30) формула урнига Д х, и ) функциянинг тугун нук^аларидаги 
кдйматлари эмас, балки чекли айирмалари к;атнашадиган Адамс
нинг экстраполяцион формуласини чщаришимиз мумкин. Бу фор
мула куйвдагича ёзилади:

у  = у  + £  + 1 д £  t + - A 2Z  , + - Д 3£  , +у  п у п- 1 2 2 ^п -2  g ^л-З

251 А4е 95 А5g , 19087 А6е 
+ 720 ^  + 288 А + 60480 А + <4 '33)

• Г
Бу ерда

о
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д'<  ̂ эса £, (х ) функциянинг xk, xk+l ...,xk+j нук^талардаги щшматла- 
ри буйича тузилган /-тартибли чекли айирмасидир (5-бобга к,.). (4.33) 
формуланинг кщдик; хадини куйидагича ёзиш мумкин:

i М аш  к,. (4.33) формула йсботлансин.

Энди (4.33) формуланинг т  — 4 булгандаги хусусий холини 
кдраймиз:

Бу ерда п  — 4 деб оламиз, у  холда

Ш  ■ . ■ Щ , 1 щ  - * + | • 14.35)

Хисоблашни (4.35) формула билан бажариш учун куйидаги жад- 
валдан фойдаланган маъкул:

1 х * ш ■ ц . 1 ! А%

А Уф 1 L
1 Ж  \ ж  .

р C l M z l 1 |
* Ж ! " ;  Ж 1

, ж ■ щ
С Ж 1 . . , г  ; Е : ц щ ~  1

; , щ . ..... 1

L
?

г

щ
K v . . л ......... • о

щ -

Н Ё а Щ '

ш ! З Г  * П П |

(4.35) формуланинг унг томонидаги барча микдорлар аник, булиб, 
Жадвалнинг пастки кд я  сатрида жойлашган. Биз Ду4 ни топамиз, 
дем ак , шу билан у 5 хам аник;ланади. Топилган у 5 га  кура 
£5 = h f  (х5, у 5) ни хисоблаймиз ва чекли айирмалар жадвалини яна 
бир кд я  сатр билан тулдирамиз. Кейин (4.34) да п  = 6  деб олиб, 
Хисоблашни давом эттирамиз.



8,4.4. Адамснинг интерполяцион методлари. Юкррида Адамснинг 
интерполяцион методи

формула билан аникданиб, Ьт0 ф  0 эканлигини айтган эдик. Бу ме
тод аппроксимациясининг тартиби р  = т  + 1 булиб, bmi коэффици- 
ентлар р  = т  + 1 булганда (4.12) системадан, яъни

системадан топилади. Бундан т  = 1 учун аппроксимация тартиби икки 
булган методни эдосил кдламиз:

Бу метод т р а п ец и я  м ет оди  деб \ам аталади. Биз т  = 2, 3,4, 5 
булганда мос равишда ушбу р  = т  + 1 тартибли аппроксимацияга 
эга булган методларни \осил кдламиз:

Юкрридаги ошкормас методларда изланаётган у п чизикди булма
ган куринишда катнашади. Шунинг учун ^ам бу тенгламалардан у п 
ни топиш учун итерация методини куллаш керак. Масалан, туртин
чи тартибли Адамс методи учун итерацион метод куйидагича кулла- 
нилади:

бу ерда s  — итерация номери. Дастлабки якднлашиш сифатида 
Адамснинг учинчи тартибли ошкор методи ёрдамида топилган 
ечимни олиш мумкин, яъни

т

Ш Щ & штЯВШ т (4.36)
/=0

т т

Уп = y n- l + \ { f n + f n - \ ) ’ P  =  2 -
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+ 5 / (х „ _ з ,у ,^ з ) ] .

пул иши учун Щ р < 1 1̂ а р № 1 ^шгййш1 1 ;1у
о

Лгар Ж ;?< М  булса, у холда (4.34) и т ераци он  м ет о д  якднлашувчи
У Т  / АЛ

кичик h  учун доимо бажарилади. Агар (4.34) да фак^ат битта итера
ция олсак, яъни 5 = 0  булса, у холда п р е д и к т ор -к о р р ек т ор  ( б а ш о -  
рат чи -т узат увчи )  м ет оди  деб аталувчи методга эга буламиз.

Адамс интерполяцион формуласини Лагранж интерполяцион куп
или ёрдамида хосил кдлишни курамиз, бунинг учун (4.21) фор- 
мулада q  = 1 деб оламиз. У холда

'•)нди (4.21) ва (4.23) формулаларда q  = 1, k = т — 1 деб олиб, куйи
даги формулаларга эга буламиз:

Биз (4.24) формуладан (4.31) формулани кдндай чик^арган булсак, 
худди шунга ухшаш мулохазалар юритиб, (4.36) формуладан куйи
даги формулани чикдрамиз:

Бу эса (4.3) формула билан устма-уст тушади.
Энди (4.39) формула ёрдамида т  = 0, 1, 2, 3, 4, 5 лар учун

(4.41) Адамс интерполяцион формуласи коэффициентларини кел- 
ти рамиз:

к
U

т (4-38)

бу ерда т -  к  + 1, щ . = Ь

(4 .39 )

№ 0
(4.40)

т
= V 1 + h 7 b* у ..J n S n-1 mjs n—j (4.41)
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Адамснинг экстраполяцион ва интерполяцион методларини так,- 
крслаймиз. Бунингучун (4.31) формулани

Hi (4.42)
у=о

формула билан солиштириш керак, бу формула (4.41) формуладан 
т  ни т-1  билан алмаштириш натижасида хосил булади, чунки бу 
формулаларни куриш учун бир хил сондаги, яъни т  та нущ’алардан 
фойдаланилади. Жумладан, (4.31) формулада

тутунлардан фойдаланилган.
Маълумки, и '(х )  функцияни [хп_и х„] ораликда (4.43) тугунлар 

ёрдамида курилган интерполяцион кущад билан як^нлаштиришдан
(4.44) тугунлар ёрдамида курилган купхдд билан як^нлаштириш аник,- 
рокдир (6 -бобга к;.). Шу маънода Адамснинг интерполяцион методи 
экстраполяцион методига нисбатан аникрокдир. Буни яна хам яхши- 
рок^англаш учун (4.31) ва (4.42) формулаларнинг крлдик; хадларини 
т  = 1, 2, 3, 4 учун (4.26) ва (4.40) формулалар ёрдамида топамиз 
((4.40) формулада т  ни т-1  билан алмаштириш керак):

(4.43)

(4.42) формулада эса

(4.44)



Ьулардан куринадики, R*n m l нинг сонли коэффициентлари Rn т ни
ки га нисбатан анча кичикдир.

Энди Адамс интерполяцион формуласининг бошкд куриниши- 
ни, яъни f (x ,  и) чекли айирмаларининг кдйматлари кдтнашадиган 
кУринишини келтирамиз, бунинг учун Ньютоннинг иккинчи ин
терполяцион формуласини (4.21) формулага куйиб, куйидагига эга 
буламиз:

А у  л=£ ~-А£ Ж̂ — А2Е 9 -  — А3£у п-1 'Эл 2 1 12 Ъп—2 24 л̂-3

19 д4е _ 3 д5е _ 863 дбе _  * д/я+1е
^ л̂-4 Т̂ л п̂-5 ~tt—6 *** /я+1 ‘эл-ш+Р

(4.45)

720 я ч  160 60480

йу ерда
1

4  = %»* 4 » ’ *= \{t-\)t{t + \)...(t + m -\ )d t .
' - о

(4.45) формуланинг к;олдик; хадини куйидагича ёзиш мумкин:

к ;

Агар (4.13) формула билан (4.45) формулани такдосласак, унда 
кУриниб турибдики, чекли айирмаларнинг тартиби ошган сари (4.45) 
(|»ормулада чекли айирмалар олдидаги коэффициентлар абсолют 
К,ИЙматлари билан (4.33) формуладагига нисбатан тезрок, камайиб 
боради. Бундай холда эса, уз навбатида, (4.45) ёйилмадаги хдцлар 
абсолют ь;иймати билан (4.33) дагига нисбатан тезрок; камаяди.

М аш  к,. (4.45) формула исботлансин.

* Энди (4.45) формуланинг т  = 3 булгандаги хусусий холини 
караймиз:

■  Щ *  « 4  - 1Й & * аЧ„-2 -  £ 0&Ш -  ^  A V i • (4-46) 

liy ерда п -  5 деб оламиз, у холда куйидаги хрсил булади:

Ш  • ^  -  4- -  | Щ  -  4 A®fi ^  А4̂  • 14.47)

55



Хисоблашни (4.46), (4.47) формулалар билан бажариш учун куйи
даги жадвалдан фойдаланган маъкул:

X У Ау i f ?  и/ А£ А2̂ н А4̂
хо У0 Щ

АУо Щ
з7, А2 о̂

АУ, Щ

Х2 У2 щ щ
Щ

*3 Уъ А%
J j g А^з

Х4 ш Я ^ 4
Х5 У5 ^5

Хисоблашни (4.45) формула ёрдамида олиб борганда

у н п̂

номаълум айирмаларнинг дастлабки якднлашишлари Адамснинг 
экстраполяцион методи ёрдамида хисобланади. Дархакдоат, r ip  
ни (4.33) формула ёрдамида хисоблаш керак. Бу эса ^  ни топиш- 
га имкон беради, натижада крлган айирмаларнинг дастлабки як^н- 
лашишини топиш мумкин булади.

Дастлабки якднлашишларни топишнинг бопщача усулини хам 
курсатиш мумкин. Буни (4.47) формула мисолида курамиз. Бу фор
муланинг унг томонида ва жадвалнинг погонали синик, чизигининг 
пастида

Д|4, Д25„ А3$2, Д4£, (4.48)

айирмалар жойлашган булиб, уларнинг кдйматлари номаълум. 
Буларни итерация методи билан топиш учун уларнинг дастлабки 
якднлашишини курсатиш керак. Агар h к;адам тугри танланган 
булса, у холда охирги маъноли ракдмнинг бир неча бирлиги чега- 
расида

булади, шунинг учун д4£, нинг дастлабки якднлашиши сифатида 
Д4£, = Д4£0 деб олишимиз мумкин. Бу эса (4.48) айирмаларнинг

щ ш ш Ф Ш ЯЯ  (4-49)
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дастлабки якинлашишйЕатжаяаИД м  
ниш га имкон.||Вй$и:

'•иди tcvflnfit
AV*'1 ни ва

ни хишбд>аШ|р!3^ ^ | р  и »  = ■
деб олиб, у 5 ни хисоблашни тугатамиз. Агар ф  ^ булса, у холда 
^  га кура (4.49) айирмаларнинг янги

цийматини кетма-кет куйидаги формулалар ёрдамида хисоблай- 
миз:

Топилган (4.50) кдйматларни (4.47) формулага куйиб, АуВ  ни, 
дсмак, ни топамиз. Агар j/̂ 2) = Щ  булса, у холда у 5 = у ^  деб 
оламиз. Акс холда итерацияни давом эттирамиз. Табиийки, итера- 
цияни куп давом эттиришнинг фойдаси йук,. Кддам шундай танла- 
ниши керакки, битта ёки иккита итерация етарли булсин. у 5 топил- 
гандан кейин шу усул билан у 6 ва х* к. топилади.

л 2̂ 0> = А % + л 3̂ °\

й я и Ь м ^ И

Я ’ ш ш ш ш

МИ топамиз. Бундан кейин

(4.50)
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8.4.5. Kj?n калам л и айирмали методларнинг тургунлиги, яцинла- 
шиши ва хатолигини бахолаш*. ЩЩШяШШ. ЩшШШЩ
■;pipt м %-4# «*% 1§б#ЯаМ№''У ШЗД1|М |®а
шт. равишда куйидагича сзилади:

т т

у„ *  Z  !ЗДЫ?* АХ  Ч&и в JSJ/=1 г=0

т т

/=1 /=0

бунда гп_{ (4.1) дифференциал тенгламани аппроксимациялашдаги 
хатолик булиб, аппроксимация тартиби р  булса, яъни (4.9) шарт 
бажарилса,

г . =0п—1

булади.
Табиийки, (4.1) Коши масаласини (4.51) такрибий формула 

билан топишда хисоблашнинг хар бир кддамида хатоликка йул куйи- 
лади. Бу хатоликлар уч омилга боглик,. Биринчидан, дастлабки (4.1) 
дифференциал тенглама (4.51) чекли-айирмали тенглама оркдли 
муайян аникдик билан алмаштирилган ва бундай алмаштиришнинг 
мивдори г (4.52) тенглик билан аникданади. Иккинчидан, (4.51) 
формула буйича хисоблаш муайян аник^икда олиб борилади ва ях
литлаш хатолиги ая_ j куйидаги тенгликдан аникданади:

т т

&  *  X  Ы 'Ы штёт|НЧи» Ф м §Щ Щ

бунда у п микдор у п нинг амалда (4.51) формула ёрдамида хисоб-
бул-I  X  -  Хпланган кдймати. Учинчидан, i = т,т  -  1,...,ЛЧ N т  —j-Q- 

ганда такрибий ечимнинг хатолиги щ = и ( х ; ) - у ( жадвалнинг 
боши у ь = у, (i  -  0 , 1, . . . ,г а - 1) ни кураётгандаги s i =u ( x i ) - y j 
( i = 0 ,1,..., т - 1) хатоликларга боглик;.

Энди (4.53) тенгликни (4.52) дан айириб, такрибий ечимнинг 
хатолиги е  учун куйидаги айирмали тенгламага эга буламиз:

* Мазкур бандни ёзишда [23] дан фойдаланилди.
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т т

%=Е р С ^ й К Я ф  Ш ш JN 
i=\ i=0

■ (4.54)

Пуида n = m, m  + 1 , ... , N кдйматларни кдбул кдлади.
Юкрридаги (4.54) айирмали тенглама чизик^и булмаганлиги 

учу и такрибий ечим хатолигини текшириш мушкулдир.
\исоблаш амалиётида, одатда, такрибий ечимнинг хатолиги- 

ми \осил кдлишда юкрридаги омил хам к.атнашади.
Одатга кура, биз аник, ечимга яхши якднлашишимиз учун тур 

кддимини кичрайтириб боришимиз керак. Кддамнинг кичрайти- 
рилиши эса п [п = j нинг ортиб бориши билан боклик; — бу
ICII к^п микдордаги к^адамлар учун хисоблашни бажаришни талаб 
килади; кддам белгиланган булиб, х ну*;та дастлабки х0 нук^тадан 
у 10 К масофада тур ганда хам шунга ухшаш холат пайдо булади. 
(4.5l l  формулани куп марталаб куллаганда хатолик тупланиб, уму- 
MUll олганда, хатоликнинг мивдори кдцамдан кдламга ортиб боради. 
К^дамнинг сони ошган сари бу хатонинг узгариш к;онунини билиш 
Кипа ахамиятга эга. Бу к;онун эса дастлабки дифференциал масалага 
||МДа танланган (4.51) хисоблаш кридасига богликдир. Агар (4.51) 
\исоблаш кридаси номувофик, танланган булса, такрибий ечим ха- 
юлигининг усиши шунча тез булиши мумкинки, кддамларнинг сони 
унча катта булмаса хам, бу хатолик рухсат этилган чегарадан чикдб 
и'тиши мумкин. Хатолиги шундай крнун билан усадиган (4.51) хисоб- 
/ШШ коидаси нотуррун  дейилади. Бундай кридалар катта сондаги 
\ЙСОблашлар учун ярамайди.

1-т а ъ р и ф. Агар крида буйича топилган такрибий ечим h О 
Лй дастлабки масаланинг аник^ечимига якднлашса, мазкур хисоб-

I . I M I  кридаси mypFyn дейилади.
Энди (4.51) хисоблаш кридаси тургун булиши учун унинг ко- 

и|)фициентлари кдйси шартни к а̂ноатл антириш и кераклигини куриб 
чикамиз.

Фараз кдлайлик, Оху текислигида шундай D соха мавжуд булсин- 
ки, у куйидаги шартларни к,аноатлантирсин:

1) (4.1) Коши масаласи аник, ечимининг графиги шу сохада 
I41син;

2) хар бир етарлича кичик h учун (4.52) формула ёрдамида 
кшилган ечим хам шу сохада ётсин;

3) бу соха Оу укд йуналиши буйича к^аварик, булсин, яъни Оу 
УКига параллел булиб, четки ну^талари D да ётувчи хар к;андай
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TVFpM чизик, D да ётсин. функция шу сохада узлуксиз булиб,д у
d f ( x , y ) < L шартни к,аноатлантирсин.

т
Шу шартлар бажарилган деб, £лни бахолаймиз. Лагранж фор- 

муласига кура куйидаги тенгликка эга буламиз:

бу ерда

n - j  Щ  J  V n - j > J n - j  n - j  п - J  }  ’  n - j

Энди (4.55) ни (4.54) га куйиб, г п учун куйидаги ифодани хосил 
кдламиз:

т т

ШИ

И купаювчи булиб турибди, шунинг учун кутиш мумкинки, h етар- 
лича кичик булганда такрибий ечим хатосининг рафторига* Ц лар- 
нинг таъсири a.(i = 1 , 2 , ..., т ) л ар га нисбатан кам ро к, булад и. 

нВШ ш

т

/=о

т

I в

куринишда ёзиб оламиз.
Биз 7-боб 12-§ да аник,мас интегралларни хисоблашда (12.8) 

айирмали тенгламанинг ечимини ( 12 .12) куринишда ёзиб олган эдик. 
Агар шундан фойдалансак, (4.58) тенгламанинг ечимини

/иЙ®
#•59)

Шш

* Ра фт о р  (русча «поведение») узини тутиши деган маънони англатади.
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куринишдаёзишимиз мумкин. Бундак^атнашадиган (/ = 0Д,.|§'* 
т -1) Грин функциялари хакдда маълумки (7-боб 12-§ га к,.), улар 
(4.58) айирмали тенгламага мос келадиган

т
е  В Ш а.£п /  J I П-1 1■ Ы

Пир жинсли чизикди-айирмали тенгламанинг фундаментал ечимлар 
системасини ташкил этади. Демак, улар бу тенгламанинг бошк а̂ фун- 
Миментал ечимлар системаси A/V [ j  = 0,lgl..,&, -1;/ = 1,2. . . ,q )  дан 
мпхсусмас матрицали алмаштириш натижасида хосил кдлинади, бу 
орда % /2, ... , lq сонлар ушбу

т
М я И Щ Ш Н  (460)

У=1

нврактеристик тенгламанинг карралиги мос равишда к ,  к „  , к  
f jL  Л 2 д
> к(щ  т  булган илдизларидир. Куриниб турибдики, п -> оо да 
и  у ’

т (/ = 0,1,...,/я -1 ) функцияларнинг рафтори A/W (у # 0,£, -.1,

11Р р )  Функцияларнинг рафтори билан аникданади. Энди (4.57) 
дни qn нинг кдйматини (4.59) га куйиб, куйидагини хосил кдла
миз:

т- 1 п т п- 1

/—0  j= m  i==0 j~ m

liy те

Нигамиз. — s
Пул ад и

min(m,«-j)

(О, т  — иШШшш и ю ш ^ : I у  ъ г {т)s s /  л n+m-i-s
i=max(0,m-s)

коэффициент туради. Демак, (4.61) тенгликни куйидагича ёзиш 
мумкин:
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т—1 и-1

^ Х ^ Ч + ^ Х ' А  X  bir (̂ m_i_s + Yj r (̂ )m- j{ hrj + a j\  (4.62)
5=0 /=max(0,/w-s)

п min(ffl,n-i)

s=0 j=m

бунда m < n < N.
Энди (4.62) тенгликнинг унг томонида еп кдтнашадиган хадни 

ажратиб ёзамиз:

min(m,0)

hi s  V  b Г ^  = h i £ bп п 1 т~‘ г и п ь пи 01 т *
/= тах(0 ,т-и )

Бу хадни (4.62) тенгликнинг чап томонига кучирамиз ва аввалги 
г0, бр ... , sw_, хатоликлар ^атнашадиган хадларни алохида ёзамиз. 
Натижада (4.62) тенглик куйидаги куринишга эга булади:

т-\ ПШЦ/В,Я-$ J
( l « 4 V t O £» = X [ ^ )+4  X  Ш

s =0 i-m —s
+ m -i-s

n- \  minim, n—s) (4.63)

i=0

Кдралаётган Z) соханинг аникданишига кура |/5| < X тенгсизлик ба- 
жарилади, бундан таищари, маълумки = 1 (7-боб 12-§ га к,.).

Демак, г п олдидаги коэффициентни пастдан куйидагича бахо- 
лаш мумкин:

1 - h b 0l„ >1 -hL\b0\.

Шунинг учун хам h  етарлича кичик л < упгт булганда 8 олдидаги\ I 0| у п
коэффициентни доим мусбат кдлиш мумкин, бу эса (4.63) тенглик - 
ни куйидагича ёзишга имкон беради:

mini m .n-s )

1 - М z
и 1 5=0 i - m - s

и-1 m in(m ,n-s) п- \

+hT , ls£s X  + X  i hrJ + a i  )
i=0

(4.64)

Охирги тенглик хпнук;тадаги такрибий ечимнинг ея хатолип 
(4.52) хисоблаш формуласининг параметрлари, е 0 ,  е , ,  . . .  ,  s m  l даст 
лабки хатоликлар, хисоблашнинг хамма погоналаридаги формула
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нинг хатолиги, яхлитлаш хатолиги хамда хт, хт+1. . . ,  хп_{ нукталар- 
лпги такрибий ечимнинг хатоликлари оркэли ифодаланади. Бизни п 
к  да ея хатоликнинг рафтори кизикл'иради. (4.64) формулага кура еп 
читонинг рафтори хусусий холда Я р (/ = 0 , 1,..., / и -1) ёки бунга 
ГОНГ кучли булган Я"«у- (у = 0,1,..., А:, — 1; / = 1 , 2 функциялар- 
иинг рафторига боЕтикдир. Олдинги бандда (4.52) формуланинг 
ко )ффициентлар и

т 

j =1

ншртни к;аноатлантиришини курган эдик, бу эса (4.60) тенглама 
доимо X = 1 ечимга эга эканлигини курсатади. Шунинг учун хам энг 
кулай холда л -*оо да (/ = - 1) функциялар модули буйича
чсгараланган булишига умид кдлиш мумкин.

Агар А(Х) = 0 характеристик тенгламанинг барча Х2, ... , А, 
илдизлари модули билан бирдан ошмаса ва модули бирга тенг 
оулганлари каррали булмаса, у холда илдизлар ш арт и  бажарилган 
дсймиз.

гКуринибтурибдики, А/V (/ = 0,1,..., -1 ; / = 1,2,...,#) функция- 
лир чегараланган булиши учун илдизлар шартининг бажарилиши 
шрур ва етарлидир.

2 -т аъ р и ф . Агар илдизлар шарти бажарилса, у холда (4.52) 
\ИСоблаш методлари mypFyn дейилади.

Биз тургунликнинг икки хил таърифини келтирдик, бу таъриф- 
лирнинг тенг кучлилигини 7-боб 12-§ да бу ерда кдралаётган маса- 
миларнинг хусусий холи булган аншдмас интегралларни такрибий 
\ИСоблаш кридаси учун курсатган эдик.

Биз бу ерда 2-таърифдан 1-таърифнинг келиб чикдшини, яъни 
илдизлар шарти бажарилганда (4.52) формула ёрдамида топилган 
I акрибий ечим п  оо да (4.1) тенгламанинг ечимига текис якднла- 
шишини курсатамиз.

Р Айтайлик, илдизлар шарти бажарилсин, у холда

p i  О< шах Г 
0<i<m-\ I
0<n<N

(О
= Г «  = Г (4.65)

ПУлиб, шу билан бирга h  0 да Гнолдан фаркди чекли лимитга 
ингилади.

Фараз кдлайлик, е.(/ = 0, 1 , . . . ,  т — 1), г. ва а. лар учун куйида-
I и бахолар уринли булсин:

\£i\<e{i = 0,m-\\\rj  < r\a} < a ; j  = m,N.
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Бу ба^оларни ва (4.65) ни хисобга олиб, (4.64) дан куйидаги бато
га эга буламиз:

п-1
|е j s  P i + Т [ п -  т ) ( Ь  (4.66)

s=m

бунда

l+^Zl^l /XI ||[
Р  = тГ

l-ftL\b0\

Г

_ j=l_ о  = j=l
l-hL\b0\ 9 ^  l-hL\b0

Т = 1 -кЩ '

Куриниб турибдики, h -> 0 да Р, Q ва Г микдорлар чекли ли-
митларга интилади.

X—хЭнди n - m  < —j~  лигини эдисобга олиб ва ушбу

Ре  = a, ha = b , T(hr  + а ) г*' *° = с

белгилашларни киритиб, (4.66) тенгсизликни куйидагича ёзиб ола
миз:

и-1

s=m

бунда т < п < N. Бу формуладан кетма-кет куйидагиларга эга була
миз:

\ет\<в+сш
|fw+i| <a + b\sm\ + c  < а + с  + b (a  + с )  = (а + c ) ( l  + b),

а̂+Ш+Ь (|em | +\em+i I) < (a  + с) (1 + й)2,

k ?J s ( a  + c)(l + fc)3

Барча n  лар да sw ни бахрлаш учун юкрридаги ба^они куполрок,к^лиГ) 
оламиз:

Х-Хо
|£и|<(a+c)(l+fe) <(я+с)(1+6) ь =

Х - х 0

= {a+c)(\ + hQ) ь <(a + c ) e hQ h = ( я + c)ee(*-:tb).
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Домик,

max \£п \ < (а  + с ) е 0(х~Щ

Шундай кдлиб, такрибий ечимнинг хатолиги гп учун куйидаги те
ми* бахога эга буламиз:

Юкррида к}фдикки, илдизлар шарти бажарилса, h -> 0 да Р, Q, 
/ чекли лимитга интилади. Шунинг учун хам (4.67) дан курамиз- 
КИ, такрибий ечим аник,ечимга текис интилиши учун

шпртлар бажарилиши керак.
Юк;оридаги (4.67) бахо купол, амалиётда татбикд кам, чунки 

уиингтаркибидаги Р , 0 , Т  микдорларни эффектов равишда ба- 
\олаш кдйин. Аммо бу бахонинг яхшилик томони шундан ибо- 
pm ки, унинг ёрдамида хисоблаш жараёнининг якднлашиш шарт- 
лирини аникдаш ва якднлашиш тезлигини сифат жщатидан ба- 
цолаш мумкин. Хусусий холда бу бахо шуни курсатадики, ечим 
и зланаётган ораликдинг узунлиги X — х0 ортиши билан такрибий 
ечимнинг хатоси тез усади. Бундан таищари, (4.67) бахо шуни 
курсатадики, (4.52) формуланинг хатолиги уч кдемдан иборат. 
Чйтоликнинг биринчи кдеми дастлабки маълумотларнинг хато
лиги билан 6 о е л и к ;  булиб, А - »  0  да в  нинг рафторига боЕлик,. 
Одатда, жадвалнинг бош кдемини куришда кулланадиган алго
ритм шундай танланадики, h кичиклашганда г  кичиклашади. Ха- 
гонинг иккинчи кдеми дастлабки дифференциал тенгламани ай
ирмали тенглама билан алмаштиришга 6 о е л и к , ,  у h -»  0 да кама- 
иди, чунки /ьтартибли аппроксимацияга эга булган айирмали 
схсмалар учун г — О(h  р).

Нихоят, хатоликнинг учинчи кдеми (4.52) формула ёрдамида 
^исоблаш хатолигига боглик, булиб, h -> О да j  нинг рафторига 
Логлик,. Агар хисоблаш формуласи танланган булса, гп ва г  ларнинг 
h га боЕпикдиги к;онуни аник, булади. Бизнинг ихтиёримизда h , в,
II, ларни танлаш крлади. Уларни оптимал равишда танлаш учун ай- 
рим мулохазаларни айтиш мумкин.

Фараз кдлайлик, хозирча а  белгиланган булсин. Биз h ни кич- 
райтириб, хатоликнинг биринчи ва иккинчи к^смини камайтириш 
\Исобидан умумий хатони камайтирамиз. Лекин бу узокка бормай-
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ди, маълум пайтдан бошлаб хато яна усиб боради, чунки h ни 
кичрайтирган сари ~ нинг мивдори ошиб боради. Шунинг учун 
хам h нинг шундай оптимал кдйматини топиш мумкинки, бу кдй- 
матда (4.67) нинг унг томони энг кичик булади. Купол кдлиб айт- 
ганда, бу оптимал кдймат шунга олиб келадики, хатоликнинг уча- 
ла кдеми бир-бирига тенг булиши керак. Агар биз (4.67) нинг унг 
томонини яна хам камайтирмок^чи булсак, у холда хисоблаш аник,- 
лиги а  ни оширишимиз керак. Агар в = 0( hm) ва а  = 0(hm) булса, у 
Холда (4.67) бахога кура хисоблаш жараёни /Гтартибдаги тезликда 
аник, ечимга текис якднлашади.

Шуни яна бир бор таъкидлаш керакки, (4.67) бахо якднла- 
шишни таъминлаши учун (4.52) айирмали метод учун тургунлик 
шартлари бажарилиши керак. Агар бу шартлар бузилса, у холда h->  О 
да (4.67) тенгсизликнинг унг томони даражали ёки курсаткич функ- 
циядек чексиз усиб боради.

Купинча туррун хисоблаш методлари орасида цатъий туррун м е
тодлари ажратилади. Бундай методлар учун яна бир кушимча талаб 
куйил ад и: |я| = 1 айланада фаь;ат битта X = 1 илдиз ётиши керак. 
Тадкдкртлар шуни курсатадики, кщъий тургун жараёнларнинг якдн
лашиш рафтори анча яхши булади.

Юкррида курилган Адамснинг барча методлари катьий тургун - 
дир, чунки Л[Х)  = Am+1 - Х т -  0 характеристик тенглама бирга тенг 
булган битта туб илдизга ва нолга тенг булган /ю-каррали илдизга 
эга.

Айирмали методларни хосил кдлиш учун бопщача ёндашиш 
хам мумкин.

Мисол учун ушбу

тенгликни курайлик. Бундаги интегрални такрибий равишда Симп
сон квадратур формуласи билан алмаштирсак,

Хисоблаш к;оидасига эга буламиз. Биз биламизки, бу методнинг 
(Симпсон квадратур формуласининг) крлдикхади куйидагига тенг:

х, X,

Уп Щ Шш +I(Л -2 +  4 / я_. # »/ „ ) (4.68)
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Бу метод учун характеристик тенглама А (Я) = Я2 -1  = 0 булиб, 
уминг илдизлари \  =-1, = 1. Шунинг учун хам (4.68) метод 
1ургун, аммо кдтъий тургун эмас.

Ушбу Эйлер методи

l i r l t *
ica катьий тургундир.

Биз 7-боб 12 -§ да аниьумас интегралларни такрибий хисоблаш 
учун

Лей * %iL ♦  + 2/ J

мсгодни курган эдик. Бу метод учун характеристик тенглама 
/|(Я) = Я2 + 4Я -  5 = О булиб, унингилдизлари \  = -5 ва = 1 эса 
илдизлар шартини к^аноатлантирмайди. Шунинг учун хам бу ме
тод тургун эмас ва хисоблаш учун ярамайди.

Тургун ва кдтъий тургун такрибий методларнинг фаркдни яхши 
Тущуниш учун бир мисол курамиз. Осонлик билан куриш мум- 
ишки,

и'= -2 и  + 1, и(0) = 1 (4.69)

НН гламанинг аник, ечими

и(х) = 0,5е~2х +0,5 (4.70)

ОУлиб, бу ечим дастлабки шартга нисбатан тургундир, яъни даст- 
/Шбки кдйматнинг кичик микдорда узгариши х -> оо да ечимнинг 
кичик микдорда узгаришига олиб келади. Хак;ик,атан хам, даст- 
ЛДбки шартни w(0 ) = 1 + s  га алмаштирсак, у холда ечим

и{х) = (0,5 + е)е_2х + 0,5

кУринишга эга булиб, факдт se~2x га узгаради.
Энди (4.1) дифференциал масалага (4.68) Симпсон формуласи

ни к^ллаймиз, у холда

% * У«4 +

(‘ К И

М 3-2 h 2 h Щ
*'’“ 1 + + Л  ® ̂

ф ормула .\осил флюди. Бу ©рдал еифатвда дастлабки шартни ола- 
ми I. Аммо (4.71) метод икки кддамли булганлиш сабабли дисобни
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бошлаш учун у ] нинг ь;ийматини бериш керак. у х нинг к^иймати 
сифатида (4.70) анив; ечимнинг х = h  даги к^ийматини оламиз, 
яъни

у { = 0,5е'2Н +0,5. (4.72)

Биз (4.71) ва (4.72) ларни бирлаштириб, ушбу

_  8/7 3 -2  h ^  2 И
Уп ~ 3+2Л У"-' + 3+2Л Уп~2 3+2/7 ’

Уо -U  У] = 095e~2h +0,5
(4.73)

айирмали масала ечимининг рафторини текширамиз. Бу масалага 
мос келадиган характеристик тенглама

2 . 8/7 о 3 - 2 h

нинг ечимлари

Я| —— , ^2 ~
3+2/; * 3+2/7

дан иборат. Бундан курамизки, (4.73) га мос келадиган

8/7 3-2/7
У п ~ 3+2/7 3+2/7 •Уя" 2

бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

у п = cA "+ c2?j;

булиб, осонлик билан куриш мумкинки, (4.73) айирмали тенг
ламанинг хусусий ечими Уп = \ булади. Шунинг учун хам (4.73) 
айирмали тенгламанинг умумий ечими

Г*§

булади. Номаълум с, ва с 2 коэффициентларни топиш учун дастлаб- 
ки шартлардан фойдаланамиз:

1 1 л n i l  -2А 1С\+С2 + -  = 19 СЛ  + C2^2+^ “ 2е  + 2'

Бу тенгламаларни ечиб,
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С, =  -я г +
5 20й+(3+2/г)(2+3«Г2Л

12 Щ9- ■2h

5 20A+(3+2A)/2+3e 2Л)
С'» тт
“ 12 12л/9-2Л2

ларни хосил кдламиз. Шундай кдлиб, (4.73) айирмали масаланинг 
счими

Л  =  с
U k + y l w ?  Т .  Г -4А- 1 + С2 | --- -

3+2Л З+2/z
+ (4.75)

V У V /

Охлади.
Ечимнинг бу куринишидан унинг п -> со даги рафторини осон- 

лик билан аникдаш мумкин. Хакдк;атан хам, куриниб турибдики, 
\ар к,андай белгиланган етарлича кичик h  > 0  учун

0 < 3+2/;

Демак, п  -> оо да (4.75) даги биринчи хад нолга интилиб, иккинчиси 
чексизга интилади. (4.69) масаланинг (4.70) аник, ечими оо да 0,5 
га интилади. Равшанки, у п такрибий ечимнинг хатолиги чексизга 
интилади ва (4.73) методнинг (4.69) масалага кулланилиши нотур- 
гундир. Шуни хам таъкидлаш керакки, хатоликнинг бундай уси- 
IIIи яхлитлаш хатолиги билан боглик,эмас, чунки (4.75) формула 
у п нинг аник, математик ифодаси булиб, (4.73) формулада хисоб
лаш рационал сонлар устида олиб борилса, хосил кдлинган к,ий- 
матлар (4.75) формула ёрдамида хисобланган кдймат билан устма- 
уст тушиши керак. Бунинг сабаби (4.68) методнинг тургун, аммо 
Катъий туррун булмаганлигидадир. Айнан мана шу к,атъий тургун- 
)1Икнинг йук^иги у п нинг рафторини аниьугайди. Буни куйидагича 
тушунтириш мумкин: (4.73) айирмали тенгламада y n_v  у п_{, у п лар 
Кигнашганлиги учун у иккинчи тартибли айирмали тенгламадир, 
шунинг учун хам у иккита А" ва А£ фундаментал ечимга эга. 
(4.73) формула ёрдамида курилган у п кетма-кетлик битта фунда
ментал ечимга эга булган биринчи тартибли дифференциал тенг- 
Л1ма ечимини аппроксимациялаш мак,садида курилади. Дифферен
циал тенгламанинг бу фундаментал ечими я,я кетма-кетлиги би
лан аппроксимацияланади, А̂  кетма-кетлик эса «зарарли» булиб, 
ТСз! нолга интилиши керак. Аммо хар к,андай h > 0 сон учун 
\Х2 > 1 булиб, А," нолга интилмасдан, тебраниб чексизга интила-
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ди ва нотуррунликнинг келиб чицишига сабаб булади. Шуни таъ- 
кидлаш керакки, И -+ О да X,, ва щ  тургунлик кун\адининг 
илдизларига як;инлашади. ^ам, И -»  0 да (4.74) куп^ад
Х2—1 = 0 куп^адга айланади. Бу ерда цатъий тургунликнинг зарур- 
лиги яьущл куринади. Агар характеристик куп^аднинг биттасидан 
ташк^ари кщ ган \амма илдизлари абсолют к^иймати билан бирдан 
кичик булса, у \олда бу «зарарли» илдизларнинг даражалари айир
мали тенгламанинг ечими булиб, п  —> оо да нолга интилади ва 
нотуррунлик \олати пайдо булмайди.

Биз куриб чик&ан тургунлик h  -»  О даги тургунликдир. Келти- 
рилган мисол курсатадики, метод тургун, аммо к;атьий туррун булма- 
са, исталганча кичик h  учун нотургунликка олиб келади.

8.4.6. Одций дифференциал тенгламаларнинг кагтщ системасини 
такрибий ечиш. Олдинги бандда (4.1) КоШи масаласини (4.2) айир
мали методлар билан такрибий ечганда тургунлик ва кдтъий тур- 
гунликтушунчасини киритган эдик. Бутушунчалар ни^оятда уму
мий булиб, улар (4.1) дифференциал масала ва уни аппроксимация 
кдлувчи (4.2) айирмаларнинг куп характерли хоссаларини \исобга 
олмайди. Жумладан, бу тушунчаларда (4.2) айирмали схеманингунг 
томонидаги b v  bv  ..., bm коэффициентлар ^еч к*андай таъсир курса- 
таолмайди. Бутушунчалар

m
У п - Л а<Уп-1 = 0  

/=1

бир жинсли айирмали тенгламанинг барча ечимлари п -»  оо да чега- 
раланганлигини курсатади, холос.

Фараз кдлайлик, дифференциал тенглама ечимининг у ёки бу 
узига хос хусусиятлари олдиндан маълум булсин. У \олда бу узига 
хос хусусиятлар айирмали тенгламанинг ечимида \ ш  сакутниши 
керак.

Айтилган гапларни тавсифлайдиган ушбу Коши масаласини 
курайлик:

— = Ам, х > 0, м(0) = и0. (4.76)

Фараз кдлайлик, X < О булсин, у \олда тенгламанинг ечими

и [ х )  = щ ф х

монотон камаяди, демак, ихтиёрий И > О учун
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Iu(x  + A) < |w(x) (4 .77)

1СМГСИЗЛИКНИ к^аноатлантиради, бу эса u(x) ечиминингтургунлиги- 
МИ Оилдиради.

Габиийки, (4.76) тенгламани аппроксимация кдлувчи айирма
ли масаланинг ечими хам (4.77) га ухшаш тенгсизликни каноат- 
/ШНТириши керак. Шу нутдгаи назардан (4.76) масалани Эйлер мето- 
/1И билан ечишни курамиз:

Уп4 = (1  + ЯЛ)л, л = 0 , 1, 2 ,...

Ьуидан куринадики, (4.77) бахо, яъни

я+1 Й У

(4.78)

(4.79)

1смгсизлик бажарилиши учун |1 + АЛ| < 1 тенгсизликнинг бажари
лиши зарур ва етарлидир.

Уз навбатида, X < 0 холда бу шарт h  кддам учун ушбу

0 < h  < (4.80)

чсклашга тенг кучлидир. Шундай кдлиб, (4.78) айирмали метод
(4.80) шарт бажарилгандагина тургундир.

1-т а ър и ф. (4.2) айирмали метод абсолю т  ра виш да  т ур гун  дейи- 
ЛЙДИ, агар у барча h > 0  учун тургун булса ва шартли р а ви ш да  т ур -
I ум дейилади, агар у Л га нисбатан бирор шарт бажарилганда тургун
б)!лса.

Бундан куринадики, Эйлер методи шартли равишда ((4.80) шарт 
Онжарилганда) тургун экан. Агар |Я| етарлича катта булса, у холда
(4.80) шарт h  кдцамга нисбатан каттик; шартдир, бундан «к.аттик,» 
юмглама атамаси келиб чюдан.

М исол. Ушбу

du
dx 100w + 100, и (0) = 2 (4.81) и

Коши масаласининг аник, ечими и (х )  =
• I ♦ exp(-100x) (1-чизма) булиб, х> 0,05 бул- 
Инша аник, ечим 1 дан учинчи хонасидагина 
фпрк килади (масалан, i/(0,05) с=. 1 + е“5 = » 
Ъ 1,0067).
Айирмали тенгламанинг ечими

О

и(х)=1 +ехр(- 100х)

у п = 1 +(1  -  ш щ 1-чизма.
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эса фак;ат |1- 100Л|<1 булгандагина аник, ечимни такрибий тасвирлайди, демак, 
h < 0,02 к,аттик, шарт бажарилиши керак. Агар бу шарт бузилса, масалан, h = 0,05 
булса, у \олда у п нинг к^ийматлари: у 0 = 2, у х -  —3, у 2 = 17, у 3 = —63, у4 = 257, ... 
булиб, аник, ечим билан >̂еч к;андай алок;аси б^лмайди.

Аник, ва такрибий ечимларни такдослаб к^рамизки, ехр(—10Ох) ни аппрок
симация к;иладиган такрибий ечимдаги (1 — 100А)Я \ад кадамни йириклаштиришга 
имкон бермайди, аслида эса х > 0,05 к^ийматларда ехр(—ЮОх) нинг ечимдаги 
\иссаси учинчи хонада таъсир килади.

Бу мисолдаги факт к;аттик; тенгламаларга хос булган умумий вазиятни на- 
мойиш этади: ечимда шундай \ад борки, интеграллаш оралигининг деярли 
х;амма ерида унинг ^иссаси кичик булиб, бундай тенгламаларни ечиш учун 
м^лжалланмаган методларни к^ллаганда тургунликни сакдаш учун И ни кичик 
к,илиб олиб, бу хдцни етарлича аник; аппроксимациялаш керак.

К дттщ  тенгламани ечиш учун мулжалланган методлардан бири 
бу Эйлернинг ошкормас методидир. Уни (4.76) тенгламага кулла- 
сак , куйидаги ^осил булади:

У и+1ш Уп + 1 л У н+1 ( А < 0 ) .

Бундан

* «  -  Ш  <4-82>

<1 тургунлик шартибулиб, ихтиёрий h  > 0  лар учун (• -Я й ) 
бажарилади. Д емак, (4.82) метод абсолют равишда тургун метод- 
дир.

Олдинги бандлардаги оддий дифференциал тенгламаларни сон- 
ли ечиш учун курилган методларни узгаришсиз бундай дифферен
циал тенгламаларнинг системаси

^  = Аи (4.83)
ах

ни ечиш учун куллаш мумкин. Биз аввал m-тартибли А квадрат 
матрицани узгармас элементли матрица деб кдраймиз. Агар А матри- 
цанинг хос сонлари катта таркдлишга эга булса, у  хдлда (4.83) 
системани ечишда кушимча к*ийинчиликлар тугилади.

2 -т аъ р и ф . Узгармас А(тхт) матрицали (4.83) дифференциал 
тенгламалар системаси ц а т т щ  дейилади, агар Rekk< 0 к  = 1 ,2 , ... , 
т  (яъни система Л яп ун о в  б у й и ч а  а си м п т о т и к  т у р г у н )  ва

max iRe&k
g  _  \<k<m_____

min I ReXh
\<k<m

нисбатан катта булса. Бу ерда s  %атти%лик с о н и  дейилади.
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Лгар А матрица х  га бокли*; булса, у ^олда Хк = Хк(х), к  =  1 ,2 , 
к ,  т  булади.

\ар бир х  учун

max |ЛеА*(.х)|
Ж Ш ш Ш Ш ш  , 3  (4.84)4 7 min \КеХь[х)\ v 71 <Ic<m' V Ш

►.йттикушк сонини аниьугаш мумкин. Бу $элда к.аттиругик хоссаси 
мигсграллаш оралитнинг узунлигига боЕШЕЩ булиши мумкин.

3-таъриф . Ушбу

—  = А (х ) и
dx

система (О, X ) интервалда ц а т т и ц  дейилади, агар барча х  е ( 0 ,Х )  
учун ReXk(x)<  О, k  = 1, 2, ... , т  ва s  = sup сон катта
ОУлса. *е(0,х)

Амалиётда, агар s  > 10 булса, система к>аттик> саналади, аммо 
мшёвий кинетика, боищариш, электр занжирлари ва боцща ма- 
силаларда s  сони 106 ва ундан х;ам катта булиши мумкин.

Фараз ^илайлик, (4.83) системанинг А матрицасини Q~lAQ  
Ушаш алмаштириш ёрдамида диагонал матрицага келтириш мум
кин булсин. У  холда и = Q& алмаштиришни бажариб, (4.83) сис- 
щма ушбу

■ (4.85)

фкли тенгламалар системасига келтирилади (бу ерда Q~[AQ  ва А 
мптрицалар бир хил хос сонларга эга).

Фараз кдлайлик, т -  2 ва

Q 'A Q  =

ОУлиб, Aj > 0, Аз > 0 ва \  »  А2 булсин. Бу хрлда (4.85) система 
уш бу

(4.86)

иккита эркли тенгламалар системасига айланади.
Бу тенгламаларни ечиш учун Эйлер методини кулласак,

I  -h X (d xп ,  ^2,я+1 = 2̂п -  п

ййирмали тенгламалар \осил булиб, уларнинг
Dhi =&2 (х п) ечимлари тургун булиши учун h кладам бир вак̂ тда
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шжи Я, A Н  2* JLA М' 2 щартни кэноатаантириши керак.14  'ЩШШ*
лиги учун бу шартлар  ̂ ^  чеклашга олиб келади. Бу ошр шартдан
кутулиш мак,садида (4.86) системани ечиш учун Эйлернинг ошкор
мас методини куллаб, куйидагига эга буламиз:

<4 1̂и Q binу. . т -------,г г0 , т -------- .,’w+1 1+А,А 2’n+l 1+Я2/г

Бу метод ихтиёрий h > О учун тургундир. Шунинг учун \аы бу 
ерда h кдцамни тургунлик нук̂ таи назаридан эмас, балки аншдшк 
эхтиёжига кдраб танлаш керак.

Умумий чизюуш булмаган тенгламалар системаси учун к̂ аттик,- 
лик тушунчаси юкрридагига ухшаш киритилади.

Фараз кдлайлик, ушбу чизикди булмаган тенгламалар системаси 
берилган булсин:

■ {487)

f ( x , u § *  p f §м||| *

Энди (4.87) системанинг бирор ечимини #(х) орк;али белгилай- 
миз ва

оркдли элементлари

i j  Ш т

лардан иборат булган матрицани белгилаймиз.
Фараз кдлайлик, Хк (х ) [к  = 1,2,...,т )  лар Л(х,#(х)) матрица- 

нинг хос сонлари булиб, s(x) эса (4.84) тенглик билан аникутан- 
син.

4-т а ър и ф. (4.87) система #(х) ечимда ва берилган (0 ,Х ) ин- 
тервалда ц а т т щ  дейилади, агар:

1) барча х е (О, X )  учун ReХк (х) < 0, к  = 1,/я;

2) s  *" сони катта булса.
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Мисол еифатида кимёвий кинетиканинг ушбу чизшуш булма
ши масаласини келтирамиз [49]:

Ш ж  -о, 04м, +1О4 и,и,, и, (0) = 1,ах 1 ■ \ /

^  = -0 ,04м. -  104м2м, -  3 • 101 и], м2 (0) = 0, (4.88)
dx 1

м3(0) = 0. 
dx v  '

l.v тснгламаларни кушиб чик.сак,

ж Н Й  4?‘|| + Mgjs 0 (4.89)(IX

(цн'ИЛ булади, бундан эса и{ + и2 + м3 = с ва дастлабки шартлардан 
||юйдаланиб, и, + и2 + w3 = 1 ни хосил кдламиз, Демак, юкрридаги 
IIK  тсманинг битта интеграли маълум. Шунинг учун хдм у иккинчи 
щртибли системага келтирилади. Бу системанинг (0,100) интервалда 
|днтик̂ шк сони s ~ 105.

Каттак, системани ечишга мулжалланган айирмали методларни 
М'кшириш учун модел тарзида ушбу тенглама кдралади:

Ш т  Хи, (4.90)
ах

Оу ерда % —ихтиёрий комплекс сон. Бу тенглама х^кдк,атан хам 
( 4 ,83 ;  системани моделлаштириши учун уни А матрицанинг барча X 
ИОН сонлари учун текшириш керак.

1 Агар (4.2) айирмали методни (4.90) тенглама учун кулласак, у 
цуИидаги куринишни олади:

т
(а,. -  цЬ,)уп и 0, п = т , т  +1,..., (4.91)

/=0

Оу ерда а0 =  1 ва /л = ХИ — комплекс параметр. Агар (4.91) тенглама
нинг ечимини уп =  q" куринишда изласак, у холда q учун ушбу

т

£ ( я , - М ) ^ '=  0 (4.92)
/=0

Имрактеристик тенгламага эга буламиз.
Ьиз бу ерда кдттик, система учун оддий тургунликка нисбатан 

тррок; булган Л-тургунлик тушунчасини куриб чик,амиз.
Аввал куйидаги таърифни келтирамиз:
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5-т а ъ р и ф. (4.2) айирмали методнинг mypiymuK со%аси деб (4.91) 
методнинг тургунлигини таъминлайдиган ix - X h  комплекс текис- 
лик барча нук;таларининг тупламига айтилади.

Эйлернинг ошкор методи

*  %  + у }
учуй метай;

Уы

щщ

Б у ш яармюу <1 ц ж ц  41#% 'ааацшшй
f учун (и, + Щ + fi$ < 1 бШЩирШя. Бундан куринади- 
ки, шщтшш \ g 0) щущщщ Шррц

иборат.
ЗШщрйшг ошкормас метеди

учун (4,91) метод .

Щшл

йог̂ Ш;МЩ»лшэй (1,0) нук,- 
ш т  ЩШШ? бирдик дойранинг танщи га^щшйрздаа абррюг.

6-т а ъ р я  ф. Айирмали мЬ*ЭД агар у нииг тур- 
1 уияиссо^аЁй Jbe ft Щ f  жрнщ^екдамши Jf3 ичига мар*.

Шуни твцшшщ JM% $ 0 '$$яШШя (4,90) генглама-
Ш Г  Я Ж  |ЩНИМ1ИМ тШ^РИИ!*'- Шр£лй?;учу«. хам а^Ц М Ц  
!&йиршди ш язд абешшт равищда тдаррг й̂ яшда $Щяш /г > 0 учун 
туррф», агар Дастдабкя дифференциалж ш ттш ттт  ечими тургун 

.ШркжШЯяЩ*
Рашяйнки, ШШш/фшетя ош -

кор шшшщт ,  та , мш&
Бйр к̂ адамли иккинчи тартибли айирмши штэд сифатияа тра

пеция формулйеи деб атадувчи

1У| 14.93)

методни курсатиш мумкин. Бу метод учун (4.91) метод



2+ /4
2 -ц < 1 булиши учун Repi < ОКуринишга эга. Куриниб турибдики,

ОУ'ШШИ зарур ва етарлидир. Демак, (4.93) метод Л-тургундир.
Крттик; системаларни ечишда А-туртуп методлардан фойдаланиш 

МйЦСвДга мувофикдир, чунки уларнинг тургунлик шарти h кдцамга 
0« мл и к эмас.

Туррунликнинг бопща куринишлари, умуман, кдттиксистема- 
ЛйрМИ сонли ечиш методлари хакдда чукур ва кенг маълумотлар- 
ни |4,5,47] дарсликлардан ва хусусан [13,38,49] монографиялар- 
i.iм олиш мумкин.

9-боб

К  ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР 
■  УЧУН ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР

9.1-§. МАСАЛАНИНГ К^УЙИЛИШИ

М. 1.1. Чегаравий шартлар ва чегаравий масала. Фараз кдлайлик, п - 
ИфТИбли оддий дифференциал тенглама

| В  и{п) = /(х,м,и',...,ы(я_1)) (1.1)

(Прилган булиб, унинг и=и(х) ечимини чекли ёки чексиз [а, Ь\ 
мраликда топиш талаб кдлинсин. Бу ораликда m та х. нук̂ аларни 
Оламиз:

а < х { < х2 < ... < х т < Ъ.

Бу нукдаларда и(х) функция ва унинг и\х),...,и{п~Х)(х) хоеила- 
лмрининг кдйматларини бирор кридага кура богловчи п та тенглама 
tytM берилган булсин:

Fj(u(xl ),u '(x l ),...,u in' l\ x l ),...,u(xm),uXxm),...,u in~')( x J ) = 0 (1.2)

у=1,2,..., п.

Куйидаги масалани кдраймиз: (1.1) тенгламанинг [а, b] оралик;- 
Л| п та (1.2) шартларни кдноатлантирадиган и(х) ечими топилсин.

Агар т  = 1 (Xj= а) булса, у холда Коши масаласига, яъни (1.1) 
ишгламанинг (1.2) дастлабки шартларни кдноатлантирувчи ечими- 
ми топиш масаласига келамиз. Агар т  = 2 (х,= а, х2-  Ь) булса, у 
\олда (1.1), (1.2) масала икки нуцтали ёки чегаравий масала де- 
ИИЛади. Агар т  > 2 булса, у холда (1.1),(1.2) масала т  нуцтали ёки 
НрН ну Капали масала дейилади.
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Куп нук̂ гали масалага мисол сифатида бир неча таянчларда ётгаи 
курилиш тусинининг урта чизигини топиш ёки икки нукдада ма\- 
камланган юклатилган эгилувчан ипнинг солкдланиш масалалари- 
ни курсатиш мумкин. Занжирли куприкларни хисоблашда солкдла- 
ниш масаласи шунга олиб келади.

Битта дифференциал тенгламага жуда куп чегаравий шартлар 
куйиш мумкин, у холда улар хар хил чегаравий масалаларга олиб 
келади.

1 - м и  со л. Ушбу

и” = f (x ,u ,u ')

иккинчи тартибли дифференциал тенглама берилган булсин. Бу ерда (1.2) чега 
равий шартларнинг куйидаги турт хилини курсатиш мумкин:

1) и (а)=А, и (Ь)=В; 2) и' (а)=Аь  и' (й)=^;1
3) и (а)=А, и! (Ь)=В\\ 4) ur (a)=Ali  и (b)=B. J ^

Чегаравий масала ечимининг мавжуд ва ягоналигини текшириш Коши масала- 
синикига нисбатан анча мураккабдир. Чегаравий масаланинг ечими мавжуд 
булмаслиги, ёки ягона ечимга эга булиши, ёхуд чексиз куп ечимга эга булиши 
мумкин.

2-мисол. Ушбу

и" + и=0, и(0)=и(п)=0

чегаравий масала чексиз куп

w(x) = csin х

куринишдаги ечимга эга, бу ерда с — ихтиёрий узгармас сон.
Куйидаги чегаравий масала

и" + и=0, м(0)=0, «(^o)=l 

х0нук,та 0 < х0 < я  шартни ^аноатлантирганда ягона

/ ч sin х  
и ух) т

Sin

ечимга эга булиб, х0 = к булганда умуман ечимга эга эмас.

Биз бундан кейин (1.1), (1.2) чегаравий масаланинг ечими ман- 
жуд ва ягона деб фараз кдламиз.

9.1.2. Чизщли чегаравий масала. Энди умумий чегаравий масала
нинг мухим хусусий холи булган чизицли чегаравий масалани кура- 
миз, бу холда (1.1) дифференциал тенглама ва (1.2) чегаравий 
шартлар чизикдидир.

Чизиьуш «-тартибли дифференциал тенглама кулайлик учум, 
одатда, куйидагича ёзилади:
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|у ерда

Г  L ( u ) = pQ (x )u {n) + px (х)м(я_,) + ... + />„ (x )u

Д и )  = / ( * ) ,  (1 .4)

ftV'inf), f { x ) > P i{ x ) (/ = 0 ,« j функциялар клинча берилган [a, b] 
ириликда узлуксиз функциялар деб к;аралади.

Соддаликучун (1.2) чегаравий шартда [а, Ь\ орали^нингх, = а 
ип \} = b четки нукдалари кирган деб кдраймиз. Агар чегаравий шартаар 
КУИидаги куринишга эга булса

Г * { и) = Г9 (д = 1’2’" (1-5)

V'lnp чизицли дейилади, бу ерда

г » («) = Z  [а9,ки(к) (f l) + h / k) (6)]
к=О

Ий У о» а ь,к > Ръ,к берилган сонлар булиб, барча # = 1 ,2 , п учун

/Г (К *  + Ръ,к )  ̂О 
к=0

мшртбажарилиши керак.
Чизюуш чегаравий шартлар сифатида (1.3) шартларни олиш 

мумкин, чунки уларни

а0и(а) + ахи'(а) = /, р0и(Ь) + рхи'(Ь) = ух

^ринишда ёза оламиз. Хдк^кдтан х;ам, бу ерда

а0 =р0 =1, у = А, ах = рх = 0, ух = В

мп к. деб олсак, 1-мисолдаги шартлар келиб чикдди.
Ушбу

и(а) = и[Ь), и'{а) = и'{Ь)

Фшрийлик шартини \ам чизикда чегаравий шартлар деб кдраш мум- 
кин.

Агар [а, Ь] ораликда / (х )  = 0 булса, дифференциал тенглама 
Аир жинсли дейилади, акс о̂лда у бир жинсли эмас дейилади; агар 
ГМрча у а = 0 (# = 1, 2 ,..., п) булса, чегаравий шартлар бир жинсли 
Дейилади, акс >;олда улар бир жинсли эмас дейилади; агар диффе-
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ренциал тенглама ва чегаравий шартлар бир жинсли булса, чегара
вий масала бир жинсли дейилади.

Бир жинсли масала хар доим и (х )  ш 0 тривиал ечимга эга. Аммо 
куп холларда бу масаланинг хар доим хам мавжуд булавермайди- 
ган нотривиал ечими катта ахамиятга эга. Шунинг учун хам L(u ) = О 
дифференциал тенгламага ёки Г  (и) = 0 чегаравий шартларга Я 
параметр киритилади ва бу параметрни узгартириб, шунга эриши- 
ладики, Я нинг айрим кдйматларида чегаравий масала ечимга эга 
булади. Параметрнинг бу кдйматлари масаланинг хос сонлари, улар га 
мос келадиган нотривиал ечимлар масаланинг хос функциялари дейи
лади.

9.1.3. Дифференциал тенгламалар системаси учун чегаравий ма
сала. Фараз кдлайлик, [а, b] ораликда чизшдта оддий дифференци
ал тенгламалар системаси берилган булсин:

бу ерда Ру(х) ва fpc) лар [а, Ь] ораливда узлуксиз функциялар. 
Кулайлик учун ушбу

матрица ва векторларни киритамиз, бу ерда Т  — транспонирлашыи 
билдиради. Бу белгилашларда (1.6) системани ушбу

вектор куринишда ёзиш мумкин.
Фараз кдлайлик, (1.7) системанинг ечимлари куйидаги кури 

нишда берилган чегаравий шартларни кдноатлантирсин:

<f; ♦  Рп Щ  i  + Аз р||| + m + А , р щ  *  m Ш *  !
4 # Р21 (ж)и1 Фрп Щ Щ  # ~. + р2„ ( х ) К  m || 6)

Д в§ J* У В Д IД  * « « А  р Ш  *

й' + А (х)й = /  (х) (1.7)

(1.S)

бунда
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миьлум матрица ва вектор булиб,
т

£  Щ ш % а Ш щ <  % g «ж < хт ж к
Н

'Габиийки, (1.6), (1.7) чегаравий масала ягона ечимга эга були- 
ШИГаЕшид кдлиш учун барча А; учун (1.8) чизщли комбинациялар 
МИ 1ИКЛИ эркли булиши керак. Шунинг учун \ам аТк матрицанинг 
|ынги sk га тенг деб фараз кдламиз. Бу шартни унга тенгкучли булган

кУринишга эга булади ва одатда, х х = а, х 2 = b деб олинади.
Шуни \ам таъкидлаш керакки, я-тартибли чизик^и оддий диф

ференциал тенгламаучун (1.1), (1.2) чегаравий масалани узгарув- 
чиларни алмаштириш ёрдамида (1.6), (1.7) куринишда ёзиш мум- 
кин.

9.2-§. И К К И Н Ч И  ТА Р ТИ Б Л И  Ч И З Ш У Ш  ЧЕГА РА ВИ Й  
МАСАЛАНИ КО Ш И МАСАЛАСИГА К Е Л ТИ Р И Ш

Фараз кдтайлик, [а, Ь\ ораливда

deta ja s *  0, s  = 1,2 (1.9)

щщугИилан алмаштирамиз.
Агар т -  2 булса, у щпда чегаравий шарт

и" 4» ЙШЩ0 + q(x)u »  f " ( xf  

дифференциал « м а н и  берилган

(2.2J||£Й1§ «ДОРВДН* в ,  [д,| мщ # #

f* М. Исроилов 81



чегаравий шартларни кдноатлантирадиган ечимини топиш талаб 
кдпинсин.

Ечимни
u ~ c y  +  z  (2.3)

куринишда излаймиз, бунда с — узгармас сон, у  = у(х) ечим (2.1) 
тенгламага мос келадиган

у "  + р ( х ) у ' + q {x )u  -  0 (2.4)

бир жинсли тенгламанинг нолдан фаркути ечими булиб, z  = z(x) эса

If-  ♦  p(x)z'  #  Щфё, #  /  .0*3 (2,5)

тенгламанинг кдндайдир ечими булсин. Равшанки, ихтиёрий с учун
(2.3) формула билан аникданган и = и(х) ечим (2.1) тенгламанинг 
ечими булади. Ихтиёрий с учун (2.2) чегаравий шартнинг биринчи - 
си бажарилишини талаб кдламиз, у х;олда

са0у  (а) + a0z  (я) + сах у ' (а) + clxz!  (а) = А

ёки

a0y(^) + a1y ,(fl)]c  + a0z(fl) + « iZ ,(«) Ш А (2.6)

хосил булади. Бу тенглик барча с ларда бажарилиши учун с олдидаги 
коэффициент нолга айланиши зарур ва етарлидир, яъни куйидаги 
тенгликлар бажарилиши керак:

~  f t  $ .7 )

l i t  (а)+ e Ф*. (2.Н)
Агар ихтиёрий с ф  0 учун

у (о)«  щс, у' (а)* Р- 9)

деб олсак, у холда (2.7) тенглик бажарилади, (2.8) тенгликни 
таъминлаш учун а 0 ф  0 булганда

z ( a )  т  z ' ( a )  ш 0 (2.10)

ва а, ф  0 булганда

деб олиш мумкин.

а о

z(a) ~ 0,
1
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Шундай к,илиб, у  = у  (х) бир жинсли (2.4) тенгламанинг (2.9) 
ДЖГГЛабки шартларни кдноатлантирадиган Коши масаласининг ечи
ми б^либ, z = z(x) эса (2.10) ёки чегаравий шартларни кдноатлан- 
шрадиган (2.5) тенглама учун Коши масаласининг ечимидир. Ш у 
АИЛан бирга и = су + z функция ихтиёрий с учун х  =  а нукдада 
■тара вий шартларни кдноатлантиради.

Энди с узгармасни шундай танлаймизки, ы = и(х) функция х  =  b 
нуйгада (2.2) чегаравий шартни кдноатлантирсин, яъни

I  Р у  {*>)*■ P\y'{b]\ c + p 0z(b ) + p[z ' ( b ) =  в,

Оуцдан
В-р01(Ь)-р^'(Ь)

РоУ{Ь)+Р\У'(Ь)

Кслиб чикдци. Буерда

Ш '  Р о У ( Ь )  + Р У { Ь ) *  0 (2.12)

ишрт бажарилади, деб фараз кдлинади.
Шундай кдлиб, (2.1), (2.2) чегаравий масала иккита у(х) ва 

(\х) функция учун иккита Коши масалаларига келтирилди.

1-эслатма. Агар (2.12) шарт бажарилса, у ^олда (2.1), (2.2) чегаравий 
м мейл а ягона ечимга эга булади. Акс х,олда бу масала ё умуман ечимга эга эмас, 
1’ки чексиз куп ечимга эга булади.

2-эслатма. Агар (2.1) тенглама бир жинсли, яъни / ( х ) = 0  булиб, Л -  0 
НУлса, у холда (2.10) ва (2.11) шартларга кура z(a) = 0 ва z'(a) = 0 , демак, 
С( а  ) * 0  келиб чикдци. Ш унинг учун и = су (х) булиб, и(х) функция (2.9) 

Оошлангич шартни кдноатлантирадиган (2.4) тенгламанинг ечимидир. Бу ^олда

с =
Р оУ (ь )+Р \У '(ь )

Оулади.

».3-§. ЧЕКЛ И -А Й И РМ А Л И  М ЕТО Д  ЁРДАМ ИДА И К К И Н Ч И  
ТА Р ТИ БЛ И  ЧЕГА РА ВИ Й  МАСАЛАНИ Е Ч И Ш

9.3.1. Чекли-айирмали метод р о я с и . Фараз кдлайлик, а < х  < b 
праликда

L ( u ) m u "  + р (х )и ' + q (x )u  = f [ x )  (3.1)

дифференциал тенглама ва

а0и{а) + ахи '{а ) = у,, \а0\ +  |а,| ф 0, (3.2)
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Р0и(Щ§ф{и'(Ь) = щ, |/?0| + Щ *  0 (3.3)

чегаравий шартлар берилган булиб, бу чегаравий масала ягона 
ечимга эга булсин.

Кдралаётган [а, Ь\ ораликди тугунлар  деб аталувчи

x t = a + ih ( i = 0,1,...,7V; h = ( b - a ) / N )  (3.4)

нук̂ алар ёрдамида А̂ та тенг булакларга булиб, тур хосил кдламиз. 
Хар бир тугунда (3.1) — (3.3) лардаги хосилаларни сонли диффе- 
ренциаллаш формулалари буйича функциянинг айрим нук̂ талар- 
даги кдйматларининг чизик,ли комбинацияси оркдли ифодалай- 
миз. Натижада i  = 1, 2 ,..., TV—1 холда и(х) ларни топиш учун N — 1 та 
тенгламага эга буламиз.

Агар булар билан чегаравий шартлардан (/ = 0 ва / = N) келиб 
чикдциган тенгламаларни хам бирлаштирсак, у холда м(х0), и(х{), 
..., u(xN) га нисбатан N +  1 та тенгламалардан иборат системага эга 
буламиз.

Чекли-айирмали методни куллаганда куйидаги масалалар ечили- 
ши керак:

1) сонли дифференциаллаш формулаларини шундай танлаш ке- 
ракки, улар хосилани яхши якднлаштирсин ва бу формулада функ
циянинг тугун нук̂ аларидаги кдйматлари кдтнашсин;

2) хосил булган система ечимининг мавжудлиги текширилсин;
3) бу системани ечиш методи курсатилсин;
4) хосил булган натижанинг аниьушги бахолансин.
9.3.2. Оддий дифференциал тенглама ва чегаравий шартларни 

алгебраик тенгламалар системаси билан алмаштириш. Биз бу ерда 
[а, b] ораликда (3.4) тугун нук,таларни танлаб, (3.1) дифференциал 
тенгламани факдт ички тугунларда кдраймиз, яъни х  = х. (/ = 1, 2, 
..., N — 1) ва (3.2) — (3.3) чегаравий шартларни эса мос равишда 
х 0 =  a b&xn = b нук̂ аларда к̂ араймиз; (3.1) тенгламада х  = хдеб ола
миз:

м"(х,.) + ̂ (х,.)м'(х(.) + 9 (х,.)м (х,.)и/(х,.), (3.5)

iw  1, 2,..., N - 1

ва бунда к,атнашадиган м'(х,) ва и” (х,) ларни и (х)  функцияниш 
x._v Хр х.+1 нук̂ талардаги кдймати, яъни и(хН1), и (х), u(xi+l) op- 
к,али ифодалаймиз. Бунинг учун х. нук̂ та атрофида и = и(х) функ
ция [а, Ь\ ораликда туртинчи тартибли узлуксиз хосилага эга деб 
фараз кдлиб, и(хн1) ва и(х.+1) функцияларнинг Тейлор формуласи
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ОУЙИча ёйилмасини ёзамиз (кщдик^адни эса Лагранж формасида 
млимиз):

■ Е ) = и  Б ) + ш и> ( х - ) + % и " ( x i ) + 4 и ” S ) +1! '  *-* 2! "  V** ' 3! 

+ ̂ ryUIV (х,- + 6 h ) , 0 < в < 1,
(3.6)

и(х,_ 1 3 - и Ш « 4 *Г (х , ) + f r  М" И ) -  Е  Um (щ ) +hl hs
1! 2 ! 3!

(3.7)

+ T\ U*V {x i - ° i h) ’ 0 < e \ <1*4!

|iy формулалардан куйидагиларга эга буламиз: 

■ г  u(XM\-u{Xi) = u '(X i) + 0(h),

К  ^ № z '_ )  = M-(X/) + 0(/z),

« Ы - » Ы  = и'( Х1) + о{и2 )■

(3.8)

(3.9) 

(3.10)

Ьу ифодаларнинг чап томони мос равишда унгуосила, чап %оси- 
ш ва марказий %осила дейилади. Шунгаухшаш и”(щ| учункуйида-
I и симметрик ифодага эга буламиз:

К  ( З Л 1 )

Энди (3.5) тенгликда и'(х/) ва «"(х ,) ларнинг урнига (3.10), 
(V II)  ларни куйиб ва ни унг томонга угказиб, куйидагини 
\0сил кдламиз:

u{xM )-2u{xi )+u(xi_x) n(„\u{xi+x)-u(xi_i)— —------- - + P {X i ) -------^-------+2 h (3.12)

+4 (х,)г/(х,.) = / ( * , . ) + 0 (й 2)

Оки

1 - ^ p ( x , )  u {x i_x) ~ \ l - h 2q(xi )\u(xi ) + 1 + jp ( x , )  u (x i+ l) =

m h2p (x ,)  + 0 [h4),

i =  1, 2, ..., /V—1.
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Шунга ухшаш (3.8), (3.9) лардан фойдаланиб, (3.2), (3.3) чега
равий шартлар учун куйидагиларга эга буламиз:

(а0/г-а,)м (х0) + а,м(х,) = /гу, +0(/г2), 

-Piu{xN-i) + (Pi+hp0)u(xN) = hy2+0(h2).

(3.14)

(3.15)

Энди (3.13) — (3.15) ларнинг унг томонида 0(/г4) ва 0(А2) к;ол- 
дщ  хадларни ташлаб юборамиз, натижада

l- | p (x i)  1+ j p (x ,)

-  h 2f { x i ) ,  i  =  1 ,2 , . . . ,N - \ ,  

(a0A -a ,)y0 + a,j>, = hyx,

-P\yN-\+{P\+h p 0)yN = hVi

Ум  =

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Хосил булади.
Бу ерда у. орк;али и(х) нинг такрибий кдймати белгиланган. 

Кейинчалик кулай булиши учун куйидаги белгилашларни кири- 
тамиз:

h / \ -I i.5 \ г» 1 . hА, = 1 - т />(х,.), С,|*= 2 - A2<jr(x(), B i = l  + - p ( x i ),

f t
А+А А>

v  _ «1 а _Л .-----------, V \ j а2aj -««о Лао_а1
_  А О _ Лу2

~п~ 9 7 щ -т т

(3.19)

Бу белгилашларда (3.16) — (3.18) системани куйидагича ёзиб 
оламиз:

4 у ,-1 -  с,у , + в ,Ум = h2fn
у0 ш х]у 1+'&1, ■ (3.20)

y N "И И ы  +$2-

Бу системанинг матрицаси уч диагоналли булиб, куйидаги кури
нишга эга:

' 1 X, 0 . 0 0 0

л -с, А  •.. 0 0 0

0 0 0 .■■ -̂ yv-l ~ CN -1 & N -1
0 0 0 ... 0 х2 1
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Шуни таъкидлаш керакки, (3.16) ифода дифференциал тенглама- 
МИ 0(А2) хатолик билан, (3.17) ва (3.18) лар эса чегаравий шартлар- 
м и 0(A) хатолик билан алмаштиради. Куриниб турибдики, диффе
ренциал тенглама чегаравий шартларга нисбатан каттарок, аникушк- 
МИ алмаштирилади. Бундай аниедик мак̂ садга мувофик, булмай 
Кулиши мумкин, у холда и'(а) ва и' {Ь) аникрок, формулалар билан 
нлмаштирилади (5-боб 16-§ га к;.):

I 2
м' (х0) = зи [-Зм (*о) + 4м (X,) -  и (х ,)] + т  ит (§)

1Ш

(** ) = Jh [«  ( * * - 2  ) -  4 м ) + Зы (х„  )] + €  ит  (§ ).

Умуман олганда, кушимча х ._ 2, х.+2, x ._ v  х,+3ва х- к. тугунларда 
М(д| функциянинг кдйматини олиб, чегаравий масалани каттарок; 
йНшШкда алмаштириш мумкин. Аммо бу алгебраик системани му- 
|ш ккаблаштириб юборади, табиийки, бундай системани сонли ечиш 
Щ\м огар масалага айланади. Шунинг учун хисоблаш амалиётида 
шундай системалар кдраладики, уларнинг аникушги катта булмаса 
\ т  куриниши содда булиши керак. Аницликни ошириш учун h 
кичикрок, кдлиб олинади. Шу сабабларга кура, купинча (3.1) —
(1.3) чегаравий масалани ечиш учун (3.20) куринишдаги система 
цлинади.

9.3.3. Максимум (принципи) ва уни чекли-айирмали тенгламалар 
системаси ечимининг мавжудлигини текширишга куллаш. Олдинги 
Лпндцаги (3.20) система ечимининг мавжудлигини курсатиш учун 
■КЛМШШ бош диагоналга эга булган матрицалар хакддаги леммани 
КУллаш мумкин (б-боб 9-§ га к,.). Аммо биз бу ерда боищача иш 
I утамиз. Аввало, максимум (принципи) хакдцаги леммани келтира
миз. Бу принципнинг кулланиш доираси анча кенг, у нафак̂ ат од
дий ва хусусий хосилали дифференциал тенгламаларни ечиш нати- 
4.;исида хосил буладиган (3.20) куринишдаги системани текшириш 
учун, балки бу методларнинг якднлашишини текшириш ва хатоси- 
н и бахолаш учун хам ишлатилади.

Фараз кдлайлик, куйидаги икки шарт бажарилган булсин:

1) Imax|p.(*)j < 1, (3.21)
ЩУ ■ 2 а<х<Ь 1 4 У|

1 2) q (x) < 0, а < х  < b. (3.22)

Бу шартлар А., В., С. коэффициентларнинг мусбатлигини таъ- 
миилайди.



Кейинги муло^азаларни соддалаштириш макрадида (3.2) — (3.3) 
чегаравий шартларда ах = /J, = 0 деб оламиз, у црдца х х = х 2 = О 
булиб, (3.20) система куйидаги куринишга эга булади:

4 'У/-1 ~ Щ  + Щйщ = h fl , i  = l , N - 1;
Щ = — &2-

(3.23)

Бу система ечимининг мавжудлигини курсатиш учун бунга мос 
келадиган

4 Л 4  -  Ш  + B,yi+l = 0, / = l,v V -1,у0 = О (3.24)

бир жинсли система фацат у0 = у { = = y N =0 тривиал ечимга эга
эканлигини курсатишимиз керак, чунки бу щпда (3.24) система- 
нинг детерминанта

-С, 5, 0 . .. 0 0 0
4 -с 2 в2 ..  0 0 0

0 0 0 •• An- 2 ~Cn-2 Bn- 2
0 0 0 0 An-i ~Cn-i

нолдан фарьдти булади. Аммо бу детерминант (3.23) системанинг 
\ам детерминанта булиб, D *  0 тенгсизлик бу система ечимининг 
мавжуд ва ягоналигини таъминлайди.

Фараз кдлайлик, крндайдир zv ZN сонлар берилган булиб, 
Zj &  const булсин. Ушбу айирмали операторни киритамиз:

л (z ,) т  - CiZ, + B i Zm  , i  = 1,2,..., N  + 1.

1-л е м м а {максимум принципы). Агар (3.21), (3.22) шартлар ба- 
жарилса ва / = 1, 2, N —1 учун

А (^ )> 0 (Л (г,)< 0 )

булса, у далда z0, z v г̂ сонлар орасида г0 ёки zN энг катта мусбач 
к,ийматга (энг кичик манфий кдйматга) эга булиши мумкин.

И  с б о т и. Айтайлик,

А(^/)  ̂0,/ да 1,2,..., N  -\
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Нчисиэликлар уринли булсин. Тескарисини фараз кдламиз, айтай- 
'IIIк , Zf лар узининг энг катта мусбат кдймати М  ни / = к  
( I I  к й N  - 1) булганда к;абул кдлсин, яъни ^ах^z { = zk = М
nV'inO, Zk +1 ёки zk„ j сонларнинг хеч булмаганда бирортаси Мдан 
КИЧИК булсин. У  холда

А (я*) ~ \ Z k -1 С л  + ^А+\ ~

М - 2 - h 2q (xkj ] M  + 1 + ^ р (хк )

zk+1 <

М  =

h2q {xk ) M <  О,

IV11 к и лемма шартига кура Ак, Вк, Ск коэффициентлар мусбат булиб,
ски сонлардан хеч булмаганда бири М  дан кичик. Демак,

А (й ) < 0* Бу эса лемма шартига зидцир. Бундан эса бизнинг фара- 
ill мизнинг нотугрилиги ва энг катта мусбат кдймат фак;ат ^  ёки 
|*булщци мумкинлиги келиб чикдди. Лемманинг тасдига А(%) < О 
учун \ш  худди шунга ухшаш исботланади. Энди (3.24) системанинг 
фшфт тривиал ечимга эга эканлигини курсатамиз. Яна тескарисини 
фи раз кдлиб, бу система нолдан фаркди ечимга эга деб хисоблай- 
МИ), яъни y v у2, ..., yN4 сонларнинг орасида хрч булмаганда биттаси 
молдан фарьуш булсин. Бу ерда хам (3.21), (3.22) шартлар бажарил- 
I i l lI деб фараз кдламиз ва бундан таищари, барча i  =  1, 2, ..., N— 1 
учун А(у,-) = 0 тенгликлар уринлилигини хисобга оламиз. Шунинг 
учун \ам лемманинг тасдигига кура у{сонларнинг энг катта мусбат 
КИЙмати (энг кичик манфий кдймати) фак,ат у0 ва yN булиши мум- 
кии. Лекин У0 =  yN=  0, демак, y v yv  ..., yN_{ лар нолга тенг булиши 
керак. Шундай кдлиб, (3.24) система факат тривиал ечимга эга 
ОУлиб, (3.23) система ягона ечимга эга.

9.3.4. Айирмали хайдаш методи ва унинг туррунлиги. Биз 4-бобда 
умумий куринишдаги матрицага эга булган jV-тартибли системани 
I «усснинг номаълумларни йук;отиш методи билан ечишда О(А̂ ) 
микдорда арифметик амаллар бажарилишини курган эдик. Агар мат- 
рицаси уч диагоналдан иборат булган (3.20) системани ечишда Га
усс методи буйича тузилган стандарт дастурга мурожаат кдлсак, 
)\М 0(7V3) микдорда амал бажаради. Аммо (3.20) системада нолдан 

фпркди элементларнинг микдори 0(N). Шунинг учун хам 0(ЛР) мик,- 
дордаги амалдан 0(N) таси мазмундор амал булиб, кдлган 0(№) 
шеи мазмунсиз амалдир, чунки улар нолни бирор сонга купайтириш 
(булиш) ва нолни нолга кушиш (айириш) дан иборат. Демак, (3.20) 
системани Гаусс методи буйича тузилган стандарт дастур ёрдамида
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ечиш ортик^а амал бажаришга олиб келиб, ма̂ садга мувофик, 
булмайди.

Утган асрнинг эллигинчи йилларида бу нук>сондан кутулиш 
макрадида уч диагоналли матрицага эга булган чизи*уш алгебраик 
тенгламалар системасини ечиш учун Гаусс методининг шундай 
варианти ишлаб чикдлдики, у матрицанинг факдт нолдан фарк,- 
ли элементлари устида амал бажаради. Бу вариант цайдаьи методи 
деган ном олди. Хайдаш методида арифметик амалларнинг сони 
О(N) га тенг. Хозирги вак̂ тда хайдаш методининг узи хилма-хил 
вариантларга эга ва улар хилма-хил масалаларни ечишга мулжал- 
ланган [46] .

Шундай кдлиб,

4 у ы  *  е д +лиьс=/г^ ’ 1 ш м и *  n  1 ш

айирмали тенгламалар системаси ва

у0 = х 1у1 + J, yN = x2y N_] + (3.26)

чегаравий шартлар берилган булсин. Бу ерда А., В., Щщ х 2, , 

&2 берилган сонлар. Биз (3.25) системанинг ечимини куйидаги

1 ^ * % ^  Ш щ /М "  1 P J 7 )

к у р и н щ ц ц й %  евда шм ва хрзирча номаълум сонлар.
0.27) тенгликдан куйидагиларга зга $$шшмю:

Я  *

%  *  + 4 й  + +  U #

Бу ифодаларни (3,25) fm tШ-ШМ Ц Я Н Ц

[ А  щЩ §С| Ф;[Д {В,ам -  С,)+ В ^ ы  -  & / ,) ш О

келиб чик,ади. Куриниб турибдики, агар

тенгликлар бажарилса, у холда (3.25) тенглик уринли булади.
Шундай кдлиб, а. ва /3. ларни топиш учун ушбу рекуррент фор

мул аларга эга буламиз:



Мл11,1 PN микдорларни эса (3.26) чегаравий шартдан ва (3.27) тенг- 
лмкда / = N  — 1 булганда хрсил кдламиз:

(3,27) формула ёрдамида ̂ исоблашни бажариш учун у0 нинг к̂ иймати- 
м и гопиш керак, бу эса (3.26) чегаравий шартдан ва (3.27) тенгликдан
I т  0 булганда хрсил булади:

v ;xiA + î
\~X\OL\ '

Шундай кдлиб, (3.25) — (3.26) чегаравий масаланинг аник^ечи- 
мини топиш учун ушбу %айдаш методы деб аталувчи алгоритмга эга 
«Ш и з :

Бу ерда у. лар чегаранинг чап нук̂ тасидан бошлаб кетма-кет то- 
МИЛади, шунинг учун (3.28) формулалар напдан цайдаш форму- 
ш тр и  дейилади. Шунга ухшаш унгдан %айдаш формулаларини \ш. 
чикариш мумкин:

[ Айрим лолларда чапдан ва унгдан ̂ айдаш методларининг комби- 
иациясини олиб, царама-царши %айдаш методилеб аталувчи метод- 
ИИ ишлатиш маъкулдир.

1-машц. (3.29) унгдан а̂йдаш формулалари исботлансин.

► Агар а, коэффициентлар модули билан бир дан кичик булса, у 
\ОЛДа (3.28) %айдовчи формулалар mypiyn деб аталади.

(3.28)

i t * 3 »  щ « %
Ш  т  Ш М ш Ш т 1 т  % I •••.N  ** 1;
Жв' ~ *̂ |Й|Ё 1»'

(3.29)
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Бундай холда (3.27) рекуррент формулалар буйича хисоблаш олиб 
борилганда келиб чикдциган яхлитлаш хатоликлари усмайди. 

Теорем а. Лгар куйидаги шартлар

бажарилса, у  %олда %айдашни бажариш мумкин ва у  туррун булади.
И с б о т  и. Хак^икдтан хам, 0 < a N = < 1 эканлиги теорема шар- 

тидан келиб чщади. Фараз кдлайлик, 0 < a/+l < 1 булсин, у холда

булади, чунки сурат ва махражнинг хадлари мусбат булиб, махраж 
суратдан катта. Шундай кдлиб, барча i  = 1 ,2 ,..., N —1 учун 0 < а, < 1. 
Энди 0 < х, <1 шарт 0 < а, <1 шарт билан бирга у 0 ни аникдайди- 
ган формулада махражнинг нолдан фарьушлигини таъминлайди. 
Шуни исбот кдлиш керак эди.

Эслатма. Шуни х;ам таъкидлаш керакки, х. га к$йилган шартларни юм- 
шатиш мумкин. Масалан, агар (3.30) шартлар урнига ушбу

шартлар бажарилса, у >;олда теореманинг тасдиги Уринлилигича крлади.

2-м а ш ц. (3.31) шартлар бажарилганда ^айдаш методининг тургунлиги ис- 
ботлансин.

3-м а ш к;. (3.32) шартлар бажарилганда ^айдаш методининг тургунлиги курса- 
тилсин.

9.3.5. Чекли-айирмали методнинг ящшлашиши. Асосий тоя ту- 
шунарли булиши учун чегаравий шарти энг содда булган ушбу 
чегаравий масалани кдраймиз:

(3.30)

0 < а ; =
А,

С; -  B,ai+ 1 (С,- -  Bt -  A j)+Д  + (1 -а т )Щ

(3.31)

еки
Ai  > 0, B j > 0, Cj > Aj + B j, 0 < X j , х 2 < 1,

х, + х0 < 2 (3.32)

L ( u )  = и" + р (х )и ' + q (x )u  = f ( x ) ,  

и (а) = 7 ,, u(b) = у2.
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Олдингидек фараз кдлайлик, и{х) ечим [а, Ь] да туртинчи тар- 
ию ли узлуксиз хрсилага эга булсин. У  щлда (3.6), (3.7) формула-
'1Й|ШН

\иоил булади. Энди 9.3.3 дагидек

а 6 у И 4 ^ н  -^1% + в Л ы

Лоб оламиз, бу ерда А., С , В. коэффициентлар (3.19) формулалар 
билан ашщланади.

Фараз кдлайлик, и(х) — чегаравий масаланинг изланаётган ечи- 
МИ булсин. У  холда юкрридаги ифодаларни (3.12) га куйсак,

В  ■ @ .34)

косил =/1*1^

*  ‘§1 [м/г ♦■win* ‘

Аммо АР С., В. коэффициентлар f .  ни яхлитлаш билан ^исоблана- 
ДИ J шунинг учун хам реал ^исобланадиган у. лар урнига Ц  такри- 
Пий кдйматлар

< (3.35)

У ъ  -  У  N  =  У  2

муносабатларни к^аноатлантиради, бу ерда а. яхлитлаш ^исобидан 
\осил булган хатолик. Ечимнинг аник, к^ймати билан унинг такри- 
Оий кзяймати орасидаги фаркри

L

деб белгилаймиз, |г*| ни ба^олаймиз ва ^айси лолларда якднлаши- 
ш ини аншдгаймиз. Энди (3.34), (3.35) формулалардан фойдаланиб, 

н и  аникдаш учун
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Л(е,.) = й2(Д + « ,),/  = 1,2,
S q  —  0, Е ц  —  О

(3.36)

системага эга буламиз.
Биз |е, | ни бахолаш учун шундай Vjix) функция курамизки, у 

\si\ учун мажоранта булсин, яъни

|£,.|<К(х,), V (x )> 0 .

Мажоранта куриш учун куйидаги леммадан фойдаланамиз: Фа
раз кдлайлик, t0, tv ..., tN, ва TQ, T v T N(T .> 0 )  к;андайдир сонлар 
булсин.

Лемма (мажоранта х*щид&)- Фараз кдлайлик, куйидаги шарт- 
лар бажарилсин:

1) ^max|/?(jt)| <1;

2) ?(х)<0;
3) А(7;)<-|А(//)|,/ = 1,2,...,ЛГ-1;

4) W s -Го, |̂| -

У холда
|^<7;,/ = 1,2,..,ЛГ-1.

И с б о т  и. Ушбу t. + Т. йигиндини к;араймиз. Лемманинг учинчи 
шартига кура

л (*+ 2 ;)-л (0 + л ($ )£ 0 .

Максимум принципи хакддаги леммага кура tj + Г. сонлар орас и - 
да энг кичик манфий кдйматни /0 + Т 0 ёки tN + Т̂ кзабул кдлиши 
мумкин. Лемманинг туртинчи шартига кура бу сонлар манфий эмас, 
демак, барча /учун t. +  Т. >0. Шунга ухшаш Т. — t>  0 эканлигими 
курсатиш мумкин. Охирги иккита тенгсизлик курсатадики, 
-7] < tt < T t ёки |?,| < T t. Лемма исботланди.

Энди ёрдамчи масалани кдраймиз:

L (u )°V ”+p (x )V f + q (x)V  = -1,
V(a) = 0,V(b) = 0

ва унинг ечимини К(х)деб белгилаймиз. Барча а < х < Ь  учун 
V (x )  >0 эканлигини к̂ фсатамиз. Хакдк̂ атан хам, агар (а, Ь) да
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If (x) l  0 тенгсизликни крноатлантирадиган нук̂ талар топилса, у 
\м i/i л V(x) функция [а, b] да узлуксиз булганлиги учун шу оралик;- 
Мииг бирор  ̂нукдасида узининг мусбат булмаган минимумига эри- 
И1ИДИ. Бу х;олда У"(% ) > О, V f(%) = О, V(%) < 0 ва q(£) < 0 булган- 
>ни и учун биз L ^ V (£)] > О тенгсизликка эга булар эдик. Бу эса 
|уфнма-кдршиликка олиб келади, чунки V (х) функция l( k )  = -1 
iv ill ламанинг ечимидир. Демак, барча х  е (а,Ь) учун V (х) > 0.

. Энди
W ( x ) =  t V  (х )

Фумкцияни киритиб, т мусбат параметрни шундай танлаймизки,
II I*,) сонлар |%| лар учун мажоранта булсин. Бунинг учун ы{х) 
функция Ц ц )  = f ( x )  тенгламанинг ечими деб фараз к,илиб, (3.34) 
||шрмулани

^  А [и (х,.) ]  = Z, [и  1щ ) ]  + R (и)

ьУЦинищца ёзиб оламиз. Шунга ухшаш Щ х) учун

^ A ( w ( x i )) = L (fV (x i )) + Ri (lV) = - T  + Rl (W) 

ми \осил кдламиз, бу ерда

12

H < i, |0,|<i.

Демак,

л (w (л:,.)) = -т/г2 1 - ~ W ,V ( х ,+ в к ) -  2Р (х ,)W m(xi +exh) (3.37)

К̂ уйидаги белгилашларни киритамиз:

Р  = maxi/?(*)!, М , = max W'"(x)\,
а<х<Ь1 4 71 J а<х<Ъ 4 7|

f, = max
a<x<b

М, = max|̂ /F (х)|, М  = ^-М л + -Р М ,.
а<хйЬI I 12 6

(•уларни эътиборга олиб, (3.37) дан куйидагиларга эга буламиз:

h h \
= -т/22
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ЦрррЛ ЩШШШ I  ™ h 2M > 0 тенгсизликнм к4аноатлантира£1,иган к1ил11Г) 
гмюиигт Шундай

a  ( w  Д О  т  - r h 2 (1 -  Ш ) 4 1 *

ЩшШ (3.36) МЛ ЯШ Н Й П Ь

(3.38)

:§рвда

m i» # , p r o t i t  е д Я м * '* (3.39)

М А = max
а<х<Ь

U IV

Агар биз т параметрни

тенгсизликни к^аноатлантирадиган кдлиб танлаб олсак, у холда 
s . = s N = 0 хисобга олинганда мажоранта хакддаги леммани кулла- 
шимиз мумкин. Бунинг учун (3.38) ва (3.39) тенгсизликларга 
кура

f i ? j£ h 1  л  Щ +й

еки

т ж Mh2 +
1 -M h2 \-Mh2

Шундай тенгсизликни кдноатлантирадиган тучун 2-леммадан

Ж И М *  И Г »\Si

еки

(

1 -h 2M  \~h2M (3.40)

бахога эга буламиз; [а, Ь] ораликда V(x) узлуксиз булганлиги учун 
у чегаралангандир.

Шунинг учун хам, агар h 0 да 5 < 80А2 булса, у холда (3.40) 
тенгсизликдан s  (h) = т&ф?| = О (A2 J келиб чик̂ ади.
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и"'■■*jr{xfa*(i(&}u» / ( л I» u ( a ) ^ fki u(b) = ц ,

чмцнншй масаланинг и(х) ечими [а, Ъ] оралицда тур тинчи  тартибли  
I11 1\ч<сиз цосилага эга булсин ва цуйидаги шартлар бажарилсин:

1) 2) q (z)^ G , 3) 8 < 60h2.

У щда царалаётган чегаравий масала учун айирмали метод 0(h2)  
нницли/сда текис яцинлашади.

•) С л а т  м а. Агар а0 щ < 0 ва р0р{>0 тенгсизликлар уринли булса, теорема 
( I I) “(3.3) чегаравий масала учун а̂м уринли булади.

liy ва бунга ухшаш теорем ал арнинг нук,сони шундан иборатки, унда номаъ- 
счимнинг учинчи ва туртинчи о̂силалари кдтнашади. Одатда, бу хосилаларни 

flrtvuuuu огир масала. Шунинг учун \ам бу теорема фак,ат назарий а^амиятга эга.

Машк;. Ушбу чегаравий масала

и" -  2хи' -  2 и = -Ах, 

и(0) = 1,ы(1) = ! + <? = 3,718282

Т е о р е м а .  Фараз щлайлик,

mк<)рида келтирилган а̂йдаш методининг иккала варианта ёрдамида такрибий 
1Н и л с и н  ва натижа и (х )  = 1 +  ех аник, ечимнинг к;ийматлари билан солишти- 
Млсин.

9.3.6. Чекли-айирмали метод ёрдамида иккинчи тартибли чи- 
•ик,ии булмаган чегаравий масалани ечиш. Куйидаги чизик^и булма- 
I hi I

и" = f { x , u 9u') (3.41)

дифференциал тенглама ва

(3.42)

чегаравий шартлар берилган булиб, бунда а0, щ , /30, Д бир хил ишо-
pura эга. Шу билан бирга, фараз к̂ илайлик, f ( x , у, z) функция Oxyz 
фпзонинг у  ва z  ларга нисбатан к,абарик* булган бирор G со̂ асида 
у и|уксиз функция булсин.

Олдингидек
х.( т  a + ih (/ т  0,1,...,# , (b -a )h  = N }

1 г̂унлар ёрдамида [а, b] оралшщи N  та тенг булакка булиб, (3.41) 
1епглама ва (3.42) чегаравий шартларни такрибий равишда ал- 
МйШтириб, (N  + 1) та yQ, y v ..., y N номаълумларга нисбатан ушбу
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Ум-lyt+yj-i
h2 J 2 h

ао У о Гр РоУм+ P i yii-yN-\ _ v
U *2

(3.43)

(N  + 1) та чизикди булмаган тенгламалар системасини ̂ осил кдла 
миз. Куйидаги белгилашларни киритамиз:

1|Й И ЧЙ | - 0 ! , ! * ^
(3.44)

Юкрридаги (3.43) системани ечиш учун итерация методини куйида 
ги схема буйича куллаймиз:

мS 1+
<-1)  ̂ (у+1) , (j+1)

h2

1 = и и » I f - 1

Д) ĵ P f|

i 
i 

II
% Jh м щ

т '

у t m жт

(3.45)

Бу ерда юкрридага/ивдекс итерациянинг номерини бидциради. 
Итерациянинг щр бир ^здшадя. чизидаи алгебраик тенгламалар 
Мй^Шйй!№*(:#таа1га'1̂ рй келади. Бу сишшамшр куривишга эга 
б^дажйяш учу» p flo tr ечимини ошкор к̂ ринищда ёзиш мумки 11 
(бунинг исбошни Ш  дан ̂ аранг): ‘

+

(3.46)
к=1

**’Я
(Л vW-vW^ (у) Ук+1 Ук-1

2Л

бунда а, й, а0, а1? /30, (3{, ух, у2 — маълум сонлар булиб, Д ва ̂ куйидаг 
формулалар билан х̂ исобланади:

1м
Щ (3.47)



Шуни х,ам таъкидлаш керакки, (3.47) формулада gjk лар итера
ции номерига бовшк, эмас, шунинг учун уларни бир марта хдсоб- 
ЛйП к̂ йиш кифоядир.

К,аралаётган методнинг яцинлашишини текшириш анча му- 
1»нккаб иш булиб, R(x, у, z) функция G сохада у ва z ларга 
Нисбатан

R ( x ,y ,z ) ~  f ( x , y , z )  | < Ц \ у - y\ + L 2\z-z\

||ИПЦ1ИЦ шартини к.аноатлантирган хол учун бундай тадк^крт [7] да 
рлтирилган.

9.4-§. КОЛЛОКАЦИЯ МЕТОДИ

9.4.1. Чизщли хол. Олдинги бандда к;араб чикдлган чекли-айир- 
мнми методлар универсал булиб, ечимнинг дискрет нук̂ галардаги 
ИШДВалини беради. Аммо физика ва механика масалаларини ечишда 
0И ьэан ечимни аналитик куринишда топиш керак булиб крлади. Одат- 
дл, бундай холда ечимнинг катта аниьушги талаб кдлинмайди, аммо 
и м и к ечим урнига кдндайдир функцияни топиш талаб кдлинадики, 
у чегаравий шартларни аник, к̂ аноатлантиради ва дифференциал тенг- 
Лима билан боглик, булган кдндайдир шартларни кдноатлантиради. 
I •уидай муносабатлар шундай тузиладики, уларни крноатлантира- 
лиган функция такрибий равишда берилган дифференциал тенгла- 
мшш хам к̂ аноатлантиради. Бу муносабатлар хар хил методларда хар 
нил олинади, уларнинг асосийлари билан вариацион методларни 
|у»раганда танишиб чикдмиз. Биз бу ерда коллокация методи билан 
I hi шшиб чик̂ амиз.

Фараз кдлайлик, куйидаги чегаравий масала берилган булсин:

L {u ) = и” + р {х)и ' + q (x)u  = f ( x ) ,  (4.1)

Г { (и) = а0и(а) + ахи'(а) -  у19 |а0 | + |а,| ф  0,
Г 2(и) = pou(b) + p iu'(b) = y2,\p0\ + \pi \^0.\ 4̂'2^

Базис функциялар деб аталувчи ушбу 

К  Y0{ x ) 9Yl { x ) 9...,Yn(x)  (4.3)

99



чизвдрш зркли фующшларни шундай тан8$ймизки, удар орасида 
К,(л') бир жинсли булмаган

Я  {%>) *■$ t i i  Г 2 (Щ !5®'!®! (4.4) I
чегаравий шартларни каноатлантириб. крлганяари Y, (х)(/ = 1 ,п\ эса 
§йр жинсли чегаравЛ шартларни к;аношшнтирсин:

Ч § Й Н М 1 Й - ^ М ^  (4.5)

Хусусий 9ЦЦР (4.4) чегаравий шаржар бир жинсли б̂ лса 
Cf? = I I  = I I I  У ЩШШ Г0 (х )  т  0 деб олиб, фак,ат куйидаги

I
системани а̂раш мумкин.

Энди (4.1), (4.2) чегаравий масаланинг ечимини базис функ- 
иияларнинг |р|йдаги чизикди комбинацияси шаклида к,идира-
ш ш

п
м (4 ».Г0(х^ ^ с ,.^ ( 4  (4.6)

/=1

Бу холда и{х) (4.2) чегаравий шартларни кдноатлантиради. Хакдоатан 
Хам, чегаравий шартлар чизшдш булганлиги еабабли

Ш Ш  л  № ) + Ш ш  т . +f a  ■10 = yv I  
/=1 /=1

Шунга ухшаш

I
Энди (4.6) ни (4.1) га куйиб, куйидагига эга буламиз: 

К (х ,с 1,с , , . . . ,с , ) ж Ц и ) - / ( х ) = ,

<4-7) Iш

Агар с, U  = 1, и) ларнинг бирор кдйматида

R (x ,c l ,c2,...cn) = 0, а < х < Ь

булса, у хрлда и{х) функция (4.1), (4.2) чегаравий масаланиш 
ечими булади. Аммо, умуман олганда, коэффициентларни бундан
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hi ила б олиш купинча мумкин булмайди. Ш унинг учун хам 
Н(х,с{9с2,...сп) функциянинг коллокация (устма-уст тушиш) ну%- 
nui/iapu деб аталувчи, етарлича зич олинган х ,,х2,...хя ну т̂аларида 
Н (х)си с21>...,сп) = 0 тенгликнинг бажарилиши талаб к^линади. 
Шундай нук̂ таларда (4.1) дифференциал тенглама аник,бажарила- 
/III. Натижада ушбу чизиьдти алгебраик тенгламалар системасига эга 
АУлимиз:

. (x j, Cj, с2,..., сп) — О,

(4.8)

Д| ар (4.8) система ечимга эга булса, у холда бу системадан с,, с2, ..., сп 
М> к[)фициентларни аншугаб, чегаравий масаланинг ечимини (4.6) 
КУринишда топамиз.

(4.8) система ягона ечимга эга булиши учун У,- (х )if  = 1, п j  куйи- 
/1ШИ шартларни кдноатлантириши керак:

1) бу функциялар чизик^и эркли булиши керак;
2) агар /?(х), q(x), /(х) функциялар [а, Ь] да узлуксиз булса, у 

цолда [а, Ь] да Y.{x) функциялар биринчи ва иккинчи тартибли 
узлуксиз хосилага эга булиши керак;

3) Fj(x), Г2(х), ... , Yn{x) функциялар ёрдамида хосил кдлинган 
система ДУ,(х)), L ( Y 2(x)), ... , L ( Y n(x)) ихтиёрий ва бир-биридан 
фирк̂ и равишда танлаб олинган х. нук̂ талар учун Чебишев систе- 
миоини ташкил этиши керак.

Чебишев системасининг таърифини келтирамиз: 
= 1,2,...,п) функциялар [а, Ь\ да Чебишев системасини таш- 

KHJjt этади дейилади, агар [а, Ь] ораливдан олинган бир-биридан 
фпрк,ли ихтиёрий хр х2, ... , хп учун

щ ш  й £ | ) §* й и н
ч М  s u m

пиик̂ ловчи нолдан фарьути булса.
I  Коллокация тугунлари сифатида Чебишев купхадларининг ил- 

ди шарини хам олиш мумкин. Биз к,араб чивдан методдан фарк̂ и 
ЛУлган сплайн-коллокация методы хам кдралади. Бу методда такри- 
Оий ечим сплайн-функция шаклида топилади. Бу метод юк;оридаги 
метод билан чекли-айирмали метод орасида туради.
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М и с о л. Коллокация методи ёрдамида куйидаги чегаравий масала ечилсин:

и" -  и = х, и(0)=0, w(1) = 0. (4.9)

Е чи ш . Базис функциялар сифатида чегаравий шартларни к;аноатлантиради- 
ган Y  = х п (1 -х ) функцияларни оламиз. Коллокация тугунлари сифатида

1 1 3 
*1 = 4 ’ х2 = 2 ,Хз = 4

нукталарни оламиз ва учта базис функция билан чегараланамиз:

У0(;х)^0,

и3 (х) = с,х  (1-х) + с2х 2 (1-х) + с3х3 (1 -х ) .

Буни (4.9) тенгламага куйиб, к^уйидагига эга буламиз:

R (х,с|,с2,с3) = Cj ( - 2 - х + х 2) +

+с2 (2 -6 х -х 2+х3) + с3 (6x-12jc2-jc3- ^ 4) -  х.

Бу ерда коллокация нук;таларини куйиб, куйидаги чизик^ли алгебраик теш 
ламалар системаси ни \осил к;иламиз:

^5 60 c j+11 2с2 +1 89cj = 64,
-36с1-18с2 -сз = 8,
560с1+676с2+603с3 = -192.

Бу системани ечиб, такрибий ечим учун куйидаги ифодага эга буламиз:

и3 (х) = х(1-х)(о,1547868 + 0,1325682х + 0,0414476х2).

9.4.2, Чизтуш  булмаган хол. Фараз кдпайлик,

L ( u ) =  f  ( x , u , u r),

и (0 ) = 0, w (1) = 0 (4 *10)

чизшдш булмаган чегаравий масала берилган булиб, у ягона ечимга 
эга булсин. Бу ерда хам биз юкрридаги усулни куллаб, (4.8) систс- 
мага эга буламиз. Аммо бу ерда (4.8) система чизикути булмаган 
алгебраик тенгламалар системасини ташкил этади. Бу системани 
2-бобдаги методларнинг бири билан, масалан, итерация методи 
билан ечиб, (4.10) тенгламанинг такрибий ечимини (4.6) кури- 
нишда тасвирлаймиз.

2-мисол. Коллокация методи билан чизивуш булмаган ушбу чегаравий ма- 
салалар ечилсин:

и”= х 2+и2, « (0) = 0, м(1)=0. (4.11)
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Кчиш . Базис функциялар сифатида

У0 = 0, Y is x ( l - x ) ,  Y2 = x 2(1 -x )

функцияларни, коллокация нук,талари сифатида хх = 0,25 ва х2 =  0,75 ни оламиз. 
У \плда ечимни u{x) = c\Y\(x) + c2Y2{x)  каби излаймиз, хатолик эса

R  (x ,^ 0 § J  = - 2 q  + (2 -6 х ) с2 -

КУринишда булади. Коллокация нукдаларини куйиб, куйидаги чизик^ли булмаган 
мчп'Ламалар системасига эга буламиз:

-2  С]_+ 0,5с2 = + (0,035q2+0,009qc2+0,002c2),

-2 q ^ 2, 5с2 = + (0,035c2+0,053cic2+0,020c2).

Аввал биринчи тенгламани 5 га купайтириб, иккинчи билан кушсак, янги 
мчияама я;осил булади, кейин иккинчисини биринчисидан айириш натижасида 
иккинчи тенглама хосил булади:

7 л
с, = —  -  0 ,018с, -  0,012с,с2 -  0 ,003с2 ,

с2 = -  \ -  0 ,012cic2 -  0 ,006с2.6

Бу системани кетма-кет як,инлашит методи билан к,уйидагича ечамиз:

1  C\J + \  = ~ ^ ~  ° ’ 018ci[J -  °> 0 l 2 c \ , j c 2 j  ~  ° ’ 003с2/ ’

c2J+ \ т *  012с1 J c2,/ ”  °> 006с2у-.

Нолинчи я!̂ инлашиш сифатида 

(Ц ...

ми оламиз; кейинги як;инлашишлар куйидагидан иборат:

си = -0,0731, с21 = -0,1667, 

с12 = -0,0732, с22 = -0,1670.

Бир хонага яхлитлаб олиб, С] = —0,073; с2=ш 0,167 ни \осил килам из. Ш ун- 
i*i II килиб, такрибий ечим сифатида

i/(jc) = - jc(1 -jc)(0, 073+0,167х)

ни олишимиз мумкин.
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ХУСУСИЙ ХОСИЛАЛИ Д ИФ Ф ЕРЕНЦ ИА Л  
ТЕНГЛАМ АЛАРНИ ТА К РИ БИ Й  ЕЧ И Ш

10.1-§. УМ УМ ИЙ ТУШ УНЧАЛАР

Хусусий хосилали дифференциал тенгламалар фан ва техника - 
нинг турли сохаларида учрайди, аммо уларнинг ечимини ошкор 
куринишда чекли формула шаклида топиш камдан-кам хрлларда 
мумкин булади. Шу муносабат билан математик физика масалалари 
деб аталувчи хар хил хусусий хосилали дифференциал тенгламалар 
ни, хусусий хосилали дифференциал тенгламалар системаси ва им 
теграл тенгламаларни такрибий ечиш методлари мухим ахамиятгп 
эгадир.

Бу ва кейинги бобларда биз математик физика масалалари ни 
такрибий ечишнинг айрим кенг таркдлган методларини куриб 
чшдамиз. Математик физика курсларида узгарувчиларнинг сони п(>2) 
ва хосилаларнинг тартиби т ( > 2) булган тенгламалар кдралади. Bin 
асосий дикдатни икки эркли узгарувчили иккинчи тартибли хусу
сий о̂силали чизикути дифференциал тенгламаларга к>аратамиз. Буи 
дай тенгламалар мисолида к;араладиган методларнинг асосий fomcii 
яхши тушунарли булиб, хисоблаш схемаси хам соддарок,булади.

Шуни хам таъкидлаш керакки, битта тенглама учун кдраладитм 
методларни бир неча номаълум функцияларни уз ичига олган теш 
ламалар системаси учун хам татбик, кдлиш мумкин.

10-боб

10.2-§. ТУ Р  М ЕТОДИ, ТУРЕУН Л И К, 
АППРОКСИМАЦИЯ ВА ЯЩ Ш ЛАШ ИШ

Тур методи (чекли-айирмали метод) хусусий хосилали дифферси 
циал тенгламаларни ечишнинг кенг таркдлган методларидандир.

10.2.1. Тур методининг гояси. Тур методининг гояси билан

2 2 2 г / \ д и , д и j  ди ди гL i u )  = а—т + 2о-—  + с—Т + а — - + е —  + gu = /  п  \ 
V ’ ад:,2 дххх2 дх\ дхх дх2 6 J 11

тенглама учун Дирихле масаласини ечиш мисолида танишамиз. Буи 
да а, b, с, d, е, g коэффициентлар ва /  озод х(ад чегараси Г  дни 
иборат булган чекли D  сохада аниьутанган икки х ] ва х 2 узгарувчи 
ларнинг функцияларидир. Бу функциялар G = G U T ёпик, со\нди 
аникданган хамда G да а > 0, с > 0 ваg< 0 шартларни каноатллн 
тиради, деб фараз кдламиз.
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Фараз кдлайлик, (2.1) тенгламанинг G да узлуксиз ва Г  л  а 
берилган кдйматларни к,абул кдпадиган, яъни

и\г =(р (2.2)

ечимини топиш талаб кдлинсин, бунда ср = ср(х^х2) е Г  узлуксиз 
фунВциядир.

Такрибий ечимнинг сонли кийматларини топиш учун Ох{х 2 те- 
Кислигида

Щ  = x l0 + i\ , х 2к = лг20 + Щ , (/, к  = 0, ± 1, ± 2,...)

иараллел тугри чизикдарнинг иккита оиласини угказамиз. Бунда h{ 
ini А2 мос равишда абсцисса ва ордината йуналишларидаги цадамлар 
ДСЙилади. Бу тугри чизикдарнинг кесишган нук̂ талари тугунлар дейи- 

■Лпди, тугунлар туплами эса турни ташкил этади. Одатда, А, ва А2 
црдамлар бир-бирига боклик; равишда танланади, масалан, А, = А, 
А, = Aha (А ва а кдндайдир сонлар), хусусий холда А, = А2 = А. Шу- 
минг учун хам к;аралаётган тур битта А параметрга боклик, булиб, 

■рдам кичрайганда А -> 0.
I  Агар иккита тугун 0хх укд ёки 0х2 ук;и буйлаб турнинг шу 

НУналиши буйича бир-биридан бир кддам узок^икда жойлашган 
булса, уларни цушни тугунлар деймиз.

г Фак,ат G да ётган тугунлар тупламини к̂ араймиз. Агар бирор ту
гун нинг туртала кушни тугунлари тупламда ётса, у холда бу тугун- 
ии инки тугун  деймиз. Ички тугунлар тупламини тур  сох(а деймиз ва 
Gh орк;али белгилаймиз. Агар тугуннинг хеч булмаганда бирорта 
КУшниси Gh да ётмаса, у холда бу тугун чегаравий ту гу н , уларнинг 
|̂ пламини эса тур  соланине чегараси деймиз ва Г н оркдли белгилай- 
миз (2-чизмада ички тугунлар 0 билан ва чегаравий тугунлар 

■билан белгиланган).
* Агар Gh тур соха Гь чегараси би- 

лан биргаликда каралса, у холда 
у ёпиц ту р  соха дейилади ва 
Gh\- ChU Fh орк>али белгиланади.

|Биз Gh тур устида аникдан- 
[ган у  ( x v х 2) функция учун 
ш1к= у  (х [Г х 2к) белгилаш кирита- 
1миз ва хар бир (/, к) = (х1Р х2к)
■ ту н  учун (2.1) тенгламада к,ат- 
Йашадиган барча хосилаларни 

■$шинган айирмалар билан куйи-
тги ча  алмаиггирамиз: 2 -чизма.
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(  я >ди - '$шлл (  я >ди ,w yj,k+i~ U M
(/,1 т Кдх2)У  щ

 ̂ Ум%к ~̂ У'1к Щ цм

( Ж ь м $
9

(2.3)

(2.4)

д и 

V дх2 JU,к,
У1М\-2ЩМйШ (2.5)

д2и ^ У/+1,£+1 ~yj-\,k+\-Ум,к-\ +yj-\,k-l / 2  £Л
кдх\дх2)^к) Щ Ь

бунда у.к микдорлар u(xv х 2) ечимнинг турнинг (/, к) = (хи, х п ) 
тугунидаги такрибий к*ийматларидир. Тенглама коэффициентлар и - 
нинг (/, к) тугундаги к*ийматини aik, bik, d.k, е.к, gik, f ik, оркдли 
белгилаймиз. Хосилалар урнига (2.3)—(2.6) такрибий к̂ ийматлари- 
ни куйиб, натижада (2.1) дифференциал тенгламага мос келадиган 
куйидаги айирмали тенгламага эга буламиз:

(2.7)

* 9 № | м  * И ш ) 4  j |  у>̂  I *  W f c  *  А "

Бундай тенгламани хар бир ички тугун учун ёзиш мумкин. Агар 
(/, к) чегаравий тугун булса, у холда yik ни бу тугунга як^нроь; 
булган ср нинг Густидаги к,ийматига тенг деб оламиз (чегаравий 
тугунларда у.к ларнинг к̂ ийматини бошк.ача йул билан топи ни ш 
биз кейинрок, куриб чикдмиз). Шундай к̂ илиб, ечимнинг ички ту- 
гунлардаги у.к к,ийматини топиш учун алгебраик тенгламалар сис
темасига эга буламиз. Бу системада тенгламаларнинг сони номаъ- 
лумлар сонига тенг. Агар бу система ечимга эга булса, у холда ум и 
ечиб, ички тугунларда к̂ идирилаётган ечимнинг такрибий |рйма- 
тига эга буламиз.

Биз бу ерда тугри бурчакли туртбурчакдан тузилган турни кур- 
дик. Кейинчалик боыща хилдаги турларни хам куриб чикдмиз.

10.2.2. Тургунлик, аппроксимация ва ящшлашиш. Фараз |длай-
т

лик, чегараси Г  = И  Г } булган сохада ушбу
J*i
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m  = f (28)

Э Д Г = R j (и) = q>j, j  = 1,2, . . . ,m (2.9)

М̂ шравий масала берилган булсин. Бу ерда L  — ихтиёрий иккинчи 
•мртибли чизшдш дифференциал оператор, R — биринчи тар- 
Iмс̂ ли дифференциал оператор ёки чекли алгебраик ифода, хусу- 
I ИЙ \олда R.u = и ва/  <pv (р2,..., (рт  — берилган функциялар.

Энди G да ётувчи кдндайдир Gh тур сохани курамиз, кейин Uh 
нрцдли Gh нинг нук̂ аларида (тугунларда) аникданган uh функция- 
Лирминг фазосини белгилаймиз, L h оператор Uh даги функциялар- 
мм бирор Gh с: Gh тур сохада аник,ланган функцияларга утказсин; 
(L  да аншуганган функциялар тупламини F h оркдли белгилаймиз. 
ЧгГСфавий шартларни аппроксимациялаш учун С соханинг Г  чега- 
ртига мос келадиган Г.И тур чегарасини танлаб, Ф.ь оркдли Г ъ да 
имик̂ анган функциялар тупламини белгилаймиз.

1-таъриф . Агар X  с= Y  булиб, # функция У д  а аник^анган 
вулеа, у холда & нинг X  тупламдаги изи деб шундай функцияга 
iiH I иладики, у X тупламда аникданган ва бу ерда 9 билан устма-уст 
|уншди.

Агар # функция Gh ни уз ичига олган тупламда аникданган 
OV’ica, у холда # нинг Gh даги изини [#]л орк*али белгилаймиз.

Фараз кдлайлик, U  (2.8) ва (2.9) чегаравий масала ечимлари- 
минг фазоси, Г (2.8) тенгламанинг унг томонидаги/функциялар- 
мииг фазоси, Ф . эса Г. да аник;ланган ф ункцияларнинг 
фи юси булсин.

2-таъриф . Фараз кдлайлик, U, Uh, F f F h, Фу , ФуА фазоларда

мормалар аникданган булсин. Бу нормалар мосланган дейилади, агар 
h •+ 0 да хар к̂ андай етарлича силлик, и e U ,/  е F,q>j е Фу функ- 
I шил ар учун куйидаги

I и  ’ I I I I  и  И ’ II ' I f  ’ II \\F„h ’ II Иф j  5II 11ф jh

Н

муносабатлар уринли булса.
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3-т  а ъ  р и ф. Агар h 0 да

и, - ж

булса, у холда uh тур функцияси (2.8), (2.9) чегаравий масаланиш 
ечимига ящнлашади дейилади.

Агар h га бощик; булмаган С > 0 ва сг >0 узгармас сонлар yqyi i

Uh
<Chc

тенгсизлик бажарилса, у холда яцинлаьиишнинг тартиби h га нисба
тан а га тенг дейилади.

Тур устида ушбу

Аг.(%) = fh й (2-10)

(2,1I )

масалани кдраймиз, бу ерда L h ва R.h — чизшуш операторлар. 
Энди куйидаги белгилашни киритамиз:

Fh
+

+
b'h

<Pjh <Pi
(2 .12)

ф jh

4-та ър иф . Агар ихтиёрий силлик, и, /, <р. функциялар учун 
h -> 0 да W(h) 0 булса, у холда (2.8), (2.9) чегаравий масалп- 
ни (2.10), (2.11) тур устидаги масала аппроксимация цилади дейи
лади.

Агар (2.10) тенгламанинг унг томонини 

деб олсак, у холда W(h) нинг таърифига кирган fh ~**\f \ L  миь;-ШШЩ
дор нолга тенг булади. Аммо айрим холларда аншушкни ошириш 
учун (2.8) тенгламанинг унг томони (/, к) нук̂ тада J b «  x2k+ 0,5//;) 
деб олинади.

5-т а ъ р и ф. Тур устидаги (2.10), (2.11) масала тургун  (коррект) 
дейилади, агар h < й0учун h га боглик, булмаган М0 ва М.узгармас- 
лар топилиб, улар учун ушбу тенгсизлик бажарилса:



Ну таърифдан курамизки, чизикди масала учун туррунлик /̂  ва 
9  k фуикцияларга бостик, эмас.

liy таърифнинг маъносини тушунтиришга ^аракат кдламиз. 
Mil тку/'и масала учун (2.10), (2.11) айирмали схема чизикди алгеб- 
|ыт. тенгламалар системасидан иборат. Шунинг учун х>ам (2.13) 
М'шсизликдан f h = 0, <pjh я  0 булганда (2.10) — (2.11) тенглама- 
|и|» системаси фак;ат тривиал ечимга эга. Бундан эса Кронекер- 
Киислли теоремасига к̂ ра (2.10), (2.11) масала унг томонидаги их- 
■Нрий f h, (pJh учун ягона ечимга эга. Демак, чизикди масалада
• ч i*i уилик шартидан айирмали тенгламалар системасининг унг то- 
Мннп ихтиёрий функциялар булганда хам ягона ечимга эгалиги ке- 
»ИИ| чикдци.

Лгар u i, 1*1 функциялар куйидаги

Lhuh ~ fh 1 RjhUh = tPjh’ J  = lj 2,..., т ,

Lhuh = fh > Rjhuh ~ vjh’ J = 1>2

(Иирмали масалаларнинг ечими булса, у холда L h ва ЛАоператорлар 
ЩН'ШКДИ булганда (2.13) тенгсизликка кура куйидагига эга була- 
ММ)!

и* -и * И

< м п
гп

L hu'h -  L hu\ i + ^ M j  |Rjhu\ -  Rjhu2h

= M n |ft ™ f i

j= 1 
m

+ Y m ..

Фjh
(2.14)

Vjh Vjh Ф jh

Шундай кдлиб, агар тенглама ва чегаравий шартларнинг унг 
(ОМОНИ бир-биридан кам фарк, кдлса, у о̂лда тургунлик шарти 
|цжирилганда турдаги масаланинг ечими бир-биридан кам фар*; кдла- 
/1М

Юкррида келтирилган якднлашиш, аппроксимация ва турБун- 
•ткиинг таърифидаги U h i F h 9 <S}jh  фазоларда аникуганган нормалар 
Мучим! а̂ амиятга эга. Шундай доллар булиши мумкинки, (2.13) тенг- 
I и шик айрим нормалар учун бажарилиб, бошкдлари учун бажарил- 
Мийли. Х^р гал (2.13) тенгсизлик нима сабабдан бажарилмаслигини 

Шкшириш керак.
Лгар нормалар нокулай олинганлиги сабабли (2.13) тенгсиз- 

ПИК бажарилмаган булса, у щлда U h9F h,<$>jh фазоларда нормалар- 
NM 6ошк;ача танлаб, (2.13) тенгсизликнинг бажарилишини таъ-
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минлаш керак. Агар (2.13) тенгсизлик норманинг хеч бири учун 
Хам бажарилмаса, у холда бу айирмали схеманинг нотургунлигипи 
билдиради.

Биз юкррида турдаги нормалар мосланган булиши керак дет и
эдик. Масалани текширишда купинча ||*|]̂ ва ||% ларнингмосланп 
нормалари сифатида куйидагилар олинади:

m4 u h = SUPh 0<т<М О <,n<N

||м|| = sup и (х,у)
а<х<Ь 
О <у<Т

еки
I м

м4 „  = Ш .  IйО<,n<,N V  m=0

2
mn I *

u\\ = sup JI|m(x,j)|2 dx. 
О<y<T V  о 1

(2.15)

(2.!())

Бу нормаларда h =  (b — a)/M (M  — бутун сон), N  - [ T/h2\.
Фараз кдлайлик, и е U  булсин. r°  = L h [и\ -  f h микдор масала■ 

нинг ечимидаги тенглама аппроксимациясинингхатолиги дейилади, 
Щ ~ Rjh [u\h ~ <Pjh (J = l i  2, ••• m) микдорлар эса масаланинг ечимида
ги чегаравий шартлар аппроксимациясининг хатолиги дейилади. УшОу

Ро {h) = ||4 [и\ -  f h\Fh, P j (h) = р ,  [u]h -  <pJh
ф jh

белгилашларни киритамиз.
Агар и функция (2.8), (2.9) масаланинг ечими булса, у холда

p (h) = 1 L p j( h)
J= О

мивдор (2.8), (2.9) дифференциал масалани (2.10), (2.11) айирА 
мали схема билан аппроксимациялашда ечимдаги хатонинг улчоац 
дейилади. Агар h ->  0 да p(h) -»  0 муносабат уринли ва и функции
(2.8), (2.9) масаланинг ечими булса, у холда (2.10), (2.11) айи|К 
мали схема (2.8), (2.9) масалани ечимида аппроксимация цила<)ц 
дейилади; h 0 да р(К) нинг тартиби ечимдаги аппроксимации■ 
нинг тартиби  дейилади.

10.2.3. Тургунлик ва аппроксимациянинг яцинлашиш билан ало- 
каси. Бу тушунчалар орасида куйидаги алокр мавжуд: аппроксима 
ция ва тургунликдан як^нлашиш келиб чик;ади.

по



■
Филиппов теоремаси. Фараз цилайлик, (2.10), (2.11) турдаги ап- 

(цмксимация цуйидаги шартларни цаноатлантирсин:
I) дифференциал масаланинг ечими ( т - к ) т а  турдаги чегаравий 

шршарни анщ цаноатлантиради4.

R jh М * т Ш ф  7 *  ^ + 1 , - ./и ,
шш

2) ушбу

j  = к т -

Он/) жинсли чегаравий шартларни цаноатлантирадиган Uh даги функ- 
щшарнинг синфида тур Fyш ик шарти бажарилади:

к

IIUh\uh “ ^0 ||̂ А||/й ^jhUh\
М

У  умда цуйидаги тенгсизлик уринли булади:

Ф/й

Ч - K l
т

(2.17)

!*•<//> айирмали масала дифференциал масалани аппроксимация цилса,
V \илда h ->  Ода

Uk M j L  -> 0Л I- JAII Uh

муносабат уринли булади.
И с б о т и. Теореманинг 1) шартидан Rjh (uh -  [и]А = 0 J  = к  +1, 

г , т  келиб чикдци, 2) шартда эса uh урнига uh— [u]h ни куйиб, 
КУЙидагига эга буламиз:

Ь j iSfi ILh HLa
+ Z  мi  II R jhuh -  R jh [«]

m
h ||ф.

Пунда L huh = f h, Rjhuh = (pjh ни куйсак, у ̂ олда p(h) нинг таърифидан 
D i 17) келиб чик;ади. Агар аппроксимация уринли булса, яъни h -»0 
/in J «  0, 1, к  учун Pj(h) -> 0 ва p(h) -> 0 муносабатлар уринли 
булса, натижада (2.17) тенгсизликдан теореманинг иккинчи тас- 
диги

Uh
->0

ислиб чикдци.



Эслатма. Агар мослик шарти бажарилса, у ^олда силлик и функциялар 
учун h—>0 да (2.13) муносабатда лимитга утиб, куйидаги

т

№ £ J M L  ■ i ш  |«)
у - i  J

тенгсизликни \осил кдгсамиз. Бундан эса (2.10) — (2.11) дифференциал масала 
нинг корректлиги келиб чикдци. Купинча шу йул билан, яъни аввал (2.13) 
тенгсизликни, кейин ундан (2.18) тенгсизликни \осил кдлиб, (2.10), (2.11) 
куринишдаги дифференциал масалаларнинг корректлиги текширилади ва улар 
нинг ечими мавжудлиги \амда ягоналиги исбот к̂ илинади.

Энди айирмали схемаларни куриш ва уларни текшириш тугри 
сида айрим мулохазаларни айтиш мумкин:

1. Аввало, турни танлаш, яъни G соха ва Гконтурни кдндайдир 
тур со̂ а билан алмаштириш кридаси курсатилади.

2. Кейин конкрет равишда битта ёки бир нечта айирмали схема 
курилади; аппроксимация шартларининг бажарилиши текширилади 
ва аппроксимациянинг тартиби аникданади.

3. Курилган айирмали схеманинг тургунлиги текширилади. Бу 
эса энг мухим ва ofhp масала хисобланади. Агар айирмали масалп 
аппроксимация ва турьунликка эга булса, юкрридаги теоремага кури 
у якднлашади.

4. Айирмали схема тенгламаларини сонли ечиш масаласи кэраши 
ди. Одатда, тенгламаларнинг сони куп булиб, бундай системами 
ечиш куп мехнат талаб кдлади. Шунинг учун хам тур метод или 
хосил буладиган системаларни ечиш учун махсус методлар яратил- 
ган ва яратилмокда.

Биз бундан кейинги баёнимизда юкррида киритилган тушуй* 
чаларни эллиптик, параболик ва гиперболик тенгламаларни сом 
ли ечиш жараёнида имкони борича туларок* ёритишга харакат кдгшч 
миз.

10.3-§. Э Л Л И П ТИ К  ТЕНГЛ А М А Л А РН И ТУ Р  
М ЕТО Д И  БИЛАН Е Ч И Ш

10.3.1. Эллиптик дифференциал тенгламаларни айирмали тенит- 
малар билан аппроксимациялаш. Биз бу бандда куйидаги

2  2г / \ _ д и . о и j  ди ди гL (u )  = a—Т + с—̂  + + е—  + gu = /  (1,v ’ i f  atf щ  6 J ' 1

эллиптик тенгламани (2.7) айирмали тенглама билан алмаштириш 
да хосил буладиган хатоликни ба^олашни кур и б чикдмиз. Бу ерДИ
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\жюблашлар содда булиши учун д2и
дХ\дХ2

аралаш хосиланинг олдида-

I и коэффициентни b(xv х2) = 0 деб олдик. Кейинги бандларда ёзув- 
м и нна \ам кдск̂ арок, кдлиш мак̂ садида купинча модел тарзидаги 
Тенгламаларни кэраймиз. Бундай тенгламаларга кулланиладиган ме- 
тдлар яхши узлаштирилса, умумий я;олда ̂ ам берилган тенглама- 
i.i|) учун кдралаётган методларни куллаш мумкин. (3.1) дифферен- 
ммил тенгламанинг и (х , у) ечимини туртинчи тартибли хусусий 
цноилаларга эга деб фараз кдлиб ва Тейлор формуласидан фойдала- 
ниб, (2.3) — (2.6) такрибий тенгликлар урнида куйидагиларни 
НАЮИД кдламиз:

У1+\,к ~У!-\,к _ | ди_ 
2 h\ [ дХл

■Ik) (3.2)

yj,k+1 ~У1,к- 1 _  | du_
2 hy I dx (̂>1 >x2, (3.3)

Ум,к~^У1к+У1-\ук _  d2u 
h ^ xi )

+
S' я4,  ̂du

'(X\h*2k) 

(*U-i — ) >

12
(3.4)

?i,k+1 ik +У/\к-1 _ d2U

V 2̂ У(х1/}х2*)
+

12 (3.5)

Энди (3.2) — (3.5) лардан фойдаланиб, (2.7) дан куйидагига 
н и буламиз:

д2и д2и

1 (/Л)

+ 12 Qk
( дли̂  
дх\

+ CL С:ik
о_и_

\ dx2 J
+

+2 dik
ы

ik
2 к ,

f  а3м>

fW f
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бунда h = й„ а = Л2/Л, булиб, /?*— крлдик; хад. Агар ушбу

Af, = max
J G

д̂ и
dxi

д3м
дх\

■, М4 = max |a4w
dxf

d*u
dx*

белгилашларни киритсак, крлдик; хад учун

| Д* | < £  {(|%  | + а:2%  |) М А + 2 (|41 + а \lik |) М3} (3.6) 

бахо уринли булади. Демак,

L hy ik -  f ik = {^(м) -  / } (а) + R,k = Rik-

Бундан курамизки, (3.1) дифференциал тенгламани (2.7) айир
мали тенглама билан алмаштирганда R k хатолик хосил булиб, унинг 
h к;адамга нисбатан тартиби h2 дир. Агар R jk крлдик, хадни ташласак, 
тур устидаги у.к функциялар учун

тенгламалар системасига эга буламиз. Хусусий холда ушбу

(3.7)

8 и <Э2Ы г !  \
r r  + T T  = /U .^ 2 ) дх{ 6x2

(3.8)

Пуассон тенгламаси учун h = h2= h  квадрат турни кдрасак, у |рлди
(3.7) тенгламалар системаси

Ум,к + У-1-\,к + У1М1 + У1,к-1 ~ 4 у 1к -  h2 f .ik (3.9)

куринишга эга булиб, (3.6) дан к;олдик; хад учун

< ^ М 4 (3.10)

бахога эга буламиз. (3.9) айирмали 
тенгламада (/, к) тугун учун тур п и 
кушни тугунлар 3-чизмадаги бсш 
нук^али андаза буйича жойлашган,

10.3.2. Айирмали тенглама хосил 
кдлиш учун аник̂ мас коэффициент
лар методи. Юкрридаги диффереи 
циал тенгламани (/, к) нукдаца ай
ирмали тенглама билан алмаштир-
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пшда \ар бир хусусий хосилани алсщща-алохида булинган айирма- 
i(i|) билан алмаиггирган эдик. Дифференциал тенгламани тулалигича 

йИирмали тенглама билан алмаштириш хам мумкин. Хозир марала
ми га н методца тур соха тугри туртбурчакдан иборат булиши шарт 
им ас, тур учбурчаклар, параллелограммлардан иборат ёки умуман 
ноте кис булиши хам мумкин. Дифференциал тенгламани щ  к) ту- 
Гумда айирмали схема билан алмаштириш учун (/, к) тугун атрофи- 
да маълум тартибда жойлашган Рта тугунни кдраймиз. Кулай були
ши; учун {г, к) тугунни 0 орк;али белгилаб, долган тугунларни 1, 2, 
L  , Яоркрли белгилаймиз. Энди с ашщмас коэффициентлар билан 
ушбу

р

X  Ш
ш

(3.11)

ЧИ№ррш комбинацияни тузамиз, бунда и.микдор и нинг j  тугундаги 
КИЙмати. Фараз к^лайлик, и функция (п + 1) тартибли хосилаларга 
л и булсин, у холда и. ларни 0 тугун атрофида Тейлор кдторига 

ммиз:

Щ а А я
к\ +&2 =п И т * R

/о
(3.12)

Бу ифсщшарни ( 3 . 1 1 ) и функциянинг бир хилдоси- 
лилари олдидаги коэффициентларни кушиб чикдмиз, натижада

ш * т
ш й£ I

0<i+k<n v N N b i RS
+ 0-13)

Бу ерда ахк коэффициентлар с̂ .лар оркали чизикди равищда ифо- 
диланади. Долди»; эш к^ринишга эта б д̂ади, бунда
|ffl <, 1,'А'кдндайдир Сой булиб, И га боглиц эмас; /г нинг узи эса О 
гугун Baj(/' = \ , 2 , . . . , Р )  тугунлар координаталари авдрмаларининг 
модули буйича энг кичиш  ЯМШ

М.,,, ■ max max ’*** шшш ж

Энди G Щ Ш Щ  (я + 1) тартибли узлуксиз хосилага эга булган 
\ир[ к,андай и{хх, жЗ функция учун



тенгликнинг бажарилишини талаб кдламиз. Бунинг учун с коэффи 
циентларни шундай танлашимиз керакки, 0 < / + к  < п шартни кдноат

cv ср ..., ср номаълум коэффициентларга нисбатан куйидаги чизик/ш 
алгебраик тенгламалар системасига олиб келади:

Агар бу система ечимга эга булиб, ечим СЩ = 0, 1, ..., Р) булса, 
у ̂ олда

Энди кщдик, хадни ташлаб юбориб, и. нинг тур устидаги такри 
бий кдймати у  учун ушбу

айирмали тенгламага эга буламиз. Бу тенглама (3.1) дифференци
ал тенгламани 0 тугунда О(hn+1) аншушкда алмаштиради.

Чегарадан узокрок, ички тугунлар учун айирмали тенгламани ту- 
зишда к;атнашадиган тугунларининг жойланишини (3.16) дагидск 
сакдаш мак;садга мувофик, булади. Чегарага якдн тугунлар учун бу 
холатни сакдаш хар доим хам мумкин булавермайди. Аммо кдрала- 
ётган методда тугунларни бироз бошкдча жойлаштириб, дифферен
циал тенгламани керакли аникушкда айирмали тенглама билан ал
маштириш мумкин. Бу метод чегаравий шартларни аппроксимации 
кдлищ учун хам яхши натижага олиб келади.

Изо»;. Шуни эсда caigiam керакки, берилган дифференциал тенглама учун 
у ёки бу аник,ликдаги айирмали схема куриш учун дифференциал масалани ill 
ечими керакли тартибли ^осилаларга эга, деб фараз кдшиш керак. Бу эса, V* 
навбатида, тенгламанинг кбэффициентларига, со̂ ага ва чегаравий шартларлй

д и , , ТГрида , k олдидаги коэффициентлар устма-уст тушеин. Бу эса

« 3 0  ~  a 2\ ~  a l2  ~  a 03

a20 ~~ a02 “ C0’aU 0(/ + k  = 2), 

0 ( i + к  = 3),

a n0 ~  a n - 1,1

p

(3.15)

P

(3.16)
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мшшиадиган функцияларга маълум шартларни к$йишни талаб цилади. Агар бу 
ншртяар ечимнинг маълум тартибли ^осиласини таъминласа, айирмали схема
ми \iiм шу тартибли аниедикда излаш керак. Бу ердаги талаблар квадратур фор- 

Вулшшрни танлашга оид тавсияларга ухшайди.

10.3.3. Пуассон тенгламаси учун анищас коэффициентлар мето- 
1И нсосида айирмали схема куриш. Фараз кдлайлик, Gcox& квадрат 

Аулиб, шу сохада ушбу

д2и д2и
дх\ х̂2

11 уиссон тенгламаси учун айирмали j  
( но ма куриш талаб кдлинсин.

Вундай схемани икки хил тур ус- 
ТИДа бажарамиз. Аввало, кддами h га 
mu булган квадрат турни кдраймиз,
'I чизмада курсатилганидек, 0 тугун 
щрофида 1, 2, 3, 4 билан белгилан- 
I нм |угунларни оламиз. Бу ерда х х ва 

■L тенг хукук*ли булганлиги хамда 
I угунлар симметрик равишда жой- а 
'иннганлиги сабабли айирмали an
il роке имацияни куйидаги куриниш- 
/|| излаш мумкин:

(3.17) 

2

0

1

4-чизма.

(3.18)

Кпралаётган сохада (3.17) тенгламанинг ечими туртинчи тартибли 
у члуксиз хосилаларга эга деб фараз кдлиб, (3.18) ифода учун куйи- 
лигига эга буламиз:

\ 2

4 « о  =  с0м0 +  4 с 1«о +  с, J и + А2,
2 ! Vdx\ дхг )

и -

/г3
{ — + — +  А4 (  в +  J _ 1

4
1Й

3! Ч5*1 дх2)  * 4!

\
§

1 дх2)
U +

и д д 1 U + * f  д д ^
2

U + л3 CD 1 1

дхх дх2) 2! кдх\ дх2 3! vcbq дх2)- )  ч +

л4
+ 4!

2 !

а____д
Кдх1 дх2)

\4

U + h

д | д 
дХ\ дх2

л3'
И + 3!

V дх\ дх2)
U +

и +
о
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бунда
х10 -  h < < х {0 + h, x 2Q- h <  rj j  < x 20 +h, j  = 1,2,3,4.

Бу ифодани соддалаштириб, куйидагини хосил кдламиз:

т I  л \ л h2 ( д2и д2и ^ , D / ,  \
Ььщ = (с ъ + 4 с х)иъ+4сх—  -^ 2 + -т-2 + Щ ) >  (3.19) ̂V 0Х1 о х2 /о

бунда R{h) — к;олдик;хад. (3.19) ифода (3.17) тенгламани аппрокси
мация кдлиши учун

Cq + 4сх = 0, 2c{h2 = 1 

шартлар бажарилиши керак. Булардан эса

С° h2 ■ ° х 2h2

келиб чикдди. Шундай кдлиб, натижада куйидагига эга булдик:

L hu0 = ^2 {U\ + U2 + щ + щ -  4и0) = (Дм)0 + R  (И) . (3.20)

Агар М4 орк̂ али туртинчи хосилаларнинг Сдаги максимуми мо 
дулини белгиласак, у холда R(h) к;олдик, ХЗД учун ушбу бахога эга 
буламиз:

|/г(Л)|<4|с1| ^ 2 4м 4 = ^ - м 4 . (3.21)

Юкрридаги (3.20) ифодада (Аи)0 ни f 0 оркдли алмаштириб, 
R(h) К.ОЛДИК, ^адни ташлаб юборсак, натижада и. нинг турдаш 
такрибий к.иймати у. учун ушбу

г
У 1 + У 2 + У з + У л -  4у0 = 2h2f 0

айирмали тенгламага эга буламиз. Бундай аппроксимациянинг хато
лиги j h 2M 4 даношмайди.



И »о*. (3.10) ва (3.21) ба*оларни со- х  
*нпмтириш шуни кУрсатдики, (3.10) ба*о 
() 21) га нисбатан 8 марта кичик. Шу- 
ммmi учун *ам амалиётда 3-чизмадаги 
I f ми ишлатилади.

Маш к. К.ОЛДИК *ад R(h) учун (3.21) 
бйЧо курсатилсин.

Энди Пуассон тенгламасини то- 
МОНЛари h га тенг булган мунтазам  ̂
уЦвурчаклардан тузилган тур усти- 5-чизма.
/in айирмали схема билан алмаштирамиз (5-чизма). О тугун учун 
ийирмали тенглама тузишда уни куршаган 1, 2, 3, 4, 5, 6 тугунлар- 
мм олиб, куйидаги чизш дт комбинацияни тузамиз:

(3.22)

Ашр 0 тугуннинг координаталарини (хр х2) деб олсак, у холда 
(мшшанки, 1, 2, 3, 4, 5, 6 тугунларнинг координаталари мос ра
ми шда куйидагидан иборат:

i * i  + К х 2), ĵ x, + ^ , x l

(x, -h ,x 2), fx, - £ ,x 2 X, + T ,X> -

¥ )
W P

Бу ерда \ ш  х, ва х2 тенг хукук*ли булганлиги хамда тугунлар 
с им метрик равишда жойлашганлиги сабабли с,= с2= ... = с6 деб оли- 
шимиз мумкин. Энди (3.22) ифодадаги ир uv ... и6 ларни 0 (х,, х2) 
l y iy i  атрофида Тейлор формуласи буйича ёйиб ва соддалаштириш- 
ЛИ|> бажариб, куйидагига эга буламиз:

и
L hu0 = с0и0 = (с0 + 6с, )м0 +

У=1

+с, за

~2
г 'А  А  + —■*-cbt +

2 Л •4?4!

э2 Л

2 у
д2и , д2и
--2 —2\dxi дх2)

(3.23)
+ R{h).

Бу ифода Лаплас операторини аппроксимация кдлиши учун

с + 6с, = О, 3 h
2 C' =1

лоб олиш керак, бундан эса



Со — тт •> С\ ЗА2 ’

Шундай кдлиб,

L hu0 — 3/И
'a V
ydxf дХ2

+
/О 16

az a +
2 л

V5xi ^2 у
д г и д и I о / * \

у H----2 + Л ( Й ) .ax,2 ax| 1 4 7
(3.24)

VOAl '0

Агар w(x15 x2) ечим (J да олтинчи тартибли хосилаларга эга 
булса, у холда крлдик; хад учун куйидаги бахога эга буламиз:

I v ЗА2 6!
2 + 4 lW 3'

а/а

Биз (3.24) тенгликдан куйидаги хулосаларга келамиз: ушбу

У1 + У2 + Уз + У4 + .>>5 + Уб -  6Уо = 0

айирмали тенглама Ди = 0 Лаплас тенгламасини /^аникдакда ai 
проксимация кдлади; А и = f  Пуассон тенгламасини

ЗА2э ti 3 /*
У\ + У 2 +Уз  + ^4 + Л  +Уб ~ 6Уо = ^ / о  + Т г ( ЛЛ32

айирмали тенглама Л4 аншдшкда аппроксимация кдлади,

У\ + У2 + У ^ + У А+ У 5 + У Ь - 6у0 = ~ f o

айирмали тенглама эса № аник*ликда аппроксимация кдлади.
10.3.4. Чегаравий шартларни аппроксимациялаш. Фараз кдлай- 

лик, чегараси /дан иборат булган Gсохада L u = f  биринчи чегара
вий масалани (Дирихле масаласини) ечиш талаб кдлинсин, яъни

£ [« (* !,х2)] = f ( x l t x2), (х15х2) 6 G, 

и(х{,х2)\ =(р(х{,х2) (3.26)

муносабатларни кдноатлантирадиган и(х{9 х2) функция топилсии, 
Кулайлик учун томонлари h дан иборат булган квадрат турни кара II- 
мцз (6-чизма).

Фараз кдлайлик, (/, к) тугун T h чегарадаги кандайдир тугун 
булсин, уни 2?оркдли белгилаймиз, х{ йуналиши буйича (/ + \, к) 
ички тугунни С оркдли ва х{ йуналишида Гчегаранинг В га энг 
якдн нук;тасини А оркдли белгилаймиз. Купинча ср(В) = (р(А) дс(1
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и ми шли. Бу усул чегаравий шарт- 
It м тУрнинг энг ящш тугунига од- 
ihiii крчириш дейилади. Оддий 
йУчирганда йул куйилган хатолик- 
Нимг мивдорини аникдаймиз. Фа- 
I м | КИлайлик, А ш В  нук,таларнинг 
Цпординаталари (хи~  дА, х2к) ва
1 , х2к) булсин. У  холда

lyifA&|L - 8 Л < £, < хг  Энди 5А< h 
ММ эътиборга олсак, оддий кучи-
рИШДа йул куйилган хатолик 0(A) булади. Демак, &  к) тугун учун 
IN//) ангаушкда

и* =  Ш &: а ж
trill лйкка Ш 0  б |ш щ р ,

Arapwra ИЯК ЯШИШй у  ?рзда и{В) нинг
Мюоблаш аникушгшш орттиршй аУрШШ. ЩШШШ |Чрй 
нинг С ш £ к  +  f h кдоадяга*0йЬияаэдш фойдшшиамиа:

|  i$(A ) u [ B ) - 5 au ‘xS ( 5 ) ,

Пуида В  = (xw. -  0SA, х2к), 0 $ в < 1 ва шунингдек,
2

+ 4 :% J  *= #(#)■€ щ  ($)+

Пуида !̂ шМ^.#Шу|§^':1§Нв1| < 1-
Бу Ййцшда хрсилани й^котсак, Щ ЙШ Ш Ш Ш шШ Ш

булади:

■Агар' щ Ш  ШШ. ШШйШЖ', у~||ййШ ^ ^ » 1|Ш^РрНГ^Ш| 'рЩШ, 
11(//2)[<аникдикда

(р .28)У,к h + 8 .

1гнгликка эга буламиз. Шундай кдлиб, биз хар бир чегаравий 
[/, к) тугун учун (3.27) ёки (3.28) тенгликни ёза оламиз. (3.28)
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формула Коллатц формуласи ёки чизицли интерполяция формулами

Аппроксимациялашнинг ашщмас коэффициент лар методи! и 
куллаб, юкрри тартибли аниьушкка эга булган чегаравий шарт 
ларни аппроксимациялаш формулаларини чикдриш мумкин. 

Энди иккинчи жинс чегаравий шарт

ди
дп (3.29)

ни айирмали шарт билан алмаштиришни куриб чикдмиз. Бу хол 
биринчи чегаравий масалага нисбатан анча мураккабдир, чунки бунда 
изланаётган функциянинг нормал хосиласи кдтнашади. Нормал хосила 
функциянинг тур тугунлардаги кдйматларининг булинган айирма 
лари билан алмаштирилиши керак. Биз умумийликни сакугаш учун 
тугри туртбурчакли турни кдраймиз:

j = х10 + i\ , х2 = х20 + Щ  (/, к = 0, ± 1, ± 2,...).

Фараз кдлайлик, В  нук,та координаталари (ххг х2к) булган че* 
гаравий нук̂ та булсин, А эса В  нук>тага якднрок булган Гчегара- 
нинг нук;таси, С(хх i V х2к) — ички нук;та, D (xXi, х2у  — чегаравий 
нукта ва п Г  нинг А нук;тасидаги ташкд нормал булсин (7-чизма), 
Нормал п билан Охх ук, орасидаги бурчакни а билан, Ох2 
орасидаги бурчакни эса /3 билан белгилаймиз. Энди — = ю (А)

дп г
шартни В  нук;тадаги айирмали шарт §шан алмаштириш масаласи- 
ни йКяШ Ё!! Нормал ЩШШШШШ ш>рифига

ди
дп

ди ди п—  cosа + -—cos В.
дх\ дх2

Фараз кдлайлик, В  нук;тадп 
нормалнинг йуналиши А нукта- 
даги йуналиш билан бир хил 
булсин; А билан В  орасидаги ма- 
софа 0(hx + h2) булганлиги учун 
бу фаразимиз натижасиди 
0(hx + h2) хатоликка йул куями), 
Демак,

ди
дп Ы

ди
дп

+
{*)
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Энди хусусий о̂силаларини булинган айирмалар билан алмаш- 
НфИб| куйидагига эга буламиз:

В  Чк Щ-\,к c o sa  +  j *  а - 1 cos^g + 0 ( \  + h 2 ) =  (р (А )

I'm црдцик,хдцни ташлаб,

В  ^ ^ CoSa + ^ ^ c o Sp=cP(A) („о )

|1чпликка эга буламиз. Шундай кдлиб, бу формула (3.29) чегара- 
ннМ шартни (i,k) е  Гh тугунда айирмали шарт билан 0(ht + h2) аник,- 
ДНкда алмаштиради; (3.30) куринишдаги ифода барча (/,£) е Гк ту- 
fyitnad учун ёзилиши керак, шундагина биз (3.29) чегаравий шарт- 
НИ пппроксимация кдгувчи айирмали шартларни топган буламиз (а 
ни /) лар А е Г к нук,танинг функцияларидир).

Учинчи чегаравий шартни аппроксимация кдлиш учун ю^ори- 
|Й1 и биринчи ва иккинчи чегаравий шартлар аппроксимацияси- 
Минг комбинациясини оламиз.

10.3.5. Айирмали схеманинг тургунлиги. Биз ёзувни вдскдрок; кдниш 
мпцсадида айирщщщ сцманинг тургунлигини Пуассон тенгламаси 
|f*tyi I Дирихле масаласини ечиш мисолида куриб чикдмиз.

Фараз кдлайлик, G со̂ а тугри бурчакли туртбурчак
О {0 < х, < а, 0 < х2 < Ь} булиб, Гунинг чегараси булсин. Шундай 
ф|, х2) функцияни топиш керакки, у б1 да

Як . ё2И г  I % _

Ижгламани к;аноатлантириб, Гчегарада Дирихле шартини кдноат- 
лмнтирсин:

и\г Щ(р(х],х2), (3.32)
бунда (р(х1,х2) маълум функция. Фараз кдлайлик, (3.30) — (3.32) 
Чсгвравий масала G = GUT сохада ягона ечимга эга ва бу ечим G да
f t  U д*иt ва —4 узлуксиз хосилаларга эга булсин.

, дх2
Биз куйидаги тугри бурчакли туртбурчаклардан иборат булган 

1'Урни к;араймиз:

хи = Л 19 i = 0,1 Mhl = а;

ЩщркЬъ к=ОХ штШ* Nh2=b.
(3.33)

123



Энди G да ётувчи барча тугунларни Gl деб олиб, чегаравиП 
нук̂ талар f h сифатида Г  да ётувчи тугунларни оламиз. Кейин

Лаплас операторини GI  га тегишли нуь;таларда 3-чизмадаги бсш 
нук^али андаза ёрдамида

А г , _  У м , к - 2 У1к+У1-\,к . У 1 М \ - 2 У1к+У1,к-\ _  Г
А и У  '1к -  72 +  “72 J ik  5

*  h (3.34)
/ = 1,2,..., Af -1 , к = 1 ,2 ,...,^ -1

айирмали схема билан аппроксимация кдламиз. Агар h{ = й, h2 = а// 
(а = const) булса, у холда 10.3.1 даги натижадан курамизки, (3.34) 
аппроксимациянинг хатолиги

R i k { h ) \ < ^ ( \  +  a 2 ) M A 

дан иборат. (3.32) шартни куйидагиларга алмаиггирамиз:

Щ  1г* т  <Р Р  P I : ( 3-3?i)

Кдралаётган соха тугри бурчакли туртбурчак булганлиги туфпй- 
ли (3.35) аппроксимациянинг хатолиги нолга тенг. Чегарадаги (3.35) 
к^йматлар маълум булганлиги учун уларни (3.34) тенгламага куйиО, 
кейин маълум хадларни унг томонга утказиб, куйидаги чизик^ и 
алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз:

КУгк = Л , /  = 1,2,...,М -1; k = l ,2 .~ ,N - l.  (3.36)

Равшанки, (3.36) тенгламалар факдт чегара як^нидаги тугун* 
ларда (3.34) тенгламалардан фарк; кдлади. Масалан, (/, 1) курин иш- 
даги тугунларда (3.36) тенглама куйидаги куринишга эга булади:

У м л ~ 2 Уп+У1-\,1  i  У & - 2 У п  _  /• _ <f>i ih l ° )

% ~ J n

(3.36) системада тенгламаларнинг сони номаълумларнинг сонига теш. 
Шунинг учун хам (3.34) системанинг матрицасини Gh тур устидш и 
функцияни узига акслантирадиган чизикуш оператордек к;араш мум
кин.

Энди (3.34), (3.35) тенгламалар системасининг ягона ечими май 
жудлигини курсатамиз.
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1-лемма. Фараз кдлайлик, = {̂ /*} микдорлар Gh =G%UFh 
iVp устида аниьутанган к;андайдир функция булсин. Агар Gl 
1»о\инингтугунларида АнФ'к'к О  шарт бажарилса, у холда узи- 
мииг энг катта кдйматини Gh нинг чегарасида, яъни Гн да кабул 
цмлпди.

И с б о т и . Тескарисини фараз кдламиз. Айтайлик, Иг* узининг 
МП катта кдйматини ички нуклада кдбул кдлсин. Умуман айтганда, 

|ундай нукталар куп булиши мумкин. Улар орасида шундай 
|U)eG ° тугунни танлаймизки, t i+l i;4 д,_ик, *+|, д1к1 к,ий- 
Митларнингбирортаси dik дан катьиян кичик, масалан, Ьт к  <9% 
ОV Iсин. У  холда (/, к) тугунда куйидагига эга буламиз:

В ,  М  +ik *  ~  (diAk -  Щ  + ) + -jg (diMl -  2§ik + &i k_x) =

I  - #л) + (#/+м#л )]+ (3.37)

~ $ik) + (#u-i “ )] < ° ’

Муики dj+u k - dik < 0  булиб, крлган кичик к;авслар ичидаги ифода 
Мусбат эмас, (3.37) тенгсизлик эса лемма шартига зиддир. Демак, 
Пи III инг фаразимиз нотухри экан. Шу билан лемма исботланди.

12-л е м м а. Фараз кдлайлик, d{h) микдорлар Gh тур устида аник,- 
•• питан к;андайдир функция булсин. Агар Gl нинг тугунларида 

й 0 шарт бажарилса, у холда fr*’ Узининг энг кичик кдйма- 
иши Gh нинг чегарасида, яъни Fh да к;абул кдлади.

Ьу лемма хам худди олдингисидек исботланади.
Теорема (максимум принципи). Фараз цилайлик, #(А) = {#ik} ми%~ 

lb/т р  Gh да ании̂ ланган булиб, Gl тугунларда

Ahdik = 0, / = 1,2,..., M - U k  = l ,2 , .~ ,N - l

Шнгламаларни цаноатлантирсин. У%олда узининг модул буйича 
ш»4 катта цийматини Гьчегарада цабул цилади.

Теореманинг исботи 1-ва 2-леммалардан келиб чикдци.
Бу теоремадан f ik =0ва cpik =0 булганда (3.35) ва (3.36) бир 

шинели тенгламалар системаси фак,ат нол ечимга эга эканлиги 
ВМИб чикдци. Чунки, агар 9 ^  ^  0 булса, у холда $ н) узининг энг 
Ни п  а ва энг кичик кдйматларини максимум принципига кура Th 
Чг Прада кабул кдлади; аммо Глда = 0, демак, бутун Gh сохада 
#|Л> ■ 0. Шунинг учун хам (3.34), (3.35) айирмали схема ягона ечим- 
|«| 1га.
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Энди (3.34) айирмали схеманинг тургунлигини курсатамиз. Бу 
нинг учун 10.2.2 даги таърифларни бу ердаги хрлга куллайми i, 
Фараз кдлайлик, Uh, F h ва Фл лар Gh , Gl ва Гк лар да аникдангаи 
функциялар фазоси булсин. Бу фазоларда шундай нормалар ки- 
ритамизки, улар узлуксиз функциялар фазоларидаги нормалар билли 
мослашган булиши керак. 10.2.2 даги 5-таърифга кура, (3.34), (3.35) 
айирмали схемалар тургун булиши учун h{ ва h2 га боглик; булма
ган шундай Сузгармас топилиб, (3.34), (3.35) масаланинг ечими

«(л) = {у,к} учун

U <
I ик Fh

+ <Р Фа У

бах;о уринли булиши керак. Биз Uh, Fh, ФЛ фазоларда куйидаги 
нормаларни киритамиз:

, (Л) W  ' = max y * l
Vh Gh

№ q r ' = max \<pik\
Ф h r A

= max|/JIr 1Fh g°l 1 lk'

Энди юкрридаги бахрни урнатиш учун Гершгорин кридасига кура
и№функция учун мажорант функция курамиз. Ушбу 

Р (хх,х2) = a2Qxx + аххххх2 + а02х2 + ахохх + а0Хх2 + а{ 

иккинчи даражали купхдц учун

00

A hp ik  -  A P \(i,k) ’

чунки 10.3.1 даги (3.4), (3.5) формулаларда ^атнашадиган туртим 
чи тартибли хосилалар P{xv х2) учун нолга тенг.

Энди W(xr  х2) мажорант функцияни куйидагича аншдгайми i;

W (X\’X2 ) = \\_(a2 +Ь2) - (х 2х +Х22)] / +
Fh <Р«

ф h

Ушбу z { x u x2) = {а2 + Ь2 + х\j функциянинггеометрикмаъ 
носини тушунтирамиз: 8-чизмада чегараси Г  булган G со̂ а тас н и | >- 
ланган. Бучизмаца ОА диагоналнинг узунлиги у/а2 + Ь2 гатенгбулиО, 
z(x,, х2) = 0 эгри чизик; маркази координаталар бошида ва радиус II 
ОА = yla2 + Ь1 булган айланани билдиради. Шундай килиб, апф 

е G булса, у х,олда z(xv х2) > 0 булиб, G соланин г фак,ш
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Оу цуката Gl га тегишли эмас. Демак,

Ф и ^  >°-

Огонлик билан куриш мумкинки, Gl 
мимг барча нук̂ галарида

■ W
Fh

i -  1, 2, ... , М — 1; 
к ш й  2,... , TV - 1.

Шунинг учун = и^  - W  айирма Gl тугунларда

д /  = / (А) + /К*) > 0

Тенгсизликни каноатлантиради. I -леммага кура §№ узининг энг катга 
ЦНЙматини Гк да к;абул кдлади. Аммо чегарада куйидаги муносабат 
•ринлидир:

&{h) = (p[h) - w L  = ф[н) -IГЛ <р
(л)

Фа
1 № 
4 / (Л) < 0 .

Шундай кдлиб, G* да < 0, яъни u{h)< W. Шунга ухшаш Gl да 
« йр + W  функция учун куйидаги тенгсизликларни хосил кдла

миз:

Ah&{h) < 0, &{h) > 0.
Г/,

V *;олда 2-леммага кура Gh да >0 ёки ЕГДО > -И  ̂ тенгсизлик
< Ж бахони курсатдик. БунданУрикли булади. Демак, да 

хш
и.(*)

(Л)
* р % ,  4 ( « , + * ж

г(А ) +
Fh <РW

ФА

К00ИЛ булади. Агар С = тах|1,^(я2 + b2 Н деб белгиласак, у холда 
(IX ирги тенгсизликдан

м<А) < С
<

и + (h) (рК ' ]
к Fh ®hj
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келиб чикдци. Бундан эса (3.34), (3.35) чегаравий масаланинг тур 
гунлиги хам келиб чикдци. Демак, (3.34), (3.35) айирмали масалп 
(3.31) тенгламанинг аник, ечимига як^нлашади ва якднлашиш тар 
тиби 0(h2) булади, чунки шрнлащиш тартиби аппроксимация tap 
тиби билан устма-уст тушади. Бошкд чегаравий шартларда (3.1) теш 
лама учун тур методининг тургунлик масаласини [5, 24, 44] дни 
куриш мумкин.

Тур методида хосил буладиган чизи!уш алгебраик тенгламалар 
системасини 3-бобдаги методлар билан ечиш мумкин. Аммо бу сие 
темаларни ечиш учун махсус методлар яратилган.

10.3.6. Рунге коидаси. Ечимнинг хатолиги учун юкррида келти 
рилган бахолар маълум нукронга эга. Бу бахоларда изланаётган ечим 
хосилаларининг модули кдтнашади. Одатда, уларнинг мивдориии 
биз билмаймиз.

Амалиётда тур методи билан ашщланган такрибий ечимнинг ха- 
толигини бахолаш учун 9.3.6 дагидек Рунге цоидаси ишлатилади.

Фараз кдлайлик, и(х19 х2) бирор чегаравий масаланинг аник,ечи
ми булиб, uh(xр х2) эса кддамлари hx= h ва h2= ah (а = consl) 
булган тур методи билан топилган такрибий ечим булсин. ТакриСжН 
ечим sh{xv х2) хатолигининг h га нисбатан тартиби маълум булади, 
Айгайлик, хатоликни такрибий равишда

s h (xl9x2) *  K ( x lyx2)hp

куринишда ёзиш мумкин булиб, K(xv х2) бунда <7сохада чегара- 
ланган мусбат функция ва р мусбат сон булсин. Фараз кдлайлик, 
uh(xv х2) ва u2h(xv х2) мос равишда h ва 2 h кддамда тур метол И 
билан топилган чегаравий масаланинг ечимлари булсин. У холда

и(х19х2) = Uh(xvx2) + Gh(xpx2), и(±{УЩ  =  W2a(X1’X2) + ^ XVX )̂

ёки
и, -  и„ =  £_, -  £, h 2h 2h h

тенгликка эга буламиз. Бу тенгликнинг унг томонига

sh & K ( x X9x2)hp9 s 2h ® К ( х Х9х2)2р hp = 2 ps h j

ларни куйсак,

% “%  .ШрР )
келиб чикдди, бундан эса

£ (х х  ) «  щ~и2НЪьуЛ\9Л 2)~  Д

га эга буламиз. Бу ифоданинг кулайлиги шундаки, уни хар ДОИМ 
Хисоблаш мумкин ва кутиш мумкинки,
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a =Uh + Û  h h 2P —1

ЦИЙмат uh га нисбатан аник, ечимга якднровдир. Шу йул билан uh 
ниш кдойматини аникрок,топиш мумкин. Амалиётда куйидагича иш 
I у I илади: такрибий ечимни берилган тугунларда h ва 2h кдцамлар 
билан хисоблаб, uh ва u2h кдйматлар так^осланади. Агар бу кдй- 
мн глар берилган хоналарда устма-уст тушса, у холда такрибий ечим 
I ифатида иАолинади. Акс холда h к̂ адамни иккига булиб, uh/l кдй- 
МйГ \исобланади. Кейин аник^ликнинг етарлилигини билиш учун 
ШКоридагидек иш тутилади.

Чегаравий к̂ йматлар Коллатц тенгламаси буйича топилганда (3.1) 
НМГЛама учун Дирихле масаласини такрибий ечишдаги хатонинг 
||рТйби h га нисбатан р = 2 булади. Демак, бу холда

10.3.7. Матрицали хайдаш методи. Эллиптик типдаги дифферен
циал тенгламани тур методи билан ечганда хосил буладиган чизик,- 
ми алгебраик тенгламалар системасининг матрицаси махсус кури
нишга эга. Бундай матрицаларда нолдан фаркди элементлар факдт 
(Мни диашналда ва унга параллел булган иккита кушимча диагонал- 
ДМ жойлашади; матрицанинг крлган элементлари нолга тенг. Юкррида 
nlh ганимиздек, матрицанинг бундай хусусиятини хисобга оладиган 
MlXCyc! методларни кдрашга тугри келади. Бундай методлардан бири 
матрицали %айдаш булиб, М.В. Келдиш томонидан таклиф кдлин- 
I1UI эди. Бу методни эллиптик тенгламалар беш нукгали андаза буйича 
аппроксимация кдлинганда хосил буладиган чизикди алгебраик тенг
ламалар системасига куллаш мумкин. Шуни хам таъкидлаш керак
ки,1 эллиптик типдаги тенгламада (3.1) тенгламага ухшаш аралаш 
косила к;атнашмаслиги керак (к;. [24]). Бу методни G =  {0 <х] < а,
0 < х2< Ь} сохада (3.31) Пуассон тенгламаси учун куйидаги

w(0,*2) = <P| {х2), и(а9х2) = (р2(х2), и (х „ 0 ) = ^ 1 (x l ) ,u (x ],b)=\j/2(x])

чегаравий шартларни кдноатлантирувчи биринчи чегаравий масала- 
минг ечимини топиш учун куллаймиз. Биз бу ерда (3.33) турни 
КИраймиз ва hx = h, а = h2ĥ 2 деб белгилаб оламиз. Натижада (3.34) 
ма (3.35) муносабатлардан куйидаги айирмали схемага эга буламиз:

К  Ум,к + [«Д*_ 1 -(2  + 2 a )y lk + y iMX ] + у ^ к =  h2f k, (3.38)
г = 1,2, 1 ;к=  1,2,...,JV-Л,
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Уок ~~ ф\ {*2к )» У т  ~ Ф2 {Х2к — 1,

Ую = V i (*1  i ) 9ym = ¥ 2(х1 /)> г = 1,2,...,М -1 .
(3.39)

Фараз кдлайлик, М «  N  булсин. Куйидаги векгорни киритами i:

У1 ={Уй*Уп*'--*%#-\) •

Бу векторнинг компонентлари хх = хи тугри чизикда ётган тугун
ларда хисобланган тур устидаги функциянинг к,ийматларидан ибо
рат. (3.38) системани куйидаги вектор-матрица кэдринишида ёзиб 
оламиз:

У м  +  А Уг +  К I  =  f  i > * =  ^ 2 ’- > М ~ 1>

Уо = <Ро> Ум ~ <Рм ’

(3.40)

(3.41)

бунда матрица (N — 1) тартибли уч диагоналли матрица булиб, ку 
йидаги куринишга эга:

А =

-  (2 + 2а ) а 0 . . 0 0 0
а - (2  + 2а) а . . 0 0 0

0 0 0 . . а -(2  + 2а) а
0 0 0 . . 0 а - (2  + 2 а)

7\т

b2f{x ii,x 2l)-«W l (Хи) 
h f{X\i>X22 )

h f { x i/» ̂ 2,̂ -2)

h2f { XU,X2,N-l)-aV/2 (%)

<Po =

Ф\ ( * и )

1
£ &

ф\ { Х22 ) <р2 ( х 22)

... ’ Фм =

Ф\ ( X2,W-1) Ф2 ( x 2tN - i)

Шундай кдлиб, (3.38) тенгламалар системасини ечиш учун
(3.41) чегаравий шартларда (3.40) айирмали тенгламаларни ечи- 
шимиз керак. Бу масалани дайдаш методи билан ечамиз. Бунин! 
учун (3.40) системада Ум векторни йук;отиб, .у^  ни куйидаги 
куринишда ёзамиз:

Jw = * iJ ,+ 5 i (3.42)
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Лунда yST.Ba zt номаълум матрица ва вектор булиб, уларни (3.40) 
ичнттмадан топамиз; yiA ни (3.40) га олиб бориб куямиз:

(3.43)

Энди (3.42) да i ни i + 1 билан алмаштириб, натижасини (3.43) 
I и келтириб куйсак, куйидаги хосил булади:

Бу тенглик ихтиёрий yi+{ вектор учун бажарилиши керак, демак,

Бу ердан Xv Xv ..., Хмматрицаларни ва ... ,ZM векгорлар- 
Н и топиш учун ушбу рекуррент муносабатларга эга буламиз:

Бу формулалар ёрдамида хисоблашни бошлаш учун Хх = 0 ва 
Г., =ф 0 деб оламиз. Шундай кдлиб, (3.44), (3.45) формулалар ёр- 

дамида X. матрицаларни ва zt векгорларни топамиз. Бу микдорларни 
гопиш жараёни myFpu %айдаш дейилади. Кейин ум = фм деб олиб,
(3.42) формула ёрдамида Ум-п — >У\ векторларни топамиз. Бу жа- 
раён тескари %айдаш дейилади. Матрицали хайдаш методида асосий 
цисоблаш хажмини (М — 1) тартибли тескари матрицаларни 
Х л = -  (А + JTf)~ формула ёрдамида топиш ташкил этади. Матри- 
цаларнинг тартиби ошган сари унинг тескарисини топиш куп мех- 
нат талаб кдлади. Шунинг учун хам М  »  N  булганда хайдаш йуна- 
лишини Охх укднинг йуналиши билан бир хил кдлиб олдик. Агар 
N »  М  булса, у холда матрицали хайдаш йуналишини Ох2узининг 
йуналиши билан устма-уст тушадиган кдлиб, матрицали хайдаш 
йуналишини узгартириш керак.

I Энди матрицали хайдаш методининг тургунлик масаласини куриб 
чик;амиз. Бунингучун куйидаги леммани исботлаймиз:

1-л е м м a. (TV—1) тартибли симметрик А матрицанинг барча Я (А) 
хос сонлари ушбу формула билан аникданади:

(E  + (A + X t) Х м )ум = f i - z i - (A  + X l ) zM .

Е  + (В  + Х , ) Х м =0, 

f t - Z t - iB  + X ,) ^  = 0.

^ +1= -(5 + ^ Г , (3.44)

(3.45)

А Д  А) = -2 -  2а ( l + cos k = 1,2,..., N - 1.
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И с б о т и . Кулайлик учунр = N -  1 ва 2fi = -(2 + 2а) - Я белгилаш 
киритсак, у холда А матрицанинг характеристик тенгламаси куйи- 
дагача ёзилади:

D  (Л) = det(А - Л Е )  =

2 р а 0 . . 0 0 0
а 2 Р 0 . . 0 0 0

0 0 0 . . а 2 р а
0 0 0 . . 0 а 2 Р

=  0 .

Биз Dp(X) = 0 тенгламанинг илдизларини топиш учун Dp (Я) 
нинг ошкор куринишини топамиз. Бунинг учун Dp (Я) аншдювчи- 
ни биринчи устун элементлари буйича ёямиз, натижада

D j X ) * 2 p D ^ ) - a 2D ^ p „)

ёки

Dp (Я) = 2PDP_X (Я )+a2Dp_2 (Я) = 0 (3.46)
Хосил булади.

Бу тенглама иккинчи тартибли бир жинсли чекли-айирмали тенг
лама булиб, характеристик тенгламаси

q2 (Я)-2/Зд(Я) + а2 =0

дан иборат. Равшанки,

(А) -  р +^р 2 -а \щ  (Я) -  Р T f jp 2 -  а2,

Демак, (3.46) тенгламанинг умумий ечимини куйидагича ёзиш 
мумкин:

Бу ерда сх ва с2 узгармас сонларни шундай танлаймизки, куйидаги 
дастлабки шартлар бажарилсин:

( l)+ c 2q\Щ т  А  (А)» 2 Р, 

с\Чл (А)+®2?2 (A) = D2(A) = 4/32 - а 1.

Бу Чизищш тенгламр! ардан № ва с2 яарни тооацдаг

-  *  p-jp2-**22 а2

П К ?
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Ur Mi IK,

Бу ифодани нолга тенглаштириб, Л матрицанинг хос сонларини 
Гопамиз:

м ! 2

а

р+ 1

= 1 т  е2п ki

МЫ1И

м 2фЫ
(3.47)

Оупда
п к  п к

Агар (3.47) чаптомонинингсуратва махражини р + л]р2 ~ а2 га 
к̂ иайтирсак, натижада

#ч| 2- а 2
а

цоеил булади ва демак,

1 + # ^ 2 1<Р,а =ае к (3.47, т)

Ьунда /? ноэдшэдда сон. ч$8ЭШ ,$Р я» -  Оеоняик билан
куриш мр1щ нки(. iM H R H p S

cos кп

~м

ц\ноатлантиради. Шундай кдлиб,

' Щ f j ]N -1 ~-Шf l+ '

Лемма исботланди.
Н а т и ж а. А матрицанинг барча хос сонлари \й$ (Л)| > 2 тенгсиз

ликни кдноатл антирад и.
ЬАгар барча j  =  0 , 1, ... , М учун ЦХ, j < 1 булса, матрицали %ай- 

()аш методи яхлитлаш хатолигига нисбатан туррун дейилади (к;. [24], 
249-6.). Бу ерда матрицанинг ихтиёрий нормасини олиш мумкин. 
Лгар 11̂ 1 < 1 булса, у холда куриниб турибдики, (3.42) ва (3.45) 
илгоригмлар хдсоблаш хатолигига нисбатан тургундир.
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Энди \\Х̂  < 1 лигини курсатамиз. Фараз кддайлик, s  вектор А 
матрицанинг Хк (А) хос сонига мос келадиган хос вектори булсин. 
Унда хос соннинг таърифи ва 1-лемманинг натижасидан куйидаги - 
га эга буламиз:

As = As, ||y4s|| = |A*|||s|| > 2||s||.

Фараз к.илайлик, бирор i  учун | < 1 булсин ва биз ||̂/+i||  ̂ I 
эканлигини курсатамиз. У холда J|jfifl = 0 булганлиги сабабли бар- 
ча /=  1, 2, ... , М  учун ^Х^< 1 эканлиги келиб чикдци. Бунин г 
учун s билан аникданадиган ушбу

d = - ( A  + X i )s = X^ls 

векторни оламиз. Равшанки, \Xt < 1 булганлиги учун

HI=И + ч и  - -2 Н - И=114
A m m o  s =  х м а, демак, = ||̂|| < ||<т||. Бундан эса < I

келиб чик;ади. Шу билан матрицали хайдаш методинингяхлитлаш 
хатолигига нисбатан турБунлиги курсатилди.

10.3.8. Пуассон тенгламаси учун Дирихле масаласини ечищда Либ- 
ман методи. Фараз кдлайлик, (3.31) Пуассон тенгламасининг G 
сохада (3.32) чегаравий шартни кдноатлантирадиган ечимини то- 
пиш талаб кдлинсин. Биз бу ерда беш нук^али андазадан квадратик 
тур учун (Aj = h2 = К) фойдаланамиз. У холда (3.34) дан куйидаги 
содда айирмали схемани хосил кдламиз:

Угк + Ум,к +Д *-1 (3.48)

чегаравии шартни эса

Ул н а) (3.49)

шаклда оламиз. Бу ерда юкрридаги тенгламаларнинг сони ЛГжуда 
катта булиши мумкин, шунинг учун бу системани итерация 
методи билан ечиш маъкулдир. Биз итерация методини Либман [59| 
курсатган усул буйича куллаймиз. Бунингучун турдаги тугунларни 
куйидагича турларга ажратамиз: Чегаравий тугунларни биринчи тур 
тугунлар деймиз. Камида битта кушниси чегаравий тугун булган 
барча ички тугунларни иккинчи тур тугунлар деймиз. Олдинги турлар
га тегишли булмаган ва камида битта кушниси иккинчи турга те- 
гишли булган барча ички тугунларни учинчи тур тугунлар деймиз
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IN к. Шундай кдлиб, Gh даги барча тугунларни чекли микдорда- 
IM турларга ажратамиз, шу билан бирга хар бир тугун фак̂ атгина 
Ом гга турга тегишли булади. _

| Фараз кдлайлик, у} (/ = 1,2,...,TV) ечим Gh сохадаги (3.48), 
(149) айирмали чегаравий масаланинг j  тугундаги аник, ечими булсин. 
)иди yv у2, ... , yN ларга ихтиёрий у[°\у[°\ ...9у $  кдймат берамиз 

|й буларни (3.48), (3.49) айирмали масаланинг нолинчи якднлаши- 
IIIп деймиз. Биринчи якднлашиш у®  ни топиш учун (3.48) га кура
М  нинг туртта кушни тугундаги кдйматининг уртача арифмети- 

2
IИДвн г - j-/  нинг 1-тугундаги кдйматини айириш керак. Кейин
ми топиш учун нинг туртта кушни тугундаги кдйматларининг

1,2
Vp гача арифметигидан — /  нинг 2-тугундаги кдйматини айириш
керак ва х- к. Шунга ухшаш уу  лардан фойдаланиб, ларни(2)

юпамиз ва х- к.
М) _Энди ж * = у > - y i/>) Деб белгилаб, барча j  ( j  = учун

lim = 0
n—>CO

Тсцглигини курсатамиз.
Хакдкатан хам, №  (3.48), (3.49) айирмали чегаравий масала- 

м и иг f ik = 0  ва чегаравий шартлар нолга тенг булгандаги ечимидир. 
IU унинг учун хам навбатдаги якднлашиш z^  олдинш якдн- 
лишишларнинг туртта кушни тугундагиларининг уртача арифмети-
I и IB тенг. Хусусий холда

Zi(I) М  = т ах Д *1 V 4 /  1 <j<N j
чунки биринчи тугуннинг камида битта кушниси Гн чегарада ётади 
м| унда чегаравий шарт нолга тенг. Шунга Ухшаш

Z.(0 4 т г } “ — < 1- М  = а М ,

a = \—4 N < 1.

Ьу жараённи давом эттириб,у га боглик; булмаган ихтиёрий п учун

z f  < а пМ

тенгсизликни хосил кдламиз. Бундан эса п ->• оо да щр -> 0 келиб 
чКади.
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Куриниб турибдики, бу алгоритм хисоблаш хатолигига нисбатан 
тургундир, чунки бирор кдцамда йул куйилган хатолик кейинги 
кдцамда камайиб боради.

Бу усулнинг хисоблаш учун кулайрок; булган схемасини куриш 
учун еФ оркдли и-тузатмани белгилаймиз:

е(4 т  v̂ w+1̂ -  i l l  
b j  ~  У j  У j  *

у холда куйидагига эга буламиз:
со оо

V  З е Л * -  я  *
и=0 п=О

Равшанки, ef* ни хисоблаш ffp t  юкрридаш Я 9 Н 1  кура
ни и̂соблаб, кейин

айирмани топиш керак. Барча кейинги ( Р  (п & 1) и̂соблашлар z) 
ни \исоблагандек олиб борилади, яъни dp ни топиш учун нолли 
чегаравий шартлар ва f jk = 0 деб олиб, Щг*- ларнинг туртта куши и 
тугундаги кийматларининг уртача арифметигини олиш керак.

Энди

ш ш ф т
w

п= О
(3.50)

деб олиб, бу такрибий тенгликнинг хатолигини бахолаймиз. Рав
шанки,

< < а п*1М + а пМ  =  (1 + а )а пМ 9ШгЧ + (» )
J J

бундан эса
ии

I
п=т+1

Л”)
тм <(1 + а)М  £  a" = i^ a m+IM.

и= т+ 1
1-а

Шундай к;илиб, (3.50) такрибий тенtликнинг хатоси

— ат+1М  
1 -а (3.51

микдорга тенг булиб, бунда

a w l- 4 "v, М ж max
1< j<,N
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Шуни \ам таъкидлаш керакки, (3.51) куполлигига к;арамасдан, 
♦шддий равишда zf'1 = -  У; ларга боглик;. Шунинг учун а̂м y j0) 
ДйСТЛабки якннлашишларни танлаш учун кушимча маълумотлардан 
(ЦОЙдаланиш керак. Айрим лолларда берилган турда ечиш керак булса, 
пинал бу масалани йирикрок, турда ечиб, кейин интерполяция ама- 
ЛИИи бажариб, натижада у у  учун берилган турда озми-купми крни- 
КИ|)ли кдейматни х;осил кдлиш мумкин.

М и с о л. Куйидаги

д2и д2и
—т + —т  = -2*i дх2 dxj

I lyuccoH тенгламасининг ечими {0 < л:;, x i ^4} квад- 
ршиинг 9-чизмада к^рсатилган 1—9 нукталардаги 
КИЙМати топилсин. Чегаравий шартлар 9-чизмада 
Мрсатилган.

Ечи ш . Gh со\анинг тугунларини 9-чизмада 
Й^рЛиилганидек белгилаб чик;амиз ва (3.48) тенг- 
I I мин и куйидагича ёзиб оламиз:

I 2̂
Vj *= ^КУа+Уь+Ус+У<1) + ^ - ■ 2 (jci)у , (3.48а)

Лунда (хх). орк;али у-тугуннинг абсциссасини белгилаймиз; а, Ь, с, d лар эса у- 
fyiyHra кушни тугунлар. Чегаравий шартларнинг симметриклигига кура

У7 = У\,У*=У3,У9 = У5
Цнгликлар келиб чикдди. Шунинг учун *ам фак;ат yv yv  . . .  , у6 ларни топиш 
НИфоядир. Каралаётган турда h =  1. Дастлабки як;инлашишларни танлаш учун 
куйидагича иш тутамиз: ни топиш учун h = 2 деб олиб, (3.48л) дан куйи- 
ыппа эга буламиз:

Ур = i  (0+0+0+16) + = 8.

у ' ни топиш учун (3.48я) да h=%/2 деб оламиз, у *олда

= 1(0+0+8+16) + = 9.
Шунга ухшаш

[  j,<0)=I(0+0+0+8) + ^  = 3.

( Энди берилган турда h = 1 кддам билан куйидагиларни ^исоблаймиз:

y fK  1(8+16+8+8) + ^  = 11,5;

I Щ  #  = | (3+8+0+8) + ~  = 5,75;

К  ^ O)=i(0+8+3+3) + ^ ‘ =4.

9 -чизма.
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Хисоблашларнинг крлганлари 9-жадвалда келтирилган. Биз факдт 6 та итерации 
ни олдик, аслида ^исоблашни s j  ’етарлича кичик б^лгунича давом эттириш м 
рак. Итерация жараёыи се кин як,инлашишининг сабаби кдцамнинг капали шли 
(h = 1). Жадвалиинг охирги сатрида берилган дифференциал тенглама

и(хр х2) = х ,х2(4 — х2) 

аник, ечимининг тугунлардаги киймати келтирилган.

9-жа()(НI I

j 1 2 3 4 5 6

if. 9 11,5 5,75 8 3 4

, I 8,8125 12 6 7,75 2,9375 4

ш -0,1875 0,5 0,25 -0,25 -0,0625 0

0,1875 “ 0,1562 -0,125 0,25 0,0625 -отпЛ
(2)

ч -0,0453 0,1562 0,125 -0,125 -0,0547 0,093Н j

0,703 “ 0,0539 -0,0562 0,125 0,0547 —0,0586

с№  
* ] -0,0275 0,0664 0,0625 -0,0562 -0,0287 0,0586

(S)
е/ 0,0322 -0,0278 -0,0281 0,0625 0,0302 -0,0284 1

1 8,9975 12,0125 6,0000 7,9438 2,9713 3,9716
- Я

ик 9,000 12,0000 6,0000 8,0000 3,0000 4,0000

Умумий узгарувчан коэффициентли (3.1) эллиптик тенглама учуй 
чщарилган (3.7) оддий итерация ва Зейдел методлари билан ечиш 
хамда хатони ба̂ олаш мумкин. Бу масалалар [7] да келтирилган,

10.3.9. Фурьенинг тез алмаштириши. Фараз кдлайлик, а{п) (// *  II,
1, ... , N — 1) комплекс сонларнинг чекли кетма-кетлиги булсин 
Биз Фурьенинг тез алмаштириш (Ф ТА) алгоритмини куриб ЧИКД1 
миз. Бу алгоритм а(п) кетма-кетлик учун Фурьенинг дискрет алмиш 
тиришида (ФДА) энгтежамкор алгоритмлардандир. Аникрок, к,ил МП 
айтганда, Ф ТА

I W  (3,5?!
«-0

алмаштиришни ва унга тескари булган

N - 1

« ( « ) =  ш  Ш  (3,5.1)
к=0

алмаштиришни хисоблаш учун ишлатилади. Кейинчалик кулай ОУ'Ш 
ши учун
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ft и илашни киритиб, f(k )  ва а{п) ни куйидаги куринишда ёзамиз:

щ  нфодалар мос равишда Фуръенинг чекли цатори ва Фурьенинг 
(Ни )крем коэффициенты дейилади.

Агар а{п) лар хакдидий сонлар булса, у холда J{k) нинг мавхум 
■СМИ \mj{k) куйидагига тенг:

В ,.15)—(3.57) куринишдаги функциялар математикада ва унинг 
■ЛМа-Кил татбикдарида, жумладан, айирмали тенгламаларни ечиш- 
■| статистик маълумотларни ишлашда, ракдмларнинг спектрал тад- 
■Кида учрайди. Аммо як*ин вак,тларгача ФДА кам ишлатилар эди, 
Цунки берилган а(п) ва W ы учун f (k )  нинг барча Д О ),/1)... 
|уН1матларини хисоблашда N2 та купайтириш амалини бажариш 
Ьр|к.

11 !уни таъкидлаш керакки, агар А^куп булувчиларга эга булса, у 
шлда sin -^ — сонлар орасида бирхиллари куп учрайди. Ш унинг 
Му и \ам уларни гурухлаб, купайтириш амалини камайтириш мум- 
КИН. Шу гояга асосланган Э Х М  да хисоблаш учун тежамкор ал го
ри гмни Жим Кюли ва Жон Тью ки таклиф кдлишган [58]. Бу алго- 
|ипм Фуръенинг тез алмаштириши ёки Фурьенинг тез дискрет ал- 
Шнитириши дейилади (ФТДА). Бу алгоритмда N  =  Т  ёки N  =  У  
Шлея алгоритм тежамкор булади. ЭХМ  да дастурлаш купай булиши 
V4VH N  =  Т  деб оламиз. Умумий холда N  =  г, г2 .... г t деб к;араш 
Мумкин. Бу хол [26, 27, 50] ларда мукаммал к^ралган ва хар хил 
ИТбЙкдари келтирилган. Берилган к ва п ларнинг иккилик санок, 
■Стемасидаги ёйилмасини ёзамиз:

N - 1

(3.55)

(3.56)

(3.57)

к т  к0 + 2к, + 2  2к2 + ... + 2Р~' кр ,

п = пq + 2пх + 2  + ... + 2Р * мр_\, 

щ  ерда к. ва п. лар 0 ёки 1 га тенг. Куйидагича

(3.58)



а{п) = a(nQ, nv ... | и ч ) 

белгилашни киритиб, (3.55) йигиндини

/ \ +2"' ̂ -+2Р_1 Ир-1

«О -М1....WP-I

-  V  Ц7кпО 
«О-о

2  Ж2*"1...
«I «о пр - 1 = °

(3.59)

куринишда ёзиш мумкин. Энди к нинг (3.58) ёйилмасидан фойДИ 
ланиб, ички

у  W 2P (3.(1
Пр. |=0

йигиндини бошкд куринишда ёзамиз. Равшанки,

Ц Г 2Р~ 'кпР-\ z=:\W■2Р-{кппОпр-\

Бу купайтмада иккинчисидан бошлаб барча (фтаюйчияар 1 га rc illj
Хак^^атан хдм, 1 < j  < р -1  б^ЯШ ^.у р яш  1 ва я, , kfl 
бутун сон (чунки я , kj ифода 0 ёки 1 Ш Ш Я ’ Ж / а :  1) 6faraiuiimi 
учун куйидаги тенгликяар уринли б|дздй

ш т
«М»кп ШЩтЖДддйВзйю ив^* fp®f ** ЙГ1' ТёЩ аяж бажарштади ва д|

мак. (3 .6 0 ). йигиндини:

«р-1 =0

куринишда ёзиш мумкин. (3.59) ифодада охиридан битта олдк 
турган йигиндини

(3.61)
« р -2 = 0

каби ёзиб оламиз. Кейин к2р 2пр_2 сонни

2Р~2 пр_г {к^ + 2кх) + 2р пр_2(к2+ ... + 2Р ъкр_^

„ 11Гк2р~2 я„„2 TJ/r(^0+2 î )2Р_2 wd_2куринишда тасвирлаб, Ж  р 2 = W K и р тенгликниш чин 
лигига ишонч хосил кдгсамиз. Натижада (3.61) куйидаги куринши 
ни олади:
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К у ii'I м шунга ухшаш навбатдаги кдцамда куйидаги

11̂ к09кх,к2,п0,...,пр_^ W
kQ + 2k) +22к2\2р 3«р_з

a2 W0 Пр_ъ )
Пр-Ъ =0

м и л б^либ, охирида

/# § и

■ямб чик;ади.
11 (ундай кдлиб, (3.55) йигиндини хисоблаш учун Ф ТА  алгорит- 

ММ куйидагидан иборат: аввало, к ш п  сонларнинг (3.58) ёйилмаси- 
НИ И'1Иб ва а(п) = а(п0, nv ... , л ,) белгилаш киритиб, иккита 
Ьцдам иборат булган куйидаги йигиндиларни хисоблаймиз:

Энди f( k ) (к = 0,1, ..., N —1) йигиндиларнинг Ф ТА алгоритми 
Лиман топижандаги купайтиришлар сонини хисоблаймиз. Равшанки, 
*,(*„, п0, ... , пр 2) функция факдт а2(к0, к19п0, ... , прЪ) функция
ми иI куйматинихисоблашда керак булади, аммо бунда я,(/:0, п0, ... ,пр_2) 
НИ фак;ат икки марта п _2= 0 ва п _2= 1 булганда хисоблаш керак. пр_2 
ниш хар бир кдймати учун ах{й^ п0, ... , п 2) ни хисоблаш иккита 
НУмайтиришни талаб кдлади. Демак, ах(к0, я0, ..., п _2) ни хисоблаш 
учун к^пайтиришнинг умумий сони туртга тенг. Кейинги хар бир

«р-1 = 0

^2 ( К ? к\ > 9 * * *9 ̂ р-3 )

" р - 2 = °

(*0 5 ̂ 1 5 ■ ■ ■ Э к2 9 Wq ̂



а.(кп, к., ... ,к. ., яп, л., ... , п . .) йигиндини хисоблаш учун \пм
J  К) I у I U I p —j  —  ‘ и

турттадан купайтириш амалини бажариш талаб кдлинади. Иигинди 
ларнинг сони эса р га тенг. Шунинг учун хам берилган к  учун,/’(к) 
ни хисоблашга 4р = 41od27VTa купайтириш керак. Барча к  ларми 
к  = 0 , 1, ... , /Vм учун хисоблашда сарфланадиган купайтиримшар* 
нинг сони 4pN = 4/Vlod2iVra тенг. Бу сон (3.55) йигиндини бевоси м! 
хисоблаш учун сарфланадиган N 2 та купайтиришга нисбатан анчй 
кичикдир.

10.3. 10. Декомпозиция методи. Эллиптик тенгламани айирмали 
тенгламалар системаси билан алмаштирганда система матрицаси I 
нинг тартиби ички нук̂ талар сони N  га тенг булади. Агар Jlaiuietf 
операторида узгарувчиларнинг сони к  булиб, хар бир узгарувчи буйи 
ча кдцам И га тенг булса, тугунларнинг сони N  = та булади 
Масалан, к =  2, h = 10“2 булганда N  «  104 булади. Бундан таш̂ м
ри, матрицанинг куп элементлари нолдан иборат булиб, махсуи 
структурага эга. Нихоят, бу матрица ёмон шартланган, яъни нм 
катта хос соннинг энг кичик хос сонга нисбати 0(h~2) га тенг,

Эллиптик тенгламалар учун курилган айирмали тенгламаларимм! 
бу хусусиятлари махсус тежамкор методларни ишлаб чикдшни ш 
лаб кдлади.

Хозирги вак̂ тда Пуассон тенгламасини ечишда хосил булади! ihi 
чекли-айирмали масалани ечиш учун иккита тугри тежамкор мфц 
mod мавжуд. Уларнинг бири декомпозиция методи (буни редукции 
методи, цикликредукция методи ёки узгарувчиларни тоц-жуфт тори 
да йщотиш методи хам дейилади) булиб, Гаусс методининг МО 
дификациясидир. Иккинчиси эса Фурьенинг тез алмаштиримммй 
асосланган узгарувчиларни ажратиш методидщ*. Агар тугри туртОур 
чакда хар бир йуналиш буйича тугунлар сони N  булса, у холда Щ) 
иккала тежамкор метод учун арифметик амалларнинг соМН 
Q = 0 (№ n N) та.

Матрицали хайдаш методи тугри метод булиб, мураккаб шакЛч 
даги чегарага эга булган айирмали эллиптик тенгламага кулланидм 
ди. Аммо матрицали хайдаш методи Q = 0(N4) та арифметик амалнИ 
ва ораликдаги маълумотларни сакдаш учун катта хотирани талй! 
кдлади. Шу билан бирга, агар унг томони ва чегаравий шартлпрм 
билан фарк; кдладиган бир кдтор масалаларни ечиш талаб кдлинш 
у холда хайдаш матрицаларини хотирада сакдаш хисобига матрмцм 
ли хайдаш методида иккинчисидан бошлаб кейинги вариантлар учу|| 
амаллар сонини О(А̂ ) гача камайтириш мумкин.

Энди декомпозиция методини куриб чикдмиз. Фараз кдлайлнК| 
чегараси Гдан иборат G {0 < хг < а, 0 < х2 < Щ сохада Пуассон течи 
ламаси учун ушбу



д и д 14 /  / \ i / \
_ ~•/ЧЛ'1,Л'2 )> «|Г ~ Ф\х\>х2 ) (3.62)

Дирихле масаласини ечиш талаб кдлинсин. Биз А, = я/TV,, Л2 = b/Nv 
Д,, ■ /А,, х2у = jh2 деб олиб, (7 соха ва Гчегарани мос равишда куйида- 
I MJiap билан алмаштирамиз:

13*621 тенгламага беш нук^али андазани куллаб, Лапласнинг куйи- 
Ь г и  А айирмали операторини хосил кдламиз:

Динало, (3.62, а) системани куйидаги вектор тенгламалар системасига 
Мелтирамиз:

бунда Y  / ва f  векторларнинг компонентлари мос равишда у.. ва/.
J J  У У

Лпрнингу-устундаги кдйматларидан иборат булиб, В — квадрат мат
рица. Бу матрицани аникдаш керак.

1 Агар (3.62) тенгламанинг унг томонини чегара як^нида узгартир- 
I II к v у холда i = 0, / = А/, булгандаги чегаравий нук̂ аларда у — 0 деб 
олшиимиз мумкин.

■Энди (3.62) системани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

Afc = - f i j , ( x Xi ,X 2j ) e Щ ’

Щ  = Ь\У;г*АгУц' 1 = З Р ч J (3.62, а)

!i
Вупда

(3.63)

Уе?~У%-
(3.64)

%  ■  Я>,о > Ущ т  9щ, 0 < z« 7V,,
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бунда qfJ = f V9 агар 1 < i  < N x - 1,1 < j  < 1, 1 < j  < N2 -1  булса,

Юкрридаги Y j ва F j  векторларни куйидагича аникдаймиз:

Бу ва (3.64) дан курамизки, (3.62) айирмали масала (3.63) иск» 
тор тенгламалар системасига тенг кучлидир.

Энди N2 = 2п деб олиб, декомпозиция методини тавсифлашм 
>пгамиз. Бу методнинг гояси шундан иборатки, (3.63) системами 
аввал ток, рак̂ амли f j  векторлар, кейин рак;амлари 2 ,4 , 8 ва к hi 
каррали булган векторлар йукртилади.

Индекснинг j  = 2, 4, 6 , ... , N2 — 2 (бунда N2 = 2п) кдйматлирМ 
учун куйидаги учта тенгламани ёзамиз:

Иккинчи тенгламанинг \ар иккала томонини В матрицага купайi и 
риб, кейин бу учала тенгламани кушиб чикдмиз:

4\j ~ Voj, ЯN]-i,i — Ат,-1»j  -1 j •

Айирмали В  операторни куйидагича аникдаймиз:

(B Y j | = (2 у -  h^\y)t j, 1 < i< N x,

- Y j - 2  + B Y  У-, - Y J  =  F j - i ,  

- Y j - i + B Y j - Y j + l = F j ,  

- Y j  + B Y J+i - Y  j+2 =  7 j+\.

( 3 ,66)

бунда

B {i) = ( я (0))2 -2 £ , 5 (0) = 5,
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Юкоридаги (3.66) система факдтжуфт ракдмли у , номаълумлар- 
Мин иборат ЩШщ J.йайводаг с ош  м | р  1 ш т га к  Лгар р д р  |щ с- 

■flMiuiaH жуфт ршршййй. ^ Щ .№ № Ж *  1  fg P fjg b lta i,^<дипам‘ав~ 
'Миинумлар

Мчи ламалардан топилади.
Худди (3.63) рщ ш ж  ШзКГОрйрШ й^кртгани-

ми |дек,;;>(3.66) сйвтшгадгш:J швдшшарэд 2 га каррали булиб, 4 щ 
ШипалиЮшдгиц векторларни Щщимад ва к, Индукциями куляаб 
ЦсАот кдлиш щ щ иики, й^ешашйнр к 1, 2,..^ й§1
КУ11 и даги рНШ Ш

. _ -У  н и  +

lU .A L  £3ritQ:
f i  Я  И̂ щЩщ 1=

Ну и да 5 №|)матрицалар ва / у   ̂ векторлар куйидаги рекуррентму-
III кщбатлардан топилади;

!■ В * т  ф М ф -  2Е, к  ш 1, 2, ш , п- 1, (3.68)

F  j  =  Г  j-2 ,k -l +  В { F  j  +  F  j+2,k-\,

A М  *  'Ш  2 ' t j ,  ■ 2*,. Л И Й

Шундай кдлиб, хисоблаш жараёни Гаусс методига ухшаш тугри 
Ми тсскари юришлардан иборат. Тугри юриш (3.68) ва (3.69) фор
мулалар ёрдамида В {к) матрицалар ва J }^  векторларни топишдан 
Мбфат. Тескари юриш эса к =  п дан бошлаб (3.67) тенгламалар сис- 
Гсмасидан Y  j  векторларни топишдан иборатдир.

Юкоридаги алгоритмлар шу куринишда икки сабабга кура реал 
кИсрблашлар учун ярамайди. Биринчидан, хисоблашнинг хар бир 
госкдачида умумий структурага эга булган В {к) матрицанинг теска
рисини топиш зарурлиги туфайли бу алгоритм тежамкор эмас. Ик- 
мшчидан, (3.69) формуланинг унг томони хисоблашда нотургун, 
чуики В (к~1) матрицанинг нормаси бирдан катта булса, хисоблаш 
■тблиги йигилади.
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Энди биз шу нукронлардан кутулишга ^аракат кдламиз.
Аввало, В {к) матрицани 2к та уч диагоналли матрицалармиш 

купайтмаси шаклида тасвирлаш мумкинлигини курсатамиз.

р^{а) =  а ,

p2**i(a ) = (p2*(a )) - 2, £ = 0,1... (3.7(Я

куго̂ адлар кетма-кетлигини кдраймиз. Агар а = 2 cos <р булса, у \оддц 

4cos2 2к<р-2 — 2 (l + cos2k+l(p'\-2  = 2cos2*+1<p 

тенгликларга кура
Р2„ (а  ) = 2 cos* (р

келиб чикдди. Демак,
„ (2/-1)яг

“ / = 2 coŝ r -

сонлар р2к(а) купхдцнинг илдизлари булади. Энди (3.68) билпм 
(3.70) ни солиштирсак, В (к) ни куйидаги купайтувчиларга ажрм'1 
ган (факторизация к^илган) буламиз:

# ) = п Г 5 - 2с° 8^ ^ £ )  щ
i=i  ̂ '

Агар (3.63) ва (3.65) тенгликларни солиштирсак, у холда В  матриИй 
j  га боклик; булмаган уч диагоналли матрица эканлигини кури ми i 
Демак,

5w = 5 - 2 c o s ^ ^ £ , /  = l,2,...,2* (3.71)

матрицалар а̂м уч диагоналли матрицалар ва шунинг учун Ва> мщ« 
рицанинг тескарисини топиш урнига кетма-кет Вк1 уч диагоналли 
матрицаларнингтескарисини топиш кифоядир. Ха^икэтан \ам,

В(к)9  т
f  2* N

\ в к./ 9 = s  (.1,73)
в и  а

тенгламанинг ечимини топиш талаб кдпинсин.
Агар 9 0 = g0,9 2* = #  деб олсак, у холда (3.72) системани счмн| 

куйидаги

= # м ,/  = 1,2,...,2* (3,75)
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юмгламалар системасини кетма-кет ечиш га келтирилади; й^матри- 
11В Л ар уч диагоналли булганлиги сабабли (3.73) системанинг \ар 
Оирини хайдаш методи билан ечиш мумкин.

Энди шундай ва qy  векторларни топам изки,

Н ,  j m  = B(k) p f  + q f} (3.74)

1сиглик уринли булсин. Бунинг учун (3.74) ни (3.69) га келтириб 
КУммиз, натижада

Ш  B ^ W q ^ B ^ J ,  +

+ В М  р{к p{jJ .4 I

\оеил булади. Бу ердан (В (к~1))2 = В (к) + 2£,тенгликни хисобга олиб, 
куйидаги тенгламага келамиз:

■  ( ^ С р ; )  +

I  (p^L^L^r} ( 3 ' 7 5 >

!>1 щи q(jk) ни шундай танлаб оламизки, куйидаги тенглик бажарилсин:

а(к) - 2 п (к) +а(к' х) + в{М  Щ -  + Щ ф , + 9j+2<-' •

У \олда (3.75) тенгламани (5(*_1))“| га купайтирамиз, натижада

в  S1 - P jJ - 1  + P j ^  + Qj,

Косил булади, бунда
“(*->! ~(*) “ (*-0 
s j = Р  ~ РJ 7 J

Ьуидан
п(к) — л(М + с(*)
*7 r j  j

келиб чикдди. Агар (3.67) нинг унг томонига (3.74) га кура

и куисак,

р{к-1) _#(*-!) » (Л-1) + л(А"1)
J  * j  4  j

B lk-')F lk-l)= q « - ')+ y  k, + У  ,,
j  4 J j - 2  1 /+2
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хосил булади, бунда

-г = ? /

Бундан эса

г  * j f »

келиб чикдди.
Шундай кдлиб, декомпозиция методининг алгоритми куй иди 

гидан иборат:
Хисоблашлар циклда к индекс буйича олиб борилади. Аввал к - I ,

2 , ..., п— 1 учун

£ £ . * 3 2 <з.7м

тенгламалар ечилади ва

q f ' - i p ' t U i f ; " ,  + ^ ;> , j

векторлар топилади, бу ерда / = 2*, 2-2*, ... , 2п—2к. Хисоблашлпр 
к = 1 дан бошланади ва бу хол учун

дастлабки шартлар берилган булади.
Юкррида айтганимиздек, (3.76) система куйидаги содцарок, сие- 

темаларни ечишга келтирилади:

Вк-х А  j = K i J9l = U29̂ 92k~\ (3.77)

j  = 2*,2-2\3-2*,...,2"-2\
бунда

а г Я

■ + ^ Й - '

= Й И

2  .d  7

Хар бир j  = 2к, 2-2к, ..., 2п—2к учун (3.77) системалар белгилпн- 
ган / учун ечилади. 1?Л1, 7 матрица j  га богли*; булмаганлиги туфайли 
Хисоблашни шундай ташкил этиш керакки, матрицаниш тее- 
кариси бир мартагина топилсин.

Барча p f\ q kj  векторлар топилгандан кейин декомпозиция мс го- 
дининг тескари юриши бажарилади, яъни к = п дан бошлаб
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д(*-0?(*-Ч = | М  + у  k_l+ Y  р.
J * J j —2 1 j+ 2  1 ( 3 .7 8 )

Тенгламалар ечилади ва

Yj = p f - l) + t(j k- ') 

мскторлар хисобланади, бу ерда

к = п, п- 1, . 2,1; j  = 2к ,3 • 2*-1,5 • 2к~ \ 2" -  2*’1.

()лдингидек белгиланганj ,  к лар учун (3.78) система куйидаги сод- 
ЛИ системалар кетма-кетлигига

■ Bk_u W u=W ,-xj9 l = 1,2,...,2^ ,

[  ‘ j  = 2k~l , 3 • #**, 5 ■ 2k~X,...,2 " -  2M

квлтириб ечилади, бунда

Го ,У  =  ̂  +  Y j - 2‘ -' +  У ;+2*-‘ ,

. Шундай кдлиб, Пуассон тенгламаси учун Дирихле масаласини 
лс композиция методи билан ечишни куриб чикдик. Агар турда хх 
ЙУйича нук^таларнинг сони 7V,= 2п ва х2 буйича Ж  булса, у холда 
ли композиция методида арифметик амалларнинг сони 0(N}N2\og2N2) 
жанлиги [46]да курсатилган. Шу билан бирга [46] да декомпозиция 
мргодининг хар хил масалалардаги татби1дд келтирилган. Равшанки, 
игар f f x=N2= N б̂ лса, у холда Фурьенинг тез алмаштиришидагидек 
ирифметик амалларнинг сони 0 (N 2log2N) булади. ФТА дан деком
позиция методининг устунлиги шундаки, бу ерда хос функциялар- 
мм билиш шарт эмас. Шу туфайли хам бу методни учинчи чегаравий 
масалани ечиш учун \ш  куллаш мумкин.

10.3.11.Айирмали операторлар учун хос к̂ ийматлар масалалари. 
Уэгарувчиларни ажратиш методи (ёки Фурье методи) узгармас ко- 
к|х{)ициентли айирмали тенгламаларнинг ечимини топишда ва якдн- 
лдшишни текширшцда кенг кулланилади. Бу метод айирмали масала 
ечимини операторнинг хос функциялари буйича ёйишга асослан- 
I ан.

Маълумки, хар бир айирмали чегаравий масалани операторлари 
бирор чекли улчовли №h) чизик^и фазода аникутнган оператор тенг
лама сифатвда *;араш мумкин.

Биз аввал бир улчовли, кейин куп улчовли масалаларни к,арай- 
миз. Фараз кдлайлик, Gh[ = 1% = /Д,/ = 0, A î, /г, = а / N { \ турда куйи
даги айирмали чегаравий масала берилган булсин:
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УМ-&У1+У*
Е ------ Ш— ш  = ~f<’ ■"■* * И * f c J te *« t*  (3.79)h\

Берилган yQ= ar  yNl=  <p2чегаравий шартлардан фойдаланиб, (3.79) 
системадан у0 ва yN номаълумларни йукртиш мумкин. Натижадй 
(3.79) системага тенг кучли булган ушбу системага эга буламиз:

V:_,-2v,- + v. .

-  -  2 >

1 (3.80)
2>>i - у 2 _  f  _ 7

k2 /l9 5?
бунда

f  =  f  + — f  A  f  +Z1 1̂ /I  ̂T2 ’./JVi-1 УМ-! T  ,2 -&

Энди j; = (^1,^2»—9̂ лг-1)Г векторлар тупламида 4̂ операторни куйи 
даги

( 4 Р ) .  =  - A А ?  =  2 , 3 - 2 ,

_ 2>?1-У2 /лГЛ _ ^ 1"2 2у 1̂”
,2 а

формулалар ёрдамида аникдаймиз. Агар /  = (ĵ , / 2,..., f N{ _2, Д .,)  дсО 
белгилаб олсак, уродца (3.80) системани ушбу

Ay = f  (3,81)

оператор тенглама шаклида ёзиш мумкин булади. Бу тенглама (3.80) 
тенгламанинг унг томони билан бир вак,тда чегаравий шартларни 
хам хисобга олади.

Шундай кдлиб, айирмали масала (3.81) оператор тенгламани 
вужудга келтиради. Бу оператор Gh[ тур соханинг фа̂ ат ички пук* 
таларида аникданган. Купинча А операторни Gh] соханинг барчм 
нук̂ таларида аникданган ва четки нук̂ таларида нолга айланадипш 
y0=yN = 0 функцияларнинг №0) фазосида аникданган деб караш 
макрадга мувофик, булади. У  холда А оператор бутун Gh{ да

формулалар билан аникданади. Бу оператор иккинчи айирмали хос и 
ланинг оператори дейилади.

Биз 6-бобда умумий куринишдаги матрицаларнинг хос сонлари 
ва хос векторлари (функциялари) ни топишни куриб чикдан эли К.
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И Цоридаги (3.82) тенгликлар билан анщланган А оператор ушбу 
Мичсус куринишга эга булган

2 -1 0 0 . . 0 0 0

-1 2 -1 0 . . 0 0 0

0 -1 2 -1  . . 0 0 0

0 0 0 0 . . -1 2 -1

0 0 0 0 0 -1 2

MR грицадан иборат. Маълумки, А оператор (матрица) учун хос сон- 
Nip масаласи куйидагидан иборат: шундай Я сонларни (хос сонлар 

({кit хос цийматларни) топиш керакки, ушбу

А у  ш JlJP (3.83)

Тенглама нотривиал ечимга эга булсин. А матрица ( N —1) тартибли 
михсусмас симметрик матрица булганлиги туфайли (TV,—1) та дакдаий 
мусбат хос к̂ ийматларга ва уларга мос келадиган (А̂ —1) та чизиктга 
»ркл и хос функцияларга эга. Бу хос сонлар ва хос функцияларнинг 

ошкор куринишини топамиз. Бунинг учун (3.79) ва (3.82) дан фой- 
Дйланиб, (3.83) системани куйидаги к$финишда ёзиб оламиз:

h' (3.84)

' )нди а = й̂ А белгилаш киритиб, (3.84) системани

у._х -  (2 -  а) + _у/+1 = 0, i = 1,2,... ,Af, -1  (3.85)

Куринишда ёзиб оламиз. Бу иккинчи тартибли айирмали тенглама 
булиб,

q2 - ( 2 -  d)q + 1 = 0

уиинг характеристик тенгламасидир. Бу тенгламанинг илдизларини 
</, ва q2 орк,али белгилаймиз, у холда (3.85) тенгламанинг умумий 
ечими

_/7? , _ т
Ут 1̂ 1 2̂̂ 2 (3 .86)

булиб, с, ва с2 — ихтиёрий узгармас сонлар. Энди y0=yN = 0 чегара- 
иий шартлардан

С\ +С2 ~ 0, Щщ + c2^2l ~ ^



бир жинсли системага эга буламиз. Бу система нотривиал ечимгп нй 
булиши учун унинг детерминанта нолга тенг булиши керак, яъни

Аммо q {q2 = 1, шунинг учун хам q 2Nl = 1 , яъни Щ бирнинг 2/V. 
тартибли илдизи экан. Демак,

rcik

д\к) = №  Щ

Шундай кдлиб, бир томондан

q\k  ̂Щ cos (р + I  sin ср, 

иккинчи томондан (3.86) тенгламадан

S i l l

келиб чикдди. Охирги икки тенгликдан

хосил булади, бундан эса

= 2(1- cosср) = 4sin2 Ц Ш 4sin2 v 2 2NX

Шундай кдлиб, (3.84) масаланинг хос сонлари куйидагиларга tcni !

п 4 • ? я к  т 1 гу л г 1
щ ш ^ищ  (З.К7)

бунда /г,Ж, = а. Энди £Ljg| =* t  ва с2 = —с, тенглшшярни ^иеобга олиб, 
хос функцияларни форк^айантоакшиз;

- с 1) Я

Бундан -tfj тщт деб олиб. ж>с функция учун куйндагига зга булами i:

■ (З.КН)

Хос-сонлар учун (3.87) ф^муиадяж

$ 4вд м £э д  «а ** ■*«.* и  «  А *
1

Хосил булади. Охирги тенгсизликни яхшилаб булмайди, чунки
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Ьлиб, У0! cos2 -  1- Энди куйида А. нинг ба о̂сини топамиз. Бу-
" /Ь —>U A l l  I

ИИИГучун а = тгА, /2 а деб белгилаб, Я, ни куйидагича ёзамиз:

йн
2 
1 1

(sin а \
Ы Г «  I

DHMO \ <а/Ъ  деб олишимиз мумкин. У холда Я = ~ булади.
Орнликда sin а

а

О,
монотон камаювчилигини хисобга олсак,

vsin а 
а 1

И l.l III

М Иv2 к j

рслиб рщади.
Юк;орида аниьуханган №0) фазода скаляр купайтма ва нормани 

Куйидагича киритамиз:
М-1

2

т =1
1 т

т —\

)иди (3.88) функцияларнинг №0) да ортогоналлигини курсатиб, 
ИОрМасини топамиз. Маълумки,

.^-1

. 1  
k т - 1

пклт . пкптsin—— sin z
N N

О, агар к2 f  кх булса,

N 1 1  — , агар к2 = кх ф

О, агар к2 = к{ = 0 булса

О булса, (3.89)

(tf-боб, (7.11) формул ага к,.). Бундан эса функцияларнинг ор- 
югоналлиги ва

т
N ,  -1

. 2 пкт , Ж аSin ----- = П, —1 = - ,Л/j м 2 2 ’

МШИ

«(*)

келиб чикдди. Шундай кдлиб,



(3.90)

функциялар системаси //0)фазода ортонормал базисни ташкил эти- 
ди. Демак, Я ((,) да аник*ланган хар кандай функцияни (3.90) базии 
буйича ёйиш мумкин.

Биз

y±y\Z2yj+yi-\ -  
h}

чегаравий масала ечимини

У, = у (хU) = Z  с̂ к  (*1/). W j i i - l  (3.92
М-1

*= 1

куринишда излаймиз. Буни бажариш учун (3.91) тенгламанинг yi 
томонини Фурьенинг чекли к;аторига ёямиз:

м - i  А

Л  * § J r  #*(*»)» (3.9.
к=1 к

бунда

f k = { f^ k )  = h , Y , f ^ ( x4)’ k = ^2’ " ’N l - l -  (3.9*

Энди (3.92) ва (3.93) ларни (3.91) га куйиб,

М -1 М-1 .

Z с* ̂  К  ) = (*и)
А =1 * = 1

ни хосил кдламиз, (3.83) ва (3.87) лардан курамизки, А/г(}с,.) ■ 
= -Хк[лк(хх). Шунинг учун хам цк{х{)  ларнинг чизшдш эрклилигидпн

скК  = Л Д  = ^ 2 , . . . , ^ - 1

келиб чикдди. Бундан эса у (jc,.) нинг Фурье коэффициентларими 
хосил кдламиз:

А

ск к =  l,2,...9N\-\. (3 .9 5 )

Энди Хк ва цк(хх)  лар хисобланиб машина хотирасида сакман га н деб 
фараз кдлиб, (3.91) масалани Фурье методи билан ечганда бажарили 
ши керак булган купайтириш ва булиш амалларининг умумий сонини
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шофшймиз. Хар бир кучун / к Фурье коэффщциентларини топишда 
Н »  I та купайтириш бажариш керак, барча f  к ( к -  1, 2, ..., N  — 1) 
ИМ ГОПИШ эса (TVj—1)2та купайтиришни талаб кдлади; (3.95) форму- 
Дй буйича с л̂арни топиш учун N {—1 та булиш амалини бажариш 
■ р е к ;  (3.92) формула буйича барча у. ларни топишда (N —I )2 та 
1Умий гириш амали сарфланади. Шундай кдггиб, бу алгоритм 2(7V,—I)2 
ы купайтириш ва iV,—1 та булишни талаб кдлади.

Фпраз 1дилайлик, чегараси Г  дан иборат булган G =  {О 
В 1 \ * < b} сохада Пуассон тенгламаси учун ушбу

д2и д2и г ( \ I л
^ + ^  = А х1’*2И г = 0  * (3.96)

Дирихле масаласини ечиш талаб кдпинсин.
Виз Aj = a/Nv h2 = b/N2 деб олиб, х и = ihv х2. = ih2 тугри чизик;- 

Лмрнинг кесишган нук^алари ёрдамида G сохани Ghryp соха ва Г  ни 
L  тУр чегара билан алмаштирамиз.

Энди (3.96) тенгламадан беш нук;тали андаза ёрдамида Лаплас- 
Минг куйидаги айирмали операторини хосил кдгсамиз:

)sG„,

- l , y l  = 0 .
11 h

By ерда одатдагидек,

л 2У ц  ~ 2 У у  + У ' , н  )•

Дирихле масаласини ечишда чегаравий шартлар нолдан фарк̂ и 
булса, Аи = /  оператор тенгламанинг унг томонини узгартириб, 
•им аравий шартлар нолга тенг булган холга келтириш мумкин. Энди 
(/|ш| турда аникданган ва Th да нолга айланадиган функциялар
нинг #(Л) чизю уш  фазосини киритамиз. Бу фазонинг улчами 
(Л',—1) (N2— 1) га тенг. Бу фазода скаляр купайтма ва нормани 
Куйидагича киритамиз:

Wj - l  n 2-\

(м,^) л, ]Г  л2иДу, И = 7 (м’м)-
Щ Ж

ЛПсШиздан маълум булган к̂ исмий йишш формуласини куллаб, курса- 
пни мумкинки, ихтиёрий u ,& e ffh’ учун [Аи,Ь) = [и,Ад) тенглик 
гщжарилади. Демак, А — уз-узига кушма оператор. Энди А оператор 
учун хос сонлар масаласини к-араймиз:
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Л1Щ + Л2Й%̂  \j Ш 0> е ©* >

4 »  “ °'
А оператор уз-узига кушма (ва мусбат) булганлиги учун упиш 

(TV,—1)(TV2—1) та хакдкдй хос сонлари мавжуд, хос функциялар н м 
Н(Н) да ортонормал базисни ташкил этади. Бу хос сонлар ва хои 
функцияларнинг ошкор куринишларини топамиз. Осонлик билли 
куриш мумкинки, Aj ва Л2 операторларнинг хос сонлари мос ри- 
вишда куйидагилардан иборат:

л 4 . 2  nk\h * 4 - 2  Ttk'yh'y , :  г г  г  , ~ г ;  г
\  = ^ sm = ^rsin ~ 2 b ^ 9 '

Бу сонларнинг мумкин булган барча йигиндиларини оламиз: 

з -  4 хкА ■ 4 nk2h2Аг и — Ак *г Лл — — S i l l  -----—  Н— S i n  ----- -— ,
1 2  к1 к2 а  2 а &  2 Ъ ’

— « Г  (3.97)

Шунингдек, куриш мумкинки, А, ва Л2 операторларнинг хос функ- 
циялари мос равишда куйидагилардан иборат:

f t ,  ( хи) = J f  s in - - ^ - 9к1 = 1,-ZV, - 1, I  = 1,^, — 1, =//*,,1 \ Щ п[

( \ I л f t  fa y ..... I ■ I ■■■■ i ..

*2 / I  ̂  л/т Sin H H - ’ k2 S  t  ̂ 2 ~ !> I  = !> ̂ 2 -  !> *21 ™ A  •
V ”2 2

Бу функцияларнинг мумкин булган барча купайтмаларини тузи» 
миз:

( Ц Л Й “ * *  (*„>*, ( x ^ ^ s i n ^ s i n ^ l .  (3.‘)Н)

(3.89) тенгликдан фойдаланиб, курсатиш мумкинки, txu xJf)
функциялар №Н) фазода киритилган скаляр купайтма ва норма буймчи 
узаро ортогонал булиб, нормалари бирга тенг. Шундай кдлиб, (3.9Н) 
функциялар туплами fflh) фазода ортонормал базисни ташкил этил И 
ва №h) да аникданган хар кандай функцияни шу базис буймчи 
ёйиш мумкин.

Биз ушбу

ёки
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\ У 9 + л 2 У и = f ij, i  = l,N l - l , j  = \,N2-\,

у ..  = 0  (3-99)
*9  Лк

рнцравий масаланинг унг томонини
Nx-\ N 2-  1 л

Л  *  Z  S  f  > ?Чч ( % * ^ Л  
*1=1 *2=1 ||%

Фурье к;аторига ёйиб, j;„ ечимни куйидаги

AT, —1 jV2- I

Л  = (*1Р*2,)
к\ =1

ИУринишда излаймиз. Бир улчовли масаладагидек, бу ерда хам курса-
1MIU мумкинки,

В  А
т  =
*'*2 А. , кхк2

Юфрида курдикки, бир улчовли масалани ечиш учун Фурье 
методи 0(N ?) та арифметик амални талаб кдлади. Худди шу йул 
билан курсатиш мумкинки, икки улчовли масалани Фурье методи 
|илан ечиш О (TV,2 N 2) та арифметик амални талаб кдяади. Бу метод 
вйМарасиз булганлиги сабабли амалиётда кулланилмайди. Аммо икки 
Улчовли узгармас коэффициентли чегаравий масалани ечишда Фу
рьенинг тез алмаштириш ва хайдаш методини биргаликда куллаб, 
Мши натижага эришиш мумкин.

|< Хакдаатан хам, (3.99) чегаравий масала берилган булсин. Биз 
ДО О  | N2) нинг бирор 1дийматини белгилаб олиб, у., ва f r ни факдт 
Щ *  1, 2 , ... , Â j—l)  нинг функцияси деб к̂ араймиз, у холда у.. ва/у 
йирни (3.92) ва (3.93) лардагидек (3.89) масаланинг хос функция- 
/|нри буйича ёямиз:

Л/,-1 Щ-1 л
y>j = H ,Ck {X2j)vk id’f j  = Z  f *  (*». M k  (%  )•

Лг=1 k=1

I.у ифодаларни (3.99) га куямиз:
N{-1

Z  К  {X2j)AlVk { * u ) + A2 (Ck { X2j )) (*|, )} = 
k=\

*1“1 д
= 2/)^  (*!/)• 

k=1
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Бундан К хцк (xlz) = -А*/л ( * w) ни хисобга олсак, куйидаги хосил (>V 
лади:

ЛГ,-1 л
В Щ / л  id )+А ж  1 %  н ц  f e j" !  Щ
к =1

Энди fxk (хи)(к = 1,2...9N { -1 ) функцияларнингчизиьуш эрклили* 
гини хисобга олсак, у холда

^2 ( Ск  ( Х 2 j  )) “ \ Ск (Х21) _  /  к ( —2j  ) = О

еки

Ск (̂ 2,/+1 ) 2с к ( х 2 j  ) + Ск (^2,у-1 ) ^2 ̂ к Ск (* 2 j  ) ^2 f k  (*27 ) — 

j  = 1, 2 , . ,  Ny — \ск (x2Q ) — Ск (**2̂  ) =

ехуд

Ск (^2,у+1 ) (2 + А2 Яа ) Ск ( х 2j ,) + Ск (^2,у+1) — ^ 2 fk  { * ! ]  ) > j_

j  = 1, N{ - 19k = 1, N2 -1, ck (0) = ck(a) = 0.
Л

Бунда Xk ва /Л J лар олдин курсатганимиздек,

(3.100)

я* ; r i sin2V ’
w,-l

/ij* 2a

j  = 1,2,...,J% »1.
(3.101

А(ии (3.100) системани дар бир&учун а̂йдаш ЩШШ куйи>
дажфорг̂ щдэдр ёрдамида >

J k m ____ !____  104^ №l£ f  f jc 1■ :Л Д С У ’ ч *  3 к и д *  1
j  = 1 , 2 ,.... Лг2 - 1, =  / j f k> =  0 , ]

Ш ф & ф £ ( ц ) + l i t У * Л ^ -1 ,^ 2 ....1, Ск (x2Ni} * 0.

Шундай кдлиб, (3.97) айирмали масалани ечиш учун, аввало,
А

(3.101) формулаларга кура хар бир j  учун f.. нинг барча / , (x2J), 
/ , (% ) , *••«/" N\~\ {x2j )  Фурье коэффициентларини Фурьенинг тез «uh 
маштириши ёрдамида хисоблаймиз. Биз юк;орида курганимиздск, 
0(N2log2Nl) та арифметик амал бажариш керак. Демак, барча j  = I , } t 
... ,N 2~  1 учун Фурье коэффициентларини хисоблаш учун сарфлаш ин
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арифметик амалларнинг сони 0(#1TV2log2TV]) та. (3.100) системани бар
ча к = 1 ,2 ,..., N2— 1 учун хайдаш методида сарфланадиган амаллар- 
иинг сони 0(N{N2) та. Нихоят, Ck(x2j) топилгандан кейин у» ечимини

к=1

Фурьенинг тез алмаштириши билан хисоблашда 0(yV|yV2log2Ar1) та 
(Мал бажариш керак.

Шундай кдлиб, мазкур метод билан (3.99) системани ечиш учун

Методни куллаш учун бир улчовли масаланинг хос сонлари ва хос 
Фу11кцияларини ошкор куринишда топиш керак. Агар масаланинг 
Цое сонлари ва хос функцияларининг ошкор куринишини топиш 
Мумкин булмаса, бу методни куллаб булмайди. Бундай доллар учин- 
чи гипдаги чегаравий масала ёки коэффициентлари узгарувчан ва 
мАалмайдиган масала булган чегаравий масалалардир.

1 Юкррида айтилган методларнинг хаммасини ушбу Гельмгольц 
Тенгламаси

учун [ Дирихле масаласини ечишда куллаш мумкин, бу ерда /л — 
Оерилган узгармас сон.

М а ш ( ?  = {0<х ,<1 ,  0 < х 2<1} сохада ушбу Пуассон тенгламаси учун 
Дирихле масаласи ечилсин:

10.4-§. Ч Е Б И Ш Е В Н И Н Г  О ПТИМ АЛ ОШ КОР ИТЕРА Ц ИО Н  
М ЕТО Д И ВА У Н И Н Г АЙИРМ АЛИ Э Л Л И П ТИ К  

ТЕНГЛАМ АЛАРГА ТА ТБ И К И

Биз бу фШ Чсбишев йядйзларининг хоссаларидан ф@й*
лиланиб, ошкор итерадаон методнинг як^нлашишини тезаарвш- 
риш масаласини курамвд ва уни эллиптик типдаги тенгламаларни

Wb хос §РШ ЯШ Н| ёрдамида ечиш
УЧУН та ва нихоят оддий Гаусс методи билан ечишда

та амал сарфланади. Шуни хам айтиш керакки, мазкур

u(0,X2  ) = u ( l,X 2 ) = u(x\ ,0) = u[x\ ,1) = 0.
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аппроксимация л аш да хосил буладиган айирмали системани ечимни 
куллаймиз.

10.4.1. Чебишев купхадларининг иккита масалага татбици. Ьи i 
5- ва 6 -бобларда

Г  (х) = 21_л cos (п arccos х) (4.1)

Чебишев куп\адлари билан танишган эдик. Бу купвдднинг бош ко* 
эффициенти 1 га тенг булиб, у [—1, 1] кесмада энг кам огунчи 
купхаддир. Ихтиёрий [а, Ь\ кесмаучун

t =  2x- a~b а < х < Ъ
о—а

алмаштириш воситасида (4.1) купхад куйидаги куринишга эга бу
лади:

Т [паМ {х) = c°s (« arccos ). (4 ,2,

Бу купхаднинг максимал огиши

шах
а<х<Ь ■ Я я

_  (Ъ-а)”

2̂ п~\

булиб, унинг илдизлари куйидагилардан иборат:

а+b , Ь—а (2к+Х)п , л л , . А , Iхк = — + — cosv 2 J ,к = й19...,п-\. (4.3)

Энди куйидаги масалани ечамиз: л: = 0 нукдада 1 кдйматни к̂ абул 
кдладиган купхддлар орасида [а, b] кесмада нолдан энг кам о гад и • 
ган я-даражали Рп(х) купхад топилсин. Равшанки, изланаётган кугцпд 
(4.2) купхаддан узгармас купаювчи билан фарк, кдлиши керак, 
яъни

Т*аМ(х\
= (4.4)Ц аМ(Щ

Биз кейинчалик 7 je,4 (0) *  0 деб кдраймиз.
Агар 7̂ а,А,(0) = 0 булса, у холда к^ралаётган масала даражасиамиц 

п булган купхддлар синфида ечимга эга эмас. Масалан, биринчи 
даражали купхад Р х(х) = ах + 1 учун

шах Л (х ) =  а +1 
-]<*<11 1

ва у а = 0 булганда минимумга эришади. Аммо бу холда Р {(х) би
ринчи даражали купхад булмай кдлади.

Агар Ь >  а >  0 булса, (4.2) ва (4.4) лардан куйидагини хосил 
кдламиз:
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2x —a—b

бунда

)иди

Рп(х) =  Рп cos\п arccos ^

Р„ = (cos (п arccos — - 
\ V а-Ъ

а а

Вслгилаш киритсак,
/

Р cos п arccos
V V V Роу У

кМ

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

у к  ил .«раде. 
Куйидаги

шшЩм Й Н Я Ш Н =

(4.9)

й й ииятлар щ щ |р я1 ЩШ&Ш Й Ш  Я Н Ш Ш В  Щ Ш И й р  РЩ Х  ЩШШШ 
»канлиги наярйк
■ Агар, да. ц Ш Уйу деб ММЙб 'РИЯ»

Z -Ро
Ро \/ ро Ро

Оулиб; бунда рй‘ш ш г M -ffimm* щ Л ш а ш т  «ййеюц

Z  —

z  +

Ш Ж  ^ щ т ,  ± л
't f f  " ыщ * 

' л
« н

ju ip H H ^ iM lp ttrtlia i By :»§(Д|аЛрни (4.9) га к^йсак, (4.8) куйи1- 
лпги руринишга эва Мйийём

м  =* iH W  + - g * t - * ( - 1)” ,\+р2"

Оундаiw e'< l -  Щ ш М • Шундай кдлиб, х = 0 нук;тада1 к;ий- 
матниШ;абул диладиган кущддлф орасида [а, Ъ] кесмада н6ЛДай1ш  
ким 6¥ад1®йй[ к^риништа эга:’

Щ ^ ^ г1 ШЩ т ННШЩ
2х—а—Ь 

Ь -а

11 -  М. Исроилов 61



бунда

2 р "  1  - V ?  с  Л - а ,  п ч

,' - ‘ S ? r 'P = 5 t ' 4 * r <4>a>0)' (4’1

Бу купхаднинг илдизлари (4.3) формула билан топилади.
Энди иккинчи маеалага утамиз. Ушбу

Ц& =ffr ' Щ  f ..ч Л  (4.12)

к|1щад учун Ъ Щ Щ %параметрларни шундай танлаш керакки,

—  Ш Н0</]<Я<у2 1

микдор узининг минимал кдйматига эришсин.
Кдралаётган купхад F n(0) = 1 шартни кдноатлантиради. Шунинг 

учун хам бу масала Чебишевнинг (4.10) кущади ёрдамида ечилади, 
(4.12) нинг илдизлари

\  =т~1,к  = 1,2,..,п
ушбу

рпт = т щ т

купхаднинг

2 Л -/ 1 -у 2 и  П arccos-------U—LA
7 2 - 7 1  у

(4.1

£  ■. ....„ (4.1
а  2 2 п

илдизлари билан устма-уст тушиши керак, бунда

Демак,

Ш  Н й  Г. У.
< 4 | , >

1( " * е р * е ж * в и й л 1* « ....„ (4,к>)к 2 2 2 п

деб олсак, у холда FJX) нинг нолдан огиши минимал булиб,

max \F„(X)\ = qn
У 1 < Я < У 2  1

булади, бунда qn микдор (4.15) тенгликлар билан аникданади.
Параметрларнинг (4.16) тенгликлар билан аникданадиган {т*1} 

тупламини оптимал дейиш табиийдир.
Шуни \ам таъкидлаш керакки, параметрларнинг туплп-

ми оптимал булиши учун гк ни (4.16) тенгликларда курсатилпш 
тартибда олиш шарт эмас. Бунинг учун | туплам  Чебипн'м
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кУнхадларй швдйздарининг Ш »  ЩШШШ  билан устма-уст туши-В" V / к-Л
ШИ етарлидир.

10.4.2. Чебишевнинг оптимал ошкор итерацион методи. Матрица
ми мусбат аникданган ва симметрик булган ушбу

К  A y = f

1С1[Гламалар системасини кдраймиз. Бу системани ошкор ностацио- 
марметод

В  (4.17)

Оилан ечамиз, бунда у0 берилган вектор. Бу ерда итерацион параметр- 
ларни оптимал равишда топиш масаласи тр т2, хп параметрларни 
)* хатоликнинг нормаси минимал буладиган кдлиб танлашдан 
иборат. Бундан кейин норма деганда векгорнинг учинчи нормасини 
!Шунамиз, яъни z = (zv z2, zm) нинг нормаси

z . ж

и Куйидаги теоремада (4.17) итерацион методни оптималлашти- 
риш масаласи келтирилган.

Теорема. Фараз цилайлик, А мусбат аницланган симметрик мат
рица булиб, Amin(̂ 4) > 0 ва XmaJA) унинг энг кичик ва энг катта хос 
Vонлари булсин. Бундан таигцари, итерациянинг сони п берилган булсин. 
У Холда (4.17) методлар орасидаги параметрлар куйидагича:

....... <4Л8)
Оуида

Т 2 О m tL  Е -
0 ^ in (Л)+Ятах (А) ’ ^  1+g ’ *  Лпах 00 ’ 

tk = cos( 2 Л  = 1» 2,..., п

танланган метод уп -  У хатоликнинг энг кичик щиматини таъ-
минлайди ва бу хатолик учун куйидагича бахо уринлидир:

H r  I \Уп- у\ ^ Ф ь - у1  (4.20)
бунда

Q  —  - I E ___  р  =  1 $  £  -  ^ m in (^ )  ( A 1 W4- С М  Щ Ш  (4.21)

И с б о т  и. Хатолик z,k-  Ук~У учун куйидаги тенгламага эга була-
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zk+l~zk
ЩМ

-  + Azk = 0 , & = 0 , l , . . . , « - l , z 0 = y 0- y . (4.22

Бу тенгламадан zk (к = 1, 2, л) учун куйидаги ифода келиб*к
чщади:

zA= { E - t kA ) ( E - tk_{A )...(E-\A )z„  

бундан к -  п булганда
z  — Т  zп и 0

ни досил кдламиз, бунда

Т  =  СЕ  -  tnA ) ( E - tn XA ) .. .(E - t {A). (4.2.1)

Теорема шартига кура А симметрик матрица. Шунинг учун \ам 
Г  матрица симметрикдир ва унинг нормаси спектрал радиусга теш 
булиб (3-бобга к;.), куйидаги тенгсизлик эдэинлидир:

<4-24)

бунда # сон Тп матрицанинг модули буйича энг катта хос сон иди р, 
Маълумки, (4.24) ба̂ они яхшилаб булмайди, яъни шундай ^ вектор 
топиладики, унинг учун (4.24) да тенглик белгиси олинади.

Теоремани исботлаш учун т,, г2, хп ларни шундай танлаш 
керакки, & минимумга эришеин.

Фараз кдлайлик, Хк (к =1, 2, ..., т )  сонлар А матрицанинг хос 
сонлари булсин. Умумийликка зиён етказмасдан

0 < 1 (А) = Х .<к<  . . . < Х = Х  (А)mm4 - ' 1 2  т max'- J

деб олишимиз мумкин. (4.23) га кура

' ' 1 йк<,т'

Равшанки,

бунда
|#|< max |R(A)L

înin

^ ( Я )  = (1 -т1Я)(1-т2Я)...(1 -г/|Я).

Шундай кдлиб, биз юкррида курилган ушбу

min max и* {Я  я
Г, ,Т2 (/1)<Я<Ятах (А)

минимакс масалага келдик. Равшанки, r k лар учун юкррида \оеи, 
кдлинган (4.16) формула (4.18), (4.19) формулалар билан устмп
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уст тушади. Параметрларнинг танланган кдоймати учун огишнинг 
МИКДОри Щ = qn, бунда qn (4.21) формула билан аник^анади. Теоре- 
мп исботланди.

Параметрлари тл(4.18), (4.19) формулалар билан аник^анган (4.17) 
Итерацион метод Чебишевнинг ошкор итерацион методи дейилади.

Татбикугарда купинча шундай масалалар учрайдики, уларда А 
МйТрица ёмон шартланган булиб, Ятах (А) / Amin (А) нисбат каттадир. 
1»у \олдар бирга якдн булиб, итерация секин якднлашади. Берил- 
ИН( е аник*ликка эришиш учун (4.17) итерациянинг сонини \исоб- 
лиймиз. (4.20) баходан q< е булганда

Уп - у \\< £ \\у о - у

ми \осил кдламиз, бунда qn микдор (4.21) буйича аникданади. Шун- 
дай кдлиб, биз

1+р2" 2 —- — > —
Р  £

теигсизликка эга буламиз. Буни t = р~п га нисбатан ечсак,

1 + VI -  е2
______ —  >

р «
келиб чикдди. Охирги тенгсизлик бажарилиши учун 1 /рп > 2/s, яъни

1п(2 / е)П>П0(8)Щ--------
1п(1/р)

Д сб олиш кифоядир.
Энг ёмон холда, яъни £ = Лт.п(А)/Лтах(А) кичик булганда куйида-

I ига эга буламиз:

Р V1-V? )

мл (4.24) дан итерация сони учун ушбу такрибий кдйматни хосил 
КИЛ&миз:

.4  1п(2/е)
■

Шундай кдлиб, кичик£ учун Чебишевнинг ошкор итерацион 
мЦоди € аниьушкка эришиш учун ^(е) = 0(1 / л/е) микдордаги ите- 
рпцияни талаб кдлади. Бу методнинг

Ук+\-Ук~ + Аук = /  (4.25)
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оддий итерацион методдан устунлиги х&м шундадир, чунки (4.25) 
метод учун nQ(s) = 0(1/4) (к-[45]., 97-6.).

Назарий жихдтдан тк параметрларни ихтиёрий тартибда ишлатиш 
мумкин. Масалан, улардан (4.16) да курсатилган тартибда ёки fee- 
кари тартибда фойдаланиш мумкин, яъни

Лекин бу методни амалда куллаганда параметрларни куллаш тар * 
тибининг методнинг сонли тургунлигига мух>им равишда таъсир 
кдлиши аншдганган. Ш у маълум булганки, параметрлар ихтиёрий 
тартибда ишлатилса, хисоблаш хатолиги йул куйиб булмайди гаи 
даражада усиб боради. Гап шундаки, бу метод, умуман айтганда, 
итерациядан итерацияга угганда хатоликнинг монотон камайишиш 
кафолат бермайди. Хатолик тенгламаси (4.22) ни куйидагича ёзамит

Итерациядан итерацияга утиш оператори Е —тк+1А нинг нормаси 
бир неча кушни итерацияларда бир дан катта булиши мумкин, бу 
эса хатоликнинг усишига олиб келади. Баъзан хисоблаш хатолиги 
шунчалик усиб борадики, натижада ЭХМ нинг арифметик курил- 
масида тулиб-тошиш пайдо булади.

Хозирги вак,тда алгоритм асосида хк итерацион параметрларни 
шундай тартиблаш мумкинки, натижада (4.17) итерацион метод 
тургун булади. Бу алгоритмнинг муфассал баёни [43] да келтирил- 
ган.

Э с л а т м а .  Купинча А матрицанинг минимал ва максимал хос сонлири 
hmin(A) а̂мда Атах(Д) маълум булмай, балки уларнинг чегаралари маълум булади'.

деб олсак, у >рлда теореманинг хулосаси уринлилигича колади, яъни хатоли* 
учун ушбу ба̂ о уринли булади:

-  w y%

Бундай ^олда, агар

1+Ро;%

( 4 . 2 ( 0

бунда
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(4 .2 8 )

Шундай кдлиб, Чебишевнинг итерацион методини муайян генг- 
Дималар системасига куллаш учун куйидагиларни бажариш керак:

1) А матрицанинг симметриклигига ишонч хрсил к,илиш (ёки 
всрилган матрица уз-узига кушма операторнинг матрицаси эканли-
111 ии исботлаш);

2) А матрица спсктрининг у1 ва у2 чегараларини аникдаш;
3) (4.26) формула билан топилган тк итерацион параметрларни 

шундай тартиблаш керакки, натижада метод тургун булсин.
10.4.3. Чебишев итерацион методининг модел масалага татбици.

11уассон тенгламаси учун чегараси /булган бирлик G ={0<xr  х2<1} 
Аиадратда ушбу Дирихле масаласини кдраймиз:

( )датдагидек, щ орк;али ички нук̂ талар тупламини ва R  оркдли 
чегаравий нукталар тупламини белгилаймиз.

Дифференциал масалани айирмали масала билан алмаштириш 
ни Гижасида ушбу системага келамиз:

Бу мисолда математик физиканинг куп улчовли масалаларини 
ипнроксимациялашда х,осил буладиган тенгламалар системасининг 
Карактерли хусусиятлари яккол куринади. Бундай системаларнинг 
матрицаси говори тартиблилиги, нол элементларининг жуда купли-
I и ва хос сонларининг катта сочилиши билан характерланади.

Хак^^атан ^ам, (4.29) системанинг тартиби Gh тур нукталари- 
иинг сони билан устма-уст тушади ва (N— I) 2 га тенг. Одатда, h = 0,01 
дсболинади. Бухрлда системанинг тартиби 9801 ~  104 га тенг булади.

Системанинг х,ар бир тенгламасида бештадан ортик, булмаган нол
дан фарк,ли коэффициентлар бор. Демак, нолдан фаркди элемент- 
лар сонининг барча элементлар сонига нисбати 5/(N— 1)2=0(/г2) дан 
оИ кйди.

и(х) = 0,х = (xt,x2) еЛ. 

(/сохада h кддамли квадрат тур киритамиз, яъни

У 1 -и Г 2Уу+У1+и  У ц +\ -2У у+У и -\  j *  f  

h2 h2 V’ 
У ш =У м =^У ы =У ц  = 0 , i , j  = l,2 ,..,N -\ .

(4.29)
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Агар (4.29) системани Ay = /матрицали куринишда ёзсак, у Колли 
А матрица уз-узига кушма операторнинг матрицаси эканлигими ни 
унинг энг кичик ̂ амда энг катта хос сонлари

8 • 2 n h  8 2 л: hy jш— sin — ,У9 = — COS —- 
Л  h2 2  ’ / 2  2

формулалар билан аникданишини 10.3.2 да курган эдик.
Бундан

5» T i  2  n h  к  h г\/ 1 4 ч / т  /ч\

*  " Я Ч й  ,

ЩШШ Д©МШК* i  Щ$Ш ШЩШ. Щ Я -Я 1  |Я#вШ Ш А Ш гр  и ни-
си ёмон шартланган.

Биз (4.28) системани (4.17), (4.28) Чебишев итерацион методи 
билан ечамиз. Навбатдаги итерация y(k+l) = { y f+x)} ^  ни хисоблаш 
ни куйидагича ташкил этамиз:

Аввал маълум у™ яьдинлашишлар буйича

бошанишсизликни хисоблаймиз, кейин y f +X) ларни

формулалар билан хисоблаймиз. Шу билан бирга

уТ ])= / ш Х) = ^ У о Г = У т Х)= ^  =

Итерацион метод як^инлашишининг тезлиги

- i f f  1V у 2 2 2

параметр билан аникданади.
Дастлабки хатолик 1/е марта камайиши учун керак булган итс* 

рациянинг сони п ни ба^олаймиз. Биз (4.27) тенгсизлик ва (4.28) 
ифодадан qn учун куйидаги батога эга буламиз:

■ 'fFt '~ 1̂ , ~j§.

Ш унинг 2Рп < 8 , яъни
П>Пг, (я) = In — / In i Лу 

£  p

булишини талаб кдлиш керак. Кичик h лар учун

1пА«2л/ё* «7Г h 
Р
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иифибий тенгликлар бажарилади. Демак,

Бундан шундай хулосага келамиз: эллиптик типдаги дифферен
циал тенгламани аппроксимацияловчи айирмали масалани Чебишев 
ИГсрацирн методи билан ечишда е аник^икка эришиш учун лозим 
булган итерациянинг сони п0(е) нинг микдори О (Л-1) булади.

Агар бу системани оддий итерация ёки Зейдел методи билан 
гчсак, п0(е) = 0(/г2) булар эди.

10.4.4. Чебишев итерацион методининг эллиптик тип тенгламани 
ймнроксимацияловчи айирмали тенгламага татбикда. Чебишев итера- 
ИИОН методини умумий эллиптик типдаги дифференциал тенглама- 
I и кУллаш схемаси юкррида модел масалада курганимиздек булади, 
йммо бу ерда, одатда, спекгрнинг чегаралари олдингидек аналитик 
формада топилмайди. Шунинг учун хам спектр учун у ёки бу бахо- 
мирдан фойдаланилади.

Энди биз G =  {0 < х,< /,, 0 <х2< /2} тугри туртбурчакда ушбу 
Млиптик типдаги

Тенгламани аппроксимация цилиш масаласини к;араймиз. Тугри 
1 Уртбурчак G нинг /"чегарасида

шарт берилган булсин.
Фараз кдлайлик, барча (х1,х2)Еб !учун ушбу тенгсизликлар ба- 

■йрилсин:

0 < d< q(xl9x2) < d2.

t Gсохада x{ ва x2 йуналишлар буйича кддамлари А, ва И2 булган 
(ih турни к;араймиз:

д(хх ,х2)и = / ( * , ,  х2) (4.30)

и(х{,х2) = w(x,,x2), ( х ^ 2)е Г (4.31)

o<c{ <kpcv$g<cm

0 <С12< к2(хг х2)< С 22, (4.32)

*i(,) =  г\ , x\j) =  jh 2, Щ =  (х,(,), x[J)\

h\N\ = h > K N2 = l21 У if = y(xij )> 

i  = 0,1,...,AT,, j  =  0,1,...,N2.

Энди ушбу белгилашларни киритамиз:
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Ни^оят, Гк оркдли G * соханинг чегарасини белгилаймиз.
Юкрридаги (4.30), (4.31) дифференциал масалани иккинчи тар

тибли аппроксимацияга эга булган ушбу айирмали схема билан ал- 
маиггирамиз:

(4.3!

Бу ерда

Щщ |oi4, Щ + " Ч Щ р = -f j *
i = l ,2,...,Nx-\, j^\,2,...,N 2̂ \, 

y,j = fU  агар X..e r h булса. (О

d4 =fe*
aUj = 0,5(£, (х\1), x[J}) + k2 (x(y l>,x(2j) )),

a 2 j j  =  0 > 4 ' >)  +  k 2 ) ) '

Энди (4.33), (4.34) айирмали масалани

Лу- f  (4.35)
оператор тенглама куринишида ёзиб оламиз, бунда А — уз-узиi и 
кушма оператор. Бу оператор хос сонлари нинг Щ ва у2 чегараларипи 
анйкдаймиз.

Аввало, шуни таъкидлаш йШймки, й .33) тенгламани мос ра
вишда узгартириб, х.еГА учун у = 0 деб олишимиз мумкин. Шундай 
кцлиб, (4.33) ва (4.34) ларга тенг кучли булган ушбу

I  Щ ~ 1,2,...,N2 -1, (4'36)

у0 = 0, агар х.е /; булса, (4.37)

тенгламалар системасига эга буламиз, бунда f i} микдорлар f  дам 
факрт чегара атрофида фарк, кдлиши мумкин. Энди турда анщла11• 
ган ва £  да нолга айланадиган функциялар фазоси f f h> ни царай* 
миз. Бу фазода скаляр купайтма ва норма куйидагича аник«ланади:

N i - l  N 2 -\

1=1 шй

Кейин /УА) фазода А операторни
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( А у ) „  -  -  (А х , ( я ,  &  y ) ) t j  H t f b *  ( « 2 А х2 +  Ч Й Э (AW)
i = l,2,...,Nx -1, у =1,2,...,7V2 -1  *

формулалар билан аникдаймиз. У холда (4.36), (4.37) айирмали схе
мами Я (Л) фазосида (4.35) оператор тенглама куринишида ёзиши- 
ми I мумкин.

Фараз кдпайлик, у, $ Е Я  булсин. Демак, бу функциялар (4.34) 
■ | 1  иравий шартларни, яъни

У  • = У м  ■ =  У -  —  У  м =  # • =  ■ = #• = $ - N = 0/ oj J N\j У ю У1N2 oj Ny ю uv2

(Имргларни к.аноатлантиради. Бундай функциялар учун куйидаги
' N\ -1  N 2 -1

■  -  £  £  | 4 н Л ы  ~ “■ Я и у З И  ■
Н ) | 4  -̂1̂ 2-1

t - i l  Цш §h “ Я -ь /Я -у  + T i  L  Щт (Д -  У,-и “? (4.39)F г=1 /=1 М у=1
- 1  W2 -1

/=1 7=1

йИниятларнинг бажарилишини осонлик билан куриш мумкин. Шунга 
уншаш

yVj-l^-l

' Ш РМ (4.40)
/=1 |=.l

Энди (4.39), (4.40) лардан фойдаланиб, (Ау, &) скаляр купайт- 
Miii учун ушбу айниятни хосил кдламиз:

N\ N 2 ~  1

, (Лу,г>)-=2Л X
Р  4 • 4 Р '  (4.41)

*1-1 *2 / \ / « <ч \ *|-1 *2_1

■ N r  * §  * § w "-

Бу ерда у  ва # ларнинг уринларини алмаштириб, барча у, & Е :Н  
учун (Ау, 9 )  щ (у,А)& ли гига ишонч косил к,иламиз. Демак,: (4.33) 
на (4.34) айирмали схемага уз-узига кушма А оператор мос келади. 
’•)нди (4.41) эдйнвятда # ц Й Ц . куйидагини ^осил кдгсамиз:

11-as щ
У Ч - * 1 -

\
LL +

V h\ J  ̂ h\ у
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*, *2-1 г Л2 

м ■ >1 " Ч \ ^ л
*i -I /V, / ч 2 *1-1 *?.-!

+
(4.421

(Л у ,у )  = 2  а /=1 у-1
. й  ,

+ I  \ ^ Ы -  + 1 / ^ 1  й2ш ,
I  I 7-1 у V 2 у  1-1 Р  7 у 

Энди ушбу
(Лу)? “ -С ДчА^^ггСАчД*^-,- •' • ]

о
вектор учун (4.42) дан курамизки, ( А у , у )  скаляр купайтма куйи
даги га тенг:

*1 *2“* Ш \2 *1~1 *2 / \2

/=| i= i h
Уи~ШШ

Ш  j = 1 V ^2

Биз 10.3.2 да А операторнинг спектри учун куйидаги формула 
ни хосил кдлган эдик:

Хк ш Щ к ф * А &  А ,
к'кг ш. щ И щ  *

Бундан эса куйидагилар келиб чдак&аи:
е / л\ 4 - 2  я  А. , 4 - 2  як уS = А - (А) т —s in —r  + — sm —г-,

min ft2 Ч  л2 2/2

4 ___2 4 2 Tth2
i r +^ os J/f Z/1 Ц 2

Демак, (Л у, у) учун куйидаги тенгсизликлар уринлидир:

~& (А у%у ) % к Ш .  (4.4.1)

Зййк. (4.32) шарглардан фейдаланиб, (4.42) дан куйидаги ба\о- 
яарга эга балами®

/}1= C ^ J, J32«q + Q . (4-44)

Охирги (4.43) ва (4.44) тенгсизликлардан

ух \\y\f < (А у ,у )< у 2\\у

У\ ~ Р\& d\9 у2 = + d-2 
ларни хосил кдламиз.
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Шундай кдлиб, биз у1 ва у2 ларни топдик. Буларга кура (4.26) 
Пии т,к итерацион параметрларни аникдаймиз ва (4.27), (4.28) фор- 
МУ'шлар буйича хатоликни бахолашимиз мумкин.

Шуни таъкидлашимиз керакки, (4.33), (4.34) айирмали масала- 
МИ (4.36), (4.37) айирмали масалага келтиришимизнинг сабаб\\А 
ИМ4раторни аникдаш ва спектрини бахолаш эди. Итерация пара- 
Ш* грлари хк лар аникдангандан кейин итерацияни бевосита (4.33), 
Н )4) схема учун олиб бориш мумкин. Аввало,

' f  = ® 

f Н Ц 5 “ 1

fli н‘Ланйшсизлик хисобланади, кейин навбатдаги як^нлашиш 

Юиилади. Чегаравий шартлар (4.34) буйича аникданади:

V(A+1) = и  X Е  ГЩ /V ЛУ *  Х|Г

10.5-§. ПАРАБОЛИК ТЕНГЛАМАЛАР У ЧУ Н  
АЙИРМАЛИ СХЕМАЛАР

; Бу бандда параболик тенгламаларни тур усули билан ечишда ке- 
/1И(1 чикддиган айирмали схемаларни куриш ва уни текшириш би- 
ii 11 йшутулланамиз.

10.5.1. Икки к;атламли айирмали схема. Фараз к;илайлик, 
В  ■ {0 <х < /, 0 < /< Т }  сохада ушбу

. 2
ди д и г ,  м. £№шf  . .,(5.1)

Ми раболик тенгламанинг (иссик^ик утказувчанлик тенгламасининг)

и(х, 0) = uQ(x) (5.2)
Жктлабки шарт ва

и(0,ф = nx(t\ u(l) =f fx2{t) (5.3)

чегаравий шартларни кдноатлантирадиган u(x,f) ечимини топиш та- 
/1|б| кдлинсин. Бу ерда и0(х), ju2(t) — берилган функциялар. 
Миълумки, (5.1)—(5.3) масаланинг ечими мавжуд ва ягона [53]. Ке
йт 1ги мулохазаларда u{x,t) барча керакли хосилаларга эга деб фараз 
Кмламиз.
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Айирмали схема куриш учуй 
G сохани х  ва / координаталмр 
буйича мос равишда h = 1/М пк 
г = Т / N  булган тугри бурчакли 
туртбурчак тур билан крплайми1 
(10-чизма). Кейин Gh,r = {(/Л, т к) А 
i  = О, М , к = 0 ,N } тур сонатин 
(i,k) =  (ih, гк) тугунларида аним 
ланган lf lh) функцияни кддирм 
миз, U(h) функция и функции* 
нинг Gh,z турдаги кдймати булач 

ди. Олдингилардек турда аникданган y(x,t) функция учун 
y f = y(xi9tk) белгилаш киритамиз.

О
Н fr * ----- i *------ *— *

X
10-чизма.

диЭнди (5.1) тенгламани аппроксимация кдлиш учун —  ва
хосилаларни (ih, кх) нук;тада

dt гЛ

ди
dt (ih9kz) (5.4.

ди
~dt (5.3)

сГи
дх4

к л к , к№НВ| ФЖл
(ih,kr) (5.6

такрибий формулалар билан алмаштирамиз. Айирмали масалани 
хосил кдлиш учун (5.4) билан (5.6) ни (5.1) тенгламадаги хосил# 
ларнинг урнига куямиз хамда (5.2) ва (5.3) дастлабки ва чегарапиП 
шартларни аппроксимация кдламиз. Натижада куйидаги айирмали 
масала хосил булади:

к+1 к к л к , к
Уг _  У1-1~2У1 +Ууf l , „ *

я h2 ^
(5.7)

Уо = Ум = к =

y°i =u0(xi) , i  = 09M.
(5.8)

Агар (5.6) да к  ни (к+1) га алмаштириб, натижасини \амлй
(5.4) ни (5.1) тенгламага куйсак, куйидаги айирмали масалага ЛИ 
буламиз:
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(5.9)
i  =  \ ,M - \ ,k  =  0 , jV -1 ;

Уо+' * | У  >4+' = ^ (W - * = 0, -1,
(5.10)

У,0 =м0(х;)’ г *0 ,М .

By ерда <р,* сифатида куйидаги ифодаларнинг бирортасики олиш 
Мумкин:

Шундай к^ишб, (5.1)—(5.3) параболик тенгламанинг аппрокси- 
мицияси сифатида биз (5.7), (5.8) ва (5.9), (5.10) айирмали тенгла- 
Мйларга эга булдик.

Бирор Lu  = /  дифференциал масаланинг (x ,,ft) тугунда 
I н (w(/,) )= / *  айирмали масала билан алмаштиришда ипггирок этади-
I in Поллами андаза дейилади. Юкрридаги (5.8) ва (5.9) айирмали 
4ксмалар 11-чизмада курсатилган андазаларга мос келади.

°) . . .  ... «

Энди (5.7), (5.8) айирмали схеманинг аппроксимацияси тарти- 
Оиии аникдаймиз. Бунинг учун (5.7) га дифференциал масаланинг 
ниик ечимини куямиз. Равшанки,

О 0,к+1)

( i- l ,k + l)  (i+1 ,к+1)

о--- о--- о
0-1,к) о,к) 0 + 1 ,к) О 0 ,к)

11 -чизма. а — икки цатламли ошкор схема, 
б— икки цатламли соф ошкормас схема.

h2 д4и л ^ - I------- ,0 < г? < п.
12 1
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Шунинг учун хам

/о , 0 -  <рО, /) + 0(г + h2).

Агар <pf = f(ih ,kx) деб олсак, у холда (5.7), (5.8) айирмали ми- 
сала аппроксимация хатолигининг тартиби 0(г + И1) булади, чункм 
дастлабки ва чегаравий шартлар аник, бажарилади. Шунга решат 
курсатиш мумкинки, (5.1)—(5.3) масаланинг (5.9), (5.10) айирмп* 
ли схема билан аппроксимациясининг тартиби 0(т + И2).

Шуни айтиш керакки, (5.7), (5.8) ва (5.9), (5.10) схемалир
(5.1)—(5.3) тенгламани бир хил хатолик билан аппроксимации 
кдлишеа х̂ м, улар уртасида катта фарк; бор. \акдк&тш хам, (5.7) 
дан куйидаги муносабат келиб чикдди:

y f( i = 0, М )  маълум булганидан бирин-кетин барча y]{i = 1, М  - I ) 
ва х.к. ни топиш мумкин. Шундай кдлиб, u{h) функцияларни (5.11) 
формула буйича ошкор равишда топиш мумкин. Шунинг учун \ам
(5.7), (5.9) схема ошкор дейилади.

Энди (5.8) тенгламани узгартириб, куйидагича ёзамиз:

Барча >>*(/ = 1 ,М -1) маълум булганида бу муносабатлар 
y f+l, / = 1, М  - 1 номаълумларга нисбатан чизшуш алгебраик те шли 
малар системасидан иборат. Шунинг учун хам (5.9), (5.10) cxcmii 
оигкормас дейилади. (5.12) системани куйидагича ёзиш мумкин:

(5.11)

/ =  1 ,2 ,..., М - 1 ,

Уо+1 = ((k + 1)т), укмХ = /4+ = А* 2 ((* +

(5.12)

Ау = Ь,

бунда у = {у^\...,укм\} — номаълумвектор,

(5.1 Ч
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А =

Ж р  
■ р-

т

' V
0 ... 0

т

~ 9 h2
т

~ ¥ " '
0

0 0 0 ...1+

0 0 0 . . .
т

2т
И2

О

О

1 +

г

И2
2т

И2

Ь векторнинг координаталари эса

к . —,пк+1 , Т  ,.к+1 • 1
У\ +Т(Р\ + ~  А*1 > J -  h h

J *, ** Щ ШН >

А матрица уч диагоналли булганлиги учун (5.13) системани \ш-  
iiiliu  методи билан ечиш мумкин.

Г Энди (5.7), (5.8) ва (5.9), (5.10) схемаларни уз ичига олган уму
мий схемани куриб чикдмиз. 

рУшбу

^ и\, ч = ̂ -ir\u(x + h,t) -  2u(x9t) + u(x -  h,t)]^2 L J

ОеяЭгилашни киритиб, куйидагини ^осил кдламиз:

лш
У[ ~ У 1 ___ А-.*+1 . П Ш Щ Ж , Шк= оАУ; + (1 -  а)Ду1 +<pf, к = 1,М -1. (5.14)

Бу схемада о е [0,1] узгармас сон вазн дейилади. Хусусий холда 
(5.14) дан а -  0 да (5.7) ва о = 1 да (5.9) келиб чикдди. (5.14), (5.8) 
схема вазний схема дейилади. Бу схема факдт <7 = 0 булгандагина 
ошкор булади; 0 < а < 1 булганда эса ошкормас булади. (5.9), (5.10)
схема боища ошкормас схемалардан фар к, кдлиш учун соф ошкор
мас схема дейилади. Агар о = у булса, биз куйидаги олти нуцтали 
симметрик схема деб аталувчи схемани х;осил кдламиз:

з + # ' Iш ш

12 -  М. Исроилов 177



( i- l,k + l)  ( i,k + l) ( i+ l,k + l)  Бу схема 12-чизмадши
олти нук̂ гали андаза буй и 
ча тузилади.

Энди (5.1)—(5.3) ди<|>- 
ференциал масалани (5.14) 
айирмали схема билан ап 
проксимация щлганда

(i-l,k) H I!  P + W  хосил буладиган хатолик
ни аниЩаймиз. Буниш 

12-чизма. учун (5.14) масалани in
ечимини у*ж u(x,,tk) + Z/ куринишда ёзамиз, бу ерда u(x,t) фуик 
ция (5.1), (5.3) дифференциал масаланинг аник, ечими. Хатолик 
учун куйидаги тенгламалар системасига эга буламиз:

к+1 к Zi -Z:— т  <jAzf+l + (1 -  cc)Az* + г* ,

z*+1 = z*+1 = 0, к = 0 ,tV -1 , z f  = 0, i  = OJrf.
(5.16)

Унг томонда ^атнашадиган /** турдаги функция куйидагига тенг

Гк = -  u(xi’tk+l)-u(xijk)
+ +  (1 ( 5 . 11)

Бу функция (5.1), (5.3) масала ечимидаги (5.14) схема аппрокси
мациясининг ^атолигадир. Бу хатолик тартибини аникдаш учун
(5.17) ифодада катнашадиган барча функцияларни (х^к+  г/2) нук,щ 
йтрофвда Тейлор каторига ёямиз:

ди
ж  dt

, т» 5?и 

дА|иЯВ 24 Й3
ди
~dt

+ 0(т2),
(xi, tk + r/2 )

Aul . V i l l i  +'&$М
\(xhtk + г )  \(xhtk +T/2) 2 dt

+0(r2) =
( x j J k + T / 2 )

d2u h2 д4и т  А ди 
дх 12 fa* 2 dt

+  0 ( т  2 + h 2).

(xif tk +T/2 l

Шунга ухшаш

Aw|
(xi§A

д2и h2 д*и г  А ди 
+  — — г - -А

дх12 12 дх4 2 dt
+ 0(т 2 +h2).

(xi,tk+T/2)
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Бу ифодаларни (5.17) га куйсак,

г,-
dt

д2и ' , 1 v А ди +  +  т (ст-  )Д
дхг dt

+ <pf + 0(r + h 2)
(xh tk + т/2)

ии хосил кдламиз. Энди
ди д и

= —  + /(-М )
*  дх2 J y  }

дан фойдалансак, у холда

ri =<Pi ~ f СМ*+т/2) + т а—  д— 
2 dt

+  0 ( т 2 + й 2)
(XfJk +V/2)

келиб чикдди. Демак, <pf = / ( х г-,4 + г/ 2 ) деб олсак, у холда 
Г/* = 0 (т + й2) , агар /  ̂0,5 булса ва r f  = 0 (т2 + й2) ? агар г = 0,5 булса. 

S ' Шундай кдлиб, (5.15) олти нук>тали симметрик схема |сг = 
учун i f  = 0(г2 + й2).

10.5.2. Икки цатламли айирмали схемаларнинг тургунлигини тек
шириш. Кулайлик учун куйидаги векторларни киритамиз:

Ml ~ (ft »ft ?***? ft ) ? И'! ~ (/̂ 2 9 А̂2 9 **** Л̂2 ) ■

Иршбу (х0,̂ ), (xptk) , ..., (х ^ )  тугунлар тупламини fc-кдтлам дей
миз, шунинг учун хам уь ва фк векторларни ин ва <рн функция
ларнинг к-к&.тламдаги ьдйматидек кдраш мумкин. Куйидаги норма- 
ларни киритамиз:

Ук =  max
0 <i<M

к
Уг 5 фк =  max

0<i<M w

ft! =  max
0<k<N

f t " J щ =  max
1 OZkZN

Т  а ъ р и ф. Айирмали схема С фазонинг турдаги нормасида туррун 
дейилади, агар й ва г га боклик, булмаган шундай узгармас с, сон 
топилиб, унинг учун

max
О <k<N Ук =  с f t +  шахО йк<ЫФк (5.18)

бахо уринли булса.
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Энди (5.7), (5.8) айирмали схеманинг тургунлигини текши ра- 
миз.

1-теорема. Агар х < h2/2 булса, у %олда (5.7), (5.8) айирмали 
схема С фазонинг турдаги нормасида тургундир.

И с б о т  и. (5.7) тенгламани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

i f 1 = (1 -  2 P )yf + p y u + р ум + тФ; ;

л
*+1 га ички (jLk  + 1) нук̂ ада эришилса, убунда р = г/А2. Агар max 

Холда

max У Я I  = шах 1(1 -  2p )y f + р у кы  + ру*+1 + т<р* <

< (1-2р)|^|| + 2р||я

Акс холда

Демак,

max .*+1
У1 < max /t+i

+ х я + т

/*2

р й й шах ш, , ш 2 ,

)<тах(||Д|,||Д2|).

Я +  Т (5.19)

Энди (5.7), (5.8) масаланинг ечимини

куринишда ёзиб оламиз, бунда & к (5.7), (5.8) масаланинг унг 
томони q>k= 0 булгандаги ечими, wk эса (5.7), (5.8) масаланинг 
чегаравий ва бошлангач шартлари нолга тенг булган ечими. (5.19) 
га кура 9 к учун куйидагини хосил кдламиз:

< max
с

Mi 9 М2 9 Ъ к < ...<
1

< max М, 9 е

Иккинчи томондан м^учун (5.19) га кура

Wк+1 < W + т \(р < Wл-1 +  Т <р + <рк+1 <

1=0 <PJ < Т  max
Ой JSN <PJ

бу ерда (к +  1) г  < Гдан фойдаландик. Шундай к>илиб, куйидагищ 
эга буламиз:
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Ук < Г + wk <

Л
< max ||м 11! Щрй II’ м + Т  max ¥

% 0<  j < N

<

<а
( I »max щ ? щ + max
К о< jpS

бунда с1=шах(1,7). Бу тенгсизлик барча к,0  < к < тУучун уринли, 
демак, айирмали схема С фазонинг турдаги нормаси учун тургун 
3|сан. Теорема исботланди.

г Т  аъ р и ф. Айирмали схема шартли равишда туррун дейилади, 
агар тур кддамлари г ва А орасида бирор муносабат уринли булганда 
у тургун булса. Агар тур к;адамлари г ва h орасида ихтиёрий муноса
батлар булганда хам айирмали схема тургун булса, у холда у шарт- 
сиз равишда тургун дейилади.

i- Юкрридаги теоремада тургунликни г < И2/2 шарт бажарилганда 
исботладик. Демак, (5.7), (5.8) схема шартли равишда тургун экан.
(5.7), (5.8) схема ошкор булганлиги учун хисоблаш жуда кулай. 
11авбатдагик;атламда ~ук+х вектор ошкор формулалар ёрдамида ол- 
динги к̂ атламда топилган у к вектор буйича хисобланади. Аммо бу 
ехсманинг шартли равишда тургунлиги г кддамни жуда кичик кдлиб 
олишга мажбур кдлади. Масалан, h = 0,01 булса, унда г < 0,0005 
О̂ либ, Т  -  1 да ечимни топиш учун камида 20 000 та к̂ атлам олиш 
керак. Бу эса жуда куп хисоблашларни талаб кдлади ва амалий иш- 
ларда ярамайди.

Энди (5.9), (5.10) ошкормас схеманинг тургунлигини текшира- 
миз.

2 -т е о р е м а. Ихтиёрий h ват цадамларда (5.9), (5.10) масаланинг 
ечими учун (5.18) ба%о уринлидир.

* И с б о т  и. Олдинги теореманинг исботидагига ухшаш (5.9) ифо- 
дани куйидагича ёзамиз:

yf+l + Р(-У-Х + 1 -  С 1 )= У ?+ т(рГ\ 1 < 1< М -\ ..к+1 Мй к +1 (5.20)

Кдймати модули билан Ук+\ га тенг булган y f+l ларнинг ора
сида i индекси энг кичик кдйматни к̂ абул кдладиганини оламиз. 
Агар i  -  0 ёки i = М  булса, у холда (5.19) нинг бажарилиши рав- 
Шан, Фараз кдлайлик, энди / ^ 0 ва / f- М  булсин, у холда |нинг
гаърифига кура иг >

Ж + Ж ва sign
ва
ш

У /
к+1 >

У /
к+1

Шунинг учун хам 
) = sign j;f+1. Демак,
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)k  +1 .к +1Л < t+1 . ( Л + 1 . Л ,.i + l ft+1 \
Л  + Р ( -У н -1 + 2J;/ -^-1  )

У/ + щ л+1 -  \ \ У к  + т ф к  + 1

Шундай кдлиб, барча h ва г  кддамларда (5.8), (5.9) схема учун 
(5.19) батога эга булдик. Исботнинг к;олган кдесми 1-теореманинг 
исботидек тугайди. Шундай к;илиб, (5.8), (5.9) схема шартсиз ра
вишда тургун экан.

Ошкормас схеманинг шуниси яхшики, вак̂ г буйича г кдцамни 
анча катта кдлиб олиш мумкин, аммо к;атламдан к;атламга утишда 
уч диагоналли тенгламалар системасини ечишга тугри келади. Бирок, 
бир улчовли \оя учун бу к^йинчилик тугдирмайди. Хусусий х;олда 
У к маълум булса, хайдаш усули билан О (М) та амал бажариб, у к. i 
векторни топиб олиш мумкин, яъни к;атламдан к,атламга ути шла 
арифметик амалларнинг сони такрибан ошкор схемадагидек булади. 
Бундан курамизки, амалда ошкормас схемани ишлатиш маъкулдир, 
чунки ЭХМ да хисобланганда машина вакдмни тежайди.

Энди (5.14) вазний схемани текширишга утамиз. Айирмали схе- 
малар назариясида матрица билан бу матрица яратадиган оператор- 
ни фарк̂ кдлишмайди. Бундан кейин биз хам шундай кдламиз. Би i
д орк,али (О,#,, & М1, 0) векторга (0, д # ,, д# *_,, 0) 
векторни мос куядиган операторни (матрицани) белгилаймиз. Агар 
д  = Д  Ш(рк = 0 деб олсак, у холда (5.14) айирмали схема куйида
ги куринишга эга булади:

y f+l -  у) rcrAyf+I + r( l-a )A y f
ёки

(Е  -тоА)ук+\ = (Е  + т (\ -а )А )у к, 

y f+l = (Е -та А )~ [(Е  + г (1 -а )А )у к.

Шундай кдлиб, (5.14) тенгламалар системаси
у к +1 =  Syb

куринишда ёзилади. Бунда кдтламдан к;атламга утиш матрицаси

S  = (E - rG A y \ E  + T ( l-c r))

дан иборатдир. Фараз кдлайлик, S  матрицанинг хос сонлари 
Ар Аз,..., кМ1 дан иборат булсин. .S’матрица симметрик булганлиги 
учун ||S||2 = max|̂| муносабат уринлидир. Энди у* ни S матрица
нинг хос фунвщиялари буйича Фурьенинг чекли кдторига ёямиз:

182



nnin
м - 1

w=0
Равшанки,

* • 7гшй 1Asm-----= —
,r д

4sin:

k2

s i o t S t E -  i s i o H i * + s in  * ” M  
/ / /

7 . тгш Тг л  . u n ih—  sin ——  = -v .s in

L Шундай кдлиб, А операторнинг хос сонлари = -  ~2 sin2 -~~ 

(П = 1, 2, М—1) га тенг. Демак, £  матрицанинг хос сонлари

л 1“т(1—<7 )$и Т Т 7  7
К  А» - т Ь $ г - " =1-и - 1

булади. Шунинг учун дам
М-1

= s  j& *  «  * 1 Р М 2  № 1 Ч п .И=1 ‘

в и д а н ' я ^ ш и ш й з . : Й ^ Щ И . ; | ? ч р 1 Ц|!#| тенг- 
сизлик бажарилиши керак. Демак, биз о ва т ларганисбатан шундай 
шартларни топишимиз керакки*

- I  м| & j
1+тст#я

гснгсизликлар уринли булсин. Агар г > 0 булса, у холда # ̂ >0 булган-
лиги учун юкоридаги тенгсизлик г $ п(\—2о) < 2 муносабат билан
тенг кучли булади. Агар сг > -  булса, охирги тенгсизлик барча г>0

1лар даун бажарилади. Агар Ф И ш  булса, у холла

(1 -2<т)та х# и 2(1-2<г) (5.21)

булиши керак.
Р Шундай к;илиб, (5.14), (5.8) айирмали схема дастлабки маълу- 

мотларга^йвебат®* тЕур'рм яю йнг етарли шартларини урнатдик. 
Жумладет* Ш  М ш-М pi = о Sfaca, у холда о > &  булганда (5.14),
(5.8) айирмали схема шартсиз равишда тургун булиб, <т с -  булган
да (5.14), (5.8) схема (5.21) шарт бажарилганда тургун, яъни шартли 
равишда тургун булади.
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Агар дифференциал оператор ёки чегаравий шартлар биз кдрапи i
(5.1)—(5.3) чегаравий масалага нисбатан мураккаб булса, у |рлда 
айирмали масала хам мураккаб булади ва унинг тургунлигини мак 
симум принципи ёки Фурье методи билан текшириш маълум к,и 
йинчиликлар тувдиради ёки умуман мумкин булмайди. Бундай холда 
энергетик бахрлар методищн фойдаланилади.

Юкрридагидек Ук орк;али uh нинг fc-кдтламдаги кдйматини бел- 
гилаймиз, яъни ук = (0, у?*..., укм_х, 0). Яна ушбу

уЯ  = -
А+1_\)к (5.22)

белгилашни киритамиз. Бунда биз куйидаги тенгликларни хосил 
кдламиз:

ук+\ = \ ( у ^ + у к )  +  ̂ у к ,  ук  ^ i ^ y k + 1 + y k ^ - L y k . (5.23)

Энди векторлар учун w\ (11-бобга к,.) фазонинг турдаги скаляр 
купайтмаси ва нормасини киритамиз:

М-1

(Р, w) = Z  fl&jWj, & » (& , &), 
i=1

М- 1

&
1 1=0

Равшанки, (5.14) тенгламани куйидаги куринишда ёзиш мумкии:
ук =сгАук+\ + (1-с г)Д у* +фк.

Бу тенгламани (5.22) ва (5.23) тенгликлар асосида куйидагича ёзиб 
оламиз:

уf  =  -  д ( +  у  ̂  +  г  (&  -  Щ 5) Ау* +  ф * .

Охирги тенгликнинг хар иккала томонини %tyf = 2(j?*+i -  ук j 
вектор билан скаляр купайтирамиз. Натижада куйидаги хосил бу
лади:

ц2

Ушбу

® И Й Н 1 =  (■4  ш + у к )  ’ ^ * +1 ~  у к ) +

+ 2 г 2 (ст - 0 , 5 ) ( А ^ , у?  ) +  2[ук ,ф к  j .

М-1 м

^ h - ^ ^ b i =aMbM-alb0+ 'Z h -^ ^ -a ,  /=1 П 2=1 п

(5 .2<
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Q A
К.ИСМИЙ йигиш формуласида a, = 3|~жЖ., ft. =  9 .  деб ва bn= dn= 0,
by* Ьм= 0 тенгликларни и̂собга олиб,

M-1 м-\
Л-Л. ' 2

ии \осил кдламиз. Энди Д операторнинг симметриклигидан фойда-
ланиб,

( Д Я+1 +  j ; * ), - р * )  =  ( Др*+1, y * + i ) - ( Д р * , у * ) Я-

тенгликка эга буламиз. Охирги иккита муносабатдан фойдаланиб, 
(5.24) ни куйидагича ёзиб оламиз:

2т У< + у к н + 2 т2(<т -0 ,5 ) у* + 2г.(^ ,ф*). (5.25)

Бу тенглик w2 фазонинг турдаги нормаси буйича энергетик ай- 
Ният дейилади.

Энди ушбу
ab\ < еа2 +^— 

4 е

i  тенгсизликда а = 
ма учун куйидаги

yf , b = фк деб олиб, (ур9фЛ скаляр купайт-

у", Фк <£ 2 1 +—  
4s

(рк

тенгсизликни хосил кдламиз. Бунинг натижасида (4.25) дан куйида
ги бахо хосил булади:

2т (1-е) уf  +т(<7 -0 ,5 ) yf + }к+1 < Ук +
2е

(р к (5.26)

Хозиргача г ихтиёрий сон эди, энди 0 < е < 1 деб оламиз. У холда 
а £ 0,5 шарт бажарилганда катта к;авслар ичидаги ифода манфий 
б̂ лмайди. Шунинг учун хам (5.26) дан ушбу

у м < Ук
z г

+ ----
1 2е

(рк (5.27)

бахо келиб чикдци.
Курсатиш мумкинки, о < 0,5 булганда (5.27) бахо уринли були

ши учун
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масаланинг ечими булади. Агар к̂ аралаётган масала тургун булса, у 
холда (5.27) ба̂ о уринли булади. Бундан эса

Аг-1 N - 1

Г ш М г Я Я Е/=о у= о
гу

—* ™
келиб чщади. Шундай кдлиб, m,ax z j якднлашиш тезлиги 0(r + /г 

булади, агар а 0,5 булса ва 0(г2+ И1) булади, агар о = 0,5 булсп.

2  ̂ т lb < — max г  у
2е 05j < N - 11!

Маш к;. Ушбу

тенгламанинг куиидаги

ди
dt

д2и 

дх2
= 2х

и(х, 0) = л:(1— х) (0 < х  < 1),

ы(0, t) ш 0, и( 1 , 0 = 1  ( 0 < t < T )

бошлангич ва чегаравий шартларни к;аноатлантирадиган такрибий ечими то 
пилсин д;амда натижа u (x ,t) -x (\ —x + t)  аник, ечим билан солиштирилсин.

10.5.4. Айирмали схема куришнинг баланс методи. Иссикдик утка 
зувчанлик, диффузия, тебраниш ва ш.к. турли хил физик жарасн 
лар иссикдик, масса, харакат микдори, энергия ва х к. сакданиш- 
нинг интеграл формадаги конунлари билан тавсифланади. Матема
тик физиканинг дифференциал тенгламаларини чикаришда кичик 
хажм учун сакданиш крнунини ифодштовчи муайян интеграл муно- 
сабатдан (баланс тенглашсидан).и11ши бощлашада. Тенгламада кд|- 
нашадиган функцияларнййг барча.керакли хрсйлаларини мавжул 
деб фараз кдлиб ва баланс тенгяж^рЛШИ^^шжщнйГ.НШЙЙ интил- 
тириб, дифференциал тенглама хоеил кдиинад® ЧеШй'&Якрмали 
методнинг физик маъноси шундан иборатки, бщ|Шршизму\ит- 
дан унинг кдндайдир дискрет моделига Утамиз. Табиийки, бундай 
Зли шла физик жараёининг асосий хоссалари сакданишшШ талаО 
кдтиш керак. Бундай хоссалар кдторида, биринчи навбаирр, сакда- 
ниш крнунлари турам. Тур сосала сак̂ наниш щрнунларши ифода- 
Лайдиган айирмали ехемаяар консерватив схшшлар дейилади. Кои- 
серватив айирмали схемаларнй ?̂ >сил 1дилиш учун тур сохада эле- 
ментар хажм учун ёзилган баланс тенгламалар ид а кдтнашадигап 
интегралларни щ хОсилаларни т;ифибий айирмали ифодалари билан 
алмаштириш керак. Консерватив айирмали схемаларни хосил кдлиш- 
нинг бундай уеули баланс методи ёки интеграл-интерполяцион мс- 
тод дейилади. Баланс методини куллашга мисол сифатида иссикдик 
утказувчанликнинг стационар тенгламаси учун биринчи чегаравий 
масалани крраймиз:

188



аЩ р(х)  ̂  j  -  q(x)u + f ( x )  =  О, О < х  < 1,

м(0) = ct, w(l) = Р,

(5.29)

(5.30)

Оуида р(х), q(x), f(x) лар етарлича силлик, функциялар булиб, 
/#( v)£/?0> 0, #(х)>0 шартларни кдноатлантиради, а ва/? эса берилган 
шнлар. Бу шартлар бажарилганда (5.29), (5.30) чегаравий масала 
mi она етарлича силлик, и(х) ечимга эга булади. Айирмали схема куриш 
учун [0, 1] кесмада мунтазам

(о = {х.= ih, i -  0,1,...,N , hN=  1}

ТУрни оламиз. Куйидаги

X J = X,. ± - ,  w(x) = р (х) —  и(х), W ! = W/±- 
2

/ ± -  
2

х. 1 г±—V 2 У

Ослгилашларни киритиб, (5.29) тенгламани 
мн геграллаймиз, натижада

X . ,х
1 2 / + 2

ораликда

х. 1 1+— х. 1 /+-

J + -

q(x)u{x)dx + J / (x)dx = 0 (5.31)
'~2

генглама хосил булиб, у X I  , X ! 

1 2 *+ 2

кесмада иссшдшкнинг баланс

юкгламасини аникдайди. Энди

х. 1 /+—

j  q(x)u(x)dx

1 2

х. 1 /+—

интегралниунинг щ J q(x)dx такрибий кдймати билан алмашти-
i

риб, куйидаги белгилашларни киритамиз:

х. 1 |+—

d = - J q(x)dx, ( P i= -  j  /  (x)dx.
x . 1 I— 

2
* 1 i—

(5.32)
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Натижада (5.31) тенглама

W. 1 -W .  1И—  I —  
2  2

h -  d ju i +  <р, = 0 (5.3’

куринишга эга булади. Энди w , ни и(х) нинг тур нукталаридат
/±

кдйматлари орк̂ али ифодалаймиз. Бунинг учун ^  ифодшн

кесмада интеграллаимиз, натижада

w(x)
JC/_1 Р(х)\ , I  

2
/?(х)

Хосил булади. Агар

т  =
Г щ \ 

dx
-1

1 Гh JЛ f  p(x) /—i

(5.3<

(5.35)

деб белгилаб олсак, (5.34) дан куйидаги такрибий тенгликларпи 
Хосил кдламиз:

ш u i u i—\
Cl; 1 . ' 1 , W

h
a Щ+1-Щ 

h

Бу ифодаларни (5.33) тенгламага куйиб, изланаётган функция- 
нинг x._v хр хт  ну^алардаги кдйматини уз ичига олган ушбу

_а м  i u i +1 ~ u i ) ~ a ,  ( щ  - ц ы ) ] - 4 {щ  + % =  0 (5.36)

айирмали тенгламага эга буламиз. (5.36) тенгламани a)h тур соха
нинг барча ички нукдалари, яъни / = 1, 2, N — 1 учун ёзсак, у 
Холда N +  1 та w0, uv uNномаълумли TV -1 тенгламалар система- 
сига эга буламиз. Иккита етмаган тенгламани (5.30) дастлабки шарт- 
дан хосил кдламиз:

и0=сс, uN= (3. (5.37)

Айирмали масаланинг ечимини дифференциал масаланинг ечи- 
мидан фарк; кдпиш учун уни у оркдли белгилаймиз, демак, у. = y(x)t 
x.E(oh. Энди (5.36) ва (5.37) тенгламаларни бирлаштириб, (5.29),
(5.30) чегаравий масала учун куйидаги айирмали схемага эга буламиз:

т Ш  (Ум- y i)~ a,(y, ~ Ум)] -  d-Ji+<Pi = о,

I  = 1,
Уо =«. т .  =Р-

(5.38)
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Бу системани хайдаш методи билан ечиш макрадга мувофик, булади. 
Вунинг учун (5.38) системани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

бунда

Чегаравий масаланинг коэффициентларига куйилган шартлар- 
дин а>  0 ва d.> 0 келиб чикдди, булардан эса С.> А.+ В. ни, яъни 
)у1Йдаш методининг тургунлик шартини хосил кдлдик. Демак, (5.38) 
ийирмали масала ягона ечимга эга ва бу ечимни хайдаш методи 
билан топиш мумкин.

' Энди (5.29) дифференциал тенгламани (5.38) айирмали тенг- 
ЛИМа билан алмаштирганда юзага келадиган аппроксимация хатоли- 
ГИНИ текширамиз. Бунинг учун (5.29) тенгламанинг чап томонини 
Lu(x) ва (5.38) тенгламанинг чап томонини ЩЦ оркдли белгилай- 
миз, яъни

Фараз кдлайлик, &(х) етарлича силлик; функция булиб, щ = &(х) 
у и инг o)h турдаги кдймати булсин. Энди

ба\о уринли эканлигини курсатамиз. Бунинг учун L h&. оператор тар- 
кибидаги &.±1 = &(х, ±  И) ни х. нук̂ га атрофида Тейлор кдторига ёямиз. 
Равшанки,

h Ы »  ш- т  :Си *  щ-

(5.39)

Дсмак,
gf+1+gf

2

Иккинчи томондан

Г>у муносабатлардан

- Ц Ш I f ■ *
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ни хОсил дйдамиз. (5.39) шарт бажарилиши учун

p'(xi)+o(h2), З а р . * '№ , ) + о (Л2), 

Щ = А х) *  Щ№% d. т  + Щ0*} 

тенгликлар уринли булиши керак.

(5.40)

(5.41)

Энди к(х) = 1, v деб белгилаймиз ва к(х) ни х 1 нук̂ а атрофи- 
р т

да Тейлор цаторига ёямиз, натижада

xi xi+1 

1 4  i  *(*)< & = ! J
Cl; П  4 7 U

+ •

xi- 1

1

j'

+ х  —  X , £ ' ,
/
х - х

\
1. 1 . £-- J 2 1

2 V J 2 \ ~2 У
k* A +

I---
2

X - X t—2 У

Y
k"\ + b(&4 )]<& ** j  + ^ r i 4-0(A3)

хосил булади. Демак,

at =p _ h2 kj-0,5
24 kt_Q 5

+ *4 ; 24. fc 
2

Шунга ухшаш

Булардан эса

■ ь * * ,' р д а ы

я Лч-L+ A -i
/+1 1 _  2 2

+ 0 (й2 )= /;,+ 0  (А2),

+ (1(Л2) = /ф |) + о(й»)

ja p jl эга 61ttWppi» Врсар эса (5.39)ш  исботлайди. (5.41) тенглик- 
ларнинг бажарилишини курсатиш кдйин эмас. Хакдкдтйн хам, dt на 
(/>. ни мос равишда q(x) ва /(х) билан алмаштириш (5.32) интег- 
рални урта тугунли тугри бурчакли туртбурчак формуласи билан 
хисоблашдан иборатдир. Маълумки, бундай формуланинг кдлдик, 
хади 0(h2)  (7-бобга к;.). Шундай кдлиб, биз (5.40), (5.41) тенглик- 
ларни ва шу билан бирга (5.39) бахони курсатдик. Бу эса щШ опера
тор Lu(x) ни (5.29), (5.30) масаланинг ечимида h га нисбатан ик
кинчи тартибли аппроксимация крлишини курсатади.

1-эслатма. (5.38) айирмали схемани амалда куллаш, унинг коэффициент 
ларини топиш учун (5.32) ва (5.35) интегралларни аник; хисоблаш шарт эмас,
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Кшффициентларни топиш учун О (И2) ёки бундан юкрри аникушкка эга булган 
Мшдратур формулалар билан такрибий хисоблаш мумкин. Масалан, (5.32) на

(1.35) интегралларга тугри т^ртбурчаклар формуласини кулласак, коэффициент-
(

ЛАР куйидагича топилади: </. = q{ x̂i ),cpi = /(x/)*# j =р 

Агар трапециялар формуласини кулласак,
И

, <?, • • <?,. I /,-!+/,+1
2P iP i-1 2 2 2 2

g ------- , 4  "  ---- i---- « Ь = ---- Г "P i+ P i+ l u  

лирни хосил киламиз.

|Курсатиш мумкинки, (5.38) айирмали масаланинг ечимлари кет- 
ма-кетлиги {ул(х)} А 0 да C(coh) турли фазода дастлабки (5.29),
(5.30) дифференциал масаланинг и(х) ечимига иккинчи тартиб би
лан як̂ инлашади, боищача кдлиб айтганда,

feb - и11с(Ш/1) = тах|Л (*,.)-м (*,.)| < Mh2 

ба\о уринли булади (к,.[28]).
2-эслатма. Баланс методини боища чегаравий масалалар учун х;ам к$ллаш 

мумкин. Бундан ташк̂ ари, р(х), q(x), f(x)  функциялар узилишга эга булган лол
ларда х;ам айирмали схеманинг як;инлашишини текшириш учун коэффициент- 
ларни (5.32) ва (5.35) интеграллар оркали ифодалаш катта ахамиятга эга.

10.5.5. Тежамкор айирмали схемалар. Фараз кдлайлик, чегараси 
Г  булган G = {0 < х 1? х2< 1} сохдца ушбу икки улчовли иссикдик 
Угказувчанлик тенгламасини ечиш талаб кдлинсин:

2 /*\2ди д и д и , \+ — x = (xl ,x2)eG,
дх\ дх2

u(x,t) = fi(x j\x  G Г ,0 < / < Г, (5.42)
и(х,0) = и0(х), Jc e G + f.

Бунинг учун вак;т ва фазо буйича куйидаги турларни киритамиз:

= { t k = к т , к  = 0 ,N - \ ,  N т = 1 } ,

Gh =  i x ij =  (x \i’x 2 j) ’x \i =  x 2j =  Jh> = 0 ,N , A/V = 1}.

Gh турнинг ички нук̂ талар туплами (/, j  = 1, 2, ..., N -1 ) ни QA 
орк,али ва Gh нинг чегарасини Th оркрли белгилаймиз.

Юкррида бир улчовли иссикдик утказувчанлик тенгламасини 
ечишда ошкор ва ошкормас схемаларни куллаган эдик. Бу ерда \ам 
йцундай схемаларни курамиз. Бунинг учун куйидаги белгилашларни 
киритамиз:
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п (5.4.1)

Щ Л = * * % Щ ф&

Щ  т^ 0 ^ Щ р !

Бу белгилашларда ошкор схема куйидагича ёзилади:

у* + '-у&уи__ уу
X ^  и 5 "У

.к+1

е ч ь Л  i s *

У(у ВмМ̂ рДШРМ ̂ (/  ̂ ® ®т ’ 

i f  = %(**•& ^  е Gh’ к = °.

ошкормас схема эса куйидагича ёзилади:

(5.44)

(5.45)

(5.46)

I У- +1~ УУ i
т

< ,к +1
%ecoh, | emr ,

Xif^Gh,k  = 0.
(5.47)

Дастлабки ва чегаравий шартлардан фойдаланиб, (5.46) айирма 
ли схеманинг ечими навбатдаги кдтламда

Уу+ = Уу + гАУи’ к = 0’ N  -1 , Щ е coh

ошкор формула ёрдамида топилади. Бу ошкор схеманинг устунлиги- 
дир. Аммо бу схеманинг мухим камчилиги унинг шартли равишда 
тургунлигидадир. Курсатиш мумкинки, (5.46) схема тургун були
ши учун г  буйича кдцам т < -  h2 шартни к;аноатлантириши керак 
[45, 46]. Агар h = 0,01 булса, у холда (4.42) тенгламанинг ечимини 
Г  = 1 да топиш учун N =  40 000 та кдцам бажарилиши зарур. Агар 
фазовий узгарувчилар xv xv ларнинг сонир та булса, у холда 
ошкор схема турБун булиши учун т < — h p тенгсизлик бажарили
ши керак. Шу сабабларга кура параболик тенгламаларни ечишда 
ошкор схема кам ишлатилади. Биз кейинги бандда курамизки, ги 
перболик тенглама учун ахвол бопщача булиб, ошкор схемада t = 0(A) 
булганда хам тургунлик сакданади.
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11 Энди ошкормас схемани куриб чикдйлик. (5.47) схемада г ва Л и и 
Киндай олсак хам у тургун булаверади. Бу схеманинг камчилиги 
шундан иборатки, дар бир вак,т кдтламида

4 +l -тАу*+1 = у*, х, е , U j  = l,2 ,...,iV -l,
'■ • Ж

У у  ~  H'ij ’ X ij  е  л н

тенгламалар системасини ечиш лозим. Бу системада щ г  номаълум- 
ларнинг сони (АГ-1)2 та. Агар бу системани Гаусс методи билан 
счадиган булсак, О(N6) та арифметик амал бажариш зарур. Ишнинг 
и на бир мушкул томони шундан иборатки, бундай системани Baigr- 
нинг хар бир кдтл амида ечиш лозим, бу эса хисоблаш ишини яна 
\ т  к$ттайтириб юборади.

Фазовий узгарувчиларнинг сони иккита ёки ундан куп булганда
(5.48) система матрицасининг куринишини хисобга олган холда сис
темани ечиш методларини куриш макрадга мувофивдир. Бу метод - 
ларнинг бири — Фурьенинг тез алмаштириши билан биз 10.3-§ да 
танишган эдик. Бу методлар куп улчовли масалаларни бир улчовли 
масалалар кетма-кетлигига келтириб ечишга асосланган. Бундай кел- 
тириш натижасида шундай айирмали методлар вужудга келадики, 
улар ошкор ва ошкормас схемаларнинг икки яхши хусусияги: абсо
лют тургунлик ва ечишнинг соддалигини узида мужассамлаштира- 
ди. Бу методлар эллигинчи йиллардан бошлаб хар хил номлар — 
рзгарувчан йуналишли методлар, парчаланиш методлари, каср цадам- 
ДЫ методлар, локал-бир улчовли методлар остида математик физика 
масалаларини ечишда кенг кулланила бошланди. Хозир бу методлар 
умумий тежамкор методлар номи билан аталади (тула маълумот 
учун к,. [28,46,47,56]).

Узгарувчан йуналишли метод. Биз хозир шу узгарувчан йуналиш
ли методлардан бири булган буйлама-кундаланг айирмали схема ёки 
Писмен-Рэчфорд схемаси деб аталувчи методни куриб чикдмиз.

Бу методда к-к;атламдан (к +  1) кдтламга утиш икки боск̂ ич- 
дан иборат. Биринчи боекдчда

К  . &  2: А  «д  v^-i-duy* х. е Q, (5.49)
0,5т и h

*4системадан орадаги у§ 2 кдйматлар аникданади. Иккинчи босьдичда
*4эса топилган уи 2 к̂ ийматлардан фойдаланиб,



системадан y£+l лар топилади. Бунда Д^.ва Д2у.. айирмали нисбатлар 
(5.43) ва (5.44) формулалар билан аникданади. (5.49) тенглама фа- 
к;ат х, узгарувчи буйича ошкормас булиб, (5.50) тенглама фак;ат л , 
узгарувчи буйича ошкормасдир. Шунинг учун хам бу (5.49) ни
(5.50) тенгламалар системалари аввал х, йуналиш буйича, кейин л, 
йуналиш буйича бир улчовли хайдаш методи ёрдамида ечилади. Мс 
тоднинг номи хам шундан келиб чюдан.

Бу системаларнинг ечиш алгоритмлари куйидагидан ибора i :
(5.49) системани

Бу системани /(/=  1, 2, ..., N —1) нинг хар бир белгилангап

кдйматларни билиш керак. Бунинг учун (5.50) тенгламадан (5.49) 
тенгламани айирамиз, натижада

у нинг хар бир белгиланган к^йматида (5.51) системани х, йуна
лиш буйича хайдаш методи билан ечганда 0(АО та арифметик амал

сини ечамиз. Бу тенгламалар системасини куйидагича ёзиб олами \

(5.51)

куринишда ёзиб оламиз, бунда

к*ийматида i узгарувчи буйича хайдаш методи билан ечамиз. Хайдаш
к+\: £+4методини куллаш учун y0 j2 ва yNj2 (j = 1, 2, ..., Л -1 ) чегаравий

хосил булади. Бу формула асосида у^ 2, у ^ 2 чегаравий ьдийматлар 
ни куйидагича топамиз:

к ,.к+1

у = 1,2,..,АГ-1.

бажарилади. Демак, барча у~+2 ни топиш учун 0(N2) та арифметик
амал бажарилади. 

кЛ
Барча у. 2 лар топилгандан кейин (5.50) тенгламалар система
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0,5 уу>+1г +(1 - y ) y f '  + 0 ,5y ykij\ x =~Ф ^  

у = r h 2~ ,Фу = y l+2 +0 ,5А т 2̂ +2.
(5 .52 )

К^риниб турибдики, хар бир белгиланган /(/ = 1, 2, ..., N - 1) 
учун бу системани j  узгарувчи буйича хайдаш методи билан ечиш 
мумкин. Бунда чегаравий шартлар (5.42) масала буйича

Куринишда аникданади; (5.42) системадан барча y j+l ларни топиш 
О(N2) та арифметик амални талаб кдлади.

Шундай кдлиб, маълум у» ларга кура y f^  ларни топиш узга- 
рувчан йуналишли метод буйича 0(Л̂ 2) та арифметик амални талаб 
Килади. Курсатиш мумкинки, буйлама-кундаланг метод абсолют 
туррун булиб, и(х, t) етарлича силлик, булса, аппроксимация тарти
би 0(г2 + И1) булади ва Ь2 нинг турдаги нормасида такрибий ечим 
иник,ечимга 0(г2+ И2) тезликда якднлашади (к.[46, 47J).

10.5.6. Узгарувчан коэффициентли иссик̂ лик утказувчанлик тенг
ламасини ечиш. Коэффициентлари узгарувчан булган куйидаги ис- 
Сйклик утказувчанлик тенгламаси учун биринчи чегаравий масала- 
м и ррайлик:

бундар(х, t), р(х, t),f(x , t) етарлича силлик, функциялар булиб,

шартларни кдноатлантирсин. Хар бир белгиланган / учун (x.,f) нук,-

айирмали нисбат билан аппроксимация кдламиз. Бунда a(x.,t) коэф- 
(|шциент баланс методидагидек иккинчи тартибли аппроксимация 
шартларини кэноатлантириши керак:

Я Г  ^ P P b fe J i Ч № М и 1

и (х ,0) = щ (x),u (0 ,t) = JU, (t ) ,u ( l,t) = jU2 (?), (5.53)

Cj > p(x, t) > C2> 0, p(x, t) > C3 > 0 (5.54)

(5.55)
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= p'(Xi,t) + o{h2). (5.56)

Баланс методида курганимиздек, a(x.,t) ни куйидаги

формулаларнинг бирортаси билан хисобласак, (5.56) муносабатлар 
уринли булади. Шундай кдлиб, (5.53) дифференциал тенгламага 
ушбу вазний айирмали масала мос келади:

Бунда t = tk+  0,5г ва о = 0,5 булса, у холда (5.57) схема аппрок
симациясининг хатолиги г= 0 ( г2+Л 2) булиб, сг^0,5 булган да 
г = 0(г + А2) булади. Шундай кдлиб, биз ошкормас схемага эга 
булдик. Бу системани ечиш учун хайдаш методини куллаш мумкин. 
Айирмали схеманинг тургунлигини текширишда, олдинги бандлар- 
да кдраганларимиздан ташк̂ ари, коэффициентларни музлатиш прип - 
ципи\ам ишлатилади. Бу принцип узгарувчан коэффициентли ма
салани узгармас коэффициентли масалага келтиради. Мисол учун 
(5.57) схемада а = 0 ва/(х, 0 = 0 деб олиб, куйидаги ошкор схема- 
ни кдраймиз:

Фараз кдлайлик, р (х, t), а(х., /) коэффициентлар узгармас 
булсин, яънир(х., t) = р = const, а(х., t) = а = const. У холда (5.58) 
тенгламани куйидагича ёзиш мумкин:

/ = 1,2,...,М-1,

у? = «о щ = а I  )У М = {h )•

(5.57)

И

а
{уЬ - 2 $ Щ Щ
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ски

У?+1~У? _ У?+1-2У?+У?-1 _ _ та — » 2 » 1 —
Tj  Ш P

1 U2Маълумки, бу ошкор схема т, < -  h булганда, яъни

(5.59)

булганда тургун булади.
Коэффициентларни музлатиш принципи шуни тасдикдайдики, 

игар барча Щва t = tk+ 0,5г лар учун

Tfl(*,-,0 < h_ 
p(Xj,t) ~  2

(5.60)

тенгсизлик бажарилса, у холда (5.58) схема тургун булади. Агар 
Й.2: а(х., t) > С2> 0, р (х , /)>С3> 0 муносабатлар маълум булса, у 
\олда

*2 2 Ci

бажарилганда (5.60) тенгсизлик уринли булади. (5.58) схеманинг 
тургунлигини кдтъий равишда асослашни [47] дан кдраш мумкин.

Агар а > 0,5 булса, у холда коэффициентларни музлатиш прин- 
ципидан (5.57) схеманинг абсолют тургунлиги келиб чик;ади.

10.5.7. Чизшуш булмаган иссшушк утказувчанлик тенгламасини 
ечиш. Куйидаги чегаравий масалани кдраймиз:

и ( х , 0 )  =  Uq ( x ) ,u (0 , t )  = щ = f i2 (/).
(5.61)

Одатда, чизю дт булмаган тенгламаларда р(и) функциянинг уз- 
гариш сохаси олдиндан маълум булмаса, ошкор схемалар ишлатил-
майди. ______

Соф ошкормас схема y*+l г/ = 1, М - 1J номаълумларга нисбатан 
ЧЙзшуш системани хам, чизшуга булмаган системани хам ташкил 
этиши мумкин. Ушбу схема

У1+1-У1 -  1 
г h

Jc + 1 к + 1 „ *  +  1 , , * + 1

а • ум  ~у‘ - а  ■ у‘
°м h а> h + f ( y ‘ ) (5.62)
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да Ч = U р(у1) + p (y lx)\\_Р[у1 ) + Р [у1 1 )J деб олсак, у \олда _у*+1(/т % М -1 ) но- 
маълумларга нисбатан чизшдш, абсолют тургун булиб, аппрокст 
мация хатолиги г  = 0(г + И2) булади. Бу системанинг ечими хайдаi 
методи билан топилади.

Купинча (5.53) тенглама учун ушбу

к+1 к 
У/ -У; 1 а

к +1 к+1 к+\\У1+\ ~У\
ш

/  \ ,Л+1 , Аг-ь! ,  ч

+ / ( у Г ) ,

аО П -
(5.63)

соф ошкормас схема ишлатилади. Бу схемани куллаш учун у ёки бу 
итерацион метод кулланилади. Масалан, итерацион жараённи куйи- 
дагича олиб боришимиз мумкин:

у\3+Х)- уЧ _  1 , ( S + l ) _ v (S+l) si
— НУ,” )

4U'5'+1)_V(S + 1)( S ) \ y i  У/-\ +/ ( Г ) .

(5.64)

бу ерда S — итерация номери. Бу итерацион жараёндан курамизки, 
чизшуш булмаган коэффициентлар олдинги итерацияда, яъни yj' 
да хисобланади, y f+l нинг дастлабки як^инлашиши сифатида у* 
олинади. Агар г к;адам к̂ анча кичик булса, бу дастлабки якднлашиш 
шунча яхши булади. Агар коэффициентлар силлик, булиб, р(и) > С2 > О 
шарт бажарилса, одатда, икки-учта итерация крникдрли натижага 
олиб келади. Хар бир янги итерацияда y;s+ ) нинг к>ийматлари
(5.64) системадан хайдаш методи билан аникданади. Шунингдск,
(5.64) системани ечиш учун иккинчи тартибли аник г̂икка эга булган 
предиктор-корректор схемаси хам ишлатилади. Бунда &-щтламдан 
(к +  1) к;атламга утиш икки боск̂ чда бажарилади. Биринчи боскдоч- 
да хайдаш методи билан ошкормас чизтуш  система

7  кV- 2^Ш SI УI
0,5т

к + 2
к+- 

J,\y, -у,

к + - к+-
У о  2 = H i ( t k +0,5г), ум2 = ^ 2(4 +  0,5т)
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счилиб, орадаги yi 2 (/ = ОД,..., М) кдйматлар топилади. Иккинчи
к+

Ооскдчда эса a(y),f(y) чизгауш булмаган коэффициентлар у «  у{ 2 
ЛЯ \исобланиб, y f+l ларни топиш куйидаги олти нуктали симмет
рик схема

£-1_

yf+l-yf _ 1 
2 2 h

( \ ( \

а
*+1

У 2 Sj+i
,Ач-1 к+1

УМ -У/ 1  ̂ y i 2
к к 

У м * т......... U
h h

V / ч
/ \

л
к-\— 

2 \ I » ~1, jf t fc № 0 - т т (h „ }
\ / 

исосида олиб борилади.

10.6-§. ГИПЕРБО ЛИК ТЕНГЛАМАЛАРНИ АЙИРМАЛИ 
МЕТОДЛАР БИЛАН ЕЧИ Ш

1 Бу бандца содаалик макрадида бир жинсли гиперболик тенгдаш 
учун Коши масаласини ва биринчи чегаравий масалани крриб чик,а- 
миз.

10.6Л. Коши масаласини ечиш. МамрйШ, Коши масаласи куйи
дагича в̂ рЬиади: G = §р > 0, -  оо<л-<1оо} сохада икки марта узлуксиз 
дифферендаалданувчй шундай u(xj) функцияни топиш керакки, 
бу сохада у

К Ш ш Ш  P iщ  щ? , .

дифференциал, тенгламани кдноатлантириб, t ш 0 тугри чизикда

u(x,Q) & ф(х), ои
dt

= у (х )
1=0 (6 .2)

дастлабки шартларни кдноатлантирсин, бунда (р{х) ва щх) берил
ган функциялар.

Дифференциал тенгламани айирмали тенглама билан алмашти
риш учун (7^= o)ho)x турни киритамиз, бунда

(d={x=ih, i = 0,±1,±2, ...,/? > 0},

(x)t= {t= k t, к =  0,1, 2 , t > 0},

кейин 13-чизмадагидек беш нук̂ тали андазадан фойдаланамиз. Бу 
нндаза асосида курилган схема уч щтламли схема дейилади. Бу анда- 

Ьадан куйидаги айирмали схема келиб чикдди:
20:



0-1,к) 
О—

о  0,к+1) 

О,к)
О

Лт+1 л i  . i-1 к л А . кЯ -2л U  _ Л+1-2Л Шшя

О  0 + 1 ,к)

т1 h
i  = 0 ,  ± 1 ,  ± 2 , . . , ,  к  =  1 ,2 ,...

(6.3)

0 0,к-1) 
13-чизма.

Биз биламизки, бу схема (5.1) диф
ференциал тенгламани 0(г2+ А2) аник, 
ликда аппроксимация кдлади. Чегара 
вий шартнинг иккинчисини

й -й  - ф (Х ;) (б>

билан алмаштирсак, у холда аппроксимация тартиби 0(г) булади, 
Аммо чегаравий шартни хам 0(т2) аниьушкда аппроксимация кдлиш 
мумкин. Хаки катан хам,

и(х,т)-и(х,0) _  ди(х,0) т_ д2и(х,0) л/ 2\
Г  d t  2  d t 2  ^  }

ёйилмадан хамда (6.1) дифференциал тенгламадан хосил буладиган

д2и(х,0) д2и(х, 0) ср\х)
d f  дх

муносабатдан фойдаланиб, куйидагига эга буламиз:

Бундан эса

0 »£ О ) =  u (x s ) -u (x ,0) +  0^ 2)

(6.5)

га эга буламиз. Агар <р(х) нинг аналитик ифодаси берилган булмаса, 
у холда <р"(х) ни 0(А2) аникдикда

А 2% =  - Г ) -  2<Р(ъ) +  <Р(*Ы )

билан алмаштириш мумкин, натижада

(6.6)

га эга буламиз.
Шундай кдлиб, дастлабки шарт, (5.3) ва (5.6) дан куйидагилар 

ни хосил кдламиз:
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f e f j j f r W l  m(P(xi )  +  T\i/ (jci ) + T2 A2(pn /6 7)

У ?  = Ы + Г  А г У ‘ - t f  > II P - 1 * (6.8)

Бундан курамизки, у? ва у\ (/ »0,±1,±2,...) кдйматлар (6.7) дан 
маълум. (6.8) дан барча к =  1, 2, ... учун кетма-кет а в вал 
y}(i ='0,±1,4&;...), кейин >>г3(/= 0,±1,±2,...) вад.к. ларни топиб ола
миз.

I  Параболик тенгламада схеманинг тургунлиги учун кадамлар ора-
1 2вида т < -  h шартнинг бажарилиши кераютигини курган эдик. Энди 

I иперболик тенглама 7 = т  учун кдндай шартни бажариш керакли- 
I пни текширамиз.

Фараз кдлайлик, ихтиёрий i вау > 2 учун М (хр /.) тугунда у{ 
иинг кдйматини (6.8) формула билан топиш керак булсин. Бунинг 
учун (6.8)да k —j — 1 деб олиб, курамизки, у{ нинг кдймати

yj~l , у(~1 ва у{~2 лар оркдли ифодаланади. Агар j  > 3 булса, уз 
мавбатида, у{~{, y jA, jj/ jj1, j/ “2 ларнинг кдйматлари паст кдгламлар- 
даги J # .,# 2, I f 3, jt f f , '# 4 лароркзлиифо-

I  днланади. Бу жараённи давом эттириб, охирги натижада у/ ни 
щ У | ,(т= i  + s,s = 0 ,±1 ,...,±у-2 ) ва ĵ (m = / + 5,5  = 0,±1,...,± j  - 1) 

орхали ифодалаймиз. Бу ьдйматларнинг барчаси тенг ёнли AMCD 
учбурчак ичида ётади (14-чизма). Бу учбурчакнинг учи М(х.9 /.) 
иук̂ тада булиб, бир томони Охувдца, долган икки томони МС ва 
MDjxан иборат. Улар Охукд билан ±arctg у, у = r/h = const бурчакни 
ташкил этади. MCD учбурчак (6.8) айирмали схеманинг ании;ланган- 
Аик унбурнаги дейилади. м//\S.t/ чN.// \\4/ \>JS/ / \\

С D Е
14-чизма.
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Шундай к,илиб, y f нинг к,иймати М  нукдада (6.8) тенглама на 
CD хамда E F  кесмаларда ётувчи/^ ш ЯИШ Ш Ш Я щйштлар 
оркэли аникданади. Математик фдашадан маздумки, и(ж, 1) ечим
нинг M (xt, tp ну^тадаги к;ийшжй (€.1) теягяаш.?рзд& Щ ^ л  I I НУК 
тадан утувчи

t - t .=  x-]Lt *-£«»**+ х  (6.9)
J  1 J  I 4  '

характеристи кал ар / = 0 туфи чизикда ажратадиган кесмадаги шартлар 
билан, яъни А В  кесмадаги бошлангич шартлар билан бир щйматли 
равишда аникданади. (6.1) тенгламанинг (6.9) характеристикалари 
узаро перпендикуляр булиб, Ох ук;и билан ~ ва бурчакларими 
ташкил этади; Л/у4/?учбурчак (6.1) дифференциал тенгламанинг ани/у 
ланганлик учбурнаги дейилади.

Фараз кдпайлик, турнингг радами Адан катта булсин (14-чич- 
ма). Бу холда LM A B  < Z MCD ва tg(Z.MCD) = у >  1 булиб, айирмали 
тенгламанинг аникданганлик учбурчаги дифференциал тенглама- 
нинг аникданганлик учбурчаги ичида ётади. Шунинг учун хам СП 
кесмада бериладиган дастлабки шартлар Мнук̂ ада ечимни аншуташ 
учун етарли эмас. Агар биз АС ва D B  кесмаларда бошлангич шарт
ларни узгартирсак, (6.1), (6.2) масаланинг ечими бутун (7 сохада, 
жумладан, М  нуклада узгариши керак. Аммо у{ нинг турдаги кий- 
мати М  нуктада бундай узгаришларга боглик̂ булмасдан, узгармай 
крлади. Демак, у > 1 булганда (6.7), (6.8) айирмали масаланинг ечи
ми А-*0 да (6.1), (6.2) Коши масаласининг ечимига Я1динлашмайди; 
(6.7), (6.8) айирмали масала (6.1), (6.2) дифференциал масалани 
аппроксимация кдлганлиги сабабли у тургун була олмайди, чунки 
аппроксимация ва тургунликдан якднлашиш келиб чик̂ иши керак. 
Бундан биз шундай хулосага келамиз: у = r/A = const булганда тур 
методи билан топилган такрибий ечимлар кетма-кетлиги А-*О да 
якинлашиши учун у < 1 шартнинг бажарилиши зарурдир, яъни диф
ференциал тенгламанинг аникданганлик учбурчаги айирмали тенг 
ламанинг анщланганлик учбурчаги билан устма-уст тушиши ёки 
унинг ичида ётиши керак. Умумий холда дифференциал тенглама
нинг аникданганлик учбурчаги эгри чизик^и учбурчак булади, аммо 
бу холда хам дифференциал тенгламанинг аниьуганганлик учбурча
ги айирмали схеманинг аникданганлик учбурчаги ичида ётиши ло
зим. Бу шартнинг бажарилиши учун тур кддамлари маълум муноса- 
батда олиниши, яъни турнинг махсус танланиши талаб кдлинади. 
Дифференциал тенгламанинг коэффициентларидан ва бошлангич 
шартларидан маълум силлик«лик талаб кдлинганда такрибий ечим 
лар кетма-кетлигининг Коши масаласи ечимига як^нлашиши учун 
юкрридаги шарт етарли булади.
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10.6.2. Биринчи чегаравий масалани ечиш. Биз энди тсбраниш 
мнгламасиучун <7= {0 < х<  1,0 < t<T\  со̂ ада ушбу биринчи чега- 
ршшй масалани куриб чикдмиз. Яъни (7со\ада икки марта узлук- 
СИ ) дифференциалланувчи и(х, /) функцияни топиш керакки, бу 
1чшда у

юнгламани каноатлантириб, t -  Отугри чизикда

и(х, 0) «  ф(х), ^  (* , 0 )= у /(х )  (6.11)ot

дастлабки шартларни ва

м(0,/)шgg$ и( 1,0 = 1ф ),0 < t < T  (6.12)

•ня аравий шартларни кдноатлантирсин. Бу масалани тур методи би- 
ми и ечиш учун ушбу

Сы «§| » ih,«мО,А/,hM = 1 ;tk =kr,k  = 0,N ,N t ШЖ}

тУрни ;киритамиз ва 13-чизмадагидек уч кдтламли андаза буйича 
((1.1) Дифференциал тенгащаакщ. (6.3) даги айирмали схема билан 
нлмаштирамиз, бу ерда I щ ^куйидаги *р5Ёш*ларни к,абул килади:

V  | = 1,2, ..-щМ—Ц к  =*1Д ,т  N - 1.

Дастлабки шартлар учун (6.7) формул адан фойдаланамиз. Чегаравий 
шартлар щйшдагича ёзилади:

i f =ц  < 4 +‘ -  т  |м М И М ....N~ L

Ьуларниит х,аммасини бирлаштириб, айирмали схеманинг куйидаги 
хисоблаш алгоритм ига зю буламиз:

I  j/f+1 = 2 jf + r a% ^ j f ' \ /  = U ....М - 1, (6.14)

yk0+'= H ( tk+l̂ 7y m M2(tk+i),k  = 0,\,...,N-\. (6.15)

Юкррида курдикки, бу схема (6.1), (6.3) чегаравий масалани 
0(т2+ Л2) аникдикда аппроксимация кдлади. Курсатиш мумкинки, 
(К.[42, 47, 24]), агар ихтиёрий £>0 учун г ва Л кдцамлар куйидаги
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h 2 1+5
(6. К))

шартни кдноатлантирса, (6.7), (6.10), (6.11) схема тургун булади, 
Биз бунинг исботига тухталиб зтярмаймиз.

М и со л. Тур методи билан ( г = { 0 < х < 1 ,  0 < / < 1} сохада

д2и _ д2и

dt2 дх2

тур тенгламаси нинг

м(0,/) = = 0(0 < t < 1),

и(х, 0) = sin пх, (х, 0) = 0 
ot

чегаравий ва дастлабки шартларни к;аноатлантирадиган такрибий ечими топил 
син.

Е ч и ш .  Бу ерда И=0,1 ва г  = 0,8/г = 0,08 деб оламиз. Ксйии 
ф(х) = sin я * ,  ф"(х) = - к 2 sin^x х;амда ^(х)=0 лигини хисобга олиб, (6.5) фор 

мулани куйидагича ёзамиз:

У/ = y f  <p"{xi) Щ ( l  -  0 ,0032лг2 ) sin nxi .
Энди А2 операторнинг куринишини эътиборга олсак, хисоблаш учун куйидши 
алгоритм ^осил булади:

у ? ш sin л х !9 у\ = ( l -  0,00327r2^sin^x/, / = 1,2, 1,

Уо+1 =Укм = 0,*-0,1,...,ЛГ-1,

yf+l = 0,64yf+l + 0,72yf + 0,64yf_x -  jfH*.

Хисоблаш ни фак,ат 0 < х  < — учун бажарса етарли бйлади, чунки u=u(x,t) ечим
1нинг графиги х  = — текисликка нисбатан симметрик равишда жойлашган.

10.7-§. БИ РИ Н ЧИ  ТА РТИ БЛ И  ГИ П ЕРБО Л И К ТЕНГЛАМ АЛАР 
СИСТЕМАСИНИ ТА КРИ БИ Й  ЕЧИ Ш Д А  

ХАРАКТЕРИС ТИКАЛАР М ЕТО ДИ

10.7.1. Квазигиперболик дифференциал тенгламалар системаси ха- 
рактеристикаларининг тенгламалари. Маълумки, хар к̂ андай xycyciill 
хосилали дифференциал тенгламаларни алмаштиришлар бажаршн 
натижасида унга тенг кучли булган биринчи тартибли дифферент! 
ал тенгламалар системасига келтириш мумкин. Куп жщатдан бум 
дай системалар назарий урганишда хам, такрибий ечишда маъ 
лум афзалликларга эгадир.
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I  Ёзув мураккаб булмаслиги ва асосий тоя тушунарли булиши учун 
иккита биринчи тартибли хусусий хосилали дифференциал тенгла- 
мплар системасини кдраймиз:

ди , дд г ди г дд — а, -— ■+■ Ьл 1 — + bt'y — 
дх дх ду ду
ди дд | ди j дд - (7.1)

1>У ерда

ц р * ш  %  i A  ф ф ш  щ Ш

функциялар х, у, и, & узгарувчиларнинг бирор узгариш сохасида 
ушуксиз дифференциалланувчи функциялардир. Бундай системалар 
к ицзичизгадш дейилади. Агар а.., 6укоэффициентлар фак;ат х ва у га 
OoiBfc булса, у ^олда (7.1) система ярим чизикути дейилади. Агар, 
Оундан ташк.ари,̂  ва f 2 лар и ва ft га нисбатан чизшуш функция 
OJtoca, у холда (7.1) система чизшдш система дейилади.

> Квазичизик.ли системалар купинча газодинамика масалаларида 
уЧрайди.

Фараз кдлайлик, (7 соха Оху текисликда ётсин ва и(х, у), &(х, у) 
(функциялар (7.1) системанинг G сохада узлуксиз дифференциалла- 
мувчи ечими булиб, С эса G сохада жойлашган каррали нуьдгаларга 
Ш  булмаган силлик, эгри чизик, булсин. Биз бу ерда и — и(х, у) ва
/) *  #(х, у) ечимнинг С устидаги кдйматига кура (7.1) системадан

_  ди _ j ди ~ дд _  дд
фойдаланиб, С устида Р\ ~ ю  P i хусусий
\осилаларнинг кдйматини аникдаш масаласини кдраймиз.

Аввало, (7.1) системадан курамизки, С эгри чизик, устида pv pv 
(/., q2 хусусий хосилаларнинг кдйматлари

f\>
U Г \ (7.2)а2\Р\+а22р2 +b2xqx+b22q2 = /2 J

муносабатларни ва С эгри чизик, устида

pxdx + qxdy — du,p2dx + q2dy = d& (7.3)

дифференциал муносабатларни к̂ аноатлантиради. Шундай кдлиб, Jh 
Pv ш? ^2 лаРни аникдаш учун туртта биринчи тартибли чизиьуш 
тенгламага эга буламиз.

; Энди С устида dx *  0 деб фараз кдлиб, (7.3) ни



куринишда ёзиб оламиз ва (7.3), (7.4) муносабатлардан рх ва р2 ни 
йукртамиз, натижада ва q2 га нисбатан куйидаги системани хрсш\ 
кдламиз:

(budx -  audy)q] + (bndx — a]2dy)q2 =  f ld x -a udu — al2d'&ri]

(b2ldx -  a2ldy)ql + (b22dx -  a22dy)q2 — f 2dx — a2]du — a22d&.) M*5)

Агар бу системадан q{ ва q2 ни топиш мумкин булса, у \от\\
(7.4) дан р{ ва р2 ни топамиз. Биз Сустида dx ^ 0 деб фараз кдлган 
эдик, акс хрлда dy ч* 0 булиб, (7.4) нинг урнига

dx du dx dft

{7()]

муносабатларга эга буламиз ва (7.5) нинг урнига

(aud y -b udx)px +(a ]2d y -b l2dx)p2 = f xd y -b nd u -b ^ Q  Л

(a2]dy — b2[dx)p] +(a22dy—b22dx)p2 = f 2dy — b2ldu — b22d b j ^

системага эга буламиз. (7.5) ва (7.7) системаларнингашщловчилари 
фак;ат ишораси билан фарк;кдлиши мумкин. (7.5) системанинг де- 
терминантини А оркдли белгилаймиз:

А =
bndx — andy bl2dx — al2dy 

b2ldx — a2ldy b22dx — a22dy (7.8)

Бу ерда икки ^олни курамиз:
1) Д детерминант Сэгри чизиьдинг бирорта нутдгасида x&m нол

га айланмайди;
2) А детерминант С эгри чизик, устида айнан нолга тенг.
Биринчи хрлд| (7.5) система qv q2 га нисбатан ягона ечимга эга,

демак, С эгри чизикдинг а̂р бир нук̂ тасида и(х, у) ва Щх, у) лар* 
нинг С даги кдйматлари а̂мда (7.1) система буйича бу функциялар 
нинг хусусий ̂ осилаларини топиш мумкин.

Иккинчи дадца (7.1) системанинг ечими мавжуд деб фараз кди* 
ганлигимиз учун (7.5) система уриндош булиши керак. Аммо А я  О 
булганлиги учун (7.5) система чексиз куп ечимга эга булади. Шун
дай кдлиб, иккинчи вддда и(х, у), д(х, у) ларнинг С устидаги кий- 
матлари буйича ечимларнинг хусусий ^осилаларини С устида бир 
Кийматли равишда аникдаб булмайди. С эгри чизик, билан ечим
нинг бу эгри чизик, буйлаб олинган киймати биргаликда (7.1) сис
теманинг (х, у, и, #) фазодаги характеристик эгри чизига дейилади, 
Бу эгри чизик, буйлаб (7.1) системанинг ечими тармокданиши мум 
кин. С характеристика характеристик эгри чизикдинг Охутекииш 
гидаги проекцияси булади.

208



Схарактеристикага утказилган уринманинг Ох Уки билан таш
кил этган бурчагинингтангенси Я = — куйидаги тенгламани к;ано- 
ii глантиради:

bn —Xau bl2 —Xal2

Ь2х—Ха2х Ъ22-Ха22  ̂ )

1 Белгиланган (х, у, и, д) нук̂ тада бу Я га нисбатан квадрат тенгла
ма булади. Агар бу тенгламанинг илдизлари хакдкдй ва \ар хил 
булса, у холда (7.1) система (х, у, и, д) нук̂ гада гиперболик система 
дейилади. Агар бу хусусият (х, у, и, д) фазонинг бирор сохасининг 
yip бир нук̂ тасида уринли булса, у холда (7.1) система бу сохада 
гиперболик системани ташкил этади дейилади. Биз факдт гипербо
лик системаларни кдраймиз.

Равшанки, (7.1) гиперболик системанинг берилган и(х, у), #(х, у) 
ечими аник̂ ланган G соханинг хар бир нук;тасида (7.9) тенглама 
иккита хакдкдй хар хил ечимга эга булиб, улар берилган ечимга 
мос келадиган характеристикаларга утказилган уринмаларнинг ик
кита йуналишини аникдайди. Берилган ечимга мос келадиган
(7.9) тенгламанинг илдизлариниЯ, ваЯ2 орк,али белгилаймиз (улар х 
на у нинг функциялари булади), натижада куйидаги иккита тенгла- 
Малар системасига эга буламиз:

dy — 1, (х, y)dx, dy =  12(х, y)dx.

 ̂ Бу тенгламаларнинг хар бири (7сохани тушовчи бир параметрли 
>гри чизикдар оиласини — бу тенгламанинг интеграл чизикдарини 
ташкил этади. G соханинг хар бир нук̂ гасидан оиланинг биттагина 
Эйри чизиги утади. (7.9) тенгламани биринчи тартибли иккинчи да
ражали дифференциал тенглама сифатида к;арасак, у холда (7.1) сис
теманинг берилган ечими и, & учун иккита бир параметрли эгри 
чизикдар оиласи ёки характеристикалар оиласига эга буламиз. G 
соханинг хар бир нук̂ асидан хар бир оиланинг биттагина характе- 
ристикаси утади. Агар (7.1) система кдтъий квазичизик/ш булса, у 
Холда унинг харакгеристикаси система ечимининг танланишига крть- 
ий боглик, булиб, факдт ечим маълум булгандагина уни аник,лаш 
Мумкин. Чизшуш система учун а.., Ь.. коэффициентлар и, д ларга 
бОЕлиь; булмайди ва шунинг учун хам (7.9) тенгламадан характерис- 
ТИкаларни и, # ларга боклик̂  булмаган холда аник̂ лаш мумкин.

Фараз кдлайлик, С эгри чизик, Оху те кисли гида (7.1) система
нинг и, д берилган ечимига мос келадиган характеристика булсин. С 
Эгри чизикда А детерминант нолга тенг. Аммо (7.5) система уриндош 
булганлиги учун А детерминантда мос равишда 1 - ва 2- устунлари- 
ни озод хадлар билан алмаштириш натижасида хосил буладиган А,
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ва Д2 детерминантлар хам нолга айланиши керак. Шундай кдлиб, ( 
эгри чизикда и, & куйидаги учта муносабат билан богланган:

А = О, А = О, А = 0.

Аммо бу шартлар узаро эркли эмас. (7.1) система гиперболик бул 
ганлиги учун Д = 0 ва, демак, бу детерминантнинг устунлари ори 
сида чизик/1и богланиш мавжуд. Шунинг учун хам А = 0, Aj= 0 на 
А = 0, А2= 0 шартларнинг биридан иккинчиси келиб чикдци. Биз бу 
шартлардан асосийси сифатида

А = 0, А = 0 (7.10)

ни оламиз. Шундай кдлиб, Схарактеристикада и(х, у), д(х, у) ечим 
характеристика тенгламалари деб аталувчи иккита (7.10) шартлар 
билан богланган. Булардан биринчиси характеристика йуналиши 
нинг тенгламаси, иккинчиси эса характеристика устида дифферсн 
циал муносабат дейилади.

Шуни таъкидлашимиз керакки, агар биз характеристикани эмас, 
характеристик эгри чизикди кдрасак, у холда у (7.1) системанинг 
бир неча ечимига тегишли булиши мумкин. Агар ечимнинг узлукс и» 
дифференциалланувчи булишидан воз кечсак, у холда ечим узлук̂  
сиз була туриб, биринчи хосилалар факдт характеристика буйлай 
узилишга эга булиши мумкин. Бундай ечимларни куйидагича то
пиш мумкин:

Фараз кдлайлик, и{1)(х,у), &(1\х,у) ва и(2)(х,у),$(2\х,у) лар
(7.1) системанинг иккита ечими булиб, улар Gсохада узлуксиз хоси- 
лага эга булишсин, С эса хар иккала ечимга тегишли булган харак
теристик эгри чизикдинг Оху текислигидаги проекцияси булсин, 
Куйидаги ечимни кдраймиз:

и(х9у) = 

Щ щ Йк

и{Х)(х,у) С нинг бир томонида, 
и{2)(х:, у) С нинг иккинчи томонида;

д{1)(х,:у§ С нинг бир томонида, 
&{2)(х,у) С нинг иккинчи томонида.

Бу ечим G сохада узлуксиз, аммо С да хосилалари узилишга эп 
Юк;оридагилардан куйидаги хулосага келамиз: характеристики 

лар йуналишларининг тенгламалари куйидагилардан иборат:

1 ^  = 1х{х ,у ,и ^ ) ,^  = Х2{х,у,и,Ь), (7.11

бунда Я j ва Я2
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ЙП - Я %1 Ь\2~ХаМ
Ъ2\ Ь22 •

О (7.12)

тенгламанинг илдизлари. Характеристикалар устидаги дифферен
циал муносабатлар

f xdx-andu — an d'd b{2—Xian 
f 2dx-a2ldu-a22d& Ь^-Л^а^

0(Ш Ш

СКИ

(А,Л + B)dw + Cd# + MixH-AWj/ = 0(/ = 1,2) 

дан иборатдир, бу ерда

(7.13)

(7.14)

#11 а., ЬлЩа,, 1st л С/1 •>11 12 , В т 12 11 ,с  = 12 12
а2\а22 2̂2а2\ *22 «22

(7.15)
у; % | W = и

/2*22

Шуни таъкидлаш керакки, агар (7.1) система чизиьуш ёки ярим 
чизтуш  булса, яъни а.., .̂коэффициентлар «, Ь га боклик,булма- 
са, у о̂лда Я2 ва Aj лар а̂м и, # га боглш  ̂булмай, (7.11) система 
куйидаги куринишга эга булади:

К .  =

Бундай характеристикаларни Оху текислигида w, # ечимга боглик, 
булмаган \олда топиш мумкин. Квазичизикли булган щлда харак
теристикалар и, & ечимга боклик, 
б л̂иб, характеристикалар тури- 
ни куриш билан бу тур тугунл а- У 
рида и ва & ечимларнинг кдайма- 
тини топиш бир вак,тда олиб бо- 
рилиши керак.

10.7.2. Характеристика теигла- 
маларини сонли ечиш. Оху текис
лигида координаталари (хр у{) ва 
(х2, у2) булган 1 ва 2нук>таларни 
оламиз (15-чизма). Фараз кдлай-

0

3

2

х
15-чизма.
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лик, бу нук̂ таларда (7.1) системанинг изланаётган и, ft ечимлари 
нинг кдйматлари маълум булсин. Уларнинг 1 ва 2 нук̂ алардаги к;ий- 
матларини uv ва и2, ft2 ор^али белгилаймиз. Кейин характеристи- 
каларнинг биринчи оиласига мансуб булиб, характеристика йуна
лиши буйича йуналган ва / нук^адан чикдциган тугри чизикди, 
шунингдек, 2 нук̂ тадан чикддиган характеристикаларнинг иккинчи 
оиласига тегишли булган характеристика буйича йуналган тугри чи- 
зшдни утказамиз. Бу тугри чизикдар кдндайдир J-нук̂ ада кесишади. 
Кейин (7.11) ва (7.14) тенгламаларни 1 ва 3 нукдаларни хамда 2ва 3 
нук̂ галарни бирлаштирувчи чизикдар буйича интеграллаймиз, на
тижада х3, у3 номаълум координаталарни хамда (х3, у3) нук;тадаги //, 
ft ечимнинг кдйматлари и3, ft3 ни топиш учун куйидаги тенглама- 
ларга эга буламиз:

3
у2 — — jx i (x,y,u,ft)dx (7 .16 )

у3- у 2 = JA, (x,y,u9ft)dx (7.17)
1

з
\{[Цх ,у,и, ft)A(x, у, и, ft) + В(х, у, и, ft)] du + С(х, уу и, ft)d ft +
i

+M (x9y,u,ft)dx + N(x,y,u,ft)dy} = 0, (7.18)

з
J l^  [x, у, и, ft)Л(х, у, и, #) + £(х, у ,и, #)] du + С(х, у, и, #)J#  +
2

+М (х,<у,м,д)б/х + Л/г(х,^,м,д)ф} = 0. (7.19)

Бу интегралларни бирор такрибий метод билан хисоблаб, х3(,\ 
у3{1\ w3(l), #3(1) такрибий ечимларни топиб оламиз. Бу ерда икки 
метод — Эйлер методининг аналоги ва трапециялар методининг ана- 
логини куллаш мумкин. Биз шулардан биттасини келтирамиз. Бу 
метод адабиётларда Массо методи хам дейилади.

10.7.3. Эйлер методининг аналоги. Кулай булиши учуй 
Я<? =Я,(х1,з;1), Язд = ?^(х2,у 2), белгилашларни киритамиз ва А, /У, 
С, М, А и̂фодаларнинг (х., у)  (/ = 1,2) нук^алардаги кдйматларими 
мос равишда 4/l), B fK  С.(1), М}®9 № 1) орк̂ али белгилаймиз. Юкори
даги (7.16)—(7.19) интегралларни хисоблаш учун чап тугри бурчак
ли туртбурчаклар формуласини куллаймиз, натижада х3(1), у3({), и^\ 
ft3(l) ларни топиш учун куйидаги такрибий чизшдти алгебраик теш 
ламалар системасига эга буламиз:
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1;(1) ~ a(0/v(i) v \Уз ~У\ = \ i  1*з ~ x\>'

У3° “ 2̂ =̂ 2,2 (X3 } ~XlX

Д(,) -ь ̂ a))( з̂(,) — x) + ̂ 1} (^ I5 -  ̂ + Л//!> - ^) + M1 > (XV> -  .v,) « 0,

№ 4 ,} + B2l) ) (*fj!) -  «2 )■+ С™ (#?} -  d2 ) + M<‘> (^1)-Х 2)+ ^ ,)(^ ,,- Л )зО 

Бу тенгликларнинг x;ap бирининг хатолиги 0(h2) булиб, бунда
// = шах x f * -  JC| Хз° -  х2 . Бу системадан топилган х3(|), у}°\ ыу
/)3(,) такрибий к^ийматларнинганиьушги етарли булмаслиги мумкин. 
Чунки 1 ва 2 нукдалардан чшдан характеристикаларни тугри чи- 
Мкдарнинг кесмаси билан алмаштирдик, аслида эса улар эгри чи- 
шк/1и характеристикаларнинг кесишиш нук̂ таси булиши мумкин. 
Вундан ташкдри, эгри чизик^ли интегралларни тугри чизик, буйича 
олинган интеграл билан алмаштирдик, маълумки, бу кушимча ха- 
Толикка олиб келади. Шу муносабат билан х3(|), j 3(1), w3(1), #3(,) лар- 
нинг аникрок; к̂ ийматини топиш масаласи тугилади. Аникдашти- 
ришнинг бир неча усуллари бор. Буларнинг бири куйидагичадир: 

Олдин топилган биринчи як^нлашиш 3, Я(,)2 3 дан фойдала- 
миб, кейинги як^нлашиш сифатида куйидаги урта арифметик сон
лар олинади:

В  4 > = { ( с  + 3 g ), 4 } = * 4 5 ).

Худди шунга ухшаш / = 1,2 учун куйидаги микдорлар аникуга- 
нади:

4 2) = j ( 4 1}+ 4 l) )> ^ 2) = j (b } ') + b <i)) , c <2) = | (с ;,) + с 3(1)), 

м\2) шU m ? ] + Мf* ), N\2) = «  (w,0) + ISffl),/ = 1,2 .
(7.20)

By ерда А3(]\ В3°\ C3(l), М3(1), N3(,) сонлар А> В, С, Л/, /Удетерми- 
иантларнинг биринчи якднлашишда топилган х3(|), у3(|), и3(|), #3(,) 
I (ук̂ адаги 1диймати; J-нук̂ гада изланаётган иккинчи як>инлашиш х3(2), 
у«\ м3(2), #3(2) лар кетма-кет куйидаги чизикуш алгебраик тенглама
лар системасидан топилади:

у?] -У1= Л? (*з2> -* ) ,.

У(? ~ У г  ~ хХ
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Бу системаларнинг биринчисидан аввал координаталарнинг аник,- 
ланган х3(2), у3(2) кийматларини, кейинги системадан эса изланаёт- 
ган функцияларнинг аникданган и3{2\ #3(2) кдйматларини топами з. 
Агар аник̂ лик етарли булмаса, бу итерацион жараённи давом этти- 
рамиз. Кдчонки топ ил ган иккита кетма-кет якднлашишнинг к,ий 
матлари керакли аникдакда устма-уст тушса, жараённи тухтатами i. 
Агар h етарлича кичик булса, одатда, иккита аникдаш етарли була 
ди, чунки кейинги якднлашишларда аникдак ошмайди. Шундай 
кдлиб, маълум (х,, y v uv ва (х2, yv и2, &2) ну т̂алар буйича 
учинчи (х3, yv uv Ь3) нук,тани топиш масаласини ечдик. Биз бу 
методни (7.1) система учун куйиладиган хар хил масалаларга кулла 
шимиз мумкин. Шуларнинг айримларини куриб чикдмиз.

10.7.4. Коши масаласи. Фараз кдлайлик, (7.1) система, 10.7.1 да 
аникданган етарлича силлик, Сва бирорта нукдасида хам характерис
тик йуналишга эга булмаган эгри чизик, берилган булсин (16-чи г 
ма). Коши масаласи куйидагича куйи лад и:

и, & функцияларнинг С нинг бирор ёйида берилган кдйматлари 
буйича (7.1) системанинг ечими топилсин. Бунинг учун ёйда бир 
бирига як,ин нук̂ талар оламиз. 16-чизмада 7, 2,..., бнук,талар олии 
ган. Аввал 1 ва 2нук,талар буйича юкоридаги методга кура 7- нук̂ та 
ни топамиз (яъни унинг координаталарини ва и, & нинг бу нуктада

У

О
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17-чизма.

I ii мансуб булган характеристикага у  а 
мЦИНлашшццир, Ъс эса b нук^адан 
ЧКрДиган иккинчи характеристика- 
I и икинлашиш булади.

| Бундай куришни С эгри чизик,- 
минг бонща томонидан хам бажа- 
риш мумкин. Шунда биз adb «уч- 
Оурчак»ка эга буламиз, бунда ad 
ГОМОН а нук̂ тадан чикддиган ик
кинчи оилага мансуб характерис- 
гиканинг якднлашиши булиб, db 
юмон Ъ нук;тадан чикдциган би
ринчи оилага мансуб харакатеристиканинг якднлашишидир. Аник, 
ечим учун бу соха а ва b четки нук̂ талардан чикдб, ечимга мос 
кслувчи туртта характеристикадан ташкил топади.

10.7.5. Гурса масаласи. Гурса масаласида (7.1) системанинг шун- 
лпй и, # ечимини топиш керакки, у куйидаги шартларни к̂ аноат- 
лИгорсин: а щпдгадан чикддиган иккита ab ва ас характеристикада 
//, # функцияларнинг кдйматлари берилган булиб, бу кдйматлар а 
умумий нутдгада устма-уст тушеин. Равшанки, берилган и, # функ- 
ИИЯлар хар бир характеристикада характеристика дифференциал 
юцгламаларини кдноатлантиради.

Бу масалани сонли ечиш учун бир-бирига якдн булган нутдга- 
ларни, масалан, 18-чизмадаги 7, 2, 3, ...., 7 нук̂ таларни оламиз. 
Юкоридаги методга кура 1  ва 4  нукталардан фойдаланиб #-нукта- 
Нй| 8 ва 5нукталар буйича 9-нуктани, Рва бнукталар буйича 1 0 -  

нуктани, 1 0  ва 7нукталар буйича 1 7-нуктани топамиз. Кейин 1 , 8 ,  

V, 10, 11 ларни янги нукталар катори деб кабул к̂ илиб, бундай 
жараённи давом эттирамиз. Бу жараён давомида элементар туртбур- 
чаклар эгри чизикли туртбурчакни аппроксимация киладиган си- 
иик^ртбурчаюжи курамиз. Бу туртбурчакнинг икки томони ab ва 
ас характеристикаларнинг берилган ёйидан иборат булиб, бошка 
иккитаси b ва с нукталардан чи-
кддиган характеристикаларнинг 
ёйларидан иборат. Равшанки, ab 
на cd чизикдар харакгеристикалар- 
11инг бир оиласига тегишли булиб, 
ас ва bd лар бошка оиласига те- 
I ишлидир. Демак, биз шундай соха 
Курдикки, унда берилган киймат- 
ларга кура ечимни куриш мумкин.

10.7.6. Биринчи аралаш маса
ла. Фараз кдлайлик, ас ёй (7.1) 
системанинг характеристикасида

У а

х
18-чизма.
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19-чизма.

ётсин, ab ёй эса бирорта нук,та 
сида \ам характеристик йуна- 
лишга эга булмасин (19-чизма). 
Биринчи аралаш масала куйида - 
гича куйилади: и ва 9 функция 
ларнинг ab ва ас ёйлардаги к,ий- 
матлари буйича (7.1) система
нинг ечими топилсин. Бунда 
куйидаги шарт бажарилиши ке
рак: умумий а ну г̂ада функция
ларнинг кдейматлари мувофик,* 
ланган булиб, а ну^гадан чик,а* 

диган иккинчи оиланинг характеристикаси cab бурчакда ётиши лозим. 
Бу масаланинг ечилиши Коши масаласини ва Гурса масаласини кет- 
ма-кет ечишга келтиради. Биз аввал abd эгри чизшуш учбурчакми 
аппроксимация келадиган «учбурчак»да ечимни курамиз. Бу учбур 
чак ab ёй \амда а ва b нуцталардан чи*дб, хдр хил оилаларга мам • 
суб булган характеристикалар билан чегараланган. Шу билан бир1 а 
номаълум булган ad характеристика ̂ амда бу характеристика ту гу 11 - 
ларидаги и ва д ларнинг ьдйматлари маълум булади. Энди cad 
со̂ ада масаланинг ечилиши Гурса масаласини ечишга келтирилади, 
чунки и ва & ларнинг к̂ шматлари а нук;тадан чикддиган х;ар иккала 
характеристикада маълум.

10.7.7. Иккинчи аралаш масала. Бу масала куйидагидан иборат: и 
ва д функцияларнинг ab характеристикада к̂ ийматлари хдмда харак
теристик йуналишга эга булмаган ас эгри чизикда уларнинг чизиьуш 
комбинацияси аи + рд = /  маълум булса, (7.1) системанинг и ва I) 
ечими топилсин. Бунда a, ft,/функциялар ас ёйда берилган. Бундам 
таш^ари, а ну1дгадан чикувчи иккинчи характеристика cab бурчак- 
дан ташк,арида ётади ва ab эгри чизикдинг а нук̂ асида и ва & нинг

кдйматлари аи +/3# = /  тенглик- 
ни кдноатлантиради.

Бу масалани ечиш учун куйи- 
дагича иш тутамиз: ab характерие- 
тиканинг ёйида /, 2, 3, 4,... нук,та- 
ларни оламиз (20-чизма). Икким- 
чи оила характеристикаси буйлаО
1 нук̂ гадан ас эгри чизик^и ке- 
сувчи тугри чизик,утказамиз. Фа
раз кдлайлик, у ас ни 5 нуктадп 
кессин. Иккинчи оила характерис
тикаси устидаги дифференциал му- 
носабат ва чегаравий шартдан 5 
нук̂ тада и ва # ларнинг к̂ иймати-
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ми топамиз. Кейин 5 ва 2 нук̂ талар буйича 6 нуктани, 6 ва 3 нук,та- 
Л*р буйича 7нук;тани топамиз ва \.к. Хосил кдпинган 5, 6, 7, ... 
нуцталар каторини дастлабки нук̂ алар катори деб олиб, бу жараён- 
ми давом эттирамиз. Шундай к,илиб, ab ва ас эгри чизик^ар билан 
\амда b нук,тадан ас эгри чизикри кесгунга кдцар иккинчи оила 
кпрактеристикаси билан чегараланган совддаги тур нукталарида и ва
0 ечимнинг к,ийматларини топамиз.

Машк;. Характеристика методи билан куйидаги квазичизикли

2и?Ч- + » ( -  + - )  = -2е-2х,
дх \ ду д х ) 

\дх д х )

ишгламалар системасининг
и(о, у) = cosy, й(о, у) = sinу (0,5 < у < 1)

ЧОГфавий шартларни кдноатлантирувчи ечимининг бир неча цийматлари топил- 
* им (такрибий ечим и = e~xcosy, # = e-xsinу аник; ечим билан солиштирилсин).

К 11-боб
1  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  ТЕН ГЛ А М А Л А Р Н И  
В  Е Ч И Ш Н И Н Г  ВА РИ А Ц И О Н  М ЕТО Д Л А РИ
I ВА  У Н ГА  Я К .И Н  М ЕТО Д Л А Р

11.1-§. ВАРИАЦИОН МАСАЛАЛАР БИЛАН 
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАРНИНГ 

УЗАРО АЛОКДСИ ХАЛИДА

Вариацион ^исобнинг дастлабки масалалари X V II аерда юзага 
Келган булиб, уша вак̂ гдан бошлаб вариацион х,исоб математика- 
пинг му̂ им тармоги сифатида ривожланиб келмокда. Вариацион 
\исоб функционалларнингэкстремумини топиш билан шугуллана- 
ди. Вариацион масалаларга брахистохрона (Я. Бернулли), нурнинг 
бир жинсли булмаган мухдгда таркдлиш йулини топиш (П. Ферма) 
ва ук, буйлаб айланма а̂ракат кдлиб силжиётган жисм энг оз к,ар- 
шиликка учраши учун унинг шакли кдндай булиши кераклиги 
(И. Ньютон) ^акддаги масалалар киради. Вариацион \исоб масала - 
ларини ечишга JI. Эйлер катта ̂ исса кушган.

Вариацион и̂соб методлари механика, бошк̂ арув назарияси, ма
тематик физика ва шу каби со̂ аларда кенг кулланилади. Бу со̂ а- 
ларда масалаларни ечиш учун уни ё дифференциал тенгламага ёки 
бирор функционалнинг минимумини топишга келтирилади. Бу боб-
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да кдраладиган методлар хам коллокация методи каби такрибий 
ечимни аналитик шаклда ифодалайди.

Масаланинг мо^иятини тушуниш учун энг содца
ь

J(u)= }F(x,u,u')dx p .I)
a

функционални кдраймиз, бунда F (x , у, z) берилган функция булиб, 
уч улчовли Евклид фазосининг бирор со̂ асида х, у, ^узгарувчилар- 
га нисбатан иккинчи тартибли ^осилаларигача узлуксиздир.

Фараз кдгсайлик, и(х) функция [а, b] ораликда узлуксиз булиб, 
((а, Ь) да узлуксиз хрсилага эга ва [а, Ь\ нинг чекка ну1дгаларида

и(а) = у19 иФ) = У2 О-2)
шартларни крноатлантирсин.

и = и(х) функциянынг е-атрофи деб функцияларнинг шундай 
D  = {и.(х)} оиласига айтиладики, улар [а, Ь\ нинг барча нукталарида

\ui (х) — и(х^ < £

тенгсизликни к^аноатлантирсин, (а, Ь) да и.(х) узлуксиз ^осилага 
эга ва (1.2) чегаравий шартларни кдноатлантирсин. Бундай оилага 
кирадиган функциялар тащослашга жоиз ёки содда кдлиб жоиз 
функциялар дейилади. Вариацион ^исобнинг асосий масаласига кура 
жоиз функциялар орасида шундай и*{х) функцияни топиш керак- 
ки, у (1.1) функционалга абсолют минимум берсин:

J(u) > J(u*).
Энди D оилада J(u) функционалга минимумни таъминлайдиган 
и*(х) учун зарурий шартни топамиз. Шу максадца

rj(a) = rj(b) = 0 (1.3)
шартларни к^аноатлантирадиган узлуксиз ^осилага эга булган rj(x) 
функцияни оламиз. Кейин ушбу ut(x) = и(х) + trj(x) функцияни 
кдраймиз. Бунда t — кичик параметр, шунинг учун и((х) D  оилада 
ётади, деб фараз к,илиш мумкин. Бу функцияни /  функционалга 
к,уямиз, у хрлда

ь
J(ut) = I F  (х,и(х) + tTj(x),u '(x) + trj'(x))dx  (1.4)

а
ифода келиб чикдци. Бу ифодани t нинг функцияси деб к;араймиз: 
J(ut ) = (р (f). Бу функция ^осиласининг t -  О нук̂ тадаги к*иймати J 
функционалнинг биринчи вариацияси дейилади ва 6Jкаби белгиланади:



Худци шунга ухшат

S 2J m m
Ш 1 = 0

мймат /функдионалюйн’ ишкытитриацыяси дейилади. ( 1 .4) ифо- 
■адан 6Jва d~J аариациялар учун ку йидаги ифолилирни топамиз:

8 f  т \ 1 ~ т ]а\ди д и )

S
о

а Л а2/1 1яг «# 2 e2f  , d2F  ,2
н г * dx.

(15)

( 1.6)

*Энди (1.3) чегаравий шартларни \исобга олиб, (1.5) ни б^лаклаб 
ийтеграллаймиз:

- - i f f
d_dF 
dx ди

т  ) 11 ( v^ /a- л \ си ах ои I

(1.7)

Шаълумки, <р(/)нинг / = О нук̂ ада экстремумга эга булиши! innr шарти 
р '(0) = 0, яъни <5/ = 0. Ш унинг учун \ам (1.7) тенгликда г/(х) (|)умк- 
щиянингихтиёрийлигидан (1.2) чегаравий шартларни каноатланти- 
[радиган ва (1.1) интегралга минимумни таъминлайдиган и*{х) функ- 
[ция

dF d dF
=  0 ( 1.8 )ди dx ди

дифференциал тенгламани кзноатлантириши керак. Бутенглама Эй- 
\jiep тенгламаси дейилади. Шуни хам таъкидлаш керакки, и*(х) <|>унк- 
[ция /функционалга минимумни таъминласа, у \олда </>'(0) = д2/^ 0 
булиши керак.

Мисол сифатида

dx (1.9)

функционални оламиз. Бу ерда [а, b] да р(х) узлуксиз \осилага эга 
булиб, р(х) > р > 0 шартни ^аноатлантиради, (/{х) ва Дх) функция
лар эса узлуксиз булиб, q(x) > 0 деб фараз кдламиз.

Равшанки,

= 2q(x)u + 2/(х), - = 2q(x)u* .
ди* ди*
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Ш унинг учун х*ам (1.9) интеграл учун Эйлер тенгламаси

чегаравий масалага келади; бу ерда чегаравий шартларнинг бажари 
лиши и*(х) ф ункциянинг /)оилага киришидан келиб чикдци.

Шундай кдлиб, биз куйидаги теоремани исбот кдпдик:
1-теорема. Агар и*(х) функция жоиз функциялар орасида (1.9) фупн*\ 

ционалнинг минимумини таъминласа, у  %олда у  (1.10) чегаравий маси* 
ланинг ечими булади.

Энди тескари теоремани куриб чик^амиз.
2 -т е о р е м а. Агар и*(х) функция (1.10) чегаравий масаланинг ечн « 

ми булса, у %олда у жоиз функциялар орасида J(u*) функционал mint 
минимумини таъминлайди.

И с б о ти . Фараз кдлайлик, и*(х) (1.10) чегаравий масаланимг 
ечими булсин. Ихтиёрий и*(х) жоиз ф ункцияни олиб, и(х) + 
и*(х) = г(х) белгилаш киритамиз, и(х) ва и*(х) функциялар \а, />| 

оралик,нинг чегараларида бир хил к,ийматларни к,абул кдлганлш и 
учун £(*) функция узлуксиз хосилага эга булиб, е(а) = е(Ь) ■ О 
шартларни каноатлантиради. Энди и(х) = и*(х) + е(х) ни (1.9) ин* 
тегралга куя миз:

Уртадаги интегралнинг биринчи хдцини булаклаб интеграллай 
миз, натижада

келиб чикдци. Чунки  и*(х) ечим (1.10) чегаравий масаланинг ечимн 
булиб, е(а) = е{Ь) = 0. Ш унинг учун хам (1.11) тенглик куйидаги

а а

ъ

- J  p ( x ) u * ') - q ( x ) u * - f ( x ) e(x)dx = 0' С*л

ь
(1.12)
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■ринишга эга булади. Бошида куйилган шартга кура р(х) > 0 ва 
В х ) £ 0. Ш унинг учун хам (1.12) даги охирги хад манфий эмас ва 
tytp цандай и(х) жоиз функция учун

J(u)>J(u*)

IVиI сизлик уринли булади. Бундан таищари,
ъ
\{psa +e2q)dx = О
а

|¥игликдан p s'2 + qs2 мантий булмаган узлуксиз функция б^лган- 
1иI и учун [а, Ь] дар&’ + =0 эканлиги келиб чикдци. Маълумки, 

Ц\) > 0. Ш унинг учун хам £ '(*) = 0 ва е(х) = const булиши керак. 
Дммо ораликринг четларида £(х) нол булганлиги учун |я, b| да 
■#) «  и(х) — и*(х) айнан нол булиши керак. Демак, J(u) = J(u*) фа- 
■ Т  и =* и* булгандагина бажарилади. Теорема исботланди.

Виз энг содда масалада чегаравий масала билан вариацион маса- 
/•м орасидаги боЕланишни к^риб чикдик. Биринчи теорема чегара- 
ЦИЙ масалани вариацион масалага келтиради, иккинчиси эса аксин- 
Цй, иариацион масалани чегаравий масалага келтиради.

Энди мураккаброк^функционалларни куриб чик^амиз. Агар
ь

J (u )=  lF (x ,u ,u ', . . . ,u (n))dx (1*13)
а

фу 11 кционалнинг минимуми

*£ » ) - Т|**и Я Ц **1 У., щ и (”\а) ** у
8 1 1 (1.14)

м(11Щ Щ f и Щ  *  f J0* uw (b) =  уп

Впфавий шартларни кдноатлантирадиган функциялар орасида кдди- 
рилса, у холда Эйлер тенгламаси 2п тартибли булиб, куйидагидан 
■борат:

dF _  d -j§F +  d2 dF _  +  ( _ П Я ^  -  Q ( | 15)
du dx du' du" “ * * dxn di№

A m p
b

J{U\U2i...,uK) = \F(x ,u {,u2,...,uK,ul,u'2,...,u'K)dx (1.16)
a

фу нкционалнинг минимуми кдцирилса, у хдлда Эйлер тенгламаси 
цуйидаги тенгаамалар системасидан иборат:

L  о,
(1 . 17)

dF _ d dF
ди{ dx дщ

dF d dF
ди

к
dx duK
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Боища томондан чегаравий масалалар орасида купинча уз-у шт 
цушма деб аталувчи масалалар учрайди. Бундай масалалар хус\ч нй 
Холда куйидагича тавсифланади: кдндайдир функционал мавжул- 
ки, унинг минимумининг шарти, яъни мос равишдаги Эйлер та 1(1 
ламаси берилган чегаравий масала билан устма-уст тушади. Бупдий 
чегаравий масалани ечиш учун унга мос келадиган функциоши 
нинг минимумини таъминловчи и*(х) функцияни, масалли, 
(1.11) чегаравий масала учун (1.9) интегрални топиш кифоядир.

Вариацион хисоб куп улчовли фазо учун хам яхши натижалармм 
беради. Биз бу бобда вариацион методларга яр н  булган методлари|( 
хам куриб чик̂ амиз.

11.2-§. О ПЕРАТО Р ТЕНГЛАМ АЛАРНИ ГИ Л Ь БЕР Т 
ФАЗОСИДА ВАРИАЦИОН М ЕТО ДЛАР БИЛАН ЕЧИ Ш

Аввало, функционал анализдан айрим тушунчаларни эслатиб у-щ 
миз.

1-т  аъ р и ф. Бир ёки куп узгарувчининг хак^щий ёки комплот1 
функцияларининг АГтуплами чизицли (ёки линеал) дейилади, ;пм|» 
мЕ К  ва д Е  К  б^лганда и + # Е К  булиб, ихтиёрий (хак̂ и̂ ий окм 
комплекс) доимий а сон учун аи £  К булса.

2 -т а ъ р и ф. / = 1{и) функционал чизыцли дейилади, агар у А* ли 
неалда аникутанган булиб, ихтиёрий иккита и ва #жоиз функции 
л ар учун куйидаги тенгликни к^аноатлантирса:

1{аи + pb) = а1(и) + £/(#),

бунда а ва /? — ихтиёрий узгармас сонлар.
3 -т а ъ р и ф. К  = {«(*)} функциялар тупламида А оператор ашщ | 

ланган дейилади, агар хар бир u(x)GKфункция учун бирор крнунм 
асосан ягона # = &(х) функция мос куйилган булса. Бунда х сои о км 
вектор булиши мумкин. Функциялар орасвдаги бу мосликни симно 
лик равишда куйидагича ёзиш мумкин:

& = Аи.

К  функциялар туплами А операторнинг аницланиш сох,аси дсйи- 
лади.

1-ми сол. Фараз к^илайлик, Рп(х), Р{(х), ... , Рп(х) функциялар \а,Ь] оралмк̂ | 
узлуксиз булсин, у >̂ олда

L = p 0(x) £ r + pl (x) ^ t . „ * p n(x) 1

п-тартибли чизицли дифференциал оператор дейилади. Бу операторнинг аник̂ И 
ниш со̂ аси К =  С”[я, Ь] дан иборат булиб, ^ийматлари С[а, Ь) да ётади. Агар fly 
операторни и = и(х)Е(?[а, Ь\га кулласак, у х;олда ушбу
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dnu dn *и
P° (X )~d^ + P l(X )^ i= r+  • + n(X)“  = f ( X )

р* шртибли дифференциал тенгламани

Au = /(jc)

иисратор тенглама шаклида ёзиш мумкин, бунда f(x)— маълум узлуксиз функ
ции.

2-мисол. Айтайлик, G берилган со̂ а булиб, и(х, y)EC2(G) булсин. Энди 
А + (и(х,у)} функциялар тупламини оламиз. У холда ушбу

_  д̂ _ 
дх2 ду2

■Исраторни (Лаплас операторини) К  тупламда и(х) функция га кУлласак,

д2и д2иДм — -- --1---—*Г
дх ду

ЛИфференциал ифода келиб чик;ади. Буни бирор маълум функцияга тенглаш- 
Мфсак,

А и — f ( x , у)
Пуассон тенгламасини ^осил кдламиз. Хусусий холда f(x,y)=0  булса,

Аи т  О

Лиилас тенгламаси келиб чикдди.

Шундай кдлиб, оддий ёки хусусий хосилали дифференциал тенг- 
мпмаларни умумий нуь̂ гаи назардан оператор тенглама деб караш 
мумкин.

4-т аъ р и ф. А оператор аддитивдейилади, агар \ар цандай илЕ:К, 
и f 6  К  функдиялар учун

А{их + и2) = Аи} + Ли2

I о 11 глик бажарилса.
5-т а ъ р и ф. А оператор бир жинсли дейилади, агар \ар к>андай 

т  К  ва ихтиёрий а сон учун

А(аи\ = аАи

булса.
6-т а ъ р и ф. А оператор чизщли дейилади, агар у аддитив ва бир 

жинсли булса.
Демак, ихтиёрий u{GK, u2G K ва ихтиёрий а, /? сонлар учун чи- 

И1К/1И оператор

А(аих + /Зи2) = аАщ + (ЗАи2 

Тонгликни кдноатлантиради.
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Фараз кдлайлик, К бирор Ссохдца аникданган ва узлуксиз и(р) 
функцияларнинг туошами булсин. Агар и, # GiSTбулса, ухолда

сон (функционал) и ва # функцияларнинг скаляр купайтмаси дейи 
лади, бу ерда # функция # га кушма комплекс функцияни билли 
ради. Равшанки,

тенгликлар уринли булади. Х&Р иккала холда \ам и(х) функция 
нинг нормаси

формула билан аникданади.
Фараз кдлайлик, Н — бирор Гильберт фазоси булсин, Н А линеал 

сифатида Я  нинг хамма жойида зич булган функциялар тупламими 
оламиз. А аддитив оператор НА да аникданган булсин.

7-та ър иф . А оператор мусбат дейилади, агар хар бир wG//4 
элемент учун

муносабат уринли булиб, шу билан бирга тенглик факдт и = 0 булгаи- 
дагина бажарилса.

8 -т аъ р и ф. А оператор мусбат аницланган дейилади, агар (2.2) 
тенгсизлик урнига ундан кучли булган

тенгсизлик бажарилса.
9 -т аъ р и ф. А оператор симметрик (уз-узига цушма) дейилади, 

агар иЕ:НА, &g H a элементлар учун

G

(2 . 1)

Агар ЛГт̂ отламдаги функциялар хак^к^й булса, у холда

(w,#) = [uddp = Jih/ф щ (#,w)
G G

( 2 .2 )

(̂ 4w,w)> у2 |w , у1 = const (2.3)

тенглик уринли булса.
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I 3-мисол. C2[a,b] гатегишли ва и(а) = 0, и(Ь) = 0 чегаравий шартларни к;ано- 
шппнтирадиган функциялар тупламида аникданган

Ли = -  и”

иисраторнинг симметриклиги ва мусбатлиги курсатилсин.
Ечиш.
а) Агар и ва # жоиз функциялар булса, у ^олда 

ь ъ
^(pAu-uAft) dx = \(—Ъив+и$) dx =(uft'-ftu') = О,

Шунинг учун а̂м
о u
J  dAudx = ^uAftdx,

НМ1И

(Au,ft)=(u, Ад).

11|ундай к;илиб, А оператор симметрикдир. Равшанки, и£ 0 да

ь ь ь
(Аи,и) = juAu d x= - juu"dx = - ии' + ju '2dx > О,

a a a

N III IИ
(Au,u)>0.

б) Чегаравий шартлардан куриниб турибдики, и'= 0 функция и и О тснг- 
'Шкни к^аноатлантирадиган ягона функция. Ш унинг учун \ам и я 0 булгандаги- 
|ц| (Аи,и) = 0. Демак, А мусбат оператор.

г Энди куйидаги леммани исботлаймиз:
1-л е м м а. А оператор //комплекс Гильберт фазосида симметрик 

АУлиши учун бир и в Н А учун (Аи, и) скаляр к^пайтманинг 
\4)А&ий булиши зарур ва етарлидир.

И с б о т  и . Хаьдик;атан \ам, агар А оператор симметрик б^лса, у
модда

(y4w,w) = (w, Ли) = (Аи,и),

и ы I и (Аи, и) хакдоий сон.
[ Энди етарлилигини курсатамиз. Ушбу

(ш,#) ==/(«,#), (u ,i9) = - i(u 9d) (2.4)

юмгликларни хисобга олиб, куйидаги айниятни к^рсатиш мумкин: 

4 (А и ,д )  =  (/l(w  +  d),w + d ) — (Л(м — d),w — #) +

+z ^(и-иг>), и+ /#)-(/i(w -/d),w -/# )]. (2*5)
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Энди и ва Ь ларнинг 5финларини алмапггириб, куйидагига эга була 
миз:

Бу тенгликнинг барча вдцларини кушма комплекси билан алмашти
риб, скаляр купайтманинг (2.4) хоссасини назарда тутган долди 
(Аи, &) скаляр купайтманинг хак^п^ийлигини хисобга олсак, куйи
даги натижа келиб чикдци:

келиб чикдци, яъни А оператор симметрик экан. Лемма исботланди.
Бундан кейин А операторни мусбат деб кдраймиз, борди-ю Гиль

берт фазоси хак^к*ий булса, кушимча равишда уни симметрик деб 
фараз кдиамиз.

1 -т е о р е м а. Фараз цилайлик, А оператор Н А да аницланган, чи- 
зицли ва мусбат булсин. У  %олда

оператор тенглама ягона ечимга эга.
И с б о ти . Фараз кдлайлик, иккита щ G H a ва щ £  Н А(щ *  и2) 

ечим мавжуд булсин. А операторнинг чизикдалигидан

келиб чикдци. Бу мумкин эмас, чунки А мусбат оператор ни 
щ -и 2 *  0 . Шундай кдлиб, (2.7) тенглама ягона ечимга эга.

2 -т е о р е м а. Фараз цилайлик, А оператор Н А да ани^ланган во 
мусбат булиб, 1(и) функционал куйидаги куринишга эга булсин:

бунда/ = f(p ) (2 . 7 )  тенгламанинг унг томони. Агар ( 2 . 7 )  тенглама 
бирор и* ечимга эга булса, бу ечим (2.8) функционалга минимумни 
таъминлайди. Аксинча, агар шундай и элемент мавжуд булиб, 
у 1(и) функционалнинг минимумини таъминлайдиган булса, у%олда и 
элемент (2.7) тенгламанинг ечими булади.

4(А&,и) = (А(и + &),и + &) -  (А (д  -  и),& -  и) + 

+z [(^С# + ш ), 9  + -  iu), & -  to g .

4 (и,А&) = (A(u + '9)9u + 9 ) - ( A ( u  — ft)9u - f t )  +

(2.5) ва (2.6) тенгликлардан

= (и, Ад}

A u = f (2.7)

4̂(m1-w2) = 0 ва (А(их - и 2),их - и 2) = О

1(и) = (Аи, и) -  ( f ,u )  -  ( u , f ) , ( 2 .8 )



И с б о т  и. а) А операторнинг мусбатлигидан ва (/ , и) = (и, / )  тенг- 
Лйкдан 1(и) функционалнинг фак,ат хак^ий к;иймат кдбул кдли- 
Ши келиб чщади. Фараз кдлайлик, мЕ Н А ихтиёрий элемент булсин, 
у холда и = и*+ у деб оламиз. Леммага кура Н А комплекс Гильберт 
фазосида А нинг мусбатлигидан унинг симметриклиги келиб чита
ли. Демак,

I  (и) = (Аи, и) - ( и ,  / )  -  (/, и) == (А(и * +у), и * + у ) -  (и * + у , / ) -  

Щ г  -  ( / ,  и * + у)  =  /(и *) + (Ay, w*) + (Аи*, у )  + (Ay, у ) -  (у, / )  -  ( / ,  у )  =

L  = 1(и*) + 1м Аи * “ / )  + (Аи * - / ,  у) + (Ау, у).

Фаразга кура Аи * - /  = 0 ва (Ау, у) > 0, шунинг учун хам

I  1(и) = 1(и*) + (Ау, у) > 1(и*).

Шу билан теореманинг биринчи кдоми исботланди.
б) Ихтиёрий w E  Я А элемент ва ихтиёрий Я хак^икдй сонни ола

миз. У  холда и + Хи ЕЕ Нд булиб,

1(и + Хи) > 1(и)

тенгсизлик бажарилади. Аммо

l {u  + Xu  ̂= ̂ A[u + Xu^,u + Xu^-[^f,u + Xu^-{u + Xu,f^ =

= i { ^  + x [A u ,u  ̂+ x (Au, i*̂  + X2 (Аи,и) — А (/ ,и )-А (и ,/ )  =

= l[u^  + x [u ,A u - f^  + X ( A u - f ,u )  + X2 (Au,u).

Бундан куйидаги келиб чикдди:

2XRe(Au—f,u )  + X2(Аи,и) > О
ёки

2Re(Au-f,u) + X(Au,u) > 0, агар Я > 0 булса, 

2Re(Au-f,u) + X(Au,u) < О, агар Я<0 булса.

Бу муносабатлар ихтиёрий Я хакик»ий сон учун уринли булади, 
агар

R e (A u -f,u ) = 0 (2.9)

булса. Агар и ни ш га алмапггирсак, у холда юкрридаги мулохазалар
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тенгликка олиб келади, (2.9) ва (2.10) тенгликлардан

(Au — f ,u )  = Q (2.11)

келиб чикдци. Агар фазо хак̂ иьдий булса, у холда (2.9) тенглик урни- 
га бирданига (2.11)хосил булар эди. Бунда Н А ни Я  нинг хамма 
жойида зич эканлигини хисобга олсак,

Аи — f  = 0

хосил булади. Теорема исботланди.

11.3-§. И ККИ Н ЧИ  ТАРТИБЛИ ЧИ ЗЩ Л И  ЧЕГАРАВИЙ 
МАСАЛАНИ ВАРИАЦИОН МАСАЛАГА КЕЛ ТИ РИ Ш

Бизга ушбу оддий дифференциал тенглама

и" + P(x)u r+ Q(x)u = F ( x )  (3.1)
ва

ахи'(а) + а0и(а) = ух ,1

Дм'(г>)+Дм(г>) = /2 }  (3-2^

чизикди чегаравий шартлар берилган булсин, бунда [а, Ь] ораликда 
Р(х), Q(x), F(x) функциялар узлуксиз хамда p J+ W  *  0, |j30| + |/3,| *  0. 
Бу чегаравий масалани вариацион масалага келтириш учун, аввало, 
уни уз-узига кушма булган куринишга келтириш керак. Бунинг 
учун унинг хамма хадларини

X
\p(t)dt 

р(х) = еа

мусбат функцияга купайтирамиз:

р{х)и" + р(х)Р(х)и' + p(x)Q(x)u = p(x)F(x). (3.3)

Равшанки,
\p(Odt

р\х) = Р(х)еа = р(х)Р(х), 

шунинг учун хам (3.3) тенгламани куйидаги куринишда ёзиш мумкш i:

Im (A u  -  f  ,u ) — 0 (2.10)

S ( p u '} ~ q u  =  / $ (3.4)
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бунда

Ушбу
р (х) > О, q (х) т - р  (х) Q (x)J{x) =р (х) F  (х).

Аи = —— (pu') + qu 
ах

чизикди операторни киритиб, куйидагига эга буламиз:

A u^-f,

(3.5)

(3.6)

бунда р(х), р'(х), g(x),f(x) функциялар [а, Ь\ ораликда узлуксиз.
Аввал (3.2) чегаравий шартлар бир жинсли булган \олни кура- 

миз:

(3-7)
а,ы'(а) + осви(а) -  0, |а̂ |+|а(:] Ф О,

Ш  - р щ *  ржъуш  о, ]рл1+ 1Щ  *  б.

Шу билан бирга умумийликка зиён етказмасдан ах > 0 ва /3, > О 
деб к;арашимиз мумкин.

Энди и(х) функцияларнинг [а, b] ораликда иккинчи тартибли 
\осиласигача узлуксиз (w(x)GC2 [а, А]) ва (3.7) бир жинсли шарт
ларни кдноатлантирадиган К  = {и{х)} тупламида А операторнинг уз- 
Узига к̂ пшмалигини (симметриклигини) курсатамиз. Фараз к^лай- 
лик, и Е: К  ва ихтиёрий функциялар булсин. (3.5)гак}фа

+

(Ли,#) = [ + &dx = - ( / ? * / # ) < & +
а а

b b b

jquddx = ~ p u ft ba+^pu,d,dx + ̂ qu,&clx =(-/?w'# + р д 'и ) + (3.8)

udx.
a

(3.7) бир жинсли шартдан фойдаланиб,

{-ри$ + рд’и) |̂ = О 

эканлигини курсатамиз. Хакдаатан хам,

( - рид + = р(а)[иг(а)9(а)-'9,(а)и(а)^-

-р(Ь) [и Х^дф) -  &\b)u{b)\, 

и(х) ва д(х) функциялар
а{и'(а)-\- а0и(а) = О, 

а,#'(а) + ао$(я) = О 
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бир жинсли чегаравий шартларни кдноатлантиради. Агар Щ т Ш  булса, 
у Холда

и'(а) = - — и(а), #'(#) = - — т) (а) 
«1 (3.11)

булиб, агар а0 *  0 булса, у холда

и(а) = - — и'(а), &(а) (а) (3.12)

тенгликлар уринли булади. Масалан,  ̂0 булсин, у холда 

и\а)д(а) — д\а)и{а) = —— w(a)#(a) + — и(а)${а) = ОCL\ OL\

тенглик бажарилади. Худци шунга ухшаш а0 ф 0 булганда хамда 
Р0 # 0 ёки >3,  ̂0 булганда

и'(а)&(а) -  &'(а)и(а) = 0, u\b)&(b) -  и{Ь)Ь\Ь) = О

эканлигини курсатиш мумкин. Демак, (3.10) га кура (3.9) тенглик 
уринли экан. Шундай кдлиб,

(А и,Ъ)=  i< -± {p Q ')+ q $ u(x)dx = (и, Ад),

яъни А — симметрик оператор.
Энди кдйси шарт бажарилганда А оператор мусбат булишинк 

аникдаймиз. Айтайлик, u G K булсин, у холда

qu udx ш

= —рии в д Ь М Р + яг<2 dx.
(3.13)

Маълумки, р(х) > 0, ш унинг учун хам (3.11) тенгликдан A one 
ратор мусбат булиши учун куйидаги шартлар бажарилиши керак:

ва
q(x) >0, а < х < Ь

и(а)и\а) > 0, u(b)u'(b) < 0.

(3.14)

(3.15)

Фаразимизга кура а, > 0 ва j8, > 0 , ш унинг учун хам (3.7) чегара 
вий шартга кура (3.15) шартлар
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те нгсизликларга эквивалентдир.
Шундай кдлиб, (3.6), (3.7) чегаравий масала (3.14) ва (3.15) шарт

лар бажарилганда 11.2-§ даги 2-теоремага кура функцияларнинг 
К  синфида куйидаги

I(u) = (Au,u) + 2 ( f,u )  (3.17)

функционалнинг минимумини топиш масаласига тенг кучлидир. 
(3.13) формулага кура

ао < 0 ,  р о > 0  (3.16)

1(и) = —рии'
ь
jĵ /?w'2 + qu‘ dx.

Агар а,> 0 ва [5Х> 0 булса, у холда (3.11) муносабатга кура

1{и) р(а)и2 (а) + - p(b)u2 (b) + 
а\ А

(3.18)+ ри'2 + qu2 +2 fu dx.

* Крлган холларда хам 1{и) учун шунга ухшаш ифодаларни хосил 
Килиш мумкин. Бу функционаллар купинча юклатилган ва баъзан 
аралаш хам дейилади.

Энди (3.6) масалани (3.2) бир жинсли булмаган чегаравий шарт
лар бажарилганда курамиз. Ш у билан бирга (3.12) ва (3.14) шартлар 
бажарилган деб фараз кдламиз. (3.2) шартларни кдноатлантирадиган 
функциялар синфида А оператор, умуман айтганда, симметрик ва 
доусбат эмас. Ш унинг учун хам 11.2-§ даги 2-теоремани куллаб булмай- 
ди.

Фараз кдлайлик, z = z(x)G C 2 \й,Ь\ функция (3.2) шартни к,ано- 
атлантирсин, у холда
I  f> = u - z  (3.19)

[функция (3.7) бир жинсли шартни кдноатлантиради ва

Ad = Аи — Az,
яъни
Щ  А& = - f ( x ) - A z  (3.20)

оператор тенгламанинг ечими булади. Демак, и Е К в а  А оператор 
функцияларнинг К  синфида симметрик ва мусбат. Ш унинг учун 
\ам д(х) функция (3.6) ва (3.20) чегаравий масаланинг ечими булиб, 
11. 2-§ даги 2-теоремага кура
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I  (ft) =  (Aft, ft) + 2 (/ , #) + 2(^z, ft)

функционалнинг минимумини таъминлайди. Бундан (3.13) форму - 
лага кура

I( f t )  = -p ftft'
о

+ ([ рЬл +q§2+ 2 f§  + 2§А: dx. (3.21)

(3.19) тенгликдан курамизки, (3.6) ва (3.2) чегаравий масаланинг 
ечими куйидаги функционалнинг минимумини таъминлайди:

I i( u ) m -p ( u -z ) ( u '~ z ') \ ba-lr

+ j| р(и - z ' ) 2 + ^ (w ~ z )2 + 2 ( u - z ) f  +  2 (u ~ z)A z dx =

=  - p { u  - z ) ( z / - z ')
и

ba + f(p«f2 + + 2 yi/) dx+ (3.22)
о о

+ J(p z'2 +qz2 —2 — quz + (u — z)  ̂ 4z dx.

Буни булаклаб интеграллаб ва соддалаштириб, куйидагига эга була 
миз:

L  (и) = ~р(х)(и -  z)(u ' +  z ') +
о
] [ P u '2 +qu 2 + 2  fu\dx-

о

— j j ^ p z ' 2 +  f 0 2 +  2 ^  J  d x .

(3.23)

Фараз кдлайлик, ax > 0 ва /?, > 0 булсин, у холда (3.2) чегаравий 
шартлардан куйидагилар келиб чикдди:

и,(а) — ^ - - — и(а\ z'(a) =  — -  — z(a), aj a| aj a!

2' ^ % z(b)-

-  У1 «О

У  холда

/] (w) = ^ \ _ 2 y xu(a) -  a0u2 ( я ) ]  -  ̂  \_2y2u(b) -  p0u2 (b)_

+ Jj~/?w'2 + qu2 + 2fûdx-̂ ^̂2yxz(a)-a0z2(a)
a

b

Ж Ц Р Р |  -  Р У  (b)Jf- j j[  ptf* ■+ qz2 + 2 fa

№

m
dx\.
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Катта к;авс ичидаги ифода муайян ифода булиб, и(х) функцияга 
боЕлик* эмас, шунинг учун хам 1х(и) функционал урнига куйидаги 
(|>ункционални к;араш мумкин:

Р(а)/2 (и) = 2 ухи(а) -  а у  (а) Р(Ь)
А

о

+ ри'1 +  qu1 + 2 fu

2 у2и (Ь )-р 0и\Ь) 

dx.

+

Шундай кдлиб, (3.6) ва (3.2) бир жинсли булмаган чегаравий 
шартлар билан берилган чегаравий масала (3.14) ва (3.16) шартлар 
бажарилганда (3.24) функционал учун вариацион масала билан тенг 
Ьсучлидир.

Эслатм а. Агар а,= О ва /^ *0 булса, у холда

и(а) = z(a) = УI

булиб, (3.23) ва (3.24) дан 1(и) функционал сифатида куйидагини олиш мум
кин:

Пи)
Р(Ь)
А

2y2u(b) -  р0и2(b)J + + Я1*2 +2fu jdx.

Агар а, *  0 ва = 0 булса, у холда

б^либ,

/(и)- Р(а)
«I

u(b) = z(b) ж

хи(а)-а0и (а)

У2_
Ж

д  ри'2 + qu2 + 2fu)dx

булади. Нихоят, 0, = /?,= 0 булса, у холда 1(и) функционал к̂ уйидаги содда кури- 
нишга эга булади:

ъ
/(«) = J ( Ри'2 + qu2 + 2 fu  ̂dx.

11.4-§. Р И ТЦ  М ЕТО Д И Н И Н Г РОЯСИ

Ритц методи вариацион масалани такрибий ечишга м^лжаллан- 
ган. Содцалик учун бирор чизивди К  = {и} функциялар т̂ пламида 
аникданган ушбу

I ;  I(u ) = (A u ,u ) -2 ( f9u) (4.1)

функционални к;араймиз, бу ерда А — мусбат симметрик чизиьуш 
оператор, f(p) — берилган узлуксиз функция. Фараз килайлик,
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К  синфнинг функциялари куйидаги чизиьуш чегаравий шартни к̂ ано- 
атлантирсин:

Ш ) т *01Ж  'v'y ' ' ' ( 4 - 2 )

бу ерда R  — маълум чизикуш функционал, ^(р) — берилган функ
ция.

Энди етарлича силлик, чизикди эркли

функциялар кетма-кетлигини шундай танлаймизки, <ро(р) бир жинс
ли булмаган

чегаравий шартни к^аноатлантириб, крлганлари бир жинсли шарт
ларни к;аноатлантирсин:

Я(%) = 0, / = 1,2,..., и.

Чегаравий ушбу
п

ЩХр, а. .аг , а п) » : (4.3)
/=1

чизикди комбинацияни оламиз,
п

\—о

булганлиги сабабли ихтиёрий av av ..., ап учун
Энди (4.1), (4.2) вариацион масаланинг ечимини (4.3) куриниш- 

даизлаймиз. Бунингучун у/п(р', а{, а2 ап) ифодани (4.1) функцио
налга куйиб, куйидагига эга буламиз:

§ S | щ * 4 ^  )  *  4 К -4 )

бунда Z7/? та а,, а2, ..., узгарувчига боЕрщ булган маълум функ
ция. Биз ар я2, ..., ларни шундай танлашимиз керакки, I BM  
минимумга эришсин. Бунинг учун а. сонлар куйидаги

' :  £  ’ ■ " i 4  5 )dq ’ да2 9 9 дап

тенгламалар системасининг ечими булиши керак. Бу системани ечиб, 
/(^я) га минимум берадиган 51? %  ларни топамиз; бу к,ий- 
матларни (4.3) га.куйиб, керакли такрибий ечимни хосил килам из:
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Wn (p ; a> > ) = (p0 (p) + ] T  ai<p,(p). (4 6)
/=I

Шуни х&м таъкидлаш керакки, муайян \олларда бу такрибий 
счимни топиш жараёни жуда содда. Чунки амалиётда учрайдиган 
му\им лолларда 1(и) функционалда учрайдиган интегралларда ин
теграл остидаги ифода и, и'х, и’у9..., ларга нисбатан иккинчи дара- 
жали куп^ад булиб, (4.5) система av а2, ап ларга нисбатан чи- 
Эшдш алгебраик тенгламалар системасидан иборат булади. Амалиёт
да етарлича аник^икка эришиш учун п = 2, 3, 4, 5, \атто айрим 
\олларда п = 1 деб олсак хам етарли булади.

11.5-§. Р И ТЦ  М ЕТО ДИ БИЛАН Э НГ СОДДА 
ЧЕГА РА ВИ Й  МАСАЛАНИ ЕЧИ Ш

Фараз кдлайлик, бизга уз-узига кушма дифференциал тенглама

^(р(х)и г̂ ф с)и = f(x )  (5.1)ах

на энг содда чегаравий шартлар

«(д) = у„ и(Ь) = у2 (5.2)

берилган булсин, бунда р(х), р'(х), q(x),f(x) функциялар |а, Ь\ да 
узлуксиз булиб, р(х) > 0, q(x) > 0. 11.3-§ даги эслатмага кура (5.1),
(5.2) чегаравий масала (5.2) чегаравий шартларни каноатлат иради- 
ган иЕ (?[<!, Ь] функциялар тупламида куйидаги

ь
I(u) = J[р(х)и'2 +q(x)u2 + 2f(x)u\^x (5 3 )

а

функционал учун вариацион масалага тенг кучлидир.
Ритц методини куллаш учун шундай

%(*)»%■(*)> - >9Л* )

Чршдш эркли функциялар системаси (базис функциялар)ни оламиз- 
ки, (р0(а) = 7 15 Ф0(Ь) = у2 булиб, крлганлари бир жинсли чегаравий 
шартларни каноатлантирсин: <р,(а) = %(Ь) = 0.
Вариацион масаланинг ечимини куйидаги чизик/ж комбинация

п
V„(x) = (p0(x) + '^j al(pi(x) (5.4)

/=1

шаклида излаймиз, бунда я.(/ = 1,2,..., п) — узгармас сонлар. Кури- 
ниб турибдики, ipn{x) чегаравий шартларни каноатлантиради:
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Щ  Щ  = У\ i  ¥ „ Ф ) = 7 2- 

Энди (5.4) ни (5.3) функционалга куямиз:

/
п

ы1
+?£*)

п

mi
+

ш й ш

(5.5)

Бу ифодадан а (/ = 1, 2, ..., л) га нисбатан хусусий ^осила олиб, 
куйидаш системани хрсил киламиз:

I др 
г  doj

0

1 р(х)
п

/=1
<р'Лх)+

+q(x)
п

М Ш У Ш Ш М Ш < ® §

еки

dx =2  дг jM N W H li w  + 
i= l a

b

J[p(*)<Po ipHE (x) + </(A>.,(x)<p. (x )+  ( |  ( * ) / ( * ) ]  dx,
a

ёхуд Щ т  1, 2, Mg. w)
n

Ш $ л . т Ы
i=\

бу ерда
b

Aij =#§[р(х)(р!(х)(р. (x}+  q(x)(Pi (x)(pj (x)J dx,
a

b

bj = -  ̂ р(х)<р'0(x)<p'j(x) + q{x)(po (x)(pj (x) + (po(x )/(x )] dx,
a

p yf =A2* «•>«)•

Куриниб турибдики,
A = A„

(5.6)

(5.7)

(5.8)

матрица симметрик матрицадир. Эщш,(5.5)системани ечиб, 1(ф.) гв 
минимум берадиган функцияни (5.4) куринишда ёзамиз. Ш уни таъ-
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кидлаш керакки, ечимнинг аникдиги купинча базис функциянинг 
шнланишига бовдщ.

М и со л. Куйидаги

и "-и  = х , и(0) = 0, и(1) = 0 (5.9)

чегаравий масала Ритц методи билан ечилсин.
Ечи ш . Чегаравий шартлар бир жинсли булганлиги учун <р0(х)и  0 деб ол- 

CIIkJ п = 2 деб олиб, (рг (х) = х(1 ^ х ), <р2(х) = х 2(\ -  х) ни оламиз. (5.9) чегара- 
1ИЙ масалани (5Л) масала билан солиштириб курсак, р(х) =  1, q(x) = 1, /(х ) =  х. 
Uly* ш нг учун хам

i 1 
Ау =  j (̂p'i (x)(p,j( x )  + (pi (x)(pj(x) dx, bj = - jf ( x ) q ) j( x ) d x ( iJ  =* 1,2).

о

\исоблашлар курсатадики,

1 1 , I  А 11 Л А А 1
«  * 'Ш ’ 12 '  21 "  60 ’ ж 7

(5.5) система к;уйидаги куринишга эга:

11 11 1 11 1 1 
К  30 ^ + 60 ° 2 ~ 12 * 60 * 1 + 7 *2 -  20 '

7 69
By системанинг ечими эса ах = ш— , ^  = -  *
Дсмак,

Урнига куйиб текшириб куриш мумкинки, аник, ечим

, ч shx

Мисол тарик̂ асида аник, ечим билан такрибий ечимнинг кийматларини х  ■ 0,5 
нуктада солиштириб курсак, w(0,5) = —0,057; ^2(0,5) = —0,059.

I  11.б-§. МИНИМАЛЛАШТИРУВЧИ КЕТМА-КЕТЛИК 
ВА РИТЦ МЕТОДИНИНГ ЯКДОНЛАШИШИ

[ Ушбу
ъ

1{и) = j*F(x, w, u)dx (6.1)
а

функционал» [a, b\ ogi&oopt ущуясиз ̂ осилага эга ва

^ Н к ~ ' u(b) =  / 2 (6 .2 )

чегаравий шартларни к^ноатлантирадиган функциялар т^пламида 
Караймиз {жоиз функциялар синфида).
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2) р(х)> 0, q(x) > 0, а < х < Ь\
3) {ип(х)} функциялар кетма-кетаиги (6.4) вариацион масала учун ми- 
нималлаштирувчи булсин деган шартлар бажарилса, у %олда бу кет- 
ма-кетлик [а, Ь\ оралицда (6.5) чегаравий масаланинг ечими и*(х) га 
текис ящнлашади.

И  с б о ти . Равшанки,

\ и * (х )-и п(х)\ =
X
( и *  (t)~u'n(t)]dt

л

< jlu*'(x)-u^(x)jd>c. (6 .6 )

Охирги интеграл га Буняковский тенгсизлигини куллаймиз:

X ____

j]w* ' (х) - ип(х)|dx < \fb- а ^ и * ' ( x ) - u ,n( x ) jd x -  . Ы щ

1/2

Охирги интеграл учун ушбу тенгсизликларни давом этгирамиз:

<

y j b

1 Г ь
Ь - а ’ г

min р ( х ) 1

а
о

^ и * '( х ) -и 'п( х ) ]  dx
, а

1/2

<

2 \ \ р (х)[и *' (x ) -u '„ (x )J  dx

1/2

< b—a
min p(x)

1/2

X (6.8)

о
j  p (x ) ( u * '( x ) -u 'n (л-))2 + q (x ) (u * (x )~  un ( x ) f dx

1/2

Энди ушбу тенгликни курсатамиз:

j j /К *) [и* (X) -  и ' (х ) ]2 + q(x) [и *(х) -  ипЦх)
а

Бунинг учун (1.12) тенгликдан фойдаланамиз:

b

I(u )  = /(w*) + p (x )s f2 + q (x )s2^dx.

dx =

(6.9)

(6.10)

Бу тенгликда u(x) ихтиёрий жоиз функция ва е(х) = и(х)—и*(х). Ш у
нинг учун хам (6.9) ни хосил к*илиш учун (6.10) да и(х)= ип(х) деб 
олиш кифоядир. Энди (6.6), (6.10) муносабатларга кура куйидагини 
Хосил кдламиз:
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\и*(х)-ип(х)\< 2 [ I ( u „ (6. 11)
b-a 

min p(x)

Бу бахонинг унг томони х  га боклик* эмас, х эса [а, Ь\ нинг ихтиё
рий ну^гаси. Теорема шартига кура п->ос да 1(и) — /(«*)->0. Шунинг 
учун хам (6.10) тенгсизликка кура минималлаштирувчи {и ,(*)} кет- 
ма-кетлик (6.4) масаланинг ечими и*(х) га нисбатан текис якднла- 
шади. Теорема исботланди.

11.7-§. ПУАССОН ВА ЛАПЛАС ТЕНГЛАМ АЛАРИ У ЧУ Н  
ЧЕГА РА ВИ Й  МАСАЛАЛАР ХДМДА УЛАРНИ Р И ТЦ  

М ЕТО ДИ БИЛАН ЕЧИ Ш

11.7.1. Пуассон ва Лаплас тенгламалари учун чегаравий масала- 
лар^Айтайлик, Стекисликдаги бирор соха булиб, Гунинг чегараси 
ва G -  G U r булсин.

Фараз кдлайлик, бизга

At< = ~Y  + ~Y = - f ( x,y), f(x,y)GC(G ) (7.1)
дх ду

Пуассон тенгламаси берилган булсин. Бу тенгламанинг Гчегарада

и\г =<р(х,у) (7.2)

шартни к;аноатлантирадиган ечимини G сохада топиш талаб кдлин- 
син, бунда (р(х, у) берилган функция. Агар <р(х, у) = 0 булса, у холда

и г = 0 (7.3)

булади.
Биз, аввало, (7.1), (7.3) чегаравий масалани ечамиз. Узининг

биринчи ва иккинчи хосилалари билан G да узлуксиз хамда /  чега- 
рада нолга айланадиган жоиз функциялар синфи D  = {и(х, у)} да

Аи = —А и (7.4)

операторнинг симметриклиги ва мусбатлигини курсатамиз. Бунинг 
учун Гриннинг [1] ушбу

d x d y = jP d x  + Qdy (7.5)
G

формуласидан фойдаланамиз. Фараз кдлайлик, uGD ва & E D  булсин. 
Ушбу ифодани курамиз:
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■ - i

д2и д2и 

dx2 dy2 j
ft + UГд2Ь d 

4 dx2 dy2 j
dxdy =

l u ^ - & du
5x\ dx dx J dy \ dy dy

dxdy.

Энди Грин формуласида Q Ш - P  деб
СлХ С/Х У У

олиб, и\г = 0 ва#|г =0 чегаравий шартларни хисобгаолсак, у холда

еки

сГ / дд tx du\ j ( d& a du \ ,

j H " i r V r +r s * 9 i r

(Ли,&) = (и,Л&)

= 0 (7.6)

келиб чикдди. Демак, А оператор симметрик. Энди унинг мусбатли- 
гини аншутаймиз:

¥ i
dxdy л-

'ди)*
ч®У/

dxdy.

Биринчи интегралга Грин формуласини куллаб, чегаравий шарт- 
лардан фойдалансак, куйидагига эга буламиз:

(Au,u)^~\(-U^dx+A y  
J\ dy dx

+

( I )  ^f|:) dxdy=\\
du W  ■ И | Д ' 
& ]  \ ty )

(7.7)
dxdy.

Демак,

dxdy > 0. (7.8)

Агар (Ли, u) =  0 булса, у х,олда (7.8) формулага кура

du __ du _  q 
дх ду

Бундан и(х, у) =  с ва (7.3) чегаравий шартдан

и(х,у) = 0.
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Шундай кдлиб, А = —А оператор мусбат экан. Бундан келиб чи- 
кдцики, (7.3) биржинсли чегаравий шартларни каноатлантирадиган 
(7.1) масала 11.2-§ даги 2-теоремага кура ушбу

1(и) = (Ли, и) -  2 (и, / ’) (7.9)

функционалнинг D  синфда минимумини кдцириш билан ген г куч- 
лидир. (7.8) формулага кура бу функционал к̂ уйидаги куринишга 
эга:

т = \ \
ди \ Г Эг/ 
дх) 1 ду

\2
-2  /и cbcdy. (7.10)

Энди (7.1) чегаравий масалани (7.2) бир жинсли булмагам чегаравий 
шартлар билан кдраймиз.

Фараз кдотайлик, Dx =|г/(х?.у)| функциялар сиифи G да ик- 
кинчи тартибли узлуксиз х;осилаларга эга ва (7.2) чегаравий шарт
ларни к̂ аноатлантирадиган функциялардан иборат булсин. 11. 3-§ да- 
гидек шундай z(x ,y )G C 2(G) функцияни курамизки, у (7.2) чегара
вий шартни кдноатлантирсин. Ушбу

&(х, у) =  и(х, у ) -  z(x, у) (7.П)

функцияни киритамиз, бу ерда и(х, у) бир жинсли булмаган чега
равий шартни крноатлантиради. У  ^олда д(х, у) функция Гчегарада
(7.3) шартни кдноатлантиради:

ва
w|r=0

Ад = Аи —Az = f  (х, у) — Az

оператор тенгламанинг ечими булади, бунда Az = , . .
\дх2 ду2

лум функция. Ушбу ̂  = &(х,у) функция (7.13), (7.12) чегаравий ма- 
саланинг ечими булиб, (7.9) формулага к$фа

(7.12)

(7.13) 

маъ-

/, (#) = (Ад, д) -  2(Ь, / )  + 2(0, Az) (7.14)

функционалга минимум беради. Бу тенгликда аввалги и(х,у)Узга- 
рувчига кдйтиб, скаляр купайтма ва чизик^и операторнинг хосса- 
ларидан фойдаланиб, куйидагиларни \осил килам из:

I(u  -  z)  =  (А(и - z ) , u - z ) -  2 (и - z , f )  + 2 (и -  z , Az) = 

= (Аи, и) -  2 ( / ,  и) +  (и, Az) -  (z, Au) + 2(z,f)-(Az,z). (7.15)
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Бу тенгликдаги охирги иккита х;ад и(х, у) га боетик; булмаганлиги 
туфайли (7.12) функционалга минимум берадиган и = и(х, у) функ
ция куйидаги

/,(м) =  (А и ,и ) -  2 (w ,/) + (A z ,u )  — (A u ,z) (7.16)

функционалга хам минимум беради.
Энди (7.16) функционални шундай функционал билан алмаш- 

тирамизки, унда £ функция катнашмайди. Бунинг учун (7.6) фор- 
мулада ишлатилган алмаштиришдан фойдаланамиз:

(Az,u) — (A u ,z) = jj(zAu — uAz)dxdy =

-
du dz\ j I  du dz . ,

г +Ы ~ иж ^
f f  du dz\ j

= Jl z 8 * - u m )ds-

Бу ерда h вектор Г  га нисбатан ташкд нормал ва

ди __ ди dy ди dx dz _  dz dy dz dx 
dh dx ds dy d s9 dh dx ds dy ds

Бундан

r  =  U г = (p (x ,y )

ни хисобга олиб, куйидагини хосил кдламиз:

( A z ,u ) - ( A u ,z )  =  j( p ( x ,y ) i^ i - ^ \ d s . (7.17)

И ккинчи томондан, (7.7) формулага асосан

\u— d s+  ff / du \\ fQu
2 ~

J dn JJ
Г G

/

[p (^ y )% d s + \\ du
dx

+

dxdy =

dxdy.
(7.18)

Энди (7.17), (7.18) ларни (7.16) формулага куйсак, куйидаги 
келиб чикдци:

I и * | (
du

& dy
-2/м dxdy — у ) ds.

Бу формуладаги охирги х;ад и(х, _у) функцияга боглик, эмас. Ш унинг 
учун хам (7.1), (7.2) чегаравий масала D l жоиз функциялар синфида
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функционал учун вариацион масала билан тенг кучлидир. 
Хусусий холда f(x , у) = 0 булса, биз

Аи = О (7.20)

Лаплас тенгламасига келамиз, у хрлда (7.1), (7.2) чегаравий масала 
Дирихлемасаласигааштанади. (7.19) формуладан курамизки, Дирих
ле масаласининг и(х, у) ечими D. синфда

L
( м ) = Я

/ « \ 2 2 "
f f I  ди\ . 5м

—  +JJ
G

\ Ш
dxdv (7.21)

Дирихле интегралига минимумни таъминлайди.

11.7.2. Дирихле масаласини Ритц методи билан ечиш. (7.20) ва
(7.21) Дирихле масаласини Gсох;ада ечиш учун шундай эркли функ- 
циялар системасини (базис функцияларни)

¥ 0 (*» у\ V\ (х> у)> - г  V n у) €C 2(G)

тузамизки, улар куйидаги шартларни кдноатл анти рс и 11:

V o (x ’y )  | г = (p (x,y ),

0 = 1,2, n).

У  ^олда ихтиёрий av av  ..., ап узгармас сонлар учун ушбу
п

«„ О. у) = у/0 (х, y )+ J^  (х,у) (7.22)
Ш

чизитуш комбинация жоиз функциялар синфига киради. Энди
(7.22) ифодани (7.21) интегралга куйиб, куйидагига эга бйпамиз:

L к ) = Я
дщ
дх

I I

Е о , Oh
дх

у  (  
+

у
+

су “  0  
V /-1 * J

Jxdy (7.23)

Биз av  ..., ларни шундай танлаб оламизки, (7.23) интеграл 
минимумга айлансин. Бунингучун минимумнингзарурий шартлари 
бажарилиши керак:



mm

Ушбу

Кп Nдх dx ду ду j  

(/ = 0,1 ,..., п, 7 = 1 ,2 ,..., п)

dxdy, Ж  = Ж

белгилашни киритиб, (7.24) системани куйидаги куринишда ёзиб 
оламиз:

Бу чизикди алгебраик тенгламалар системасини ечиб, йу а2, ..., ап 
коэффициентларни аниьутаймиз. Шу коэффициентлар билан олин- 
ган ип(х, у) функция Дирихле масаласининг такрибий ечими булади. 
Бу ечимнинг аниклиги гр.(х, у) базис функцияларнинг танланишига 
ва уларнинг сонига боклик;.

Ритц методининг умумийрок, хусусий хосилали тенгламалар учун 
чегаравий масалаларга кулланилишини [3, 19, 20, 21, 22, 32] дан кдраш 
мумкин.

М исол. (7 = {0 < х, ^< 1} со\ада

Дирихле масаласи ечилсин.
Ечи ш . Бу ерда чегара х =  0, х  = 1, j  = 0, у = 1 турри чизикдар булганлиги учун 

базис функцияларни куйидагича танлаймиз:

А^а^АХ2а2 +... + Аупап — Aq19 
A2\0\ + Л22а2 +... + Л2 пап = —Л02,

(7.25)

+ А п 2 а 2

(7.26)

й  t*ypt ** Ш  *  А  
* ж  $ фШ 

М мУК» jg  щ  ш щ.
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ва чизиКрПи комбинацияни ушбу

из (*о0 = x * + (1—- )̂(1—J7)(^i +а2х + агу) (7.27)

куринишда оламиз. Равшанки, ихтиёрий av av а3 учун w3(x, у) функция 
(7.29) чегаравий шартларни каноатлантиради. Хисоблашлар курсатадики, (7.25) чи- 
зикуш алгебраик тенгламалар системаси куйидагидан иборат:

45 а\ +
90 а2 + 90 " 3 12 ’

1 4 1 1— а\+ —— а-, + d-j —__
90 525 2 180 3 20
1 1 4 1

90 *1 +
180 °2 + 525 *3 = 24

45 Ю5Бу системанинг ечими , аэ = -, а, = и.
2о 26

Бу к;ийматларни (7.27)га куйиб, берилган масаланинг такрибий счпмими тома- 
миз:

«з(**У) = * + 9 $  ~ *>0 - У ) {^  + ~2̂5 *)'

11.8-§. РИТЦ МЕТОДИНИНГ ХАТОЛИГИНИ БА\ОЛАШ 
ВА УНИНГ ЯДИНЛАШИШ ТАРТИБИ

Ритц методининг як^нлашишини ва унинг тартибини ба\олаш 
борасида академик Н.М . Крилов катта изланишлар олиб борган. Биз 
бу ерда энг содца ^олни курамиз, бопща доллар |20| да ва унда 
курсатилган адабиётларда келтирилган.

Айтайлик, ушбу уз-узига кушма

~ ^ { pu') + qu = f  ( 8 .1)

дифференциал тенгламанинг

«(О) = w(l) = 0 (8.2)

чегаравий шартларни ^аноатлантирадиган ечимини топиш талаб 
кдлинсин. Буерда [ОД] ораликда

р (х )> р о, q(x) > 0 (8.3)

тенгсизликлар уринли ва р '(х )9 q(x)9J{x )  функциялар [ОД] да уз- 
луксиз деб оламиз.

Энди (8.1), (8.2) чегаравий масалани ечиш учун Ритц методини 
куллаймиз. Айтайлик, ип(х )  функция
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п

функциялар орасида
к=1

1{и) = j^ p u '2 + qu2 — 2 A ]  dx
1

функционалга минимумни таъминловчи функция булсин. Бу ип(х) 
функцияни (8.1), (8.2) чегаравий масаланинг и*(х) анш^ечимига 
я-якднлашиш деб кдрашимиз мумкин.

Энди

£ = max (8.4)

белгилаш киритиб, еп нинг нолга интилишини ва нолга интилиш 
тезлигини аникдаймиз.

Кдралаётган [0,1] ораликда квадрата билан интегралланувчи 
х̂ акик̂ й функциялар фазосини к;араймиз. Бу фазода скаляр кугтайт- 
ма ва нормани куйидагича киритамиз:

(g ,h ) = ^g(x)h(x)dx,
Ш У о

Буняковский ва Коши тенгсизликларига кура

м

I
\g(x)h(x)dx (8.6)

Равшанки,

Ш  Щ max Я В ш , I f  I min \h(x)\ < |Ы| < М И М У Ю Я0<jc<1 11 1 fl<vd 1 I II II II li-n<rv<ri I'0<x< 0<дг<1 '

ва Щ  

Бизга

а g\ (а — узгармас сон).

\и * и*| ва \и*’ ларни бахдлашга тугри келади. Маълум - 
ки, функционалнинг биринчи вариацияси

1
<5/= j[p u  *’ц ' + qu*r{ - f t } ] d x

о

хар к̂ андай rj(x)G C l [0,1] функция учун нолга тенг. Ш унинг учун 
хам т](х) = и * (х )  деб олиб, куйидагига эга буламиз:

и ■{■q(x)\u *]2 \dx = [ f(x )u *d x .
'  о
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Бундан

[и * ']2 dx < J / (х)и * ' dx,
о

чунки q(x)>0. Буняковский тенгсизлигини куллаймиз:
1

о

Кейда куйидатларга зга в ш и » :

I

\\и * L

и *

еки

1 11 Ро
А \\и * II.

Охирги тенгсизликнинг унг томонида номаълум 
нашади, бундан ушбу

и *

< т

щ ®

микдор к,ат-

тт
Стеклов тенгсизлиги ёрдамида кутуламиз. Бу тенгсизлик [ОД] да 
узлуксиз, g'(x) хрсилага эга (чекли микдордаги нук>талардан истис- 
но равишда) ва квадрата билан интегралланувчи функция учун 
уринлидир. Шу билан бирга

еки
I.

2) ^g(x)dx = 0

шартларнинг бирортаси бажарилиши керак. Юкрридаги шартлар ба- 
жарилганда g(x) функция ва унинг хрсиласи учун куйидаги кдтор- 
ларни ёза оламиз:

00 00 
й И  =z ^ Jbk sinкпх, g\x) = ^ k n b k cos кпх.

k=г к= 1

Бу кдторларга Парсевал-Стеклов тенглигини к^ллаймиз, натижада

hi2 1
к=\

келиб чикдди. Булардан (8.8) тенгсизлик осонлик билан хрсил була- 
ди. Кдралаётган и*(х) функция g(x) функцияга куйилган шартлар
ни кдноатлантиради, шунингучун (8.8) тенгсизликка кура



Буни (8.7) тенгсизликка куйсак,

и * <
Кр0 И (8 .9)

келиб чикдди. ,
Энди шах и * (х)| ни ба^олаймиз. Агар 0 < х  < -  булса, у х>олда бШм 1 2-

и*(х)
л

\и *' (t)dt < f l2 dx

\

Г 1
J(w *чо )2

40
< ——||w Не'

V2 11

ва агар т  < х  < 1 булса, у \олда.

1 1 2 / \ 
1 2

и*(х) = [и *' (t)dt < J l2 dx 
i

j( «  * ' (О)2 dt 
i

р

IA Щ.

X
<2

Демак,

max Iи * (х)\ < -г-ж  *'0£*2Sl1 1 V2 11
<

12р0я (8.10)

Энди |w*"|| ни ба^олаймиз, бунинг учун берилган (8.1) тенгламадан 
фойдаланамиз:

-р(х)и * "- р '(х )и * '+q(x)u* = f(x ) .

Бунда Коши тенгсизлигига кура

||pw *"|| < | р'и *' + qu* + /| 

келиб чикдди. Куйидаги белгилашларни киритамиз:

lb 'll = max I z?'(*), \q I = р < max g(.x).
11 11 0 ^ 1  1 I I I  Ойх<\

Юкрридаги (8.9), (8.12) тенгсизликлардан

т  *1  <

(8.11)

(8.12)

хреил булади, бунда

+=L p
2Pon » " Po*

PL — ----  I
Pon Po*2

+ = г (8.13)

Энди ушбу масалага Ритц методини к^ллаймиз, бу методда ба
зис функциялар сифатида ортонормалланган

у/к (х) = л/2 sin кпх (к = 1,2,...) (8.14)
функцияларни оламиз.
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Аник, ечим и*(х) учун курилган Фурье тригонометрик к,атори 
■шнг п-кдсмий йигиндисини Yn(x) орк̂ али белгилаймиз:

а д = 1  Ък sin кпх.
к=1

Ушбу

Ък sin кпх
к=п+1

айирмани олиб, и * -Yn , и * ' , w *" -Y n'| ларнинг орасидаги му- 
носабатларни урнатамиз. Бунинг учун Парсевал-Стеклов тенглиги- 
ни куллаймиз:

00

*4  £к—п+1

2,2 Л 0+1)'
£=и+1

2

4,2 К («+1У
Л-и+1

00

Е [ tJt7\Кп+\)%к=п+1

00

I
к=п+ 1

У

Бу тенгликлардан куйидаги муносабатлар келиб чикдци:

1u * -Y n II < —^ -llw  * '- Г  W|1 ^(«+i)
<

к 2(п+\)2
и * —

Кдралаётган 1{и) функционалнинг ва ип(х), Yn(x) функцияларнинг 
таърифига кура

I(un* ) - I ( u * ) < I( Y n)- I(u * ) .

Бу тенгсизликни хамда (6 .9 ) формулани хдсобга олиб, куйидагига 
эга буламиз:

Ушбу

j j  р (н„*' -  и * ')  , +  q (и„ * -и  *)
О

-  ~U*')2 +q{Y" ~U*f

Х - р <  max р(х)
0£дг<1

dx <

dx.
(8 . 15)

(8 . 16)

белгилашни киритиб ва (8.10), (8.13) тенгсизликлардан фойдала- 
ниб, куйидагини хрсил кдламиз:
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^ p i x : - u f dx <

j  i|2
<X\Yn- u  + p Y„ -  и* 2 < (а + ^ -) Trf *'Y „ -uп \ Ш п

(8.17)

ва
T/f *
Y n ~ U

2 1 <
7Г (й+i)

К  гг *... - u <
7Z2 ( и  +  l )

W <

<
p ln \ n  + \ f

(8.18)

Энди (8.15), (8.18) тенгликлардан фойдшшвиб, куйидашйи келти- 
риб чик,арамит

_2

U„ —U * р
p l \  Л )  7Г2 ( и + 1 ) 2

/

Кейин (8.10) тенгсизликни ип(х) -  и \х) функцияга куллаб, охир- 
ги натижага келамиз:

£„ = max
Q&vSl

ип( х ) - и ( х ) * * ип -  и т М лп+1

бунда

L = —
РоП

Хх + щ
2 Ро \  к

1аМураккаб х;исоблашлар курсатадики, я-* оо да = -Ц- ба^они олиш 
мумкин, бунда L { — маълум сон. п2

Ритц методининг тургунлик масаласи академик В.К,. Крбулов- 
нинг ишларида кдраб чикдлган [22].

11.9-§. ГА Л ЁРКИ Н М ЕТО ДИ

11.9.1. Галёркин методининг гояси. Ритц методининг асосий кам- 
чилиги шундаки, у фацат оператори симметрик ва мусбат булган 
тенгламаларга кулланиладй. Академик Б.Г. Галёркин 1915 йилда шун
дай метод таклиф кдлдики, у Ритц методига нисбатан умумийдир. 
Бу метод х,еч к̂ андай вариацион масала билан богли*;эмас, шунинг 
учун адм у батамом универсал метод х̂ исобланади. Бу методни эл- 
липтик, параболик ва гиперболик тенгламаларга, \атто улар вариа
цион масала билан боглик; булмаса х;ам, катта муваффак̂ ият билан
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куллаш мумкин. Агар тенгламанинг оператори симметрик ва мусбат 
булса, Галёркин методи осонрок^йул билан Ритц мстоди берадиган 
такрибий ечимни беради. Такрибий ечимнинг коэффициентларини 
аникдайдиган чизикуш алгебраик тенгламалар системаси бир хил 
булади. Галёркин методинингякднлашишини академик М. В. Кел- 
диш курсатган.

Энди Галёркин методининг асосий гояси билан танишамиз. Фа
раз кдлайлик,

Au=f(x,y) (9.1)

тенглама берилган булиб, А — к;андайдир икки узгарувчили диффе
ренциал оператор булсин ва (9.1) тенгламанинг ечими бир жинсли 
чегаравий шартларни кдноатлантирсин. Бу масаланинг ечимини ку
йидаги куринишда излаймиз:

п
un{x,y) =  Y j ak^ k {x ,y), <9-2)

к=1

бу ерда v>i(х,у), чр2(х, у), .... , у>п(х, у) функциялар берилган G
сохада тулик,булган чизшуш эркли 00 системанинг аввалгик=1
п таси булиб, бир жинсли чегаравий шартларни каноатлан гиради. 
Такрибий ечим ип(х, у) аник, ечимга айланиши учун ея(х, у) =
= А{и (х, j;)} — / (х, у) ифода айнан нолга айланиши керак. Агар еп(х, у) 
узлуксиз булса, бу талаб еп(х, у) функция \Yk (Х>У)} °° системанинг 
барча функцияларига ортогонал булиши билан тенг кучлидир. Аммо 
бизда факдт п та av av ..., ап узгармаслар булган лиги сабабли орто- 
гоналлик шартининг факдт п тасини к;аноатлантира оламиз. Бу шарт
лар куйидаги тенгламалар системасига олиб келади:

\\{А[ип ( х ^ )] -  f(x,y)}\i/j (x,y)dxdy = О
G

ёки

\\a \u„ (x,y)y/j (х ,у )]dxdy = jjf(x ,y)y/j(x ,y)dxdy  (9.3)
G G

<j= 1,2,..., n).

Ушбу система а. коэффициентларни топишга хизмат кдлади. Агар 
А оператор чизшуш булса, у холда бу система av av ..., ап ларга 
нисбатан чизикди алгебраик тенгламалар системасидан иборат була
ди. Бу системадан а. ларни топиб (9.2) га к$йсак, керакли такрибий 
ечимни хосил кдламиз.
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М  и с о л. Ушбу

и "  +  и = —х,  «(0) =  0, и(1)=0 (9.4)

чегаравий масаланинг ечими топилсин.

sinx
(Осонлик билан куриш мумкинки, аник, ечим и(х) =  -т~ г — х  ).

sm l

Е чи ш . (9.4) чегаравий масалага Ритц методини к^ллаб булмайди, чунки 
бунда и олдидаги коэффициент q(x) = 1>0. Бу мисолда (9.2) такрибий ечимини

ип(х) = х  (1 -х ) (а1 +  а2х  +  ... +апх п~1) (9.5)

куринишда кидирсак, у \олда ип(х) чегаравий шартларни каноатлантиради.
Биз бу ерда, аввало, п = 2 деб оламиз, у щпда ip.(x) = х(1— х), ty2(x) = х 2(1 — х)

булиб,

м2(х) = х(1~х)(л , + д2х)

булади. иЛх) ни (9.3) га к$ямиз, натижада

\a(u2 )v\dx=- J x\f/\(x)dx,

jA  (u2 )y/2 ^x =  -  jxy/2(x)dx

еки
i
j [ —2a\ +a2(2—'6 x )+ x ( l—x)(fl| +л2х )] x  ( l — x^dx —
0

l
=  — J x 2 ( l — x)d x,

0
1
j j ”—2^i + a2 (2 —- 6x) + x ( l — x)(a i + Й2* ) ] * 2 0  ~~ x)dx  =
0

1

=  — J x 3( l~  x)dx
0

тенгламалар системасини \осил циламиз. Интегралларни ^исобласак,

3 3 1
ГО*1 + 20*2 = Т2 ’
3 3 _ 1 

20 й1 + 105 й2 ~ 20
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келиб чикади. Бун дан я, = ----- , ап = —  ва
369 41

71 7
” J l i « у  i  'jj-л

га эга буламиз.
Энди п = 3 булсин, у хрлда ip{(x) = х (1 -х ) , -ф2(х) = х2(\ -х) у 3(х) = х\ \ -х)

ва
w3(x) = х  (1—л:) (ах+ а2х  + аъх2)

деб оламиз. Бу ерда иъ(х) ни иг (х) -  и2(х) + a3ip (̂x) куринишда ёзиб олсак, у 
^олда (9.3) система куйидагича ёзилади:

i 1
+ аз^ (^з) ]W\dx = — jxy/^x

w2 )~*"a3̂ (v/3)] W$dx — —jxy/^dx.
0 0 

Биз бу ерда n =  2 булган ^олда л;исобланган

1 1 1
^A(u2)\ifxdx, ^ ( « 2)^2^  ^х ¥\ (x)dx, j 'xy/2dx
о о о

лардан фойдаланишимиз мумкин. У  ^олда av av аъ ни ашщлаш учун куйидаги 
тенгламалар системасига эга буламиз:

3 19 1
10 °х + 20 й2 + 210 йз М 121 
3 13 79 1

20 ° 1 + 105 02 + 840 йъ ~ 20 ’
19 79 103

210 + 840 й2 + 1260 из 30

Бу системанинг ечими

а{= 0,381910; а2= -  0,194144; я 3= -0,023412.

Шундай к;илиб,

иг(х) = х(1 -х )  (0,381910 -  0,194144л: — 0,023412х2).
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11.9.2. Галёркин методи ёрдамида хос сон ва хос функцияларни 
топиш. Куйидаги

Lu  т  (р( х) и') -  q(x)u + Хи = О
ил

(9.6)

дифференциал тенглама учун энг содда

и ( а )  = и(£) = О (9.7)

бир жинсли чегаравий шартларда хос сонлар ва хос функцияларни 
топиш масаласини куриб чикдмиз,

Бу масаланинг ечимини топиш учун [а, Ь\ ораликда тулик,, икки 
марта дифференциалланувчи ва (9.7) чегаравий шартларни кдноат- 
лантирадиган <pv<pr  ... ,(рп базис функцияларни танлаб, хос функция- 
нингтакрибий ечимини куйидаги

п

(9.8)

куринишда излаймиз, бу ерда а. — номаълум узгармаслар. Кейин бу 
функциядан (9.6) тенгликнинг тула к;аноатлантирилишини талаб 
кдямасдан, бу тенгликнинг чап томони <pv <pv ... ,<рп базис функция- 
ларга ортогонал булишини талаб кдламиз. Бу бизни куйидаги тенг- 
ламалар системасига олиб келади:

d
jLucpjdx = J — {ри')п ~~Яип + ̂ ип (pfdx = О,

( J  - 1 ,2 ,. .. ,  п).

Охирги системани куйидагича ёзиш мумкин:

(9.9)

бу ерда

аи

/=1

о ■

- I dx
Ш ЁИ Ш !

О
q>jdx, Л  т  \(Pi(Pjdx.

(9.Ш)

(9.11)

Хосил кддганимиз п та номаълумли п та бир жинсли тенглама- 
лар системасидир. Бу система нолдан фарьуш ечимга эга булиши 
учун унинг детерминанта нолга тенг булиши керак:
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+яЦ| а2\+я/з21..

Щц+ ̂ Р\2 ^ 2 2 + я/з22. . ап2 + ЯД/2

% ^ 2  п • а пп  +  Л 'Р п п

Бу тенглама яга  нисбатан и-тартибли тенглама булиб, п та 
Я1(л),.1̂ л),,...,Я^) илдизларга эга. Х&Р бир Я = Х[п) учун (9.10) тенгла
малар системаси нолдан фарьуш а\к),с^к\...,а{пк) ечимга эга булиб, 
Я*я) га мос келадиган хос функцияни к^уйидагича ёзишимиз мум
кин:

j,. • •
i=i

Маълумки, бу функциялар узгармас сон купайтувчи аншдшгида 
топил ади.

Биз биламизки, (9.6) тенгламанинг хос сонларини топиш учун Я 
кинг шундай кдйматларини топиш керакки, (9.6), (9.8) чегаравий 
масаланинг нолдан фарк̂ ли ечими мавжуд булсин. (9.10) система
(9.6) тенгламага якднлашиш сифатида хосил булганлиги туфайли 
топилган Я,(й),Я̂ й),... ьдийматлармосравишда Я^Я^... (9.6)тенгла
ма хоскдйматларинингяь^нлашишибулиб, и (х),Л ( х ),... функ
циялар мос равишдаги хос функцияларнинг якднлашиши булади.

М и с о л. Ушбу

и" + Хи = 0, м(-1) = м( 1) = 0

чегаравий масаланинг жуфт хос функцияларига мос келадиган аввалги иккита 
хос сонлари топилсин.

Осонлик билан куриш мумкинки, бу масаланинг аник, ечими к,уйидагилар- 
дан иборат:

9 г\ 9/ Ч я х  п , ч Ъпх Ш 9л w,(x) = c o s-y } Я, = — , m2(x) = c o s^ -, 2̂ = -  .

Ечи ш . Базис функциялар сифатида

щш  1 - х 2, (р2 = x 2 ( l - x 2 фп = х 2п~2 (\ - х 2)

ларни оламиз, у \олда чегаравий шартларни к^аноатлантирадиган такрибий ечим
нинг умумий куриниши куйидагича булади:

Биз аввал п = 2 деб оламиз, у о̂лда
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и2 М  = у ~ *2)(а1 + а2х2 ) ’

и2 (х) = 2(а2 -  ах) х  -  4а2х 3, 

и2 (х) = 2(^2 -  а\ ) _ 12^* 2

булиб, (9.10) тенгламалар системаси куйидаги к^ринишга эга булади:

1
J^2(fl2 ~ а\) “ 12я2х2 + Я^1 -  x2^Aj + а2х 2  ̂ {\ -  x2 d̂x = О,
-1

1
Л^2(д2 ~ а\ ) -  12я2х 2 + х(\ — х 2^ + а2х 2 ̂  х 2 {\ -  x 2^dx = 0.
-1

Бундаги интегралларни \исоблаб соддалаштирсак, натижада

(35—14Я) ̂  + (7-2Я) д2 = 0,1

(21-6А) о, + (33-2Я) я2 = 0 J (9‘13)

системага эга б л̂амиз. Бу системанинг детерминантини нолга тенглаштирсак, Я 
ни аникдаш учун

Я2-  28Я + 63 = 0

характеристик тенглама ^осил булади, унинг илдизлари Я?2* = 2,467438,
Яз2) = 25,532562 лардан иборат.

Хос сонларнинг аник; ифодасидан куйидагиларни ^осил кдгсамиз:

Я1 =2,4674011, Яз = 22,206609.

Бундан к)фамизки, биринчи хос соннинг абсолют хатоси 3,7* 10 булиб,
(2)иккинчисининг нисбий хатоси 15% дан иборат. Энди Я[ нинг 1дийматини 

(9.12) системага к^йиб, а{= а, а2= —0,2207498я га эга буламиз, бундаги узгар- 
мас сонни эса

-,2
dx -  1

-1
_ ,  V пхнормаллаштириш шартидан топамиз, чунки бу шартни и{х) = cos—  аник; ечим 

к,аноатлантиради. Бундан а = 0,9990673 ва

«!(1) (х) = 0,9990673 ( l -  х 2 ) ( l -  0 ,2207498х2 )

ни досил киламиз.
Энди п — 3 деб олиб, учинчи як;инлашишни

иъ (х ) = ( l  “ х 2 ) (ai + 2̂х2 + я3х 4 )
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куринишда излаймиз. Юкрридаги амалларни бажариб, Дни аниадаш учун ушбу

+ Р И Ь - Ш 0 5  = О 

характеристик тенгламани х;осил кдоламиз, бунинг еч им лари

^ - н г|д я а _

лардан иборат. Булардан ва хос сонларнинг аник; к̂ ийматларидан к^рамизки, 
биринчи хос соннинг к̂ иймати 4*10-6 аник^ликда топилди, иккинчи хос сои- 
нинг аник.лиги эса 0,9 %.

Энди я{3) нинг к,ийматини (9.13) системага к;уйиб, av а2, аъ ларни аниц- 
лаймиз, улар а узгармас купайтувчи аниьушгида топилади, а ни щг̂ %оо) нинг 
нормаллашганлигидан топсак, а = 0,9999729 ~  1 булади.

Натижада биринчи хос функция куйидаги куринишга эга булади:

и[3) (х) = ( l -  х 2 ) ( l -  0 ,233430л:2 + 0 ,018962*4 ).

Юкрридагига ухшзш боища масалалар учун хос сон ва хос функ- 
цияларни Галёркин метода билан топиш мумкин. Масалан,

д2 и д2 и _
' fU #дх ду

тенглама ва

ф *# ' * (9.15J

ЩШфЁШ&Шй&Г ;|Ч§»зввв ш ш  ва хос функцияларни аникдайдиган 
сиегехв

Я
G

булиб, бу ерда
п 

/=1

ва {<р{}  иккинчи тартибли хусусий хрсилаларга эга булган, (9.14), 
(9.15) чегаравий масалани кдноатлантирадиган функцияларнинг тулик, 
системаси. Хос сонларнинг такрибий к^ийматини топиш учун (9.16) 
системанинг детерминантини нолга тенглаштириш керак.
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11.10-§. ЭНГ КИЧИК КВАДРАТЛАР МЕТОДИ

11.10.1. Энг кичик квадратлар методининг fo a c h . Фараз кдлай
лик, Я  — хакдкдй Гильберт фазоси ва А — чизик^и оператор булиб, 
кдйматлари Н  да ётсин хамда унинг D  (А) аникданиш сохаси Н  
нинг хамма жойида зич булсин.

оператор тенгламани к̂ араймиз, бунда и ED  (Л) изланаётган эле
мент булиб,/эса Я  нинг бирор элементидир. Фараз кдлайлик, бу 
тенглама ягона ечимга эга булсин.

Биз (10.1) тенгламага куйидаги

функционални мос куямиз ва (10.1) тенгламанинг ечимини излаш 
масаласини D (А) да бу функционалга минимумни таъминлайдиган 
элементни топиш масаласи билан алмаштирамиз. Равшанки,

бу ерда и* элемент (10.1) тенгламанинг ечими. Мазкур методнинг 
энг кичик квадратлар методи дейилишининг сабаби (10.1) тенгла
манинг ечимини топиш (10.2) функционални минимумлаштиришга 
асосланганлигидадир.

Энди 1(и) функционалнинг минимумини куйидагича кддира- 
миз: чизшуш эркли {<р^ <p(E D (A )  элементлар кетма-кетлигини 
танлаймиз ва (10.1) тенгламанинг ечимига я-якднлашишни

куринишда излаймиз, бу ерда а. — номаълум сонлар. Улар шундай 
танланадики, <рх, (р2..., <рп элементлар устида тортилган Dn(A)ED(A) 
фазо остида 1(и) = |\Аип—/||2 функционал минимумга эришсин. Бу 
талаб а{ , а2... , апларни анщлаш учун куйидаги

чизик«ли алгебраик тенгламалар системасига олиб келади. Агар я *  , 
а*2... , я *ялар (10.4) системанинг ечими булса, у холда ип ушбу

Ушбу
A u = f ( 10.1)

/(и) =  \\Аи- /  2 ( 10.2)

min I( и )  — 1 (и * )  =  0 ,

п
U n (10.3)

(10.4)да,
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/=1

11.10.2. Чизш^ли чегаравий масалага энг кичик квадратлар мето- 
дини к̂ уллаш. Биз ушбу

формула ёрдамида топилади.

иккинчи тартибли дифференциал тенгламани

Г у(и) = а0и(а)-\-а{и\а) = А, Г 2(и) =  р0и(Ь) + Р{и'(Ь) = А (10.6)

чегаравий шартларда энг кичик квадратлар методи ёрдамида ечиш 
масаласига муфассал тухталиб утамиз. Бунда (10.5), (10.6) масала ягона 
ечимга ва бу ечим [а, b] да икки марта узлуксиз хрсилага эга деб 
хисоблаймиз. Куйидаги шартларни к^аноатлантирадиган <р.(х) 
(/ = 0, 1, 2...) функциялар системасини кдраймиз:

1) <р.(х) функциялар [а, Ь\ да икки марта узлуксиз ^осилага эга;
2) хар к;андай п учун <рх (х), <р2 (х)... , (рп(х) функциялар [а, Ь\ да 

чизшдти эркли;
3) >̂0(х) функция (10.6) чегаравий шартларни, к;олган <р.(х) 

функциялар эса бир жинсли чегаравий шартларни к;аноатланти- 
ради:

4) <р{(х) функциялар (10.6) чегаравий шартларни каноатланти- 
радиган С2[а, b] синфдатулик;системани ташкил этади.

Эслатма.  С2\а, Ь\ га тегишли булган ва (10.6) чегаравий шартларни одно- 
атлантирадиган и(х) функциялар синфини Шоркали белгилаймиз; {</>,.(*)} функ
циялар системаси /’синфида т^лик, дейилади, агар ихтиёрий е > 0 сон ва ихти
ёрий u (x)EFфункция учун шундай п ва шундай а., а2 ... , ап узгармаслар топил- 
саки,

L(u) = ип ■+■ р(х)и' +  q(x)u = f  (х) (10.5)

ии\ х) -  u[J\x) < е , j  = 0, 1, 2, а < х  < b

тенгсизлик уринли булса. Бу ерда

и„(х) = <Ро(х) + Y J“,<P,(x)- (Ю.7)/= I

Бутаъриф шуни билдирадики, \ар кандай жоиз и(х)Е^функция 
учун шундай ип(х) функция топиладики, етарлича аник.ликда [а, Ь\
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да и(х) ни унинг и'{х) ва и”(х)\осилалари билан биргаликда як,ин- 
лаштиради.

Энди (10.5), (10.6) чегаравий масаланинг ечимини (10.7) кури- 
нишда излаймиз, ип(х) функция а. ларнинг ихтиёрий к,ийматида
(10.6) шартларни кдноатлантиради. я.ларни шундай танлаймизки, 
ип(х) имкони борича (10.5) тенгламани яхширок, як^нлаштирсин. 
Биз ип(х) ни (10.5) тенгламага куйиб,

га эга буламиз. Деярли х;ар доим рп(х) = 0. Биз шундай иш кдпиши- 
миз керакки, |ря(х)| имкони борича кичик булсин. Шу мак̂ адда

микдорни *;араймиз ва а] , а2 ... , я^номаълум сонларни шундай 
танлаймизки, е2 энг кичик к;ийматга эга булсин.

Агар р(х), q(x) Е  L 2[a, b] функцияларнинг (р, q) скаляр купайт- 
масини, одатдагидек,

Изланаётган а{ , а2... , я̂ параметрларни топиш учун к у̂йидаги 
системани щосил кдламиз:

L(un) - f ( x )  = pn(x)

каби аникдасак, у хщда е] = 1(ип) булиб, бу ерда

1(и) = ||Цм) -  /||2 = (L(u) -  / , Ци) -  / ).
Равшанки, и

Ц и „)=Ц (р 0) + ^ аМ<р,),

бунда

/  = /  - Д ф0).



ь

'<*$ *=%  ш Й М М р й ь
а

Ь

а

белгиларни киритиб, юкрридаги системани
п

jfH M lU #  (10.8)
/=1

куринишда ёзиб оламиз.
Шуни таъкидлаш керакки, (10.8) системанинг матрицаси сим- 

метрик булиб, унинг детерминанта L(<p{), L(<p2),..., L((pn) л ар учун 
Грам детерминантидир. Фараз кдлайлик, (10.8) система ягона ечимга 
эга булиб, я *  , а*2 ... , а *пунинг ечими булсин. У хрлда и(х) га 
якднлашиш сифатида

п 

р1
олинади.

Энди (10.8) системанинг кдчон ягона ечимга эга булиши масала
сини куриб чикдмиз. Системанинг ягона ечимга эга булиши фак̂ ат 

р.(х)} системанинг танланишига боглик, булмасдан, балки (10.5), 
(10.6) чегаравий масаланинг табиатига \гм бошик,. Хусусий хрлда

Ци) = 0, Г х(и) = 0, Г 2(и) = 0 (10.9)

бир жинсли масала фак̂ ат нулли ечимга эга булишига х̂ ам богпик- 
дир. Ёзувни кдокдртириш макрадида а0 = /30 = 1, а, = /3, = 0, \олни 
Караймиз. (10.8) системанинг матрицаси а = щ Ж  булиб, унинг де
терминанта А = deta булсин.

1-т е о р е м а. Агар (10.9) чегаравий масала фацат и(х) = 0 тривиал 
ечимга эга булса, у %олда А&О ва (10.8) система ягона ечимга эга 
булади.

И с б о т  и . Ушбу
п

§ ш1> 2> п
/=1

бир жинсли тенгламалар системасини к;араймиз. Бу система фак;ат 
,Ь.= 0 тривиал ечимга эга эканлигини курсатамиз. Бунинг учун

ёки ушбу
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j  тенгламани b. га купайтириб, натижасини j  буйича 1 дан п гача 
кушиб чикдмиз:

п п b п п

J a X m i l i t  10}
j =1 Щ  a i= l JH

Агар
п

«.,(*)
i=i

ЁШ ННШ НК киритсак, у холда (10,10) ЩШвЁЯЁШШ

Ь
^ l}(un)dx = 0
а

s fp ie a iiia  сзиш мумкин. Бунлан эй® т  0 M f f i i f Жамг  
||§1§ Щ т  функциялар <р̂ а) = ф Щ  = 0 (г *  % % п) ша$щирш 
кдноатлантири шини эсласак, ип(а)= ил(Ь) =* 0 шкдий' адга̂ ш»-. JUsxexl 
Г,(мл) = 0, Г2(и ) = 0. Шундай к;илиб, фущшйй (Ю.9) ЩЭД|Шв1Й
ЗДрШфни кдноатлантиради ва теорема Щ 0 ёки

п

^ b jiP iix ) = 0. Аммо ^,(х), <р2(х), ...., ^ (х) функциялар чизик,ли 
В
эркли, шунинг учун хам ил(лс) s  0 шартдан b.= 0 келиб чикдди. Де
мак, А^О ва (10.8) система ягона ечимга эга. Теорема исботланди. 

Куйидаги

Г х(и) = и(а) = 0, Г 2(и) = и(Ь) = 0 (10.11)

хусусий хрлда (10.5), (10.6) чегаравий масала учун энг кичик квадрат
лар методининг якднлашишини курсатамиз. Фараз кдлайлик, и*(х) 
функция (10.5), (10.11) чегаравий масаланинг аник, ечими булиб, 
и*(х) унинг энг кичик квадратлар методи билан топилган я-якдн- 
лашиши булсин. Шуни таъкидлаш керакки, (10.11) чегаравий шарт- 
ларда

п

ва
ы

булади.
2 -т е о р е м а . Агар куйидаги икки шарт бажарилса, у хсолда энг 

киник квадратлар методи билан топилган {и*(х)} функциялар кетма- 
кетлиги Ь 2 фазода и *(х) ани% ечимга интилади:

1) (10.5), (10.11) чегаравий масала ягона и *(х) ечимга эга;
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2) шундай узгармас М  сон мавжудки, [а> Ь/ да %ар цандай икки 
марта дифференциалланувчи ва оралищинг четки нуцталарида нолга 
айланувчи и(х) функция учун

(ъ
J*u2(x)dx

тенгсизлик уринли.

И с б о ти . 1)шартгава 1-теоремагакура {ип(* ) }кетма-кетликни 
куриш мумкин; {<р( (*)} кетма-кетлик С2[а,Ь] синфда тулик, шу- 
нинг учун \ам (эслатмага к,.) хдр кдндай £>0 сон учун шундай N  ва 
Щ, а2..., я̂ параметрлар топиладики,

( 10.1 2 )

тенгсизлик бажарилади.
N С N \

•*#* Щ • \ нв®|*1
i=1 V P I у

тенгликларни ^исобга олсак, у долда (10.12) тенгсизликни куйида- 
гича ёзиш мумкин:

\\f-L {uN) \\<±. (10.13)

Энди uN(x) функцияни ах , а2 ... , aN параметрлар тупламида 
/  (uN) т  ||L ( u n  ) -  / 1|2 функционални минималлаштириш натижаси- 
да хрсил булган и*(х )  функция билан алмаштирамиз. Равшанки, 
uN*(x) функция учун (10.13) тенгсизлик бажарилади. Демак,

Агар п > А̂ деб олсак, у ^олда

\\Lu * - L un\\ = \\L(u * - un )\\< ~м

тенгсизлик уринли булади. Теореманинг 2) шартидан фойдалансак, 
бундан

, § » М\\Ь [и * -  uN) 11 < е 

келиб чикдци. Энди е нинг етарлича кичиклигини ^исобга олсак,

l im \\u * —U m \\ =  0  
п —>оо

хосил булади ва теорема исботланади.
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11.11-§. ВАРИАЦИОН-АЙИРМАЛИ МЕТОДЛАР. 
ЧЕК Л И  Э ЛЕМ ЕНТЛАР М ЕТО ДИ

Биз олдинги бобларда чегаравий масалаларни чекли-айирмали 
методлар ва вариацион методлар билан такрибий ечиш масаласини 
куриб чивдан эдик. Бу методларнинг хар бирининг устунликлари ва 
камчиликлари бор. Агар дифференциал оператор мусбат аникданган 
ва симметрик булса, вариацион методни куллаш натижасида хосил 
булган чизик^и алгебраик тенгламалар системасининг матрицаси хам 
мусбат аникданган ва симметрик булади. Аммо бу матрица тула, 
яъни нолдан фарк*пи элементлари жуда куп булади. Ш унинг учун 
Хам матрицанингтар гиби катта булса, бундай системани ечиш жуда 
куп мехнат талаб кдгсади. Иккинчи томондан, чекли-айирмали ме- 
тодда матрица уч диагоналли булиб, чизик^и алгебраик тенгламалар 
системасининг матрицаси сийрак булади. Аммо дифференциал опе
ратор мусбат аникданган холда системанинг матрицаси мусбат аник,- 
ланмаган булиши мумкин.

Кейинги йилларда шундай методлар яратила бошландики, улар 
вариацион ва айирмали методларнинг ижобий томонларини узида 
мужассамлаштирган. Бу методлар вариацион-айирмали методлар (некли 
элементлар методи) дейилади. Бундай методларни куриш учун ва
риацион методларда {</>.} базис функциялар сифатида чекли бардор- 
ли функцияларни* (финит функцияларни) олиш керак. Бундай 
функциялар ечим мавжуд булган соханинг факдт кичик кдсмида- 
гина нолдан фарк̂ идир.

Биз биламизки, агар

функционал аникданган сохадан олинган ва и (0) = и (1) = 0 шарт
ларни каноатлантирадиган и (х) функция (11.1) функционал учун 
минимумни таъминласа, у холда у

чегаравий масаланинг ечими булади. Аксинча, агар и(х) ечим (11.2) 
чегаравий масаланинг ечими булса, у холда и (х) ечим (11.1) функ
ционалнинг а никда ниш  сохасида унинг учун минимумни таъмин
лайди.

* Функциянинг бард ори (русча «носитель») чекли дейилади, агар функ
ция (-оо; оо) ораликда аникданган булиб, бу ораликнинг чекли кисмида нолдан 
фарк̂ и булса.

1 /
(и л )

Щ  + и = /(*), «(0) = «(1) 1 0 
ах ( 11.2)
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Вариацион-айирмали методнинг мо\иитини тушунищ учун 
wh ~ lx, = ih, i ~ oN; hN = l j  турда

q>,(x) =

( х - х м )/Ь ,  k ( i h , 4  

(xM - x ) / h ,  х е ( х г,х г+1), 

0, x ^ ( x i_], x M )

финит функцияларни олиб, уларни базис функциялар сифатида 
кабул кдламиз. Финит <р£х) функциянинг бардори supp у>£х) орца- 
ли белгиланади, бизнинг холда supp <р.(х) = (х. ,, х.+]). Такрибий 
ечимни

N-1
11 А х) 1 ииДамШ

куринишда кддирамиз, бу ерда а. коэффициентларни вариацион 
алгоритм буйича аник^аймиз. Бу холда (11.1) функционал учун 
минимумни таъминлаш шартидан

Ш
Y , Avai =bj> (11.4)/=1

тенгламалар системаси келиб чикдди. (4.6), (4.7) формулаларга кура

I I
Ау = + bj = jf(pj(x)dx. (11.5)

0 0

Унча мураккаб булмаган хисоблашлардан А .,/,у  = 1,2,...,/V- I 
лар учун куйидагиларни хосил кдламиз:

h 6 ( 11.6)

о, I/ — у I > L

Шундай кдлиб, вариацион алгоритмни ( 11.3) финит функция- 
ларга куллаш натижаси бизни (11.4) тенгламалар системасига кел- 
тирди. Бу кдндайдир айирмали тенглама булиб, айирмали методлар- 
да хосил буладиган тенгламаларга ухшашдир. Бу системанинг мат
рицаси уч диагоналли булиб, хисоблаш учун кулай. Бундан ташк̂ ари,
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(11.5) на (Д 1.6) дан курамизки, (11.4) системанинг матрицаси сим- 
метрик матрицадир.

Фараз кддайлик, 6'со\а Оху текислигида кандайдир чегаралан- 
Ш Ш т  б^либ, че гараси Г булсин. К^йидаги белгилашни кирита- 
миз:

Dau щ ( дТ1(ЯГ
UKcl s

а  ш  I I  s J ) , I а  | = &.+ а . ,  бунда а „  а~ — бутун сонлар. Биага ке-
1  0  к

йинчадик L^G), WfiG) ва IV2 (G) Гильберт ({)азолари ксрак була
ди, бу фазодарда скаляр к^пайтма ва норма куйидагича аникла- 
пата:

LAG) да

W2k(G) да

]а\£к с

(  V/2

V|а|<А о )
0 к к 

ШШкЖщр% ((7) ор^али Щ  (G) фазонинг шундай фазоостисини
О к

белгилаймизки, W 2 (б) га тегишли булган функциялар Г да нол- 

га айлансин. Фараз кдлайлик, берилган w(x, j l  ф щ  (G) функция- 

ни G = {0 < х  < а,  0 < у  < Ь) со^ада булак-булак чизик,ли функция 

билан аппроксимация кдлиш талаб кдлинсин. Бунинг учун G ни 

X; = i h p  у .  = j h 2 (А, = а/М, h 2 = b/N) тугри чизик*лар билан G.. тугри 
туртбурчакларга булиб чиь;амиз, кейин ^ар бир G. ни диагонал 
билан иккига буламиз (21-чизма), яъни G ни учбурчакларга булиб 
чик;амиз. Хар бир (х , у )  га шундай <р0(х,у)  функцияни мос куямиз- 
ки, у (хр у )  тугунда бирга тенг булиб, боища тугунларда нолга 
тенг ва хщ> бир учбурчакда чизик^и функдиядир. Киритилган тур 
учун барча <pv(x, у )  ларни куйидагича
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<р(М) =

1 -5 ,  0 < 5 < 1, 0 <  ̂< 5,
1 -  t, 0 < S £ l ,  S < t  < 1,
\ + s -  t ,  - 1  < s  < О, 0 < t  < s  +1, 
1 + 5, -  1 < S < 0, S < / < О,
1 + /, -1  < 5 < О, - 1  < t  < 5,
1 -  s  + /, 0 < j  < 1, s - l < t  <0

(П .7)

киритилган функция оркдли ифодалаш мумкин. Бу функциянинг 
бардори 22-чизмада курсатилган. Энди (р.рс, у )  ни куйидагича ёзиш 
мумкин:

<Р„(х,У) = <Р A I J ( 11.8)

Бу функциялар К ур ан т  
функциялари  деб аталади. 
Берилган u ( x , y ) E w j ( G )  
функция учун

ш = и (щ 9уЛ 9 г = 0,М,

j  = 0,N

сонларни киритиб, 

м м
uh(x,y) = '£J YJuiJ(piJ(x,y)

Ы 0 j =о 2 2 -чизма.

269



чизшуш комбинацияни тузамиз, бу ифода и (х, у)  ни булак-булак 
чизщли тулдириш дейилади. Равшанки, uhGC(G)Awl2(G). Агар 
и е  WjAw22 булса, у холда

М- 1 N- 1 

М  j=\

га эга буламиз, бунда й и е и н д и  G нинг ички нукталари буйича 
олинади.

Энди вариацион-айирмали метод билан тугри бурчакли туртбур- 
чак со^ада Пуассон тенгламаси учун Дирихле масаласини ечамиз. 

Фараз кдлайлик, G = {0<х<а, 0  < ^ < й} создца

-Дu = f ( x , y ) ,  м |/-= 0 (11.9)

Дирихле масаласининг такрибий ечимини топиш талаб кдиинсин. 
Бу масалани Н = L2(G) Гильберт фазосида щэаймиз. Масаланинг 
оператори А куйидаги

л
дх2 ду2,

дифференциал ифода билан берилган булиб, аникданиш со^аси 
D(L) = [и : uEwl(G),u  |г= 0}. Энди (11.8) масалани куйидагича ёзи- 
шимиз мумкин:

Au = f ,  f m h .  (11.10)

Равшанки, А оператор симметрик:

И Я Н »ёЗ  da< \ lA<>‘ ">.<*» (л).
G

Курсатиш мумкинки, А мусбат аникданган оператор. Оператор сим
метрик ва мусбат аникданган булганлиги учун (11 .10) масалани 
ечишда Ритц ёки Галёркин методини куллашимиз мумкин. Бу ерда 

иккала метод хам устма-уст тушади. Шунинг учун хам такрибий 
ечимни Галёркин методи шаклида кдцирамиз. А операторга мос ке
ладиган энергетик фазони НА оркали белгилаб, унда скаляр купайт- 
ма ва нормани куйидагича аникдаймиз:

ШМ =
1 ’ J }{дхдх д у д у )G
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Хар бир учбурчакда ф(>(х, у) чизшдш булганлиги учун уларнинг 
^осиласи бу учбурчакда узгармас сондир. Шунинг учун хам Aijkl лар- 
ни осонлик билан хдсоблаш мумкин:

д(Ру . дфи 
дх 9 дх

Ы
9 агар к  = /, I = j  булса,

— j , агар к  = /+ 1, / = j  булса,
ч

О, агар / = j  + 1, k = i  ёки к  = § +1 б^лса, 
1 , агар k = i - 1, I = j  булса,

О, агар / = у — 1, к  = i - 1 ёки & = i булса;

.dPki\
f y  ’ ду I

К
, агар & = /, / = j  булса,

О, агар к  = i + 1, / = j  ёки / = j  +1 булса,

-  - j - , агар к  = i, I = 7 + 1 б^лса, 
h2

О, агар А: = г -1 , / = у ёки / = j  -1  булса,

--*2 , агар £ = /, / = у - 1  булса. 
fh

Топилган к,ийматларни (11.11) га куйсак, у  куйидаги куриниш- 
га эга булади:

i = 1,2,..., М - 1 ,  j  = 1,2,..., N - I ,

бунда а07- = aMJ = ai0 = aiN = 0 деб ^исобланади. Ш ундай кдлиб, 
Галёркиннинг вариацион-айирмали методи асосида булак-булак 
чизикли (11.8) базисда (11.9) масала учун маълум беш нуцтали 
схемага келдик. Аммо бу ерда f tj = ( /,<Ру) махсус куриниш га 
эга.
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b
u(x) — Я \ K (x9s^u( s)4s “ 0 (a<x< b) ( j 4 )

a

Фредгольмнинг бир жинсли тенгламаси дейилади. Бу тенглама доимо 
нулли (тривиал) и(х) = 0 ечимга эга. Агар X параметрнинг айрим кдй- 
матларида тенглама нотривиал ечимга эга булса, бундай кдй- 
матлар K(x,s) узакнинг ёки унга мос келадиган (1.4) тенглама
нинг хос цийматлари (хос сонлари) дейилади, уларга мос келади
ган нотривиал ечим эса хос функциялар дейилади. Ушбу

ъ
и(х) -  Я |а (̂5, х )  и (s ) ds= / ( х )  (а < х <Ь) (1.5)

а

тенглама (1.3) тенгламага богловчи дейилади.
Фредгольм тенгламаси назариясиниш' асоси куйидагидан ибо- 

рат:
|s Агар X сон Щх, s) узакнинг характеристик сони булмаса, у  

\олда ихтиёрий f ( x )  озод дад учун (1.3) тенглама ягона ечимга эга.
2. Агар к сон (1.4) бир жинсли тенгламанинг хос сони ШйЩ (унга 

(рк и k = Lji хос функциялар мос келади), у долдаЯ
ь

и(х) -  X ^ K ( s , x ) u  (s)ds fe 0 Cl -6)
а

богловчи тенгламанинг х,ам хос сони булади. (1.4) ва (1.6 ) тенг- 
ламаларнинг I  хос сонига мос келадиган хос функцияларйнинг 
микдори бир хил булади.

3. Агар бир жинсли тенглама нотривиал ечимга эга булса, у  холда 
бир жинсли булмаган тенглама, умуман айтганда, ечимга эга б^лмай- 
ди. У .ечимга эга б$Ш1Ш'учук

Ъ __

(/ > * )  -  j f ( x) v j x ) d x  = 0, k ^ % n  jр щ
а

ортогоналлик шартининг бажарилишй зарур ва етаряидир, бу ерда 
%(%) "кт\~п бвиюйЙк |щ*й»нг берилган хоё сонига мос 
келадиган хос функцияларидир.

4. (1.4) тенглама хос сонларининг т^плами чекли масофада ли
мит нуктага эга эмас. Агар хос сонларнинг туплами чексиз б$шса, 
у холда лимит нукта чекеизликда ётади.

Татбикларда К(х,$) узага симметрик булган, яъэдг

ЛГ(х,лУ)= K{s, х)
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Агар К(х, s ) ва f (x )  лар узлуксиз дифференциалланувчи функция- 
лар булиб, барча хЕ [я, b] учун К(х, х )^0  булса, у долда Вольтер- 
ранинг (1.8) 1 жинс интеграл тенгламаси Вольтерранинг (1.9) 
II жинс интеграл тенгламасига келтирилади. Хакикатан
( 1.8 ) тенгламанинг \ар иккала томонини х буйича дифференциал - 
лаб,

X
К(х,х)и(х)+ \K'x(x ,s )u (s )d s  = f \ x )

еки
л

и(х) + | (х, s )u (s )d s  = /I (х) (а < х < Ь)
а

тенгламани хосил киламиз, бу ерда

К (х ,х )  К (х ,х )

Шунинг учун \ам биз кейинчалик Вольтерранинг II жинс тенгла- 
масини караймиз.

Юкррида келтирилган тенгламаларнинг ^аммаси хдм низинки ин
теграл тенгламалар дейилади, чунки уларда изланаётган и(х) функ
ция биринчи даражада кдтнашади. Чизик,ли булмаган интеграл тенг
ламалар \ам куп учрайди. Ушбу

ь
и(х) -A  ̂ K[x,s,u(s)\ds = f ( x )

а

Урисон тенгламаси  ёки
ь

и(х) — Я JAT(jC, « (5'))^S' = f ( x )
а

Гаммерштейн тенгламаси  чизик^и булмаган интеграл тенгламага 
мисол була олади.

Интеграл тенгламалар математиканинг узида ва унинг турли 
татбикдарида учрайди. Дифференциал тенгламаларда Коши маса- 
ласи Вольтерра интеграл тенгламасига, эллиптик тенгламаларда- 
ги чегаравий масала Фредгольмнинг II жинс интеграл тенглама
сига, параболик ва гиперболик тенгламалар эса Фредгольмнинг 
I жинс тенгламасига келтирилади.

М и с о л . К^уйидаги п-тартибли оддий дифференциал тенглама учун Коши 
масаласи
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ср(п) # Pi(x)cp(n ! ) (х) + ... + P„(x)ip = f ( x ) ,  

<р(а) = 0, <p'(a) = Q........ <P(" I ) (<7) = 0 (III)

берилган булсин. Бу масалани интеграл тенгламага кслтириш мумкин. Х^кикатан 
цам,

1 jc4Mx-s)"~'ds (1Л2)
а

деб оламиз, бу ерда и (х)янги  номаълум ф ункция. ( 1. 12) тснгликни к марта диф- 
ференциаллаймиз, натижада куйидагига эга буламиз:

1 хс
<р{к)(х)  = -,п _ 1_к у  § u ( s ) ( x - s ) n 1 kds  (I Z к п I),

а

(p{n\ x )  = u(x).

Шу билан бирга барча \ < к < п —\ учун (р{к){а) = 0 шартнинг бажарилиши рав- 
шандир. <р<к>(х) лар учун топилган ифодаларни ( 1.11) тенгламанинг чаи томонига 
куйиб, куйидагига эга  буламиз:

X
и(х) + jK (x , s ) u ( s ) d s  = / (* ) ,  (1.13)

а

бунда

K ( x , s )  = р х(х)  + р г ( х ) ~ -  + ... + pn(x)  •

Ш ундай к,илиб, ( I . II) масала Вольтерранинг II жинс (1 .13) интеграл тенглама- 
сини ечишга келтирилди. (1 .13) дан и(х) ни топиб олиб, р(х) ни ( 1.12) формула 
ёрдамида аникдаймиз. Бунга ухшаш мисолларни куплаб кслтириш мумкин.

Бу бобда асосий масала куйидагилардан иборат:
1) А нинг берилган к,ийматларида бир жинсли булмаган интег

рал тенгламанинг аник,ёки такрибий ечимини топиш;
2 ) бир жинсли тенгламанинг хос сонлари ва хос функцияларини 

топиш.

12.2-§. КВАДРАТУР ФОРМУЛАЛАР ЁРДАМИДА ИНТЕГРАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИШ

12.2.L Хисоблаш алгоритмлари. Интеграл тенгламаларни такри
бий ечишда амалиётда кенг кулланиладиган усуллардан бири бу 
тенгламада кдтнашадиган интегрални у ёки бу

ЬС п
\<t>{x)dx = Y sAj0 {xj ) + (2 .1)

a J=1
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квадратур формула (кв.ф.) билан алмаштиришдан иборатдир. Бу 
ерда хр S j p ва АИЛip  мос равишда кв.ф. нинг 'зутунййрш
Хамда коэффициентлари булиб» улар Ф(х) функцияга боклик;эмас,

п
R( Ф) эса к;олдик, хад. Бу формулада Af m 0 ва А §  -  а шартлар
М Шбажарилади, деб фараз кдламиз. Мисол сифатида 7-бобда к;аралган
куйидаги формулаларни келтирамиз:

1. Умумлашган тугри туртбурчаклар формуласи:

Xj = а + (у -  l)h, к я £ у£ .% Aj т h, у = 1, 2 ,...,л.

2. Умумлашган трапециялар формуласи:

Щ Шa U j -1 Ж  hж , А, = 4, rnt, Aj **h, j** 2,л-1.

3. УмумЯашган Симпсон формуласи (п = 2т Ц-1 деб оламиз):

X j = a  + ( j - l ) h ,  h ^ ~ ,  j f t . - g L r i - r b
2т 3

А2 = А4 = ... = А2т = — А, Л3 = = ... = Л2т_1 = —.

4. Гаусс формуласи:

х, =—  х ™ *— ,
У 2 2 2

бу ерда х.(л) ва А(я) лар [—1,1] сегмент учун курилган Гаусс форму- 
ласининг тугунлари ва коэффициентларидир.

Энди (1.3) интеграл тенгламани такрибий ечиш масаласига 
утамиз. Бунинг учун (1.3) тенгламада х = Щ (/ = \̂ п) деб оламиз. У 
холда

ь
■ и(х)) - А ШЩ , * » _ (/ = 1.//) ' (2 J |

а

муносабатлар хосил булади. (2 .2 ) даги интегралларни (2 . 1) кв.ф. 
билан алмаштирсак, куйидагиларга эга буламиз:

п
т  ~ *  Ц ^| t

м

Ri = R [K (Xi, s )u ( s ) ] ,  i ш EX (2.3)
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(2.3) системада XR. микдорларни ташлаб юбориб, и(х) ечшшингхр 
х2, ... , хптутунлардаги у р у 2, ... й^такрибий кийматлари учун ушбу 
чизшдш алгебраиктенгламалар системасини \осил кдламиз:

бу ерда

Кейин

Ц.Ш 0, агар / ^ j  булса,
1, агар v = j  булса.

Кронекер белгисини киритиб ва

А IJS j
Я

ни х;исобга олиб, (1.17) системани ушбу куринишда ёзам из:

( i = l n ) .  ( 2 . 5 )
j= 1

Агар
Д (Я ) = det (|?f  - Я>4у ) *  0 (2.6)

булса, у щ яда (2.5) система ягона >>,, у п ечимга эга булади ва 
бу ечимни 3-бобдаги усуллар билан топиш мумкин. Бу кийматлар- 
га кура интерполяциялаш йули билан (1.3) тенгламанинг такри
бий к,ийматини бутун [а , Ь\ оралик^учун топамиз. Одатда, бундай 
формула учун

п
у Ы  я  /(*) + 4  k { x ' x j )  У.1 (2.7)

интерполяционформулаолинади, равшанки,у(х) *  I / = 1 ,п).
Ушбу

Д(А) = О

л-даражали алгебраик тенгламанинг Узаро фарк/ш Хг Х2,...,Хт 
(т < п) илдизлари, умуман олганда, К{х, s) Узак хос сонларининг 
такрибийк^йматини беради. Агар y jk) (/ = 1 k = 1 ,ш\ лар (2.5) сис
темага мос келадиган
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(2 .8 )

бир жинсли системанинг ечими булса, у холда узакнинг хос функ- 
циялари такрибий равишда

формулалар ёрдамида топилади ва булар (1.4) бир жинсли тенгла
манинг такрибий хос функциялари булади.

Куриниб турибдики, (2.3) системада XR. кднча кичик булса,
(2.5) системада биз шунча кичик хатоликка йул куйган буламиз. 
Шунинг учун хам кв.ф.ни танлаш катта ахамиятга эга. Агар тугун 
ну^таларни к,анча куп олсак, бир томондан, XR. кичик булиб, ик- 
кинчи томондан, (2.5) системанинг тартиби шунча ошади ва уни 
ечиш огирлашади. Купинча алгебраик антутик даражаси юкрри 
булган Гаусс формулалари ишлатилади. Шуни хам таъкидлаш ке- 
ракки, агар К(х, s ) ва f (x)  функциялар даврий булиб, уларнинг 
даври Ь—а булса, у холда тутри туртбурчаклар формуласининг аник,- 
лик даражаси Гаусс формуласининг аникушк даражасига тенг була
ди ва бу холда тугри туртбурчаклар формуласини куллаш маъкул- 
дир. Номаълум функция ёки узак ораликдинг четки нукталарида 
нолга айланиши олдиндан бизга маълум булса, у холда Марков 
формуласини ишлатиш макрадга мувофик, булади.

Агар К(х, s) узак ва f (x)  озод хадлар анча силлик, булса, у холда 
юкрри аникдикдаги кв.ф.ни ишлатишни окуташ мумкин. Чунки бу 
холда и(х) хам шунча силлииутикка эга булади. Хакдк;атан хам, 
агар f {k\x) ва K {k̂ (x ,s)  лар мавжуд хамда узлуксиз булса, у холда* (А)(1.3) тенгламани А; марта дифференциаллаб, и (х) нинг мавжудли- 
гига ишонч хосил кдламиз:

Куйидагиларни таъкидлаш мат^садга мувофикдир: агар берил
ган тенгламада f[x) озод хад ёки К(х, s ) узак силлик, булмаса, у 
Холда тенглама устида алмаштиришлар бажариб, озод хад ва уза- 
ги силлик; булган янги тенгламани хосил кдлиш мумкин. Маса- 
лан, узак силлик, булиб, озод хад махсусликка эга булсин, у 
Холда

(2.9)

ь
u (k\x) = X^K^k\x,s)u{s)ds +/^к){х). (2.10)

а

Ц х )т и (х ) -Д х )
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функцияни киритиб,
ь о

Цх) -  Л jK (x ,  s)ft($)ds = A>jK(x,s)f(s)ds
а  а

т м ж ш ш ж 'щ ш ш 'ц т ж ш щ  тенглама куринишига
эта ЩШЩ,'’Щ яш ляйэрсш ш  Щйзрйб* лекин унинг озод ^ади ол- 
,Ж яАш лЛ® дан.ш мисда1р ;у|1«яш ада  8 (х) ечим \ам силликрок 
.бенгали.Щ*унц т т я ш ^ ш;«efcit: + f i x )  ни \ам топамиз.

руйв^ай дййЁш Д^^рдрмийа s = хдиагоналда узи-
щщщщ ш  ЩЩШ B f ЩШШ■теияакавщ цуйидагича Узгартириш

[ШЩ&Ш

<ш1А
А

1 w I
а

о

A Ja^x, 5) [u(s) -  w(x)] ds =/(*).
а

Энди иккинчи интеграл остидаги функция узилишга эга
булмайди, чунки s - x  диагоналда u ( s )—u(x) нолга айланади. ь
|.йГ(х,s ) d s  интегралга келсак, унда номаълум функция кдшаш-

майди, шунинг учун д;ам уни осонлик билан \исоблаш мумкин на
у кдндайдир (р(х) функцияни беради.

Татбикдарда купинча шундай тенгламалар учрайдики, улар- 
нинг узаги

(0 < а  < 1)
\х -  5

куринишга эга булади, бу ерда Н (х, s) силлик, функция. Бундай 
узакли тенгламадан узаги такрорланган тенгламага Утиш мак^садга 
мувофикдир. Бундай узаклар^хдиагоналда махсусликдаи холи була
ди.

Энди (1.2) тенглама х а̂мда чизик^и булмаган интеграл тенгла- 
маларни такрибий ечишга кискдча тухталиб утамиз. Ушбу

ь
X^K{x,s)u(s)ds = /(х) (2.11)

а

теншаманинг такрибий ечимини топиш учун

1-55)Р
чизик,ли алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. Бу сис- 
темани ечиб, х,, х2, хп нуь;талардаги у г  у 2, у п такрибий
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ечимни топамиз. (1.2) тенгламани ечиш нокоррект  масалага ки- 
ради.

Агар бизга
ь

и (х )  = [/£[*, л, и($)]г&  + f i x )
а

чизикда булмаган Урисон тенгламаси берилган булса, у холда 
юкрридагидек иш тутиб, ушбу

п , ____ .

у, = ^ Aj K {xn ft р *  Ч »)
/=1

чизикуш булмаган тенгламалар системасига эга буламиз. Бу система- 
ни Ньютон методи билан ечиб, у р у 2, ..., у п ларни топишимиз 
мумкин. Такрибий ечим сифатида

У(х) = 2  AjK  (х> XJ 9 y J ) y=i

ни олишимиз мумкин.

12.2.2. Хатоликни бахолаш. Энди К(х, s) узак ва f{x) озод хад к 
тартибли узлуксиз хосилага эга деб фараз кдламиз. У холда 
(2.10) тенгламадан курамизки, и(х) ечим хам к тартибли хосила
га эга.

Агар (2.5) система аникдовчисини ва А(Я) элементларининг ал
гебраик тулдирувчиларини Ay iX) орк,али белгилаб олсак, у холда 
Крамер кридасига кура ечимни куйидагича ёза оламиз:

У'1 = д(Х )2луЛ'* (2.12)

(2.3) системадан эса

■ W  * д(я) £  A»{fi+l 4  (2.13)

хосил булади.
Энди такрибий ечимнинг х. нук^адаги хатолигини щ оркдли 

белгилаймиз:
rji =u(xi) - y i

ва rj(x) = и(х) -  у(х)  деб оламиз, бу ерда у(х)  (2.7) формула билан 
аникданади. (2.12) ва (2.13) тенгликлардан
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7=1

келиб чикдци. Кулайлик учун куйидаги белгилашларни кирита- 
миз:

1 N
В  = ш ах ч[ , R* = ш ах \r \, R = Я Я вЙ М Ф & Л »

i А(Я) а<х<Ъ

Lk = m ax i
a<x,s<b

д  К (x,s) 
дхк

д К (x,s)
ds*

, М, = m ax
a<x<b

{к)Г \и О )

Осонлик билан куриш мумкинки,

тл < Я 57?

ва
п ,

ri(x) = и(х)~ у(х) = Я ^  AjK (х , Xj) H P  у + XR
ж

муносабатлар уринлидир. Бундан эса

п
\т] (х)| Ш |Я|\R\ + \Х\/Г А,. Ш м <

7=1 (2.14)

< |Я| R* +|Я|2 LoBR* ]Г  Aj = |Я| R* + |Я|2 (6  -  я )
7=1

келиб чикдци. (2.14) бавдца R* дан танщари долган узгармасларни 
эдисоблаш мумкин. Л* узгармас эса Ф(^) = K(x,s)u(s)  функция учун 
курилган кв.ф. крлдик, хдци абсолют к,ийматинингхЕ|я, Ь\ буйича 
олинган максимумидир. 7-бобдан биламизки, юкррида келтирилган 
кв.ф.нинг крлдщ хдци

= а пФ (т)( 0  (а <%< b) (2.15)

куринишга эга булиб, а^факдт п га ботик, булган узгармас сондир. 
Маълумки:

1. Умумлашган тугри бурчаклар формуласи учун

(b - а ) 7, /а п m --—  7 (т = 2). 
я 24(я-1)
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2. Умумлашган трапециялар формуласи учун

3. Умумлашган Симпсон формуласи учун

“ ■ ' з У ?  (т = и, п . 2 р  + 1).

4. л тугунли Гаусс формуласи учун

(6-а)2л+1(й!)4 V .а  = ------ , ч 4 -- , т = 2п.
[(2л)!] (2л+1)

(2.14) тенгликдан ушбу батога эга буламиз:

|Л(Ф)| < а п ш ах  Ф (т ) (^)|.
: : ,■ ..... л a<s<b I

Бизнинг х;олда Ф  (5) = К  (x ,s )  и  (5) (х-параметр) булганлиги учун 
Лейбниц формуласига кура

0<m\s)  = С* д K(xk?s )uim-k\s)  
к=0 д  s

ва бундан

шах
a<s<b

т

Ф {т){*)\<^Скт1кМп_, (2.16)
к=  О

келиб чикдци. Lk ни аникдаш учун (2.10) тенгликда модулга ута
миз:

u(k)(xjjk]^LkM0( b - a )  + Fk, \ | #

бундан эса

Mk<\X\Lk( b - a ) M 0+Fk. (2.17)

Шундай к;илиб, (2.16) ва (2.17) лардан
т

Ф (т) (*)| ^ Щ (Ъ -  а)М0 £  CkmLkL„_k I
к=0

Ш  (2-18)

шах
a<s<b

W= о
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тенгсизликни кдноатлантирса, у  холда Я хос сон булмайди. Шунинг 
учун хам хос сонлар X кдйматларининг шундай тупламида жойла- 
тттиттги керакки, у ерда (2.22) тенгсизлик бажарилмаслиги керак.

12.2.3. Вольтерранинг II жинс интеграл тенгламасини квадратур 
формула ёрдамида ечиш. Юкррида биз

Л'

а

ш ш ш т ш т  (1.3) Фредгольм а а ш ш я а щ щ ц  деб
«|8§Шд 'ЩЩШШ деган эдик. Шунинг учун: (рЦ %  ерда*. агар- / > i

Ж0Ш

булади, натижада (2.4) система куйидаги учбурчак матрицали чи- 
зикути алгебраик тенгламалар системасига келади:

1  - ЯХ aj k^ * А f t :т Щ  (2.24)
7=1

Агар
1 -  1А,КГ, ^ 0 р т  1,л). (2.25)

тенгсизликлар бажарилса, у холда (2.24) дан кетма-кет куйидаги - 
ларни хосил кдламиз:

■ т

ж, {\ШАпКт )-\
J = l

Бу ерда А. коэффициентларни кичикрок, кдлиб танлаб олиш хисо- 
бига берилган X учун (2.25) шартни хар доим кдноатлантириш мум
кин.

М и с о л . Кв.ф .усули ёрдамида ушбу

u(x) -  j x 2s e  xsu(s)ds  = (\ -х ) е : (2 .26)

интеграл тенгламанинг такрибий ечими топилсин.
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Е ч и ш .  Тугунларни jcj = 0, х2 = ~ , х3 = 1 деб олиб,

Ф(0)+4Ф1 ~1+Ф(1)

Симпсон формуласини к^ллаймиз. Куриниб турибдики.

1
K t1 = К „  = = К , , = = О, К „  = - е 4 , А’ 

1
И  _  Л |2 -  л 13 -  л 21 -  А 31 -  V / ,  Лг 22 -  8  с  , i \ 22 е2

к ъ2 = - е 2, К т = е ,  fy = 1, /2 = , /3 = 0.33

Ш унинг учун \ам (2 .4 ) система куйидаги куриниш га эга булади:

= 1,

У1

Уз

2 е 4 У2 +4 е2Уз 

(  |
2 е 2у 2 + е у 3

=  2 *  ’

еки  соддалаштиришдан сунг

У\
I

2 е2у 2 -  (6 -е )  Уз = 0, 
t  \_\ 1 

24 -  2 е4 
\ J

У2 - е 1У% "
= 12е2.

Бу системани ечиб, куйидагиларни топамиз:

щт  1, у 2= 1,00048, у3= 1,00526. 

Интеграл тенгламани ихтиёрий х б  [0,1] учун ушбу к^ринишда c j i

д>(х) = (1 -  х)ех -  —£ 4 ,00192^2 + 1 ,00526/

ни мумкин:
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12.3-§. ИХТИЁРИЙ УЗАКНИ БУЗИЛГАН УЗАККА 
АЛМАШТИРИШ ЁРДАМИДА ИНТЕГРАЛ 

ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШ

12.3Л. Бузилган узакли интеграл тенглама.
Т аъриф . Кп(х, s) у за к  бузилган дейилади, агар уни куйидаги 

куринишдаги жуфт купайтмаларнинг чекли йигиндиси шаклида 
ёзиш мумкин булса:

ли эркли деб каралади. Чунки акс долда (3.1) чизшдти комбина- 
циядаги хддларнинг сонини камайтириш мумкин. Бундай узаклар 
учун

Фредгольмнинг II жинс интеграл тенгламаси осонлик билан ечила- 
ди. щ щ щ г т  дам, (3.1) ифодани (3.2) тенгламага куйсак,

(3.1)

бунда Арс), худди шунингдек, В.(х) (/ = 1,л) функциялар чизик,-

Ф )  И f ( x )  + h j K n(x,s)u(s)ds (3.2)

п
(3.3)/=1

тенглик хрсил булади, бунда

ь

а

Жрзирча номаълум микдорлар. Ушбу

ъ

аа
Ь

а

белгиларни киритамиз. (3.3) ифодани (3.2) тенгламага куйсак,



ифода хосил булади. Унингхар иккала томопимп J(x) га ^ис^арти- 
риб, Д (х) (/ = 1,я)лар олдидаги коэффициептларпи тенглаштира- 
миз (А.(х) лар чизикди эркли булганлиги учун), натижада С, ларни 
топиш учун ушбу

М
ёки (3.4)

Ш Я Ш Ш Ш ш я  • НЩ
чизикути алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. (3.4) сис 
теманинг аникуювчисини

A(A) = det (59- 1 а 0.)

орк,али хдмда А.. (Я) = \i,j — \,п\ оркдли 8у -Хау элементларниш 
мос равищцаги алгебраик тулдирувчиларини белгилаймиз.

Агар А (Я) ф 0 булса, Крамер к;оидасига кура

^ £ М Я)Л' (г =,1’/г) .

Бу кдйматларни (3.3) га куйиб, ягона ечимни топамиз: 

и(х) = Дх)  + А- (Я) f А  (*) =

(з.5)
v ' Ш щ  . .

= /(*) +A
а

бу ерда

Д(х,5/Я) = X Z  ду,- (ЯМ  {Х) ВМУ 
Ь». /=1 /=1

(3.5) тенгликдан

/?(х,5;Я) = ^ ’Я) (3.6)

функция (1.3) интеграл тенгламанинг резольисмтаси экаилиги ке
либ чикдци.
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1 -мисол. Ушбу
I

и(х)  -  х  + Я цд ;2 1  s2>ju(s)cb (3.7)

интеграл тенгламанинг ечими топилсин.
Е чи ш . Равш анки, K(xf s) =х2 + s2 бузилган узак , (3 .7 ) тенгламадан

и(х) Щ х  + Я ^С| X2 + С2 )

ни хосил киламиз, бу ерда

1 1 
С{ = jw(s)fifa, С 2 = JV «(.s)d fs.

о о
(3 .8 ) ни (3 .9 ) га куйиб, куйидаги

С , — — + Я [ — С| + С*2

ш я

(3 .9)

еки

,_ А )С1_ яс2̂ | ,

И  I H i  1
в в ш н н

(ЗЛО)

чизИ уш  |ргёбраик тенгламалар системасини \осил киламиз.{ С истеманинг аник,- 
лончиси »(б5аг'уигбуга тенг:

д(я) =
1-

- я  

я я  1 -
2Я 4Я2 
1  45"

Агар А (Я )  ^  0  булса, у  ^олда

т  и а
с  = 2 6 с  -  4 60

Д (А )5 2 Д (Я )

булади ва  (3 .9 ) тенгламанинг ечими

(3 .11 )

" ( Л Ш щ р К4 41 -З О Л Ш И

формула билан аникутнади .
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12.3.2. Бузилган узакнинг хос сонлари, хос функциялари ва ре- 
зольвентасини топиш. Юкррида айтганимиздек, Кп(х> s) узакнинг 
хос сонлари

Д(А) = 0 (3.12)

тенгламадан топилади. Агар Хк ( к  = 1 ,2 ,...,т, т < п) сои (3.12) тенг
ламанинг ечими булса (равшанки, Хк ^ 0 ), у холда Kf(x,s) Узак
нинг мос равишдаги хос функцияси, яъни

ь
й(х) = Хк \Кп ( x , s ) u ( s ) d s

а

/= 1

куринишга эга булади, бу ерда С }к) ушбу

Ш ш ш я ш Я Л Щ
м

бир жинсли тенгламалар системасининг нотривиал ечимлари.
Шуни хам таъкидлаш керакки, агар Я = Хк сон Кп(х, л) Узакнинг 

хос сони булса, у  холда бир жинсли булмаган (1.3) тенглама ё 
ечимга эга эмас, ёки чексиз куп ечимга эга.

2-м  и с о л . Ушбу
К2(х, s)  = x2+s2

узакнинг 0<х, s< 1 со^ада хос сонлари, хос функциялари на рсэольпснтаси то- 
пилсин.

Е чи ш . Ушбу
1

и(х )  = Я ШрГ + р2 ̂ ju(s)ds
а

бир жинсли система ечимини

й(х) = X ( с  х 2 + С )  . .V 1 2 / (3.13)

куриниш да ёзиш имиз мумкин. С ва С 2 коэффициентлар эса куйидаги (к. ( 3 . 10)) 
системадан аникданади:



Д(Я) =|- Т “ Ж  = 0’
хос сонларнинг к;ийматларини топамиз:

^ = —4 ( 5+375 ) ,  = _ 1 ( 5-3>/5). (3.15)

Хос сонларнинг >^ак;ик;ийлиги узак  симметриклигининг натижасидир.
Агар Я = Хк (А: = 1 ,2 )  булса, (3 .14 ) систем анинг иккинчиси биринчисининг 

натижаси булади, ш унинг учун \ам биз куйидагига эга  буламиз:

Энди (3 .14 ) системанинг (3 .10) аникдовчисини нолга тенглаштириб.

чШ
2

еки

с(к) _ зя, ^ (л)
1 1 - 4  2 '

Бу тенгликнинг унг томонига Хк нинг (3 .14) к;ийматини куй сак ,

с|° = S с ^ ,  с{2) = S c ^

келиб чикдди. Бу кийматларни (3 .13) га куйиб, куйидаги иккита хос ф ункция
ни ^осил килам из:

Ч>\(дг) = a , ( l  -  л/б*2 ) ,  <р2(х) = ci2 ( l  + V5x2V

Бунда а к = Хк С2 *  0 б^либ, бу сонлар хос ф ункцияларни нормаллаштириш-
дан , яъни

1 1 2
M i  dxj<pj (x ) d x  = a l  J(i±V5a:2)

0 0
дан топилади. Равш анки, а к = — j6^3±^/sj. Ш ундай к^илиб,

Ф\ М  = — л/5л:2 ) ,  ф2(х) = -^ б (3 -л / 5 )  ( l  + у/5х2 )

берилган ^закнинг нормаллаш тирилган хос ф ункцияларидир.
Резольвентани топиш учун (3 .11) аникдовчининг алгебраик т^лдирувчила- 

рини топамиз:

1 (^) = 1 ~ у  > 1̂2 (^) ~ » 2̂1 (^) = 2̂2 (^) = 1 " у  •

Ш унинг учун \ам

К2 (*,5 ) = Лх (я) Вх (5) + А2 (х )В 2 ( s ) ,

А1 (л:) = х 2, Вх (£) = % А2 (х )  = 1, В2 (5) = s 2
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тенгликларни назарда тутиб , (3 .6 ) ф ормулага кура резольвентани куйидагича 
ёза оламиз:

R(x, s ; Я) = —т-г 
Д(Я|

Я" 2
X

Я - 2 2+ —  + АХ S + V A ] 2
Я

3 ; 5 3

1 -^ (*2+52)ч аА 2 + ̂

2Я 4Я'
3 45

Агар Я ^ — ^5±3>/5j б^лса, у  ^олда бир жинсли булмаган (3 .7 ) интеграл тенг
ламанинг ечими (3 .5) формулага кура

1 f l J ^ - V x 2 +52 | + Ях 2д2 +
и(х)  = / (х )  + я | - ------ -----------------*------ Л/,

О 2Я 4Я2
3 45

формула орк;али ифодаланади.

12.3.3. Ихтиёрий узакни бузилган узак билан якинлаштириш. 
Ихтиёрий К(х, s) узакли

и
и(х) -  f ( x )  + А |АГ(х, s )u(s) ds (3.16)

интеграл тенгламани такрибий ечиш учун К(х, s) узакни (3 .1) к^ри- 
нишдаги Kn(x ,s )  бузилган узак билан алмаштириб, ксйин \осил 
булган (3.2) интеграл тенгламани 12.3.1 даги усул билан очами з. 
Бу ерда куйидагиларни таъкидлаш лозим: Ихтиёрий узакни берил
ган аник,ликда Кп(х9 s ) бузилган узак билан алмаштирганда Я пара
метр К(х, s ) узакнинг хос сонидан кднча узок, булса, (3.2) тенглама 
ечимининг хатолиги шунча кам булади. Аксинча, Я параметр хос 
сонга кднча якдн булса, Кп(х, s) ни К(х, s ) га шунча я^инрок кдлиб 
алмаштириш керак, шухолдагина такрибий ечимни ксракли аник- 
ликда топиш мумкин. К(х, s) ни Кп(х, s) билан алмаштиришнинг 
усуллари куп, биз айримларига тухталиб утамиз.

Агар К(х, s) узак [а , Ь\ ораликда х буйича ю кори тартибли  си л- 
ликушкка эга булса, у холда Кп(х, s) бузилган узак сифатида К(х, s) 
нинг Тейлор кдторининг к*исмини олиш мумкин:

т -О

х -х .
т\ дхт

бунда хп сифатида [а , Ь\ оралшднинг ихтиёрий нукгасини олиш мум-
а+Ькин. Одатда, х0 = деболинади. Шунга ухшаш муло\азаларни
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s  буйича дам айтиш мумкин. Бузилган узакни куриш учун икки 
каррали Тейлор кдторининг чекли к й̂ с м и н и  олса дам булади:

к » (*’s) = L Z - 7-j 7 i^ p ) *(*о.доХ W o  К [а,Ь]. 
р=0 <7=0

Фараз кдгайлик, Т — Ь—а  булсин ва К(х, s) узак 2 Тдаврли три- 
гонометрик кущад билан як,инлаштириш [/] шартини кдноатлан- 
тирсин. У хдлда

1 " л 
K „ (x , s )  = -  а0 ( s )  + ̂ а р ( j )  cos

р ях
2 р=1

деб олишимиз мумкин, бу ерда ap(s) (р = 0, 1, 2 ,...) Фурье коэф- 
фициентлари:

о
,s)co s т dx.

Шунга ухшаш муло^азалар s  узгарувчи учун хам уринлидир. Кп(х, s) 
сифатида икки каррали Фурье каторининг чекли кисмини олиш 
х,ам мумкин:

К « {X’ S) = \ ao o + \ Y j  а Р° C0S ̂  }  Z  a oq C O s ip  +
р = 1 q = 1

п п
+ 2 ^  2 j  а - c o s  c o s

рпх qns  
v u o  COS -±— ,рд j  j, ■>

р=1 q=1

бу ерда
ь ь

apq=^ i\  \К (x ,$ )eo s^ co s^y-dxds .

Шу макрадца 5-бобдаги дар хил интерполяцион формулалардан дам 
фойдаланиш мумкин. Масалан, х аргумент буйича Лагранж интер
поляцион формуласини кулласак,

со(х)
к Лх^ = ^ [х- х̂ {х1)к М

О)(.х) = ( х - х 1) ( х - х 2) . . . ( х - х п) .

Келтирилган формулалардан таищари Чебишев, Лежандр ва 
боища ортогонал купдадлар буйича ёйилмалардан фойдаланиш 
мумкин.
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ва

12.3.4. Хатоликни бвдолаш. Куйидаги теорема Уринлидир: 
Т ео р ем а . Фаразцилайлик,ушбу

ь
и(х) = f ( x )  + x [ K ( x , s ) u ( s ) d s  (3.17)

а

Ъ
д„(х) = (3-18)

интеграл тенгламалар берилган булиб, yn(x,s,X) (3.18) тенгламанинг 
резольвентаси булсин %амда к^уйидаги

ъ
к  <5, (3.19)

а

(3.20)

ь
(и*'1,2,...) (3.21)

а
тенгсизликларнинг бажарилиши маълум булсин. Агар шу билан бирга
(3.17) тенглама чегараланган ечимга эга  булиб,

\Цд(\ + \Цв)<\ (3.22)

шарт бажарилса, у  %олда (3.17) тенгламанинг и(х) ечими ягона ва

. ( 3 ,2 3 )

б щ в  уртли -флшдщ, fj*ds' Щ

И с б о ти. Фараз щлайлик, Цш шр |й(х) булсин. Кулайлик учун
а<х<Ь

■рУЩ тенгламани ;1§у|ВД0®в№№ ШиаииЯ

Ь
u ( x ) —X fK n( x , s ) u ( s ) d s  = Ф(х), (3.24)

а
бунда

ь
Ф(х) = f  (х)+X ̂ (K(x,s)~ Kn(x,s))u(s)ds. (3.25)

а
(3.24) тенглама Kn(xr s)  узагининг резольвентаси у п(х, s , А) булган- 
лиги учун унинг ечими
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и(х) = Ф(х) + A jyn(x,s, X)0(s)ds (3.26)

куринишга эга булади. Энди (3.25) ва (3.26) тенгликлардан куйида- 
ги бадоларга эга буламиз:

ъ
|ф(х) < /(х)| + |А| f|^(x,s)-Kn(x,s) u(s)\ds < F0 + |A|<5M,

|m(x)| < |Ф(х)| + |A|‘||уи-(х,5, А)||Ф(5)|йЬ <
a

< F0 + |A|<5M + |A|(F0 +\x\sm ) b , 

m  < Fq +|a|sm+[a|(f0 +|a| s m ) b ,

Бундан (3.22) тенгликни дисобга олсак, куйидаги келиб чикдди:
F0(\+\l\B)М< (3.27)

Шундай кдлиб, (3.22) шарт бажарилгандаДх) ни кдндай танла- 
шимиздан к;атъи назар, (3.17) тенгламанинг барча ечимлари ягона 
узгармас сон билан чегараланган булар экан. Бундан эса Я нинг 
хос сон эмаслиги ва (3.17) тенгламанинг ягона ечимга эгалиги келиб 
чикдди. Чунки, агар А узакнинг хос сони булса, у долда (3.17) тенг
ламанинг бирор ечимига узакнинг хос функциясини кушиб,
(3.17) тенгламанинг боища ечимини досил кдлган булар эдик. Агар 
биз модули буйича етарлича катта булган хос функцияни кушсак 
(хос функцияни ихтиёрий сонга купайтирсак дам у хос функция- 
лигича крлади), у долда (3.17) тенгламанинг абсолют кдймати би
лан етарлича катта ечимини топган булар эдик.

Шу билан (3.17) тенглама ечимининг ягоналиги исботланди. 
Энди (3.23) бадони курсатамиз. Бунинг учун (3.18) ва (3.24) тенг- 
ламалардан куйидагини досил кдламиз:

ь

а
ёки ъ

а
Бундан эса



Лекин
и

Я f(A (̂x,s ) - Кп{х,s ))//(.v)c/v +

+ Я х ) - Ш \ < е  + \Х\8М.

Демак, (3.27) ва (3.28) муносабатлардан

Iи{х) -  &п (jc)| < £ + |я| B e  + MS  |Я| (l + |я| В)  <

V 1 1 ’ 1-|я|5(1+|я|5)

бахо келиб чикдци. Теорема исботланди.
Н а т и ж а . Агар п->оо да Кп(х, 5) узак ва/п(х) озод хад мос ра- 

вишда К(х, s) ваД х)т рт  текис якднлашса хамда (3.21) бахо уринли 
булса, у холда д  (х) хам и(х) га текис як^инлашади.

М  и с о л. Ушбу
/

и(х) + \xshxs -u(s)ds = f  (х) (3.29)

интеграл тенглама ечилсин.

Хозирча f (x)  ихтиёрий узлуксиз функция булсин. К2(х, s) узак сифатида

2 X6S5 -  . . .К (х ,5) = xskxs = х s  н— ——+ +... (3.30)
3! 5!

ёйилманинг аввалги иккита ^адини оламиз:
4 3 

2 X  S  К-у (х, s)  = х s  н— -—
6

ва

(3.31)

2̂w -  jj * *
4„3

(s)fifc = /(х). (3.32)

Интеграл тенгламанинг ечимини

#200  = Clx2+C2x4+ f (x )

к^ринишда излаймиз. Энди

(3.33)

L L.
/j = \sf(s)ds, f 2 = j s 3f ( s ) d s (3.34)

белгилашлар киритиб, (3.33) ни (3.32) га куйсак,
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тенглик келиб чикдди. Бундан х2 ва х4 олдидаги коэффициентларни нолга тенг- 
лаштириб, С, ва С2 ларни топиш учун

6 3 г  _ Cj_
64 1 384 •/|ШЛ*

С, 12287
384 ‘г 2048 И И

(3.35)

системага эга буламиз. Бу системанинг ечими

С, . О,' * > * * ( ! § £  / I + Й (3. 36)

дан иборат. Шунинг учун \ам ft2(x) ечимни цуйидагича ёзишимиз мумкин:

» 2(х) = f ( x ) +  Jo ,169326 
о

X 12287 #*,\\ 4 I s  63 з s  + -----  + х  I + —  s2048 384 I \ 384 64 

Бундан резольвента учун ушбу ифода келиб чик;ади:

f ( s ) d s .  ( 3 .37 )

у2(х ,5 ,1) = 0,169326 

Осонлик билан куриш мумкинки,

з Л
2048 384

4 I s  63 з 
* 384 64

J| r2 {x,s,\) ds < 0,032.
о

Энди (3.30) ва (3.31)лардан
\_ ^
2 2 6?5 6
fL^r(jc,^)-Ar2(JC,^)Lfc < f— - d s  = —
V 1 I 119 119 6 26

*осил булади. Бу ерда х< — булганлиги учун <5 сифатида 8 = = 3 10-7
120-6-212

ни олишимиз мумкин. Бизнинг ^ол учун е  = 0 лигини дисобга олиб, (3.23) ба\о- 
дан куйидагига эга буламиз:

\2

<I , * .  , XI .  ^0.3 10-7(1+0,032)7 , J  „
|й(х)-д2(х)|< ) ,ЫвТ й 1 .nmV, =3.710 0̂>1-|Я|5(1+|Я|г) 1-3-10-7 (1+0,032)

бунда F0 = max |/(jc)| . Шундай к,илиб, ихтиёрий узлуксиз Дх) озод *ад учун
0£дг<-

(3.29) тенгламанинг такрибий ечими (3.37) формула билан аникданади (С ,, С2



коэффициентлар (3.36) формулалар ёрдамида топилади) на та1фибий ечим ку 
йида гича  ба^оланади:

1«(х)-г)2Ц < 3 , 7  1(Г7 ^ .

X
Агар f ( x )  = 2 - c h — булса, у  холда ^,=1 булиб, ечим w(jc)s| булиши. Бу \олда

такрибий ечимнинг ошкор куринишини топиш учун (3.34), (3.36) на (3.37) форму- 
лалардан фойдаланамиз:

f i  ~ s h \  + 4 c h \ ~ 4> й  ш ~%  + ^  + 24’ 25sh\  + 99ch \ •

/i = 0,1230386, /2 «  0,0152542; 

q  = 0,1249983, С2 = 0,0025968.

Шундай килиб,

Ь2(х) = 2 -  c h j  + 0 ,1249983л:2 + 0,0025968х4 .

I х 1 Ш *л-8Агар с п — ни 1 + -g- + 4 билан алмаштирсак, у  холда е  < 10 булиб, так

рибий ечим

щ |  1 0,00000 17jc2V 0 ,0000073/  

к^ринишга эга булади.

1&!4-§. MOMEHTJ1AP МЕТОДИ ВА УНИНГ БУЗИЛГАН 
S3AK МЕТОДИ БИЛАН АЛОКДСИ

ШшШк Мрментлар методи. Фараз цидайлик, [а, Ь\ ораликда 
Н Н В В Н В Н Н к чизш^ш эркли ва ортонормал функциялар сис- 
T if iacK iiftiiiiB  булсин. Шу бирарА^га |Шр|| системани С[а, Ь\ 
функциялар фазосида тулик, деб кррзлмиз. Бунинг маъноси шун- 
дан иборатщ, агар ихтиёрий учун

ъ
2, „.«J

а

чексиз куп тенгликлар бажарилса, у щпца F(x)=0 булади. 
Моментлар методида ушбу

п

(4.1)1=1
бир жинсли булмаган чизгауш комбинацияни кдраймиз. Бунга п та 
С. номаълум коэффициентлар киради, уларни куйидаги муло\аза- 
лар ёрдамида танлаймиз. Юк;оридаги ып(х) ушбу

ь
Lu Щ ы(х)  -  Я \к(х ,  s ) u ( s )  -  f ( x )  = 0 (4 .2 )

а
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интеграл тенгламанинг аник, ечими булиши, яъни Lun=0 булиши 
учун ушбу

о
J.Lun ’(pi(x)dx = 0 (i ш 1,2,...)

чексиз куп тенгликларнинг бажарилиши етарлидир. Лекин бизнинг 
ихтиёримизда факдт п та С. коэффициентлар бор ва шунинг учун 
дам юкрридаги тенгликларнинг факдт п тасини кдноатлантира ола
миз:

J Lun ■ ср. (x)dx = J  ип (х) -  /(х) ййД J^(x, Щ)й

I *(ЦкмЙК (4.3)

Бутенгликдар Lun функииянинг {<р(фс)! систеш  буйи-ча адвалга п 
'Ш Ш Ш Ш Ш  нолга тенглигини кургатади. Яйеди

о о
ср;(х)- X [K(x,s)(Pj(s)ds >-X jK(x,s) f(s)ds

эканлигини эътиборга олсак, у долда С,, С2,..., Сп ларни топиш 
учун ушбу системага эга буламиз:

I»
бунда

ь ъ

b ь
ц? *

а а

Агар (4.4) системанинг детерминанти

МИИ. фарря 1111?% У щ и  дйишщан: рздамща Сг» .Ж, 
.лйрвя аШ ^рж ,кумадю « C fS flp i 1Щ}И1 ШЩШШШШ

'|зашишг .Ц ж е  сонларининг такрибий кдймати топшгади.
ЖшШшшш

зоо



£ c . ( a , - A , j 3 , )  = 0 (/ = 1,2...... f>)
M

бир жинсли чизик^и алгебраик тенгламалар системасининг нотри
виал ечимини топиб, осонлик билан Я, хос сонга мос келадиган 
и (х) такрибий хос функцияни куриш мумкин.

Юкрридаги муло^азаларда {<р.(х)} системанинг ортонормаллиги 
ортик^ча булиб, факдт тулалиги ва аввалги «тасининг чизикли эрк- 
лилигини талаб к,илиш етарлидир, чунки \ар одндай система
ни ортонормаллаштириш мумкин.

Шуни х,ам таъкидлаш керакки, моментлар методининг гояси 
Галёркин методининг (11-бобга к,.) fohch билан устма-уст тушади.

12.4.2. Галёркин методининг бузилган узак методи билан илокаси. 
Моментлар методи К(х, s) узакни махсус равишда куйида курилган 
Кп(х, s) бузилган узак оркдпи алмаштириш билан теш кучлидир:

Фараз кдлайлик, {^(х)} ортонормал система булсин. К(х< s) ни х 
узгарувчи буйича Фурье к;аторига ёямиз ва Кп(х, s) сифатида бу 
кдторнинг кдемий йигиндисини оламиз:

»=1
бунда

(s ) = ^K(x,  s)(pi (x)dx.
а

Энди, агар
Ъ

Lnu = u (x )~ X ^ K n( x , s ) u ( s ) d s - f ( x )  = О
а

тенгламага моментлар методини кулласак, у \олда топилган ечим
(4.2) тенгламанинг ечими билан устма-уст тушади. Чунки Кп(х, s) 
узак учун курилган (4.4) система факдт/?.. коэффициент билан фар к 
кдлиши мумкин, аммо Р0—Ь..тенглик уринлидир. Буни курсатиш 
учун {</>.(*)} системанинг ортогоналлигидан фойдаланиб, куйида- 
гига эга буламиз:

ь ь
P ij =  j d x  j K n(x,s)(pl (x)(pi ( s ) d s  =

а  а

= j d x  j2 _ ,d k(s)(pk(x)(pi (x)(pj (s )ds  =
a a  *=1

= ( s ) ^  ^ У !1̂ ( к )Рк(х) е/х= J# /{s)<Pj(s)ds.
k—1 a  a  a
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Иккинчи томондан
ь ъ

by = ^dx^K(x,s)(p,(x)(pj(s)ds
а а

Ъ Ъ Ъ
JM M  ^ K ix ^ c p ^ d x  ds »  jVy(s)#,(s)^',
a a a

натижада

Шундай кдлиб, дар иккала тенгламанинг такрибий ечими уст- 
ма-уст тушади. A m m o  Кп(х9 s) бузилган узакли тенгламанинг мо- 
ментлар методи билан топилган ип(х) ечими унинг аник ечими- 
дир. Бу эса моментлар методининг узакни махсус равишда бузил
ган узак билан алмаштирилган бузилган узак методи билан тенг 
кучлилигини билдиради. Бундан келиб чикдцики, такрибий ечим 
билан аник; ечим орасидаги хатоликни бадолаш учун 12.3.4 даги 
теоремадан фойдаланиш мумкин.

М и с о л . Маълумки, торнинг тебраниши масаласининг узаги

бир жинсли интеграл тенгламанинг хос сони ва хос функцияларини топишга 
келтирилади.

Биз п = 3 деб олиб, (4.5) узакнинг аввалги иккита хос сони ва уларга мос 
келадиган хос функцияларни такрибий равишда топамиз. Бунинг учун (4.5) узак
нинг К(х, s) —K(s, х) симметриклигини эътиборга олиб, (p{i(p2 ва (рг функциялар
ни к;уйидагича танлаймиз:

куринишда излаймиз. Бизнинг *олда (4 4) система бир жинсли булиб, а., ва Ьу 
куйидагига тенг:

(4.5)

тенгликлар билан аникданган
ь

Lu = и(х) -  A f K(x,s)u(s )ds  = О (4.6)
а

Vi (х) и  1, <р2(х) = х(1 -  х), <р3(х) М х(1 - х )(1 -  2х),

такрибий ечимни эса

и3(х) = Cj + С2х( 1 -  х) + С3х(1 -  х)(1 -  2х) (4.7)

а\\ ~ Ъ а\Ъ -  а31 -  °2Ъ -  а32 -  0* а12 -  °Ъ\ ~ 6  > °22 ~
1

30 ’ 033 210 ’

3 0 1 6 8 ’ 8400 *
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Мисол учун bn ни хисоблашни курайлик:

1 1
b{2 ~  fd x j K  (x ,s ) s ( l -  s)ds =

о о

*  р к
л  д

J ( l - x ) s s ( l  -  s)ds 4- Jx(lH S$M £L -  s)ds

* 1
1 f  3 4  ̂X__x _  x_

12 ~6*Ш0 Р * ж

Топилган коэффициентларни (4.4) га кУйиб,

12

(4.8)

бир жинсли чизикди алгебраик тенгламалар системасини хосил кдламиз. Систе
манинг детерминанта куйидагига тенг:

/>(Я) =
Я2-180Я+1680)(Я-40)

63504000

Буни нолга тенглаштириб, хос сонларнинг такрибий кийматини топамиз:

Я = 9 ,8 7 5 1 ;  Я = 40 ; Я = 1 7 0 ,1 2 49 .1 * 2  ’ 3
Топилган Я, ва Я2 ларнинг кийматини (4.8) тенгламага кУйиб, С., С2 ва С3 
ларни аниклаймиз:

Я * Я, учун С, = -0,011756 С2, С3=0;

Я = ^2 учун С,= С2=0, С3 — ихтиёрий сон.
Бу кийматларни (4.7) га кУйиб, куйидаги

и(1) (х ) * С2 [-0 ,0 1 1756^-jc( 1—jc)] , 

и (х) = C3jc(1 -- х)(1 -  2х)

хос функцияларни топамиз. Бу ердаги С2 ва С3 ^згармасларни хос функцияларни 
1 г -Шл dx= l шартидан топамиз, натижада

«1и (х ) = -0 ,0684 + 5 ,8 11х(\ -  х), 

и2 (х) -  14,49х(1 -  х)(\ -  2х) 

нормалланган хос функцияларни аниклаймиз.
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Аслида (4 .5) Узак чексиз куп Хк = (к п ) (£=1,2...) хос сонларга эга, уларга 
мос келадиган хос функциялар эса

и  (х^ = л/2 sin кпх.

Хос сонларнинг топилган такрибий кийматини уларнинг ан и к киймати

= п 2 = 9 ,8695877 ,..., Яз = 39,47835...

билан солиш тирсак, уларнинг нисбий хатолиги д  )  =0,00056 ва 8 )  =0,013 
булади. Хос функцияларга келганда уларнинг хатолигини 12.3-§ даги метод би
лан ба\оласак, биринчи хос ф ункциянинг абсолют хатолиги етарлича кичик 
булиб, иккинчисиники эса анча каттадир.

2

12.5-§. ЭНГ КИЧИК КВАДРАТЛАР МЕТОДИ

Олдинги 12.4-§ даги каби ср^х), <р2(х),..., <рп(х) чизик^ли эркли 
функциялар (координат функциялар) системаси берилган булсин. 

Ушбу
ь

Lu = и(х) -  x\K (x9s)u(s)ds -  f ( x )  = 0 (5.1)
а

интеграл тенгламанинг такрибий ечимини
п

u„(x) = ' Z Ci<Pi(x) (5.2)
/=1

куринишда излаймиз, бунда С,, С2,..., Сп изланаётган коэффици- 
ентлар. (5.2) ифодани (5.1) тенгликнинг чап томонига куйиб, ушбу 
борланишсизликка эга буламиз:

п

бунда
гп(х) = -П х )  + ^ С 1¥1(хА), . (5.3)

i=I
b __

у/ДхД) = (Pi(x)~ X jK ( x 9s)(pi(s)ds = l , « j .  (5.4)

Энг кичик квадратлар методига (б-боб) кура Ср С2,.., С коэф- 
фициентлар ушбу

1 = -Д х) + £ с > ,( * Д )
/=1

2

dx (5 .5)

интегрални минимумга айлантириш шартидан топилади. Бу шарт 
куйидаги алгебраик тенгламалар системасига олиб келади:
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1 а/
2 dCj

о

J - / ( * )  + 2  C,V';(X’ A)
w

(У = 1,2 ..., и ).

i//. (л\А)*/.х = 0,

(5.6)

Ушбу с/
Jy/,(*,A)i//y(x ,A )Jx , (5.7)

белгилашларни киритиб, (5.6) системани энг кичик квадратлар 
методининг нормал системаси шаклида ёзиш мумкин:

{Vi,Vi)Ci +{ч'\,Уг)С2 + {Vu4'n)C„ = f i ,

{Vl,Vl ) С1 * {Vl’Vl ) С2 + »  + ( В Д , ) C „ = f 2 ,

| м ч | €  + (v/« .v/_2)Q  + -  + (^ и,г «)С в = /„.

(5.8)

Куриниб турибдики, (5.8) системанинг матрицаси [(гр^)\  сим- 
метрикдир. Агар (5.8) системанинг детерминанта

/)(Я ) «  det

нолдан фаркда булса, у  хрлда (5.8) системадан ягона равишда С,, 
С2,..., С коэффициентлар аникданади ва (5.2) формула ёрдамида 
ип(х) такрибий ечим топилади.

12.4-§ дагидек энг кичик квадратлар методини ирм К(х, s) узак
нинг аввалги бир нечта хос сонлари ва уларга мос келадиган хос 
функцияларини топиш учун куллаш мумкин. Бунинг учун f (x)=0  
деб олиб, /)(Я) ни нолга тенглаштирамиз ва х;осил булган я-дара- 
жали алгебраик тенгламани ечиб, хос сонларнинг такрибий кий
матини топамиз. Одатдагидек, Я урнига бирор хос соннинг такри
бий киймати куйилиб, мос хос функция топилади.

М и с о л . Ушбу

и(х)  = 3 -  2х -  5х2 + J  (xs + х2) u(s)ds

интеграл тенглама энг кичик квадратлар методи билан ечилсин.

Бу ерда п= 3 деб олиб, координат ф ункциялар сифатида ^ ,(х )= 1 , (р2(х)=х, 
Зх2 -1

Ф зМ  = — 2—  Лежандр к^п\адларини (6 -бобга к,.) оламиз ва такрибий ечимни

( \ г  г  г  и у̂х) — С| + —
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кури н и ш да излайм из. Бу \олда (5 .4 ) ф ормулаларга к ур а

V'l (х )  = 1 -  J  (xs + x 2) d s  = 1 -  2х2 ,

¥2 (х) = х -  | (xs + x2)sds
3  5

у/3(х )  =
Зх2 -1

-  J  (xs  + х  ) 1 d s  =
Зх2 -1

-1

Э нди (5 .7 ) ф ормулалар ёрдам и да (5 .8 ) си стем ан и н г коэф ф ициентларини топамиз:

14
(V'pY'i) = (V'pV )̂ = (^2>^i) = (^2^ 3) = (^3^ 2 ) = 0 >

8 2 2 
(^1*^3) =(^3»^i) = -  jjM v'2^ 2 ) =;#7 *(¥3 ^ 3 ) = у»

8 4
•/i ~ 3" ’ /2 -  - '9 ’ /з 

Н атиж ада куй и даги  си стем ага  э га  буламиз:

И с « А с  « I
15 ! 15 3 ~ 3 ’

27

4 
*3

27 С2 о ’
8 ~ 2 _ 4 
15 У  3 -  ~ 3 |

О сонлик билан куриш  м ум к и н к и , бу си стем а ечими куй и даги дан  иборат:

q  = 4 ,  с2 = -6, с3 = 2.

Ш ундай ки л  и б,

w3 (х )  = 4 -  6х + 2 • 

Бу эса  тен глам ан и н г аник, ечимидир.

Зх2 -1
= 3 -  6х  + Зх .

12 .6-§ . КОЛЛОКАЦИЯ МЕТОДИ

Бу ерда дам

Lu = и(х) -  X ^K(x ,s )u ( s )d s  -  f ( x )  = О (6.1)

интеграл тенгламанинг ип(х) такрибий ечимини топиш учун 12.5-§ 
хагидек {р.(х)} ва {<р.(х, Я)} функциялар системасини киритамиз ва
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I I

«„(*) • £  C,q>,(x) (6.2)
/=1

деб  олам и з. К ейин Lun(x)  бо глан и ш си зл и ки и и г берилган  
х = xj у  = турнинг нук^таларида (коллокация нукталарида) 
нолга айланишини, яъни

Lu„(Xj) = =0, j  = 1,2
/=1

булишини талаб кдламиз (бу ерда а  < х,< х2<...< хп < /;). Натижада 
Ср С2,..., Cw номаълум коэффициентларни топиш учун

п ___

X  C i¥ i ( X j ,X )  = f ( X j ) ,  j  = l , n  ( 6 . 3 )
/=1

тенгламалар системасига эга буламиз. Агар системанинг детерми
нанта

D(X) = det у/Дх^Я)] ф 0

булса, у холда (6.3) системадан С,, С2,..., С ягона равишда топи
лади ва (6.2) формула ёрдамида ип(х) такрибий ечим аник^анади.

Агар D(A)=0 булса, у  ^олда бу тенгламадан К(х, s ) узак хос
сонларининг Xk \ k = 1,/iJ такрибий кдймати топилади. Кейин (6.3) 
системада / ( * , )  = 0 ( j  = 1,/ij ва я = А* деб олиб,

£ с/*у j  = 1. и
/=|

бир жинсли тенгламалар системаси хосил кдлинади. Бу система
нинг С/Л) (/ = 1,/п нотривиал ечимлари Д х , 5) узакнинг Я, X,
хос сонига мос келадиган хос функциясини такрибий равишда 
аникдайди:

€*)
М (* ) = Y j Ci'k)(P^x).

i=1

М  и с о л . Ушбу
1

2 Г 2w(x) = jc — jc + J (xs + х )u (s )ds

тен глам ан и н г такрибий  ечи м и  коллокация методи билап то п и л а  
Б ун и н г учун  такри би й  ечимни

< \  г  г  г  З*2 -!и3 (х )  = С, + С2х  + С3 — у  

0̂7



I

куриниш да ьуидирамиз ва уни тенглам ага к$йиб, бокланиш сизликни топамиз 
(12 .5 -§  даги мисолга к,.):

г3(х)  = Схщ ( х )  + C2\i/2(x)  + С3у/3(х) -  f ( x ) =

= Су (1 -  2х2) + х + С3 * -  х + х2.

Коллокация нук^таларини х{ = — I, лг2 = 0, х3 = 1 деб оламиз ва  нук,таларда бонта- 
ниш сизликнинг нолга айланишини талаб киламиз. Н атижада

-с, -±с3=о,

-С , + — с2 + с3 = о

системага э га  буламиз. Бу системанинг ечими С, = —1, С2= 3, С3 = —2 дан иборат. 
У долда такрибий ечим

3.x2 -1
w3 (x ) = -1  + Зх -  2 ----- -—  = 3 x (l -  x )

булиб, у  аник, ечим билан устм а-уст тушади.

12.7-§. ИНТЕГРАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ КЕТМА-КЕТ 
ЯК.ИНЛАШИШ МЕТОДИ БИЛАН ЕЧИШ

12.7.1. Фредгольм тенгламасини такрибий ечиш. Бу методда
ь

и(х) = f ( x )  + X^K(x,s)u(s)ds ( j
а

интеграл тенгламанинг ечимини А нинг даражаларига нисбатан 
жойлашган кдтор шаклида излаймиз:

и(х) = <p0( x )  +A<pt(x) +А2<р2(х) + ... (7.2)

Бу кдторни (7.1) тенгламага куйиб

(р0 (х) + А (р{ (х) + А 2(р2(х) + ... = 
ь

= /(*) +A J К(х ,s)[tp0(s) + Хщ (s) +X2(p2(s) +..^ds,
а

X нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларни тенг- 
лаштирсак, натижада куйидагиларга эга буламиз:
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<Po(x) = f ( x ) ,  
b

(pt(x)= jK(x :̂)q>0(s)ds, (7  3 )
a
b

(p2(x)= iKix^cpXsyfy.

Агар такрорланган узак деб аталувчи ушбу

Kt(x,s) = K(x,s), 
ь

K2(x,s) = ^K(x,t)Ky(t,s)dt,
а
Ь

К3 (х, s )  = JК  (х, t)K2 (/, s)dt

функцияларни киритсак, у холда изланаётган <рх(х), ср2(х),... функ
циялар учун куйидаги ифодаларга эга буламиз:

ь
фЛх) = /(*)» (р„(х) = JX(x,s)/(.y)fifr (п = 1,2,...).

а

Энди (7.2) кдторни куйидагича ёза оламиз:
ь ь

и(х) = f ( x )  + Я JaT, (x ,s ) f ( s )d s  + Я2 |/С2 (xys ) f ( s ) d s  +... =
а а

Ь

= У'(лг) + Я j[ К, (л-, л) + Я К2 (лг, .v) +...] f ( s ) d s  = (7-4)
и

I)
= /(*)+ Я |/?(х,л*;Я)/(л)с/л\

и

бунда
Л(х,,у;Я) = ЛГ, (х, S’) + ЯЛГ2 (*,£) + ... (7.5)

интеграл тенгламанинг резольвентасидир.
Фараз кдлайлик, D = {а < х, s  < Ь) со\ада A ^ s ) ]  < М  ва 

/(х)| < 7V булсин, у \олда (7.3) формулалардан индукция методи- 
га кура
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I< (̂*1 < N (n = 0,1,2,...)

тенгсизликлар уринли булади. Шунинг учун дам

Щ <  1
М (Ь-а) (7.6)

тенгсизлик бажарилганда (7.2), (7.4) ва (7.5) кдторлар текис я р н -  
лашади. Интеграл тенгламанинг такрибий ечими сифатида

к = 0

ни олиш мумкин, бунинг хатолиги куйидагига тенг:
00

= И*)-«„0)| I  2  I f  Ы М  -
*=и+1

< £  N [M (b -a )  |я|
£=и+1

АГ[жГ(6-а)|Я 
1-А/(£-я)| Я |

Мисол сифатида
I

w(x) = е* ~^е ~х

интеграл тенгламанинг ечимини топамиз. Бу ерда A"(jc, .s)| = <
< 1, \f(x)\ = е х ~ j e~x <2,6 ва Я = -  булганлиги учун (7.6) як;инла- 
шиш шарти бажарилади. Осонлик билан куриш мумкинки,

<Р,ЛХ) = ех ~\е~х,

ЩО) *  J sj —х З+б-2

<рк (х ) = е —jc 3+е -2 ,*-1
(к = 1,2,...).

Бу ифодаларни (7.2) каторга куйиб, аник, ечимни топамиз:

4 - 2  ж  4

1
- е л - - е  х + е  х -  =  е х .

2 2

Хар доим дам бу мисолдагидек (7.3) интеграллар аник, дисоблан- 
майди. Шунинг учун дам (7.3) интеграллар учун 12.2-§ дагидек 
бирор
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a k=l

кв.ф. ни куллашга тугри келади.
Куйидагича белгилашлар киритамиз:

K i j = K ( x i ,xJ ) ,  <рш =(р„(х1) ,  f , = f ( x t).

Шу билан бирга <рп(х) нинг такрибий кийматини фп1 ва и(х) нинг 
такрибий кдйматини у. деб белгилаймиз. У \олда (7.3) формуладан 
куйидагига эга буламиз:

Фо, =/,
Ьт п

(Ри = } K ( X i , s ) % ( s ) d s  =  ^ А ; К 0(Р'.,
a  i M

п

Фи=
у=1

ва умумий холда
п

у = 1

Бу формулаларга кура х;исоблашни куйидаги жадвал буйича ба- 
жариш мумкин:

1 2 . . . п i P o r f i Ф
1/ % . . . У / * 1

* 1
Х А {К п Х А ^ . . . Ф  01 А < р п Я 2 <р21 У п

* 2
ХА2К ]2 ХЛ2К 22 . . . Х А г К п2 *Р 02 A < P j 2 Я  ф 22 У а

• •• . . . •• ••

Xп ХА К хп  1 п ХА К,п . . . ХА Кп пп <Р0п . . . У *

Бу жадвал икки к;исмдан иборат. Биринчи кисми квадрат жадвал 
булиб, унинг элементларини х;осил кдлиш учун К(х, s) Узак (хг  х) 
нук^аларда ̂ исобланади ва бу кдймат АА сонга купайтирилади. Жадвал 
иккинчи кдсмининг биринчи устуни <p0(x)=f(x) функциянинг х. 
нукталардаги кдйматидан тузилган. Кейинги (ф\1 устун) устуннинг
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1-, 2- ва доказо элементлари куйидаги формулалар ёрдамида топи 
лади:

п  п

Щ и ш щ 2
./=1 /т

Кейинги Ф2. устун элементлари эса

J = I

формулалар ёрдамида дисобланади. Худди шунга ухшаш  яна ке
йинги устунлар элементлари дисобланади. Хисоблаш жараёнини 
охирги дисобланаётган устуннинг элементлари берилган аник^ик- 
дан кичик булгунича давом эттирамиз. Бундан кейин топилган 
устунларнинг элементларини сатрлар буйича кушиб, охирги устун 
элементларини, яъни и(х) ечимнинг х. нук,тадаги ^.такрибий кд!Й- 
матини топамиз:

(7.7)

Бу кдтор (7.6) шарт бажарилганда як^тнлашади. ЗОавдпфкван дам, фа
раз кдлайлик, \<pQi\ = |/| < N булсин, у долда

<Ри
7=1

П

< = NM\X\{b-a).

Бу жараённи давом эттириб,

\фш\<н[мЩ(Ь-а)]" (« = 1,2,...)

бадога эга буламиз. Бу бадолардан (7.7) к,аторнинг як^нлашувчи- 
лиги келиб чикдди.

М а ш ц . Ушбу
1

и(х ) + 0 ,2  j x  -  1  ̂u ( s )d s  = 0 ,2  ( е х -  х + 4 j  

тенгламанинг ечими £ = 10-4 аникликда топилсин.

12.7.2. Вольтерра тенгламасини такрибий ечиш. Маълумки, агар 
К(х, s) ва f (x )  функциялар D = {a < s < x < b }  содасида узлуксиз 
булса, у долда Вольтерранинг II жинс интеграл тенгламаси

u(x) — X^K(x,s)u(s)ds = / ( jc) (7.8)

Я нинг ихтиёрий к^йматида ягона ечимга эга. Мазкур ечимни ку- 
йидаги куринишда излаймиз:
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M (x )  =  ^ 1(pt ( x ) . (7.9)
*=0

Бу ^аторни (7.8) тенгламага куйиб, кейин Я нинг олдидаги бир 
хил даражали коэффициентларни тенглаштирамиз, натижада

<Р
л

„W  = f (x% (рк(х) = j K ( x , s ) ( p k l ( . s )d s ,  к = 1,2,... (7.10)

тенгликлар келиб чик;ади. 12.7.1 даги белгилашларда

N [ M ( b - a ) f
\<Рк М |  * к\

(7.11)

батога эга буламиз. Агар (7.8) тенгламанинг такрибий ечими сифа
тида (7.8) к^аторнинг аввалги п та хадини олсак, у холда (7.11) тенг- 
сизликка кура хатолик учун куйидаги батога эга буламиз:

£п =|«W-M„W| = %  ЯЧ (* )
*=/7+1

<" I
[М(Ь-а )  |A|]'

к=п+1 k\ (7.12)

Бу бахо анча купол. Куп холларда абсолют хатолик бундан анча 
кичик булиши мумкин. Буни мисолда курамиз.

М  и с о л . Ушбу

и(х) -  J($-x)«(s)dfr=;c, 0 < х < 2

интеграл тенгламанинг ечими е  = 10“5 абсолют хатолик билан топилсин. 
Бу ерда N =x<  2, \Щх, s)| < 2, А= 1, Ь-а<> 2 булганлиги учун (7 .11) дан

ба\ога эга буламиз. Бундан эса

I I 2*+|
Ы Ф  я

2 У 1 <10 5
к -%и  • I At

тенгсизлик бажарилиши учун п -  II булиши л озим. Аслида бундай эмас. \а^и  катан 
\ам, т?0(х) = х  деб олиб, кстма-кст куйидаги ларни \осил килам из:

(дг) «  J(.v—дг)</>0 (.v)t/v *  ~ - х *Ч>\ 3!

<Р
V I2 (-V) = J (.V— (.y)c/.V = - ~ ДГ дг • дг 

5 4

.4 А

2 п + \

(рп(х) = ( -\)
(2/7+ 1)!

313



Бундан курамизки, в,п = 10~5 булиши учун л = 5 етарлидир. Шундай кдлиб, так»- 
рибий ечим сифатида

JC3 г 5  г 7  Г 9 Аш |  вй и й  Yfi

ни олишимиз мумкин. Куриниб турибдики, аник ечим u=sinx.

Агар (7.10) интеграллар аник, олинмаса, у долда квадратур фор
мулалардан фойдаланишга туфи келади. Масалан, [а, Ь] ораликри п 
га булиб, умумлашган трапециялар формуласидан фойдаланамиз. 
Бунинг учун h = Щ = а + /А, = K{xi,xj ), Щ = <р*(х,.) деб 
белгилаймиз дамда <рк(х), ип(х) ларнинг такрибий к;ийматини мое
равишда Фы>Уш оркдли белгилаб, куйидагига эга буламиз:

т
<Рк+1В  Ж | И , Щ к ( s ) d s  Ш

о

К/оФко + 2 {К-пФк I + ЩщФ/ш + ••• + ) + К-иФт

еки
«*■ И Г

% + 1, /  =  Ж Г ^ / 0 Й 0 + 2 ( ^ | Ч Ф А 1 + ^ 2 Ф * 2 + * « ‘ + - ^ М - 1 Ф * , м )  +

Барча фы \к = 0 ,« j ни дисоблаббулгандан кейин и„(х.) нинг ®  так,- 
рибий ьдиймати

M i  , . I  к в  11к&
к=0

формула ёрдамида аникданади.
Бошк,а квадратур формулаларни дам куллаш мумкин. Масалан, 

Xfma + ih, h = -у^ нук^алар ёрдамида [а , 6] ораликуни 2л булакка 
булиб, x2i

M i l t = ( ^ 2 )  ^  J  ̂  Н р щ

интегралга Симпсон формуласини куллаб, такрибий 1диймат учун 
куйидаги формулага эга буламиз:

Фк+1,2/ — з [-^2/,0%0 ^(^2/,1%1 "*"-^2/,3%3 Ц ̂ 2/,2/-1%,2/-1)

+ 2(̂ 2/,2 ft: 2 + -̂ 2/,4%4 + ■•*+̂ 2/,2/-2%,2/-2) 2̂1,цФк,2/ j ’
I = 1,2,..., и.

Ток, / дар учун ф . интерполяция йули билан топилади.
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Кетма-кет якинлашиш жараёнини

I У к~У к- 11 < &

шарт бажарилгунча давом эттириш керак, бунда \\у\\ = max iу(х)\9 £
I' Ч a<x<b I '  'I

— берилган нисбий хатолик. Бу шарт шуни курсатадики, жараённи 
тухтатиш учун иккита кушни кетма-кет якднлашишлар натижаси- 
ни солиштириш керак. Агар улар як;ин булишса, у х;олда керакли 
аншдшкка эришилган деб хисобланади.

(7.9) тенгламани такрибий ечиш учун унга кирадиган интеграл- 
ни тугридан-тугри бирор кв.ф. билан алмаштириш мумкин. Юкрри- 
да курганимиздек, бу мацсадда умумлашган трапециялар формула
сини куллаш мак^булдир. Мазкур формулаларни куллаб, куйидагига 
эга буламиз:

л1

и (х .)  -  А ( х . , s ) u ( s ) d s  =

1 М И Л  1  Н ш +к,2у 2 Я Ш Ш т  )+ кпУл = Щ

еки
ИХ

У, -  ~Т К тУо + 2(К пУ1 + -  + К ы-\У,-\) + К пУ\ = Щ

бундан эса
1

1 1 к

келиб чикдци. Шундай кдлиб, биз кддам-бакддам у{ ларни топиб 
оламиз.

1-м a in к . Ушбу
и(х) = х + A j xsu(s)ds

интеграл тенглама учун куйидагиларнинг тУфилиги курсатилсин:

Л (А) * I - \ , Z)(x,J,A) * A xv, и(х) * .J j -Я
2-м а ш к,. Куйидаги

тенглама учун

I
ц(х) = х + A js(x+5) u(s)ds

А(А) = 1 “  з  ^ "  75 £* * 

, 2 /1Z)(x, 5; А) = As(x + s) + A s  j j  *s -  -j x  -  -j 5 + -

эканлиги курсатилсин.
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