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KIRISIW

Bul oqiw gollanbada jogari oqiw ormlarindabilim alip atirgan fizika talim
bagdar1 ishki, sirtqr hdm keshki studentleri ushin Matematikaliq analiz paninen
lekciya materiallar keltirilgen.

Ozbekstan Respublikas1 Joqar1 ham orta arnawh bidimlendiriw
ministrliginin 2018 jil 25 avgust kingi Ne 744 sanlibuyrigi menen tastiyiqlangan
fizika talim bagdar1 studentleri ushin «Matematikaliq analizyden pan dasturi
tiykarinda jazild.

Oqiw qollanbanmn basli waziypast usi pannin tiykarg tasiniklert,
tastiyiqlawlar1 ham basqada matematikaliq maghiwmatlar jiyindist menen
tanistiritwdan ibarat bolmastan, studentlerdi logikaliq pikirlewge, matematikaliq
usillardi ameliy maselelerdi sheshiwge qollantwin tiyretiwdi 6z ishine aladi.

Oqw qollanba togiz paragraftan ibarat bolip, har bir paragraf temalarga
bolingen. Bunda tiykarman;

- haqiyqiysanlar,

- sanlar izbe-izligi,

- funkciya, funkciyanin limiti,

- funkciyanin uzliksizligi,

- funkciyanin tuwindisi ham differenciallari,

- differencialliq esaptin bazi bir gollaniwlari,

- aniq emes integral,

- aniqintegrallar,

- R" kenislik,

- kop 6zgeriwshili funkciyamn dara tuwindilar,

- Sanliqatar,

- funktsional gatarlar,

- darejeli qatarlar,

- menshiksiz integrallar,

- parametrge baylanish integrallar,

5



- eseli integrallar,

- lymek s1z1iqli ham betlik integrallar menen tanistiriwga arnalgan.

Bul adebiyati tayarlawda avtorlar Berdaq atindagi Qaraqalpaq mamleketlik
universiteti fizika fakultetinde matematikaliq analiz paninin oqitiw processinde
kop jillar dawaminda jiynalgan tajriybelerden ken darejede paydalanildi.

Bul temalar logikaliq izbe-izlikte, bir-biri menen tzliksiz baylanish
boliwina, sanday-aq tusiniklerdin toliq bayan etiliwine, tastiyiglawlar ham
dalillewlerdin aniglig, ilimiylikke tiykarlangan boliwina itibar qaratilgan.

Kitapta matematikaliq belgilerden ken paydalaniw menen bir gatarda
tastiyiqlawlardin baslaniw1 « €» belgi, juwmagi « P » belgi arqali anlatiladi.

Adebiyat qol jazbasin oqip shigip, onia ilimiy ham metodikalq jagtan
jagsilawga jaqinan jardem bergen docent A.Arziev ham T.Kurbanbaevlarga avtolar

6z minnetdarshiligin bildiredi.



1-§. HAQIYQIY SANLAR

1.1. Haqiyqiy sanlar tasinigi. Haquyqiy sanlar kopligi ham onimn

qasiyetleri

Haqiyqiy sanlar matematikaliq analiz kursinda ahmiyetligin itibarga alip,
olar haqqindagi magliwmatlardi keltiremiz.

Meyli ap baz1 on racional san berilgen bolsin. Boliw qagiydasman
paydalanip p putin sand1 g ga bolemiz. Eger p n1 q ga boéliw processinde bir
gademnen keyin qaldig nolge ten bolsa, onda boliw processi toqtap, Ep bolshek

onliq bolshekke aylanadi. Adette, bunday onliq bélshek shekli onliq bolshek

delinedi. Maselen, % bolshekte 59 d140 gabolip, ol 1,475 ten boladi:

29 1475,
40

Eger p n1 g ga boliw processi sheksizdawametse, malim gddemnen keyin
joqarida aytilgan qaldiglardan biri jane bir marte ushiraydi, son onnan aldingi
sanlar saykes tartipte qaytalanadi.

Adette, bunday bolshek sheksiz periodli onhq boélshek  delinedi.
Qaytalanatugin sanlar onliq bélshektin periodi boladi.

Maselen, % bolshek te 1 di 3ke bolsek, 0,333... boladr;

1 0,333...
3

Bul
0,333..., 1,4777..., 2,131313...
bolshekler sheksiz periodli onliq bélshekler. Olardimn periodi saykes tarizde 3,7, 13
boladi1ham sheksiz periodli onliq bélshekler tomendegishe

0,(3), 1,4(7), 2,(13)
7



jazilads,
0,(3) =0,333...
1,4(7) =1,4777...
2,(13) =2,131313.. . .

Sonliqtan, period1 9 ga ten bolgan sheksiz periodli onliq bolshekti shekli
onlig bolshek bolip jaziladi.
Maselen,
0,4999... =0,4(9) =05,
2,71999... =2,71(9) =2,72 .

Demek, har ganday ap racional san sheksiz periodli onliq bolshek

korinisinde anlatiladi. Kerisinshe, har qanday sheksiz periodli onliq bolshekti P
q

korinisinde jaztw mumkin.
Maselen, bul
0,(3) =0,333... , 7,31(06) =7,31060606 ...

sheksiz periodli onliq bélsheklerdi garayiq. Olardi

3 3 3
0,3)=0+—+—+—7+...,,
) 10 10* 10°

3 1 6 6
7,31(06) =7+ —+ + + +...
(06) 10 10% 10* 10°

korinisinde  jazip, son sheksiz kemeyiwshi geometriyaliq progressiyanin

gosindisinin formulasinan paydalanip tabamz:

3
0,(3)=0333.=- 10 _3 101
,_ 1710973
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1
s
7.31(06) = 7,31060606.. = ov 4 10° 731 1 6 _
100 . 1 100 100 99
102
:i(731+i):@.
100 33) 132

Demek, qalegen racional san sheksiz periodli onliq bolshek arqali ham

kerisinshe, qalegen sheksiz periodli onliq bolshek racional sanarqali anlatilada.

Sheksiz periodli bolmagan onliq bolshekler ham boladi. Bul kesindilerdi
6lshew processinde jizege keliwin korsetemiz.

Meyli bir J kesindi ham o6lshem birligi, maselen metr berilgen bolsin. J
kesindinin uzinhigin esaplawtalap etilsin.

Meyli 1 metr J Kesindide 5 marte putin jaylasip, kesindinin J; ulesiartip
qalsin. Bizge belgili J; nin uzinlig 1 metrden kem boladi. Bul jagdayda J
kesindinin uzinligin shamalap 5 m ga ten dep aliw mimkin:

J uzinhig =5 m.

Eger aniqlik jeterli bolmasa, 6lshew birligining % ulesin, yamasa 1l dmdi

alip, on1 J; Kesindige jaylastiramiz. Meyli 1 dm J, kesindide 7 marte putinley
jaylastirip, J; kesindinin J, ulesi artip qalsin. Bunda J, nin uzinligi 1 dm den
kishiboladi. Buljagdayda J kesindininuzinligi shamalap 5,7 m ga ten dep aliniwi
mumkin:
Juzmhg =5,7m.
Bul processti dawam etip bariw natiyjesinde eki halga dus kelemiz:

1) bir gademnen keyin, maselen n+1 qademnenkeyin 6lshew birliginiﬁloin

ulesi J, kesindine ¢, marte putinley jaylasadi. Bul jagdayda o6lshew processin

toqtatp,

J uzmmhg =5,7 ...a,
%/_J

n can

kelip shigadi.



2) olshem processin toqtawsizdawam (sheksiz dawam) etedi. Bul jagdayda
J kesindinin uzinliginin aniq manisi dep bul
S51..ap -
sheksiz onliq bolshek alinadi:

J uzmhg =57..«, ...

Meyli tuwri sizigta bir O tochka ham o6lshew birligi berilgen bolsin. Ol
jagdayda O tochkadanondajaylasgan harbir P tochkaga, OP kesindisin 61shew
natiyjesinde payda bolgan bul «,,,..«,... sheksiz onlq boélshekti saykes
goymw mumkin. Bunda

a, € NU{O}, o, €{0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9},n>1.

Bul saykeslik 6z-arabir manisli sdykeslik boladi. Bunnan, joqardagi sheksiz
onliq bolshekler arasinda sheksiz periodli onliq bolshekler bolip, olar teris
bolmagan racional sanlar boladi. Qalgan bolshekler bolsaracional sanlar bolmayd.

1-aniqlama. Mina

a=a,,o0,. .o...,
korinistegi sheksiz onliq bélshek teris bolmagan haqiyqiy san delinedi, bunda
a, e NU{0O}, «,€{0,1,2,3,4,5,6,7,89},n>1.

Eger 3n>0;«, >0 bolsa, onda on haqiyquy san delinedi.

On haqiyqiy sannin «—» belgisi menen alingan on haqiyqiy san sipatinda
aniqlanadi.

Barliq haqiyquy sanlardan ibaratkoplik R haribi menen belgilenedi.

Barlig natural sanlar kopligi N, racional sanlarkopligi Q , haqiyqiy sanlar

kopligi R ushin N cQ < R bolad1.

2-anmiqlama. Bul
R\Q

koplik elementi irracional sandelinedi.
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Biz joqarida, periodi «9» ga ten bolgan sheksiz periodli onliq bolshekti
shekli onliq bolshek qilip almiwin aytgan edik. Bunin natiyjesinde bir san eki

koriniske, maselen, % sant
=0,5000...

=0,4999...

NI, NP

korinislerge iye bolad.

Uhwma, oy, oy, @y,..., (a, #0) racional san bul,

1) ay,01,0,..a,; (0, —1)999...,

2) ay,04,a,,...a,000..., ekikdrinisinde jaziliw1 mumkin. Haqryqry sanlardi
salistiritwda racional sannin 1)- korinisten paydalanamiz.

EKi teris bolmagan
aA=0y,000,..0....
b= Lo, LB L
haqiyqiy sanlar berilgen bolsin .
3-aniqlama. Eger Vn >0 de «, = S, yamasa
ay = for =Py Ay = Py @y = e
bolsa,onda a ham b sanlarten delinediham a=b koriniste jaziladi.
4-anmiqlama. Eger
Ay =Por =P, A =Lo, .y = Py
tenliklerdin hesh bolmaganda tek birewi ham birinshi orinlanbagan tenlik n =k da
payda bolsa, onda:

a, > f, bolganda a sani b saninan tlken delinedi ham a>b koérinisinde

belgilenedi.

a, < p, bolganda a san1 b sanmmankishidelinedi ham a<Db koérinisinde

belgilenedi.
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Meyli tuwrisiziqta, alingan O tochka (koordinatabasi) ham 6lshem birligi
berilgen bolsin .

Haqiyqiy sanlar kopligi R menen tuwri siziq tochkalar1 arasmdagn bir

manisli saykeslik ornattw mamkin:

O tochkadanon bagitindajaylasgan P tochkaga OP kesindinin uzinligina
ten X sanisaykes qoyiladi(x san P tochkamin koordinatasi delinedi);

O tochkadansol jaginda jaylasgan Q tochkaga QO kesindinin uzinligina

ten X saninin Minus belgisi menen alingan — x sanisaykes qoyilads;
O tochkaga nol sanisaykes qoyiladi.
MeyliaeR,beR,a<b bolsin:

[a,b]={x € R|a < x < b} — segment delinedi,
(a,b)={x € R|a < x < b} — interval delinedi,
[a,b)={x € R|a< x <b} — yarim interval delinedi,
(a,b]={x € R| a < x <b} — yarm interval delinedi.
Bunda a ham b sanlar [a, b], (a, b), [a, b), (a, b] lerdin shegaralari delinedi.
Solay etip,
[a,+0)={xeR|x>a},
(—oo,a)={xeR|x<a},
(-o0,0)=R

dep garaymiz.
1.2. Sanh kopliklerdin shegaralan

Haquyqiy sanlar kopliginin shegaralanganligi, kopliktin aniq shegaralari
tusinikleri matematikaliq analiz kursinda ahmiyetli rol oynaydi.

Meyli £ c R koplik berilgen bolsin.
1-amiqlama. Eger E kopliktin sonday x, elementi (x, € E) tabilganda, E

kopliktin galegen X elementleri ushin
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X< X,
tensizlik ormlibolsa, onda x, san1 E kopliktin en tilken elementi delinedi ham
Xo =Mmax E
korinisinde belgilenedi.
2-amiqlama. Eger E kopliktin sonday x, elementi (x, € E) tabilganda, E
kopliktin galegen x elementleriushin
X 2 X,
tensizlik ormlibolsa, onda x, sam E kopliktin en Kishi elementi delinedi hdm
Xo =Min E
korinisinde belgilenedi.
3-aniqlama. Eger sonday M sani (M € R) tabilganda, E kopliktin qalegen
x elementleriushin
xX<M

tensizlik ormnli bolsa, onda E koplik joqaridan shegaralangan delinedi, M sani
kopliktin joqari shegarasi delinedi.

4-anmiqlama. Eger sonday m san1 (m € R) tabilganda, E kopliktin qalegen

x elementleriushmn

Xz=zm
tensizlik ormnli bolsa, onda E koplik tomennen shegaralangan delinedi, m sani
kopliktin tdmengi shegarasi delinedi.

Bunnan, koplik jogaridan shegaralangan bolsa, onda oninjoqari shegaralari
sheksiz kop, sonday-aq témennen shegaralangan bolsa, onda onin témengi
shegaralari sheksizkop boladi.

S-amiqlama. Eger EcR koplikk hdm témennen, hdm joqaridan
shegaralangan bolsa, onda E shegaralangan koplik delinedi.

6-amiqlama. Eger qalegen M sani (M €R) alinganda ham sonday
X, elementi (x, € E) tabilganda,

Xg >M

13



tensizlik ormlibolsa, onda E koplik jogaridan shegaralanbagan delinedi.

7-anmiqlama. Eger galegen m san1 (m € R) alingandaham sonday x, <m

tensizlik ormlibolsa, onda E koplik tomennen shegaralanbagan delinedi.
Maselen,
1) E, ={..., -2, -1, O} koplik joqaridan shegaralangan;
2) E, ={4, 2,3,...} koplik tomennen shegaralangan;

3) E; = {1, %, %, } koplik shegaralangan;

4) E, = {x eR \ X > 0} koplik jogaridan shegaralanbagan;
5) E; = {xeR | x < 0} koplik tomennen shegaralanbagan bolad.

Endisanlar kopliginin aniq joqart ham aniq tomengi shegaralari tusiniklerin
keltiremiz.
Meyli E = R koplik ham a € R saniberilgen bolsin .
8-amiqlama. Eger
1) a san1 E kopliktin joqari shegarasi bolsa, onda
2) E kopliktin galegen joqari shegarast M ushin a < M tensizligi ormnl
bolsa, onda a sami E kopliktin aniq jogari shegarasi delinedi ham sup E
korinisinde belgilenedi:
a=supk.
Demek, E kopliktin aniq jogari shegarasi, onin joqari shegaralari arasinda
en Kishisiboladi.
9-amiqlama. Meyli E — R koplikham b € R saniberilgen bolsin. Eger
1) b san E kopliktin tobmengi shegarasi bolsa, onda
2) E kopliktin galegen tomengi shegarast m ushin b > m tensizlik ormh
bolsa, onda b san1 E kopliktin aniq tomengi shegarasi delinedi ham inf E
korinisinde belgilenedi:
b=inf E.
Demek, E koplitin aniq témengi shegarasi, onin tomengi shegaralari

arasinda en ulkeni boladi.
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“sup”ham “inf” ler latinsha “supremum’ ham “infimum” s6zlerden alingan
bolip, olar saykes tirde en joqari, en tdmengi degen manisti anlatadi.

1-teorema. Meyli E = R koplikham a € R san1 berilgenbolsin.asant E
kopliktin aniq joqari shegarasi boliw1 ushin

1) a san1 E kopliktin joqari shegarasi,

2) a sanman Kishi bolgan galegen o (a2 <a) ushin E koplikte x>«

tensizlikti qanaatlandirtwshi X saninin tabiliwi zararli ham jetkilikli.
« Zarurligi. Meyli
a=Ssup E
bolsin. 8-aniqlamaga tiykarlanip:

1) Vx e E ushin x<a, yamasa a sani E kopliktinjoqari shegarast;

2) a sanijoqariShegaralar arasindaen kishisi. Bunnan a dankishi « sani
ushin x>« bolgan X € E sanitabiladi.

Jetkilikligi. Teoremanin eki sharti orinlansin. Bul jagdayda, « <a shartin
qanaatlandiriwshi1 harganday « sani E kopliktin joqari shegarasi bola almayda.
Demek, a- kopliktin jogari shegaralar1 arasinda en Kishisi. Onda aniqlamaga
karap

a=supE
boladi. P

Tap usigan ugsas tomendegi teorema dalillenedi.

2-teorema. Meyli E < R koplikham b € R saniberilgen bolsin. b san1 E
kopliktinaniq tomengi shegarasi boliwiushin

1) b sanmi E kopliktin tomengi shegarasi,

2) b sanman tulken bolgan gqalegen £ (£ >b) ushin E koplikte X< f
tensizligin qanaatlandiriwshi X saninin tabihiwi zararli ham jetkilikli.

Eskertiw. Eger E < R koplik jogaridan shegaralanbagan bolsa, onda

SUpE =40 |

tomennen shegaralanbagan bolsa, onda

inf E=—0
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dep alinadi.

1.3. Haquyquy sanlar astinde ameller

Racional sanlar ustinde ameller tiykarinan shekli onliq bolshekler ustinde
orinlanatugin &meller ham olardin gasiyetlerimalim dep esaplaymiz.
Meyli eki on
A=y, 0,..Q,...
b= /Ly, BBsLh-
haqiyquy sanlar berilgen bolsin. Onda n>o0 bolgandabul
a, a,

‘ a4
Cln :ao,ala2 a _ao +E ?"“..."‘10”

a  a, a, +1
a, =y, 32, ...(a, +1):ao+m+ﬁ+ A+ 10°

racional sanlar ushin

a, <a<a,, (1)
solay etip,
' ﬂl 182 ﬁn
b. = f£,, et ,
0= Bos BB = P+ o et
131 182 ﬁn +1
b, = B, L +1 =h -
n = PBo: BBy (B +1) = o + 10102 T 1o
racional sanlarushin
b, <b<b, (2)

boladu.
Endi (1) ham (2) tensizliklerdi ganaatlandiriwshi racional sanlardin

qosindisi a, + b, lerden ibarat {a, + b, } képlikti qaraymiz. Aniqragi, bul koplik
joqaridan shegaralangan. Onda {a, +b_} kopliktin aniq joqar1 shegarasi bar
boladu.

1-amiqlama. {a, + Db, } kopliktin aniq joqar1 shegarasi @ ham b haqiyquy
sanlar jiyindist delinediham a+b koérinisinde belgilenedi:
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a+b=sup{a, +b }.

n>0

(1) ham (2) tensizliklerdi qanaatlandiriwshi racional sanlardin kobeymesi
a,-b, lerden ibarat {a, -b,} koplikti garaymiz. Bul képlik joqaridan
shegaralangan boladi. Sonimushin onin aniq joqari shegarasi bar bolad:.

2-amiqlama. {a_ -b,} kopliktin aniq joqari shegaras1 a ham b haqiyqry
sanlar kobeymesidelinediham a-b korinisinde belgilenedi.

a-b=sup{a, -b.}.

n>0

(1) ham (2) tensizliklerdi qanaatlandiriwshi racional sanlardin qatnasi I
n

lerden ibarat {z—”} koplik joqaridan shegaralangan bolad:.

n

3-anigqlama. {a—”} kopliktin aniq jogari shegarast a sanmin b sanina

n

qatnasidelinedi ham % koérinisinde belgilenedi.

@ _gup)@n
b n>0 bn .

Meyli aham b on haqiyqiy sanlarbolip, a >b bolsm.
4-amqlama. { a, — b, } kopliktin aniqjoqari shegaras: a sannan b saninin
ayirmasi delinediham a—b korinisinde belgilenedi.

a—b=sup{a, —b, }.

n>0
Eskertiw. 1) Haqiyquy sanlar istinde ormlanatugin qosiw, kobeytiw, ayiriw
ham boliw dmellerin kopliktin aniq tomengi shegarasi arqali anlattw miamkin.

Maselen, @ ham b haqiyqiy sanlar qosindis1 tomendegishe anlatiladi:

a+b=inffa, +b,}.
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Haquyqiy sanlarda, joqarida kiritilgen ameller orta mektep matematika
kursinda tyrenilgen amellerdin barliq gésiyetlerine iye.

Haquqiy sanmmmn darejesi. Déaslep haqiyqly sannimn 0-ham n- darejeleri
(ne N) témendegishe

a =1

n

a =a-a-..-a, (heN)
%/_J

n ta

aniglaniwin kérsetemiz.
Teorema. Meyli a>0 ham ne N bolsin, onda sonday jalgiz on x sani

tabilip,

boladu.
5-aniqlama. Haqiyqiy on a sanimnin n darejeli korenidep
x"=a
tenlikti qanaatlandirtwshijalgiz X saninaaytiladihdm

1
x="%a=a"

koérinisinde belgilenedi.

Meyli a teris haqiyqiysan, r bolsaon racional san bolsin:

m
a>0, r=—, mneN.
n

Bul jagdayda a saninin r - darejesi tomendegishe
1
a r = (am )ﬁ
aniqlanadi.

6-aniqlama. Meyli a >1, b >0 haqiyqiy sanlar1 berilgen bolsin, onda a

sanmin b —darejesidep {ab"‘ }k(’)p liktin ani1q joqar1 shegarasina aytiladu:

a® :SUp{Obr}} bunda bn, =Bo: B Bore By B=Lo.BrBa P

n=0
Bernulli tensizligi. Qalegen x>—-1 (X € R) ham galegen n € N ushin

@L+x)" =1+ nx (4)
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tensizlik ormliboladi.
<« Bul tensizlikti matematikaliq indukciya usili jardeminde dallileymiz.
Uliwma aytganda n =1 de (4) tensizlik ormliboladi

1+x=1+x.
Endi ne N de (4) gatnasorinlidep, on1 n +1 ushm ham orinli boliwin kérsetemiz.
(4) tensizliktin har eki tarepin 1+ x gekdbeytip tabamiz:
A+X)"™>@A+nx) - @+ x) =1+ (N +Dx+nx> =21+ (n+Dx.
Matematikaliq indukciya usilina tiykarlanip (4) gatnas qalegen n € N ushin
ormli boladi. »

(4) tensizlik Bernulli zensizligi delinedi.
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2-§. SANLAR IZBE-I1ZLIGI
2.1. Sanlar izbe-izligi ham onmn limiti

Meyli galegen E koplikti F koplikke sawlelendiriw f : E — F
berilgen bolsin. Endi E=N, F=r dep, har bir natural n sanga baz bir
haquyqly X, sanm saykesqoyiwshi
f:n>x,, (n=123..) (1)
sawlelendiriwin qaraymiz.
1-amigqlama. (1)- sawlelendiriwden ibarat
Xis Xoy Xgy weey Xy oo (2)
koplik sanlar izbe-izligi delinedi. On1{x,} yamasa x, arqali belgilenedi.
X, (n=1,2,3,...) sanlar (2) izbe-izliktin agzalaridelinedi. Maselen,

1) xnzl: 1111
n 2 3 n

2) X, =(-D)":-1,1,-1,.., (-)",...
3) x,=Yn:1 42, ¥3,..., Vn, ...
4) xqa=1:1,11 .., 1,..

5) 03;033; 0333;...; 0,333..3; ...
n

sanlar izbe-izlikler.

Bazi bir {x,} izbe-izlik berilgen bolsim.

2-amiqlama.  Eger sonday turagh M sami bar bolip, galegen
X,(n=123,..) ushin x, <M tensizlik ormh bolsa, onda {x,} izbe-izlik

joqaridan shegaralangan delinedi.

3-amiqlama. Eger sonday turagh m sami bar bolip, qgalegen
X,(N=L23,..) ushin X, >m tensizlik orinli bolsa, onda {x.,} izbe-izlik

tomennen shegaralangan delinedi.
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4-amiqlama. Eger {x } izbe-izlik joqaridan hAmtoémennen shegaralangan
bolsa, onda {x.} izbe-izlik shegaralangan delinedi.

1-misal. Berilgen

n
X = n=123,..
" 44n? ( )
izbe-izliktin shegaralanganligin dalillen.
<4 VneN ushin
n
X, = >0
" 44n?

boladi. Demek, izbe-izlik tomennen shegaralangan eken. Bizge belgili ,
0<(n-2)2=n?-4n+4

bolip, bunnan 4n <4+ n? yagny,

n

1
<=
4+n® 4

kelip shigadi. Bul izbe-izliktin joqaridan shegaralanganhigm  bildiredi.
Demek, izbe-izlik shegaralangan. »
5-amiqlama. Eger {x} izbe-izlik ushm
VM eR, 3np eN: x, >M
bolsa, onda izbe-izlik jogaridan shegaralanbagan delinedi.
Meyli a € R san1 ham galegen on & san berilgen bolsin.
6-aniqlama. Berilgen
U,(@)={xeRla-—s<x<a+e}=(a—¢ a+¢)
koplik a noqattin & - dogeregi delinedi.
Meyli {x.} izbe-izlik ham a € R saniberilgen bolsin.
7-amiqlama. Eger qalegen & >0 sani ushin sonday n, natural sani bar
bolip, n > n, tensizlikti qanaatlandiriwshi barliq natural sanlar ushin
x, —al<e (3)
tensizlik orinlibolsa, onda a samt {x,} izbe-izliktin limiti delinedi ham
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a=1limx, yamasa n—o da x, —>a

n—oo

arqali belgilenedi. (3) tensizlik ushin
|X, —alke<=a—e<Xx,<a+e¢

yagniy, X, €U_(a), (n>n,) bolad.

8-amiqlama. Eger a noqattin qalegen U_(a) dogeregin alganda {x,}
izbe-izliktin baz1 bir agzasman keyin barliq agzalar1 sonday dogeregine tiyisli
bolsa, onda a sam {x_} izbe-izliktin limiti delinedi.

JoqaridaKeltirilgen aniqlamalardan £ qéalegen on sanbolip, natural n, san
bolsa & gaham qaralip atirgan izbe-izlikke baylanisli boladi.

2-musal. Berilgen

X,=C (ceR,n=123..)

izbe-izliktin limiti ¢ ga ten bolad:.

<4Haqiyqatanda, bunda V ¢ >0 ushin n, =1 bolsa, onda Vn>n, ushin

X, —¢|=0<¢ boladi. Demek, limx, =limc=c »

N—oo N—oo

3-misal. Berilgen
X, =% (N=123...)

Izbe-izliktin limiti O ge ten boliwin dalillen:

IimE:O.

n—o N
<« Malim bolganinday,

E_O‘ZE
n n

bolip, 1 <& (6>0) tensizlikbarlg n> 1 bolganda orinliboladi. Onda
n &

No :F}+l
£

delinse, ([a] —a saninanulken bolmagan onin putinbdlegi), onda Vn > n, ushin

22



——-0<e¢

boladi. Aniglamaga muwapiq

Iimlzo.b

n—o N

4-musal. Meyli aeR, [ >1 bolsin. Onda

lim— =0
n—o an
dalillen.
<« Meyli [a =1+ bolsm. Onda & =|a|—1>0 ham Bernulli tefisiz-liginen

1+8)"=>1+nd>nd bolip, VneN da | 1‘n < % boladi. Demek,
a n
1 1 Lt 1 .
— — 0| =— < ¢ tensizlik barhiq n > — bolganda orinl.
a" a" £o

1
Eger Ny = {5} +1dep, vn>n, ushm

T O <&
a
boladi. Demek,
lim—=0 »
n—wo g

5-musal. Berilgen x,=—— (n1=123,.) izbe-izliktin limiti 1 ge ten

n

boliwin dalillen.

<« Qalegen ¢ > 0 sanin alamiz. Bunnan son
x,~l<e

tensizlikti qaraymiz. Onda

boladi. Keyingi tensizlikten
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n>£—1
&

kelip shigadi. Demek, limittin aniqlamasinan n, € N arqalin, = {1 —1} +1 alinsa
£

(¢ >0 gakore ny e N tabilip), Vn > n, ushm|x, —1 <& bolad. Bunnan

Teorema. Eger {x, } izbe-izlik limitkeiye bolsa, ondajalgiz bolad:.
«Kerisinshe uygarayiq. {x, } izbe-izlik eki a ham b (a=b) limitlerge iye
bolsin:

limx, =a, limx,=Db (a=h)

N—o0 nN—oo
limittin aniqlamasina muwapiq

Ve>0, 3dngeN, Vn>n,: X, —als,
Ve>0, 3n,eN, vn>n,: |x, —bl<e
boladi. Eger n, ham n, sanlarmm Glkenin 7  desek, onda
vn>n|x, —al<e, |x,—b|[<e bolp
| X, —a|+|x, —b|<2¢
boladu.
la-b[=]a-x, +Xx, —=b|<|x, —a|+]x, —b].

Demek, V £>0da|a-b|<2¢ bolip,bunnana=b kelip shigadi. »
2.2. iynaqh izbe-izliklerdin qasiyetleri

Meyli {x,} sanlar izbe-izligi berilgen bolsin.
1-amiqlama. Eger {x,} izbe-izlik shekli limitke iye bolsa, onda jiynaqh
izbe-izlik delinedi.

10, Jiynaqli izbe-izliktin shegaralanganhg. Tensizliklerde limitke otiw.
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1-teorema. Eger {x, } izbe-izlik jiynaqlibolsa, ondashegaralangan bolad:.
<« Meyli

limx, =a (aeR)

oo
bolsin. Limittin aniglamasinan
Ve>0, dnpeN, Vn>n,; |X,—-alke
boladi. Demek, n>n, ushm
a—e<X,<a+e
boladi. Eger

max {la—gl, [a+el, iy | %ol oo [X | f= M

Xno

bolsa, onda vne N ushin
X, | <M
tensizlik orinliboladi. Bunnan {x, } izbe-izliktin shegaralanganligm bildiredi. »
2-teorema. Eger {x,} izbe-izlik jiynaqlihdm

limx, =a

nN—oo

bolip, a> p (a<q) bolsa, ondasonday n,eN tabilip, ¥n > n, bolganda

X, >p (%, <q)
bolad..
<« Meyli

limx,=a, a>p (peR)

n—>0
bolsm. € > 0 saninin qalegen ekenligiden paydalanip, e <a— p dep garaymiz.
Izbe-izliktin limitinin aniglamasina muwapiq, V £ >0 ushin, hdim O<e<a—-p
ushin, sonday n, € N tabiladi, Vn > n, bolganda

|X,—a|<e << —-g<X,—a<e¢
bolip,

O<eg<a-p=>p<a-g,
—&<X,—a<eg=>a—&<X,.

Bul tensizliklerden ¥n > n, bolganda
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X, > P
kelip shigadi.
(a<q ushindateoremajoqaridagiday dalillenedi).
3-teorema. Eger {x, } ham {y, } izbe-izlik jynaqh bohp,

1) limx, =a, limy, =b;
Nn—o0

n—o0

2) VvneN ymem X, <y, (X, >V,)
bolsa, onda a<b (a>Db) bolad:.

<« Shartke muwapiq

limx,=a, limy,=Db.

n—oo nN—oo
Izbe-izliktin limiti aniglamaga muwapiq:
Ve>0, 3n, eN, vn>ng: |x, —al<e,

Ve>0, 3n, eN, vn>n, |y, -b/<e

bolad1. Eger n, = max{n,, n,}bolsa, onda v¥n > n, ushin bir waqitta
x,—al<e, |y,-bl<e
tensizlikler orinlanadi ham
X, —a<e © a-e<x,<a+e,
ly,—b<e < b-e<y,<b+e.
tensizliklerden ham teoremanin 2-shartinen paydalanip tabamiz:
a—&<X,<y,<b+e¢.
Keyingi tensizliklerden
a—g<b+e, a-b<2e

ham V& >0 ushin a—-b<0,yagniy a<b kelip shigadi.

Usigan ugsas limx,=a, limy,=b ham VneN ushin

N—o0 N—o0
bolganligtana > b tensizlikten kelip shigiw1 korsetilgen. P>
4-teorema. Eger {x, } ham {z, } izbe-izlik jiynaqli bolip,

1) limx, =a, limz, =a

nN—oo n—oo

2) VneN ushm x, <y, <z,
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bolsa, onda {y, } izbe-izlik jtynagliham

limy, =a
n—oo
bolad..
<« Shartkekore
limx, =a, limz, =a.
nN—oo nN—oo

Limittin aniqlamasina muwapiq:

Ve>0,3ngeN, Vn>ny: [x,—a <e,

Ve>0,3ngeN, vn>n, |z,-d<e
bolad1. Eger n, = max{n,, n, } bolsa, onda vn > n, ushin

a—&<Xx,, I,<a+e&
tensizliklar orinlanadi. Teoremanin 1-shartinen paydalanip tabamiz:
a—&<x,<y,<7,<ateg.
keyingi tensizliklerden
a-&<y,<a+g, yagmy |y,—a<e

kelip shigadi. Demek,

limy, =a.

n—o0

ormliboladi. »

1-misal. Berilgen
fim3in
limitti tabin.
<« Barlig n>2 bolganda 2n > 1boladi.
Meyli 2/n =1+ ¢, bolsm. Onda
Wn = 1+a, )2 1)

ham +/n = (1+, )° bolad1. Bernulli tensizliginen paydalansaq:

Jn=Q@+a,)">1+n-a, >n-a, )
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2

J4 1 J4 1

1) ham (2) gatnaslardan a_<—— ham1<¥n<|1+——
(1) ham (2) q N ( \/ﬁj

2
tensizlikleri kelip shigad1. Eger Iim(1+ ij =1 esapgaalsag,onda4-teoremaga

nN—o0 \/ﬁ
muwapiq lim%¥n =1. »

Nn—o0

2-musal. Berilgen

: 1 1 1
limol+=+=+...+=
2 3

n—oo n
limitti tabin.
<4 Bizge belgili,
1 1 1 1 1 1 1 1
1+—+-+..+4—>—+—+—+...+—=n-—=1
2 3 n n n n n n
1+E+1+...+1<1+1+1+...+1=n.
2 3 n
Demek,

1<%/1+£+1+...+1<Q/ﬁ.
2 3 n

4-teoremadan paydalanip:

Iim%/1+l+1+...+3:1. >
2 3

n—o0 n
2. Jiynaqli izbe-izliklar dstinde ameller. Meyli {x, } ham {y, } izbe-izlikler
berilgen bolsin:

LT X0y Xoy Xgy ey Xy e
{yn}: Yir Yo Y35 s Ypoeee

Toémendegi
X1+yl’ X2+y2, X3+y3, cey Xn-l-yn,...
X1 =Y X = Yo, X3=VY3, «oes Xy =Yoo

Xl‘yl, X2‘y2, X3'y3,...,Xn'yn,...
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Aok S S (v, %0, n1=123,.)

Y1 Y2’ ys’ o Yn
izbe-izlikler saykes turde {Xn} ham {yn} izbe-izliklerdin qosindisi, ayirmasi,

kobeymesi ham qatnasi delinedi ham olar

{Xn + yn}! {Xn - yn}’ {Xn ) yn}! {i_n}

n

arqali belgilenedi.
5-teorema. Meyli {x, } ham {y, } izbe-izlikleri berilgen bolp,

limx, =a, Ilimy,=b, (aeR, beR)

N—oo N—oo

bolsin.Ondan —oo da(c-x,)—c-a;

X
X, Y, —>a+b; Xn'yn_)ab; _n_)% (b:O)’ yagnly
n
a) VceR ma lim(c-x,)=c-limx,;
n—o0 n—0

b) lim(x, +y,)=limx, +limy,;
nN— n—co n

—>0
v) lim(x, -y,)=Ilimx, -limy,_;
N—o0 N—o0 N—o0

e _ A
9) r!Ln;y—=|imy , (b=0)

n

boladi. Teoremanin tastiyiqlawlarmin birewi, maselen v)-nin dalillin keltiremiz.
<« Teoremanin shartine kore,

limx,=a, limy, =b.

N—o0 N—o0

Bunnan,
X, - Yo —abl =[x, -y, —a-y, +a-y, —b/ < o
<[ =2l [ya| +[a]-|ys b}
{yn} izbe-izlik jiynaqli bolganligi sebebli ol 1-teoremaga kore shegaralangan
boladt:
M >0, VneN: |y, |<M.

Izbe-izliktin limitinin aniglamasinan paydalanip tabamiz:
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Ve >0 berilgen ham ﬁ gakoresonday n, e N tabiladi, ¥n>n, ushm

&

X, —a| < 7

boladi. Sonday-aq, 757 gakoresonday n, € N tabilip, Vn > n, ushin
2(1+|a|)

+|al
<
2(1+|a|

bolad. Eger n, = max{n,, n,} bolsa, onda v¥n > n, ushinbir waqitta

‘yn -

£
2M

X, —a| <

(4)

boladi. (3) ham (4) gatnaslardan

X, - Yo —@bj <=M +[a- <&
2M 2(L+]al)
kelip shigadi. Bunnan

limx, -y, =ab

Nn—o0

orinlieken. »

3. Sheksiz kishi ham sheksiz ilken shamalar. Meyli {«, } izbe-izlik berilgen
bolsin.

2-aniqlama. Eger {«, } izbe-izliktin limiti nolge ten, yagniy

lime, =0

nN—o0

bolsa, onda {«,, } -sheksizkishishama delinedi.
Maselen,
a, :% Ba a,=(Q", Qq\<1)
izbe-izlikler sheksiz kishishamalar boladh.
Meyli {x, } izbe-izlik jlynaqh bolip, onin limitia ga ten bolsn,

limx, =a.

N—00
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Onda «,, = x, —a sheksizkishishama boladi. Keyingiteflikten tabamiz:
X, = a+ «,. Bunnantémendegi natiyje kelip shigadu:

{x, } izbe-izliktin a (a e R) limitke iye boliw1 ushin , = x, —a sheksiz
Kishi shama boliw1 zartrli ham jetkilikli.

Izbe-izliktin limitinin aniqlamasinan paydalanip tomendegi eki lemmani
dalillew qiyin emes.

1-lemma. Shekli sandagi sheksiz kishi shamalar jiyindist sheksiz kishi
shama boladi.

2-lemma. Shegaralangan shama menen sheksizlik kishi shamanin
kobeymesi sheksiz kishishama boladu.

3-amiglama. Eger harganday M saninalgandadasonday natural n, sani
tabalip, barlig n>n, ushin

X, |>M

tensizlik ormlibolsa, onda {x, } izbe-izliktin limiti sheksizlik delinedi ham

limx, =

nsa
arqali belgilenedi.

Eger {x, | izbe-izliktin limiti sheksizlik bolsa, onda {x, } sheksiz tlken
shama delinedi.

Maselen X, = (—1)" - n izbe-izlik sheksizulken shama boladi.

Endi sheksiz kishi ham sheksiz ulken shamalar arasindag baylanislardi

keltiremiz:

1) Eger {x, } sheksiz kishi shama (x,#=0) bolsa, onda {Xi} sheksiz

n

ulken shama boladi.

2) Eger {x, | sheksizulken shama bolsa, onda {xi} sheksiz kishishama

n

boladi.
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2.3. Monoton izbe-izliklerdin limiti

Meyli {x }
Xis Xoyeeey Xy oee (1)
izbe-izlikler berilgen bolsin.

1-amqlama. Eger (1) izbe-izlikte Yvne N ushin x, <X, ,, tefisizlik orinl

n+l

bolsa, onda {x,} 6siwshi izbe-izlikler delinedi. Eger (1) izbe-izlikte Yne N ushm

X, < X, tensizlik ormlibolsa, onda{x_ } qatan 6siwshiizbe-izlikler delinedi.

2-amiqlama. Eger (1) izbe-izlikte Yne N ushmm x, >x,,, tensizlik ormh

n+l

bolsa, onda {x} kemeyiwshi izbe-izlikler delinedi. Eger (1) izbe-izlikte VneN

ushm x, > X, tensizlik ormli bolsa, onda {x,} qatankemeyiwshi izbe-izlikler

n+1

delinedi.

1-muisal. Bul

izbe-izlikler gatan kemeyiwshi izbe-izlikler bolad:.
<4Haqiygatindada, berilgen izbe-izlikler ushin

_n+1 _n+2
n n ) n+1 n+1
bolip, Vne N ushin
n+2 n+1 -1
Xn+1_xn: =

— = <
n+1 n n(n+1)
boladi. Onda X, ; <X, kelip shigadi. »

Jogaridagi aniqlamalardan tomendegi jJuwmag/lar kelip shigadi:

1) Eger {x,} izbe-izlikler 6siwshibolsa, ondaoltémennen shegaralangan

bolad.
2) Eger {x,} izbe-izlikler kemeyiwshi bolsa, onda ol joqaridan

shegaralangan boladu.
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Osiwshi ham kemeyiwshi izbe-izlikler uliwma monoton izbe-izlikler

delinedi.

r]2

= (n=1,2,3,..) 1zbe-izliktin qatan 6siwshi ekenligin dalillen.

2-musal. X, =

« Bul izbe-izliktin n—ham (n +1) —agzalariushmn

X, = =1- :

" n*+1 n®+1
n+1)? 1

w o+ 1

"M (n+1)? +1 (n+1)%+1

boladi. Bunnan

1 - 1
(h+D? n?
tensizlikti esapgaalip,
1 1

1- =X_.

X, =1— >
i (n+1)%+1 n+1 "

Demek, YneN ushm x, <x,,,. Bul bolsa garahp atirgan izbe-izliktin gatan

n+l*

6siwshibolwin bildiredi. »

Endi monoton izbe-izliklerdin limiti hagqinda teoremalardi keltiremiz.

1-teorema. Eger {x,} izbe-izlikler 6siwshi ham joqaridan shegaralangan
bolsa, ondaol sheklilimitkeiye boladi.

<« Meyli {x,} izbe-izlikler ushin teoremanin eki sharti ormli bolsin. Bul
izbe-izliktin barliq agzalarinanibaratkoplikti E menen belgileymiz:

E={X, X5, ..., X, .-}

Uliwma aytganda, E joqaridan shegaralangan koplik bolip, E=&. Onda
koplikti aniq shegarasinin bar boliwi haqqindagi teoremaga muwapiq sup E bar
boladi. On1 a menen belgileyik:

SsupE =a.

V &>0 sanm alayiq. Kopliktin aniq joqari shegarasinin aniqlamasima

tiykarlanip:

1) VneN ushin x, <a
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2) 3x, €E, Xp, >a—¢€
boladi. Bunda Vvn>n, ushin x, >x, tensizlik ormlanip, x, >a—e¢ boladu.

Natijede Vn>n, ushm a—g<x, <a+¢ yagniy |a—X,|< & boliwin tabamiz.
Demek {x,} izbe-izlikler sheklilimitke iye ham

limx, =a=supE.»

n—oo

2-teorema. Eger  {x,}izbe-izlikler =~ kemeyiwshi ham témennen

shegaralangan bolsa, ondaolsheklilimitke iye bolad:.
I
3-musal. x, = izbe-izliktin limitin tabin.
n

<« Vn2>1 ushm x, >0 boladi. Bulizbe-izliktin x,,, hdm x,  agzalardin

n+1

gatnasin qaraymiz:

I I A
Xne1 _ (n+1).1:i: n+11-n”—( n j -1
X, (+1)™ n" (h+D"

“ln+1

Demek, x,,, < X,. Bunnan berilgen izbe-izliktin kemeyiwshi ekenligi kelip

shigada.
Bunda vn>1 de
0<Xx, <X
gatnas orml boladi. Demek, berilgen izbe-izlikler shegaralangan. 1-

teoremadan {x,} izbe-izlikler sheklilimitke iye. On1 a menen belgileymiz:

.nl
lim—=a. (a>0)

n—o N

Endi x,, — X, ; ayrrmani qaraymiz. Bul ayirmaushin

n n n
n _y (n+1)" —n S

" +D)" " (n+D)"

n

Xnp = Xppg = Xy =X

n

2n" —n" n

ZX :Xn-—:
(n+1)" (n+1)"

Xn+1

bolip, bunnan
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Xn 2 2Xn+1
kelip shigadi. Keyingigatnaslardan

limx, >2limx a > 2a. Buljagdayda a =0 boladu.

n+1

Nn—oo n—oo
Demek,
I
lim~ =0.»
n—o "
e sani. Bul
1 n
X, :(1+—j , (n=123..) (1)
n

izbe-izlikti garaymuz.
Tastiyiqlaw. (1) izbe-izlikler 6siwshi ham shegaralangan boladi.

3-aniqlama. (1) izbe-izliktin limiti e sanidelinedi

n
Iim(1+ Ej =e.
n—oo n
Bul e saniirracional san bolip,
e =2,7182818284 59045 ...

boladi.
2.4. Ishpe-ish jaylasgan segmentler principi

Meyli [a,, b;] va[a,, b,] segmentler berilgen bolsm . Eger
[a,, bl c[a,, b,]
bolsa, onda [a,, b,] segment [a,, b,] segmenttin ishine jaylasqan delinedi. Bul
jagdayda a, <a, <b, <b, boladi.
Amqlama. Eger
[a,, b1 [a,, b, ]...... [a,, D, ] (1)

cegmentler izbe-izligi ushin tomendegi

[a,, by1>[,, by 5.5 [a,, b,] 5.

gatnasta, yamasa Vhe N de
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[2,, b,]1 5 [8,.q, bys]
bolsa, onda (1) ishpe-ish jaylasgan segmentler izbe-izligi delinedi.
Teorema. Meyli
[a;, b1, [a,, by, [@5, B, ]
cegmentler izbe-izligi tomendegi shartleri ormli bolsin:
1) vneN: [a,, b.]1>[a,.. bl
2) Ve>0, dnyeN, n>n,: b, —a, <& bolsm, onda sonday c € R
bar bolsa,onda ce[a,,b,], (1=12,3,...) bolipp hdmbunday can jalgiz bolad:.
<« Teoremada garalip atirgan segmentler izbe-izligi ishpe-ish jaylasgan
segmentler izbe-izligi boladiham bunnan
a <a,<a;<..<a,<b,<b,, <..<b, <b
gatnas ormlanadi. Endi a;, a,,...,a, sanlarinan paydabolgan
E={a,a,,..a,}
koplikti garaymiz. Bul kopliktin jogaridan shegaralanganligin kérsetemiz.

Qalegen natural m sanin alamizham onituragli dep uygaramiz

Eger n<m bolsa, onda [a,, b,]<[a,,b,] bolp, a,<a, <b, <b,,
yamasa a,, <b,, bolad.

Eger n>m bolsa, [a,, b,]<[a,, b,] bolip, a, <a, <b, <b,,, yamasa
a, <b,, boladi.

Aniq joqarishegarahaqqmndagi teoremaga muwapiq
SUpE =c (ceR)
bar boladi. Kopliktin aniq jogari shegarasi aniglamasina tiykarlanip

vneN de a, <c ham Vme N de ¢ <b_boladi.

Demek,
vneN da cela, , b,].

Eger wus1 tochkadan basga ham barlig segmentlerge tiyisli
c' (c'e[a,, b,], ¥ne N) bardep uygarsaqbolsa, ondaonda

b, —a, =[c-c|>0
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bolip, bul teoremanin 2-shartine qarsi boladi.

Demek, c=c' ».
2.5. Ules izbe-izlikler. Bol’cano-Veyershtrass teoremasi

Meyli
L3 X X Xgy ey Xpp e (1)
izbe-izlik berilgen bolsmn. Bul (1) izbe-izliktin bazi n; nomerli x, ~agzasm alamiz.
Soninannomeri n, denulken bolgan n, nomerli x, agzasin alamiz. Usinday usil
menen x, , X, hamt.b. agzalarm tanlap alanuz. Natiyjede nomerleri

n, <n,<n,<.<n, <..
tensizliklerdi qanaatlandiriwshi (1) izbe-izliktin agzalari
Xoy Xy Xooy oo (2)
izbe-izlikti paydaetedi.
(2) izbe-izlik (1) izbe-izliktin ules izbe-izligi delinedi ham {x, } korniste

belgilenedi.
Maselen,
2,4,6,8, ..,
1305, 7, ..,
1, 4,916, ...

izbe-izlikler 1, 2, 3, 4,..,n, ... izbe-izliktin ules izbe-izliklerti,

111 ..,% ..,
-1, -1 ..., -1 ..

izbe-izlikler 1, -1, 1, -1, ..., (<", ... izbe-izliktin ules izbe-izlikleri bolad.
Keltirilgen tusinikler ham misallardan biri izbe-izliktin har tarliales izbe-izlikleri

boliw1 kelip shigadi.

1-teorema. Eger {X,} izbe-izlik limitke iye bolsa, onda onin har ganday

ules izbe-izligide usilimitke iye bolad.
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<« Bul teoremanin dalilli izbe-izlik limiti tarepinen kelib shigadi. »

Eskertiw. Izbe-izlik tles izbe-izliklerdin limiti bar boliwman berilgen izbe-
izliktin limitinin bar boliw1 har dayim kelip shigpaydi.

Miselen, 1, -1, 1, -1, ..., (-D"*, ... izbe-izliktin tles izbe-izlikleri

1,11 ..,1 ..,
-1 -1 .., -1 ..

limiti bolgan jagdayda izbe-izliktin 6zinin limitke iye emes.

2-teorema (Bol’cano-Veyershtrass teoremasi). Har ganday shegaralangan
izbe-izlikten shekli sanga umtiliwshi tles izbe-izlik ajratiw mumkin.

<« {x,} izbe-izlik berilgen bolip, ol shegaralangan bolsin, onda {x_} izbe-
izliktin  barhq agzalar1 [a,b] da jaylasgan dep garaw mumkin:

X, €[a, b], n=1 2, 3,...[a, b] segmentin

{ a+ b} [a +b }
al T~ ) A b
2 2
segmentlerge ajratamuz. {x,} izbe-izliktin sheksiz kop agzalarijaylasqanin [a,, b; ]

b-a
2

=) e

deymiz. Meyli [a;, b;] uzmlig

ge ten boladi. Joqaridagiga uqgsas[a,, b, ]

segmentin

2 2

segmentlerge ajratamiz. Berilgen izbe-izliktin sheksiz kép sandagi agzalari

bolganm [a,, b,] dep belgileymiz. Bunda [a,, b,] nin uzinhg b-a ge ten

22

boladi. Bul process dawam ettiriw natiyjesinde bul
[a;, b1, [2,, b1, o) [, BT, -
segmentler izbe-izligi paydaboladi. Bul segmentler izbe-izligi ushin
[a,, b]1o[a,, b,]> ...o[a,, b, ]> ... bolip, kK > de

b-a

boladi. Ishpe-ish jaylasgan segmentler principi
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lima, =limb, =C (CeR)

k>0 ko0
boladi. Endi {x,} izbe-izliktin [a,, b,] degi baz1 bir x, agzasm, [a,, b,] degi
bazi bir x, agzasmh.t.b.[a,, b, ] degibazibir x, agzasinh.t.b. agzalarnalamz
Natijede {x,} izbe-izliktin agzalarmnan tabilgan bul
Xn s Xnys ooes Xpo oo (n,<n, <..<n, <..)
ules izbe-izlik paydaboladi. Bulizbe-izlik ushin
a <X, <b. (k=1 2, ..)

bolip, onnan k —»ode x, —C yagnly |!im X, =C kelip shigad1. P>

2.6. Fundamental izbe-izlikler. Koshi teoremasi

Meyli {x,} izbe-izlik berilgen bolsin.
Amiqlama. Eger har ganday & >0 alinganda da sonday natural n, sani
tabilip,barliq n>n, ham m>n, ushm

|Xn_xm|<8

tensizlik orinlibolsa, onda {x,} fundamental izbe-izlik delinedi.

Maselen,

n
X, =—— n=12,..
" n+1 ( )
fundamental izbe-izlik bolad:.
<4Haqiyqatinda, berilgen izbe-izlik ushin

n m| n+m

X —X_ |= - <
X0 =%n| n+l m+1 nm

1 1
=— 4+ —
n m

2 :
bolip, Ve&>0 sani ushin n, :{—}Ll dep belgilesek, Yn>n,, ¥m>m,

&

bolganda
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1 1
Xp =Xy K —+— <&
Ng Mo

boladi. »
Teorema. (Koshi teoremast). lzbe-izliktin jiynaqli boliwi ushin onin
fundamental boliw1 zartrli ham jetkilikli.

4Zarurligi. {x.} izbe-izlik jiynaglh bolip, limx,=a bolsm. Limit

nN—oo

aniqlamasina tiykarlanip

Ve>0, IngeN, Vn>n,:|X, —a|<g.

Solay etip, vm>n,:|X, —a|<§ boladi. Natijede VYn>n,, VvVm>n,

uchun
| X, =X, H X, —a+a—x, | x, —a|+|x, —ale
kelip shigadi. Demek, {x,} fundamental izbe-izlik.
Jetkilikligi. Meyli {x,} fundamental izbe-izlik bolsin:
Ve>0, Iny e N, vn>ny, vm>n,: | X, — X, |<é&.
Eger m > n, shartti qanaatlandiriwsh1 m fikserlengen bolsa, onda
| X, =Xy |[<€ < Xy —6<X, <X, +&
bolip {x,} izbe-izliktin shegaralanganligi kelip shigadi.
Bol’cano-Veyershrass teoremasina tiykarlanip bul izbe-izlikten jiynaqli ules

{xn } izbe-izlikti ajratiw mamkin limx, =a.

n—o0

Demek,
Ve>0, 3k, e N, Vk>Kk,: [x, —al<e
boladi. Eger m =n, bolsa, onda
| Xn = Xp, [<€
boladi. Keyingi eki tensizliklerden
| Xy —al= X, =%, +X, —alx, —x, [+]x, —a|<2¢

kelip shigadi. Demek, limx, =a. »

n—o0
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3-§. FUNKCIYA

3.1. Funkciya tasinigi

Meyli E kopligin F koplikke sawlelendiriw
f: EoF
berilgen bolip, E=F, F =R dep belgileymiz. Onda har bir haqiyqiy x sanga
baz1 bir haqiyqiy sandi saykes qoyiwshi

f: F>R (x—f>y)

sawlelendiriwine kelemiz. Bunnan funkciya tusinigine alip keledi.

Meyli X @R, Y <R koplikler berilgen bolip, X hamy o6zgeriwshiler
saykes tarizde usi kopliklerde 6zgersin: xe X, yeY.

1-amiqlama. Eger X kopliktegi har bir x sanga bazi bir f qagiydaga
garata Y ge tek bir y san saykes qoyilgan bolsa, onda X koplikte funkciya
berilgen (aniglangan) delinediham

f:x—y yagny y=f(x)

koérinisinde belgilenedi. Bunda X - funkciyanin aniglaniw oblasti, Y - funkciyanin
manisler kopligi (oblasti1) delinedi. x- garezli 6zgeriwshi yamasa funkciyanin
argumenti.

Misallar. 1. X =(—o0,+0),Y =(0,+00)bolip, f qagiyda

fixoy=x?+1
bolsin. Buljagdaydahar bir xe X ge bir x* +1eY saykes qoyilip,
y=x?+1

funkciyaga iye bolamiz.

2. Har bir racional sanga 1 di, har bir irracional sanga 0 di saykes qoyiw

natiyjesinde funkciya payda boladi. Adette bul Dirixle funkciyas: bolip D(x)

koriniste belgilenedi:
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D( ) 1, eger x racional san,
X)= . .
0, eger x irracional san

Solay etip, y=f(x) funkciya ol X koplik, Y koéplik hdm har bir xe X bir
yeY tisaykes qoyiwshi f qagrydanin beriliwi menen aniqlanadu.

Meyli y = f(x) funkciya X —R koplikte berilgen bolsm. x, € X noqatga
saykes keliwshi y, nogat y = f(x) funkciyamn x = X, nogatdagi manisidelinedi
ham f(x,)=y, koriniste belgilenedi.

Tegislikte dekart koordinatalar sistemasmn alamiz. Tegisliktegi (x, f(x))
nogatlardan ibarat

((x, 109)}={(x, () xe X, F(x)=Y |
koplik y = f(x) funkciyanin grafigi delinedi. Maselen,
y=x*-1 (xeX=[-2,2])
funkciyanin grafigi 1-s1zilmada suwretlengen.

y A

=T

i

-1

1-s1zilma.

Funkciya aniglamasindagi f qagiydahar tarli boliwi mumkin.
a) Kobinese X ham Yy ozgeriwshiler arasindagi baylanis formulalar

jardeminde belgilenedi. Bul funkciyanin analitikaliq usilda beriliwshi delinedi.

Maselen,

y =1-x?

funkciya analitik usilda berilgen bolip onin aniglaniw kopligi
X ={xeR|-1<x<1}=[-11]
boladi.
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Meyli x ham vy 6zgeriwshiler arasindagr baylanis tomendegi formulalar
jardeminde berilgen bolsin:

SLCE Bialits

Bul funkciyamn aniglamw kopligi X =R\ {0} bolip, manisleri kopligine
iye Y ={—1,1} bolad1. Adette bul funkciya y =signx korinistegi belgilenedi.

b) Ayirim jagdaylarda xe X, yeY oOzgeriwshiler arasindagl baylanis

tablicalar arqaliboliwi mumkin. Maselen, kiin dawaminda hawa temperaturasin

baqlaganimizda t; waqitta hawa temperaturasi T;, t, waqitta hawa temperaturasi

T, h.t.b. bolsin. Natiyjede tomendegi tablica paydabolad.

t—waqit t t, t; t,
T- T, T, T, e T,
temperatura

Bul tablica t waqitpenen hawa temperaturas1 T arasindagi baylanisti anlatadi,
bunda t-argument, T bolsat nin funkciyasi boladi.

V) X ham y ézgeriwshiler arasindagi baylanis tegislikte bazi bir iymek siziq

arqaliham anlatiw mimkin (2-s1zilma).

b

2- s1zilma.

Miselen, 2- sizilmada suwretlengen L iymek siz1q berilgen bolsm. [a,b]

segmenttegi har bir nogatdan otkizilgen perpendikulyar L si1ziqti tek bir nogatda

kesilsin. Vxe[a,b] nogatdan perpendikulyar shigarip, onia L siziq penen
kesilisiw nogatintabamiz. Alingan X noqatga kesilisiw noqatinin ordinatasi y ti

saykes qoyamiz. Natiyjede har bir xe[a,b] ga bir y saykes qoyilip, funkciya
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payda boladi. Bunda x peneny arasindag baylanisti berilgen L iymek siziq
ormlaydi.
Meyli f,(x) funkciya X, cR koplikte, f,(x) funkciya bolsa X, R
koplikte aniglangan bolsin.
Eger
1) X, =X,
2) VxeX,da f,(x)=f,(x)
bolsa, onda f,(x) hamde f,(x) funkciyalar 6z-ara ten delinedi ham f,(x)= f,(x)

koériniste belgilenedi.

Funkcivanii shegaralanganligi. f(x) funkciya X R koplikte berilgen
bolsm.

2-amiqlama. Eger sonday turaqli M sanmn tabilsa, ¥xe X ushm f(x)<M
tensizlik orinh bolsa, onda f(x) funkciya X képlikte joqaridan shegaralangan
delinedi. Eger sonday turaqli m sani tabilsa, Vxe X ushm f(x)>m tensizlik
orinli bolsa, onda f(x) funkciya X koplikte tomennen shegaralangan delinedi.

3-amiqlama. Eger f(x) funkciya X koplikteham jogaridan, haAm témennen

shegaralangan bolsa, onda f (x) funkciya X koplikte shegaralangan delinedi.

2

1-misal. Us1 f(x)= i+ X4 funkciyan1 qarayiq. Bul funkciya R de
+ X
shegaralangan boladu.
2
<« Solay etip, VxeR de f(x):lJrX4 >0.
1+x

Demek, berilgen funkciya R de tomennen shegaralangan.

Sonih menen birge, f(x) funkciyaushim

1 x? X2
f(x)= + <1+
1+x* 1+x* 1+ x4
boladi. Endi
21
0<(x*-D?=x'-2x*+1 = 2x*<x*+1 = —(—<>
X" +1 2
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itibarga alsag, onda  f(x)<1+ % = g Bul f(x) funkciyanii joqaridan

shegaralanganligin bildiredi. Demek, berilgen funkciya R deshegaralangan. »
4-aniqlama. Eger har ganday M >0 san alinganda ham sonday x, € X

noqatitabilsa,
f(x,)>M
tensizlik orinli bolsa, onda f(x) funkciya X kopliktejoqaridan shegaralanbagan

delinedi.
Periodl funkciyalar. Jup ham taq funkciyalar. f(x) funkciya X R

koplikte berilgen bolsin.
5-aniqlama. Eger sonday turaqli T (T #0) san bar bolsa, ondaV x e X

ushin
1) x-TeX,x+TeX
2) f(x+T)="f(x)
bolsa, onda f(x) periodli funkciya delinedi, T san bolsa f(x) funkciyanim

periodidelinedi.
Miselen, f(x)=sinx, f(x)=cosx funkciyalar periodli funkciyalar bolip,

olardif period1 27 ga, f(x)=tgx, f(x)=ctgx funkciyalardifi period: bolsa 7 ga

ten. Periodli funkciyalar tomendegi qasiyetlerge iye:
a) Eger f(x) periodli funkciyabolip, onmperiodi T (T #0) bolsa, onda

T.=nT (n=+1,+2,)

sanlar hamusi funkciyanin periodi boladi.
b) Eger T, ham T, sanlar f(x) funkciyaninperiodibolsa, onda T, + T, #0

hamde T, - T, (T, #T,) sanlar ham f(x) funkciyanin periodi boladu.
v) Eger f(x) hamde g(x) funkciyalar periodl funkciyalar bolip, olardin
har birinin periodi T (T #0) bolsa, onda

fx)+a(0), F0-gx), F(x)-9(x), 2 (g(x)=0)
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funkciyalar ham periodli funkciyalarbolip, T sanolardin ham periodi boladu.

Bizge belgili, v xe X (X cR) ushm — xe X bolsa, onda X képlik O

noqatga salistirganda simmetriyali koplik delinedi.

Meyli O noqatga salistirganda simmetriyali bolgan X koplikte f(x)

funkciya berilgen bolsin.

6-amiqlama. Eger V xe X ushm f(—x)= f(x) tenlik orml bolsa, onda
f (x) jup funkciya delinedi. Eger ¥ x € X ushin f(—x)=—f(x) tenlik ornli bolsa,
onda f(x) taqfunkciyadelinedi.

Maselen, f(x)=x*+1 jup funkciya, f(x)=x>+x bolsa taq funkciya
boladi. Bul f(x)=x* —x funkciya jup taemes, taq ta emes.

Eger f(x)ham g(x) jup funkciyalar bolsa, onda

f
F+90. 10-900. T(d-a6d. 3 (al)=0)
funkciyalar da jup boladu.

Eger f(x) ham g(x) tag funkciyalarbolsa, onda

F()+a(x), f(x)-g(x)

funkciyalar tag boladi,
f
(00-90), % (g(x)<0)

funkciyalar bolsajup bolad.
Jup funkciyanin grafigi ordinatalar kosherine salistirganda, taq
funkciyanin grafigi koordinatalar basma salistirganda simmetrik jaylasgan boladi.

Monoton funkciyalar. Meyli f(x) funkciya X <R képlikte berilgen bolsn.
7-amiqlama. Eger V x,,X,eX ushin x <x, bolganda f(x )< f(x,)
tensizlik orml bolsa, onda f(x) funkciya X képlikte osiwshi delinedi. Eger
V %,X,€ X ushm X, <X, bolganda f(x )< f(x,) tensizlik orml bolsa, onda

f(x) funkciya X koplikte qatan 6siwshi delinedi.
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8-amiqlama. Eger V x,X,e X ushm x, <x, bolganda f(x,)> f(x,)
tensizlik orinli bolsa, onda f(x) funkciya X koplikte kemeyiwshi delinedi. Eger
V X,X,€ X ushm x, <x, bolganda f(x,)> f(x,) tensizlik ormnl bolsa, onda
f (x) funkciya X koplikte qatan kemeyiwshi delinedi.

Osiwshi ham kemeyiwshi funkciyalar ultwma monoton funkciyalar delinedi.

X

2 funkciyanin X =[1,+ o) képlikte kemeyiwshi

2-misal. Bul f(x)= )

ekenligin dalillen.
<« [1,+x)daV x, ham x, noqatlarmn alip, X, < X, bolsin desek. Onda

2 2

X X Xy + X X5 — Xy — X, X

f(xl)_f(xz): 12_ 22: 1 122 2 221:
1+ X%, 1+X5 @+ %)@+ x5)

Xp = Xy 4+ Xy - Xp (X5 —Xq) _ (X = X,)d—=X; - Xy)
@+ %)L+ x3) A+ %)L+ x3)

bolad1. Keyingi tenlikte x, — x, <0, 1-X, - X, <0 esapgaalip,
f(x)—f(x,)>0
yagnty, f(x,)> f(x,) ekenin tabamiz. Demek,
X <X, = f(x)>7f(x,).»

Meyli f(x) ham g(x) funkciyalar X <R képlikte 6siwshi (kemeyiwshi)
bolip, C =const bolsmn. Bul jagdayda

a) f(x)+C funkciya 6siwshi (kemeyiwshi)boladu.

b) C >0 bolganda C - f(x) ésiwshi, C <0 bolganda C - f(x) kemeyiwshi
boladi.

v) f(x)+ g(x) funkciya 6siwshi (kemeyiwshi) boladu.

Keri funkciya. Quramali funkciyalar. y= f(x) funkciya X —R koplikte
berilgen bolip, bul funkciyanin manislerinen ibarat koplik

Ye ={f () [xeX}

bolsin.

47



Meyli baz1 bir qagiydasina karap Y, , koplikten alingan har bir y ke X
kopliktegi bir x saykes qoyilgan bolsin. Bunday saykeslik natiyjesinde funkciya
paydabolad1. Adette, bul funkciya y = f(x) ge salistirganda keri funkciya delinedi

ham x = f “(y) koriniste belgilenedi.
1 : : .
Maselen, y= > Xx+1  funkciyaga salistirganda  keri  funkciya

X =2y —1 bolad1.

Joqandaaytilganlardan y = f(x) de x argument, y bolsa x ti funkciyast,

keri x=f *(y) funkciyada y argument, x bolsa y tin funkciyasi boliw1
korinedi.

Qolayliq ushin keri funkciya argumenti x, onm funkciyasi y penen
belgilenedi: y=g(x).

y = f(x) funkciyaga keri g(x) funkciya grafigi f(x) funkciya grafigin I
ham Il sherekler bissektrisasi atirapinda 1800 ga aylandiriw natiyjesinde payda
boladi.

Meyli Y, koplikte u=F(y) funkciya berilgen bolsin. Natiyjede X
koplikten alingan har bir x ge Y, kopliktebir y:

fix—oy (y=£f(X)
ham Y, kopliktegibunday y sanga bir u:

Fiy—>u (u=F(y))
san saykes qoyiladi. Demek, X koplikten alingan harbir X sangabir u san saykes
qoy1lip, jana funkciya payda boladi: u=F( f(x)). Adette bunday funkciyalar

quramali funkciya delinedi.

3.2. Elementar funkciyalar ham onin qasiyetleri

Bul paragrafta elementar funkciyalar haqqinda tiykarg magliwmatlardi

keltiremiz.
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1. Patin racional funkciyalar.
Bul

y =a, +aX+a x> +...+a X" +a x"

korinistegi funkciya putin racional funkciya delinedi. Bunda a,, a,,...,a,— turaqli
sanlar, ne N.Bul funkciya R = (-, +o) deaniqlangan.

Putin racional funkciyanin bazi dara jagdaylart:

a) Sizigl funkciya. Bul funkciya

y=ax+Db (a=0)

koériniske iye, bunda a, b turaglisanlar.

Siziqh funkciya (—o, + ) de aniglangan a >0 bolganda 6siwshi, a<0
bolganda kemeyiwshi grafigi tegisliktegi tuwrisiziqtan ibarat.

b) Kvadrat funkciya. Bul funkciya

y =ax® +bx+c (a=0)

korinisine iye, bunda a, b, ¢ —turaglisanlar.

Kvadrat funkciya R de aniglangan bolip, onin grafigiparabolani anlatada.

Bunnan

2 2
y=ax2+bX+C:a(X+£j —w.
2a 4a

Parabolanin tegislikte jaylastwi a hdim D=b? —4ac lerdin belgisine baylanisl
boladi. Maselen, a>0, D>0 ham a<0, D<0 bolganda onin grafigi 3-

sizilmada suwretlengen parabolalar korinisinde boladi.

F 4 F¥oa

a=0 a=l
NS x

3-s1zilma.
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2. Bolshek racional funkciyalar. Bul

ay +aX+a,x* +..+a,x"

Y= by +bx+b,x% +...+b, x"

korinistegi funkciya bolshek racional funkciya delinedi. Bunda a,, a,,...,a,
ham by, by, ...,b,, ler turaglisanlarne N, me N. Bul funkciya

X = (=00, +0) \ {x|b, +bx+...+ b, x" =0}
koplikte aniglangan.

Bolshek racional funkciyamn bazi bir jagdaylari:

a) Keri proporcional baylanis. Ol

y=— (x#0 a=const)
X

koriniskeiye. Bul funkciya
X =(—0,0) U (0,+0) = R\ {0}
koplikte aniglangan, taq funkciya, a nin belgisine garap funkciya (-, 0) ham

(0, + o) araliglardin har birinde kemeyiwshi yamasa 6siwshi boladi (4-s1zilma).

=0 a<0

i % Of;

4-s1z1lma

b) Bolshek sizigli funkciya. Ol tomendegi

_ax+b

cx+d

koriniske iye boladi. Bul funkciya
d
X:R\{—E} (CiO)

koplikte aniglangan.
50



Bizge belgili,

ax+b bc-ad 1 a
= = > . —+

cx +d C

Demek,

Onin grafigin y = a funkciya grafigi jardeminde s1iziw mamkin.
X

3. Darejeli funkciya. Bul
y=x*, (x=0)
korinistegi funkciya darejeli funkciya delinedi.

Bul funkciyanin aniqlamw kopligi a ga baylanisli. Darejeli funkciya a>0,
bolganda (0, + ) de osiwshi, a<0 bolganda kemeyiwshi boladi. y=x*
funkciya grafigi tegisliktin (0,0) ham (1,1) noqatlarinan 6tedi.

4. Korsetkishli funkciya. Bul

y=a
korinistegi funkciya korsetkishli funkciya delinedi. Bunda aeR, a>0, a=1.
Korsetkishli funkciya (—o, + o) anigqlangan, Vxe R de a* >0; a>1 bolganda

6siwshi; 0 < a <1 bolganda kemeyiwshiboladi.

Dara jagdayda, a=e bolsa, onda matematikada ahmiyetli rol tutatugin
y =e” funkciya paydaboladi.

Korsetkishli funkciyanin grafigi Ox kosherinen joqarida jaylasgan ham
tegisliktin (0,1) noqatsinan 6tedi.

5. Logarifmlik funkciya. Bul

y=log, x

korinistegi funkciya logarifmlik funkciya delinedi, bunda a>0, a #1.

Logarifmlik funkciya (0, +) de aniglangan, y=a* funkciyasina

salistirganda keri; a >1 bolganda 6siwshi, 0 <a <1 bolganda kemeyiwshi boladi.
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Logarifmlik funkciyanin grafigi Oy kosherinin on tarepinde jaylasgan ham
tegisliktin (0 ,1) nogatsinan 6tedi.

6. Trigonometriyahq funkciyalar. Bul

y=sinx, y=cosX, y=tgx, y=ctgx,
Yy =Secx, Yy =C0Secx

funkciyalar trigonometriyaliq funkciyalar delinedi

y=sinx, y=cosx funkciyalar R =(—0, + ) de aniqlangan, 27 periodl
funkciyalar Vx e R de

—1<sinx<1, -1<cosx<l

bolad1. y=tgx funkciya
X :R\{XER|X:(2k+1)%; k=0,+1 +2, }

koplikte aniglangan 7 periodli funkciya, ctgx, secx, cosecx funkciyalar

sin X, cosx, tgx lararqalitomendegishe anlatiladi:

1 1 1
Ctgx=—, SecCXx=——, COSecXx=——.
tgx COS X sin X

7. Giperbolikahq funkciyalar. Korsetkishli y =e* funkciya jardeminde
duzilgen bul

et —e” ef+e ef—e* ef+e”

’ 2

! X! X

ef+e ™ el —e

funkciyalar giperbolikaliq (saykes turde giperbolikaliq sinus, giperbolikaliq
kosinus, giperbolikaliq tangens, giperbolikaliq kotangens) funkciyalar delinedi

ham olar tomendegishe

X —X X —X X —X X —X

© 7€  chx= . thx=——"__ cthx=
2 X

shx = TR—
e +e e —e

belgilenedi.

8. Keri trigonometriyalk funkciyalar. Meyli y=sin x funkciya R de

aniglangan hdm onin manislerinin kopligi

Y =[-1 1]
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boladi. Eger xe —z, z bolsa, onda X = _E, 71 ham Y: =[-1 1]
2" 2 2' 2 f

kopliklerdin elementleri 6z-ara bir manisli saykeslikte boladi.
y =sin x funkciyaga keri funkciya
y=arcsin X
koriniste belgilenedi.
Usigan ugsas y =cosx, y=tgx, y=ctgx funkciyalarga salistirganda Keri

funkciyalar saykes turde
y =arccos x, y=arctgx, y =arcctgx,

koriniste belgilenedi.

Bul y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx funkciyalar Keri

trigonometriyaliq funkciyalar delinedi.
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4-§. FUNKCIYANIN LIMITI

4.1. Funkciya limitinin aniqlamalan

Meyli f(x) funkciya X —R koplikte berilgen bolip, x, nogatta X

kopliktin limit nogati bolsm. x, nogatga umtihiwshi qalegen {x, }:
Xy Xoy weey Xpyyeee (X, €X, X, #Xp)
izbe-izlikti alip, funkciya manislerinen ibarat { f (x,,)}:
f(x), f(X), ..., F(X,), ..

izbe-izlikti paydaetemiz.

l1-amqlama. (Geyne). Eger n—ow de x, > X, (X, e€X, X, #Xy)
bolatugin qalegen {x,}izbe-izlik ushin n—o de f(x,)—b bolsa, ondab ga
f(x) funkciyaning x, noqatdag limiti delinedi ham x—>x, de f(x)—>b

yagniy
lim f(x)=b

X—)XO
koriniste belgilenedi.

Eskertiw. Eger n—oo de x,—>X, (X,€X, X, #X%,) ham
Y, =X, (Y,€X, y,#X,) bolatugm tarli {x,},{y,} izbe-izlikler ushin
n—o de f(x,)—b, f(y,)—>b, bolip, b, #b, bolsa, onda f(x) funkciya

X — X, de limitkeiye emes delinedi.

x? —16

2

1-msal. f(x)=
X° —4x

funkciyanin X, =4 noqatdagi limitin tabin.
< Meyli limx, =4, (x,#4,n=12,..) izbe-izlikti alay1q. Onda

2
X:—-16 x,+4
()= =
X, —4X, Xn

bolip, n—oo da f(X,)— 2 boladi. Demek,

. x%-16
lim =

5 2.»
n—o X< —4X
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2-misal. f(x)= sin1 funkciyanin x — 0 degi limitke iye emesligi korsetin.
X

4 vn—>wde x, = — 0 bolad1. Bul izbe-

2 0 o2
(4n-Drx (4n+rx

in+1
2

f(x,)>-1 f(x,)—1

4dn -1

izlikler ushin f(x,) = r=-1 f(x,)= 7 =1 bolip, n—>oo de

boladi. Demek, berilgen funkciya x, =0 nogatda limitke iye emes. »
2-aniqlama. (Koshi). Eger Ve >0 sanalingandahamsonday 6 =6(g) >0
tabilsa, Vxe X N (U 4(X,) \{X,}) ushin
| f(x)-blke
tensizlik ormlibolsa, onda b sam f(x) funkciyanin x, nogatdag: limiti delinedi:

lim f(x)=h.

X—=>Xp

3-musal. f(x)=C=const (CeR) bolsin. Bulfunkciyaushmn
lim f(x)=C

X—>Xp

boladi.

x? -1

4-musal. Bul f(x)= funkciyanm X, =1 noqatdag: limiti 2 ge ten

ekenligii korsetin.
4 Ve>0 sanma karap 6 =¢ dep alsag, onda |x-1|<d (x#1)

tensizlikti ganaatlandiriwshi qalegen X te

x? -1
Xx—-1

-2/ =|x+1-2|=|x-1l<d=¢

2 —
boladi. Demek, lim -1

X—)XO X —_

=2.»

3-aniqlama. Eger Ve >0 san alinganda ham sonday ¢ >0 san tabilsa,
vxe X NUs(%) \{X,}) ushm f(x)>¢ tensizlik orinli bolsa, onda f(Xx)

funkciyanin x, noqatdagi limiti +oo dep ataladiham
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lim f(X)=+o

X=X
koriniste belgilenedi.

Meyli f(x) funkciya X —R koplikte berilgen bolip, x, =+00 nogat x
kopliktin limit nogatibolsin.

4-aniqlama. Eger Ve >0 san alinganda da sonday 6 >0 tabilsa Vxe X,
X > ¢ ushm

| f(X)-bl<e

tensizlik orinlibolsa, onda b san1 f(x) funkciyanin x, =+oo degilimiti delinedi
ham

lim f(x)=b

X—>+00

korinisinde belgilenedi.

5-misal. Meyli X =(0, +w), X, =+, f(x)=l bolsin, onda
X

lim 1:O

X—>+oo X

boladi.

4Haqiygatindada V& >0 sanmalayiq. Vx>0 ushin
1 ‘ 1 1
——0=—<¢e & x>-—.
X X &

Demek, & = 1 bolsa, onda VX > ushin
&

boladi.
Funkciya limiti aniglamalarinin ekvivalentligi.
Teorema. Funkciya limitinin Koshi ham Geyne aniglamalar1 ekvivalent

aniglamaboladi.
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Funkciyaninn on ham shep limitleri. Meyli f(x) funkciya X <R koplikte
berilgen, x, nogat X ti shep limitnogatibolip,
(X =7 %) =X (y>0)
bolsn.
S-aniqlama. Eger
Ve>0,30>0, VXxe(X, -9, %) : | f(X)—blke
bolsa, onda b san f(x) funkciyamn x, noqatdag: shep limiti delinedi ham

b=_lim ()= f(x,—0)

X—>Xo—
koriniste belgilenedi.

Meyli f(x) funkciya X <R koplikte berilgen, x, nogat X tmn on limit
noqatibolip,

(X0, X +7) = X (»>0)

bolsin.

6-anmiqlama. Eger

Ve>0,30>0, VXxe(Xy, X +9): | f(X)-blke

bolsa, onda b san f(x) funkciyamn X, nogatdagi on limiti delinedi ham

b= lim f(x)=f(x, +0)

X—>Xg+0

koriniste belgilenedi.
Maselen,

1, eger x>0 bolsa,
f(x)=4 0, eger x=0 bolsa,
-1, eger x<0 bolsa

funkciyanin 0 noqatdagi on limiti 1, shep limiti -1 bolad.

4.2. Limitke iye bolgan funkciyalardin qasiyetleri. Limittin bar boliwi

Shekli limitke iye bolgan funkciyalar da jiynaql izbe-izlik siyaqh
qasiyetlerge iye.
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Meyli f(x) funkciya X — R koplikte berilgenbolip, x, € R nogat X tin
limit nogat1 bolsin.
1-qasiyet. Eger x — x, da f(x) funkciyalimitkeiye bolsa, onda ol jalgiz
boladi.
2-qasiyet. Eger lim f(x)=b, (b—shekli san) bolsa, onda f(x) funkciya
X—=Xo

shegaralangan boladi.

3-qasiyet. Eger lim f(x)=b bolip, b < p bolsa, onda f(x)< p boladu.

—Xp
Meyli f(x) ham g(x) funkciyalar X < R koplikte berilgen bolip, x, € R
nogat X kopliktin limitnoqatibolsin.
4-qasiyet. Eger lim f(x)=b,, lim g(x) =b, bolp, Vxe X de f(x)<g(x)
X—>Xg X—>Xg

tensizlik orinlibolsa, onda b, <b,, yagniy

lim f(x)< lim g(x)

X—>Xg

boladi.
5- qasiyet. Meyli

lim f(x)=b, limg(x)=b,, (b,b, eR)
limitler bar bolsin. Onda
a) VvceR da lim(c- f(x))=c- lim f(x);

b) lim(f(x)+g(x))=lim f(x)+ lim g(x);
v) lim(f(x)-g(x)= lim f(x)- lim g(x);
lim f(x)

g) Eger b, 0 bolsa, onda lim O _ o
=% g(x)  lim g(x)

boladi.

2 3 n
L XHEXTHEXT X =N ,
1-musal. lim limitti esaplan.
x—1 Xx—=1

<« Bul limitti joqaridagi qasiyetlerden paydalanip esaplaymiz:
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im X+x2 43 +4x"-n i (=D +(x* =D+ (* D +..+(x"-1) _
x—>1 X-1 ol x—1 -

(X =D+ (X + 1)+ (X2 + X+ 1)+ ..+ (X" + X" 2 4+ x + 1]

lim
x—1 Xx—1
:1+2+3+...+n:n(n+1) >
2-misal. Iiml_cgSX limitt esaplan.
x—0 X

<« Bizge belgili, 1—cosx=23inzg. Soniesapgaalip tabamiz:

2

. o X . X
2s5In° — Sin—
. 1-cosx . 2 .1 2
lim =lim =lim=1—%&| =
x—>0  x?2 x>0  y?2 x—0 2 X
2
. X . X
sin— sin— 1
== lim—2 . lim—2 |==. »
2 | x>0 5 x—0 i 2
2 2

Funkciya limitinin bar bohwi. Meyli f(x) funkciya X —R koplikte
berilgen bolip, (X, —7, X, )= X bolsm (»>0). V, X, €R nogat X képliktin
limit noqati bolad.

1-teorema. Eger f(x) funkciya X koéplikte 6siwshi bolip, ol jogaridan
shegaralangan bolsa, ondafunkciya x, nogatda

lim (x)

X—>X)—0
limitke iye bolada.
<« Meyli f(x) funkciyanih maénislerinen ibarat bolgan bul
F={f(x)|xeX n{x<x, }}
koplikti qaraymiz. Teoremanm shartin boyinsha bul koéplik joqgaridan

shegaralangan boladi. Onda kopliktin aniq shegarasinin bar boliw1 haqqindagi

59



teoremaga muwapiq F koplik aniq joqari shegaraga iye boladi. On1 b menen

belgileymiz:
supF =b.
Endi, Iim0 f(x)=b bohwm dalilleymiz. Aniq jogarg shegaranin
X—>Xg—
aniqlamasi boyinsha:

1) Vxe X n{x<x, } ushin f(x)<b;
2)IX e X N{x<Xy}, X <X, f(x*)>b—g, (V £>0)bolad1.
Eger 6 =x, —x" >0 bolsa, onda Vxe(x, —J, X, )" (X, — 7, X, ) ushin

b—e<f(x')< f(x)<b<b+e

bolip,
| f(x)-b|<e
tensizlik ormlibolsin. Bunnan
x_lij—o f(x)=b.»

Meyli f(x) funkciya X =R koplikte berilgen bolip, (x,,%, +7 )< X
bolsin (y>0).0nda V x, € R nogat X képliktifi limit nogati boladi.

2-teorema. Eger f(x) funkciya X koplikte kemeyiwshi bolip, ol
tomennen shegaralangan bolsa, onda funkciya x, nogatda

lim f(x)

X—>Xg+0
limitke iye boladu.
Endi funkciya limitinin bar boliw1 haqqindagi uliwma teoremani keltiremiz.
Meyli f(x) funkciya X R koéplikte berilgen bolip, X, € R nogat X
kopliktin limit nogatibolsin.
Amigqlama. Eger V¢ >0 alingandaham sonday ¢ >0 santabilganda,
vxeX N(Us(x)\ X% §), YyeX n(Us06)\{x,})
ler ushin

[F(x)-f(y)l<e (1)
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tensizlik orinli bolsa, onda f(X) ushmn x, nogatda Koshi sharti orinlanad: delinedi.
3-misal. f(x)= xsin1 funkciya ushmm x,=0 nogatda Koshi sharti
X

orinlanadi.

<4Haqiygatindada, V& >0 sanga o :g bolsa, onda

vxe X N(U,(0\{0}), VvyeXN(U,(0)\{0})

2 2

ushin (yagniy [X|< 8, |y| <& ushin)
| f(X)-f(y)|= |xsinl— ysin£| < |xsin1|+| ysinl| <
X y X

<|x| +]y] <§+§:g
boladi.
3-teorema (Koshi). f(x) funkciya x, nogatda shekli limitke iye boliw1
ushin bulfunkciya x, nogatda Koshi shartinin orinlamwi1 zarurli ham jetkilikli.
<« Zarurligi. f(x) funkciya x, nogatda shekli limitke iye bolsin
lim f(x)=b.

X—>Xp

Limit aniglamasina tiykarlanip
Ve>0,36>0,Vxe X n(Uz(xo )\{X, }) ushin

IH@—MKS 2)
boladi. Solayetip, VyeX N(Us(Xo)\ {Xo}) ushin ham

IHW—MKE (3)

boladi. (2) ham (3) gatnaslardan
[0 F(y)|<| f(x)=b[+]p~f(y)<e
kelip shigadi.
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Jetkilikligi. Meyli f(x) funkciya ushin (1) shartormli bolsin. x, noqatga
umtiliwshi eki
X, =% (X, #X,, N=1,2,...), X, € X,
Yo =% (Y, %, N=1,2,...), y, € X,
izbe-izliklerin alamiz. Bul izbe-izliklerden paydalanip, tomendegi
X1 Yo Ko Yoo oo Xow Yo o
izbe-izlikti paydaetemiz. On1 z, menen belgileymiz. vV z izbe-izlik ushin
z, =%, (z, %%, n=12,...), z, e X
boladi. Teorema shartine tiykarlanip V& >0 sanma karap 6 >0 sanin alamiz.
Solay etip, n —> de z, — x, eken, onda limit aniqlamasma muwapiq
§>0,3n,eN, Vn>ny:|z, —x|<e¢
boladi. Onda Vm>n, , Vn>n, ushin
| f(z,)— f(z,)|<e
tensizlik orinlanadi. Bynnan f(z,) izbe-izliktin ~ fundamental ekenligi kelip
shigadi. Demek f(z,) izbe-izlik jriynaqli
n—o da f(z,)—>b.

onda
f(xn)—>b, f(yn)—>b

bolip, funkciyalimitinin Geyne aniqlamasina tiykarlanip
lim f(x)=D.

X—>Xp

bolad1. »
4.3. Sheksiz ulken ham sheksiz kishi funkciyalap
Meyli a(x) ham g(x) funkciyalap X =R képlikte bepilgen bolip, X, €R
nogat X kopliktin limitnogati bolsin.

1-amiqlama. Egep
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lim a(x) =0

X—=>Xp

bolsa, onda a(x) funkciya x — x, desheksiz kishifunkciya delinedi.
Miselen, x — 0 de a(x)=sin x funkciya sheksiz kishi funkciyaboladi.
2-aniqlama. Egep
lim B(x) =

X—=>Xp

bolsa, onda g(x) funkciya x — x, desheksiz alken funkciya delinedi.
Maselen, x —> 0 de S(x) _1 funkciya sheksiz tilken funkciyaboladi.
X

Sheksiz kishi ham sheksiz ulken funkciyalap sheksiz kishi hamde sheksiz
ulken shamalar korinisinde gasiyetlerine iye boladt:

1) Shekli sandagi sheksiz kishi funkciyalap jiyindisin sheksiz kishi funkciya
bolads;

2) Shegapalangan funkciyanin sheksiz kishi funkciya menen kobeymesi

sheksiz kishi funkciya bolads;

3) Egep a(x) (alx)=0) sheksiz kishi funkciya bolsa, onda %
o

sheksiz ulken funkciya boladi.

4) Egep B(x) sheksiz tlken funkciya bolsa, onda% sheksiz Kkishi

funkciya boladi.

4.4. Funkciyalardi sahstiriw

Meyli f(x) hamg(x) funkciyalardi X —R koplikte berilgen bolip, X,

nogat X kopliktin limit nogati bolsin.
1-amiqlama. Eger turaqhi C>0 san1t ham 6>0 san tabilganda,
vxe X NU;(X) \{X,}) ushin

[T <Clg(x)]
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tensizlik ormli bolsa, onda x —x, da f(x) funkciya g(x) funkciyaga garata
shegaralangan delinedi ham f(x)=0(g(x)) koriniste belgilenedi.

Eger

dCeR, ddeR,, VX, |x|>d: | f(X)[|<C|g(X)]

bolsa, onda x—x,=c0 tef(x) funkciya g(x) funkciyaga salistirganda
shegaralangan delinedi ham joqaridagiday f(x)=0(g(x)) koriniste belgilenedi.

Maselen, x — 0 da x* = O(x) bolads, sebebi x (-1,1) da ‘xz‘ <|¥.

Eger f(x) funkciya x, nogat dégereginde shegaralangan bolsa, onda
X — X, da f(x)=0(1) kériniste jazilad

«O» nin qasiyetleri:

1) Eger Iim%zb bolsa, onda x — x, da f(x)=0(g(x)) bolad:.
X—>Xg g X

2) Eger x—>Xx, de f(x)=0(g(x)) ham g(x)=0(h(x)) bolsa, onda
X — X, de f(x)=0(h(x)) boladi. Demek, x — x, de O(O(h(x)))=0(h(x)).

3) Eger x—>Xx, de f(x)=0(g(x)) ham h(x)=0(g(x)) bolsa, onda
X —> X, de f(x)+h(x)=0(g(x)) boladi.

4) Eger x—x, de f,(x)=0(g,(x)) ham f,(x)=0(g,(x)) bolsa, onda
X—> X, de f(x)- f,(x)=0(g,(x)- g,(x)) boladu.

2-aniqlama. Eger har ganday ¢ >0 san alimganda ham sonday ¢ >0 san
tabilganda,

vxe X NU; (X)) \{X%})
ushin
[T < elg(x)]

tensizlik ormnli bolsa, onda x — x, de f(x) funkciya g(x) funkciyaga qaratajoqari
tartipli sheksiz kishi funkciya delinedi ham f(x)=o0(g(x)) yaki f=0(g)
koriniste belgilenedi.

«0»nin qasiyetleri:
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1) Eger x —>x, de f =o(g) bolsa, onda x — x, de f =O(g) bolad.

2) Eger x> x, de f=o0(g), g=o(h) bolsa, onda x—x, de f=o(h)
bolad1. Demek, o(o(h))=o(h).

3) Eger x—x, de f,=o(g), f,=o(g) bolsa, onda x—x, de
f, + f, =0(g) boladu.

4) Eger x—>x, de f,=o(g,), f,=0(g,) bolsa, onda x—x, de
f,- f, =0(g, - g,) boladi. Demek, o(g, )-0(g,)=0(g; - 9,)-

Funkciyalardin ekvivalentligi. Meyli f(x) ham g(x) funkciyalar1 X R
koplikte berilgen bolip, x, nogat X kopliktin limit nogati bolsin.

3-amiqlama. x —> X, da f(x) ham g(x) funkciyalar (x=x, de g(x)=0)

ushin

bolsa, onda x—x, de f(x) ham g(x) ekvivalent funkciyalar delinedi hdam
f(x)~g(x) (x—x, ) kérinisinde belgilenedi.
Miselen, x—>0 de f(x)=sinx hdam g(x)=x funkciyalar ekvivalent
funkciyalarboladi sinx~x  (x —0).
Teorema. x—>X, de f(x) ham g(x) funkciyalar (x=x, de g(x)=0)
ekvivalent boliw1 ushin
g(x)- f(x)=0(g(x))

tenliktin ormli boliw1 zartrli ham jetkilikli.

«Zarurligi. x > x, de f (X) ~ g(X) bolsin. Aniglamaga tiykarlanip

bolip, onnan

Iim{l—ﬂ}z lim M=o
% g(X)
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kelip shigadi. Demek, g(x)— f(x)=o0(g(x)).
Jetkilikligi. x — x, de g(x)- f(x)zo(g(x)) bolsm. Oljagdayda x — x,
de

1 T _9(x)—T(x) _o(g(x))
g(x) g(x) g(x)

bolip, onnan

Iim{l—w} = 1im ST
X—>Xg g(x) X—>Xg g(x)

kelip shigadi. Bulbolsa

yagnty f(x)~g(x) ekeninbildiredi. »

«~» nin qasiyetleri:

1) x—>x, de f(x)~g(x) & x“ﬂl%:l

2) Har ganday funkciya ushin x — x, de f(x)~ f(x) boladu.

3) Eger x—>Xx, de f(x)~g(x), g(x)~h(x) bolsa, onda x—x, de
f (x)~ h(x) boladu.

4) Eger x—x, de f(x)~g,(x), f,(x)~g,(x) bolsa, onda x—x, de

fy(x)- f2(x)~ 91(x)- g,(x) boladu.
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5-§. Funkciyanin uzliksizligi
5.1. Funkciyanm azliksizligi amiqlamalan. Uzliksiz funkciyalar ustinde Ameller

Meyli f(x) funkciya X — R koplikteberilgen bolip, x, € X tochka X koépliginin

limit tochkasi bolsin.

1-amqlama. Eger
lim f(x)=f(x,) 1)

bolsa, onda f(x) funkciya x, tochkadatzliksizdelinedi.
Demek, f(x) funkciyanin x, tochkadauzliksizligi bul
1) lim f(x)=b ninbarhgy,

X—>Xp

2) b= f(x,) shartlerinin orinlaniw menen anlatilad.
Misallar 1. f(x)=x* +x? +1 funkciya Vx, € R tochkada uzliksizboladi, sebebi

lim f(x)= lim(x* +x* +1) =xg + xZ +1=(x,).

X—)XO X—)XO
2. Berilgen

1, ecep X#0 6onca,

f(x)=(signx)2:{

0, ecep x=0 6onca,

funkciyani qarayiq. Bizge malim, VX, € R tochkada lim f (x) =1 boladi. Demek, qaralip

X—>Xg

atirgan funkciya vx, e R, x, #0 tochkada uzliksiz bolad1. Biraq f(0)=0 bolganhg:
sebepli
!(Tg f(x) = (0)

boladi. Demek, f(x) funkciya x, =0 tochkadauzliksizbolmaydi.

Funkciya limitinin Geyne ham Koshi aniglamalarina tiykarlanip funkciyanin X,
tochkadag tzliksizligin tdmendegishe tariyplew mumkin.

2-aniqlama. Eger

n—ow ma X, — X x, €X, n=12..)
bolatugin qalegen {x,} izbe-izlik ushin
n—>o ma f(x,)—> f(Xy)
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bolsa, onda f(x) funkciya x, tochkada tzliksizdelinedi.
3-aniqlama. Eger V¢ >0 san alingandaham sonday 6 = 5(¢) >0 santabilganda,
vxe X MU s(Xg)
ushm
[T —f(x)l<e
tensizlik ormlibolsa, onda f(x) funkciya x, tochkada uzliksizdelinedi.
Adette, x —x, ayirma argumenttin 6simi, al f(x)— f(x,) bolsa funkciyanin 6simi
delinip, olarsaykesturde Ax ham A f koriniste belgilenedi:
AX =X — X, Af=1(X)—F(Xg)=T(Xg+AX)— f(Xp)-
Onda funkciyazliksizliginin 1-aniqlamasindagi (1) gatnastan
lim Af =0 (2)

AX—0

koriniske keledi. Demek, (2) qatnast1 funkciyanin x, tochkada uzliksizligi aniqlamasi

sipatinda garaw mumkin.
Meyli f(x) funkciya X < R koplikte berilgen bolip, x, € X tochka X koépliktin on

(shep) limit tochkasi bolsin.

4-amiqlama. Eger
lim f(x)=f(x,) ( Iimof(X)=f(Xo))

X—>Xg+0

bolsa, onda f(x) funkciya x, tochkadaonnan (shepten)tzliksiz delinedi.
Demek, f(x) funkciya x, tochkada ofinan (sheptpn) uzliksizbolganda funkciyanin
on (shep) limiti onin X, tochkadagi manisine ten bolad1
f(x, +0)=f(xy) (f(xo —0)="T(xy)).
Keltirilgen aniqlamalardan, f(x) funkciya x, tochkada ham onnan, ham shepten bir

waqutta tizliksizbolsa, onda funkciyausitochkada uzliksiz bolada.
5-amiqlama. Eger f(x) funkciya X < R kopliktin har bir tochkasinda uzliksiz bolsa,

onda f(x) funkciya X koplikte uzliksiz delinedi.

6-aniqlama. X — R koplikte uzliksizbolgan funkciyalardan ibarat koplik uzliksiz
funkciyalar kopligi delinediham C(X) korinisinde belgilenedi.
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Maselen, f(x)eC[a, b] boliwi, f(x) funkciyanimn [a, b] segmentinin har bir
tochkasinda uzliksiz, yamasa f(x) funkciya (a,b) intervaldifi har bir tochkasinda uzliksiz,

a tochkadaonnan, b tochkadabolsashepten uzliksiz boliwin bildiredi.

Uzliksiz funkciyalar ustinde ameller. Uzliksiz funkciyalardin qosindisi, kobeymesi
ham gatnasimn uzliksiz funkciyaboliw1 haqqindagi tastiyqlawd: keltiremiz.

1-teorema. f(x) va g(x) funkciyalardi X <R koplikte berilgen bolip, x, € X

tochkadauzliksiz bolsin. Bul jagdayda
a) VceR dac- f(x) funkciya x, tochkadatizliksizbolads;

b) f(x)+g(x) funkciya x, tochkada tizliksiz bolads;
v) f(x)-g(x) funkciya x, nugtadatzliksizbolads;

) %) (g(x)0) funkciya x, tochkada tzliksizboladi.

9(x)
1-misal. f(x)=c, c€R bolsin.Onda f(x) e C(R) boladi.
<« Haqqiyqattan da Ve >0 ge muwapiq 6 = ¢ bolsa, onda
VX, [ X=Xy l<0: | F(X)— (X)) =|c—c|=0<e
boladi. P
2-musal. Eger f(xX)=X, xeR bolsa,onda f(x)eC(R) bolad:.
<« Haqiyqattanda Ve >0 ge muwapiq o = ¢ bolsa, onda
VX, [ X=Xy |<O0: [T(X)—f(X)|=|X—Xol<d=¢
boladi. »
3-musal. f(x)=a,x" +a,x" " +..+a,,x+a,; meN, a,a,...a, €R
bolsin. Bul jagdayda f(x) e C(R) boladi.
<« Bunin dallileniwi 1- hdm 2-misallar ham 1-teoremadan kelip shigadi. »
Usigan ugsas bul

m m-1
QX + X+ 4a, X+a,

f(x) =

boX" + b X" + ... +Db, ,x+Db,
funkciyani (bunda m, neN; a,, a,,...,a,,, by,by,...,0b, €R)
{xeR\ byx" +bx" " +...+b _,x+b =0}

koplikte uzliksiz ekenligi kelip shigadi.
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4-musal. Meyli f (x) =sin x bolsin. Onda f(x) e C(R) bolad:.
< X, € R tochkanialip, Ve >0 ge muwapiq 6 =¢ deymiz.
Onda VX, |[X—X,|<0:

X+X, . X—X
9 .sin 2°|£w—xd<5:g

|sinx —sinXx,|=2|cos
boladi. >
Tap usigan ugsas f(x)=cosx funkciya R de, f(x)=tgx ham f(x)=ctgx
funkciyalardin bolsa 6z aniqlaniw képliklerinde tizliksiz boliwi kelip shigadi.

5-misal. f(x)=a*, a>0 bolsin.Onda f(x) e C(R) boladh.

<« Bunnan,
lim (@7 -1)=0.
X—Xg—0
Onda
0= lim (@ -1) < Ilim a“@"™-a"%)=0 <
X=Xo—0 X=Xo—0
< a” lim@ -a*)=0 < lima*=a%
X—)XO X—)XO
boladi. »
6-misal. Meyli

—1, eger x<0 bolsa,
f(x)=<0, eger x=0 bolsa,
1, eger x>0 bolsa

bolsin. Bul funkciya ushin
f(+0)=1 f(-0)=-1
bolip, berilgen funkciya X = R\{0} koplikte uzliksizbolad:.
Quramalt funkciyanmn uczliksizligi. Meyli y= f(x) funkciya X <R koplikte,
u=F(y) funkciya bolsa Y; koéplikte aniglangan bolip, olar arqali u=F(f (X)) quramali

funkciya dazilgen bolsin.

2-teorema. Eger y=f(x) funkciya x, € X tochkada, u=F(y) funkciya bolsa
Yo €Y tochkada (y, = f(X,)) uzliksizbolsa,onda F(f (x)) funkciya x, tochkada tizliksiz
boladi.

<« u=F(y) funkciya y, € Y; tochkada (y, = f(X,)) uzliksizbolganiushin
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Ve>0, 3o>0, vy, |y—yo| <o [F(y)—F(yo)l<e )
yamasa |F(f(x))—F(f(x,))| <& boladi.
Shartke muwapiq y= f(x) funkciya x, e X tochkada uzliksiz. Bul jagdayda
jogaridagi o >0 ga muwapiq
36 >0, VX, |X=X|<o: [ T(X)—TF(X))|<o
yamasa
ly=Yol<o (6)
boladi. (5) ham (6) gatnaslardan
Ve>0, 36>0, VX, [x—=X,|<o: |F(F(X)-F(f(x,))|<e
kelip shigadi. Demek, F(f(x)) funkciya x, tochkadauzliksiz. »

5.2. Uzliksiz funkciyalardin lokal qasiyetleri.

Funkciyanii uzilisi, uzilistin noqatlarn

Meyli f(x) funkciya X — R koplikte berilgen bolip, x, € X bolsin.
1. Eger f(x) funkciya x, € X tochkada tuzliksiz bolsa, onda sonday 6 >0 ham
M >0 sanlar1 tabilganda, f(x) funkciya x, tochkanmn U (x,) ddgereginde

shegaralangan boladi.

2. Eger f(x) funkciya x, € X tochkada uzliksiz, f(x,)=0 bolsa, onda sonday
0 >0 san tabilsa, f(x) funkciyanin U (x,) degi belgisi f(x,) nin belgisi korinisinde
boladi.

Bul tastiyiqlawlardin dallileniwi limitke iye bolgan funkciyanin qasiyetlerinen kelip

shigad.
3. Meyli y = f(x) funkciya x, tochkada
limf(x)=b (beR) 1)

ge iye bolip, g(y) funkciya Y koéplikte berilgen {f(x)|xe X}U{o}cY ham y=b
tochkadauzliksizbolsin. Bul jagdayda

lim g(f(x))=g(b),

X—>Xg
yamasa
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Jim g(f(x)) = g(lim 1(x)) @)

bolad.
4 n—>ooda x, > X, (X, €X, X, #X,, nN=12,...) bolatugin qalegen {x,} izbe-
izlikti alayiq. Onda (1) gatnasga muwapiq
n—o da f(x,)—b
bolad1. Shartke karap g( f(x)) funkciya b tochkada uzliksiz. Demek,
n—o da g(f(x,))—g(b)
boladi. Keyingi gatnastan (2) tenliktin orinli boliw1 kelip shigadi. »

1-musal. Bul

Iimloga(l+ X)

x—0 X

=log,e (a>0, a=l) (3)

qatnasti dallilen.

<« (2) gatnastan paydalanip,

x—0

. log,(1+x) . : ) :
Ilm—:llrrgloga(1+x)leoga |IFT(1)(1+X)X =log, e.
X X—> X—>

=1 boladi. »

Tiykar1 a=e bolganda lim In+)
x—0 X

X

2-masal. lim & 72 ina, (a>0) gatnastidallilen.

X

<« Keltirilgen tenlikti dallilew ushin a* —1=t dep alamiz. Onda x -0 de t >0

boladi. Usin1ham (3) qatnasti itibarga alip,

at-1 . t 1
lim =|

Im = =lna. »
x>0 X t-0log,(1+t) log,e

1+x)*-1

3-misal. Ixirrg =a, (a €R) dallilen.

<« Bunnan,
(1+ X)a :ealn(l+x)
ham x — 0 da In(1+ x) — 0 boladi. Onda

@+x)* =1 (*"* -1 .Inl+Xx) -«
X a - In(l+ X) X

bolip, bunnan
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A+ x)? =1 . e _1  In(l+x
IlmL:hm—.llm ( )
x—0 X x=>0 g In(1+ X) x—-0 X

o=

kelip shigadi. >

Funkciyanin uzilis nogatlari.
Meyli f(x) funkciya (a, b) de (—oco<a<b<+oo) berilgen bolip, x,e(a, b)
bolsm. Bizge malim, f(x) funkciyanin x, tochkadagion ham shep limitleri
f(x+0),  f(x ~0) 3)
bar bolip,
(%o —0) = f (%) = (%, +0) (4)
tenlik ormlibolsa, onda f (x) funkciya x, tochkadatzliksizboladu.
Eger f(x) funkciya x, tochkada uzliksizbolmasa, onda x, tochka f(x) funkciyanin

uzilis tochkasi delinedi.
Amgqlama. Eger (3) limitler bar ham shekli bolip, (4) tenliklerdin bazi birewleri
ormlibolmasa, onda x, tochka f(x) funkciyamn birinshi tar tizilis tochkas1 delinedi.
Bunda
f(xg +0)—f(x,—0)
ayirma funkciyanin x, noqattag sekiriwidelinedi.
Maselen, f(x)=[x] funkciya x=p (peZ) tochkadabirinshitar uziliske iye, sebebi
f(p+0)=p, f(p-0)=p-1
bolip,
f(p+0)=f(p, —0)
bolad1. Eger hesh bolmaganda (3) limitlerdin birewibar bolmasayamasa sheksiz bolsa, x,
tochka f(x) funkciyaninekinshi zirzilis tochkas: delinedi.

Maselen, bul

1
sin=, eger x =0 bolsa,
fo=1"%

0, eger x=0 bolsa

funkciya x =0 tochkada ekinshi tar uziliske iye boladi, sebebi bul funkciyanmn x=0

tochkadagi on ham shep limitleri jog.
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5.3. Uzliksiz funkciyalardmn global qasiyetleri.

Monoton funkciya azliksizligi ham uzilisi

Meyli f(x) funkciya [a, b] segmentte berilgen bolsin. Eger f(x) funkciya (a, b) da
uzliksiz, a tochkada onnan, b tochkadashepten uzliksizbolsa,onda f(x) funkciya [a, b]

segmentte uzliksizbolad.
Endi segmentte uzliksizbolgan funkciyalardin qasiyetlerin keltiremiz.

1-teorema. (Veyershtrasstin birinshi teoremasi). Eger  f(x) funkciya [a, b]
segmentte uzliksizbolsa, ondafunkciya [a, b] da shegaralangan bolad:.
« Bizge malim, f(x) funkciyanimn [a, b] dashegaralanganlig
IM €(0,40), Vxela, b]: |f(X)|<M
anlatadi. Kerisinsheuygarayiq, f(x) € C[a, b] bolip, [a, b] da shegaralanbagan bolsin. Bul
jagdayda
vneN, 3x, €[a, b]: [f(x,)[>n (n=12,..) 4)
boladi. Onda {x,} izbe-izlik ushin x, e[a, b] (n=12,..) bolganhg sebepli ol
shegaralangan boladi. Onda Bol’cano-Veyershtrass teoremasina muwapiq bul {x,} izbe-
izlikten jiynaqliales {x, } izbe-izlik ajiratiw mamkin:
k—>odax, =% (X €[a b]).
Shartke muwapiq f (x) funkciya[a, b] dauzliksiz. Bunnan,
k — o0 da f(x,)—> f(x) (%)
bolad1. Bul (5) gatnasjoqarida aytilgan uygariwga garama-qarsi (sebebi, uygariw boyinsha
k“_[g) f(Xp, )=+
boliwilazim edi). Demek, f(x) funkciya [a, b] dashegaralangan boladi. »
Meyli f(x) funkciya X <R koplikte berilgen bolsin.
Amgqlama. Eger X koplikte sonday x, € X tochka tabilsa, VX € X ushin
fF)<f(x) (F(X)=T1(xp))
tensizlik orinlibolsa, onda f (x) funkciya x, tochkada en tlken (en kishi)maniske erisedi

delinedi ham
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f(xo)zmgx f(x) (f(xo):m)gn f (X))
korinisinde belgilenedi.
2-teorema. (Veyershtrasstin ekinshi teoremasi). Eger f (x) € C[a, b] bolsa, onda f (x)
funkciya [a, b] segmentte en ulken ham en kishi manislerge erisedi, yamasa
dc, €[a, b], Vvxe[a b]: f(x)<f(c),
dc, €[a, b], vxe[a,b]: f(x)=>f(c,)
boladu.
4 Meyli f(x)eC[a, b] bolsin. Veyershtrasstin 1l-teoremasina muwapiq f(x)
funkciya [a, b] segmentte shegaralangan boladi. Ondaképliktin aniq shegarast haqqindagi

teoremaga muwapiq

sup f(x)=M (M eR)

xela, b]
bar boladi. Kopliktin aniq joqari shegarasi aniqlamasina muwapiq:
vxela, b]: f(X)<M,
Ve>0, Ix(e)ela, b]: f(x(e)>M —¢

boladi. Keyingi tensizlikte & =1, %, %, - 1, ... dep alinatugm bolsa, onda

n

X, = X(lj e[a, b] izbe-izlik paydabolip, onin ushin
n

f(x,)>M — 1
n
tensizlik orinlanadi. Demek, vneN de
1
M-=<f(x,)<M
n

boladi. Bul gatnastan
lim f(x,)=M (6)

nN— o0
kelip shigadi. Jogarida payda bolgan {x,} izbe-izlik shegaralangan. Onnan jiynaql ules
izbe-izlikti ajiratiw mumkin. On1 {x,, } desek:
k—>o0dax, »c¢ (¢ela b]).

Berilgen f(x) funkciyanin Gzliksizliginen paydalanip tabamz:
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k— o0 da f(x, ) f(e).
Bunnan, { f (x,, )} izbe-izlik { f (x,)} izbe-izliktin ules izbe-izligi.
Demek, (6) gatnasga muwapiq
k —>o da f(x,)—>M
bolip, f(c,)=M kelip shigadi. Tap usigan ugsas, f(x) funkciyani en Kishi maniske

erisiwi korsetiledi. »

3-teorema. Meyli f(x) funkciya [a, b] segmentte berilgen bolip, témendegi
shartlerdi orinli bolsin:
1) f(x)eCla, b];
2) segmenttin shetki tochkalar1 a ham b lerde har qiyli ménislerge iye, yamasa
f(a)<0< f(b) yamasa f(a)>0> f(b)
bolsm.Onda (a, b) dasonday x, tochka (a < x, <b) tabilsa, f(x,)=0 bolad1.
4 Meyli f(x)eC[a, b] bolip, f(a)<0< f(b) bolsin. [a, b] segmenttin f(x)
funkciyaga teris manisler beretugin tochkalardan ibarat koplikti E desek:
E={xel[a, b]| f(x)<0}.
Bunnan, a€E, E c[a, b]. Demek, E koplik shegaralanganham E = .
Kopliktin aniqjoqari shegaras1 haqqindagi teoremaga muwapiq
SUpE=x, (X,€(a b))

bar boladi. Aniq joqari shegaranin aniqlamasima muwapigq,

1
VneN, Ix,eE: X;——<X, <X,
n

boladi. Demek,
f(x,)<O. (n=12,3,..)
f (x) funkciyanin [a, b] dauzliksizbolganligiman paydalanip,
n—oo da x, > X, bolip, f(x,)— f(X,).

Bir tarepten

lim f(x,) <0,

ekinshitarepten

lim f(x,) = f(x,)
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boliwinan

f(x,)<0 (7)
kelip shigadi. Bunnan, x > x, da x¢ E ham f(x) > 0. Sonifi ushin
Xlixrﬂo f(x)>0
bolip,
f(xo):x_l)ixron+0 f(x)>0 8)

bolad:. (7) ham (8) gatnaslardan f (x,)=0 kelip shigadi. Tap usigan uqgsas, f(x)<Cla, b]
ham f(a)>0> f(b) bolganjagdayda teoremadallilenedi. »

4-teorema. Eger f(x)eC[a, b] bolsa, onda shegaralar1 f(a) ham f(b) bolgan
segmentke tiyisli qalegen | sani alinganda [a, b] da sonday x, tochka tabilganda,
f(X,) =1 boladu.

4 f(a)< f(b) dep, f(a)<I< f(b)ni alayiq. Bunnan, f(a)=1 yamasa f(b)=I
bolgan jagdaydateorema dallilengen esaplanadi.

Endi f(a)<l< f(b) bolsn. Bul g(x)=f(x)-I, (xe[a, b]) funkciyani alayiq. Bul
funkciya ushin:

1) 9(x)eCl[a, b];
2) 9(a)<0<g(b)
boladi. Onda 3-teoremaga muwapiq sonday X, € (a, b) tabilsa, g(x,) =0 yamasa
f(xy) =1

boladi. P

Monoton funkciya uzliksizligi ham uzilisi.

5-teorema. [a,b]c R da monoton bolgan f(x) funkciya usi [a,b]nin qalegen
tochkasinda uzliksizbolad1 yamasa birinshi tar uzliksizlikke iye boladi.

<« Meyli f(x) funkciya [a,b] da 6siwshibolsin. Meyli

X, €la,b], (x, =3, X, +5) c[a,b] (5>0)
bolsm. Monoton funkciyanin limiti hakqindagi teoremaga muwapiq
Iim0 f(x)=f(x, —0)<f(xp),

X—>Xg—

lim f(x)=f(x, +0)>f(X,)

X—>Xp+0
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boladi. Eger
f(x, —0)=f(x,)= (X, +0)
bolsa, onda f(x) funkciya x, tochkadauzliksiz, Eger
f(x, —0)< f(x, +0)
bolsa, onda f(x) funkciya x, tochkada birinshi tar uzliksizlikke iye boladi. Tap usigan
ugsas f(x) funkciya [a,b] dekemeyewshibolganda da tastryiglaw dallilenedi. »

Ust lekciyanin tiykarinda berilgen funkciyaga keri bolgan funkciyanin barligi
haqqindagi teoreman dallilsiz keltiremiz.

6-teorema. Eger f(x) funkciya X —R araliqta uzliksiz ham qatan 6siwshi (qatan
kemeyiwishi) bolsa, onda Y, ={ f(x)|xe X } araligta keri f*(y) funkciya bar bolip, ol

uzliksiz qatan 6siwshi (qatan kemeywishi) bolad:.
5.4. Ten olshewli uzliksizlik. Kantop teopemasi

Meyli f(x) funkciya X <R koplikte bepilgen bolsin.
Aniqlama. Eger galegen ¢ > 0 sanalinganda ham sonday ¢ > 0 santabilsa,
|x'=Xx"|< o
tensizlikti ganaatlandirtwsh1 galegen X', x''e X ushin
| f(x")-f(X'")|<e
tensizlik ormlibolsa, onda f(x) funkciya X koplikte ten 6lshewlitizliksiz delinedi.
1-misal. f(x)=X, xeR bolsin.Onda R deten 6lshewli tizliksizbolad1.
<« Eger Ve >0 ge muwapiq 0 = ¢ depalinsa,onda VX', x''e X, |[x'-X"|<d da
[ f(x")—f(X")|=|x"=x"|<d=¢
boladi. P
2-musal. f(x)=sinX, XeR bolsin.Onda R deten 6lshewliuzliksiz bolada.
<« Eger Ve >0 ge muwapiq, 0 = ¢ bolsa,onda Vx', X"'eR, |X—x"|<d da

!

+X'|

[sinx’ —sinx"| = 2|cos X

14 14

sin>— % |£\x’—x"\<5=e
2 |

boladi. »

78



3-musal. f(x) :l, xe X =(0, 1] bolsin. Onda X =(0, 1] da ten 6lshewli uzliksiz
X
bolmaydi.
4 V¢ >0 sandi, maselen, ¢ :% dep alinip, x' ham x'' tochkalar sipatinda

x’:l, x”:i (neN)
n n+1

dep alinsa, buljagdayda |x'—x"'| ayirma tomendegishe

1 1] 1

n n+1\_ n(n+1)

4

| X" —x

”l

boladi. Bunnan (|x'—x""| <8) 6 n1 hap ganshakishi qilip aliw mumkin bolsa, onda

t 1
Xl X”

RICORRICOIE

=ln—-(n+1)]| :1>%:g

boladi. Demek, f(x) 1 funkciya X = (0, 1] deten 6lshewliuzliksiz emes. »
X

Teopema (Kantop teopemasi). Eger f(x)eC][a, b] bolsa, onda f(x) funkciya
[a, b] daten 6lshewli Gizliksiz bolada.
<« Meyli f(x)eCJa, b] bolip ham funkciya[a, b] da 6lshewli tizliksizligi bolmasmn.
Ondabazi £ >0 ham qalegen 6 > 0 ushm [a, b] dasonday x' ham x' tochkalartabilsa,
IX'=X"|<6 = |fT(X)-T(X")|>¢
boladi. n—»>+w da o,—>0 (5,>0, n=1 2,..) bolatugin qalegen {5,} izbe-izlikti
alamiz. Onda

! 4

<8 =|f(x)—f(x

x5 —x3] <8, = |f(x5)— f(x3)| 2 ¢,

boladi. Bunnan, {x,} ushm x, €[a, b] (n=1, 2, 3, ...) bolip, onnan
k—+oo dax, »>X (X <[a b])
bolatugin ules izbe-izlik ajipatiw mumkin. Us1 waqitta, X'n'k ushin ham

k—>+o dax, — X
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boladi. f(x)eCla, b] boliwman k —+o0 da f(x, )= f(x,), f(x. )= f(x,) bolp,
olardan k —>+w de f(x;k)— f(x;]'k)—>0 kelip shigad1. Bulbolsa ¥ne N ushin

| f(x) - F(x)|>e
dep alinganga garama-qarsi keledi. Demek, f(x) funkciya [a, b] daten 6lshewli tzliksiz
boladi. »
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6-§. FUNKCIYANIN TUWINDISI HAM DIFFERENCIALLARI

6.1. Funkciyanm tuwindisi. Funkciya tuwindisinimn geometriyaliq ham

mexanikalhq manisleri

Meyli ~ f(x)  funkciya  (a,b)cR  da  berilgen  bolp,
X, €(a,b), X, +Axe(a,b) bolsin. Af(xy)=f(x, +Ax)— f(x,) ayrma f(x)
funkciyanin x, tochkadagi 6simidelinedi.

1-aniqlama. Eger

lim f(Xg +AX)— f(X,)
Ax—0 AX

limit bar ham shekli bolsa, onda f(x) funkciyanii x, tochkadag tuwimdisi

delinedi ham % f'(x,) yamasa (f(x)); korinisinde belgilenedi. Demek,
X
, e F(xg +AX) = (%)
(%) = lim -~ . (1)

Eger x, + Ax=x bolsa, onda Ax=x—x, ham Ax—0 da x — X, bolip, (1)

gatnas tomendegi

F(xg) = lim 1) = T (%) )

X—Xg X— XO
koriniske keledi.

1-misal. f(x)=Xx, x,eR bolsin. Bul funkciya ushmn

fO)—f(X0) X=%5
X — X _x—xo -

1

bolip,

i F00=T06)

X—>Xo X — XO

1

bolad:. Demek, f'(x) = (x)' =1.

2-musal. f(x)=|x, xeR bolsm.
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Eger x>0 bolsa, onda f(x)=x bolip, f’(x)=1boladu.
Eger x <0 bolsa, onda f (x)=—x bolip, f'(x) =1 boladu.

f(X);O _Ix] bolip, x — 0 da bul gatnaslardin limiti
X — X

Eger x, =0 bolsa, onda
bolmaydi. Demek, berilgen funkciya x, =0 tochkada tuwindiga iye bolmayda.

Funkciyani onn ham shep tuwindilari. Meyli f(x) funkciya X <R
koplikte berilgen bolip, (x, =8, X,) < X (6 >0) bolsin.

2-anmiqlama. Eger

lim (%)~ (%)

X—>Xq—0 X — XO
limit bar bolsa, bullimit f(x) funkciyanifi X, tochkadagishep tuwindis1 delinedi
ham f'(x, —0) korinisinde belgilenedi:

Fi(xg—0) = lim S W= T()

x—>X0—0 X - XO

Meyli f(x) funkciya X R képlikte berilgen bolip, (x,, X, +9J) < X
(6 > 0) bolsin.

3-amiqlama. Eger
||m f (X) - f (XO)

X—>Xp+0 X — XO

limit bar bolsa, onda bul limit f(x) funkciyanih x, tochkadag on tuwimndisi

delinedi ham f'(x, +0) korinisinde belgilenedi:

Fi(xg+0)= lim 1= (%)

X—>Xg+0 X — )(0

Maselen, f(x)=| x| funkciyanmn x, =0 tochkadagi on tuwindist f'(+0) =1,
shep tuwindist f'(—0) = -1 boladu.

Funkciya tuwindisinin geometriyalig ham mexanikaliq manisleri. Meyli
f(x) funkciya (a,b) da berilgen bolip, X, (a,b) tochkada f'(x,) tuwindiga
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iye bolsin. Bul f(x) funkciyanin grafigi 5-sizilmada sawretlengen I” iymek siziqti

belgileymiz:

5-s1zilma.

Bul I" sizigta My(X,,Y, )» M(X,y ) tochkalardi alip, olar arqali 6tiwshi |
tuwri s1zigin qaraymiz.

Mo( X, F(%))el’, M(x,f(x))el’, M —>M, da | tuwr sizqtifi limit
jagday1 [ siziqqa M, tochkada otkizilgen urinba delinedi.

Bunnan, ¢ muyesh Ax ga baylanish, ¢=¢(Ax) ham f(x) funkciyanimn
grafigine M, tochkada 6tkizilgen urmbanin bar boliwiushin

lim p(AX) =

Ax—0
tenliktin ormlaniwi lazim. Bunda & —urmbanin OX késherinin on bagdarimenen
payda bolgan muyesh. M ;MP tGshmuyeshlikten:

MP  f (X, +Ax)— f(X,)
M,P AX

tgp(AX) =

bolip, onnan

f(Xo +AX) = f(Xp)
AX

@(AX) =arctg

kelip shigadi. Funkciyatzliksizliginen paydalanip,

f(Xg +AX) = f(Xy)
AX -

lim @(Ax) = lim arct
Ax—>0¢)( ) AX—0 g

= arctg[ fjm o + A0 = T(%)

Ax—0 AX

} = arctgf '(x,).

Demek, Ax—0 da ¢(Ax) nin limiti bar ham
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a =arctgf '(x,) -
Keyingi tenlikten
f'(X) =19
kelip shigadi. Demek, funkciyanin x, tochkadagi f'(x,) tuwindist urmbanin
muyeshlik koefficentin belgileydi. Bundaurinbanin tenlemesi
y="F(X)+ f'(X)(X=%,)
korinisinde boladi.

Meyli P tochka tuwri s1ziq boylap s=s(t) nizam menen hareket qilsin,
bunda t —waqut, s —otilgen jol. Eger waqittin t; ham t, (t; <t,) ménislerindegi
otilgen jol s(t,), s(t,) bolsa, ondabul gatnas

s(t,) —s(ty)
t, —t,

[t,, t,] waqit araligindagi ortasha tezlikti anlatadi.

Tomendegi

||m S(tZ) - S(tl)
to -t +0 t2 _tl

limit hareketdegi tochkamn t;, waqittagi tezligin bildiredi.

Demek, harekettegi P tochkanin t waqittagi tezligi v(t), ottilgen s(t) joldn
tuwindisian ibarat boladi:

v(t) =s'(t).

Meyli f(x) funkciya (a, b) c R daberilgen bolsin.

Teorema. Eger f (x) funkciya x, € (a, b) tochkadashekli f'(x,) tuwindiga
iye bolsa, onda f(x) funkciya x, tochkadauzliksizboladu.

<« Meyli f(x) funkciya x, €(a, b) tochkadashekli f'(x,) tuwindiga iye
bolsin. Aniglamaga tiykarlanip

fr(xo) :A“n.!)AfA(XO) =A||mo f(XO +AAX)_ f(XO)
X—> X X—> X

yamasa
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AX — 0 da Af (Xo) > /(%)
AX

boladi. Endi ¢ = Af (%)

— f'(x,) dep belgilemiz. Bunnan Ax -0 da o — 0.

Keyingi tenliklerden
Af (X)) = F'(Xg) - AX+ AX.
Adette, bul tenlik funkciya 6siminin formulasi delinedi. Onnan
lim A f(x,)=0

AX—0

kelip shigadi. Bul f(x) funkciyamn x, tochkada uzliksizekenin bildiredi. »

Eskertiw. Funkciyanin bazi tochkada uzliksizboliwinan onm us1 tochkada
shekli tuwindiga iye boliw1 har dayim ham kelip shiga bermeydi. Maselen,

f (x) 5 x| funkciya x=0 tochkada tuzliksiz, biraq us1 tochkada tuwindiga iye

emes.

6.2. Tuwindini esaplaw qagiydalar1 ham formulalar

Meyli f(x) ham g(x) funkciyalar1 (a,b)cR da berilgen bolip,

x, €(a,b) tochkada f'(x,) hdm g'(x,) tuwimdilarga iye bolsin. Tuwindmin

aniqlamasina muwapiq
lim =10 _ ¢y (1)
X—>Xg X=Xy
. X) — g(x .
||m g( ) g( O) — g (Xo) (2)
X—>Xg X— XO
bolada.

1) f(x) = g(x) funkciya xo tochkada tuwindiga iye bolip,
(F)£9(x)}, = F'(X0) £9'(X)
boladi.
2) f(x)-g(x) funkciya x, tochkadatuwindiga iyebolip,

(F()-9(x), = F(%0) - 9(%0) £ (%) - 9'(X)
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boladi.

3) % funkciya (g(x,) #0) x, tochkadatuwimndigaiye bolip,

(M) _ F'(%0) - 9(%0) = F(X0) - 9'(X)
g(x)) 92 (X,)

bolad.
1-natiyje. Eger f(x) funkciya x, tochkada f'(x,) tuwindiga iye bolsa,

onda c- f (x) funkciya (c=const) x, tochkadatuwindiga iye bolip,

(c- ()% =c- /(%)
boladu.
2-natiyje. Eger f;(x), f,(x),.., f,(x) funkciyalar x, tochkada
tuwindilargaiye bolip, ¢, ¢,, ..., ¢, turagh sanlar bolsa, onda
(Cy Fy (X)+ 65 £ () +. 46, () 3 =€ F(Xg) + €5 F5 (Xg) .4 €, o (%)

boladu.
Quramali funkciyanii tuwindisi. Meyli y = f(x) funkciya X =R, g(y)

funkciya {f(x)|xe X} koéplikte berilgen bolip, X, e X tochkada f'(x,)
tuwmdiga, y, e{f(x)| xe X} tochkada (y,=f(x,)) 9'(y,) tuwindiga iye
bolsin. Onda g( f(x)) quramali funkciya x, tochkada tuwmdiga iye bolip,

(9(f (), =9'(f (%)) F'(Xo)
boladi.
Keri funkcivanui tuwindisi. Meyli y= f(x) funkciya (a,b) da berilgen,
tzliksiz hdm qatan 6siwshi (qatan kemeywshi) bolip, x, € (a,b ) tochkada f'(x,)
(f'(X,) 20) tuwindiga iye bolsm. Onda x = f *(y) funkciya y, (y, = f(x,))

tochkadatuwindiga iyeham

. 1
[t 2] = o0

boladi.
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1-misal. (x“) =ax*? boladi,bunda o R, x>0.

<« Meyli x>0 bolsmn.Onda f(x)=x“ funkciyaushm

1+g ) -1
(X + AX)* — x“ ey X
AX AX
X

!

bolip, Ax—0 da (X“) =oax*" bolad P

2-misal. (ax) =a“Ina boladi,bunda a>0, xeR.

« f(x) =a*funkciya ushin

X+AX _

—a .
AX AX

!

bolip, Ax — 0 da (ax) =a"Ina bolad. »

3-musal. (sinx) =cosx, (cosx) =—sinx bolads, bul jerde x e R.

<« f(x)=sinx funkciya ushim

sin(x + AX) —sin x 1 . AX AX sm7 AX
=2-—-SIN—COS X+ — |= COS| X+ —
AX AX 2 2 2

bolip, Ax —0 da (sin X)' =C0sX boladi. Tap usigan ugsas (COS X)' =—sinx boliw1
tabiladi. P>

Tuwindilar Kkestesi. Témende apiwayr funkciyalardin tuwindilarin
anlatiwsh1 formulalardi keltiremiz:
1. (C)'=0, C=const.

2. (x*)=a-x*?, aeR, x>0.
(x")=nx"?, neN, xeR.
3. (@*)=a*Ina, a>0, a=1, xeR

(e*)'=e*, xeR.
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4, (IOgaX)':xlTwa’ a>0, a=l x>0.

(Ioga|x|)':ria, a>0, a=l x=0.

1
| ==, 0.
(Inx) x>

1
| =2, x=#0.
(Inx1) IR

5. (sin x)’=cosx, XxeR.

6. (cosx)'=—-sinx, xeR.

7. (tgx)'= 12 . X#=l4nz, nel.
COS” X 2

8. (ctgx)'=-———, X#nz, neZ.
sin“ x

9. (arcsinx)'= L =, | x|<1

10. (arccosx)'=— =, | x|<1

1

o

. (arctgx)'= , XeR.
(arctgy 1+ x?

1

N

XeR.

. (arcctgx)'=— :
9%) Y

13. (shx)'=chx, xeR.
14. (chx)'=shx, xeR.

X eR.

15, (thx)'=

h2x'

16. (cthx)'=— X #0.

sh?x’
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6.3. Funkciyanm differenciallamwshilig.

Funkciyanin differencial

Meyli f(x) funkciya (a,b) da berilgen bolip, x,e(a,b), x,+Axe(a,b)
bolsin. Af(X,) = f(x,+Ax)— f(X,) aywrma f(x) funkciyanin x, tochkadag
6simidelinedi.

1-amqlama. Eger A f (x,) n1

AT (%) = A- AX+ arAX
koriniste aniglaw mumkin bolsa, onda f(x) funkciya x, tochkada
differenciallaniwshi delinedi, bunda A=const, Ax —0,da o — 0.

Teorema. f(x) funkciya x e(a, b) tochkada differenciallaniwshi boliw1
ushm onim us1tochkadashekli f'(x) tuwindiga iye boliw1 zarurli ham jetkilikli.

«4Zarurligi. f(x) funkciya xe(a, b) tochkada differenciallaniwshi

bolsin. Aniglamaga tiykarlanip,
A T(X) = A- AX + aAX

boladi, bunda A=const, Ax —>0,da a — 0.

Bul tenlikten paydalamp, % =A+a,
X

lim 27 _lim(A+a) = A

A0 AX AX—0
Demek, f'(x) barbolipham f'(x)=A
Jetkilikligi. f(x) funkciya x € (a, b) dashekli f'(x) tuwindiga iyebolsin.
Aniglamaga muwapiq

£  tim T =T A0

Ax—0 AX Ax—0  AX

A £ (%)

bolad1. Eger — f'(X) =« bolsa, onnan

AF(X) = F(X)- AX+aAX
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kelip shigadi, bunda Ax—0 da a —0. Demek, f(x) funkciya
differenciallaniwshi. »
2-amqlama. Funkciya 6simindegi f '(x,)-Ax anlatpa f(x) funkciyanin x,
tochkadag: differenciali delinedi ham df (x,) korinisinde belgilenedi
df (x5) = f'(Xy) - AX.
Meyli x € (a, b) tochkadadifferenciallaniwshi f (x) funkciyanin grafigi 6-

sizilmada sawretlengen iymek siziqt1 anlatsin:

0 x X+ A x

6-s1zilma

Keltirilgen sizilmadan korinip turganday,

bolip, DC =tgea - AC = f'(X)- Ax boladi.

Demek, f(x) funkciyanin X tochkadag differenciali funkciya grafigine
(x, f(x)) tochkada6tkizilgen urinba 6simi DC n1 anlatadi.

Meyli f(x)=X, xeR bolsin. Bul funkciya differenciallaniwsh1 bolip,
df (X)=(x)'"-Ax=Ax, yamasa dx=Ax boladi. Demek, (a,b) da
differenciallaniwshi f (x) funkciyamn differencialin

df (x) = f'(x) - dx
koriniste anlattw mimkin.
Endi apywayi funkciyalardin differenciallarin keltiremiz:

1. d(x*)=ax*dx, (x> 0);
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2. d@")=a"-Ilna-dx, (a>0, a=l);
3. d(log, x):llogaedx, (x>0, a>0, a=1l);
X

4. d(sin x) = cosxdx;

5. d(cosx) = —sin xdx;

6. d(tg) = ———dx, (x#=+kz, k=0 %1 .);
COS” X 2
7. d(ctgx) =————dx, (x=kz, k=011 .);
sin” x
i 1
8. d(arcsinx) = dx, (-1<x<1);
V1-x?
9. d(arccosx) = — L dx, (-l<x<1);
1-x?
1
10. d(arctgx) = 5 dx;
1+X
1
11. d(arcctgx) =— 5 ax;
1+X
12. d(shx) = chxdx;
13. d(chx) = shxdx;
14. d(thx) = dx;
(th%) ch®x
15. d(cthx)=— 12 dx (x=0)
sh®x

Meyli f(x) ham g(x) funkciyalar1 (a, b) da berilgen bolip, X e (a, b)
tochkada differenciallaniwshi bolsm. Onda x € (a, b) da
1) d(c- f(x)) =cdf (x), c=const;
2) d(f(x) +9g(x)) = df (x) +dg(x);
3) d(f(x)g(x)) = g(x)df (x) + f(x)dg(x);

2) d[ f (X)j _ g(9df (x) - f (x)dg(x)
2
9(x) g%(x)
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boladi.
Meyli y=1f(x) funkciya X <R koplikte, g(y) funkciya
Y o{f(x): xe X} koplikte berilgen bolip, f’(x) ham g'(y) tuwindilarga iye
bolsin. Bul jagdayda
d(g(f(x))) = g'(f(x))-df (x)
boladu.

<« Quramali funkciyanin tuwindisin esaplaw qagiydasinan paydalanip

tabamiz:

d(g(f (x)))=[g(f ()] dx=g'(f () £y = g'(f (x))-dff (). >
Misal. Aniglamadan paydalanip,  f(x)=x-3x* funkciyanin x, =2

tochkadagi differencialin tabin.

<« Bul funkciyanin x, = 2 tochkadag1 6simin tabamiz:
Af(2)=fQR+A)-f(2)=2+AX-3(2+AX)* -2+12 =
=—11-Ax—3Ax? = —11- AX + (—3AX) - AX.
Demek, d f(2) =-11-dx. »

6.4. Juwiq esaplaw formulalan

Funkciya differenciali jordeminde juwiq formulalarga alip kelinedi.
Meyli f(x) funkciya (a, b) da berilgen bolip, x, € (a, b) tochkada shekli
f'(X,) tuwindiga (f'(x,) = 0) iye bolsm.Onda Ax — 0 da
A T(Xy) = T'(Xy) AX+ 0(AX)
boladi. Onda f(x) funkciya x, tochkada differenciallaniwsht bolip, onin
differenciali
d f(xy)=T'(xy)- AX

boladi. Bunnan A f (x,) —df (x,) = o(Ax) bolip, AXx -0 da

A f (%) —df (%) 50
AX
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boladi. Natiyjede
A f(Xy) =df (),
yamasa
f (% +AX) = (%) + (%) - AX (1)
juwiq formula payda bolad:. (1) formula x, € (a, b) tochkada differenciallaniwshi
f(x) funkciyanih x, tochkadag oOsimi A f(x,) di onih us1 tochkadag
differenciali df (x,) menen almastirtw mimkinligin korsetedi. Bul almastiriwdin

ahmiyeti funkciya 6simi argument 6siminin, uliwma aytganda quramali funkciyas1
bolgan jagdayda, funkciya differenciali bolsa argument 6siminin siziqli funkciyasi
bolad:. (1) formulada Ax = x — x, bolsa, onda

F) = f(x)+ T'(%)(X=X) @)
boladi.
Misal. Bul sin29° mugdar juwiq esaplan.
<« Eger f(x)=sinx, x,=30° bolsa, onda(2) formulaga muwapiq

sin29° ~sin30° +cos 30° - (29° —30°) 3% = 0,5-ﬁ-2—’5 ~0,4848

boladi.
Bizge malim, X, €(a, b) tochkada differenciallaniwsh1 f(x) funkciya

grafigine (x,, f(X,)) tochkada otkizilgen urinbanin tenlemesi tomendegi koriniste
jaziladu:

y=T(X)+ F'(Xg)(X—X,)-
Demek, (2) juwiq formula geometriyaliq koz-qarastan, f(x) funkciyabelgilengen
iymek siziqt1 X, tochkanin jeterli Kkishi doégereginde funkciya grafigine
(Xy, f(X,)) tochkada otkizilagen urmba menen almastiriliwi mumkinligin
bildiredi.

(2) formulada x, =0 delinseolus1
f(x)= f(0)+ f'(0)x (3)

koriniske keledi.
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f(x) funkciya sipatinda (1+x)%, J1+x, e, In(1+x), sinx, tgx

funkciyalardi alip, olarga (3) formulan1 gollaw natiyjesinde tomendegi juwiq
formulalar paydaboladi:

QA+ x)* =1+ aX,
V14 X z1+%x,

e* =1+x,
In(1+ Xx) = X,
sSinX = X,

tgx = X.
6.5. Joqan tartipli tuwindi1ham differenciallar

Meyli f(x) funkciya (a, b) da berilgen bolip, Vxe(a,b) da f'(x)
tuwindiga iyebolsin. Bul f'(x) funkciyam g(x) argali belgileymiz:
g(x)=f'(x) (xe(ab)).
1-amiqlama. Eger x, € (a, b) tochkada g(x) funkciya g'(x,) tuwindiga iye

bolsa, bul tuwind1 f(x) funkciyanih x, tochkadag ekinshi tartipli tuwindisi

d*f (%)

dx?

delinedi ham f"'(x,) yamasa koérinisinde belgilenedi.

Tap usiganugsas, f(x) tin 3-tartipli f "(x), 4-tartipli f " (x) h.t.b. tartipli
tuwindilari aniglanadi.
Uliwma, f(x) funkciyann n—tartipli tuwindist f ™ (x) tin tuwindisi f (x)

funkciyanin (n + 1) —tartipli tuwindis1 delinedi:

£OD () = (£ (x)) .
Adette, f(x) funkciyamn f”(x), f"’(X), ... tuwimndilari onifi joqari tartipli
tuwindilar1 delinedi. Som1 aytip 6tiw kerek, f(X) funkciyaninx e (a, b) da

n—tartipli tuwindinin barhig bul funkciyanin wus1 tochka ddgereginde
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1-, 2—, ..., (n—1) —tartipli tuwindilari barligin korsetedi. Biraqbul tuwindilardin

n—tartipli tuwindi barligi, uliwma aytganda, kelip shigpaydi.
Maselen,

funkciyanin tuwimndist f '(x) = | x| bolip, bul funkciya x =0 tochkada tuwindiga

Iye emes, yamasa berilgen funkciyanin x =0 da birinshi tartipli tuwindis1 bar,

ekinshi tartipli tuwindisi1 bolmaydi.

1-musal. f(x)=a”" bolsin, a>0, xeR.Bulfunkciyaushimn
(@*) ' =a"Ina,
(@*)" =(a*Ina)’ =a*(Ina)?,
uliwma
@)™ =a*(Ina)" (1)
boladi. (1) gatnastin orinli boliw1 matematikaliq indukciyausili menen dallilenedi.
2-musal. f(X) =sin x bolsm. Bul funkciya ushin
(sinx)' =cosx = sin(x + %)

(sinx)" = (cosx)' =—sinx = sin(x + 2%)
Uliwma,
(sinx)™ = sin(x + ngj
boladi. Usigan ugsas,
(cosx)™M = cos(x + n%)

boladi.

3-musal. f(x)=x“ bolsin, x>0, e R.Bulfunkciyaushin

(Xoc )r — O(Xa_l,

(X“)" = (ax“ 1) = e ~1)x“ 2,
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uliwma,

(x)" =a(a-D(a-2)..(a —n+1)x*"

boladi. Tiykarman f(x) = 1, (x > 0) funkciya ushin
X
X Xn+1

(Inx)®™ = (-)"*(n-1)!

bolip, onnan

kelip shigadi.
Meyli f(x) ham g(x) funkciyalar (a, b) daberilgen bolip, Vx € (a, b) da

f M (x) ham g™ (x) tuwindilarga iye bolsm. Onda:
1) (c- f(x)™ =c- f™(x), c=const;

2) (F)£9(x)™ =) £9™(x);

3) (F(x)- ()™ = >C T O (x)- g™ (x) @)
k=0

n(n-1)...(n—k +1)
(C’T - Kl

boladi. Adette, (2) Leybnic formulas: delinedi.

j, £ 0 = (1

4-misal. y = x® cos2x funkciyanin n—tartipli tuwindisin tabin.
«Leybnic formulasinda f(x)=cos2x, ¢g(x)=x* dep alamiz. Onda bul
formulaga muwapiq, g(x)=x? funkciyaushin k > 2 bolganda
0“0 =03 =0 (k>2)
boliwin itibarga alip,
(x* cos2x)™ = C/x*(cos2x)™ + Cy (x*)' - (cos2x) "™ + C (x*)"(cos2x) "

Bunnan,

(cos2x)™ = 2" cos(Zx +n %}
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(cos2x)" =2 cos(Zx +(n-1) %) =2t sin(Zx +n %) ,
(cos2x) 2 =22 cos(Zx +(n-2) %) =2 cos(Zx + n%)

Demek,

(x*cos2x)™ =2" (Xz - n(n4_1)jcos [2x+ an+2“nxsin [2x+ n;rj >

Jogar tartipli differenciali. Meyli f (x) funkciya (a, b) da berilgen bolip,
Vx e (a, b) tochkada f"(x) tuwindiga iye bolsin. Bunnan, f(x) funkciyanin
differenciali
df (x) = f'(x)dx (3)
bolip, bunda dx = Ax funkciyaargumentinin iqtiyarli 6simiboladi.
2-amiqlama. f (x) funkciyamn X € (a, b) tochkadagi differenciali df (x) tin

differenciali f (x) funkciyanin x € (a, b) tochkadagi ekinshitartipli differenciali
delinedi ham d?f (x) kérinisinde belgilenedi:
d?f(x) =d(df (x)).
Tap usiganugsas f(x) funkciyanmushinshi d*f (x), tértinshi d*f(x) h.
t.b. tartiptli differenciallari aniglanadi.
Ulwma, f(x) funkciyanin n—tartipli differenciali d" f (x) tin differenciali
f (x) funkciyamn (n +1) —tartipli differenciali delinedi:
d™f(x)=d(d" f(x)).
5-musal. f(x)=xe™ funkciyaninekinshitartipli differencialin tabin.

<« Berilgen funkciyamn ekinshi tartipli differencialin aniglamaga muwapiq

tabamiz:
d2f(x) =d(df (X)) =d(d(xe ™)) =d(xde ™ + e *dx) == d (~xe *dx + e *dx) =

= —d(xe *)dx + (de ™ )dx = —(xde ™ +e *dx)dx —e *(dx)? = xe *(dx)* —
= x-e7*(dx)’ —e*(dx)? —e *(dx)? = (x—2)e *(dx)%. »

Differenciallaw qagiydasinan paydalanip tabamiz:
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d2f (x) = d(df () = d(F'(X)dx) = dx-d(F'()) = dx- F"(dx = F" YA ()
d3f(x) =d(d2f(x)) = f"(x)(dx)?,

d"f(x)=f™(x)(dx)"

Meyli f(x) ham g(x) funkciyalar (a, b) da berilgen bolip, Vx e (a, b)
tochkada n—tartipli differenciallarga iye bolsin. Bul jagdayda:

1) d"(c- f(x))=c-d"f(x), c=const;

2) d"(f(x)£g(x))=d"f(x)£d"g(x);

3) d"(f(x)-g())=d"f(x)-g(x)+Crd""f(x)-dg(x)+

4o+ CHAd"*E(X)-d*g(X) +...+ F(X)-d"g(X)

bolad:.

6.6. Differencialhq esaptin tiykargi teoremalari

Tuwindiga iye bolgan funkciyalar haqqindag teoremalar keltirilgen. Bul
teoremalar funkciyalardi tekseriwde ahmiyetli rol oynaydi.
1-teorema (Ferma teoremasi). Meyli f(x) funkciya X R koplikte

berilgen bolsin. Onda Xy € X tochkanin dogeregi ushin
Us;(X)=(X; =3, Xg+0)c= X  (6>0) bolip, tomendegi shartler ormnli bolsn:
1) ¥xeU;(x,) da f(x)< f(x,) (F(x)= (X)),
2) f'(X,)bar ham sheklibolsin.
Onda f'(x,) =0 boladi.
4 Meyli ¥xeU ;(x,) da f(x)< f(x,) bolsm.Bunnan
f(xX)—f(x,)<0
boladu.
Shartke muwapiq f (x) funkciya x, tochkada shekli f'(x,) tuwindiga iye.

Sonin ushin
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X—Xg X=X, X=X +0 X=X, X—%—0 X—=Xp
boladi. Bul jerde, x > x, bolganda
f(x)—f —
X — Xq x>X+0 X — X,
X < X, bolganda
X — Xq x>%-0 X=X,

boliwman f '(x,)=0 kelip shigad1. »

2-teorema (Roll teoremasi). Meyli f(x) funkciya [a, b] daberilgen bolip,
tomendegi shartlerin orinlibolsin

1) f(x) eCla, b],

2) Vxe(a, b) da f'(x) bar ham shekli,

3) f(a)= f(b) bolsm.

Onda sonday x, € (a, b)tochkatabilip, f'(x,) =0 bolad.

« Shartke muwapiq f(x)eC[a, b]. Onda Veyershtrasstin ekinshi
teoremasina muwapiq f(x) funkciya [a, b] da 6zinin en ulken ham en Kishi
manislerge erisedi, yamasa sonday ¢,, ¢, tochkalar (c;, c, €[a, b]) tabulsa,

f(c,)=max{f(x)| xe[a, b]},

f(c,)=min{f(x) | xe[a, b]}
boladi. Eger f(c,)=1f(c,) bolsa, onda [a,b] da f(x)=const bolp,
VX, €(a, b) da f'(x,)=0 bolad1

Eger f(c,)> f(c,) bolsa, onda f(a)="f(b) bolganlg sebepli f(x)
funkciya f(c,) hamde f(c,) manislerinin keminde bir [a, b] segmenttin ishki
X, (a<X, <Db) tochkasinda erisedi. Ferma teoremasma tiykarlanip f'(x,) =0

boladi. »

3-teorema (Lagranj teoremasi). Meyli f(x) funkciya [a, b] da berilgen

bolip, tdmendegi shartlerin orinlasin:
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1) f(x)eCla, b],
2) Vxe(a, b) da f'(x) tuwindiham sheklibolsin.
Bul jagdaydasonday c € (a, b) tochkatabilsa,
f(b)—f(@)=f'(c)(b-a)
boladu.
<« Bul

f (b)

F) = f(x)— f(a)— b—”‘”(x a) )

funkciyan1 qaraymiz. Bul funkciya Roll teoremasmim barliq shartlerin

ganaatlandiradi. Bunnan, onin tuwindisi

F,(X) — f ’(X) . f (b) — f (a)
b—a
boladi. Roll’ teoremasina tiykarlanip, sonday ¢ (c € (a, b)) tochka tabilsa,
F'(c)=0 (2)

boladi. (1) ham (2) gatnaslardan

f(c)- f(bt)) ;(a) 0,

yamasa
f(b)—f(a)=f'(c)(b—a)

kelip shigadi. >

1-natiyje. Meyli f(x) funkciya (a, b) da f'(x) tuwmdiga iye bolp,
Vxe(a, b) da f'(x)=0 bolsin. Onda Vx € (a, b) da f(x)=const boladi.

« VX, X, (a, b) n1alip, shetkitochkalart x ham x, bolgansegmentte f(x)
funkciyaga Lagranj teoremasimnqollap f(x)= f(x,)=const. »

2-natiyje. f(x) ham g(x) funkciyalar (a, b) da f'(x), g’'(x) tuwindilarga
iye bolip, Vxe(a,b) da f'(xX)=g'(x) bolsm. Bul jagdaydaVvxe(a, b) da
f (x) =g(x) +const bolad.

<« Bul natiyjenin dallili f(x) — g(x) funkciyaga salistirganda 1-natiyjeni

gollaw menen kelip shigadi. »
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4-teorema (Koshi teoremasi). Meyli f(x) ham g(x) funkciyalar
tomendegi shartlerdi ganaatlandirsin.

1) f(x)eCla, b], g(x) eC[a, b],

2) Vxe(a, b) da f'(x) ham g'(x) tuwindilar bar hamshekli;

3) Vxe(a, b) da g'(x) =0 bolsin.
Ondasonday c € (a, b) tochkatabailip,

f(b)-f(a) _ f'(c)
gb)-g(@) g'(c)

boladi.

« Birinshiden g(b)=g(a) boliwin aytip otemiz, sebebig(b)=g(a)
bolatugm bolsa, ondaRoll’ teoremasinamuwapiqsonday c € (a, b) tochkatabilsa,
g'(c) =0 boladi. Bul 3)-shartke qarsi.

Tomendegi

_fo)-f@ _ c
a(b) —g(a) [9(x)—g(@)] (xe[a, b])

funkciyan1 qaraymiz. Bul funkciya Roll’ teoremasinin barliq shartlerin

d(x) = f(x) - f(a)

qanaatlandiriwshi. Onda Roll’ teoremasina tiykarlanip sonday c € (a, b) tochka

tabilsa,
D'(c)=0 3)
boladi. Bunnan
: : f(b)—f(a) ,
— f N S B N
P00 = 100~ =g 9 )
(3) ham (4) gatnaslardan
; f(b)_ f(a) '
f'(c)-———~ =0
T EETC R
yamasa

fo)—f(a) _ f'(c)
g(b)-g(@ 9g'(c)
kelip shigadi. >
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1-misal. VX', x"'e R ushin |sin x'—sin x"'| < | x'=x""| tensizlikti dallilen.
4 Meyli x'<x" bolsin. f(x)=sinx ga [x', x"'] da Lagranj teoremasin
gollaymiz. Ondasonday c e (x', x'') tochkatabilip,
|sin x'—sin x| = |cosc|-(x""—Xx")
boladi. Eger Vt e R da|cost | <1 ekeninitibarga alsaq, onda jogardagi gatnastan
|sin x'=sin x'" | < | x'=x"| (Vx', x"'eR)
kelip shigadi. >
2-misal. e* >1+ x tensizlikti dallilen.
<« Meyli x>0 bolsin. Onda f(t)=e' funkciyaga [0, x] da Lagranj
teoremasin qollap,
e*—e’=e(x-0). ce(0, x)
Eger ¢ >0 da e® >1 boliwm esapgaalsaq, ondakeyingi gatnastan boliw1 kelip
shigadi.
Eger x <0 bolsa,onda f(t) =e' funkciyaga [x, 0] daLagranj teoremasin
qollap,
e* —e’=e°(0-X)
niham — x>0, e°<1esapgaalip, e* >1+X.
Bunnan, x=0 da e® =1. Demek, VxcR dae*>1+x.»
3-misal. Bul

a-b
a

a a-»b
_<—

<In (O<b<a)

tensizlikti dallilen.

« [b, a] segmentte f(x)=In(x) funkciyani qaraymiz. Bul funkciya us1
segmentte tuzliksiz ham (b, a) da f'(x)=1 tuwindiga iye. Onda Lagranj
X

teoremasina muwapiqsonday ¢ (b <c<a) tochka tabilip,

Ina—Inb 1
a-b c

()
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boladi. Bunnan,
b<c<a = 1<1<l. (6)
a c b
(5) ham (6) gatnaslardan
a—-b a a-—
n—<
a
kelip shigadi. >

6.7. Teylor formulasi. Baz1 bir elementar funkciyanmn Makloren

formulalan

Meyli f(x) funkciyanmn Peano korinisindegi qaldiq agzali Teylor
formulasimn keltiremiz:

F"(xo)

2!

F00 = £0) + 00 (x _x )+

T (X=Xg)* +...+

(n)
L 1P0)

. (X=X)" +o((x=X,)"), (X = Xo)

Bul tenlikte x, =0 dep,

' " (n)
o, 0., 170
Il 2! n!

formulaga kelemiz. (1) formula f (x) funkciyamn Makloren formulasi1 delinedi.

f(x)=f(0)+ X"+o(x"), (x—0) (1)

1) f(x)=e* bolsin. Bulfunkciyaushin f(0)=1, ™ (0)=1bolp,
2 3 n
e =1+X+X—+X—+..+X—+o(x”), X—0
2 3 n!
boladi.

2) T(X)=(1+x)*, aeR bolsin. Bulfunkciya ushin
f(0)=1 f™0)=a(a-1..(a—n+1)

bolip,

L+ %)% = Z”:a(a—l)...(a— k+1) ok

+o(x"), x—o0
= k! o)
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boladi. Tiykarinan,

%zz +o(x"), x—0

1 n
= DExK +o(x"), x—0
o= 2D o)

boladi.
3) f(x) =In(1+ x) bolsin. Bul funkciya ushin
f(0)=0, f®(0) =D (k-1!
bolip,

In(1+ x) = i#m(x“), X—>0
k=1

boladi. Bunnan,

n

Xk
In(1-x) = —Z?+o(x”), X —0

bolad:.
4) f(x)=sinx bolsm. Bul funkciya ushn f(0)=0, f &)= (-1)*

bolip,

2k+1

+o(x*"™?), x>0

smx—kZ;‘)( 1) 2k D)!

boladu.
5) f(x)=cosx bolsm. Bul funkciyaushin f(0)=1 f®)(0)=(-1)* bolip,

2k

+o(x*™), x>0

COSX = kzg( 1) (2k)'

bolad:.
Misal. Bul

f(x)=

3x +2
funkciyanin Teylor (Makloren) formulasin jazin.

<« Bul funkciyani tdmendegishe
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jazip

paydalanip,

f(X)

1 1
3x+2 2(1+2x)

S DX +o(x™), x>0
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7-§. DIFFERENCIALLIQ ESAPTIN BAZI BIR QOLLANIWLARI
7.1. Funkciyanin monotonhgi. Funkciyanim ekstremumlar

Meyli f(x) funkciya (a, b) da (—o <a <b <+ow0) berilgen bolsin.
Bunnan, Vx, x, € (a, b),ushin x, <x, = f(x)<f(x,) (f(x)<f(x,)) bolsa,
f(x) funkciya (a, b) da osiwshi (qatan oOsiwshi), Vx;, X, €(a,b) ushin
X <X, = f(x)=f(x,) (f(x)> f(x,)) bolsa,onda f(x) funkciya (a, b) da

kemeyiwshi (qatan kemeyiwshi) delinedi.
1-teorema. Meyli f(x) funkciya (a, b) da berilgen bolip, Vx € (a, b) da

f'(x) tuwindiga iye bolsm. f(x) funkciyanin (a, b) da 6siwshi boliwi ushin
Vx e (a, b) da
f'(x)>0
zararli ham jetkilikli.
« Zarurligi. f(x) funkciya (a, b) da o6siwshi bolsmn. Onda Ax >0

bolganda
f(x+Ax)—f(x)>0

boladi. Tuwindi anigqlamasinan paydalanip tomendegini tabamiz:

0 = F'(x+0)= lim f(”AAX)_ 50,
X—>H X

Jetkilikliligi. Meyli vx € (a,b) da f'(x) barbolip, f'(x) >0bolsin. [X;, X,]

da (x, X, €(a, b), x; <x,) f(x) funkciyaga Lagranjteoremasin qollap tabamiz:
f(x,)—f(x)="f'(c)-(x,—%x)=0.

Demek, X, <X, = f(x)<f(x,), f(x) osiwshi. »

2-teorema. Meyli f(x) funkciya (a, b) da berilgen bolip, Vx € (a,b) da
f'(x) tuwindiga iye bolsin. f(x) funkciya (a, b) da kemeyiwshi boliw1 ushin
Vx e (a,b) da

f'(x)<0
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zarurli ham jetkilikli.
Demek, (a, b) da
f'(X)>0 = f(x) 6siwshi = f'(x) >0,
f'(xX)<0 = f(x) kemeyiwshi = f'(x) <0,
f'(xX)>0 = f(x) qatandsiwshi = f'(x) >0,
f'(x) <0 = f(x) qatankemeyiwshi = f'(x)<0

boladi.

2
1-misal. f(x) = ;(—X funkciyanin 6siwshi, kemeyiwshi araliqlarmn tabin.

<« Tuwindis1 f'(x)=x-27"(2-xIn2) bolad.

Bul f'(x)>0, x-27%(2-xIn2)>0 tensizlik XE(O, %) da ormh
n

boladi. Demek, f(x) funkciya XE(O, %) da 6siwshi, (—oo, 0)U (%, + o0)
n

da kemeyiwshiboladi. P
Funkciyanin ekstremumlari. Meyli f(x) funkciya X <R koplikte

berilgen bolip, X, € X bolsn.
1-amiqlama. Eger sonday ¢ > 0 santabilip, vx eU,(x,)c X tochkalarda
F0< ) (FOO2F(x))
tensizlik ormlibolsa, onda f (x) funkciya x, tochkada maksimumga (minimumga)
erisedi delinedi, al x, tochkasi f(x) funkciyasinin ~maksimum (minimum)
tochkasi delinedi.
2-aniqlama. Eger sonday o >0 san tabilip, VxeU;(X,)\{X}
(U 5(x,)  X) tochkalarda
F0 <) (FO0> f(x))
tensizlik ormlibolsa, onda f (x) funkciya x, tochkada qatan maksimumga (qatan

minimumga) erisedi delinedi,
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Funkciyanin maksimum ham minimumi: uliwma ati menen onin
ekstremumlar;, maksimum hdm minimum tochkalar1 bolsa onin ekstremum
tochkalari delinedi.

3-teorema. Meyli f(x) funkciya X <R koplikte berilgen bolip, x, € X
tochkada ekstremumga iye bolsin.

Eger f(x) funkciya x, tochkada f’'(x,) tuwindigaiye bolsa, onda

f'(x,) =0
boladu.

4Meyli f(x) funkciya x, tochkada maksimumga erisip, us1 tochkada
tuwindiga iye bolsin. Bul jagdayda

36>0: WxeU (x,) < X da f(x)<f(x)
boladl. (x, —J, x, +9) intervalda f(x) funkciyaga Ferma teoremasin qollanip

tabamiz:
f'(x,)=0.»

3-aniqlama. Funkciya tuwindisin nolge aylandiratugin tochka onin
stancionar (kritikaliq) tochkasi delinedi.

Eskertiw. Eger f(x) funkciya baz tochkada ekstremumga erisse, ol usi
tochkada tuwindiga iye boliwishart emes.

Maselen, f(Xx)= \X\ funkciya x, =0 tochkada minimumga erisedi, bazi
tochkadatuwindiga iye emes.

Demek, f(x) funkciyanin ekstremum tochkalari onin stacionar ham

tuwindiga iye bolmagan tochkalari boliwr mamkin.
4-amiqlama. Egersonday ¢ > 0 san tabilip,

VXe(X,—9, %) da g(x)>0 yamasa
VXe(X,—9, X,) da g(x)<O0

bolsa, onda g(x) funkciya x, tochkanin shep tarepindegi belgisin saqlaydi

delinedi. Eger sonday ¢ > 0 san tabilip,

VX € (X, X, +0) da g(x)>0 yamasa
VX € (X, X, +0) da g(x)<0
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bolsa, onda g(x) funkciya x, tochkanifi on tarepinde belgi saqlaydi delinedi.
4-teorema. Meyli f (x) funkciya X < R koplikte berilgen bolip, tomendegi

shartleri orinlansin:

1) 36 >0, ¥xeU (%)= X ma f'(x) tuwindisibar;

2) /(%) =0;

3) f'(x) tuwindi x, tochkanii on ham shep tareplerinde belgisin saqlansin.

Eger f'(x) tuwindist x, tochkani 6tiwde belgisin 6zgertse, f(x) funkciya
X, tochkada ekstremumga erisedi.

Eger f'(x) tuwindist x, tochkan1 6tiwde belgisi 6zgertpese f(x) funkciya
X, tochkada ekstremumga erispeydi.

5-teorema. Meyli f(x) funkciya X < R koplikte berilgen hAam me N,

m>2, X, e X bolip, tdmendegi shartler ormlibolsin:

1) 36>0, VxeU (x,)c X ma f™P(x) tuwindisi bar bolip;

2) f™(x,) tuwindisi bar bolip;

3) f'(%))=f"(%)=...= F™P(x,)=0, f™(x,)=0.

Onda m=2k, keN bolganda f(x) funkciya x, tochkadaekstremumga
erisip, f™(x,)<0 bolganda x, tochkada maksimumga, f™(x,)>0 da
minimumga erisedi.

Eger m=2k+1, keN bolsa, onda f(x) funkciya x, tochkada

ekstremumga erispeydi.

Tiykarmman eger x, tochka f(x) funkciyanin stacionar tochkasi bolip,
f (x) funkciya x, tochkada shekli f'(x,)=0 tuwindiga iye bolsa, onda bul
tochkada f(x) funkciya f'(x,) <0 bolganda maksimumga, al " (x,)>0

bolganda minimumga iye boladi.

2-misal. Funkciyam ekstremumga tekserin

f(x)=23/x5 —53/x2 +1
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.4 Bul funkciya R =(—o0;4w0) aniglangan bolip, us1 koplikte uzliksiz. Onin

tuwindisi

2 1
5 3 2 10(x—1)
f'(x\)=2-=.x3-5.2.x 3=

) 3 3 33/x

Bunnan, funkciyani tuwindis1 x, =1 tochkada nolge aylanadi, f'(1)=0;

1)

X, =0 tochkadabolsa funkciyanin tuwindis1 bolmaydi.

Tuwind1 anlatpasi (1) den korinip turganday, x=1 tochkanin shep
tarepindegi tochkalarda f'(x) <0 on tarepindegi tochkalarda f'(x)>0 bolad:.

Demek, berilgen funkciya x=1 tochkada minimumga erisedi ham
min f(x)= f(1)=-2 boladu.
Jane tuwindi belgisi (1) den korinip turganday, x=0 tochkanm shep
tarepindegi tochkalarda f'(x) >0, on tarepindegitochkalarda f'(x) <0 boladu.
Demek, f(x) funkciya x=0 tochkada maksimumga erisedi ham

max f(x)= f(0)=1 bolad1. »

7.2. Funkciya grafiginin dénesligi ham oyishgi. Funkciya grafiginin

asimptotalar

Funkciyanm doénesligi ham oyishgil. Meyli f(x) funkciya (a, b) da
berilgen bolip, X;, X, € (a, b) ushin X, <X, bolsm.
f (x) funkciya grafiginin (x;, f(x)), (X,, f(X,)) tochkalarman 6tiwshi
tuwrisiziqtt y =l(x) desek,oltomendegishe

XMt (x,)

1(xX) =

X2 7% ¢ (x)+
Xy

Xy — X5

boladi.
l-amiqlama. Eger har qanday araliq (X, X,)c(a,b) da jaylasgan
VX € (X, X,) ushin

FO)<1(x)  (F(x) <1(x))
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bolsa, onda f(x) funkciya (a, b) daoyis (qatan oyis) funkciyadelinedi.
2-amqlama. Eger har qganday araliq (x;, X,) < (a, b) da jaylasgan
Vx € (x;, x,) ushmn
f(x) >1(x) (f(x)>1(x))
bolsa, onda f(x) funkciya (a, b) da dones (qatan dones) funkciyadelinedi.

Oyis ham dones funkciyalardin grafikleri 7-s1zilmada suwretlengen:

Ja Y a
Hx) S )
J&) I(x)
0 % 0 £
7-s1z1lma.
Meyli o, 20, a,20, o+, =1bolip, Vx,x,€(a, b) Dbolsm.

Funkciyamn oyisligt ham dénesligi tomendegishe aniqlaw ham mamkin.
3-aniqlama. Eger
flog X +a,%,) <o f (X)) +a, f(X,)
(f (o X + arXy) <o T (%) +a, T (X))
bolsa, onda f(x) funkciya (a, b) da oyis (qatan oyis) delinedi.
4-amiqlama. Eger
fla X +a,%,)2a f (%) +a, f(X,)
(f (X + X)) >0y T (%) +a, T (X))
bolsa, onda f(x) funkciya (a, b) dadones (qatan dones) delinedi.
1-musal. f(x) = x* funkciya R da qatanoyis funkciya bolad.

<« 3-aniqlamadan paydalanip,

2 2 2
FlonXy + %) = (X +a5%,)" =(aX)” + 2210, % X, +(a,%,)° <
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<alXE a0ty (X + %) 2 + a2 Xe =X (g + ay) + 2, X (o + at,) =
=X+ a,Xe = oy T (%) +a, T (X,) P
1-teorema. Meyli f(x) funkciya (a, b) da berilgen bolip, onda f'(x)
tuwindiga iye bolsin. f(x) funkciyanin (a, b) da oyis (qatan oyis) boliw1 ushin
f'(x)tin (@, b) dao6siwshi(qatan 6siwshi) boliw1 zararli ham jeterli.
« Zarurligi. f(x)funkciya (a,b) da oyis bolsin. Bul jagdayda
VX, X, €(a, b), X <X,, ¥Xe (X, X,) ushmn

X, — X X—X,

f(x)<

_ f(x)+ _

Xy =X 2 =%

f(x,)

bolip, onnan

FO)—T(x) _ T(xp)—T(X)
X=X X, =X

kelip shigadi. ((x, —X,)= (X, —X)+(x—%,) delinedi). Keyingi tensizlikte X — X,

son X — X, da limitke otip,

f —f
o) < 10— L,

£/(x,) > f(x,)—f(x)

Xy = Xg

boliwin tabamiz. Onnan f'(x;) < f'(x,) kelip shigadi. Demek, f’(x) funkciya
(a,b) da 6siwshiboladi.
Meyli f(x) funkciya (a, b) da qatanoyis bolsin. Buljagdayda

F)—1(x4) _ 1) - T(X)
X— % X, — X

boladi. Lagranjteoremasina muwapiq

T =) f'(c)), X <C <X;
X — X,

F0e)= 1) _ f'(c,), X<C,<X,
X, — X
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bolip, onnan f'(x,) < f'(x,) kelip shigads.
Jetkilikligi. f'(x) funkciya (a,b) da o&siwshi (qatan 6siwshi) bolsin,
VX, X, €(a, b), X <X, da

Fia) < 170¢)  (F'(x) < f'(x)).
Lagranj teoremasinan paydalanip

T =10a) _ f'(c)), X <C <X;
X— X
F(x2) = T(x)
=f'(c,), XxX<c, <X,.
XZ—X (2) 2 2
Bunnan X, <C <X<C, <X, = C <C,. Demek, f'(c)<f'(c,)

(f'(c)) < f'(c,)) bolip, joqaridagi gqatnaslardan
F)—1(x) _ 1) - T(X) (f(X)—f(Xl)< f(x,) - f(X)]

kelip shigadi. Onda f (x) funkciyanin (a, b) oyis (qatanoyis) ekenin bildiredi. »

2-teorema. f(x) funkciya (a, b) da berilgen bolip, f’(x) tuwindiga iye
bolsin. f(x) funkciyanin (a, b) da dones (gatan dones) boliwi ushin f'(x) tin
(a, b) dakemeyiwshi (qatan kemeyiwshi) boliw1 zartarli ham jetkilikli,

Meyli f(x) funkciya (a, b) da berilgen bolip, ol us1 intervalda f"(x)
tuwindiga iye bolsin. Bunnan tisqar1 (@, b) intervaldin har ganday («, f)
((e, B) < (a, b)) boliminde f"(x) tek nolgeten bolmasin.

3-teorema. f(x) funkciya (a, b) intervalda oyis (dones) boliwi ushin
(a, b)da

f'"x)>0 (f"(x)<0)
boliw1zararli ham jeterli.

2-musal. f(x)=Inx, (x>0) funkciya donesboladi.
<«4Bul funkciyaushin f"(x) = —iz <0 boladi. 2-teoremaga qarap berilgen
X

f (x) = In x funkciya (0,+ «) da gatan dénes boladi. »
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Funkciyanin iyiliw tochkalari. Meyli  f(x) funkciya X — R koplikte
berilgen bolip, x, € X, (X, =8, X, +J)< X, >0 bolsin.

5-amiqlama. Eger f(x) funkciya (x,-0, X,) da oyis (dones),
(Xg, X, +0) da dones (oyis) bolsa, onda x, tochka f(x) funkciyania iyiliw
tochkasi delinedi.

Meyli f(x) funkciya (x,—-0, X, +6) da f"(x) tuwmndiga iye bolsm.
Eger Vxe(x,—9,x,) da f"(x)>0 (f"(X)<0), Vxe(xy, x,+0,) da
f"(x)<0 (f"(x)>0) bolsa, onda f’(x) funkciya x, tochkada ekstremumga
erisedi ham demek, f"(x,) =0 boladi. Demek, f(x) funkciyaiyiliwtochkasinda

f"(x) =0 boladu.

3-musal. f(x)= x> funkciya x, =0 tochkada iyiledi.
<«Bulfunkciyaushm f"(x) =6x bolip,
Vxe(-5,0) da f"(x)<0
Vxe(0,5,)da f"(x)>0 (6>0)
boladi. >
Funkciya grafiginin asimptotalari. Meyli f (x) funkciya X < R koplikte
berilgen bolip, X, tochka X kopliktin limit tochkasi bolsin.

6-aniqlama. Eger

lim £00, lim f(x)

X—=>X,+0

limitlerden birewi yamasa ekinshiside sheksizlik bolsa, onda x =X, tuwr1 siziq

f (x) funkciya grafiginin vertikal asimptotasi delinedi.
Maselen, f(x):1 funkciya grafigi ushin x=0 tuwr1 siziq vertikal
X

asimptota boladi.

Meyli f(x) funkciya (X,, +) daaniqlanganbolsin.

7-amiqlama. Eger sonday k ham b sanlaritabilsa,

f(X) = kx +b + () (X >+ ma a(x)—0)
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bolsa, onda y=kx+b tuwr sizig f(x) funkciya grafiginin qiya asimptotasi
delinedi.
4-teorema. f(x) funkciya grafigi y =kx+b qiya asimptotaga iye boliwi

ushin

tim 1% _k lim (F(x)—ke) =b

x>t X X—>+00
boliw1zararli ham jeterli.
« Zararligi. y=kx+b tuwn sizig f(x) funkciya grafiginin qiya
asimptotasi bolsin. Onda
f(X) =kx+b+a(x)
bolip, X >+ ma «a(X) — 0 boladi. Bultenlikti itibarga alip

lim —>2£ (X) = lim M

X—>+o00 X X—>+00 X

lim (f(x)- kx)—llm(b+a(x)) b.

X—>+00

Jetkilikligi. Meyli lim ~% Zk lim (f (x)—kx) =b

X—=>+w X X—>+00
gatnaslar orinli bolsin. Bul gatnaslardan
(f(X)—-kx)-b=a(x) >0 = f(X)=kx+b+a(x)

kelip shigadi. »

3
4-musal. f(X) =

> funkciyanin qiya asimptotasin tabin.

<« Bul funkciya ushin

f(x
k= lim —== 5
X—>+wo X X—>+00 (X _1)

b= lim (f(x) - kx)_llm[ ng—szz

X—>+00 X—>+00 (X— )

boladi. Demek, y = X+ 2 tuwrisiziq berilgen funkciya grafiginin qiya asimptotasi

boladi. »
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7.3. Lopital qagiydalar:

Belgili shartlerde funkciyanin limitin esaplaw qagiydalari tyrenilgen edi.

Kop jagdaylarda bunday shartler orinlanbaganda, yamasa

X — X, da f(x) >0, g(x) »>0: Tx) limiti (QJ
9(x) 0

X = %, da f(x) > +00, g(x) = 4001 - limit (f)
g(x) 0
X — X, da f(x) > +o0, g(x) = +oo: f(x)—g(x)limiti (c0—o0),

X = X, da f(x) =0, g(x) = 0: (F ()9 limiti (oo),
X%, da ) =1 g(x) = +o0:(f ()8 limit (1°°)

X —X, da f(x) —>o,g(x) >0: f(x) g(x) ti limiti «°ni tabiwda funkciyanin
tuwindilarina tiykarlangan nizamina muwapiq esaplaw golay boladi. Bunday usil

menen funkciya limitin tabiw Lopital gagiydalari delinedi.

1. Yham 2 Kkérinisindegi jagdaylar.
o0

1-teorema. Meyli f(x) ham g(x) funkciyalar (a, b) da berilgen bolip,

tomendegi shartlerin ormli bolsin:

1) lim f(x)=0, XIiErJOg(x):O;

x—b-0

2) Vxe(a, b) ma f'(x)Ba g'(x) tuwindilarboladi;
3) Vxe(a,b) ma g'(x) =#0;

4) Bul lim f (X):f, (/eR) boladi.Onda lim w:g boladi.
x—b-0 g'(X) x-b-0 g(X)

«4 f(b)=0, g(b)=0 dep alamiz. Onda f(x) ham g(x) funkciyalar

(b—-0, b] ma (6 > 0) uzliksizbolip qaladi. Teoremanin 4-shartine muwapiq

e _,
g'(x)

boladi. Endi (b — &, b] da Koshi teoremasiman paydalanip tabamiz:

Ve>0, 30>0, Vxe(b-0o, b): <&
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‘M_f‘:‘_ﬂm— f(9 4 LORY P
g(x) g(b) —g(x) g'(c)
(ce(x,b)c[b-5, b]).

Demek,

lim E:K

Xx—b-0 g(x)

B
(Inx)“ —(Xj
1-msal. lim ¢) _2=F Gallilen.
X—e X—e e

B
« f(x)=(Inx)* —(5) ,  g(x) =x—e funkciyalar1 ushin (1, e) da 1-
e
teoremamn barliq shartleri orinlanad

. . X p
Y tim (9= tim{ (@m0 ~( %] -0,

limg(x) =lim(x—e) =0;
X—€ X—€

B-1
2) f'(x):a(lnx)“-lé—ﬁ[fj g0 -1

ele
3) g'(x) =1=0;
A1
o a(lnx)“‘l-l—ﬂ-(XJ
) tim - _jim x ele) _a-p
x—>eg’(x) X—>e 1 e
Demek,
p
X
(Inx)“—(j
tim— ) _jim e) _a=h,
x—>eg(x) X—>€ X—e e

2-teorema. Meyli f(x) ham g(x) funkciyalar (a, + o) da berilgen bolip,

todmendegi shartlerdi orinli bolsin:
D) lim f(x)=0, limg(x)=0;

X—>+00

2) Vxe(a, +x) da f'(x), g'(x) tuwindilarbolads;
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3) Vxe(a, +») da g'(x) #0;

4) Eger lim f,(x) = ¢ bolsa, onda Iimm =/ boladi.
Xx—>0 (x) X—00 g(x)

1

X2 _
2-musal. lim —— 21 limitti esaplan.
X—>+0 2arctgx” —

«Eger f(x)=e” —1, g(x) = 2arctgx? — = bolsa, onda2-teoremamn barlq

1
shartleri orinlanadi, tiykarman f'(x):—%e?, g’(x):14x — bolip,
X +X
2
2 73 4
lim 0 _ i X g1
x>+0 §'(X) x>0 4x x>+ Dy ? 2
1+x*
boladi. 2-teoremaga muwapiq
1
' x2 _
tim ) _ i 0y e 1

x>+ §'(X) x>0 g(X) x>+ 2arctgx’ — 7 2
boladi.
3-teorema. Meyli f(x) ham g(x) funkciyalar (a, b) da berilgen bolip,
tomendegi shartlerdi orinli bolsin:

b Jim, 9=z i g0 ==

2) Vxe(a,b) da f'(x), g'(x) tuwindilarboladi;
3) Vxe(a,b) da g'(x)=0;

4) lim ;83 =/, (/<R) boladi. Onda

bolada.
4-teorema. Meyli f(x) ham g(x) funkciyalar (a, +) daberilgen bolip,

tomendegi shartlerdi orinli bolsin:
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1) lim f(X) =00, lim g(x)=o;

X—>400

2) Vxe(a, +o) da f'(x), g’(x) tuwimdilarbolads;
3) Vxe(a, +x) da g'(x)=0;

4) lim (%) =/, (/eR) boladi. Onda lim E:E boladi.

X—>+a0 g'(x) X—>400 g(x)
2. 0-00, 0w—00, 17, 0° Kkorinisindegi jagdaylar. Bul kérinistegi aniq
emeslikler g, * jagdaylarga keltirilip, keyin joqaridagi teoremalar qollaniladi.
00)

1) x—>x, da f(x) >0, g(x) > bolganda f(x)-g(x) funkciyanin

limitin tabiw ushin oni1

f(0)-gx) =+ ) = I
00 1)

dep, keyin 1- yamasa 2-teoremalar qollaniladi.
2) X—>x, da f(x)—>40, g(X)>+o bolganda f(x)—9g(x)

funkciyanin limitin tabiw ushin oni

1 1
iy 30 F(x)
f-a00= 97—
f(x) 9(x)
dep, keyin 1-teorema qollanilad:.
3) X — X, da f(x) >0, g(x)—0 ham X = X, da

f(x) >1, g(x) >+ bolganda (f (X))g(x) funkciyanimn limitin tabiw ushin

y = (f(x))*%
funkciya logarifmlenedi, keyin jogaridagi teoremalar qollaniladi.

1

. (sinX\«2 . . .
3-musal. IIm(—)X limitti esaplan.
x—0 X

1
2

4 y= Iim(wjx dep alamiz. Bunnan, x - 0 da

x—0 X
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f(X):%_)]_’ g(x)ziz—>+oo.
X

Apiway1 esaplawlar jardeminde tomendegin tabamiz:

!

i SinX (Insmxj _x .xcosxz—smx
liminy = lim—2X— =lim X ) _|im3mnX X _
x—0 x->0 X x—0 (Xz ) x—0 2X
_1pmxcosx—sinx 1. (xcosx—sinx) 1, xsinx_ 1
2 x—0 X3 2 x—0 (XS ), 2 X—)O 3X2 6 .
1
. Sin X \x? -
Demek, Ilm(—j —e 6 p
x=0\ X
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8-§. ANIQEMESINTEGRAL
8.1. Daslepki funkciyaham aniq emes integral tasinikleri

Meyli f(x) ham F(x) funkciyalar1 (a,b) = R intervalda (bul interval
shekli yamasasheksiz boliw1 mimkin) berilgen bolip, F(x) funkciya (a,b) = R
da differenciallaniwshi bolsin.

1-amiqlama. Eger (a,b) intervalda F'(x)= f(x) (xe(a,b)) bolsa, onda
(a,b) da F(x) funkciya f (x) nindaslepki funkciyasi delinedi.

Maselen, f(x)= 1 funkciyamn (0,4o0) da daslepki funkciyast F(X) = In x
X

boladi, sebebi (0,4+w0) da F'(x) = (Inx)’ L f(x).
X

Meyli f(x) ham F(x) funkciyalar1 [a,b] segmentte berilgen bolip, F(x)
funkciya usi [a,b] da differenciallaniwshibolsin.
2-aniqlama. Eger (a,b) intervalda F'(x) = f(x) (x€(a,b)) bolip, @ ham
b tochkalarda bolsa
F'(@+0)=f(a), F'(b—0)= f(b)
tenlikler ormnli bolsa, onda[a,b] segmentte F(x) funkciya f(x) nin daslepki

funkciyasidelinedi.
1-teorema. Eger (a,b) intervalda F(x) ham ®(x) funkciyalardin har biri

f (x) funkciyanin daslepki funkciyasi bolsa, onda F(x) ham ®(x) funkciyalar
(a,b) dabir-birinen turagli sanga parq qiladi:
d(x) - F(x)=C. (C=const)
<« Shartke muwapiq (a,b) da ®'(x) = f(x), F'(X) = f(x) .
Demek, (a,b) da @'(x) =F'(x). Onda
d(x)=F(x)+C, (C =const)

boladi. >
Bul teoremadan tomendegi natiyje kelip shigadi.
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Natiyje. Eger (a,b) da F(x) funkciya f(x) tin bazibir daslepki funkciyasi1
bolsa, onda f(x) funkciyanin (a,b) dagi galegen daslepki funkciyasi ®(x) ushin
d(x)=F(x)+C. (C=const)
boladi.
1-eskertiw. (a,b) daberilgen har ganday funkciyadaslepki funkciyaga iye
bolmaydi.
1-misal. (—1,1) intervalda

-1, eger -1<x<0,
f(x)=4 0, eger x=0,
1, eger O<x<1

funkciyani qarayiq. Bul funkciyanin (-1,1) intervalda daslepki funkciyaga iye
bolmayda.

«Kerisinshe boljayilq, yagniy berilgen funkciya (-1,1) da daslepki
funkciya F(x) gaiyebolsin F'(x) = f(x) (X (-11).Bunnan,

F'(0)=1(0)=0 1)
bolad1. F(x) funkciyaga [0, x] segmentte (0 < x <1) Lagranj teoremasin qollanip
F(X)-F(@0)=F'(c)-x=f(c)-x=x (ce(0,x)).

Keyingi tenlikten

FOO=FO) _; iy FO-FO _,
X ’ X—>+0 X

bolip, F'(+0) =1 kelip shigadi. Bul bolsa (1) gatnasqga garsi boladi.

Demek, qaralip atirgan f(x) funkciya (-1,1) da daslepki funkciyaga iye
bolmaydi.

2-teorema. Eger f(x)eC(a,b) bolsa, onda f(x) funkciya (a,b) da
daslepki funkciyaga iye bolad:.

Meyli (a,b) da f(x) funkciyaberilgen bolip, F(x) funkciyaonin bazi bir
daslepki funkciyasibolsin

F'(x)=f(X) (xe(a,b)).

Ondaberilgen f(x) funkciyanin galegen daslepki funkciyasi
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F(x)+C (C =const)

korinisinde anlatiladi.

3-amigqlama. F(x)+C ,(xe(a,b)) anlatpa f(x) funkciyaninaniq emes
integrali delinedi ham

[ f(x)dx

korinisinde belgilenedi. Bunda j - integral belgisi, f(x) integral astindagi
funkciya, f(x)dx integral belgisi astindagi anlatpa delinedi.

Demek,

[f(x)dx=F(x)+C  (C =const)

Solay etip, (a,b) intervalda f(x) funkciyanin aniq emes integrali (a,b) da
tuwindisius1 f(x) katen bolgan funkciyanin uliwma korinisin anlatadi.

2-musal. IXSdX integraldi tabin.

<« Aniq emes integral aniglamasmna muwapiq, sonday F(x) funkciya

tabilw kerek, F'(x)=x® bolsin. Eger F(x):%x4 bolsa, bunnan, F'(x)=x?

bolad1. Demek, [x’dx = %x“ +C (C=const).»

3-musal. I aniq emes integraldi tabin.

xdx
V1+x?
<« Bunnan, F(x) =v1+x? funkciyaushin

F'(x) = (V1 x) = 2X X

21+x2  J1+x?

boladi. Demek,

xdx 2
jm—\/l+x +C. »
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8.2. Integraldin apiwayi qasiyetleri

Endi aniq emes integraldin qasiyetlerin keltiremiz. Bunnanbilay aniq emes
integral haqqinda gap barganda oni qaralip atirgan araliqta bar dep, yagniy integral
belgisi astindagi funkciya qaralip atirgan araliqta daslepki funkciyaga iye dep

qaraymiz ham arahqti korsetip otirmaymiz.
1) Bul
d(jf(x)dx) = f (x)dx
ormliboladi.
<« Meyli F(x) funkciya f(x)tin daslepki funkciyasi bolsin,
F'(xX)=f(x).
Onda
[f(dx=F(x)+C (C = const)
bolad1. Bul tenlikke differencial amelin qollanip
d(j f(x)dx) =d(F(x)+C) =dF(x) = F'(x)dx = f (x)dx »
Bul tuwindi birinshiden differencial belgisi d , son integral belgisi j kelip,
olar izbe-iz turganda 6z-arabir-birewin jogaltiwdi anlatadi.
2) Bul
[dF(x)=F(x)+C (C = const)
ormliboladi.
<« Meyli F(x) funkciya f(x) nin daslepki funkciyasibolsin,
F'(x)=f(x).
Onda
[f(dx=F(x)+C (C = const)
boladu.
[ £()dx = [F'(x)dx = [dF (x)
bolip, bultenliklerden
[dF(x) =F(x)+C
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kelip shigadi. >
Bul tuwindi birinshiintegralbelgisij son differencial belgisi d kelip, olar
izbe-iz turganda 6z-arabir-birewin jogaltiwdi anlataditham F(x) ga turaqli C t1

qosip qoyiw kerekligin korsetedi.
3) Bul

JLE0)+g(0Jdx = f (x)dx + [ g(x)dx (2)
tenlik ormli boladi.
<« Meyli F(x) ham ®(x) funkciyalar saykestarizde f (x) ham g(x) lerdin
daslepki funkciyalari bolsin
Fi(x)=1(x), @(x)=9(x).
Bul jagdayda j f(x)dx=F(x)+C,, Ig(x)dx = d(x) +C, bolip,

[ £00dx+ [ g(x)dx = F(x) + ®(x) + C, +C, (3)

bolads. [F(x) + cp(x)]' = f(X) + g(x) bolganlhg sebepli
J 100+ g(Jdx=F(x) + (x) + Cq @)
boladi. (3) ham (4) gatnaslardan, olardag1 C;,C, ham C, lerdin qalegen turaqali
ekenligin itibarga alip
[LF 0 +g00fdx =] f (x)dx +[ g(x)dx.»
Bul tuwind1 aniq emes integraldin additivlik tuwindis1 delinedi.
4)
[k (x)dx = k] f (x)dx (5)
tenlik orinli boladi, bundak turaglisan ham k=0.
Bul tuwindi joqaridagi 3)-tuwindi korinisinde dallilenedi.
Eskertiw. (2) ham (5) tenliklerin on ham shep tareplerindegi anlatpalar
arasmdagl ayirmaturagli sanga tenligi manisindegi tenlikler dep qaraladi.

5
1+X

Misal. J = '[( —3sinx)dx integraldi tabin.

2

<« Aniq integraldin 3)- hdm 4)- tuwindilarinan paydalansag, onda
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f( 52—35inx)dx:5j 1

: . 2dx—3jsinxdx
+X +X

kelip shigadi. Endi (—cosx)’ =sinx, (arctgx)’ = . ! 5 itibarga alip,
+ X

5[ 1 —3[sinxdx =5arctgx +3cosx +C.
1+ x?

Demek,
J =5arctgx +3cosx+C .
Aniq emes integrallar tablicasu.
Elementar funkciyalardin tuwindilar1 tablicas1 ham aniq emes integraldin
aniglamasinan paydalanip, apyway1 funkciyalardin aniqemes integrallari tabilada.

Olard1jamlep, tablica koriniske keltiremiz:

1) [0-dx=C, C=const.

2) [1-dx=x+C.
Xa+1

3) [x“dx= +C, (a=-1).
a+l

4) jd—:: Inx|+C, (x=0).

X

Ja*dx= 4 _1c, (@>0, azl).
5) Ina

[e*dx=e*+C.
6) |sin xdx = —cosx+C.

7) cosxdx =sin x+C.

8) | d); =tgx + C, (X¢%+7zn,neZ).
cos? X

9) | _d>2< =—tgx+C, (X=n, neZ).
sin? x
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arcsinx+C

10 ’

)Iq/ { arccosx + C.
11) I arctgx + C,

,/1+ X —arcctgx + C.

12) [shxdx =chx +C.

13) [chxdx =shx +C.

d>2( =thx+C.
X

(-1l<x<1).

d>2< =—chx+C, (x=0).
X

8.3. Integrallaw usillar

1. Ozgeriwshini almastirip integrallaw usil.

Meyli f(x) funkciyanin aniq emes integrali

[ f(x)dx 1)

berilgen bolip, on1esaplawtalap etilsin.

Kobinese, 6zgeriwshi X t1belgili qagiydaga muwapiq basqa 6zgeriwshige

esaplaw ansatboladu.

almastirtw natiyjesinde berilgen integral apiwayi integralga keledi ham oni

Meyli (1) integraldagi 6zgeriwshi x taza 6zgeriwshi t menen usi

t=o(X)

gatnastabolip, tbmendegi shartler ormlibolsin:

1) ¢(x) funkciya differenciallaniwshi bolsin;

2) g(t) funkciyabaslangish funkciya G(t) gaiye, yamasa
G'(t)=9@), [odt=G(t)+C; (2)

3) f(x) funkciyaushimn
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f(X) = 9(0(x) - @' ((¥) (3)
dallilen. Onda
[ dx =] g(p(x)l'(x)dx =G(p(x)) + C
bolada.

<4 Quramali funkciyann tuwindisin esaplaw nizaminan paydalanip, (2)ham

(3) qatnaslardi esapga alip

[G(p(x)) +C] =G(p(x)-¢'(X) = g(p(x))-¢'(X) =  (X).
Bunnan
[ f(x)dx =G(e(x)) +C
kelip shigadi. >
Usi jol menen (1) integraldi esaplaw 6zgeriwshini almastirip integrallaw

usili delinedi.

Bul usilda, 6zgeriwshini jada kop gatnas penen almastiriw imkaniyati
bolgan jagdaydaolar arasinan qaralip atirgan integraldi apiwayi, esaplaw ushin
golay jagdayga keltiretugin tanlap aliw ahmiyetli.

1-misal. J.Sin 5xdx integraldiesaplan.

<«4Bulintegraldi 6zgeriwshisin almastirip esaplaymiz,

[ sin5xdx = B :Ejsintdt:—lcosHC:—10055x+C. >
5dx = dt 5 5
dx . ,
2-misal. J = .[ —— integraldiesaplan.
e" +e

<«Berilgen integraldlf - dx - :j exdxl jazip alamiz. Bul integraldi

e*+e* e+

6zgeriwshini almastiriw usilinan paydalaip esaplaymiz,

X e* =t
= ezdx = =| dtzzarctgt+C:arctgeX+C>
e +1 |eXdx=dt| 1+t
dx . .
3-misal. J = _[ integraldi esaplan.
COSX
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1 COS X COS X
<« Bunnan, == ——. Onda
COSX CO0S“X 1-sin“Xx

sinx =t _J. dt
cosxdx=dt| ?1—t2

f dx _.[ Ccos xdx
cosx °1-sin’x

bolip,
1 _ 1 _1f 1 1
1-t2  (@A-t)@+t) 2| (@+t) (@1-1)
bolganligi sebepli
1, dt dt 1,0d0+t dil-t), 1
1=y re =30 1T
2V ety Ta-r 2V @+ Y-t 2
boladi. Eger . = 1+s!nx :tg(5 +£) esapgaalsaq, onda
1-t 1-sinx 2 2
Xy ‘tg(—+ Bsc.»
COSX
dx :
4-musal. J = (a #0, a € R) integraldi esaplan.
I\/x2+a
<«Integralda 6zgeriwshini tbmendegishe almastiramiz:
X+x%+a=t.
Onda
dt=d(x++Vx*>+a)=(1+ )dx =
x* +a
_f\/x2+a+xdx_ b 4
Vx? +a x> +a
bolip, onnan
dx dt

Vx%+a Tt

kelip shigadi. Natiyjede

J= j— In\t\+C—In‘x+\/x2 +a‘+C.>
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2. Boleklep integrallaw usii. Meyli u(x) ham v(x) funkciyalar uzliksiz
u’(x), v'(x) tuwimndilarga iye bolsm. Bunnan
U(x) - v(x))" =u'(x) - v(x) +u(x) - v'(x)
boladi. Demek, F(x) =u(x)-v(x) funkciya f(x)=u’(x)-v(x)+u(x)-v'(x)
funkciyanin daslepki funkciyasi boladi. Bunnan
[lu () -vO) +u(x) -v' () Hx =u(x)-v(x) + C
kelip shigadi. Aniq emes integraldin 3)- ham 4)- tuwindilarman paydalanip
Ju() - v'(x)dx =u(x) - v(x) - [u’(x) - v(x)dx (5)
kelip shigadi. (5) formulan
Ju(x) - dv(x) =u(x) - v(x) - [v(x)du(x)
ham jaziw mamkin. Bul (5) formula béleklep integrallaw formulasi delinedi. Onin
jardeminde J.u(x) -V'(x)dx integraldiesaplaw J'u'(x) -v(x)dx integraldiesaplawga
Keltiriledi.
5-musal. I X cos xdx integralin esaplan.
«4Boleklep integrallaw formulasinan paydalanip tabamiz:

u=x, du =dx

= xsinx—jsin xdx =
cos xdx =dv V=SIinXx

jxcos xdx =

= Xsinx+cosx+C. »

6- misal. J = j Vx? + adx integralin esaplan.

<« Qaralip atirgan integraldau =+x* +a, dv=dx bolsa,onda

X

X’ +a

du = dx, v=xX

boladi. Boleklep integrallaw formulasiman paydalanip tabamiz:

J=xvx?+a- dx XvVx? +a-— X" +a Aix =
f M

XZ
/XZ
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=xvx®+a- j X +adx+aj

dx
—xJx’+a-J+a .
Ix/x2+a

Ji

Demek,
dx
J=xVx’+a-J+a ,
J\/x2+a
Jzi{x\/x2+a+aj o }
2 Vx*+a
Bunnan
dx ‘x+\/x +a‘+C
x? +a
Natiyjede

J :j\/x2 +adx:§\/x2 +a+%|n‘x+\/x2+a‘+c

kelip shigadi. »

7-misal. J, = J.(Zd—xz)n (ne N, aeR, a=0) integraldiesaplan.
X +a
<« Bul integralda
1
dep alsag, onda
du— 2nxdx B
ey

boladu. (5) formuladan paydalanip tabamiz:
2

X
an 2 . 2\l dx =

T x2rad) T xEral)

prarot e e

Natiyjede
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+2n-J, -2na*-J,

" (x*+a?)"

boladi. Bul tenlikten

I = 2n1a2 (x> +Xa2)n ’ zr;r:la_lz"]” ©)
kelip shigadi. >
Adette, (6) gatnas rekkurent formula delinedi.

Bunnan, n =1 bolganda

X

J =] de . 1 d(a) =larctg§+C
X“+a® a 1_‘_(5)2 a a
a

bolad1. n> 2 bolgandasaykes J, integrallar (6) rekkurent formulajardeminde

tabiladi. Maselen,

J,=| e 1 ox b, Ll X +1arctgi+(:
Pl ral)? 2a2x%+al 22 ¢ 282 (x%+ad) 220 a

boladi. P
8.4. Racional funkciyalardi integrallaw

Meyli f(x) racional funkciya bolip, onin integralin esaplawtalap etilsin.

Meyli f(x) puatin racional funkciya

f(x)=a, +ax+a,x* +..+a,x"
bolsin. Onda
2 3 n
) . x> X X
[f00dx=](ay +a x+a,x* +..+2,X")dx =2y X+ 8 —+8, —+..+8, —+C
2 3 n

boladi. Meyli f (x) bolshek racional funkciya

£ = 2 +aX+a,X° +..+a,x" P (X)
by + X +0,x% +..+b x"  Qn(X)
(neN, meN)
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bolsin. Eger n>m bolsa,onda P, (x) kopagzanin Q,, (x) kopagzaliga boliw

P, (%)

m

menen f(x) = tin putin bolegin ajiratip, putin racional funkciya ham duris

bolshek jiymdisi korinisinde anlatip alinadi:

P, (X) R(x) + %)

f(X)—— P()
Qn (X) Qn(X)

Bunnan

P, (x)
f (xX)dx = d —=d
[ f(x)dx = [R(x) x+ij(X) X

Demek, f(x)= R0 (n > m) racional funkciyani integrallaw duris

Qn (X)
bolshekti integrallawga keledi.

2
1-masal. I 3 j);,erj . dxintegraldi esaplan.

<« Integral astindagi racional funkciyani apiway1 bolsheklerge jayamiz:
x*+8 2 1 10

3 2 =7 B 2"
X°+4x°+4x X X+2 (x+2)

Demek,
2
I 33x JZrS dx:ZI% dx 1OI dx -
X3 +4x2 +4x x Ix+2 (X+2)
_2In\x\+ln\x+2\+£+c >
X+ 2
6 4 2
2-musal. IX £ax +2x 1dx integralin esaplan.

x(x% +1)?
<« Integral astindag: funkciyaracional funkciyabolip, ol duris emes bolshek
boladi. Bul bolshekte  x°+2x*+2x* -1 koépagzalini bélimi  x(x* +1)°

kopagzaliga bolip, onin putin bolegin ajiratamiz:
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x® +2x% +2x? —A‘ x> +2x3 +x

x® +2x* +x?

X
x? -1
Demek,

x° +2x% +2x% —1 x* -1
2 2 =Xt N2

X(x“ +1) X(x“ +1)

. Xt -1 . :
Endi ———— duris bolshekti apiway1bolshekke jayamiz:

x(x2+1)
x*-1 A Bx+C Dx+E
vz e v T2 to T 2
X(x“+1)° X x°+1 (x°+1)
x> —1=A(X* +1)? + (Bx+ C)x(x* +1) + (Dx + E)x =
=(A+B)x" +Cx* +(2A+B + D)x* + (C + E)x+ A.

Keyingi tenlikten
A=-1 B=1 C=0, D=2, E=0.

Demek,
x> -1 _looxo 2
x(x2+1)2 X X*+1 (x2+1)2
Natiyjede,
X6+2X4+2X2_1_X_l+ X, 2
x(x2 +1)° X x%+1 (x2+1)2
bolip,
6 4 2
jx+2x +2>2( 1:Ide_I%+I 2x dx +
x(x2+1) X 7xt+l
2 2 2
e L P R B B B
(x°+1) 2 27 x°+1 (x=+1)
2
=X i+ S In(x +1) -+ C
2 2 X +1
boladi.
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8.5. Trigonometriyahq funkciyalardiintegrallaw

Meyli R(u,v) eki 6zgeriwshinifi racional funkciyast bolsin.

[R(sin x,cosx) dx 1)

integraldi garaymiz. Bul integralda t = tgg almastirtwdi orinlaymiz. Onda

X 5 X
Sinx = v 51 COSX= v R
14192~ 1+t 1192~ 1+t
2 2
2dt
Xx=2arctgt, dx=
J 1+1t2
bolsa, onda
. 2t 1-t%) 1
R(sinx,cosx)dx=2|R , dt
JR( ) I (1+t2 1+t2J1+t2

boladi. Bunnan,

al & 1-t?) 1
1+t% 1+t% )1+t2
anlatpa t nin racional funkciyasi boladi.

. X .
Demek, (1) integraldiesaplaw t = tg > almastirtw menen racional

funkciyani integrallawga keledi.

1-musal. _|. integraldi esaplan.

1+sinx

. X
« Bulintegraldat=tg Ealmastlrlwdl orinlap tabamiz:

2dt
2
[ o = 1+t2t =2 dtzz— 2 __ 2X+c.>
Lsinx 7, : (L+1) 1+t Lotg X
1+t 2

Ayirim jagdaylarda t =cosX, t=sin X, t =tgx almastiriwlar qolay boladu.

Meyli R(u,v) racional funkciyaushin R(-u,Vv) = —-R(u,v) bolsm.Onda
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[R(sinx,cosx) dx = [ R, (sin* x,cos x) sin xdx =

| t=cosx
~ |dt = —sin xdx

=—[R,(1—t*,t)dlt

boladi. Meyli R(u,v) racional funkciyaushm R(u,—v) = —R(u,V)
bolsin. Onda
[R(sinx,cosx) dx = [ Ry (sinx,cos’ x) cos x dx =

t =si
:‘ TRy (1117 dt

dt = cos xdx

boladi. Meyli R(u,v) racional funkciyaushmn
R(-u,—v) = R(u,v)
bolsm. Onda

[R(sinx,cosx) dx = [ R, (tgx,cos” x) dx =

t=1gx 1 1
= = [Ry(t,——)——
dx = 12dt j 2 1+t2)1+t2
1+t

boladi.

2-musal. j sin® xcos” xdx integrald1 esaplan.

<« Integral astindagi funkciyaushm R(-u,Vv) =—-R(u,v) boladi. Soninushin
cosx =t delinse, onda —sinxdx = dt bolip, onda

th ot 1 1
[sin *xcos “xdx=(t* ~Dt‘dt="-—+C=-cos 'x--cos *x+C
7 5 7 5

boladi. »

8.6. Aymrim irracional funkciyalardi integrallaw

1. _[R(X, n| ax+(l;))dx korinisindegi integrallardiesaplaw.
CX+

136



Meyli R(u,v) eki 6zgeriwshinin racional funkciyasi bolip, a,b,c,d lar

haqiyqiy sanlar, ne N bolsin.

[R(xx )d ad —bc=0,

korinisindegi integrallardi qaraymiz. Bul integral o6zgeriwshini almastiriw

jardeminde racional funkciyanin integralina keledi:

ax+b _t X_b—t”d
Vex+d et -
IR( ax+b )d— + ct al_
dX:Mt”_ldt
(a—ct")?
n n-1
—IR dt | ~(ad —be)nt dt
a-— ct“ (a—ct")?
1-musal. f 1+—X %dx integraldi esaplan.
—-x 1-X

<«Bulintegraldat = ‘/Jl_+—x almastirwin orinlaymiz. Onda
—X

t? -1 gyt

X = , =
t? +1 (t? +1)2
bolip,
I 1+ X t2dt
1 X 1 x t2 +1

boladi. Bunnan,

2
| t dtl:t—arctgt+C.
+

[ XL _2/—— tg/—+c>
1-x 1- x

2. IR(X,\/ ax” +bx+c }ix korinisindegi integrallardi esaplaw. Integralda

Demek,

a,b,c-haqiyqry sanlar bolip, onda ax®+bx+c kvadrat ushagzaliga ten

korenlerge iye emes.
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Qaralip atirgan
[R(x,Vax? +bx +c)dx (1)

integral tomendegi Gsh almastiriw jardeminde racional funkciya integrallawga
keledi.

a) a>0 bolsn. (1) integralda bul

t=+ax+ax’ +bx+c  (yoki t=—ax++ax?+bx+c)

almasitiriwin ormlaymiz. Onda

ax? +bx +c =t% — 2+/a xt + ax?,

. t? —c dX_Z(\/at2+bt+C\/a)dt
2Jat+b (2/at +b)?
Jax® +bxrc o Jat? + bt +ca
2Jat+b

boladi. Natiyjede

[R(x,Vax? +bx+c)dx =

:IR( t> —c \/5t2+bt+c\/5]'2(\/5t2+bt+c\/5)dt
2

Jat+b ' 2Jat+b (2J/at +b)?
boladu.
2-misal. _[ dx

integraldi esaplan.
X+Vx2+x+1

« Integralda t = x + Vx* + x +1 almastiriwin ormlaymiz. Natiyjede

C1+2t 1+ 2t)?

2 2
X_t 1 dx—2t +t+1dt

bolsa, onda

dx 5 t2 +t+1

= ———dt
Ix+\/x2 +x+1 I (1+2t)%t

boladi. Eger

2t +t+) 2 3 3
tl+2t)2 t 1+2t (1+2t)2
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esapgaalsag, onda

[ S - S
X+1,X2+X+l t 1+2t (1+2t)2

YT R T I R
2 2(1+ 2t)

:2In‘x+\/x2 +x+1‘—§ln‘l+2x+2\/x2 +x+1‘+

3
+ +C
21+ 2% + 2V x% + x+1)
kelip shigadi.
b) ¢ >0 bolsin. Buljagdayda (1) integralda

t:%(x/ax2 +bx+c —+/c) yamasa tzxi(\/ax2 +bx+c+\/5)

almasitinwin orinlaymiz. Onda

_2ct-b dx—\/_ bt+\/6a

a—t? ' (a+1)?

2
/—ax +bx+c—\/Et _bt+ac

a—t?

bolip, (1) integral racional funkciyanin integralina keledi:

[R(x,vax? +bx+c)dx =
_IR{zﬁi—b JER-¢n+aJ§IJ?2 m+VFaJt

a—t° (a+t)?
v) ax®+bx+c kvadrat ishagzalim har quyh x, ham x, haqiyqiy

korenlerge iye bolsin:

ax® +bx+c=a(Xx—x)-(X—X,).

Vax? +bx+c almastiriwdi ormlaynuz.

Buljagdayda (1)integraldat =
X — X,

Natiyjede

—ax, + xt? a(x, — X
=—2 "1 \/ax2+bx+c=¥t

t°—a t°—a
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2a(x; — X))t

dx = dt
(t? —a)?
bolsa, onda
[R(x, vax® +bx+c)dx =
— 2 — J—
:jR ax22 + Xt | a(x21 XZ)t . 2a(;<1 Xé)t dt
t°—a t°—a (t°—a)
boladi.
3-musal. | = I X— VX +3x+2 dx integraldiesaplan
X+X2 +3x+2

<« Bunnan, x* +3x+2 = (x+1)-(x+2). Usmiitibarga alip berilgen

integralda t = L X% +3x+2 almastirtwin ormlaymiz. Bul jagdayda

X+1
X:2—t2, dx=—2t—dt
t* -1 (t* —1)°
bolsa, onda
Jx_mdxzj St S
x+\x2+3x+2  (t-2)-(t-1)-(t+D°
boladi. Endi
3 16 1w 5 1
-A° -4t 4 27 108, 18 , 3

t-2)-(t-1-(t+1)° Tto1 t-2 t+l t+1)?% (t+1)°

esapqaalip tabamiz,

|=j —2t* -4t g3 dt 16 dt
—2)-(t—1)-(t+1)3 4lt-1 277t-2
_Arpdt 5 -
108 t+1 18 (t+1) I(t+1) 4 ‘ ]
__| \t_z\_ﬂm\uu_i BN Y
108 18 t+1 6 (t+1)
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9-§. ANIIQ INTEGRAL
9.1. Aniq integraldin aniqlamalar

Meyli [a,b] = R segmentiberilgen bolsin. Bul segmenttin tomendegi
a=Xy <X <Xy <.Xpy <X, =D
gatnastabolgan
Xos Xgs XpseeXpgs X 1)
tochkalari kopligin alayiq. Bunnan, (1) koplik [a,b] segmentti
B, =[x0. %1, By =[x, X2 1oy By =X, %, ]
boleklerge ajiratamiz.
1-aniqlama.
a=Xy <X <Xy <.Xpy <X, =D
gatnastabolgan

Xg, X1s XpyeeXn 1, X,

tochkalar kopligi [a,b] segmenttiboleklew delinedi ham
P={Xo, X{» X5, X4, Xp }
koriniste belgilenedi.

Bunda har bir x, (k=0,1,2,..,n) tochka [a,b] segmenttin boliwshi
tochkast, [x.,%.4] (k=0,1,2,...,n—1) segment bolsa P boleklewdin aralif1
delinedi. 4, = max{Ax, }, Ax, =x,,—x shama P boéleklewdin diametri delinedi.

Jogarida Keltirilgen aniglama ham misallardan koérinip turganday, [a,b]

segmenttin tarli usillar menen galegen sandagi boleklewlerin diziw mtamkin. Bul
boleklewlerden ibaratkopligi  menen belgileymiz:
Darbu hdm integral gosindilar. f(X) funkciya [a,b] da aniglanganham

shegaralangan bolsin.
Meyli

P = {Xg, Xys Xp o0y X1, X,

141



[a,b] segmenttin baz1 bir boleklewi bolsm. Bul jagdayda boleklewdin har bir
[X, %] (k=0,1,2,...,n—1) araliginda

m, =inf{f(X);, Xe[Xx, X ,

k { ( )} € [X¢ Xyi1] (k=0,1,2, ..., n—1)

M, =sup{f (X)}, Xxe[X X.]

paydabolip
inf {f(x)}<m, <M, <sup{f(x)} (2)

xela,b] xe[a,b]

boladu.
n-1
2-aniqlama. s= ) m, - Ax, qosmdi f(x) funkciyani [a,b] segmenttin P
k=0

boleklewge salistirganda Darbunnin tomengi qosindisi delinedi.

Bull s=s(f;P) qosindi f(x) funkciyaga ham [a,b] nin P boéleklewine

baylanisli bolad1
n-1
3-aniglama. S = ) M, - Ax, qosmd1 f(x) funkciyanin [a,b] segmentinin
k=0

P boleklewine salistirganda Darbudin joqari qosindisi delinedi.

Bul qosindi f(x) funkciyaga ham [a,b] nin P boéleklewine baylanish

bolad1
S=S(f;P) .

Endiharbir k e {0,1,2, .., n —1} din manisinde [X,, X, ,,] segmentte qalegen
&, tochkanibelgileymiz: & €[x,,x.,] (k=0,1,2,...,n-1). Natiyjede [a,b] nin

P boleklewine salistirganda

{6o: G180}
tochkalar kopligi paydaboladi. Bul tochkalardag: f (x) funkciyanin
f(&) (k=0,1,2,...,n-1)

manislerijardeminde
n-1
2. F(&) - Ax,
k=0

gosindisin duzemiz.

142



4-amiqlama. Tomendegi

n-1
o= T(&) Ax
k=0

qosind1 f(x) funkciyanin [a,b] segmentinin P boleklewine salistirgandaintegral
gosindisi delinedi.

Integral qosindi, f(x) funkciyaga, P boleklewgehamhar bir [x,,x,,,] da
alingan & tochkalarga baylanisliboladu:

o=0o(f;P;&).
Bunnan, &, €[X, , X,;] ushm m, < f(& )< M, bolip, tomendegi
s(f;P)<o(f;P;&,)<S(f;P) (3)

tensizlikler orinlanadi.

Meyli f(x) funkciya [a,b] da berilgen ham shegaralangan bolsin. Onda
[a,b] arahqtin  har qanday P  boleklewi ham har ganday
& (Eelx %], k=0,1,2,..,n-1) lerdejoqaridag (2) ham (3) qgatnaslar

ormlibolip,
(b —a)-[inI]{f X)}<s(f;P) <o (f;P;&,)<
a,
<S(f;P)<(b—a)-sup{f(x)} *)
[a.,b]
boladi.
Endi [a,b] segmenttin boleklewler kopligi {P} min har bir Pe

@
boleklewge sahs‘surganda f(x) funkciyanin Darbu qosindilar1 s(f,P) ham

S(f;P) ni1duzip ,bul
s(f;P)} . {S(f:P)}
kopliklerdi qaraymiz. Bul koplikler (4) gatnasqga karap shegaralangan boladi.
5-amiqlama. {s(f;P)} kopliktin aniq jogar1 shegaras1 f(x) funkciyanin

[a,b] araligtagi tomengi integrali delinedi ham

f (x)dx

QD | ——— T
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korinisinde belgilenedi.

Demek,

T f (x)dx = sup{s(f;P)}.

a

6-amiqlama. {S(f;P)} kopliktifi aniq tomengi shegarasi f (x) funkciyanif

[a,b] araligtagijoqar integralidelinedi ham

f (x)dx

D ———y| T

korinisinde belgilenedi.

Demek,

DV =y | T

f (9dx =inf {S(f;P)}

7-anmiqlama. Eger f(X) funkciyanin tdmengi ham joqar1 integrallar: bir-

birine ten
b b
[ F0x)dx = [ f(x)dx

bolsa, onda f(x) funkciya [a,b] araliq boymsha integrallaniwsh1 (Riman

manisinde integrallaniwshi) delinedi.

Bunda tomengi ham joqari integrallardin uliwma manisi f (x) funkciyanin

[a,b] araliqg boymshaaniq integrali (Riman integrali) delinedi ham
b
[ f(x)dx
a

korinisnde belgilenedi.

Demek,

b
T f(x)dx = T f(x)dx = [ f (x)dx.

a

a saniintegraldin tdmengi shegarasi, b sami bolsa integraldin joqari
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shegarasi, [a,b] segment integrallaw araligi delinedi.

Eskertiw. Joqarida Keltirilgen f(x) funkciyanin integrali aniqlamasina

muwapiq integral
b
[ £ (x)dx
a

turaglt sandi anlatadi. Bul integral astinda o6zgeriwshinin ganday jaziliwina

baylanisli bolmaydi:

b b
[ f()dx=[ @)t .

Integral gosindinin limiti. Meyli f (x) funkciya [a,b] segmentte berilgen

bolip, olusisegmentte shegaralanganbolsin.

[a,b] segmentti bazi bir
P ={Xg, Xgs Xg o0 X, 1, X1 }
boleklewin alayiq.

Bizge belgili, f(x) funkciyanmn bul bdleklewine salistirganda integral

qgosindisi
n-1
a(fiP;&) =2 (&) A%
k=0

boladi.

8-amiqlama. Eger A, -0 da f(x) funkciyanin integral qosindisi
o(f;P;&.) shekli J limitke iye bolsa, onda f(x) funkciya [a,b] segmentte
integrallaniwsh1 (Riman manisinde integrallaniwshi) delinedi, J sanma f(x)

funkciyanin [a,b] segment boyinsha aniq integrali delinedi. Oni
b
[ (x)dx
a

korinisinde belgileymiz.

Demek,

b n—1
{f(x)dx:lliirgéf(gk)-Axk
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Solay etip, f(x) funkciyanin aniq integrali eki tarli aniglanadi. Bul

aniqlamalar ekvivalent aniglamalar bolad.

Adette, [a,b] segment boymsha integrallaniwsh1 funkciyalar kopligi
R([a,b]) korinisnde belgilenedi:
f(x) e R([a,b]) & f(x) funkciya [a,b] daintegrallaniwshi boladi.

9.2. Aniq integraldmn bar boliwi1 ham integrallaniwshi funkciyalar klassi

Meyli [a,b] segmentte berilgen hdm shegaralangan f (x) funkciyanin aniq
integralinin bar boliw maselesin qaraymiz.

1-teorema. f(x) funkciya [a,b] daintegrallaniwshi boliwshi ushin Ve >0
san almganda ham [a,b] segmentinin sonday P boleklewi tabilip, ogan
salistirganda

S(f;P)—s(f;P)<e¢

tensizliknin orinlaniwi zarurli ham jetkilikli.

« Zarurligi. Meyli f(x) e R([a,b]) bolsin. Aniglamaga tiykarlanip

b

f(x)dx = [ f (x)dx =T f (x)dx

V| —y T

boladi.

Qalegen on ¢ sandi alayiq. Onda tomengi ham joqar: integrallardin

aniglamalarina muwapiq

P, € {P} : f(x)dx—s(f;P1)<g :

Q| ey, T

b
. oy £
P, e{P} : S(f;P) if(x)dx<2

boladi. Endi [a,b] segmentinin P, ham P, boleklewlerdin barliq boliwshi

tochkalarinan [a,b] nin P béleklewlerin paydaetemiz.
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Bunnan, P, cP,P,cP boladi. Darbu qosmdilarmm 1) hidm 2)

qasiyetlerinen paydalanip P bdleklew ushin
b
| f(X)dX—§<S(f;Pl)SS(f;P)SS(f;P)SS(f;P2)<
a

b
T &
<£ f(x)dx+§.
Keyingi gatnaslardan
S(f;P)-s(f;P)<e¢
kelip shigadi.
Jetkilikligi. Meyli
Ve>0,3Pe{P}: S(f;P)-s(f;P)<e

bolsm. Ondajoqarida keltirilgen natiyjege muwapiq

F o)k <[” F (x)dlx

Q| ———y T

bolip,
s(f;P) s? f (x)dx sf:f(x)dxs S(f;P)
boladi. Bul tensizliklerden
Osf:f(x)dx—Tf(x)dsz(f;P)—s(f;P)
a

kelip shigadi.

Demek,
b b
Ve>0: 0<[ f(x)dx—[ f(x)dx<e
a a

Keyingi tensizlikten

FOdx = [ f (x)ax.

Q| ey T

Demek, f(x) e R([a,b]) »
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Integrallamwshi funkciyalar klassi. Meyli f (x) fukciya [a,b] arahqta

aniglangan bolsin.
2-teorema. Eger f(x) funkciya [a,b] da uzliksiz bolsa, onda [a,b] da

integrallaniwshi boladi.
3-teorema. Eger f(x) fukciya [a,b] segmentti shegaralangan ham

monoton bolsa, ondausi segmentte integrallaniwshi boladi.
<« Meyli f(x) fukciya [a,b] segmentte 6siwshibolip, f(a) < f(b) bolsin.

Ve >0 sandialip,ogan muwapiq 6 >0 n1

&

0=——""—"—
f(b)-T(a)
deymiz. Bul jagdayda [a,b] segmentinin diametri 1, <6 bolganqalegen P

boleklew ushin

n-1

S(f;P)—S(f;P):EO(Mk _mk)'AXk ::él)[f(xku)— f(xk)]'AXk <

n-1 &
<p Eo[f (Xki1) = f(xk)]:/IP '[f(b)— f(a)]<m'[f (b) - f(a)]:g

boladi. Demek, f(x) € R([a,b]). »
4-teorema. Eger f(x) fukciya [a,b] segmentte shegaralangan ham usi

segmenttin Shekli sandagi tochkalarinda tziliske iye bolip, qalgan barliq
tochkalardauzliksiz bolsa, funkciya [a,b] da integrallaniwshi boladi.

9.3. Integraldin qasiyetleri ham onmiesaplaw

1-qasiyet.  Eger f(x)eR([a,b]) ham CeR Dbolsa, onda
(C- f(x)) € R([a,b]) bolip,
b b
[C- f(x)dx=C[ f(x)dx

boladi.
2-qasiyeti. Eger
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f(x) e R([a,b]), g(x) € R([a,b])
bolsa, onda
(f(x)+9(x)) € R([a,b])

bolip,
b b

b
[(F(x)+g()dx =[ f (x)dx+ [ g(x)dx
boladi (additivlik gasiyeti)
3-qasiyet. Eger
f(x) e R([a,c]), T(x) € R([¢,b])

bolsa, onda
f (x) e R([a,b])
bolip,
b c b
[ £(0dx =] f ()dx+ [ g(x)dx
bolada.

4-qasiyet. Eger f(x)eR([a,b]), g(x)eR(a,b]) bolsa, onda
f(x)-g(x) € R([a,b]) bolad:.

Meyli f(x) ham g(x) funkciyalar [a,b] da qalegen integrallaniwshi
funkciyalar bolsin.

Natiyje. Eger f(x) € R([a,b]) bolsa,onda [f (x)]" € R([a,b]) boladi,
bundaneN.

Integraldwn tensizlikler menen baylanisii gasiyetleri.
5-qasiyet. Eger f(x) € R([a,b]) bolip, ¥x €[a,b] da f(x) >0 bolsa, onda

Tf(x)dxzo

boladu.
1-natiyje. Eger f(x) e R([a,b]), g(x) € R([a,b]) bolip, Vxe[a,b] da
f(x)<g(x) bolsa,onda
149



T f (x)dx s?g(x)dx

bolada.
2-natiyje. Eger f(x) € R([a,b]), g(x) € R([a,b]) bolsa, onda
b b b
[ F()g(x)dx| < \/J' f 2(x)dx-\/jgz(x)dx 2)
bolada.

(2) tensizlik Koshi-Bunyakovskiy tensizligi delinedi.
6-qasiyet. Eger f(x) e R([a,b]) bwlsa, |f(x)| € R([a,b]) bolip,

b
[ f(x)dx

s?\f(x)\dx

bolada.
Orta manis hagqindagiteoremalar. Meyli f (x) funkciya [a,b] daberilgen ham

shegaralangan bolsin.

1-teorema. Eger f(x)eR([a,b]) bolsa, onda sonday turaqli

u(m< u<M) sanboladi,

Tf(x)dx:y-(b—a)

boladi.

<« Bunnan,

b b b
m< f(x) <M = [mdx < [ f(x)dx < [Mdx=

:m(b—a)s?f(x)dst(b—a).

Keyingi tensizliklerden

kelip shigadi. Eger
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?f(x)dx
ﬂ:a

b-a

bolsa, onnan
T f(x)dx=pu-(b—a).»
3-natiyje. Eger f(x) e C[a,b] bolsa, ondasonday 6 [a,b] tabilganda,
T f(x)dx=f(6)-(b—a)

bolad.
2-teorema. Eger f(x) e R([a,b]), g(x) € R([a,b]) bolip, [a,b] da g(x)

funkciya 6z belgisin 6zgertpese, onda ol sonday turaqli g#(m< gz < M) san bar

bolip,

b b
J £ ()g(x)dx = pf g(x)dx 3)

bolada.
<4 Meyli Vx e[a,b] da g(x) >0 bolsin. Bunnan,

m< f(x) <M = mg(x) < f(x)- g(x)< Mg(x)

boladi. Bul gatnastan ham aniq integral qasiyetlerinen paydalanip,

b b b
m{ g(x)dx < [ f ()g(x)dx < M [ g(x)dx.
b
a) _[g(x)dx =0 bolsin. Buljagdayda

b
I f(x)g(x)dx=0
a

bolip, galegen u(Mm< £ <M) da (3) ormlibolada.

b
b) '|.g(x)dx>0 bolsin. Buljagdayda
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b
[ f(x)g(x)dx

m< =— <M

[g(x)dx

a
bolip,

b

[ f()g()dx

M=
[a(dx

bolsa, onda

b b
J £ (99()dx = ] g (x)0x

kelip shigadi. >
4-natiyje. Eger f(x) e C[a,b] bolip, g(x) e R([a,b]) ham g(x) funkciya

[a,b] da oz belgisin 6zgertpese, ondasonday @ <[a,b] tabilsa,

b b
J 1(09(x)dx = £ (8)] g(x)ox

boladi.
Aniq integrallardiesaplaw.
1. Anmiq integrallardi aniglamasima muwapiq esaplaw.
Meyli f(x) € R([a,b]) bolsin. Onda integral aniglamasina muwapiq

n-1 b
tim 5 s, = 090

bolad.
2. N’yuton-Leybnic formulasi. Meyli f(x) funkciya [a,b] segmentte

berilgen ham usisegmentte Gizliksizbolsin. Buljagdayda f (x) daslepkifunkciya

F(x) :f f (t)dt

iye boladi. Bunnan, ®(x) funkciya f(x) nin galegen daslepki funkciyasi bolsa,

onda
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D(x)=F(x)+C (C =const)
boladi. Bul tenlikte, daslep x =a dep

D(a)=C,
son XxX=D0
b
@(b) = [ f (x)dx+C.
Demek,

T f (x)dx = D(b) — D(a). (1)

(1) formula N’ yuton-Leybnic formulasi delinedi.
. b
Adette, @(b)—-®(a) ayirma @(x)| korinisnde jaziladi. Demek,

a

? f(X)dx = D(X)| = D(b) - D(a).

b
a

Maselen,

b

21 b
[Zdx=Inx =Inb—Ina=In=. (a>0,b>0)
> X a

a

3. Ozgeriwshilerdi almastimw formulasi. Meyli  f(x) € C[a,b] bolsin.

Bunda

b
[ £ (x)dx

integral bar bolad:.
Bunnan funkciya [a,b] da daslepki @(x) funkciyagaiyebolip,

T f (x)dx = @(b) — D(a)

boladi. Meyli aniq integralda x o6zgeriwshi X = ¢(t) formula menen almastirip
bolip, ¢(t) funkciya tomendegi shartlerdi qanaatlandirsin:
1) ¢(t) € Cla, f] bolip, ¢(t) funkciyamn barliq manisleri [a,b] gatiyisli;
2) p(a)=a, ¢(p)=b;
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3) o(t) funkciya [«, B] datzliksiz ¢'(t) tuwindiga iye bolsin.
Onda

b B
[ £09dx = [ f(p(1)- @' (t)dt )
a a
boladi.
1
2-musal. Hl— x%dx integraldi esaplan.
0

<« Berilgen integralda x =sint almastirtwdi orinlaymiz. Onda

[N

] ) 2
j\/l— x2dx = j\/l—sin2 t costdt = jcos2 tdt =
0 0 0

2
cos2tydt = (St + Ssin2t) =7
2 4 o 4

O — N[N

1
=+
(2

N |~

boladi. >
4. Boleklep integrallaw formulasi. Meyli u(x) ham v(x) funkciyalardinhar

biri [a,b] segmentte uzliksiz u’ (x) ham v/ (x) tuwindilarga iyebolsm. Bunda

b b
Juav(x) = (u(x) - v(x)) : — Jv(x)du(x) ()

boladi.

2
3-musal. [xInxdx integraldiesaplan.
1

2

<« Bul intervalda u(x)=Inx,dv(x)=x dep du(x)zidx,v(x):% iye

bolamiz. Onda (5) formulaga muwapiq:

2 2 2 2 2 2
jxlnxdx:(x—lnx) jX—-de:ZInZ—Efxdx:Zan—§ boladi. »
1 2 X 27 4

1 1
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9.4. Integraldi juwiq esaplaw formulalar

Adette, aniq integrallar N’ yuton-Leybnic formulasi jardeminde esaplanadi.
Bul formula daslepki funkciyaga tiykarlanadi. Biraq daslepki funkciyani tabiw
maselesi ansat sheshilmeydi. Eger integral astindagi funkciya quramali bolsa, onda
tiyisli aniq integraldi juwiq esaplawga tuwrn keledi.

1. Tuwn toértmuyeshlikler formulasi. Meyli f(x) funkciya [a,b]

segmentte berilgen ham uzliksizbolsin. Demek, f(x) € R([a,b]).

b
Maselen I f (x)dx integraldijuwiq esaplawdan ibarat.

a

[a,b] araliqti @ = Xy, %;,Xy,..., X, 1, X, =b tochkalar (x, <x <X, <..<X,)
jardeminde n daten bolekke bolip, harbir [x,, x,,;] (k=012,...,n—1) boyinsha

integraldi tomendegishe

Xk +1

« X, b—a
| FOOdxx f () (6 —x) =2 S f(x )
2 n k+=
Xk 2
juwiq esaplaymiz, bunda
xk:a+kB X l:M:a+(k+1)m, Xy 11 xk:B (k=012,..,n-1)
n ke 2 2

Aniq integral gasiyetinen paydalanip tabamiz:

jf(x)dx jf(x)dx+jf(x)dx+ +XTlf (X)dX +...

Xo X Xk

...+Xff(x)dXzb_—af(xl)+b_a F(x 1) —f(x )t
n 5 n n 2

Xp-1 2

AR )t R () = PR () +

n "2 2 2
+ f(x1 1) Fet f(xk D+ + T )]

Natiyjede
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b
[ £ (x)dx

integraldi juwiq esap law ushin tomendegi

n-1

85 f(x ,) (1)

k+=
k=l 2

b
[ f(x)dx = b

formulaga kelemiz.
(1) formula duris tortmuyeshlikler formulasi delinedi.
Endi (1) juwiq formulanin gateligin aniglaymiz.
(1) formulanin gateligin
b B
b-ad
R, = [ fO)dx———=3 f(x ;) (2)
a n k=0 K+
boladi.
Meyli f(x) funkciya [a,b] segmentteuzliksiz f"'(x) tuwindiga iye bolsin.

R, ditomendegishe jazip alamiz:

zj (x)dx—Tnff(x )= kz(l)kflf(x)dx_
-5 T o= E 1000 106, 1ox
k=0 x, k=0 5

Teylor formulasinanp aydalamp tomendegini tabamiz:

9= 10 5)- f“%;"“‘ﬂg’*% ()0 1)’

(bunda &, san x ham X 1 sanlar arasinda). Natiyjede
L

n—1Xk+1 ’ 1.,
=2 [ (P00 ) (=X 1)+ (&) (x=x 1)) =
k=0 +— +— +—
X 2 2 2
X +1 Xk+1

ALY 1) Jlcex, 1)dx+ 116 (x,5)7)ox

Xg4+1
bolad1. Bunnan, j(x X de 0.
k+=

Xk 2
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n—1%Xk+1
Demek, R, ==Y kj f"(e;k)-[x—xk 1}dx.

2 k=0 x, 2

Orta manis haqqindagi teoremaga tiykarlanip

Xk+1 Xk+1

JEUED-(x=x )Pde= (&) J(x=x ,)°dx=
Xk 2 Xk 2

— 2 * - 3 * *
:%f”(ﬁk): (blz:g’) f”(fk) (ka E[Xk'xkﬂ])

bolad1. Solay etip, R, ushin bul

1d(b-a)’ (b-a)® 1%

Rn — f 7] — = f 1y e*
2 12n’ (5i) 24n% N kzz;) ()
anlatpasina kelemiz.
Bunnan,
10t FE)H(E) + .+ T
_Zf (ék): (50) (é:l) (é 1)
N k-0 n

mugdar (&, €[a,b], k=012,..,n-1) f"(x) niA [a,b] araligtag: en kishi m"

hamen ulken M" manisler arasinda,
1 n-1 .
144 144
m” < E Z f(&) <M
k=0

bolad1. Shartke muwapiq f"'(x) funkciya [a,b] datzliksiz. Uzliksiz funkciyanin

qasiytine muwapiq (a,b) dasonday ¢ tochkatabilsa,

" 1n_1 1y e*
fr()==2>1"()
N k=0
boladi. Natiyjede R, ushimtomendegi
(b_a')3 r
R, = f
" T oan? ()
tenlikke kelemiz.
Demek,
; b-aid (b-a)°®
f(xX)dx=——=)» f(x +—f"
[0 ==E 3 flx )+ 110
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bolad1. Solay etip, [a,b] araligtaekinshi tartipli uzliksiz qasiyetke iye bolgan f (x)

b

ﬁmkciyamﬁf f (x)dxintegralin (1) duris tortmuyeshlikler formulasi jardeminde

a
juwiq esaplansa, bul juwiq esaplaw qateligi tomendegi

(b-a)®
24n2

R —

n

f7(¢)  (fe(ab)

formula menen anlatilada..

2. Trapeciyalar formulasi. f(x) funkciyanin
b
[ £ (x)dx
a

integralin juwiq esaplaw ushim, [a,b] segmentin
A= Xgy Xy X9 yeens Xpgs Xy =D
tochkalar  jardeminde n ten bodlekke bolinedi. Son  har

[X(: X1] (k=012,...,n—1) boymshaintegraldi tomendegishe

(er=%)  (k=012,.,n-1)

juwiq esaplanadi. Natiyjede tomendegi

j)’ f (x)dx = Xff(x)dx+ Xf f()dx+...+ Xff(x)dx =

SO0 () SO 000y
N f(X,4)+ f(X“)(xn _Xn_l):b—a[ f(x)+ f(x,) N
2 2 2

+ F (%) + F )+t T (Xpy) ]

formulaga kelemiz. Demek,

Tf(x)dXzb_a[f(X0)+ f(Xn)+
. n 2

+ F(x)+ (X)) +...+ (X, 4)].

(3) formula trapeciyalar formulasi delinedi.
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Bul juwiq formulamn qateligigi R', f (x) funkciya [a,b] da uzliksiz f"(x)

tuwindiga iye bolip ,

,__b-a)° ., _
Ry == 1) (¢ (ab))
boladi. Demek,

] b—a.f f
if(x)dx: na[ (Xo); ) | £ (x,)+

(b-a)® .,
+ f (X)) +...+ (X, 4)]- f :
(X2) (X1 on? (&)
3. Simpson formulasi. Buljagdayda f(x) funkciyanin
b
[ £ (x)dx
a

integraldi juwiq esaplaw ushin [a,b] segmentti a=X,, X;,..., Xoxs Xopi1s

Xoprgr e Xor_as X1, Xon = b tochkalar jardeminde 2N ge ten bolekke bolip, har bir

[Xon s %or2]  (kK=012,...,n—1) boyimnshaintegraldi tomendegishe

T (g~ Y22 X 4f f -
I (X)dx ~ 5 (o) + 4 F (X)) + T (Xpei2) ] =
X2k

=2 R0 () +41 (a0 )+ 1 O)] (=01 D)

juwiq esaplanadi. Nétiyjede

j f(x)dx = j f (x)dx + j f(X)dX+...+ Xj"f(x)dx~

~b_

(X)) 4ot (F (Ko 5) + 41 (Xon 1) + F (X ))] =
=%—a[(f(xo)+ £ (Xan )+ 4(F (%) + F (Xe) + ..
ot £ (o)) 4 20F (%) + £ (%) ot F (Xom o))

payda boladi. Demek,
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T f(x)dx z%[f(xon f(Xpn ) +4(F (%) + T (Xg) +...

et FOG))F2(FOG) + F (X)) +.. 4+ T 06 )] “4)
(4) formula Simpson formulas1 delinedi.
Bul juwiq formulanin gételigi R”, f(x) funkciya [a,b] datzliksiz f ™ (x)

tuwindiga iye boliw shartinde,

u__(b—a)5 (iv) c
Ry = —2880n4f (&) (¢ e(ab))

boladi. Demek,

T f (x)dx :%[f(xoh f Xy ) +A(F (X)) + T (Xg) 4ot F(Xopy)) +
+2(F(%,) + f (%) +..+ F(X ))]—Mf“v)(g’).
? ) =271 28gon*

1
Misal. j e dx integral duris tortmutyeshlikler, trapeciyalar ham Simpson
0

formulalari jardeminde juwiq esaplan.

<« [0,1] segmentti 5 ta ten bolekke bélemiz. Bunda boliniw tochkalari
Xo =0, x,=02, x, =04, x;=0,6, x, =08, Xx; =10

bolip, bultochkalarda f (x) = e funkciyanin manisleri tomendegishe boladi:

f (x,) = 1,00000,
f (x,) =0,96079,
f(x,) =0,85214,

f (x,) =0,69768,
f(x,) =0,52729,
f (x,) = 0,36788.
Har bir bolektin ortasin anlatiwshi tochkalar
X, =01, X3=03, X3;=05, Xx; =07, X4 =09

2 2 2 2

bolip, bul tochkalardag: funkciyanin manisleri tomendegishe boladi:
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f(x,;)=099005 |
f (xz) =0,91393
f (xz) =0,77680
f (xj) =0,61263 |
f (x:) = 0,44486

5

a) Durnis tortmuyeshlikler formulasi boyinsha

1
[e™ dx~ % (0,99005 + 0,91393 + 0,77680 +
0

+0,61263 + 0,44486) = % -3,74027 = 0,74805

bolip,
Rls— =1 <0003
12-25 300
bolad:.
b) Trapeciyalar formulasi boymsha
1
e dx~ 1 L00000+0.36788 4 96079+ 0,85214-+
3 5 2
+0,69768 + 0,52729) = % (0,68394 + 3,03790) =
1
= 3,72184 ~0,74437
bolip,
Ri<-~ =L <0006
6-25 150
bolad.

V) Simpson formulasi boymnsha
1
je‘xz dx ~ 3—10 [(1,00000 + 0,36788) + 4(0,99005 +
0
+0,91393+ 0,77680+ 0,61263 + 0,44486) + 2(0,96079 +
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+0,85214 + 0,69768 + 0,52729)] = % (136788 + 4 -3,74027) +

+2-3,03790) = % (1,36788 + 6,07580 +14,96108) ~ 0,74682

bolip,

< L4 =0,7-107
2880-5

17
n

boladi.

9.5. Aniq integraldin geometriyaga, fizikaga ham mexanikaga

qollanihiwlar:

lymek sizigli trapeciyanin maydanin esaplaw.
Meyli f(x) € C[a,b] bolip, ¥x €[a,b] da f(x) >0 bolsm.
Jogarnida f(x) funkciyagrafigi, gaptal tareplerden x =a, x =b vertikal siziqlar

ham tomennen abcissa kosheri menen shegaralangan Q figurani qarayiq. (10-

S1zilma)

10- sizilma

Adette, bul figura iymek s1ziqli trapeciyadelinedi. [a,b] segmentti qalegen
P={Xg, X, Xp,..,. Xo} (@=X%y <X <X, <...<X, =Db)
boleklewdi alamiz. Bulbéleklewdin har bir [x,, X, ;] araliginda

inf{f(xX)}=m,, sup{f(xX)}=M, (k=012,..,n-1)

payda boladu.
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Endi tiykar1 AX, = X,,; — X, biyikligi m, bolgan (k =012,...,n—-1) duris
tortmuyeshliklerdin birikpelerin paydatapgan duris kopmuyeshlikti A deyik.
Sonday-aq, tiykart Ax, = X,,; — X, biyikligi M, bolgan (k =012,...,n—-1)
duris tortmuyeshliklerdin birikpelerinen paydabolgan duris kopmuyeshlikti B dep
alayiq. Bunnan,
AcQ, QcB

bolip, olardin maydanlar
n-1 n—-1
“(A) =2 m -Ax, u(B)=2 M, -Ax,
k=0 k=0

boladi. Bul qosindilard: f(x) funkciyanin [a,b] segmentinin P béleklewine

salistirganda Darbudin tdmeni ham jogar1 qosindilari ekenligin aniqlaw qiymn

emes.:
u(A)=s(f;P) ,  u(B)=S(f;P).

f (x) e C[a,b] bolgant ushin f(x) funkciya [a,b] da integrallaniwsh1 boladi.
Onda integrallaniwshiliq kriteriysina muwapiq, Ve >0 alinganda ham [a,b]
segmenttin sonday P boleklewi tabilganda,

S(f;P)-s(f;P)<e¢
boladi. Sebebi, bul
H#(B)—u(A) <e

tensizlik orinlanadi. Bul bolsa, onda 1-teoremaga saykes, qaralip atirgan iyrek

siziqli trapeciyanin maydanina iye boliwin bildiredi. Onda aniqlamaga saykes

sup{u(A)} = inf{ 1.(B)}
boladi. Us1 waqitta,

sup{u(A)} =

D Sy

f(x)dx, inf{u(B)}= T f (x)dx

bolganligi sebepli Q iymek sizigh trapeciyanin maydam

b
#(Q) = [ (x)dx (1)
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ga ten boladi.
1-musal. Tegislikte

2 2

X
S+l =1
a~ b

ellips penen shegaralangan Q figuranin maydanin tabin.

«Ellips penen shegaralangan Q figuranin maydani OX ham OY

2
f(x)=b- 4/1—— 0<x<a

siziqlar menen shegaralangan iymek siziqli trapeciya maydaninin 1/4 ne ten boladu.
(11-s1z1lma).

koordinata kdsherleri ham

|

-
g

11-s1z1lma

Onda (1) formuladan paydalanip tomendegini tabamiz

y(Q):4Tb‘/1—a—dx_—j\/a —x%dx =
0

Xx=asint ,
_ o<t<Z|=
2
dx =acostdt
2
_4b o a j cos?tdt = 4ab- = = abrz. B
a 5 4

lymek sizigh sektorditi maydanin esaplaw. Meyli AB iymek siziq polyar

koordinatalar sistemasinda bul
p=p@) , a<0<p (xeR,feR)

tenleme menen berilgen bolsin. Bunda
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p@)eCla,pl, VOela,f] na p(0) 0.

Tegislikte AB iymek sizig ham OA ham OB radius-vektorlar menen

shegaralangan Q figurani qaraymiz. (12 -s1zilma).

12- s1zilma

[, B] segmentti galegen
P={6,,6,..0,y (¢=6,<6,<..<6,=p)
boleklewdialamiz. O tochkadanhar bir polyar mayeshi 6, gasaykes OA, radius-
vektor otkizemiz. Natiyjede OAB -iymek s1ziqli sektor
OAA , (k=012...n-1 ; Ay=A, A =B)
iymek s1ziql sektorlarga ajiraladi.
Bunnan, p = p(0) € Cle, S]

bolganhigiushin [6, ,6,,]da (k=012,..,n-1)
m, =inf{p(0)} , M, =sup{p(9)}
ler bar bolad:.

Endi har bir [6,,6, ;] segment ushin radius-vektorlar1 sdykes tarizde m,
ham M, bolgan dongelek sektorlardi paydaetemiz. Bunday dongelek sektorlar

maydanga iye bolip, olardin maydami saykes tarizde

%mE'AHk , %Mf’-A@k (A =6y,1 —6)
boladi. Radius-vektorlart m,  (k =0,12,...,n—1) bolganbarliq dongelek sektorlar
birikpesinen payda bolgan figuran1 Q, desek, onda Q, < Q bolip, onih maydani
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Q)= Fmé A6, ®)
k=0
boladu.
Sonin menen birge, radius-vektorlart M,  (k =0,12,...,n—1) bolganbarliq
dongelek sektorlar birikpesinen payda bolgan figuran1 Q, desek, onda Q = Q,

bolip, onin maydani

n-1
Q) =3 L ME 86, %)
k=0

boladi. (3) ham (4) qosimndilar % p?(0) funkciyanih Darbu qosindilari bolad:. Bul

, 1 i o .
jagdayda, 5 p? () funkciya [, B] datzliksizbolganiushin ol integrallanwshi

boladi. Demek, Ve >0 alinganda ham [«, ] segmenttin sonday P boleklewi
tabilganda,

SC PHO)P) -G p* 0P <
boladi. Sebebi, bul
Q) — Q) <e

tensizlik ormlanadi. Bul bolsa, onda2-teoremaga muwapiq, qaralip atirgan iymek

s1ziql1 sektordin maydanina iye boliwin bildiredi. Onda aniqlamasina muwapiq

SUp{/J(Ql)} =inf {/U(Qz )}

boladi. Hazirgi waqutta,

sup{u(Q,)} = [ p*(6)d6,

R [—

inf{:(Q,)} = [ p*(6)dO

R i

bolganisebepli Q iymek sizigl sektordin maydam

14,
1(Q) = EIP (0)do
ga ten bolada.
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Doganim uzinhgiham om esaplaw.

y=f(x) terileme menen berilgen iymek sizig uzinligin esaplaw. Meyli AB
iymek s1ziq

y="1f(x), as<x<b
tenleme menen berilgen bolsm. Bunda f(x) funkciya [a,b] segmentte uzliksiz
hamuzliksiz f'(x) tuwindiga iye. [a,b] segmenttinqalegen
P={Xy: X, X, } (@=X%, <X <..<X,=b)

béleklewin alip, ogan saykes AB dogaga sizilgan | smiq s1ziqt1 payda etemiz.

Bul siniq s1ziqtin perimetri

u(l)=§¢(xk+1 X2 AL Oe) — f(%)F

bolad1. Har bir [x,, %, .,] segmentte f (x) funkciyaga Lagranjteoremasinqollap

u(l) = nZ_lJ(xm—xk)2 + () Ky = %) =
nz_: 1+ £%(5) - (K = %) = f\/l“L f2(r) A%,

Bunda 7, €[x,,X,1]-

Bul tenliktegi qosindmin m funkciyanmn integral gosindisinan
parqisonda, integral qosindida &, €[x,, X,.;] tochka qalegen jagdaydajoqaridag:
qosindidida bolsa 7, tochka Lagranjteoremasinamuwapiqalingan tayin tochka

bolad1. Biraq 1+ f'?(x) funkciya integrallaniwshi bolganhg sebepli &, =7,

dep alintw1 mumkin. Natiyjede
n-1
() = 21+ £2 (&) - A%
k=0
bolip, onnan
n-1 b
lim 2(1) = lim > 1+ £"2(&) - Ax, = [y1+ £ (x)dx
Ap—0 Ap—0 k=0 3
kelip shigadi.

Demek, AB doganifi uzinlig
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;KAE):T 1+ f'2(x)dx (2)

boladi. Bul formula jardeminde doga uzinligi esaplanad.

Parametrlik koriniste berilgen iymek sizig uzinligin esaplaw.
Meyli, AB iymek s1ziq bul

X = (1),
{y=w(t) (ast=f)

tenlemeler Sistemas1 menen berilgen bolip, (1) shartlerdin orinlaniwi menen birge
o), (t) funkciyalari [, B] datzliksiz ¢'(t) ham y/'(t) tuwindilarga iye bolsm.
[, f] segmenttin qalegen
P={t,,t,,..t, } (a=t, <t <..<t, =p)
boleklewdi  alip, olarga  sdykes AB  doganin A=A (X, Vi)
X =o(t) , Y =o(t,)) tochkalarm bir-biri menen tuwri siziq kesilispesi

jardeminde birlestiriwden payda bolgan | siniq siziq perimetri

u(l) = EJ[w(tk+l> ~ ()T + v (o) —w ()P

ni garaymiz. Lagranj teoremasinan paydalamp tabamiz:

u(l) = :Z::\/(P’z(fk) (tey _tk)2 +'//'2(‘9k) (s _tk)2 =

n-1
:kZE)\/(p,Z(fk)""//’z(ek)'Atk (Atk :tk+1_tk)

Bunda
t €l bl G et tal

keyingi tenlikti tomendegishe jazip alamiz:

u(l) = :Zj)\/co’z(ék) Sy ) At +

+§w¢'2(rk)+w’2(ek)—J(/)'Z(ék)w'Z(fk)]-Atk *)

Bunda &, <[t,,t,,]. Cebebi \/go’z(t)+z,z/’2(t) eClea, ] bolsa,onda
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Jo'2(t) +y'2(t) € Rla, B]
bolip,

] n-1 p
im > o2 (E)+w?(E) Ay = [Jo PO+ ®dt  (3)

|
/lp—)O k=0 o

boladi. Qalegen a, b, ¢, d haqiyquy sanlarushinbul

‘Ja2+b2—Jc2+d2%4a—chﬂb—m

tensizlik orinli bolad:.

<« Haqiyqattan

(@2 —c?)+ (b -d?)|
Ja? +b? +\/c2+d2‘
la+c| b+d
: +b—d|- <
Ja? +b? +/c? +d? | ‘Ja2+b2+Vk2+d2
<la—c/+b—d| »

‘Ja2+b2—Jc?+d1: <la-¢-

Bul tensizlikten paydalanip

n-1
kZo” 02 (@) + 1 (0) — Vo' (E) +v A (E)IA | <
< gwco'm) P EIA + gww'(ek) CY(EAL <

n-1 n-1
<2 o (@) At+ ) o (p')- At
k=0 k=0

P't)eRla, 5. v'(t) eRle, fl
bolganligi sebepli

1im S 1o (5) + 17 (6,) -
pPYk=0

VoG +v (€0 1AL =0
boladi. (3) ham (4) qatnaslardiitibargaalip, 1, — 0 da (*) tenlikte limitke 6tsek,

(4)

onda AB doganin uzinligiushin
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B
#(AB) = [Jo'2(t) + "2 (t)dt )

kelip shigadi. Bul formula jardeminde doga uzinligi esaplanadi.
Aylanbabettin maydaniham onmiesaplaw.
Meyli f(x) e C[a,b] bolip, ol [a,b] segmentte uzliksiz f'(x) tuwindiga

iye bolsmn. Bul funkciya grafigi AB dogani Ox kosheri atirapinda aylandiriwdan
paydabolgan /7 aylanbabetinin maydanintabamiz.
< [a,b] segmenttin galegen P boleklewin alip, joqaridagiday
n-1

H1(K) = Zﬁl(z_é fx,) +2f () ‘\/(Xk+1 - Xk)2 +[f(Xeq) - f(xk)]2

qosimdini dizemiz. Lagranj teoremasina muwapiq
f (Xisa) = FO4) = £SO K —X) = F(E) - A%
boladi, bunda &, €[x,,X,,,]. Natiyjede

0025 1O 100) e,
boladi. Keyingi tenlikti tomendegishe jazip alamiz:
(k) =2 3 (G 17 (G, +n{§[(f (x) -
N+ (F (%)~ FENNLF T2 (E)A%, |

f'(x) e C[a,b] bolganhgisebepli f(x)y/1+ f'?(x) € R[a,b]
bolad1. Demek, 4, — 0 da

1)

2n§f(§k)w/1+ f2(&)AX, —>27r?f(x) 1+ f"?(x)dx (2)
k=0 a
Bunnan, y1+ f'?(x) eC[a,b].

Demek, bul funkciya [a,b] da 6zinin maksimum manisine iye boladi. Oni1

M deymiz:

M = max 1+ f'?(X) .

a<x<b
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f(x) funkciya [a,b] segmentte ten oOlshewli uzliksiz boladi. Onda Ve >0

£
alinéganda ham, ———— ga muwapiqg sonday o >0 san tabilsa, 1.<¢

bolganda

‘f(xk)_ (gk)‘ ‘f(xk+1) (fk)‘

W W

boladi. Solardi esapgaalip tomendegini tabamiz

{"Z[(f(xu FED)+(F (%) — TGN+ F2(5) - Axk}
< SIF0) = F || F (o) = FEINLF F2(E) A%, <

0

{ d zxk<g.

M(b-a) ' 2M(b a)

3||
Lo

=
I

A
<

Bunnan 4, — 0 dakelip shigadi. 2, — 0 da (1) tenlikte limitke otip,

(bunda (2) ham (3) qatnaslardi itibarga alip) aylanba betinin maydani ushin

ﬂ(ﬂ)=27r.t|lf(X) 1+ f2(x)dx . » (4)

Meyli AB iymek siziq jogar1 yarim tegislikte jaylasganbolip, ol usi

X = o(t)
{y=l//(t) (@=t=h)

parametrlik tenlemeler sistemasi menen Dberilgen bolsm. Bunda ¢(t), w(t)
funkciyalar1 [e, ] da 0zliksiz ham uzliksiz  ¢'(t),'(t) tuwindilarga iye. Bul
Iymek siziqt1 Ox kosheri atirapinda aylandiriwdan paydabolgan aylanba betinin

maydam

B
w(IT) = 2z [y OJo O +y'* () dt (5)

boladi.
2-misal. x* +(y —2)* =1 shenberdi Ox kosheriatirapinda aylandiriwdan

payda bolganaylanbabettin (tordin) maydanin tabin.
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<« Shenberdin tenlemesin tomendegishe
X =@(t) = cost
o) i (0<t<2x)
y=w(t)=2+sint
parametrlik koriniste jazamiz.

Izlenip atirganaylanbabettin maydani, (5) formulaga muwapiq

;4n)=2n7(2+ﬁnnJ«mﬁy2+(2+gn0@dt:

2r
=27 [(2+sint)dt =87z°
0

boladi.
Aniq integraldin mexanika ham fizikaga qollamwlar.
1. Inerciya momenti. Mexanikada materialliq tochka hareketi ahmiyetli

tasiniklerinin biri esaplanadi.

Adette, 6lshemi jeterli darejede kishi ham massaga iye bolgan dene

materialliq tochkadep qaraladi.

Meyli tegislikte m massagaiye bolgan A materialliq tochkaberilgen bolip,
bul tochkadan bazibir | kosherine shekem (yamasa O tochkaga shekem) bolgan
araliq r gatenbolsin.

Bul

J=mr?
mugdar A materialliq tochkanin | késherge (O tochkaga)salistirganda inerciya
momenti delinedi.

Maselen, A= A(X,Yy) materialliq tochkanin koordinata koésherlerine ham
koordinata basina salistirganda inerciya momentleri saykes tarizde
Jo=my?  J =mx? | Jy =myx®+y?
boladi. Tegislikte, har biri saykes tarizde my,m, ,m, ,.....m, 4

massaga iye bolgan materialliq tochkalar sistemasi

Ao AL Ay s A}

nin bazibir | késherine (O tochkaga) salistirganda inerciyamomenti bul
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J, =2 mr
0

>

7\_
Il

qosmndi menen amqlanadi, bunda r, — A tochkadan | késherge shekem (O
tochkaga) bolgan araliq (k =0,1,2,...,n-1).

Meyli y = f (x) iymek s1ziq doga AB boymshatigizhigr p =1 ga teh massa
tarqatilgan bolip, bunda f(x) funkciya [a,b] segmentte uzliksiz ham uzliksiz
f'(x) tuwindigaiye bolsim.

Bunnan, bul jagdayda massa doga uzinligina ten bolad:
b
m = [y1+ f'?(x) dx.
a

[a,b] segmenttin qalegen
P={Xy: XX} (@=X, <X <..<X,=Db)
béleklewin alamiz. Bul boleklew AB dogani
A=A, f(x)) kk=012..n-1)
tochkalarmenen n ta A A,; (A, = A, A,_, = B) bolekkeajiratadi. Bunda A, A, ,

bolektin massasi

Xk 11
m = [ yI+ %) dx (k=012..,n-1)

Xk

boladi. Ortamanis haqqmdagi teoremadan paydalamp tabamiz:

m, =1+ f2(&) - Ax,,

bunda, & €[X, %11, A%, =X, 4, — X, . Bizge belgili,
&, (&) (k=012,..,n-1)

materialliq tochkanin koordinata kosherlerine ham koordinata basma salistirganda

inerciya momentlerisaykestarizde

Ji, =My - f2(& )= fz(égk)'\/1+ f'2(&) - AX,,
Jy, =M & =& 1+ f'2(&) - AX,,
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Jo=m (EE+ F2(E)) = (& + fz(fk))‘\/“‘ f'2(&) - AX,
boladi. Ondabul

1S, T(50))s (& T(G1)ses (Gnas (S0 a))}

materialliq tochkalar sistemasinin inerciya momentleri saykes tarizde

J>(<n) = nz_lfz( k)‘\/1+ flz(égk) “AX
k=0
10 =S I 12 - ax,
k=0
n-1
I =kzo<éf + £2(E)) -1+ F2(&) - Axy,

tenlikler menen belgilenedi.
Agar P boleklewdin diametri A4, nol’ge talpmip barsa,ondahar bir AA .
doganin uzinligr ham nol’ ge talpmip, joqaridag
JMmam, g,

qosimndilardi limitin massaga iye bolgan AB iymek siziqtin saykes koordinata

basi1ham koordinatakosherlerine salistirganda inerciya momentlerin belgileydi dep

garaw mumkin.
Hézirgi waqutta,
b
: (n) — 2 12
J;LnOJX !f (x)W1+ f2(x)dx
(n) ¢ 2 2
: n) _ '
J:TOJV _ix 1+ f2(x)dx |
b
JimOJé”) = [(x* + £2())y1+ f2(x) dx
p—> a
boladi.

Demek, massaga iyebolgan AB iymek siziqtih koordinata késherlerine ham
koordinata basina salistirganda inerciya momentleri aniq integrallar jardeminde
tabiladu:

b
J, =] F2(xW1+ 2 dx ,
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b
|
J, :T(x2 + f2(X))/1+ f2(x)dx.

a

2. Ozgeriwshi kiishtin ormnlagan jumist. Bazi bir deneni Ox kosheriboylap,

us1 kosher jonelisinde bolgan F = F(x) kuash tasiri astinda a tochkadan b
tochkaga (a <b) oOtkiziw ushin orinlagan jumisti tabiw kerek bolsin.

Bunnan, denege tasir etiwshi kush turaqli, yamasa
F(x) = C —const
bolsa, ondadeneni a tochkadan b tochkaga 6tkiziw ushin orinlagan jumis
A=C-(b-a)
ga ten bolada.
Meyli denege tasir etiwshikush x ga (x e[a,b]) baylanisli bolip, ol [a,b]
da uzliksiz bolsn:
F =F(x) eC[a,b].
[a,b] segmenttin qalegen
P={Xy, X, X, (@=X, <X <...<X,=Dh)
boleklewdi alip, bul boleklewdin har bir
[Xi s Xisa] (k=012,..,n-1)
bolekshesinde qalegen &, &, €[X,X.1]; (k=012...,n—1) tochka alamiz.

Eger har bir [x,, X,,,] dadenege tasir etiwshikuashti turaqli ham ol F(&,)
ga ten delinse, ol jagdayda [x,,X,,;] araliqta ormlangan jumis (ksh tasirinde
deneni x, tochkadan x,,, tochkaga 6tkiziw ushin ormlagan jumais)

F (&) - (Xeir = %)

formula menen, [a,b] araliqta orinlangan jumis bolsa, onda

Ang(fk)‘(Xk+1_xk):§F(§k)'AXk (1)

formula menen belgilenedi.
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P boleklewdif diametri 1, nol’ge talpmnganda joqaridagi qosmdimin manisi
izlenip atirgan jumis mugdarin anigiraq belgileydi. Bul jagday A, —0 da (1)

qosmdinin shekli limitin ormlangan jumis deliniwi mumkinligin korsetedi.

Demek,

A= lim nz_lF(cfk)-Axk.

ﬂ.p —0 k=0

Bunnan, F(x) e C[a,b] eken,
n-1 b
lim > F(&)- A, = [ F(x)dx
Ap—0 k=0 3
boladi. Bunnan, 6zgeriwshi F(x) kushtin [a,b] dagiorinlagan jumisi
b
A= [F(x)dx 2)
a

formula menen belgilenedi.
Misal. Vintsimon prujinanin bir ushi bekkemlengen, ekinshi ushina bolsa

F = F(x) kash tasir etip, prujina qisilgan (13-sizilma)

NLQLQ

N

Flx)

N

13-s1z1lma
Eger prujinamin qisiliw1 ogan tasir etip atirgan F(X) kashke proporcional
bolsa, prujinani a birlikke qisiw ushin F(x) kushtin orinlagan jumisti tabin.
«4 Eger F(Xx) kush tasirinde prujinanin qisihiw mugdarm X arqali

belgilesek, onda
F(x) = kx
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boladi, bunda k -proporcionalliq koefficienti (qisiliw koefficienti). (2) formulaga

muwapiq ormlangan jumis

boladi. »
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10-§. R™ KENISLIK

10.1. R™ Kkenislik ham onin dhmiyetli képlikleri

R™ kenislik. Haqiyquy sanlarkopligi R jardeminde

R><R><---><R:{(Xl,x2 ..... Xn) X €R, X, €R,... X ER} ¢))
m ma

koplikti (R din dekart kobeymelerinen duzilgen koplikti) payda eteyik. (1)

X1y X peeey X

kopliktin  har bir elementi m haqiyqiy sanlardan ibarat bolgan

tartiplengen M lik

(X3 X550y X))
ibarat boladi. Oni1 (1) kopliktin nogati deb, bir harib penenbelgilenedi,
X =(Xgs X001 X))
Bunda *1:X2>+Xm sanlar X nogattiasaykes tarde birinshi, ekinshi, ..., M-
koordinatalar1 delinedi.
Eger X:(X1’X2""’Xm)’ Y=(Y1: Y2 Ym) nogatlar ushmn =Y

X2 = Y21 X = Ym polsa, onda * =Y delinedi.

Meyli X=X Xn) Y =(Y1, Y202 Ym) Jar (1) kopliktin qalegen eki
noqatibolsin. Bul

\/i(yk - )’

k=1

shama X ham Y nogatlar arasindagi araliq delinedi ham oni p(x, y) arqgali

belgilenedi

plcy)= 30— )
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Endi araliqtin gaseytlerin keltiremiz:

1) Har dayim P )20 pam P(X,Y)=0 = X=Y polad;

2) P (X’ y) araliq X ham Y larga salistirganda simmetriyali bolad,
p(x,y)=ply.x).
3) (1) kopliktin qalegen
x=(x1,x2,...,xm)’ Y=Y, Y2, Yin) Z =(z,2,,...,2,,)
nogatlariushin
p(x.2)< p(x, y)+ply.2)
tensizlik ormlibolad:.

Adette, (1) koplik R™ kenislik delinedi. Demek,

R™ ={(X, Xy, Xy ): X, €R, X, €R,..., X, €R}

Endi R™ kenisliktegi bazi bir képliklerdi keltiremiz.

Meyli bazi bir a=(aa,,...a,)eR" nogat ham I >0 san berilgen bolsmn.

Bul

B (2)= | (0 X X )€ R (0 — -t (1, 2 <1 |

qisqasha,

B,(a)={xeR™: p(x,a)<r}

koplik oray1 @ noqat,radiusi I bolganshar (M élshewli shar) delinedi.
D m .
B,(a)={xeR": p(xa)<r koplik R™ kenislikte tuyiq shar,
B%(a)={x<R™: p(x,a)=r|

koplik bolsa, onda R™ kenislikte sfera (M 61shewli sfera) delinedi.
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Bunnan Br(@)=B,(@)U B (a) pojaq,

0_ (40 O 0 m
R™ kenislikte noqatusi dégeregi. Bazi bir * —(lexz’--wxm)ER nogat
ham € >0 san berilgen bolsin.
1-amiqlama. Oray1 x° nogatta radiust € bolgan R"™ Kenislikte shar,
0
x* eR" nogattin sferaliq dogeregi delinedi ham US(X )arqah belgilenedi:

Ug(xo)z {x eR" :p(X,X0)< g}.
R™ kenislikte ashiq ham tuyiq koplikler. Meyli R™ kenislikte bazi bir G
koplik (G < Rm) berilgen bolip, x*€G bolsim.
XO G T . e g , U (XO) , .
Eger X" nogat & koplikketiyislibolgan ~'« dogerekke iye bolsa, onda

0
U.)=c) xe nogat G képliktif ishkinoqat: delinedi.

2-amiqlama. G kopliktin har bir noqat1 onin ishki noqati bolsa, ol ashig
koplik delinedi.

m .

1-misal. R" kenisliktegi B, (a)= {X eR™:p(x.a)< r} shardinashiq koplik
ekenin korsetin.
< VXO S Br (a)

0
nogattialamiz. Onda " ~ ,o(x ,a)

(o

shamaon boladi. On1 9 deymiz

S=r— p(xo , a) (22-s1z1lma).

22-s1zilma
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Endi X° nogattin
Ug(xo)z {x eR™ :p(x,x°)< 5}

dégeregin qaraymiz.Bunda Ys (Xo )C B, (a)

boladi. Haqiyqatan da,
VX eug(xo): p(X, x°)< )
bolip, araliqtin 3)-qaseytine muapiq

p(x,a)< p(x, x°)+ p(xo,a)<5+p(x°,a): r
boladi. Demek,
VX eug(xo): X e Br(xo)
Bunnan Uﬁ(xo)c B, (XO) kelip shigadu.

Demek, B, (a) kopliktin har bir noqati onin ishkinoqatiboladi. Onda B, (a)
ashiq koplik.»

Meyli F = R™ képlik ham X° €R™ nogat berilgen bolsin. Eger X nogattin

Ve >0)

0
qalegen US(X )d()gereginde ( F kopliktin x° den pariqli keminde bir

noqati bolsa,onda x° nogat1 F kopliktin limit nogat: delinedi.
_ m .
Maselen, B,(a)= {X €R™:p(xa)< r} kopliktin har bir nogati onin limit
0_ m . _
noqati boladi. Al B, = {X cR":p(xa)= r} kopliktin barliq nogatlari da usi B, (a)

képliktin limit noqat: bolads. Birag, bul limit nogatlar Br(@) keplikke tiyisli
bolmaydi.

3-amiqlama. Eger F < R™ kopliktii barliq limit nogatlari usi koplikke tiyisli
bolsa, onda F tuyiq képlik delinedi.

Maselen, Br(2)= xeR™:p(xa)<r] koplik (R™ kenisliktegi tuyiq shar)
tuyiq koplik boladi.

Bazibir M = R™ képlik ham X° € R™ nogatt1 qarayiq.
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0
Eger X° nogattin qalegen Ug(x ) dogereginde M kopliktin ham R™\M

kopliktin noqatlari bolsa, onda x° nogat M kopliktin shegaraliq noqati delinedi.

M kopliktin barliq shegaraliq nogatlari onin shegarasi boladi. M kopliktin
shegarasi o(M) arqali belgilenedi. Maselen, B? (a)= {X eR"™: p(xa)= r}
koplik
B, (a)= {x eR™: p(x,a)< r}
kopliktin shegarasi boladi 0(B, (a))= B/ (a)
Eger F < R™ képliktin shegarasi o(F) ys1 koplikke tiyisli bolsa, onda F

tuyiq koplik boladi. Méselen, B, (a)= {X eR":p(x.a)< r} tuyiq koplik bolads,
sebebi

4-amqlama. Eger M c R™ koplik ashiq ham baylamli koplik bolsa, ol
oblast delinedi.

Maselen, B, (a): {X eR™: p(X, a)< r} oblast bolada.

y | y

23-s1zilma
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10.2. R™ kenislikte izbe-izlik ham onn limiti

Meyli bazi bir qagtydaga muapiq har bir satypansan N ge R™ kenisliktin
tek bir

x™ = (xM xM . x()y (n=12,..)

m
noqat: saykes qoyilgan bolsm. Bul saykeslik natiyjesinde R™ kenisliktin
nogatlarman paydabolgan
m

O o) O X k@) X

qisqasha

X(l), x(? x(M s

(m) e (n) : :
koplik boladi. Oni R kenislikte izbe-izlik ne0, {X }arqahbelgllenedl. Demek,

(mt .. -
{X n} izbe-izliktin  agzalar1 R™ kenisliktin nogatlarinan ibarat boli . bul
g q p

nogatlardin koordinatalar1 M Ta
MOV bl KL (n-12.)

sanlar izbe-izliklerin juzege keltiredi.

. (n)
Meyli R™ kenislikte {X ' } :

D) (@) (n)
X, XM L, XV (1)
izbe-izlik ham
a=(a,,a,,.a,)€R"
nogati berilgen bolsin.
1-amgqlama. Eger V¢ >0 alganda, sonday Mo € N san tabilip, barliq "~ Mo
ushin
p(xM a)<¢
yagniy

Ve >0, an, eN, vn>n,: pxMa)<e
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ml.
bolsa, onda @ nogati {X " }IZbe-Izllktlﬁ limiti delinedi ham

||m X(n) =a (n)
N—>o0 yamasa N — da X"~ —a

arqali belgilenedi. V"> Mo da
p(x™M a)<e
tensizliktin ormlaniwi, (1) izbe-izliktin Mo dan Glken nomerli agzalar1 @ nogattin
U, (@) dggeregine tiyisli bohwn bildiredi.
2-aniqlama. Eger a¢€ R™ nogattin qalegen U, (a) dogeregi alinganda,
{X ! } izbe-izliktin bazi bir agzasmankeyingi barliq agzalariusidégerekke tiyisli

mb .
bolsa, onda @ nogat {X " } izbe-izliktin limiti delinedi.

11 1

X - 1] ]
1-musal. R™  kenislikte nn n izbe-izliktin  limiti
a=(0,0,...,0) ekenligin korsetin.

Jm

- { } )
4 Ve>0g3nn alip, o alamiz. Onda Y™ > No ushin

p(x™a)=p(. 2,01, ©o0,...0p=Y" M __ VM,
nn.n n n, Jm 1
boladi. Demek,
limx™ =a
n—oo >

. . 1. (m 4, - .
Meyli R™ kenislikte {X ’ } izbe-izlik ham @ € R™ nogatberilgen bolsn.
1-teorema. Eger R™ kenislikte x® = (x™,x™, ..x™), (n=1,2,...

izbe-izlik @=(81:82:-+8n) |imitkeiye bolsa, onda
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n—o0
limx{") = a,,
n—o0
lim xr(r?) =a,,
nN—o0

bolada.
2-teorema. Eger R kenisliktegi {x"} = {( x,x",...x® )},(n=12..)

izbe-izlik ham 2= (@1,32,-++8n) nogatiushin

limx{" =a,,
Nn—o0
limx{™ =a,,
N—o0
limx" =a_
N—o0
OV} limx™ =a,
bolsa, onda izbe-izlik limitineiye bolip n—> boladi.
Bul teoremalardan tomendegiler kelip shigadi.
o Mm_J Q) L
R™ kenislikte {X }_ {( X K7 e X )} izbe-izlik
_ limx™ =a
a=(a,82,-+8n) |imitke n>= Iye boliwiushin
limx{" =a,,
nN—o0
limx{" =a,,
n—o0
limx(" =a_,
n—o0

boliw1 zararli ham jetkilikli.

Eger (1) izbe-izlik limitkeiye bolsa, onda jiynaqgliizbe-izlik delinedi.
mt . :
3-amigqlama. R" kenislikte {X } izbe-izlik berilgen bolsm. Eger V& >0

ham sonday o €N tabilip vn> Mo vp> n, ushmn
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p(X(n), X(p)) <g

tensizlik orinlibolsa, onda {X(n) } fundamental izbe-izlik delinedi.

] (m . ot
3-teorema (Koshi teoremast). {X ' } izbe-izliktin jiynagliboliwiushin onin

fundamental boliw1 zartrli ham jetkilikli.

Dara izbe-izlikler. R"™ kenislikte {X(n) }:

NOCIRN ()

izbe-izlik berilgen bolsin. Bul izbe-izlik

() () ()

Bunda,

n<n,<..<n <..;n.eN, k=12,.,

n (ng)
berilgen {X( )} izbe-izliktin dara izbe-izligi delinedi. On1 {X } arqali belgilenedi.

{ (n)}_ o limx™ = a S

Eger X "/ izbe-izlik jrynagh bolip, > bolsa, bul izbe-izliktin har
S {X(nk)} . limx™) = a

ganday dara izbe-izligi da jiynaqlibolip, k== boladi.

Meyli R"kenislikte bazi bir M képlik berilgen bolsm M < R™ Eger R™

0,0,..,0)e R"™

kenislikte oray1 ( , radius1 T >0 bolgan shar

U= {(xl,xz,...,xm) e R™: p((X, Xy, X,) (0,0,...0)) < r}

McU”® bolsa,onda M shegaralangan koplik delinedi.

5-teorema  (Boltsano-Veyershtrass). R"  kenislikte har ganday

shegaralangan izbe-izlikten jiynaqli daraizbe-izlik ajiratip aliw mamkin.

10.3. Kop 6zgeriwshili funkciya ham onn limiti

Meyli R™ kenislikte E koplik berilgen bolsin E < R™.
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1-amqlama. Eger E kopliktegi har bir X= (%1 X2,-Xn) nogatgabazi bir |

qagrydaga kore bir haquyqiy U sanisaykes qoyilganbolsa, onda E koplikte kop
6zgeriwshili (M 6zgeriwshili) funkciya berilgen delinedi. Oni
fix=(X,X,, 0, Xpy) = U yamasa u=f(X)=f(X,X5,0r Xy)
(X= (%, %9, X ) €R™ , UER)
arqali belgilenedi. Bunda E funkciyamn aniglamw kopligi, %12 %2+ *%m lar (erkli

ozgeriwshiler) funkciya argumentleri, U bolsa *tX2»-Xm lardin funkciyas:

delinedi. Maselen, ' - har bir

X=(X,Xp,..X ) €M,

M ={xeR™ : p(x,0) <1
nogatgabul

(X0, Xg oo X)) > L= X2 — X2 — .= X2

qagtyda menen bir haqiyqiy U sanm saykes qoysm. Onda M < R™ koplikte

aniglangan

U=1-x2—x% —..—x?
funkciya payda bolad:.
Meyli U=T{XuXXn) funkciya E<R™ képlikte berilgen bolsm.

0_ /0 0 0 . . — .
X" =0, X2 Xm) € B noqatqa saykes keliwshi Yo san Y= T () funkciyamn x°

_ 0
nogattag menshikli méanisi delinedi Yo = T (X°).

Berilgen funkciyanin barligmenshikli manislerinen ibarat bul

u=f(x):xeE} )
sanlar kopligi Y= T(X) funkciyani manisler kopligi delinedi. Eger (1) koplik
shegaralangan bolsa, onda Y= F)= 104, %0 X)) funkciya E koplikte
shegaralangan delinedi.

f (X, X%,

Meyli Xm) funkciyada
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Xl :(01(t) :(ol(tlltzv"ltk):
Xy 2(02(12) :¢2(t11t2;---,tk),

Xm :(Pm(t) :wm(tlitZI"'!tk)!

bolsm, bunda (1) funkciya (1=12,..m) T R koplikte aniglangan bolip,

t=(t,t,,..., X=Xy, Xy

Xm) € E bolsin.natiyjede

f(x(t)) = f (e (t,.. .t ), @ (L sty ) (b 8 ) = F (L 08 )
funkciya payda boladi. On1 quramali funkciya delinedi.

t) €T bolganmaogan saykes

Kép 6zgeriwshili funkciyanui eseli limiti. Meyli T(X) funkciya EcRr"
koplikte berilgen, x° eR" nogat E nia limit nogat1 bolsm. Onda R™kenislikte
sonday {X(n) }:

x® x@ xM
izbe-izlik tabilip:

(n) (n) 0
1) VneNﬂax e E, XY £ X

2) n— oo na X(n) —)XO
boladi.
2-aniqlama (Geyne). Eger

(n) (n) 0
1) VYnheN ﬂax ek, XV £ X

2) N ga XM 5x°
: , {Xm) } R
shartlerin ganaatlandiriwshi qalegen izbe-izlik ushin

A T(X)= (X, X ,een

0_ /00 O 0

bolsa, onda Xm) funkciyamin X = (X1 X2 Xm) nogattag
im f(x) = A

limiti (eseli limiti) delinedi. On1 x> yamasa
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lim f (X, %5, X)) = A

e A

arqali belgilenedi.
Esletpe. Eger

{x(”)} (xMeE, x™=£x°n=12,...),
{y(”)} (yMeE, y™=£x% n=12..)

o () .y O () .y O
izbe-izlikler ushm N> da X" 2 X Y7 2 X polp,

fxX™) A, f(y")>B axB

bolsa, onda f(x) funkciya x° nogatta limitke iye bolmaydi.

5=35()>0

3-amiqlama (Koshi). Eger V€ >0 sanm alganda sonday tabilip

0 m
0<p(XX") <€ tensizlikti ganaatlandiriwshi Vxek (E <R ) da
f(x)-A<e
tensizlik orinli bolsa, onda A sani f(x) funkciyanin x° nogattag: limiti (eseli
limiti) delinedi.
Meyli TO)=T (XX Xn) funkciya E<R™ keplikte berilgen bolip,

0 _(y0 0O 0 m .
X" = (X Xp e X ) €R nogat E kopliktin limit nogati bolsin.

1-teorema (Koshi). t(x) funkciyas: x° nogatta limitke iye boliw1 ushin
Ve >0 sanin algandasonday 9 > 0 san tabilip,
vx' e E m(U(;(xo) \ {xo }) , WX"eE m(Ué(xo) \ {xo })
nogatlarda
£(x") = F(X)

tensizliktin ormli boliw1 zarurli ham jetkilikli.

<¢&

0
Meyli funkciya Xt = %t limitke iye bolsin
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lim (X, X0 X)) =01 (X0, X500 X )

Xl—)Xl
Endi ? (%2 %0 Xn) funkciyada *s+Xa:%m  dzgeriwshilerin fikserlep, son

0
X2 = X2 limitke otilse

M o (X5, X550, X0 ) = 95 (X3, Xg 000 X))

Xo—>Xo
bolip, berilgen funkciyanin

lim lim  f(X,X,,..., X,)

Xo —)X(ZJ Xl—)XJ(_)

limiti payda boladi. Usiganugsas P X000 Xm) funkciyanin
Xil y XI2 ) see ’Xik
x?. x° 0 L
6zgeriwshileri saykes tarde ™1’ "2’ Yk larga umtilganda limiti

xikITQPkmxi!TQﬁ f (X3 X pees X))
dep garaw mumkin.

Kop 6zgeriwshili funkciyamn limiti (eseli limiti) hAm onin takrariy limitleri
har qiyli gatnasta boladi.

Darajagdaylar.

2
Meyli T(XY) funkciya E = R? koplikte berilgen bolip, (*o:Yo) €R™ noqat
E tin limit noqat1 bolsm. Bul eki 6zgeriwshili funkciya limiti anigqlamalar

tomendegi boladi. Eger
1) \v/nEI\I da (Xn’yn)eEa (Xn’yn)i(XO’yO)

2) n—>o da (Xn’yn)_>(xo’y0)

shartti qanaatlandiriwshi qalegen (0, ¥0)) noqatlar izbe-izligi ushin

n— o Haf(xn’yn)_)A

bolsa, onda A funkciyanin X0+ Y0) nogattagi limiti (eseli limiti) delinedi ham

lim  f(x,y)=A Jim T y)=A
(x.y)->(x.¥o) yamasa Y=Y

arqali belgilenedi.
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Eger V&>0 alganda ham sonday 6 >0 tabilip, 0<# ()% o))<

tensizlikti qanaatlandiriwshi V(xY)€E ga

f(x,y)-A<e

tensizlik ormh bolsa, onda A san T (%Y) funkciyanin (*o»Yo) nogattag: limiti
(eseli limiti) delinedi. Berilgen funkciyanin eki takrariy limitleri

lim lim f(x,y), lim lim f(x,y)

X=X Y—Yo Y—Yo XX

boliw1 mumkin.

Xy eger x>+ y? #0 bolsa

1T-musal. f(x,y)={x+y> funkciyanin (x,y)—(0,0)

0 ,eger x*+y?=0 bolsa
limiti 0 boliwin korsetin.

<« Koshi aniqlamasman paydalamp V€ >0 sanushin 6 =2¢ dep
0<p((%y),(0,0)<5

2
tensizlikti qanaatlandiriwshi V(%) €R" gq

1\/72 1 ((xy)(OO))<;5 g

|f(x,y)-0|=

Iing f(x,y)=0
X—>
boladi. Demek, Y9 »

X2y2
)= T (x =) e (0,0) L
2-misal. y Y)" funkciyanin Y7 noqatta limitke iye

emesligin korsetin.

2
<« funkciya R*\1(0,0) }k(')plikte aniqlangan ham (0.0) nogat us1 kopliktin

o) G2
limit noqati. (0.0) nogatga umtiliwshi (\1 1 N NJJizbe-izliklerdialayiq

G ﬂ —(0,0) ,(%,—%)—)(0,0).
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(0,2
N'NJ) ham \N" ) nogatlarda (M =1.2:3.----) perilgen funkciyania méanisleri

11 1 1) 1
fl=2]=1,f|=-=|=——
R G e

f (llj—ﬂ , f (1,—1j—>0
nn n n

boladi. Funkciya limitinin Geyne aniqlamasin paydalanip, berilgen funkciyanin

bolip,

(%,¥) = (0.0) 4a limitke iye emes. »

Xy

3-musal. f(x,y)=1x*+y?

0 ,eger x*+y?=0 bolsa

,eger x* +y* =0 bolsa,

funkciyanin (0.0)gq takrariy limitlerin tabin.

<« Berilgen funkciyanmn takrariy limitlerin tabamiz:

nrgf(x,y):nmL:o, limlim f (x,y) =0,

x—0 X2 +y y—0 x—0

i —lim——Y__ —g, limlimf(x,y)=0
mf(x,y) 'v'i?m 0, limlim (X, Y)
Demek, berilgen funkciyanin (0.0) noqattagi takrariy limitleribir-birineten bolip,
olar O ge ten.»
Meyli F%Y) funkciya R? kenisliktegi
E:{(x,y)eR2 :\x—x0\<a,\y—y0\<b}
koplikte berilgen bolsin.
2-teorema. Eger
1) (% ¥) = (X0, ¥0) ga F(XY) funkciyanin limiti (eseli limiti) bar bolip ham
lim f(x,y)=A,

X—>Xg
Y—Yo

2) har bir fikserlengen X da
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lim f(x,y)=¢@(X)
Y=Yo (2)

bar bolsa, onda

lim lim f(x,y)

X=X Y= Yo
takrariy limit bar bolip ham
lim lim f(x,y)=A

X=>Xg Y—=>Yo

bolad.
3-teorema. Eger

1) (%, ¥)=>(%0.Yo) ga f (x.¥) funkciyann limiti (eseli limiti) bar bolip ham
lim f(x,y)=A

X—>Xg

Y—>Yo ,

2) har bir fikserlengen ¥ da
lim f (x,y)=¢(y)

X—>Xg

lim lim f(x,y)
bar bolsa bolsa, onda *~* Y=o takrariy limit bar bolsa ham

lim lim f(x,y)=A

X—=>Xo Y—>Yo

boladi.

Saldar. Eger | (x.y) funkciya ushim bir waqutta 2,3-teoremalarinif shartleri
orinlibolsa, onda
lim f(x,y) = lim lim f (x,y)=lim lim f (x,y)
X—>Xp X—=>Xo Y—=>Yo Y—=>Yo X—=Xp

Y—Yo

boladi.

10.4. Kép 6zgeriwshili funkciyanm uzliksizligi.

Ten olshewli azliksizlik. Kantor teoremasi

Meyli F0)=1 04, %00 X ) funkciya R"™ kenisliktegi E koplikte berilgen

0
bolip, X <E nogati E kopliktin limit noqati bolsin.
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1-amiqlama. Eger

lim f (x)= f (x°
xl—>rxno (X) (X) (1)

bolsa, onda f(x) funkciya X° nogattauzliksiz delinedi.
2-anmiqlama (Geyne). Eger
1) YneN da X(n)EE;

)N g x(M 5 x°

: mt.
shartlerdi qanaatlandirtwshi qalegen { X } izbe-izlik ushin
n—o0 ga T ) 1(¢)

bolsa, onda f (X) funkciya x° nogattauzliksiz delinedi.

3-aniqlama (Koshi). Eger
Ve>0,36>0, VXeEﬂU5<X0), ‘ f (x)—f(xo)‘<e

bolsa, onda f(x) funkciya X’ nogatta tzliksiz delinedi.

U= x°cE

Uliwma f(x) funkciyanin nogattag tzliksizligi tdmendegishe

anlatilad:
Ve>0,35>0, VXEEﬂug(XO), f(x)eUg(f (xo))_
Adette, bul
Au= ()= F(X°), (X=X Kprrrs X ). X0 = (X0 7))

u=1(x) funkciyanin x° nogattagi 6simi (toliq 6simi) delinedi.

aylrma,
Eger
AX = 0 _ 0 _ 0
X=X =X, AXy =Xy, =Xy y vy AXpy =X, — Xy
bolsa, onda
Au:f(xf+Axl, Xa +AXy ) ery XO +Axm)—f(x1° Xa x,%)

bolads. | (X) funkciyanin x° nogattauzliksizboliwi ushin
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. AX5—0
limAu=0, .. o
X—>Xg IBbHU Mm—0

boliw1 zararli ham jetkilikli.

Eger (1) gatnas ormli bolmasa F(x) funkciya x° nogatta uzilizke iye
delinedi.

4-aniqlama. Eger t(x) funkciya E kopliktin har bir nogattatzliksizbolsa,
onda funkciyaus: E koplikte uzliksiz delinedi.

Kop 6zgeriwshili funkciyalarda funkciyanin noqattagitoliq 6simi tusinigi
menen bir gatarda onin menshikli 6simi tasinikleride kiriteledi.

Bul

A U= T +AX,XG, XG e X ) = T (X, X010 X)),
Ay U= F (X, %5 + A%y, X5, Xp) = T OG0, X5 1000 X)),

0 0 0 0 (R 0
Ay U= Xg 000 X Xm + A ) = F(X(, X000 X)),

ayirmalarga saykes tarde () funkciyann X° nogattagi Yu Xz Xm
6zgeriwshilar boymsha menshikli 6simleri delinedi.

lim A, u=0,

AX1—>O

lim A, u=0,

AX2—>O

IimoAu:O — lim Axmu:O

X—>X AXp—0

Ax =0 4q Axku—>0(k:1,2, .,m)

boladi. Biraq, boliwinan

limAu=0

X—>Xg

boliw1 har dayim kelip shigabermeydi.
Uzliksiz funkciyalardin  dapiwayr gaseytleri. Meyli fX) ham g(x)

m 0
funkciyalar ESR™ képlikte berilgen bolip, X €E nogattauzliksiz bolsm. Onda
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o100, 1092000, 1Erabd L (o )o)

funkciyalar x° nogattauzliksiz boladi, bunda € = const.

Meyli

X, = (t,t,....t. )=, (1),
X, =@, (L, ..., 1) =@, (1),

X = O (Ut 1) = 0, (1) )
funkciyalardih har biri M = R* képlikte aniglangan bolsin. Bul (2) gatnas
natiyjede M koépliktin har bir =ty t) noqatina saykes keliwshi R"
kenisliktin X=X Xz%m) nogati payda boladi. Bunday nogatlar kopligin E
deymiz ham E < R" boladi.

Meyli E koplikte Y= PO =104, Xz 00000 Xim) funkciya aniglangan bolsn.

Natiyjede
teM >XxeE—>ueR,
yagniy
(t, 6, t.)eM > (X, %,..... Xy ) EE>UER
bolip,

u=f(x@)=flet,..t,), oty ) (et ) = D) = Dt 1y .00t )
funkciya payda boladi. On1 quramali funkciya delinedi.
1-teorema. Eger X =@ (t), Xo =0, (1), Xy = (1) (t=(t,... 1))

t°=(t2,...t2)eM cR*

funkciyalar nogatta azliksiz, Y= T(X)  funkciya

X' =(x2,x3,...,.x2)e EcR"™ nogatta (XX =, (t%), X3 = 0, (t%),...x° = (t%))
azliksiz bolsa, onda | (X(t)=T(21.02,....0n) quramah funkciya t” nogatta
uzliksiz boladh.

Koplikteuzliksiz bolgan funkciyalardin qaseytleri. Endi koplikte uzliksiz
bolgan funkciyalardin keltiremiz.
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2-teorema. Eger F(x) funkciya shegaralangan tuyiq E <R™ koplikte

zliksiz bolsa, ondafunkciya E na shegaralangan boladi.

3-teorema. Eger f(x) funkciya shegaralangan tuyiq EcCR™ koplikte
uzliksiz bolsa, onda funkciya us1 koplikte 6zini1 aniq jogart hdm aniq tomengi
shegaralarga erisedi, yagniy
WV eE, sup{f(x)}=f(x),

xeE

KV eE,  inf{f(x)}=f(x")

xeE

boladi.

4-teorema. Meyli T(O=T00XXn)  funkciya baylamli EcR"
koplikte berilgen bolsin. Eger

1) () funkciya E da azliksiz,
2) a=(a,a,,....,a,)eE, b=(b,b,,....b,)€E

nogatlardatarli belgidegi manislerige iye

(f(a)>0, f(b)<0 f(a)<0, f(b)>0)

yamasa

bolsa, ondasonday €= (C1:Czr:Cm) € E

nogat tabilip
f(c)=0
boladu.

Funkciyanin ten olshewli uzliksizligi. Kantor teoremasi.

Meyli T(X) funkciya E = R™ koplikte berilgen bolsn.

5=5(£)>0

5-anigqlama. Eger V€ >0 san algandaham sonday santabilip,

p(X',x")<o

X'eE,X"eE

tensizlikti qanaatlandiriwshi galegen ushin

LICOERICY!

<¢&

tensizlik ormli bolsa, onda X funkciya E koplikte ten olshewli tzliksiz

delinedi.
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Eger F(x) funkciya E koplikte ten olshewli uzliksiz bolsa, onda usi
koplikte uzliksiz boladi.

Teorema. (Kantor). Eger f(x) funkciya shegaralangan tuyiq E<R™
koplikteuzliksiz bolsa, onda funkciya usi koplikte ten 6lshewli uzliksiz bolad:.
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11-§. KOP OZGERIWSHILI FUNKCIYANIN DARA TUWINDILARI

11.1. Kop ozgeriwshili funkciyanin differenciallamwshihigi

Meyli f(x)=f (X, X,,....X,,) funkciya ECR™ koplikte berilgen bolip,
x° :(xf,xg,...,xr?])eE, (xf+Ax1,xg,...,x,?q)eE (Ax1>0) bolsm.  Bul
funkciyani X° nogattag: x, 6zgeriwshi boymshadaradsimi

A, f (xo): f (xlo +AX,, Xg .o, X2 )— f (xlo  Xo xr?]) AX, ga baylanislibolad.

A, f(xo)
l1-amglama. lim ———

A, limit bar bolsa, bullimit f (x)=f (x,,X,,..., X;,)

funkciyanim x° :(xf,xg,...,xf;) nogattag: x, 6zgeriwshisi boyinshadara tuwindisi

0
delinedi. On1 M yamasa f, (xo) arqali belgilenedi:

00X,
af(xo): i 2 f(xo): i f(xlo+Axl X9, xr?])—f(xl0 X x,‘;)
o X T A0 A X, Ax—0 A X,

Berilgen funkciyanin daratuwindisin aniglawga

f (xl,xg,...,xfn)— f (xfxgx%)
0

. (x°)= tim

Xl_) Xl Xl - Xl

boladi. Usigan ugsas f(X,X,,...X,) funkciyanin basga X, ,Xz,..., X,

6zgeriwshileriboymsha dara tuwindilari aniqlanadi:

oF(x°) . AT(C) L (G A X ) = (00X X))
x AM—g, - lim >
af(x°)_ ] Axmf(xo)_ T (G X X+ A ) = F (X, X5 X))
T, M= =lim

Jogarida Keltirilgen aniglamalardan koép o6zgeriwshili funkciyanin dara

tuwindilari bir 6zgeriwshili funkciyanin tuwindisi arqali ekenligi korinedi. Demek,
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kop 6zgeriwshili funkciyanin dara tuwindilarin tabiwda malim bolgan tablitsaham

qagiydalardan paydalaniw mumkin. Eger f (x)=f (X, %,,... X, ), 9(X) = 9(X;, X100, X))

funkciyalar EcR™ koplikte berilgen bolip, xeE noqatta dara tuwindilarga iye

bolsa, onda
1) VeeR: a(cf(x))zcaf(x);
0 Xy OX,,
2) o(f (x)+g(x)_of (x)+8g (x) ;
O X, OX 0%
AW 210200,

4) 6(;—8}— 972 (x) (L(X) g(x)-f (X)a g (X)j

0% 0% O X,
(g(x)=0), k=1.2,...m

bolad.
Kop ozgeriwshili funkciyann differenciallaniwshiligi.

Meyli f(x)="f (x,X,,....x,,) funkciya EcR™ képlikte berilgen bolip,
x° :(xl0 XY X2 )e E, (xlo +AX X +AXy oo, X +AX, )eE bolsin. Mawsmymxy,
berilgen funkciyanm x° nogattag toliq 6simi

Af (xo): f (x°+Ax1,x§+Ax2 Ve X2 +Axm)— f (xfxgx,?])
bolip, ol Ax;,AX,,...,AX,, largabaylanisliboladi.

2-amiqlama. Eger Ax;,AX,,...,AX 6simlergebaylanislibolmagan sonday
AL A, ..., A, sanlar tabilip, funkciyanih x° nogattagi toliq 6simi

Af (xo):AiAxl+A2Ax2+....+AnAxm+alel+a2Ax2+...+amAxm (1)

koriniste anlatilsa, f (x) funkciya x° nogatta differenciallaniwshi delinedi, bunda
o, Oy s Oy lar AX  AXy o X larga baylanish ham

Ax; —0, Ax, —0,..., Ax,, >0 dasheksizkishishamalar.
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Eger (xfxg xo) ham (xlo+Ax1,x§+Ax2,...,xr?q+Axm) nogatlar

1 \m

da o AX +a, AX, +...+a,, AX,=0(p) bolwin esapga alsag, (1) gatnas
Af(xo):Ale1+A2Ax2+....+AmAxm+0(p) (2)
koriniske keledi.
Adette (1) ham (2) gqatnaslar f (X) funkciyanin  x° nogatta
differenciallaniwshiliq sharti delinedi.
1-musal. f(X)=F (X, Xy 0o Xy ) =X2 X5 4.4 X2 funkciyanimn

V(xf (X3 eees Xon )e R™ nogatta differenciallaniwshi boliwi korsetin.

<« Berilgen funkciyanin x°= (Xf X3 Xr%) nogattagi toliq 6simin tabamiz

AF(X0)=(x+ax) +(x°+Ax,) x4+ Ax )
=(XX+AX) (X +AX, )+ (X2 +AX, ) —

2 2 2
—(xiJ +X5 +..+ XS )=2foxl+2x§Ax2+...+2x§]Axm+Axf+Ax§+...+Ax§].

A=2x, A=2%2,..., A, =2X,a,=AX, 0, =AX,,..., &,

Eger =A% polsa, onda

Af (xo)zAle1+A2Ax2+....+An AXqy+ 0ty AXy 0y AXy +. -ty AX,
bolad1. Demek, berilgen funkciya v x° eR™ noqatta differenciallaniwsh1.»

Eger f (X) funkciya EcR™ kopliktin har bir nogattinda differenciallaniwshi
bolsa, ondafunkciya E koplikte differenciallaniwshi delinedi.

1-teorema. Eger f (x) funkciya x°eE —R™ noqatta differenciallaniwshi
bolsa, ondafunkciyausinogattatizliksiz boladi.

2-teorema. Eger f (x) funkciya x° nogatta differenciallantwshi bolsa, onda
funkciya us1nogattabarliq daratuwindilarga iye ham

f, (xo)zAl, f,, (xo)zA2 S (xo)zAn

boladu.
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Bul teoremadan x° nogatta differenciallaniwshi f (x) funkciyanin 6simi
ushin
Af (xo): f, (xo)-Axl+ f,, (xo)Ax2 +ot fy (xo)Axm +0(p)
kelip shigadi.

Eskertiw. f(x) funkciyamn bazibir x° nogatta barliq dara tuwindilar:

fx'1 (Xo ), fX'2 (XO), fX'3 (XO), - f);m (XO) nin  bar boliwinan, onimn us1 nogatta
differenciallaniwshi boliw1 har daymm kelip shigabermeydi.
Joqaridakeltirilgen teorema hameskertiwden f (x) funkciyanifi x° nogatta

barliq dara tuwindilarga iye boliw1 funkciyanin usi nogatta differenciallaniwshi

boliwinin zaruriy sharti ekenligi kelip shigada.
Meyli f (x) funkciya EcR™ koéplikte berilgen bolip, U, (xo)c E bolsm.

3-teorema. Eger f (x) funkciya U 5(x°) da barliq dara tuwindilarga iye

bolip, bul dara tuwindilar x° nogatta uzliksiz bolsa, onda f (x) funkciya x°

nogattadifferenciallaniwshi bolada.
Bul teorema f (x) funkciyanin x° nogatta differenciallantwshi bolwimif

jetkilikli shartin anlatadi.

Quramall funkciyanm tuwindisi. Meyli

X1 =@ (t):¢1(t1't2 v""tk) ,
Xy =0, (t):% (t17t2 ""’tk) ,

Xn =@ (t)zwm (tl AP ""’tk)
funkciyalardin harbir M < R koplikte u= f (x,,X, ,..., X, ) funkciya bolsa, onda
E={(% % X)) ERT 1 =44 (1), = (1),o0, X = by (1)}
koplikte berilgen bolip, olararqah f (¢ (t), @, (t),...,@, ))=F t,.t,,...t,)

quramali funkciyapayda bolsin.
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4-teorema. Eger  x, =@ (t,t,,..,t,)  funkciyalarnin

har  biri

(i =], 2,....m), (tlo ,tg ,...,tg )e M nogatta differenciallantwshi bolip, f (x1 y Xy yeey Xm)

funkciya saykes (xf VX e, x,%) nogatta

(8 = A (08 ) = (81 ). 0 =4 (61.8))

differenciallaniwshi bolsa, onda quramali f (¢ (t,,....,t. ). & (t,....t )., (s

funkciya (tlo RPN ) nogatta differenciallaniwshi bolada.

Meyli f(x(t)) quramah funkciya jogaridag:i teoremanin

qanaatlandirsin. Onda

of of of
Af (t):at Atl+8t At, bt DAY, +0(p)

1 2 k

boladi. Bunan quramali funkciyamn dara tuwindilar tomendegishe

of ofox of ox, of O0X,
= + +ot— ,
o, 0x, ot 0x, ot O0X, Ot
of ofox, of 0x, of Ox,
= + 4ot — ,
ot, 0Ox, ot, OXx, ot, O0X, Ot,

of ofox, of ox, of ox,
= + ot ——
ot, o0x,ot, 0x, ot, OX, Ot

boliw1kelip shigadi.

Meyli m=2  bolsin. Onda eki o6zgeriwshili

((X, y)eECR?, ue R) funkciyanin daratuwindilar

of _ lim At _ lim f(x+Axy)-f(x, Y)’
OX Ax>0 AX  Ax-0 AX

A, f _
Of i 2o f i f 0y +4y) = F(xy)
Oy Ay->0 Ay Ay-0 Ay

ham

shartlerin

u=f(xy)

Af=f(X+AX,y+AYy)—f(X,y)=AAX+BAYy+a Ax+a,Ay

differenciallaniwshiliq shartine iye bolamiz.
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2-musal. f (x,y)=Intg X funkciyanin daratuwindilarin tabin.

<4 Berilgen funkciyanin daratuwindilari tdmendegishe boladi
of o ( xj 1 1 1 2
—=—/|Int : ==

ox Ox Y) g% cos2* Y ysin?X
y y y
of a[ J 11 [ x} -2
9T_ 9 ntgX |=——. -2 »
oy 2y Y) 1g% cos2* \ Y yzsinﬁ
y y y

3-musal. f(x,y)=+/x* + y? funkciyanin daratuwindilarin tabin,
<«Meyli (x,y)=(0,0) bolsin. Onda

of 8 5  2x
—=——/X —|—y = = ,
OX OX 2x2+y% X2 +y?

of 0 12 2 2y y
=Xyt = =
gy oy 22 +y2 X2+ y?

bolad1. Meyli (x, y)=(0,0) bolsin. Aniglamagakore

0f(00)_ . f0+Ax,0-(00)_ . M’
OX Ax—0 A X Ax—0 AX

0f(00)_ . F(0.0+4y)-(0.0)_ [Ay]
8y Ay—0 Ay Ay—0 Ay

bolip, bul limitlerge iye emesligi sebebli berilgen funkciya (0,0) nogatta dara
tuwindilargaiye bolmaydi. »
4-musal. Eger f(x,y) funkciya R2 differenciallantwsh1 bolp,

: of of )
X=rcose, y=rsing bolsa,onda —, — tabin.
or o

4 Meyli f(x,y)= f(rcose,rsin @) quramali funkciyanin daratuwindilarin tabiw

gagrydasinamuwapiq
of _of ox af oy of of 1 of of
—=—+—+4—-——=C0SQp— +SINp—=——coc (X—+ Y —),
or  ox or 8y or OX oy x* +y?  OX oy
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o _o %+i g:—rsin¢ﬂ+r005gpq:—yq+ Xﬂ_ >

op X dp oy dp ox oy Cox oy
11.2. Bagitboymnsha tuwindi

Meyli f (x,y) funkciyani tegisliktegi qalegen bagiti boynsha tuwindisi

tusinigin  keltiremiz. f (x,y) funkciya Ec R koplikte berilgen bolsm. Bul
funkciyan1 Dekart koordinatalar ~sistemasinda  Ay=(X,,y,) noqattif
U, (A) < E,(6>0) dogerende qaraymuz. A:(x, y)cU5 (AO) noqattitalip, A, ham
A noqatlart arqali tuwr s1ziq 6tkizemiz. Ondagi eki bagittan birine 6n bagit (26-

sizilmada korsetilgen), ekinshisini bolsa teris bagit dep qabil qilamiz. Bul

bagitlangan tuwri siziqt1 | menen belgileymiz. A, hdm A noqatlar arasindag:

araliq

p=p (Ao, A=y (x =%, P +(y - o
bolip, bularaliq m vektormmn bagit1 | nin bagitimenen birdey bolsa, 6n belgi

menen keri jagdayda teris belgi menen alinadi.

y
y /?A
yo )'A ..... ..... b
a
A Xo X X
p

26-s1zilma

Eger | nin 6n bagiti menen OX ham OY koordinata kosherlerinin 6n

bagitilari arasindagi muyeshti saykes turde @ ham g delinse, (26-s1zilma)onda
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kelip shigadu.

1-amiqlama. Eger lim f(A)- f(AO)
A-A Y2

limit bar bolsa, ondabul limit f (x, y)

funkciyanin A, =(x,, Y, ) nogattagi | bagit boynsha tuwindi delinedi. Oni
0 f(A) 0 f (%, o)

3l yamasa Qa1 arqali belgilenedi.

Demek, of (AO): lim f(A)-f (AO)

A—A o,

1-teorema. Eger f (x,y) funkciya A, =(x,,Y,) noqgattadifferenciallaniwshi

bolsa, ondafunkciyausinoqatta har gqanday bagit boyinshatuwindiga iye ham

of (Ao):a f (XO’yO):a f (XO’yO)COSa+ 0 f (X0, Yo)

COosS 5
ol ol O X oy p ©)

boladi.
<« Meyli f(x,y) funkciya A, =(x,,Y,) nogatta differciallantwshi bolsmn.

Onda f (A)—f(A)=f(x,y)- f(X,,Y,) 6simiushmn

A= 1 ()= e )+ Ly o)

bolads, bunda p=+/(x =%, ) +(y =y, .
Keyingi tenliktin har eki tarepinen p ga bdlemiz

(A= 1 (A)_ 21 (A) X% 01 (A) y=y5 ,0p)

p OX p oy p p
: X=Xy Yy—VYo _ _
Bizge belgili ——— =cosa, ———=co0sf esapqa alip, p — 0 na limitke
Yo,
otip,

Iimf(A)_ f (AO)zaf(AO)cosa+Mcos,B.
p—0 Yo, oX oy

Demek, of (AO)zaf(XO’yO)COSOH-MCOSﬂ.V

ol O X oy
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2-musal. f(x,y)=x?+y? funkciyanin (1,1) nogatta r=i+2j vektor
y y J

bagit boyinsha tuwindisin tabin.

1 2
4 cosag=——, COSff=——,
F=F

J5

8f(X,y): a(xz"'yz):ZX, L(l’l)zz ,
X OX OX

of(xy)_ 8(x2+y2):2y’ ofy)_, |
oy ay oy

boladi. (5) formuladan paydalanamiz
of@l) , 1 2 6
=242 ——=—— P
ol J5 5 5

Meyli f(x,y) funkciyaashiq E = R? koplikte differenciallaniwsh1 bolsin.

Bul funkciya E kopliktin har bir (x,y)e E noqattinda
of(x,y) of(xy)

0 X oy

dara tuwindilargaiye boladi. Koordinatalari sol dara tuwindilardan ibarat bolgan
vektordi duzemiz

oflxy) 7, of(xy) 7
OX oy

(6)

-

N
bunda, i ham | koordinatakosherleri boymshabagitlangan birlik vektorlar. (6)

vektor f(x,y) funkciyanm gradienti delinedi ham grad f arqah belgilenedi

of(xy) 7, aflxy) 7

rad f =
J O X oy

Demek, grad f E kopliktin har bir (x,y) nogatma bir vektor saykes
qoymwshi qagiyda, basqashaaytganda eki 6zgeriwshili vektor funkciyaboladi.
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of(xy)
ol

f(x,y) funkciyanim gz(cosa,cos,B) vektor bagit1 boymsha

N
tuwindisin onin gradienti arqali anlatiw mumkin.Haqiyqatanda grad f ham e

vektorlarmin skalyar kobeymesi

), s 50 f(0Y) @)

egrad f =cosoca
OX oy

of(xy)
5

bolip, ol (5) formuladan $a ten boladi

o f(xy)
ox

ggrad f=

N
e ham grad f vektorlarmin skalyar kobeymesi usi vektor uzinliglari

kobeymesin olar arasindagi mayesh kosinusga kobeymesine ten boladi

Zgrad f =|grad f|- e

-cos(gj grad f j (8)

N
Bunnan | e |=1.(7) ham (8) gatnaslardan

o f(g’l( y)=\ grad f (x,y)| -COS(E,grad fx y)j

kelip shigad1. Keyingi tenlikten, e ham grad f (x,y) vektorlar parallel bolganda
o f(x,y)

T nin manisien ulken ham ol

|grad f (x,y)] :\/ £.°(x,y)+ fy'2 (x,y)
ten boladi. Sonday etip, f(x, y) funkciyanin gradienti grad f funkciyanin (X, y)

nogattagl en tez oOsetugin tarepke bagitlangan bolip, onmn uzinligr us1 bagit

boyinsha 6siw tezligine ten eken.
3-musal. f (x,y)=x*+2y? funkciyanin (1,1) nogatta en tez 6setugm bagiti

aniglansm ham us1 bagit boyinsha 6siw tezligin tabin.
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< 8f(x,y):8(X2+2y2):2X’8f(1,1):2; af(x,y):6(X2+2y2):4y’8f(1,1):4;
X X X oy oy oy

- -
bolip, grad f (11)=21i+4j ,|grad f (11)|=v2? + 4% =25 boladi.»
11.3. Ko6p 6zgeriwshili funkciyanin differenciah

Meyli  f(x)=f(X,,X,,...,X,) funkciya EcR™ xa berilgen bolp,

'm

x° = (Xlo Xy ,Xr?])e E noqatta differenciallaniwshi bolsin. Onda aniqlamaga

kore funkciyanim x° nogattagi toliq 6simi

Af(xo):yml+¥)mz+---+%)£)Axm+o(p) (1)
1 2 m

boladi. Bul gatnastan p=+Ax? +AX? +---+Ax? bolip, Ax >0, Ax, >0,

.Ax, =0 da p—0.

1-amiqlama. f(x) funkciyanin Af (XO) 6simidegi

MAxl +%QAX2 +-e %@Axm
2 m

0%,
anlatpa f(x) funkciyanin x° nogattag differenciali delinedi hom

df (x°) yamasa df (x?,x2, ..., x% ) arqali belgilenedi
df(xo):MAx +MAX +---+MAX .
D ox,

Demek, f(x) funkciyanin x° nogattag: differenciali Ax,, AX,, ..., AX,

baylanisliham olardin sizigh funkciyasi boladh.
Eger Ax, =dx, , AX, =dX, , ..., AX,, =dx, bolsa, onda f(x) funkciyanin

x° noqattag differenciali

df (xo):MdXH%dez T %&dxm )
2 m

0%,
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koriniske keledi. Demek, Af (x°)=df (x°)+0(p). Eger p—0 da Af(x°)~df (x°)
kelip shigadi.
Quramalr funkciyanin differenciali. Differencial formann invariantiig.
Meyli

Xq :¢1(t):€01(t1 L ""’tk)’
Xy :€02(t):€01(t1 A% ""’tk)7

Xn = 0n(t) =01t 1. k)
funkciyalarinin har biri M < R* koplikte berilgen bolip,
E= {(xl,xz oo X )eR™iX =, t) =0, t,,.... 1),
X, =p,t) =t .t ...t ). X, =0, ()=t Ly, ..., 1 )}
koplikte bolsa f (x,x,,...,x,) funkciyaaniqlangan bolsin. Bular jardeminde
f(x(t))=f (% (), % (t), X, (1) =F (t,t,..001,)
quramali funkciyapayda qilingan bolsin.
Meyli x. =@ (ty, ...t ) funkciyalar (i=1,2,...m) t° :(tf, tf) nogatta
differenciallantwsh1  bolip, f(x)=f(x,%,...,X,) funkciya  sdykes

' Am
xoz(xlo,xg, x,%) nogatta (xlo:gol(to), Xa :¢2(t°), X :gom(to))
differenciallamiwshi ~ bolsa, quramali funkciya t° = (tlo .. ,tf ) nogatta
differenciallaniwshi boladi. Bunda f(x(t)) funkciya t;,t,,...,t, 6zgeriwshilerge

baylanisli eken, onda
of of of

df =—dt, + —dt, +---+—dt 3
8t1 1 ) 2 8tm m ( )
boladi. Demek, quramali funkciyanin differenciali
of of of
df :adx1+a—x2dx2+...+axm dx,, 4)

bolad:.
Biz joqarida f(x) ham f(x(t)) quramali funkciyamn differencialiushin (2)

ham (4) anlatpalard: taptiq. Bul anlatpalard: salistirip olardin formasi birdey,
yagniy (2) ham (4) formulalarda funkciyanin differenciali daratuwindilarga saykes
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differenciallarga kobeymelerinen duzilgen qosindiga ten ekenligin koremiz. Bul
qaseyt differencial formanin invariantiigi delinedi.

Meyli  u=u(x,%,...X,), V=V(X,%,...X,) funkciyalart EcR™ koplikte
berilgen bolip, x* =(x;,x;,...x; ) E nogattadifferenciallaniwshi bolsm. Onda

1) d(u+v)=du+ady,

2) d(u-v)=vdu-+udv,

3) d (Ej _vau—udv -, . 6) boladr.

v v
Meyli u = f (x) funkciyanindifferenciali usiiymek siziqqa (x, f (x)) noqatta
Otkizilgen urmbanin ordinatasinin 6simin anlatadi (27-s1zilma).

y

27-s1zilma

Eki 6zgeriwshili u=f(xy) ((xy)eR’ueR) funkciyaga iye bolip, oni

(x.,y.) nogattag: differencial

.:fu:.:ff.x,,y,.:af';°’y"'dx+af';y"'dy
X

()
boladi, bunda dx=Ax,dy=Ay. Ax ham Ay lar jeterli kishi bolganna
Af (x,y.)~df (x,y.) yagnty

af(><<,,yo)Ax+8f(><Q,yo)Ay

F(X +AXY +AY)= f(X,y. )+
( )= F () 5
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juwiq formula payda boladh.

1-masal. u = x” funkciyanin differenciali tabin.

=x"Inx. Onda (5) formulagakore du = yx'*dx+ x" In xdy bolad1. »

Endi z= f (x,y) funkciya differencialinih geometriyaliq manisin Keltiremiz.
= f (x,y) funkciyamn (x,y. ) nogattagi differenciali df (x ,y.) bul funkciya
grafigine (x,y.f(x,y.)) nogattindagr urmbanin tegisliktegi aplikatasinmn 6simin

anlatadieken (28-s1zilma)

0 (XO’YO)\ y

28-s1zilma

11.4. Kop o0zgeriwshili funkciyamin joqar tartipli tuwindi ham

differenciallar1. Orta manis haqqindateorema

Jogari tartipli dara tuwindilar. Meyli f (x)=f (X, X,,...., X, ) funkciya ashiq

o X
()

E < R™ képliktia har bir x=(X;,X,,....,X,, )€E noqattlnda

(,2 ...... m)

daratuwindilargaiyebolsm. Bul dara tuwindilar x;,x,,.....,X,, 6zgeriwshilerdin

funkciyasibolip, olar da daratuwindilarga iye boliw1 mumkin:

212



i[m}(fx‘i(x))'x (i k=12,...m).

oX | 0X «
Bul dara tuwindilar berilgen f(x) funkciyanm ekinshi tartipli dara

tuwindilari delinedi ham

o f(x) , _—
% o% yamasa f, (x),(i,k=1,2,...,m)
2
arqali belgilenedi 2 f(x):f)('fx (X):i GALLY :
0X 0% OX, \ OX
: O2E(X) o
Eger i #k bolsa,onda —— ekinshi tartipli daratuwindi aralas tuwindi
0% OX;
o . o o*f(x) .,
delinedi. Eger i=k bolsa, ekinshi tartipli dara tuwmdilar =17 (x)
0X, 0%
2
tomendegishe Gaf gx) = f,(x) jaziladu.
X; X

f (x) funkciyanin ushinshi, tortinshi ham t.b. tartiptegi dara tuwindilari
jogaridagiga ugsas aniglanadi. Uhwma f (x): f (xl, X yenes xm) funkciyanin
Xiy X eeee Xi %~ Ozgeriwshileri boymsha n-tartipli dara tuwindisi berilgen
funkciyanin (n—1) — tartipli dara tuwimndisi

" f (x)
0% 0% ...0X

h

(i, +i, +....+i,, =n-1)

nin X; 6zgeriwshiboyinshadaratuwindisi sipatinda aniqlanadi

ft(x) a{ 0" £ (x) ]

0% 0% ....0X 0X, - 0% 0% ..0% 00X

Eger i,li,,....,i, ler bir-birine ten bolmaganda

o" f
0X; --0X;, 0%
aralas tuwindi delinedi. Eger i,=i, =...=i,=k bolsa, onda n— tartipli dara
n
tuwindilar tomendegishe w jaziladi.

n
k
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2 2
o f 1 o f (i k)
0% 0% OX 0X,

aralas tuwindilar funkciyanin har qiyli 6zgeriwshiler1 boyinsha differenciallaw
tartibi menen parqg qiladi

o f
O X, 0X,

f(X,,Xp,...,X,) funkciyanih daslep x, Ozgeriwshisi boymsha, son x,

6zgeriwshisi boynsha daratuwindisi esaplangan bolsa, al

o f
0X, 0X

bolsa daslep x, Ozgeriwshisi boymnsha, son X o6zgeriwshisi boymsha dara
tuwindisi esaplanadi. Olar bir-birine ten boliw1 mumkin, ten bolmawida mumkin.
1-teorema. Meyli f(x,,X,,....,X,) funkciya xoz(xf,xg,...,x,?])eEc R™
nogatta n marte differenciallaniwshi bolsm. Onda x° nogatta f(x;,X,,....,X, )
funkciyanmn qalegen n-tartipli aralas tuwmndilarmin manisi X, X5,...., X,
6zgeriwshiler boyinsha qanday tartipde differenciallawga baylanislhi bolmayda.
Jogan tartipli differencialar. Meyli f (x)=f (x,,X,,....,X, ) funkciya ashiq

E < R™ koplikte berilgen, x € E nogatta eki marte differenciallaniwshi bolsin.
1-amiqlama. f(x) funkciya differencial d f (x) nin differenciali berilgen

funkciyanin X nogattagi ekinshi tartipli differenciali delinedi ham d*f (x) arqali
belgilenedi d*f (x)=d(d f (x)).

Ekinshi tartipli differenciali tomendegishe boladi

2
d2f (x)= 24 x1+id X, ror—2 g X, | T.
0X 0X, 0 X,
f (x) funkciyanin X nogattag ushinshi, tortinshi hAm t.b. tartiptegi differenciallar:

joqaridagiday aniglanadi.

Eger f(x) funkciya x nogatta n marte differenciallaniwshi bolsa, onda
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d" 1‘(x):£idxl+idx2+...+£Jn f 2)
0%, 0X, 0Xp
boladi.
Quramali funkciyann jogari tartipli differenciallarr.
Meyli f(x)=f (X, Xs,..., X,,) funkciyada x,X,,...,x, Ozgeriwshilerdin har
biri t,,t,,...,t, 6zgeriwshilerdin funkciyalaribolsmn (x; =g (t,t,,....t, ))-
Qaralip atirgan f(x) ham x, =@ (t)  (i=1,2,....,m) funkciyaler n marte

differenciallaniwshiliq shartlerin ormlangan deb, quramali f(x(t)) funkciyanin

joqart tartipli differenciallarin esaplaymiz.
Differencial formanin invariantlig1 qaseytine muapiq, quramali funkciyanin
differenciali

df =ﬂd x1+ﬂd X, +....+£d Xm
0X 0X, 0Xp

boladi. Differenciallaw qagiydalarinan paydalanamiz ham funkciyanm ekinshi
tartipli differenciali
2
d?f :(gdxl +aidx2 + ....+aidxmj f+
Xl X2 Xm (3)
o f of

+—d%x, +=——d?x, +....+£d2xm .
0X 0X, O X

m

Ust jol menen berilgen quramali funkciyanin keying: tartiptegi
differenciallari tabiladi.

1-eskertiw. (1) ham (3) formulalardi salistirip, ekinshi tartipli
differenciallard1 differencial formanin invarianthigr qaseyti orinli emesligin
koremiz.

2-eskertiw. Eger f(x,,X,,...,X,) funkciya argumentler1 x;, X, ..., X,, har biri
t,,t,,...,t, Ozgeriwshilerinin sizigh funkciyas: bolsa, onda f(x) funkciyanin

ekinshi tartipli differenciali differenciallig formanimn invariantliq gaseytine iye
boladu.

Orta manis haqqinda teorema.
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Meyli f(x)=f(X,X,,....X,) funkciya E = R™ koplikte berilgen bolsin.
Bul E koplikte sonday a=(a,a,,...,a,), b=(b,b,,...,b ) nogatlarm qaraymiz, bul
noqatlardi birlesturiwshi tuwri siziq kesim E koplikke tiyisli bolsin. Bul kesim

K ={(X, X1 Xy) €R™ 1 =2, +1(b, —8,), X, =8, +1(b, - a,),..., X, =2, +1(b, —a,)

nogatlar kopligi menen anlatiladi K cE .
1-teorema. Eger f(x) funkciya K kesimmn a ham b nogatlarda uzliksiz

bolip, kesimnin qalgan barliq nogatlarinda differenciallaniwshi bolsa, onda K

kesimdesonday c=(c,,c,,...,C,, ) Nogat tabilip,

f(b)-f (a)=", ()b, —a )+ f,, ()b, —a)+...+ f, (c)bn ~ay) (1)
bolada.
Bul (1) formula Lagranjdin shekli 6simler formulasi delinedi.

Kop 6zgeriwshili funkciyanm Teiinop formulas:

Meyli f(x)=f (X, X,,...X,) funkciya ashiq E < R™ koplikte berilgen
bolip, Ug(xo)c E bolsin, bunda x° :(Xf,xg,...,xr%) ham 6 >0. ‘v’XeU(s(XO) ham
x° nogatlardi birlestiriwshi tuwri siziq kesimi

A= {xlo +t(x1 —xlo), X9 +t(x2 - xg)xr?1 th(xm —xf,’]); Ost31}
uslt Ug(xo) ga tiyisli boladl. f (x,X,,....,X, ) funkciya Ug(xo) koplikte (n+1)
marte differenciallaniwsh1 bolsm. Bul funkciyan1 A koplikte qarasag, [0,1]

segmentte aniqlangan mima

F(t)=f (ch> +(x, —xlo), X0 +1(x, — X2 X% +t(x,, —x,?]))

Funkciyagaiye bolamiz. F(t) funkciya [01] da tuwindiga iye bolip,

F'(t):(;—;-(x1 - xlo)+ S—Xf-(xz - xg)+...+§—f-(xm - xﬁ’n):

1 2 X

[t b)) )

a 1 2 m
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bolad, bunda f (x) funkciyanih barliqdaratuwindilari
(ch> +t(x1 - xlo) X3 th(x2 - xg) ..... X0 +t(xm - x%)) (4)
nogatta esaplanadi. F(t) funkciya k -tartipli (k =1,2,...,n+1) tuwindilarga iye

ham ol

F(")(t):[aix-(x1 - xf)+ aix-(x2 - x§)+...+ ai
1 2

$a ten, barliq dara tuwindilar (4) nogatta esaplanadi.
Solay etip, F (t) funkciya F'(t), F"(t),... F™(t) tuwindilargaiyeboladi.
Teylor formulasina kére t, nogatta (0 <t, <1)

F(t)=F(t,)+ F'(to)(t—t0)+%F”(t0)(t—t0)2 Fot
1 (5)

+ l F (n) (to )(t _ tO )n n = (n+1) (C)-(t _ to )n+l

n! (n+1)!
boladi, bunda c=t, +6(t-t,), 0<@<1.Bultenliktet,=0,t=1 bolsa, onda

F(1)=F(O)+%F'(O)+%F”(O)+...+$F(”)(O)+mF(””)(9)

kelip shigadi. Bunnan

6
F(l): (X1’X2’ ’Xm)’ ©)
F(k)(O)Z[ain-(Xl - Xlo)‘i‘ %'(Xz - Xg)"' et X '(Xm - Xr?\)J f
boliwin esapga alsaq, onda (5) ham (6) tenliklerden
f (X, X,y X )= T (Xf ,Xo Xr?])+
k
3 o LU R L (| KT REE
n+1
hal bt oth o)
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(0<0<1) tenlikke kelemiz. Bul kép ozgeriwshili — f (X, Xy, X,

funkciyanmn Lagranj korinistegi qaldiq Teylor formulasi delinedi.

11.5. Kop ozgeriwshili funkciyanin ekstremum manisleri. Ekstremumnin

zarurli ham jetkilikli shartleri

Funkciyanm ekstremumi. Zaruarli shart. Meyli f(x):f(xl,xz,...,xm)
funkciyanmn E = R™ koplikte berilgen bolip, x° =(Xf,xg,...,x%)e E bolsin.

1-amiqlama. Eger sonday 6 >0 san tabilip, U5(x°)c E bolip, Vx eU5(XO)
da f(x)< f(xo) bolsa, onda f(x) funkciyanm x° nogatta lokal maksimumga,
f(x)> f(xo) bolsa, onda f (x) funkciyanin x° nogatta lokal minimumga erisedi
delinedi.

2-aniqlama. Eger sonday o6 >0 san tabilip, Ug(xo)c E bolip,
VXEU5(XO)\{XO} da f(x)<f (xo) bolsa, onda f(x) funkciyanin x° nogatta
qataf lokal maksimumga, f (x)> f (x°) bolsa, onda f (x) funkciyanii x° nogatta

lokal gatan minimumga erisedi delinedi.

Funkciyanin lokal maksimum, lokal minimum uliwma at penen lokal

ekstremum delinedi. Bunda x° nogat f (x) funkciyanin lokal ekstremum noqati,

f (xo) $a bolsa funkciyanimn lokal ekstremum manisidelinedi.

Funkciyanin maksimum (minimum) manisi tomendegishe belgilenedi:

f(x°)= ma ) (f(xo): mi O)f(x)j.

xeU 4 |x° xeU 5 (x
Meyli A f (XO): f(x)-f (XO) ayirma f(x) funkciyanin x° nogattag toliq
6simi delinedi. f(x) funkciyanii x° nogatta lokal maksimumga erisse, onda
VX€U5(XO) da Af (XO) <0 boladi ham kerisinshe. Eger f (x) funkciyanm x°

noqatta lokal minimumga erisse, onda VxeU 5(x0) da A f (XO) >0 boladi ham

kerisinshe.
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1-teorema. Eger f(x)=f(x,,Xy,....,X,) funkciyanim x°=(x1°,x§,...,x°)

m
noqatta lokal ekstremumga erisse ham us1 nogatta barlq dara tuwindilarga iye

bolsa, onda

boladi.
1-eskertiw. Eger f (x) funkciyaninbazibir x° nogatta lokal ekstremumga
erisse ham usinoqatta differenciallaniwshi bolsa, onda
d f(x°)=0
boladi.
2-eskertiw. f (x)=f (X, X,,...,X,,) funkciyanifn baz1 bir x° nogatta barliq
dara tuwindilarga iye ham

af(xo)
O X:

=0,(i=1,2,..,m)

boliwinan berilgen funkciyamn usi1nogatta lokal ekstremumga erisiwi har dayim
kelip shigabermeydi.

Demek, 1-teorema funkciyamn lokal ekstremumga erisiwinin zarurli shartin
anlatadi.

f (x) funkciyanin dara tuwindilarin nolge aylandiratugm nogatlar onin
stancionar nogatlar1 delinedi.

Funkciyanmn ekstremumga erisiwinin jetkilikli sharti,

Meyli f(x)=f(¥,%,...x,) funkciyanin x° € R™ nogatmnin bazi bir U5(X0)

dogereginde berilgen, us1 dogerekte barliq ekinshi tartipli uzliksiz dara

M:o (i=1,2,..,m)

0

tuwindilargaiye ham

of(x° )
bolsin. Bul funkciyanmnnin Teylor formulasi a(xx )=Oshé1rttl esapga algan,

tomendegishe
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0° f

i OXy

f(x)=f (x°)+%i§m:“l

boladi, bunda ekinshi tartipli dara tuwindilar

A% AX, 1)

(xf+49-Axl, Xa +0-AXs ..., xr?n+6?-Axm)
(0 <f< 1) nogatta esaplangan ham

0

AXp =X — X2, AXy =Xy — X9,y AX =X — X0

m

Berilgen f (x) funkciyanin ekinshi tartipli dara tuwimdilarmin stancionar nogattagi

x° manislerin

2 0
ﬂﬂ (i,k=1,2,..,m)

Qi =
0X; OX,
menen belgileymiz. Barliq ekinshi tartipli dara tuwimdilar
0’ f
0 X0 X

larnin x° :(xf,xg xr?]) nogatta uzliksizliginen a, =a,; ham

ézf(xlo + Oy, X9 +O-AXy,., X +9-Axm)_ 0% f (xo)
0 X; 0%y 0X; O Xy

+ Oy =3 + Oy

kelip shigadi, bunda
A%, —-0  (i=1,2,...m)oa o, —0.
Natiyjede (1) tenlik
1

Af (xo): f(x)-f (XO):E{ i Ay AX, AX, +§: oty AX; AX, }

ik=1 ik

koriniskekeledi. Eger p =A% + AXZ +...+ AX2, A, = p-&;, (i=1,2,..,m)
bolsa, onda Ax, -0 (i=1,2,...,m) yagniy p —0 da
S 2 - 2
Y, aAX AX =P oyl G = ptalp)
i,k=1 ik
Esapgaalsaq, onda
m
=1

Af(x°)=%2{ > 3¢+ alo) } @

K
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bolads. (2) teilikten A f (x°) i belgisi koefficentleri a, =~ ) (ik=12,..,m)
Xk

QG Cx 3)

m
k=1

1
kvadratliq formaga baylamishi boladi.

2-teorema. Eger (3) kvadratliq forma on aniglangan bolsa, onda f (x)
funkciyanmn x° nogatta lokal minimumga, teris aniglangan bolsa, onda lokal
maksimumga erisedi.

Eger (3) kvadratliq forma aniq emes bolsa, bolsa f(x) funkciyanm x°
nogattalokal ekstremumga erispeydi.

Meyli f(x,y) funkciyanih (x,,Y,)e R? nogatnm bazi bir Uz((x,,Y,))
dogereginde (5 > 0) berilgen bolip, mima shértler orinlibolsimn:

1) f(x,y) funkciyanh Uy((x,Y,)) da tzliksiz ham Gzliksiz

fX', f);, fX"Z, fX"y, f;z dara tuwimndilarga iye,

2) (X9, Yo ) stancionar nogat, f, (x,,Y,)=0, f,(X,,Y)=0.

Bunnan
Af (XO’yO): f(X’ Y)_ f(XO!yO):

*
- %(alle2 + 28, AXAY + 8, Ay + oy AX® + 20, AXAY + aZZAyZ) )
kelip shigadi, bunda
a = fxz (XO’ yo)’ ap, = fxy (XO’ YO): fyx (Xo’ YO)’ Ay = f;z (Xo’ YO)
bolip,
AX—0, Ay—>0 oa a; >0, oy, >0, =0
boladi.
3-teorema. Eger
8., AX® + 28y, AXAY + a,,Ay? (4)

kvadratliq forma on aniglangan, yagniy
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ayy &y

dy Ay

bolsa, onda f (x,y) funkciyanii (x,, y, ) nogatta lokal minimumga erisedi, eger (4)
kvadratliq formateris aniglangan, yagniy

dq; Qg

Ay ap
bolsa, onda f (x,y) funkciya (x,, y, ) noqattalokal maksimumgaerisedi.

3-eskertiw. Eger a;; a,, —a5 <0 bolsa, onda f(x,y) funkciyani (X, Y, )
noqattaekstremumga iye bolmaydi.

4-eskertiw. Eger a,, a,, —a5 =0 bolsa, onda f (x,y) funkciyanif (X,,Y,)
noqatta ekstremumga erisiwi mumkin, erispewide mumkin

Misal. f(x,y)=x*+xy+y? —2x—3y funkciyani ekstremumga tekserin.

<« Berilgen funkciyanmnin stancionar noqatlar tabamiz

f(x,y)=2x+y-2, 2x+y-2=0, X,=

f,(x,y)=x+2y-3,  x+2y-3=0, vy, =

wlhr Wik

Demek, (%gj stancionar nogat. f , (x,y)=2, f,(x,y)=1, fy"2 (x,y)=2.
Demek, a,, =2,a,=1,2a, =2, a; =2>0 ham a, a, —aj, =3>0 bolganligi ushin

: . 14 .. -
berilgen funkciyanin (g : gj noqatta lokal minimumga erisedi ham

. 114 7
f(xy)=f[ 2.2 |=-1
min f (x,y) (3 3) 3

bolad1. »
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12-§. SANLIi QATAR

12.1. Sanh qatarlar tasinigi, onm jiynaqhihigr ham tarahwshilihg.
Jiynagh qatarlardm gasiyetleri

Meyli
{a,}: a,,a,,85,...,a,,...
haqiyquy sanlar izbe-izligi berilgen bolsmn. Olar jardeminde us1
a+a,+a;+..+a, +.. (1)
anlatpani payda etemiz. (1) anlatpa sanli gatar, qisqasha gatar delinedi ham ol

> a, korinisinde belgilenedi:
n=0

ian =a,+a,+az+..+a, +..
n-1
Bunda a,,a,,38;,...,a, ,... sanlar qatardin agzalari, a, bolsa qatardin uliwma
agza (yaki n-agzasi)delinedi.
Toémendegi
S, =q,+a,+...+a, (n=123,..)
qosindi (1) gatardin n-daraqosindisi delinedi.
Demek, (1) gatar berilgende har waqitta bul qatardin dara qosindilarinan
ibaratusi {S, }:

izbe-izlikti payda etiw mumkin.

Maselen,

qatardin daraqosindist
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1 1 1 1 1 1 1
S GG T

1 n

- =

n+l n+1
bolip, olardan dazilgen {S, } izbe-izlik

3 n
4

2
3 N+l

1
2 ]

boladu.
1-amiqlama. Eger n—>oo da {S} izbe-izlik S ke (S € R) jiynaqli bolsa,

onda (1) gatar jiynaqli, al S onin qosindisi delinedi.

limS,=S,S=>a,.

N— n=1
Eger {S,} izbe-izlik sheklilimitke iye bolmasa (limitiiye bolmasa yamasa

sheksizlik bolsa), onda (1) qatar taraliwshi delinedi.

2 1 1 1 1
1-misal. >’ =——+——+..+
=nin-1) 1.2 2.3 n(n+1)

+... gqatarushin

S, =1—i bolip, limS, = Iim(l—il) =1 boladi. Demek, berilgen gatar

1+n Nn—o N—w n+

jiynaqltham onin qosindis1 1 ge ten,

st
nzln(n_l)
2-musal. > n=1+2+3+..+n+... qatar taraliwshi boladi, sebebi
n=1
S, :1+2+3+...+n:@

ushin

limS, =+ .

N—o0

3-musal. > (-)" =1-1+1-1+..+ (=)™ +...qatar ushin

m=1
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S =1-1+1-1+..+(-1) =

n

1 0,eger n — jup san
{1, eger n —tagq san

bolip ol n— oo da limitke iye emes.

Demek, berilgen gatar taraliwshi boladi.

Jiynaqli qatarlardmn qasiyetleri.

Meyli bazi bir
ian=a1+a2+...+an+... (1)
n=1
gatar berilgen bolsin. Onda
ian =8pyg tap2 t-- (2)
n=m+1

gatar (bunda m—taymlangan natural san) (1) qatardin qaldigi delinedi.

1-gasiyet. Eger (1) gqatar jiynagli bolsa, onda(2) gatar ham jiynaqli boladi
ham kerisinshe; (2) gatardin jiynaqli boliwman (1) gatardin jiynaqliligi kelip
shigadi.

2-qasiyet. Eger ian gatarjiynaqlibolip, onimn qosindisi S ga ten bolsa,
n=1

onda ic -a_gatar ham jiynagliham onin qosindisi ¢- S ge ten boladi, bunda ¢ = 0

n=1

turagh san.

3-qasiyet. Eger ian, ibn gatarlar jiynaqli bolip, olardin qosindisi saykes
n=1 n=1

tarde S; ham S, geten bolsa, onda i(an +b ) qatarijiynaqliham onin qosindisi

n=1

S, +S, getenbolad:.

4-qasiyet. Eger iam gatar jiynaqlibolsa, onda n —c da a, nolgeumtilads,

n=1

lima, =0 .

nN—o0

<« Meyli > a, qatar jiynaqh bolip, onin qosindist S ga ten bolsin.

n=1
Aniglamaga tiykarlanip
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limS, =lim(a, +a, +...+a,)=S.

n—o0 nN—o0

Bunnan a, =S, — S, ; boladi. Keyingi tenlikten

lima, =lim(S,-S,;,)=S-S=0.p»
nN—o0

n—oo

Eskertiw. Qatardinuliwma agzas1 a, nin n — oo danolge umtiiwnan onin

jiynaqliboliw1 har waqitta kelip shigpaydi. Maselen, usi

i1—1+1+1+ +—
avn W2 Y3 n

+...

1 :
qatardin uliwma agzas1 a, = — bolip, ol n— o da nolge umtiladi. Biraq bul

Jn
qatar taraliwshi, sebebi
1 1 1 1
S, =l+——+-——+..4——>n-——=+/n
" V2 V3 vn o Jn
Izbe-izlik n — o0 da + o ge umtiladi:
[imS, =,

n—>o0
Jogarida Keltirilgen 4)- gasiyet gatar jiynaqli boliwinin zarurli shartin
anlatadi.
5-qasiyet. Meyli (1) gatar berilgen bolsin. Bul gatardin agzalarin tomendegi
(g +a, +..+a,)+(@p g +ay ot ta, )+ (3)
qatardi paydaetemiz, bunda
n <n,<...
bolip, {n, } izbe-izlik natural sanlar izbe-izligi {n} nin dara izbe-izligi boladi.
Eger (1) gatar jiynaglibolip, onin qosindis1 S getenbolsa, onda (3) gatar

ham jiynaqlitham qosindis1 S bolad:.
Qatardwn jynaqliligt.

Teorema (Koshi teoremasi). Y a, gatarjiynaqliboliwiushin Ve >0 san
n=1
alinganda hamsonday n, € N tabilsa, ¥n>n, ham m=1,2_3,... bolganda
1Snim = So| =[anit + Bpip + oo F | < € (4)

n+m
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tensizliktin ormlaniwi zartrli ham jetkilikli.

Eskertiw. Eger > a, gatarushin (4)shartorinlibolmasa,onda > a, qatar
n=1 n=1

taraliwshi bolad.
12.2. On agzah qatarlar ham olardm jiynaqhhq belgileri

Meyli

dYa,=a,+a,+..+a, +.. (1)
n=1
gatar berilgen bolsin. Eger bulqatardaa, >0 (¥ne N) bolsa, onda (1) onagzah
qatar delinedi. Of agzah gatarlarda, olardifi daragosindilarinanibarat {S, } izbe-
izlik 6siwshi izbe-izlik bolad.
Haqiyqattan da,
S

= +a, +..+a,+a,, =5,+a,,=95,.

1-teorema. On agzal ian qatardin jiynaqliboliwiushin {S,_}

izbe-izliktin joqaridan shegaralanganboliw1 zararliham jetkilikli.
<« Zarirligi. (1) gatar jiynaglt bolsin. Onda n—o da {S,} izbe-izlik
shekli limitke iye boladi. Jiynaqli izbe-izliktin —qasiyetine muwapiq {S,}

shegaralangan, tiykarinan joqaridan shegaralanganboladi.
Jetkilikligi. {S,} izbe-izlik joqaridan shegaralanganbolsi.Onda monoton

izbe-izliktin limiti haqqindag: teoremaga muwapiq {S,} izbe-izlik n—oo da

shekli limitke iye boladi. Demek, (1) gatar jiynaqli boladi. »

Eskertiw. Eger S a, of agzali qatarda, onif dara qosindalarman ibarat {S,}

n=1
izbe-izlik jogaridan shegaralanbagan bolsa, onda gatar taraliwshi boladi.

On agzali qatarlarda salistiriw teoremalari.

Meyli eki ian ham ibn on agzali gatarlar berilgen bolsin.
=1 =1
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2-teorema. Meyli > a, ham > b, qatarlarushn Vne N da
n=1 n=1

a, <b, ()

tensizlik ormlansin. Eger

1) >'b, gatarjiynaqlibolsa, onda ) a, gatarjiynaqlibolads,

n=1 n=1

2) > a, qatartaraliwshibolsa,onda > b, gatar taraliwshi boladu.
n=1 n=1

1-masal. isin% gatardijiynagliliqqa tekserin.
n=1

<« Bunnan, bulgatar agzalariushin

T
2"

0<sin£n< (n=123,...)

tensizlik orinlibolada.

Natiyjede berilgen qatardin har bir agzasi jiynaql Zzin qatardin

n-1
(geometriyaliq qatardin) saykes agzasinan kishi boladi. 2-teoremaga muwapiq
berilgen gatarjiynagliboladi. »
3-teorema. Meyli on agzali Y a, ham >'b, gatarlardin uliwma agzalari
n-1 n-1

ushin

lim2n — (b, >0, n=12,.)

n—o0

bolsin. Bunda:

1) K <+ bolip, > b, gatarjiynaglibolsa, onda > a, gatar ham jiynaqh

n=1 n=1

boladi.
2) K >0 bolip, > b, qgatar taraliwshibolsa, onda > a, gatar taraliwshi
n=1 n=1

bolad..
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Saldar. Ofn agzal ian ham ibn gatarlarushin

n=1 n=1

lim 3 - K ,  (0<K <+x)

nN—o0
n

bolsa, onda > a, ham > b, qgatarlar bir waqitta jiynaql yamasa taraliwshi

n=1 n=1
boladi.
2-musal. ) ——- qatar jrynaqliligga tekserin.
n=1 1+
n n

<« Berilgen qatar menen birge taraliwshiligi malim bolgan Zl

n=1

garmonikalin qatardi garaymiz. Bul qatarlardin uliwma agzalari ushin

1
1+% 1
lim™— = lim = lim— =1
n—oo 1 N—o0 1_,_1 n—)OOQ/ﬁ

n n"

boladi. Demek, berilgen gatar taraliwshiboladi. »
4-teorema. Meyli on agzali >_a, ham ) b, qgatarlarushmn
n=1 n=1

a b

n+1 < n+1

a b

n n

bolsm (a, >0, b, >0, n=123..)
Bunda:

1) ibn gatarjiynaqlibolsa, onda > a, gatarjiynaqliboladi,

n=1 n=1

2) > a, gatartaraliwshibolsa,onda > b, qatartaraliwshi boladi.
n=1 n=1

Jogaridakeltirilgen teorema ham misallardan korinip turganday, on agzali

qatardin jiynaqlilign yamasa taraliwshiligin bilgen jagdayda, agzalar1 bul gatar
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agzalart menen belgili gatnasta bolgan (salistirgan) ekinshi on agzali qatardin
Jrynaqliligi yamasa taraliwshiligin aniglaw miamkin boladu.

On agzah qatarlardin jiynaqhihq belgileri.

On agzal qatarlarda bayan etilgen salistirtw teoremalarman paydalanip,
jiynaqliliq belgilerin keltiremiz.

1. Koshi belgisi. Eger on agzal

Ya,=a,+a,+...+a, +... 1)
n=1
gatardabarlig n>1ushin
Va, <q<1 2)

bolsa, onda (1) gatar jiynaqgli bolads,

Va, 21 3)
bolsa, onda (1) qatar taraliwshi boladi.
Kobinese Koshi belgisinin tomendegi keltirilgen limit koérinisindegi
tastiyiqlawdan paydalaniladi.
Meyli on agzali (1) gatarda

lim v/a, =k

nN—oo

bar bolsin. Onda
1) k <1 bolganda (1) gatar jiynagli bolads,
2) k>1 bolganda (1) gatar taraliwshi boladi.

1-misal. Qatardi Z(:T—F;j jrynaqliligqa tekserin.

n=1

n+1)"
<« Bul qatardin uliwma agzasi a,, = (n—+2j bolip, onin ushin
+

1

n
i n+1 n (1+H)
% = n+2) . 2
@+=)"
n

boladi. Bunnan,
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@+
lim—"n - =,
n—>oo(1+g)n e

n

Demek, k = 1 <1, berilgen gatar jiynaglibolad1.
e

Eskertiw. Koshi belgisinin limit korinisindegi anlatpasinda k =1 bolsa,
onda (1) gatar jiynaglida, taraliwshida boliw1 mamkin.
2. Dalamber belgisi. Eger on agzali

0

Ya,=a +a, +..+a, +.. (1)
n=1
gatardabarlig n >1 ushin
hi gl (a,>0,n=12.) )

n

bolsa, onda (1) gatar jiynagli boladi;

%21 (a,>0,n=12.) (5)

n
bolsa, onda (1) gatar taraliwshi boladi.

Dalamber belgisinin tomendegi limit koérinisindegi tastiyiglawman
paydalaniladh.

Meyli on agzali (1) gatarda

. a
lim—"2L =d

n—o0 an

limit bar bolsm. Bunda:
1) d <1 bolganda (1) gatar jiynagli boladi,
2) d >1 bolganda (1) gatar taraliwshi bolad.

z n, :
2-musal. Qatardi ) — jiynaqliliqqa tekserin.

n=1N

n! _ (n+D)!

<« Berilgen gatarushm a, = 8= naD)™ bolip,
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a,, _ (n+H" 1

a, (M+)".nl (1+£)n
n

boladi. Bunnan,

. 1 1
lim= 1=
n—oo (1+7)n e
n

Demek, d = 1 <1, berilgen gatar jiynagli boladi.
e

Eskertiw. Dalamber belgisinin limit korinisindegi anlatpasinda d =1 bolsa,

onda (1) qatarjiynaqlda, taraliwshida boliw1 mimkin.
3. Integral belgisi. Meyli on agzali ian gatar berilgen bolsin. Us1 jagdayda,
n=1

[L+w0) araliqta berilgen f (x) funktsiyatomendegishartlerdi qanaatlandirsin:
1) f(x) funktsiya[1,+0) dauzliksiz,
2) f(x) funktsiya [1,+o0) dakemeyiwshi,
3) Vxe[l4+x) da f(x)>0,
4) f(ny)=a, (n=123..).

Bunda berilgen gatar > a, =) f (n) koriniske keledi. Jogaridagi shartlerden

n=1 n=1
paydalanip, n<x<n+1l (neN) bolganda f(n)>f(x)>f(n+1) yamasa
a, > f(x)>a,,, boladi. Keyingi tensizlikti [n, n+1] araliq boymsha integrallaw
natiyjesinde

n+1

a,, < [f(xdx<a, (6)

boladi. Endi berilgen ian :i f (n) gatar menen birge usi

n=1 n=1

2 j £ (x)dx 0

qatardi qaraymiz. Bul qatardin dara gosindisi

232



n k+1 n+1

> [ f(x)dx= j f (x)dx

k=1l k

boladi. Meyli F(x) funktsiya [1,+o0] arahiqta f(x) funktsiyanin daslepki
funktsiyasibolsin F'(x) = f (x). On1 tomendegishe

F(x):ff(t)dt : F(1)=0
1
anlatiw mumkin. Natiyjede
n k+1
> [ f(x)dx=F(n+1)
k=1 k

boladi. Eger n— oo da F(n+1) sheklisangaumtilsa, (bul jagdayda (7) qatardin
dara qosindis1 shekli limitke iye bolad1) onda (7) gatarjiynaqli boladi. Bunnan,

jf(x)dx (n=1,2,3,...) izbe-izlik joqaridanshegaralanganboladi. (6) gatnasqga
1

muwapiq berilgen qatardin dara qosindilarinan ibarat izbe-izlik jogaridan

shegaralangan bolip, on agzali qatarlardin jiynaqlihigi haqqindag teoremaga

muwapiq berilgen > a, qatarjiynaqliboladi.

n=1
Eger n —» o da F(n+1) >« bolsa, onda berilgen gatar taraliwsh1 boladi.

Bunnan, tdmendegi integral belgisine kelemiz.

Integral belgisi. Eger lim F(x) =b bolip, b shekli san bolsa, onda > a,

X—>+00 n=1

gatar jiynagliboladi, b =0 bolsa,onda ) a, gatar taraliwshi boladi.
n=1

3-musal. ini (a > 0)jiynaqliligqa tekserin.

<« Eger f(x)zia (a >0) delinse, onda bul funktsiya [L4w) araliqta
X

integral belgisine keltirilgen barliq shartlerdi qanaatlandiradi. Bul funktsiyanin

daslepki funktsiyasi
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th 1 1
F(x) = ff(t)dt E(x

boladi. Bunnan,

X—>+00 x>0l — ¢ X“_l

lim F(X)—hmi( 1 1}{ _1,egera>1,

bolip, a =1 bolganda

lim F(x) = Ilmj—

X—>+00 X—)oo
boladi. Demek, integral belgisine muwapiq Zia gatar « >1 bolgandajiynaql,
N

a <1 bolgandataraliwshiboladi. »

12.3. Qalegen agzah qatarlar ham onin jiynaqhhigmm Leybnits, Dirixle

ham Abel belgileri

1. Leybnits belgisi. Meyli
Z( )" e, =C, —C, +C3—Cy +...+ (D", +... 1)
n=1

gatari berilgen bolsin, bunda ¢, >0, (n=1,2,3,...).

Adette, bunday qatar agzalardin belgileri almasip keletugin gatar delinedi.
Bunnan, (1) gqatar galegen agzali qatardin bir turi boladu.
Maselen, usi

nfl.l_l_l 1_1 “._|_(_1)n71l+
n 2 3 4 n

> (1)
n=1
gatar agzalarimn belgileri almasip keliwshi gatar bolad.
Leybnits belgisi. Eger agzalardin belgileri almasip keliwshi (1) gatarda:
1) ¢,y <C, , (n=123,...)

2) limc, =0

N—o0

bolsa, onda (1) gatar jiynagliboladi.
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Maselen,

L (2)

qatar agzalari keltirilgen teoremanin barliq shartlerin qanaatlandiradi. Teoremaga
muwapiq (2) gatar jiynagli boladi.
2. Dirixle-Abel belgisi. Meyli
a , 8y ,85,..8, .ny
b, ,b, , b;,...,b,,..
galegen haqiyqiy sanlarizbe-izlikeri bolip,
S, =, +a, +...+a,
bolsin. Bunda ¥Yne N , ¥Yme N ushin
n+m n+m-1
zak bk = Z Sk (bk - bk—l) + Sn+m ’ bn+m - Sn—lbn (3)
k=n k=n
gatnas orinli boladi.
Adette, (3)qgatnasAbel belgisi delinedi.
Dirixe-Abel belgisi. Meyli
k=1
gatar berilgen bolsin. Eger
1) {b, } izbe-izlik kemeyiwishi ham ol sheksiz kishi shama,
2) > a, qatardindaraqosindilariizbe-izligi shegaralangan bolsa, onda
k=1

(4) gatar jiynagli bolada.

Misal. icoikx jiynaqliliqqa tekserin.
a=1

<« Eger x=2x bolsa, onda berilgen gatar

* coskx &cos2zr-k &1
> = =)=
ka K ka K ka K

garmonikaliq gatar bolip, ol taraliwsh1 boladu.
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Meyli x = 27 bolsin. Berilgen gatarda a, = coskx, b, = % belgilep, {b, } = {%}
kemeyiwyshi ham sheksiz kishi shamabolad: (k — o da % —0). Al

> a, =Y coskx qatardin dara qosindisi S, t1tabamiz:
|

n

Z oskx—LZZSm;coskx—

2sin— X
1 . X
1 1 sm(n+§)x—smE
:—Z[sm(k + )X — sm(k——)x} :
X
2sin— 2sin—
2 2
Keyingi gqatnastan, 2z gadarejelibolmagan x lar ushin
1
Sul<—
sin—
2

kelip shigadi. Demek, {S,} izbe-izlik shegaralangan. Ondaberilgen gatar Dirixe-
Abel belgisine muwapiq jiynaqli boladi. »

12.4. Absolyut rynaqh gatarlar. Shartli jiynaqh gatarlar

Meyli
ian:al+a2+...+an+... 1)
n=1
gatar berilgen bolsm. Bul gatardin har bir agzasi galegen haqiyquy sanlardan ibarat.
(1) gatar agzalarmin absolyut manislerinenusi
g\an\:\a1\+\an\+...+\an\+... )
gatardi duzemiz.

1-teorema. Eger (2) gatar jiynaqli bolsa, onda (1) gatar jiynagli bolada.
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<« Meyli (2) gatar jiynaqlibolsin. Ondagatar jiynaqgliligihaqqindag: Koshi
teoremasina muwapiq
Ve>0, dnyeN, vn>n, m=123... da
@]+ [Ano| + -+ [Am| < €
boladi. Bunnan,

- T - T g T B - P R

n+m"
keyingi eki gatnastan
Ve>0, 3n,eN,vn>n,, m=123,.. da
@pyg +8pyp +etApm| <€

boliw1 kelip shigadi. Koshiteoremasina muwapiq (1) gatar jiynaqliboladi. »
l-amqlama. Eger ) |a,| qatar jiynaqh bolsa, onda ) a, gatar absolyut
n=1 n=1
jiynaqliqatar delinedi.

Maselen, ust

Sl 1,1 1, ()

+...
=N 2¢ 3% 4° n

(24

gatar « >1 bolgandaabsolyut jiynaqgli gatar bolads, sebebi
> 1 1 1 1
2

n=1

=+ —+———+.+—+..
uliwmalasqan garmonikaliq qatar « >1 bolganda jiynagliboladi.

];[ (_1) n-1
n

2 3" 4% n“

2-aniqlama. Eger > a, gatar jiynaghbolip, Y_|a,| gatar taraliwsh1 bolsa,
n=1 n=1

onda > a, qgatarshartli jiynaql gatar delinedi.
n=1

Misal. Usi gatar

=1, na 1
—(-)" " =1-—+=———+...+
én( ) 2 3 4

shartli jiynaqliligga gatar boladi.
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Endi i|an| qatardin on agzal qatar ekenin itibarga alip, > a, qatardin
n=1 n=1

absolyutjiynaqliligin anlatiwshi belgilerin keltiremiz.

Dalamber belgisi. Meyli > a, qataragzalariushin
n=1

fim 20l _

n—o0 ‘an‘

d

limiti bar bolsin. Onda:

1) d <1 bolganda, >_a, qatar absolyut jiynagliboladu,

n=1

2) d >1bolganda, > a, gatartaraliwshi boladu.

n=1

Koshi belgisi. Meyli > a, qataragzalariushin

n=1
i, =k

limiti bar bolsin. Onda:

1) k<1 bolganda, > a, gatar absolyut jiynagli boladh.
n=1

2) k>1 bolganda, > a, qatar taraliwshi boladi.
n=1
Absolyut jiynaqli qatarlardin gasiyetlerin keltiremiz.
1) Eger gatar absolyutjiynaqli bolsa, ondabul gatar jiynaqli boladu.
2) Eger > a, gatarabsolyutjiynaghbolip, {b,} sanlarizbe-izligi

n=1

shegaralangan bolsa, onda ) a,b, jiynagliboladi.
n=1

3) Meyli > a, qataragzalarinifi orinlarinalmastirtw natiyjesinde
n-1

Y =aj+a, . +a . 8)
j=1
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qataripayda bolsin. Bunnan (8) gatardin harbir a'; agzasi (j=1.2,...) (1) qatardin
tayinlangan bir a,, agzasmnm oziboladi, yamasa 3k; eN,a =a'; bolads.

Eger (1) gatar absolyut jiynaglibolip, onin qosindis1 S ga ten bolsa, onda
bul gatar agzalarmin ormlarin galegen tarizde almastirtwdan payda bolgan (8)

gatar absolyutjiynaqliham onin qosmdistham S geten bolad.
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13-§. FUNKCIONAL QATARLAR

13.2. Funkcional qatarlardm ten éIshewli jrynaqhg

Meyli E = R koplikte aniglangan
u, (x),u,(x),...,u,(x),...
funkcional izbe-izlik berilgen bolsin. Bul izbe-izliktin agzalari jardeminde dazilgen
Uy (X)+u, (X)+ ... +u, (X)+...

anlatpa funkcional gatar delinedi ham iun(x) arqali belgilenedi:
n=1

> u, (X) = ug (%) +uy (X)+ .. +u, (X) ... (1)
n=1
Bunda E funkcional gatardin aniglamw oblasti delinedi. Maselen,

o0
1) Y X" =14 X+ X7 ek X e
n=1

2) Y ne™ =e* +2e% +3e +---+ne™ +--.
n=1

funkcional qatarlar bolip, olardin aniglaniw oblasti E =(—o0,+c0) bolad1. (1)

funkcional qatardin agzalarinan

........................... )

------------------------------------------

qosimdilarin dazemiz. Olar (1) funkcional qatardin dara qosindilar1 delinedi.
Demek, (1) funkcional qatar berilgende har dayim bul qatardin (2) dara
qosindilarman ibarat {S, (x)}:

S,(x),S,(x),...,S,(x),...
funkcional izbe-izlik payda boladi. Bizge belgili, x=x, € E tochkada{S,(x, )}

sanlar izbe-izligi bolad:.
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1-amiqlama. Eger {Sn(xo)} jiynaql (taraliwshi) bolsa, onda iun(x)

n=1

funkcional gatar x=x, tochkada jiynaqli (taraliwshi) delinedi, x, tochka

funkcional qatardin jiynaqliliq (taraliwshi) tochkasi delinedi.

2-aniqlama. ZUn(X) funkcional qatardin barlq jiynaqliliq tochkalarinan
n=1

ibarat E, — E koplik, Zun(x) funkcional gatardin jiynaqlihiq kopligi delinedi.

n=1
Bul jagdayda iun(x) funkcional qatar E, koplikte jiynaqlidep aytiladi.
n=1

Eger E, koplikte
Zi‘un(x) = ‘ul(XX + ‘uz(XX +°°°+‘un(x] T

gatar jiynaqli bolsa, onda Zun(x) funkcional qatar E, da absolyut jiynaql

n=1

delinedi.

3-aniqlama. iun (x) funkcional qatardin dara qosmndilarman ibarat {S_ (x)}

n=1

izbe-izliktin limit funktsiyas1 S(x):

S, (x) > S(x) (xeEy)

o0

> u,(x) funkcional qatardin qosindis: delinedi.
n=1

u,(x)=S(x X e E,) tarindejaziladi.
n 0 J
n=1
1-musal. Berilgen
ix”‘l =14+ X+ X2+ X"

n=1

funkcional qatardin jiynagliliq oblastt ham qosindisi tabilsin.
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<« Berilgen funkcional gqatardin aniqlaniw oblasti E =R boladi. Qatardin

dara gqosindisin tabamiz:

1-x"
Sy (X)=1+X+ X"+ + X" =4 1-x
n , eeep x=1.

, eeep x#1

n—oo da S, (x) dinlimiti x ga baylanish boladz:

a) xe(-1,1) da

n
limS,(x)=lim 1 _X .
N—o0 n—o| 1 — X 1 X 1—X

6) xel,+x)da
limS, (x)=oo;

N—o0

B) Xe(—o0,—1]da limS,(x) limitkeiye emes.

N—o0

Demek, berilgen funkcional qatardin jiynaqliliq oblast1 E, =(-1,1) bolip,

gosindisi
1
S(X)=—
(="
boladi. P
0 n
2-musal. )’ -—funkcional gatardin jiynaqliliq oblastin tabifi.

<« Sanli gatarlar teoriyasindagi Dalamber belgilerinen paydalanip,

Uy, (X) | x!1+ x2" ) _

u,(x) 1+x2n+2 1+x2| iy 1+ x°"2 |

a) xe(-1,1) da

=lim

N—o0

lim

n—o0

x!l+ x2" }

Ilm 1+ X2n+2

n—o0

=|x.

Bul jagdayda berilgen funkcional gatar (—1,1) da jiynaqli boladu.
6) xe(—o,-1)u(1,+x) da
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2n 1 +1
Iim —— 2= |lim ==
nool+x2NT2| noow 1 4| Ix
X2n+2

bolip, funkcional gatar x e (—o0,—1)U(1,+ o) da jiynagh bolad.

B) X =+1 daberilgen funkcional gatar saykesturde

sanli qatarga aylanadi1 ham olar taraliwshi boladi.
Solay etip, funkcional qatardin jiynaqliliq oblasti
E, =R\{-1,1}=(~o0,-1)u(-1,1)U(1,+ )
boladi. »
Funkcional gatardin ten olshewli jynaqlilig.

Meyli iun(x) funkcional gatar E, koplikte jynagli ham qosmdis1 S(x)
n=1

bolip
S, (x)—> S(x) (xeE,) 3)
bunda, S, (x) = uy (x)+u,(x)+---+u,(x).
4-amiqlama. Eger E; koplikte

S, (%) 38 (x), (xeEp)

bolsa, onda Zun(x) funkcional qatar E, koplikda ten 6lshewlijiynaqglidelinedi.
n=1

Eger r,(x)=S(x)-S,(x) bolsa, onda funkcional qatardin E, koplikte ten
6lshewlijiynaqliligin
RS0 (xeE),

koriniste aniglaw mamkinboladi.

Solay etip, iun(x) funkcional gatar, onin daraqosindisin S, (x)
=1

ham qosimndisi S(x) ushin
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S, (x)—>S(x) (xeE,)
bolsa, ondafunkcional qatar E, dajiynaql,

$,(x) 3 S(x) (xeEy)
bolsa, onda funkcional qatar E, daten 6lshewlijiynaqlibolads.

1-teorema. >u,(x) funkcional gatar E, da qatar qosindisi S(x)
=1

funktsiyaga ten 6lshewli jiynaqliligi ushin
lim sup|S,(x)—S(x) =0,

N—o0 XEEO

yagniy
lim sup|r,(x) =0

n—oo xeEq

zarurliham jetkilikli.

3-musal. )| 1

Z(x+n)x+n+1) funkcional gatardin [0,+o) da ten 6lshewli

jiynaqliekenin dalillen.
<« Berilgen funkcional gatardin dara qosindisin esaplap, son gqosindisin

tabamiz:
S)= a1
" (x+1)x+2) (x+2)x+3) (x+n)x+n+1)
_(1_1)+(1_1j+ J{l_ 1 )_
x+1 x+2 X+2 X+3 X+n X+n+1)
21 1
O Xx+1 Xx+n+1’
IimSn(x)zlim( 1t 1 j: 1
N—o0 nso\ X+1 X+n+1l) x+1
Demek,
1
S(x)=——
(X) Xx+1
Onda
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1 1 1 1
S, (X)=S(x)=—— — s
o (0)=5(x) X+1 X+n+1 X+1 Xx+n+1

bolip,
S —-S(X)=——
Sup 8a(x) =S} =177

boladi. Keyingi tenlikten
lim sup |S,(x)-S(x)=0

N xe[0,+)
kelip shigadi. 1-teoremaga kore berilgen funkcional gatar [0,+ o) daten 6lshewli
Jtynaqli. »
Eskertiw. Eger
lim sup|S,, (x)— S(x) =0

N—o0 XEEO

bolsa, onda > u,(x) funkcional gatar E, da tea 6lshewli jrynaqli boliwi shart
n=1

emes. Maselen, ix”‘lfunkcional qatardin  (-1,1) da jiynaqli, qosmndisi

n=1

S(x)= %boladl. Bul funkcional gatar ushin
—X

n

= 400

lim sup |S,(x)— S(x) = lim sup

N—% _1ex<1 N—% _{ .y

1-X

bolad1. Demak, funkcional gatar (—1,1) da ten 6Ishewlijrynaqli emes.

Meyli iun (x) funkcional qatar E = R koplikte berilgen bolsin.

2-teorema (Koshi). > u,(x) funkcional gatar E képlikte ten olshewli
=1

jiynagliboliwiushin Ve >0,3n,=ny(¢)eN, Vn>n,, VpeN,K6 VxeE da

Sup (X) =S, (x)|< &

boliw1zararliham jetkilikli.
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13.3. Funkcional qatarlardm ten éIshewli jrynaqhq belgileri

a) Veyershtrass belgisi. Meyli E koplikte

iun(x):ul(x)+u2(x)+...+un(x)+... 4)
n=1
funkcional gatar berilgen bolip,

1) VheN,VxeE da\u ()‘ C,,

2) 3C, =C,+Cp+...4+C

n=1

+... sanh qatar jiynaql bolsm. Onda (4)

n

funkcional gatar E koplikte ten 6lshewli jiynaqli boladi.

o :
4-musal. > XSInx funkcional qatardi ten 6lshewli jiynaqliligga

n=1+1+ n2(1+ nxzj

tekserin.
<« Berilgen qatardin aniglaniw oblast1 E =(—o0,+o0) bolip, oniA uliwma

Xsin x

agzasi u, (x) = NS (1+nx2)(n =1,2,3,...)bolad1. Bunnan
‘ XSinx ‘ K
u_(x) =
‘n()‘ ‘ 1+n(1+nx )‘ 1+n(1+nx)
Endi V x e (-0, + ) ushin id <1 esapgaalip,
1+nx? = 2J/n
L P S
x/1+n2(1+nx2) 2./nf1+n?) 2n*?
Demek, berilgen funkcional gatardi agzalari ushin |u, (x) < —— bolad:. Z —

2n n=1N
gatar jiynaqli. Bunnan Veyershtrass belgisine kore berilgen funkcional gatar
(—o0,+0) daten 6lshewlijiynagli bolad. P

b) Dirixle belgisi. Meyli EcR koplikte aniglangan u,(x) ham

v,(x) (n=12,3,...) funktsiyalar tomendegishartler ormli bolsin,
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1) Vx e E da {u,(x)} izbe-izlik monoton;

2) {u, (x)} funkcional izbe-izlik E da0 ge ten 6Ishewlijiynaql:
u,(x) 2 0 (xeE);

3) sonday C € R barbolip, Vhne N ,VxeE da

Vi (%) +V, (X)+++ -+ v, (x) = kzn::lvk (x% <C
Onda
20,0, ()

funkcional gatar E koplikte ten 6lshewli jiynaqli boladi.

® sinX-sinnx ) )
5-misal. ————— funkcional gatar E =|0,+) da ten olshewli
E — g [0,+00)
jiynaqligm dalillen.
i 1 ) ) )
«4 Meyli u.(x)= . V_(X)=sinx-sinnx bolsin. Bul funktsiyalar
yli u, (x) N 2(x) y

ushin Dirixle belgisindegi tish shart orinlanadi1. Haqiyqatdan da,

1) VxeE da un(x):; ushin

NN+ X
1 1 An+l+x=n+x
n+x n+1+x Jn+x-An+1+x
= 1 >0
J+x)n+1+x)-(Vn+1+x+/n+x)
bolganligtan onin kemeyiwshiligi kelip shigads;
1 1 1
2) u,(x)= < ,N—>ow da—=—0.
) U (x) Jn+x  Wn Jn
Demek,
u,(x)30 (xeE);
3) onda
>, (x) =|> sinxsinkx —2cos Xlsin ™ .sin" Ty <2
k=1 k=1 2 2 2
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boladi. Dirixle belgisine kore berilgen funkcional gatar E = [O,+oo) daten
6lshewlijiynaqli. >

v) Abel belgisi. Meyli EcR koplikte amglangan u,(x) ham
v,(x) (n=12,3,...) funktsiyalar tomendegishe shartler ormli bolsin:

1) Vx e E da {u,(x)} izbe-izlik monoton;

2)sonday C e R tabiladi, vne E , VxeE dau,(x)<C;

3) > v, (x) funkcional gatar E koplikte ten olshewlijiynaqli boladi. Onda
=1

0

> u,,(x)-v,(x) funkcional gatar E koplikte ten lshewlijrynaqli boladi.

n=1

w (_1\+
6-misal. Z( 12 x" funkcional qatardi E = [0,1] daten 6Ishewlijiynagh
n=1

ekenligin dalillen.

n+l
<« Meyli un(x):x”,vn(x):(_ln) (xe[0,1]) bolsm. Bul funktsiyalar ushin

Abel belgisindegi ush shart ormlanadi. Onda Abel belgisine kore berilgen
funkcional gatar [0,1] da ten 6lshewlijiynaqli boladz.
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14-§. DAREJELI QATARLAR

14.1. Darejeli qatarlardin jiynaqhihiq oblasti.

Koshi-Adamar formulasi

Har bir agzasi
u,(t)=a,(t-t)", (t, eR;n=0,12...)

funktsiyasinan ibarat bolgan

ian(t_to)n :a0+a1(t_to)+az(t_to)2+--- (1)

funktsional qatar darejeli qatar delinedi, bunda a,,a,,...,a,,... haqiqiy sanlardarejeli

n

qatardin koeffitsientleri delinedi. da t —t, = x bolsa, onda

>a,x" =a, +ax+ax’+..+a,x"+... (xeR) 2)
n=0

koriniske keledi. (2) qatardin dara qosindisi
S, (x)=a, +ax+a,x* +...+a,x"
kép agzahdanibarat. Bunda x =0 da S, (0)=a, boladi. Demek, har ganday (2)

korinistegi darejeli gatar x =0 tochkadajiynaqlt bolada.
1-teorema (Abel). Eger

o0
Sax" =a, +aX+axt +.+ax" +...
n=0

darejeli gqatar x = x, # 0 tochkada jiynaqli bolsa,onda
X< o]
tensizlikti qanaatlandiriwshi barliq x larda darejeli gatar jiynaqh (absolyut

jiynaqli) bolada.
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Saldar. Eger ianx" darejeli qatar x=x, tochkada taraliwshi, yagniy

n=0

ianx” sanl qatar taraliwshi bolsa, onda |x|>|x,| tensizlikti qanaatlandiriwshi

n=0

barliq x larda > a,x" qatartaraliwshi boladu.
n=0

Darejeli gatardin jriynaqlilig radiusi ham jiyynaqliliq intervali. Meyli
ianxn =a, +aX+a,X" +..+a,x" +..
n=0
darejeli qatar berilgen bolsin. Bul qatardin jiynaqliliq yamasa taraliwshi tochkalari
haqqindatomendegishe Gish jagday boliw1 mumkin:

1) barliq on sanlar gqatardin jiynaqliliq tochkalar1 boladi;

2) barliq on sanlar qatardin taraliwshi tochkalari boladi;

3) sonday on sanlar bar bolip, olar qatardin jiynaqliliq tochkalar1 boladj,
sonday on sanlar bar bolip, olar qatardin taraliwshi tochkalari boladu.

Birinshi jagdayda, Abel teoremasina kore darejeli gatar barliq xe R da
jiynaqh bolip, darejeli qatardin jiynaqliliq képligi E = (—o0,400) bolad1. Bunday
qatarga

é%x” :1+x+%x2 +....+%x” +.
darejeli gatar misal boladu.
Ekinshijagdayda, Abel teoremasinin natiyjesine kore darejeli gatar barliq

x € R\ {0} da taraliwsh1 bolip, onin jiynaqliliq képligi E = {0} bolad. Bunday

gatarga

o0
Slx" = x+20x% +31x% + ..+ nx" +
=1

darejeli gatar misal bolada.

Enditshinshi jagdaydi qaraymiz. Buljagdayda

o0
SXT =1+ X+ X2+ X"+
n=0
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darejeli qatar misal boladi. Bul dérejeli gatar barliq x € (0,1) dajiynagli ham Abel
teoremasina kore gatar (—11) da jiynagh bolads, barliq x[l,+) da gatar
taraliwsh1 ham Abel teoremasinii natiyjesine kore gatar (—oo,—1]U[l,+o0) da
taralawsh1. Demek, dérejeli qatardin jiynaqlihq képligi E = (~1,1) boladi.
> a,x" darejeli gatar ushin sonday on r sani bar bolip, |X<r, yagniy
n=0
vx e(-r,r) da qatar jiynaqh, |X>r, yagnty Vx e (—oo,—r)u(r,+c0) da gatar
taraliwsh1 bolad1i. x=+r tochkalarda ) a,x" darejeli gatar jiynaqh boliwi da
n=0

mumkin, taraliwsh1 da boliwi mumkin.

1-amiqlama. Joqaridakeltirilgen r san > a,x" darejeli qatardin jrynaqliliq
n=0

radiusi,al (- r,r) intervah darejeli qatardin jriynaqliliq intervali delinedi.

Meyli ianx“ darejeli qatarin qarayiq. Bul qatardin koeffitsientlarinen

n=0

duzilgen {a,} (n=0,12,....) izbe-izlik ushin
1) vn>0da a, #0,

a,
a

bar bolsin. Onda ianxn darejeli gatardin jiynaglihiq radiusi
n=0

2) lim

n—oo

n+1

a,

a

r=1lim

nN—oo

n+1

bolad:.

nn

1-misal. >’
n=0€

x" déarejeli qatardin jiynaqlihiq radiusm tabin.

n

n+1

<« Bul gatarushin a, =

N a. =£2+—l)bolad1. Bunnan,
e"n! e" (n+1)!
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Demek, berilgen darejeli gatardin jiynagliliq radiusi r =1 boladi. »

Koshi-Adamar. Berilgen ianx“ darejeli qatardimn jiynaqliliq radiusi

n=0

=

Ilmr

N—o0

boladi.

Eskertiw. Eger IlmD/ =+oo bolsa, onda Za x" darejeli qatardin

N—o0
jiynaghliq radiusi r =0 dep,al limy/a,| =0 bolsa, onda Y a,x" darejeli qatardin
N—o0 n=0
jiynaqlihiq radiusi r = +oo dep alinad.

2-musal. > 2" x°" darejeli gatardin jrynaglihq radiusin tabn.
n=0

<« Daslep 2x° =t dep alamiz. Natiyjede berilgen gatar
S =1+t +tP o+t +
n=0

koriniske keledi. Bul gqatardin jlynaqhhq radiusi

lim
AL@J Mf

boladi. Demek, M <1 daqatar jiynaql, ‘t‘ >1 dataraliwshi. Onda ‘2X5‘ <1, yagniy

r=

X < \/_ da berilgen gatar jiynaqh, ‘ZX ‘>1 yagniy |x| > \/E da taraliwshi bolada.

Jiynaqlihiq radiust r = % boladi.

Darejeli qatardin ten olshewli jiynaqglilig.
Meyli
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Sax" =a, +aX+a,x* +..+ax" +.. (1)
n=0

darejeli qatardin jiynaqliliq radiusi r > 0 bolsin.

1-teorema. (1) darejeli qatar [a, 5] < (—r,r) daten olshewli jiynaqli bolads,
bunda a eR, feR.

<« Meyli (1) darejeli qatar (- r,r) daabsolyutjiynaqli bolip him « < (0,r)
bolsin. Onda vn>0 va Vx e[-«a,a] da

n n
ax"|<la,a

bolganligl, Veyershtrass belgisine garata (1) qatar [-«, ] daten olshewlijiynaqli

boladi. »

Demek, > a,x" darejeli qatardin jiynaqhlhiq radiusi r>0 bolsa, onda

n=0
joqarida Keltirilgen teoremaga garata bul gatar [-c,c]c(-r,r) da (c>0) ten
olshewli jiynaqli boladi. Bunda ¢ sanni r sanga har gansha jaqin etip aliw
mtmkin bolsa, gatar (-r,r) da ten 6lshewli jtynaqh bolmastan qaliw1 mamkin.

Maselen

0

SXT =1+ X+ X2+ X"+
n=0
darejeli qatardin jiynaghliq radius: r =1, biraq gatar (-121) daten 6lshewlijiynagh

emes.
14.2. Darejeli qatarlardmn funktsionalhq qasiyetleri
Darejeli gatarlar funktsional qatarlardin darajagday: bolganliqtan olar ten

6lshewli jiynaqh funktsional qatarlardin gasiyetlerine uqgsas qasiyetlerge iye
bolad.
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1-teorema. Eger > a,x" darejeli gatardin jiynaqglihq radiusi r >0 bolp,
n=0

gosindist S(x)= ianxn bolsa,onda S(x) funktsiya (—r,r) da tzliksiz bolad1.
n=0

<« Darejeli gatar (- r,r) dajiynaglibolach.
Meyli x, € (~r,r) bolsin. Onda |x,| < c < r tensizlikti ganaatlandiriwshi ¢

sanin alayiq. Onda darejeli gatar [-c,c] da ten olshewli jiynagh boladi. Ten

olshewli jiynagl: funktsional gatardin gasiyetlerigarata > a,x" darejeli gatardin
n=0

qgosindis1 S(x) funktsiya [-c,c] datzliksiz, bolganligtan x, tochkadauzliksiz. »

2-teorema. Meyli > a,x" darejeli qatardin jiynaqliliq radiust r >0 bolip,
n=0

qosmndist S(x)= > a,x" bolsm. Bul qatardin (—r,r) ga tiyisli bolgan qalegen
n=0
[a,b] boymsha ([a,b] < (~r,r)) agzama-agza integrallaw mimkin

b

TS (x)dx = g[ianx”dxj.

a

3-teorema. Meyli > a,x" darejeli qatardin jiynaqliliq radiusi r >0, qosindi
n=0

ianxn = S(x) bolsmn. Onda S(x) funktsiya (~r,r) da uzliksiz S*(x) tuwindiga

n=0

Iye bolsin ham
$'(x)= Yona,x"* 3)
n=0

boladi, bunda (3) gatardin jiynaqlihq radiusi r ga ten.

4-teorema. Meyli > a,x" darejeli qgatardini jiynaghhq radiusi r>0,
n=0

qosindist S(x) bolsn.

>ax"=S(x) . (4)



(n)
Onda vn>0daa, = S_l(O) boladi.
n!
1-misal. Berilgen
inxn =X+2X2+3x° + ..+ nx" + ...

darejeli gatar gosindisintabin.

<4 Meyli > x" darejeli gatar (—1,1) dajiynagliham oni qosindist X ga

n=1 —X

ten, > X" - X Bul qatardiagza-agza differentsiallap,

n=1 -
d(& , d( X e 1
— Y x" == =], nx' =———.
P e

Keyingi tenlikten har ekitarepin x ga kobeytirsek, onda

- X
nx" =
nZ::1 1-x)
kelip shigad1.
&) L 44T
2-musal. Z ' =In(L+ x) tenlikti dalillen.

<« Y x" dérejeli gatar (—1,1) dajiynagh bolip, onin qosmdist L ga ten:
n=0 —X

: . .. 1 .
Bul tenlikte x ti —x ga almastirsaq, natiyjede > (~1)"x" =lix tenlik payda
n=0 +X

boladi. On1 [0,x] boymsha (0 < x <1) integrallap J'i( "t"dt = 1dt In(1+t):.
0

n=0 0 +

n+1
X

=In(l+ x).»

Demek, i(— 1)

n=0 n +1
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14.3. Teylor qatar. Elementar funktsiyalardi darejeli gatarlarga jayiw

Meyli f (x) funktsiya x, € R tochkamn bazi bir dégereginde qélegen tartipli
tuwindiga iye bolsin. Bul jagdayda f (X) funktsiyamn Teylor formulasi

f(x)= f(x0)+%xo)(x_xo)+%xo)(x_xo)z +_“+$(!x0)

(x—x,)" +1,(x)(2)
bolip, bunda r, (X)-qaldlq agza.

(1) darejeli qatardin koeffitsientleri sanlar bolip, olar f(x) funktsiya ham
onih tuwindilarinin X, tochkadagi manisleriarqalianlatilgan.

(1) darejeli qatar f(x) funktsiyanin Teylor gatari delinedi.
Dara jagdayda, x, =0 bolganda (1) darejeli qatar

(O, 0., 10, et
f(0)+ TR TR T +rn(x):nZ:1:Tx 2)

koériniste bolip, on1 Makloren qatari dep ataymiz.
1-teorema. (2) darejeli gatar (—r,r) da f(x) gajiynaqli boliwiushin

(- 10+ HQy O, TTON,

Teylor formulasina, VX (— r, r) ushin

(x)

limr, (x)=0

zararli ham jetkilikli.
« Zarurligi. (2) darejeli gatar (— r,r) da jiynaqli bolip, qosindisi f(x)

bolsin. Aniglamaga muwapiq

lims,(x)= f(x), (xe(-r,r)

n—o0

boladi, bunda

10+ fQ, @), 170
S, (x)=f(0)+ TR TR
vxe(=r,r)da limS,(x)= f(x) bolwman

N—o0
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lim[ f(x)—S,(x)]=limr,(x)=0

kelip shigadi.
Jetkilikligi. Meyli ¥x e (—r,r)da limr,(x)=0 bolsin. Onda

nN—o0

limf f (x)-S,(x)]= limr, (x)=0

—>00

bolip, bunnan
limS, (x)= f(x)

N—o0

kelip shigadi. Demek,

boladi. »
Elementar funktsiyalard: Teylor qatar:na jay:w.
a) Korsetkishli ham giperbolik funktsiyalardi Teylor qatarlarina jayamiz.
Meyli
f(x)=e"

bolsin. f(0)=1 f"(0)=1(neN) bolad:. Teylorqatar

Demek, (3) darejeli qatarmn jiynaqgliliq radiusi r =+o0 boladi.

(3) de x t1 —x ge almastiramiz:
2 n

& (=x)" X X n X
et =Y " =1-—+——. 4+ (-1 —+
Z_(:) n! n 2 ( ) n!

Giperbolik sinus hamde giperbolik kosinus funktsiyalari

et —e™* e’ +e”
shx = , Chx =
Joqaridagi
. X2 n
et =1+ —+—+..+—+..,
n2 n!
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2 4 2n 0 2n

X° X
chx:l+E+Z+...+m+...:n§)m.

Bul shx, chx funktsiyalardin Teylor qatarlar1 bolip, onm jiynaqliliq

radiuslar1 r =400 bolad

b) Trigonometriyaliq funktsiyalardin Teylor qatarlarma jayamiz. f(x)=sinx

funktsiya Teylor qatarina jayiladi

sinx=i ) oyt s
=(2n+1)! 3~ 5l

boladi. Eger f(x)=cosx bolsm. Bul funktsiya ushin
f(0)=1, £'(0)=0, f®V(0)=(-1)", £@Y(0)=0 (neN)
boladi. Teylor qatari

o (1)
cosx=Z( D =1 tyz Ly
= (2n) 21 4

boladi. (4) ham (5) darejeli qatarlardin jiynaqliliq radiusi r = +oo boladh.

V) Logarifmik funktsiyani Teylor qatarma jayamiz.
f(x)=1In(l+ x)

bolsn.

()~ D (- 1)
f(")(x)= Lox) (neN)

bolip,
f"0)_ (-1

n! n

boladi. Bul funktsiyanin Teylor formulas1
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) n-1 X2 XS n

oO( n n-1 X
1 = =X——+——..+(-1) —+..
In(L+ x) nzzi X" =X > + 3 +(-1) - +

boladi. (6) darejeli gatarnin jiynaqliliq radiusi r =1 gaten.
Eger In(1+ x) ni jayilmasinda x ti —x ge almastirsag, onda

0 Xn X2 X3 Xn
Inl-x)=-) —=—X———-——-— —— — ..
(=) nZ:; n 2 3 n
formula kelip shigad:.
0) 1 SED'X" =1-x+x2 =3+ x =+ (=) X" + .
1+X n=0

formula paydaboladi. Bul formulada x ti —x ge almastirsaq:

% i( 1)'X" =1+ X+ X2 + ..+ X" +...

1-musal. f(x)= In1+—X funktsiyam Teylor qatarmna jayn.

1+x

< In 1—:In(1+ X)—In(l—x) bolada.
- X
2 3 n
In(1+x)=x—%+%—...+(—1)”‘1%+
X2 X3 Xn
Inl-X)=—Xx———-——- —— ..
n(L-x)=—x >3 .
Bul gatnaslardan
2 X3 1Xn
In(L+x)—InL - x)=x— "+ " — ..+ (-1 —
[ x> X X" j 2x°  2x° 2x" 1
—|-X-—=—-—=- —— = |=2X+—+— +
2 3 n 3 5 2n-1

1+ X 2 x° x2n-1
In—=2| X+ —+—+...+ +... .
1-x 3 5 2n-1

darejeli gatardin jiynagliliq radiusi r =1 boladi.»

X

I Lnt dt funktsiyam Teylor gatarmnajayin.

0

2-musal. Berilgen f
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t3 t5 t2n—l
<sint=t——+——..+(-1)"" ——+....
3l 5l (2n-1)!
. 2 4 2n-2
Onda 3™ :1—t—+t——...+(—1)”’1t—+...
t 3 5 (2n 1)

boladi. Bul darejeli qatardi agzama-agza integrallap,

X o1 X 2 4
jﬂdtzj 1—t—+t——...+(—1)”_1 +
ot o\ 3 5l (2n-1)!

3 5 2n-1
—x- 2 X () X +...
33 55 (2n-1)2n-1)

darejeli qatardin jiynaqlihiq radiusi r = +o0o0 boladi.»
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15-§. MENSHIKSIZ INTEGRALLAR
15.1. Birinshi tar menshiksiz integrallar ham olardimn jiynaqhg:

Funktsiyanm anig integrali tusinigin Kiritiwde integrallawaraliginin shekli
bolsa, endi sheksiz arahqgta ([a,+o0); (—0,a]; (—o,+o0) aralqlarda) berilgen
funktsiyanin integral tusinigin keltiremiz ham tiyrenemiz.

Meyli f(x) funktsiya [a,+o0) araligta (a € R) berilgen bolip, galegen [a,t]
da (a <t < +o0) integrallaniwshibolsin: f(x) € R([a,t]).

Sonda
F(t) =j f (xX)dx

belgilewin kiritemiz.

1-amiglama. Eger t — +o0 da F(t) funktsiyanin limitibolsa,ondabul limit

f (x) funktsiyann [a,+ o) sheksizaraliq boyinsha menshiksiz integrali delinedi

ham
[ £ (x)dx
a
korinisinde belgilenedi:
~+00 t
jf(x)dx:tlim F(t):tlimjf(x)dx. (1)
a —>+400 0%

(1) integraldi shegarasi sheksiz menshiksiz integral dep teaytiladh.

Qolaylik ushin, bunnan keyin “shegarasi sheksiz menshiksiz integral” dep
aytiw ornina “integral” deymiz.

2-amglama. Eger t — +oo da F(t) funktsiyamn limiti bar bolsaham shekli
bolsa, onda (1) integral jtynaglh delinedi.

Eger t »> +o da F(t) funktsiyania limiti sheksiz yamasa bolmasa, (1)
integral taraliwshi delinedi.

1-msal.
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integraldialay1q. Bunda
t
F(t)= je‘xdx =—e'+1
0

bolip, lim F(t) =1 boladi. Demek, berilgen integral jiynaqgli boladh.

t—+w

+joe_’(dX:l.
0

2-misal. ji—f(a>o, a >0) integral ushin

Int—Ina, eger a=1

th -a+ -a+
Fi)=[—=1 ¢“* " ,
a X - eger a =1
—a+1 —-a+1

bolip, t — +o0 da

F(t) - a™ (@>1),
a_
F(t) > +oo (a <)

boladi. Demek,
+OO%
a Xa

integral « >1 bolgandajiynagh, « <1 bolgandataraliwshi bolad.

+00

3-musal. [cosxdxintegral taraliwshi bolads, sebebi t — +oo da
0

t
F(t) = [cosxdx =sint
0

funktsiyanm limiti bolmayd:.
Jogaridakorsetilgendey,

T f (x)dx, +j)of(x)dx
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menshiksiz integrallar ham olardimn jiynaqliligi, taraliwshiligi aniglanads,

T f (x)dx :tlir_n T f(x)dx

u
lim [ f (x)dx .
U—>+0

Tf (x)dx =

\

Menshiksiz integraldiz apyway: qasiyetleri. Menshiksiz integraldin turli

qasiyetlerin f (x) funktsiyann [a,+oc) araliq boyinsha alingan
[ (x)dx
a
integraliushin bayan etemiz. Bul gasiyetlerdi
a ~+00
[ f()dx, [ f(qdx
integrallar ushin keltiriwdi ogiwshiga korsetip 6temiz.
1-qasiyet. Eger jf(x)dx integral jiynaqlibolsa, onda ff(x)dx, (a<b)
a b

integrali jiynaqliboladi ham kerisinshe boladi. Bunda

+fof(x)dx:if(x)dx +Tf (x)dx (2)
a a b
tenlik orinlanadi.
2-qasiyet. Eger +joof(x)dx integral jiynagl bolsa, onda TC- f (x)dx
(C = const) jrynaglibolp,
TC- f(x)dx:CTf (x)dx
bolad:.
3-qasiyet. Eger +Ff(x)dx integral jiynaqli bolip, Vx e[a,+x) da f(x)>0

bolsa, onda
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[f(x)dx=0
boladi.

4-qasiyet. Eger jf(x)dx ham jg(x)dx integrallar jiynagl bolsa, onda
[(f(x) £ g(x))dx integralida jiynaglibolip,

+fo(f (x)x g(x))dx = T f(x)dx Tg(x)dx
bolad1.
5-qasiyet. Eger Vx e[a,+0) da f(x) < g(x) bolp, +Ff(x)dx va +joog(x)dx
integrallar jriynaglibolsa, onda
Tf (x)dx < +joog(x)dx

bolad:.
Meyli f(x) ham g(x) funktsiyalar [a,+x) da berilgen bolip, f(x)
funktsiya shegaralangan (Im< f(x)<M, xe[a,+»0)), g(x) funktsiya bolsa 6z

belgisin 6zgertpesten (Vx € [a,+w) dahar waagitta g(x) >0 yamasa g(x) <0).

6-qasiyet. Eger j f(x)-g(x)dx ham jg(x)dx integrallar jiynagh bolsa,

a

onda sonday turagh ¢(m < 4 <M) tabilad;,

T100- 9000 =11 o000 ©

bolad:.
Adette, bul gasiyet ortamanis haggindag: teorema delinedi.
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15.2. Teris bolmagan funktsiyanm menshiksiz integrallar

Meyli f (x) funktsiya [a,+o0) araligta berilgen bolip, Vxe[a,+) da
f (x) >0 bolsin. Bulfunktsiyani [a,t] da (a<t<+o0) integrallaniwshi bolsin.

Onda
F(t) :i f (x)dx

funktsiya (a,+o0) arahqgtaésiwshiboladi.
< Haqiygattanda, a<t, <t, <4+ da
ty t t, t,
F(t,) = [ f(x)dx =] f(x)dx+] f (x)dx = F(t,) +] f (x)dx
a a t t

bolip,

bolganligi sebepli
F(t;) 2 F(t)
boladi. Demek, V t,,t, € (a,+) ushin
t, <t, =>F({)<F(,).»

1-teorema. Terisbolmagan f(x) funktsiya menshiksiz integrah
jf(x)dx (f(x)>0, x>a) (1)
a

jiynaglt boliwi ushin F(t) funktsiyanin jogaridan shegaralangan boliwi
zarurli ham jetkilikli.
< Zararligi. Meyli (1) integral jiynagli bolsin. Aniglamaga tiykarlanip
limF(t)

t—>+o0

bar bolip ham shekliboladi. Onda, 3CeR, vt>a da F(t) <C bolad:.
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Jetkilikligi. Meyli F(t) funktsiya (a,+0) da jogaridag shegaralangan
bolsin. Hazirgi waqitta, F(t) 6siwshifunktsiya boladi. Demek, t — +o da F(t)

funktsiya shekli limitkeiye. Bul bolsa (1) integrald: jiynaqli bolwin bildiredi. »
Bul teoremadan tomendegi saldar kelip shigadh.
Saldar. Eger F(t) funktsiya (t € (a,+)) jogaridan shegaralanbaganbolsa,

onda
[ (x)dx

integral taraliwshi bolad:.

Salistiriw teoremalar:. Eki funktsiya belgili gatnasta bolganda birinin
menshiksiz integrali jiynaql (taralhwshi) bolhwimnan ekinshisinin de jiynagh
(taralwshi) boliwin belgilewshi teoremalard: keltiremiz. Adette, olar sahstiriw
teoremalari delinedi.

2-teorema. Meyli f(x) ham g(x) funktsiyalar [a,+o0) araligta berilgen
bolip, Vx e[a,+x) da

0< f(x)=<g(x) (2)

bolsin. Eger jg(x)dx jiynaglibolsa,onda jf(x)dx ham jiynagliboladi. Eger

j f (x)dx taraliwshi bolsa, onda jg(x)dx ham taraliwshibolad.
a a

< Meyli (2) gatnas orinli bolp, +Fg(x)dx jiynagh bolsin. Onda 1-
teoremaga muwapiq
G(t):ig(x)dxsc
boladi. Bunda,

F(t) = j f(x)dx < G(t)
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bolganhgi sebepliyamasa 1-teoremaga tiykarlanip j f (x)dx jiynagliboladt.
a

Meyli (2) gatnas orinl bolp, jf(x)dx taraliwshi bolsin. Onda jogarida
a

keltirilgen natiyje ham
F(t) <G(t)

+00
tensizlikten j g(x)dx integraldmn taraliwshiligi kelip shigadi. »
a

3-teorema. Meyli f(x) va g(x) funktsiyalar [a,+0) da

f(x)>0 g(x)=>0 bolp,

lim 8 (0<k < 4o0)
x>+ g(X)

bolsin. Eger k <+ bohp, [g(x)dx jiynaglibolsa, onda [ f(x)dx hamjiynagl

boladi. Eger k >0 bolip, jg(x)dx taraliwshi bolsa, onda jf(x)dx ham taraliwsh
a a

bolad1.
Saldar. Eger

bolip, 0<k <+ bolsa, onda [ f(x)dx va [g(x)dx integrallar bir waqitta

Jiynaql, yamasataraliwshiboladh.

Kop jagdaylarda bazi menshiksiz integraldin jiynaglihgin yamasa
taraliwshiligin aniglawda birinshiden jiynaqglihigi yamasa taraliwshiligi malim
bolgan integral menen salistinip (jogaridakeltirilgen teoremalardan paydalanip)
garalip atirgan integraldin jriynagli yamasataraliwshi boliwi tabiladi. Maselen,

Tf (x)dx

integraldi
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~+00
d—;( (@a>0 ,a>0)
2 X
integral menen salistirip, tomendegi natiyjege kelemiz:

Natiyje. Meyli bazi C (0<C <+w0) ham « >0 sanlarushin x — 4o da

f(x)~ %
X
yamasa
lim x“-f(x)=C
bolsin. Onda
[ £ (x)dx
a

integral o >1Dbolgandajiynaglh, « <1 bolgandataraliwshi bolad:.

s x

2

+00
1-misal. Jco dx integraldijriynaqliligqatekserin.
o 1+ X

cos® X 1

< Eger f(x)= o ,g(x) = T

bolsa,onda Vxe[0,+0) 0< f(x) <g(x)

boladi. Bunnan

T dx
o 1+ x?
integrali jiynaqli. 2-teoremaga muwapiq berilgen menshiksiz integralida jiynaql
boladi. »

+00

2-misal. j e dx integraldi jiynaglihqoa tekserin.
1

<4 Vx>1da f(x)=e™, g(x)=e* funktsiyalartushin 0 < f (x) < g(x) bolad.
Onda

+o0
Je™dx
1

integrali jrynaqli. Demek, j e dx integralida jiynaglibolad:. »
1
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3-msal. je‘x In xdx integraldi jiynaglihqqatekserin.
1

4Vvx>1ldaInx<x bohp, f(x)=e™Inx, g(x)=xe™ funktsiyalarushin

0< f(x) < g(x) boladi. Endi
[ g(x)dx = [xe™dx
1 1

integraldin jiynaglihigin esapgaalip, 2-teoremadan paydalanip, berilgen

+00

je‘x In xdx

integral jiynaqliboladi. »

4-misal. j o integral jiynaqgliliqga tekserin.

1 X-3x?+1
«Integral astindag
1

0 P
) x-¥x? +1

funktsiya ushin

5
lim x3f(x) = lim x3 = lim-————

X—>-+00 X—>+00 / X—>+00
X +1
X-3 l+ —

boladi. Bunnan,

s

‘Q_
(A)\U'I

integral jiynaqli. Demek, berilgen integral jiynaqli boladi. »
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15.3. Menshiksiz integraldm absolyut jiynaghhgi. Menshiksiz
integraldm jiynaqglhihq belgileri. Menshiksiz integraldm bas manisi

Meyli f(x) funktsiya[a,+) arahqgta berilgen bolsin. Bunda, Vx e [a,+»)
ushin  f(x)> 0 bohwi shartemes.

Aniglama. Eger

T\ f (x)|dx
integral jiynaqlibolsa, onda jf(x)dx integral absolyut jiynagli delinedi.

Eger [ f(x)dx jiynagh bohp, [|f(x)|dx taralwshi bolsa, onda [ f(x)dx
a a a

shartli jiynagli integral delinedi.
Teorema. Eger integral absolyut jiynaqgli bolsa, ol jiynaglibolad:.
< Meyli

+o00

[If (9ldx

a

integral jtynaglibolsin. Berilgen f(x) ham|f (x)| funktsiyalar jardeminde bul
()= +[F0I)
w0 =5 (19 +|F ()
funktsiyalardi duzemiz. Bul funktsiyalar ushin, ¥x €[a,+») da
1) ¢(x)=0 , w(x)=0
2) p() [T ()], w(x) <[ (x)
3) o(X) -y (x)=f(x)

boladi. Jogaridakeltirilgen 2-teoremadan paydalanip, tomendegi
Jo(dx, [y (x)dx

integral jiynaqliligin tabamiz. Onda
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[ (0(x) = (x))dx
integral ham jiynagliboladi. Demek,
[ (x)dx

jiynaglhiboladi. »
Integraldw jiynaqliliq belgileri. Integraldir bas manisi

1. Dirixle belgisi. Meyli f(x) ham g(x) funktsiyalar [a,+0) arahqta
berilgen bolsin.
1-teorema (Dirixle belgisi). f(x) ham g(x) funktsiyalar tomendegi

shartlerin ganaatlandirsin:
1) f(x) funktsiya [a,+0) da uzliksiz ham onin usi arahqgtag: daslepki

F(x) (F'(x)= f(x)) funktsiyasishegaralangan;
2) g(x) funktsiya[a,+o0) dauzliksiz g'(x) tuwindiga iye;
3) g(x) funktsiya[a,+oo) da kemeyiwshi;

4) lim g(x)=0.
Bunda
jwf(x)g(x)dx
integral jiynaqliboladi.
< Bunnan,
f(x) eC([a,+)), g(x) eC(Ja,+x)) = f(X)g(x) € C([a,+)) bolad. Bunda

f (x)- g(x) funktsiya [a,t] (a <t < +o0) aralqta integrallamwshiboladi. Boleklep

integrallaw formulasinan ham teoremamn 1)- ham 2)- shartlerinen paydalanip

J F00g(x)dx = g(x)dF (x) =g(x) F(x)| [ f(x)g'(x)clx. 1)

a a
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Endi
lg(t) F ()| < Mg(t) (M =sup|F(t)| < +o0)
boliwin itibarga alsag, bunnan t — +o0 da
gt F() -0
kelip shigadi. Beriliwine muwapiq, g(x) funktsiya [a,+o0) arahqta uzliksiz
differentsiallaniwshi ham usi araliqta kemeyiwshi funktsiya. Demek, vx e[a,+o0)
da

g'(x)<0
boladi. Usiniesapgaalip tabamiz
[IF) g (9dx <M [lg' (x)fdx =—M [ g"(x)dx =
=M(g(@)-g(®))<Mg(a) (g(t)=0).
Onda
foF(x) g'(x)dx

menshiksiz integrali jiynaqglibolad. (1) tenlikte t — +o0 da limitke 6tip, usi

lim j f(x)g(x)dx

limittin bar bolip ham shekli boliwin tabamiz. Bul bolsa jf(x)g(x) dx
a

integraldin jriynagliboliwin bildiredi. »

Misal. J = js')%dx,(aw) integraldi jiynaglihqgatekserin.
1

< Berilgen integrald: szsinxx—ladx jazip, f(x):sinx,g(x):i

a

bolsin. Bul funktsiyalar jogarida keltirilgen teoremanmn barlig shartlerin
ganaatlandirad.
1) f(x)=sinx funktsiya [l+o0) arahqta uzliksiz ham onm daslepki

funktsiyas: F(x) =—cosx funktsiya [1,+c0) dashegaralangan.
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2) g(x) :ia (o >0) funktsiya [1,4+) da g'(x) = ——1tuwmd1ga
X X
iye ham ol uzliksiz;

3) () =~ (a>0) funktsiya [L+o) da kemeyiwshi;
Xa

4) lim g(x)_llm Xi:O. (a>0)

X—>+00

Onda Dirixle belgisine muwapiq

[ (@ > 0)
1 X

integrali jiynaqliboladi. »

2. Abel belgisi. Meyli f(x) ham g(x) funktsiyalar [a,+o0) arahqta berilgen
bolsin.

2-teorema (Abel belgisi). f(x) ham g(x) funktsiyalar tomendegi

shartlerin ganaatlandirsin:
1) f(x) funktsiya [a,+o0) datzliksizbohp, [ f(x)dx integral jiynagl;

2) g(x) funktsiya [a,+0) da tuzliksiz g'(x) tuwindiga iye hambul tuwind:

[a,+o0) da 6z belgisin saqglasin, onda

T f (x)g(x) dx

integrali jiynaqliboladi.
Menshiksiz integrald:zz bas manisi.
Meyli f(x) funktsiya (—oo,+0) daberilgen bolip, bularahqtin galegen [t',t]

(-0 <t'<t < +0) boleginde integrallaniwshi bolsin,
t
F(t',t) =] f(x)dx
!

Bizge belgili, bul
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Jim F(t',1) = Ilmjf(x)dx
t—_>)+of<)3O t—>+oot

limit f (x) funktsiyanin (—o0,400) arahq boyinsha menshiksiz integral dep, ol

sheklibolsa,

lim jf(x)dx_ jf(x)dx

menshiksiz integral jiynagli delinedi. Bunda t' hamt 6zgeriwshilerdintarizde
t'— —0, t— +o0ga umtiliwi kozde tutiladh.

Tiykarinan, j f (x)dx menshiksizintegral jiynaglibolsa, onda

—00

lim jf(x)dx_ If(x)dx

t—>-+o0

boladi. Biraq

F(t',t) :j f (x)dx

funktsiya, t'=—t bolip, t— -+ da shekli limitke iye boliwdan jf(x)dx

—0o0

menshiksiz integraldin jiynaqli boliwi kelip shigpaydi.

Maselen, bul
F(t',t) :jsin X dx
e
integral ushin t'= -t bolsa, onda
't[sinxdx:O (Vt>0)
bolip,

lim J’smxdx 0

t—>+o0 ©

bolad1. Biraq
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+o0
jsinxdx

—00

menshiksiz integral jiynagli emes.

Aniglama. Eger t'=—t bolip,t » 400 da
t
F(t',t)= [ f(x)dx
_t'

funktsiyanm limiti bar bolip ham shekli bolsa, onda jf(x)dx menshiksizintegral

—00

bas manisinde jiynaqlidelinip,

t—>+o0

lim jf(x)dx

limit bolsa jf(x)dx menshiksiz integraldia bas manisi dep ataladi. Adette,

—00

J’f(x) dx menshiksiz integraldin bas manisi

v.p. | f(x)dx
koriniste belgilenedi. Demek,
+o0 t
v.p. | f(x)dx:tlimjf(x)dx.
Cw >+,

Bunda v.p belgi frantsuzsha "valeur principiale”- "bas manis" soézlerdin

baslangish hariplerin belgileydi.

Solay etip, jf(x) dx menshiksiz integral jiynaglibolsa, ol bas manis ham

—o0

jiynagh bolad:. Biraq, jf(x)dx menshiksiz integraldin bas manis jiynagh

—0o0

boliwinan onin jiynagli bohwi har wagittaham kelip shigpaydi.
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15.4. Menshiksiz integrallardiesaplaw

1. Nyuton-Leybnits formulasi.
Meyli f(x) funktsiya [a,+0) arahqtadaslepki F(x) funktsiyaga iye ham

x — +oo da F(x) funktsiyasheklilimiti bar bolsin

lim F(x) = F(+x).

X—>+00

Onda

+00

T f(x)dx = XILrEOj. f (x)dx :tllrﬂo(F(t)— F(a)) = F(+x) -F(a) = F(X)|;

a

1)

boladi. (1) formula Nyuton-Leybnits formulasi delinedi.

1
oz sin— dx integraldiesaplan.

1-musall. j
2 X

1 : 2 :
< Bunnan, F(x)=cos- funktsiya [—,+00) arahqgta f(x)=—sin=
X 7 X X

funktsiyanin daslepki funktsiyasi boladi.
(1) formuladan paydalanip tabamiz:

izsmldx:cosE =1
X X x|~

B \N'—.S

2. Boleklep integrallaw. Meyli f (x) ham g(x) funktsiyalar [a,+w0) arahgta
uzliksiz ham tzliksiz, f'(x) ham g'(x) tuwindalarga iye bolsin.

Eger
1) [f09-g'(x)dx ([ f'(x)g(x)dx) integral jiynagh,
2) lim (f(x)g(x)) limit bar ham sheklibolsa, onda

T (%) - g(x)dx (T F()g'(x)dx)

integral jiynaqlibolip,
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+00 +00

J /(- g(x)dx = lim (f(x)g(x))- f (@) 9(a) - | f (x)g'(x)x 2)

X—>+0
a a

(T (99 (= lim (1()9(0) - (&) 9(@) - [ (g (x)c j

bolad:.
(2) formula boleklep integrallaw formulasi delinedi.

+00

2-misal . jxe‘xdx integraldi esaplan.
0

< Eger g(x)=x, f'(x)=e™ dep alsag,onda g'(x) =1, f(x)=—e* bolip, (2)

formulaga muwapiq

t+o0

[xe™dx =lim(-te™) -0+ [edx =1
0 0

boladi. »
3. Ozgeriwshilerdi almastirip integrallaw.

Meyli
[ f(x)dx
a
menshiksiz integraldi qaraymiz. Bul integralda x = ¢(z) almastiriwdiorinlaymaiz.
Bunda x = ¢(z) funktsiya tomendegi shartlerdi ganaatlandirsin:
1) ¢(z) funktsiya [a,+0) araligta Gzliksizhamtzliksiz ¢'(z) tuwindiga
Iye;
2) ¢(z)funktsiya [a,+0) da gatan 6siwshi;
3) p(a) =a, @(+x) = lim ¢(z) = +o.
Eger
[ f(9(2))- 9'(2)dz

menshiksiz integral jiynagli bolsa, onda

Tf (x)dx
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integral ham jiynaqlibolip,

T f(x)dx = Tf ((2))-¢'(2)dz

bolad:.

+00
3-misal. J = | X4 integraldi esaplan.
o 1+ x

<« Bul integralda x :% almastiriwdi orinlaymiz. Natiyjede

0 t2dt
)= j—(——) = |
+001+ 0 1+t
t
bolip,
+00 2
J:1 1+X4 dx
2 51+X

kelip shigadi. Keyingi integralda x — = = z dep alamiz,
X

T odz 1

J== = arctg -
27 2472 o2
Demek,
odx T
= N
! 1+x* 242

4.Menshiksiz integrallard: juwiq esaplaw.
Meyli f(x) funktsiya [a,+o0) arahqta uzliksizbohp,

[ £ (x)dx
menshiksiz integral jiynaqgli bolsin. Aniglamaga tiykarlanip
+00 t
jf(x)dx:tlim [ f(x)dx ,

yamasa
Ve>0, Jty;>a, Vit :
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<¢&

T f (X)dx — j f (x)dx

boladi. Bunnan,

Tf (x)dx—j f(x) :Tf (x)dx .

Demek,
[f(x)dx<e.
t
Natiyjede
+00 t
[ f()dx ~ [ f(x)dx (5)
a a
juwiq formulaga kelemiz. Onin gateligi
[f(dx<e
t

bolad:.

+00 ) o . )
4-msal. j e * dx menshiksiz integral juwiq esaplan.
0

« (5) formulagamuwapiq, berilgen integraldi juwiq esaplaw ushin usi

+re‘xzdx ~ Te‘xz dx (a>0)

0 0

formulani paydaetemiz. Onin gateligi

T2
[ e™dx

a

ten boladi. Bul gatelikti jogaridan bahalaymiz:

+00 +00 +00
| e dx<t | xe ™ dx= | e Xd(x?) = i(—e‘X2 i _Lew
. as 2a 2a 2a

Meyli a =1 bolsin. Onda
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bolip, bul juwiq formulamn gateligi ushin

+00

[ e dx<01839

1

boladi. Meyli a =2 bolsin. Bunda

+00 ) 2 )
[e™dx~[e™ dx
a 0

bolip, bul juwiq formulanin gateligi ushin
[ e dx <0,00458
2

boladi. Meyli a =3 bolsin. Bul jagdayda
+00 3
| e dx ~ je‘xz dx
a 0

bolip, bul juwiq formulamin gateligi ushin

+00

[ e dx <0,00002
3

boladi. »

15.5. Ekinshi tar menshiksiz integrallar ham olardmn jiynaqhgi

Meyli f(x) funktsiya X < R koplikte berilgen bolsin. x, € R tochkanin usi

Us(X) ={X€R; Xy = <X< X, +5; X# Xy}

atirapinda garaymiz, bunda ¢ galegen on san.

1-amiglama. Eger f(x) funktsiya

X NU;(x,) =D

koplikte shegaralanbagan bolsa, onda x, tochka f(x) funktsiyanm ayrigsha

tochkasi delinedi.
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Maselen, [a,b) da berilgen f (x) :bi funktsiya ushin x, =b ayrigsha
—X

tochka; R\{-1,0;1} koplikte berilgen f(x)= funktsiya ushin

x(x? —1)
X, =—1, X, =0, x, =1 tochkalar ayrigshatochkalar boladh.

Meyli f(x) funktsiya [a,b) da berilgen bolip, b tochka usi funktsiyanin
ayrigsha tochkas: bolsin. Bul funktsiya qalegen [a,t] da (a<t<b)

integrallaniwshi bolsin. Bunnan, bul integral t ga baylanislibolad:
t
F(t):jf(x)dx (a<t<b).

2-amglama. Eger t - b—0 da F(t) funktsiyamn limiti bar bolsa, onda bul
limit shegaralanbagan f(x) funktsiyanin [a,b) boyinsha menshiksiz integral

delinedi ham
b
[ (x)dx
korinisinde belgilenedi
b t
£f(x)dx:tﬂmoF(x):tﬂkr)rjoif(x)dx. (1)

3-amglama. Eger t >b—-0 da F(t) funktsiyanin limiti bar bolip ham

sheklibolsa, onda (1) menshiksiz integral jiynaglh delinedi.

Eger t > b—0 da F(t) funktsiyamn limiti sheksiz yamasalimitke iye emes

bolsa, onda (1) menshiksiz integral taraliwshi delinedi.
f(x) funktsiya (a,b] da berilgen bohp, x, =a tochka onin ayrigsha

tochkasi, f(x) funktsiya (a,b) da berilgen bolip, x, =a, X, =b tochkalar onin
ayrigshatochkalaribolgan jagdaydausi funktsiyanin (a,b] ham (a,b) boynsha

menshiksiz integrallari, olardin jiynaqliligi ham tarahwshihig jogaridagiday
aniqlanadi,

b b
[f()dx = lim F(t) = lim [ f(x)dx;
3 t—a+0 t—>a+0t
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jf(x)dx— lim F(t',t)= lim jf(x)dx
t'—>a+0 t'—>a+0
t—b-0 t—b- ot

Meyli f(x) funktsiya (a,b)\{c} koplikte (a<c<b) Dberilgen bolp,

X, =a ,X; =b,x, =c tochkalaronin ayrigshatochkalari bolsin. Bul funktsiyann t

jf(x)dx:(p(t',t) : (a<t'<t<c)

Tf(x)dx:n//(u',u) : (c<u'<u<b)

integrallaribarbolsin.

4-amglama. Eger t' >a+0, t—>c-0 ham u"—»c+0, u—>b-0 da

o(t',t) +y(u',u) funktsiyann limiti

im [p(', ) +y (0, u)] = lim [If(x)dx+jf(x)dx]

t—>c O t—>c O
u'—c+0 u'—c+0
u—bh-0 u—b-0

bar bolsa, onda bul limit shegaralanbagan f(x) funktsiyanin (a,b) boyinsha

menshiksiz integrali delinedi ham

b
[ f(x)dx
korinisinde belgilenedi. Demek,
ff(x)dx— lim [If(x)dx +If(x)dx] (2)
t—>c 0
u'—c+0
u—b-0

5-amglama. Eger t'>a+0, t—>c-0 ham u"—>c+0, u—>b-0 da

o(t',t) +w(u',u) funktsiyanin limiti bar bolip ham sheklibolsa, onda (2) integral
jiynaqlidelinedi.
1

1-misal. j integral jiynaqliliggatekserin.
O
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<« Bunnan, x, =0 tochka f(x)=i funktsiyanin ayrigsha tochkasi.

Jx

Demek, garalip atirgan integral shegaralanbagan funktsiyanin menshiksiz integrali

boladi. Aniglamagatiykarlanip

(5= im{ 5 = im20-0 =2

boladi. Demek, berilgen menshiksiz integral jiynagliham ol 2 ge ten. »

1
2-masal. j% menshiksiz integral taraliwshi boladi, sebebi

Ilmj— = lim(InX); = +oo.

t—+0 t—+0

3-misal TL
e Ix(x=1)

<« Integral astindag:

integraldi jiynaglihqqa tekserin.

F(x) = ——
JX(x-1)

funktsiya ushin x, =0, x, =1 ayrigsha tochkalar boladi. Menshiksiz integral

aniglamasinan paydalanip

= lim[2arcsin(2x —1)],, =

1 t
[l s 0
. . . T T
=2 lim[arcsin(2t —1) —arcsin(2t'—1)] = 2(— + —j =2r.
] 2 2
Demek, integral jiynagh. »
Menshiksiz integraldiz apiway: qasiyetleri.

b
1) Eger jf(x)dx integral jriynaqlibolsa, onda

Tf(x)dx (a<c<b)

integral ham jiynagl: boladiham kerisinshe boladi. Bunda
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]1 f (x)dx :j f (x)dx +i f (x)dx
tenlik orinlibolad:.
2) Eger T f (x)dx integral jiynagh bolsa, onda ?cf (x)dx ham (c—const)
ham jiynaglibolip,
Tc- f(x)dx:c-Tf(x)dx (c —const)
boladh.

b
3) Eger jf(x)dx integral jiynaqglibolip, Vx €[a,b) da f(x) >0 bolsa, onda

b
[ f(x)dx=0
bolad.

b b
4) Eger [f(x)dx va [g(x)dx integrallar jiynagh bolsa, onda
b
j(f (X) £ g(x))dx integral ham jiynaqlibolp,

b b b
J(f 09+ g(9)dx = [ f (x)dx + [ g(x)dx
bolad:.
b b
5) Eger [f(x)dx va [g(x)dx integrallar jiynagh bohp, vxe[ab) da
f(x) <g(x) bolsa, onda
b b
[ £ (x)dx< [g(x)dx

bolad:.
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Teris bolmagan funktsiyanzzz menshiksiz integrallar:. Meyli f (x) funktsiya
[a,b) daberilgen (b tochkausi funktsiyanin ayrigshatochkasi) bolip, vxe[a,b)
da f(x)>0 bolsin.

b
2-teorema. j f (x)dx menshiksiz integral jiynagliboliwiushin vt € (a,b)

a

da

F(t) = j f(x)dx <C, (C =const)
tensizliktin orinlaniwi zararli ham jetkilikli.
t
Saldar. Eger F(t):jf(x)dx (Vt € (a,b)) jogaridan shegaralanbagan
a

b
bolsa, onda jf(x)dx menshiksiz integral taraliwshi bolad.

Salistiriw teoremalar:. Meyli f(x) ham g(x) funktsiyalar [a,b) da berilgen

bolip, b tochkausi funktsiyalardinayrigshatochkalaribolsin.

b
3-teorema. Eger Vxe[a,b) da 0< f(x)<g(x) bolp, [g(x)dx jiynagh
b b
bolsa, onda jf(x)dx ham jiynaqh boladi, jf(x)dx taraliwshi bolsa, onda

b
[g(x)dx tarahwshiboladh.
a
i : _f(x)
4-teorema. Meyli f(x)>0, g(x)>0) xe[a,b) funktsiyalariushin I@OWZ K

b b
bolsin. Eger k < +c0 bolip [g(x)dx jiynaglibolsa, onda| f (x)dx jiynagh bolad:.

b b
Eger k >0 bolip [g(x)dx tarahwshibolsa, onda | f (x)dx taralwshi bolad:.
a a
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b
Saldar. 4-teoremanin shartinde 0 <k <+ bolsa, onda jf(x)dx ham
a

b
jg(x)dx integrallar bir waqitta jriynagli yamasataraliwshiboladi.
a

Saldar. Eger x o6zgeriwshinin b ga jeterli jagin manislerinde

__#(x)
f(x)= b—x"’ (x>0)

bolsa, onda

b
1) p(x) <C <+o0 ham o <1 bolganda | f (x)dx integral jiynagli boladh,
a

b
2) ¢(x)>C>0ham a >1 bolganda [ f (x)dx integral taralwshi boladh.
a

cos? x

¥1-x

dx integraldijiynaqlihigga tekserin.

5-misal. }
0

2 2
COS™ X COS™ X
= bolip, Vx €[0,1
iox 1o vxeloy
1%

<« Integral astindagi funktsiya f (x) =

ushin g(x)=cos’x<1, a= % <1 bolads. Integral jiynaglibolad:. »

1

xdx
6-masal.

01— x>

dx
\1-X

integraldi jiynaqlilikkatekserin.

1
<« Bunda j menshiksiz integrali jriynaqli boladh.
0

Limitti esap laymiz:
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Onda jogaridagi natiyjege muwapiq berilgen menshiksiz integraldin jiynaq i
ekeniligi kelip shigadi. »>

Menshiksiz integrald:z absolyut jrynaglidigi. Meyli f (x) funktsiya [a,b) da
berilgen bolip, b tochka usi funktsiyanin ayrigsha tochkasi bolsin. (Bunda
vx e[a,b) da f(x)>0 bolwishartemes)

Bunnan, us1
b
[ (0
integrali teris bolmagan funktsiyanm menshiksiz integrali boladi.
b b
5-teorema. Eger ﬂf(x)\dx integral jriynaql bolsa, onda j f (x)dx integral
ham jiynaglibolad.
b b
6-amqglama. Eger [|f (x)/dx integral jiynaghbolsa, onda [ f (x)dx absolyut
jiynagliintegral delinedi.

b b
Eger [|f(x)dx integral tarahwsh: bolp, [ f(x)dx jiynagh bolsa, onda

b
j f (x)dx shartli jiynaqgliintegral delinedi.
a

Menshiksiz integrallard: esaplaw. Meyli f(x) funktsiya [a,b) da uzliksiz
bolip, onin daslepki funktsiyas: F(x) x—b-0 dashekli limitkeiye bolsin
XlerDO F(x) = F(b).
Onda

b

[ £ (0dx = Xlimoj f(x)dx = lim [F(t) - F (2)] =F (b) - F (a) = F(x) b
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boladi. Bul Nyuton-Leybnits formulasi delinedi.

Meyli u(x) ham v(x) funktsiyalar1 [a,b) da berilgen ham us: arahqta

uzliksiz  u’'(x) ham Vv'(x) tuwindilarga iye bolip, b tochka v(x)-u’(x) ham

u(x)-v'(x) funktsiyalardin ayrigsha tochkalaribolsin.

Eger
b
1) [v(x)du(x) integral jiynaqls;

2) Usi

LXCRE

b
limiti bar bolip ham sheklibolsa, onda ju(x)dv(x) integral jiynagh

?u(x)dv(x) = u(x)v(x) : — Tv(x)du(x)

boladi, bunda
u(b) -v(b) = Xﬂmou(t) -v(t).

1
7-misal. | (x+ D

03/(x—1)?

<« Bul integralda

integraldiesaplan.

u(x) =x+1, dv(x) = #dx

3(x-1)?
1
dep alinsa, onda du(x)=dx, v(x)=3(x-1)z ham
1 1

=(x+1)-3(x-1)3
0

1

u(x) - v(x)

0

}v(x)du(x) = }3(x—1)3dx = g(x_1)§ 1 :_9
0 0 4 0 4

bolip, (3) formulaga muwapiq

288

(3)



(x+1)dx 9 21

ju(x) dv(x) jm =3

boladi. Demek,
I (x +1)dx 21

03/(x-1)° 4’

Tomendegi
b
[ £ (x)dx

menshiksiz integralda (b-ayrigsha tochka) x=¢(z) almastiriwdi orinlaymiz,
bunda ¢(z) funktsiya [«, ) arahqtauzliksiz ¢'(z) >0 tuwindiga iye
pla)=a, p(B)=im p(z)=b.

Eger

g
| f(p(@)'(2)dz

b
integral jiynaqlibolsa, onda j f (x)dx integral da jiynaglibolip,

b p
[ f()dx = [ f(p(2))'(2)dz
bolad1.

8-misal. j integraldi esap lan.

+xf

<« Bul integralda x =¢(z) =z* almastiriwdi orinlaymiz. Bunnan, x =z
funktsiya (0] arahgta x'=2z>0 tuwindiga iye ham ol uzliksiz bolip,

»(0) =0, ¢(2) =1 boladi. Onda

1 1 1
| = 2dz - = 2arctgz 22 T
0(1+x)\/_ o1+ 22 o 4 2

boladi. »
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16-§. PARAMETRGEBAYLANISLI INTEGRALLAR

16.1. Gamma ham beta funkciyalar ham olardin qaseytleri, olar arasindag

baylanis

Beta funkciya. Meyli
1
[x*(1—x)""dx
0

parametrge baylanisli menshiksiz integral beta funkciya delinedi ham B(a,b)

arqali belgilenedi

B(a,b) = ixa‘l(l— x)"*dx (a>0,b>0).

Demek, beta funkciya {(a,b) € R* :a e (0,+x),b € (0,+0)}
koplikte aniqlangan funkciya.

1
1-teorema. B(a,b) = [ x**(1—x)°*dx integral
0

M, ={(a,b) e R* :a e[a,,+x),b e[b,,+x),a, > 0,b, > 0} koplikte ten 6lshewli
jiynaqli boladi.

Saldar. B(a,b) funkciya M ={(a,b) € R* :a € (0,+x),b € (0,+x)}
koplikte uzliksiz bolada.

B(a,b) funkciyaniz qaseytleri.

1) B(a,b) funkciya a ham b argumentlerge qaratasimmetriyali funkciya,

yagniy,
B(a,b) = B(b,a) (a>0,b>0)

boladi.

<« B(a,b) anlatiwshiintegralda x =1—t 6zgeriwshisinalmastirsaq,
1 0 1
B(a,b) = [ x**(1—x)*"dx =—[(1—t)* "t*"dt = [t"*(1-t)**dt = B(b,a). >
0 1 0
2) B(a,b) funkciya
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B(a,b) = j o t)a+b 1)

orimliboladi.

<4 B(a,b) integralda x = 1t—t 6zgeriwshisin almastirsaq
+

1 +o0 a-l b-1 +o  pa-l
B(a,b)=jxa-1(1—x)b-ldx:I(Lj (1_ t ) S S
; o \1+t 1+t) (@A+t)* 5 @+0)*°

Eger (1)da b=1-a (0<a<1) bolsa,onda

+oo 4 a-1
Blal-a)= [~ dt=—"
o1+t sinza

boladi. Darajagdayda B(% : %) =z bolad1.
3) B(a,b) funkciyaushin
B(a+1b)=—2_B(ab) (a>0,b>0)
a+b

formula ormli boladi.

<« Boleklep integrallaymiz:

1

_1a_b—1 __lla _b:_la_b Ela_b:
B(a+l,b)_(j)x (1-x)°tdx = ng d((@L-x)") o X (1—x) +b(j)x (1—x)°dx

0
1

- %J' x*(1-x)° = %ﬁ x> (1—x)*tdx —}Xa(l— x)b‘ldx} = % B(a,b) —% B(a+1,b).
0 0 0
Saldarda
B(a+1b) =%B(a, b)—%B(a+1, b) (2)
bolip, onnan

B(a+1b) = —>B(a,b)
a+b

kelip shigadi.
B(a,b) funkciya simmetriyali bolganliqtan

B(a,b +1) :ﬁB(a, b) 3)
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boladi.
Saldar. B(m,n) funkciyaga (me N,n e N) (2) ham (3) formulalardi takrar
gollansaq

(m-1)!(n-1)!
(m+n-=1)!

B(m,n) =

kelip shigadi.

Gamma funkciya. Meyli
[x**e™dx
0
parametrge baylanisli menshiksiz integral Gamma funkciya delinedi ham I'(a)
arqali belgilenedi,
I(a) = [x* e dx.
0
Demek, Gamma funkciya (0,+w) ma aniqlangan funkciya.
2-teorema. I'(a) = [x**e™dx integrah [a,,b,] da (0 <a, <b, <+x) ten
0

6lshewli jiynagli boladi.
Saldar. I'(a)funkciya (0,+o0) uzliksiz boladu.

I'(a) funkciyanin qaseytleri.

1) Gamma funkciya (0,+o0) ma barliq tartiptegi uzliksiz tuwindilarga iye
ham

r (@)= [x*'e™(Inx)"dx (n=123....
0

boladi.

2) I'(a) funkciyaushin

['(a+1)=al(a) (4)

formula ormnli boladi.

«TI'(a)= jxa‘le‘xdx integraldi boleklep integrallaymiz. Sonnma
0
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Ia+1)= +fxaexdx = —Tx e ;w + aT x* e *dx=al'(a)
0 0 0

boladi. P
Saldar. T'(n)funkciyaga (ne N) (4) formulam takrar qollasaq (C'(1) =1)
I'(n)=(n-1)!
kelip shigadi.
Beta ham Gamma funkciyalar arasindagi baylamis. Beta ham Gamma

funkciyalar arasindagi baylanist1 kelesi teoremada keltirilgen.
3-teorema. V(a,b) e{(a,b) e R* :a € (0,4+),b € (0,4+0)} ushin

I'(a)-I'(b)

B@.b) =T an

(5)
formula orinli bolad:.
4 I(s)= Ixs_le_xdx integralda x = (L1+u)t, (t >0) 6zgeriwshisin
0

almastirirp, S ti a+b ga almastiramiz. Saldarda
[(a+b)= [(@+u)** e ™ (1+u)dt
0

bolip,

F(a +Db) J'ta+b Lot g
(1+ U)a+b .

bolad1. Endi bul tenliktin har eki tarepin u** ga kdbeytip, son (0,+o0) araliq

boynsha integrallap
to a -1 +oo | 400
F(a+ b) J. —Mdu — J. |:J‘ta+b—le—(1+u)tdt:|u a_ldu
o (@+u) ol 3
yagniy,
0 0
Bunnan

I'(a+b)-B(a,b)= [ { fu*te “““)‘du}a*b‘ldt
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boladi. Integralda ut =y 6zgeriwshisin almastirip

1"(3_+b).B(a,b): I|:J'ya Lib-1a-tg ydy:|dt= jtb‘le‘tdt- J'y a-1 —ydy F(b) r(a)
0

0 0

Demek,
B(a,b) = L&) T 1)
I'(a+Db)
Saldar. vae(0,1) ushin
r@ri-a)=—> (6)
sinarx
bolad.
« (5) tenlikteb=1—a (0O<a<1) dep alinsa,onda
B(al_a)- [@T0-2)
')
boladi. Bizge belgili
B(al-a)= , (1) =1.
sinarx
Demek,
r@r@-a)=— , (0<a<l). »
sinarx
Eger (6) formulada a :% bolsa, onda F(%JZ\/Z kelip shigadi.
1-masal. je “dx integralin esaplan.
0
s 1 1.+
«Integralda x° =t 6zgeriwshisin almastirsag, onda dx = 2\/fd ==t 2dt
bolip,
400 +00 +00 1
[e*dx=Z]t Ze‘tdt 1 [tz etdt=1T (%:ﬁ
0 27 2 2 \2) 2
boladi.
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2-musal. _[ 5 Integraldiesaplan.

1+ x°

«Integraldal+ x® = %()zgeriwshisin almastirsag, onda
1 2
57 o5 ()
y 3Ly y
2

= 1% 1(1-y)3 dy 1%
J X3=——Iy—( y]3 yy Iy3(1 y) 3dy=

T T 27

3 33

boladi. »

295



17-§. ESELIINTEGRALLAR
17.1. Ekieseli integral. Eseli integrallardi esaplaw

Funkciyanwm integral ham Darbu gosindilari. Meyli tekislikte maydanga iye
bolgan D figura (koplik) berilgen bolsin. Bulkoplikte f(x,y) funkciya aniglangan
ham shegaralangan. D ni bazi bir

P={D;,D,..D,}
Ocemaxiaanuiid ham har bir D, da galegen (& ,7)eD, noqgatin (k =12,..n) alip

tomendegi

Zn: f (ffk,m )/’le

k=1

gosmdini dizemiz.

l-amqlama. o=> f(&,n, )uD, qosindi f(x,y) funkciyanm integral
k=1

gosindist (Riman qosindisi) delinedi.

Keltirilgen aniqlamadan integral qosindi f(x,y) funkciyaga, D koplik ham

oni1 bélekleniwge usilina ham har bir (&,,7,) € D, nogatlarga baylanishi boladi:
Gsz(f’é:knk)'
Meyi f(x,y) funkciya D da shegaralangan ekan, ol har bir D, 4,
(k =1,2,...,n) shegaralanganboladi. Demek,

me =inf{f(x,y):(x,¥) € Dy} M, =sup{f(x,y):(x,y)e Dy}

H

bar bolad1. V(X,Yy) € Dy ushin
m < (X, y) <My (1)
tensizlikler ormlibolad:.

2-anmiqlama. Qosindilar

n n
s=2 muDy, S=3 M, uD,

k=1 k=1

saykes turde Darbunin tomengi ham jogari qosindilari delinedi.
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Funkciyanin Darbu qosindilar1 f(x,y) funkciyaga, D koplik ham onin
bolekleniwge baylanish s=s,(f), S=5,(f) bolip, har dayim S < S tensizlik
orinliboladi. (1)tensizlikten paydalanip

émkka skgn;f(gk,nk)ﬂDk skillvlkﬂDk .

Demek,

s<o<S.

3-aniqlama. Eger Ve >0 san algandaham sonday § >0 san tabilip, D nin

diametri 1, <5 bolgan har ganday P bdlekleniwge, hdm har bir D, da alingan
qalegen (&,,7,) larushin

lo-J|<e
tensizlik ormlibolsa, onda J san o qosmdinh 2, —0 dag limiti delinedi ham

limo=1J
/1p—>0

arqalibelginedi.

4-amqlama. Eger 1, =0 na f(x,y) funkciyaninintegral qosindis1 limiti
bar boladiham shekli J gaten bolsa, onda f(x,y) funkciya D da integrallaniwshi
delinedi. J sani bolsa, onda f(x,y) funkciyanin D boyinsha eki eseli integral
delinedi. On1 tobmendegishe

[ £ (x, y)dxdy
D

belginedi. Demek,

JI (x y)dxy = lim o= 1im 3 f (£,.,7,)4D
p—> Y=l

D Ap
Meyli maydanga iye bolgan D koplikte f(x,y) funkciya berilgen ham
shegaralangan bolsin.
1-teorema. f(x,y) funkciya D kopliknpa integrallaniwshi boliwi ushin,

Ve >0 sanalgandaham, sonday ¢ >0 sanitabilip, D nin diametri Ap <6 bolgan

har ganday P bolekleniwge garata Darbu qosindilar
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S, (f)-s,(f)<e (2)
tensizliktin ormlaniwi zararli ham jetkilikli.

Eki eseli integraldin qaseytleri.
1) Meyli f (x,y) funkciya D koplikte integrallaniwshibolsin. Eger D nol

maydanli | siziq penen uliwma ishkinogatga iye bolmagan baylamli D, ham D,

kopliklerge ajralgan bolsa, onda f(x,y) funkciya har bir b, ham D, larga

integrallaniwshi1 hdm
[ £ (x, y)dxdy = [[ f(x, y)dxdy + [[ f(x, y)dxdy (2)
D D Dy,

boladi. Keriside orinli, yagniy f(X,y) funkciyanm har bir b, ham D, kopliklerde

integrallaniwshi bolsa, onda D da integrallaniwshi bolip (2) tenlik orinli bolada.

2) Eger f(x,y) funkciya D da integrallaniwshi bolsa, onda cf (x,y)

funkciya (c = const) ham D daintegrallaniwshiham
[ cf (x, y)dxdy =c[[ f (x, y)dxdy
D D

bolad.
3) Eger f(x,y) ham g(x,y) funkciyalar D integrallaniwsh1 bolsa, onda

f(x,y)+g(x,y) funkciyaham D integrallamtwshiham
[[TF 06 y) £ g(x, y)ldxdy = [[ (x, y)dxdy = [[ g(x, y)dxdy
D D D

boladi.
4) Eger f(x,y) funkciya D integrallaniwshi bolip V(x,y)eD

na f(x,y) >0 bolsa, onda

[[ £(x, y)dxdy >0

D

boladi.
5) Eger f(x,y) ham g(x,y) funkciyalar D da integrallaniwshi bolip,

V(x,y)e D ushin f(x,y)<g(x y) bolsa onda

[] £(x, y)dxdy < [[ g(x, y)dxdy
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boladi.
6) Eger f(x,y) funkciya D integrallamwshibolsa, onda | f (x, y)| funkciya

ham D daintegrallaniwsh1 ham

[ £ (x, y)dxdy

< [JIf (x, y)|dxdy

boladi.

Orta manis haqqindateoremalar. Meyli f(x,y) funkciya maydanga iye

bolgan D koplikte berilgen ham shegaralangan bolsin.

3-teorema. Eger f(x,y) funkciya D integrallaniwshibolsa, onda « san

(m<a < M) tabilip,

[ £(x, y)dxdy = auD

D

boladi.
<« Joqaria keltirilgen eki eseli integraldin qaseytlerinen paydalanip

m< f(x, y)<M :iﬂf(x, y)dxdy = = [[ f (x, y)dxdy = azD
4D 5 D

(mM<a<M). »
Saldar. Eger f(x,y) funkciya baylaml tuyiq D koplikte tzliksiz bolsa,
ondasonday (&,77) € D nogattabilip,

JJ £ (x, y)dxdy = f (&,7)uD

boladi.
4-teorema. Eger f(x,y) ham g(x,y) funkciyalar D koplikte

integrallantwshi bolip, ‘v’(x, y)e D ushm g(x,y) >0 (yamasa g(x,y) <0) bolsa,

onda a san (m<«a < M) tabilip,

[[ £ (x,y)g(x, y)dxdy = a [ g(x, y)dxdy

D D

boladi.
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Eki eseli integrallardiesaplaw
Meyli f(x,y) funkciya tekislikte D={(x,y)eR?*: a<x<hb,c<y<d}
koplikte berilgen bolsin. Bul f (x,y) funkciyanin D boyinshaekieseli integraldi

esaplawmaselesin qaraymiz.

1-teorema. f(x,y) funkciyatémendegishartleri orinlibolsin
1) f(x,y) funkciya D integrallaniwsh,
2) Har bir x e[a,b]da

J(x) =] f(x y)dy

integral bar boladi. Onda J(x) funkciya [a,b] integrallaniwshi, yagniy

b b d
[309dx = [[[ f(x,y)dy]dx
bar boladiham

[ £ (x, y)dxdy = [[] f (x, y)dy]dx

D a

boladi.

2-teorema. f(x,y) funkciyatomendegishartler ormlibolsin
1) f(x,y) funkciya D integrallamwshi,
2) har bir y €[c,d]

I(y)=[ f(x y)dx

integral bar boladi. Onda J(y) funkciya[c,d] naintegrallamiwshi, yagniy

[3(y)dy = [[[ f(x, y)dx]dy

bar boladi ham

JJ £ (x, y)dxdy = J[] f (x, y)cxldy

D c

boladi.

1-saldar. f(X,y) tomendegishartler ormlibolsm:
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1) f(x,y) funkciya D na integrallaniwshi,

d
2) Har bir x e[a,b], [ f (x, y)dyintegral bar bolad.

b
3) Har bir y e[c,d], [ f(x, y)dx integral bar bolad:.
Onda
b d d b
(] 0 y)dyldx , [[J f(x, y)dx]dy

integrallar bar bolip ham

b

JI £0x yydx=JIJ f(x, y)dyldx = [ f(x, y)dx]dy

D a c

boladi.
2-saldar. Eger f(x,y) funkciya D tuzliksizbolsa, onda

JJ £ 0 yyddy, JIJ £ (x,y)dylax, [T f (x y)dxIdy

integrallar barbolip ham olar bir—birine ten boladi.

1-musal. [[x*ydxdy integraldesaplaf, bunda
D

D:{(x,y)e R*:2<x<5]1< y£3}.
« f(x,y)=x’y funkciya ushin 1-ham 2—teoremalardin shartleri ormlanadh.

Olargan paydalanip

3 5 3 X3 - 13 117 2
I x"yexdy = [ [ *yaddy = [ )5y = - [ 025y ~8y)dy == _* ()] =156.
D 1 2 1 1
Sonday-agq,
) 53 ) 5 X2y2 3 15 ) ) X3 .
[ x*ydxdy = [[[ x*ydyldx = [( ydx==[(9x* — x*)dx =4(7); =156
D 21 2 2 22 3
boladi. »

Meyli f(x,y) tekislikte

D, ={(x, y)eR*:a<x<h,p (x)< ys(pz(x)}
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koplikte berilgen bolsm, bunda ¢,(x),p,(x) funkciyalar [a,b] tzliksiz hdm
vx € (a,b) da ¢ (X) <@, (X).

Y

) T
w)
\Dl_/\/

S | @ ()

S b

34-s1zilma
3-teorema. f(x,y) funkciyatomendegishartler orinlibolsin,
1) f(x,y) funkciya D naintegrallaniwshi,

®2(X)

2) Har bir xe[a,b], [ f(x,y)dy integral bar bolads.

@ (%)
Onda
b ¢ (x)
JUJ T y)dyldx
a ¢ (x)
bar bolip ham
b @(x)
Jf £ (x y)dxdy=[[ [ f (x, y)dyldx
D, a ¢ (x)

bolad.
Meyli f(x, y) funkciya tekisliktegi

D, = {(x, y)e R* iy, (y)< x<w,(y) c<y<d]|
na berilgen bolsm, w,(y) hdm w,(y) funkciyalar [c, d] ma tzliksiz ham
\AVES (C, d) na

a(y)<e,(y).
4-teorema. f(x, y) funkciya tomendegishartler ormnl,

1) f(X, y) funkciya D, na integrallantwshi,
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2) har bir yec, d]
integral bar bolip. Onda

bar boladiham

)
ﬂf X, y)dxdy = j{ yf (x, y)dx}dy
l//l(

c y)

boladi.
2-musal. J = [[\/x+ ydxdy integraldiesaplaf, bunda D képligi
D

x=0,y=0, x+y=1

siziqlar penen shegaralangan koplik.
<« Bul siziglar penen shegaralangan koplik 35-s1zilmadakeltirilgen

y
1
X+y=1
X
0 1
35-s1zilma

f(x, y)=+x+y funkciyaham D koplik 3-teoremanin shartleri ormlanad.

Endi
Dz{(x, y)e R®:0<x<1, Ogygl—x}

O e
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17.2. Ekieseli integrallarda é6zgeriwshilerdi almastiriw

Meyli tekislikte XOY dekartkoordinatalar sistemasina garata shegaralangan
D koplik, uov dekart koordinatalar sistemasina garata bolsa shegaralangan A
koplik berilgen bolip, olardin shegaralart /D ham 0A lar siypaq tuyiqsiziglardan
ibarat bolsin. (38-s1zilma)

Y \
D A
0 X 0 u
38-s1zilma
Meyli
Xx=¢@(Uu,V),
{ (1)
y=w(u,v)

sistema A n1 D sawlelendirsin. Bul sawlelendiriw tomendegi shartler orinli bolsin
1) Bul 6z-ara bir manisli sawlelendiriw,
2) ¢(u,v) ham w(u,v) funkciyalar A koplikte tizliksizhamuzliksiz barliq
dara tuwindilarga iye,

3) Daratuwindilardan duzilgen

x
J(u,v)=g§ g
u v
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funkcional determinant A da belgisin saqlasin ham V(u,v) e A da J(u,v) =0
bolsm. J(u,v) determinant (1) sistemanin yakobiam delinedi. (1) sawlelendiriwge

keri

{u =(x,Y),
v=y(XY)
sawlelendiriw barboladiham ol D n1 A ga bir manisli sawlelendiredi.

D kopliktin maydam
#D = [[|3(u,v)|dudv
A

boladi. EKieseli integrallarda 6zgeriwshilerdi almastiriw

[[ £06y) =] £ (@(u,v),p (u,v))|3 (u,v)|dudv (5)

formulasi kelip shigad.

1-musal. [ y*dxdy integraln esaplan, D koplik
D

y=x%, y=2x>,xy=1, xy=2
siziqlar penen shegaralangan.

<« Berilgen siziglar penen shegaralangan D 39-sizilmada korsetilgen

y

39-s1zilma
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Meyli

Y
x2  (x>0) (6)
V=Xy

sawlelendiriwde D ninobrazi A = {(u,v) eR?:1<u<2l1<v< 2}

(5) sawlelendiriw 6z-ara bir manisli sawlelendiriw bolip, ogan Keri sawlelendiriw

11
Xx=u 3v3, ,
L, (6)
boladi. (6) sistemanin yakobiani
ox x| 1 gn 1 . )
J(u,v)=|0u ov|—| 3 3 =——, [J(u,v)|=—.
Uy T2 2 2T POy
ou ov| |3 3

Endi y® =uv® esapgaalip, berilgen integralda (6”) almastiriwdi orinlasaq,

onda (5) formulaga kore
[[ y*dxdy = [[uv2|3 (u,v)|dudv
D D

boladi. Keyingiintegraldi esaplaymiz.
1 12 2 18 1, 7
uv2|J (u,v)|dudv = = [ vidudv = = [ ([vZdV)du == (= - 2) = —.
IDI ) 3{! BH ) 3(3 3) 9

Demek,

[[yldxdy=—.»
D

o

17.3. Ush eseli integral. Ush eseli integraldiesaplaw

Meyli R® kenislikte shegaralangan, ham kolemge iye bolgan V dene
(koplik) te f(x,y,z) funkciya aniqlangan ham shegaralangan bolsin.

m<f(x,y,2)<M ((xy,2)eV).
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V kopliktinbazi bir
P={,V,,..,V.}

bolekleniwiham har bir V, dagélegen (&.,7,,¢,) €V, noqatin (k =1,2,..,n) ahp,

O':kZ:f(‘fk’nwgk)ﬂVk
)

qgosindni dizemiz. Ol f(X,y,z) funkciyanin integral qosindisi delinedi.

1-amiqlama. Eger V& >0 san alganda ham sonday ¢ >0 san tabilip, V
kopliktin diametri ip <5 bolgan har ganday P boélekleniwge ham har bir V,

alingan qalegen (&, ,7,,5,) lar ushin
lo-J|<e
tensizlik ormlibolsa, onda J san o qosindinin Ap — 0 limiti delinedi ham

limo=1J

Ap—0
arqali belginedi.
2-amiqlama. Eger Ap —>0 da f(X,y,z) funkciyanin integral qosindisi

shekli mumurke iye bolsa, onda f (x,y, z) funkciyaV koplikte integrallaniwshi, J
sani bolsa f(X,y,z) funkciyanm V koplik boymsha tsh eseli integrali delinedi

ham ol

[] f(x,y,2)dxdydz
Vv
belginedi. Demek,
JIJ £ Oy, 2)dxdydz= lim > (&6 )4V,
v p—)Ok:l

f(X,y,2) funkciyaV dashegaralanganligiushin
m, =inf{f(x,y,2):(X,y,2) eV, },
M, =sup{f(x,y,2):(x,y,2) eV, }
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bar boladi. s=>m,V,, S=>M,uV, qosmdilar saykes tarde Darbudimn
k=1 k=1

tomengi hdm joqari qosindilari delinedi.  s=s (f), S=S (f) bolp,
{s=s,(f)}, {S=S,(f)} koplikler shegaralangan bolad1.

3-amiqlama. {s_(f)} kopliktin aniqjoqarishegarasi f(x,y,z) funkciyanih
tomengi ush eseli integralidelinedi ham

J =[] f(x,y,2)dxdydz
v

arqalibelginedi.

4-amiqlama. {S,(f)} koplikth aniq tomengi shegarasi f(X,y,z)

funkciyanin jogariash eseli integrali delinedi ham

J =m f (x,y,z)dxdydz
v
arqali belginedi.
5-amqlama. Eger J - J bolsa, onda f(x,y,z) funkciya V koplikte
integrallaniwshi, olardin uliwma manisi
1=1=1
f(X,y,2) funkciyanmn V koéplik boyinsha ash eseliintegrali delinedi.

1-teorema. f(x,y,z) funkciyaninV koplikte integrallamwshi boliw1ushin,

Ve >0 san alganda ham sonday 6 >0 san tabihip, V kopliktin diametri A, <&

bolgan har ganday P boélekleniwine garata Darbu qosindilari
s, (f)=s,(f)<e 1)
tensizlikti qanaatlandirtwi zararliham jetkilikli.
2-teorema. Eger f(x,y,z) funkciya shegaralangan tuyiq V koplikte

uzliksiz bolsa, ondakoplikte integrallamwshi boladi.
Ush eseli integraldmn qaseytleri. Ush eseli integrallar ham eki eseli

integraldin qaseytleri arqali gaseytlerge iye.
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1) f(x,y,z) funkciyaV da (V c R3) integrallaniwshi1 bolsin. Eger V koplik nol
kolemli S betlik penen uliwma ishkinogatga iye bolmagan baylamli V, hdm V,
kopliklerge ajralgan bolsa, onda f(x,y, z) funkciyahar bir vV, ham V, kopliklerde
integrallaniwshit ham

[[[ f(x,y,2)dxdydz = [[[ f(x,y,z)dxdydz+ [[[ f(x,y,z)dxdydz

boladi.
2) Eger f(x,y,z) funkciya V koplikte integrallaniwshi bolsa, onda

c- f(x,y,2) funkciya (c =const ) ham V koplikte integrallaniwshi ham
[[] cf (x,y,2)dxdydz = c][[ (x, y, z)dxdydz
\% \%

boladi.

3) Eger f(x,y,z) ham g(x,y,z) funkciyalar v integrallaniwsh1 bolsa,
onda f(x,y,2) £g9(x,y,2), f(x,¥,2)-9(x,y,z) funkciyalarintegrallaniwsh1 ham

[[JTf ¢y, 2) £ g(x, y,2)dxdydz= [[[ f (x,y,z)dxdydz + [[[ f (x,y,z)dxdydz
\% \ \%

boladi.
4) Eger f(X,y,z) funkciyaV koplikteintegrallantwshibolip, V(x,y,z) €V

f(x,y,z) 20 bolsa, onda
[[] f(x,y,2)dxdydz >0
\%

bolad.
5) Eger f(x,y,z) funkciya V koplikte integrallaniwshi bolsa, onda

‘ f(x,y, Z)‘ funkciyaham V integrallaniwshi ham

‘m f (x, y, z)dxdydz

< ([ f (x, y, z)[dxdydz

bolad.
6) Eger f(x,y,z) funkciya V koplikte integrallaniwshi1 bolsa, onda

a(m < a < M) san tabilip,
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[[] £y, 2)dxdxydz =V (V(X,y,2) €V :m< f(X,y,2) <M)

bolad.
Ush eseli integrallardiesaplaw. Ush eseli integrallard: esaplaw formulalari

integrallaw kopliktin korinisine qarap tarlishe boladi.
a) Meyli f(x,y,z) funkciya R® kenisliktegi
V={(x,y,2)eR*:a<x<bc<y<d,p<z<q}
koplikte uzliksizbolsin. Onda
bdg
[[] £ (x,y,2)dxdydz=[[[ (] f (x,y,z)dz)dy]dx (2)
Vv

acp
boladi.

6) Meyli R® kenisliktegi V koplik — pasten z=y,(X,Y), jogaridan
z=wy,(x,y) betlik, (bunda DcR? koplik V denenih XOY tegisliktegi
proekciyasi) penen shegaralangan koéplik bolsin. Eger V da f(Xx,y,z) zliksiz,
w,(X,y) ham ., (x,y) funkciyalar D dauzliksizbolsa, onda

[I] £ (x,y,z)dxdydz = ”[%T?(x, Y, z)dzjdxdy (3)
v

D \ wi(x.y)
boladi.
B) Meyli 6) dag1 D koplik
D={(x,y)eR*:a<x<b, ¢,(X)<y<g,(X)}
bolip, ¢, ham ¢, funkciyalar [a,b] mauzliksizbolsm. Onda

b @(x) wa(Xxy)
[I] f(x,y,2)dxdydz=[[ | ( [f(xy,z)dz)dyldx

a o () ya(xy)
bolad:.
1-misal. J = m (X+ Yy + z)dxdydz integraldiesaplan, bunda
v

V ={(x,y,2)eR®*:0<x<10<y<30<z<2}.

<« Joqgaridagi (2) formuladan paydalanip berilgen integraldi esaplaymiz:
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222

[i (i(x +y + z)dz)dy]dx j[j(xz +yzZ+ —) dy]dx j[jZ(x +y +1)dy]dx =

z=0

O e

1
f2(xy+ +y)§gdx j(6x+15)dx 18. »
0

2-musal. f”zzdxdydz integraldi  esaplan, bunda V- tomendegi
V)

z=+/x*+Yy? konusham z = h tegislikler menen shegaralangan koplik.
4 v nin XOY tegisliktegi proekciyasi
D={(x,y)eR?:x* +y* <h?}
boladi. (3) formuladan paydalansaq
2 1
J :j[ k: dz}dxdy ﬂ{———(x +y ) }dxdy.
b\ fey? 3
Bul integralda
X =T COSo,
y=rsing

almastirip, esaplasaq

17.4. Ush eseli integrallarda 6zgeriwshilerdi almastirw

Meyli f(x,y, z) funkciya V < R® képlikte berilgen ham tzliksiz bolsin.
Meyli
o(u, v, w)

w(u, v, w),
7(u, v, w)

X
y
z

sistema A — R® koplikti V koplikke sawlelendiredi. Onda
mf X, Y, Z dzdydz_mf u, v, w), w(u, v, w), 7(u, v, w))J|dudvdw
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boladi, bunda

du dv dw
Jo|dy dy oy
du dv dw
dz dz dz
du dv dw

bolad.
a) Dekart koordinatalart x, y, z cilindrlik koordinatalar p, ¢, z ga 6tiw

X = pCcose,
y = psing,
z=12,
(0< p<+w, 0<p<27, —w<z<+4o) formulalar jardeminde 4amelge

asiriladi (45-s1zilma).

0 :
| y
"y
@ |
P
X ®
45-s1z1lma

Bul almastiriwdin yakobian J = p bolip,
[[] f(x, y, 2)ixdydz = [[[ f(pcose, psin ¢, z)pdpdedz
\% A

boladi.
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€ e e 222
<

46-s1zilma

0) Dekart koordinatalar x, y, z sferaliq koordinatalar p, ¢, 8 ga otiw
X=psiné-cose,
y=psing-sing,
Z=pcosd
(0 < p<+o, 0< <27, 0<O< ) formulalar arqali 4melge asiriladi (46-

s1zilma) almastiriw yakobian1 J = p®sin @ bolip,
[[[ f(x, y, z)dxdydz = [[[ f(psin@cose, psindsing, pcosd)p*sinpdepd o
\Y \

boladi.
3-musal. H I zdzdydz integraldiesaplan. BundaV tomendegishe
\Y

2 2 2

(h>0)

2 h?
konustinjogaribolegi ham z =h tegislik penen shegaralangan koplik.
<« Berilgen integralda 6zgeriwshini

X= pCcose,

y=psing,
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almastiramiz
X2 + y2 ZZ p2 2 h
== =—_—=7=+—0p,
2 h r2 h? r P
(0<p<r, 0<p<27,0<0<7)
Natiyjede

I zdxdydz:j zj }pzdz de dp
\% ol ol h

-P
boladi. Keyingiintegraldi
r| 2z Z2 z=h r| 2x h2 h2 ,
— de |dp= — - de |dp=
J {(p 21% ¢ (dp {Mz o7 P ]p (p} p
2 r

_ﬂ_thZr 2_ ) _ zp_ _ﬂh2r2
= {(r p)pdp_ﬂh[zl— PR

Demek,

ﬂthZ
T4

J N <

4-musal. J =[] (x? + y? + 22 Jdxdydz integraldiesaplan, bundaV —
Vv

X +y>+z°<r?
shardan ibarat.

<« Bul integralda
X = psindcose,

y = psin@sing,
Z=pcosé

almastirip tabamiz. Onda x* + y* +z° = p*, J = p®sin @ bolip,

0<p<r, 0<p<2z, 0<0<nx

boladi. Natiyjede berilgen integral
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]

J :j\ﬂ(xz +y2+ zz)dxdydz:j{o(zfpzpzsinad(pjde}dp

bolip, bunnan

T e

0LoO

Anr®

Demek, J = . >

17.5. Eseli integraldmn qollaniwlan

Tegis figuranm maydam. Tegislikte maydanga iye bolgan D figura berilgen

bolsm. Bul figuranin maydani

1D = [[ dxdy (1)

boladi.
Misal. Tegisliktin birinshi shereginde

x> +y? =2ax, y* =2ax, x=2a (a>0)
s1ziqlar menen shegaralangan figuranin maydanin tabin.
<« Bul figura 42-s1izilmada keltirilgen.

X

0 d 2a y

42-s1zilma

315



(1) formuladan figuranin maydani

1D = [ dxdy
D

bolip, bunda D= {(x, y)eR*:0<x<2a,v2ax—x* <y< \/2ax}. Integrald:

esaplap
P 6 8 , m_, 16-3x
D= [( [dy)dx= [(vV2ax—+2ax—x*)dx=—a’-a’ = a’.p»
0 J2axx? 0 3 2 6

Denenmn kolemi. R® kenislikte Dekart koordinatalar sistemasinda jaylasgan
V deneni garaymiz. Bul dene joqaridan z = f(x,y) betlik, gaptal tarepten

jasawshilart Oz koésherine parallel cilindrlik betlik ham témennen XOY
tegisliginde shegaralangan tuyiq D koplik penen shegaralangan dene bolsin.
Bunda f(x,y) funkciyan: D dauzliksizdep garaymiz.

D kopliktih P={D,,D,,..D, } bélekleniwin alayiq. Onda

m, =inf{f(x,y):(x,y) €D, }, M, =sup{f(x,y):(x,y) € D}
bar boladiboladi. Bunda

HA = kzmkﬂDk , 1B = kZMkﬂDk
=1 =1

qosindilar saykes turde V denenin ishine jaylasqan A koépjaqlinin koélemi, V
deneni 6z ishine algan B kopjaqlinin kolemi bolip,
HAS 1B

bolad1. D koplikti tarli bolekleniwler natiyjesinde payda bolgan {#A} ham {uB}
kopliklerdin shegaralanganhigman sup{zA}, inf {xB} lardmn bar boliwman kelip
shigadr. f(x,y) funkciyatuyiq D koplikte uzliksiz. Demek, ol D daten olshewli
uzliksiz. Onda Ve >0 alganda ham sonday ¢ >0 tabilip, D kopliktnin Ap <
bolgan qalegen

P={D,D,,.D,}
boélekleniwiushin har bir D, da(k =1,2,3,...n) funkciyanin terbeliwi

&
M, -m <—
k k 1D
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tensizlikti qanaatlandiradi. Usilardi esarqa alip

inf {yB}—Sup{yA}S uB — A= kZM (MDy = > My 4Dy =
=1 k=1

Demek,
0<inf{B}-sup{tA}<e.
Keyingi gatnastan

inf {18} =sup{vA}

kelip shigadi. BunnanV denekoélemge iye bolip ham onin kolemi ¢V nin

AV = inf {18} = sup{uA| )

ekenligin bildiredi. Bunnan sup{8) = [[ f (x, y)dxdy, inf {zA}= [] f (x, y)dxdy
D D

ham (2) tenlikke kore

I_J f(x,y)dxdy = j] f (x, y)dxdy = [[ f (x, y)dxdy )
boladi. (2) ham (3) den
AV = [[ £(x, y)dxdy (4)

kelip shigadi.

2-musal. Kenislikte x*+y*+z-4=0 betlik hAam z=0 tegislik penen
shegaralangan denenin kolemin tabin.

<« Bul dene 43-s1zilmadakeltirilgen bolip, D— XoY tegisliktegi x* +y* <4

dongelekten ibarat.
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43-s1zilma

Betliktin teflemesin  z=4-x*-y® korniste jazip, (4) formuladan

paydalanp
AV = [ (4= x* ~ y)dxdy, ©)
D
bunda
D:{(x,y)eR2 X2+ y° 34},
5) integralda 6zgeriwshilerdi X:rC?S(o, almastirip esaplasa
( g g p esaplasaq
y=rsing
4-x*—y?=4-r? J(r,p)=r,0<r<2,0<¢p<2r,
27 2 Yy I,.4
H(4—x2 — y?)dxdy = I(I(4—r2)rdr)dgp: J(Zr2 —Z)Sd(p=87z.
D 00 0

Demek, denenin kolemi 4V =87 ten.

Betliktin maydani. Meyli tegislikte maydanga iye bolgan D koplikte
z=f(x,y) funkciya berilgen bolip, ol us1 koplikte uzliksiz f/(x,y), f (X, y)

tuwindilarga iye bolsm. Bul funkciyania grafigi R® kenislikte S betlik (44—

sizilma) anlatilgan.
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o

44— s1z1lma

Bunday betliktin maydan tusinigi ham oni eki eseli integral arqali

1S =(ﬂ)\/1+ f.2(x, y)+ f,2(x, y)dxdy (6)

tabiladi.
3-musal. Tiykarmimradiusi I' , biyikligi h ga ten dongelek konustin gaptal
betin tabin.

. h
<« Konus betlik z :Fw/x2 +y? tenleme menen anlatiladi. (6) formulaga

kore konustin gaptal beti

18 = [[ 1+ (2 (x, )P + (2, (x, y))?dxdy

boladi, bunda
D={(x,y) e R?:x*+y*<r?}.

Eger



’ ' h2 X2 h2 X2 h2
\/]‘_'_(Zx2 (§k177k))2 +(Zy2 (gk!nk))z = \/1+r_2 X2 N y2 +r_2 X2 N y2 = \/1+r_2
bolsa, onda
h? h?
8 = [[ |1+ —5dxdy = 1+ — [[ dxdy = zr/r? + h?
D X X"D
boladi. »

Eki eseli integraldiui mexanikada gollaniwlar
Meyli tegislikte massaga iye bolgan materiallq D figuranin har bir
(x,y) € D nogatinda tigizhigr p(x,y) bolip, ol D uzliksiz bolsin. D figuranin

massasin tabamiz.

Eger po(x,y)=c—const bolsa, onda D figuranih massast m=CuD ten
boladi. Eger p(x,y) qilegen (k=12,..n) uzliksiz funkciya bolsa, onda D
figuranin massasin tabiw ushin D nih P={D,, D, ,...,D,} bolekleniwi hdm hér bir
D, da (k=12,.n) qalegen (& ,c,) nogatin alamiz (&, ,¢,) € D,. Har bir D, da
p(X,y) turaglthamoni p(&,7,) gaten bolsa, onda D, ninmassasi p(&,,7, ) uD,

ga ten bolip, D figuramn massasi

ép(ék 77 ) 14Dy (7)

ten boladi. P bolekleniwdin diametri A, — 0 da(7) qosindmifi limiti D figuranin
massasin anlatadi. (7) qosindi p(x, y) funkciyanin integral qosindis1 ham p(X, y)

funkciya D uzliksizbolganligi sebebli bul qosmdinin limiti
[[ p(x, y)dxdy

D

boladi. Demek, D figuranin massasi
m=J] p(x, y)dxdy ®)
D

tenlik penen aniglanadi.
4-msal. Tegislikte a radiush dongelekli plastinka berilgen bolip, onin har
bir A(x, y) nogattag: tigizlig1 us1 nogattan koordinatalar basma shekem bolgan

araliq proporcional. Dongelekli plastinkanin massasin tabin.
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<« Dekart koordinatalar sistemasmin koordinatalar basina doéngelekli

plastinkanifi oraym jaylastramiz. Onda plastinkanihi  A(x, y) nogatman

koordinatalar basina shekem bolganaraliq d = \/x* + y* bolip, plastinka tigizligi

p(x, y)=kyx* +y?

boladi, bunda k —proporcionalliq koefficenti. (8) formulaga kore plastinka massasi
m = [[ky/x* + y*dxdy
D

boladi, bunda D ={(x, y)e R?: x? + y* <r?}. Eki eseli integralda

X =TrC0Sg,
X=rsing

almastirtwdi ormnlap, oni esaplaymiz

m= Hkmdxdy T{Tk r. rdr]dgo kj( jdgngkﬂas.b

Eki eseli integrallar jardeminde statistikalig momentler

M, = H yp(x, y)dxdy, (Ox kosherine garata),
D
= H xp(x, y)dxdy, (Oy késherine qarata)
D
awirliq orayinin koordinatalari

Id oy ”xdxdy Y, = ” d ”ydxdy,

inerciya momentleri

J. = [[y?p(x, y)dxdy, (Ox késherine qarata),
D

J, =[[x*p(x, y)dxdy, (Oy késherine garata)
D

Jo=] (x2 + yz)p(x, y)dxdy (koordinatalar basina garata)

D

tabiladu.
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18-§. IYMEK SIZIQLIHAM BETLIK INTEGRALLAR
18.1. Birinshi tar iymek siziqh integrallar

Birinshi tir iymek siziqh integral tasinigi. Tegislikte apiway1 uzinligqa
iye bolgan AB iymek s1z1iqt1 qaraymiz. (47-s1zilma)
y

AAl AX,

47-s1z1lma

Bul iymek siziqta A dan B ga qarap bagit1 on bagit dep, onin
A Ases A Ay (A=A A =B)
nogatlar jardeminde payda bolgan P={A, A,..., A, ;, A} bolekleniwin alamiz.
Natiyjede AB iymek siziq A A, (k=012,..,n-1) boleklerge ajraladi. Onin

uzmhgin AS, (k=0,12,..,n-1) bolsa P boleklewdm diametri A, :mEX{AS"}
bolad.
Meyli AB iymek sizigta f (x,y) funkciyaaniglangan bolsin. ((x,y) € AB).

Har bir A A, qalegen (&.,n,) nogattialip, son bulnogattag: f(x,y) funkciyanin
manisi (& ,7,) AS, kobeytip

n—

G:Zf(é:k’nk)ASk

gosindini payda etemiz.
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Amqlama. Eger Ve >0 alganda sonday §>0 san tabilip, AB iymek
siziqtin diametri 4, <& bolganhar ganday P boleklew ushinduzilgen o qosindi

qalegen (&,,n,) € A A, nogatlarda

‘0—J‘<3
tensizlik ormnli bolsa, onda f(x,y) funkciya AB iymek siziq boymsha
integrallaniwsh1 dep, J sam f(x,y) funkciyana AB iymek siziq boymsha

birinshi tariymek siziqli integrali delinedi. Ol
[ £(x,y)ds
AB

arqali belgilenedi. Demek

Birinshi tar iymek siziqli integrali AB iymek siziqtin bagitma baylanish

bolmaydi.
[ f(x,y)ds=[f(x,y)ds.
AB BA

Birinshi tar iymek sizigh integraldm bar boliwi ham om esaplaw.
Birinshi tar iymek s1ziqli integraldin aniglamasinan korinip tur, ol berilgen f(x,y)
funkciyaham AB iymek siziqga baylamsh boladu.

Meyli AB apiway1siypaqiymek siziq

X =X(t),
{yzy(t) (a<t<p)

tenlemeler sistemasi menen aniqlangan ham

A=(x(a), y(B)), B=(x(B), y(p))
bolsm. Ustiymek siziqta f(x,y) funkciyaberilgen.

Teorema. Eger f(x,y) funkciya AB uzliksiz bolsa, onda birinshi tar iymek

s1ziqli integral
[ £(x,y)ds
AB
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bar bolip,

B
[ 0 yyds =] F(x@), yOWX (1) +y” (t)dt

boladi.
Bul teorema birinshi tar iymek siziqli integraldin bar boliwim anlattw menen

birge oni1 esap law imkanin beredi.

1-saldar. Meyli AB iymek siziq y=y(x)(@a<x<b) tefileme menen
aniglangan bolip, y(x) funkciya [a,b] uzliksiz ham tzliksiz y'(x) tuwindiga iye
bolsin (y(a)=A, y(b)=B).

Eger f(x,y) funkciya AB iymek sizigta tzliksiz bolsa, onda | f(x,y)ds
AB

birinshi tur iymek si1zigli integral bar bolip

AB

b
[ f(xy)ds = f(x, y(x)y1+y?(x)dx (4)

boladu.
2-saldar. Meyli AB iymek siziq poliyar koordinatalar sistemasinda
p=p(0) (<0< p)
tenleme menen aniglangan bolsin, bunda p = p(@) funkciya [e«, f] segmentte

uzliksiz ham uzliksiz p" tuwindiga iyebolsin. Bul iymek sizigta f (x,y) funkciya

aniqlangan ham uzliksiz. Onda If(x, y)ds birinshi tar iymek sizigl integral bar
AB
bolip
B
[ f(x,y)ds=]f(pcosh, psinb)p’+ p?d6 (5)
AB a
boladi.

1-msal. J = jlds integraldi esaplan, bunda AB iymek siziq y? = 2x

AB
parabolanin (l, \/5), (2, 2) nogatlariarasindagi bolegi.
<« (4) formuladan paydalanip

324



12

J:!T (\/5) dx.
f X 1+2 ;j\/1+2 (5J§ 3V3). >

Birinshi tir iymek siziqh integrallardm baz bir qollamiwlar. Birinshi
tar iymek siziqli integrallar jardeminde iymek s1ziqtin uzinligin, denenin massasin,

awirliq orayin, inerciya momentlerin tabiw arqali maseleler sheshiledi.
1. Tegislikte uzinliqqa iye bolgan AB iymek s1ziqtin uzinlig
S = [ds, (6)
AB

integral jardeminde tabiladu.

2. Tegislikte uzinliqqa iye bolgan AB iymek sizig1 boymsha massa
tarqatilgan bolip, onmn tigizligr p = p(x,y) bolsin. Bul iymek siziqtin massasi
m= [ p(x )ds, ™
AB
awirliq orayinmn koordinatalari bolsa

1 1
X, =— [xp(x,y)ds, y, == [yp(x,y)ds (8)
m As m As

integrallar jardeminde tabiladh.
3. Tegislikte uzinligga iye bolgan AB iymek sizigtih Ox ham Oy
koordinata kosherine garata statistikalig momentler:

S,=[yds, S,=[xds (9)
AB AB

formula menen sol kosherge garatainerciya momentleri bolsa

J.=[y¥ds, J,=[x%ds (10)
AB AB

integrallar jardeminde tabiladi.

x(t) = acos’t,

_ (0<t<2r) tenlemeler sistemasi menen aniglangan
y(t) = asin®t

3-misal. {

AB iymek siziqtifi uzinligin tabin.
« (6) formulalaridan paydalanip
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T

2
4[{/x2(t) + y'? (t)dt J‘\/(—3acos2 tsint)? + (3asin?tcost)?dt =
0

wm

Il

o

w

||
O'—»N\N

7[

2 I
H sin? 2tdt 6ajsm2tdt—6a >
0

Eskertiw. Meyli AB iymek si1z1iq kenisliktin iymek sizig1 bolip, bul siziqta
f(x,y,z) funkciya berilgen bolsin. Jogaridagiday f(x,y,z) funkciyana AB

iymek siziq boyimnsha birinshi tar iymek sizigh integral tsinigi Kiritiledi ham
uyreniledi.

18.2. Ekinshi tar iymek sizigh integral

Tegislikte (aApiway1) uzinligqa iye bolgan AB iymek siziqt1 qaraymiz (48-

s1zilma)

YRig- N
e

AX, .

Xk Xk+l X

48-s1zilma

Bul iymek sizigtin bazi bir P={A,A,A....A}.(A =A A =B) bolekleniwin
alamiz. Natiyjede AB iymek siziq AA,, (k=012,..n-1) bolekshelerge

ajraladi. A A, nih OX ham OY koordinatalar kosherlerdegi proekciyalar: saykes
tarde Ax, ham Ay, bolsm:

npOXAk Ak+l = Axk ) npoyAk Ak+1 = Ayk (k = 0,1,2,...n —1)
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Meyli AB iymek sizigta f(x,y) funkciya berilgen bolsin. Harbir A A, _, da
qalegen (&, ,n,) nogatlarmalip, son bulnogattag: funkciyanih manisi f (&, ,7,)

Ax, ham Ay, largakobeytip

n-1 n—1
O, = z f (& m)AX,, o, = z f (&, 1) AY,
k=0 k=0
qosimdilardi payda etemiz. Bul qosindilar f(x,y) funkciyaga baylanisl boliw1
menen birge AB iymek siziqt1 béleklewge ham har bir A A, alngan (&.,7,)
nogatlarga baylanisli boladi.

1-amiqlama. Eger Ve >0 alganda, sonday o >0 san tabilip, AB lymek

siziqtin diametri A, <& bolgan har qanday P boleklew ushin duzilgen o, (o,)
qosmndi1 galegen (&.,7,) € A A, nogatlarda

o, —Ji| < (o, - J,|<e)
tensizlik orinlhi bolsa, onda f(x,y) funkciya AB iymek siziq boyinsha integral-
lantwshi, J, san (J,san) bolsa f(x,y) funkciyanin ekinshi tar iymek siziqh

integrali delinedi. Ol [ f(x,y)dx, ([ f(x,y)dy) arqal belgilenedi. Demek,
AB AB

[ £0unoc=lim3 1 (Em)sx, [ £ty =limY. (ék,nk)AykJ

Keltirilgen aniqlamadan tomendegi kelip shigadi:
1) f(x,y) funkciyanih AB iymek siziq boymsha ekinshi tar iymek siziqh

integrali ekew boladi:
[Foaydx, [ f(xy)dy.
AB AB

Meyli AB iymek siziginda P(x, y) ham Q(x, y) funkciyalar berilgen bolip,

jP(x,y)dx, jQ(x,y)dy lar bolsa olardin ekinshi tar iymek sizigh integrallar:
AB AB

bolsin. Bul
JP(x, y)dx+ [Q(x, y)dy
AB AB
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qosindi ekinshi tur iymek sizigli integraldin uliwma koérinisi delinedi ham

JP(x, y)dx+Q(x, y)dy

arqali belgilenedi:

[PCx,y)dx +Q(x,y)dy = [P(x,y)dx+ [Q(x,y)dy.

2) f(x,y) funkciyanmn ekinshi tar iymek sizigh integrallar1 AB iymek

s1ziqtin bagitina baylanish bolip,
[f(y)dx==[f(x,y)dx, [f(x,y)dy=—]f(x y)dy
BA AB BA AB

bolad.
3) Eger AB iymek siziqg OX koordinatalar kosherine (OY koordinatalar

kosherine) perpendikulyar bolgan tuwri siziq kesimnen ibarat bolsa
[ f(xy)dy=0 ( Jfx y)dy:oj
BA AB

boladi.
Meyli AB kenislikte apiway1 uzinligqa iye bolgan iymek siziq bolip, bul

iymek sizigta f(x,y,z) funkciya berilgenbolsin. f(x,y,z) funkciyaniekinshi tar

iymek siziqli integrallar aniglanadi ham tomendegishe belgilenedi:

[foy.dx  [fxy.2dy,  [f(xy,2)dz
[Py, 2)dx+Q(x,y,2)dy + R(x, y,2)dz.

Ekinshi tar iymek siziqh integraldim bar boliw1 ham oni esaplaw.

Meyli AB iymek siziq

X=x(1),
{y=y(t) (@=t=h) 1)

tenlemeler sistemasi menen aniqlangan bolip, X = x(t) funkciya [«, f] uzliksiz,
X'(t) tuwmdiga iye, y(t) funkciya [, F] uzliksiz  ham
A = (x(a), y(@)), B =(x(B),y(8)) bolsin. t parametr ¢ dan £ ga qarap 6zgergende

AB iymek sizigtn (x, y) = (x(t), y(t)) nogati A dan B qarap AB nisizamiz.
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1-teorema. Eger f(x,y) funkciya AB da uzliksiz bolsa, onda ekinshi tur
iymek s1ziql integral
[ £(x, y)dx
AB
bar bolip,
B
J O y)dx = [ £ (x(0), y(@)x' (t)dt ()
AB a
bolad.
Meyli (1) sistemadagi x(t), y(t) funkciyalar [, B] tzliksiz bolip, y(t)
funkciya bolsauzliksiz y'(t) tuwindiga iye bolsin.

2-teorema. Eger f(x,y) funkciya AB Tzliksiz bolsa, onda ekinshi tar

iymek siziqli integral
[ f(x, y)dy
AB

bar bolip,
s
J £ y)dy = [ £(x(@), y)y'(t)t @)

boladu.

Meyli (1) sistemadagr X(t), y(t) funkciyalar [a, ﬂ] uzliksiz x'(t), y'(t)
tuwindilarga iye bolsin.

3-teorema. Eger P(x,y) ham Q(x,y) funkciyalar AB uzliksiz bolsa, onda

iymek s1ziqhi integral
J POx y)dx+Q(x, y)dy
AB

bar bolip,
B
J P(x, y)dx +Q(x, y)dy = [[P(x(t), y(®))x'(t) + Q(x(t), y(1))y' )t (5)

boladi.
Eger AB iymeksiziq y = Yy(x),(@<x<h), x=x(y) (c<y<d)tenlemeler

menen berilgen bolsa, ondaiymek siziql integrallar apiwayi koriniske iye boladi.
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Meyli AB iymek siziq y = y(x) (a<x<b) tenleme menen berilgen bolip, y(x)
funkciya [a,b] Gzliksiz, y'(x) tuwindiga iye bolsin. Onda(2) ham (5) formulalar

tomendegi
J 06 y)dx=[ £ (x, y(0)dx, (6)
[P, y)dx+Q(x, y)dy = [[P(x, y(x)) + Q(x, Y(X))y' (X)X )

koriniske keledi. Meyli AB iymek siziq x = X(y) (c<y<d) tenleme menen
berilgen bolip, x = x(y) funkciya [c,d] nazliksiz x'(y) tuwindiga iye bolsm.

Onda (4) ham (5) formulalar tomendegi

d
JEey)dy =] (x(y).y)dy, (8)

d
J P(x, y)dx+Q(x, y)dy = [[P(x(¥), Y)X'(y) + Q(x(¥). Y)Ky  (9)

koriniske keledi.

1-musal. J, = [ (x*-y*)dx, J, = | (X’ - y*)dy integrallar esaplan. Bunda AB

iymek s1ziq y = x* parabolaninabcissalar: x =0,x =2 bolgan nogatlari arasidag:
bolegi.
<« AB iymek s1z1q y = x? tefileme menen aniglanip, J, integraldiesaplawda

(6) formuladan paydalanamiz

2 56
3= [(x* —y?)dx = [ (x* =x*)dx = ——.
AB 0 15

J, integraldaintegrallawiymek sizig1 x* =y bolip, (8) formulaga kore

2 2 . 2 40
J,= [(x2—y*)dy=[(y-y*)dy=——
AB 0 3

boladi. »
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2-musal. [ y’dx+x’dyintegraldi esaplah, bunda AB iymek siziq
AB

2 2
% + g—z =1 ellipstin joqar1 yarimtegisliktegi bolegi.
<«4Bulellipstin parametrlik tenlemesi
X = acost,
y =bsint

boladi. A=(a,0) nogatga parametrdin t =0 manisi, B =(-a,0) nogatqa t=r
manisisaykeskelip, t parametr 0 den = ge 6zgergende (X,y) nogat A dan B ga
garap ellipstin jogar yarim tegisliktegi bolegin sizadi.
Meyli P(x,y)=y2,Q(x,y) = x*funkciyalar AB Ttzliksiz. Berilgen integrald:
(5) formuladan paydalanip esaplaymiz
[y?dx +x*dy = T[bzsinzt(—asint) +a’cos’thcost]dt =
AB 0

= ab|(acos’t —bsin’t)dt = —gabz. >
0

Ekinshi tar iymek sizigh integraldm baz bir qollamiwlar. EKinshi tar
iymek s1ziqli integrallar jardeminde tegis figuranimn maydani, kush tasirinde bolgan
maydanda ormlangan jumis tabiladi ham basqa turli fizikalig ham mexanikaliq
maseleler sheshiledi. Tegislikte baz1 bir maydanga iye bolgan D figura berilgen
bolip, onin shegarasi tuwrilamwshi tuyiq 6D siziqtanibaratbolsin. Bul figuranin
maydanm

pD = [xdy , D =—ydx uD:%jxdy—ydx (10)
aD oD oD
formulalar jardeminde tabilad.

Meyli uzinligqa iye bolgan AB iymek siziq berilgen bolip, oni har bir

(X,¥) nogati

F(xy)=P(Xy)i+Q(xY)]

kush tasirinde bolsin. Onda A nogati B nogatga otkiziwde ormlangan jumis
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W = JP(X, y)dx +Q(x, y)dy (11)

boladi.

X = acost,

bsint (0<t<2z) ellips penen shegaralangan figuranin
y =Dbsi

4-misal. {

maydanin tabin.

<«4Bul figuranin maydani (10) formulaga koére

1
D== ¢xdy— ydx
7 2§ y-y

(D)

boladi. lymek sizigli integraldi esaplaymiz

2
1D :% [ (acost -bcost + bsint - asint)dt =
0

2z
:%abj(coszt +sin’t)dt = zab. »
0

5-musal. AB iymek szt y=x® swzigtin (0,0) ham (L1) nogatlar:
arasindagi bolegi bolip, onin harbir nogati
F(X,y)=4x° i+xyj
kush tasirinde bolsin. Bul kush tasirinde ormlangan jumisti tabin.

« (11) formuladan paydalanip P(x,y)=4x% Q(x,y)=xy boliwin esapga

alsaq, ondaorinlangan jumis

1
W = J. Ax°dx + xydy = I(4x6 +x-x33x%)dx =1
AB 0

boladi. »

18.3. Grin formulasi. Grin formulasinm qollanmiwlar:

Grin formulasi. Tegislikte y=vy,(X),y=VY,(X) (@<x<h,y,(X) <y, (x))
ham x=a,X=Dbsiziqlar menen shegaralangan D, koplikti alayiq, bunda vy, (x)

ham vy, (x) funkciyalar [a,b] uzliksiz. (51-s1zilma)
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y
B
/\y = Y2(X) ‘
I

\Y 1

: | _—" "

i y=¥X i

0 a b X
51-s1zilma
Meyli D, shegarasi oD, - 1, I, lll, IV s1ziglarga ajraladi (bunda 11 ham 1v

siziqlar nogatlarga aylaniw mamkin).

Meyli D =D, UaD, da P(x, ) funkciya tzliksizbolip, ol izliksiz O oY)

dara tuwindigaiye bolsn. J. P(x, y)dx iymek s1zigh integraldi1 qaraymaz.
oDy

[POx,y)dx=[P(x,y)dx+ [P(x,y)dx+ [P(x,y)dx+ [P(x,y)dx
oD, I W,

alamiz. IT ham IV sizigqlar OX kosherine perpendikulyar bolganligi sebebli

[P(x,y)dx= [P(x,y)dx=0

bolip,

j P(x,y)dx = I P(x, y)dx + j P(x, y)dx
oD, ! I

boladi. Endi
b

II P(x,y)dx+ [P(x,y)dx=[P(x,y, (x))dx + T P(x, y,(x))dx =

11 a

= [[P(x. 1)~ POy, B == P(xy) [} dx =
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-] {yﬁz% dy}dx =l %X’y) dxdly

al y=v Dy

bolsa, onda
[P(x,y)dx — ﬂ g;y)d dy (1)
oD,

tenlikke iye bolamiz.
Meyli tegisliktegi G koplik sonday bolsmxki, on1 jogaridag: D, arqali G,

(k =1,2,3...) ajratiw mumkin bolsin. (52-s1zilma)

52-s1zilma

Bunday koplik ushin ham (1) formula ormli bolada:
n
[P(x,y)dx = Zijydx Hﬁpxydd H
oG, k=16G, k=1 oy
Endi tegislikte x=x(y),x=X,(y), (c<y<d)ham y=c,y=d siziglar
menen shegaralangan D, koplikti alayiq, bunda x,(y), x,(y) funkciyalar [c,d] da

uzliksiz. (53-s1zilma)
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y
o] S X ~

A £ x=x0y)

x=x(y) ( /|||
Cl-m-------- 5
0 X
53-s1z1ilma
Meyli D, shegarast oD, - I, Il, lll, IV s1ziglarga ajraladi (bunda 11 ham 1v

siziqlar nogatlarga aylaniw mamkin).

Meyli D,=D,udD, da Q(x,y) funkciya uzliksiz bolip, ol uzliksiz

ﬁQéX,Y) dara tuwindiga iyebolsmn. [Q(x,y)dy iymek sizigh integraldi garaymz.
X 0G,

[Q(x, y)dy = [Q(x, y)dy + [Q(x, y)dy + [Q(x,y)dy + [Q(x,y)dy

G, | i

jazip alamiz. IT ham IV siziglar OY kosherine perpendikulyar bolganligi sebebli
[Q(x,y)dy = [Q(x,y)dy=0
I v

bolip,
[Q(x, y)dy = [Q(x, y)dy + [Q(x,y)dy

oG, | I

boladi. Endi
d

[Q0x, y)dy + [Q(x,y)dy = [Q(x(y), y)dy +

| i c
d

Ty )y = [0 )= Qs )y =

c
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z Qlx, )% dy j{ }d _jjaQ ) ixay

esapqgaalip

aQ
fQ0y)ey=] S iy, @
oG,
Meyli tegisliktegi F koplik sonday bolip, oni (gorizontal siziglar
jardeminde) joqaridagr D, arqali F, (k=123...) larga ajrattw mamkin bolsm.

(54- s1z1lma)

54- s1zilma
Bunday koplik ushin ham (2) formula ormli boladi
X oQ(x,
jQ X,y)dy = Z§Qx y)dy = Z ] ol y)d dy =ﬂLy)dxdy
_6Fk k=1 R X G aX
Meyli tegisliktegi D koplikjoqaridagi D, ham D, qaseytke iye bolip, onda

oP(x,y) 2Q(x,Y)
" OX

dara

P(x,y), Q(x,y) funkciyalar uzliksiz ham ftzliksiz

tuwindilarga iye bolsin. Onda P(x,y) ham Q(x,y) funkciyalarushin (1) ham (2)

formulalar orinliboladi. Olardi agzama-agza qossaq

Xsy) P y)dedy. ®

aID P(x, y)dx+Q(x, y)dy =g( >
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Bul Grin formulasi delinedi. Demek, Grin formulasi koplik boyinsha alingan
eki eseli integral menen sol koplik shegarasi boymnsha alingan iymek siziqh
integraldi baylamsin anlatadu.

Grin formulasinin bazi bir bir qollamiwlari. Meyli joqarida keltirilgen bir
baylamli D koplikte P(X,y), Q(x,y) funkciyalar uzliksiz ham uzliksiz dara

tuwindilarga iye bolsin. Onda Grin formulasi (3) ormli boladi.

Grin formulasinan paydalanip, tegis figuranmn maydaninin iymek siziqh
integral jardeminde anlatiliwi, yakobiannin geometriyaliqg manisin ham bazi bir
tastiyiqlawlarmmn ekvivalentligin korsetiw mamkin.

1) Tegis figura maydamnm iymek siziqh integral arqah anlatihwi. Mey i
P'(x,y), Q'(x,y) funkciyalar D koplikte joqarida Keltirilgen shartlerin
qanaatlandiriwi menen birge

oQ*(x,y) oP*(x,y)

OX oy

1

shartti ganaatlandirsin. Onda

0Q"(x,y) 0P (x,y) _
ij[ x T oy )dxdy—yD

bolip, Grin formulasinakore

#D = [P (x,y)dx+Q"(x, y)dy
oD
bolad1. Darajagdayda P"(x,y) =Yy, Q(x,y) =0 yamasa P (x,y) =0, Q(X,y) =X
yamasa P™(X,y) = —% Y, Q(x,y)= %x bolsa, onda

oQ"(x,y) oP"(x,y)

_ =1
OX oy
bolip, kopliktin maydam
D =— f ydx= ffxdyzlffxdy—ydx (4)
oD oD 25

boladi.
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2) Yakobiannm geometriyaliq manisi. Meyli XOY tegislikte D koplik
berilgen bolip, onin shegaras1 oD bolsin. (55-s1zilma). UOV tegislikte A koplik
berilgen bolip, onin shegarasi 6A bolsin. (56-s1zilma).

y Vv

55-s1z1lma 56-s1zilma
Meyli D ham A koéplik nogatlar: arasinda 6z-ara bir manisli saykeslik
ornatilgan bolip, olar
X = x(u,v),
{y =y(u,v)
formula menen anlatilsin. Bunda x(u,v), y(u,v) funkciyalar tuyiq A koéplikte

uzliksiz ham tzliksiz dara tuwindilarga iye bolsin. A koplik shegarasi A si1ziq

u=u(t),
{V:V(t) (t, <t<t,)

parametrlik tenleme menen anlatilsin. Bunda u(t), v(t) funkciyalar [t,,t,] araliqta

uzliksiz ham uzliksiz tuwindilarga iye. Onda D kopliktin shegarasi 6D

{x = x(u(t),v(t)) = x(t), (t, <t<t)

y = y(u(t),v(t)) = y(t)
tenlemeler sistemasi menen aniglanadi. Bunda 0A nm nogatlarga oD nin

noqatlari saykes keledi. Bizge belgili
1D = [xdy. (5)
oD

Bul tenliktin on tarepindegi integral ushin
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dt 8u8t8v6t

dy oy du oy oy
§xdy = j’x dt = jx( jdt +j (auleavdv) (6)

oD f

bolad. (t parametr t dan t, gaqarap 6zgergende oD iymek si1ziq o bagitta bolsa,

onda oA tymek siziqtin bagit1 on ham teris ham boliw1 mamkin. Sonm ushin
[xdy, | (gdu + @va
) aa\ou v

bir-birinen belgi menen parqqiladi. Eger 6D onbagitina 6A ninonbagiti saykes

kelse, onda « + » belgi almadi, keri jagdayda «-» belgi alinadz.)

Grin formulasinan paydalanip

+§ ( du+gyvdvj +H{6u(x %

OX

OX OX A
“Hlaaa a3
ou

(5), (6) ham (7) tenliklerden
4D =%[J(u,v)dudv
A

kelip shigadi. Ortamanisi haqqinda teoremana kore
+ [ J(u,v)dudv=+J(&,7)
A

boladi. Demek,
HD =[J(&,7)|- uA
bolip, onnan

D

i
\J(é,n)\—ﬂA

boliwin tabamiz.
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18.4. Birinshi tar betlik integrah

Birinshi tar betlik integrah tasinigi. Kenislikte

z=12(X,Y) (1)
tenleme menen aniqlangan S betlikti garaymiz. Bunda z(x,y) funkciya
D — R? koplikte uzliksiz ham tzliksiz z, (x,y), 2y (x,y) dara tuwindilarga

iye. Meyli (1) betlik maydanga iye bolip, onin maydani

1S :ﬂ'\/1+ Z/2 (X, y) + 2}7 (X, y)dxdy

bolad.
Meyli S betlikte f(x,y,z) funkciya berilgen bolsmn. S betlikti ondagi

siziglar jardeminde S,,S,,...,S, bolekshelerge ajratip, onih P ={S,,S,.,...,S, }
boleklewin payda qilamiz. Bul béleklewdn diametrin Ap deymiz. Endihar bir S,
(k=1234,...,n) galegen (&.,7,,¢,) noqatin alip, bul nogattag funkciyanin
manisi f (& ,n,,¢,) ti S, nnmaydan1 xS, gakobeytemizham

o= z F (&m0 SIS, )

qosindini duzemiz. Qosimnd1 f(X,y,z) funkciyaga, P boleklewge ham (&, ,7,,<,)

nogatqabaylanish boladi:
o=0o(f,P,(& . S))-
(2) qosind1 f(X,y,z) funkciyanin integral qosindist (Riman qosindisi)

delinedi.
1-amiqlama. Eger Ve >0 alganda ham sonday 6 >0 tabilip, S betliktin

diametru A, <6 bolganhar ganday boleklew ushin dizilgen o qosindi qalegen

(& 1, Cy) € S nogatta

‘O‘—J‘<€
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tensizlik ormlibolsa, onda f (x,y,z) funkciya S betlik boyinsha integrallaniwsh1
delinip, J san bolsa f(x,y,z) funkciyanin birinshi tar betlik integrali delinedi.

Birinshi tar betlik integral

[[ f(x,y,2)ds

S

arqali belgilenedi:
[[ f(x,y,2)ds= Lim S F(E T COUS, -
S =

»—0 k=1

Birinshi tar betlik integrali S betliktin tarepine baylanisli bolmaydi. Dara
f(x,y,2) =1 bolsa, onda

ﬂ ds =4S
S
boladi.

Meyli f(x,y,2z) funkciya (1) tenleme menen berilgen S betlikte aniglangan

bolsin.

1-teorema. Eger f(x,y,z) funkciya S betlikte uzliksiz bolsa, onda bul

funkciyanin betlik boymsha birinshi tar betlik integrali bar bolip ham

jsj f(x,y,z)ds= [ f(xy,z(x y))\/l+ Zi2 (%, y) + 2i7 (x, y)dxdy (3)

bolad1. Eger kenisliktegi S betlik x=x(y,z) tefileme menen aniglangan bolp,
bunda x=x(y,z) funkciya tzliksiz ham uzliksiz X|(y,z), x(y,z) dara
tuwindilargaiye bolsa, bul betlikte tzliksizbolgan f(x, y, z) funkciyamn birinshi

tar betlik integralibar bolip ham
[[£(x vy, 2)dS = [[ T (x(y, 2), y, 2){1+ X (y, 2)+ x*(y, z)dydz (7)
S D

boladi. Eger kenisliktegi S betlik y= y(z, x) tefileme menen aniglangan bolip,
bunda y=y(z,x) funkciya uzliksiz ham uzliksiz y!(z, x), Y.(z,x) dara
tuwindilarga iye bolsa, bul betlikte aniglangan Gzliksiz f(x, y, z) funkciyanin

birinshi tar betlik integrali bar bolip ham
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[[f(x, y, z)dS =ij f(x, y(z, x), 21+ y2(z, X)+ y:2(z, x)dzdx (8)

S

boladi.
Birinshi tur betlik integrallar1 eki eseli integrallarga keltirilip, (3), (7) ham

(8) formulalar jardeminde esaplanadi.

1-musal. J = H\/1+ 4x? +4y*dS integraldiesaplan, bunda S betlik
S

z=1-x"-y?
betliktin z =0 tegislik penen kesilgen sheklibolegi.
<« S betlik tenlemesi z=z(x, y) korinistegi betlik S:z=1-x*-y? (59-

sizilma).

59-s1zilma

Berilgen integraldi (3) formuladan paydalanip

Z(x y)=-2x, 7 y)=-2y
bolip,

\/1+ 22(x, y)+ 22 (x, y) = J1+4%% + 4y?
boladi. S betliktin X 0Y tegisliktegi proekciyasi D = {(X, y)e R?: x* +y? Sl}
boladu. (3) formuladan paydalanip

3 =[[\1+4x* +4y* -1+ 4x* + 4y*dxdy = ﬂ(1+ 4x2 + 4y? Hixdy .
b D
Endi eki eseli integraldi esaplaymiz
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] (L+ 4x2 + 4y Hixdy =

D

X=rsing, 0< <27
y=rcose, 0<r<1

2

1 , uwp2 !
f@(1+4r )rdr}dq)zj o1t de=3r.
0LO 0

0

Demek,

[[V@a+4x? +4y? Ms=3z. »

S
Birinshi tar betlik integrali eki eseli integral qaseytleri1arqali gaseytlerge iye
boladi.

Birinshi tar betlik integraldin qollanmihiwlari. Birinshi tur betlik integrali
jardeminde betliklerdin maydani, massali betliktin massasi, awirliq oraylari,
inerciya momentler1 tabiladi.

Aniglamagamuapiq uS = ﬂ dS boladu.
D

Meyli S betlik boymsha tigizliq » = y(x, y, z) bolgan massa tarqatilgan

bolsm. Bunday betliktin massas1

m =[xy, 2K, ©

S

awirliq oraymm koordinatalart

o= [y 2, yo= Ty Ay 2, 2= 2y, 2k

OX, OY, OZ kosherlerge qarata inerciya momentler:
3, = [z + y2)- x2S,
S

J, :J'SJ'(Z2 +x%)-7(x,y,2)dS

J, :jsj(xz +y2)-y(x,y,2)dS

boladi.

2-musal. X = \/RZ — y? — z? yarim sfera boymsha massatarqalgan bolip, har

bir nogattag1 tigizliq us1 nogattan koordinatalar basinasha bolgan araliqqa

proporcianal. Massasi tabilsin.
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<«Shartkekore
y(%, v, 2)=k-(x? + y? + 22)
boladi, bunda k -proporcianalliq korfficienti.
(9) formulaga kore

m=[[k-(x* +y? + 22 IS

S

boladi, bunda S -joqari yarimsfera. Meyli

' _ y ' _ Z
Xy(yv Z)__\/RZ _y2 _22 ! Xz(y’ Z)__\/RZ 2 2

bolip,

14 ! R
\/1+ X2 (y, 2)+ x(y, z) =

boladi. Natiyjede

R 1
= [k -(x? 2 S =k [[ R? = dydz = kR?
m jsj (x +y +z)d jsj Xyz g\/RZ_

y* -2
tenlikke Keltiremiz, bunda D ={(y,z):y? + 2> <R?}|. Endi eki eseli integrald:

2dydz

esaplaymiz
i dydz :{y:rco_sw,Os(pszn}:TﬁL}W:
b R — y? — 72 z=rsing, 0<r<R | 3|3 R?2=r?
2R L .\ "
Z—M(Rz—fz)Z%d(Rz—fz)}d(F—%wzn —21R.
2 0

Sonday qilip massa m = 2kR*z bolad.

18.5. Ekinshi tar betlik integrallar

Ekinshi tar betlik integrah tasinigi.

Meyli S betlikte f(X,y,z) funkciya berilgen bolsin. Bul betliktin malim bir

tarepin alip, onin
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P={S,,S,,....S,}
boleklewin qaraymiz. P boleklewnin har bir S, bolekshesine tiyisli bolgan
qalegen (&, ,7,,c,) nogatindag: funkciyamn manisi f (& ,7,,¢,) ni S, nini XOY
tegisliktegi proekciyas1 D, nin maydani @D, kobeytip

O':kz: f (& 1260 ) 1D,
)

gosindini dizemiz. Bul qosind1 f (x,y,z) funkciyaga, P béleklewgeham alingan
(&1, ) nogatlargabaylanishi boladu.

1-amiqlama. Eger Ve >0 san alganda ham sonday 6 >0 san tabilip, S
betliktin diametr1 Ap < bolgan har qanday P boleklewnin, ham har bir S, da

alingan qalegen (&,,7,,5,) lar ushn

‘O‘—J‘ <&
tensizlik orml bolsa, onda f(x,y,z) funkciya S betliktin tanlangan tarepi
boyinsha integrallaniwshi delinip, J bolsa f(x,y,z) funkciyanin S betliktnin

tanlangan tarepi boyinsha ekinshi tar betlik integrali delinedi. Oni

] f(x,y,z)dxdy

S

arqali belgilenedi. Demek,

I 0y, )y = im S 1,654
S 05

Usigan ugsas

|| f(x,y,2)dydz , [[ f(x,y,z)dzdx
S

S
ekinshi tur betlik integrallari aniglanad.
Meyli S betlikte P(x,y,2), Q(X,Y,2), R(x,y,z) funkciyalar berilgen bolip,

[[P(x,y,2)dxdy, [[Q(x,y,z)dydz, [[R(x,y,z)dzdx
S S S
lar olardin ekinshi tar betlik integrallar1 bolsm.

[[P(x,y, 2)dxdy + [[Q(x, y, 2)dydz + [[R(x,y, z)dzdx
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qosindi ekinshi tur betlik integraldin uliwmakorinisi delinedi. Oni1

[[P(x,y,2)dxdy +Q(x, y, z)dydz + R(x, y, z)dzdx
S

arqali belgilenedi:

H P(X,y,z)dxdy + Q(X, Y, z)dydz + R(x, y,z)dzdx =
= [[P(x,y,2)dxdy + [[Q(x,y,z)dydz + [[R(x,y, z)dzdXx.
S 3 s

Meyli R® kenislikte bazibir V dene berilgen bolip, on1orap turiwshi tuyiq
betlik siypaq betlik bolsin. Bul betlikti S deymiz.
f(x,y,z2) funkciya V da aniglangan bolsin. V deneni XOY tegisligine

parallel bolgan tegislik eki v, ham Vv, boleklerge ajratilsin. Deneniorap turgan S

betlik ham S, ham s, betliklerge ajraladi. Meyli

[[ £(x,y,z)dxdy +[[ f (x,y,z)dxdy (2)

integrallar qosindis1 f (X, y,z) funkciyamn tuyiqbetlik boymsha ekinshi tar betlik

integrali delinedi. Oni1
ff f(x,y, 2)dxdy
S

arqali belgilenedi. (2) qatnastagi birinshi integral S, betliktin ustkitarepi, ekinshi

integral S, betliktin asting1 tarepi boyinshaalingan. Usiganugsas
ff £ (x,y,2)dydz, ff f(x,y,z)dzdx
S S

ham uliwma jagdayda

ﬁ P(x,y,z)dxdy + Q(x,Y,z)dydz + R(x, y, z)dxdz
S

integrallar aniglanadi.
Ekinshi tar betlik integralinin bar bohiwi ham oni esaplaw.

Meyli f(x,y,z) funkciya (1) tenleme menen berilgen S betlikte aniglangan

bolsin.

1-teorema. Eger f(x,y,z) funkciya S betlikte uzliksiz bolsa, onda bul
funkciyanin S betlik boymsha ekinshi tarintegrali bar bolip ham
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ff £ (x,y,2)dxdy = [ f(x,y,z(x, y))dxdy 3)

boladi. Usigan ugsas joqaridagiday, tiyisli shartlerde
[f(x,y, z)dydz, [f(x,y, z)dzdx
S S

integrallar barbolip ham
JI £(x v, 2)dydz = [ £ (x(y, 2), y, z)dydz (6)
S D

jsf f(x,y, z)dzdx:fD.f f(x, y(z, x), z)dzdx (7)

boladi. Ekinshi tur betlik integrallari eki eseli integrallarga keltirilip (3), (6) ham
(7) formulalar jardeminde esaplanadi.

1) Eger S betlik jasawshilar1 OZ kosherine parallel bolgan cilindrlik betlik
bolsa, onda

[[ #(x, y, z)dxdy =0

S

bolada.
2) jasawshilart OX kosherine parallel bolgan cilindrlik betlik bolsa, onda

J'Sj f(x,y, zdydz=0

bolada.

3) jasawshilar1 OZ koésherine parallel bolgan cilindrlik betlik bolsa, onda
[[ £(x, y, z)dzdx =0
S

boladi.
1-musal. Ekinshi tar betlik integral [[(y? +22 ixdy esaplan, bunda S betlik
S

z=+a’-x* nin y=0, y=>b tegislikler arasmdag boleginin ustki tarepi (60-

s1zilma).
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60-s1zilma
« Betliktin M noqgattaginormali OZ kosheri menen suyir muyesh payda
etedi. Sonin ushin berilgen integrald: (3) formulaga kore esaplawda on belgisi
menen alindi. S betliktin XOY tegisligine proekciyasi
Dz{(x, y)eR?:—a<x<a, Ogygb}

tortmayeshden ibarat boladi. (3) formuladanpaydalanip

Isf(yz + zz)dxdy:g[y2 + mjjxdy:

b

om0 e

-al 0 =

a 3 3 3 a
= B 4 a%—x lax=| L x+abx— b =3ab(b2+2a2).>
3 3 3 )-a 3

-b

Ekinshi tur betlik integrali eki eseli integralmin gaseytlerine ugsas

qaseytlergeiye.
18.6. Stoks formulasi

Kenisliked
z=12(xY) 1)
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(1) tenleme menen aniqlangan S betlikti qaraymiz. Onin XOY tegisliktegi

proekciyast D koplikti paydabolsin. S betlikham D figuranin shegaralawshi

tuyiq si1ziqlardi saykes tirde 65 ham oD deymiz. 6S nin proekciyast oD boladh.
Betlik tarepi ham kontur1 bagitlar1 onin proekciyalari bagitlart arasindagi

saykeslik 62- sizilmadakeltirilgan.

62-s1zilma
Meyli (1) tenlemedegi z = z(x, y) funkciya D koplikte uzliksizham uzliksiz
z,(x,y), z,(xy) daratuwindilarga iyebolsm.
Meyli S betlikte P = P(x, y, z) funkciya aniglanganbolip, 0l tzliksiz ham
uzliksiz
oP(x,y.z) OP(xy.z) OP(xY,2)
ox oy oz

dara tuwindilarga iye bolsin. Bunday holda jP(x, y,z)dx iymek s1zigli integral
oS

bar boladi. Bunda 0S kontur bagittin betlik tarepi menen saykesligi 29-s1zilmada

keltirilgen.
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oS kontur S betlikke tiyisli eken, onda 6S nin noqatlari z = z(x, y)
tenlemeni  qganaatlandiradi. Demek, o0S da P=P(x,y,z) funkciya
P=P(x,Y,z(x,y)) bohp,ol D daberilgen eki 6zgeriwshili funkciyaga aylanadi.

Sonm ushin

[P(x,y,2)dx=[P(x,y,2(x, y))dx (2)
oS oS
boladi. Grin formulasin paydalanip
0
[P(x,y,2)dx =—[[—(P(x,y,z(x, y))dxdy.
oS D ay

Bul tenliktin on tarepindegi integral astindagi dara tuwindi

oP(x,y,2(x,y)) . P(xy,z(xY))
oy 0z

-2,(%,Y)
bolip,

[P0y, 20x, )k = —[[ (D20 POV ZOI) 5 (5 )y
as D oy oz

boladi. S betliktin Gstki tarepi qaralganda onm n normalmin bagitlawshi

kosinuslari

Z. (X, z,(X,
cosqr = -2 Y) cosff=— %Y)

' 2 2! ' 2 2!

\/1+ Z, +2, \/1+ Z, +2,
COSy = 1
\/1+ 2"+ z'y2

boladi. Bul gatnaslardan

Ccos :

5P 2 x.y)

cosy

kelip shigadi. Natiyjede

PG Y.Z(xY) OP(X,Y,2(x,y)) cosp
ajs P(x,y,z(x,y))dx = g( > - Cosy)dxdy 3)

boladi. Endi keyingi tenliktegi eki eseli integral keltirilgen
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[ £(x,y,2)dxdy = [[ f(x,y,z(x, y))dxdy

formuladan paydalanip ekinshi tur betlik integrali arqali

H(GP(X, y,z(x,y))  oP(xy.z(xy)) COS'B)dxdy _

oy 0z COSy
_ I(5P(x, y,z) oP(xy,z) COS'B)dxdy
$ oy 0z CoSy

(4)

jazip alamiz. Son bul ekinshi tar betlik integrali ushin, birinshi ham ekinshi tar

betlik integrallardi 6z-ara baylanisi

[] f(x,y,2)dydz = [[ f(x,y,2)cosadS

S S

[[ f(x,y,2)dzdx = [[ f (x,y,z)cos SdS

S S

[] £(x,y,2)dxdy = [[ f(x,y,z)cos3dS

S S

Formulalarga koére

”(ap(x, y,z) dP(xy,z) cos
3 oy 0z cos

:H(W-cos;ds—ﬂ%-cosﬂ)ds
S S

ﬂ)cowdxdyz
4

bolip, bul tenliktegi birinshi tur betlik integrallar1 jane (5) formulalarga

I _ap(g,y 12) G5 dls = I (_ap(g,yy, ) dxdy,
2D cos s = [ (U2 gz

boladi. Joqaridagi (2), (3), (4), (6) ham (7) gatnaslardan

_OP(x,Y,2) _P(x,y,2)
JSP(x,y,z)dx—ij—az dzdx —a dxdy

kelip shigadi. Usigan ugsas S betlik ham ondaaniglangan Q(X,y,z), R(X,Y,2)

funkciyalar ushintiyisli shartlerde
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IQ(X y,z)dy HaQ( Y12) gy xdy — %dydz,

©)

B aR(x,y,z) _OR(x,Y,2)
aJ;R(x,y,z)dz_jsj—ay dydz e dzdx

korsetiledi. (8) ham (9) tenlikler agzalap
IP(X, y,2)dx+Q(X,y,z)dy + R(x,y,z)dz =
&s
:HFQ(X, y,2) OP(x, y’z)}dxdy+
S OX oy

X {aR(x, y,z) AQ(x.y, Z)}dydz .
oy oz

J{&P(x,y,z) Ry, Z)}dzdx
0z OX

(10)

(10) formula Stoks formulasi delinedi.
Stoks formulasi1 S betlik boyinsha alingan betlik integralinin usi betliktin
shegarasi ¢S tuyiqiymek siziq boymsha alingan iymek siziqli integral arasindagi

baylanislarin anlatadi.

18.7. Ostrogradskiy formulasi

Meyli V koplik z=2z,(x,y), z=2,(X,y) betlikler hdim jasawshilar1 OZ

kosherine parallel bolgan cilindrlik betlik menen shegaralangan koplik bolip,
cilindrlik betliktin XOY tegislikten ajratgan bolegi D koplikti anlatsin. Bunda
V(X,y)eD wushin z,(x,y)<z,(X,y) deymiz. Onda V deneni orap targan S

betlik z = z,(x, y) - tenleme menen aniqlangan S, betlik,
2=12,(X,Y)
tenleme menen aniqlangan S, betlik ham jasawshilar1 OZ kosherine parallel,

bagitlawshilart 6D bolgan cilindrlik betlik S, den ibarat bolad1. (63-s1zilma)
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63-s1zilma

Meyli V da R(x,y,z) funkciya aniglanganbolip, ol V datzliksizham zliksiz

w dara tuwindiga iye bolsin. Bunda 3
. z

RY2) fynkeiyana V. koplik

boyinshaush eseli integrali bar bolip bolip,
22(%.y)
Hj—aR(X’ y.2) dxdydz=[[| | RxY.2) 4, dxdy
v 0z dlaky 02
bolad1. Bunnan

Zz(j_(vy)w dz = R(X, Y, ZZ(X’ y)) — R(X, Y, Zl(x’ y))

z(xy)

Demek,
ﬁj%dxdydp [TRG Y, 2, (x, y))dxdy —[[R(x,y, 2, (x, y))dxdy. (1)

Bul tenliknin on tarepindegi eki eseli integrallard: betlik integrallar1 arqali

jazamiz
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[[R(,y,2,(x, y))dxdy = [[ R(x, y, z)dxdy, (12)

[[R(,y,2,(x, y))dxdy = [[ R(x, y, z)dxdy.. (13)

D Sy
(12) integral s, betliktin ustki tarepi boymsha, (13) bolsa integral s,

betliktin astingi tarepi boymsha alingan. Meyli
[[R(x,y,2)dxdy =0 (14)

S3
Joganidagi (11), (12), (13) ham (14)gatnaslardan
mwdxdydz = [[R(x, y,2)dxdy + [[R(x, y,z)dxdy +
v oz 5, S,

(15)
+[[R(x,y, 2)dxdy = ffR(x, y, 2)dxdy
S3 S

kelip shigadi. Bul tenliktegi tuyiq betlik boyinsha integral S nin sirtqi tarepi
boyinshaalmgan. Usigan uqgsas kenislikte V koplik, on1 orap turiwshi S betlik
ham V berilgen P(x,y,2), Q(x,y,z) funkciyalar ushm tiyisli shartlerde

fy%dxdydz = {35 P(x,y,z)dydz,

(16)
117 2Y22) gyyz = ffQ(x, y, 2)cvciz
Yoy S
boladi. (15) ham (16) tenliklerdi agzama-agza
Il (ap(x, y.2)  Q%Y.2) | R(XY, Z)dedydz _
v X oy 0z an

= ﬁ P(x,Y,z)dydz + Q(x,y,z)dzdx + R(X, y, z)dxdy.
S

(17) formula Ostrogradskiy formulasi delinedi.

Eskertiw. Biz joqarida Ostrogradskiy formulasin ayrigsha koplik V ushin
keltirip shigardiq. Eger gqaralatugin koplik uliwmaliraq bolip, on1 shekli sandagi
joqaridag1 V arqal kopliklerge ajratiw mumkin bolsa, bunday koplik ushin
Ostrogradskiy formulasi orinli boladu.

2-musal. Ostrogradskiy formulasinan paydalanip
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[[ x*dydz + y*dzdx + z*dxdy
S

betlik integrali esaplanbunda S betlik
V ={(x,y,2)eR*:0<x<al<y<al<z<a}
kubtin sirtqitarepi.
<4 Ostrogradskiy formulasinakore

[[ x?dydz + ydzdx + z*dxdy = [[ (2x + 2y + 2z)dxdydz
S \Y
bolad1. Ush eseli integraldi esaplap

[[] 2x+ 2y + 2z)dxdydz = ZTTT(X +y + z)dxdydz =
v 000

al a 2 a
=2[| [| a(x+ y)+ 2 dy dx=2[(a’x+a’)dx=3a".
0|0 2 0
Demek,

[[ x?dydz + ydzdx + z*dxdy = 3a* . p>

S
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