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Tekislikda analitik geometriya
1-mavzu. Koordinatalar sistemasi va analitik geometriya bo‘yicha
sodda masalalar

I.1. Tekislikda dekart va qutb koordinatalari sistemasi

Bitta boshlang'ich nuqgtasi 0 ga, bir xil masshtab birligiga ega ikki
perpendikulyar Ox, Oy o‘glari tekislikda to‘gri burchakli koordinatalar
sistemasini (yoki dekart koordinatalar sistemasi) tashkil etadi.

Ox o'qi abssissa o'qi, Oy o‘qi ordinata o'qi deyiladi, bu o*glar birga-
likda koordinata o‘glari deyiladi. O'qlar kesishgan O nuqta koordinata
boshi deyiladi. O‘glar joylashgan tekislik koordinatalar tekisligi deyiladi
va Oxy bilan belgilanadi.

Agar C tekislikdagi ixtiyoriv nuqta bo‘lsa undan Ox va Qy o‘qlari
mos ravishda CA va CB perpendikulyarni tushuramiz. C nuqtaning dekart
koordinatalari deb QA, OB yo‘naltirilgan kesmalar uzinliklariga aytiladi
x=0A, y=0B.

x va vy koordinatalar C nugtaning abssissasi va ordinatasi deyiladi,
C(x,y) ko‘rinishida yoziladi.

Koordinata o‘qlari tekislikni to‘rtta chorakka ajratadi, ular I, II, III,
IV rim raqamiari bilan belgilanadi.
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Endi qutb koordinatalar sistemasi deb ataluvchi koordinatalar
sistemasi bilan tanishamiz.

Qutb deb ataluvchi O nugta, undan chiqarilgan boshlang*ich nurmni
qaraymiz. Agar tekislikda biror A nuqta berilsa, boshlang‘ich nurni soat
strelkasi yo'nalishiga qarama-qarshi shunday burchakka buramiz, boshlan-
g'ich nur A nuqtadan o‘tsin. Qutb nuqta O dan A gacha masofa qutb
radiusi deyiladi va r harfi bilan belgilanadi. Boshlang*ich nur A dan o‘tishi
uchun burilgan burchak qutb burchagi deyiladi va ¢ harfi bilan belgilanishi
mumkin. Bunda 0z » « +=,0 < ¢ < 22, Agar qutb burchagi soat strelkasi
yo‘nalishi bo“yicha olinsa, quib burchagi manfiy hisoblanadi.
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r va ¢ qutb koordinatalari deyiladi va A(r;¢) tarzida yoziladi, Dekart
va qutb koordinatalari ocrasidagi bog‘lanishni topish uchun ikkala
koordinata sistemasi boshini bitta nugtaga go‘yamiz, boshlang‘ich nurni
abssissa musbat yo‘nalishi bo‘yicha yo‘naltramiz.

¥

Alny)=Aly; @ )

Tekislikda A nuqta xy dekart koordinatalariga va r,0 qutb

koordinatalariga ega. OA gipotenuzali to‘g'ri burchakli uchburchakdan
= = ..| Z

x;=:2?;g " ::;J' formulaga ega bo‘lamiz. Bunda 0<¢<Zn
ekanligidan wge =2 ikki xil qiymat gabul gilishi mumkin. Ulardan berilgan
nuqtaning koordinatalariga mosi tanlab olinadi. Masalan, A(l;1) nugta
uchun 9=2 , A(-1;-1) nuqta uchun esa qﬁ? olinadi. Buni aniqlashda
A{;1} 1-chorakda, A(-1;-1)} esa - 3-chorakda joylashganligini bilish
kifoya.

1.2. Tekislikda ikki nuqta orasidagi masofa

Dastlab, tekislikda dekart koordinatalari  bilan  berilgan
A(x33,) Bx,iy,) nugtalar orasidagi d masofani aniqlaymiz. Bu nuqtalardan
son o‘glariga yordamchi parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazsak, to‘g‘ri
burchakli ABC uchburchak hosil bo‘ladi.

4CI=1x, ~xb 1BCT = [y, —»,] ekanligi Pifagor teoremasi yordamida
4B =(x, ~x) +(y; ~»)? Dbo'lishini bildiradi, ya'ni A(xny:), B(xzy2)



nugtalar orasidagi masofa: 48 = f(x, -x,)? +{(», - » }* formula yordamida
topiladi.

Masalan, A(-5;2), B(3;—4) nugtalar orasidagi masofa:
d=/(3 157 t(—2- 2)=v8 + 67 100~10.

Endi qutb koordinatalar sistemasida beriigan A(n; o), Bz, 32)
nuqtalar orasidagi masofani topamiz.
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OAB uchburchakda <AOB=g¢.—¢;, cosinuslar teoremasiga ko’ra:
LB =104F+|0BF~2-104| - |0B| - cos < 40B, ya'ni

' {
4B =ju? + 4l -2y -4, -cos(e, - @)

Masalan, A(5; 5y, B(8;5ynuqtalar orasidagt masofa

d=\';'s2 +82 -2 .5.8-cos{~ 5‘-):425 + 64 — 40=+/25=7,
1.3. Uchbirchak yuzi

Dekart koordinatalar sistemasida bir to‘g‘ri chizigda yotmagan
AlX;y1), B(x2v2), C{xs:ys) nugtalar berilgan bo‘isin. Bu nuqtalar abssissa-
lari (ox o'giga proyeksiyalari)ni Ox o'gida A, B;, C, deb belgilaymiz.

Alxiy) Bixy¥,)

C( 3; 5}
I ¥
| |

> x
Ay By Lo

U holda: 8, asc™ S.us + Seace — Suscq €kanligi aniq. Tenglikning o'ng
tomonidagi trapetsiyalar yuzalarini topamiz:

'SmAEuad:!i"ﬂ:Lm"zl . l"faﬁﬂ = %{yl + )0 = xy),

SBIBCCFEB'm:wﬁ : |31C:f = ‘;‘ Oy + 33 xs — 12,

=k dlc.al 1 o
Salacct *’—/—"——2-—‘—— 4Gyl = ;(,v1 3, M=)




Demak, A, B, C nugtalar ixtivoriy joylashganligidan:
Saise: = :;‘.[(M + ¥, =X+ (p + 3 Hon - 0) {3y + ) - xl)] s Y()kl

Sue =300 =508 = 3) =t =130, = )]

formulani hosil gilamiz. Masalan, uvchlari A(2;-1), B(3;2), C(-2;5)
nugqtalarda bo‘lgan uchburchak yuzi:

5, =§-1(3— {5+ 1) ~(-2- 2){2+1)| =§-|6+ 12} =9 (xv.b) .

Qutb koordinatalar sisternasida, bir 1o°g'ri chizigda yotmagan
Aln,¢,). Blr, 0:).Cln.9) nuqtalarni  qaraymiz.  Sge =Sow ¥ Sosc— Souc
ekanligidan, ikki tomoni va ular orasidagi burchagiga ko‘ra:

Soix =§|o.e; A \OB} -sin < 048 = ;:r, vy osinCes — @),

Sozc =%!0A[ -1eC| sin < BOC = %rz - ¥y -sin{p; — @),

Soac =%[OA[- [0C]-sin < ADC = %1‘1 -7y - sinfpg — @)

Berilgan nugtalar ixtiyoriy joylashganligini hisobga olib,
S sc= %—]r,rlsin(qaz ~ @)+ sindg, — @) - nrsinlg, -, formulaga ega bo‘lamiz .

Xususan, uchurchakning bir uchi qutb boshi O nuqtada bo‘lsa,

Soag = 11-', - [sin{p, — g, )] 0°rinli boladi.

Masalan, uchlari A(3 %), B (B, - C(s, =5 nuqtalarda bo‘lgan
uchburchak yuzi

Sasc =2f3 8 sm(Z I} 48 6 sm (- 1) —3.6-sin (S -2 <224
sinZ+48-sinl—18sinl = =2j12+24V3-18= 12~.f3 3
(xv.b)

1.4. Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish

Dekart koordinatalar sistemasida uchlari A(x;;y), B(X;;y2) nuqtalar-
da bo'lgan kesma berilgan. Agar C(x;y)} noma’lum koordinatali nuqta
berilgan kesma ichida yotsa va ez = i niskati ma’lum bo'lsa, C nugta
koordinatalarini topish masalasinj ko‘rib chigamiz. A,B,C nugtalardan son
o‘qlariga parallel to‘g'ri chiziglar o'tkazamiz.

Uchta o“xshash uchburchak hosil bo‘ladi: AAA;B~a44,0~aCC,5



¥ Alxyv1)
¥i -—
v =t Dy clxiv)
Vo= = L 1Yy B(xgys)
Al £
1 q l o
XX

Bu uchburchaklarda mos tomonlar nisbatlari tengligidan:
kel a0 g

29 UG,

lecd e 3 el
ya'ni HZ=t = Atengliklarni olamiz.
¥
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x—x —A.'c,—Ax don x=22"3 y -y = ly— Ay, dan ymﬂfomulaga
ega bo‘lamiz. Demak, zzlanayotgan nuqta C(ﬁfj—‘i LI dir

Xususan, 4Ct = |CBI bo‘lsa, x =% p =575 boladi,

Misol  sifatida  uchlari b:r to* g ‘ri  chiziqgda yotmagan
Adlrgey 1B v, 1, Clxgiy,) nugtalarda bo‘lgan uchburchak ogtirlik markazi
(medianalari kesishgan nuqta) koordinatalarini topamiz. BC kesma
o'rtasidagi D nugta uchun D (%% %23 o*rinlidir.

Agar O nuqta medianalari kesishish nuqtasi bo‘lsa, medianalar
xossasiga ko'ra 14Ok (0P} = 2 yani 4 = 2 bo*ladi. U holda G nugta koordina-
talari A va D koordinatalari yordamida quyidagicha toplladl

x=nthn P2 r,ﬂ *1, y_;» thsgy ‘11’2 PR} +s=f;|
1+1 1+2 ? 144 1+2 3z

Demak, uchburchk og‘irlik markaz: koordinatalari uning uchlari
koordinatalari o‘rta arifmetigi ekan.

1.5, Dekart koordinatalarini almashtirish

Analitik geometriya masalalarini yechishda berilgan dekart koordina-
talar sistemasidan boshga, yangi dekart sistemasini, bu ikki sistemna koordi-
natalari bog‘lanishini qarashga to'g‘el keladi. Unda koordinatalarni
almashtirish formulalari hosil bo*ladi.

Dekart koordinatalarini almashtirishning ikki turini k‘rib chigamiz.

1. O*qlarni paraliel ko*chirish

OXV dekart koordinatalar sistemasida koordinata boshi O(0;0) nugta
biror A{a;b) nugtaga ko'chiriladi, son o‘qlari yo‘nalishi eskicha goladi.



Agar C nugtaning eski va yangi sisternalaridagi koordinatalari C{x;y),
C(x:»} bo‘lsa, bu koordinatalar bog*lanishi L : ¢ tarzida bo‘lishi kelib

chiqadi, aksincha, {:_‘__ ;‘ i: bog*lanishni ham yozish mumkin.
[) Parallel ko'‘chirishda A(2;4) nuqtalar koordinatalari 474; 2) bo‘lsa,
parailel ko' chirish formulasini yozing.

r=x+a Z=4+a P T T
{v_} +bdan[ 4on4p0 YAOIB 2; b=2.

Demak, parallel ko‘chirish formulasi {)‘:f: f ko‘rinishda bo*ladi.

2) Paraliel ko*chirish yordamida y—-——-— funksiyani y=: X ko‘rinishida yozmg
y=EER = 2 S o 4 2 Demak, y-2=2

x=1

Agar v =y -»2, r=x-1 formula yordamlda parallel ko‘chirish
o‘tkazilsa, funksiya 10y sistemada y’ =% ko‘rinishda bo‘ladi.

2. Son o*glarini burish

Koordinata boshini o'z joyida geldirib, son o*qlarini bir yo‘nalishda
biror e burchakka buramiz. Unda biror A nuqtaning eski dekart {qutb)
koordinatalari A(X;¥)=A(r, ¢} bo‘lsa, yangisida
Alx.»Y = A(r 6) bo'ladi, chunki gurb  va A nugta orasidagi r masofa
o‘zgarmaydi.

Dekart va qutb koordinatalari bog‘lanishidan {{Z7%°% va L = reosh

v =rsing ;= rsing
tengliklarga ega bo'lamiz.
¢=08+a ekanligidan quyidagilar kelib chigadi.
T=rcos@ =reesid + ) = {cosH - cosq —sinf -sine} = x cora ~ sina
y=reinp=rsnf + e} = r(sing - tota + sina - toxd) = y cosm + x sing

Agar 8=¢-a desak, yangi koordinatalami eskilari yordamida beriladi-

gan [’ ST08E T YA pormilalarni ham hosil gilamiz.
¥ = yeos & — xsina



Agar bir payming o‘zida koordinata boshi biror o'(e,4) nuqtaga
ko‘chirilsa, son o‘glari biror z burchakka burilsa, yuqoridagi formutalar
(x=xcosa-ysimata {f_.x_mm@-_b;ssna ko*rinishida bo*ladi.

1'=r'sma -f-}'zcascxé-h ——(r——n}s'mﬂ J;{y—!z)cosa

1) Son o‘glari =% ga burilganda A (V3 vZ) koordinatalari tepilsin.

= \2505 S plstal =T _+(2ﬂ2~
fx =xeosetysma gonialardan { :
\ = yrose— xsina

. kelib
b Y= waEsin 2 +\’2¢os§=—\f_w ¥ ﬂzﬂ

chigadi, ya'ni 4(2:0)
2) Koordinata boshi 0 (2;-2) nuqtaga ko*chirilib, son o*qlari e=% ga buril-

gandagi almashtirish formulalarini yozing.
' " % AT - 4
r=x'cos-—x'stn-+2 . Sy ——y +2
ox ¢ _yoki 2
¥Ey s:‘nﬁ-+y’ms;—2 .

1.6, Tekislikda chiziq tenglamasi

Tekislikda biror L-chizig berilgan bo‘lsin, uning ixtiyoriy nuqtasi C
ikki koordinataga ega: C(x;y). Agar F(x, y)=0 tenglamani L dagi har bir
nugta koordinata gqanoatlantirsa va L da yotmagan nuqta koordinatalari
tenglamani qganoatlantirmasa, bu tenglama L-chizigning tenglamasi deyi-
ladi.

Masalan x-y=0 tenglamani I, [lI-choraklar bissektrisasini ifodalovchi
to‘g‘ri chiziq nuqtalari koordinatalari qanoatlantiradi xolos. Agar L-chizig
qutb koordinatalar sistemasida berilsa, mos ravishda, tenglama F(r; ¢)=0
ko‘rinishida bo‘ladi. Masalan, r=acese (a>0) tenglama radiusi =ga teng
bo‘lgan aylanani bildiradi, chunki A(a;0), C(r; ¢), LOCA=90° ekanligidan
unga yarim doira tiralganligini bildiradi.

Agar chiziq nugta koordinatalari x va y biror t-parametrga bog'liq
bo‘lsa, u holda chiziq tenglamasi parametrik usulida berilgan deyiladi va
{Z - :Eg tarzida yoziladi.

Masalan, x=cest,y =sint tenglama bilan berilgan chiziq markazi
koordinatalar boshida, radiusi 1 bo‘lgan aylanadir, chunki x* +7* = 1.

Biror to*g'ri burchakli dekart koordinatalar sistemasida n-darajali
algebraik tenglama bilan aniglangan chiziq n-tartibli algebraik chiziq
deyiladi.

Algebraik chiziqlarga axtby+c=0, Ax* 4289+  + D+Ey+F =0 lar
misol bo‘la oladi. Noalgebraik tenglamalarga

y-cosx =0, y —log, =90 ,2* — 5 + 1= 0 lar misol bo‘ladi.



n-tartibli algebraik chiziglar parallel ko‘chirishda, o‘qlami biror
a—burchakka burishda tartibini o' zgartirmaydi.

Mavzuga doir masalalar

1. Uchlari A(~4;2), B(0;-1), C(3;3} nuqtalarda bo‘lgan uchburchak peri-
metri, burchaklari, og‘irlik markazi koordinatalarini toping,.

2. A(2;1) nugtadan va ordinatalar o‘gidan 5 birlik uzoqlikdagi nuqtani
toping,

3. Abssissalar o‘qida A(8;4) nugtadan va koordinatalar boshidan barobar
uzoqlikda turgan nugtani toping.

4, A(3;-7) va B(-1:-4) nuqtatar kvadratning yonma-yon uchlari bo‘lsa,
kvadrat perimetri, yuzini toping.

5. Abssissalar o‘qida shunday nuqgia (larni topingki, ulardan A(2;-3)
nuqtagacha bo‘lgan masofa 5 ga teng bo'lsin.

6. Ordinatalar o*gida shunday nugta (lar)ni ko‘rsatingki, ulardan A(-8;4)
nuqtagacha bo‘lgan masofa 17 ga teng bo‘lsin.

7. A{2:2), C(5:-2) nuqtalar berilgan. Abssissalar o‘qida shunday B nuqgtani
topingki, ABC ucburchak to‘gri burchakli bo*Isin.

8. Kvadratning qarama-garshi uchlari A(3;0), C(-4;1) nuqtalarda bo‘lsa,
golgan ikki uchi koordinatalarini toping.

9. Kvadratning yonma-yon uchlari A(2;-1), B{(-1;3) nugtalarda bo‘lsa,
qgolgan ikki uchi koordinatalarini toping.

10. Parallelogramning uchta uchi A(3;-5), B(5;-3), C(-1;3) nuqgtalarda
bo'lsa, to‘rtinchi uchi koordinatalarini toping,

11. Uchburchak uchlari A(3;6), B{-1;3), C(2;-1) nuqgtalarda bo‘lsa, uch-
burchak yuzi va C uchidan tushirilgan balandlik uvzunligini toping.

12. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan A(6;7/2), B(5;0), C(2;=n/4 ),
D(10;-7/3), E(8;2n/3) nuqtalar dekart koordinatalarini toping.

13. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan A(0;5), B(-3;0), D(-V'E;—
V2), EQ1; -V'3) ©(V3;1) nugtalar qutb koordinatalarini toping.

14. Qutb koordinatalar sistemasida beritgan A(5;x/4), B(8;-n/12) nuqtalar
orasidagi masofani hisoblang,

15. Qutb koordinatalar sistemasida kvadratning yonma-yon uchi A(12;-
n/10), B(3;n/15) nugtalarda bo‘lsa, perimefri va yuzini toping. A va B
nugtalar kvadrat qarama-qarshi uchlari bo‘lgan holat uchun masalani gayta
yeching.

16. Uchburchakning bir uchi qutbda, qolgan uchlari A(5;n/4), B{(4;/12)
nuqtalarda bo’lsa, uning yuzini hisoblang.
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17. Uchlarti A(2;w/6}, B{5;m/4), C(3;n/2) nuqtalarda bo‘lgan uchburchak
yuzini hisoblang, i

18. Parallel ko‘chirishda A(2;-4) nuqta A {1;-1) nuqtaga o‘tsa, O{0;0) nugta
gqanday nuqtaga o‘tadi?

19. Son oglari a:60°ga burildi. Yangi sistemada A(2V3:-4), B(V3:0),
C(0:-2+/3) bo‘lsa, bu nuqgtalarning eski sistemadagi koordinatalarini

toping.

20. Koordinatalarmi almashtirish x = Ex’-‘fiy’, y= ?x#»z ¥y’ formula-
lar bilan berilgan. Son o*glari qanday burchakka burilganligini aniglang.
21. A(5;5}, B(2;-1), C(12;-6) nugtalar berilzan. Agar koordinata boshi B
nuqtaga ko‘chirilib, son o‘glari e=arctg3/4 burchakka burilsa, yugoridagi
nuqtalar koordinatalari qanday bo‘ladi? .

22, Parallel ko*chirish yordamida y =kx ~ ko‘rinishiga keltiring:

a) y=2x* -8x+14, b) y=x"-4x+7, b) y=6-4x-2x"

23. Parallel ko*chirish yordamida y'=§ ko‘rinishiga keltiring;

4x—3 Zxtl 1-x
DY YOy
24. xy-1=0 berilgan. Son o‘qlari a=45°ga burilsa, tenglama qanday ko'ri-
nishga ega bo‘ladi?
25. Qutb koordinatalar sistemasida quyidagi chiziglarni yasang.
1) r=a¢ (a>0), 2) r=a{1l+cos@), 3} r=asin3 @.
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2-mavzu. To‘g‘ri chiziq tenglamalari

Tekislikda birinchi tartibli chiziglar — to‘g'ri chiziglardir. Bu bobda
to‘g'ri chiziqning tenglamalari, ular haqidagi asosiy masalalar o‘rganiladi.

2.1. To*g'ri chizigning umumiy tenglamasi

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lsin. A(x:»,),
B(x,:y,) nuqtalarni aniglaymiz. Bu nugqtalardan bir xil masofada yotuvchi
C(x;y) nuqtalar to‘plami to‘g i chiziq hosil qilib, AB o‘rta perpendikulyari
hisoblanadi. t4cl = €3] tenglikdan
J{xh wYF+ir—x)= J(: -5 +iv—y,) ga ega bo‘lamiz. Tomonlarini
kvadratga oshirib, gavslarni ochamiz:

- 2xy tx H37 2wy 3 = - 2w +af +7 - 2wy, +37 o'xshash hadlarni
ixchamlab, 2(z, =x, X+2(y, -y, y+x] 433 —x§ — )% = 0 tenglamaga ega bo‘la-
miz.

Agar A=2{x, ~x) ,B = 2(y, -3,} ,C = x] +37 —xi — »? belgilashlar kirit-
sak, tenglama:

Ax+By+C=0 (D
ko‘rinish oladi.

Bu tenglama to‘g‘ri chiziq umumiy tenglamasi deyiladi.

Masalan, P(4;1), Q(-1;2) nuqtalardan bir xil mascfoda yotuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasini topamiz. Jxr—4F + (r— 117 = Jlx+ D2+ 0 - )%
2 —Br4+16+7F — v+ 1=x"4+ 2x+ 147 — 4+ 4 o'xshash hadlarni ixcham-
lab, 10x-2y-12=0 yoki 5x-y-6=0 tengamaga egamiz.

To‘g‘ri chizig umumiy tenglamasidagi A, B, C sonlari tenglama
koeffitsiyentlari deyilib, quyidagicha xususiy holatlar bo‘lishi mumkin:

1"A=z0 F#0, C=0 bu holda tenglama Ax+By=0 ko‘rinish olib,
koordinata boshidan o‘tuvchi to*g'ri chiziq bo‘ladi, chunki, O(0;0) nugta
tenglamani qanoatlantiradi.

2".A#0, B=0, C£0. Bu holda tenglama Ax+C=0 bo‘lib, uni x=— f
ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, abssissa biror o‘zgarmas songa teng,
ordinata ixtiyoriy giymat gabul qiladi, Bu to‘g'ri chizigning Oy o‘giga
parallelligini bildiradi.

3". A=0, B#0, C#0. Bu holda By+C=0 hosil bo‘lib, y= —g tarzida
voziladi. To‘g'ri chiziq Ox o*qiga parallel.

2", A#0, B=C=0. Tenglama Ax= 0 ko‘rinishida bo‘lib, x= 0 tenglama
kelib chiqadi va Oy o'qini ifodalaydi.
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5" Bx0, 4 =C=0. Bu holda y=0 kelib chiqadi va bu tenglama Ox
o‘qgini bildiradi.

Y
a9 12
52 y=0 C X
g—._ .
A

x=0 ¥

r4 C £

2.2. To'g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi

Dekart koordinatalar sistemasida ordinatalar ¢‘qidan O(0;0) dan
hisobla’nganda uzinligi b ga teng kesma ajratadigan, abssissa o°qi bilan «
burchak hosil qiluvchi to‘g'ri chizigni aniqlaymiz. To‘g’ri chizigning
ixtivoriy C(x;y) nuqtasini olamiz.

Hosil bo‘lgan to‘g'ti burchakli uchburchakdan =* =1ga ckanligini
topamiz. Bu tenlamadagi tz« to‘g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti
deyiladi va k bilan belgilanadi: k=tga .

To'g'ri chiziq tenglamasi £2=% ko'rinish oladi. Undan to‘g'ri
chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi deb ataluvchi

y=kx +b @)

tenglamani olamiz .

To'g'ri chizig holati k va b koeffitsiyentlari bilan to‘la aniqglanadi,
To'gri  chizig umumiy Ax+By+C=0 tenglamasidan burchak
koeffisiyentlisiga o‘tish uchun bu tenglamani vy ga nisbatan yechish
kifoya.

gt

Bunda k=-7, b=-{ belgilashlar kiritilsa, tenglama y=kx+b
ko*rinishda bo‘ladi,

Ma®lumki, y=kx+b funksiya chizigli deyilar edi. Demak, chizigli
funksiya grafigi to*g‘ri chiziq bo‘lar ekan. b=0 bo‘lsa y=kx hosil bo‘lib, x
va y 0‘zaro proporsional, k-esa proporsionallik koeffitsiyenti deyiladi.
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2.3, To‘g‘ri chiziqring kesmalar bo‘yicha tenglamasi

Tekislikda abssissa o‘qidan a= a4, ordinata o‘gidan b=OB kesmalar
ajratadigan to'g‘ri chizigni aniglaymiz. To‘g'ri chizig ixtivoriy C(xy)
nuqta abssissasini 4,, ordinatasini B, bilan belgilasak uchta o‘xshash uch-

<8,

burchak hosil bo‘ladi: AAOB~AAA4,C~ACB,B, ya'ni ¥= =t
Demak, I="Z=-—1.

k2 t’—ﬁ
Bu renghklarnmg birortasini soddalashtirsak,
Zefa (3)

tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglama to‘g‘ri chizigning kesmalar
bo‘yicha tenglamasi deyiladi.

To‘g'ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasini koordinata
boshidan o‘tuvchi to‘g’ri chiziglar uchun yozib bo‘Imaydi, chunki ular son
o‘glaridan kesmalar gjratmnaydi,

Ax+By+C=0 (C#0) tenglamadan kesmalar bo‘yicha tenglamaga
o‘tish uchun Ax+By=-C tarzida yozib, tomonlarni (-C)ga bo‘lib
yuboriladi: % + %=1, a= -5, b= - belgilash kiritsak, tenglama *+2=1
ko‘rinishga keladli;.

Masalan, 3x-4y-12=0 to'g'ri chizig kesmalar bo‘yicha tenglamasi
2+ -+ = 1 ko‘rinishida bo*lib, abssissa o‘qidan musbat yo*nalishda 4 ga teng
kesma, ordinatalar o‘qida manfiy yo‘nalish bo‘yicha 3 ga teng kesmalar
ajratar ekan.

2.4. To*g‘ri chizigning normal tenglamasi

Tekistikda biror to‘g‘ri chiziqni qaraylik. Koordinata boshidan bu
to‘g‘ri chiziqqa tushirilgan normal deb ataluvchi, perpendikulyar uzunligi
p, normal bilan abssissa musbat yo*nalishi orasidagi burchak a(a=0,« = 3)
bo‘lsin. To‘g'ri chizigda biror C(x;y) nuqgta olib, uning abssissasidagi
proyeksivasini C; deb belgilaymiz, ZAON=_.,4c¢; = 2430 =« ekanligi
AAQN, A4CC,, A4BG uchburchaklar to‘g‘ri burchakli o‘xshash ekaaligini

bildiradi: OB—

sabatga cga bo’ lamlz. Um soddalashtlnb, normal teng!ama deb ataluvchi
quyidagi

Xcosa +ysina —p =0 (4}
tenglamani keltirib chigaramiz.
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Bu tenglamani a= :.;;., b=ﬁ‘;—;ez kesmalar bo*yicha ham keltirib chiga-

rish mumkin, Nermal tenglamadagi p soni to‘g'ri chiziqning markazdan
gancha masofada o‘tganligini bildiradi.

To‘g'ri chizigning umumiy Ax+By+C=0 Tenglamasini normal
tenglamaga keltirish masalasini ko‘raylik,

w=0 normallovehi ko‘paytiruvchi bo‘lsa, pdr+ pBy+pC =0 normal
tenglama bo‘ladi, ya'ni ud = cosa . B = sina, pC= —p.

(ud)? + (uBY* =cos’ « +sin’ # munosabatdan »* = - yoki u = i;{;—
bo‘lishi kelib chigadi. Demalk, Ax+By+C=0 tenglama
i ] c Cas : : :

Vmalci\im_f; iiT:s”'" o normal ko‘rinishga k‘elad:. p soni oldida

manfiy ishora hosi! qilishi uchun p ning ishorasi C ning ishorasiga garama-
qarshi olinadi.

Masalan, 6x-8y+5=0 tenglama normallovchi ko‘paytiruvchisi

p= 4_-55;8._ = iIIE’ C=5 ekanligidan u =—--13‘; oilinishi, normai tenglama esa

-Zraix-1xo bo'lishi kelib chigadi.

2.5. To‘g ri chiziquing qutb koordinatalardagi tenglamasi

Qutb koordinatalar sistemasida biror to‘g‘ri chiziq, qutbdan unga
tushirilgan, normal deb ataluvchi, uzunligi p ga teng perpendikulyar va
unga mos quth burchagi & berilgan bo‘lsin. Normal va to‘g'ri chizig
kesishgan nugtani A deb belgilaymiz.

To*g'ri chiziq ixtiyoriy C(r; ¢} nuqtasini qaraymiz. To*g'ri burchaklh
OAC uchburchakdagi %= cos(a - ¢ munosabatdan, to‘g‘ri chiziq tenglamasi:
r= - yokir = —~— ko'rinishida bo‘lishi kelib chiqadi.

Bu tenglamani normali tenglamadan X=rcos@. y=rsing
almashtirishlar yordamida ham topish mumkin. Unda Xcosa +ysine —P =10

1englama teoswrose +rsingpsina—p=0 ko‘rinish oladi va = _..,!"p 3
caNg=

tenglamaga ega bo‘lamiz.
2,6. To’g‘ri chizigning parametrik tenglamasi

Ba'zi hollarda to‘g'ri chiziq ixtiyoriy nugtasi koordinatalari biror 4
parametrga bog‘lig bo'lib qoladi: K i':j ::“
" Q

Bunday tenglamadan avvalgl tenglamalarni hosil gilish uchun,
dastlab, 3 lar topiladi, A="", k=" so’ngra ular tenglashtirilib, A parametr

yo'qotiladi: =& =12,

-]



2.7, Jkki to‘g*ri chizig orasidagi burchak

Tekislikda ikki y=k,v +b,, y=k.x+b, to‘g'ri chiziglar orasidagi ¢
burchakni topish masalasini ko‘ramiz, bunda &, = e, ; k, = e, .

Uchburchak tashqi burchagi xossasidan: a, = ¢ + a,,
izlanayotgan burchak ¢ =a,-a, burchakni esa burchak koeffi-

tsiyentlari orqali topish qulay: ¢ = ta(«; ~a,)= 520 = ;’f‘;—"t

Berilgan to‘g'ri chiziglar orasidagi o‘tkir burchakni topish uchun
gy = lﬁt‘ ko‘rinishida yozish kifoya.

Masalan, y=-2x va y=3x-4 to‘g*ri chiziglar uchun ¢ = %}%:
demak, ular orasidagi o‘tmas burchak i—" ga, o'tkir burchak esa - ga teng.
I. Agar to‘gri chiziglar parallel bo‘lsa, w =0 yoki ¢ =n bo‘lib k, —k, =0
kelib chigadi. Demak, to'g‘ri chiziglar parallellik sharti &, = &, dir.

2. To‘g ri chiziglar o‘zaro perpendikulyar bo‘lsa, # = ;l, tg:—'= e, 14k, =0
shart lic]ib chiqadi. Demak, to‘g‘ri chiziglar perpendikulyarlik sharti
k=g dir.

-1,

Agar to‘g'ri chiziglar Ax+B,y+C, =0, Ax+B.y+¢, =0 formulalar
bilan berilsa, ulami y ga nisbatan ychib ¥, = ~‘;4, k= —%21 bo‘lishini
¥
topamiz.
Demak, to'gri chiziglar umumiy tenglamasi bilan berilsa,

:
Ea v Red A Ba-a-B

= = fuBa-dzh,
k14 P T AR

formulaga ega bo‘lamiz. Unda to'g‘ri chiziglar parallel bo‘lishi uchun
AR, - AB, =0, ya'ni = =2 bo'lishi, perpendikulyar bo‘lishi uchun esa
A A, + BB, = 0bolishi kerak.

1) y=2x-5, y=2x+1, y=— §x+5 to‘g'ri chiziglarning dastlabki ikkitasi paral-
lel, uchinchisi ularga perpendikulyardir.

2) 2x-3y+5=0, 4x-6y+1=0, 3x+2y+5=0, to‘g'ti chiziqlarning dastlabki
ikkitasi parallel, uchinchisi utarga perpendikulyardir.
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2.8. Nuqtadan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofa

Normal tenglamasi bilan berilgan xcosz +ysing — P =0 to*g*ri chiziq
va unda yotmagan biror Q(xy v,) nugta berilgan bo‘lsin. Q(x,:,} nugtadan
berilgan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan d masofani topish masalasini ko‘rib
chigamiz, Qx4 y.)dan o'tib, Xcose +ysing —p = oga parallel to‘g'ri chizig
Xcosa +ysma—g=0 tenglama bilan beriladi, bunda g=pt+d, lekin
g =x,c08a + ¥y sina ekanIigidan

Ay
d A~ Qlxo yob
Y
A
a A
[ N hES
d=q - p=1xycosa + yysinz—p

kelib chigadi. Agar g< » bo’1sa d=p - g bo‘lishini hisobga olsak,
d=lxycos e+ ypsine —pf

formulaga ega bo‘lamiz.
Agar to‘g'ri chiziq Ax+By+C=0 umumiy tenglamasi bilan berilsa,

masofa formulasn d*—-‘i}h%ﬂ ko‘rinishida bo*ladi. Masalan, A(4:2), B(1;1)
dan 3x-4y-4=0 gacha nmasofani hisoblaymiz. ¢,= ‘?1‘::}" 0,

dy -a% i1, demak, A to‘g‘ri chiziqqa tegishli, B nuqta esa

to‘g‘ri chiziqdan 1 birlik uzoqlikda joylashgan.

Normal tenglamasi bilan  berilgan  xXcosa +ysina—p=0va
Xeosa +ysinag —q =0 to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofa 4 = Ip — ¢! bo*lishi
tushunarli. Agar to‘g'ri chiziglar Xcosa +ysing —p =0,
Axcosa +Aysina - g =0 tenglamalar bilan berilsa, masofa d=lp —£| boladi.

Demak, ikki parallel Aix-i— B,y+C, =0 iA,x-l— ABiy+ cz = ¢ to*g'ri chiziglar

orasidagi masofa d¢ =

Masalan, 6x+8y+7 0 3x-4y-7=0 to‘g'ri chiziglar o‘zaro parallel,

ularni 3x+4y+— ¢, 3x-4y-7=o0 tarzida yozsak, d——;—;‘j; = 2,1 ekanligi
kelib chiqadi.

Ba’zi hollarda birinchi to‘g'ri chizigdan biror nugta tanlab olinib,
ikkinchisigacha masofani hisoblasa ham bto‘ladi, masalan, C(O;é) nagia
birinchi to‘g‘ri chiziqqa tegishli, undan ikkinchi togri chiziggacha masofa
esa:




Masofa formulasi yordamida ikki kesishuvchi A,x+B;¥¢,=0 va
A+ By+C =0 to'g'ri chiziq bissektrisalari tenglamasini keltirib

chiqaramiz.
Bissektrisadagi  ixtiyoriy C(x;¥y) nuqtadan berilgan to'g‘ri
chiziqgacha  masofalar  tengligidan — “Zachl JBeiainl  yokj

JaZesd
Q'*:‘i‘

AT - 4 28RS kelib chigadi.

jﬁ.';-}sf ij;d-B'
2.9. Bitta va ikkita nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamalari

Tao‘g'ri chiziq y=kx+b tenglama bilan berilib, dastlab, uning bitta
Alxgve) nuqgtasi ma’lum  bo‘lsing demak, ay=kx +& Berllgan
tenglamadan topilgan sonli tenglikni ayirsak, y —y, = k(x — ;) tenglama
hosit bo‘ladi. U A(xyy,} nuqtadan o‘tuvchi barcha to'g‘ri chiziglar
tenglamasidir. Bu to‘g'ri chiziglar A(x.y,)dan o‘tuvchi to‘g'ri chiziglar
dastasi deyiladi. Agar dastadagi biror to‘g'ri chiziq B(x,:¥,) nuqtadan ham
0°tsa yy — ¥ = k(X; — %,) tenglik bajariladi. Undan k=%-2 topiladi. Demak,
A va B nuqtalardan o‘tuvchi chiziq tenglamasi y—y, =§1’::—€(x—xn) yoki
el ko‘rinishida bo*ladi.

R har “S Pl
Masa!an A(2 13, va B(1;2) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasi 1= = .7~ yokl y= -3x +5 ko‘rinishida bo‘ladi.

Endi buor C(xa,yo) nugtadan o‘tib, berilgan y=kx+8& to'g'r
chiziqga parallel (perpendikulyar) to‘g'ri chizig tenglamasi formulasini
keltirib chigaramiz.

lzlanayotgan to'g'ri chiziq C(xuy.)dan o‘tadi, demak, tenglamasi
¥ —¥o = k{x —x;) ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan tashqari, agar u y=#&,x+&,2a
parallel (perpendikulyar) bo‘lsa, k=k,(k=~-:) bo'lib tenglamasi

Y-y =kix *XQ)|:)' ¥y = "ki(x “Ig} ko‘rinishida bo'ladi.

Masalan, C(2;-1)dan o'tib, y=4x+3 ga parallel (perpendikulyar)
bo‘lgan  to*g'ri  chizig tenglamasi  y+1=4{x-2) {y«;‘xw—-:-(x— 2)
ko‘rinishda bo'ladi.

Mavzuga doir masalalar

1. To‘g'ri chizig (a+2)x+{a*-9y+3a"-8a+5=0 tenglama bilan berilgan. a
ning to‘g'ri chizigq qanday qivmatida berilgan?
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a) abssissalar o‘qiga parallel;

b) ordinatalar o‘giga paralilel;

¢) koordinatalar boshidan o*tuvchi bo‘ladi?

2. To‘g'ri chiziq (m+2n-3)x+(2m-n+1)y+6m+9=0 tenglama bilan berilgan
m va n ning qanday gimatida bu to*g ri chiziq abssissalar o‘qiga parallel va
ordinatalar o‘gida koordinatalar boshidan hisoblaganda -3 ga teng kesma
ajratadi? Ushbu to’g*ri chiziq tenglamasini yozing.

3. To'gri chizig (Zm-n+5)x+{m+3n-2}y+2m+70+19=0 tenglama bilan
berilgan, m va n ning ganday gimatida bu to‘g'ri chizig ordinatalar o*qiga
paraliel va abssissalar o‘gida +5 ga teng kesma ajraladi? Bu to‘g‘ri chiziq
-tenglamasini yozing,

4. A(0;1) va B(1;2) nugtalardan bir xil masofada yotuvchi to’g’ri chiziq
tenglamasini vozing.

5. Ordinata o*gidan b=3 kesma ajratib, abssissa o‘qi bilan a) 45% b)135°
burchak tashkil etuvchi to*gri chiziq tenglamalarini yozing.

6. Koordinatalar boshidan otib, abssissa o‘qi bilan a) 60°% b) 120° burchak
tashkil etuvchi to‘g‘ri chiziglar tenglamasini yozing.

7. 2x-3y-6=0 va [2x+5y-60=0 to‘g‘ri chiziqlar kesmalar bo'yicha
tenglamalarini yozing.

8. A(4;3) nuqtadan o°tib, koordinatalar burchagidan yuzi 30 kv birlikka
teng uchburchak ajratuvchi to‘g'ri chiziq tenglamasini yozing.

9. 3x-4y-20=0, y=kx+b, ;ii-’b—;l to‘g'ri chiziglar normal tenglamalarini

yozing.

10. Koordinatalar boshidan 12x-5y+32=0 to‘g'ri chizigqacha bo‘lgan

masofa topilsin.

11. Koeffitsiyentlari noldan fargli Ax+By+C=0 to'g‘ri chiziq va son
& .

o‘glari bilan chegaralangan uchburchak vuzi S=iﬁ formula bilan

topilishini isbotlang,

12. Quyidagi to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni toping:

1) Sx-y+7=0 va Ix+2y=0, 2) x-2y+4=0} va 2x-4y+3=0, 3) 3x-2y+7=0 va

2x+3y-3=0, 4) 3x+2y-1=0 va 5x-2y+3=0.

. . . . P
13. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan 1, = —— wva
cos{@w-a,)
P c e L s -
1y = ~—=2—0 to'giri chiziglar orasidagi burchakni topish formulasini
cos (@)

yozing.
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14, Parametrik usulda berilgan {Xx=mA+x,, y= nA+ys} to‘g‘ri chiziq va

abssissa o'qi orasidagi burchak tgg=n/m formula bilan hisoblanishini

isbotdang.

15. Parametrik usulda berilgan {x=mi+x;, y= mA+y;} va {x=mA+xs,
gyt o)

y=nzity,} to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak cosgp=—"——===
\;mfﬂli !m%%ng

formula bilan topilishini isbotlang. Parallellik va perpendikulyarlik
shartlarini yozing.

16. Uchburchak tomonlari x+3y=0, x=3, x-2y+3=0 tenglamalar bilan
berilgan. Uning uchlari koordinatalari, ichki burchak!arini toping,

17. y=kx+5 to‘g'ri chiziq koordinatalar boshidan d=v/5 masofa uzoglikda
bo‘isa, k ganday giymatlar qabul gitadi?

18. Berilgan nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofani toping:

[} A(2;-1), 4x+3y+10=0; 2) B(0;-3), 5x-12y-23=0;

3) C(-2;3), 3x-4y-2=0; 4) D(1;-2}, x-2y-5=0.

19. Quyidagi parallel to*g‘ri chiziglar orasidagi masofani toping:

1) 3x-4y-10=0, 6x-8y+35=0; 2} 5x-12y+26=0, 5x-12y-13=0,

3) 4x-3y+15=0, 8x-6y+25=0; 4) 24x-10y+39=0, 12x-5y-26=0.

20. Kvadratning ikki tomoni tenglamalari 5x-12y-65=0 va 5x-12y+26=0
bo‘lsa, uning perimetri va yuzini toping.

21. 3x-y-4=0 va 2x+6y+3=0 to‘p‘ri chiziglar hosil gilgan burchak
bissektrisalaridan koordinata boshidan o‘tuvchisi tenglamasini toping.

22, 3x+dy-5=0 va 5x-12y+3=0 hosil gilgan o‘tkir burchsk bissektrisasi
tenglamasini yozing.
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J-mavzu. Ikkinchi tartibii chiziglar

Bu bobda Ikkinchi tartibli chiziglar (1TCh), aylana, ellips, giperbola,
parabola, ularning xossalari, ITCh lar umumiy tenglamasi va uni kanonik
ko‘rinishiga keltirish o‘rganiladi.

3.1. Aylana tenglamasi

Markaz deb ataluvchi C(a;b) nuqtadan bir xil R masofada yotuvchi
nugtalar to*plami aylana deyiladi.

Aylana tengiamasini olish uchun uning ixtiyoriy B(x;y) nugtasini
olamiz,

Pifagor teoremasiga ko‘ra (x-2)°+ (v~ 5)* =R?aylana umumiy
tenglamasini hosil gilamiz.

Agar aylana markazi koordinata boshi O(0;0) bo‘lsa, tenglamasi
x? +¥* = & ko‘rinishida bo*ladi.

Masalan, x*~4x+y* +8x—5=0 aylana markazi koordinatalari va
radiusini topish uchun tenglama (x—2F -4+ (r+4)°-16-5=0 yoki
(x — 2% +(¥ + 4)* = 5% ko‘rinishda yoziladi.

Demak, aylana markazi C(2;-4) nugtada va radiusi R=5 dir.

3.2 Ellipsning kanonik tenglamasi, uning xossalari

Har bir nuqtasidan berilgan fokus deb ataluvchi ikki F vag
nugqtalargacha masofalarning vigfindisi |F Eldan katta o‘zgarmas 2a
soniga teng nuqtalar to‘plami ellips deyiladi.

Ellips tenglamasini keltirib chigarish uchun fokus deb ataluvchi
nuqtalarni  abssissa o‘gida koordinata boshiga nisbatan simmeirik
joylashtiramiz: F,(c;0), F (-c;0), ya'ni | R F|=2¢

Agar M(x;y) ellips ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, n =M F] va n= M R]
uzinliklar ellipsning fokal radiuslari deyiladi. Shartga ko‘ra n + n=2a
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n=/x+c) +r5, n=Jx-c-+y° eckanligidan ellips tenglamasi
Jlr+ o +y7  +H/x—o° +y=2a ckanligini topamiz. Ellipsning bu
tenglamasi ishlatish uchun noqulay, ikkinchi radikalni o‘ng tomonga
o‘tkazib, tomaonlarni kvadratga oshiramiz:

(xtc F4y¥=4a® — 4a,/(x = ¢)F T y2+(%-c Y+»* yoki a/Tx = = + 17 =a-

cX.
Bu tenglamani ham kvadratiga oshirib, e*sx>-2a’cx+a’ci+ayi=a’-
2atex+eir® yoki (a® — %) x™+a? v™=a"(a” - %) tenglamaga ega bo‘lamiz. a>¢
bo*lganligi uchun b= va? = ¢¢ belgilash kiritish mumkin.
Ellips tenglamasi 57x*+a®y*=a"* ko'rinish oladi, bundan ellipsning
kanonik tenglamasi deb ataluvchi ;"— + :;—;=1 tenglamani olamizl.

Runda y2=bz(l—§) ekanligini hisobga olsak, fokal radiuslari uchun

x= f—“:;— f =
1-1=J(x+c)3+b2(1—;;) =\(a—:2 =a—% s r,=J(x~-c)2+bl(1—;;;)

= a—= formulalarni topamiz,

4Y
Mixyl

F

g

o
DHE
g

A

Koordinata tekisligining 1-choragida y>0 bo‘lib, ellips y =2 va? —»?
tenglama bilan beriladi. Unda quyidagilar kelib chiqadi:

1) x = 0bo‘lsa, y = b. Agar X odan « gacha o*sadi, y kamayadi.
2yx=abo'lsa, y=0
3) x> a bo‘lsa, y aniglanmagan.

Boshqa choraklarda ham simmetriklikdan ellipsni to‘la chizishimiz
mumkin, chunki koordinata boshi simmetriva markazidir. @ va & kattaliklar
ellipsning katta va kichik yarim o‘glari deyiladi ¢=% soni ellips
ekssentrisiteti deyiladi, Ellipsda o< s<1bo'ib, £¢ =0 da aylana hosil
bo“ladi.
x= 3" tenglamalar bilan berilgan t0'g'ri chiziqlar dircktrisalar deyiladi.
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Agar ellips M(x;y) nugtasidan biror direkrisagacha masofa d unga
mos fokal radius r bo‘lsa, s=;’ bo‘ladi, hagigatdan d"‘—‘%—x, r=g-—tx
ekanligi buni tasdiglaydi.

Ma’lumki planetalar va ba’zi kometalar bir fokusida Quyosh
joylashgan elliptik trayektoriyalar bo*yiab harakatlanadi. Unda planetalar
ekssentrisiteti nolga yaqin, kometalar ekssentriteti esa birga yaqin ellips
bo*ylab harakatlanadi.

Yerning | yilda 1 marta, Galley kometasining esa 72 yilda bir marta
Quyosh atrofida aylanishini eslash kifoya.

3.3. Giperbolaning kanonik tenglamasi xossalari

Har bir nugtasidan berilgan fokuslar deb ataluvchi ikki 7 va®
nuqtalargacha masofalari ayirmasi absolyut giymati o‘zgarmas 2« songa
teng nugtalarning to‘plami giperbola deyiladi.

Giperbola tenglamasini hosil gilish uchun # va £, fokuslarni abssissa
¢‘qiga, koordinata boshiga simmetrik qilib joylaymiz: £{—c:0), F{c:0)

Agar M(x;y) giperbola ixtiyoriy nuqgtasi bo‘lsa, ta‘rifga ko‘ra:
IME L - IMFE D =2a, yoki s & 437 ~/(x—cff + 7 = +20 tenglamani

JataFrvi-Ja—-cF +y r20  ko'rinishda  vyozib, tomonlarini
kvadratga oshiramiz.

Soddalashtirib: +e/& -af+5t = «* - Bu tenglamani ham kvadratga
oshirib, guruhlab; (¢ -a'hf-gy* =o' - tenglikni olamiz. c>a
bo‘lganligidan b= +:¥7% belgilash kiritamiz, natijada, giperbola tenglamasi
p'xf —a'y?=a’ b ko‘rinishga keladi. Tomonlarni & -%* ga bo‘lib,
giperbola kanonik tenglamasi deb ataluvchi ::—17 =t tenglamani hosil
qilamiz .

Bu tenglamada x, y lar kvadrat darajada bo‘lishi, grafikning son
o‘qlari va koordinata boshiga nisbatan simmetrikligini bildiradi. Demak,
giperbola grafigini I choragida chizish kifoya. Tenglama I chorakda
y= Ex&Ta' ko‘rinishda ko'ladi. Undan quyidagilar kelib chigadi:

1} 0 < x < a da funksiya aniglanmagan
Dx=agday=0
3)x>a dav=0.Agar x—+o bo'lsa, y—+co,
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y=%2» to'g'ri chiziglari asimptotalari deyitadi. I chorakda giperbola
va asimptota farqini baholaymiz:

B b & fog o wtVE -Gl a¥
Ix—-Wri—gt = i(n—Vxl—al) e
a a -4 PO 'E Sl b N+vxv—a

Oxirgi kasr x—+wo da nolga intiladi, demak, giperbola yZEz to‘g'ri
chizigega yaqiniashib boradi. _

Agar giperbola tenglamasi —“:—: +“‘-b';= 1 ko‘rinishida bo‘lsa, giperbola
fokuslari OV o‘qida bo‘lib, giperbola shohlari oy o‘qt bo‘lib yo‘naladi. Bu
giperbola oldingisiga nisbatan qo‘shma deyiladi.

Agar a=35 bo'lsa, giperbola teng tomonl deyilib, tenglamasi
x? — y* = a® ko‘rinishida bo‘ladi.

¢ = soni giperbola ekssentrisiteti deyilib, ¢>1. x= +2 to'g'i
chiziglar giperbola direktrisalari deyiladi. Giperbelada ham = = ¢ o‘rinlidir.

3.4. Parabola kanonik tenglamasi, uning xossalari

Fokus deb ataluvchi F nugtadan va direktrisa deb ataluvchi to'gfri
chiziqgdan bir xil uzoglikda joylashgan nugtalar to‘plami parabola
deyiladi,

Fokusdan direktrisagacha bo'lgan masofa p bilan belgilanib, y
parabola parametri deyiladi. Parabola tenglamasini olish uchun F nuqtani
Ox o‘qi be‘ylab koordinata boshidan £ masefada joylashtramiz. Direktrisa

esa  x= % bo‘ladi. Parabola ixtiyoriy M(x;y) nuqgtasi uchun

z

(1 - 2}2 +y* va direkfrisagacha bo‘lgan masofa x+ 2 ekanligidan
y i - . - - - .
J (x -5 +y*=x+% kelib chiqadi. Bu tenglikni kvadraiga oshirib:

xtwpx b =t +"T° soddalashtirsak, parabolaning  kanonik
tenglamasi kelib chiqadi: y* =2px.
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Parabola grafigi Ox o'giga nisbatan simmetrik bo‘lib, koordinata
boshidan o'tadi. Parabolada r=d ckanligidan ¢ =1 bofladi. ¥ =2px uchun
abssissa o‘qi simmetriva o‘qi bo‘lib, parabola o‘qi deyiladi. p soni
fokusdan direktrisagacha masofani bildiradi.

Agar parabola ¥* = --2px ko'rinishda bo‘lsa, uning grafigi (—ce:0} da
aniglanadi,

3.5. ITCh lar qutbiy tenglamalari

ITCh lardan birini olamiz. Uning fokusi joylashgan nuqtaga qutbni
jovlab, boshlang‘ich nurni abssissa musbat yo‘nalishi bo‘yicha
yo‘naitiramiz. ITCh direktrisasi L bo*lsin, ixtiyorly nuqtasini M(r ;¢) bilan
belgilaymiz. Fokusadan 1TCh gacha oy o‘qidagi kesma p-fakal parametr
bo‘lsin === - ekanligidan 10FI=F, ya’ni d=IDFI+1ENI= £+ rcosp Demak,
~=2+7rcosg, yoki r = p+r ¢ cos ¢ bundan ixtiyoriy ITCh qutb tenglamasi r

T
= 1o ko'rinishida bo'lishi kelib chiqadi, unda p-fokal parametr -

qaralayotgan chiziq ekssentrisiteti.
Bu tenglama « =0 da aylana, 0< ¢ <1 da ellips, £ =1 da parabola, = >1
da esa giperbola tenglamasidir.

3.6. ITCh iarni kanonik ko‘rinishga keltiring

Tkkinchi tartibli chiziglar umumiy Ax® + 2Bxy + G2 + 20x 4+ 2By + F = 2(])
tenglama bilan beriladi. Agar dekart koordinatalarda son o‘qlarini parallel
ko‘chirsak, wvangi (o'x'y") sistema, qo‘shimchasiga o‘glarni biror &
burchakka bursak, o"x*v" sistema hosil bo‘ladi. So'nggi sistemani OXY
tarzida belgilaymiz,
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Teorema. I'TCh vmumiy tenglamasi koordinata o‘qlarini parallel
ko‘chirish va biror burchakka burish yordamida quyidagi hollardan biriga
keltiriladi:

i. :—Z +:;—:2;= t {ellips, a = b daaylana)
2. :: ——i—; =1 {giperbola)
3. y* = 2px (parabola)
4, y? — k% = o (ikki kesishuvchi tog'ri chizig)
3. y* —k* =0 yoki x* — &7 =0 (ikki parallel to“g‘ri chizig)
6. y* =0 yoki x* = 0 (ustma-ust tushgan to‘g*ri chiziglar)
7. ¥* + k=7 = ¢ (bitta nuqta)
8. v + k%= ~1(bo‘sh to‘plam)
Isbot. Dastlab, O(0;0) koordinatalar boshini biror P(xy¥,) nuqtaga

x=x 4+ x,

parallel ko‘chiramiz. Unda [ almashtrish o‘tkaziladi. Umumiy

y =¥+ Y
tengiama;
A2 x, + x2) £ 2B(x'Y + 7'y + X0 + XY} + C(vH2
¥y +1E) + 2D(x +x,) + 2E(¢" + )+ F =0 yoki
Ax" 1 2By + €97 4 (2Ax, + 2By + 2D) 4 (2B + 20w, + 28w HA
xi + 2Bz, + CyE + 2x,D + 2y, E+F)=0
ko'rinishiga keladi.
Demak, (x,:%,) l‘;‘r‘; i ?‘: : ii. - g sistema yechimi bo‘lsa, umumiy
tenglama Ax” +28x'y’' + Cv?+F' = 0 (2) ko‘rinishga kelar ekan.
(2)-tenglamadagi 'y ko' Paytmani vo‘qotish uchun o‘glarni biror «

burchakka buramiz, ya’ni {x _reesaT SR almashtrish o'tkazamiz.

vi=xsina +veosa
Yangi sistemada x- y ko*paytma koeffitsiyenti

-Asin 2a + 2BeosJ o+ Csinla = ¢ bo‘lsa, teorema isbotlanadi. Buning
uchun ctg2e = “—:;5 shart o‘rinli bo‘ladigan « burchak tanlash yetari. (2)-
tenglama a'x? + ¢'y* + F* = o tenglamaga keladi.

Bu tenglama berilgan ITCh ning kanonik ko‘rinishi deviladi.

Kanonik tenglama olinguncha A,B,C-sonlari o‘zgarmaydi. AC-B*
ifoda ITCh tenglamasi invarianti deyiladi. Bu ifoda uchun,
A €' —B" = A — B° bo‘ladi.

ITCh 4c - &7 itoda ishorasiga ko‘ra quyidagi turlarga bo'linadi:

1. AC - B* » 0 bo‘lsa, ITCh elliptik tipda,

2. AC — B* = 0 bo'lsa, ITCh parabolik tipda,

3. AC - B* < 0 bo'lsa, I'TCh giperbolik tipda bo‘ladi.
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1} 357 + toxy + 3y? — 25 — 14y ~ 13 = 0 tenglamani kanonik ko‘rinishga
keltiring.
{3& +5¥,—~1=0
S+ 3y, -7 =0
L .. .
: ‘_i almashtirish o‘tkazamiz:

sistema yechimi x, = 2, yo = -1 bo‘lganligi uchun
{x =r
F=y
3044 x4) + 100 y'- X423~ 2) + 3y =25+ 1) - 2(x'42) - 14y -13=0 yaki

3x'74 10x'y’ + 3y’" — 8 = 0. Endi ctg2a = 31‘; = 0 dan « = 45¢ ekanligini

P2
topib, {x - :;(x ) almashtirish o‘tkazamiz:
Y=-(xty)
31067 - 2y £ ¥ 1102 =37 43 1 + 2xy + ) - 8 = 0, yoKi
8x* —2y* =8
Tekshiriigan ITCh «* —’:— =1 tenglamaga ega giperbola bo‘ladi. AC-
Bi=3.3-5" <o ckanligi ham buni tasdiglaydi.

2). 8x* + 4xy + Sy* + 16x + 4y — 28 = 0 kanonik ko‘rinishga keltirilsin,

Bxg +2vp+B8 =0 st - . oyt x=x"~1
{2:;0 +5y+2=D yechimi (-1;0) bo*lganligi uchun{ y oy

almashtirish o‘tkazamiz.
8e? —2x' + 13 4l -5 — ') 4 39 £ 1600 — 0 + 4y — 28 = 0 yoki
G 4y Syt -0,
So'ngra ctgle = ?{5 = % ekanligini topamiz. Bu holda « burchakni
aniqlab bo*imaydi, shuning uchun sin «, cos« larni topishga harakat qilamiz:
— =2 yoki -‘::fzi'n =2, 24*c + 350 -2 =0 tenglamaga egamiz. Bundan e =*

o
yechimni olishimiz mumkin (O<«<f bo'lishiga harakat gildik xolos).
1+ gin =;a%; ayniyatdan Eos 2 —mme = -, IIGAN  sina = i:_ﬁ biz core m‘—c-,

iietgie | TNE £
sne=- deb almashtirish o‘tkazamiz: x'=% @x-m, ¥ = 5% +2y) ekanligidan,
Saxt - day by (006 3y - 2y TR s dxy b Agt) - 26 =0
] - T '2 ' (3
Soddalashtirib, o —ay? — 36 = O voui :—=+ ;—.. =1 ellips kanonik

tenglamasini hosil gilamiz.
Mavzuga deir masalalar

1. Quyidagi aylanalar markazi koordinatalari va radiusini toping:

a) Xy -4x+6y-3=0, b) x’+y*-8x=0, ¢) x’+y*+4y=0

2. A{(-4:6) nuqta berilgan. Diametri OA kesmadan iborat aylana
tenglamasini yozing:

3. A{1;2) nuqgtadan oftuvchi va koordinata o‘glariga urinuvchi aylana
tenglamasini yozing:

27



4. A(-1;3), B(0;2), C(1;-1) nuqgtalardan o‘tuvchi aylana tenglamasini
yozing,

5.y = —V—x? — 4x chiziq shaklini chizing.

6. Berilgan nuqtadan berilgan aylanagacha bo‘lgan eng gisqa {eng uzun)
masofani toping.

a) A(6:-8), x*+y’=9. b) B(3:9), x*+y*-26x+30y+313=0

7. Aylanalar orasidagi eng gisqa va eng katta masofani toping,

a) x*+y? +Ax-4y+7=0 va x+y*-8x-8y+23=0. b) x*+y*+4x-4y+7=0 va
X*+y*=25

8. Qutb koordinatalarida berilgan aylanalar markazi va radiusint aniglang.
a) r=3cos ¢, b) r=-4cosg, ¢) r=cosg-sing.

9. Fokuslari abssissalar o‘qida koordinata boshiga nisbatan simmetrik
joylashgan ellips tenglamasini quyidagi shartlarda yozing:

a) varim o‘glari 5 va Z; b} katta o*qi 10, 2¢=8; ¢) kichik o*qi 24, 2¢=10;

d) 2c=6, =0,6; ¢} direktrisalar orasidagi masaofa 32 va €=0,5.

10. 9x*+25y*=225 ellips berilgan. Quyidagilarni toping:

a) yarim o*qlari; b) fokuslari; c) ekssentrisiteti d) direktrisa tenglamasi

1. Quyidagi ellipslar fokuslari koordinatalari, yarim o°qlari, ekssentrisiteti
va direktrisa tenglamalarini toping:

a) 5x™+9y>-30x+18y+9=0; b) 16x°+25y"+32x-100y-284=0; c) 4x*+3y’-
8x+12y-32=0,

12. Quyidagi chiziglar shaklini chizing:

Ny =-7+:V16+6x - x2,b)x = ~2,/=5 — 6y—y7.

13. Fokuslari abssissa o‘qida koordinata boshiga nisbatan simmetrik
joylashgan giperbola tenglamasini quyidagi shartlarda tuzing:
a) 2a=10, 2b=8; b) 2¢ =2, 2b=8; ¢} 2¢=6, £=1,5; d) 2a=16, £=1,25;

) 4
) 2¢=20 va asimptotalari y = & 3%

14. I6x2—9y2=144 giperbolada a,b, fokuslar koordinatalari, ekssentrisiteti,
asimptota va direkirisa tenglamalarini toping.
15. Quyidagi chiziglar shaklini chizing:

) y=iVaT-9byx=-2/37+9,

3
16. Quyidagl giperbolalar f{okuslari koordinatalari, varim o‘glari,
ekssentrisiteti, asimptota va direktrisa tenglamalarini toping;
a) 16x7-9y*-64x-54y-161=0, b) 9x°~16y"+90x+32y-367=0.
17. Uchi koordinata boshida joytashgan va quyidagi shartga bo‘ysunuvchi
parabola tenglamasini tuzing:
a) Abssissaga nisbatan simmetrik va A(9;6) nugtadan o‘tuvchi;
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b) Ordinatalar o‘giga nisbatan simmetrik va C(1;1) dan o‘tuvchi.
18. Quyidagi chiziglar shaklini chizing:
a)y =2vx,b)y = —=3v—2x,c)x = —[3y, ) x = 4,/~y

12 . e er s —
19.r = P — ellipsda r=6 bo‘ladigan nugtani aniglang.

15 . s -
200r = Itcosp giperbolada r=3 bo'ladigan nuqtani aniqlang.
2.r=—2L parabolada eng kichik radiusli nuqtani aniqlang.

1-cosg
22, Kanonjk ko‘rinishiga keltiring:
1. 4x% +9y? — 40x + 36y + 100=0
)2~ 2xy+yi—12%+12y-14=0
3) 2x° + 6v3xy - 4y* -9 =0
4)yx* - 3V3xy—2y*—10=0
5) Ox% — 24xy + 16y — 20x+ 110y — 50 = 0.

Tekislikda analitik geometriyvaga doir, joriy nazorat uchun uy
vazifalari
(N-talabaning guruh ro‘vhatidagi nomeri)

I. Tekislikda A(-1;-1), B(I;N), C(N;1} berilgan. Quyidagilami toping:
1Y ABC uchburchak perimetri;

2 ) ABC uchburchak og'irlik markazi koordinatalari;

3) ABC uchburchak yuzi;

4Y C nugtadan o*tuvchi to*g'ri chiziglar dastasi tenglamasi,

5) A va B nuqtalardan o'tuvchi to‘g'ri chiziq barcha tenglamalari;

6} C nugtadan o‘tib, AB ga parallel (perpendikulyar) to‘g‘ri chizig;
7Y C nugtadan AR gacha masofa;

8y ABC uchburchak ichki burchaklari;

9) C uchidan tushirilgan mediana, bissektrisa, balandlik tenglamalari;
10} C nuqtaning AB dagi proyeksiyasi koordinatalari;

11} Shunday E(x;0), F(o;y) nugtalarni topingki, ulardan A gacha masofa
(N-+5) bo‘lsin;

12) Shunday D{x; y) nuqta topingki, ABCD parallelogramm bo‘lsin.

[1. Tekislikda shunday nugtalar tenglamasini tuzingki, ular quyidagi
shartlarni qanoatlantirsin:

1) A(N-10;2} va B(3;20-N) nuqgtalardan bir xil uzoqlikda;

23 A(-N;0) va B(N;0) gacha masofalar 1:N nisbatda;
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3) A(-N;0) va B(N;0) gacha masofalar yig‘indisi 4N;
4y A(-N;0) va B{IN;0) gacha masofalar ayirmasi N/2;
5) x+N=0 va B(N:0) gacha masofalar teng,

III. Qutb koordinatalar sistemasida A(N;- 7/6), B(N/2; n/d), C(N; n/3)

berilgan. Quyidagilarni toping:
1. ABC uchburchak perimetri; 2. ABC uchburchak yuzi.

IV. Qutb koordinatalar sistemasida r = —y-—— chiziq berilgan.
—ECOSQ

1. @=0, /12, w6, 21 qiymatiarda hisoblang, chizing;

2. Dekart koordinatalariga o‘tkazing va kanonik tenglamasini yozing,

3. ITCh ga mos parametriart (fokusiar koordinatalari, ekssentrisiteti, fokal
radiuslari) topilsin.

V. Kanonik ko‘rinishiga keltiring,

L N H-DY Ny +H{- 1) x+8(- 1)¥Ny=0; 2. x*+4xy+y*-Nx+Ny-N=0;

2. 3NY3xy+(-1)"3Ny?-100=0.
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Oliy algebra elementlari
4-mavzu. Kempleks sonlar

x*+1=0 kabi tenglamalarda, kvadrati-1 ga teng hagiqiy sonning
mavjud emasligi, hagiqiy sealar to*plamini kengaytirish zarurligini taqozo
etadi.

Kvadrati -1 ga teng bo‘ladigan son mavhum birlik deyiladi va i harfi
bilan belgilanadi, ya'ni i=v=1.

Tarkibida mavhum b1r[1k i gatnashgan son kompleks son {mavhum
son) deyiladi.

4.1. Kompleks sonning algebraik formasi

X, yeR bo‘lganda z=x+iy son kompleks son, yozuv esa kompleks
son algebraik formasi deyiladi.

x soni kompleks son haqigiy gismi deyiladi va Rez ko‘rinishida, y
soni esa mavhum gismi deyilib, Imz tarzida belgilanadi.

x+ivwax-ty sonlar o‘zaro qo‘shma kompleks sonlar deyiladi,
Ulardan biri z bo*lsa, ikkinchisi Z ko‘rinishida belgilanadi, O*zaro qo‘shma
z,;z sonlar yig'indisi, ko'paytmasi haqgiyqiy bo‘lishi ravshan, Bundan
tashqari, %Z; =%;-%, L —% ~ L — I, (—a) —: tengliklarni  keyinchalik
isbotlash mumkin,

ry=x+iyy VA I:=x +iy sonlari ustida amallar quyidagicha
kiritiladi:
Doz dz,=(x, iy ), iy = [z, 2, ) + 1y £ 10},

)z 5y = (g v ) (g i) = xpm gy v — n s T kg — 1) + lrgn ),
3) By = Ko T3 n.—ay.. .:‘).‘..—:‘xi;.-;i—i_ri;.i-y:yi Efﬁ 13 +i ¥ —x;y_.
) X G ive sFye Bty xiryd
Masalan, =, = 1 + 2f, z. = 1 - i bo'lsa,
T b= i+ 2A+—i=2 4, -Zy = 14211 +i=3,

2=+ 21— =1—i+20+2 =3+,

<~z

z, 1432 14¢ 1+4i+2i—-2 1 3
PR AT A A
,3; = 7; - T; tenglikni tekshiramiz;
T3Zz = (Ky F vy ) - (% £ iva) = (Xgxp = ¥pn) F 030y + %90 = (g — 3y w) —
1y, +x0)
Zg-F = gy — i)
G —im) E %, =y = iy, — vy = (X% — V)~ 100+ v
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4.2. Kompleks son trigonometrik formasi. Muavr formulalari

Tekislikda dekart koordinatalari sistemasini kiritib, kompleks son
haqiqiy qismini abssissalar o‘qiga, mavhum gismini ordinatalar o°qiga
joylashtiramiz., Tekislikdagi M(x;¥) nugta z=x+iy kompleks sonning
tekislikdagi geometrik tasviri deyiladi. Turli xil kompleks sonlarga
tekislikning turli nugtalari mos keladi, bu moslik o*zaro bir giymatlidir,

Agar qutb koordinatalari ham kiritilsa, M{r cosp;rsine)} bo‘ladi.
Koordinatalar boshidan M(x;y)gacha masofa berilgan kompleks son
moduli deyiladi, i-1 tarzida belgilanadi.

Ravshanki, r = |z2| = /37 + 3.

Quib burchagi ¢ esa z kompleks son argumenti deyiladi, arp:
tarzida belgilanadi: ¢ =argz, 8= argz <2m

Argumentni tg¢ = Z munosabatdan topish qulay.

%= reos gy =rsing bog'lanishdan foydalanib:

z= x4 iy =rcose +irsineg = rlcose + isin g}

Kompleks sonning =z =rlcesp+ising] ko‘rinishi trigonometrik
formasi deyiladi.

z=1-V7 bo‘lsa, r= gﬂ-}(-ﬁis)"az, gy ==2, x> 0y<0

bo‘lganligidan ¢ €lv va ¢ =§5’:.
Demak, :=1-3issfecZ+isimd] trigonometrik formada berilgan
2, =nico gy +ising] VA 1z =rlcsg, +rsing;] kompleks sonlar ustida ammallar

quyidagicha kiritiladi: 1) z, £ =, = (n cos g, 27 cospo} + tn sing, 2 nsing.),

2Y 5z =1, mitosg,cosy, + icaos g, sings + (sing, cosgy — sing,sing, ] =
P % 1 : ] 2 z H H
=, 1 leos(o, +02) + iztn(e; + o)l

3) I _nigeeatdng ] g -fing Ty rES A CRE iR nyyriin g, (orpaxing, Seg,
Er N eyl ENGy) CTagr-ixng: T3 rest purnl g -

"
= {eos(, +p2) + 4 sinfe; + 1)l

Agar z,-z, amalida z= z,=2z;= r{cosp + ising) bo‘lsa,
2! = ricosiep + isin2p]l, % =rY[cos3e + tsindel],...,
z* = [rlcose + tsing)]"=1r" (cos@ + ising) "= r" [cosng + isinng)
Oxirgi tengtik Muavrning darajaga oshirish formulasi deyiladi.
Misol sifatida (“1‘-%-'5 ¥ ni hisoblaymiz.

Dastlab, kompleks son algebraik formulasini topamiz:

14T 1+ _2+e4yF—yE _ 1=43 Iy 1473
2 z

a
2
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\,("‘E) (25)vz tgo=1"2=-(2+\/3) va y>0, x<0 ekanligidan y ¢
11, ¢=105°=2 kelib chiqadi.
Demak, Muavr darajaga oshirish formulasiga ko‘ra:
(1'-;11?)20 [ Z{cos—w +isin ;:)129“2]0 {50520 5o {5in20 - wj 2
[c.‘os——~ +isin ”"] = 2'% [cos {127 ~2) + isin{127— -)]_2 [ces;% isin
- =20,

Kompleks sondan ildiz chiqarish masalasini qaraymiz

V= x ¥ v r(cosp + lsing)

Albatta, bu ildizdan qandaydir p{cose+ising) kompleks son chiggan
deb faraz qilish mumkin, v holda

[p(cos8+ ising}]"=p"[cos nd + isiind)]=r(cosp + ising) renglik  bajarilishi
kerak.

sin ¢, cos ¢ larning davri 2n ekanligini hisobga olib,

p" =, né=u+2rk lardan p = ¥r, ===, « € Z kelib chiqadi natijada,
Muavrning ildiz chiqarish formulasi.

Vr(eose + sy~ V7 jeos TEE + isin€27) k¢ Z hosil bo‘ladi. Bunda
k= T,n—1, bo‘iganda n ta ildiz topiladi. k = n, u+1,...qivmatlarda esa davr
hisobiga. avvalgi ildizlar bilan ustma-ust tushadigan ildizlar kelib chigadi,

Misol ¥V—v3—1

= j~(\{§')2+(-1)2 ; tgy=_—"- =-=, x<0, y<0 bo*lgani uchun eelli, g:——

Muavr ildiz chigarish formulaszdan

10

)=2ED

=, 4 f kL) T a —4-"&’ —+2‘.er
f—¥3=1= [Zcoso—isin—Y = Y2.}cost- + igin +2——
Ve N ( - S 3 4 isin £—

—m— _ e = e i
Y-V3-—i= :Jz(cos%—Ezsinzg} =52 cos—*——rtﬁ-isin 5%-5 A
k=0daz=V2 feosZ+ sn’Z] k=1 daz =¥2 {cos&é- islnE]

¥k = 2 da z, =\7Z. Icas—+1s:n JK = 3 da z =¥2- Ecos-—-—{-lsm—i—}
kelib chigadi.
=1 ning ildizlarini topamiz, r=/{—137+0° =] va ge = _';’=O, x<0

ekanligidan »=m, L holda
Y=i=Veosr + i siwr-cos"*?"+sm

41

Z7COosTHSING, 2, = cosZT 41 st
5 g 3 g

=cosT tisihg =—1, z; = casz-é- isin-i'l = c’:!ss—’r—is‘m-EE
o, = cos—s— + isin. ;::— cosT — 1 sm— Demak, lldl larnmg bittasi  haqigiy,

qo]«anla:ﬂkfp.tﬁdizgm 'QQ shma kompleks sonlar ekan,
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4.3. Xompleks sonning ko‘rsatkichli formasi

Dastlab, Eyler ayniyati deb ataluvehi e =cosg + sing formulani
hozircha isbotsiz qabul gilamiz. U holda z=x +iv = #[cosg + sing] =r- ¢
kelib chigadi. z=r - e** yozuv kompleks son ko‘rsatkichli formasi deyilad;,
kompleks sonning bu formasi ixcham yozilishi bilan ajralib turadi, masalan
2, =¥ r.=¢®  kompleks sonlar ko‘paytmasi  z;-z; =nneilEten
bo‘linmasi esa :—:z Eje"(?s‘%} tarzida yoziladi. Muavr darajaga oshirish
formulasi z7 = r* . e** ko'rinishida yoziladi.

Kompleks sonlar to‘plami C harfi bilan belgilanadi.

4.4, Radikallarda yechiladigan tenglamalar

Talabaga ax = b chiziqgli tenglama, a # 0 da x= : yechim bo*lishi,
ax’+bx+c=0 kvadrat tenglama ildizlari x; = —-if-‘;;—“‘ﬂ formula bilan,

x*+px+q=0 keltirilgan kvadrat tenglama yechimlari esa x;, ;= — & (5)2-(1

formula bilan topilishi, ular uchun x;+x;=-p, xi-%:=q tengliklarni
ifadalovchi Viyet teoremasi tanish deb o‘ylaymiz. Bundan tashgari,

ax*+2Kx+c=0 uchun x) === x*ix+c=0 uchun —« V¥ —¢ ildiz

topish formulalari o‘rinli ekanllgml eslatib o‘tamiz.

xHa,x%+ apx+a;=0 kubik tenglamani olaylik. Tomonlarini a; ga
bo‘lib, x*+ax*+bx+c=0 tenglamaga ega bo*lamiz.

Shunday x=y+a almashtivish o‘tkazamizki, oxirgi tenglama
soddalashsin,

y+(3ata)y +H(3a +2aa+b)y+(a +ag +bd+c)=0

Demak, x=y-§ almashtrish o‘tkazilsa, kubik tenglama y3+py+q=0
ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Oxirgi tenglama yechimlarini y=u+v ko‘rinishida qidiriladi, bunda
u-v=-£ sharti shunday yechim mavjudligini ta’minlaydi, ya’ni ular tz—yt-g
=( tenglama yechimlaridir.

(U Hp(etv)+g=0,. .. (VO HGuvHp utv)=0

ud v = —-q

3uv+p=0 ekanligidan, o Sistemaga ega bo‘lamiz, Viyet

Wyt = —

teoremasidan ', vsqap z"—qz—E=( tenglama ildizlari ekanligi kelib
—

chigadi z=u’= - "-z»" z=vi=—g "-‘21‘134- £, Demak, yY+py+q=0

tenglama yechimi.



1
s ﬁz 3, * fqt | #3
=ty % 8R4 B i_§+ 3 ES
yuv_’}z\;‘v'&:v,‘_:‘d;‘:?

formuladan topilib, u Kardano formulasi deyiladi.
Har bir kub ildizdan uchta qiymatga, u+v uchun esa 9 ta giymatga
ega bo‘lamiz. Bu qiymatlardan v.u=-Z% shartga bo‘ysunuvchi uchtasigina

tenglama yechimi bo*ladi.

ﬁﬂqf -‘r-’;—: soni y'+py+q=0 kubik tenglama diskriminanti deyiladi.
Uning yordamida ildizlar quydaigicha topiladi:

1)  4>0 bo'lsa, bitta haqiqiy, ikkita o‘zaro qo*shma kompleks
ildizlar mavjud bo‘ladi:

vieal | elwyE

YiFwtvy ya 3= 252283 bunda ug,vy lar u, v ning hagigly

qiymatlari.
2) &=0, bo‘lsa uchta haqiqiy (ikkitasi o‘zaro teng) ildiz mavjud:

=35 —_— . ="3a_ ¥
s =23 = -2
S U R P

3) &=0, bo'lsa uchta turli haqiqiy ildizlar mavjud: y,=2 |-E cos?,

_ﬂ
Y2372 jj%cos (5&120"), bunda cos ¢ :E_-L?E

1) x*+6x-7=0 uchun, Kardano formulasidan,

T
=’i§§+ 2. (§)3+’J§ _ éi‘u (§)3=V§ +¥71 kelib chigadi. Ulaming ildizlari 2,
J 3

-1iv3i va -1; L% bo'lganligidan, A>0 ekanligini hisobga olsak,

x=1, X23=-2 4 22 i kelib chigadi.

2)  x—I2xtle=0, A= 4 =) ekapligidan

X1—3_$:: = “4’,5(2'3_—;—2.

To'rtinchi darajali x*+ax’+bx*+cx+d=0 tenglama ildiztarini topish
uchun wni (X2+§x+y)z-{{2y+§wb) 12+ {ay —cix+ "~ & = 0] ko'rinishida yozib
olamiz, bunda y yangi yordamchi kattalik.

Ayriluvchi uchhad biror (ax+£)ning to‘la kvadrati bo'lishi uchun
diskriminanti nol bo‘lishi, ya'ni (ay—c)z—é(2y-+§-b)(y2-d)=0 bo'lishi zarur
va yetarlidir. Hosil bo‘lgan kubik tenglamaning kamida bitta haqiqiy ildizi
bor. Agar bu ildiz yy bo*lib, uni topa olsak, to‘rtinchi darajalt tenglama:

(x2+%x+yﬂ)2 —(ax+ B =0

yoki [rz +(E 4 adx vy, +ﬂ)]j x* +{£+H)X+(,ve-/3}1:=0
2 Iy 2 J
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ko'rinish oladi. Hosil bo‘lgan ikki kvadrat tenglama vechilib,
izlanayotgan to‘rtta ildiz topiladi. Bu usul Kardano shogirdi A.Ferrari
tomonidan ko‘rsatilgan. .
x*+2x’-13x%-38x-24=0 tenglamani yechib ko‘ramiz.
(a+brey=a’+b™+c?+2(ab+ac+be) formuladan foydalanib,
(x2+x+y)2-x2-y2-2x2y—2x;/-l3x2-38x—24x0 ko'rinishga keltiramiz, chunki
(Fxy Y=y 2K 2y 2xy.

Demak, (X*+x+y)-[(2y + 14352 + 2(y + 19)x & (y? + 24)) = 0.

Ayriluvchining diskriminanti (v+ 9-(2y + 143(y*+24)=0 bo'lishi
kerak. Soddalashtirib, 2y*+13y*+10y-25=0.

Bu tenglamani (y-1)(2y"+15y+25)=0 ko‘rinishda yozsak, yo=1 deyish
mumkinligi ko‘rinadi. U holda (x*+x+1/-[16x*+40x+25]=0, bundan
{(x*Fx+1)-(4x-3)"=0 kelib chiqadi.

[x*+5x+6][x*-3x-4]=0 kvadrat tengiamalarni yechib: x,=-1, x;=4,
x3=-3, X4=-2 ekanligini topamiz,

Agar tenglama darajasi besh yoki undan katta bo‘lsa, bunday
tenglama umumiy hollarda radikallarda yechilmaydi (Abel teoremasi).

Mavzuga doir masalalar

1. n&N bo*lganda i’ ni hisoblang.
2. Amallami bajaring:
o s . U T R . 1-§
1) @+30-(1-1), 2) (1-)(@+31), 3) T2 D 1 5 ) (1+iy’, 6) ("1;.)2,
—1+043.

7)( . )2 8 (—l+i\x‘r§)3.

3. Tenglamalarni yeching:
D2 H-THTH=0 20X3-(3-20)x+(5-51)=0  3)(2+D)x*-(5-1)x+(2-2i)=0
4. Muavr formulalaridan foydalanib hisoblang:

1y (1) 2§ 3312840 43
5W2 - Zi 6)Y -4 7}j~ gyt

1+¥3 41 1+¥310

e . 2,agarn =3k
il—f“—%)"+(3—‘%3)“:{—1 ,agarn = 3k + 1 ekanligini isbotlang.
—1,agarn=3k+2

5.

1 . 1 e e e
6. Agar x+>-=2cos@ bo‘lsa, x"+;;;=2(:osnrp ckanligini isbotlang,

T

7. +i)“=2§(cos? + isin T}’ 3~ z'j”:z"{cos% + :’sin%) tengliklarni

isbotlang .
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8. Kardano formulasi bo*yicha yeching.

DXH6xH9=0 2)x +12x+63=0 3} +9x*+18x+28=0 x*+6x°+30+25=0
SPC-6x+4=0 6) X’ +6x+2=0 X +18x+15=0 &)x +24x-56=0 9)x’+45x~
98=0

9 Ferrari usuli bilan veching.

DA 2x712x+9=0 2) x*-2x7-8x%+13x-24=0 3) x*-2x°+2x*+4x-8=0
4y x*-6x7+6X"+2FxX-56=0 5y x4 5% 2%-6=0

6327+ 25+ 1 0x+25=0

10. ¥1 ildizlari yordamida sin18°, cos18%arni hisoblang.
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S5-mavzu. Ko‘phadlar
5.1. Tenglama ratsional ildizlarini topish. Viyet teoremasi

aX"ta, X"+ +ax+a,=0 tenglamani olamiz.
Agar * ratsional son (peZ, geN) berilgan tenglama ildizlari bo‘lsa,
a,l(l;-)“+ an.n(‘;f)“#-. ) .+a5§+a0*0 aynivat bo‘ladi.
Undan a,p™a,.p™ q+... 2ip.q ™" +asq"=0

Bu ayniyatdan quyidagi tenglamalarni yozish mumkin:
anpnz_q[an.lpn~1+m+alpqn-2+aoqn~!]’ aop“x-p[anp"'l+a.,-1p"'2q+...+a;q“'l].
p va q qisqarmas ekanligidan, a, ning q ga a, ning p ga bo‘linishi kelib
chiqadi,

Demak, quyidagi alomat o‘rinli ekan: Agar -E ratsional son tenglama
ildizi bo‘lsa, q soni a, ning p soni a ning bo*lavchisi bo*ladi.

Xususan, a;=1 bo'lsa, ratsional ildizlar a; ning bo*luvchilari bo‘lishi
muimkin, xolos.

1) x*2x-13x%-38x-24=0 tenglamada a,=1, a;=-24 bo‘lganligi
uchun {2}=(1,£2,33. 54, 46,8, £12.£24)

O‘miga qo‘yib tekshirishlar ildizlar x;=-1, x:=32, x3=-3, xs~4
ekanligini ko*rsatadi.

2y 24X°+10x - 19%°-5x+6=0  tenglamada  a,=24, a6
ekanligidan p=(£1,42 13,163 q={1,2,3,4,6,8,12,24}. va ¢ ko‘rinishdagi
kasrlardan 3-23 lar tenglama ildizlari bo'lishi kelib chigadi.

Demak, gqolgan ikki ildiz yoki irratsional sonlar, yoki qo‘shma
kompleks sonlardir.

Agar x*4+px+q=0 tenglama ildizlari x;va x; bo‘lsa, (X-X;Hx-Xo)=x’-

. Wyt u, = —p
{(x+x)x+x; X, tenglikdan { % = q

Viyet teoremasi keltirib chigariigan edi.

Bu teorema yuqori darajali tenglamalar uchun qanday ko‘rinishda
bolishini tekshirib ko‘ramiz,

x*rage’+ax+a,=0 tenglama ildizlari x,, X2 X3 bo‘lsa, (x-x))(x-X2)(x-
X=X (X XX X (K Mo X X KoK X=X XaXs

. . R i e g _ .
tenglikdan Viyet tcoremasi [xx +xx +%%=a; ko‘rinishida bo‘lishi kelib
MRz Ry = —ag
chiqadi.
4 3 2
X +aax +a X +asx+a;=0 uchun

38



LR R R
oy F Ky g B Xy Ky F XXy K T MM =2
KXy X F XK F KN Xy XK Ny T —2y
Ry ¥ ¥p¥, =4
bo'lishi ravshan.
Umuman, x"+agx™'+a,x"*+...ta,x+3,,=0 tenglama uchun Viyet
2 = —(1y Ty Frerkg)
. . dp = Xp¥z TR b x:*n‘i"xle‘? RAEE . i
tengliklari 2= -(x x;f + \_.Lx X x,. x,, s x,,) ko‘rmlshlda bo‘ladi.

a‘x:l 1'_( 1}”‘;"‘ -"fn
Masala. Tomonlari x'-ax™+bx-c=0 tenglama yechimlari bo‘lgan
uchhburchakka tashqi chizilgan doira yuzini toping.
Yechish. Tenglama yechimlari x;. xz; x; bo‘lsin. U holda Viyet
teoremasiga Ko'ra X;+X,+X3=a, %%, + x,%; +2%,%,.=D. X, X;X;=¢ bo‘ladi. Tashqi
®, 45, $xg

chizilgan aylana radiusi uchun R=m=%%: formuladan foydalanamiz.

3

p=Rtat=! ekanligidan, Geron formulasiga ko‘ra:

S={plp~x Yp - =, Hp —-‘ia)_J': (: - XJ (:'" x;}(:' - %)=

f
=t ['—-— {x, +%, + \{3} E 3y, 4 RX, +1c3xg) — %, %,¥, ]""

Nz
= § [g —‘:4—‘2—&— el == ?a(4ab—a§ - 8c).
U holda R¥*——pre. Demak tashqi chizilgan doira yuzi S—*__:—?

ya(4rh-a" —dc} (44_\;*-5 -8}
5.2. Ko‘phadlar. Algebraning asosiy teoremasi, natijalari

Natural darajani Pn(x)=a“x"+a“_1x""+...+a1x+ao funksiva n-darajali
ko‘phad deyiladi, bunda a,=0, a,,.....,8,,8ER

Ikki P (x} va Qu(xy=bx"+ b x"-1+...+bx+by ko‘phadlarda a,~b,
(k=o0...n) bo‘lgandagina bu ko*phadiar teng bo‘ladi.

Ko‘phadlar ustida ham amallar kiritish mumkin. Yig'indisi, ayirma,
ko‘paytma yana ko‘phad bo‘ladi. Bo‘lish amali ham sonlardagiga o‘xshab
kiritiladi.

Ixtiyory P(x) Q(x) ko‘phadlar uchun shunday q(x), r(x) ko‘phad
topish mumkinki

P(x)= Q(x) a(x)}+ r{x} tenglik o‘rinli bo‘lib, r(x) darajasi Q(x)ning
darajasidan kichik bo‘ladi. q(x} ko‘phad P(xni Q{x)ga bo‘lishdagi
bo'linma, r(x) esa qoldig deyiladi.

Agcar r(x)=0 bo‘lsa, P(x) ko*phad Q(x) ko*phadga bo‘linadi deyiladi.

Biror a soni uchun P(a)=0 bo‘lsa, a soni P(x) ko‘phadning ildizi
deyiladi.
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Teorema. P(x) ko‘phadni (x-a) ko‘phadga bo‘lishdagi qoldig P{a) ga
teng bo'ladi

Ishoti. Bo‘luvechi ko‘phad 1-darajali bo‘lganiligi uchun, qoldiq O-
darajali ko'phad, va'ni o*zgarmas son bo‘ladi, r(x)=c, U holda P(x)=(x-a)}
q+¢ bo‘ladi va x=a da P(a)=c.

Natija. (Bezu teoremasi): a son P(x) ko‘phad ildizi bo‘lishi uchun
P(x)ning (x-a)ga bo‘linishi zarur va yetarli.

Agar P(x) ko‘phad (x-2), (x-a)’,...,(x-a)larga qoldigsiz bo‘linsa,
lekin (x-a)"'ga bo‘linmasa, a soni P(x) xo‘phadning & karrali ildizi
deyiladi. Bu holda P{x)=(x-ay'Q(x} bo‘lib, Q{x} ko'phad (x-a)ga
bo‘linmaydi. :

Dastlab, Pa(x)=ax"+a.x™...aX+a, ko‘phadni Q(x)=x-a ikkihadga
bo‘lishni ko‘rib chigamiz. Agar P.(x)=(x-2)q,.(x)+r bo‘lsa, a,x"+a,. x"

At ag=(X-0) b X DX L +byx+bg}+r tenglik bajarilishi zarur.
Bir xil darajalar oldidagi koeffitsiyentlamni tenglashtirib;
{ A =8, by = 2,
Ay = bn-—:. - abn—] b, =a,., tab,
Qyg = by — b, y()ki Bous = Qg Ty
a; = by —aby by =y +alby
Gn =T — &b, T =a, +oah,

noma’lum koeffitsiventli g,.;(x)} ko‘phadni, r-qoldigni topishimiz
mumikin,
Yuqoridagi hisoblashlarni Gorner sxemasi deb ataluvchi quyidagi

jadval yordamida bajarish qulay:
W | | a | oa 2 ]
i ] bn- i : bnnz i bn-3 b 1 i b{) r I
i i

Masalan, Py(x)=x"-x’-7x*+x+6 ko‘phad ratsional ildiziarini Gorner
sxemasi bo'yicha izlaymiz: ‘§=i];ﬂ:2;13 ;6.

a I DR i 6
-1 L 2 -5 6, 0
1 I -1 -6 0

‘m"“-‘f R

| 3 I 0

[ | ]

Demak, =0, x*- x°-7x*Fx+6=(x+1)(x’-2x7-5x+6)
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K2X-5KH6=(%- 1 }(X*-%-6), X°-X-6=(x+2)(X-3)

Jadval x*- X>-Tx*tx+6= (x+1) (x-1) (x42)(x-3) ekanligini ko‘rsatadi.
P4(x) ratsional ildizlari +1;-2 ekan.

Dastlab, quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

Tearema. Darajasi birdan kichik bo‘lmagan ixtiyoriy ko‘pxad
kamida Litta, umuman aytganda kompleks ildizga ega.

Agar biror P,(x) ko‘pxad garasak, oldingi teoremaga ko‘ra, uning
kamida bitta x, ildizi bor, ya’ni Py(x)=(x-x|) Pa.i{x). O‘z navbatida, n-1>1
bo‘lsa, Poi{x} ham biror x; ildizga ega: Py{x)=a,(x-x ¥ x-Xz} Pra(x},...Bu
Jjarayonni davom ettirib: Pa(x)=a.{x-x1) (X-X2)...... {x-x,) tenglikka kelamiz.
Bunda X),Xs X, ildizlar orasida o‘zaro tenglari (warralifari) bo‘lishini
hisobga alsak, P.()=a.(x-x)" (x-%2)%...... (x-X.)» bo‘ladi, lekin, K
+Ko+... +K,=n, natijada quyidagi teorema o‘rinliligi kelib chigadi.

Teorema (aigebraning asosiy teoremasi). Ixtivorly n-darajali
ko‘pxad n ta ildizga ega.

Agar hagigly koeffitsiyentli P,(x)=a,x"+.. +a;x+ay ko‘phad z=a+fi
kompleks ildizga ega bo‘Isa, u holda z= « — fi ham ildiz bo'ladi.

Hagigatan, P,(¢ +pi)=0 bo’lsa, P.(u-pi)=0 bo‘lishini tekshirish qiyin
emas.

Natija. Agar P {x) ko‘phad darajasi n-toq bo‘lsa, uning kamida bitta
haqiqly ildizi ber.

‘;’““‘; nisbat ratsional kasr deyiladi. Agar m>n bo‘lsa noto*g‘ri, m<n
da esa to°g’ri kasr deviladi.

Noto‘g‘'ri kasr bo‘lgan holda ¢.(xFP.(x) q(x)+r(x) ekanligidan.

'i""‘((;‘" q(x)+" kelib chigadi, ya’'ni suratni maxrajga bo‘lish yordamida

noto‘g‘ri kast bufun qismi alohida, to*g'ri kasr gismi alohida yoziladi.
Umumiylikka ziyon keltirmagan holda %;"—(-‘;‘"f— to‘g’ri kasr deb

hisoblanishi mumkin ekan.

X,ER uchun (x-X;) va x’~(z+E)x+z+ ¢ ko‘rinishdagi z, z ildizli ikkihad
keltlrllmas haqiqiy ko' phadlar deyiladi.

X2 (Z'n)}(‘i'é =X +px+q ko‘rinishda yoab olamiz. U holda
Pr(3)=a,(x-% )10 (K-%2) (x2+px+q)l (o +psx+q5) ko‘rinishda yoziladi,
bunda RITK2+ . +Ks+2(j|+12+ ..... + ls)=ﬂ.

Frdil - ; . - - .
m, ey Kasrlar sodda yoki elementar kasrlar deyiladi, bunda

X-X; ** & px + g- keltirilmas haqiqiy ko‘phadlar.

Teorema. Har ganday 1o°gri ratsional kasr sodda kasrlar vig'indisi
ko‘rinishidagi yagona yoyilmaga ega.

Agar, masalan, P.\(x):(x—a)". . (x% 4+ pu+q)... bo‘lsa,
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‘?“'f*l-;’ (.‘Q:ﬂ’f‘__-\ AL TR o -{a_,i...'fEL _f.i.’."'_cl—;-g-
Bnlny {z-ar-{x"dpudg}  x-a {x=2)¥ (x—ax riipxig ixt4prdql
th‘:l 4

iy L0
yvoyilmaga ega bo‘ladi. Bu yerda A,, B, C;, 1€EN sonlar noma’lum sonlardir.
Ularni aniglash uchun tenglik umumiy maxrajga keltiriladi, suratlari
tenglashtirifadi, so‘ngra noma’lumning bir xil darajalari oldida
koeffitsiyentlar tenglashiirilib noma’lumlar soniga teng tenglamaga ega
chizigli sistemaga ega bo‘lamiz. Sistema yechilib, anigmas koeffitsiyentlar
topiladi.

Bu metod aniqmas koeffitsiyentlar metodi deyiladi,

Misol. 7——1-;;(:_1———} kasrni sodda kasrlarga voying.

dx—1 =4 4 B G+l

Catiidety  2-1 (-1 X410

Umumiy maxrajga keltirib, suratlarni tenglashtiramiz:

Ax-2= AKX - %- DB+ DHC -2+ D 2x+1)

X 0=A+C

X 0=-A+B-2C+D
X 4=A+C-2D

X 2=-A+B-D

)

Barcha tenglamalarni hadma-had qo‘shsak, 2=2B kelib chigadi, B=1.
TIkkinchi tenglamadan to‘rtinchisini ayirsak, 2=2C bo‘ladi, C=-1.
Demak, birinchi tenglamadan A=1. Uchinchi tenglamada A+C=0
ekanligidan 4=-2D, bo‘ladi, D=-2
4x—-2 — 1 1 x¥ 2

i B e o= L
Berilgan kasr sodda kasrlarga e T oy~ 5o, ko'rinishida

yoyilar ekan,
Mavzuga doir misollar

1. x>+2x-3=0 uchun x° 1+ x*;+ x’; hisoblang.

2. x*-x%4x1=0 uchun X %p+x,X 2+ X5 X5+3,% 3+ X3°X,+%3%°y ni hisoblang.

3. Agar x| Xs X3 lar X +px+q—0 yechimlari bo‘lsa, quyidagi]arni tcoping
&y ¥y ¥z Xz X3

1) —=S +_+_ 2)X|X2+X1X2+X[X2+X‘!X1+X3xi+XJX],
Xp Xy Xy x; Xz Xz

INx -X2X3)(X2 'Xlx3)(x2 XXt ); 4)(X:+X2) (Xt"'xa) (Xz"'xs)

4. Gorner sxemasi vordamida ratsional ildizlarini toping.
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1) x*2x"-8x%+13x-24=0; 2) x*-6x°+15x-14=0; 3} 22°+3x°+6x-4=0;
4) 6x*+19x*-7x2-26x+12=0; 5) 4x"-7x-5x-1=0; 6) x*+4x’-2x*-12x+9=0;

7y 24x°+10x*-x’- 19x°-5%-+6=0
5. Sodda kasrlarga yoying

N EREI Ay ) 4) i 5) 1,
M- 2J(x+5)’ J(xf»i)(x-&-z)(x-tz)’ {x+ 1)2(x2+2x+2) s3+1’ T xa-1
) 8) 9 - )=
1641’ 7 {xeiMxt z)z(x+3)3’ {x+LJ{x2+1)(x2+ 1) x2—dx+a”
N 1 i 1
) e 12 (xa-132
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6-mavzu. Determinantlar. Matritsalar
6.1. Determinantlaruing xossalari va ularni hisoblash

nxn ta elementdan tezilgan, kvadrat jadval ko‘rinishidagi, ikki vertikal

kesma orasiga olingan
Ay Gz B3 8y
%1 Gz Gpge-fizy
A= [y @3z dyy . Ayy

Qny  Gpp  Op3 el

ifoda = — tartibli determinant, a R (z, j=1, n) sonlari esa determinant
elementlari deyiladi.
Gorizantal qatorlar yo©l (satr), vertikal qatorlar esa ustun deyiladi.
Birinchi indeksi i bo‘lgan elementlar i-yo*i (satr) elementlari, ikkichi
indeksi j bo‘lgan elementlar esa j~ustun elementlari deviladi.

Masalan, a,, element 3-yo*l (satr), 4d-ustunda joylashgan. a,;, ag,...,
Ay, joylashgan diagonal determinant bosh diagonali, ikkinchi diagonal esa
yvordamchi diagonal deyiladi.

i::: aax:J ifoda 2-tartibli determinant deyilib, giymati a,; a;; — ey @,

ayirmaga teng hisoblanadi.

]ana:zan !

ayanay, ifoda 3-tartibli determinant, uning qiymati

|‘2]|asz"133i

ayy @y A3zt @q26a9 gy + D38y Hpa — Byg Hppilyy — @39l fgy — gy Gogtiyy SONLZA
teng deyiladi.

3-tartibli determinant 6 ta had yig‘indisidan iborat, uchtasi musbat, golgan
uchtasi manfiy ishoralidir. Hadlar yozilish tartibi, ishoralarni eslab qolish
uchun “uchburchak qoidasi” deb ataluvchi sxemadan foydalaniladi.



1)[‘3’ _2[=¢-1—(~—2)-3=1a,
4 -3 5
2} {3 ~2 8= 4-{—2)[-5)}+(~3)-8 1+5.3.(-7)=5-(~=2}-1~3.3.(~5)} —
1 -7 -5

4:8.(=7) =40 - 24— 105+ 10 — 45+ +224 = 100

n~ tartibli A determinantda «,, element joylashgan yo‘l va ustun
o‘chirilsa, (=—1) tartibli determinant hosil bo‘lib, u &, element minori
deyiladi va ;; harfi bilan belgilanadi.

A = (—1)7 - 84, soni esa a;; element algebraik to‘ldiruvchisi deyiladi.
123
=l& 5 6
7 8 9

e Sl i s B T N I S T i P E L
kelguSIda vo'l (satr) uchun o‘rinli munosabatlarni ixtivoriy gator uchun
deb ataymiz.

Teorema.
1) Ixtiyoriy qator elemeniarini o’z algebraik to‘ldiruvchilariga
ko'paytmalari yig‘indisi determinant qiymatiga teng.
2) Ixtiyoriy qator elementlari parallel qator elementlari algebraik
to*ldiruvchilariga ke*paytmalari yig'indisi nolga teng.
‘ A= T G A O=Z i qndin bunda 5=1...n, #k
Isbot. Soddalik uchun isbotni 3-tartibli determinantlar uchun

keltiramiz (3-yo°l elementlarini tanladik),
Gyy fy7 i3
g3 &2y dag
31 A3z ag
_ @iz Oy Gy Uy Oy Typ) _
Tag (_1)4 quz g3 l 3z (-’1) lazx Qg7 (_1}6 !&21 a22‘ -

= @y 833 8y sy Ay — Gp1dppGer F gy Qo105 T 03800y ~ G288y

Masalan, bo‘lsa,

&= = @y gy T Agafgy Fayzhgg =

Masalan, Oy Ayg F 35780 F gy 0,858, T 858, + 23R, =0
tengliklarni ham shunday tekshirish mumkin.
Misol.
1 23 4 s 3
DA BN I L 3=2e1e (e 14 J=2a+n=12
¢ 0 1-1 te 02

1-natija. Determinant biror qatori barcha elementlari nol bo‘lsa,
determinant giymati nolga teng.
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2-natija. Agar determinantda bosh diagonal bir tarafida turgan
elementlar nol bolsa, determinant giymati bosh diagona! elementiari
ko*paytmasiga teng.

Isbott yoyish teoremasidan kelib chigadi:

di; diz diz  diy | dazdy dog

0 dypdys dy 0 di . di

0 0 dss ds, =dy | 0 0  d =..=d;; dz
- |

0 0 0..dy, l 0 0 don

Determinant xossatarini  3-tartibli  determinantlarda tushunishga
harakat gilamiz.

. Gz G
Za1 O3z 83
O3y @3z fag
1°. Determinant bivor vo'H unga mos vstun bilan almashtirilsa determinent giymati

A= berligan bo'lsin,

o' zparmaydi, wraman, barcha yo'Hari mos ustunlar bilen almashtivilse
{trasponirlanse) kam determinant giymati o'zgarmaydi.

2¢. Determinant ikki parallel qatori ofrinlari almashtirilsa,
determlinant giymati ishorasi o*zgaradi.

Natija. Determinant ikki parallel gatori bir xil bo‘lsa, determinant
giymati nolga teng.

3*. Determinant biror qatori o‘zgarmas k songa ko‘paytirilsa, uning
giymati ham k ga ko‘payadi.

Isboti. K songa ko*paygan qator bo'yicha yoyib, xossa orinliligiga
amin bo‘lamiz.

Natija. Determinant ikki parallel gatori o‘zaro proporsional bo‘lsa,
determinant qiyinati nolga teng.

@y Gy B3 8y 83z 8y Tp G Oys
4%, (@ T @y By TR Oy Ty =0y Gy Gn{diey & o
L3 y2 Gy 8z O3 &3 Q3 852 U3

Natija. Determinant biror qatori o‘zgarmas k songa ko'paytirilib,
o‘ziga parallel qator clementlariga qo‘shilsa va natijasi ular o‘'miga yozilsa,
determinant qiymati o* zgarmaydi.

Bu natijadan yuqori tartibli determinantlarni diagonal determinantga
keltirishda foydalaniladi.
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1 a; a; .. a, 1 a & .. 3,

1 31+b1 22 . n 1-yo'lni {-1}ga 0 b1 [4]
ko'paytirib,
A=1 1 a, apthy..a, = ! golganbarcha F 0 0 b 4]
yo'llarga
Qo'shamiz = | | s
1 &, az.. ayth, 0 0O 0 . b,

= b1 bz bg bn
6.2. Matritsalar

m ta yo'l va n ta ustunga joylashgan, m n ta elementli, to‘g’ri
burchakli jadval mxn ofIchamli matritsa deyiladi va

Ayq Xz o Gip Ay Q1z - Fyn
Gy @an e o O

a2, yoki 21 22 n
Aemy Az - Dyygy Gy Az - Bperm

ko‘rinishda yoziladi. Determinantlardagi kabi «,, element i ~yo'l, -ustunda

joylashgan elementdir.

Matritsani A = fa, i1 m y=n ko‘rinishda ham belgilash murnkin.

m=n bo'lsa, matritsa kvadrat matritsa deyifadi.

Bosh diagonaldagi eiementlardan boshqa elementlar noldan iborat
bo‘lsa, matritsa diagonal matritsa deyiladi, Diagonal matritsa bosh
diagonali elementlari 1 ga teng bo‘lsa, birlik matritsa deb ataluvchi

0 1.
o1

A=fa,§ Kvadrat matritsaga mos determinant {Al Kko‘rinishida
belgilanadi.

Agar A matritsa uchun fat = 0 bo*lsa, A matritsa xos, 1Al =0 bo‘lsa, u
holda A xosmas matritsa deyiladi.

Agar fla f, [ib,]] matritsalarda «; =&, (1= Tm.j =Tn) bo'lsa, Ava B
matritsalar o*zaro teng deyiladi.

100 ..
E=(g 10 ) matritsa hosil bo*ladi.
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O‘lchamlari bir xil a=jja,}, B=|b,} matritsalar ustida amallar
quyidagicha kiritiladi:

1.  Qo‘shish (ayirish). A £ B= fla;, + b,

2. Songako‘paytrish. icr soni uchun A-a =z |

Matritsani matritsaga ko‘paytirish birinchi matritsa ustunlari soni
ikkinchi matritsa yo*lari soniga teng bo‘lganda kiritiladi xolos.

A.B=Cbo'lsa, C matritsa elementlari ¢; = a; by, + ayby; + = + a5, by;

{1 =1.m,j = 1n} qoida yordamida topiladi, boshqacha aytganda,

By G T gy biy By o By

.
Az dyz @ N [ b By - Bay -
Ot Comz " Gt by By v by

(anbu Fagabyy oy by ity by ey b o b
=

102 03 10
M:solA—456)B(345 (2 1

103
Matritsalar berilgan 2A-3B A-C ni toping.

3 6 2 i o
1). 2A-3B= ( 10 12 9 12 15)—(—1 -2 ——3.)
23.A-C - ( 2 a) (1 ")_ (1 1422243 {=1) 3eDSZ 1433\ (2 11

4:1+5.2+6:(—1); 4:0%#5-L46-3 8 23

Bu kiritilgan amaliar quyidagi xossalarga ega:

ImA-0=0+a=4 S (A+ A=A+ pa
2= A+B=B+A 6% (A+B)yCc=A-€+38-¢
3nA(pu-AY=(Ap)-A 75 (AByc=a.(B-¢)

42 1A +B)= A + a8

Shunisi thqul AB:#B A lekin [a-Bl=IB.A[=al. |BI
Mlsol.A—(o e B= {1 _3], bo'lsa, jal =3, |Bl=-3

AB=( 3. Ba=(] %) la-sl=iB-al=-s

Natija. Bittasi xos matritsalar ko‘paytmasi vana xos matritsa bo‘ladi.

Faraz qilaylik, A-kvadrat matritsa bo‘lsin, A matritsani n marta
o‘zini-o‘ziga ko‘paylirsak, a”=4.4.4--4 hosil bo'ladi va gquyidagi
xossalarga ega: AT = E, A’ = A,A™ . 4% = ATFE, (47} = 4

Eslatma. 4™ =0 ekanligidan a = 0 kelib chigdi.
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Matritsada yo‘l va ustunlar o‘rinlarini almashtirish transponirlash
deyiladi va 47 ko'rinishda belgilanishi mumkin. Agar mxn o*lchovli bo*lsa,
AT nxm o‘lchovii bo‘ladi.

i 4
Misol. a = (4 c 6) AT=(§ 2)

Transponirlash quyidagi xossalarga ega:

(7 =A, 23 =23a%, 3{A+B) = AT+B°, 4)(A- By =F.AT

ckinxn o'lchamli A, B kvadral matritsalar uchun A-B=B.A=E
bo‘lsa, B matritsa A matritsaga teskari deyiladi va A~ ko‘rinishida
belgilanadi.

Dastlab, C; a"‘; matritsa teskari 5={T ¥} matritsani topamiz.
B= A B2y (X y) - 4]
4-8=Eshartga ko’ra, (an 322) (: y (; L Demak,
agx+ayzr=1, a,v+a,.u=0 anukta,r=0, apv+au=1
Bu sistemalamni yechib, » = s, y=a, z=f:1, u=2‘2i,

ekanligini topamiz
Bunda, a= [
21
Ayq

a={, an)mamtsagateskarl matritsa

a“l a,, lar esa ,a,; — algebraik to‘ldiravehilari.

A A A Aa
1 2 s
A =_( 11 _1}= A [ « ‘ AlL.
o A "2 Jko'rinishida bo‘lar ek
& 4
Teorema. Har qanday xosmas A = {ja || kvadrat matritsaning teskarisi

mavijud, yagona va

An A L A fAyy Ap o Apy
& & 4 Ay A e n
R T =% 1z "z _._‘4"“ . bunda a= Ja|
\a A & A, An, v A
ishot.
/8 en Qyn Ay Ay Ay AD-~ D
Aoa = Gyy  Gig Gy Agg  Ags Ap 1 1_2af0 A 4] =
“K . . . . a0 0 A o)
Qg Gy T Gy ,AHL A-." u t-’],.,, o ¢ - A

A" aniham E ga tengligini tekshirishimiz mumkin,

Agar 17 dan farqli C ham teskari bo‘lsa, ya’ni
AC=ci=sC a8 =clA-4=C-E=C, CaA- At =(CAM" = - A"t =4~

Bu tengliklardan ¢ = A" kelib chiqadi.

1A = o bo‘tsa, A7 mavjud bo‘lmasligi ravshan.

iA- A7 = {E[ = 1 dan 1A~ =% kelib chiqadi .

Misol. 1) A= (Z‘:::: ;s;“““) ga teskari matritsa toping,

‘Al = cos®x + sin’e = 1 ekanligidan teskari matritsa mavjud va yagona.
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Ay = 0o5@, Aoy =8ix Ay = —sina, Au = cosa bo*lganligi uchun
=y ( wsa sina
ATt = .
~—sine oS«
1% 1 3

S S . . e
2ya=|, _, , _;j&ateskan matritsani toping.

T -t -1 1

111t O

i 1 -1 - % a 0 -2 =2

=l 54 1 _1]%lg -2 0 —2|"% © —2=-16
1 -1 -1l lg -2 -2 ol72 -2 ©

Ay =4, Agy = ~4, Ay = =4, Ag = —4

Ap =—4, Ap=-4, Ayp=1%, Ay =4

Ay =4, Az =4, Ag; = -4, Ay =4

Ay = =4, A =4, Ay =4, Agg = —4

—4 4 —4 4 1 -1 1 -1
-4 4 & —4 £ -1 -1 1

Biror mxn tartibli A = |je,,fi...matritsaning k ta yo‘li va k ustunini
olib, kxk tartibli kvadrat matritsa tuzamiz. Bu kvadrat matritsa determinanti
A matritsaning k tartibli minori deyiladi.

Bunday k tartibli minorlar bir nechta bo*lib, ular turli xil giymat
qabul qilishi mumkin. Ular orasida ncldan fargli bo‘lgan yugori tartibli
minorni topish muhimdir,

A matritsaning noldan fargli minorlarining eng yuqori tartibi uning
rangi deyiladi va rang A ko‘rinishda belgilanadi.

-4 —& —4 —4 ;101 0101
a1 f{ =4 -4 4 41 ift 1 -t —1
Demak, A -—.15( =3 .

12 3
Misol.A=(2 4 ﬁ)ranginitoping.
31 =1
2 4 12 3 o
|2l =1, ;3 1[=—10;e0, 2 4 & {=0 bo‘lganligi uchun rang A=z
3 1 -1

Rang hisoblashda turli xil deteminantlarni hisoblashga to*g'ri keladi.
Shuning uchun rang hisoblashning oson usullaridan birini keltiramiz.

Berilgan matritsada:

1) ikki parallel qator o*rinlarini almashtirish;

2} biror qatomni o‘zgarmas songa ko‘paytirish;

3) biror gatorga o‘zgarmas songa ko‘paytirilgan boshga parailel
gatomi qo‘shish shu matritsaning elementar almashiirishlari deyiladi.

Elementar almashtirishlar matritsa rangini o‘zgartirmaydi.

Demak, matritsa diagonal ko'rinishga keltiriladi va rangi oson
topiladi.
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25 31 17 43

. _| 75 e+ 33 132 N e
Misol. A—(75 94 54 134> matritsani rangini toping,.

25 32 20 48
Dastlab, 1-yo'lni (-1) ga ko‘paytrib, 4-yo‘lga, (-3) ga ko‘payirib 2,
3-yo'llarga qo‘shamiz:

25 31 17 43
4] 1 2 3
o 1 3 5

¢ 1 3 5
2-yo*lini (-1) ga ko' paytrib, 3, 4-yo‘llarga go‘shamiz:

25 31 17 43
g T 23
0 Q4 1 2

0 6 1 3
3-yo'lini (-1} ga ko'paytrib , 4- yo‘lga qo‘shamiz:

25 31 1% 43
0 1 2 3
( 4 0 1 2)
0

o 0 o]

25 31 17
Bu matritsaning noidan farqli eng katta minorlaridan biri |0 1 2 ’= 5
I I |

bo‘ladi va af = ¢ ekanligidan rang A= 3.
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T-mavzu. Chizigli tenglamalar sistemasi

ntax,, %y, xj...,x, noma’lumii, chizigli, n ta
Qup¥y F ARy b 2k T By

{ St #u¥y L b Ak 28, b, ¢ R tenglamalar sistemasini yechish
G 4 Bgs + b Sy = By

usullari, yechimi ganday bo*lishi masalalarini ko‘rib chigamiz.

7.1. Kramer formulasi

Gu :‘5: E;i . ﬂm

az: Qz:  Q5p --Oip

Noma'lumlar koeffitsiyentlaridan tuzilgan 2={ . . . ... | determinant
ey pn Opg ae dup

tenglamalar sistemasining asosiy determinanti, undagi j-ustun o'rmiga ozod

b hadlardan iborat ustun qo‘vilgan determinant esa j-yordamchi

determinant deyiladi va 4, ko‘rinishida belgilanadi.

arge.. a“_]b] A1gt1.-.24n
831... gjaly Bza5...82n

Dastlab, berilgan tenglamalar sistemasidan har bir i-tenglamani a,, ga
ko‘paytiramiz va hosil bo‘lgan tenglamalarni go‘shamiz:
(@ Ay Fag Ay + o+ 240 18 + ((fyy + 8580 0 + 804 )% o4 (81,4

+ 8zl o F B dn Iy = bydyy F Ay T b A,

Determinantni yoyish haqidagi teoremaga ko‘ra: 4-x, =4, Endi
sistemadagi har bir i-tenglama &;. ga ko‘paytirib qo'shilsa, a-x, = a,,...,
4., gako'partirib go*shilsa, ax, = 4, tenglik hosil bo‘ladi,

Demak, sistemadagi noma‘lumlar =, :fdi formula  yordamida
hisoblanar ekan. Bu Kramer formulasidir,

& x, = A tenglikdan quyidagilar kelib chigadi:

1}  a=odasistema yagona yechimga ega, uni birgalikda deyiladi.

2)  a=o0, o= 0 bo'lsa, sistema cheksiz ko*p yechimga ega.

3)  a=o, a lardan birortasi noldan farqli bolsa, sistema yechimga
ega emas.

Misol. Kramer {formuiasi yordamida yeching:
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Ry by xg -, =2 11 & —1
Ky + 2%, + 3xp— 4x, = -2 it 23 -4 _
oy Xy Xy h N, =8 Sl EREETRN I Rl
4x1-§-3x2+2x,-—4,<¢-—0 4 3 2 —4
2 : 13_1:L 11 2213‘14
S 1 —1 1] "3BT, . 4T
0 3 2 —4 4 0 2 —4
t 1 2-1 112
-7 = 1 2 3 - el
A= 21 13 Z 14‘-_—9,&4: oL §=12 bo‘Iganiigi uchun
la 3 0-4 4 3 29
=1,%=2Z2%5=3,x =4

7.2. Matritsaviy usulda yechish

Berilgan tenglamalar sistemasini matritsaviy

Ay Ga 7 Gy * by
SRR N Rl '5 yoki A-¥ =B ko‘rinishida yozish
Gy B v Ol \xy/  \p

mumkin.

Agar A0 bo‘lsa, A7 matritsa mavjud va yagona bo‘lishidan
At.Ax=aT.Byokix=A"1.B

Noma’lumlardan iborat X-ustun matritsani bunday topish matritsaviy
usul deviladi.

Misol. Yuqoridagi sistemani shu usul yordamida qayta yechamiz.

[A] = &= 3 ekanligini hisoblaganmiz.

111 »1
1 3 31— - )
,.‘=|z A 4 matritsaga teskari 4=t n toparsr.
4 05 24
¥ 3 —3 1 1 -1 El 1 -1 1 1 -1
J\.,:il -1 1[=851Ax=11 =1 1i=-41Ap=[2 3 —=-3:A,=(z 3 -41:2
3z -4 1 7 -4 1z —a 2 -1 1
17z - 1 1 -1 11 - i -1
Ag=={2 =1 jj=—6ohy=1I -1 1i=6 A,,:—P 1 —3{=6idp=lt 3 =4=-3
Mooz -3 W8 —al 4 2 —gi fz w1 1!
102 -4 11 -y 51 1 -1 T
.k.;zlz 1 1]:9 A =2 1 1;:—3:;“3:1 e -4?:—3 A“=l1 2 -4%'-2:
4 3 -4 4 3 -4 la 3 -ai T 1 1
1 2 35 111 1} 11 1 11 1
Hga=—iz 1 =51 4,=02 2 wli——u Az i 2 :<E=G=Au-. 4 2 3i=-1
4 3 2 §4 3 2 4 3 0z i1 -1
5 -4 -2 2
iy [ -
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7.3. Noma’lumiarni ketma-ket yo*qotish (Gauss) usuli

Berilgan chizigli tenglamalar sistemasi koeffitsiyentlari orqali
quyidagi jadvalui tuzib olamiz.
Gy Gyz Byg e Bay By

b, 1
a1 % azs aZn 2

Aol ’ ﬂnz a,ﬁ ...am bn

Bu jadval berilgan sistema kengaytirilgan matritsasi deyiladi.

Har bir satrda bittadan tenglama turibdi, faqat tenglik o‘miga
chiziqcha tortilgan.

Bu matritsa ustida o‘tkaziladigan har bir elementar almashtirish
berilgan sistemaga ckvivalent sistema hosit giladi. Shu sababli, elementar
almashtirishlar  yordamida  kengaytirilgan  matritsani  uchburchak
korinishiga keltirib ¢lamiz, buning uchun e, 0 bo‘lishi kifoya agar
a;; =0 bo'lsa, birinchi tenglamani boshqa yofldagi tenglama bilan
almashtirish orqali bunga erishish mumbkin.

Faraz gilaylik, elementar almashtirishlar yordamida kengaytiriigan

@4 Qpr Byg wilyy b,

ca ko'rinishga kelsin.

€ € . Con

. )
matritsa] ¢ o Ge - Con

0 0 0 C,,,, C,‘.f
43Xy ¥ @ga¥y + a.ﬁ.\', + oo d Xy = By
Crkn ¥ CogXy + o+ lgpay =L

Unga mos sistema; St e +c,,,x, =C, xo‘rinishida bo‘ladi.
g s
Bu sistemadan dastlab «, , se‘ngra x..,, ...... , va nihoyvat x, topiladi,
Bu usulda 2-tenglamadan x;,ni 3-tenglamadan x,=ax, .. n-
tenglamadan  x, .x;.... x,, ketma-ket yo‘qotilayotganligi uchun
noma’lumlarni ketma-ket yo'qotish usuli deyiladi. Bu usul Gauss nomi
bilan bogliq bo‘lib, talabalarga elementar matematikadan ma’tum.

Misol. Avvalgi usullarda vechilgan sistemani olaylik. Uning
/11 1 —-3 i

kengavtirilgan matritsasi {; f 31‘:_? —;\ ko‘rinishda bo'ladi. 1-yo‘l

¢ 3 2 ~-4 9/

elementlarini (-1)ga ko'paytirtb 2-yo'lga (-2)ga ko‘paytirib 3-yo‘lga, (-4)
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ga  ko‘paytirib  4-yo‘lga  qo‘shamiz,  natijada, kengaytirilgan

11 1 112
( g _11 f3 3 *4) Le'ringshigs keladl 2 yo'lnt 3,4 —ve) slpmentlayiga go’shamie.
matritsa. \o 1 0i-s
1 & 1 —1 2
g 1 2 —=3|e~i
a o -t of-3
o 0 o —3j-12

18]

XeF Ryt Ry my =2

Bu matritsaga mos sistema. %~ ¥~ 3*43 - —4
=
—3Ix, =—12

ko‘rinishida bo‘ladi. Ketma-ket s, = 4;x;=% lamni topib, 2-tenglamaga
qo‘yamiz.
X +2:F—3-4= -4
Bu yerdan x, = 2 ekanligini topib, 1-tenglamaga o‘tamiz.
%, +2+3-¢=2_ Demak, x, =1.

7.4. Bir jinsli sistemalar

Agar qaralayotgan chizigli tenglamalar sistemasida barcha ozod

hadlar nol bo‘lsa b, =0 .{i = 1,7} punday sistema bir jinsli deyiladi.
Ay Xy agaxg b Fagx, =149
Ay ¥yt ApEy Tt Ay, X, =0
Xy F ANy F o F 2%, =0

Bu holda x,=x,=x;=-=x,=0 sonlar har bir tenglamani
ganoatlantirib, sistemaning trivial yechimi deyiladi.

Bir jinsli sistemaning trivial bo'lmagan notrivial yechimlarini
gidiramiz.

Kramer formulasiga ko‘ra a,=a,=-~=2,=80 notrivial yechim
mavjud bolishi uchun 2=0 bo'lishi zarur, Unda sistema cheksiz ko'p
yechimga ega bo‘ladi.

Nofrivial yechimlarni topish uchun sistema uchburchak ko‘rinishga
keltiriladi.

a= Ockanligidan sistema oxirgi tenglamasida ikki noma’lum goladi.
Ulardan birini ozod parametr deb olib, qolgan noma’lumlar u orgali
voziladi.

Parametr cheksiz ko'p qiymat qabul gilgani uchun notrivial cheksiz
ko'p vechimlarni topamiz.

Misol.




ba

—4
-2
0

: 0y - P
v 7 —zr = Eio
4 -5 -6 o -7 21 tlo
bo‘imagan yechimlar mavjud.

Sistemaning oxirgi tengligi —7x. + 2x; = ¢ ko‘rinishda bo‘ladi. Agar
xg = 7A desak, x; = 24 bo*ladi. Ularni birinchi renglamaga qo‘yib:

2%+ 24— 474 =0 vax, =132

Demak, (13%;24: 74}, i¢Rr ko'rinishdagi uchlik sistemaning
yechimidir. Bu yechimlar ailasi trivial yechim (0; 0; O)ni ozida saglaydi.

Shu paytgacha qaralgan sistemalarda noma’lumiar soni tenglamalar
A5y b AN, b FaN, =b
833Xy + Axp%y o d A, = by

A=13 3 -7

1 —-EI

!_—.c bo‘lgani uchun trivial

© o~

soniga teng edi. Umuman,{ m= «,
B Xy F A%y d o b X, = b

sistemalarmni ham qarash mumkin. Bunday sistemalar birgalikda bo‘lishi

asosiy va kengaytirilgan quyidagi matritsalar rangiga bog‘liq bo‘ladi.

Gy 2z - 8yp fg; By Byl
A=1% Bu 8| Fzlan ouy -~ apb
Gy Taqg -rellmpy e e

Teorema. (Kroneker-Kapelli): Tenglamalar sistemasi birgalikda
bo*lishi uchun A va 2 matritsalar ranglari teng rangA=ranga bo‘lishi zarur.

Mavzuga doir misol va masalalar

1. Determinantlarni hisoblang.

12 3

1) ]5 4|2) ‘sina —cosal )Isinzaﬁ costa Hlz 5 6

: 4 2
3 -2 cosa  sina sin*fi cosff 78 ¢
3 4 b
558 7 ﬁzl
2 -1 8
2. Nollart ko*p gator elementiari bo'yicha yoyib hisoblang:
1 b 1 -x 1 x 1 0 ¢
13t0 & 0] 2. {0 —x -1} 3} -2 -3 1
b G b X 1 -x 3 8 =2
3. Tenglamalarni yeching:
3 X X X x+1 x+2
. 2 -1 3|=0, 2) (x+3 x+4 x+5i=0;
x+10 1 1 x+6 x+7 x+8§

cos8x  —sindx)
3). IsiﬂB.\' A
4. Determinant xossalaridan foydalanib hiscblang:
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sinfa cos2a cosla
D. [sin®8 1 cos®f st cos2f  cot
sin'y 1 costy sinfy cos2y ros'y
(a,+ b)Y a,2+b* ab
3) J(a: + )P a,? +bzz by,
(8 + e} a? + by aghy
5. Determinant xossalaridan foydalanib hisoblang:

sinfa 1 cos’a
2,

L 11 1 o 1 1 1
- T 8 1 1
D] g 1 -1 1y P11 o0 1
1 11 -1 1 1 1 ¢
1 2 3 4 35 59 71 52
B |0 & 9 sl 2 Tre 77 5
‘11 8 27 esf™ |43 88 72 52
1 16 81 256 29 49 65 50

6. Uchburchak ko‘rinishiga keltirib hisoblang.

1 2 3 -~ n 1 2 2 - 2
1l -1 0 3 - n 2 2 2 - 2
1 -1 -2 ¢ - | D2 2 3 -2

-1 12 -3 0 2 2 2 n
0 1 1 1 n 1 1 1
i 0 1 1 1 =n 1 1
N1 1 0 1 . f s 1 n i
1 1 1 « 0 1 1 1 « n

7. A= (g j) B= @ g) C= (; _21) bo‘lsa, A+ B — 2C ni hisoblang.

Y i 2 A T 1, : IR
8. A= (1 —i)’ B= (—i 1)bo Isa, (i+1)- A 4 (i 1)- B ni hisoblang.
9. Hisoblang.

1 -2y 1 ayn £ Iin 2 —1\a cosa  —tin ayn
b (3 -4) » 2 (O 1) » 3) (G Jt) +4) (3 —2) > 3) (s’ma oS )
10. Kvadrati nol matritsa bo*lgan barcha kvadrat matritsalami foping.

11. Kvadrati birlik matritsa bo‘lgan barcha kvadrat matritsalarni toping.
12. Quyidagi matritsalarga teskari matritsani toping.

1 2 =3 1 2 2
1)(% é’) 2) (0 1 2)3) (2 1 —2)
‘ 00 1 2 -2 1

i
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13. Matritsaviy tenglarnalarni yeching,
b =G 3 2xE D=5 6
—_ 2 —

3) (é ;'x'(sg -3)"*'“(32 —41)
1 2 -3 1 -3 0

4)(3 2 -4)-x=(10 2 ?)
2 -1 0 6 7 8

[4. Matritsa rangini hisoblang.

0 4 10 1 1 -1 23 4

4 8 18 7 2 I -1 2 0
Dl 10 18 40 17]2]| -1 2 t 1 3

1 7 17 3/ 1 5 -8 -5 —-12

3 -7 8 € i3 .
15. Tenglamalar sistemasini 1} Kramer formulasi 2) Matritsaviy 3) Gauss

usullari yordamida veching.

1 f31+2y'~=7 {5x+2y=4
) 4x— 5y = 40 ) Tx+4y=28

+ '}‘27{2'}‘4}{3:31

4 {Ox, + X, + 2%, =29

L3~ X, +%, =10
X, 4 2%, +3x,— 2%, =6 X + 2% + 3%, +4x, =5
2%y — X, — 2%; ~3x, =8 6) 2, 3+ 2,43, =1

2%, — X, +2X; = -4
A8, F X+ 4y = —2

X4 x, 25 =—1
3)

3) 3x, F Xy —xy F 2% =4 3x, +2x; X +2%, =1
2%y — 3%z +2x; +x, = -8 4xy + 3%, + 2%+ Xy = -5
Cix+y+z =1 x+ay+alz=a’ axthbytz=1

Iy x+Ay+z=4 §ix+by+bz=1° o) {x+aby+z=b
XFy+iz=x X+cy+ciz=c? x+tbytaz=1

16. Bir jinshi tenglamalar sistemasini yeching:
-+ =
%y + 2K+ A%y + Ay = 0 X b 4 X +x, =0

0 X+ X+ 2% +3x5,=0 2 Xi++K32:::;{x5$=00
¥ 5%+ 4+ 2%, =0 T aXy 3

. : . Xy + 24, +3x, =0
Ky + 5%, + 5%, -+ 2x, =0 Xs + 2%, + 3%, = ©
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Oliy algebra elementlariga doir joriy nazorat uchun uy vazifalari

1,agarn=3k-2
= 1 3 == = b —
Iz == PRI ey ¥ kompleks son berilgan, bunda k=0, agarn =3k—1
—1,agarn =3k
a) z ni algebraik formada yozing va z’ni hisoblang.
b) z ni trigonometrik formada yozing va 2V, /7 larni hisoblang.

¢) z ri ko‘rsatkichli formada yozing.

2. ¥ +Nx+1=0 tenglama yechimlari x.,X,,x; bo‘lsa. quyidagilarni
hisoblang '
13 w;g + +Y§, 2)x1x2+xj‘{2 +::r;2!c3 +x2\:3+x§x1 +x3x§;
3y wixd + - xS +xdxd b 3xd + xdxd +xd od
) =5 + e + x5

(41 (+iF {x31P

3. Ferrari usuli bilan yeching;
o x4 (42 —""Tz)xz +2N%+ G:'_ 1)~ 0, yordamehi kubik tenglamaning

bitta yechimi ~§

4. Gorner sxemasi yordamida

Pel)=x4+(1-N*—N -2+ (W -—1x+Nva

P00 =x* — (N +1)2® + (N + x)%° — (N + 1)x + N ko‘phadlar EKUB va’
EKUK larni toping.

x+ &
5. ¥ 425 4 (W~ 1T £ 2N 1) —Nx- 2N
6. Nollari ko'p qator elementlari bo‘yicha yoyib hisoblang.

kasmni sodda kasrlarga yoying.

1 2 3 -5
2 0 -1 0
3 0 2 N
4 0 0

2'(1 4 NK, Xy TR, = 0 sistemarii
‘M) — 3%, +I2x;—x,=-1
1} Kramer goidasi, 2)Matritsaviy, 3) Gauss usuli yordamida yeching,

"'.NXZ X “""C.;—g
{ X, +xq+Nx3+2x‘
N-



Fazoda analitik geometriya
S8-mavzu. Fazoda analitik geometriya
8.1. Fazoda Dekart va yarim quibiy koordinatalar sistemasi

1. Te‘g'ri burchakli Oxyz Dekart koordinatalar sistemasi olchov
birligi aniqlangandan so‘ng o‘zaro perpendikulyar, bitta 0 nugtada
kesishuvchi Ox, Oy, 0z o‘glari yordamida kiritiladi, Bunda 0-koordinata
boshi, Ox-abssissa, Oy-ordinata, 0z-oplikata o‘qlari deyiladi.

Biror C nuqgta berilsa, undan 0x, Oy, 0z o‘glariga perpendikulvar
tekisliklar o‘tkazamiz. Bu tekisiiklarning son o‘glari bilan kesishgan
nugtalari C nuqtaning to‘g‘ri burchakli yoki Dekart koordinatalari
deyiladi. C(x;y;z), x=0C,, y=0C,, z=0C,.

Bu kattaliklar, mos ravishda C nugta abssissasi, ordinatasi, oplikatasi
deyiladi.

Oxy, Oyz, Oxz tekisliklari koordinata tekisliklari deyiladi. Ular fazeni
8ta bo'lak - oktantlarga ajratadi. Masalan, I oktantda x>0, y>0, z>0 bo'lsa,
oxirgi VIII oktantda x<0,y<0, z<0 bo‘ladi.

2. Fazodagi C nuqta holatini qutb koordinatalari va oplikata
yordamida aniglash mumkin. Buning uchun Dekart koordinatalari boshi va
qutb boshini bitta nuqtaga, boshlang‘ich nurni abssissaga ustma-ust
go‘yamiz, C nuqgtaning Oxy iekislikdagi proyeksiyasi ¢’ bo‘lsa, r=10C"1,
o=<x0C", z=C'C kattaliklar yordamida C ning fazodagi holati C (r, ¢, 2)
tarzida anigianadi. Bunda r, ¢, z - silindrik koordinatalari, kiritilgan
sistema esa silindrik koordinatalar sisternasi deyiladi. Silindrik va Dekart
koordinatalari o‘zaro bog‘lanishi qutb koordinatalar yordamida

X = reos@
{y =T3INg r=x% 4 ¥y tggu—’ ko‘rinishida bo‘lishi  avvaldan
=2
ma’lum.

3. Fazodagi C nugtani ko‘ramiz. 0C=p, <C0z=¢a bo‘isin. Bundan
tashqari C nuqtaning qutbiy ¢ koordinatasini ham ko‘ramiz,

p, ¢, € kattalikiar C nuqtaning sferik koordinatalari, kiritilgan
sistema esa, sferik koordinatalar sistemasi deyiladi. Yordamchi kattalik
sifatida C ning quibiy r koordinatasi ma’lum desak,

=pcos{90°% o y=psin & o'rinli ekanligidan,

X = rcose = psinBcesy
¥y = rsing = psinOsing o‘zaro bog‘lanishni keltirib chiqaramiz.
z = pcose

Aksincha, ccsqr——— :,mrp— -,r“\/‘xz'f‘lf‘ fg&"“
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[ - = =22 ty7
p=Jxt 4+ y? + 2% cos @

JaZ ey sin & JateyZazt
bog lanishlarni keltirib chiqarish talabaga qgiyinchilik tug‘dirmaydi.
Silindrik, sferik koordinatalar sisiemasida ba’zi qutbiy koordinatalar
qatashganligi uchun ular yarim qutbiy koordinatalar sistemasi deyiladi.

8.2. Fazoda masofa, kesmani berilgan nisbatda bo‘lishi,
koordinatalarni aimashtirish

Fazoda Dekart koordinatalari kiritiigan, A(X,,¥.,Zi), B(x.,3..2;)
nuqtalar berilgan bo‘lsin. Agar 4,4’ nuqtalar A va B ning Oxy tekislikdagi
proyeksiyasi bo‘lsa, 14’ B'1=\/(x, — 2,07 + (3 — 1 )?

A nugtadan A’ B'kesmaga parallel chiziq o‘tkazib, uni BE’ bilan
kesishgan nuqtasini 87 bilan belgilaymiz. U holda 1BB'1=z, — z,. Pifagor
teoremasiga ko'ra: IABI=y i A'B* 1= + {BB" | %

Demak, TAB{ = ,/(x ,— %) + (O — » ) + (2 —2z,)% bu ikki
nugqta orasidagi masofani hisoblash formulasi deyiladi,

Agar A va B tutashtirilib, kesma hoesil gilinsa va bu kesmada C(x;y;2)
nuqta olinib, % =} munosabat o‘rinli bo‘lsa, x—x'+:", y= "‘:: 2, .-41::;,
formulalarni keltirib chigarish mumkin. Xususan, JACI=ICBI, 2=1 bo‘lsa,

‘“", y—""“”‘2 z="*:”"‘ kelib chigadi.

Agar koordinatata boshi ((0;0;0) dan biror-bir @' (a;b;c) nugtaga

ko‘chirilsa, A(x;y;z) nuqgtaning yangi x"o'y'z', sistemadagi koordinatalari

mos ravishda A4%(x’',v",2") bo‘ladi. Eski va yangi koordinatalar

x=x"+a
y =¥" + b formulalar yordamida o‘zaro bog‘lanadi.
z=z+c¢

Agar x,y o‘qlari Oz atrofida biror o burchakka burilsa, eski va yangi
koordinatalar bog‘lanishi
x = x'cosa— y'sina
v =x'sina+ y'cosa
z=z
ko‘rinishda, %,z o‘qglari Oy atrofida biror § burchakka burilsa,
x =x'cosf—z' sinp
y=y
z=y'sinf+z' cosf
ko‘rinishda, y,z o‘qlari 0x atrofida biror-bir y burchakka burilsa,
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x=x
3y = y'cosy —z' siny
z = y'siny+2z' cosy
bog‘lanishlar ¢‘rinli bo‘ladi. Bunda a, B, y — burchaklar Eyler burchaklari
deyiladi.

8.3. Vektorlar, amaliar, xossalari

Ko*pgina miqdorlar (hajm, massa, zichlik, temperatura} faqatgina
son orgali aniglanadi. Shuning uchun vlar skalyar migqdorlar deyiladi.
Ba'zi miqdoriar esa ham son giymati, ham yo‘nalishi bilan aniglanadi
(kuch, tezlik) bunday miqdorlar vekior migdorlar deyiladi. Ularni
o‘rganish uchun “vector” tushunchasi kiritiladi.

Yonaltirilgan kesma vektor deyiladi. Kesma boshi vektor boshi,
oxiri esa vector oxiri deyiladi, Agar nugta A nuqgtada boshlanib, B nuqtada
tugasa, AB vold & kabi belgilanadi.

Agar ikki vektordan birini parallel ko‘chirish natijasida ikkinchisini
hosil qulish mumkin bo‘lsa, ular teng bo‘ladi, ya’ni yo‘nalishdosh, vzunligi
teng vektorlar o‘zaro tengdir.

Parallel to‘g‘ri chiziglarda yotuvchi vekiorlar kollemiar, bir
tekislikda yotuvehi vektorlar o' zaro komplanar deyiladi.

Boshi va oxiri ustma-ust tushgan vektor nol! vektor deyiladi va [

tarzida yoziladi, uning yo‘nalishi ixtiyoriy deb gabul qilinadi.

8.4, Chizigli amallar

Ikki dva B vektorlar yig‘indisi deb shunday 7 vektorga aytiladiki,
bu vektor & ning oxiriga b parallel ko'chirib keltirilganda, d ning boshi va
b ning oxirini tutashtiruvchi vektordir, =g+

Agar vektorlar boshi bir nugtaga ko‘chirilib, tomonlari shu vektolar
bo‘lgan vektor yasasak, umumiy uchdan chiquvchi diagonal yig'indi
vektor bo‘ladi. Qo shishning bu usullari uchburchak va paralielogramm
quidalari deyiladi .

& va B vektorlar ayirmasi deb, shunday ¢ vektorga aytiladiki, 4=+
o‘rinli bo‘ladi. Parallelogramm usulida ¢-ayirma vektor berilgan vektorlar
uchiarini tutashtiruvehi, @ tomoen vo‘nalgan diagonal vektordir.
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¢ vektorning haqiqiy X songa ko‘paytmasi deb shunday vektorga
aytiladiki, bu vektor vzunligi IALIAI ga, vo‘nalishi A>0 da & bilan bir xil,
A<0 da esa & ga qarama-qarshi yo‘nalgan vektordir,

Fazoda boshi A(x,; yy; 2, ), oxiri B(x,; 3> ;3) nuqgiada bo‘lgan
vector =AB=(x 5 ~ X4} V2 —~ ¥y} Z3 — z,), vektorga teng. Demak, ixtiyoriy
vektor boshini koordinata boshiga ko chirish mumbkin, ya'ni fazoda qancha
nugta bo‘lsa, shuncha wvektor mavjud va aksincha. Qolgan vektorlar
“aylangani chigqan™ xolos.

@ vektorning 0x,0y,0z o'glariga proyeksiyalari mos. ravishda x,y,z
bo‘isa, ular vektorning koordinatalari deyiladi va @ (x;y;z) tarzida yoziladi.

Ikki nuqta orasidagi masofa formulasidan: & =.x*+y?+23,

{AB | = \J(x 2 — 20" + (= — 1202 + (22 — 2, ekanligi kelib chiqadi.
Koordinatalari bilan berilgan @ (x;; yy; 21)» B (x5; ¥3 ;2,) C ustida
arifmetik amallar quyidagicha kiritiladi:
&isz(x 2 B X v 20 22 1220, A @ (Axy; Ay Azy)
Agar 4, b vektorlar o*zaro kolleniar bo‘lsa, shunday haqiqiy A topish

. P . . . . X z
mumkinki, b=k 4 o‘rinli bo*ladi, ya'ni ;i = ;2 = ;_—)L'
1 1 1

Agar @ (x;y;z) vektorning 0x;0y;0z o‘glariga og‘ish burchaklari mos
ravishda o f,y bo‘lsa, bu burchaklar kosinusiari-cosa, cosp, cosy lar
vektorning yo*naltiruvchi kosinuslari deyiladi.
x= | Leoosa, y=1d Leosp z= i L. cosy ekanligidan doimo
cos?a+ cos?f + cos 7=1 o‘rinhi bo* ladi va

(:crsor*wr2+ = C osf= rx=+v’+ _, COsY=

Vektorni qo‘shish, ayirish, songa ko‘paytirish amallari quyidagicha
xossalarga ega:

Jatryter®

) a+b=b+a

2) (a+b)+c a+(b+c)

3)  MpaE(gd

4y (Pra=idtpd

5)  M@+h) =raenb

Bir necha &,,d,,..,4d, vektorni qo‘shish uchun, birining oxiriga
ikkinchisini parallel ko'chiramiz. &,ning boshi va d,ning exirini
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tutashtiruvchi vektor yigtindi vektor deyiladi. Bu esa qo‘shishning
ko‘pburchak usuli deyiladi. 4= &,+,d,+ ..+ &,

Fazoda koordinata boshidan son o‘glari musbat yo‘nalishi bo*yicha
j' ko‘rinishda - belgilanuvchi  birlik  vektorlami  ko‘ramiz:
Ti=1j1= 1 ET=1

Bu uchlik bazis deb ataladi, chunki fazodagi ixtiyoriy a vektor 7,7,k
bazis orqali yagona ko‘rinishda yoyiladi: d=x?+ yj + zk

x,y,Z2 lar @ning koordinatalaridir, ya'ni & (x;v;z). Qaralgan Y,}’,I?
vektorlar ortlar deyiladi.

8.5. Skalyar ko‘paytma

Nolga teng bo*lmagan & va b vektorlaming skalyar ko*paytmasi deb,
shu vektorlar wuzunliklari bilan ular orasidagi burchak kosinusi
ko*paytmasidan iborat songa aytiladi, @. byoki | @}.1 B| .cosp

Skalyar ko*paytma quyidagi xossalarga ega.

) &.-bd

2)  (Ad).B=Md.D)

3) FABE)drb+dsT

4) da=ial?

5) d+b=0edid

Oxirgi xossalardan ortlar uchun PP=f=k=1,
TxJ =t k=] »i=f » k=k*i = K = J=0 ckanligi kelib chigadi.
Fazoda kordinatalari bilan berilgan & (x,:y.; z,) B (xp; ¥ :23)
vektoriar skalyar ko‘paymasini topamiz.
Kosinuslar teoremasiga ko‘ra;
1B—&1%=1a12+1 5122181, 1 Bleosp={&12+1 61228+ h
Ikkinchi tenglamadan
P b—@12 = (x ,— 1)+ 0 — 1) i+ (g, ~ 2, P =x,22x L x v,
2y 1ty -+zuz+2zlz—+z,_*— FE1241 B 122(nx 5 + vy + £335)
Demak, 4.5= R TE AT Sy U A -
Bu formufani vektorlarning ortlar bo®vicha yoyilmasi yordamida ham
olish mumkin.
‘.i-g:(xﬁ"‘}’zj“' 211:)-(35 2l ]+ 2 E)zfzx 2 F ¥V AT
Bu ikki vektor orasidagi burchak quyidagicha topiladi:
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_ &5 _
ta11 51 Ve Trw T pp eyt Fary b

Misol. A(1;1;1), B(2;2;1), C(2;1;2) nuqtalar berilgan. @=<BAC ni
toping.

AB =(1;1;0), AC=(1,0;1)  ckanligidan, coSp=—" =

tmdaInG+0a1 _ 3 __1 Demak (BAC 6‘00

VITAEEDIVIEA0T 41T e 2

XX gHVa Y2t 232y

cosp=

8.6. Vektor ko‘paytma

gvektorning bvektorga vektor ko‘paytmasi deb, shunday c'vektorga
aytiladiki, u quyidagi shartlarga bo‘ysunadi:

1)T1d, ¢Lb,

2)1&i=1d1.1 b1.sing

3} 1 €1 uchidan qaralganda, @ dan b ga yo‘nalish soat strelkasi
yo‘nalishiga garama-qarshi bo'lishi kerak.

Vektor ko*paytma =dxb=|&; b] tarzida belgilanadi.

Ta‘rifdan ko‘rinadiki, ¢ ning uzunligi @ va b vektorlarga qurilgan
parallelogramm yuzasini ifodalovchi songa teng,

Vektoriar vektor ko‘paytmasi quyidagi xossalarga ega;

1)  @bbo‘lsa aib=0

2)  dxb=-bxd

3)  Adxb=Mdxb)=dxib

4y (@+P)xT=gxg+bxé

5)  Tsj=Rak=0 txj=k, jxi=-k, jxk=i, kxf =1,

k xi=j, ixk =}

Koordinatalari bhilan berilgan &(x, : v.; 24, P(xa: ¥ ;25) vektorlar
vektor ko'paytmasini hisoblab topish masalasini ko‘ramiz,

F=dxb= =(x, I+ W)+ zik)x(x 2{-%— V. ] + 2, )— - X zfé+zix ﬁxiyzz -

7y al— X Zjt w2l = . { - ] 2 za!J'*'
+ =
. 7 k
N T J'
La W =% ¥ 2

X2 Y2 2Zp

Demak, dxb=2 bo‘lsa,
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R

T &
Xy M 2
X2 ¥ Z

Natijalar. 1) dve J vektorlar perpendikulyar bo‘lishi uchun

- 0y Z X Z X M
d=é ¢ 1"_1 i *{‘l 1 .1‘2

32 22 X2 LV 2 W,

& » b=0 bo*lishi zarur va yetarlidit.
Diéva b vektorlarga yasatgan uchburchak yuzi

. T 7k

= i-”ﬁgl’;}' : =
S PR | I 2R U1
Tz M Zg

]
1y ozt gk ZpP  yx 0
EJ}’E Zz[+-’fz Zz|+l’z J"z’
formula yordamida topiladi.
Agar &, b vektorlar xOy tekisligida yotsa, z, = z, = 0 ekanligidan,
X3 3’:[
X: ¥

1

1
7 |xz}§z“}’1x 2'

Sd =—

2

formula bilan topilishi kelib chiadi.

Misol. A{1;1:1}, B(2;2;1), €(2;1;2) nugtalar hosil qilgan uchburchak
yuzini toping.

AB=(1:0:1)AC =(1:0;1) ckanligidan,

g 4 3 2 3
LR T -

Ay =
AABC 2

8.7. Aralash ko‘paytma

@,b va d vektorlar aralash ko‘paytmasi deb, @xb va d vektorlar
skalyar ko‘paytmasiga teng songa aytiladi va _(Exf; )= d yoki (@b ;d
ko‘rinishda belgilanadi.

Agar d,b vektorlar xOy tekisligida joylashgan bo‘lsa, &=&xb vektor
0z o‘qiga parallel yo‘naladi. Agar d vektor 0z o'qi bilan biror a burchak
hosil qilsa, v holda h = 1d | .cosa kattalik, asosi &va 5 ga qurilgan
parallelogramm, yon qgirrasi d bo‘lgan parallelepiped balandligidir. Demak,

Gaxbyd=c.d=12dl.cosa=5 it =V,
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Voor = | (axh).d}, chunki (5x@).& = —V,,, bo‘lishi mumkin.
d,b,d vektorlarga qurilgan piramida hajmi esa,
1., .
Ve = |(dx5).3]
chunki bu piramida uehburchakli prizmaning -E gismidir, paralleiepiped-
. : ST P .
ning = qismi bo‘ladi.
Vektortar koordinatalari yordamida aralash ko‘paytmani hisoblash
masalasini ko*ramiz.
X le Ix1 Y1

(R SRR R

X2 ¥z
- X Nnh
2 @y, 3 ¥ I X % R - .
(@xb) d= ¥ zzi.xa-lx: 22]._v3+|x2 },2I.zg—xz Y Zz
X3 )Yz 23
kelib chiqadi.
Natijalar. 1) Agar & ,5,d vektorlar komplanar bo‘lsa,
n ¥ o
X, ¥ Z3=0
Xy Yz Iy
R, 1"1}’131
bo‘ladi va aksincha. 2) (dxb d)=(a,bxd)3) er"; Yz V» Iz
Xz Vi %
8.8. Qo‘sh vektor ko*paytma
(@xb }xd vektor qo‘sh vektor ko*paytma deyiladi,
1 7 k
gxblad =¥ 2} 4% 2y (T N
( ) i)’z zzl I-"z Zzl [-"2 )’2‘
X3 Yz 23

tarzida bu vektorni topish mumkin.

1.8(1;-2;5), #2:3:-4), &(1;-2:4) vektorlar berilgan. Quyidagilamni toping;
2835+ d.b,@xb, (axh).d

1) 2d — 35+E=2(1;-2;5)—3(2;3;—4)+(1;—2;4)=(2;-4;10)—(6;9;-12)+
+(1;-2;4)=(-3;-15;26}

2) 8.5 =1.2+ (-2).3+5.(-4)=2-6-20=-24.
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L7 k), L1 o2 "
Naxb=|; _ 5l:|32 _i];]é _54].;+]§ ng.k=-7f+ 1417k,
2 3 —4
1 -2 51 -2 5
4 (@xb).¢ = 3 —4Fl0 7 -14p7
1 2 410 o -1

Mavzuga doir misol va masalalar

1. Uchlari A(3:-1;2), B(0;-4;2}), C{-3;2;1) bo*igan uchburchak teng vonli
ekanligini isbotlang.
2. Uchlari A(3;-1;6), B(-1;7;-2), C(1;-3;2) bo'lgan uchburchak to‘g‘ri
burchakli ekanligini isbotlang.
3. Uchlari A(3;-2;5), B(-2;1;-3), C(5;1;-1) bo‘lgan uchburchak o‘ikir
burchakli ekanligini isbotlang.
4. Abssissa o*qida A(-3;4;8) nugtadan 2 birlik uzoqlikdagi nugtani toping,
5. Ordinatalar o‘gida A(1;-3;7), B(5;7;-5) nuqtalardan bir hil uzoglikdagi
nugtani toping.
6. Uchlari A(2;-1;4), B(3;2;-6}, C(-5;0;23 bo‘lgan uchburchak A uchidan
tushiriigan medianasi uzunligini toping.
ABCD parallelogramm ikki uchi A(2:-3;-5), B(-1;3;2) diagonallari
kesishishi nuqtasi E 6-bobga doir masalalar,
7. (4;-1;7) bo‘Isa, qoigan ikki uchini toping.
8. Parallelogrammning uchta uchi A(3;-1;2), B(1;2;-4), C{-1;1;2) bo‘lsa,
to‘rtinchi uchini toping,.
9. Kesma C(2;0;2), D(5;-2;0) nugtalalri bilan uchta teng bo*iakka ajratilgan
bo‘lsa, kesia uchlari koordinatalarini toping,
10. Parallel ko‘chirishda A(1;2;3) nugta 4'(2;-1;-4) nugtaga o‘tsa, B(1;1;1)
qanday nugtaga o‘tadl.
11. z=xy sirtda 0x,0y o‘qlari 0z atrofida o =45° burilsa, tenglama qanday
ko‘rinishga keladi.
12, Silindrik koordinatalarni toping.

v 7z 1

D) (22N D (VEVED O -2 D DT i)
e} (4cos15% —45in15%1) D) (?in_ "COSE xg) k) (3:4; ‘)

13. Silindrik koordinatalarda tenglamalaml yozing,
ayxZty? 427 =1b) xf+p? + 222 4 22 — 5 = 0 ¢) x-2y+32-5=0
14. Silindrik koordinatalarda tekislik tenglamasi
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Rrcos{p-a)+Cz+D=0 bo‘lishini isbotlang, bunda R,r,C,D haqiqiy sonlar.

15. Sferik koordinatalarini toping .

s 5 543 )
a) (L)1) (7:-7:5) ©) (5~ 5 ) D) (0:0;:-7) ) (1;2:3)

¥a
) (cos77;51n77;0) 2) (0;1:0)
16, Sferik koordinatalarda tenglamalami yozing.
a)y=0 byz=1 c)x*+(y—-1*+z%*=1
17. &=(6;3;-2) vektor modulini hisoblang.
18. A(3;-2:1), B(5:4:-3) bo‘lsa, AB, BA koordinatalarini yozing.
19. Agar a=(2;-3;-1) oxiri B(1;-1;2) bo‘lsa, boshini toping.
20. Agar 3=(12;-15;-16) vektor yo'naltiruvchi kosinuslarini toping.
21. @ vektor 0x,0y o‘qlari bilan mos ravishda 602, 120° burchak hosil gilsa
va |3 | = 2 bo'lsa, koordinatalarini toping.
22.141=13,|b[=19]d + b} = 24 bo‘lsa, |d - b [ ni toping.
23181 =11, {5} =23, | -5 | = 30bo‘lsa,|d + & | ni toping.
24. Agar ABC uchburchak og‘irlik markazi 0 bo‘lsa, 04+ 0B+GC=0
ekanligini isbotlang,
25. Muntazam beshburchak ABCDE va ﬁ=7"ﬁ', §E=ﬁ, E'-ﬁ=ﬁ, D—E‘=§, EA=7
bo‘lsa, quyidagi vektorlarni yasang.

a)a—a+ﬁ—q+fxb)m+z,a+gc)zrn*+§ﬁ-3ﬁ— 3§+27

26. a,f larning ganday giymatlarida d=(-2;3;8), B=(u;-6:2) vektorlar
kolleniar bo‘ladi,

27. @=(9;4) vektorni p=(2;-3), §=(1;2) lar bo‘yicha voying.

28. ¢=(11;-6;5), vektorni p=(3;-2;1), g=(-1:1:2), #=(2;1;-3) lar bo'yicha
yoying. .

29. (& + b)Y +(d — B)?=2(a® + b?) ayniyatni isbotlang.

30. d=(2;-4;4), b =(-3;2:6) vektorlar orasidagi burchak kosinusini toping.
31. Uchlari A(-1;-2;4), B{-4;-2;0}, C(3;-2;1) bo‘lgan uchburchak ichki B
burchagini toping.

32. Uchlari A(3;2;-3), B(S5;1;-1), C(1;-2;1} bo‘lgan uchburchak A uchidagi
tashqgi burchagini toping.

33. A(1;2;1), B(3;-1;7), C(7:4;-2) uchli uchburchak ichki burchaklarini
toping.

34, Shunday i vektor topingki, @=(2;1;-1) uchun ¥a=3 bo‘isin. Bunda ¥ va
a o‘zaro kolleniar.
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35. Shunday & wvektor topingki, v &=(2;3;-1), b =(1;-2:3) larga
perpendikulyar 2*(27 —J + k)=6 bo'lsin.
36.1d =10, |6| =2 #*5 =12 bo‘lsa, &x & ni toping.

370d1=3[b] =26 idx ] =72 bo'lsa, @*F ni toping.
38. Uchlart A(1;2;0), B(3;0;-3), C(5;2;6) bo‘lgan uchburchak wyuzini
toping.

39. Uchlari A(1;-1;2), B(5;-6;2), C(1;3;-1} bo‘lgan uchburchakning B
uchidan tushirilgan balandlik uzunligini toping.

40, 3=(1;-1;3), b4 =(-2;-2;1), 8(3;-2;5) bo‘lsa, (d xgj* ¢ ni hisoblang,

41. A(1;2;-1), B(0;1;5), C(-1;2;1), D(2;1;3) nuqtalar bir tekislikda yotishini
ishotlang.

42, Uchlari A(2;-1;1), B(5;5;4), C(3;2;-1), D(4;1;3} bo‘lgan piramida
hajmini toping.
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9-mavzu, Fazoda tekislik tenglamalari

Fazoda biror S sirtning tenglamasi F(x;y;z)=0 deyiladi, agar S ning
har bir nuqtasi koordinatalari bu tenglamani qanoatlantirsa, va aksincha, S
ga tegishli bo‘lmagan nuqtalar koordinatalari bu tenglamani
qanoatlantirmasa. Masalan. 2 +y2+ 22 =RY ftenglama markazi
koordinata boshida bo‘lsa, radiusi R bo‘lgan sfera tenglamasidir.

Fazoda chiziglar ikki sirt kesishmasi sifatida berilishi mumkin, ya‘ni

{ Fx;y;2) = 0
Fa(x¥pi2:)=0
B rvitz =1 . ‘g
Masalan, {xz +y2+(z—3) =10 kesishma oxy tekisligida,

markazi koordinata boshidagi, radiusi birga teng aylanani bildiradi.
9.1. Fazoda tekislik tenglamalari, asosiy masalalar
Normal vektori va nugtasi ma’lum tekislik tenglamasi

Nol bo‘lmagan, tekislikka perpendikulyar bo*lgan ixtiyoriy vektor
tekislikning normal vektori deyiladi,

Tekislikning, masalan, koordinata boshidan o‘tkazilgan normal
vektori N(A;B:C) va E(x,:v,; z,) nugtasi ma'lum bo‘lsin. Tekislikning
ixtiyoriy F(x; ¥; z) nuqtasini olamiz.

EF=(x — xp; ¥ — Yo, 2 — 2p) vektor tekislikda yotganligi uchun N
vektorga perpendikulyar, ya'ni EF N=0, koordinatalar bo*yicha yozsak,

A(x — 2By — 3+ C(2 — 2p)=0 M

Hosil bo‘lgan tenglama tekislikning biz gidirayotgan tenglamasidir,

9.2, Tekislikning umumiy tenglamasi

Fazoda E{xg:1.;z,), F(xy;)4:2,) nuqtalardan bir xil uzoqlikda
yotgan nugqtalar to‘plami tekislikdir, agar C(x;y; z} tekisitk nuqtasi
bo‘lsa, {ECFICF]. Bundan  f{x - x 2+ (F -3 +{(z-2)?
R CRE A CEI N LR PN

Tomonlarni kvadratga ko*tarib, guruhlaymiz:

(2%, ~ 2o 35 +2vy — 235 0. y 22y — 224 )2H(xE+YE + 28 — xf —~ ¥F — zD)=0

Qavslarai mos ravishda AB,C,D lar bilan belgilasak, tekishkning
umumiy tenglamasi:
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Ax+By+Cz+D=0 @)
hosil bo‘ladi. Bu tenglamani tekislikning oldingi tenglamasida:
D=-Ax,-By,-Cz,

belgilash yordamida ham olish mumkin edi, demak, (2)-tenglamadagi
noma’lumlar koeffitsiyentlari normal vektor koordinatalari ekan.

AB,C,D sonlariga bog‘liq holda quyidagi xususiy holatlar bo‘lishi
mumntkin 1} D=0. U holda tekisiik tenglamasi Ax+By+Cz=0 ko‘rinish oladi.

Bu tenglama tekislikning koordinatalar boshidan o‘tuvchi ekanligini
bildiradi.

2) C=0. Bunda tekislik Ax+By+D=0 tenglamaga ega ho'lib, 0z o‘qiga
paralel tekislikni bildiradi, x0z tekislipida Ax+By+D=0 to‘g‘ri chizig‘i
bo‘yicha o‘tadi

3) B=0. Tekislik Ax+Cz+D=0 tenglamaga ega va Oy o‘qiga parallel,

4) A=0. Tekislik By+Cz+D=0 tenlamaga ega va 0x o*qiga parallel.

5) A=B=0. Tekislik Cz+D=0 tenglamaga ega. Undan z=-§ kelib chiqib,

Oxy koordinatalar tekisligiga parallel tekislik ekanligini bildiradi.

6) A=C=0. Tekislik By+D=0 tenlamaga ega va 0xz tekisligiga parallel.

7) B=C =0. Tekislik Ax+D=0 tenlamaga ega va Oyz tekisligiga parallel.

8) A=B=D=0 bo‘lsa, tekiskk Cz=0, ya‘ni z=0 tenglamaga ega bo‘lib, u
Oxy tekisligidir,

9) B=C=D= 0 bo‘lsa, By=0, ya*ni y=0 ba‘lib, Oxz tekisligini bildiradi.

10) B=C=D=0 bo‘lsa, Ax=0 dan x=0 bo‘lib, Oyz koordinati tekisligini
bildiradi.

9.3. Tekislikning kesmalar bo‘yicha tenglamasi

Koordinatalar boshi 0(0;0,0) dan o‘tmaydigan biror Ax+By+Cz+D=0
tekislikni ko‘ramiz. Uni ~ptZ5+—5=1 ko‘rinishda yozish mumkin. Agar
A B <

a=-— E b= §= c:—% belgilashlar kiritsak,tekislik tenglamasi:
e ®

ko‘rinishga keladi. Bu tenglama tekislikning son o°qlaridan ajratgan
kesmalari bo*yicha tenglamasidir.

Hagiqatdan, tekislik 0x o'qidan a kesma, Oy o‘qgidan b kesma va 0z
o‘qidan ¢ kesma ajratadi. Bu tekislik chizmada uchburchak shaklida
ko‘rinadi, ular a,b,¢ lar ishoralariga garab, 8ta cktantdan birida joylashishi
mumkin.
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9.4. Uchta nuqtadan o‘tgan tekislik tenglamasi

Fazoda 4; (¥ 2:) Az (%05 ¥232:), Ay (%3; ¥252;) nugtalar bir
to‘g'ri chiziqda yotmasa, ulardan yagona tekisfik o‘tishi ma’lum,
A (x; ¥; z) nuqta o'sha tekislik ixtiyoriy nugtasi bo*lsin.
m =(X—x; ¥ — ¥ 2 —2),
AgAy =(xz — x4, 12 — Wy, 25~ 24)
Ay AT (X3 — %y Ya — ¥y, 23— Z)
vektorlar o*zaro kolleniar bo‘lganligi uchun, ularning aralash ko‘paytmasi
nolga teng, ya'ni (A, Ax 4;4; ). (4;4;) =0
Koardinatlar bo‘yicha bu shart
r—x ¥—h 2-z
Xp—X; Ya— MY 22 —31'=0 (4)
¥z~ Xy Yz~ Y EH %4
tenglamani hosil gilib, izlanayotgan tekislik tengiamasidir.

9.5. Tekislikning normal tenglamasi

Tekislikka koordinata boshidan tushirilgan normal vektor uzunligi p,
yo*naltiruvchi kosinuslari cose, cosfl, casy bo'lsin.

Norma! bo‘yvicha yo‘nalgan birlik # {cosw;cosP;cosy) vektorlarni
kiritamiz.

Agar C(x; y; ) tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, oC vektorning
normalga proyeksiyasi p bo‘ladi.

ﬁ.ﬁ=xcosu+ycosﬁ+zcosy va C nuqta tekislikda yotishi uchun,
uning koordinatalari '

xcosotycosf+zcosy-p=0 (5)
tenglamani qanoatlantirishi kerak, Hosil bo‘lgan tenglama tekislikning
normal tenglamasi deyiladi.

Bu tenglama umumuiy Ax+By+Cz+D=0 tenglamadan quyidagicha
chigariladi.

Umumiy tenglama ikkala tomonini normallovchi ko‘paytuvchi deb

ataluvchi u=iﬁ soniga ko' paytiriladi,
A

g 5 b
Ghne T Gana et Grania O
Agar bu tenglamadagi to‘g‘ri kasrlar mos ravishda cosae; cos§; cosy
va p deb belgilansa, tekislikning normal tenglamasi hosil bo‘ladi, Demak,
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normallanuvchi ko‘paytuvchi ishorasi I ishorasiga qarama-garshi bo‘lishi
kerak ekan.
Umuman, g-normallovehi ko paytuvchi bo‘lsa,
PAX+HUBY+pCz+uD=0
normal tenglama boladi. Ya'ni, (pA) + (pB) + (pCy2=1

Bundan p =% == eckanligi kelib chiqadi.

9.6. Fazoda tekislikka doir asosiy masalalar

Ikki tekislik orasidagi burchak

Umumiy teniglamalari bitan berilgan ikki
‘ Ax+By+Cz+D,~0 A X+ Boy+Cozt D=0
tekislik orasidagi burchak, ularning normal W, = (4,B,C) va
I’ﬁ=(ﬂ2 ,B,5 C;) vektorlari orasidagi burchakka tengdir.
Demak, ikki tekislik orasidagi ¢ burchak

N Ng  _ AjAp BBty

e
N £ Npd

Cosgp=

f
T4t o5 e jIg +52+c2

formulasi yordamida topiladi.

Tekisliklar parallellik sharti ?:g% =§‘, perpendikulyarlik sharti esa
z 2 "2

N, N, = Oyoki 4,4, + B,B, + C,C, = 0 bo‘ladi.
9.7. Nuqtadan tekislikkacha bo*lgan masofa

Normal tenglamasi bilan berilgan xcosetycosptzcosy—p=0 tekislik
va biror E(x,; ¥, ;2o) nuqtasi berilgan bo‘lsin. Berilgan tekislikka parallel,
E( x,; v, ; 20} dan o'tuvchi tekislik xcoso+ycosptzeosy—g=0 tenglamaga
ega bo‘ladi. Bunda g-koordinata boshidan tekislikkacha bo’lgan masofa —
normal uzunligi £ dan berilgan tekislikkacha masofa esa d=lg —p |
formuladan topiladi, ya’ni | g=x,cosu+yycosB+zacosy—p | .

Agar tekislik umumuly Ax+By+Cz+D=0 tenglama bilan berilsa,

=% bo*lishi ravshan.
Ikki parailel tekislik orasidagi masofani topish uchun, ko‘pincha
birinchisidan biror nuqta tanlab, bu nuqtadan ikkinchi tekislikkacha masofa
hisoblanadi.
Masala. A (xg;y4; 2,) nuqtadan o'tuvehi @ Gnyjny7), (M g 72 )

vektorlarga parallel tekislik tenglamasini yozing.
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Tekislik normal vektorini ¥ — @7xas deyish mumkin.

- -,

A (o T e I )
n, Tt My nlflmy on

my, Myon

Mmy, N,
Nuqtasi va normal vektori berilgan tekislik tenglamasidan
|( ~%p)— ‘mz 7 !(3’ Yol + 1m nkz'zo) =

N -

XX (Y Vo) (2—2p)
kelib chiqadi. Uni | m, ny n [0 ko'rinishida yozish
n, n, T

mumkin,

Mavzuga doir misel va masalalar

1. Nugtasi A(2;-1;3), normal vektori N=(-1:2;-3) bo‘lgan tekislik
tenglamasini yozing.

2. Normal vektori koordinata boshidan A(2;-1;-1) ga yo‘nalgan tekislik
tenglamasini yozing.

3. A(3;4;-5) nuqtadan o‘tuvchi d=(3;1;-1), B=(1;-2;1) vektorlari paraltel
tekislik tenglamasini yozing.

4. A(2;-1;3), B(1;3;2) nuqtalardan o‘mvchi &=(3;1;-4)ga parallel tekislik
tenglamasini yozing,.

5. A(1;-133), B(2:3;-4), C(0;3;-2) nugtalardan o‘mvchi tekislik
tenglamasini yozing,

6. Quyidagi tekisliklar orasidagi burchakni toping,.

a) X-yv 2+z-1=0, x+yy2 —z+3=0, b) 3y-z=0, 2y+z =0

) 6x+3y-22=0, x+2y+62-12=0; d) x+2y+22z-3=0, 16x+12y-152-1=0;

7. Koordinata boshidan o*tuvchi, 5x-3y+22-3=0 tekislikka parallel wekislik
tenglamasini yozing.

8. A(1;2;-1) nugtadan oftuvchi Xx-2y+3z+1=0, 2x—y+z-3-0 tekislikka
perpendikulyar tekislik tenglamasini yozing.

9. A(1;1;-3), B(2:3;1) nugtalardan oftuvchi 2x-y+3z-4=0 tekislikka
perpendikulyar tekislik tenglamasini yozing.

10, x-2y+z-7=0, 2x+y-z+2=0, x-3y+2z-11=0 umumiy bitta nuqtada
kesishadi, shu nuqtani toping,

11. 5x-6y+3z+120=0 tekislik son o‘qlaridan ajratilgan piramida hajmini
toping.

12. Tekisliklar normal tenglamasini yozing.

a) X-2y-22-15=0, b) 2x=y-z-9=-0, ¢} aSy-12z+26=0, d) -4x-4y+2z+1=0
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13. Berilgan nuqgtalardan berilgan tekisiikkacha masofani toping.

a) A(-2;-4;3), 2x-y+22+3-0; b) (2;-1;-1), 16X-12y+152-4=0,

©) (1;2;-3), Sx-3y+z+4=0

14, Parallel tekisliklar orasidagi masofani hisoblang.

a) x-2y-2z2-12=0, x-2y-22-6=0, b) 2x-3y+62-14=0, 4x-6y+122+21=0

¢) 30x-32y+242-75=0, 15x-16y+122-25~0

15. Kub ikki yog‘i 2x-Zy+1+1=0, 2x-2y+z+5=0 tekisliklarda bo'‘lsa,
hajmini toping.

16. Oplikatalar o*qgida A(1;-2;0) nugtalardan va 3x-2y+6z-9=0 tekislikdan
bir xil uzoqlikdagi nuqgtani toping.
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10-mavzu. Fazoda to'g'ri chiziq tenglamalari, asosiy masalalar
Ikkinehi tartibli sirtlar

10.1. Fazoda to‘g‘ri chizig tenglamalari
To*g'ri chiziqning kanonik tenglamasi

Fazoda biror to'g'ri chiziq berilib, uning E(x,: v, ;z,)} nuqtast va
yo‘naltiruvchi vektor deb ataluvchi, to‘g‘ri chizigga parallel § = (m,n,1)
vektor berilgan bolsin.

Agar F(x; v; z) to‘g'ri chizigning ixtyoriy nuqtasi bo‘lsa,
EFF=(x— X0y — ¥, 2 — Zgava g = { m,n, v} vektorlar parallelligidan
¥y Y- ¥ % (D
m t r
tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama to‘g'ri chizigning kanonik
tenglamasi deyiladi.

10.2, To*g ri chizigning parametrik tenglamasi

Biror t parametr berilgan bo‘lsin. (1) dan 5:Ifﬁ=i’—:f—’9=-t?= tdeb

olib, X—x~mt, v-—y;=nt, z~z,=rt tenliklarga ega
bo‘lamiz.

X = Xg+mt

¥=¥+nt (2)

&=zt

tenglamalar 10°g‘ri chiziq parametrik tenglamasi deyiladi.
10.3. Tkki nugtadan o*tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi

E(x,: v, ;24), F{x,;1;2,) nuqtalardan yagona to‘g‘ri chiziq o‘tishi
ma’lum,
Yo'naltiruvchi vektor sifatida 7 = EF=(x — Xa; ¥ — V2 —Zph
berilgan nuqta sifatida E(x,; 8, ;z,) qaralsa, kanonik tenglama
A-Xg ¥-de  T-Tg (3}
Xy =Xg ¥M1-Ye T1T¢
ko‘rinish oladi. Bu berilgan ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig
tenlamasidir.
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10.4. To‘g ri chiziq - tekisliklar kesishmasi sifatida
To'g ri chizigning umumiy tenglamalari

Fazoda umumiy tenglamasi bilan beritgan ikki tekislik o*zaro parallel
bo‘lmasa, biror to*g'ri chiziq bo‘yicha kesishadi.
Ax+Biy+Cz+D;, =0
{Azx + By +Cz+D, =0

tenglamalar sistemasi to‘g*ri chizigning umumiy tenlamasi deyiladi.
Umumiy tenglamalami masalalar yechishda qo‘liash noqulay, shu
sababli kanonik yoki parametrik tenglamaga o'tish kerak bo'ladi.
Tekislikiar normal vektorlari Ni (A4 B4€), Nz ={41;B0)
vektor ko‘paytmasi P= NSKN2
qaralayctgan to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘ladi, demak, bu vektorni
yo‘naltiruvchi vektor sifatida olsa bo*ladi:
Tk T apocy )4 4 B
S WA= {161 S B L 1
SRS A A o I vl B )
A By O

Tog'ri chizigda yotuvchi biror nuqta topish kerak. Buning uchun,
dastlab, umumiy tenglamadagi z lar o‘rniga biror son qo‘yib yuboramiz:
=z,

-

{Aﬂ‘ + By = (—(z,-Dy)
A+ Bay = (= (2o~ D)
~Cyro~ly B i-:x ‘szc"ﬂzl

- - -, B - - -
Kramer formulasiga ko‘ra: %, = —ﬁg—gq—k Vo = Jﬁ!—l
A, By 4, B

Endi E(x_; v,;2,) nuqgta ymumiy tenglamalarning ikkalovini ham
qanoatlantiradi, ya'ni to*g‘ri ChlZqua teglshh bo ladl To‘g‘ri chizigning

izlangan kanonik tenlamasi ¢ = = ko‘rinishida bo‘ladi.
! T A1 c’ i.&l B ‘
B, £ W, 1 4, B,

10.5. Fazoda to‘g‘ri chizig tenglamalariga doir asosiy masalalar
Ikki to‘gri chiziq orasidagi burchak

Kanonik tenglamalar bilan berilgan ikki

A=y V-F1_I-T; XX YTV -7y
my My [ my e 7y
to‘g'ri chiziq orasidagi burchak, ularning
TGy 7T ) 3 =(nr, ,n., 1.} vo'naltivuvchi vektorlari orasidagi

burchakka teng bo‘ladi. Demalk, agar ¢ o‘sha burchak bo'lsa
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COS(P - 1..’2 — Uty Mg +uq g P9y

1pypst (1B pm® o2 P

Bu to*g'ri chiziglar parallel bo‘lishi uchun, yo'naltirnvchi vektorlari
paralle! bo‘lishi kerak, ya'ni ~—="t="% tengliklar parailellik shartidir.

Ty My
Shunga o‘xshash to‘g'ri chiziglar perpendlkuiyar bo‘lishi uchun ham

7 vap;
vektorlar perpendikulyar bo‘lishi kerak, mym, + n,n, + 1,7, = 0.

10.6. Nuqtadan fo‘gri chizigqacha bo‘lgan masofa

X%y V=M _T-Ig

my T

Fazoda biror C(x,; ¥, ;2,) nugta va to’gri chiziq

berilgan bo‘lsin, ular grasidagi eng gisqa d masofani topam:z. P=(m, ,n,,
1.} yo'naltiruvehi vekterni E nuqtadan boshiangan deb hisoblash mumkin.
-f?={x1 ~Xgy ¥1 — ¥o: Z3— Zy) va B, vektorlarga qurilgan parallelogram
yuzi

5 ={FxECE] 3y 1.d

3 & 7
m, . r,
[FxBCL |12 =¥  Z1-Zel]
ekanligidan d= T
g i P13 z ’

-3 z
\;m_..-t-n,“ +3’1

m n 2
Ii - Z, ] ]r -, +f lx al 2
g 21‘ 2 1Xg zx"*o XXy ¥y —¥p

yoki d=t

WI mi +ﬂ% *l"}

10.7. Ayqash te'g'ri chiziqlar orasidagi masofa

Fazoda kesishmaydigan, parailel bo‘lmagan ikki to‘g'ri chiziq

o‘zaro ayqash deyiladi,
KXy VP ZT-Ty N—Xg_V—¥z I-Z
va =t—t=
Lic

aygash to‘gri chiziqlar orasidagi eng

ey 2y ry ) g
qisqa masofani topish masalasini ko*ramiz.

To'g'ri chiziqlarning E,{x;;¥:; 2.0, Ex{xg;¥e;z,) nuqtalari va
Bemlmy ny, 1), Ba=(m, 1, 1) vektorlari ma’lum.
—_ . . —_— ]
EyEa=(xy — xy3 V2 —y; 8:— 2y vektorni olamiz. Foning boshini E)
nuglaga kehiramiz.  77,535,ELE. vektorsa qurilgan  paratlelepipedni
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qaraymiz. To'g'ri chiziglar umumiy perpendikulyari uzunligi biz
gidirayotgan eng qisqa d masofa bo‘lib, u parallelepiped balandligi hamdir.

Demak , Vear = § .dyoki V. = i (FaB).E L | =] Tyxm; | d
Bundan d~_"B2Z2E5 1 ik oordinatalar orgali
i PpgAPal
! my g Fy
ity Ry 2
a= T T < I L It

72y r,i?'*im,_ r,§=+}ml n,_iz
nz Ty ™a 7: Wy Nz

10.8. To*g'ri chiziq va tekislik orasidagi burchak

Biror :"j’*;"’:f‘z; to‘g'ri chiziq va Ax+By+Cz+D=0 tekislik
174D t 1740

berilgan bo'‘lsin. Ular orasidagi burchak ¢ bo‘lsa, yo'naltiruvchi g{m;n;r)
va normal N (4;B;C) vektorlar orasidagi burchak (90°%¢) bo‘ladi.

Vektorlar orasidagi burchak formulasiga ko‘ra
PRI =N _ md + nB +re
0S80 -y sing= e e e
To'g'ri chizig va tekislikning parallellik sharti mA-+nB+rC=0

bo‘ladi. Perpendikulyarlik sharti esa, aksincha, _;2—,-1'3_7,;_ ko*rinishidir.

10.9. To‘g*ri chiziq va tekislik kesishish nuqtasi

X =xg+ mt
{:}7=}’3+nt
Z = Zo+ 7T

parametrik tenglamali to‘g‘ri chiziq va Ax+By+Cz+D=0 tekislik berilib,
ular o*zaro parallel bo‘lmasin, Unda to‘g*ri chiziq bivor nugtada tekislikni
kesadi. Agar o‘'sha kesishish nuqtasi Q¢x,;v,;z,) bo‘lsa, uning
koordinatalari to‘g'ri chiziq tenglamasini ham, tekislik tenglamasini ham
qanoatlaniiradi.

¥ = ¥o + 1t lamni tekislik tenglamasiga qo*yamiz:
Zy = Zgt TE

Alxg + mt)TByy, + nt)+Clzy + vt D=0

1:51 =X, + mt
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Hosi) bo‘lgan tenglamada fagatgina parametr t noma’lum bo‘lib, uni topish

mumkin (faqatgina to'g'ri chizig va tekislik parallel bo‘lgan hol bundan

mustasno). Topilgan t ni o‘'miga qo‘yib, Q{x,;¥; 2, )nugqta topiladi.

e 3x+4y+5z—26=10
Masalalar. 1) AQ2:4:-1) va {SI A

chizigning 5x+3y-4z+11=0, 5x+3y-42-41=0 tekisliklar orasidagi kesmasi
o‘rtasidan o‘tuvchi to*g'ri chiziq kanonik tenglamasini toping.

Ix+4dv+52-26=10

Dastlab, {3x-—3}’-22"5 =0

to'g'ri

to‘g‘ri chiziq parametrik

tenglamasini topish kerak,

zy = 2 desak, {3x+4?v— 16

Demak, B(4;1.3) nuqta shu to*g‘ri chiziqda yotadi.
To'g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektori

hosil bo‘ladi. Undan y, = 1; x5, = 4.

F=NxN=|3 3 =(7:21;-21) voki (1, 3;—3) deyish mumkin.
3 -3 -2
N x—d4 -1 z-2 x=4+t
Buto'g'ri chizig ~~+*—-="yoki Jy = 1 + 3¢ tenglamalarga ega.
z=2-3t

Uning parallel tekisliklar bilan kesishgan nuqtalarini topamiz;

a} S(4++3(1+3t}4(2-30)+11=0 dan t=-1 va kesishish nuqgtasi C;(3;—-2; 5)
bofladi.
b} 5(4+1)+3(1+36)}-4(2-31)-41=0 dan t=1 va kesishish nuqtast C,(5;4;~1}
bo‘ladi. Bu nuqtalar o*rtasi C(4;1;2) dir,
A(2;-4;-1), va C{4;1,2), nuqtalardan o‘tuvchi to‘g'ri chizig,

X2y 2+

2 -1 ES

tenglamaga ega.
23 D(1;-4;-3) nuqtadan A(2;1;4). B(1;-2;3),C(0;2;-1) nuqtalardan oftuvchi
tekislikkacha va 4B to‘g’ri chiziqqacha bo‘lgan masofani toping.

ABC tekislik tenglamasi
x—2 y-1 z—-4
—1 -3 —1 =0 yoki 16x-3y-7z-1=0 bo‘ladi.
-2 1 =5
AB 1o'g’ri chizig tenglamasi —_»—‘—’:ai—f— dir.
I16e1 ~sui—g)e7u{~3}-1l_ 48
JLeT3Eel7 (EIE

D nugtadan ABC tekislikkacha masofa d=
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.7%‘5{»1;-5-?), p-1;-3;-1) bo‘lzani uchun, D nungtadan AB to‘g'ni
chiziqgacha bo‘lgan masofa

i 7 K
-1 -3 -1 lg —s’ !-1 P !:L 3
d= -1 -5 - \f—s S M I B B Yy oL 3¢
L5 T ERY Y-S BT Jiven 1

s . x=06t+9

3) 3_;,__,"_:,2__‘__ va{ ¥ =—2t orasidagi eng gisqa masofani toping.
B =—t+?2

Bu ikki to‘g'ri chiziq berilzan nuqtalari E,(-5;-5;1) va Ex(%;0;2},

yo‘naltiruvehi vektorlari esa mos ravishda P(3;2;-2) va T,(6;-2;-1) dir.

2 2 =2
R & 2 -1
Demak, d = KPR R EL1_ 14 3 1| _147_
’ PPy 3 -2y 21

N A

Mavzuga doir masalalar

1. A(1;2;-3) nuqtadan o‘tuvchi &=(2;-3;4)ga parallel to‘g‘ri chizig
tenglamasini yozing,

x~3 w+1_Z

2. —= s "8 2x-3y+z+1=0 kesishish nuqtasml toping.
. Xty—zZ—3=
3. A(1;-2;3) nuqtadan [21 rytz-1=0 gacha masofani hisoblang.

4. A(2;-3;4) dan B(1;1;0) va C(-2;1;3) lardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizggacha

beo*lgan masofani toping.

g, Foigy.mrd {21’ —y+z—-5=
Tz -1 X+y—z+1l=

00 orasidagi burchakni va eng qisga

masofani {oping.

6. {x=1+2; y=-2+3t; 2=1-6t}va {iiif:gi:i gto gtri
chiziglar perpendikulyarfigini isbotlang.

7. %‘—‘fv { rryoze to‘g'ri chiziglar parallel ekanligini

isbotlang.

8 {5x—3}.f+22— 5=0
{2x—-v—-—z—-1=0

isbotlang.

9 {21 +2¢—z-=10=0 7 _y-5_2-5

Tl xmr=-z—22=0 V& T .

ko'rsating, ular orasidagi masofani hisoblang.

to'g'ri chizig 4x-3y+72z-7=0 tekislikda yotishini

to‘g'ri chiziglar paratielligini
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10.10. Tikkinchi tartibli sirtlar
Ikkinchi tartibli sirtlar va ularni kanonik ko‘rinishga keltirish

Fazoda Ax?+By? +Cz*+2Dxy+2Exz+2Fyz+2Gx+2Hy+21z+K=0 (1)
tenglama bilan aniqlanadigan nuqtalar to‘plami ikkinchi tartibli sirt

(ITS)deyiladi.
Teorema: Son o‘glarini parallel ko‘chirish, Eyler burchaklari

vordamida burish orqali (1} tenglama quyidagi helatlardan biriga

keltiriladi:
I Ellipsoid: ;—:Fz—: ::— , Xususan, a=b=c holda x*+y® +z77=q* sfera
tenglamasi hosil bo‘ladi.

i1, Bir pallali giperboloid: S+% ~ Z=1.

111 Tkki pallali giperboloid: —z+ %; - f——-l
IV. Konus: :—:-\-yb—i - :i——O

¥, Elliptik paraboloid: i’-+ 2

Z
VI Giperbolik parabolmd —_— ;;— .
VI, Elliptik silindr: —2+ ¥ =1
ViIl. Giperbolik silindr: = a—, - ;’:2;=

IX Parabolik silindr: y* = 2px

X Tkki kesishuvehi tekislik: y2 — k*x*=0

XT. Ikki parallel tekislik: y2 — k% =0

XI! Bitta tekislik: y*=0

XII To'g'ri chiziq: x% + p? =0

XIV. Nugta: x*+y? +z* =0

XV. Bo'sh to‘plam: x?+y? + 27 = —1

Isbati: ITCh dagi kabi, koordinata boshini shunday P(a;b;c) nuqtaga

¥=x+a
_\!=y’-i- b
£ = Z +c

yordamida ko‘chiramizki, ya’'ni 0'x'yz’ sistemada ITS tenlamasida
x',y',z" gatnashadigan hadlar bo‘lmasin. Buming uchun P(a;b;c) nuqta

koordinatalari
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BraelD+cF+H=10
cC+aE +bF +1=0
sistema vechimlari bo*lishi kifoya. Yangi sistemada ITS
A By *+Cy" +2Dx’ y2Ex'z"+2F 'z’ +K'=0 ko‘rinishga keladi.
Endi, Eyler burchaklari yordamida son o‘glarini «f,y burchaklarga
burib ko‘paytmalar qatnashgan hadlar ketma-ket yo*qotiladi.
Masalan, Ctha—':_: shartdan o topiladi, ITS tenglamasi yuqoridagi
hollardan biriga keladi.
Masalalar.1} £.{0:-5;0), F.(0;5;0) nuqtalargacha masofalari ayirmasi
o‘zgarmas 6 soniga teng nuqtalar to‘plami tenglamasini yozing.
Shartga ko'ra \/x* + (r+ 5)° +2z3=Jx? + (y—5)F + 2246
Tomonlarni kvadratga ko‘tarib, soddalashtirsak,
20y-36=12,/x* +(v—5) +z° yoki
Sy-9=3Jx* + (y -5 +z2°
yana kvadratga oshirib, soddalashtiramiz;
25y5-90y+81=9(x*+v* — 10v + 25 + %) yoki 9x%-99° + 9z%=-144

Demak, & ~ £ + £=.1 (ikki pallali giperboloid)

{aA+bD +ceE+6G =0

2. x%H+y?-z2-2x+4y-4z-4=0 sirtni kanonik ko'rinishga keltiring.

Chizigli 2Gx+2Hy+2]z hadlar yo*‘qotilishi uchun dastlab

aAd+bD +4+cE+6G =0 a—1=10
BB+ aD+cF+H =0 shartdan{ 5+ 2 =0 larni olamiz.
eC+al+bF+1=0 —2c+2=0

Demak, koordinata boshini P(1;-2;-1) nugtaga paralle! ko‘chirish
kerak. {x =x' +1; y ="'~ 2; z = z" -~ 1] almashtirish o‘tkazamiz.
1P 0~ 22 -2 = 1P~ 2 + D44 - 2) -4z — 1) -4 =0

Soddalashtirib, »'? + % - 222 — 7 =0 tenglamaga ega bo‘iamiz.
Berilgan UTC bir pallali giperboloid ekan.

3. x* +yz - 5x =1 sirtni kanonik ko‘rinishga keltiriling.

Dastlab, Ox o°qi atrofida y 0 z tekislikni biror y burchakka
buramizki, vangi sistemada yz ko‘paytma qatnashmasin.

Ctg2«,r=o_°~0 shartdan 2y=%0% yoki y=45% Demak, almashtirish

1
'
X=X

~

I .
¥=7Z0""7) potladi. O'rmiga go'yib, 2# +:_:—(}=""' -z —-8x' =1,
2= 20 +7)
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Bu tenglama (x’ — 2}2 +oyt 227 = %‘3; ko‘rinishga keltiriladi. Endi

x=x'- 52-; y=y', z=2' yordamida parallel ko‘chirish o‘tkazsak, tenglama

;—; + 1_‘_’; ~ g—;— = 1 ko‘rinishga keladi. Bu UTC ham bir pallali giperboloid
ekan.

Mavzuga doir masalalar

1. Quyidagi shartlarda sfera tenglamasini toping.
a) Koordinata boshidan o‘tadi, markazi A(4;-4;-2} nugtada;
b) A(2;-1;-3), nugtadan o‘tadi, markazi B(3;-2;1) nugtada;
¢) A(2:-3;5), B(4;1;-3) nuqtalar biror diameir oxirjaridir;
dY A(1;-2-1), B(-5,1G;-1}, C(4;1;11), D{-8;-2;2) nuqtalardan o‘tadi.
2. Sfera markazi koordinatalari va radiusini toping,
a)x*+yl 4+ 27 1 4x -2y +22-10=10
b) x?+y* 4+ z2 —6z=0
3. A(9;-4;-3) nuqtadan x2+y% +z2 + 14x — 16v —~ 242+ 241=0
sferagacha bo‘lgan eng qisqa (uzun) masofani toping,
4. Sirt va to*g‘ri chiziq kesishishi nuqtalarini toping,.
o3 _yoA Tl

2 2
A=+ -+ =1vaT= )
el 26 g 3

- 4
x? ¥ 2 Xy _Tt+2
jualg ~___=1 ==
b)ié 9 4 vay -3 &’
x? -2_z41%
)i — X o g yg R
g 4 3 -2 2

5.ITS larni kanonik ko‘rinishga keltiring,

) x¥+2y? - 328 — 4x—By+ 122~ 10=0

b) (x—3)+(x +3) ~z=0

yxy+yztzx=1

Daxy+yx+zx=0

e) 10x% —2xy+y2 + 22 + 22 =99

fy2xy—2% +x—y =100

6. Berilgan F,(-a;0;0), F.(2;0:0) gacha masofalar kvadratlari yig‘indisi 4¢®
bo*lgan nuqtalar tenglamasini yozing.

7. F(0;-5;0), Fa(0;5;0) nugtalargacha masofalari ayirmasi 6 bo‘ladigan
nugtalar tenglamasini yozing,.

85



Fazoda analitik geometriyaga doir joriy nazorat achun uy vazifasi

1. Fazoda piramida uchlari A(N;-1;-5), B(-N;3;4), C(1;1;-N), D(20-N;10-
N:1), bo‘lsa, quyidagilarni toping.

a) AB, AC girralar uzunlign va ular orasidagi burchak;

b) ABC va ADC tomoniar tenglamalari va ular orasidagi burchak;

¢) AD qirra va BCD tomon mumkin bo‘lgan barcha tenglamasi va ular
orasidagi burchak;

d) ABCD piramida hapmi va to‘la sirti;

e} D uchidan tushirilgan balandlik tenglamasi va uzunligi, AB tomonga
tushirilgan apofema tenglamasi va uzunligi.

£} D uchidan tushirilgan balandlik va ABC tomonning kesishish nuqtasi
koordinatalari.

2) AB va CD to*g'ri chiziglar orasidagi eng qisqa masofa.

k) D uchidan o‘tib, AB girraga parallel {perpendikulyar) to‘g‘ri chizig
tenglamasi,

1} D uchidan o'tih, ABC tomonga parallel tekislik tenglamasi
{perpendikulyar tekisliklardan birortasi tenglamasi).

IL. ITS ni kanonik korinisga keltiring,

a) NP+ (—1)Fp2 o (—1)¥328 4 (—1)V2NK + (~107 Ny > (—1)“Nz — N = {

b) Nxy-{—1¥p% + (~1}¥* ez - N =10

¢) z=Nxy+2ZNx+(—1)*Ny.
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Chiziqli aigebra
11-mavzu. Chizigli algebra {(matritsaviy analiz) elementlari

11.1. Yektor fazo. O‘lcham va bazis. Yangi bazisga o‘tish

Tartib bilan yozilgan n ta haqigiy son sistemasi, yani & - {r; . 1; -2,)
g-o‘lchamli vektor deyiladi. Bunda x,,x,,%,..%, sonlar vektorning

koordinatalari deyiladi.

Agar ikki n-o‘lchamli %,% vektoming mos koordinatalari teng;
=¥(i=1,n) bo‘'lsa, ular teng deyiladi. n-o‘lchamli vektorlar ustida
ammallar avvalgidek kiritiladi;

X & V(% £ vy %5 F Yai o, Xy & V), AT=(Axg; g5 Ay L A%y), AR,

Bu chizigli amallar quyidagi xossalarga ega;

1. 2 £ =y + ¥ (kommutatuvlik)
2.(% + P+ (F + 2) (assotsiativiik)
3. a{fR ) (afHX
4 g+ Frrai+ad
S {a+p)=af+o¥
6. Shundey §=(0;0;...0 vektor mavjudki,  + =% o‘rinli
7. Ixtiyoriy % uchun qarama-qarshi vektor mavjudki, uni -% ko‘rinishda
belgilaymiz,
£ + (=20 bo‘ladi.

8. Ixtiyorty Zuchun 1.3=%

Ta'rif: Qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari yuqoridagi
xossalarga bo‘ysunganda, haqiyqiy koordinatali vektorlar to*plami vektor
fazo deyiladi.

Misollar,

YR, R2....., R*,C vektor fazo bo‘ladi.

2) darajasi n ga teng ko‘phadlar to‘plami {B,{x)} vektor fazo hosil
gilmaydi, chunki ikki n-darajali ko‘phad yig‘indisi n-darajali bo‘lmasligi
mumkin.

3) n satrli va m ustinli matritsa n, m o‘lchamli vektor sifatida qaralishi
mumkin, buning uchun matritsa elementlarini satrroa-satr o°qgib chigish
yetarli.

Elementlari funksiyalar yoki sonli ketma-ketliklar bo‘lgan vektor
fazolar funksional fazolar deyiladi.
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Agar @ =2, @tA,05t 4 1, ., AR bo'lsa @ vektor @i, ds... @,
vektorlar chiziqli kombinatsiyasi deyiladi.

Ta’rif: Bir paytda nol bo‘lmagan 4, 4;,..4,_.,4, sonlari mavjud
bo'lib, A, @+ 2,85+ 4,@,=0 ofriuli bo'lsa, & as....&, vektorlar
chizigli bog‘liq deyiladi. Aks holda, ya'ni barcha A,eRlar nol
bo‘lgandagina A,&; + A.%; + - A, 4,=0 bo‘lsa, bu vekiorlar chizigli erkin
deyiladi.

Agar vektorlar chizigh bog‘liq bo‘lsalar, ulardan kamida bittasi
golganlarining chizigli konbinatsiyasi bo‘ladi, yoki bir vektor golganlari
chiziqli konbinatsiyasi bo‘isa, ular chizigli bog'liqdirtar.

—_—

1} Agar 4),&;,...d, vekforlarning biri nol vekior bo‘isa, wlar chizigli
bog‘liqdir, chunki masalan, @=0 bo‘lsa, A,=i, =.~=41,=0 faqatgina,
A, = 0.
2) Agar @@ ..@, laming bir gismi chizigli bog‘liq bo‘lsa ularning
hammast chiziqli bog'liqdir.

Misol. & =(1;3;1;3), a@;=(2;};1;2), a3=(3:-1;1;1) chiziqli bog‘liglikka
tekshirilsin.
Avay + Aray + Aya,= 0 tenglik qachon bajarilishini tekshiramiz;

. " 2 o Ky +2 Ag+3Ag =0

Ay (;)’nlz (i)ﬂ; (“{)=(§) yoki t;:f ;:ja 5,_:3. Bu sistemani Gaus usilida
fy+ 2A540e S0

quyidagi ko‘rinishga keltirish mumkin

3,42 Ay 434, =0
{ #3323 =0 Agar 2 = C desak, 1,=-2C va 4,=C bo‘ladi.
0=0

(C;2C;C}y ko'rinishdagi nuqtalar to‘plamining cheksiz ko*p yechimi

mavijud. Ulardan biri, masalan, (1;-2;1) dir. 1a;-2a; + @5 = 0 bajarilishi bu

uch vektorning chizigli beg'ligligini bildiradi.

Agar chiziqli fazoda n ta chizigli erkli vector mavjud bo‘lib, ixtiyoriy
(n+1) tasi chizigli bog'liq bo‘lsa, bu fazo n o‘ichamli deyiladi, boshgacha
aytganda, fazo o'lchami undagi chizigh erkli vektorlar maksimal sonidir.

Biror V fazo o‘lchami dim V tarzida belgilanadi. n o‘lchamli V
fazodagi n ta chizigli erkli vektorlar to‘plami bazis deviladi.

Masalan, R da 2 (1), B° da aj(1;0), @, (0:1), #* da esa (1;0;0),
(0;1;07,(0;0:1) tar bazis bo‘ladi.
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Teorema, V vektor fazo ixtiyoriy elementi yagona ko‘rinishida bazis
elementlari chizigli kombinatsiyasi gifatida yoziladi.
Ishoti. Agar I, T, . . ., I, vektorlar V da bazis bo'lsa, ixtiyoriy 7€V

uchun AT Aply 4 -+ Ryl tAE=0, A=0.
Demak, ¥=- 2L - 27~ .- f}—z yoki = x, I+ 1L +-~+ x,120.

Oxirgi tenglik ¥ vektorning I.,L,..., 1, bazis bo‘yicha yoyilmasi,
Xy, X3,..., X, €58 ¥ vektorining shu bazisga nisbatan koordinatalari
deyiladi.
Misol. I;,%, T; bazisda &;(1;1;0), ax(1:-1:1), @=(-3;5:-6) vektorlar
bazis tashkil etilishini ishotlang.
1 1 -3 At A= 34=0
11(1)+ 12(_1)+ 33( 5 )=0, { A= A 4+b A;=40
o 1 —6 Ay —6 Ay=0
A+ Ay— 34, =0
Sistemada elementar almashtirishiarni bajarib, 1 —2 Az+t8 4;=0
-B A, =0
ko‘rinishga keltiramiz. Demak, trivial (0;0:0} yechim bor xolos. Demak,
a,,a;,a; vektorlar chizigli erkli va bazis hosil giladi.
Endi shu &;,a;,a; bazisdagi d(1;1;4), vektor koordinatalarini
topamiz, 1,y + ATy + A, m=d ,
Aj+ Ay— 3A3=1
{ }Lj"' Az“}‘s };3=1
-6, =-4
A+ A - 34 =1
Bu sistemani { -2 A, +8 A; =0 ko'rinishida yvozish mumkin.
—4 i;=-8
Demak, A, =2; 1, =8; A4, =-1, d=~=—1a, +84;+ 2g,.
V fazoda eski T;,Tz,...,f; va yangi fi.fos.... fo bazislar berilgan bo‘lsa,
ulaming yangilarini eskilari orqgali

—t — —_— o— —
fi=0h v+ + T, A Gyslyzen, Gyt f B2
fo=Tgl + Tl + -+ T, yoki | f2 |=| F2v82z82a b ly
— ___‘,—w R ' _,,;'-' — a a / .—.+
fr =G ly + Opals + -+ Qpl 7. Q1 Az ooy G i)

A= (a,)i=1.. o'tish matritsasi orgali amalga oshiriladi. Yangi bazisdan
i=1in
eskisiga o'tish esa 4-*° ieskari matritsa orquli amalga oshiriladi. O'tish

demak, eski I,L.,....1L, bazisdan vyangi f::f:,,?: bazisga o‘tish
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matritsasi xos emas, jA|=+0, shuning uchun yuqoridagilar amalga
oshirilishi mumkin.
Berilgan ¥=(x,, x,,...,x,} vektor koordinatalarining turli bazislarda
o‘zaro bog'lanishini ko‘ramiz. Yangi koordinatalarda %=(x].x3....,x})
qn . —_— — —_— T — —
bo'lsin, &= x, it 2l + -+ 2 lL=x1f +x2f -+ X0 S
— — — G131 ) o Gzs ¥ Qny \ —
gyt Xl + -+ x 0 =x ( “3=)t + x5 ( “,“) L+ +x;, ( “,M)i.,,,
fam, =14 Brn

demak koordinatalar bog‘tanishi
Xy = Qg X] + Aga X3+ F Ay Xy
Xy = CypX] + QX5 F b A Xy

. - [T -
Xn = Qyp%y + Q7% et Qpnin

' ' x] ay A
Matritsaviy ko‘rinisda esa, ( *2 )=A’ (:2) yoki (’:?)‘(A—l)' ( e )
xn ¢4 & In

Bunda A’,(4™*Ylar A va A-!ning transponirlanganidir.

Miscl. a=(1;1;0), a=(1:;-1;1), #=(-3;5;6) lar bazis tashkil etishi
ko'rsatilgan. Endi &=(4;-4;5) vektor 1,1, I, basiz bilan berilgan
bo'lsa, &;,d,,a; bazis orqali yozing,

z=T+L
=0 -0+, Kko‘rinisdabo‘ladi. O‘tish matritsasi

a; =~31, + 50, — 61,

1 i G
A=( 1 -1 1 )ko‘rinishida bo‘lib, {Aj=4. Algebraik to*ldiruvchilar
-3 5 -5
Ap =14 =64y, =1
A, =3 Aoy =6 A3, = -1
Ay =2 HApp=~8 Ay =-12

i 6 1
bo‘lgantigi uchun A"r—:(S —6 —1). Uning transponirlangani
2 -8 -2

, {1 3 2 MY /103 2\ /4y,
A= 4 6 —6 —6]| Demak, 6 6 —6 -4
1 -1 -2 x/ -1 =2/ \s

2 0.5
(8 )-w"( i ) , ya'ni b vektorning &@,as,&; bazisdagi koordinatalari
—2 —0.5

(0.5;2;-0.5) boladi. 5 =0.5a, + 2a; — 0.5}
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11.2. Evklid fazolari. Ortoganallashtirish

Chizigli (vector) fazolarda vektorlami qo‘shish, songa ko‘paytirish
amallari kiritiladi xolos. Ular yordamida o'lcham, bazis tushunchalari
ko‘riladi. Endi bu fazoda burchak, uzunlikni hisoblash uchun metrika
kiritamiz. Metrika sifatida, masalan, skalyar ko‘paytma kiritish mumkin.

Ta'rif: Ikki £ = (xp %2 5%, 7 =051y, JeR™ vektorlar
skalyar ko‘paytmasi deb

LY = (L) = 20+ + o+ X0y = DIk Xyp songa aytiladi.

Skalyar ko‘paytmaning iqtisediy mazmuni: Agar ¥ = (x;4,7 .5 %,)
turli tovarlar hajmini ifodalovchi vektor bo‘lsa, F = (347 ¥a; ...; % ) tovarlar
narxini belgilovchi vektor bo‘iadi, (X;3) esa barcha tovarlar qiymatini
bildiradi.

Skalyar ko‘paytma quyidagi xossalarga ega:

PGP =F 0,207+ 8) = GH +(ED
3°, (ai: 7)=o(Z; ), aeR. 4°. (£: ©)>0, (% )=0o% = 0.

Ta’rif: Yuqoridagi 4ta shartga bo'ysinuvchi vektorlar ustida skalyar
ko‘paytma aniglangan chizigli (vektor} fazo Evklid fazosi deyiladi.
Skalyar ko‘paytma yordamida # vektor uzunligi {(normasi)

(1= (%) = 7 + I + - + x? ko'rinishida aniglanadi.

% = (x;%,; -.; x,.) vektor uzunligi (normasi) quyidagi xossalarga ega:
1% [#]=0 of =0

20, |AZ] = |4} ]¥], AeR.

3% UE; ¥ = 113 (Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi)

49, |7 + 7 < iF1 + |#] (uchburchak tengsizligi).

Yugoridagilar yordamida ikki — £ 3‘» vektorlar orasidagi ¢ burchak
quyidagicha topiladi: Cosgp—— {xm -—-‘:‘ﬂ‘—— Osgp<w

R 2 .2
NSl -\i‘-r-eh

Uzunligi birga teng % vektor normailangan deyiladi.

Ta’rif: Evklid fazosidagi nol bo‘imagan ikki £,3% vektor ortogonal
deyiladi, agar (i;7)=0 bo'lsa, n-o‘lchamli Evklid fazosidagt
(f:l—* ?:) bazis ortonormaliangan bazis deyiladi, agar:

@.h= [ ; Zorrinli bo'lsa

Masalan, R¥ fazoda I, = (1:0;..50), I; = (0;1;...;0), I, = (0;0; ...; 1)

elementlar ortopormal basiz hosil giladi.
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Endi isbotsiz asosiy teoremani keltiramiz.
Teorema (Gilbert-Shmidtning ortogonallasitirish protsessi); Agar n-
o‘lchamli Evklid fazosida ixtivoriy (7,7, ...7.) basiz berilgan bo‘lsa,

— — —_ - > —-,?
L=F, h=Ff —5ted, k=2,3,..n, bunda c,=i{_‘.‘?:: vektorlar bu

fazoda ortogonal bazis tashkil etadi.
Misol. £=(1;2;2-1), £ = (1;1;-5:3), £ =(3:2:8,-7) lar

ortogonallashtirilsin,

“=}=f_(1 22 1)

1 xR s, b '3_“ [-%4
SR - H %r;ife-fs .
L=F 3L +0 = (2~ 1,—1—2).

Mavzuga deir misol va masalalar

1. Quyidagilar chizigli vektor fazo bo‘ladimi?

a) tekislikdagi vektorlar to‘plami;

b) fazodagi vektorlar to‘plami;

¢) darajasi (n-1) dan kichik ko‘phadlar to*plami;

d) fiksirlangan vektorga kolleniar vektorlar to*plami.

2. 1,14x, I+x+x’, 1+x+x*+x” ko‘phadlar sistemasi chiziqli erkli ekanligini
isbotlang.

3. Chizigli bog'liglikka tekshiring.

a) ay3=(2;-1:3), az~(1:4;-1), a3=(0;-9;5)

b) a;=(1;2;0), &;=(3;-;1), &z=(Q; ;1)

4.7,1, 1, bazisda berilgan @=(1;2;0), B=(3;-1;1), &=(0;1;1) vektortarning
o‘zlari ham bazis tashkil etishini isbotlang.

5. 0,051 bazisda é = L+, +1,, b=2L431,, &=D0+5I; vektorlar

-> - —cny

berilgan. Ular bazis tashkil etishini isbotlang. & b, ¢ bazisda d = 21;-
1; + 1, vektor koordinatalarini toping.

6. Agar I., L, Iz, s, 15 ortonormal bazis bo‘lsa, ¥ = 26 + L.,

7 =31_2'+ i_; - Z_;+2!_,5' vektorlar skalyar ko*paytmasi va uzunligini toping,

7. fi=(2,1,3:-1), £=(7:4;3;-3), H=(1:1;-3;0), £=(5:7:8), vektorlar sistemasi
ortogenallashiirilsin.

8. K, E, ?: bazisdan i;', i,

7

4 bazisga o‘tishi matritsasini yozing,
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12-mavzu. Chizigli operatoriar. Kvadratik formalar
12.1, Chiziqli operatorlar

n va m o‘lchamli R®, R% fazolami qaraymiz .
Tarif: Agar har bir ¥=(x,; x,; ... x, )& R" vektorga biror A qonun yoki
qoida yordamida yagona ¥=(¥v, ; ¥, -.. ¥, J€ R™ vektor mos go‘yilsa, bu
qonun operator (akslantirish, almashtirish) deyiladi va 7=A{x) tarzida

yoziladi.
A: R" — R™operator , A: B® —+ R funksional, A:R — R funksiya deyiladi.

Operator chiziqli deyiladi, agar ¥, 7€ R®, &z € R™ uchun

D AT +7)=AGS + (7 ) (additiviik)
2) A (AX)=4 %, (bir jinslilik)
:1?=Aff) vektor ¥ vektor obrazi (tasviri), ¥ vektor esa ¥ ning proobrazi
{asli) deyiladi.
Agar R*, R™ fazolar ustma-ust tushsa, A operator R™ni o‘zini o‘ziga
akslantiradi. Biz aynan shunday operatorlarni garaymiz.
R™ fazoda 1,1, ... I, bazis berilsa, ixtiyoriy ¥" € R™ uchun
¥ o=xgly+ il + ot 1, L,
A operator chizigliligidan: A () =x1A(f1)4- sz(f,) + o+ A fﬂ)
Lekin A{l) (=TI,n)€ R" ulami ham [,,I,..I, bazis bo‘yicha yoyish
mumkin
AL =au ) + an @)+ .+ 2, (1) (=T7). Uholda
A =x(ayli+ apl+ o+ L + ag i+ o+ ay )+
o+t s+ ot )= @ nt Q2o ety 4L+ (@ 1= a0+
Y Y )i"2 +H{agy % ot o, x, }f;
Boshqa tomondan, ¥=A(x } vektorning It,, ... T, bazisdagi Yoo 3o

. 3, koordinatalari A ( T)= 1L+ y2ls+ ..+ ¥ul,; ko‘rinishida
yoziladi. ¥ vektorni 1,,L,,..,I, bazis bo‘vicha voyilmasi vagona
ekanligidan:

Yo =foy 4 G Xt ol Xy

Y om0y Gyt L@y Xy
Vg = Clpgz Xg F Az Xz T o Qg Ay
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Qi3 Biz o R4y
Bundagi A=(Gz; Ay - ﬂs,v.)mat'ritsa A operator matritsasi,
Eni [22%3 R - Py
A ning rangi esa A operator rangi deyiladi.
Umuman, har bir n-tartibli matritsaga n-o‘lchamli fazodagi bitta
chiziqli operator mos keladt va aksincha.
T=(xy5 Xp5 o X)) V8 T=ATX)=(3y: 15} - ¥, ) Orasidagi bog‘liglik
"1 Q1 Gz o Qg /X
matritsaviy ko‘rinishda bo‘ladi: (J":)=(aza Gaz o azn)(IZ).
Apg a0 Cpy Xn
Misol. k2 da A operator {,, i,, I, bazisda

3 2 4
Af-1 5 6
1 8 2

matritsa bilan berilgan. ¥ =41, — 3!2 + [ vektor obrazi y"=A{x )ni toping.

He 5 M

Demak, y=10i, — 3, — 181,

Chizigli operatoriar ustida amallar quyidagicha kiritiladi:

1) (A+BYTYFAGS + B(7), 2) (A A)E)=24 (x), 3) (ABYEZ FA(B(T))

Natijaviy operatorlar ham additiv, bir jinsli, ya’'ni chizigli bo‘ladi.
Ixtiyorty T=(x,,%,,..x, )€ R™ uchun O(X)=0 operatori nol operator,
E(Xy=% esa ayniy (birlik) operatori deyiladi.

Turli bazislarda operator matritsalari orasidagi bog'lanish quyidagi
teoremada ifodalangan.

Teorema. A chiziqli operator &, {,,..4; va £, f; ..., bazislardagi
matritsalari mos ravishda & va A¥ bo‘lsa, A*=C~*A¢, bunda C eski bazisdan
yangisiga o‘tish matritsasi,

Isbot: y=8x, y*= A%x matritsaviy tengliklar o‘rinli. Agar C o‘tish
matritsasi bo‘lsa x=Cx*, y=Cy*. Birinchi tenglikni chapdan A ga
ko‘paytiramiz &x = ACx*, ya'ni y=aCx*, yoki Cy* = ACx*, bundan
esa  p*=CtACx*, ya'ni A*=( " 1AC kelib chigadi.

Misol. Il,i’z hazisda A operator A= (1(_? g

operatoming A= E”, + 20 f =20 + fz bazisdagi matritsasini toping.
C= 2)cﬂhr

) matritsaga cga. A

2 -2
2 1) unga teskari matritsa, € (2
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Demak, a*= cac=2(; M S, G )

Ta’rif: Nol bo lmaéan X208 A chiziqli operatommg xos vektoti
deviladi, agar shunday A son topilib, A(Z =A% o‘rinli bo‘lsa.
Bunda A soni A operatorning (4 matritsaning) xos sani deyiladi (¥
vektorga mos).
Demak, xos vektor operator ta’sirida o‘ziga kolieniar vektorga o'tadi,
o‘zi songa ko‘payadi, xolos.
Ta’rif: matritsaviy yozuvda Ax = Ax yoki
Qs Xy F Qg2 Xp o+ @y, X, =AY,
Ay %)+ Gz X+ oo Az X, = AX
thy X F G X+, Xy = :&"‘:”
(@G-t a;nt ta, n=4
Soddalashtirsak, { @21 %1+ (@22 T A) Xp + ¥ gy Xy = ANz
Qg Xy + By Ko+ it (Bpp-A) X, = Ay
Bu bir jinsli sistema trivial x=0=(0;0;...:0) yechimga doimo ega.
Noidan farqli, notrivial yechim mavjud bolishi uchun sistema asosiy
determinanti nolga teng bo‘lishi kerak.
gy —h Gy 15
O I e B
Gy Q2 Onpn -4
Bu determinant A4 ga nisbatan n-darajali ko‘phad bo‘lib, uni A
operatop (voki Amatritsa) xarakteristik ko‘phadi deyviladi, |A—AE[=0
tenglama A operator xarakteristik tenglamasi deyiladi.
Chizigli operator xarakteristik ko‘phadi bazis tanlanishiga bog‘lig

" emas.
4 12

Misol. A= (3 4
sonlari va xos vektorlarini toping.

Xarakteristik tenglama tuzamiz: JA — 1E[F
(4 - 1y —6%=0,

Bundan chiziqli operator xos sonlari 1,=-2, i, = 10.

Dastlab, 4,=-2 ga mos 37 xos vektomi gidiramiz. Buning uchun

) matritsa bilan berilgan chizigli operator xos

§—4 12

2.3 = 0, yoki

_»(1)
(A~ 1,E) R =0 yoki g 162) (_ﬂ{n}:(g) matritsaviy tenglamani
Xz



yechamiz. T = =25 munosabatga cgamiz. Agar x";',’(’“) = € desak,
T M = —2¢ bo'ladi.

Demak, i,=-2 ga mos xos vektorlar 7 =(-2C;C) ko‘rinishida
bofladi. C= 0

—{(1}
_.....4.{2) ""'6 12 xz
A.==10 da %7 'xos vektor uchun ( 3 6)‘ 7{3}) =¢ dan

1:;(‘)=2f2’{2} munosabatni olamiz. %% =¢ desak, %™ =2¢ bo'ladi.
Demak, i, = 10 ga mos xos vektorlar C# 0da x@=(2C.C) ko‘rinishida
bo‘ladi.

Agar A chizigli operator n ta chizigli erkli L, 5. ,Z: xos vektorlarga.
va ?:, T;Z x0s sonlarga ega bo‘lsa, 13, I, ,I_,; vektorlar bazis deb
olinsa, A(1:)=anz:+aztg+ et air-!:'l' ot aniT: = Aiz:

Undan i jda a,,=0, i=j daesaq;; = A,

Shunday qilib, xos vektorlardan iborat bazisda A operatop matritsasi

4 0 O
diagonal ko'rinishdadir. V= 9 "Iz 9 ) va aksincha agar A operator
0 0 A,

matritsasi diagonal ko*rinishda bo*1sa, bu bazis barcha vektorlari xosdir,
12.2. Kvadratik formalar

Ta’rif: Quyidagi L{x,x; x)=En, 2:;‘21‘:1,‘#1:,36J vigindi n
o‘zgaruvchi kvadratik formasi deyiladi, unda har bir qo‘shiluvchi biror
o‘zgaruvchi kvadrati yoki ikki o*zgaruvchi ko‘paytmasidan iborat.

a,éR,  a,=a, deb faraz gilamiz. Unda A= (a;,) matritsa
simmetrikdir, uni kvadratik forma matritsasi deyiladi.

Kvadratik formani matritsaviy yozuvda L=x'Ax, aslida esa
gyt Ayttt ag\ /M Ly,

8'2‘1 +|a2? +|”‘-+ qz’.‘ x2 =(7C1axz)...xn) Za’:.?jx‘l

L=(xy,%;,. %)
Quy F Ay + ot oy / X, By
Zhas QXX+ Ty @, o3+ H BT XX~ Eley Ly 02,3 yoziladi.
Misol.  L{x;3x:;%,)=4x3-125%-10x,x:+x2-3x3  ni  matritsaviy
4 -6 =5\ /%
ko‘rinishda yozing. L{x;x;x){ -6 1 & |i*2
-5 0 =3/ %
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Agar X={(x;,8; X}, Y=(y.¥2. ¥} C=(¢;;) lar uchun X=CY
bo'lsa, kvadratik forma L=x'A x = (C¥)'A (€YY=Y C) MCY =Y (T’ AC)Y.

Demak, bunday xosmas chizigli almashtirishda kvadratik forma
matritsasi A=’ AC ko'rinish oladi.

Misol. L(x, ,x;)=2xF + 4x,x,-3xF kvadratik forma berilgan.

Unda xy =2y —3v,. x,=yw+y, chizigli almashtirish natijasida
olinadigan L{y,, y.) kvadratik formani toping.

A= @ _23), C=(§ —13) bo‘lgani uchun A= €’AC dan

ar= (._23 i)@ ..23){% 13) = {_1137 ;7)

Demak, L{y;; 32)=13%{ — 34310 + 337

Ta’rif. YL, Bioja;xx; kvadratik forma kanonik ko'rinishiga
keltirilgan  deyiladi, agar i%j da a;=0 bo'lsa yani
L=y 2] + 20X + o+ QuuXi=20, @y, x7

Kanonik ko‘rinishdagi kvadratik forma matritsasi diagonal
ko‘rinishida bo‘ladi.

Teorema. Ixtivoriy kvadratik forma xosmas chizigli almashtirish
yordamida kanonik ko‘rinishga keltiriladi.

Misol. Lix,, x,,%3)= x5 — 10%4%5 + 6%y %, + 421503 + 2653412 0 zga-
ruvchilarni xosmas chiziqli almashtirish yordamida kanonik ko‘rinishga
keltiring.

[xf -x (1 {103, -ﬁxg})+ {5x, - 313}21—{‘5:2- ) 4 Hr 10l 4al =
L(x,, 1, %5) (6, = 3%+ 33"~ 2907 + 308,1, - 98 +
4x,%; + 2613 + %7 = (X3 — 5%, + 33507+
X2+ 3dac,xy — Bxf = (x, = 5x, +3x,)% +

gt 1T a0l —(172, ) — 8xf = (x; — 5%, + 3x,) H(x,+17x,)? 271

Demak, xosmas chizighi almashtirish:
¥; = x5+ 3x;, ¥ =x, +17x;, ¥ =x, desak, kvadratik forma
L.(vy, ¥, 15 )=VF + & — 297y kanonik ko‘rinishiga keladi.

Teorema. (kvadratik forma inersiya qonuni). Ixtiyoriy xosmas
chizigli almashtirishlarda olingan kanonik tenglamada musbat (manfiy)
keeffitsiventli qo*shiluvchilar soni o‘zgarmaydi.

musbat (manfiv) aniglangan deyviladi.

s7



Masalan, 7, =(3x§ + 9x3 4+ 4Z) musbat aniqlangan,
L= —x} + 2x,%; — x4 manfiy aniglangan.

Teorema, L=x'Ax kvadratik forma musbat (manfiy} aniglangan
bo‘lishi uchun A matritsaning barcha xos sonlari 1, lar musbat {manfiy)
bo‘lishi zarur va yetarlidir,

Ishora aniglash uchun ko‘p hollarda quyidagi Silvestr alomatidan
foydalaniladi.

Teorema (Silvestr). Kvadratik forma musbat (manfiv) aniglangan

bo‘lishi uchun kvadratik forma matritsasining bosh minerlari musbat, ya’ni
Ayt @yt -+ay,

A:|.:’0: ﬁg:}o, e An>03 bunda A" 021 + {l22 + . + C.I-,

Q.. -f- [ + + Qan
bo‘lishi zarur va yetarlidir,

Agar kvadratik forma manfiy aniglangan bo‘lsa, bosh minoralar
ishoralari musbatdan boshlab almashinadi.

Misol. L=13x} — 6x,x, + 5x7 kvadratik forma ishorasini tekshiring.

I-usul. Kvadratik forma matritsasi A=I_1_‘g ';3! bo*lgani uchun

o - gl 1374 5’_31{=0 yoki A2-184+56=0. 2, = 14, 4, = 4 musbat
x0s sonlar bo'lgani uchun berilgan kvadratik forma musbat aniglangan,
a
2-usul. =13, ’ tlz: aq;}= ]—-56 ekanligi  Silvestr

alomatiga ko‘ra L ning musbat amqlanganhgml bildiradi.
12.3. Almashishning chizigli modeli

Matritsaning xos son va xos vektori tushunchalariga olib keluvchi
almashishning chizigli modeli (xalgaro bozor modeli} ni ko‘rib chiqamiz.

Milliy fovdasi x,x; x, bo'lgan §,,5; S, davlatiar berilgan bo‘lsin.
S, davlatning S5, davlatdan tovarlar sotib olishga sarflaydigan milliy
foydaning gismini q,; deb belgilaymiz. Agar milliy foydaning hammasi
yoki shu daviat ichida yoki chet davlatdan tovar sotib olishiga sarflanadi
deb hisoblansa, E}‘:Oau =1(=1.2,.. ., n)bo'ladi.

Q11 Gy lign

Quyidagi A= (ﬂ‘?i oL Bz2-%2e ) matritsa savdoning  strukturali

Ay ya ‘"a;m
matritsasi deyiladi. Unda ixtiyoriy usiun elementlari vig'indisi | ga teng.
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Ichki va tashqi savdodan ixtiyoriy $,(i=1,7) davlat daromadi
P=a;x, + agx-t..+ a,x, bo‘ladi.
Har bir davlat P, = x, (i=1,n) bo‘lishga harakat giladi, albatta. U
Aysdy + QyoXy + Ay, 2 X,
holda {11 €5 44 a2 5
@i Xy + Gp Xz F - F R X Z ¥
Rarcha tengsizliklarni qo*shib, guruhlab:
Xyl Xy + Ry X+ o F QX 3 2 (@ Xy F Qaaxp + - F a3, Y
F K@ Xy + ApaKa T+ F R X ™ Xy + Xy + -+ X,
Lekin tengsizlik chap tomoni ham x, + %, + -+ x, ga teng, qavs
ichidagilar vig‘ndisi 1. Ziddiyat kelib chigdi, ya'ni:
XXy ot Xy B Hy F Ay X
Shunday qilib, P, > x, (i=1,n) qilib olish mumkin emas. U holda
P, = x, (i=1,7) shart qoladi xolos.
Iqtisodiy mazmuni quyidagicha: Barcha davlatlar bir paytda foyda
olmaydi.
¥ =(x,x, x,Y vektor kiritsak, Af = ¥ tenglamaga ega bo‘lamiz,
ya'ni garalgan masala A matritsaning A=1 xo0s songa mos xos vektorini
izlashga keladi.

L
3 4 2

Misol. Uctita 5;, 5, 5 davlat strukturali mafritsasi A= % i J;
115,
3 4

bo'lsa, balanslangan savdodagi har bir davlat milliy foydasini toping.
(A—E)i = d tenglamani yechib, A=1 ga mos #xos vektomni

gidiramiz.
1 1 2
PRk 2 X3\ /0
31 i 3 N - . . 3
3 o 1 3 (-\;){o} sistemani vechib, x = (Ec; 2c;0)
Pr g YN
3 4

xos vektorni topamiz. Demak, bu uch davlat orasidagi sodda balanslangan
bo*lishi uchun ularning milliy foydasi %; 2; 1 nisbatda bo*lishi kerak.



12.4. Ko‘p tarmoqli igtisodda Leontyev modeli (balans analiz)

N ta ishlab chigarish korxonasini o‘rganaylik. Ularning har biri o'z
mahsulotini ishlab chigaradi. Bu mahsulotlar bir gismi korxonaning o‘ziga,
qolganlari boshga korxonalarga tagsimlanadi. Barcha ehtiyojlarni
qondirish uchun har bir korxona ishlab chiqarish hajmi ganday bo‘lishi
kerak? Bu savolga 1936 vilda amerikalik V.Leontyev tomonidan yaratilgan
matematik model javob beradi. Bu model ishlab chiqarish kerxonalari
sohalararo balansini ifodalovehi jadvalni analiz giladi.

Biror muddatda ichlab chiqgarish protsessini tekshiraylik. i-ishlab
chiqarish tarmog*i ishlab chiggan umumiy tovar hajmi ¥, bo‘lsin. (i=1,7).

Ishlab chigarishda j-tarmogq i-tarmoq mahsulotini iste’mol etishi x,,
(ij =1,m) bo'lsin, i-farmoq mahsulotini y, qismi boshqa zaruriyatlarga
ishlatilsin.

U holda i-tarmoq umumiy ishiab chigarish hajmi x; = X;‘ﬂx,- Sy
(i=1,7) bo*ladi. Bu tenglama balans munosabatlari deyiladi.

Quyidagi aij=’-:f%' (ij =1,n) koeffitsivent to‘g‘ridan-to‘gri

)
harajatlar koeffitsiventi deyiladi. U j-tarmoq birlik mahsulotini
~ chiqarishga sarf bo*ladigan i-tarmoq mahsuloti sarfini ko‘rsatadi.

Qaralayotgan muddatda a;, koeffitsiyentlar o'zgarmas bo‘isa,
Xy = ayx, =1,n) chiziqli bogliglik o‘rinli bo‘ladi. U holda balans
munosabatlari: x, = %o, +3, (iF1,1) bo'ladi.

X5 @333z iy N
Agar X=| *2 | A=} @21%2--@n | y={ V2 | pelgilashlar kiritsak.
Xn iz - Oy Mn
bunda X — umumiy ishlab chigarish vektori, Y — oxirgi mahsulot vektori, A
— xarajatlar matritsasi, yuqoridagi tenglik X=AX+Y ko‘rinish oladi.

Tarmogqlararo balansning asosiy vazifasi shunday X ni topishki,
X=AX+Y o'rinli bo‘lsin.

Tenglamani (E-A)X=Y ko‘rinishida yozamiz. Agar (E-A) matritsa
xosmas bo‘lsa, va’ni [E— 4+ 0, u holda X=(E—A)1»Y (F-4)1
matritsa to‘la sarf-xarajatlar matritsasi deyiladi.
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Masalan. Tekshiriigan muddatda ikki korxona balansi quyidagicha edi:

Soha Sarf-harajat Oxirgi Umumiy
1-soha 2-soha mahsulot i/ch
1-soha 7 12 ) 100
I/ch
2-soha 12 15 63 100

l-sohaning oxirgi sarf-harajati 2 marta oshirilsa, 2-soha avvalgiday
ishlasa, umumiy ishiab chiqarish hajmi zaruriy hajmini hisoblang.

Xy = 100, Xy = 100, Xyz = 7, X2 = 21, Xy = 12, Xz = 15,
¥ =72, v, =863,
Formuladan @,, = 0.07, a,; =0.23, a,, =0.12, q,, =015

007 020Ny o rugcu A (093 021
Demak, A={5"y5 0.15)X (E ~4)7'Y dagi E-A (-0.12 0.85)

IE — A} = 0.7653 = 0.
Teskari matritsa (E — A)" 1= i (0.85 0.12)

e.765310.21 0.93
U holda X=—2 (0.85 .12 (169.8)_
0.7653

021 0.93/\1161
Demak, 1-sohani 169.8, 2-sohani 116.1 gacha kuchaytirish kerak.

Mavzuga doir misol va masalalar

1. I, I, bazisda chiziqli operator matritsasi _31 g) bo'llsa £ = 41,-31,

vektor obrazini toping.

-1 0 2
2. !_;, l_;, E bazisda chizigli operator matritsasi ( Z 1 1) bo‘lsa,
I 01
% = 25 +4 T; — T, vektor obrazini toping.
_23 i} bo'lsa, operatorning 7, =lo-
20, f_z"-:,'lf;— 41, bazisdagi matritsani yozing.
4, Matritsalari berilgan chizigli operatorlar xos son va xos vektorlarini
toping.

3. 15, ; bazisda operator matritsasi (
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|8 B e ]
S

1 2 =2 f2 =1 2 o1
1)(_21 _‘*3)2)(1 0 3)3)(5 -3 3)4)(—4 4
i 3 0 -1 06 -2 -2

4 -5 2 1 -3 4 7 12 6
5) (5 -7 3) 6) (4 ~7 8) 7 (10 -19 10)
6 ~9 4 6 -7 7 12 -24 13

5. L=2x{+3x3 - xj+tdx, x, — 6x,x, + 10x:x, kvadratik formaning matri-
tsasini yozing,.

6. L(zy,x,)=3xF —x3+dx,x, kvadratik forma x,=2y —w., %=y, +n
chizigli almashtirishda qanday o‘zgaradi?

7. Kvadratik formalarni kanonik ko‘rinishga keltiring.

1) ad+502 — 4a42x, 05 — 4X,%5, 2) X, Xy + Xy Xy + X, Xy

3) 4xf+xi + xaf —Ax x, + 4x x; - 3x, %,

4) xZ+xt + 5x — 6y, + +6%,%; — 6X,%z
8. Kvadratik forma ishorasini aniglang.
1) xf+4x2 + 3x3+2x, %, 2) 2x3 —xf = x, %, + +3,%; — 2%

Chiziqli algebra elementlariga doir joriy nazorat uchun vy vazifasi
(N-talabaning jurnaldagi tartib nomerij

1. Biror bazisda a(1;2:N), E(—2;0;3), #(3;N;1), vektorlari berilgan. Bu
vektotlar bazis tashkil etishini isbotlang va shu bazisda d(N;10;-N;1)
vektor koordinatalarini toping.
I1. Ikkita chizigli almashtirish berilgan:
¥ =Ny + (20— Ny, + x; Zy = Yy Ny + (20~ N3y,
¥z = 2% = Nx, — 4y, { 2y = Ny, +y,— 4%
Vg =%+ 20, — (N—10)x; Zz=(10-N)y, +2% — %

" Matritsaviy usulda z,,z,,2; ni x4,%;,%; orqali ifodalovchi almashtirishni
toping.
1 (10—-N) -3
1L (N N—-10 10- N) matritsasi chiziqli almashtirish xos son va xos
4 20—N 2
vektorlarini toping.
V. £(1:-2:3;N), AN:0;-3;5), -L;N:4:2) va £(-3;1;10-N;2) vektorlar
ortogonallashtirilsin,
V. Kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltiring va ishorasini anigtang.
L=al +(20 - N)xd + Nad ~0x, 0, + Nx, x, — (30— WV)x .

102



Matematik analiz
13-mavzu. To*plam. Funksiya

13.1. “To*piam” tushunchasi

“To'plam™ tushunchasi boshlang’ich tushunchalardan bo‘lib, uni
boshqa soddaroq tushunchalar bilan ta’riflab bo‘Imaydi.

Umuman, to‘plam deganda biror xususivatiga ko‘ra garalayotgan
narsalar, obyektlar tushuniladi. To*plam hosil gilayotgan obyektlar to*plam
clementlari yoki nuqtalari deyiladi. To‘plam!ar bosh harflarda, uning
clementlari kichik harflarda beigilanadi. a2 element A to‘plam elementi
ekanligi acA, b elementi A to‘plamga tegishli emasligi A2 b tarzida
yoziladi.

Birorta ham elementi bo‘lmagan to‘plam bosh to*plam deyiladi va
o ko‘rinishida belgilanadi, Masalan, x*+1=0 tenglama hagiqiy ildizlari
to*plami bo‘shdir.

Agar B to‘plam elementlari A to‘plamga ham element bo‘lsa, B
to'plam A to‘plam gismi (gism to*plami) deyiladi va BcA ko‘rinishida
yoziladi.

Rir xil elementlardan tuzilgan ikki to‘plam teng deyiladi.

Ikki A va B to‘plam yig‘indisi deb, ularning kamida bittasiga tegishli
barcha elementlardan tuzilgan C to‘plamga aytiladi va C=AuB tarzida
yoziladi.

Ikki A va B to‘plam kesishmasi deb, ulaming umumiy
elementlaridan tuzilgan D to‘plamga aytiladi va D=AnB ko‘rinishida
yoziladi.

A to‘plamdan B to‘plamning ayirmasi deb, faqatgina A ga xos-
tegishli eclementlar to‘plami tushuniladi. U masalan, E=A\B tarzida
yoziladi.

Agar AcB bo'lsa, A to'plamning B to‘plamgacha to‘ldiruvchisi deb,
B ning A ga tegishli bo‘lmagan nugtalan to‘plami tushuniladi va C A
tarzida voziladi.

CsA=B\A

Misol, A=(1;2:3;4}, B={3;4.5}, D={1;2;3}, bo‘lsa,
AuB={1;2;3;4: 5}, AnB={3; 4]}, A\B={1; 2}, B\A={5}, C,D={4}.

A va B toplam xos eiementlaridan tuzilgan to‘plam simmetrik
ayirma deviladi va AaB tarzida yoziladi.

AaB=(A'\B)u(B\A)=(AuB}AnB)
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A va B to‘plamlar barcha elementlaridan tuzilgan (a;b) ko‘rinishidagi

Jjuftliklar to*plami Dekart ko*paytmasi deyiladi va AXB deb yoziladi,
AXB= {{a;b):Vac A¥beB).

Misol. A={1;2}, B={2; 3} bo'lsa, AaB={1} u {3}={1,; 3}
AXB={(1;2),(1;3),(2,2),(2;3))

Shunga o*xshash, AXBXT={{a;b;¢): Yo € A, ¥bE B, YceE},..

Elementlari hagqigiy sonlar bo‘lgan to'plamlar sonli to‘plam
deyiladi. Elementar matematikadan ma’lumki, R-hagigiy sonlar, Q-
ratsional sonlar, I-irratsional sonmlar, Z-butun sonlar, N-natural sonlar
to‘plamlari edi.

NcZcQcReC, R=Qu], RXR=R?, RXRXR=R® kabi munosabatlar
tushunarli.

13.2. Funksiyaning xossalari va turlari

Faraz gilaylik, X,Y <R to‘plamlar berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar har bir xeX son uchun biror f qoidaga ko‘ra yagona yeY
son mos qo‘yiigan bo‘lsa, X to‘plamda y=f{x) funksiya berilgan deyiiadi.
Tekislikning {x; £(x)}=Ex; £ (x); xeX, f(x)eY] ko‘rinishdagi nugtalari
to‘plami berilgan funksiya grafigi deyiladi.
X to‘plam funksiyaning aniqlanish sobasi, Y to‘plam esa o*zgarish
sohasi deyiladi va mos ravishda D(y), E(y) ko‘rinishida belgilanadi.
y=f(x) yozuvda x erkli o‘zgammvchi (argument), v esa erksiz
o‘zgaruvchidir.
Funksiya, asosan, 3 xil: analitik, jadval, grafik usulda beriladi.
Analitik usulda funksiva y=f(x) formula yordamida beriladi, jadval
vsulida erkii o‘zgaruvchili x ning qiymatlariga mos keladigan y ning
qiymatlari beriladi.
Grafik usulda funksiya tenglamasini qanoatlantiradigan (x;y) R’
nuqtalar to*plami beriladi.
Funksiyani o‘rganish uning aniglanish sohasini topishdan boshlanadi:
N3 -16
log, (x* +3x—10)
Ma'lumki, bu funksiya:

Misol. y= funksiva aniglanish sohasini toping.

x>-1620
x*+3x-10>0, fog,(x* +3x-10) = 0 shartlar o‘rinli bo*lgandagina anigla-

nadi,
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{(x-4)(x-‘r4) =0
| (x-2)(x+5)>0, x*+3%-1120
Bu tengsizliklar yechimiari mos ravishda:
3+f_3 8¢ 3+;’_53 ; "32&)%4 2@;@
bo‘lganligi uchun, berilgan funksiyalarning barchasi o‘rinli bo‘lgan
3+ J53 . 3+4/53
3 - 3
Funksiyaning asosiy xossalari bilan tanishamiz.

(~oo-d JUtiee ), (- 055 Juf2iten ), (-=

(~w ;=51 u 4,40} sohada aniglanadi, xolos.

13.3. Juit-toqlik

Funksiya aniqlanish sohasi keordinatalar boshiga nisbatan simmetrik

bo‘lsin, ya'ni agar funksiya biror xeR, da aniqlansa, {-x) eR_ da ham
aniglanishi shart.

Ta'rif: Agar f(—x) = f{x) [f{-x) = —f{x}] tenglik o‘rinti bo‘lsa,
funksiya qaralayotgan sohada juft (toq) deyiladi.

Masalan, y=x’, y=cosx funksiyalari juft, y=x’, y=sinx funksiyalari
toq.

Yuqoridagi ikkala shartga ham be‘ysunmaydigan funksiya juft ham,
toq ham emas, umumiy holdagi funksiya deyiladi.

Masalan, y=x>x, y=1-x+x>-x’ funksiyalar shular jumlasidan.

Ta'rifdan, juft funksiya grafigi ordinata o°qiga nishatan, toq funksiya
grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik joylashishi kelib chigadi.

Juft funksiya yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi, bo‘iinmasi
{maxrajdagi funksiva noldan fargli bo*lsa) yana juft funksiya bo‘ladi.

Toq funksiyalar yig‘indisi, ayirmast toq funksiya, lekin ko*paytmasi,
bo'linmasi juft funksiva bo*ladi.

Misol. 1) y=2%+27% juft-toglikka tekshirilsin.

y{-x)=2"*+2-(~#}=2-%42¥=y(x) o‘rinliligidan juftdir.

2y y=in(x +v1 + x%) jufi-toglikka tekshirilsin,

vieaTex i

yx)FIn(vi+ 2 v (- nVi+ vt —x) L, =lnvm§.+x"

=ln{x + V1+x%) =-In( x + V1 + x7)=-y{x). Demak, bu funksiva toqdir.
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13.4. Chegaralanganlik

Ta’rif. X to'plamda anigiangan f{x) funksiya yugoridan {(quyidan})
cheparalangan deyiladi, agar har bir xeX uchen shunday M (m) soni
topilib, f{x) < M (f(x)> me) tengsizlik o‘rinli bo'lsa, X to‘plamda ham
vuqoridan, ham quyidan chegaralangan funksiyalar chegaralangan
deyiladi.

Masalan. y=x2 funksiya quyidan 0 bilan, y=1-x? funksiya yugoridan
1 bilan chegaralangan.

y=sinx funksiya esa chegaralangan, chunki-l< sinx < 1

Agar X to'plamda f,(x), £(x) funksivalar chegaralangan bo‘lsa,

fixf L Ch, L#0 da ;i funksiyalar ham chegaralangan

T
bo‘ladi.

Funksiyaning X to‘plamda chegaralangan ekanligi: [f(x)| <C
tengsizlik o'rinli bo‘ladigan C sonning ko‘rsatilishi demakdir.

Misol. y=3""**+3cos4x funksiyaning chegaralanganligini ko‘rsating.
|3’i“z" + 3605’43", < 354 Jjcosdr] <3+3=6 va 3*"°* > 1 bo'lishini
e’tiborga  olsak, 3FRF430084X 1 -3 =—2 -2< I T43c05dx< 6,
berilgan funksiva chegaralangan.

13.5. Davriylik

X to'plamda y=f{x) funksiyani aniqlang.
Ta’rif: Agar shunday T+0 son mavjud bo‘lsaki, ixtiyriy xeX da

1) x-T, x+TeX,
2 O+ TY=(x)
bo‘lsa, f(x) funksiya davriy deyiladi. Bunday T sonlarning eng kichik
musbati funksiyaning davri deyiladi.
Masalan, y=sinx, y=cosx funksiyza davri 2m, y=tgx, y=cigx
funksiyalar davri esa x dir.
fi

Agar f,f, funksiyalar davri T bo'lse, i, = £, fixfi- " (L0

funksiyalar ham davriy va davri T dir, Agar f,, f5, funksivailar davri T,vaT,
bo'lsa f, +f, funksiya davri EKUK(7;,T); bo‘ladl. Masalan,
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y=sin2x+cos3x funksiyada birinchi qo‘shiluvchi davri n, ikkinchisiniki 3;5

funksiyaning osi esa EKUK (; 25=2 w davrlidir.

13.6. Monotonlik

X to‘plamda y=f(x) funksiya berilgan bo‘isin.

Ta'rif. Agar ixtiyorly x,,x,eX qiymatlari uchun x,<x, bo‘lishidan
fx )<f(x, ) (fx > f(x,)) kelib chiqilsa, f(x} funksiva X to‘plamda o'suvchi
(kamayuvchi) deyviladi. O‘suvchi va kamayuvchi funksiyalar monoton
funksivalar deyiladi.

Agar £, funksiyalar X to‘plamda o‘suvchi (kamayuvchi} bo‘lsa,
fite, fitfa, =0 da ¢ f; funksiyalar o'suvchi (kamayuvehi), ¢<0 da esa cfy
funksiva kamayuvchi (o‘suvchi} bo‘ladi.

Misol. 1} y=x? funksiya (-o0; 0] da kamayuvchi, {0;+20) da o’suvehi,
Hagqiqatan, x, ,x, € [0;+c), x;<x, bo‘lsin. Unda f(x,)-fx-)=xF-x3=(x;+x.)
(x4-1,)<0, chunki x,-x,<0.1, <x, dan f{x,)<f(x,) keiib chigdi, demak, y=x>
funksiya [0;+) da o‘suvchi.

Endi ba’zi elementar funksiyalarni sanab o‘tamiz,

1Lx =0
L yzixlz{*xxx <@

1,x>0
2. v=sgnx=10,x = 0, bu funkslya x ning ishorasi deyiladi.

~1,%,0
3. y=[x] ko'rinishda x ning butun qismi belgilanadi. Berilgan sonning
butun qismi — o‘ziga teng vyoki undan kichik eng katta butun sondir,
masalan, [1,5F=1,[-1,5F-2,[—1F-1
4. y={x} ko‘rinishda x ning kasr qgismi belgilanadi. x={x}+{x} bo‘lishi
tushunarlidir.
5. Darajali funksiya: y=x"
6. Ko‘rsatkichli funksiya: y=a* (a>0,a=1)
7. Logorifmik funksiya: y=log, x (a>0,a+1)
8. Trigonometrik funksiyalar: y=sinx,y=cosx, y={gx,y=ctgx
9. Teskari trigonometrik funksiyalar: y=arcsinx, y=arccosx, y=arcigx,
y=arcctgx
10. Giperbolik funksiyalar:
a) sinus giperbolik funksiva: y=

bu funkslya modul deyiladi.

ot g

z

= shax;

]
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b} kosinus giperbolik funksiya: yxaﬂ = chx;

= thx

¢) tangens giperbolik funksiya; y—

_‘_; = cthx.

Giperbolik funksiyalar quyidagi xossalarga ega:
Sh0=ﬂ,ch0=1,thx=$, cthx= —ch“X shx=1 ch?x+sh?x=ch2x,
2shxchx=sh2x Sh(x+y)*shxchy+chxshy, ch(x+y)=chxchy+shxshy,

_zhx+thy
th(X y) 1+thxthy

Bu funksiyalar aslida ko‘rsatkichli funksiyalar yordamida quriladi,
lekin xossalari trigonometrik funksiyalar xossalariga o‘xshashligidan
shunday nomlanishiga sabab bo‘lgan.

Elementar fonksivalardan arifmetik amaliar yordamida olinadigan
barcha funksivalar elementar funksiyalardir.

Funksiyalar quyidagicha berilishi mumkin;

I. Oshkor funksiya. Bunda funksiya shunday tenglama bilan eriladiki,
uning o‘ng tomoni fagat erkli o‘zgaruvchiga bog'liq bo‘ladi, masalan,
y=x3-4x+3,

2. Oshkormas funksiya. Funksiyva y ga nisbatan vechilmagan F(x;y)=0

tenglama bilan beriladi, masalan, x:”'::"l

3. Teskari funksiya. y=f(x) funksiya bitta X ga yagona y ni mos go*yadi.
Endi shu yeY ga vagona xeX ni mos qo‘yuvchi x=¢(y) funksiyalarni
qarash mumbkin. Bu funksiya y=f{x) ga teskari deyiladi. Uni qayta belgilab
{x ni v,y n# x deb), y=f ~*(x) tarzida yoziladi. Masalan, y=a* ga y=log x
funksiya teskaridir, Ixtiyoriy qat’iy monoton funksiya teskarisi doimo
mavjud ekanligini isbotlash mumkin.

4. Murakkab funksiya. Agar y=f(u) funksiya argumenti ham u=¢(x)
funksiya bo‘lsa, ular superpozitsiyvasi y=f{@(x)) murakkab tunksiya
deyiladi. Masalan, y=Insinx, y=(2x - 1),......

5. Parametrik funksiya. Agar funksiya ham, argumenti ham biror t

= (1)

parametr yordamida aniglansa, ya'ni {;:’ = (1) funksiva parametrik usulda

d) kotangens giperbolik funksiya: y= e

X
berilgan deyiladi. Masalan, x?+y*=R? aylanani {y'g“’" ko‘rinishda berish

mumkin.
Funksiyalar quydagicha klassifikatsiyalashtiriladi
1. Butun ratsionul funksiyvaiar: y=F,(xya 2" +a,_, 2" 1+. . +a; + a,.
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Qi (x) Q™ by g 2T L 4 tb x4+ By
Priz)  Gp Xt gpo AT T hpeedn, X5 0,

2. Kasr ratsional funksiyalar: y=

3. Trratsional funksiyalar; masalan. y=v'x, y=x+x,...
4. Transsendent funksiyalar, ratsional yoki irratsional bo‘lmagan
funksiyalar transsendent funksiyalar deyiladi, masalan, y=sinx,
Y=arcsiny, y=tosx +X;...

Funksiya grafiklari ustida arifmetik amallarnt bajarish uchun har bir
xeX da berilgan ama! bajariladi, natijasi tekislikda belgilanadi. Olingan
nugtalar birlashtirilsa, natijaviy funksiya hosil bo‘ladi.

Mavzuga doir misol va masalalar

1. Quyidagilami isbotlang.
DAUMUNE) =(AUBIN(AUC) 2) (B\CYB\A) c A\C
3) (AAB\C = (A\CY(B\L) DAAB = (ANCBY U (BN CA)
SYANBWIANCBYU(LANB)=AuUB
6)AX(BXCY=(AXB)u@Ax)
2. Aniglanish sohasini toping.

1

Dy== Dy="E—?  3y= 2 By JT
5} y=VO—x2+VTE— 4 6) y=Ig(5-x) 7) y=log, tog;logsx

8) y= ’sinx —% 9 y=Jt~tg?dx 10) y=arcsinx-;5»

3. Juft-toqligini tekshiring.
D) y=x®* —4x%  2)y=x? 5% 3} y=xsinx 4} y=Xcosx

§y=——+-—  6)y=thx Ty’ 8) y=in(vT+x7 - x)
4. Chegaralanganligini tekshiring,
o exa : T
1)) y=?71—-1- 2) y=2sinx+cosx 3 y=w9—xF 4y y=2izenix
5) }cx—z—ﬁz- 6) y=2¢983 % 5sinx 7} y=217*"+2casx 8) y=2sin3x+5cos3x

x%4x 41
5. Davrini aniqlang.
1} y=cosxtsinx ) y= -T2 3) y=cosx+cosSx 4) y=cos3mx + sinZax

Lesintx
5} y=icosx] 6) y=In (sinx) 7) y=In sinx 8) y=sinv3x+ cos%x +tg7V3r.
6. Monotonlikka tekshiring.
Dy=x®  2y=logx  Hy=CF Dy Sy
7. Grafigini chizing,
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Dy=x%, y=(x- DAy = (x+ 1%, y=2x% y= 2%, y=2(x + 12,
y=x2 + 1, y=2(x + 1)%+1, y=8x-2x2, y=x% - 3x + 2.
2y v=x3, y=-2x3% y=(x — 1, y=2(x - 1)* +1

1 1 1 . 1-x 2 —ar e 2
Hy=.y oYY 4) y=sin®x, y=sin®x, Y=sIn° x + cas*x

5} I+xte®, y=x+sinx, y=xsinx, y=x sgn(sinx)
8. Tenglamani grafik usulda veching. ) x* —4x—1=0 2)lgx=0.1x
3) lgx=x.
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14-mavzu, Funksiyva va ketma-ketlik limiti
14.1. Ketma-ketlik va uning limiti

Ta’rif: Agar y=f(x) funksiva aniqlanish sohasi natural sonlar
to‘plami N bo‘lsa, bu {unksiya ketma-ketlik deyiladi, u g,~f{n) o‘rniga
ia,} ko‘rinishida belgilanadi.

Boshgqacha aytganda, biror qonun bo‘yicha har bir natural songa
biror «,, son mos qo‘yilgan bo‘lsa, {n,,} ketma-ketlik beriigan deyiladi.

ay, Qy,..., a, sonlar ketma-ketlik hadlari, a, — umumiy hadi deyiladi.

Ketma-ketlik hadlari son o*qida tasvirlanadi.

Ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar quyidagicha kiritiladi.
mia, )={ma, }={ma,, ma, ma,,...,ma,, ...}

{an} T {bﬁ}z{a}! * bu}z{ai + bl; az x bzi az t b;? e Oy e bn; "-}
{aﬁ}{bn}={“nbn}={axub’1iazbz; agbyiwi by}
el bt i)

Ta'rif: {a,} ketma-ketlik uchur shunday m, M soniar mavjud bo‘lib,
ixtiyoriy had uchun m< gz, <M o‘rinli ho‘lsa, ketma-ketlik chegaralangan
deyiladi.

Agar C=max{jmj, {M|] bo'lsa, chegaralanganlik shartini fa,| < €
ko‘rinishida yozish mumkin,

{a,} ketma-ketlik chegaralanmagan deyiladi, agar har bir musbat C
soni uchun e, > C shatrni qanocatlantiruvehi element topilsa.

Agar ixtiyoriy musbat C son uchun shunday N nomer topilsaki, n=N
bo‘lganda |a,| > € bajarilsa, bu {a,} ketma-ketiik cheksiz katta deyiladi.

Cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan, lekin chegaralanmagan
ketma-ketlik  cheksiz  katta  bo‘lishi shart emas. Masalan,
{1;2:1;3;1;4; ..; 1;m; L;n + 4.} ketma-ketlik chegaralanmagan, lekin
cheksiz katta emas, chunki {a,] > { barcha toq nomerli hadlar uchun
bajarilmaydi.

{e;} ketma-ketlik cheksiz kichik deyiladi, agar ¥v>0 3N, n>N larda
la,] < &£ ofrinli bo'lsa.

Demak, {a_.} cheksiz katta bo‘lsa {fn} cheksiz kichik bo‘ladi va

aksincha.
{n} cheksiz katta ekantigi ma’lum, demak, {3 cheksiz kichikdir.



Ta’rif: 2 soni {z,] ketma-Kethik limiti deyiladi, agar ixtiyoriy
musbat £ soni uchun shunday N nomer topilsaki, n>N larda }g, —ai<e
o‘rinli bo‘lsa.

Limitga ega ketma-ketlik yaginlashuvchi, aks holda uzoqlashuvchi
deyiladi.

Simvolik tarzda limit lim,_.a, =a yoki a, o4 tarzida
yoziladi. “Limit” so‘zi lotincha “limes” so‘zidan olingan.

limﬂ_mi =1 ekanligini isbotlang.

-1 -—-<s dan n+3>§. Demak,

n+3 n+3

Ve olamiz. e, — 1=
N=[2 - 3] deyilsa, n>N larda
la, — 1l < ¢ bajariladi, demak, hm,,_w =1

Cheksiz katta ketma-ketlik limitga ega emas. Lekin, uni cheksiz
limitga ega deb, lim,_. a, = oo ko‘rinishida yozish mumkin. Cheksiz
kichiklarning yaginlashuvchi va limiti nol ekanligi tushunarli.

Yaqinlashuvchu ketma-ketliklar quyidagi xossalarga ega:

Agar fa,},{b,} yaginlashuvchi ketma-ketliklar bo‘lsa, Ca,,a, % b,

a,b,, % (b= 0)  ketma-ketliklar ham  yaginlashavchi va

limy, ., Cex,, = Clim,_,q Qy; lim (a b Em, ot tlim,_ . by
lh‘nn g dp

By e Gyl = limy, o @ Hm, o0 By, i}_.ﬂ;l: on T B

Ta’rif; Agar ixtivorty neN va a, < a,., bo‘lsa, {a,} ketma-ketlik
o‘suvchi deviladi, a, < a,.,, bo‘lsa, kamaymaydigan, a, > a,,,, bo‘lsa,
kamayuvchi, a,, = a,,.; bo‘isa o‘smaydigan deyiladi.

Bunday ketma-ketliklar umumiy nom bilan monoton ketma-
ketliklar deyiladi. Ular hech bo‘lamagnda bir tomondan chegaralangan
bo‘ladi.

Teorema. Monoton chegaralangan ketma-ketlik yaqinlashuvchidir.

Agar a soni o'suvchi {a,} elementlarini, masalan, yuqoridan
chegaralasa, a,, < @, u holda gin; a, = a ekanligini isbotlash mumkin,

Teorema. Ichma-ich joylashgan [ab]={ay;b,12 [25;8,]2...0
fa,; b,]... kesmalar uchun, ularning barchasiga tegishli yagona nuqta
mavjud.

Misol, @, = (2 + i}" ketma-ketlik yaqinlashishini isbotlaymiz.

Buning uchun uning ofsuvchi va yuqoridan chegaralanganligini
ko‘rsatamiz.
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Nyutun binomi formulasiga ko'ra,

e +-—‘i“— 14+ ni L Bn-1) 12 ‘n(‘ﬂ-l}{ﬂ—'a‘._}"l - n(‘n-l}...i‘_l_'
B 3 ne n! nt

Bu 1fodan1 quyldagzcha yozish mumkin.

Gp= 2+ 2 (1= + L=+ (-5 (-2,

U  holda &, :2+§-E (1-_) _(1__._)( ___)+
(1--51--4.. -2

a4+ n+2 1z+1

(n+1}’

Bu hadlarda i-;<!—-::~1- bo‘lganligi uchun a,, < a,,4, {2,} ketma-
ketlik o‘suvchi ekan.
<3

3_

..2+ 43—¢ + <1+1+_+

an+1 —1

Demak, {e,} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan, limitga ega. Bu
limit e harfi bilan belgilanddi 2<e<3. Aslida, e—?_ 7182818284590....

Misollar. 1) fim - f~z =l 3—‘1°T°=0 Chunk. =0, %39 -0,
n-em

R4l pam i

\vn+1+1}_ ] 1 .
yn+1+\«rz n—auwnﬁ' +1ll

3) Im (V2. ¥2.472.... %F 2)= nmzz*.“ iR i 2V,

F - =D

2y im{n+ 1 —yr)= Ifm (\m +1—+/n)
n-—cc

4) lim :)a = [lim(1 + %);]2:22.

14.2. Funksiya limiti

Biror a nuqta va unga yaqinlashuvchi x,,x,,..,x,,... 2 €X, ketma-
ketlik berilgan bo‘lsin. X to‘plamda aniglangan f(x) funksiya berilsa, f(x,},
flx,), --., f(x,), ... ham sonhi ketma-ketlik bo‘ladi. Uning limiti mavjudligi
masalasini ko*ramiz.

Ta‘rif: Agar x, —aq da f(x,)— 4 bo‘lsa, A soni f(x) funksiyaning
x = ¢ nuqtadagi Jimiti deyiladi va i’im F(xy=A ko'rinishida yoziladi.
§{f(x,,)} ketma-ketlik yagona limitga egaligidan A son ham yagona bo‘ladi.

Ta‘rif: Agar ixtivoriy ¥& > 0 soni uchun shunday >0 soni mavjud
bo‘lsaki, barcha xeX lar uchun |r—al<§ ekaniigidan [f{x}~4i<c
tengsizlik kelib chigsa, A soni f{x) ning x = ¢ nuqtadagi limitj deyiladi,

Birinchi ta'rifni  sonli  ketma-ketliklar tilidagi, ikkinchisini
“g ~ & tilidagi” limit ta‘riflari deyilaci va ular o‘zaro ekvivalentdir.
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Ta‘rif: A sont F{x) funksiyaning x = ¢ nuqtadagi chap (o'ng) limiti
deyiladi, agar ¢ ga {x,} clementlari chapdan (o‘ngdan) vaginlashganda
f{x,) ketma-ketlik A ga vaqginlashsa.

Bu limitlar bir tomonli lmitlar deyiladi va lim f(x)=A

{ lim+ f(x)y=A}ko‘rinishida yoziladi.
X0

Misol. f{x)}=sgnx funksivaning chap lHmiti (x = 0 da) .liréx sgnx=-1;
lim sgnx=! bundan tashqari: sgno = 0.

Xx—0+
Teorema. F(x) funksiyaning x = a nugtada limiti mavjud bo‘lishi
uchun, bu nuqgtada chap va o'ng limitlar mavjud va teng bo’lishi zarur va
yetarlidir. Bu holda funksiya limiti ham bir tomonli limitlarga tengdir.
Ta’rif: A soni f{x) ning x— co dagi limiti deyiladi, agar argument-
ning cheksiz katta gqiymatli ketma-ketliklarida {f(x,}} ketma-ketlik A
soniga yaqinlashsa. Uni é:_{n F{(x)=A ko'rinishida yoziladi,

= {im —%—-—fz i

Eay) 1*—

Misol. 1) lim =0, 2) hm

Agar biror tovar narxi x, unga talab y ekanligi berilib, ular bog*ligligi
y=200:(x+2) bo‘ka, tovar narxi oshganda talab nolga intilishi kelib
chiqadi.

Agar lt_.n‘: F(x=A, im; g{x)=B bo‘lsa,

D) Im{f () + g(x)] =A4B, 2) lim[f (x).9(x)] =AB, 3) umfég =2
4) 113101! flxl= l}.Elh(x)wA bo* llb, qaralayotgan sohada F(x) = g(z) = h{x)

bo‘lsa, lim g(x)=A ham o‘rinlidir.

Misollar. I) lim EXHLTEX-2) im(““)):s(t‘x—ﬂ}@c

x—oa (2 I‘iﬁ FONPE 4 2 -1¥ {22'
10 20 20 .3 220.g10 210 _ gie
i R ER @) @ -E a2 g
Fra)
5% ex? —gw+12 o L=z} x+3) S
2 mm o = lim—-—— = lim =5,
Noa2XE-5xPBA~3 xa2{a-2PP0e-1)  xez %1 3
Y7+x-3 . y7ix—3 Tix+3 ‘giévx'i‘-+2\-6+x*4
3. llm;_ = limy—— .=
r=2 ¥ 6tA~2  pazve+txr-1 Yerx+3 \{5+x}2+2i Gratd
NEFrm —— ——
—lim (- 2.!_[\s{b+x_i2+2%s+x+-:} i X (Bﬂyzww?xﬂ _asdes 1T 2
xaz (-2 W7 4w+ 3] o JTra+3 243 P
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4, ler;j[¢’(x +a)x+b)- xl:&iﬁ{"‘; (x+a)x+by— rl.%

fp Gratosbl-x® o Gblesab @+Z  oup

; lim Hm .
w—on Jlralxrbibe xoe x(J(u—‘l(u-—)eI} A fla-E](u w1 2

1. Birinchi ajoyib limit. lma -;— = 1 ekanligini isbotlaymiz.
Kt

Isbotlash uchun markazi koordinata boshida bo‘igan, radiusi bir
doirani qaraymiz. Radian o‘lchovi x(0<x <§) bo‘lgan markaziy

burchakni garaymiz. Sia0s € Saaes saktor < Stasr ekanligidan
siny , x1d L8
%<%< uyoklsmxxt-itgx

1

Tengsizlik tomonlarini sftnx ga bo'lsak, 1 < A< COSX

+
sinx o8y sina

funksiyalari jufiligi uchun olingan tengsizlik; —«2’5 < x <0 da ham ofrinli

bofadi. H¥m1 = himcosx=1 va 4° xossa yordamida lim—=

x—={ x—0 x—0 sinx
. . . 4
ekanligini oamiz. Demak, lim 2w, timTE o
o Sinx =0 X
Misollar. 1) hm o fm I -1
x =) *  cosx

1=cosdx 2. in®2x in2x
2) lim =27 = lim 22— lime () — 8,
sy X - X =0

2. Ikkinchi ajoyib limit. Em (1 + I —limQ1 + x)i =e
At 55 x X0
isbotlash  uchun, avvaldan ma’lum lirrs(l + %)“ =¢ dan
F

foydalanamiz. So‘ngra x=§ almashtirish  yordamida ikkinchisi

isbotlanadi.
1 L -
Misoliar. 1) Iim(1 + 51)5 = lim (1 + 5x)ai" = g%,

2 Em (1 +5% = im((1+ ) B =lim(1+ ) Ji=ets,

Misol. P2 yllhk foyda beradigan bankka @, miqdorda omonat
qo*yildi. t yildan so‘ng qo‘yilgan emonat {, qancha bo‘lishini toping.

Har yilda qo‘yilgan omonat (1-1-;%) marta oshadi. @, = G,(1 +I§S)’
02 = Qo1+ =1 @ = Qo1+ )", uzluksiz berilsa, t yildan so'ng

soon pr :
omonat, @, = lim Q14+ E™]= G lim{(1+-—)P ]ﬁ: Qpeios.

100m
korinishida bo® lad:.
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Ta'rif: Agar lim e(x) =0 bo‘lsa, u(x) funksiva cheksiz kichik

x-1xg{%e}
migdor deyiladi. Agar 1irr% )f(x) = Abo'lsa, f(x) = A + a(x) bo'ladi.
XX (20

Cheksiz kichik miqdorlar vigiindisi (ayirmasi), ko‘payimasi yana
cheksiz kichik miqdor bo*lishi ravshan.

Ta’rif: f(x) funksiya x— x, da cheksiz katta migdor deyiladi, agar
yetarli katta M>0 uchun shunday 8>0 mavjud bo‘lsaki, jx — x,}<8 shartga
bo'ysinuvchi x lar uchun {f(x){ > M bo'lsa,va quyidagicha yoziladi:

lim £(x) = o0

Misct. 1) x— —2’: da 1gx, X— co da +/5x — 7 lar cheksiz kattadir,
Agar Hm a{x)=0 cheksiz kichik bo‘lsa, f(x)=—— funksiya

X=X EC alx)
x — x,{cc) da cheksiz katta bo*ladi.
Iqtisadiyotda tovarlar ikki xilga ajratiladi; zaruriy (masalan, non) va
to‘kinlikni bildiruvchi {masaian, mashina). Ulami mos ravishda y(x), va

2x) desak, y)=25T oo zx)=fETM) o0 0va botladi.
x-q XL,

Tovarlar soni cheksiz kattalashtirilsa, birinchisining limitl o‘zgarmas

songa, {kkinchisiniki esa cheksizlikka tenglashadi,
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15-mavzu. Funksiyaning vzluksizligi

f{x) funksiya x, nuqtaning biror atrofida aniglangan bo‘lsin.

Ta’rif: f{x) funksiya x=y, nuqtada uzluksiz deyiladi, agar bu
nugtada funksiyaning limiti va qiymati teng bo'lsa, ya’'ni
Jim £ = £Cxo)

lim x = x5 ekanligidan IEE};} flxy=7¢ (iz_ril r) kelib chiqadi, ya’ni

A=y
uzluksiz funksiyalarda limit va funksiya belgisi o‘rinlarini almashtirish
mumkin, .
Ketma-ketliklar tilida funksiva uzluksizligi quyidagichadir: f(z)
funksiva x, nuqtada uzluksiz deyiladi, agar x, ga yaqinlashuvchi
X5,X5, Xy, ey X, - Ketma-ketlik uchun mos f{x,), f(xa), F(xa)-.o, F{xp)...
ketma-ketlik f{x,) ga yaqinlashsa.

“z — 4 tilida” bu ta’rif quyidagicha bo‘ladi.

f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi, agar ixtiyoriy £>0 uchun
shunday &>0 mavjud bo‘lsaki, Jx —x,] < & shartga bo‘ysunuvehi x lar
uchun |f{x) -~ flx,)[<e tengsizlik ¢'rinli bo‘lsa.

Agar x}jg‘}j (x3=f (%)(ﬁg:_f(’xk f(x;)) bo'lsa, f(x) funksiya
%, nuqtada o‘ngdan (chapdan} uzluksiz deyiladi.

Ax = ¥ —xy, Ay = f{x,+Ax) - f(x,) kattaliklar mos ravishda
argument va funksiyaning x, nuqtadagi orttirmast deyiladi.

Uzluksizlik bu tilda ;pi{r_r.ng_\.y = (¢ ko‘rinishida yoziladi.

Teorema: Agar x, nugtada f(x), g{x) funksiyalar uzluksiz bo‘lsa,
f*g f.a i (g % ) funksiyalar ham bu nuqtada vzluksiz bo‘ladi.

Algebraik ko‘phadlar, sinx, cosx,{x] kabi fumksiyalar ixtiyoriy
nuqtada wvzluksizdir. {x],{x}. sgrx, fgx, crgx kabi funksiyalar uzluksiz
bo*Imaydigan nuqtalarni ko‘rsatish mumkin.

Ta’rif: Agar x, nuqtada f(x) funksiva uzluksiz bo‘lmasa, u holda x,
nugta f{x) funksiva uchun uzilish nuqtasi deyiladi.

%, uzilish nuqtasi I tur deyiladi, agar lim f(x) = lim f{x)
¥Xe— X Xpt
o'rinli bo‘lsa.

Masalan. f(x)=sgnx uchun x =& nugta I tur uzilish nugtasidir,
chunki lim sgnx = -1, lim sgnx =1

A—=Xg_ X—Xga
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xo uzilish nugtasi II tur deyiladi, agar v, nuqgtada hech bo'imaganda
bitta bir tomonlama limit mavjud emas yoki cheksiz bo’lsa.
Masalan, f(x) = i uchun ¥ = 0 nugta [f tur uzilish nugtasidir, chunki
lim %= —oo, lim > =+,

X xg - X x—xasX

Chekli nuqtada I tur uzilishga ega, golgan nuqtalarda uzluksiz
funksivalar qaralayotgan sohada bo‘lakli uzluksiz deyiladi.
Masalan, f(x) = [x], f(x}= {x] funksiyalari bo*lakli uziuksizdir,

Agar x, nuqtada f(x) funksiya uchun lim f(xi= Hm f{x}= f(x,)

R N
munosabatlar o‘rinli bo‘lsa, x, nuqta yo‘nalishining mumkia bo‘lgan
uzilish nuqtasi deyiladi.

Uzluksiz funksiyalarning asosiy xossalarini keltiramiz

Teorema (Bolszno-Koshi birinchi teoremasi): f(x) funksiya {a;b]
kesmada uzluksiz va f(a).f(b) <0 bo‘lsin. U holda shunday ce(a,b)
mavjudki, f(c} = 0 bo‘ladi.

Isboti: [a;b] kesmani teng ikkiga bo‘lamiz. Agar co'rta nugtada
f(x) = 0 bo‘lsa teorema isbotlanadi, aks holda bo‘laklardan chegaralardagi
ishoralari turlichasini [a,;b,] deb olib, uni ham teng ikkiga bo‘lamiz.
Natijada, ichma-ich joylashgan [a;b] =[a,;b,]2 [a,;b.]>... {a,:5,]>...
oraliglar paydo bo‘lib, ularning umumiy nuqtasi ¢ da £{c) = 0 dir.

Teoremsa (Bolsano-Koshining ikkinchi feoremasi): fF(x) funksiya
fa;b] kesmada uzluksiz, fFla)=A, F(b) =P8 bo‘lsin. Agar A<C < B
bo‘lsa, shunday ce(a;b) mavjudki, f{c) = £ boladi.

Teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi): Agar, F{x)
funksiva [a;b] kesmada aniglangan, uzluksiz bo‘lsa, bu kesmada

chegaralangan hamdir.
Teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi): Agar, f(x)

funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda funksiya bu oraliqda aniq
quyi (yuqori) chegarasiga erishadi, ya'ni shunday x,, x.¢[q; b} mavjudki,
flx)=M =sup f(x), f{x.}y=m=inf f(x)

lasb} fa:b]

Isboti elementar funksiyalar uzluksizligiga asoslangan muhim
limitlarni qarab chigamiz:
1. Hm aaP-r p
X-x0 x
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Isboti. Nyuton binomi formulasiga ko‘ra:
(1+xyP=1 +px+&:ﬂx2+m+x”.

Demak,
b (14)P =3 — lim 3.-:-‘;:.::1-&5-1_—1'}.?2-!—"'-&::”—3 — lim x{p-}ﬂ’i_—"‘-}m----%x”"] -
A X LY x x-=0 X

IL. lim “’hf x) =lim? Hoga(1+x) = limlog,(1 + x)a=
log, (1:_:3{1’(1 -+ x)x) = log_e

11 ki G“I'
Isboti. a*~ 1=1¢ almashtirish o‘tkazamiz. Undan x=log,(l1 +1)
kelib chigadi. x~» ¢ da t — 0 ekanligini hisobga olib,

. a1 . 2 1
tm— =lm-—— = =lna.
x—=0 ¥ taploga(avt)  logge
. - {1esin?3x -1 . fiesin®30)%-1  _sindx
Misollar. 1) lim 32230 22, g Besin 320 3 53tz g, 99
a0 x—-0 sind3x 3x

2) Hm fn{i+ig2a) = Iim in (i+tgﬂ'x}. iglx 272

X0 x x—0 tgx 2x
-2 (¥ 1)ty e _ imB+ing  Inm32
- - i n 1.
3) E.I.i.lj z% EE%C@% —1}—g2¥ 1) EI.TS‘ 2 E T ime—inZ in2
AR ]
3 1 - (- 1 Y
lim (w‘o'a‘)nu‘.ﬁmz; ™ [1 : {E’-l);{bx—l)]{c"-a;»{h‘-s]' 20 1+inax] - ezi’ﬂ% -
gt 2 x5

ei{lmﬁ%nb! - e:,!(ab)ﬁ

Mavzuga doir misol va masalalar

1. Tengliklarni isbatlang.
1) ]ima—wo %:0’ 2) Eimn_;a r_v“a_.::l’ 3>0, 3) um—n—-uu ’Vﬁ::l.

2. Quyidagilami toping.

ant-sntyy ) 1+2f“‘+(ﬂ.—1)
D lim ————; 1 m — 3 Lhilisivnd i)
) feete  Ienew ) om (w2 Lz D ) “__Dm n? 4

4) i e Qs k<), 5 lim S11%420 .+ (=11

n—oo 1tE+E2 Fotb s’

L@ 14’1—7’+ -+ {an-zp
Iim -—+-~— + -t ;7Y fim .
6) 2z _m{hz 2 nin+i )] 7) p-amp (1EEFTEor{Bn-)2

3. Funtksiva hmm ta’rifidan foydalanib isbotlang
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Dlim, .{2x—1y=3; 2) llrma3 =1:3) lim 2 = > 4) Hm sinx = sin,

ﬂ—‘xe n ——‘ho

4. Limitlami topmg

27 41-2x7 2 P T -z‘ - (x*-7Tx+107*° |
H };]3.1? 2) ! s a2 ) u_.g {x% —5a2 4248307
xbxlpraxen [F] R
4) Lli]zf 5 hm—— 6) Izm(l_ e

5. Limitlari toping.
I); NFIE-3 2) .m‘ eix

%7 -8 . Vx-1
=2} li 13} tim ;4 lim =
1...;-_ 2—¥Z+ ne2 ¥1d+x-% " 77 pete va—d =i V-1

5) ljm(’xi—ﬂxi—y - vx}; 6) hm( xF 4 327 - Va2 - 2x);

6. Ajoyib limitlar yordamida toping.

sin mea® Ein x sinmx
[BR im -~ ;2) lim ;3) im :
n-=o s 50 Gx— gin 7x" fwed SIDBX

tan H—sin x aresinix Ay Rx
4) lim l! ;5) lim ; 6) Em E —e
Fi—s sinkyx R x 1 stnzmx |

7) 1im.\,1+l'gx—\j' 1+5inx
"o 13

- L o

10)zm‘“L 1) nmi"—"*L" 12) lim =

n—o(}

;8) lim(l + 2x)r;9) 1im(1 + 3rg?~x)rts’r;

7o . g% & -CoSK, 1+rz L

13) ;&lf; si‘.mx-s:.rwx )iiﬁa 5t 15)1 .'H-x;“}‘ !

16) lim(HE2= s R ) c>0), 17) hn,}(smx)'g x,
=

7. Uzhksmhka tekshiring, uzilish nuqtasi tIplm .auuqlan0 .
Dy Dy=Ci el HyHdy—
5} y=[x=]; 6) y=x[x}; 7) y=limcos "z,

ra-1

Mavzuga doir joriy nazorat uchun uy vazifasi
(N-talabaning jurnaldagi nomeri)

1. Quyidagi funksiyalar aniqlanish sohasini toping.

Dy= fm, Dy= tobm k) y‘arcsm(lg—)
4)y=JA —sinNx + (—1)NcosNx;

5) bunda A= {— agar N=3k-2, == agarN =3k-1, agar N=3k.

2. Quyldaal ﬁmk&ya[ar ;uft togl 1gm1 tekshu‘m0
D Y=x% — Nx¥*2 ¥; 3) v*ln—Jﬁ

Ne-x  Kdx
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3. Quyidagi funksiyalar chegaralanganligini tekshiring.

=2 2) y=NsinNx-2NcosNx,

! ) x24+N
4. Quyidagi funksiyalar monotonligini tekshiring,

Nx+2

D Y=a%;2) y=log.,x; 3y y="

5. Quyidagi funksiyalar davrini aniglang.

1} y=sinNx+cos(N+1)x; 2) y=syln%=_E X —cos fo;
6. Quyidagi funksiyalar grafigini chizing.

1) Y=12x? — 6Nz + 4N21;2) y=-25irz2(x-j—:;)+1;

3)y=]x—§i +|x+ gl—l;\:—}\ll

7. Limitlarni toping.
L NerNFL gy . VNELNE-N . LlecosNy .
m——-—=2=1 — lim +tg?
D it D) I e D I e 4 ?ﬁ(l tg*Mx)
o {Aesint xR . logneq{l+EgNx) . (NesY —(N+TF
S)i!_l’,% sin? (N +3x 6} fgo% Y 7 2—13}] {(Ne3PH(N+If-2
-N-x, xs-N
(x+N)?, ~N<x=<0

BR=1 N-2x, 0<r<?

N
N, xg-z-

Funksiya uzilish nuqgtalarini toping, sxematik tasvirlang.
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16-mavzu. Hosila mazmuni, hisoblash qoidalari

16.1. Hosila ta’rifi, mazmuni

X oraliqda aniqlangan f(x) funksiyani ko‘rib chigamiz. Biror xeXga
&% orttirma beramiz, x+ax ham X ga tegishli bo‘lsin. Funksiya:

ay={{ x+ax)-f{x} orttirma oladi.

Ta’rif. y=f(x} funksiyaning x nugtadagi hosilasi deb, funksiya
orttirmasining argument orttirmasifra nisbatini, argument orttirmasi nolga
intilgandagi limiti hm‘:m_’0 = g aytiladi va v(x)}, f(x), 4 kotrinishida
belgilanadi. f(x)= ilm‘:"‘"’“a = Mgy oo g“’ﬁ—&

Agar E1mm_‘o —=+400 bo‘lsa, funksiya bu nuqgtada cheksiz hesilaga

ega deyiladi.

Ta'rifoi  x,, x,eX nugtalar uchun  fF(x)= hm, _, Sl

X=Xy
ko‘rinishida kiritish mumkin.

Misollar, 1) y=x" (p=-1) funksiyaning ixtiyoriy xeR nugtadagi
hosilasini hisoblaymiz:
CredxiPaxP (+isP -1

y(x)=limae poe =limg, o XP ——iﬁ‘g———tpx”“
R
- ' . sin{x+Ax )-sinx . Zﬁnhicom
2) y=sinx, y'= limg, _s . limgg —L—;—-i——cosx
X
X
re cnsfx-&ﬁx Jmcosx _ - 2sinZsind
3) y=cosX, ¥'= liMayx ¢ e 11m,1,‘_,0——3—3x——k— sinx

K+EX

él
4}y y=a* (a>0, az 1), ¥'= limy, Lo °T=a limay g

2 =aIna

Xususan, (e*)= e*,
Hosilaning geometrik ma’nosi

y=f(x} funksiya uchun fx)=A, f(x+Ax)=B bo‘lsin. A va B dan
o‘tuvchi to‘gri chiziq f{x)ga kesuvchi boladi, uning Ox musbat yo*nalishi
bilan hosil gilgan burchagi ¢ bo‘lsin.

Agar Ax —0 bo‘lsa, B nuqta A nuqtaga yaqginlashadi, kesuvchi to‘g'ri
chizig A(x;f(x)) nuqtadan o‘tuvchi urinmaga aylanadi,y= limy, ., %tga
hosil bo’ladi. Bu hosilaning x nuqtadagi qiymati urinmaning ox o‘q musbat
vo‘nalishi bitan hosil gilgan burchagi fangensiga teng ekanligini bildiradi .
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Masalan E(x,; f (x¢)) nugtadan o’tadigan nugta urinma tenglamasini
V-¥=k(x-x5) ko‘rinishini o‘zgartirib, y-f(xy )= f(x,)(x-x4) tarzida yozish
murnkin bo‘ladi.

Hosilaning fizik ma’nosi

Moddiy nugta S=S8(t) qonuniyati bilan harakatlanayotgan bo‘lsin.
Unda t, vagtgacha S(t,), ¢, vaqtgacha 5, (t;) vo‘l bosiladi.

_ g S(y2-5{ty)_ S elEg =¥
()= limy, .o, ~E20y(e ) p(e)= lim,,, _, TE a2,
27k AR Y

munosabatiar bosib o‘tilgan yo‘l hosilasi tezlik, tezlik hosilasi esa tezlanish
ekanligini bildiradi.

Hosilaning iqtisodiy ma’nosi

Biror t vaqt ishlab chigarilgan mahselomi U=U(t) funksiya
ifpdalasin, t dan t+at vagtgacha ishlab chiqarilgan mahsulot soni U=U(t)
dan U-+AU = U(r + 4t) gacha o‘zgaradi. Unda o‘rtacha mehnat

unumdorligi Za,ﬂ=‘:—': .

Demak, t vaqtdagi unumdorligi Z =ﬁtlin}) Z,,,,f hm 1—1=U )
ko‘rinishda topiladi, ya'ni ishlab chigarilgan mahsulot hdjml hosilast t
vaqtdagi mehnat unumdorligi ekan.

Ta'rif:  f' (x) = lifyy gy A" (f'_(x) = limge Lo ;’9) limitlar
o°ng {chap} hosilalar deyiladi.

Agar f{x) funksiya x nuqgtada hosilaga ega bo‘lsa, bu nuqtada bir
tomonli hosilalar mavjud va teng bo‘lishi zarur,

f(x)=1ix| uchun x=0 nuqtada f’ (0) = limgy —os Ai%':l,
F () = limg, e E;X =-| bo‘lganligi uchun beriigan funksiyaning x=0
nuqgtada hosilasi mavjud emas.

Dastlab, o‘zgarmas son hosilasi nolga, y=x funksiya hosilasi esa

birga tengligini aytib oftamiz, chunki, (€)' = lm?)?-——ﬂ (xy’

‘5 .
Hm=¥ = llm— 1.
Ax —D Ax Ax g &y
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16.2. Hosila hisoblash qoidalari

Endi hosilasi mavjud U{x), V(x) funksiyalar berilgan deb hisoblab,
hosilani hisoblash qoidalarini keltirib chigaramiz.

1. Agar U=U(x), V=V(x) funksiyalar x nuqtada hosilalarga ega
bo‘lsa, viarning yigindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi, bo‘linmasi (v’ (x) = 0),
songa ko'paytmasi ham hosilaga ega bo‘lib, quyidagi qoidaiar o'rinli:

(CU CYY=CU £ GV, (UVY=U'V+ UV, &) = = Lr-ov
i & y?
Ishoti.  (C,U%C.V) = lm ‘“‘”*V‘“*“-"*”"”::”“{{‘* etCav Ol
Ax =B
_;. lim y [ciamfa:)—c,v(x} + czvfxm:z sz{x)} —CU£C,V.
x —
{:UV)_ 1 U(x-&-dx}h’(x-n—éx}-—!!{x)v{_x}: lim Ui} + AUV ats dx]-6V_
-0 Jat Ax -0 Ax
lim u(x)vb.)+aww+u€x)av+wav—w_ﬁv_!_UV '
fx e ﬂ’{‘ 4 [£3; {x+ax)ela) —ulx}
Yy _Ux+_x_'l__£l\i__~.. wla+axivla) ~ulxdvivsax)__
( ) ~0 M[v’{x+a\} V{a‘)] M acno Ax vlx+ade(x)
tim (u&)+an}v(x) ~u{x) | v(x)-i-ér:}:zim ur+Aur—ur —udv_t vore’
Ax—0 Ax vix +Aadv(x) B P v
Bu qoidalardan

(Calty + U H - F CU,) = 01 0ot F - L {(

Zier ) = Lk x4

(gt ) =ity oy, g u oty [ R )=
Zheg Uglta . Uy Uy,

umumniy qeidalarni ham keltirib chigarishi mumkin.

Misollar.
sinx sinx) rosn—sinx{ons sinx) rosx—sink{cos cost i ainty 1
1) (tgx) '=(22= v_( ¥ ) _(sinx) {cos)’_ _ _
wsz cosix rosix costy cos®x

1

2) Shunga o*hshash {ctgx)" = —

cos?x"
2. Teskari funksiya hosilasi

Tcorema, Agar y—=f(x) funksiya biror x nuqrada f ’(x)# 0 hosilaga
ir.

i 1

Isbot. yi=f"(X)= limsy oo 3 = limgy oo T
x

ay ¥
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Bu teorema sodda geometrik ma’noga ega. y=f(x} ga x nugtada
o‘tkazilgan urinma ox o’qi bilan & burchak hosil qgilsa, oy o‘qi bilan 2
burchak hosil gitadi va @ + g=7, £’ (7)=g8.

i 1 1

Ishot esa w'(y)#gﬁ—c;ﬁ_”s{ﬂ_ T e tengliklardan  kelib
)

chigadi.
Misol. 1) y=arcsinx funksiva va x=siny funksiyalar o‘zaro teskari
» 4 . i 1 3 1 -
funksivalar ekanligidan (arcsinx}’ = =_2 = . =
Y & ( } (somy’ cosy \ri—sinzy Vi—x? kelib
chigadi.
2) (arccosx) = ——= s =L
)( ) (cosyy -siny Jr-costy V1-x%
1 : ) 3
3) (arctgy) = ——=—g—m—g—=—
it )} oy :WY 142
4) (arcetgx)’ = P N S
r I o
fﬂy.?) “miy ety el
1 i
5 [ — _
) (log, ) —w( 57 ina wiwa ' Xususan, (Inx)*==

3. Murrakab funksiya hosilasi

Teorema, Agar x= @(t) funksiya t=t; nuqtada hosilaga ega bo‘lsa,
y=1(x) funksiya esa mos x,= ¢ (t,) nugtada hosilaga ega bo‘isa, u holda
y=f{e@()) murrakab funksiya ham ¢, nuqtada hosilaga ega va

¥ FCpaY=F" ()¢ (L) o‘rinlidir

Isbot, y'(t,)= limy, o == limg, _o ﬁy% ¥ X

Umurman, y=£#(f (... f;(x))) berilsa, v = £ £ ... £ formula o‘rinli
bo‘ladi.

Misollar
1} (in*(sin®x) y'=

e e

2) (shx)y=(——) ———-{:hX'
a)(chx)'—(“ Tee Ty ‘*x" —shx:

Ouxirgi m1sollar va bo‘linma hosilasi formulasidan foydalanib, (thx)’
‘*"—:;;, {cthx)'=
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4. Daraja ko 'rsatkichli funksiva hosilasi

[anf(x}y;fé%i logorifinik hosila deb ataladi, uning yordamida
y=U(x)"®? daraja ko‘rsatkichli funksiya hosilasi uchun formula keltirib
chigaramiz:

J{x}

Iny=v(x}InU(x) ekanligidan ~——V COINUE)+Y ()70 v
= UE) @[V InUG)+V (x)

Misollar.
1y (x*)=x*1 Inx+x—;]=x”(lnx+lne)= x¥In(ex};

v EJﬂ} formula hosil bo'ladi .

v
2) (si.an)'-—-s-instx[-sinxlnsinx+f;‘:iﬂf].

3. Parametrik funksiva hosilasi

Agar funksiya x=x(t), y=y(t) parametrik ko‘rinishda berilib, bu
funksiyalar t=¢, nugtada hosilaga ega bo‘lsa, y=f{x) funksiya hosilasi ham
mavjud va v = i’é .

Ly

. - AV ..
Isbati. 3= lim,, g ﬁ= Hiraag o &

31»;: ls
N

Misol
X =R cast . . Reost_ = .z
1)L R sine » OSt S m)boclsa, jy =— o= A =—fms (x# £R)
viTRT

Aslida, x? + 3* = R? da, y=YyR* —x? deb olinsa y/= ,\‘;-5:;; {-2x)=-
=== hosil bo‘ladi .

6. Oshkormas funksiva hosilasi

Agar funksiya y ga nisbatan yechilmagan F(x;y)=0 tenglama bilan
beriisa, undan murakkab funksiya kabi hosila olish, so‘ngra y; ni topish

mumkin.

Umuman, y,=— f(;‘j formula o‘rinli boladi, lekin, F; , F; lamni
¥
topishda ikkinchi o‘zgaruvchi o' zgarmas hisoblanadi.

Misol. 1) £+2-1=0
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Agar bu funksiyadan murakkab funksiya kabi hosila olsak,
21" a2y
az y
bo* yicha ham kelib chiqadi.

Yuqorida elementar funksiyalar thosilalari uchun topilgan
natijalardan foydalanib, quyidagi hosilalar jadvalini hosil gilamiz.

1} (CHy=0

2) (XPY=px?~!, xususan, (> D= S (V===

==0 voki y' = ~ B kelib chigadi. Bu natija yozilgan formula
¥y’ iy

3 (a”}"a"tna, Xususan, (e")’_e
4) (fog, 13'=;;—, xususan, (Inx)'=-
5) (sinx) = cosx;

6) (cosx)’ = usinx;

7) (tgx)'=
8) (ctg)'=

Tam, .
9) (arccosx) ”""""qq?ﬁ’

coszr

& ﬂzx

[
10) (arccosx} =

13 (arctgx)’=-

12) (arcctgx)'=--
13) (shx)'=chx;
14) (chxy = skx
15} (thx)'= hz ;

16) (cthx)= —mz“,

1+x®
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17-mavzu. Differensial. Yugori tartibli hosila va differensiallar
17.1. Yuqori tartibli hosilalar

Funksiyaning £'(x) hosilasi birinchi tartibli hosila deb ataladi. £7(x)
ham funksiya bo‘lganligi uchun undan vana bir marta hosila olish mumkin.
7=y

Bu hosila ikkinchi tartibli hosila deyiladi, umuman funksiyaning
{n-1}-tartibli hosilasidan olingan hesila n-tartibli hosila deyiladi.
Bu yuqori tartibli hosilalar, ¥@) ko'rinishida belgilanadi.
Demak, y@=(y 013y,
Misollar.
1} y=a*, (a>0, a=l), y'=g*Ina, y"=a*Inn a, y"=a*Inn’a, y*=a*Inn’a,
y"=a*Inn"a, xususan, y=e* bolsa, (e¥)M=e¥
2) y=sinx uchun y'xcosx=sin(§+x); y'= sinxxsin(Zz—fx);
y”’=-cosx=sin(3§'—fx); y’"=sinx=sin(4g+x); tengliklardan
_}”=(sh1x)f"}=sin(n;5+x); kelib chigadi.
3) (cosx)¥) = cos (ng + x) formula o‘rinliligi yuqoridagidek tekshiriladi.
Endi (UV) ko‘paytmaning yuqori tartibli hosilasini olish masalasini
ko‘rib chiqamiz.
UVY=U'V+iv",
(UVY'=QU'VHUV'Y=U"V+UV' + UV + OV"=U"'V+2U' V' + UV,
(UVY"'=(U"VHU'V'+Uvry=y"' v+
UV 207V S 22U DY 4 UV TSRV
3UAP W 4 3pY QY 4 gy,
UVYR=y ooy gy B g ”‘”*W gty | gy
Oxirgi tenghk Leybms formulas: deb ataladi.
Misol. 1) y=x"¢* funksiyaning 50-hosilasini toping. U=e?,
V=x% desals, ¥i=2x, =2, =0, ckanligidan,

(x2e*y50i=yt e”+— e¥2x+ 35:—?9"2, chunki  golgan  qo‘shiluvchilar
nollardan iborat bo fadi.

1} y=xcosx ning 10-hosilasini toping.
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Agar  u=cosx, V=x desak, V=1, V"=0, ekanligidan,
(xeosx)EM=cos(1 (}g + x)x-%?cos(é)g + x)1=xcosx(Sm+x )+ 10cosx(4,5m+x)

=-xcosx- 1 0sinx,
Yuqori tartibli hosilalar olishda ayniyatlardan foydalanish mumkin,

1) Y=sin*x ning n-tartibli hosilasini taping.

sin x—(1 cmx}‘— ={i-2cosx2x+cos*2x}~ —[I-2c:osx2x+1 m'u]

= ;[3-4cos2x+cos4x] ekanligini e’tiborga olib,
y) = —é. 2n cas(n.;l + 22+ z. 4" cos(n.= + 4x)

L S S -1 _ -1
2y = x%T-Ox+20  (x—4){x—5) (x—5) €x—4) =E-57" (-9

bo’iganligi uchun y™=(-1y"n![(x-5) " *(x-4)™""1);

F(x.v)=0 tenglama bilan berilgan oshkormas funksiyaning ikkinchi
hosilasini ofish uchun, tenglamaning tomonlaridan qiymati go‘vilib, y”
topiladi va hokazo.

17.2. Differensial ma’nosi, hisoblash goidalari

Ta’rif. Agar y=f(x) funksiya orttirmasini Ay=Aax+a({ax) Ax, bunda
A-son, @(ax)-cheksiz kichik, ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u
differensiallanuvchi deyiladi.

Funksiya differensiallanuvchi bo‘lishi uchun chekli hosila mavjud
bo‘lishi zarurly va yetarli shart hisoblanadi, chunki £'(x) = km,, .o §§:
=Hm,, (4 + a(Ax)) = A;

Funksiyani differensiallanuvchi bo‘lishi uning wzluksizligini ham
keltirib chigaradi, chunki,
liMyy o Ay =Alimg o + l:m a(Ax) hm Ax = 0;

ya’ni argument va funkSiyJ. orttlrmaiarl bir paytda nolga intiladi, bu esa
funksiya uzluksizligini bildiradi.

Funksya orttirmasining Ay=AAx+ a{dx) &x ko‘rinishida, A4Ax
orttirmaning chizigli besh qismi, a(Av)Ax esa goldiq gismi deyiladi,

Ta’rif. Funksiya orttirmasining chizigli bosh qismi oning
differensiali deyiladi va dy=A Ax tarzida yoziladi.

yv(x)=A ekanligini hisobga olsak, dy=v'(x)Ax, agar y=x deyilsa,
dx=1Ax bo'ladi va differensial uchun dy=y'(x)dx formula hosil gilamiz.
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Differensial uchun topilgan dy=1"(x)dx formuia yordamida quyidagi,
diferensial hisoblash qoidalarini topish mumkin.

DO, U+ OV 6 U CVYd=( 0, U 4 CVNdx=C, dU £ C,dV
2) d(UV)=( UV} dx=( U'V + UV ")Wdx=Vdll + UaV

3) d—(~) ( }dx vU' -y dx“vdﬂ;:!dv.

Agar y=f(x), x=@(t) funksivalar yordamida tuzilgan y=f{p(t))
murakkab funksiya qaralsa, differensial dy=y/tldt = y!dx ko‘rinishida
yoziladi, o'z holatini saglaydi. Differensial o‘z ko‘rinishini o‘zgartirmaslik
xususiyati uning invariantligi deyiladi.

yv=f{x) funksiva biror nugtadagi birinchi dlff'erensmhdan shu nugtada
olingan differensial uning ikkinchi differensiali deyiladi, 4%y=d{(dy)
ko‘rinishida yoziladi. Shunga o‘xshash, d®y=d{d?v}, d”y=d(d* 'y} lar ham
ko‘riladi.

Yugori tartibli hosila, differensiallarini hisoblashda dx ixtiyoriy va x
ga bog‘ligmas son ekanini, uni o‘zgarmas ko‘paytiruvchi sifatida garash
lozimligini unutmaslik dozim.

d?y=d(dy)=d(y"dx)=d(y")dx=(y" dx)dx=y" dx?

dry=d(dy)=d(y" )=l Y=y d)da =y d?,

Umuman, d*y = y&ldzx”,

Agar y=x", funksiyaning yuqori tartibli differensiali hisoblansa,
d(x™), ¢?(x™), ko‘rinishida yoziladi.

Yuqori tartibli differensiallarda  invariantlik  xossasi  o'rinli
bo‘lmaydi, chunki, y=f{¢(t)) funksiya uchun
d?y=d(y;dx)=d(y, )Jdx+yid(dx)=y: dx*+v,. d%x hosil bo'ladi.

Biror x=x, nuqtada dy~ Ay ekanllgldan tagribiy hisoblashlarda
unumli foydalaniladi.

ay=f(xo+ax)- [(xo) = F' (%) M dan fxgrax) & flxa )+ f1(xp) BX
taqribiy hisoblash formulasi kelib chigadi.

Misol. 26 tagribiy giymatini topin;,

f(x)=yx, x,=25 deb, V25+1 = V25+-:;1m5+ —=5,1 ekanligini

topamiz,
17.3. Hosilani igtisodiy masalalarga tatbiq etish

Ishlab chigarilgan mahsulot hajmi hosilasi mehnat unumdorligi
ckanligini o‘rgandik.
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Agar ishlab chigarilayotgan mahsulot birligi x ni biror ishlab

chigarish qoldig'i y ning argumenti deb garalsa, :—i har bir ishiab

chigarilayotgan mahsulotga mos o‘rtaga qoldig bo'ladi. hmm_,c hosila
esa, ishlab chigarish limit goldig‘ini bildiradi va har bzr ishlab
chiqarilayctgan mahsulotga qo‘shimcha sarflanishi zarur xarajatni taqribiy
ifodalaydi.

Shu wusulda limit foyda, limit mahsulot, limit foydalilik kabi
kattaliklar kiritilishi va ishlab chigarish xususiyatlarini ochib berishi
mumikin. Ular iqtisodiy obyekt o‘zgarishlari jarayonini ochib beradi.

Iqtisodly jarayonlami tekshirish, tatbigly masalalarni vechishda
“funksiya elastikligi” tushunchasidan fovdalaniiadi.

Ta’rif. y=1{x) funksiya elastikligi £,(y) deb, funksiva va argument
nisbly orttirmaliari nisbatining Ax — 0 dagi limitiga aytiladi.

Ex{y): Hmax—o(ﬂf :%‘ =§ ﬁmﬂx—vﬂi‘izi}”;

Elastiklik funksiyasi, funksiya argumenti x 1% ga o'zgarganda
y=f(x) funksiva gancha foizgz o*zgarishini ko‘rsatadi.

T,=(lny) ’={—:— logorifimik hosila iqtisodda funksiya o‘zgarishi tempi

deyiladi.

Elastiklik funksiyasi quyidagi xossalarga ega,

1. Elastiklik funksiyasi argument va o‘zgarish tempi funksiyalari
ko‘paytmasiga teng; E,(y)=xT,

2.F .(UV)= E (U)+ E(V), E:C)= E,(U)- E(V), chunki

E UVt = ”_‘1‘- (—+—)-xr +xT,=E, (UM+E,(V),
3 4
E DX I=x ‘Wf" V—x(--—)—x?' XT=E(Uj—E V),

Agar tovar narxi X 1% o‘zgarsa, talab efastikligi y ning qancha
o‘zgarishini ko‘rsatadi.

Agar talab elastikiigi E,(y) > 1 bo'lsa talab elastik, E,(y} =1 bo'lsa
talab neytral, £, {v) < 1 da esa talab noelastik hisoblanadi.

Masalalar. 1. Agar mahsulot ishlab chigarishda mahsulot hajmi x va
ishlab  chigarish  qoldiglari y  orasidagi  bog'lanish  yv=50x-
0,05x% (se'n)funksiya bilan berilsa, 10 birlik mahsulot tayyorlashdagi
o‘ria va [imit qoldiglarini hisoblang.



Birlik mahsulot o*rtacha qoldig‘i funksiyasi y-”m—#=5(]x-0,05::2 bo*ladi,
10 birlik mahsulot uchun ¥, {10)= 50-0,05, 102 =45(sc’m),

Limit goldig’i esa '=50-0,15x* hosila yordamida aniqlanib, 10
birlik mahsulot uchun y'(10)=35(so‘m).

2. Mahsulet ishlab chigarish x(mtlrd so‘m) va bitta mahsulot tannarxi
y{ming so‘m} bog'lanishi y=-0,5x+80 funksiya bilan berilgan. 60
mird.so'm mahsulot ishlab chigarilgandagi mahsulot tannarxi elastikligini
toping,.

E.() ——y formulaga ko'ra, E {v) = —=_*

~0.5+80 1—16&
x=60 da E;o(3) = —0,6, ya'ni 60 mird.so‘mlik mahsulot ishlab
chiqarishda, uni 1% ga oshirish tannarxi 0,6% ga pasayishini bildiradi.

Mavzuga doir misollar va masalalar

1. Ta'rif yordamida hosilalarni toping.

1) y=x% 2) y=2; 3) y=v/7; 4) y=tgx; 5) y=argsinx;

6) y=x(x-1)(x-2)7...(x-10)** bo'lsa £1(0), £'(1) ni toping.

2. Hosilalar jadvali va qoidalari yordamida hisoblang.

1) y——+—-2x 2) y~ 2irite; 3) y=(x-a)(x-b); 4) y=(x-1)(x-2)%(x-3)%;

3) y=; ,:z = 6)}_ 2,7)y—x+\/_x+-v*x,8)y—— —+=—,9)y—x T7#%

10) ==z ’a'&—*“s 11y y‘,fx + /1 + vx; 12) y=sindx-dcos2x; 13) yomar

23;:1*

F!ﬂ J('

14) y=222515) y“tgx-mtg x+—tg X 16) Y=2'9% 17) y=¢* + e
18} y= 19312, 19) y=In(In(Inx)); 20} y=In{x+va® + x2); 21) yﬁlmg—,

22) y=In ’1 LX) y"arctg— 24) y=arcsin(sinx-cosx); 25) y= alcsm
26) y=¥x; 27) y=x""*; 28) y=sh{tgx); 29)y=x2 + 2xy — y2 — 2x=0;
30) ¥*—2px 3V + JY = Ve,

3. Berilgan funksiyaga berilgan nugtadagi urinma tenglamasini yozing.
1) y=2+x-22, x,=1; 2) y=v'5 — x2, x,=1;
4. Berilgan funksiyalar qanday burchak ostida kesishishini toping.
1) y,=x% va 1,=/x; 2) y,=sinx va y,=cosx; 3) )’1=§ va y,=x;

8
3122’ %o=2;

5. Tagribiy qivmatiarini toping.
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13 ¥65;2) sin 299, 3) Intg479;4) Ig 11;
6. n-tartibli hosilalarini toping.

1) y=e~%:2) y=lnx; 3) y=cos®x: 4) y“ 5) ym"‘"*b

22 —6xwg’ ex+d

=x? — oinlx;

A a
—
Yi4x

S+x fna

10} y=sin®x + cas*x; 11) y=e™ cosby; 12) y= xln 13) Y=

Masalalarni yeching

1) Ish kunida sexning mahsulot ishiab chiqarish hajmi u vagt t bilan o*zaro
u=-t3 —St2 + 75t + 425  funksiva yordamida  bog‘langan. Ish
boshlangandan 2 soat keyin mehnat unumdorligini toping.

2} Ishlab chiqarish goidiglari u (so‘m) va mahsulot hajmi x {dona) o‘zaro
y=10x-0.04x* formula bilan bog‘langan. O‘rta va limit qoldiglarni 5 dona
mahsulot uchun toping.

3) Talab g va taklif s funksiyalari p rarx bilan quyidagiga berilgan: g=7-p;
s=p+1. Quyidagifar topilsin:

a) Turg‘un narx;

b} Talab va taklif elastikligi;

¢} Narx 5% oshirilganda foyda necha foiz ortadi?

Mavzuga doyir joriy nazorat uchun uy vazifasi.
(N-talabalarning ro‘yxatdagi nomeri)
1. Ta’rif yordamida berilgan funksiyalar hosilasini toping.
1} y=x100-¥+Nx-N; 2) y=sinNx+NcosNx; 3) y=x(x-N)? (x - 2N)?, y'(0)=?
Y(N)=?
2. Jadva! va qoidaiar yordamida berilgan funksiya hosilalarini toping.
1} Y=x¥+ie— VYR F w’i_’ 2) y=sin¥*1 [cos200-¥ Nx];
sm"’*""’v.z{»él N+10 N+1 10—
3) Y—————+ 4) y=xNH0(N — N3y o+ N )
5) y=1; 6) y=[sin(N+Dx]5;
N4l - o 3O0=N f)e I“—“NE —SlnNt+32N8
DA Nxy NXAN=5)y-y 0:8) {}-' =N +cas(20+ Nyt —e™™
3. Berilgan funksiyalar n-tartibli hesilasini toping.

NY=—2— ‘,)y“:”‘- Dy=wrim 4) y=sin(N+1)xcos(100-N)x;

2x% -2 :v«z-m’

5) y=x?cosNx; 6} y=sin®Nit+ cos® Nx; 7)y=a;
4. Talabalarping o‘tilgan darslarni gabul gilishi U vaqtga bog'ligligi
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U()=- r3*-Nt? + (100 — ¥)r, 1<t = 6; tenglama bilan berilgan. Darslar
boshlangandan 1 scat keyin va darslar tugashiga 1 soat qolgandagi dars
gabul qilish samaradorligini, o‘zgarishi tempi va tezligini toping.

5. Igtisodiyot yo'nalishi bitiruvchilari ishga taklif etilishi narxi P bo‘lsa,
kuzatuviar natijasida bakalavrlarga talablar q=m%-g; takliflar esa
$=P+<; bo*lsa, quyidagilarni toping.

a) talab va taklif teng bo'ladigan talaba turg‘un narxini;

b) topilgan narx talab va taklif elastikligini.

¢} talab narxi N% oshirilsa, olinadigan foyda.
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18-mavzu. Differensial hisob asosiy teoremalari va ularni go‘llash
18.1. Differensial hisob asosiy teoremalari

Teorema (P.Ferma): Agar differensiallanuvchi f(x) funksiva X
oralig ichki ceX nugtasida eng katta (kichik) giymatiga erishsa, f’(c)=0
bo‘ladi.

Isbot. Aniglik uchun f(x) funksiya ¢ nugtada eng katta giymatga
erishadi deylik, f{x)} <f(c).

FHE) = lim,, Mf—‘ mavjudligidan, bir tomonti

0= ixmx_,c_ﬁf G- f © = lim ﬁ(—xi%f@ < 0 limitlar teng bo‘lishi

kerak. Bu f'{c)=0 da bajariladi xolos. Boshqacha aytganda, funksiyaning
eng katta (kichik) qivmatlarida grafikka o‘tkazilgan urinma abssissalar
o‘qiga parallel bo‘ladi.

Teorema (M.Poll): f{x) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin.

1) [a;b] kesmada uzluksiz;

2) (a;b) intervelda differensiallanuvchi;

3) fla)=f(b)

U holda kamida bitta ce(a;b) nugta topiladiki, £'(c)=0 bo*ladi.

Isbot. f(x) funksiya Veyershtrass teoremasiga ko‘ra eng katta M, eng
kichik m giymatlarga erishadi.

Iikki hotat bo‘lishi mumkin.

A= C+0

1) m=M. Bu holda f{x) funksiya [a;b] oraligda o‘zgarmas bo*ladi, hamma
ichki ce(a;b) nuqtada eng katta giymatga erishishi kelib chigadi va bu
nugtalarda f"{£)y=0;
2} M va m turlicha. f{a)=f(b) shartdan biror ichki ce(a;b) nuqtada eng katta
M, eng kichik m giymatlarga erishishi kelib chigadi va Ferma teoremasiga
ko‘ra: £'(c)=0.

Teorema  {(Lagranj): f(x) funksiva quyidagi shartlarni
qanoatlantirsin.

1) [a;b ] kesmada uzluksiz;
2} (a;b) oraligda differensiallanuvchi.

U helda shunday kamida bitta ce(a;b} nuqta mavjud, {93;7:{&(9_:}; (o)

tenglik orinli boladi.
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Ishat, Yordamchi F(x)=f(x)—f(a)-ﬁ§:%£(—‘i}(x—a) funksivani qaraymiz.

Bu funksiva uchun Roll teoremasi shartlari o'rinli, shunday ce(a;b} nugta
mavjudki, F’{e)=0 bo‘ladi, ya’ni:
r — f(b) f\“
0=F'(cy1'(c)-
Teorema (Kasi'u). f(x) va g(x) fonksiyalar quyidagi shartiami
qanoatlantirsin;
1} (%), g(x) funksiyalar Ja;b) kesmada uzluksiz;
2) {(x), g(x) lar (a;b) da chekli hosilalarga ega, g'(x} + 0

U holda kamida bitta ce(a;b) nuqta topiladiki, quyidagi Koshi
flel-feay £l
slbi-g(ay g'@) .

ishot. Avvalo, g{b)=g(a), aks holda, Poll teoremasiga ko‘ra,
£'{c) = 0 bo'lib qolishi mumkin.

Endi  yordamchi  F(x)=f(x)-f(a)-L Z; L (“‘{g(x) -g(a)] funksiyani

qaraymiz. Bu funksiya uchun ham Poll tegremasi shartiari o‘rinli, ya'ni
shunday ce(a;b) maviudki, 0=F'{c)>F "(c}- f {b} { (a] Bl ‘(¢) bo‘ladi, bundan
esa Koshi tengligi kelib chigadi.

Misollar. 1) [1:4] kesmada f(x)= x* funksiya uchun Lagranj tengligi
o‘rinli bo'ladigan nugqtani toping .

i _3

—:‘—ZC dan C—;;

2} [0'5] kesmada f(x)=sinx, g{(x)=cosx funksiyalar uchun Koshi

2. Bundan Lagranj tengligi kelib chiqgadi.

tengligi bajariladi:

tengligi o°rinli bo‘ladigan nuqtani aniglang.

s‘m-—sm(} cose

tcng!:kdan ctgC=1, ya’'ni Cw—.

fos——cesk ~5in
]
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18.2. Differensial hisob asesiy teoremalarini go‘Hash
Noanigliklarai ochish, Lopital goidalari

Teorema (Lopital). Biror aex nuqta atrofida f{x), g(x) aniqlanib,
hosilalar mavjud bo‘lsin. limf(x}= [imﬂ(x)‘—*o g'(xy+ 0. U holda, agar
%) fix I _ i@
i}_z_ng = }mav_;ud bo'lsa, ilmg ) ham mavjud va gﬂg&) = }‘sﬂg,m
Isbot. fla)=g(a)=0 deb gabul qilinsa, masalan, [a;x] oraligda f,g
funksiyalar uchun Koshi teoremasi shartlari o‘rin}i bo‘ladi, shunday ce(a;x)

flad-fla)_f'le} FACONNRN 3 (x}
ST o'rinli, bundan ll_:}lg = E}_I.'} kehb chiqadi,
chunki x-+ @ dre ¢ —+a bo‘lishi tabily.
Agar g funksiyalar hosilalari ham yuqoridagi shartlarga bo‘ysunsa,
163 fix) i £y
et ~ e = e T ey
Ya’'ni noaniglik vo qolouncha Lopital qodasini go‘llash mumkin.

sia i-rc COLX 1
Misol; 1) Ezm I 2 i A im T 2 ljm =
x? 3—+0 3::2 x—~0 8T K=y & &

mavjudki,

Qarab chiqilgan noaniqlik o tipidagi deyiladi.

Agar x— oo bo‘lsa ham, yuqoridagi teorema o'rinlidir, chunki x=-:-

almashtirish ¢'tkazilsa, lim L w—hm : :: Hm (1) ¢ 1) lim % o)
K 00 ,9'(3 X~ gf u—»l)g' = ( = x—+40 & M)
Misol. 1) lim 2 2 Jim =0,
X0 X g_m:.x

Agar  limf(x)=limg(x)=w bo‘lsa ham, Lopital qoidasi
P 1 H-a

¢
tim 2 = jimn L ,w orinli bo‘ladi.
;—-ag(x? x—a g (x\

Misol. 1) iim infsinax) , o enmbxcosax gy tgbe_g ) broszn_\'__l;

Xeo0 I {5inkxy  x-( bsinaxcosbx b x—0 tgxax b x.p aces?bx
ez . T 0 oo
O.o, o~ o, 09 1% o« ko‘rinishidagi noaniqlikiar ham 7 =

ko‘rinishidagi noanigliklarga keltiriladi.

Miscllar, 1) Hm xinx= lim e fim —ﬁ—- im{(—x)=20
e S w0+ T -0+ T I 3 rsGE
1-sinx , .. —COSX_
2) lmp(( Lgx) = hn;‘ £ W:—————_mu 0
ixm*in—'r )
3} Hm x”= lim g =g x—t =g

x—O+ G+
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18.3.Teylor formulasi

Teorema (Teylor Bruk): f{x} funksiya ¢ nuqta va uning atrofida
(nt1)-tartibli hosilaga ega bo‘lsin. ¢ va x orasida shunday ¢ nuqta

mavjudki, quyidagi formula o*rinli.
=) L0 Loy + oS ey ey
Agar Teylor formu1351da C=0 bo' lsa Makloren K. formulasi
F=f0)+ bt L@ g2 4L enip () hosil bo‘ladi.
Maklofen for;ﬁulasi bo‘yic'ha quyidagi yvoyilmalarni olish mumkin.
Le*=1+ 42 4 2 oy 20 (am),

3c

2. s1nx—x--+§- ~ I (T 1 02,

3. cosx= I-—— +———— $o (1) o "4 0(22"”)

4.1+ =1 +mx —~””{’; Uiy, +——"‘(m"ﬂ;'f”""“)x" +0(™),

5. 1n(1+x)—x- +—— -+(—1)"”’°‘: + 0(x™).

Misollar. 1) f(x)—\;x funksiyani x-1 darajalari bo‘yicha voyilmasi
uchta hadini toping.

Teylor formulasi bo*yicha

Tty £ s 2 - MY =
=G -+~ -1 = —,f ()= ﬁ

Demak, *\f_ =1+ ;(x - 1) —; (x— 1*+0((x - 1)%).

2) e** = ¢osq + ising Eyler ayniyatini isbotlang.
Funksivalarming Makloren formulasi bo'‘vicha yovilmalaridan

foydalanamiz.
i , 2 gt & gt & PO . 3
PP P S P (1—'— £ ~—+ )+:(¢:—“’—+
2t 3 s 5 'Y 7i 4! 3t
E-fy ) = co5p + sing
l oz T x* xf
3}{5;“ & T —tosx — tim {1—?-&-—-5-+0(x")]—{1—-2—:+;]’
=0 iy e 28 [x=0{x])
limy o oo 1 b1
X0 peipixt) 8 24 iz
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19-mavzu. Funksivani to‘liq tekshirish
19.1. Funksiya menotonligini tekshirish

Teorema. Agar f(x) funksiya (a:b) intervalda chekli hosilaga ega,
)= 0 {f'tx) =06y bo'lsa, f(®) funksiya bu intervalda o‘suvchi
{kamayuvchi) bo‘ladi.

Ishoti. f'{(x) = 0 holni qaraymiz. x,,x,{x, < x,) € {a; b) nugtalar
Fle-fle) _

arg =¥y

uchun Lagranj teoremasiga ko‘ra £1{c),c € (xy: %) o'rinlidir,

Fe)=0,x, > x, ekanligidan f(x,)> f(x,) kelib chigadi, va'ni
funksiya o‘suvchi (kamaymaydigan)dir.

8> 0 bo'lganda x, nugtaning biror (x, — &;x, + &) atrofini
qaraymiz,

Ta’rif. Agar barcha (x,—&;x, + &) nugialar uchun f{x)< f{x)
[f00)= F(xy)] orinli bo‘lsa, x, nuqgta f(x)} funksiyaning maksimum
(minimum) nuqrasi deyiladi. Bu nugtalar birgalikda ekstremum nugtalari
deyiladi. Ularga mos funksiyaning qiymatlari maxf(x,), minf(x,) tarzida
yoziladi.

Funksiyaning bunday qiymatlari shu oraliqdagi eng kata (kichik)
giymatiar bo‘lganligi uchun, Ferina teoremasiga ko'‘ra f'(x;) = 0 bo‘ladi.
Lekin, aksinchasi doimo o‘rinli emas, ya'ni hosila nol bo‘ladigan barcha
nuqtalarda ham ekstremum bo‘lavermaydi. Bundan tashqari, hosila maviud
bo‘lmagan nuqtalarda ham ekstremum bo‘lishi mumkin. Masalan, y=|x|
funksiya x=0 nuqtada minimumga ega, lfekin hosilasi bu nugtada mavjud
emas.

Aniglanish sohasiga kirgan, funksiya hosilasi nol voki mavjud
bo‘Imaydigan nugtalar kritik (yoki statsionar} nuqtalar deyiladi.

Yugeridagilardan quyidagi xulosa kelib chiqadi,

Teorema (ekstremum topishning 1-qoidasi). Agar f(x) funksiya
{xy — &; x, + &) atrofida chekli hosilaga ega, f'(x,} = 0 bo'lib, x, nugtada
hosila o'z ishorasini + dan - ga (-dan +ga} o‘zgartirsa, u holda fimksiva
X=x, nugtada rnaksimum (minimum} giymatga erishadi.

Funksiva monotonligi, ekstremumlarini 1-goida asosida topishds
K

Jadvaldan foydalanish qulay. Misol. y = %w x* funksiya ekstremumlarini

toping.



y*=x"2x=x(x-2) dan x,=0, x,=2 nugtalar kritik nuqtalardir. Ular yordamida
anigianish sohasini bo'laklarga ajratamiz, hosila ishorasini tekshiramiz,
ekstremumlarini  aniqlaymiz. Bularning barchasi  quyidagi  jadval
yordamida oson hal etiladi:

x (0] 0 (0;2) 2 | (2+ew)
y’ + 0 - +
y || 0~ - —
max min J
4

Demak, frun(0)=0, fmm(z) - 5 .

Igtisodiyot nasariyasida hosila My(x) — marjinal limit kattalik
deyiladi.

Agar x-sotilgan tovariar soni, R{x)}-foyda funksiyasi, C(x)-ishlab
chigarishga ketgan harajatlar funksiyasi bo‘lsa, u holda sof foyda
funksivasi P{x)=R{x)-C(x) bo‘ladi. Maksimal foyda bu funksiya hosilasi
nolga tenglashganda bo‘ladi. Bundan quyidagi gonun kelib chigadi: Sof
foyda va sarflangan mablag® teng holatda foyda maksimal bo‘ladi.

19.2. Funksiya grafigining botig-qavarigligi
Ekstremum topishning 2-qoidasi

Biror (a;b) oraliqda f(x} funksiya chekli f'{x) hosilaga ega bo'lsa, u
holda funksiyaga bu oraligda e¢x) urinma mavjud.

Ta’rif. Agar ixtivorly X€ (@;b)uchune(x) < f{x)eix) = f{x)}
o'rinli bo‘lsa, funksiya bu oraliqda botiq (qavariq) deyiladi.

Teorema. Agar (a;b) oraliqda funksiya ikkinchi tartibh £ hosilaga
ega va f'{x) = 0[f'"(x) = 0] bo‘isa, funksiya grafigi bu oraligda botig
(qavariq) bo‘ladi.

Isboti. Aniglik uchun, (a,b) da f"(x) = 0 bo'lsin. Ixtiyoriy ce{a; b}
da E(c;f(c)} nuqtadan o‘tadigan urinma y=f{c)+f (c)(x — ¢) tenglamaga
ega. Qaralayotgan f(x) funksivaning ¢ nuqtadagi Teylor formulasi bo“yicha
yoyilmasi esa Y=f(x)=f(c)+f—'f§}-(x—c)+£%3 {x-c3?%; & €(x;c) deyish mumkin,

. e Frs
Ularni solishtirib, Y—yz—m‘—-

pastda Joylashishini, ya’ni grafik botig ekanligini topamiz,

(x-¢)%; (&) = 0 bo‘lganda urinma grafikdan
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Teorema (ekstremmum topishning 2-qoidasi). Agar x, e(a;b) kritik
F(x6)=0 nugta bo'lib, f'(x,3>0 [f'(x,)<0] bo‘isa, bu nuqtada funksiya
minimum (maxsimumy} qiymatiga erishadi.

Tar'if. Agar E(x,,

f(x,)) nuqtada f(x) funksivaga o‘tkazilgan

wrinmaning bir gismi f{x) dan yuqori, ikkinchi qismi pastda joylashsa, x,
nugta {unksivaning egilish nugtasi deyiladi.
Egilish nugtasida botiglik qavariglikka, yoki gavariglik botiglikka

o‘zgaradi.

Demak, x, egilish nuqgtasi bo‘lsa,

topishning 2-qoidasi ham jadval yordamida tekshiriladi.

f"(x5)=0. Ekstremum

Misol. 1) _v=2;:3-§ funksiva egilishi nugqtalari, botiglik, qavariqlik

sohalari,

ekstremumlarini

toping.

x; = ~2, %2 = 0, x; = V2 nuqtalar kritik nugtalardir,
v'=4x-43*=4x(1-x*y=0 dan x, = —1 %, = 0, x; = 1 nuqtalar egilish

nuqtalaridir.

y'=2xl-xt=x2(2-x*y=0

dan

(=22 > 0, demak, fom(-V2)= B%f; y™(0)=0, egilish nuqtasi

X005,

¥'(V2F-4VT < 0, demak, fmﬂ(‘@w

oraligda botiq, (- 1;03(1;) oraligda qavarlqdu.

2) y

sohalarini

toping. y'=2x-2x'=2x(1-x*)dan x,=0,

Kz=1,

funk51ya {~o0; 1)U {B;1)

=x' “x? funksiya kritik, egilish nuqtalari, botiglik-qavariglik

®=-1 kritik

1 1 i .
nugtatari, y '=2-6x"=6{—-x")dan x;~——, Xs=—= egilish nugqtalaridir.
q Y (3 ) 4 T ] N 24 q

3
1

vy (-1)<0, ¥"(1)<0, ekanligidan fm(—-]);i,

ekanligidan f,,(0)=0.
Botiglik-gavariqlik sohalan’ni quyidagi jadval yordamida topish qulay:

fu(D= % ¥°(0)=2>0

! PN

X —00——\7- "“\/_5 (- @, r-) _\7—5 l(ﬁ’o)

¥y’ - 0 + 0 -

vl iU 2N
13 18 |
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19.3. Ekstremum iopishda yugori tartibli hosiladan feydalanish

Ba’zi funksiyalar uchun x, €(a;b)da

FrOoFf e f (g =... =F7 " {x,) = 0, F™/(x,) #0 boladi. Bu
holda qoldiq hadii Teylor formulasi bo‘yicha (x-x,) darajali bo‘yicha
yoyilma f(x)- f(x0)=&€;i}fﬂ(x-xo)“ ko‘rinishiga ega bo‘ladi, x— x, da
a(x)-0 ekanligidan f(x)- f(x,} ishorasini f3(x,) ishorasi hal qiladi.

Bunda ikki xil holat bo*lishi mumkin:

1) n-tog son, n=2k+! x ning x, dan kichik qiymatlaridan katta qiymatlariga
o‘tganda (x-X,)***? ishorasini o‘zgartiradi va f(x)- £{x,) ham ishorasini
o‘zgartiradi. Demak, bu holda ekstremum mavjud emas.
2) m-juft son, n=2k. Bu helda (x-1,)*"™>0 bo‘lganligi uchun, f{x)-
F{xy) ishorasi o'zgarmaydi, f™(x,) ishorasi bilan bir xil bo‘ladi.

Bulardan quyidagi goida kelib chigadi (K.Makloren, 1942),

Teorema (ekstremum topishning 3-qoidasi). Agar hosilalar ichida x,
da nolga teng bo‘lmaganlaridan birinchisi 1oq tartibli bo‘lib qolsa, bu x,
nuqtada ekstremum bo‘Ilmaydi. Agar bu hosila juft tartibli bo‘lsa, £*{x,)<0
da maksimum, "{x,)>0 da minimumga ega bo‘ladi.

Misollar. 1} y=x3 uchun y'=3x% v'=6x, v'""=6>0 bo‘lganligi uchun
x=0 nuqtada ekstremum mavjud emas.
2} y=x* uchun v'=4x3, y"=12x2,y'"'=24x, y/V=24>0 bo‘lganligi uchun
finsn(0)=0 maviud;
3) fix)=e* + e *+2cosx funksiya uchun x=0 krittk nugqtadir, chunki
F(0)=e* + e *-2sinx=l)

Endi £"(0)=e* + e *-2cosx=0, f"'(0)=&* + e~ *+2sinx=0,
F50)=e* + e *+2cosx=0, f(0)=4>0 ekanligidan £, .(0)=4.

19.4. Funksiya grafigining asimptotalari

Funksiya xarakterini x— +e da, 2-tur uzilish nugtalari yaginida
tekshirganda funksiya grafigi biror to‘g‘ri chiziqga yaginlashadi. Bunday
to*gri chiziglar asimptotalar deyiladi.

Asimptotalar uch xil bo‘ladi: vertikal, gorizontal va og'ma.

1-ta’rif. Agar Xlii;x}+f(x):j;oo bo‘lsa, x=a to'g'ri chiziq {(x)

funksivaga vertikal asimptota deyiladi.
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Bu hoida  E(xf{x})  nuqgtadan x=a  gacha  masofa
d=/(x - a)* + (f(x) ~ f(x)}* bo'lib, x»adad- 0.
2-ta’rif. Agar x.}.iﬁ.mf {x)=A bo‘lsa, y=A to‘g'ri chiziq f{x) funksiva

grafigiga gorizontal asimptota deyiladi.
Bu holda E(x,f,(x}) nugtadan y=A gacha masofa
d=(x— x)® +{f(x) - 4)*=|f{x}— Al bo'libx— o vad— 0.

Misol. y=iﬁmksiya x=0 vertikal, y=0 gorizontal asimptotalarga

egadir.

3-ta'rif. Agar &i]g [Fflx}—(kx+ 5] =0 bo‘lsa, v holda v=kx+b
to‘g'ri chiziq fix) funksiyga og*ma asimptota deyiladi.

K=0 da og'ma asimptota gorizontal asimptota bo‘lib qoladi.
lim [f (=) —(k+ )] =0 munosabatdan k=lim %—fl, ta’rifdan  b=lim

Ao K—oo

fF{x5— kx] tarzida toplllshl kelib chlqadl
Misol 1,

IT tur uz1hsh nuqtalarl 1-12—0 dan x=+1 ekanth kelib chigadi.
x=] va x-} to‘g* iri chiziglar vertikal asimptotalardir,

lim »—’—’-2—2: lim —— = —1 bo‘lganligi y=-1 to‘g'iri chiziq gorizontal

Revom 1% [ramv.re SE;—
asimptota ekanligini ko‘rsatadi.
k=lim £ < im 2= 0,6 = Im [0 - kx] = lim S5 = -1

demak, og‘ma asm1pto{a gorizontal asimptoia bo‘lib qoigan.

Misol 2. & —¥ = giperbola og'ma asimptotalari y = x to'g'r

chiziglar ekanhgml 1sbotlang.
y= it—' VxT — a% bolganligi uchun,

k==1im £ = lim {i-:—‘!l—(f—)l];-.»+5

K= or K

b=lim[f(x}— kx] = m |+ [ }Im( Tyrgl x}-
; B z 5 B
g%[ﬁ;(*ka_as)ux;ll iai%vﬁﬂz

Demak, y=+ fx to°g'ri chiziglar giperbola og*ma asimptotalari ekan.
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Fuanksiya grafigini to‘liq tekshirishi sxernasi

Funksiyalami tekshirish, grafigini chizish quyidagi goidalar bo‘yicha
amalga oshiriladi:
1. Funksiya aniglanishi iloji bo‘lganda o*zgarishi sohalarini topish.
2. Funksiya uzluksizligini tekshirish, uzilish noqtalarini topish.
3. Funksivaning juft-toqligi, davriyligini anigiash.
4_Tunksiyani jadval yordamida monotonlikka, ekstremumga tekshirish,
3. Funksiyani jadval yordamida qavarig-botiglikka tekshirish, egilish nugtalarini
topish.
6. Funksiyaning abssissa va ordinata o*qlasi bilan kesishgan nugtalari — nollarini
topish. ’
7. Funksiva grafigi asimptotalarini topish.
8. Funksiya grafigini chizish.

2

Misol 1.y =

x
l funksiyani to‘liqg tekshiring,

1) Funksiva x # 1 da, ya'ni (-e0;1)' 0 (1;4+oc) da aniglangan.
2) x=1 da Il tur uzilishga ega, chunki
2

LoXx . X
lim —— = ~o0, lim —— = +<0,
e ] x—slsi x— 1
(—x)’ x? - _
3 y(-x)y= ——— = ——— # 1 (x), va’ni funksiya juft ham, toq ham emas.
-x-1 x+1
Funksiya davriy emas.
x(x-2)

4) y'= e bo‘lganligi uchun x,=0, x>=2 kritik nugtalardir,
x—

X (=001 0o [ @n | 32Y] 2 @)

y + 0 - - 0 +

max min

Fkstremum topishning I-qoidasiga ko‘ra £,,,(0)=0, {:(2)=4.

# 0 bo‘lganligi uchun egilish nuqtalari mavjud emas, lekin

Py

x=1 nuqtada y** ishorasini o‘zgartiradi.
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6) Funksiva uchun x=1 to'g'ri chiziq vertikal asimptota ekanligi 2) da

k=tim-5— .1 ofim—% =1
tekshinldi. e x—1 x = x-1
L1 X . ox
b=lim|-~—-~xi=lim——"—=1
v oy ] e ]

bo*lganligi uchun y=x+1 cg’ma asimptota bo‘ladi.

7y x=0 da y=0 va aksincha bo‘!ganligi uchun, funksiya grafigi son o*qlarini fagat
({0;0) nugtada kesib o tadi.

8). Topilganlar yordamida funksiva grafigi chiziladi.

19.5. Funksiyani eng katta va eng kichik giymatlarini
topish bo‘yicha masalalar

Agar f(x) funksiya chekli yopiq [a;b] oraligda aniglangan, vzivksiz bo‘lsa,
uning cng katta (kichik) giymatlari maksimum, minimum qiymatlarda yoki
sohaning chegarasida bo*lishi mumkin,

Demak, bunday givmatlarni topish uchun kritik va chegaraviy nugtalarda
funksiva qiymatlarini topish va ularni o‘zaro solishtirish kifoya.

Misal: 1) f{x)}=x*-4x+6 funksiyaning [-3;10] kesmadagi eng katta va eng
kichik giymatlarini toping.

fi(x)=2x%-4=0 dan x=2 kritik nuqta [-3;10] kesmaga tegishli ekanligini
topamiz.

(-3 =(-3¥-4{-3)+6=9+12+6=27[2)F
22 -42+6 =2, {10)=10° — 4 10 +6=66.

Demak, 5 4a: (10} = 66, fLpan(2)=2.

Turli schalarda funksiyaning eng katita, eng kichik giymatlarini izlashga
keltiriladigan masalalar ko‘p. Bunday masalalarda funksiya ekstremumga
erishadigan nugtalar muhimdir,

Masalalar. 1} Tomoni a ga teng kvadrat shaklidagi tunukaning
burchaklaridan teng kvadratchalar girgilib, chetlarini gayirib, ochiq to‘g'd
to*rtburchakli quticha yasaladi. Qanday qilib eng kalla sig‘imli quti yasash
mumkin?
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Agar kesilgan kvadratchalar tomoni x bo‘lsa, quticha asosi tomonlari a-
2x, balandligi x bo‘ladi. Hajmi y=x {a ~ 2x)? funksiya bilan ifodalanadi, bunda

v €(0; 2] bo'lishi mumkin.
y' = (g —2x){a—6x)=0 dan, lagatgina xxf ildiz (O;f) oraligdan

ekanligini topamiz.
v = —8a+24x bo'lib, y” G) = ~4q < 0 ekanligidan, 2-qoidaga

ko'ra, ¥ (5 =22
- MaN 6 ¥

2) I mird.so*m miqdoridagi kapital bankka yiliga 50% fovdaga go*yilishi
yoki daromadidan p% soliq olinadigan ishlab chiqarishga 100% foydaga ijaraga
berilishi mumkin. p ning qanday giymatlarida kapitalni ishlab chiqarishga berish
bankda saglashdan foydalireg bo‘ladi?

Yechish. Faraz gilaylik, kapitalning x qismi ishlab chiqarishga ijaraga, (i-
x) gqismi bankka qo'yilsin. Bir yildan so‘ng bankdagi kapital (1-
x)(l%) =%— gx, ishlab chiqarishga ajratilgan kapital esa 2x bo‘ladi, lekin
unda sarf-xarajat ¢x? ko‘rinishda bo‘lsa, foyda 2x-ax® bo'lib, undan (2x-

axz)i.- gismi soliqga ketadi, sof daromad (1%)(21-—:1»:2) ko‘rinishda
bo‘ladi. Demak, | vildan so‘ng kapital:

y(x)=§—-§x+(1—%)(2x—ax2)=§+ 2(1 _31%’)—- x-—a(l«-;%a x?

4
migdorida bo‘ladi. Uning [0;1] kesmadagt maksimal giymatini topish zarur,

=91 —2)_ 3 Y - I (o
¥ (X)—Z(i wa) 2 2&(‘1 mo)x—Odan kritik nuqgta xoﬂ-lﬁ(_‘au—f{;)

kelib chigadi.

y"(x)=—2a(1 -—;’;—0) <0 ekanligi, 2-qoidaga ko'ra, topilgan =z,
nugtada maksimum bor ckanligini bildiradi. Uning [(;1] kesmaga tegishli
bolishidan 0 < 2 (1 - ig) - §<l yoki p<25 ekanligini topamiz.

Shunday gilib. p>25 bo‘fsa, mablag'ni bankka qo‘yish, p<25 da ishlab
chiqarishga berishi ma’qul,

s, 2e-E)-0 5
Vit + S,
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Igtisadiy jarayonlar, asosan, 6 turdagi funksiya bitan ifodal2nadi:

1) Bir xi! tezlik bilan o*suvchi: y=0, y"=0.
2} Monoton kamavuvchi tezlik bilan o*suvchi: 3™>0, »7'<0,
3) Monoton o suvehi tezlik bilan o*suvchi: y"=0, y'"-0.
4) Bir xil tezlik bilan kamayuvchi: y’<0, y"'=0.
5) Monofor o*suvchi tezlik bilan kamayuvchi: v'<0, y'>0.
6) Monoten kamayuvchi tezlik bilan kamayuvchi: ¥'<0, y'’<0.
Bu jarayonlar doimo bir xil xarakterdagi funksiya bilan ifodalanmaydi,
egilish nuqgtalari yordamida biridan ikkinchisiga otadi, aks holda, iqtisodiy
ingirozlar yuz bermaydigan zamonlarda vashayotgan bolar edik.

Mavzuga doir misol va masalalar

1. fix)=Vx® — 1 funksiya (-1;1)dan x=0 da eng kichik giymatiga erishadi, lekin
Ferma teoremasi o‘rinli emas. Nima uchun?

2. fx)=x(x® — 1) funksiya uchun {-1;1},10;1] craliglarda Roll teoremasi
shartlarini tekshiring.

3. Lagranj teoremasidan foydalanib, isbotlang:

l)f;<ln{1+x)<x,x}ﬂ e >ex,x>1

3) sinx—sinvi < |x - ¥y .

4. f(x)=x?, g{x)=x? funksivalar uchun {-1;1} oraligda Koshi teoremasi
o'rinlimi?

5. Lopital qoidalari yordamida limitlami toping.

S'!ﬂ ;X

ta3
O iimy, o~~~ o

2) Itmx-.a 3) im, =

~7 g«
e In (gosax)
D) limy s T8 (a > 0 5) lim, o 220250

cas {sinx}~casx
»3\-'"

9) ‘1m4~a-‘_{a> 03 10Mim,_ oo ey 1) lim, (=~

Hmy g ( B e*‘*-z)

6. Makloren formulasi bo*yicha 0{x?) hadgacha yoying:

L3
7) lim,_oxt+ix 8) lim,, rr(rgx)“’”
1+e”

6) lim,_,

)ct.ﬂ.x ]2)

Iy y=e*¥* 2)y=Incosx ﬁy—ln& 2:
7. Tevlm formulasi bo*yicha O((\. - xo}z} hadgacha yoying.
Dy=t,x=2 2) y=xe®, xs=1 3)3 'v=—-— Xg=2.

8. MaMoi\_n voyilmalaridan foy dalamb l:mltlammh:soblang.
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e
ox 2osx—-14—
—_—

n (Zéxz—x 3) hmx_;,o

D lEmy,_o——— 2)lim,_,
e

LoSx —a —z

23

a” st - U +X)

6) hmx—-o( - —_)

st
1~ (cosz)“'g’u

4y tim,. ., 5ylim, e

),‘
73 lim, g ———--—(a>0) 8) limyg
9, Funksiya monotenhk orahqfanm amqiang
1) yw4+x ¥ 2)y=3x-x? 3) y=

4) y=x+sinx
r+100 y=

3) y=§ 6) y=xInx 7) y=xg=** §) y=arctgx-Inx
10. Funksiya ekstremumlarni toping.
1) y=24x-x% 2) y=2x7 -x*3) y=§-2x3+§ x26x+3

4)y=xe™* 5) y=2§3- 6) y=x+m 7) y=x*

11. Funksiyaning qavariglik va botiqglik oraliglarini toping.

1) y=e* 2)y=inx 3)y=x3%-10x%+3x 4) y=§; 5)y=e™* 6)y=x+sinx
12. Funksiyanining egilish nuqtalarini toping.

1) y=cosx 2) y=1+x2+£ 3) y=e®*" 4) y=(x2-1)?

Y2 gy=vI-a?

13. Kcu rsanlgan sohada funksiyaning eng kaita (kichik) giymatlarini toping.
1) y=2% [-1;5] 2) y=x2-3x+2, {-16;10]

3)y=vS— 42, [-1;1] 4) y=6x7-23; 5) y=y=aZ-6x+13 [0;6)

6) y=2sinx-cos2x, [0; ] N y= \[E (1;e)

15. Berilgan funksuam to°lig tekshiring, grafigini chizing.

D y=5x*-x% 2} y= -x"

3)y=2x*8x; )y =
5) y=x-lnx; 6) yﬂiE

T y=e™ 8) y===p
10) y=x+aretgx; 11) y=In{x+Vx2 + 1); 12) y=x*.

16. Ekstremumga doir quyidagi masalalami yeching.

1) yvig'indisi a bo*lgan ikki musbat son ganday bo‘lganda ko‘paytmasi eng katia
bo'ladi;

2) yuzasi S bo*lgan uchburchaklar ichida perimetri eng kichigini toping;

3) moddly nugta S{t}=—t? +9t%-24t-§ qonun bilan harakatlanadi. Uning
maksimal tezligini toping;

4) y=x7 dan y=2x-4 gacha eng qisqa masofani toping;

5) yon sitti § bo*lgan konsillar ichida hajmi kattasini toping:

X3 —.'L’

9) y=sinx+cos?x;
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6) shar hajmi unga ichki chizilgan eng katta hajmi silindr hajmidan necha marta
katta bo‘ladi;

7) eni a va b bo‘lgan ikki kanal ko‘ndalang kavlangan. Qanday uzunlikdagi
g°o‘lani bir kanaldan ikkinchiga o‘tkazish mumkin;

8) to‘la sisti S bo‘lgan silindrlar ichida hajmi eng kattasi o*lchoviarini toping;

9) V hajmi qopqogsiz silindirsimon baklar ichidan sirti eng kichigini toping;

10} R radiusli sharga ichkii chizilgan silindrlar orasidan hajmi kattasini toping;
11) R radiusli sharga ichkli chizilgan konuslar orasidan hajmi kattasini toping;
12) Doiradan « burchakili sektor girgilib, so‘ngra undan konus yasalgan. «
burchak kattaligi ganday bo‘lganda konusning hajmi eng katta bo‘ladi?

13) Eni bir xil uchta taxtadan nov {lotok) yasalmogda. Nov yon devorlarining
asosga og'ish burchaklari qanday bo‘lganda nov ko‘ndalang kesim vuzi eng
katta bo*tadi?

14) Funksiyalar graﬂklari a_simptotaiarini toping

3-dx _1+x — -
l)yr?ﬁs :2)y PECY 3)y 1+x1’4)y

Mavzuga doir joriy nazorat uchun uy vazifasi

I. [-L;N], [1;N+1] kesmada f{x)= x¥**, g(x)= x¥*?; funkstyalar uchun Koshi
formulasini tekshiring.
2. Lopital qoidalari bo*yicha limitlami toping.
(N1 —(v4 70X in: (sin Nz}

«? [ (sin (100-¥)x)
3. O<y<x uchun (N+Dy Gz —y) s ¥4 — Ml o (N4 132¥ — (v~ )
tengsizlikni isbotlang.
4. Makloren yoyilmalari yordamida toping.

xZz
cosNx—a 2N

N
1) H'macﬂ.ﬂ 5 2} “mx—o : 3) umx-—poa. xm;

(N1~ 1) -2

xT

1) lim, _p 2} lim,

5. Quyidagi funksiyalarni to’liq tekshiring, grafigini chizing.

i}y= %——Nt 2}y = (x— NIWN + x; 3) y=xe=¥x;

lagarN=3k—2
2,agar N =3k—-1

bunda k= 3.agar N = 3k

K
x
4) y=x1 —(—L}N:’VQJ

6. To'la sirti N bo*lgan, kvadrat asosli, gopgogsiz yashik eng katta hajmpga ega
bo‘tishi uchun, uning o*lchamlari ganday bo‘lishi kerak?

7. Sirti N bo‘lgan, usti ochiq silindrik bak asosi radiusi va balandligi qanday
bo*lganda eng katta hajmga ega bo*ladi?

8. Eni 27.N va 64.N bo‘lgan 1kki kanal ko*ndalang joylashgan. Bir kanaldan
ikkinchisiga qenday maksimal uzinlikdagi kemalar o*ta oladi?
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Tekislikda analitik geometriyva

1-mavzu. Koordinatalar sistemasi va analitik geometriya bo'yicha
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Fazoda analitik geometriya

8-mavzu, Fazoda analitik geometriva

9-mavzu. Fazoda tekislik tenglamalari

10-mavzu. Fazoda to‘g ri chiziq tenglamalari, asosiy masalalar.
Ikkinchi tartihli sirtlar

Chizigli algebra

1i-mavzu. Chizigli algebra (matritsaviy analiz) elementlari
12-mavzu. Chiziqli operatorlar. Kvadratik formalar
Matematik analiz
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14-mavzu. Funksiya va ketma-kethik limiti
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16-mavzu. Hosila mazmuni, hisoblash qoidalari
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