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О Т  А В Т О Р О В

На IX сессии  О лий  М аж лиса  Р еспублики  У з б е к и 
стан  (29 августа  1997 года)  б ыло  п р и н я т о  два  о с 
новных документа:  «Закон Республики Узбекистан  об 
образо вании»  и « Н а ц и о н ал ь н ая  п рограм м а  по п о д г о 
товке кадров»,  целью ко то рых  является  к о р е н н о е  р е 
ф о р м и р о в а н и е  сф е р ы  о б р а з о в а н и я ,  п о л н ы й  от каз  от 
ее и д е о л о г и з и р о в а н н о й  з а с о р е н н о с т и ,  с о з д а н и е  Н а 
ц и о н а л ь н о й  с и ст е м ы  по дго то вки  в ы с о к о к в а л и ф и ц и 
р о в а н н ы х  ка дров  на уровне р азв и т ы х  д е м о к р а т и ч е с 
ких государств,  отвечающей  требов ан ия м высокой  ду 
ховности  и нрав ствен ности .

До нас тоящ его  врем ени  для ак адеми чески х  л иц еев  
с углу бл енн ы м  и зу ч е н и ем  г ео м етр и и  не было  у ч еб 
ного посо бия ,  соответств ующег о новой учебной  п р о 
грамме. Д а н н ы й  учебник  по геометрии (I часть,  П л а 
н и м е т р и я )  я в л яе т ся  о д н и м  из  первых и п р е д н а з н а 
чен для учащихся  ак а д е м и ч е с к и х  л и ц е ев  с у гл у бл е н 
ным изучением математики. При написании этого учеб
н и к а  был и сп ользован  м н о г о л ет н и й  оп ыт  работы  а в 
т оров  в Н а ц и о н а л ь н о м  Р е с п у б л и к а н с к о м  л и ц е е - и н 
тернате  при Т аш кен т ск о м  государственном тех н и че с 
ком  у н иверс итете  и в а к а д е м и ч е с к о м  л и ц е е  и м ен и  
С. X. С и р о ж и д д и н о в а  при  У з б е к с к о м  н а ц и о н а л ь н о м  
университете .

В отличие от сущ ествую щ их  у ч еб н и ко в  и учеб ных 
пособ ий  по геометрии для общеобразовательных школ 
н а с т о я щ и й  у ч е б н и к  им еет  более п о д р о б н ы е  н а ч а л ь 
ные геометри чески е п о нятия ,  р ас ш и р е н н ы е  св едения 
из истории  разв ития  гео ме тр ии  как с а м о ст о я т ел ьн о й  
науки,  а также д ан ны е  о вкладе средн еазиатских  уче
ных в развитие математики.



Кром е того,  в у ч еб ни к е  дается  более п о л н ы й  т е о 
ретическ ий  ма териал  с д оказательствам и  всех п р и в о 
д им ых теорем и следствий,  выте каю щ их из них. В ч а 
стности ,  даю тся  тео р емы  и ф о р м у л ы ,  которы е  ранее  
не изучались:  д о п о л н и т е л ь н ы е  ф о р м у л ы  для в ы ч и с 
л е н и я  п ло щ ад ей  ф и гур ,  р а з л и ч н ы е  углы,  с в я з а н н ы е  
с окружностью,  л и н и и  второго порядка — окружность,  
элл и п с ,  гипербола ,  пар абола  и их свойства.

Д ля  с а м о п р о в е р к и  к ка ж д о й  главе у ч е б н и к а  п р и 
водятся вопросы  и тесты.

Авторы выражают и скр е н н ю ю  призн ательн ость  р е 
ц ен з е н т а м  д а н н о г о  у ч е б н и к а  ка нд и да т у  ф и з и к о - м а -  
тем ат и че ски х  наук  д о ц е н т у  Алимухам ед ову  С. Т. ,  з а 
с л у ж е н н о м у  р а б о т н и к у  Н а р о д н о г о  о б р а з о в а н и я  Р е с 
публики Узбекистан Насимову X. А., отличнику С С П О  
Р есп убли ки  У збеки стан  П аш аеву  3. А. за в н и м а т е л ь 
ное п р о ч т е н и е  р у к о п и с и  и с д е л а н н ы е  ими п о л е з н ы е  
замечания.

Авторы бла годарят  также старей шег о п р еп о д а ва т е 
ля и м е то ди ста  Т а ш Г Т У  Д а в т я н а  В. О. за н е к о т о р ы е  
цен н ы е  зам ечан ия  и п олезные  советы,  с д ел ан н ы е  им 
при п р о чт е ни и  отд ел ьн ых  глав книги.

4



Г л а в а  \

НАЧАЛЬНЫЕ ГЕОМ ЕТРИ ЧЕСКИ Е  
СВЕДЕН И Я

§ 1 .1 .  Из истории развития геометрии

Геометрия — греч еское  сл ово ,  в перев од е на р у с 
ск ий  я з ы к  о з н а ч ает  « зем лемер ие» ,  (от гео — земля  и 
метрия  — измеряю).  Геометрия является разделом м а 
тематики ,  в котором изучаются про ст ранственные  о т 
ношен ия и формы,  а также те формы,  которые сходны 
по своей структуре с п ростран ствен ным и.

Возникновение геометрии относится к глубокой древ
ности ( п р и м е р н о  к VII веку до н. э.) и о б у сл о в л е н о  
п р а кт и ч ес к о й  деяте льн остью :  н ео б х о ди мо с тью  и з м е 
рен и я  р а с с т о я н и й ,  в ы ч и с л е н и я  п ло щ ад ей  з ем ельны х  
участков,  со ставления  планов  при зем ел ьных и с т р о 
ительных работах и др. В Древнем  Египте,  нап ри мер ,  
и зм ере ния  были вызван ы н еобхо ди мостью уто чне ния 
русла реки Нил и его границ,  постоянно  меняю щихся  
и з- за  его разливов.

Если а р и ф м е т и к а  была с о з д ан а  более пяти  тысяч  
лет  назад,  то геом етрия  как н аука  с и с т е м а т и ч е с к а я ,  
разв и ва ю щ ая ся  при п о м о щ и  строгих л огически х  рас- 
су ж дени й ,  восход ит  к трудам д р е в н е г р е ч е с к и х  у ч е 
ных,  к VI —III вв. до  н. э.

В разв итии  геометрии  м о ж но  выделить четыре о с 
новных периода.

Первый период развития  геометри и  как м а т е м а т и 
ческой науки достиг особенно высокого уровня в Егип
те. Е ги п т я н е  вели о ж и в л е н н у ю  т о р г о в лю  с грек ам и .  
Греки позаимствовали знания  у египтян и дальнейшее  
развити е и о б о г ащ е ни е  геометр ии  м н о г о ч и с л е н н ы м и  
н о в ы м и  тео р е м ам и  уже с в я з а н о  с Г рецией ,  где гео 
метрия склады вается  в строй н ую  си стему  со строгим 
ее обоснованием.
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В этот п ери од  уже су щ е с т в о в а л и  о т д ел ьн ы е  д о к а 
зате льс тва ,  но о н и  были еще д о с т а т о ч н о  п р и м и т и в 
ными.  Эго было время н а к о п л е н и я  ф а к т и ч ес к о г о  м а 
териал а ,  с в я з а н н о г о  с р а з в и т и е м  р ем есел ,  з е м л е д е 
лия  и тор гов ли ,  и сч и с л е н и е м  пода тей ,  о б ес п еч е н и ем  
в ойск  про до в о л ь ств ие м  и оруж ием ,  в ы ч и сл ен и я  в м е 
сти мости  р аз л и чн ы х  с о о р у ж ен ий ,  сосудов  и т. п.

Этот процесс привел к качественному скачку в р аз 
витии геометрии.  Она выделилась в са мо стоятельную  
мате м ат и ч е с к у ю науку.

С этого вр ем ени  н ач ин ае тся  второй период р а з в и 
тия геометрии.

И звестны  п о л о ж е н и я ,  д а н н ы е  Гиппократом Х и о с 
ским  (во втор ой  п о л о в и н е  V в. до  н. э).  Он яв л я е т с я  
ав то ро м пер вого  с и с т е м а т и ч е с к о г о  курса геом етри и ,  
к с о ж ал ен ию ,  не д о ш ед ш е г о  до н аш и х  дней.

Труды Г и п п о к р а т а  сы грали  б о льш у ю  роль в п о я в 
лении  в 111 в. до н. э. «Начал» Евклида.  В них геоме т
рия (к ак  ее п о н и м а ю т  и се йчас )  п р ед ст ав л ен а  ка к  
наука о п р о с т е й ш и х  п р о с т р а н с т в е н н ы х  ф о р м а х  и о т 
н о ш е н и я х ,  р а зв и ва ем а я  в л о г и ч е с к о й  п о с л е д о в а т е л ь 
ности  исходя из с ф о р м у л и р о в а н н ы х  п о л о ж е н и й - а к 
сиом и основных пространственных представлений.  Эту 
геометрию,  уточненную и обогащенную,  называют «Ев
клидовой  геометрией».  В трина дцати  книгах,  которые 

Е вклид  назвал  «Начала»,  и з л о ж е 
ние геометрии настолько безупречно 
для своего  вр ем е ни ,  что в течение  
двух ты сяч  лет  с м о м е н т а  п о я в л е 
ния они были ед и нс тве нн ы м  р у к о 
водством для изучения этой науки.

Из тринадцати книг «Начал» соб
ственно геометрии посвящены книги 
1 — IV и VI,  где излагает ся  п л а н и 
м е т р и я ,  а т ак ж е  X I —X II I ,  в к л ю 
чаю щ и е  ст ер ео м етр ию .  О стал ьн ы е  
кн и г и  «Начал» со д ер ж ат  с в ед ен и я



по арифметике в геометрическом  изложен ии.  Каждая 
книга  «Начал» начинается определением поня тий ,  к о 
торые встречаются впервые .  В пер вой  книге д ан ы  23 
понятия.  В частности:

О п р е д е л е н и е .  Точка есть то, что не имеет ча
стей.

О п р е д е л е н и е .  Прямая есть такая линия,  к о т о 
рая одинаково расположена по отношению ко всем своим 
точкам.

За о п р е д е л е н и я м и  следуют  п о с т у л а т ы  и а к 
с и о м  ы. Например:

П о с т у л а т  1. Требуется,  чтобы от ка ждой  точ ки  
ко в сяк ой  другой  точ ке  м о ж н о  было  п ровести  п р я 
мую.

П о с т у л а т  2. Треб уется,  чтобы в сяк ий  раз,  к о г 
да п ряма я  при п ер ес еч ен ии  с двумя дру гим и  п р я м ы 
ми образует с ним и  о д н о с т о р о н н и е  внутр енние углы,  
сумма которых ме нь ше двух п рямых,  эти п р ям ы е  п е 
ресекались с той стороны,  с которой эта сумма меньше 
двух прямых.

А к с и о м а  1. Равные порознь третьему равны между 
собой.

А к с и о м а  2. Если к р а в н ы м  п р и б ав и м  равные ,  
то получим равные.

И постул аты (от л а т и н с к о г о  сл ова — требование ), 
и а к си о м ы  (от греческого  слова — положение)  п р е д 
ставляют утверждения,  принимаемы е без доказательств 
в рамках к а ко й -л и б о  научной теори и  за исти ны ,  хотя 
и недоказуемые средствами этой науки.

За а к с и о м а м и  идут тео р ем ы  и задачи под о б щ и м  
названием « п р е д л о ж е н и я » ,  расположенные в строгой 
по сл ед о вател ьно с ти  так,  что д о каз а т ел ь ст в о  каждого 
последующего опирается на предыдущие.  Одно из них:

П р е д л о ж е н и е  1. Если в двух треугольниках две 
стор оны одного равны двум сторонам  другого и углы, 
со д ер ж ащ и ес я  между р а в н ы м и  с т о р о н а м и ,  рав ны,  то 
и о с н о в а н и е  одно го  т р е у г о л ь н и к а  равно  о с н о в а н и ю



другого,  и о ст а л ьн ы е  углы одного  т р еу го л ь ни ка  р а в 
ны о с т а л ь н ы м  углам другого:  р ав н ы  и м е н н о  углы,  
проти волеж ащ ие ра вным сторонам.

«Н ачала» Е в к л и д а  д л и т е л ь н о е  время были о б р а з 
цом для сравнения.  И хотя в них иногда были не совсем 
строгие  и зл о ж ен и я ,  мн ог ие опр ед ел ен и я  даны б езу п 
р еч н о ,  п о эт о м у  ими мы п о ль з у е м ся  и в н аст о я щ ее  
время.

К н ед остаткам  «Начал» следует отнести  и и з л о ж е 
ние  б о ль ш о г о  к о л и ч е с т в а  постул атов ,  м н о ги е  из к о 
торых были впоследствии доказаны. А вот доказательство 
п ято го  постул ата  Е в кл и да ,  ф о р м у л и р о в к а  к о т о р о г о  
«через  одну и ту же точку  п ло с ко ст и  нельзя  п р о в е с 
ти двух р а з л и ч н ы х  п р ям ы х ,  п а р а л л е л ь н ы х  о д н о й  и 
той  же п р ям о й » ,  п о ка  безр езу л ьтатн о ,  хотя э т им  з а 
н и м а л и с ь  и з в е ст н ы е  ученые  геометры  в т еч ен и е  б о 
лее  2 00 0  лет.

При  п о п ы т к е  д о к а з а т е л ь с т в а  этого  постулата  т и 
пичной ошибкой было сознательное или несознательное 
и с п о л ь з о в а н и е  к а к о г о - л и б о  у т в е р ж д е н и я ,  не с о д е р 
ж а щ е г о с я  я в н о  в других  постулатах и а к с и о м а х  и не 
выте кающег о из них.

П о это м у  сущ ествовало  мног о  п р ед ло ж ен ий ,  также 
л о г и ч е с к и  о б р а т и м ы х  с постулатом  Е в кл и да  ( с л е д о 
вател ьно ,  л о г и ч ес к и  р а в н о си л ьн ы х ) .

Вот некоторы е  из этих пред лож ен ий :
1. Существует треугольник подобный,  но неравный  

другому треугольнику  (итальянский математик Саккери,  
начало  XVIII столетия) .

2. Существует вы пуклый четырехугольник (п р я м о 
угол ьни к) ,  у  которого все три угла прямые  ( ф р а н ц у з 
ск ий  м ат ем ат ик  Клод Клеро ,  XVIII столетие) .

3. Через вс якую точку,  взятую внутри угла,  м е н ь 
шего 2 d, можно провести прямую,  пересекающую обе 
стороны этого угла  ( н ем ец ки й  матем ат ик Л оренц ,  к о 
нец XVIII столетия).

4. Существует по крайней  мере один треугольник,



у  которого сумма углов  равна 2 d ( ф р а н ц у з с к и й  м а 
т ем атик Лежандр ,  начало  XIX столетия) .

Еще в Древней  Греции в геометрии появляются н о 
вые методы о п ределения  площ ад ей  и объемо в  (Архи
мед,  III в. до  н. э. и другие) .  П ервы м  из ф и л о с о ф о в ,  
п р и м е н и в ш и м  в м а т ем ат и к е  в цел ом,  и в том числе 
в г ео м етр и и ,  д о каз а т ел ь ст в а ,  был греческий  уч ен ы й  
Фалес М и лет ск и й , ж и в ш и й  в V I I —VI вв. до н. э. М е 
тод Фалеса  — метод логичес кого  доказател ьств а  м а т е 
м атических  утвер ж д ен и й  — был развит и у с о в е р ш е н 
ствован учеными П и ф агорейской  школы,  которые д о 
казали теорему,  называемую теоремой П ифагора (хотя 
ф о р м у л и р о в к а  этого утверждения  была  изве стна еще 
вавилон ян ам ) .

П о в о р о т н ы м  пунктом было  о т кр ы т и е  п и ф а г о р е й 
цам и того,  что « диагональ  квадрата  н е с о и з м е р и м а  с 
его стороной».

Упадок античн ог о общества привел к застою в р а з 
витии  геометр ии,  о днако  она про до л ж ал а  р а з в и в а т ь 
ся в И н д и и ,  в Ц е н т р а л ь н о й  Азии и ст ранах  А р а б 
ского Востока.

Ведущую роль в ра з в и т и и  м а т е м ат и к и  в ср едн и е  
века стали играть  ученые стран Востока.  Здесь ,  о с о 
б е н н о  в И н д и и  и Китае,  еще в д р ев н о с т и  сло ж и л ас ь  
своеобразн ая  матем ат ическая  культура,  ко торая д л и 
тельное время  р аз в и ва л ась  с а м о б ы т н о ,  а затем всту
пила во в з а и м о д ей с т в и е  с культурой  других стран,  в 
том числе ан тичной Греции.

П р е е м н и к о м  научного  н ас л ед и я  И н д ии  и К ита я,  
а так же Д р е в н е й  Греции  прежде всего стали уч ен ые  
стран Ближнего и Среднего Востока.

Омар Хайям  ( 1048— N3 1 )  получил  ш и р о к у ю  и з 
вестность свои ми ч ет в ер о ст и ш и ям и .  Вместе с тем он 
был великим  м а т ем ат и к о м  своего  врем ени .  В трудах 
Хайяма  много нового.

М ат е м ат и к и  Востока ,  п р е д ш е с т в е н н и к и  Х а йям а ,  
вслед за Архимедом решали отдельные уравнения тре 
тьей степени .  При  этом они  и сп о л ьзо в ал и  г ео м е т р и 



ческий метод. Неизвес тное строи лось  путем нахож де
ния точки перес еч ен ия  двух ко н и че с ки х  се чений ,  к о 
то рые п о д б и р а л и с ь  в со о тв етств ии  с р е ш а е м о й  з а д а 
чей. Хайям показал ,  что этим методом мож но  решать 
л ю б ы е  у р ав н ен и я  третьей степени .  О с н о в о й  его т е о 
рии,  г ео м е т р и ч ес ко й  по методу, яв л яе т ся  к л а с с и ф и 
кация уравнений не выше третьей степени.  Хайям вы
д ел ил  25 т и п о в  у р а в н е н и й ,  среди  них а л ь - Х о р е з м и  
рассмотрел  шесть  о сн о в н ы х  т ипов  у р ав н ен ий  и пять,  
св о д ящ и х ся  к ним.  Для  их р еш е н и я  до стато ч н о  было 
двух кн и г  Е вкли да  «Н ачала»  и п о с т р о е н и й  с п о м о 
щью циркуля и л и н е й к и .  Для  р еш ен и я  же остальн ых  
14 т и п о в  у р а в н е н и й  и сп о л ьз у ю т с я  к о н и ч е с к и е  с е ч е 
ния: парабола ,  ги пе р бо л а ,  о к р у ж н о с т ь ,  элл и п с .  Для  
каж дого  ти па  у р а в н е н и й  и сп о л ьз у ю т с я  две из этих 
кривых.

Х а й я м о м  п р о в е д е н ы  глубокие  и с с л е д о в а н и я  в с а 
мой г ео м етр и и ,  его в н и м а н и е  п р и в л е к л а  тео р и я  п а 
р ал л ел ь н ы х  п рямых.  П ы т ая сь  д о ка за т ь  п ятый  п о ст у 
лат  Е вкл ида ,  Х айям р а с с м а т р и в а л  ч е т ы р ех у г о л ьн и к ,
о котором  пойдет речь в работах Лобачевского .  Р аб о 
ты Х а й я м а  п о к а з а л и ,  что постул ат  Е в кл и да  следует 
из ут в е р ж д ен и я  о том,  что «сумма в н у т р е н н и х  углов 
п лоского  т р еугольни ка  равна двум прямым» .

Эти труды оказали большое влияние на Насир-ад-Дин- 
ат-Туси. Его исследования,  как и работы Хайяма,  стали 

известн ы в Европе,  оставив з а м е т 
ный  след в п р ед ы с т о р и и  с о з д а н и я  
н еевклидовой  геометрии.

Зн аме ниты й  у ч ен ы й - э н ц и к л о п е -  
дис т  С р е д не й  Азии Мухаммед аль-  
Беруни  (9 73 — 1050) р ассматривал  и 
во пр о с ы  гео метрии .  Он и с п о л ь з о 
вал св о й ст в а  т р е у г о л ь н и к о в  в а с т 
р о н о м и и .  Беруни  вычисл ил  с т о р о 
ну п р а в и л ь н о г о  в п и с а н н о г о  д евя -  
т и у г о л ь н и к а ,  хорду дуги в Г ,  о т 
н о ш е н и е  д л и н ы  о к р у ж н о с т и  к д и Берупи



аметру и другие.  А л ь - Б е р у н и  ре ш ил  п ервым задачу,  
кото ра я п ривела  к у р а в н е н и ю  х 3 +  1 =  Зх, р е ш е н н о 
му методом п о сл ед о в ат ел ь ны х  п р и б л и ж е н и й .  По су 
ществу,  это у р ав н ен ие  т р и с е к ц и и  угла.

В конце VIII — начале IX в. значительным научным 
цен тр о м  был Багдад.  В Багдаде было со б р ан о  мног о  
учен ых  и п е р е в о д ч и к о в  из разных мест.  С ю да  п р и 
бывали в по ис ках  у б е ж и щ а  г о н им ы е  Визант ие й  у ч е 
ные; и м ел и сь  с и р и й с к и е  переводы м ногих  нау чных 
трудов греческих ученых.  Багдадская ма тем ат ическая  
ш к о л а  а к т и в н о  работала два столетия .  Были  п е р е в е 
дены основны е произведения Евклида,  Архимеда,  Ап- 
п о л о н и я ,  М енелая ,  Герона и др.

Ряд в ы д аю щ и х с я  д еятел ей  Баг дад ск ой  ш к о л ы  о т 
крывает  первый  к л а с с и к  м а т е м ат и к и  стран  Востока 
Мухаммад аль-Хорезми,  работавш ий  при ал ь -М ам у не .  
О собо  следует о тм етить  и так их  ученых,  как С аб ит  
ибн Koppv (IX в.), Абу а л ь - В а ф у  ( I X—X вв. ) ,  аль- 
Кухи и ал ь- Ка раджи.

Багдад был г л ав ны м ,  но не е д и н с т в е н н ы м  н ау ч 
ным центром.  И сследовани я  велись в Д амаске  и д р у 
гих городах. Н апри мер ,  на рубеже IX—X в.в. в о б сер 
ватории в а р - Р а к к е  на Ев ф рате  работал а л ь - Б а т т а -  
ни,  в о б сер в ат о р и и  города Рея,  н ед ал ек о  от н ы н е ш 
него Тегерана ,  работал ал ь -Х о д ж а н д и .  Д е я т е л ь н о с т ь  
этих людей была важна  для нового  подъема  науки. В 
разное время к р у п н ы м и  н ау ч н ы м и  
центрами были Бухара, Хорезм,  Газ- 
на, Рей и другие города.  В Газне,  в 
частности,  долгое время работал Бе- 
руни.

Ф еодальные  государства средних  
веков не были про чным п о л и т и ч е с 
ким о б р а з о в ан и е м .  С о з д а в а л и с ь  и 
исчезали большие государства.  Они 
то рас па да лись ,  то при более с и л ь 
ных правителях объединялись вновь.
Военные походы разрушали  города,



ун ич то ж а ли  ц ен н о с т и ,  со з д ан н ы е  руками и умом ч е 
л о в ека .  О д н а к о  все эти о б ст о ят е л ьс т ва  не могли о с 
тан ов ить  научный прогресс .

Но сл у ч ал и сь  и н е п о п р а в и м ы е  вещи.  Так ,  в XI в. 
б ыло  у н и ч т о ж е н о  ар а б а м и  др ев не е  в ы с о к о р а з в и т о е  
Хорезмийское государство. В результате до сих пор мало 
что известно о с о с т о я н и и  наук в д ревнем  Хорезме,  а 
между тем м н о ги е  к р у п н ы е  учен ые ,  в том числе  и 
у ч е н ы й - э н ц и к л о п е д и с т  а л ь - Б е р у н и ,  б ыли  родом из 
Хорезма.

Возр ожден ие наук и искусств  в Европе  п р ивело  к 
расцвету  гео ме тр ии.  П р и н ц и п и а л ь н о  новы й  шаг был 
сдел ан  в XVII веке Рене Декарт ом ,  ко т о р ы й  ввел в 
геометрию метод координат,  позволивший связать гео
ме тр ию  с алгеброй и р а з в и в а ю щ и м с я  ан ал изо м.

Геометрия пер еш ла  на ка че ствен но  новую ступень.
С этого  врем ени  н ач ин ае т с я  третий период р а з в и 

тия геометрии.  П о я вл я ю тся  ан ал и ти ческая  геометрия 
(изу чает  ф и гу р ы  и п р е о б р а з о в а н и я ,  з ад ав ае м ы е  а л 
г е б р а и ч е ск и м и  у р а в н е н и я м и  в п р я м о у г о л ь н ы х  к о о р 
д и н ат а х  с и с п о л ь з о в а н и е м  при этом ме то дов  а л г е б 
ры)  и д и ф ф е р е н ц и а л ь н а я  геом етрия  (иссле дуе т л ю 
бые д о с т а т о ч н о  глад ки е кр и в ы е  л и н и и  и п о в е р х н о с 
ти и их преобразования ) .

Четвертый период в ра зви тии  геоме трии  о т к р ы в а 
ется п о с т р о е н и е м  Н . И . Лобачевским  (в 1826 г.) н о 
вой неев кл идовой  геометрии,  назы ваем ой  теперь гео 
метрией Лобачевского .

Н е з а в и с и м о  от Л о б а ч е в с к о г о  в 1832 году в е н г е р 
ский  м атемат ик  Иоанн Больян  (1802— 1860) также  п о 
строи л  новую гео м е т р и ю ,  исходя из того же д о п у 
щ е н и я ,  что и Л о б а ч е в с к и й :  через  точ ку ,  взятую вне 
прямой,  можно провести бесчисленное множество п р я 
мых, п а р а л л е л ь н ы х  этой  п р ям о й .  Те же идеи р а з в и 
вал К. Гаусс,  но не о п у б л и к о в ал  их.

Позже нем ецк ий  ма тематик Риман (1826— 1866) п о 
казал в о з м о ж н о ст ь  п о с т р о е н и я  тоже о со б о й ,  л и ш е н 
ной п р о т и в о р е ч и й  г еом етри и  ( н а з в а н н о й  потом гео 
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метр ие й  Р и м ан а ) ,  в ко торой  вместо пятого  п о с т у л а 
та Евклида принимае тся  допущение:  через  точку,  в зя 
тую вне п р я м о й ,  нел ьз я  про ве сти  ни о д н о й  п р я м о й ,  
п ар ал л ел ьно й  этой  п рямой  (т. е. все п р я м ы е  п л о с к о 
сти пересекаются) .

Р ассмот ри м гео ме тр ию Л об аче вс кого .  С у щ н о ст ь  и 
з н ач ен и е  идеи Н. И . Л о б а ч е в с к о г о  св одятся  к с л ед у 
ющему.  В геометрии Евклида имеется ак си ом а (пятый 
постулат) о параллельных прямых,  утверждающая:  «Че
рез точку,  не л е ж а щ у ю  на д а н н о й  п р я м о й ,  м о ж н о  
провести  не более чем одну  п рям ую ,  пар ал л ел ь ну ю  
данной».  Многие  геометры пыталис ь  доказа ть  эту а к 
сио му ,  исходя из других  о с н о в н ы х  п о с ы л о к  г е о м е т 
рии Евклида, но безуспешно. Н. И. Лобачевский пришел 
к выводу,  что такое дока за т е л ь ст в о  н ев о з м о ж н о .  У т 
вержден ие,  п р о т и в о п о л о ж н о е  ак с и о м е  Ев клида ,  гл а 
сит: «Через  точку,  не л е ж а щ у ю  на д а н н о й  п р я м о й ,  
м о ж н о  провести  не одну,  а, по к р а й н ей  мере,  две ,  
не пересекающие ее прямые».  Это и есть ак сиом а  Л о 
бачевского.  Лобачевски й,  прис оедин ив  это положение 
к другим о с н о в н ы м  п о л о ж е н и я м  г ео м етр и и ,  п р и х о 
дит к лог ичес ки  безу пречны м выводам.  Сис тем а  этих 
выводов  и образу ет  новую,  н еев кл и д о ву  геометр ию.  
Заслуга  Л о б а ч е в с к о г о  в том,  что он не т о л ьк о  в ы 
ск азал  эту идею,  но д е й с т в и т е л ь н о  п о ст р о и л  и в с е 
сторон н е  развил новую геометрию.

В о п у б л и к о в а н н о й  работе «О н а 
чалах геометр ии»  (1829— 1830) Л о 
б ач ев ск и й  н ач и н ае т  и з л о ж е н и е  о с 
нов  новой  г еоме три и  (он ее н а з ы 
вает воображаемой,  а ев клидову гео 
метрию — употребительной) сл едую 
щим образом:  «Мы видели,  что су м 
ма углов п р я м о л и н е й н о г о  треуголь 
н и к а  не может  быть  б о ль ш е  я .  О с 
тается  п р едполагать  эту сум му  р а в 
ной я  или м е н ь ш е й  я .  То и другое н. И. 
может быть принято без всякого про- Лобачевский



т и в о р е ч и я  в п о с л ед ст в и и ,  от чего и п р о и с х о д я т  две 
геометрии:  одна — у п о тр еб ител ьн ая  по своей  п р о с т о 
те — соглашается со всеми измерениями  на самом деле: 
другая — воображаемая ,  более общая и потому затруд
н и т е л ь н а я ,  в св оих  в ы ч и с л е н и я х  д о п у с к а е т  в о з м о ж 
ность з ав и си м о сти  л и н и й  от углов.

Геометрия Лобачевского — геометрия «-мерного про
странства.  А геометрия Евклида — частный случай, для 
трехмерног о  пространства.

П р и в ед ем  н еко т о р ы е  теоремы  геометр ии  Л о б а ч е в 
ского,  резко  о т л и ч а ю щ и е с я  от соответс твую щ их  т е о 
рем геометрии  Евклида:

1. Д в а  п е р п е н д и к у л я р а  к о д н о й  и той же п р я м о й ,  
по мере у д ал ен и я  от этой  п р я м о й ,  р ас ходятся  н е о 
граниченно .

2. Сумма углов треугольника меньше 2d (в геометрии 
Р и м а н а  о н а  бо ль ш е  2 d),  п р и ч ем  эта су м ма  не есть 
в ел и чи на  п о с т о я н н а я  для разн ы х  треугольни ков .

3. Чем больше  п л о щ а д ь  т р еу г о л ь н и ка ,  тем больше  
сум ма его углов р аз н и т ся  от 2d.

4. Если в выпуклом четырехугольнике три угла п р я 
мы е,  то ч етверты й  угол — о ст р ы й  (в это й  геом етри и  
п р я м о у г о л ь н и к и  н е в о зм о ж н ы ) .

5. Если углы о д н о г о  т р е у г о л ь н и к а  с о о т в е т с т в е н н о  
равны углам другого треугольника ,  то такие треуголь
н и к и  р ав н ы  ( зн ач и т ,  в гео м е т р и и  Л о б а ч е в с к о г о  не 
существует  п о ня тия  «подобия») .

§ 1 .2 .  Аксиоматика планиметрии

И з в е с т н о ,  что гео м е т р и я  изучает  с в о й ст в а  ф игур  
о к р у ж аю щ е г о  нас п ространства.  При  этом изучаются 
те свойства,  которые сохраняются  при некоторых пре
об р азо в ан ия х  пространства:  д в и ж е н и и ,  подобии  и др.

В со в р ем ен но м  курсе геометрии простран ство  р а с 
сматривается как некоторое точечное множество,  а гео
м етр ич еск ие  фи гур ы — как его п одм нож ество .

Построение геометрии основано на следующей схеме:
1) п ер еч исл яю тся о с н о в н ы е  п онятия ,  которы е в в о 

дятс я  без  о п р е д ел е н и й .  К о с н о в н ы м  п о н я т и я м  о т н о 



сятся:  м нож ество ;  точ ка ,  пр ям а я  и п ло с ко сть ;  р а с 
стояние;

2 ) свойства и в заи м о св яз ь  о сн о в н ы х  п о ня т ий  о п и 
сывается с п о м о щ ь ю  о п р ед ел ен н о й  группы ак си ом;

3 ) через  о с н о в н ы е  п о н я т и я  вводят ся  о п р е д е л е н и я  
всех других геометрических  п онятий ,  нап ри мер ,  угла, 
м н о г о у г о л ьн и ка ,  окр у ж но сти ;

4) на о с н о в а н и и  ак си о м  и о п р е д е л е н и й  д о к а з ы в а 
ются теоремы.

Г еометрия  д ел ит ся  на п л а н и м е т р и ю ,  и зучаю щ ую  
св о й ств а  фигур ,  л е ж а щ и х  в о д н о й  п л о с к о с т и ,  и с т е 
реом етрию ,  изу чаю щ ую  св ойства  тел пространства.

И з у ч ен и е  курса г еометри и  базируется  на  р а з л и ч 
ных системах аксиом.

Акси о м а т и к а  — система аксиом вместе с основны
ми объектами и основными соотношениями между ними.  
Каждая  геометрия опред ел яе тся наб оро м своих а к с и 
ом: а к с и о м ы  ев к л и д о во й  геом етр ии,  а к си о м ы  п р о е к 
ти вн о й  гео ме тр ии  и др.

К системе аксиом предъявляются три основных тре
бования:  н е п р о т и в о р е ч и в о с т ь ,  н е з а в и с и м о с т ь  и п о л 
нота.

Первая группа аксиом планиметрии характеризует  
взаимное расположение точек и прямых.

1. Какова бы ни была п р я м а я , существуют точки,  
принадлежащие этой прямой, и точки,  не пр инадле
жащие ей.

2. Через любые две точки  проходит прямая и п р и 
том только одна.

Из этой аксиомы следует, что две различные прямые 
а и b могут иметь  не более одной  общ ей  точки.

3. Из трех точек прямой одна, и только одна, л е 
жит между двумя другими.

4. Каждая точка О прямой разбивает ее на две части 
(два луча)  так,  что любые две точки одного и того 
же луча  леж ат  по одну сторону от точки О, а л ю 
бые две точки  разны х лучей  леж ат по разные сторо
ны от точки  О.
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5. Каждая прямая а, леж ащая  в плоскости,  р а з д е 
ляет эту плоскость на две части (две п о луп ло ск о с
ти)  так,  что любые  две точки  одной и той же п о л у 
плоскости лежат по одну сторону от прямой а, а любые  
две точки  ра зн ы х  полуплоскос тей  леж ат  по разные  
стороны от прямой а.

Вторая группа аксиом относится к понятиям нало
жения и равенства фигур.

6. Если при наложении совмещаются  концы двух  
отрезков,  то совмещаются и сами отрезки.

7. На любом луче  от его начала можно отложить  
отрезок,  равный данному,  и притом только один.

8. От любого луч а в данную полуплоскость м о ж 
но отложить угол, равный данному неразвернутому углу,  
и притом только один.

9. Любая фигура равна самой себе.
10. Если фигура Ф равна фигуре Ф,, то фигура Ф 1 

равна фигуре Ф.
11. Если фигура  Ф, равна фигуре  Ф„ а фигура  Ф, 

равна фигуре  Ф ?, то фигура Ф, равна фигуре  Ф ;.
Третья группа аксиом связана с измерением отрез

ков.
12. При выбранной единице измерения отрезков длина  

каждого из них выражается положительным числом.
13. При выбранной единице измерения отрезков для 

любого положительного числа существует отрезок, длина 
которого выражается этим числом.

Последняя аксиома — аксиома параллельных прямых.
14. В данной плоскости через точку,  не леж ащую  

на данной прямой,  проходит только одна прямая,  п а 
рал лельная данной.

§ 1 .3 . Основные понятия и определения

Как  было отмечено в предыдущем параграфе (§ 1.2), 
о с н о в н ы м и  п о н я т и я м и  гео м е т р и и  яв л яю т с я :  м н о ж е 
ство, точка,  прямая,  плоскость  и расстояние.



Точки  п р инято  обознача ть  п р о п и с н ы м и  л а т и н с к и 
ми букв ам и А, В, С, D ... , а п р я м ы е  о б о з н а ч а ю т с я  
строчными л атинскими  буквами а, Ь, с, d ... или двумя 
п р о п и с н ы м и  л а т и н с к и м и  б уквам и ,  п о с т а в л е н н ы м и  у 
к а к и х - л и б о  двух ее точек.

На рисунке 1 изображена прямая а (или прямая АВ).

А В

Рис. 1

О п р е д е л е н и е .  Полупрямой , или лучом , на з ы в а 
ется часть прямой, состоящая из всех точек этой пр я
мой,  леж ащих  по одну сторону от данной ее точки.  
Эта точка называется начальной точкой полупрямой.

О п р е д е л е н и е .  Различные полупрямые одной и той 
же прямой,  имеющие общую начальную точку,  н а з ы 
ваются дополнительными.

На рисунке  2 и зо бр а ж е н ы  лучи ОА и ОВ. О — н а 
ч ал ьн ая  точка;  ОА и ОВ — д о п о л н и т е л ь н ы е  п о л у п р я 
мые прямой  а.

А О  В

Рис. 2

О п р е д е л е н и е .  Отрезком называется часть пря 
мой, которая состоит из всех точек этой прямой, л е 
жащих между ее точками,  называемыми концами о т 
резка.  Или:  отрезок — это часть прямой,  ограничен
ная с двух сторон.

На рисунке 3 изображен ы отрезки АВ, CD, ВС, АС,  
AD и BD.

А В С D 
-------1-------- ,-----------1---------- 1-----

Рис. 3

О п р е д е л е н и е .  Геометрической фигурой называ
ется любое множество точек.

2 — Геометрия, часть I 1 7 j
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Таким образом,  прямая, луч, отрезок — примеры гео
м е трических  фигур.

О п р е д е л е н и е .  Д в а  отрезка являю тся  р а в н ы м и ,  
если они имеют равную длину,  т. е. в одинаковых ед и 
ни ца х измерения их длины выражаются равными чис 
лами.  Или:  два отрезка считаются равными,  если они 
при наложении друг на друга совмещаются.

Пусть даны два отрезка АВ
а_____________________ а и с о .

С о  (В) Наложим отрезок АВ  на CD
................. —— •  так,  что бы  т о ч ка  А с о в п а л а

с т очкой  С и п ряма я  АВ  по-
Рис 4 шла по прямой  CD, если при 

это м к о н ц ы  В и D совпадут,  то отрезки АВ  и CD с ч и 
таются р ав н ы м и  (в п р о т и в н о м  случае о т р ез к и  не б у 
дут р ав н ы ,  п р и ч ем  м е н ь ш и м  сч итается  тот ,  к о т о р ы й  
составит часть  другого) .

На рисунке 4 изображены равные отрезки А В  и CD.
О т н о ш е н и е  д ли н  л ю б ы х  двух о т р ез к о в  не з ав и си т  

от выбора е д и н и ц ы  д л и н ы .  П о это м у  мо жем  говорить  
об о т н о ш е н и и  двух отрезков.

На р и су н к е  5 и з о б р а ж е н ы  о т р е з о к  а д л и н о й  5 см
и о т р е з о к  b д л и -

1------ 1------ 1------ 1------ 1 1 ной 8 см. Отноше
ние этих отрезков:

Рис. 5 — -  -
Ъ ~  8 '

Если точка В лежит между точками А и С, то длина 
A B C  о т Резка  А С  р авн а  сумме дли н

м~*....... ...........*.............— +"" о т р езк о в  АВ  и ВС.  Это св ой-
Рис. 6 ство можно записать в виде ра

венства: А С  = А В  + ВС  (рис. 6 ). 
Д ля  н ах о ж д ен и я  сум мы  трех о т р ез к о в  АВ,  CD и 

EF  (рис.  7) на к а к о й - н и б у д ь  п р я м о й  берем п р о и з 
во льн ую точку  М  и от кл ад ы в аем  от нее о тр езо к  MN,  
р а в н ы й  АВ;  затем от т очки  N  в том же н а п р а в л е н и и
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отк л ад ы в аем  о т р е з о к  NP,  р а в н ы й  CD,  и о т р ез о к  PQ,  
р ав н ы й  EF. Тогда от р езо к  M Q  и будет су ммо й о т р е з 
ков АВ,  CD и EF,  а сами  о т р ез к и  будут н аз ы ва т ьс я  
слагаемыми.

А В  + CD +  E F  = MQ.

A B C  D Е F 
i----------1 i--------------1 i--------------- 1

M N P  Q 
-----1----------1 »--------------- 1-----------

Рис. 7

Т а к и м  же о бразом  м о ж н о  п о лучить  сумму  л ю бо го  
чис ла  отрезков.  Сумма отр езков  обладает  свойствами  
всякой  суммы:

1 ) она не зависит  от порядка слагаемы х — п ер е
местительный закон;

2 ) она не изм еняется,  если некоторые слагаемые  
будут заменены их суммой — сочетательный закон.

Из п о н я т и я  сум мы м о ж н о  выв ес ти  п о н я т и е  р а з 
ности отрезков.

О п р е д е л е н и е .  Разностью двух отрезков А В  и CD 
называется третий отрезок,  сумма которого с CD об
разует отрезок АВ.

На рисунке 8 разность двух отрезков:  А В  -  CD =  ЕВ, 
т. к. А Е  +  ЕВ = CD +  Е В  — АВ.

_________ А (С) Е ( D) В________

С___________ D

Рис. 8

А В
На рису нке  9: А В  = 4АС,  или  А С  =  —  (п =  4).

А С Е D В 
I— I I---------- » I

Рис. 9

При умножении или делении отрезка на натуральное 
число  п его д ли н а  и з м е н яе т ся  в п раз.
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Итак,  при умножени и отрезка на натуральное число 
п д л и н а  его у в ел и ч и т ся  в п раз,  а при д е л е н и и  о т 
резка  на н атуральное  число  п его д ли н а  уменьш а ется  
в п раз.

§ 1 .4 .  М а т е м а т и ч е с к и е  п р е д л о ж е н и я

В геом етрии  мы с т а л к и в а е м с я  с р а з н ы м и  п р е д л о 
ж е н и я м и ,  или п о н я т и я м и .  О дн и  из них мы сч итаем  
оч евид н ы м и,  и сти нн о сть  других устанавли ваем путем 
рас су жден ий .  В геометр ии  встречаются п о н я т и я  с л е 
д у ю щ и х  видов:  определения,  аксиомы, теоремы,  след
ствия,  леммы.  В спом ним смысл  этих понятий .

Определениями называют предложения,  в которых  
разъясняется,  как ой  смысл придают тому или друго
м у  названию или понятию.

Н а п р и м е р :  определение угла, центрального угла, 
б иссектрис ы  и пр.

Аксиомами называют истины, которые принимаются  
без доказательства.

Н а п р и м е р :  1) «через  в сяк ие  две то ч ки  м о ж н о  
провести  п рям ую  и притом  то льк о  одну»;

2 ) «если две в еличины  равны п орознь  одной  и той 
же третьей  величине ,  то они равны между собой».

В о т л и чи е  от других  наук в г ео м етр и и  есть  так ие  
п о н я т и я ,  как  теорема  и доказательство.  Т о л ь ко  с их 
появлением геометрия стала наукой.  Считают,  что пер
вые геометрические теоремы доказаны Фалесом Милет
ским .  Среди них теоремы о вертикальных углах и свой 
стве р а в н о б е д р е н н о г о  т р е у г о л ь н и к а ,  и еще т ео р ем а ,  
называемая его именем.  Дадим определение теоремы.

Теоремами на зываются предложения,  истинность  
которых обнаруживается только после некоторого р а с 
суждения,  т. е. доказательства.

Н а п р и м е р :  «Два т р е у г о л ь н и к а  р а в н ы ,  если две 
с т о р о н ы  и угол,  з а к л ю ч е н н ы й  между н и м и ,  о д но го
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т р е у г о л ь н и к а  равны двум с т о р о н а м  и углу,  з а к л ю 
чен н о м у  между ним и ,  другого треугольника ».

Или:  «если ц е н т р а л ь н ы е  углы в о дном  круге или 
в равных кругах равны,  то и соответствующие им дуги 
равны».

К аж дая  тео р е ма  состоит  из двух частей:  условия  и 
заключения.

Условие — это то,  что дано ,  а заключение — это то,  
что требуется доказать .

Н а п р и м е р ,  в теореме:  «если ц е н т р а л ь н ы е  углы 
рав ны,  то и со о т в е т с т в у ю щ ие  им дуги рав ны»,  у с л о 
вием служ ит перв ая  часть  теоре мы :  «если ц е н т р а л ь 
ные углы равны»;  а з ак л ю ч ен и ем  — вторая часть:  «то 
и соответств ующ ие  им дуги равны».  Иначе:  нам дано  
(и зв естн о ) ,  что ц е н т р а л ь н ы е  углы р ав н ы ,  а т р е б у е т 
ся д о казать ,  что при этом условии  и с о о т в е т с т в у ю 
щие дуги также равны.

Условие и з а к л ю ч е н и е  иног да могут сос т о ят ь  из 
нескольки х  частей.  Условие теоремы  часто н а ч и н а е т 
ся со слова «если»,  а за к л ю ч ен и е  со слова «то».

Н а п р и м е р ,  теореме  « верти кальн ые  углы равны» 
можно дать более подробную формулировку:  «если два 
угла в ер т и ка л ь н ы е ,  то они  равны».

Следствиями называются  п р едлож ения , которые  
составляют непосредственный вывод из аксиомы или  
теоремы.

Н а п р и м е р ,  из теоремы:  « в п и с а н н ы й  угол и з м е 
ряе тся  п о л о в и н о й  дуги,  на ко торую  он оп ир ается» ,  
следует ,  что «все в п и с а н н ы е  углы,  о п и р а ю щ и е с я  на 
одну и ту же дугу,  рав ны между собой».

Или,  из а к с и о м ы  «через  две точки  м о ж н о  п р о в е с 
ти т о л ьк о  од ну  прямую »,  следует ,  что «две п р ям ы е  
могут пересечься тол ьк о  в одной  точке».

Леммой называется вспомогательная теорема.
П р и м е р о м  леммы является лемма о подобии тре 

угольников :  «П р я м ая ,  п араллельна я  к а к о й - л и б о  с т о 
роне треугольника ,  отсекает  от него треугольни к,  п о 
добный данному».
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О п р е д е л е н и е .  Теоремой, обратной данной т е 
ореме, называется так ая,  в которой ус ловием я в л я 
ется заключение, а заключением является условие данной 
теоремы.

Н а п р и  м е р, сл едующи е две теоремы будут о б р ат 
н ым и  друг другу (или в з аи м н о  об р атн ы м и) :

Т е о р е м а .  Если центральные углы равны, то и с о 
ответствующие им дуги равны.

Т е о р е м а .  Если дуги равны, то и соответствую 
щие им центральные углы равны.

Если одну из этих теорем назовем прямой , то другую 
следует назвать  обратной.

Т е о р е м а  ( п р я м а я ). У равнобедренного треуголь
ника углы при основании равны.

Т е о р е м а  ( о б р а т н а я ) .  Если у треугольника два 
угла равны, то этот треугольник равнобедренный.

Но из с п р а в е д л и в о с т и  п р я м о й  тео р ем ы  не всегда 
следует справедливость обратной.  Вот простой пример.  
П р я м о й  теор еме :  « В е р т и к а л ь н ы е  углы рав ны» с о о т 
ветствует  о б р ат н ая  теорема:  «Если  два угла р ав н ы ,  
то они  в ер т и к ал ь н ы е » ,  что,  к о н е ч н о ,  н ев ерно .

Д о к а з а т е л ь с т в о  т ео р е м ы  о б ы ч н о  н а ч и н а е т с я  с ее 
услови я ,  а затем,  и сп о л ьзу я  п р ед ы д у щ и е ,  и звестн ы е  
ак си о м ы  или теор емы ,  дока зы вается  заключение.

Но существует  еще метод доказательства от про
тивного.  Суть его отр аж ен а  в са мом н азв ан ии .  П р е д 
пола гая .  что ут в ер ж д ен и е  т ео р е м ы  н ев ер н о ,  с п о м о 
щ ью  тех или ины х  р ас с у ж д е н и й  получае м п р о т и в о 
реч ие либ о  с и сх о д ны м  п р е д п о л о ж е н и е м ,  л и б о  с у с 
л о в и е м  т ео р е м ы ,  л и б о  с и з ве ст н ы м  м а т е м а т и ч е с к и м  
фактом.  П о - л а т ы н и  этот метод называется  reductio ad  
absurdum,  что озн ач а ет  — п р ив е д ен и е  к абсурду.

Метод  от  п р о т и в н о г о  о ч ен ь  л ю б и л  и с п о л ь з о в а т ь  
Евклид  при доказательстве  обратных теорем.

При д о к аз а т ел ь ст в е  теоре м и с п о л ьзу е т ся  и метод  
симметрии.

Н а п р и м е р ,  в теоре ме о свойствах р ав н о б е д р е н -  
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ного т р еу г о л ь н и ка  в ка честве  метода д о каз а т ел ь с т в а  
используется симметрия. Интересно доказательство тео
ремы о равенстве углов при о с н о в а н и и  р а в н о б е д р е н 
ного треугольника,  приведенное Льюисом Керролом — 
замечательным сказочником и выдумщиком.  Его сказки 
про Ал ису  и ее п р и к л ю ч е н и я  в С т р ан е  Чудес и в 
Зазеркалье известны во всем мире. Однако не все знают, 
что Льюис Кэррол — это псевдоним,  а настоящее имя 
авто ра этих кн и г  Чарлз  Лат уидж Д о д ж со н .  Он был 
п р о ф есс о р о м  матем ат ики  в О к сф о р д е .  Главным с в о 
им трудом Доджсон считал «Дополнение» к своей книге 
«Евклид  и его с о в р е м е н н ы е  с о п е р н и к и » ,  в ко тором 
он,  проводя д о каз а т ел ь ст в а  те орем с п о м о щ ь ю  с и м 
метрии,  называет  ее «методом ножниц».

Теоремой, противоположной данной теореме, н а 
зывается такая,  в которой условие и заключение пред
ставляю т  о т р и ц а н и е  усл ов ия и з а к л ю ч е н и я  д а н н о й  
теоремы.

Н а п р и м ер ,  теореме:  «Если т р е у г о л ь н и к  р а в н о б е д 
р е н н ы й ,  то углы его при о с н о в а н и и  рав ны»,  с о о т 
ветствует про тиво п о л о ж н ая  теорема:  «Если треуголь 
н и к  не являе тся  р а в н о б е д р е н н ы м ,  то углы при его 
о с н о в а н и и  не равны»,  которая справедлива .

Теореме: «Дуги, заключенные между параллельными 
хордами,  равны»,  т. е. АВ  | | CD; и А С  — u B D  (рис.  10), 
соответствует  п р о т и в о п о л о ж н а я  теорема:  «Если дуги 
не зак лючен ы между пар ал лел ьными хордами,  то они 
не равны» ,  которая неверна.  Н а п р и м ер ,  рав ные дуги 
АВ  и и  АС,  хотя и не з ак л ю ч ен ы  между п а р а л л е л ь 
ными хордами (рис. 1 1).
Итак,  противоположная 5
т е о р е м а  н е в е р н а ,  н е 
см от ря  на то, что п р я 
мая теорема истинна.

Для лучшего понятия 
этой зависимости зап и 
шем фор му л и р о вки  те- Рис. 10 Рис. 11
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орем ы с о к р а щ е нн о .  О бозн ачим  условие теоремы  б у к 
вой А , а з а к л ю ч е н и е  букв ой  В. Тогда будем иметь:

/. Прямая теорема: Если есть А, то есть и В.
2. Обратная теорема: Если есть В, то есть и А.
3. Про тивоположная прямой теореме: Если нет А,  

то нет и В.
4. Противоположная обратной теореме: Если нет

В, то нет и А.

Р а сс м ат р и в а я  эти п р е д л о ж е н и я ,  имее м ,  что п е р 
вое нах одитс я  в т ак о м  же о т н о ш е н и и  к четвер то му ,  
как  второе к тр етьем у ,  а и м е н н о :  п р е д л о ж е н и я  п е р 
вое и четв ерто е о б р а т и м ы  од но  в другое,  как  второе 
и третье.

Д е й с т в и т е л ь н о ,  из «если есть А, то есть  и В» н е 
п о с р е д с т в е н н о  следует:  «если нет  В, то нет и А» и 
о б р а т н о  из п р е д л о ж е н и я  : «если нет  В, то нет  и А» 
следует:  «если есть  А , то есть и В».

Т ак  же м о ж н о  убедиться ,  что из второ го  следует 
третье ,  и наоб ор от .

Т а к и м  о б р а з о м ,  чтобы иметь  у в е р е н н о с т ь  в с п р а 
вед ливости  всех четырех  теорем,  нет н а д о бн о с т и  д о 
ка зы в ат ь  кажд ую из них о тд ел ьн о ,  а д о с т а т о ч н о  о г 
р а н и ч и т ь с я  д о к а з а т е л ь с т в о м  т о л ьк о  двух: п р я м о й  и 
обратной  или п р ям о й  и против о п о л о ж н о й .

Вопросы для самопроверки

1. Что назы вается  гео м е тр и чес ко й  фи гурой?
2. К ак и е  фи гу р ы  н аз ы в а ю т с я  р ав н ы м и ?
3. П еречислить  ак си о м ы  планиметр ии .
4 . Что назы ва ется  отр езком п рям ой ?
5 . Как обозначается отрезок?
6 . Какие два отрезка  называ ются  р авн ы м и?
7 . Что называется  суммой отрезков?
8. К аким и  свой ствам и обладает  сумма отрезков?
9 . Что значит умножить  отрезок на число?

10. Чему равна разность отрезков?
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11. Что называется определением,  аксиомой, теоремой?
12. Что зн ачит доказательство?
13. Что назы вается  следствием?
14. Из чего сос то ит  теорема?
15. Что называется условием и заключением теоремы?
16. Какая зависимо сть  существует между прямой ,  о б 

ратной и п р отивоп олож н ой  теоремами?
17. К ак  из п р ям о й  тео р ем ы  м о ж н о  получить  о б р а т 

ную и п р о т и в о п о л о ж н у ю  теор емы ?
18. Чем св ойство фигуры от личается  от призн ака?
19. П еречисл ить  методы доказательств.
2 0 . Пр ивести п р и м ер  п р я м о й  и о б р а т н о й  т ео р е м ы ,  

чтобы прямая  была верна,  а обратн ая  нет.
2 1 . На п о ве рхнос ти  ка ких  г е о м е т р и ч ес к и х  тел м о ж 

но про водить п рям ые л и н и и  или части прямых?
2 2 . П очем у  при с г и б а н и и  л и с т а  бумаги л и н и я  я в л я 

ется прямой?
2 3 . Что изучает  геометрия?
2 4 . М ож но  ли разбить прямую на два отрезка ,  на три 

отр езка ,  на два луча,  на три луча?
2 5 . На п р ям о й  д ан ы  т очки  А и В. С к о л ь к о  м о ж но  

н а й т и  на э т о й  п р я м о й  т о ч е к  М,  т а к и х ,  что 
а) 2A M  = MB'  б) A M  = ЗМВ.

2 6 . На ск олько  частей могут разделить  плоско сть  две 
прямые?

2 7 . На плоскости проведены три прямые,  не проходя
щие через одну точку и не параллельные друг дру
гу? Как разделятся сами прямые?

2 8 . Каким образом можно разделить плоскость на 3, 4, 
5 частей?

2 9 . Сколько осей симметрии имеют две пересекающие
ся прямые' .’

Тест № 1

1. Какая аксиома неверна?

А) Каков а бы ни была п р ям а я ,  сущ ествую т  т о ч 
ки, принадлежащ ие  этой прямой ,  и точки ,  не п р и 
надлежащие ей;
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B) Через  л ю б ы е  две то ч ки  м о ж н о  п ровести  п р я 
мые;
C) Из трех то ч ек  на п р я м о й  од на  и т о л ь к о  одна  
леж и т  между двум я друг им и;
D) Каж д ы й  о т р е з о к  имее т о п р е д е л е н н у ю  дли н у ,  
больш ую  нуля;
E) Д ли н а  отрезк а  равна сумме длин  частей,  на к о 
торые он разб ива ется  л ю бой  его точкой .

Какое определение верно?

A) Т р е у г о л ь н и к  — это фигура ,  с о с т о я щ а я  из трех 
то ч ек  не л е ж а щ и х  на одно й  п р я м о й  и с о е д и н е н 
ные п о па р но  тремя п р я м о л и н е й н ы м и  о тр езк ам и  и 
части п ло ско сти ,  л е ж а щ е й  внутри этой фигур ы;
B) Т р е у г о л ь н и к о м  н аз ы ва ет ся  ф и гура ,  с о с т о я щ а я  
из трех точек,  со е д и н е н н ы х  тремя отр езкам и;
C) Т р е у г о л ь н и к о м  н азы ва ет ся  фигура ,  с о с т о я щ а я  
из трех т о ч ек  и трех о т р ез к о в ,  с о е д и н я ю щ и х  эти 
точки;
D) Т р е у г о л ь н и к о м  н аз ы ва ет ся  фигура ,  с о с т о я щ а я  
из трех отрезк ов  з ам кнутой  л о м а н о й  лин и и .

Геометрия была  открыта:

А) греками; В) ег иптянами;  С) итальян ца ми;  D) и н 
ду сам и;  Е) арабам и .

У тверж ден ие ,  п р и н и м а е м о е  без доказательства :

А) о п р ед ел ен и е ;  В) л ем м а ;  С) ак с и о м а ;  D) т е о 
рема;  Е) след ст вие.

С т о р о н у  к а ко го  п р а в и л ь н о г о  в п и с а н н о г о  м н о г о 
у г о л ьн и ка  выч и сл ил  впе рвы е  Беру ни?
А) шестиугольника ;  В) десятиугольника ;  С) в о сь м и 
у г о л ь н и к а ;  D) д е в я т и у г о л ь н и к а ;  Е) д в е н а д ц а т и 
угольн ика .

К о му  п р и н а д л е ж и т  это ут в ер ж д ен и е?  Ч ер ез  т о ч 
ку, взятую вне п р я м о й ,  нел ьз я  п р о ве сти  ни о д 
ной прям ой ,  п а раллельной  д ан н о й  прямой .
А) Евклиду; В) Лобачевскому;  С) Риману; D) Омару 
Хайяму;  Е) Фалесу .



7 . С у м м а  углов  т р е у г о л ь н и к а  м е н ь ш е  180°. Кому  
при надлеж ит  это утверждение?
А) Е в к л и д у ;  В) Л о б а ч е в с к о м у ;  С)  Р и м а н у ;
D) Ома р Хайяму;  Е) Фалесу.

8 . К ка кому  п о н я т и ю  от н о с и т с я :  две п р я м ы е  могут 
пересечься только  в о д к о й  точке.  Что это?

А) теорема;  В) лем м а;  С) а ксиом а ;  D) следствие;
E) о п р ед ел ен и е .

9 . Кто считается перв ог еометр ом?

А) Ф ал е с ;  В) А п п о л о н и й ;  С) Е в кл и д ;  D) П и 
фагор ;  Е) Беруни .

10. Чем яв л яется  утв ер жден ие:  « в е р т и кал ь н ы е  углы 
равны»?
А) а к с и о м о й ;  В) т е о р е м о й ;  С) с л е д с т в и е м ;
D) л ем мой;  Е) оп ределен и ем .

11 . На луче А В  о т м е ч ен а  точ ка  С. Н айти  дли н у  о т 
резк а  В С , если А В  -  1.6 см и А С  = 0 . 4  см.
А) 2 см; В) 1,2 см; С) 1см;  D) 0,8 см; Е) 4 см.

12. На отрезке  А В , равном 192 см,  взята точка С так,
что А С : СВ  =  1 5 : 1 7; на АС  отложен  о т р ез о к  CD ,

2
равный -  ВС. Найти  расстояние AD.
А) 22 с м ;3 В) 11см;  С) 112 см ;  D) 6 8 см; Е) 9 2 с м .

13 . На пр ям о й  о т л о ж ен ы  два р ав н ы х  о тр езк а  А С  и 
СВ. На отр езке  СВ взята  точка  /), ко торая  делит  
его в о т н о ш е н и и  4:5. Найти  о трезок  между с е р е 
д и н а м и  о т резков  А С  и D B , если CD равен 12 см.

А) 22 см; В) 27 см; С) 19,5 см; D) 33 см; Е) 30 см.

14. С к о л ь к о  кн и г  вкл юча ет  «Начала» Евклида?

А) 14; В) 13; С) 12; D) 15; Е) 1 1.

15. Прям оугольную  си стему  ко о р д и нат  ввел:

А) Евклид;  В) П и ф а г о р ;  С) Д екарт ;  D) Герон;
E) Фалес.
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1 6 . Теорему  о в ер т и к а л ь н ы х  углах доказал:
А) Евклид;  В) П и ф а г о р ;  С) Д ека р т ;  D) Герон ;
Е) Фалес.

17. Дан отрезок АВ = 180 см. На АВ  взята точка С так,  
что А С : СВ  =  4 : 5, на А С  отложен  от р езо к  CD = 
=  0 , 2 ВС.  Н а й т и  р а с с т о я н и е  м ежду  с е р е д и н а м и  
кр айних  частей отрезка .

А) 100 см; В) 80 см; С) 90 см; D) 70 см; Е) 50 см.

18 . С к о л ь к о  ти по в  у р ав н ен и й  третьей степе ни  в ы д е 
лил Омар  Хайям?

А) 20; В) 24; С) 25; D) 28; Е) 18.

19 . На п р о д о л ж е н и и  о т р ез к а  АВ  — 100 см взята  т о ч 
ка С так, что А С — 180 см. Найти расстояние м е ж 
ду се рединам и  этих отрезков.

А) 140 см; В) 80 см; С) 90 см; D) 40 см; Е) 50 см.

2 0 . Кто первый  решил  п р и б л и ж ен н ы м  методом у рав 
нение :  х 3 + 1 =  Зх?
А) О. Хайям;  В) Аль-Хорезми;  С) Ат-Туси; D) Аль- 
Беруни;  Е) Ибн Син о.
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Глава 2
ТРЕУГОЛЬНИКИ

§ 2 .1 .  Углы, их виды. Соотношения между 
ними

Понятие угла
О п р е д е л е н и е .  Углом называется часть п лоско

сти, заключенная между двумя лучами этой плоскости,  
имеющими общее начало,  включая  сами лучи.

О п р е д е л е н и е .  Точки, лежащие в этой части плос
кости,  называются вн ут р е н н и м и  т о ч к а м и  угла.

О п р е д е л е н и е .  Фигура, образованная двумя л у ч а 
ми и частью плоскости между ними,  исходящими из 
одной точки,  называется углом.

О п р е д е л е н и е .  Лучи, образующие угол, называются 
сторонами,  а их общее начало — вершиной угла.

Угол о б о з н а ча ет ся  тремя з а г л а в н ы м и  л а т и н с к и м и  
буквами ,  из кото рых ср е дн яя  ста вится  у в е р ш и н ы ,  а 
две другие у к а к и х - н и б у д ь  то ч ек  на ст о р о н ах  угла 
(читается  «угол АОВ»).  Но угол м о ж н о  о б о з н а ч и т ь  и 
одной  буквой,  поставленной у его вершины,  если при 
этой верш ине  нет других углов (иногда слово угол за
меняют знаком L).

На р и су н к е  12 и з о б р а ж е н ы  
угол А О В , или L  0\  О А и О В — 
стороны угла, точка О — в ер ш и 
на угла.

Угол можно обозначи ть  ц иф -  О 
рой,  п о с т а в л е н н о й  внутри угла Рис- 12
около  вершины.

С т о р о н ы  угла дел ят  всю плоскость ,  в ко торой  л е 
жит  этот угол,  на две области .  Одна из них (как  уже 
ск азан о  выше)  наз ыва ется  внутре нней  обла стью угла 
(рис. 13 а), другая — внешней  его областью (рис. 13 б).
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Рис. 13

Внутренней областью будем считать ту, в к о т о 
рой целиком помещается отрезок п р ям ой , соеди няю
щий две любые точки,  взятые на сторонах угла.  Н а 
пример, отрезок С Д  соединяющий произвольные точки 
С и D на  с торонах  угла ЛОВ.  О б ы ч н о  «угол Л О В » з а 
п исывае тся  ка к / .ЛОВ.  Но иногда приход ится считать  
углом другую часть  п л о с к о ст и ,  в этих  случаях  о б ы ч 
но делается специальное указание,  какая область п лос
кости  п р и н и м ае т ся  за угол.

Равенство и неравенство углов
О п р е д е л е н и е .  Два угла называются равными , если 

при наложении они могут совместиться.
П р е д п о л о ж и м ,  д ан ы  два угла: ЛОВ  и Л хО {В г

Н а к л а д ы в а е м  L Л О В  на / . Л ]0 ]В [ 
так,  чтобы верш ина О совпала с О,, 
с т о р о н а  О б л е г л а  на  0 1В ] и чтобы 
в н у т р е н н и е  о б л а с т и  о б о и х  углов  
были  р а с п о л о ж е н ы  по одну  с т о р о 
ну от п р я м о й  O xB v Если при  этом 
с т о р о н а  ОЛ с о в м е ст и т ся  с ОхЛ х, то 
углы р ав н ы ;  если же ОЛ р а с п о л о 
ж и т с я  внутри  L Л хО \Вх или же вне 
его,  то углы не рав н ы ,  п р и ч ем  тот  
из них будет м е нь ш е ,  к о т о р ы й  с о 
ста вит  часть  другого угла.

На рисунке 14 изображены углы, 
рис. 14 р авн ы е  между собой.



Сумма углов
О п р е д е л е н и е .  Суммой углов называется угол,  

который получится при приклад ывани и одного из у г 
лов к другому так,  чтобы внутренние области этих  
углов  были расположены по разные стороны от их об
щей стороны, а вершина этих углов была общей.

Суммой двух углов ЛОВ  и Л,О,В,  является Z.A,0,D, =  
=  / -A,0,B,+ /l B,0,Dv где L В ,0 ,0 ,  =  L A O  В (рис. 15). Таким 
же образом м о ж 
но составить сум
му трех и более 
углов.

С у м м а  углов,  
как  и сумма  от-  q  л О А
р е з к о в  п р я м о й ,
о б л а д а е т  с в о й -  Рис. 15
ствами:

переместительным Z.AOB+ / .A,0 ,B,= Z.A,0,B,+ LAOB\
сочетательным L A O B +  (Z.A,0,B,+ LA^O.B,) = (ААОВ  + 

+ LA^O^B,)  +  L A 20 2Br

Расширение понятия об угле
П р и  н ах о ж д ен и и  сум м ы  углов в о з м о ж н ы  особы е  

случаи.
1. По сле  с л о ж е н и я  н е с к о л ь к и х  углов с т о р о н а  п о 

следнего  угла с ос тавляет  п р о д о л ж е н и е  ст о р о н ы  п е р 
вого угла.

Например ,  при сл ож ении  уг
лов А О В , ВОС, COD  сторона OD 
составит  п р о до л ж е ни е  АО.  П о 
л у че нн у ю  ф игуру  будем н а з ы 
вать  р а з в е р н у т ы м  уг лом,  или рис \^ 
р ас прямлен ны м (рис. 16).

О п р е д е л е н и е .  Угол, стороны которого лежат на 
одной прямой и являются дополнительными лучами этой 
прямой,  называется разверн ут ы м  углом.
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С

F у глов  ЛОВ,  В О С , COD, D O E , 
EOF, FOA с торона  О А угла FOA 
с о в м е с т и т с я  со  с т о р о н о й  ОА 
I’.АОВ  (рис. 17).

 ̂ 2. По сле  с л о ж е н и я  н е с к о л ь 
ких углов с т о р о н а  о д н о г о  угла 

А совместится со стороной другого
угла.  Н а п р и м е р :  при с л о ж е н и и

Рис. 17

О п р е д е л е н и е .  Фигура, образованная совпавшими  
полупрямыми (вместе со всей плоскостью), называется  
п о л н ы м  углом.

Н аибол ее  р а с п р о с т р а н е н н о й  мерой  углов является  
градусная мера.

О п р е д е л е н и е .  Угол в 1 градус (обозначается как  
Г )  есть 1/360 часть полного угла.

В геоме трии  ино гд а  углы и з м е р я ю т  в «долях d», 
п р и н и м а я  за е д и ни ц у  изм ер е ни я  п рям ой  угол.

Для измерения углов в градусах используется т р ан с 
портир.

С пр а ве дл и в ы  сл ед ую щие ут верждения:
1 ) к а ж д ы й  угол им ее т  о п р е д е л е н н у ю  г рад усн ую  

меру,  бо ль ш у ю  нуля;
2 ) ра зв ер н у т ы й  угол равен  180°;
3) градусная мера угла равна сумме градусных мер 

углов,  на которые он разбивается лю бы м лучом,  п р о 
х одящ и м  между его сторонам и;

4) от любой  полупрямой  в заданную полуплоскость 
м о ж н о  о т л о ж и т ь  угол с з а д а н н о й  гр адусной  ме рой ,  
м е н ь ш е й  180°.

О п р е д е л е н и е .  Два угла называются равными,  если 
их меры равны.

О п р е д е л е н и е .  Из двух углов  большим считается  
тот, мера которого больше.

О п р е д е л е н и е .  Угол называется п р я м ы м , если его 
мера равна 90° (рис.  18 а)



а) б) в)

Рис. 18

О п р е д е л е н и е .  Угол называется о с т р ы м , если он 
меньше прямого (рис.  18 б).

О п р е д е л е н и е .  Угол называется т у п ы м , если он 
больше прямого, но меньше развернутого (рис. 18 в).

О п р е д е л е н и е .  Луч, который исходит из вершины 
угла  и лежит в его внутренней области,  называется  
вн ут ре нним  лучом угла.

Внутренний луч разбивает данный угол на два мень
ших угла.

О п р е д е л е н и е .  Мера угла  равна сумме мер углов,  
на которые данный угол разбивается любым его в н у т 
ренним лучом.

О п р е д е л е н и е .  Внутренний луч,  делящий угол  на 
две равные части, называется биссектрисой угла.

§ 2 .2 .  Смежные и вертикальные углы и их 
свойства

Смежные углы и их свойства
О п р е д е л е н и е .  Д ва  угла называются с м е ж н ы м и , 

если одна сторона у  них  общая, а две другие стороны  
этих углов  являются  дополнительными полупрямыми.

Рассмотрим свойства см ежны х  углов. 
т е орем а  1 _ _____________________________________________

Сумма двух смежных углов равна 180°.

Д а н о :  А ЛОВ  и L B O C  — смежные (рис. 19).
Д о к а з а т ь :  L A O B +  А В О С  = 180°.

метрия, часть I



в Д о к а з а т е л ь с т в о .  С у м м а  
двух с м е ж н ы х  углов р ав н а  р а з 
в ерн утому  углу, т. е. 180°. З н а -

А О
Рис. 19

чит,  А А О В  + А В О С  — р а з в е р н у 
ты й .  т. е. L A O В +  А В О С  =  180°.

Следовательно ,  каковы бы ни
б ыли  см еж н ы е  углы,  их сумма рав на 180°, что и т р е 
бова лось  доказать .

Д л я  ка ждого  угла м о ж н о  п о с т р о и т ь  два  с м е ж н ы х  
с н им  угла. П р о д о л ж и в  ст о р о н у  А О  угла А О В  за т о ч 
ку О, получим один  с м е ж н ы й  к нем у  угол ВО С,  а 
при  п р о д о л ж е н и и  другой ст о р о н ы  ВО  за то чку О п о 
лучим второй с м е ж н ы й  угол A O D  (рис.  20).

Два угла, смежные с одним и тем же углом, равны 
между собой.

в е л и ч и н ы ,  то о с т а н у т с я  р а в н ы е  в е л и ч и н ы .  С л е д о в а 
тельн о ,  если от 180° о т н ят ь  од ин  и тот  же угол А О В , 
то  о с т а н у т с я  р а в н ы е  у г л ы  A O D  и ВО С,  т. е. 
А А О D — АВО С,  ч т о  и  треб овал ось  доказать .

те орем а 3 _______________________________________________
Если угол прямой, то каждый угол, смежный с ним, 

тоже прямой.

Д а н о :  А А О В =  90°; А В О С  и  A A O D  — с м е ж н ы е  с 
А А О В  (рис. 21).

Д о казать :  А В О С  =  A A O D  =  90°. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По сво й ству  с м е ж н ы х  углов,

Д а н о :  АВ ОС  и AAOD — смеж
ные с углом а А О В  (рис.  20).

Д о к а з а т ь :  a A O D = a BOC.

Рис. 20

Д о к а з а т е л ь с т в  о. С у м м а  
А А О В +  А В О С =  180° и А А О В  + 
+ A A O D =  180°. Если от равных  
в е л и ч и н  о т н я т ь  то ж е  р а в н ы е
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А Л О В  + / . В О С  = 1 80°, и л и  
90° + L В О С  = 180°, а т о г д а  
L B O C =  90°. П о  т е о р е м е  2, £. 
L ВО С  =  L A O D  =  90° как  два  
угла,  с м е ж н ы х  с / .А О В ,  что 
и требовал ось  доказать .

Следствие.  Если при пересечении двух прямых один 
из о б р а зо в ав ш и х ся  при этом четырех  углов ока жется  
п р я м ы м ,  то и о ст а л ьн ы е  три  угла д о л ж н ы  быть  п р я 
мыми.

Вертикальные углы и их свойства
О п р е д е л е н и е .  Д в а  угла называются в е р т и к а л ь 

ными,  если стороны одного угла являются дополнитель
ными полупрямыми другого.

т е о р е м а ______________________
Вертикальные углы равны.

Д а н о :  ЛОВ  и COD — в ерти
кальные углы (рис.  2 2 ).

Д о к а з а т ь :  L A  О В — L COD.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 

/ .А О В  и L C O D  — л ю б ы е  в е р 
тикальные углы. Каждый из них 
с м е ж н ы й  с углом AOD.  По  т е 
о р е м е  ■ 1 о с м е ж н ы х  угл ах ,
А Л О В +  L A O D =  180° и / .C O D  + L A O D =  180°, о т к у 
да L A O B =  180° -  L A O D  и L C O D  — 180° -  / .AOD.  С л е 
д о вател ьно ,  L A O B  = / . C O D , что и т р еб о в а л о сь  д о к а 
зать.

Особенности углов, имеющих общую вершину
Д ля  углов,  и м е ю щ и х  об щ у ю  в ер ш и н у ,  с п р а в е д л и 

вы след ующие утвержден ия.
1. Если сумма нескольких углов,  имеющих общую вер

В

1  Л
О

D

Рис. 21
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шину, составляет развернутый угол, то она равна двум 
прямым,  т. е. 180° (рис.  23).

2. Если сумма нескольких углов,  имеющих общую вер
шину,  составляет полный угол,  то она равна четырем 
прямым,  т. е. 360°.

На ри су н к е  24: / -А О В  +  L В О С  + / -C O D  +  L D O E  + 
+  L E O E  = 360°.

3. Если два угла имеют общую 
вершину ( О) и общую сторону ( О В) 
и в сумме составляют 180°, то 
две другие стороны (АО и ОС)  
со с т авля ют  про должение одна  

Рис. 25 другой, т. е. т акие  углы будут
смежными  (рис.  25).

О п р е д е л е н и е .  Общая сторона двух смежных углов  
называется наклонной к прямой, на которой лежат  
две другие стороны, если смежные углы не равны м е ж 
ду собой. Общая вершина этих углов  называется о с
нованием наклонной.

На рисунке 26: В О — н а к л о н н а я  < прям ой  АС; О — 
осн ован ие  наклонной .

О п р е д е л е н и е .  Общая сторона двух 
равных смежных углов называется пер
пендикуляром к прямой, на которой л е 
жат две другие стороны смежных уг-  

А О С лов.  Общая вершина этих углов  назы-  
Рис. 26 вается основанием перпендикуляра.



На ри сун ке  27: ВО  — п е р п е н д и 
куляр к п р ям о й  АС;  О — о с н о в а н и е  
перпендикуляра.

О п р е д е л е н и е .  Две прямые, п е 
р е с е к а ю щ и е с я  под пр ям ым угл о м ,  
называются взаим но  п е р п е н д и к ул яр 
ными.

Перпенд икулярность  двух прямых 
записыва ется символом  « 1 ».

На рисунке  28: п р ям ы е  B D l A C .  

§ 2 .3 .  Треугольники и их виды

В

71______
О

Рис. 27

С

В

А С
О

D
Рис. 28

Прежде чем дать определение треугольника,  всп ом 
ним оп ред еление ло м ан о й  л инии .

О п р е д е л е н и е .  Ломаной линией называется линия,  
образуемая отрезками прямых,  не леж ащих  на одной 
прямой и расположенных так,  что конец первого о т 
резка  служит началом второго,  конец второго отре з
ка началом третьего  и т. д.

Л о м ан ая  л и н и я  о б о знача ется  буквам и ,  п о с т а в л е н 
н ыми  у ее в ер ш и н  и ко н ц о в .  На р и су н к е  29 и з о б р а 
жены л о м а н ы е  A B C D E  и A lB lC [DlE iFr

Л - К
А< С, D, \ F,

Рис. 29

О п р е д е л е н и е .  Отрезки называются сторо нами  
ломаной, а вершины углов ,  образуемых соседними ст о
ронами ломаной,  называются ее вершинами.
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Рис. 30 Рис. 31

О п р е д е л е н и е .  Ломаная линия называется выпук
л ой , если при проведении прямой через каж дую сторо
ну ломаная будет расположена по одну сторону этой  
прямой  (рис.  30).

На  ри су н к е  31 л о м а н а я  A t В ] С, /),£,  не будет в ы 
п у кл о й ,  так  как  она р а с п о л о ж е н а  по р а з н ы е  с т о р о 
ны от пр ям о й  С,/),.

О п р е д е л е н и е .  Ломаная называется замкнут ой,  
если ее концы совпадают.

На р и су н к е  .32 и з о б р а ж е н ы  з а м к н у т ы е  л о м а н ы е  
л и н и и  A B C D E  и A^B]ClDlE ]Fr

О п р е д е л е н и е .  Многоугольником называется ф и 
гура, образованная замкнут ой  ломаной  линией  вместе  
с частью плоскости,  ограниченной этой линией.  С то
роны этой ломаной называются сторонами многоуголь
ника; углы,  составленные каждыми двумя соседними

А

F,

Рис. 32

\Е - ника.

сторонами, называются углами  
многоугольника, а вершины этих  
углов  — вершинами многоуголь-

/ На р и с у н к е  33 и з о б р а ж е н
А Е м н о г о у г о л ь н и к  AB CDE E.  Угол

Рис. 33 BAF  — при в ер ш и н е  А.
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О п р е д е л е н и е .  Ломаная  лин ия ,  ограничивающая  
многоугольник,  называется его контуром, а отрезок,  
равный сумме всех его сторон, называется п ерим ет 
ром многоугольника.

О п р е д е л е н и е .  Многоугольник называется выпук
лым, если он ограничен выпуклой замкнутой ломаной  
линией.

О п р е д е л е н и е .  Прямая,  соединяющая любые н е 
соседние вершины двух углов  многоугольника,  на з ы в а 
ется диагональю многоугольника.

На рисунке 34 изображен вы
пуклый многоугольник ABCDE;
AD — д иа гона ль .

Н а им еньш ее  число сторон в # 
многоугольнике может быть три.
По числу сторон многоугольник 
назы вается  треугольником,  че- 
т ы р е х у  гол ьник о м , п я т и у  го, хьни- 
ком  и т. д.

О п р е д е л е н и е .  Треугольником называется м н о 
гоугольник,  имеющий три стороны.

Или:  Треугольником н а з ы в а ет ся  г ео м ет р и ч ес ка я  
фигура,  состоящая из трех т о ч е к , не леж ащ их  на од 
ной прямой,  и трех о т р е зк о в , попарно соединяющих  
эти точки,  и части п л о ск о ст и , заключенной внутри  
этой фигуры.

Тр еугольник  обознача ется  си м волом  А.

Виды треугольников
В з а в и с и м о с т и  от дли н  ст о р о н  т р еу г о л ь н и к и  б ы 

вают: разносторонние, равнобедренные и равносторонние.
О п р е д е л е н и е .  Треугольник называется разносто

ронним, если все его стороны различной длины.
На рисунке 35 изображен разностор он ний  треуголь

н ик  ABC,  где А В  * ВС' *  АС.
О п р е д е л е н и е .  Треугольник называется равнобед

ренны м , если две его стороны равны.
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На рисунке 36 изображен равнобедренный треуголь
н и к  Л В С , где Л В =  ВС *  АС.

О п р е д е л е н и е .  Треугольник называется равн осто
р о н н и м ,  если все его стороны равны.

На рисунке 37 изображен равносторонний  треуголь
н и к  А В С , где А В =  ВС = АС.

В з а в и с и м о с т и  от в ел и ч и н ы  углов т р е у г о л ь н и к и  
бывают:  ост роугольные, прямоугольные  и т у поуголь 
ные.

О п р е д е л е н и е .  Треугольник называется остроуголь
н ы м , если все его углы острые.

На рисунке 38 изображен остроугольный треугольник 
А В С , где L A  < 90°; L B  < 9 0 ° ;  L C  < 90°.

О п р е д е л е н и е .  Треугольник называется п р я м о 
у г о л ь н ы м ,  если один из его углов  прямой.

На рисунке 39 изображен прямоугольный треуголь
н и к  АВС,  где LA  =  90°.

О п р е д е л е н и е .  Треугольник  на зы вает ся  т у п о 
у го л ь н ы м ,  если один из его углов  тупой.

На рисунке 40 изображен тупоугольный треугольник 
АВС,  где LA  > 90°.

Рис. 38 Рис. 39 Рис. 40
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О п р е д е л е н и е .  В прямоуголь
ном треугольнике стороны, обра
зующие прямой угол ,  называются  
к а т е т а м и ,  а сторона,  леж ащ ая  
против прямого угла,  называется  
гипотенузой.

На рисунке 41 изображен пря
моугольный треугольник А В С , где 
АВ  и А С  — катеты, ВС — гипотенуза.

§ 2 .4 .  Основные линии в треугольнике

Кроме шести осн овных  элементо в  (сторон и углов) 
треугольни к  имеет и другие эле мен ты.

О п р е д е л е н и е .  Высотой треугольника называется  
отрезок перпендикуляра , опущенного из вершины угла  
треугольника на противоположную сторону (или на ее 
продолжение) .

На ри сун ке  42 о с н о в а н и е  высоты ВО т р е у г о л ь н и 
ка ЛЯС л еж и т  на сто р о н е  /1C, а на р и с у н ке  43 о с н о 
вание высоты B Dl тр еугольника А 1В 1С] лежит на п р о 
долж ен ие  продолжении  стор он ы Л,С,.

Рис. 42 Рис. 43

О п р е д е л е н и е .  Медианой  
треугольника называется о т 
резок прямой, соединяющий л ю 
бую вершину треугольника с се
рединой его противолежащей  
cm ороны.

На рисунке 44 отрезок ВМ — 
ме диан а,  так  как A M  =  МС.  Рис. 44

Рис. 41
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О п р е д е л е н и е .  Биссектрисой треугольника на зы
вается отрезок прямой от вершины внутреннего угла  
треугольника до противоположной стороны,  делящий  
этот угол  пополам.

Н а р и су н к е  45 и з о б р а ж е н  т р е у г о л ь н и к  Л В С , где 
BF  — б и с с е к т р и с а  угла В , т. к. L A B F =  LF B C .

Т а к и м  о б р а з о м ,  из ка ж д о й  в е р ш и н ы  т р е у г о л ь н и 
ка м ож но  прове сти  высоту,  ме диан у  и бис сектр ис у.

На  р и су н ке  46 и з о б р а ж е н  т р е у г о л ь н и к  ЛВС,  где 
BD — в ы с о т а  ( B D ± A C ) \  B F — б и с с е к т р и с а  ( Z.ABF = 
= /LFBC)', В М  — м е ди ан а  (A M  =  Л/С), пр о ве де нн ы е  из 
в е р ш и н ы  угла В.

Рис. 45 Рис. 46

В разностороннем треугольнике высота,  биссектриса 
и медиана,  п рове денны е  из одной в ершины  треуг оль
н и к а ,  не совпад аю т.

В т р еугольни ке  ч астн ого вида эти элемен ты  могут 
совпадать .  Н а п р и м е р ,  в р а в н о с т о р о н н е м  т р е у г о л ь н и 
ке выс ота ,  м е д и а н а  и б и с с е к т р и с а ,  п р о в е д е н н ы е  из 
каждой  в е р ш и н ы  т р еу г о л ь ни к а ,  совпад аю т.  В р а в н о 
б е д р е н н о м  т р е у г о л ь н и к е  т а к и м  св о й ст в о м  о бладаю т  
т о л ь к о  высота ,  м е д и а н а  и б и с с е к т р и с а  о д н о г о  угла,  
з а к л ю ч е н н о г о  между р а в н ы м и  с т о р о н а м и  это го т р е 
у г о л ьн и ка  (эта тео р е м а  будет д о к а з а н а  в § 2 .5 ).

В каж дом  т р е у г о л ь н и к е  имею т с я  три  в ысоты,  три 
ме дианы  и три б иссектр исы.
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§ 2 .5 .  Свойства равнобедренного 
треугольника

Р ас с м о т р и м  р а в н о б е д р е н н ы й  т р е у г о л ь н и к  Л В С , в 
кот ор ом  Л В =  ВС.

О п р е д е л е н и е .  Равные стороны рав
нобедренного треугольника называются  
боковыми сторонами, угол между ними — 
углом при вершине, а третья сторона — 
основанием.

На рисунке 47 изображен рав нобе д
ренный треугольник ЛВС,  где ЛВ и ВС — 
б о к о в ы е  ст о р о н ы ;  Л В =  ВС; L B  — угол 
при вершине;  ЛС  — о снование .  Рис. 47 
т е о р е м а ______________________________________________

В любом равнобедренном треугольнике:
1) биссектриса угла при вершине треугольника яв

ляется его медианой и высотой;
2) углы при основании равны.

Д а н о :  AABC, АВ  =  ВС; BD — биссектриса L ЛВС  (т. е. 
L  1 =  L2)  (рис.  48).

Д о к а з а т ь :  1) BD — медиана (т . q. AD = DC), BD — 
высота (т. е. BD±AC);  2) LA  =  LC.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для д о к а 
зательства повернем AABD  вокруг  
BD до с о в м е щ е н и я  равных  углов 
L  1 =  L 2; вследствие их р ав ен ства 
сторона ВА пойдет по стороне ВС  
и совместится с ней,  т. к. А В =  ВС.
Поскольку через точки D и С п р о 
ходит единственная прямая,  то AD  
совместится  с DC,  следовательно,  Рис. 48
BD — медиана.  A A B D  полностью совместится с A BDC,  
а тогда совместятся LA  и Z.C, а также L A D B  и LCDB.  
Из равенства смеж ных углов ADB  и CDB  следует,  что 
B D l A C ,  т. е. BD —высота,  что и следов ало доказать .
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Следствие 1. Так  как из в ер ш и н ы  р а в н о б е д р е н н о 
го т р е у г о л ь н и к а  м о ж н о  провести  то л ьк о  од ну  в ы с о 
ту и то л ьк о  одну  ме диану ,  то м е ди ан а  всегда я в л я 
ется б и с се к т р и с о й  и высотой ,  а высота — б и с с е к т р и 
сой и медианой.

Следствие 2. В равн о сто р о н нем  треугольнике к а ж 
дая из трех м еди ан  яв л яе т ся  б и с с е к т р и с о й  и в ы с о 
той,  а каждая высота — б и с сек т р и с о й  и медианой.

Следствие 3. В р а в н о с т о р о н н е м  т р е у г о л ь н и к е  все 
в нутренние  углы равны.

О п р е д е л е н и е .  Две фигуры (в частности, две точ
ки)  называются симметричными относительно п ря
мой (оси симметрии) ,  если при перегибании плоскости  
чертежа по этой прямой они совмещаются.

С и м м е т р и ч н ы е  фигуры равны.
(Более подробно о симметри и  в следующих главах.)

Следствие 4. В равнобе дре нном треугольнике осью 
с и м м е т р и и  яв л яе т ся  б и с с е к т р и с а  ( м ед иа на ,  высота)  
угла при его вершине.

§ 2 .6 .  Признаки равенства треугольников

О п р е д е л е н и е .  Две геометрические фигуры или два 
треугольника называются равны м и, если они сов ме
щаются друг с другом при наложении.

В со в м ещ аю щ и х ся  треугол ьни ка х  все их элементы:  
с т о р о н ы ,  углы,  высоты,  м е д и а н ы ,  б и с с е к т р и с ы  д о л 
ж н ы  быть  р ав н ы м и .  О д н а к о  для р ав ен ств а  т р е у г о л ь 
ников нет необходимости устанавливать равенство всех 
их элементов,  а достаточно убедиться в равенстве толь
ко некоторы х  из них.

Первый признак равенст ва треугольников (по двум  
сторонам и углу  м еж ду ними).
т е о р е м а ______________________________________________

Если две стороны и угол между ними одного тр е
угольника равны соответственно двум сторонам и углу
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между ними другого треугольника, то такие треуголь
ники равны.

Д а н о :  A A B C  и А А , В ХСХ\ А В = А ХВ Х\ А С  = А ХС, и 
/ .В А С  =  / , В ХА [С] (рис.  49).

Д о к а з а т ь :  A ABC — А А,В,  С,.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Наложим 

А А В С  на А А,В, С, так, чтобы точ
ка А совпала с то чкой  А г  а с т о 
рона А С  пошла по стороне А ХСХ, 
тогда, вследствие равенства этих 
сторон ,  то ч ка  С с о в м е ст и т ся  с 
точкой  С,. Вследствие равенства 
углов ВАС  и B iA ]C], с т о р о н а  АВ  
пойдет  по А ХВ Г а так  как А В  =
= А.В., то точка В совпадет с точ-

Рис 49кой /?,; поэтому сторона СВ с о 
вмес титс я с С,В, (так  как две то ч ки  С, и В , м о ж н о  
с о е ди н ит ь  то льк о  одной  п р ям о й ) .  Итак,  т р е у г о л ь н и 
ки A B C  и /1 ,5 ,С, с о в м е с т и л и с ь  при н а л о ж е н и и ,  з н а 
чит,  они равны,  что и тр еб о в ал о сь  доказать .

Второй признак равенст ва треугольников (по ст о
роне и двум угл а м ).

т е о р е м а ______________________________________________
Если сторона и два прилежащих к ней угла одного 

треугольника соответственно равны стороне и двум при
лежащим к ней углам другого треугольника, то такие 
треугольники равны.

Д а н о :  A ABC  и А А,В, С,; ВС  =  Вх С,; / .ABC = L А,В , С,; 
L A C B  =  / . А ]С1В1 (рис.  50).

Д о к а з а т ь :  A A B C  = А А,В,  С,.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Наложим A ABC  на А А, Вх С, так, 

чтобы точка  С совпала  с точ кой  С, и сторона СВ п о 
шла по С,#,.  Тогда вследствие равенства сторон СВ и 
С,В, точка В совпадет  с точ кой  В г Вследствие равен-
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ства  углов ЛСВ  и А ХС ХВ Х с т о р о н а  СА п о йд е т  по C XA V 
а всл едствие  р а в е н с т в а  углов А В С  и А ХВ ХС, с т о р о н а  
ВЛ п о йд ет  по ст о р о н е  В,АУ Т ак  как  две п р я м ы е  С 1А 1 
и B tA t могут пересечься тольк о  в одной  точке,  то вер 
ш и н а  А совпадет  с в е р ш и н о й  А г Т ак и м  образом ,  т р е 
угольники ЛВС  и A tВ, С, совместятся; значит,  они равны,  
что и требовал ось  доказать .

Третий признак равенст ва  треугольников (по трем  
ст оронам).

т е о р е м а ______________________________________________
Если три стороны одного треугольника равны с о 

ответственно трем сторонам другого треугольника, то 
такие треугольники равны.

Д а н о :  А А В С н  А А ХВХСХ\ А В = А , В {\ A C  = A ,C t и ВС = 
=  B t С, (рис.  51).

Д о к а з а т ь :  А ЛВС  = А Л 1В 1С Г
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства  при лож им 

А А В С  к А Л 1В1С1 так ,  чтобы у них со в м е ст и ли сь  рав-

В ные с т о р о н ы  А С  и А ХС{, а в е р 
шины В и В, находились по раз
ные стороны от A tCr Тогда А АВС  
з ай м е т  п о л о ж е н и е  А А 1В2С 1, в 
ко то р о м  А В  = А ]В2 и  В С = В 2Сх 
(рис.  52). Но А В  = А ХВ ] и В С -  
= Я,С,, по усл о ви ю ,  а п отом у 
стороны ЛХВХ =  A tВ, и ВХСХ = В,СГ 
С о ед и н и в  В , и В2, получим два 
р а в н о б е д р е н н ы х  тр еу г о л ь н и к а
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А и с о б щ и м  о с 
нованием В{В,. Из свойств рав
нобедренного треугольника сле
дует, что углы при о сн о в ан ии  А 
в них рав н ы ,  след о в ат е ль н о ,
L \  = L 2  и  L 3  = L 4 ,  о т к у д а  
следует, что LA^B^C{ = LA^B,CV 
То гда Д А 1В ] С, =  А Л,Я2С, (п о  Рис. 52
пе р в о м у  п р и з н а к у  р ав ен ств а
т р еу го л ь ни ко в ) .  З начит ,  Д A B C  =  Д Л,#,  С,, что и т р е 
бовалось  доказать .

П р и м е ч а н и е .  В равных треугольниках против рав
ных ст о р о н  леж ат  р ав н ы е  углы,  и о б р ат н о ,  п ротив  
рав ных  углов лежат  рав ные стороны .

§ 2 .7 .  Признаки равнобедренного 
треугольника

Рассмотрим четыре призн ака  рав нобедренного  т р е 
угольн ика .

т е о р е м а ______________________________________________________
(первый признак)

Если в треугольнике углы при двух вершинах рав
ны, то этот треугольник равнобедренный.

Д а н о :  Д A B C ; LA — L C  (рис. 53).
Д о к а з а т ь :  Д AB C  рав н о бедр енн ы й,  т. е. А В — ВС.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Через точку D — середину сто

роны А С  проведем п е р п ен ди ку л я р  к сторо не АС,  к о 
торы й  перес еч ет  ст о р о н ы  АВ  и 
ВС  в точках В } и В2.

Р а с с м о т р и м  п р я м о у г о л ь н ы е  
треугольники A D B , и CDBr  Они 
равны по второму пр изн ак у  р а 
венства треугольников: AD = DC  
по построению; LA = L C  по ус- A D с
ло вию ;  LB^DA  = L B , D C  = 90°. Рис. 53
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Значит,  DB, и DBt — равные отрезки,  следовательно,  
т о ч ки  и В , с о в п а д а ю т  не то л ьк о  межд у со б о й ,  но 
и с точкой В. Следовательно,  АВ  = ВС,  значит А А В С  — 
р ав н о б е д р е н н ы й ,  что и треб овал ось  доказать .
т е о р е м а ______________________________________________
(второй признак)

Если в треугольнике биссектриса и высота, выхо
дящие из одной вершины, совпадают, то этот тр е
угольник равнобедренный.

Д а н о :  А А В С ; BD — в ы с о т а  и б и с с е к т р и с а ,  т. е. 
I .AB D  =  L D B C  и  BD _l_ А С  (рис.  54).

Д о к а з а т ь :  A A B C  р а в н о б е д р е н н ы й ,  т. е. А В  = ВС.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Треугольни-

т е о р е м а ______________________ ________________________
(третий признак)

Если в треугольнике высота и медиана, выходящие 
из одной вершины, совпадают, то этот треугольник 
равнобедренный.

ки A B D  и BD C  и м ею т  о бщ ую  с т о 
рону BD и по два равных  угла,  п р и 
л е ж а щ и х  к ней.  L A B D =  L D B C  по 
условию,  a a A D B =  L B D C =  90°, т. к. 
BD ± АС.  Из  рав ен ст в а  т р е у г о л ь н и 
ков следует,  что А В  = ВС.  З н ач ит ,  
А А В С  р а в н о б е д р е н н ы й ,  что и т р е 
бова лось  доказать .

A D С 
Рис. 54

В Д а н о :  А АВС\ В D — м е д и а н а  и 
высота ( BD 1  АС  и AD = DC) (рис. 55).

Д о к а з а т ь :  А В  = ВС.

А р  С

Рис. 55

Д о к а з а т е л ь с т в о .  A A B D  = 
=  Д D B C  по п е р в о м у  п р и з н а к у  р а 
венства треугольников:  BD — общая  
с т о р о н а ,  A D  — D C  по  у с л о в и ю  и 
L A D B  =  L BD C  =  90°. Из р а в е н ст в а



треугольников следует, что АВ = ВС,  т. е. А АВС  — рав 
н обедренн ы й ,  что и требовал ось  доказать .
т е о р е м а ______________________________________________
(четвертый признак)

Если в треугольнике медиана и биссектриса, выхо
дящие из одной вершины, совпадают, то треугольник 
равнобедренный.

Д а н о :  A ABC; BD — медиана и биссектриса: AD  =  DC 
и L A B D  = L DBC  (рис.  56).

Д о к а з а т ь :  АВ  = ВС.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мед иан у  

BD п р о до л ж и м  за то чку  D и на 
этом продолжении отложим о т р е 
зок DE , равный BD. Соединим точку ^
Е с точками А и С. A A BD =  A CDE 
по первому признаку:  AD  = DC  по 
условию,  BD =  DE  по постр оению 
L A D B  = A. CDE  как  вертикальные .

Из р а в е н с т в а  т р е у г о л ь н и к о в  
следует,  что АВ  = СЕ  и /LABD — jLDEC.  Но L A B D  = 
=  Z DBC  по условию, а потому L D B C  = l DEC. А ВСЕ — 
р а в н о б е д р е н н ы й ,  т. к. углы при его о с н о в а н и и  р а в 
ны (по первому признак у равн обедренн ого  треуг ол ь
ника). Тогда ВС = СЕ, но СЕ  =  АВ  по доказанному. Сле
довательно ,  ВС = А В  и А А В С — р ав н о бедр енн ы й,  что 
и требовалось доказать.

§ 2 .8 .  Внешний угол треугольника и его 
свойства

О п р е д е л е н и е .  Внешним углом треугольника (мно
гоугольника)  называется угол,  смежный с его в н у т 
ренним углом.

При каждом внутренн ем  угле т р еу г о л ь н и ка  м о ж 
но построить по два в неш н их  угла. Эти два угла р ав 
ны как углы вер тикальные .
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На р и с у н к е  57 в н е 
ш н и е  углы А Л ВС  : L  1 =  
=  L l \  L 3 = Z4;  Z5 =  Z 6 .

т е о р е м а ______________________________________________
(о внешнем угле треугольника)

Внешний угол треугольника больше любого внутрен
него угла, не смежного с ним.

Д а н о :  А Л ВС ; / .B C D  — вне ш н и й  (рис.  58).
Д о к а з а т ь :  / . B C D  > L A \  L B C D >  LB.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для  д оказа тельства  проведем 

м едиану  A F  и п р о д о л ж и м  ее за то чку  F  на р а с с т о я 
ние,  равное A F , т. е. F E = A F .  С о ед и н и м  точ ки  Е и С. 
Т р еу г о л ь н и к и  A B F  и FEC  р авн ы  по пер во м у  п р и з 
наку: A F  = FE  по п остроению ;  B F  = FC, т. к. A F  — м е 
диана ;  / .BFA = / . E F C  к ак  в ерти кальн ы е .

Из  р ав ен ств а  т р е у г о л ь н и к о в  следует,  что / . A B F  = 
= / - F C E , или А В  = / . В С Е , но L В С Е  со ставляет  часть  
в н е ш н е г о  угла B C D , а пото м у  l B C D >  / .В.

А н ал о г и ч н о  д о к а ж е м ,  что / .B C D  > LA.  Д ля  д о к а 
зательства  про ведем  медиан у В М  и п р о до л ж и м  ее на 
о т р е з о к  M N  = BM.  С о е д и н и м  т очки  N  и С. Р а с с м о т 
рим А ВАМ  и A MCN.  Они  равны по первому п р и з н а 
ку равенства треугольников: В М  =  M N  по построению;

A M  = М С , т. к. ВМ  — меди- 
£  а н а ,  / . А М В  = / . N M C  к а к  

вертикальные. Из равенства 
треугольников следует, что 
L B A M  =  L M C N .  Но L M C N  

D составляет часть внешнего 
угла М С К , р ав н о го  в н е ш 
нему углу BCD  (как  верти
кальному),  и тогда L M C N  < 

Рис. 58 < / . М С К ,  а р а в н ы й  ему
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/ .В А С  < Z.MCK  =  L BCD,  т. e. L K  < / -B CD,  что и т р е 
бовалось  доказать .

Следствие 1. И з  точки,  взятой вне прямой ,  мож но  
провести к этой прямой  только один перпендикуляр.

Д а н о :  пр ям а я  А В , точка  С вне 
п рям ой ,  СК  х  АВ  (рис.  59).

Д о к а з а т ь :  САГ— ед и нс т ве нн ы й  
п е р п е н д и к у л я р  к АВ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из того, что 
СК х  АВ, следует, что / А К С  = L СКВ= ^
= 90°. П редположим противное,  что —
СК  не е д и н с т в е н н ы й  п е р п е н д и к у 
л яр  к АВ.  Пусть CD т ак же п е р п е н 
д ик у л я р  к АВ.  Тогда Z.CDK = 90°. Но / . С К В  яв л яе т ся  
вн е ш н и м  углом A CDK  и потому больше любого  внут
рен нег о  угла этого треугол ьни ка ,  не см ежного  с ним.  
Тогда L C K B > / - C D K , а при д о к а з а т ел ь ст в е  п о л у ч е 
но, что / -С КВ = A C D K  = 90°, что н е в о з м о ж н о .

С л ед о ва т ел ьн о ,  д о п у щ е н и е  о п р о в е д е н и и  вто ро го 
п е р п е н д и к у л я р а  CD к п р я м о й  А В  н еверн о .  А пото му  
п е р п е н д и к у л я р  С К — е д и н с т в е н н ы й  к АВ,  п р о в е д е н 
н ы й  из точки  С, что и тр еб о в ал о сь  доказать .

Следствие 2. В прямоугольном треугольнике только 
один внутренний угол п рямой ,  а два  других — острые.

Д а н о :  А А В С  — прямоугольны й  (рис.  60).
Д о к а з а т ь :  LA  < 90°; L B <  90°.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть  

B C D — в н е ш н и й  угол т реуголь 
ника АВС.  Так  как он см еж ны й 
с прямы м  углом ВСА этого т р е 
угольника,  то из свойства см еж 
ных углов L BCD  также прямой ,  д C D  
т. е. / -BCD — L A C  В = 90°. Рис. 60
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По сво й ству  в н е ш н е г о  угла А А В С :  L B C D >  l A  и  

l B C D >  / .В ,  а т . к .  l B C D  = 90°, то l A  < 90° и L B <
< 90°, что и тр е б о в ал о сь  доказа ть .

Следствие 3.  В туп оуг ольном т реугольнике  тольк о 
од ин  угол туп ой ,  а два  других — острые .

Д а н о :  Д ЛВС  — тупоу гольный (рис.  61). 
Д о к а з а т ь :  L B <  90°; L C  < 90°.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Внешний 
/LBAD т р е у г о л ь н и к а  А ВС  я в л я 
ется  о с т р ы м ,  т. к. с м е ж н ы й  с 
ним L В А С — тупой (сумма двух 
с м еж н ы х  углов равна  180°). По 
свойству внеш н его  угла А А В С :
: / .B A D  > L В и / .B A D  > / .С ,  т. е. 

рис 51 в н е ш н и й  угол б о л ь ш е  л ю б о г о
внутре нн его ,  с ним не с м е ж н о 

го, но A B A D  — острый ,  а потому L B  и / . С  также о с т 
рые,  т. е. / . В  < 90° и L C  < 90°, что и т р е б о в а л о с ь  д о 
казать .

§ 2 .9 .  Соотношения между сторонами и 
углами треугольника

т еорем ы
Во всяком треугольнике
1) против равных сторон лежат равные углы;
2) против большей стороны лежит больший угол.

1) Д а н о :  А А В С ; А В  =  ВС  (рис.  62).
Д о к а з а т ь :  A B A C  =  L B C A .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По  у с л о в и ю  

теоремы Д A B C  —равнобедренный,  а по 
свойству равнобедренного треугольника 
углы при его о с н о в а н и и  равны.  З н а 
чит,  L ВАС  =  L ВСА,  что и тр еб овалось

Рис. 62 доказать .
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2) Д а н о :  /ААВС\ А В >  ВС  (рис.  63).
Д о к а з а т ь :  L ВС А > L ВАС.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отложим на большей  стороне 

ВА от в ер ш и н ы  В о тр езо к  BD , р а в н ы й  м е н ь ш е й  с т о 
роне В С , и с о е ди н им  точки В  и С прямой .  Тогда п о 
лучим р а в н о б е д р е н н ы й  А В В С , 
у котор ого  углы при о с н о в ан ии  
р авн ы ,  т. е. L B B C  = L B C B .  Но 
угол В В С  ка к  в н е ш н и й  по о т 
ношению к А ЛВС  больше / .А,  не 
см еж ного  с ним.  Знач ит ,  L B C B  
больш е  угла А , а пото му  L ВСА 
действительно больше угла ВАС. ^  СD iip 1
что и тр еб овалось  доказать .

т е о р е м ы ________________________________________________
обратные

Во всяком треугольнике
1) против равных углов лежат равные стороны;
2) против большего угла лежит большая сторона.

1) Д а н о :  А А ВС\ /-А = L C  (рис.  64).
Д о к а з а т ь :  АВ = ВС.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о каж ем  эти

теоремы методом от противного. Пред
по ло ж им  п р о тив н о е ,  т . е .  что с т о р о 
ны АВ  и ВС не равны.  Тогда одна из 
этих сторон должна быть больше дру
гой и, сл ед овательно ,  со гл ас но  п р я 
мой теореме ,  один из у г л о в  А или С А п (~

Рис 64
должен быть больше другого.  Но это 
п р о т и в о р е ч и т  условию,  что L A = L C .  З н ач ит ,  наше 
п р ед по л о ж е ни е  не верно,  и с торон ы  АВ  и ВС  рав ны,  
т. е. А В =  ВС , что и требовалось  доказать .

2) Д а н о: А АВС\ L C >  L A  (рис.  65).
Д о к а з а т ь :  АВ  > ВС.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предполож им  прот ивное,  что



В* АВ  не б о ль ш е  В С , т. е. А В  < ВС.
/  \  И меем два случая:  или АВ  =  ВС,  

у '  \  или А В <  ВС.  В случае А В  = ВС,  
/  \  согласно прямой  теореме,  угол С

/  \  долж ен  быть равен LA,  что про-
/  _̂_________ (  \  тиворечит условию L C >  LA.  Зна-
А С чит, наше предположение не вер-

Рис. 65 но. Р ассм о тр и м  случай А В <  ВС.
Тогда,  согласно прям ой  теореме,  

следует ,  что L C  < L A , а это п р о т и в о р е ч и т  у сл о в и ю ,  
следов ательно,  п р е д п о л о ж е н и е ,  что А В  < ВС,  тоже  не 
верно.  Итак,  оба п р е д п о л о ж е н и я  не верны,  а зн ачит,  
А В >  ВС,  что и т р еб о в ал о сь  доказа ть .

Следствие 1. В р а в н о с т о р о н н е м  т р е у г о л ь н и к е  все 
углы равны.

Следствие 2. В равноугольном треугольнике все сто
роны равны.

Следствие 3. В прямоугольном треугольнике  г и п о 
тенуза  больше кажд ого  катета.

§ 2 .1 0 .  Сравнительная длина прямолинейного 
отрезка и ломаной

К р а т ч а й ш и м  р а с с т о я н и е м  между двум я т о ч к а м и  
п лоскости  яв ляе тся от р езо к  пр ям о й  л и н и и ,  с о е д и н я 
ю щ и й  эти точки. Это означает ,  что в любом треуголь
нике сумма двух сторон больше третьей стороны. Данное 
свойство  наз ы вается  неравенством тр еугольника .  

С ф о р м у л и р у ем  его в виде теоремы.

т е о р е м а _________________________________________________
В треугольнике каждая сторона меньше суммы двух 

других сторон.

Д а н о :  ААВС; А С  — наибольш ая  сторона (рис.  6 6 ). 
Д о к а з а т ь :  А С < А В + В С \  А В < А С + В С ;  В С  < 

< А В  + АС.

54



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточ
но д о к а з а т ь ,  что н а и б о л ь ш а я  
с т о р о н а  т р е у г о л ь н и к а  м е н ь ш е  
суммы двух других  сторон ,  п о 
скольку  два других нерав ен ства 
очевидны.  На продолжении  сто
р о н ы  А В о т л о ж и м  о т р е з о к  
BD -  ВС  и с о е д и н и м  т о ч ки  D и
С. П олучен ны й  Д BCD — р а в н о б е д р е н н ы й  по п о с т р о 
е н и ю ,  отсюда углы при его о с н о в а н и и  р ав н ы ,  т. е. 
L D  = L D C B .  Но L D C B — ч а с т ь  L D C A ,  а п о т о м у  
L D C B  < Z.DCA,  а тогда l D < / _ D C A  и с т о р о н ы  т р е 
у го л ьн и ка ,  л е ж а щ и е  п ротив  этих углов,  у д о в л е т в о 
ряют условию АС < A D , т. е. А С  < АВ  + BD. Но BD — ВС , 
АС  < А В + ВС,  что и т р ебовалось  доказать .

Следствие.  В треугольнике каждая  сторона боль
ше разности двух других его сторон.

Д а н о :  A A B C ; а, Ь, с — длины его сторон (Ь > а > с) 
(рис. 67).

Д о к а з а т ь :  с > b ~  а; а > b — с; 
b > а - Ъ -  с.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из дока-  
з а н н о й  т е о р е м ы  с л е д у е т ,  что
b < а + с. Вычтем из обеих час-

. v А Стеи этого неравенства: 1) по сторо
не а; 2) по стор он е с. Получим:  Рис. 67

1 ) b — а < (а +  с) — а,  или Ь ~ а < с , т. е. с > b — а;
2 ) b — с < (а + с) — с, или Ь — с < а , т. е. а > в ~ с .
3) Аналогичное доказательство для стороны Ь> а — с. 

Следствие доказано .

т е о р е м а ______________________________________________
Отрезок прямой, соединяющий две какие-нибудь точ

ки, меньше любой ломаной, соединяющей те же точки.
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Рис. 68 Рис. 69

Д а н о :  л о м ан ая  A B C D E  и отр езок  п рямой  А Е  (рис.  
6 8 , 69).

Д о к а з а т ь :  А Е  < АВ + ВС + CD + DE.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства  с о е ди н им  

т очку  А с  С и  D. тогда,  со г л а с н о  п р ед ы д у щ е й  т е о 
р е м е ,  А С < А В + В С  (и з  А А В С ) :  A D < A C + C D  (и з  
Д A CD )\ А Е  < AD + DE  (из Д A D E ), т. е. каждая с т о р о 
на т р еу г о л ь н и ка  м е н ь ш е  су ммы  двух других  его с т о 
рон.

Сложим п очлен н о  эти неравенства:
A C  + A D  + А Е < А В  + ВС  + А С  +  CD + AD  + DE.
Из обеих частей п о лу ч ен н о г о  н ер ав ен ст в а  вычтем 

А С  и AD.  тогда А Е  < А В  + ВС  +  CD +  D E , что и т р е 
бова лось  доказать .

т е о р е м а _________________________________________________
Если две стороны одного треугольника соответствен

но равны двум сторонам другого треугольника, то про
тив большего из углов, заключенных между ними, лежит 
большая сторона.

Д а н о :  Д A B C  и Д А,В^ С,; А С  =  А х Ср А В = А ХВХ\ L A  > 
> ZA, (рис.  70).

Д о к а з а т ь :  ВС > В , С Г
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н а л о ж и м  А А {В }С } на А А В С  

(рис.  71) так ,  чтобы Л,С, со в п ал а  с АС;  так  как l A x<
< A B A C ,  то с т о р о н а  А , В { п ойдет  внутри  угла ВАС  и 
А А,В, С, займет п олож ение  А А В Х  ( верш ин а  В , может 
ока зат ь ся  внутри  А А В С  или вне его,  или же на с т о 
р оне ВС).  П роведем  б и с с е к т р и с у  AD  угла ВАВ, и с о 



ед и н и м  точку  D с В,\ тогда получим два т р е у г о л ь 
н ик а  ABD  и DABr  Эти т р е у г о л ь н и к и  рав ны по п е р 
вому признаку равенства треугольников: сторона AD  — 
о б щ а я ,  А В = А В 1 = А ]В ] по у сл о в и ю  и A BAD  =  Z.DAB,  
по построению.  Из равенства т реугольни ков  следует: 
BD =  DBr  Из  A DCB,  выводим :  В Х <  B,D + DC , т. е. в 
треугольнике DCB,  каждая сторона меньше суммы двух 
других его сторон .  З а м е н и в  с т о р о н у  B,D на рав ную  
ей с т о р о н у  B D , будем  и м е т ь  В,С  < BD + DC,  но 
BD + DC = ВС,  з н ач ит ,  В ХС,< ВС,  что и т р еб о в а л о сь  
доказать .

т е о р е м а ______________________________________________
обратная

Если две стороны одного треугольника соответствен
но равны двум сторонам другого треугольника, то про
тив большей из неравных сторон лежит больший угол.

Д а н о :  А А В С  и А А 1В ]С ]: А В =
= А, ВХ\ А С = А 1С1 и ВС>  Я, С, (рис. 72).

Д о к а з а т ь :  LA > L A r 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д окаж ем  т е 

орему методом от противного.  Пред
положим, что l A не больше L A t: тог
да может быть два случая: или АА  =
= А Л Г или АЛ < А А г

В первом случае треугольники были Л, 
бы равны по пер вому  п р и з н ак у  ра- Рис. 72



в ен ства  т р е у г о л ь н и к о в :  Л С = Л 1С 1; А В = Л 1В 1 по у с 
л о в и ю  и L A  =  LA^ п о  п р е д п о л о ж е н и ю ,  с л е д о в а т е л ь 
но,  В С  =  B XCV что п р о т и в о р еч и т  условию.  Во втором 
случае ст о р о н а  ВС  ( с о г л а сн о  п р я м о й  тео р е м е )  б ыла  
бы м е н ь ш е  5 , С,, что такж е  п р о т и в о р е ч и т  услов ию.  
Значит,  наше п ред пол ож ение неверно и LA  > L A V что 
и треб овал ось  доказать .

§ 2 .1 1 .  Сравнительная длина перпендикуляра 
и наклонных

О п р е д е л е н и е .  Точка пересечения перпендикуляра  
к прямой с этой прямой называется основанием п ер
пендикуляра.

О п р е д е л е н и е .  Прямая, пересекающая другую пря
мую и не перпендикулярная к ней, называется наклонной.

О п р е д е л е н и е .  Точка пересечения наклонной к пря
мой с этой прямой называется основанием наклонной.

О п р е д е л е н и е .  Отрезок,  соединяющий основания  
наклонной и перпендикуляра, проведенных из одной точки 
к прямой,  называется проекцией наклонной.

О п р е д е л е н и е .  Расст оянием от точки до п р я 
мой является длина перпендикуляра от данной точки  
до его основания.

т е о р е м ы _____ _ _________________________________________
Если к прямой из одной точки проведены перпен

дикуляр и наклонные, то
1) перпендикуляр меньше любой наклонной;
2) равным проекциям соответствуют равные наклон

ные;
3) большей проекции соответствует большая наклон

ная.

1) Д а н о :  п р я м а я  MN; A O l M N ; А В — н а к л о н н а я  
(рис.  73).

Д о к а з а т ь :  А О  < АВ.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  По ус А
ловию АО  1 MN,  тогда А АВО —
п р я м о у г о л ь н ы й  и А А О В  —
н а и б о л ь ш и й  угол этого  т р е 

у го л ьн и ка ,  а потому  против
него л еж и т  н а и б о л ь ш а я  сто-  / г
р о н а  (или:  г и по т е ну за  боль-  м  В O N
ше л ю б о г о  к а т е т а ) .  И т а к ,  рис 73
АО < А В , что и требовалось д о 
казать .

2) Д а н о :  прямая MN;  A O l MN; АВ  и А С  — н а к л о н 
ные, ВО и О С — проекции наклонных; ВО — ОС (рис. 74).

Д о к а з а т ь :  А В = А С .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р а с 

с м о т р и м  А А В С .  В э т о м  т р е 
у го л ьн и ке  А О  я в л яе тся  в ы с о 
т о й ,  та к  к а к  A O l MN,  и м е 
д и а н о й ,  так как ВО — ОС.  П о 
этому A ABC — равнобедренный ^  & 
и зн ач и т  А В = А С ,  что и тре-  Рис. 74
бовалось  доказать .

3) Д а н о :  прямая MN; A O l MN;  АВ  и AD — н а к л о н 
н ы е ;  О В и OD — п р о е к ц и и  н а к л о н н ы х ;  O D > O B  
(рис.  75).

Д о к а з а т ь :  AD  > А В.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для  доказательства  на прямой 

M N  от точ ки  О о т л о ж и м  о т р е з о к  ОС,  р а в н ы й  О В , и 
соединим точки С и A. A AB C — рав нобедренный,  т. к. 
в ы с о т а  А О ( A O l M N )  я в л я е т с я  в нем и м е д и а н о й  
( В О = ОС  по п о с т р о е н и ю ) .
Зн ач и т ,  АВ = АС.

Угол A C D — вне шний  угол 
А А О С  и потому больше л ю 
бого вн у т р е н н ег о  угла т р е 
у г о л ьн и к а ,  с ним  не с м е ж 
ного, т. е. / .ACD > / .АОС ~  90°. M B  О С D N 
Итак, Z.ACD > 90°, т. е. LACD  — Рис. 75
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тупой,  а потому  яв л яется  н а и б о л ь ш и м  углом A A C D .  
Тогда в треугольнике  A CD  против  большего  угла ACD  
л е ж и т  и бо ль ш а я  ст о р о н а .  С л е д о в а т е л ь н о ,  A D > A C ,  
но А С = А В ,  а тогда AD >АС.  что и т р е б о в а л о с ь  д о 
казать .
т е о р е м ы ______________________________________________
обратные

Если из точки, взятой вне прямой, проведены к ней 
две наклонные, то

1) равные наклонные имеют равные проекции;
2) большая наклонная имеет и большую проекцию.

1) Д а н о :  п р я м а я  MN\  
А О A. MN\ АВ  и АС  — н а к л о н 
ные; АВ = А С О В  и ОС —про
ек ции  н а к л о н н ы х  (рис.  76). 

Д о к а з а т ь :  О В =  ОС.  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Тр е

ду в  о  С /V угольник А Б С  рав нобе дрен-  
рис н ы й ,  так  ка к А В = А С .  В ы 

сота  А О  его угла при в е р 
шине А является  о д н о в р е м е н н о  и м едиан ой  и потому 
ОВ = ОС , что и тр еб овалось  доказать .

2) Д а н о :  прямая M N ; А О ±  М /V; А В и А С  — н а к л о н 
н ые ;  А С > А В ;  ОВ  и О С — п р о е к ц и и  н а к л о н н ы х  
(рис.  77).

Д о к а з а т ь :  ОС > ОВ.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П редпол ож им противное,  т. е. 

пусть  п р о е к ц и я  ОС не больше  п р о е к ц и и  ОВ.  П о э т о 
му, л и б о  ОС = ОВ.  а тогда 
равным проекциям  соот вет 
ствуют равные наклонные АВ  
и АС  (согласно  прямой  т ео 
реме 2 ), что п р о т и в о р е ч и т  
у с л о в и ю  т е о р е м ы ,  л и б о  

М В о  С N ОС  < ОВ  и тогда ( с о г ла сн о
Рис. 77 п р ям о й  теоре ме  3) н а к л о н -



ная А С  меньше  н а к л о н н о й  АВ,  что также п р о т и в о р е 
чит услов ию теорем ы .  Итак ,  в ы с к а з а н н о е  п р е д п о л о 
жение о пр о ек ц и ях  ОС  и ОВ  нев ерно  и, следователь 
но, ОС> О В , что и тр еб овал ось  доказать .

§ 2 .1 2 .  Признаки равенства прямоугольных 
треугольников

Так  как п р ям о у г о л ь ны й  т р еугольни к  есть частный 
случай т р е у г о л ь н и к а  о б щ ег о  вида,  то два п р и з н а к а  
рав ен ства тр еу го л ь ни ко в  не требуют особого  д о к а з а 
тельства.

т е о р е м а ________________________________________________
Если катеты одного прямоугольного треугольника 

соответственно равны катетам другого треугольника, 
то такие прямоугольные треугольники равны.

т е о р е м а ______________________________________________
Если катет и прилежащий к нему острый угол о д 

ного прямоугольного треугольника равны соответственно 
катету и прилежащему к нему углу другого треуголь
ника, то такие прямоугольные треугольники равны.

Эти признак и  являются частными случаями общих 
призн аков  равенства треугольников ,  поскол ьку углы, 
содержащиеся между катетами,  всегда равны как пря- 
м ые.

Докаж ем еше два п р изн ака , от н о сящ их с я  то лько к 
п рямоугол ьным треугольникам.

т ео р е м а ______________________________________________
Если гипотенуза и острый угол одного треугольни

ка соответственно равны гипотенузе и острому углу 
другого, то такие прямоугольные треугольники равны.

Д а н о :  Д АВС  и Д /1,Я| С, — прямоугольные;  А В =  А,В^\ 
L ВАС = / , В 1А ]С] (рис.  78).

Д о к а з а т ь :  Д А В С  =  Д A t В} Сг
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н а 
ложим А ЛВС  на А Л, В, С, так, 
ч тобы у них  с о в м е с т и л и с ь  
равные гипотенузы ЛВ и ЛХВУ 
Тогда вследствие равен ства  
углов А и Л, ка тет  А С  п о й 
дет  по катету A tCr Т о ч к а  С 
д олж на  сов меститьс я с т о ч 
к о й  С,, т. к. из  т о ч к и  В , 

м о ж н о  опустить  на А 1С1 то л ьк о  од ин  п е р п ен ди к у л я р .  
Следовательно ,  А ЛВС  и А А }В1С1 совместятся,  значит,  
он и  рав ны,  что и тр еб о в ал о сь  доказать .
т е о р е м а --------------------------------------------------------------------------

Если гипотенуза и катет одного треугольника с о 
ответственно равны гипотенузе и катету другого, то  
такие прямоугольные треугольники равны.

Д а н о :  А ЛВС  и А А {В{СХ — прямоугольные;  АВ = А , В ]\ 
В С = В 1С1 (рис.  79).

Д о к а з а т ь :  А ЛВС =  А А,В, Сг
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Наложим А ЛВС  на А А {В, С, так,

чтобы у них совместились  
р ав н ы е  катеты ВС  и В, С,. 
Т о г д а  в с и л у  р а в е н с т в а  
углов С и С, катет СА п о й 
дет  по катету  С,ЛГ П р и  
этом гипотенуза АВ  совме
стится с A,BV иначе имели 
бы две равные н а кл о н ны е  
АВ  и Л , 5 р п р о е к ц и и  к о 

т о р ы х  не р а в н ы ,  что н е в о з м о ж н о .  З н а ч и т ,  А ЛВС  и 
А А,В,  С, со в м е ст ят с я ,  сл е д о в ат е ль н о ,  о н и  рав н ы ,  что 
и тр еб овал ось  доказать .

Рис. 79
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§ 2 .1 3 .  Свойство перпендикуляра, 
проведенного к отрезку через его 
середину, и свойство биссектрисы угла

теорема  / _________________________________ ___________
Любая точка, лежащая на перпендикуляре к отрезку, 

проведенному через его середину, одинаково удалена  
от концов этого отрезка.

Д а н о :  о т р е з о к  АВ', АО = ОВ\
EFl AB; точка  М  Е EF  (рис.  80).

Д о к а з а т ь :  AM  =  MB.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим*

А МАВ.  Т ак  к а к  его вы с о та  МО  
(МО 1 АВ) является од новрем енно 
и м е д и а н о й  (АО = ОВ),  то этот  
т р е у г о л ь н и к  р а в н о б е д р е н н ы й ,  а 
потому  АМ =  МВ,  что и т р е б о в а 
лось  доказать .

теорема . 
обратная

Если какая-либо точка равноудалена от концов не
которого отрезка, то она лежит на перпендикуляре к 
этому отрезку, проведенному через его середину.

Д а н о :  отрезок  АВ\ AM  =  MB', М О ± А В  (рис.  81).
Д о к а з а т ь :  АО = ОВ.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Через  точку М  проведем п р я 

мую M F lA B ,  ко то р ая  п ер есекает  
АВ в точке О. Прямоугольные тре
угольники  АМО  и ВМО  рав ны по 
общему катету МО  и гипотенузам 
A M  = MB. Из р авен ства  треуголь
н иков  следует,  что АО = ОВ. З н а 
чит,  прямая  MF, п роведенн ая  ч е 
рез  точку  М, п е р п е н д и к у л я р н а  к 
отр езку АВ и д елит  его п о по л а м ,  
что и тр еб овал ось  доказать .
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теорема 2 _______________________________________________
Если какая-либо точка лежит на биссектрисе угла, 

то она равноудалена от сторон этого угла.

Д а н о :  /-ВАС; AD — биссектриса ;  точка М  лежит  на 
AD; M E l A B ; M F ±A C  (рис.  82).

В

Рис. 82

Д о к а з а т ь :  ME — MF.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмот

рим прямоугольны е треугол ьни 
ки АЕМ  и AMF. Они равны,  т. к. 
им ею т  о бщ ую  гипоте нузу  AM  и 
равные острые углы ЕАМ =  FAM 
(п о с к о л ь к у  AM  — б и с сек т р и с а ) ,  
и тогда катеты  ME  и MF  р а в 
ны,  что и тр еб овал ось  доказать .

т е о р е м а _________________________________________________
обратная

Если некоторая точка равноудалена от сторон угла, 
то он а л  ежит на биссектрисе этого угла._______________

Д а н о :  Z.ВАС; M E lA B ;  M F ± A C ; ME  =  MF  (рис.  83).
Д о к а з а т ь :  AM — б ис с ек т р ис а  ABAC.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р я м о 
угольные треугольники АЕМ и AFM 
равны по общей  гипотенузе  AM  и 
равным катетам:  ME = MF. Из р а 
в е н с т в а  с л е д у е т ,  что /_ЕАМ =  
=  /LFAM,  а потому  / Ш — б и с с е к 
триса А ВАС, что и требовалось до- 

Рис- 83 казать .
Из двух д о к а з а н н ы х  п р ям ы х  т еоре м  м о ж н о  п о л у 

чить п р о т ив о п о л о ж н ы е  теоремы.

теорема  ________________________________________________
(противоположная теореме 1)

Если какая-либо точка не лежит на перпендикуля
ре, проведенном через середину отрезка, то она н ео
динаково удалена от концов этого отрезка.
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т е о р е м а _______________________________________________________________________
(противоположная теореме 2)

Если какая-либо точка не лежит на биссектрисе угла, 
то она неодинаково удалена от сторон этого угла.

В справедливости этих теорем можно  убедиться,  д о 
казывая  их сп осо бом от противного .

О п р е д е л е н и е .  Геометрическим местом точек,
обладающих определенным свойством, называется такое 
множество точек, которое содержит все точки, об
ладающие этим свойством, и не содержит ни одной 
точки, которая данным свойством не обладает.

Из  д о к аз а н н ы х  теорем следует:
О п р е д е л е н и е .  Геометрическим местом точек, рав

ноудаленных от двух данных точек, является перпен
дикуляр к отрезку, соединяющему эти точки и про
веденному через его середину.

О п р е д е л е н и е .  Геометрическим местом точек, рав
ноудаленных от сторон данного угла,  является бис
сектриса этого угла.

О к р у ж н о с т ь  рад иуса  R с ц е н т р о м  в точке  О м о ж 
но рассматривать как геометрическое место точек плос
ко сти ,  р ав н о у д а л е н н ы х  от д а н н о й  то ч ки  О на р а с 
с тояние  R.

Вопросы для самопроверки

1. Что назы вается  углом?
2. Как  оп ределяю тся  в е р ш и н ы  угла и его ст орон ы ?
3. К ак  о б о з н а ча ю т ся  углы?
4. К акие углы н аз ы ва ю т с я  р а в н ы м и ?
5. К ак  най ти  сумму  углов?
6 . Какой  угол н азы вается  р азв ер н у ты м ?
7. Какой  угол н азы вается  п о л н ы м ?
8 . В каких единицах  изм еряю тся  углы?х
9. Что называ ется  градусом?

10. Чему ра вна  вели чи на  развернуто го угла?
11. Какое  с о о т н о ш е н и е  существует  между в е л и ч и н а 

ми двух ра вных  углов?
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12. Какой  угол назы вается  п р ям ы м ,  ка ко й  — остры м,  
а к а ко й  — тупым?

13. Что наз ыва ется  б и с се к т р и с о й  угла?
14. К аки е  углы н аз ы ва ю т ся  с м е ж н ы м и ?
15. Чему  ра вна  сумма  см еж н ы х  углов?
16. Ч е м у  равен  к а ж д ы й  из двух р ав н ы х  с м е ж н ы х  уг 

лов?
17. Какие  углы н аз ы ва ю т ся  в е р т и к а л ь н ы м и ?
18. К а к и м  сво й ст в о м  облада ют в ер т и к ал ь н ы е  углы?
19. Чему  равна в ел и чи на  п о лн о го  угла?
20. Дать  опред ел ен ия п ер пендикуляра  и н а к л о н н о й  к 

прямой .
21. Что  наз ы ва ется  тр еу го л ь ни ко м ?
22. К а к и е  виды т р е у г о л ь н и к о в  вы знаете?
23. К аки м и  свойствами  обладает рав нобедренный тр е 

у г о л ьн и к ?
24. Перечи сл ить  пр изн ак и  равн обедренного  треуголь

ника.
25. С ф о р м у л и р о ва т ь  п р и з н а к и  равен ства тр еу г о л ь н и 

ков.
26. М о ж е т  ли  в ы с о т а  т р е у г о л ь н и к а  н ах о д и т ь ся  вне 

т реугольника?
27. Могут ли совпад ать  м е ди ан а  и бис с ек тр ис а  о д н о 

го угла т р еу го л ь ни к а ?
28. В каком треугольнике медиана делит периметр п о 

полам?
29. Мог ут ли  в т р е у г о л ь н и к е  быть  р а в н ы м и  т о л ь к о  

две медиан ы?
30. Д о к а ж и т е ,  что л ю б ы е  две м е д и а н ы  р а в н о с т о р о н 

него  т р еу го л ь ни к а  п е р ес ек а ю т ся  под  углом 60°.
31. В ка ких  пре делах  м о ж ет  м е н я т ь с я  п е р и м ет р  т р е 

у гольн и ка ,  у ко то р о го  две  ст о р о н ы  а и b р авн ы ?
32. К а к и е  три  о с н о в н ы х  э л е м е н т а  о п р е д е л я ю т  т р е 

у г о л ьн и к ?
33. Д л и н ы  двух сторон  треугольника  р авны  а и Ь. К а 

кую дли н у  мож ет иметь  его третья сторона?
34. Д а н ы  два о с н о в н ы х  эле м е н т а  т р еу го л ь ни ка  а и Ь. 

К а к о й  о с н о в н о й  э л е м е н т  над о  д о б а в и т ь ,  ч т обы  
т р еу г о л ь ни к  был оп ре делен?
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35.  К а к о й  вид и м еет  т р е у г о л ь н и к ,  если его две м е 
д иа ны  являю тся  б ис сек трис ами?

36. К акая  сторона  яв ляется  н аи б о л ь ш е й  в ту поуголь 
ном треу гол ьни ке ?

37. К а к и е  у сл о в и я  н е о б х о д и м ы  для р ав е н с т в а  двух 
тр еу го л ьни ко в ?

38. Че му  равен угол между бис сектрисам и  двух с м е ж 
ных углов?

39.  Н а  с к о ль ко  частей  разделяю т  п ло с ко сть  ст о р о н ы  
о строго  угла? К ак у ю  из  них  н а з ы в а ю т  в н у т р е н 
ней  о бла стью  угла,  а ка кую  — в н е ш н е й ?  К а к а я  
из них больше  и почему?

40.  У к а к о г о  угла обе о бласти  — в н у т р е н н я я  и в н е 
ш н я я  — при н а л о ж ен и и  совмещаю тся?

41. У ка ко го  угла в н е ш н я я  об ласть  в три раза  б о л ь 
ше внутренн ей ?

42.  У к а к о г о  угла в н е ш н я я  о б л а с т ь  м е н ь ш е  в н у т 
ренней?

43.  У ка кого  угла нет  в н е ш н е й  области?
44.  Я в л я ю т с я  л и  с м е ж н ы м и  два угла,  п р и л о ж е н н ы е  

друг  к другу так ,  что две  их с т о р о н ы  с о в п а д а 
ют,  если о д и н  из  них равен  1 1 0 °, а вто р о й  с о 
ставляет  70% от п р я м о г о  угла?

45 .  К а к и м  с в о й с т в о м  о б л а д а ю т  б и с с е к т р и с ы  двух 
см еж н ы х  углов?

46. К ак и м  свойством обладают биссектрисы двух вер 
т и к а л ь н ы х  углов?

47.  В ка к о м  угле б и с с ек т р и с а  всегда п е р п е н д и к у л я р 
на его сторонам?

48.  М о ж ет  л и  р а з н о с т ь  двух углов быть  р ав н о й  п р я 
м о м у  углу,  если:
а) оба  угла острые;  Ь) од ин  угол о ст р ы й ,  а д р у 
гой тупой;  с) углы см е ж н ы е ;  d) об а  угла тупые?

49.  Верны ли следующие утверждения:
а) в с я к и й  т р е у г о л ь н и к  яв л я е т с я  м н о г о у г о л ь н и 
к о м ;  Ь) в с я к и й  м н о г о у г о л ь н и к  я в л я е т с я  т р е 
угольн ико м;  с) всяк ий  р а в н о с т о р о н н и й  треуголь
н и к  являе тся рав н о бе др енн ы м ?
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Тест № 2

1. Ч е м у  р а в е н  угол ,  е с ли  он на  40° б о л ь ш е  угла,  
см еж н о го  с ним?

А) 70°; В) 80°; С) 100°; D) 110°; Е) 120°.

2. Ч е м у  ра вен  L A O C , если АЛОВ =  78°, L B O C  =  82°? 

А) 180°; В) 160°; С) 150°; D) 140°; Е) 130°.

3. Какое наибольшее число лучей можно провести че 
рез  д ан н у ю  точку ,  чтобы все углы б ыли  ту п ы м и ?
А) 4; В) 3; С) 5; D) 2; Е) 6 .

4. Периметр  треугол ьни ка  равен 6  см, дли н ы  его ст о 
ро н  в ыр а ж аю тся  ц е л ы м и  числами .  Н айти  его с т о 
роны.
А) 1; 2; 3 см;  В) 1; 1; 4 см;  С) 2; 2; 2 см;  D) не 
сущ ествует;  Е) 3; 1; 1 см.

5. С т о р о н ы  т р е у г о л ь н и к а  р а в н ы  9 см;  7 и 4 см.  Ч е 
рез вершину треугольника,  противоположную м е нь 
шей  ст о р о н е ,  п р о в е д е н а  п р я м а я ,  д е л я щ а я  его п е 
р и м ет р  п о п о л а м .  В ка к о м  о т н о ш е н и и  эта  п р ям а я  
д елит  ме нь ш у ю  ст орон у  тр еугольника?
А) 7 : 9; В) 11 : 13; С) 1 : 3; D) 2 : 2; Е) 1 : 2.

6 . Н а й т и  п е р и м е т р  р а в н о б е д р е н н о г о  т р е у г о л ь н и к а ,  
две ст о р о н ы  ко торого  равны  3,8 и 7,8 см.
А) 15,4 см;  В) 19,4 см;  С) 16,6 см; D) 18,4 см; 
Е) 17,4 см.

7. Ско лько  различных треугольников можно  составить 
из отрезков,  длины которых равны 1, 2, 3, 4 и 5 см?
А) 5; В) 3; С) 2; D) 4; Е) 6 .

8 . Ч е м у  равен  угол,  если и з ве ст н о ,  что б и с с е к т р и с а  
с м е ж н о г о  с н им  угла об разу ет  угол 2 0 ° с о д н о й  
из сторон  этого угла?

А) 100°; В) 120°; С) 160°; D) 140°; Е) 80°.

9. Найти угол а,  если а  — (3 = 2 0 и а и | 3  — смежные углы. 
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А) 80°; В) 100°; С) 160°; D) 120°; Е) 60°.

10. В р ав н о бе др е нн о м  треугол ьни ке  угол,  с м еж н ы й  с 
углом при в ер ш и н е ,  р ав ен  110°. Н а йт и  угол при 
о с н о в а н и и  треугольника.

А) 40°; В) 45°; С) 70°; D) 35°; Е) 55°.

11. В т р еу г о л ь н и к е  ЛВС: Л В =  ВС  и L А С В — L ЛВС =  
=  60°. Найти  угол ЛВС.

А) 40°; В) 60°; С) 50°; D) 30°; Е) 20°.

12. Найти  угол,  если он в 8  раз б о льш е  с м е ж н о г о  с 
ним угла.

А) 80°; В) 140°; С) 160°; D) 100°; Е) 120°.

13. В н у т р е н н и е  углы т р е у г о л ь н и к а ,  не с м е ж н ы е  с 
в не ш н им  углом,  равным 108°, относятся как 5 : 4 .  
На йти  м е н ь ш и й  из этих двух углов.

А) 45°; В) 40°; С) 75°; D) 48°; Е) 30°.

14. Два внешних  угла треугольника равны 120° и 160°. 
Найти тр етий в н е ш н и й  угол.

А) 100°: В) 80°; С) 90°; D) 70°; Е) 60°.

15. Среди следующ их в ы с к а з ы в а н и й  найдите верное:

A) во всяк о м  т р е у г о л ь н и к е  б и с с е к т р и с ы ,  п е р е 
сека ясь ,  делятся  в о т н о ш е н и и  1 : 2 ;
B) тр еу г о л ь н и к и  рав н ы ,  если они  и м ею т  по две 
равные стороны  и од ному  ра вном у  углу;
C) высота,  о п у щ е н н а я  из в е р ш и н ы  о с трого  угла 
в т у п о у г о л ь н о м  т р е у г о л ь н и к е ,  ц е л и к о м  л е ж и т  
внутри треу гол ьни ка ;
D) два рав нобедренных  треугольника  равны,  если 
равны их о с н о в а н и я  и углы при вершинах;
E) сумма см е ж н ы х  углов б о ль ш е  180°.

16. Чему  равен  угол между б и с с е к т р и с а м и  см еж н ы х  
углов?

А) 100°; В) 80°; С) 90°; D) 120°; Е) 60°.
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17. С у м м а  д а н н о г о  угла и двух с м е ж н ы х  с н и м  р а в 
на 330°. Чему равен д а н н ы й  угол?

А) 30°; В) 165°; С) 45°; D) 15°; Е) 60°.

18. Один  из  с м е ж н ы х  углов с о с т а в л я е т  — другого.  
Определить  м е н ь ш и й  угол.

А) 40°; В) 50°; С) 65°; D) 130°; Е) 60°.

19. Z.AOB =  Z.BOC. П р о в ед ен ы  би с с ек т р и с ы  OD и ОЕ 
д а н н ы х  углов.  С к о л ь к о  пар р а в н ы х  углов п о л у 
чится?

А) 5; В) 3; С) 8 ; D) 4; Е) 6 .

20. Развернутый угол разделен на 4 равные  части.  Ч е 
му рав ен  угол между б и с с е к т р и с о й  угла п ер в о й  
части и б и с сек т р и с о й  угла четвертой  части?

А) 150°; В) 135°; С) 120°; D) 100°; Е) 140°.

21. В вершине угла, равного 160°, восставлены п ер п ен 
дик уляры  к его сторон ам .  О пред ел ить  угол между 
пер п е н ди ку л я р а м и .
А) 10°; В) 20°; С) 30°; D) 80°; Е) 60°.

22. В како м тр еу гольнике одна из его главных л и н и й  
совпад ает  с его ст о р о н о й ?

А) равносто ро нне м;  В) рав нобедренн ом;  С) т упо
угол ьном;  D) п р я м о у г о л ь н о м ;  Е) ост р о у го л ьно м .

23.  П р я м о у г о л ь н ы й  тр еу го л ь ни к ,  п е р и м ет р  ко то р о го  
рав ен  24 см,  д е л и т с я  в ы с о т о й  на  два  т р е у г о л ь 
н и к а ,  п е р и м е т р ы  ко то р ы х  р а в н ы  с о о т в е т с т в е н н о  
12 и 20 см.  Н а йт и  высоту  п р я м о у г о л ь н о г о  т р е 
угольн ика .

А) 5 см; В) 10 см; С) 8  см; D)  4 см;  Е) 6  см.

24. М е д и а н а ,  п р о в е д е н н а я  к о д н о й  из б о к о в ы х  с т о 
рон рав н о бедр енн о го  тр еугольника ,  делит  его п е 
ри м етр  на две части: 15 см и 9 см. Н а й т и  р авн ы е  
стороны.

А) 9 см; В) 10 см;  С) 8  см;  D) 4 см;  Е) 7 см.



25. Угол вместе с двумя см еж н ы м и  углами равен 300°. 
Н айти  этот  угол.

А) 45°; В) 90°; С) 30°; D) 150е; Е) 60°.

26. В о зм о ж е н  ли т р еу г о л ь н и к ,  в кото ро м :  а) с т о р о 
ны р ав н ы  23 см;  18 см;  45 см; Ь) с т о р о н ы  р ав н ы  
1 м; 2 м; 1 1  дм;  с) од на  из двух р а в н ы х  с т о р о н  
рав на п о ло в и н е  третьей ст ороны ;  d) одна  из с т о 
рон  вдвое м е н ь ш е  другой и втрое м е н ь ш е  т р е т ь 
ей;  е) с т о р о н ы  о т н о с я т с я  как  2:3:4?

А) нет ,  да,  нет ,  нет ,  да;  В) нет,  нет ,  нет ,  нет,  
да;  С) да,  да,  нет ,  нет ,  да;  D) да,  да,  нет,  нет,  
нет; Е) да,  да,  да,  нет,  нет.

27. П е р и м е т р  р а в н о б е д р е н н о г о  т р е у г о л ь н и к а  равен  
44 см. Определить  стороны,  если одна из них р ав 
на: а) 14 см;  в) 2 см;  с) 22 см.

A) а) 14, 14 и 16 или 14, 15 и 15 см; Ь) 2, 21 
и 21 или  2, 2 и 40 см;  с) т р е у г о л ь н и к  н е в о з м о 
жен;
B) а) 14, 14 и 16 или  14, 15 и 15 см;  Ь) 2, 21 
и 2 1  см; с) т р е у г о л ь н и к  н е в о з м о ж е н ;
C) а) 14, 14 и 16 см;  Ь) 2, 21 и 21 или 2, 2 и 
40 см; с) т р е у г о л ь н и к  н е в о з м о ж е н ;
D) а) 14, 14 и 15 см; Ь) 2, 2 и 40 см; с) 22; 
1 1  и 1 1  см;
E) а) 14, 14 и 16 или 14 см;  15 и 15 см;  Ь) 2; 
21 и 21 или  2 , 2 и 40 см;  с) 22; 11 и 14 см.

28. П е р и м е т р  т р е у г о л ь н и к а  равен  р. Н айти  его с т о 
р о н ы ,  е с л и  к а ж д ы й  из  ег о  в н у т р е н н и х  у глов

2  .тр еу го л ь ни ка  рав ен  -  а.

А) у ;  В) о п р ед ел и т ь  нельзя ;  С) р • р ■ р ■
3 3 3

m  JL- £-■ 21- р \  £_■ L- I t
'  з ’ 2 ’ 6 ’ ' з ’ 4 ’ 12 '

29. При ка к и х  з н а ч е н и я х  п ар ам етр а  а из трех о т р е з 
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ков  с д л и н а м и  1 + а\ 1 — а и 1,5 м о ж н о  п о с т р о 
ить тр еу гольник?

А) ( -  0,75; 0,75); В) ( -  0,5; 0,5); С) 0 ;  D) ( -  0,7; 0,7); 
Е) ( - 0 , 4 ;  0,4).

30. В тр еу го л ьни ке  два  в ну тр е нн и х  угла рав ны соот-
, dв ет ст в ен н о  а и — , а в н е ш н и и  угол при  третьей

з
вершине равен - d .  Какого вида этот треугольник?

А) р а в н о с т о р о н н и й ;  В) р а з н о с т о р о н н и й ;  С) т у 
поугольный;  D) равн о бедр енн ы й  прямоугол ьны й;  
Е) р а в н о б е д р е н н ы й .

31. Из  точки А проведены две равные наклонные к пря
м о й  ВС. ABA C  в два  раза  б о ль ш е  ААВС.  Н айти  
р а с с т о я н и е  от т о ч к и  А до  п р я м о й  ВС , если р а с 
стояние между основаниями наклонных равно 18 см.
А) 10 см;  В) 6  см; С) 12 см; D) 9 см;  Е) о п 
ределить нельзя.

32. К ак о г о  вида т р е у г о л ь н и к ,  если:  а) су м м а  о т р е з 
ков,  яв л яю щ их с я  п р о е к ц и я м и  двух его сторон  на 
п р ям у ю ,  на ко т о р о й  на х о д ит с я  его треть я с т о 
р о н а ,  р а в н а  этой  тр ет ь ей  с т о р о н е ;  Ь) о д н а  из 
с т о р о н  я в л я е т с я  п р о е к ц и е й  дру гой  с т о р о н ы ,  а 
п р о е к ц и я  третьей  ст о р о н ы  на ту же п р ям у ю  есть  
точка;  с) п р о е к ц и я  од но й  из ст о р о н  на п рямую ,  
на к о т о р о й  л е ж и т  другая с т о р о н а ,  б о л ь ш е  это й  
другой сторо ны?

A) остроугольны й,  остр оугольны й,  тупоугольный;
B) остроугольный,  прямоугольны й,  тупоугольный;
C) тупоугольный,  прямоугольный,  остроугольный;
D) остроугольный,  тупоугольный,  прямоугольный;
E) о п р е д е л и т ь  нельзя .

33. Среди пр ив ед ен н ы х  вы с каз ы в ан и й  найти ложное:

А) в ысота ,  о п у щ е н н а я  на  г и п о т е н у з у ,  м е н ь ш е  
каждого из катетов прямоугольного  треугольника;
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B) две в ы с о т ы  п р я м о у г о л ь н о г о  т р е у г о л ь н и к а  
совпад аю т с двумя его сторон ам и;
C) тр и  в ы с о т ы  п р я м о у г о л ь н о г о  т р е у г о л ь н и к а  
пересекаются  в од ной  точке;
D) два п р ямоугольны х  тр еу го л ьни ка  равны,  если 
имею т по два ра вных  угла;
E) каждая то ч ка  п е р п е н д и к у л я р а ,  п р о в е д е н н о г о  
через  с е р е д и н у  о тр езк а ,  о д и н а к о в о  удал ен а от 
кон ц ов  этого отрезка .

34. Какие  из п р ив ед е н н ы х  в ы с к а з ы в а н и й  верны: а) в 
треугольнике каждая сторона меньше суммы двух 
других; Ь) в остроугольном треугольнике все в неш 
ние углы тупые; с) в тупоугольном треугольнике 
все в н е ш н и е  углы остры е;  d) все м е д и а н ы  р а в 
н о б е д р е н н о г о  т р еу г о л ь ни ка  р ав н ы  между собой;  
е) биссектриса  рав нобе дренного треугольника я в 
ляется  ме диан ой  и высотой.
А) все;  В) а, b , с и е; С) a, b; D) а, b и е;
Е) а, b и с.

35. Существует  ли треугол ьни к:  а) не и м е ю щ и й  осей 
с им метрии;  Ь) тольк о с двумя  о сям и  си м м етр и и ;  
с) с о д н о й  осью с и м м е т р и и ;  d) с тремя о сям и  
симметрии?
А) да, да, да, да; В) да, нет, да, да; С) нет, нет, 
да,  да; D) да,  нет,  да,  нет; Е) да,  да,  нет,  да.

36.  При ка ки х  з н а ч е н и я х  пар аметра  а из трех о т р е з 
ков с д л и н а м и  1 + 2а\ 1 — а и 2  м о ж но  построить  
треу гол ьни к?

А) 0 ;  В) ( - у ;  0); С) (0; | ) ;  D) ( ~ ;  0); Е) ( - i ;  I).

37. Периметр треугольника равен р , одна сторона рав 
на / и прилеж ащие  к ней углы равны.  Найти ст о 
роны треугол ьни ка .

А)  /; В) /; С) г,

т^ч т^  Р + ! . Р + 21 . ID) оп редели ть  нел ьз я;  Ь) - у - ,  —-— , /.
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Глава 3
ГЕО М ЕТ РИ Ч Е С К И Е  П О С Т РО Е Н И Я  
С П О М О Щ Ь Ю  Ц И РКУ ЛЯ  И 
Л ИН ЕЙ КИ

В эле м ен т ар н о й  гео ме тр ии  р ас см а тр ив аю тс я  т о л ь 
ко т ак ие  п о с т р о е н и я ,  ко то р ы е  могут быть  в ы п о л н е 
ны с помощь ю лин ейки  и циркуля.  Задачи на построе
ние с и с п о л ь з о в а н и е м  т о л ьк о  л и н е й к и  или т о л ьк о  
ц ир к у ля  в д а н н о м  у ч еб ни к е  не будут р а с с м о т р е н ы  — 
о них можно узнать из занимательной геометрии.  Рас

с м о т р и м  н е к о т о р ы е  о с н о в н ы е  задачи  на п о с т р о е н и е  
с п о м о щ ь ю  цир к у ля  и л и н е й к и .

§ 3 .1 .  Построение треугольника по трем его 
сторонам

Задача. П остроить  т р еугольни к  по трем его сторо -  
нам а, Ь, с.

Д а н о :  о т р е з к и  а, b и с 
(рис.  84).

П о с т р о е н и е .  Возьмем про
изво л ьн у ю  п р ям у ю  MN  и о т л о 
ж и м  на ней  о т р е з о к  В С = а  
(рис.  85).

Из точек  В и С ка к из ц е н т 
ров о п и с ы в а е м  две дуги:  одну 
радиусом,  равным b , другую р а 
диусом,  рав н ы м  с. Точку ,  в к о 
торой эти дуги пересекаются, обо
значим через А и соединим с точ- 

° С N ками #  и ( 7  д  / \ д с  будет искомым,  
Рис' 8 5  т. к. ВС  =  а, А С  =  b и ВА =  с.

П р и м е ч а н и е .  Чтобы три о тр езка  п р я м о й  могли 
сл у ж и ть  с т о р о н а м и  т р е у г о л ь н и к а ,  н ео б х о д и м о ,  ч т о 
бы б о л ь ш и й  из них был м е н ь ш е  с у м м ы  двух других  
(§ 2.9).
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§ 3 .2 .  Построение угла, равного данному

Задача. Построить угол, равный дан ном у  углу ЛВС.
Д а н о :  LABC  (рис. 8 6 ).
П о с т р о е н и е .  Возьмем некоторую  прямую M N  и 

на ней выберем произвольную точку О (рис. 87). О п и 
сы ваем п р о и з в о л ь н ы м  рад иусо м с цен тр о м  в в е р ш и 
не В между с т о р о н а м и  д а н н о г о  угла дугу DE\ затем,

Рис. 86 Рис. 87

не и з м ен яя  ра с твора  цир к у ля ,  п ер ен о си м  его острие 
в точку О и описываем дугу PQ. Далее раствором ц и р 
куля,  рав н ы м  DE , с цен тр о м  в точ ке  Р, о п и с ы в а е м  
дугу, п е р е с е к а ю щ у ю  дугу PQ в н е к о т о р о й  то чке  F. 
С о ед ин и м  точку F с то чко й  О и получаем LPOF.  П о 
лученный l P O F — L DBE,  тогда Z.POF= LA BC  как  л е 
ж ащ ие  про тив  р авн ых  ст о р о н  ED =  FP в равных  т р е 
угольниках POF и DBE (третий признак  равенства тре 
уг ольников) .

§ 3 .3 .  Построение биссектрисы угла

Задача. Разделить угол 
А ВС пополам (т. е. постро
ить биссектри су  д ан но го  
угла).

Д а н о :  Z.ABC (рис. 8 8 ).
П о с т р о е н и е .  С цен

тром в точке В произволь
ным радиусом  проведем Рис. 88



дугу,  п е р е с е к а ю щ у ю  с т о р о н ы  д а н н о г о  угла в то чках  
Е и F. Затем п р о и з в о л ь н ы м  р а с т в о р о м  ц и р к у л я  ( о д 
нако,  б о ль ш и м  п о л о в и н ы  FtГ) о п и с ы в ае м  дуги с ц е н 
тр ам и  в точках F и Е, к о т о р ы е  п е р ес ек а ю т ся  в точ ке  
D. С о е д и н и в  то ч ки  В и D, получим и ск о м у ю  б и с с е к 
трису BD.

Д о ка ж ем ,  что L ЛВС  разделен  по по л а м  п р ям о й  BD. 
Д ля  это го с о е д и н и м  точку  D с т о ч к а м и  F  и Е. П о л у 
чим два  т р е у г о л ь н и к а  BFD и BED.  Эти тр е у г о л ь н и к и  
равны,  т. к. FD =  ED и BF =  BE по построению,  a BD — 
общая. Значит,  Д BFD =  Д BED по трем сторонам (третий 
п р и з н а к  р ав ен ст в а  т р е у г о л ь н и к о в ) ,  п о э т о м у  LFBD =
— A E B D  как  углы,  л е ж а щ и е  п р о т и в  р а в н ы х  с т о р о н  
FD и DE  в ра вных  треугольниках .  Итак,  BD — б и с с е к 
тр и са  / .ABC.

§ 3 .4 .  Построение перпендикуляра к прямой

Задача .  Из д а н н о й  точки  А провести  прямую,  п е р 
пен ди ку л яр ну ю  д ан н о й  п р ям о й  ВС.

I.  Т о ч к а  А л е ж и т  вне п р я м о й  ВС.
Д а н о :  п р ям а я  ВС  и т очка  А вне ее (рис.  89).
П о с т р о е н и е .  С ц е н т р о м  в точке  А п р о и з в о л ь 

н ы м  р ас т во р о м  ц и р к у л я  (но б о л ь ш и м ,  чем р а с с т о я 
ние  от т о ч к и  А до  п р я м о й  ВС)  п р о в о д и м  дугу о к 
р у ж н о с т и ,  п е р е с е к а ю щ у ю  д а н н у ю  п р ям у ю  ВС  в т о ч 

ках М  и N. С ц ен тр ам и  в т о ч 
ках М  и N  п р о в о д и м  две р а в 
ные дуги п р о и з в о л ь н о г о  ра-  

дг диуса (однако  большего поло-  
—— в и н ы  о т р е з к а  MN),  к о т о р ы е  

п е р е с е к а ю т с я  в то ч к е  D. С о 
ед и ни м  точки  А и D отр езком  
прямой .

Д о к а ж е м ,  что п о л у ч е н н ы й  
о т р е з о к  п р я м о й  AD  есть  пер -  

Рис. 89 п е н д и к у л я р  к ВС.  С о е д и н и м
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точ ки  А и D с т о ч к а м и  М и N. Р а с с м о т р и м  A AMD  и 
Д AND.  В этих тр еугольниках  A M  =  AN  и DM  =  DN  по 
п о с т р о е н и ю ,  a AD — об щ ая  сторон а .  С л ед о ва т ел ьн о ,  
A AMD = A A N D  (по третьему призн ак у  равенства т р е 
уго л ьн и ко в ) .  Из рав ен ст в а  этих  т р е у г о л ь н и к о в  с л е 
дует,  что Z. MAD = a NAD  (тогда / .М А О  =  L NAO,  где
О — точка пересечения прямых ВС  и AD).  В рав нобед
рен ном треугол ьнике  MAN ( А М =  A N  по  построению ) 
бис сек тр ис а  АО  угла MAN  при его в ер ш и н е  являе тся  
о д н о в р е м е н н о  и в ы с о т о й ,  т о г д а  A O ± M N ,  о т с ю д а  
A D l  ВС.

И .  Т о ч ка  А л е ж и т  на п р я м о й  ВС.
Д а н о :  п р я м а я  ВС  и т о ч к а  А,  л е ж а щ а я  на ВС  

(рис.  90).
П о с т р о е н и е .  По обе 

с т о р о н ы  от т о ч к и  А на 
п р я м о й  ВС  о т л о ж и м  два 
р авн ых  о тр езк а  AD  и АЕ  
п р о и з в о л ь н о й  д л и н ы .  С 
центрам и  в т очках  D и Е “  
одним и тем же раствором 
циркуля (однако большим,  
чем AD) оп иш ем  две дуги, 
перес ек аю щиеся в точке F. То чки  А и F соединим о т 
р езк о м  и д о к а ж е м ,  что AF  и есть  п е р п е н д и к у л я р  к 
ВС.  С о е д и н и м  точку  F с т о ч к а м и  D и Е. П о л у ч и в 
шийся  треугольник  DF E— рав нобедренный,  т. к. FD =  
=  ЕЕ по п о ст р о е н и ю .  В р а в н о б е д р е н н о м  Д FDE AF — 
медиана,  так  как по п о стр о е н и ю  AD = АЕ. Значит ,  по 
св ойству р а в н о б е д р е н н о г о  т р еу г о л ь н и ка  AF  является  
и его высотой.  Ита к,  AFa.BC.

§ 3 .5 .  Деление отрезка пополам

Задача.  Разделить о трезок  АВ  по по л а м ,  т. е. найти 
середину  д ан но г о  отрезка.

Д а н о :  отрезок АВ (рис. 91).
П о с т р о е н и е .  С центром в точках А и В одним и
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тем же произвольны м  раствором 
ц и р к у л я  (б о л ьш и м ,  о д н а к о ,  п о 
л о в и н ы  о т р е з к а  ЛВ)  п р о в е д е м  
две дуги, п ерес екающиеся в т о ч 
ках Е  и F. Через точки Е и / ’ про
во ди м  п р ям у ю ,  ко т о р а я  п е р е с е 
чет о тр езо к  ЛВ в точке С. Т о ч ка  
С делит отрезок ЛВ пополам,  т. е. 
ЛС — СВ. Д о каж ем  это утвержде
ние. Для доказательства соединим 
точки  А и В с т очками  Е и F о т 
р е з к а м и  и р а с с м о т р и м  А ЛЕЕ  и 
A BEF. В них: АЕ — ЕВ и AF =  FB 

по п остро ен ию,  EF  — об щая  сторона.  Значит,  эти т р е 
угольники  равны по третьему п р изнак у  равенства.  Из 
р а в е н с т в а  A AEF  и A BEF следует ,  что Z.AFE =  LB FE  
(тогда z'.AFC — LBFC).  В равнобедренном A AFB ( A F =  BF 
по п о с т р о е н и ю )  FC я в л яе т ся  б и с с е к т р и с о й  угла при 
в ер ш и н е  / " ( п о с к о л ь к у  LAFC  =  LBFC),  а тогда FC я в 
ляе тся  и меди ан ой ,  т. е. А С  =  СВ и т очка  С — се р е д и 
на о тр езк а  АВ.

§  3 .6 .  П остроение треугольника по двум 
сторонам и углу между ними

Задача. П о с т р о и т ь  т р е у г о л ь н и к  по двум с т о р о н а м  
а и b и углу С ме жд у  н и м и .

Д а н о :  стор он ы а и b\ L C  (рис.  92).
П о с т р о е н и е .  На п р о и з в о л ь н о й  п р я м о й  M N  от-

а
,----— ------ — 5

Рис, 92
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л о ж и м  отр езок  ВС =  а (рис.  93). С троим  A. BCD =  LC.  
На сто р о н е  CD о т к л ад ы в ае м  о т р е з о к  СА =  Ь. П о л у 
ч ен ну ю  точку  А с о е д и н я е м  с т о ч к о й  В. А Л В С — и с 
к о м ы й ,  т. к. в нем ВС — а; А С  — b и LACB — LC .

§ 3 .7 .  Построение треугольника по стороне и 
двум прилежащим к ней углам

Задача. Построить треугольник по стороне а и двум 
пр ил е ж ащ и м  к ней углам В и С.

Д а н о :  сторона а\ углы В и С (рис.  94).
П о с т р о е н и е .  На п р о и з в о л ь н о й  п р я м о й  M N  о т 

кл ад ы ваем  о т р е з о к  ВС =  а ( р и с . 95).  С т р о и м  углы с 
в ер ш и н ам и  в точках  В и С, одной  из сторо н  которых 
яв л яе т с я  ВС , т. е. L D B C  =  L B  и l B C E  =  LC.  Т о ч ка  
п е р е с е ч е н и я  п р я м ы х  BD и С Е — т о ч к а  А, а А А В С  — 
иско м ы й .  В нем ВС  =  a; L A B C  =  L B  и LA C B  =  LC.

Рис. 95



Глава 4
П АРАЛЛЕЛЬН Ы Е П Р Я М Ы Е

§  4 .1 .  Определение и аксиома о параллельных 
прямых

О п р е д е л е н и е .  Прямые называются пер есека ю 
щимися, если они имеют только одну общую точку.

К - - -

б)

Рис. 96

На р и су н ке  96 а)  п р я м ы е  M N  и СЕ  и м е ю т  об щ у ю  
то ч ку  О, на р и с у н к е  96 б) п р я м ы е  DF  и АВ  т ак же  
и м ею т  одну  о б щ у ю  точку  К , а п о то м у  M N  и СЕ ; DF  
и АВ — п ер е с е к а ю щ и е с я  прямые.

Если две п р я м ы е  и м ею т  более о д н о й  о б щ е й  точ -
ки,  то о н и  с л и ваю тся .А(С) Е F B(D)

— — • На р и су н к е  97 п р я м ы е  АВ
рис и CD и м ею т  две о б щ и е  точки

Е и F, а п отому  сл и в аю тся  
О п р е д е л е н и е .  Две прямые, лежащие в одной плос

кости, называются параллельными,  если они не пере
секаются,  сколько бы их не продолжали.

ц  к  Параллельность прямых обо-
значается  с и мволом  ||.

Р S На рису нке  98 и зобра жен ы
Рис. 98 параллельные прямые МК  и PS.

Аксиома параллельности двух прямых (п ят ы й  п о 
стулат Евклида) .

Через точку, не лежащую на прямой, можно про
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вести на плоскости только одну прямую, параллель
ную данной.

На р и су н ке  99 то ч ка  М  не л е 
жит на прямой АВ. EF\\AB\  CD^AB.  
CD и EF проходят  через  точ ку  М.

Рис. 99

Следствие 1. П р я м а я ,  п е р е с е к а ю щ а я  одну  из п а 
р аллельны х  прямых,  п ересекает  и другую.

Д а н о :  MN  || EF\ прямая АВ  пересекает  прямую MN  
в точке О (рис.  1 0 0 ).

Д о к а з а т ь :  АВ пер ес екает  EF.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р е дп о л о ж и м  противное ,  что 

АВ  не п ер есекает  EF, т. е. АВ  || EF. Тогда через  т о ч 
ку О проходят  две р а з л и ч н ы е  п р я 
мые АВ и MN,  параллельные EF, что 
н е в о з м о ж н о  как утвержд ен ие,  п р о 
т и во р е ч а щ ее  ак си о м е  о п а р а л л е л ь 
ных прямых.  Итак,  п р ед п о л о ж е н и е  
н еверн о ,  а тогда АВ п е ресекается  с 
ЕЕ, что и тр еб о в ал о сь  доказать .

F
Рис. 100

Следствие 2. Если ка ждая  из двух п р ям ы х  п а р а л 
л е л ь н а  одно й  и той же треть ей  п р я м о й ,  то они  п а 
раллельны между собой.

Д а н о :  АВ || EF; CD || EF (рис.  101).
Д о к а з а т ь :  АВ 11 CD.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть  АВ  не 

пар ал лел ьна  CD, т. е. АВ  и CD пер ес е 
каются в некоторой точке О. Тогда ч е 
рез  эту точку О п р оходят  две  п р ям ы е  
АВ и CD, параллельные прямой ЕЕ, что 
н е в о з м о ж н о ,  так  ка к это п р о т и в о р е 
чит а к си о м е  о п ар ал л ел ь н ы х  п рямых.

VО

/ \ С Е

D F

Рис. 101

6 — Г е о м е т р и я ,  ча ст ь  1



Следовательно ,  АВ и CD не могут пер есекаться ,  а п о 
тому АВ  || CD , что и т р еб о в ал о сь  доказать .

т е о р е м а ______________________________________________
Два перпендикуляра к одной и той же прямой па

раллельны.

М

С

Д а н о : A B l M N ,  C D l MN  (рис.  102).
Д о к а з а т ь :  АВ  || CD.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П редп о л о ж и м противное ,  что 

г  АВ не параллельна С Д  т. е. АВ п е 
ресекается с CD в нек ото рой  т о ч 
ке Е. Тогда из о д н о й  т о ч к и  Е на  
прямую M N  было бы опущено  два 
п ерп ен ди куляра ,  что н ев о зм о ж н о  
(см.  § 2.8. С л ед ст в и е  о в н е ш н е м  
угле треугольника) .  Значит,  п р ед 
положение о пересечении АВ и CD 
н е в е р н о ,  а п о т о м у  АВ  || CD,  что 
и требовалось  доказать .

В D

Рис. 102

N

§  4 .2 .  Признаки параллельности двух прямых

Если  две п р я м ы е  пересечь  третьей п р я м о й ,  то п о 
л у чи м  в о сем ь  углов (рис.  103). 
Образовавшиеся при пересечении 
углы и м е ю т  с л е д у ю щ и е  н а з в а 
ния.

Соответственные углы:  1 и 5, 
4 и 8 , 2 и 6 , 3 и 7.

Накрест лежащие углы: 3 и 5, 
4 и 6  — в н у т р е н н и е ;  1 и 7, 2 и 
8  — в неш ние .

Односторонние углы:  1 и 8 , 2 
и 7 — в н е ш н и е ;  3 и 6 , 4 и 5 — 

Рис. 103 внутренние.



Первый признак параллельности двух прямых
т е о р е м а -------------------------------------------------------------------------

Если при пересечении двух прямых третьей прямой 
какая-то пара накрест лежащих углов (внутренних или 
внешних) равна между собой, то такие прямые па
раллельны.

Д а н о :  АВ  и CD п е р е с е ч е н ы  п р я м о й  M E FN  
А \  =  А2  — накрест  леж а щ и е  (в нутренние)  (рис.  104).

Д о к а з а т ь :  АВ  || CD.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для д оказательства  разделим 

о тр езо к  EF п о п о л а м  и через  его се р ед ин у  О п р о в е 
дем OK l AB, а затем п р о 
до лж им  ОК  до п е р е с е ч е 
ния  с п р ям о й  CD в точ -  д 
ке Н. Р ассм о тр и м  А КОЕ  “  
и A FOH.

А К О Е =  A FOH по вто
рому п р и з н ак у  ра вен ства  ^  
т р е у г о л ь н и к о в ,  т а к  к а к  —
OF =  ОЕ  по п о ст р о ен и ю ,
Z. 1  =  Z 2  по у с л о в и ю ,  
а КОЕ =  AFOH  как  верти
кальные .

Из р авен ства  т р еу г о л ь н и к о в  следует,  что А О К Е  =  
=  A O H F , а так  к а к  А ОКЕ — 90° ( О К л А В  по  п о с т р о 
ен и ю ) ,  то и A O H F  =  90°, то есть K O H l C D .

Ита к,  КН ±А В  и K H ± C D , а два  п е р п е н д и к у л я р а  к 
одной и той же прямой параллельны.  Значит,  АВ || CD, 
что и требовалось  доказать.

Теорема верна и в случае равенства какой-либо пары 
в н е ш н и х  н акр ест  л еж а щ и х  углов АЗ = А 4, п о с к о л ь 
ку из их ра венства  следует ,  что А \ =  А2 (А \ =  АЗ и 
А 2 =  А4  ка к  вертикальные) .

1 В некоторых случаях прямая может обозначаться тремя 
или четырьмя буквами для того, чтобы указать точки ее 
пересечения с другими прямыми.
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Второй признак параллельности двух прямых

т е о р е м а _________________________________________________
Если при пересечении двух прямых третьей какая- 

то пара соответственных углов равна между собой ,  
то эти две прямые параллельны.

Д а н о :  А В и CD пересечены прямой MEFN; ^ll =  ZL2 — 
соответственны е  (рис.  105).

Д о к а з а т ь :  АВ \ \ CD.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию теоремы Z. 1 =  A l ,

Третий признак параллельности двух прямых

теорема  -------------------------------------------------------------------------
Если при пересечении двух прямых третьей какая- 

то пара односторонних углов (внутренних или внешних) 
в сумме составляет 180°, то эти прямые параллельны.

Д а н о :  АВ и CD пересечены MEFN; L 1 + L l  =  180°; 
м  Z.1 и Z.2 — односторонние (внут

р енние )  (рис.  106).
d__  __— Д о к а з а т ь :  A B\ \C D .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По  ус-

А

м  а из равенства вертикальных уг-
/  лов  следует ,  что L 1 =  L 3. Тог-  
£  В да  L l  =  АЗ,  та к  к а к  о н и  оба

рав н ы  L l .  Углы 2 и 3 н а к р е с т  
лежащие при пересечении АВ и

С

N

Рис. 105

D CD третьей п рям ой  MEFN  и по 
~  первому п р изнаку  из их р ав ен 

ства  следует ,  что АВ  и CD п а 
р ал л ел ь н ы ,  что и т р е б о в а л о с ь  
доказа ть .

С

N этих равенств следует, что L l  =  
=  А 3, а так  к а к  они  в н у т р е н -

D_ св ойства см ежны х  углов следу
ет, что А \ +  АЗ — 180°. Из двух

л о в и ю  А 1 +  А 1 =  1 80°,  а из

Рис. 106



ние нак рест  л е ж а щ и е  при п е р е с е ч е н и и  двух п р я м ы х  
третьей п р ямо й ,  то из их равенства  по первом у  п р и 
зн аку  п ар ал л ел ь н о с т и  п р ям ы х  следует,  что ЛВ || С/), 
что и требо вал ось  доказать .

Доказательс тво п ризнака  ан ал о ги чн о  при р ас см о т 
рении двух внеш н их  о д но с т о р о нн и х  углов.

§ 4 .3 .  Свойства параллельных прямых

теоремы  _______________________________________________
(обратные признакам параллельности)

Если две параллельные прямые пересечь третьей  
прямой, то

1. Любая пара накрест лежащих углов равна.
2. Любая пара соответственных углов равна.
3. Любая пара односторонних углов в сумме рав

на 180°.

1. Д а н о :  ЛВ || CD и перес еч ен ы MEFN  (рис.  107).
Д о к а з а т ь :  L \  — L l  (накрест  л ежа щ ие) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р едполож им  противное:  н а 

крест  л еж а щ и е  углы L l  и L l  не равны между собой.  
П остроим L K E F = L l .  У г л ы  L K E F  и  L l  — накрест  л е 
жащие при пересеч ен ии  КЕН 
и CD п рям ой  MEFN,  и из их 
равенства по первому п ризна
ку п а р а л л е л ь н о с т и  п р я м ы х  
сл е д у ет ,  что K E H \ \ C D ,  но

две п р ям ы е  КЕН  и ЛВ , п а 
раллельные CD, что п р о тив о 
речит аксиоме о параллельно
сти прямых.

С л ед о ва т е л ьн о ,  п р е д п о л о ж е н и е  о н ер а в ен ст в е  уг 
лов L \  и L l  н ев ер н о ,  а пото му  он и  равны  между 
собой,  т. е. L 1 =  Z.2, что и тр еб о в ал о сь  доказать .
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2. Д а н о :  А В 11 CD и п е р е 
сечены MEFN  (рис.  108).

Д о к а з а т ь :  L l  =  Z.2 ( с о 
ответственные) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из те 
о р е м ы  1 ) след ует ,  что если  
АВ  || CD, то л ю б а я  пара  н а 
крест  л е ж а щ и х  углов равн а ,  
т. е. Z. 1 =  Z.3 — в н е ш н и е  н а 

к рест  л еж ащ и е .  Но L 3  =  Z.2 как в ер т и кал ь н ы е ,  а п о 
т о м у  из р а в е н с т в  L i  =  L 3  и L 3  = L 2  след ует ,  что 
L i  =  L 2, что и т р е б о в а л о с ь  доказать .

3. Д а н о :  АВ || CD пересечены MEFN  (рис.  109).
Д о к а з а т ь :  L i  + l 2 =  180°. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если  

АВ \\ CD,  то с о о т в е т с т в е н н ы е  
углы 1 и 3 р ав н ы  между  с о 
бой ,  т. е. Z.1 =  Z.3. Н о  L 2  + 

_£ + L3  =  180° по свойству см е ж 
ны х  у г л о в ,  а т а к  к а к  L \ — 
— L3,  то и L2  +  L i  — 180°, что 

Рис. 109 и тр еб овалось  доказать .

Следствие.  П е р п е н д и к у л я р  к о д н о й  из двух п а 
р аллельны х  п р я м ы х  есть  п е р п е н д и к у л я р  и к другой.

А / 1 В

С 2

Е

D

N
F

1 8 6

Рис. 1 1 0

Д а н о :  АВ\  \ CD\ M E F N l A B  
(рис. 1 1 0 ).

Д о к а з а т ь :  M E F N l  CD.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если 

АВ  || CD , то с о о т в е т с т в е н н ы е  
у г л ы  1 =  2 , но  п о с к о л ь к у  
L i  =  90°, то и Z.2 =  90°, а т о г 
да MEFN  1  CD,  что и т р е б о в а 
л ось  доказать .



§ 4 .4 .  Свойства углов с соответственно  
параллельными и перпендикулярными 
сторонами

т е о р е м а ________________________________________________
Если стороны одного угла соответственно парал

лельны сторонам другого угла, то такие углы равны 
(если они оба острые или тупые); в сумме составля
ют 180° (если один из них острый, а другой тупой).

1-й случай.  Д а н о :  Л В \ \ А ХВХ\ В С \ \ В ХС̂ \ L \  и Z .2— 
острые (рис. 1 1 1 ).

Д о к а з а т ь :  L \ =  Z.2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Продол

жим сторону ВС  до пересечения Е_ 
со стороной Л,/?, в точке D. Пусть 
L A XD C =  Z.3. Z. 1 — Z. 3 ка к с о о т 
ветствен ные при А В \ \ А ]В1 и се-  ^ 
кущей DC. L2  =  Z.3 как соответ
ст в е н н ы е  при D B C \ \ B {C X и с е 
к у щ е й  А [В]. Из  двух  э т и х  р а в е н с т в  с л е д у е т ,  что 
Z. 1 =  Z.2, что и т р еб о в ал о сь  доказа ть .

2-й случай.  Д а н о :  АВ\\ А^В^ ВС  || Bi С,; L \  и L l  — 
тупые (рис. 1 1 2 ).

Д о к а з а т ь :  L \ =  L2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  А нал ог ичн о  предыдущему д о 

казательству при п р о д о л ж е н и и  АС  до  перес еч ен ия  со 
стор он ой  А1В1 получае тся Z3 = L \ к ак  с о о т в е т с т в е н 
ные при А В \ \А 1В1 и с е 
к у щ е й  ACD.  Z3 =  L2  
к а к  с о о т в е т с т в е н н ы е  D 3 
при A C D \ \ A XC\ и с е к у 
щей А {ВГ Из двух этих ______2
р ав ен ств  L 1 =  Z.2, что 1 

и требовалось доказать.
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Рис. 113

3-й случай. Д а н о :  
А В \ \ А ХВ Х\ ВС\\  ВХСХ\ 
L 1 — острый, L l  — 
тупой (рис.  113).

Д о к а з а т ь :  L l  + 
+ ^ 2  =  180°.

Д о к а з а т е л ь 
с т в о .  П р о д о л ж и м  

ст о р о н у  С,В, за то ч ку  Вг  П о л у ч им  L3,  к о т о р ы й  (по 
первому случаю) равен L 1, т. е. L3  =  L 1, а по свойству 
с м е ж н ы х  углов  Z3 + </2 =  1 80°. Т о г д а  из р а в е н с т в  
Z.3 =  L l  и L3  +  L l  =  180° следует,  что L \  +  L l  =  180°, 
что и требовал ось  доказать .

т е о р е м а __________________________ _____________________
Если стороны одного угла соответственно перпен

дикулярны сторонам другого угла, то такие углы рав
ны (если они оба острые или оба тупые); в сумме  
составляют 180° (если один из них острый, а другой 
тупой).

Д а н о :  L B A C =  L 1; M N±A C; PQ±AB; L l ,  3, 4, 5 -  
углы,  с т о р о н ы  к о т о р ы х  п е р п е н д и к у л я р н ы  ст о р о н а м

угла 1 (рис.  114).
Д о к а з а т ь :  L \ = L l  — L4;  

L  1 +  L 3 — L l  + L 5  =  180°.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для д о 

казательства из вершины А про
ведем A E l A C  и AD±AB.  С т о 
роны  L D A E =  L 6 п е р п е н д и к у 
л я р н ы  сто р о н ам  L B A C =  L l .

L l  =  L B A D -  L C A D =  90° -
-  LCAD; L 6  =  L C A E - L C A D  =  
=  90° -  LCAD.

Ита к ,  L  1 =  L 6 , но с т о р о н ы  
угла 6  п ар ал л ел ь н ы  ст о р о н а м  
углов 2, 3, 4 и 5 (так  ка к дваРис. 114



п е р п е н д и к у л я р а  к о д н о й  п р я м о й  п а р а л л е л ь н ы ) .  Из 
п ред ыд ущ ей  тео р ем ы  следует,  что / .6 =  l 2 =  L4  как  
два острых угла с соответственно парал лел ьны ми  ст о 
р о н ам и ,  a Z.6 +  L~3 =  Z.6 + z.5 =  180°, та к  ка к од ин  из 
них остр ы й ,  а друг ой  — тупой.  П о с к о л ь к у  Аб = А1,  
то Z1 = Z2 =  Z4  и  Z 1 + Z.3 =  Z 1 + Z.5 =  1 80°, что и 
требовалось доказать .

§ 4 .5 .  Сумма углов треугольника
теорема  ________________________________________________

Сумма внутренних углов треугольника равна 180°.

Д а н о :  А ЛВ С  (рис. 115).
Д о к а з а т ь :  l A + L В + L С =  1 80°.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Через вершину В проведем пря

мую EBF\\ АС. Тогда /LEBA =  LA 
как накрест лежащие при EBF\\ —
|| А С  и с е к у щ е й  АВ\ L C B F  =  ^
= Z C  как накрест лежащи е при 
E B F \ \A C  и с е к у щ е й  ВС.  Но 
LE B A  + L A B C  + L С BF =  180° 
как разв ер нуты й  угол,  а п о т о 
му LA + Z В + Z С =  1 80°, что и 
требовалось доказать.

Следствие 1 (свой ство внеш н его  угла т р еу г о л ь н и 
ка). Внешний угол треугольника равен сумме двух его 
внутре нних углов,  не см еж н ы х  с этим внеш ним .

Д а н о :  Д АВС, где L B C D - 
Д о к а з а т ь :  LBCD =  LA + 

+ LB.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  LA + 

+ Z.B+ L C =  180° по д о к а 
з а н н о й  т е о р е м е  о с у мме  
внутренних углов треуголь 
ника.  LB CD  + LBCA = \ %0°

в неш н ий  (рис.  116). 

В
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по свойству смеж ных углов,  и тогда LA  +  l B — / .BCD,  
что и требов ал ось  доказать .

Следствие 2.  Есл и  два угла о д н о г о  т р е у г о л ь н и к а  
р ав н ы  двум углам другог о  т р е у г о л ь н и к а ,  то и т р е 
тьи  углы этих  т р е у г о л ь н и к о в  равны.

Д а н о :  А ЛВС  и A A lBlCi, где LA =  L A r  L B =  LB,  
(рис. 117).

Д о к а з а т ь :  L C  =  L C V 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  С у м м а  

в н у т р е н н и х  углов A ABC: LA  + 
+  L B +  L C =  180°, откуда сл ед у
ет: L C  — 180° — (LA  +  LB).  С у м 
ма в н у т р е н н и х  у глов  A A , B tC, 
равн а L A t + l B{ + l C ,=  180°, о т 
куда следует: L С, =  180° -  ( L A , + 
+ L B ,). Следовательно, L C  — L C V 
т а к  к а к  LA  +  L B  =  LA,  +  LB , ,  
что и требов ал ось  доказать .Рис. 117

Следствие 3.  С у м м а  о стры х  углов п р я м о у г о л ь н о 
го т р еу г о л ь ни к а  р авн а  90°.

Рис. 118

Д а н о :  A ABC  — прямоугольный,  т. е. 
L C — 90° (рис.  118).

Д о к а з а т ь :  L A + L B  =  90°. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  LA + L B  +  

+ L C =  180° по д о к а з а н н о й  т ео р ем е ,  
С a Z C = 9 0 ° ,  тогда LA + L B =  90°, что 

и требовалось  доказать .

Следствие 4. В равнобедренном прямоугольном тре
у г о л ьн и ке  к а ж д ы й  о с т р ы й  угол р ав ен  45°.

Д а н о :  A ABC  — прямоугольный;  АС =  ВС  (рис.  119). 
Д о к а з а т ь :  LA = L B  =  45°.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  с л е д с т 
в ию  3: Z.A+ L B  =  90°,  а т а к  к а к  в 
р а в н о б е д р е н н о м  т реугольнике  углы 
при  о с н о в а н и и  р ав н ы ,  то LA  =  АВ,  
и тогда LA — L B  — 90° : 2 =  45°, что 
и требов ал ось  доказать .

Следствие 5. В равностороннем треугольнике каждый 
угол рав ен  60°.

Д а н о :  A ABC  — рав н о сто р о н ни й ,  
т. е. АВ —АС — ВС  (рис.  120).

Д о к а з а т ь :  LA = L B  = L C  =  60° 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т ак  к а к  в 

р а в н о с т о р о н н е м  т р е у г о л ь н и к е  все 
углы равны,  а их сумма  ра вна  180°, 
то каждый из них равен 180°: 3 =  60°. 
И т а к ,  LA  =  L B  =  Z C  =  60°,  что  и 
тр еб овалось доказать .

Следствие в. Катет прямоугольного треугольника, ле
жа щий против угла в 30°, равен половине гипотенузы.

Д а н о :  A ABC — прямоугольный и L B = 3 0 °  (рис. 121).

Д о к а з а т ь :  АС = - А В .
2

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пристроим к 
треугольнику ABC  треугольник DBC, 
р ав н ы й  данному.

Поскольку в прямоугольном A ABC  
L B  равен  30°, то LA  будет равен  
60° (90° -  30° =  60°). Тогда l D =  60° 
по построению и, следовательно, по- D С А 
лученный A ABD — рав ностор он ний,  рис \
так как  все его углы рав ны 60°. О т 
сюда АВ = AD =  BD.

Н о  АС -  -  AD = -  АВ. З н а ч и т ,  АС = - А В ,  что  и
2 2 2 

требовалось  доказать .
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§  4 .6 .  Сумма углов выпуклого многоугольника

И з в е с т н о ,  что многоугольник  — это фигура,  обра
зованная замкнутой ломаной линией вместе с частью 
плоскости, ограниченной этой линией (§ 2.3).

О п р е д е л е н и е .  Отрезок, соединяющий две не со 
седние вершины многоугольника,  называется диаг она
лью многоугольника.

О п р е д е л е н и е .  Многоугольник называется выпук
лым,  если он расположен по одну сторону от каждой  
стороны многоугольника,  неограниченно продолженной 
в обе стороны.

На рисунке  122 и зображ ен  в ы п у кл ы й  м н о г о у г о л ь 
н и к  ABC D E , где АС  и AD  — д и а г о н а л и  д а н н о г о  м н о 
гоуг ольн ика .

М н о г о у г о л ь н и к  ABCDEF  (рис.  123) не в ы п у к л ы й ,  
так  как  п р я м ы е  ВСК  и MCD  р а с с е к а ю т  его на две 
части.

т еорем а_________________________________________________
Сумма внутренних углов выпуклого /i-угольника равна 

180° • ( п -  2 ).

Д а н о :  A BC D E  — в ы п у к л ы й  я - у г о л ь н и к .  
Д о к а з а т ь :  сум ма в н у т р е н н и х  углов /7 - у г о л ь н и к а  

р авн а  180° • (п — 2 ).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .
1-й способ (рис. 124). Из вер

ш и н ы  А м н о го у го л ьн и ка  п р о 
ведем все в о з м о ж н ы е  д и а г о 
нал и  /7-угольника.  О н и  р а з о 
б ь ю т  /7 -у г о л ьн и к  на (/7 — 2) 
треугольника,  сумма углов каж
дого из них равна 180°, а тогда 
сум ма всех углов /7-угольни
ка р авн а  180° • (п — 2 ).

2-й способ  (рис.  125).
П роизвольную  точку О внутри мн огоугольн ика  с о 

единяем со всеми вершинами п- угольника.  Сумма углов 
каждого из п о л у ч е н н ы х  /7-треугольников  р авн а  180°, 
а сум ма углов всех этих т р е 
у г о л ьн и к о в  180° • /7. В эту с у м 
му, кроме сум м ы  всех углов 
/7-угольника,  входит и п о лн ы й  
угол при в е р ш и н е  О , в е л и ч и 
на ко торого  р ав н а  360°. Итак,  
сумма внутренних углов /7-уголь- 
н и к а  р а в н а  1 8 0 ° • п — 360° =
=  180° • ( / 7 -  2 ), что и требовалось 
доказать .
те орем и ________________________

Сумма внешних углов выпуклого многоугольника, взя
тых по одному при каждой его вершине, равна 360°.

Дан о:  ABCDF —  в ы п у к л ы й  
/ 7 - у г о л ь н и к  и е г о  в н е ш н и е  
у г л ы MABN, N B C K , KCDZ,  
ZDEF , FEAM ( р и с .  126).

Д о к а з а т ь :  5  =  360°.^  внеш. угл.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  При 

каждой  верш ине /7-угольника 
су м ма  вну т р е нн е го  и одного  
из вн е ш н и х  углов ра вна  180° 
(по свойству смежных углов).

К,

Рис. 126
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а при /7 -верш инах  их сумма  равн а 180° • п. Сумма вне-  
шн их  углов равна 180* ■ и -  5»нутр. yrjl0, „.>гольника =  180” • п -  
- 1 8 0 "  (я  -  2) =  180° • и -  180” • « +  3 6 0 '  =  360", что и 
треб овал ось  доказать .

Вопросы для самопроверки

1. К а к и е  две п р я м ы е  н а з ы в а ю т с я  п е р е с е к а ю щ и м и 
ся?

2. К а ки е  две п р я м ы е  н азы ва ю тся  п а р а л л е л ь н ы м и ?
3. О тк уда  следует ,  что ч ер ез  каж д ую  то ч ку  п л о с 

ко с т и  п р о х о д и т  о д н а  и т о л ь к о  о д н а  п р я м а я ,  п а 
раллел ьна я д а н н о й  пр ям о й ?

4. Верны ли  п р ед ло ж ен ия :
а) а || а\ Ь) е с л и  а || Ь, то  Ь\\а;  с) е с л и  а || b и 
b || с, то а || с?

5. Будут ли  п а р а л л е л ь н ы  две п р я м ы е ,  п е р п е н д и к у 
л я р н ы е  третьей п рям ой ?

6. Будут ли пересекаться две п рям ые,  соответственно 
п е р п е н д и к у л я р н ы е  двум п е р е с е к а ю щ и м с я  п р я 
мым?

7. П е р е ч и с л и т ь  н а з в а н и я  у глов ,  п о л у ч е н н ы х  п р и  
пер ес еч ен ии  двух п р ям ы х  третьей прям ой .

8. П а р а л л е л ь н ы  л и  две п р я м ы е ,  п е р е с е ч е н н ы е  т р е 
тьей  п р я м о й ,  если
a) р ав н а  л ю б а я  п а р а  с о о т в ет с т в ен н ы х  углов;
b ) р ав н а  л ю б а я  пара  н а к р е с т  л е ж а щ и х  углов;
c) су м м а  л ю б о й  п а р ы  о д н о с т о р о н н и х  углов  р а в 
на 180°?

9. К а к  с ф о р м у л и р о в а т ь  т е о р е м ы ,  о б р а т н ы е  п р и з н а 
ка м  п а р а л л е л ь н о с т и  двух п р ям ы х ?  В ер н ы  л и  эти 
теоремы?

10. Могут ли два  угла с соотв етствен но  п а р а л л е л ь н ы 
ми сторонами:
a) быть  р а в н ы м и  и п р и  к а к и х  у слови ях?
b ) в сумме со ставлять  180° и при ка ки х условиях?

11. Могут ли быть  р а в н ы м и  два угла,  с т о р о н ы  к о т о 
рых в з аи м н о  п е р п е н д и к у л я р н ы ?
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12. Могут ли два угла, стороны которых взаимно п е р 
п ен ди кулярны ,  в сумме быть р ав н ы м и  180° и при 
како м усл овии  это в озмож н о?

13. Че му  равна  сум ма вну тр е нн и х  углов т р е у г о л ь н и 
ка?

14. Всегда ли в н е ш н и й  угол т реугольника  равен  су м 
ме двух в ну тр е нн и х  его углов?

15. М о ж е т  ли  в н е ш н и й  угол т р е у г о л ь н и к а  быть  р а 
вен одном у из вну тр енн и х  его углов?

16. Может ли вн е ш н и й  угол треугольни ка  быть м е н ь 
ше его вну тр енн его  угла?

17. С к о л ь к о  острых  в н е ш н и х  углов,  в зятых по о д 
н о м у  п р и  к а ж д о й  в е р ш и н е ,  м о ж е т  и м е т ь  т р е 
у г о л ьн и к?

18. Д л я  ка к о г о  т р е у г о л ь н и к а  од ин  из в н е ш н и х  у г 
л о в  вдвое б о ль ш е  в н у т р е н н ег о  угла,  не с м е ж н о 
го с ним ?

19. Д ля  ка к о го  т р е у г о л ь н и к а  б и с с е к т р и с а  в н е ш н е г о  
угла при  о д н о й  из в е р ш и н  т р е у г о л ь н и к а  п а р а л 
лел ьна сторо не,  л еж а щ ей  проти в  этой в ер ш и н ы ?

20. В каком  тр еугольнике  два его угла р ав н ы  по 45°?
21. С у щ е с т в у е т  л и  т р е у г о л ь н и к ,  к а ж д ы й  из  углов  

кото ро го  равен  60°?
22. К а к и м  сво й ство м  обладает  катет  пр ям о у го л ьно го  

т р еу г о л ь ни ка ,  л е ж а щ и й  п р о т и в  угла в 30°?
23. Чем отличаются выпуклы е м ногоуг ольн ики  от н е 

в ы п у к л ы х  ( звездчатых)  м н о г о у г о л ь н и к о в ?
24. К а к  вычисляет ся  сумма  в нутре нних  углов в ы п у к 

лого многоугольника?
25. Чему равна сумма внеш н их  углов выпуклого  м н о 

го у го л ьн и ка ,  взятых по о д н о м у  при  ка ж д о й  в е р 
шине?

Тест №  4

1. Две параллельные прям ые пересечены третьей п р я 
мой.  О ди н  из п о л у ч е н н ы х  углов р ав ен  72°. Н а йт и  
остальные  углы.
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А) 36° и 144°; В) 72° и 108°; С) 136° и 44°; D) 24° 
и 156°; Е) все о н и  р авны  по 72°.

2. Две параллельные  прямые пересечены третьей п р я 
мой. Один из внутренних углов равен 107°. Под к а 
ки м  углом его б и с с е к т р и с а  п ер есека ет  другую п а 
раллель?

А) 73°; В) 5 3°30 '; С) 54°; D) 36°30' ;  Е) 107°.

3. Д ан  А.АВС=  43°. Из  точки  Р, л еж а щ ей  внутри э т о 
го угла,  п р о в е д е н ы  две п р я м ы е  п а р а л л е л ь н о  его 
стор онам  до перес еч ен ия  с ними.  Опред ели ть  углы 
о б р азо в ав ш его с я  четырехуг ольника .

А) 43°, 137°, 137°; В) 57°, 123°, 137°; С) все углы 
по 43°; D) о п р е д е л и т ь  нельзя;  Е) 117°, 63°, 137°.

4. Д а н ы  два угла с п а р а л л е л ь н ы м и  с т о р о н а м и ,  од ин  
из них на 90° больше другого.  Н айти  эти углы.

А) 30° и 150°; В) 40° и 140°; С) 45° и 135°; D) 90° 
и 90°; Е) 35° и 145°.

5. Один  из двух углов с с о о т в ет с т в ен н о  п е р п е н д и к у 
л я р н ы м и  сторонам и  в 4 раза больше другого.  Н а й 
ти эти углы.

А) 30° и 120°; В) 40° и 160°; С) 35° и 145°; D) 36° 
и 144°; Е) 50° и 200°.

6 . Определить  углы треугольника ,  если они относятся 
к а к  1:2:3.

А) 30°, 60°, 90°; В) 20°, 40°, 120°; С) 40°, 80°, 
60°; D) 25°, 50°, 75°; Е) 35°, 70°, 105°.

7. Д ва  угла т р е у г о л ь н и к а  о т н о с я т с я  ка к  5 : 7, а т р е 
ти й  угол на 28° б о ль ш е  б о ль ш е г о  из них. Н а йт и  
углы т р еу г о л ь ни ка .

А) 45°, 63°,  91°; В) 25°, 35°, 63°; С) 35°, 49°,  
96°; D) 30°, 42°, 108°; Е) 40°, 56°, 84°.

8 . В прям оугольном  треуг ол ьни ке  один из острых уг 
лов  равен 30°20' .  Найти  другой остр ый угол.
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А) 6 0 ° 4 0 '; В) 70 °2 0 ' ;  С)  59°40 ' ;  D) 69°20 ' ;
Е) 59°50' .

9. В рав н о бедр енн о м  треу гол ьни ке  угол при в е р ш и 
не равен 105°. Определить углы при основании .

А) 40° и 35°"; В) 30° и 45°; С) 37°30'  и 37°30' ;
D) 37°50'  и 37°50' ;  Е) 37° и 38°.

10. В р а в н о б е д р е н н о м  т р еу г о л ь н и к е  угол при о с н о 
вании равен 32°. Найти остальные  углы треугол ь
ника.

А) 48° и 100°; В) 32° и 1 16°; С) 30° и 118°; D) 45° 
и 103°; Е) 40° и 108°.

11. Угол при о с н о в а н и и  р а в н о б е д р е н н о г о  т р е у г о л ь 
н и к а  равен 30°. Найти  угол между одно й  б о к о 
вой с т о р о н о й  и в ысотой ,  о п у щ е н н о й  на другую 
сторону.

А) 40°; В) 60°; С) 80°; D) 30°; Е) 70°.

12. В р а в н о б е д р е н н о м  т р еу г о л ь н и ке  угол между в ы 
сотой и боковой стороной  на 2 0 ° меньше угла при 
основании .  О пред ел ить  углы этого треугольника .
А) 70°, 55°, 55°; В) 80°, 50°, 50°; С) 75°, 52°30'  
и 52°30' ;  D) 60°, 60°, 60°; Е) 30°, 30°, 120°.

13. В прямоугольном треу гол ьни ке  один острый угол 
равен 45°. Определить  катеты,  если их сумма р ав 
на 36 см.

А) 20 и 16 см; В) 12 и 24 см; С) 22 и 14 см;
D ) 18 и 18 см; Е ) 15 и 2 1  см.

14. В п р я м о у г о л ь н о м  т р еу г о л ь н и к е  о стр ы й  угол р а 
вен 45°. О п р ед ел и т ь  гипот енузу ,  если в сумме  с 
о п у щ ен н о й  на нее высотой она равна 1 2  см.
А) 8  см; В) 9 см; С) 6  см; D) 7,5 см;  Е) 10 см.

15. В п р ям о у г о л ь н о м  т р е у г о л ь н и к е  один  из острых 
углов равен 6 0 е, а сумма  ги по тену зы  с м е н ь ш и м  
катетом равна 1,8 м. О пред ел ить  гипотенузу.

А) 1м; В) 1,2м; С) 1,4м; D) 1,5м; Е) 1,6м.

7 — Г е о м е т р и я ,  ча с т ь  i 9 7



16. В р а в н о с т о р о н н е м  т р е у г о л ь н и к е  п р о в е д е н ы  две 
медианы .  Найти  остр ый угол между ними.

А) 45°; В) 30°; С) 60°; D) 70°; Е) о п р е д е л и т ь  
нельзя .

17. В р а в н о б е д р е н н о м  т р е у г о л ь н и к е  су м ма  в н у т р е н 
них  углов с одни м  из в н е ш н и х  ра вна  200°. О п р е 
дел ить  углы этого  т р еугольника .

А) 160°, 10°, 10°; В) 80°, 50°, 50°; С) 100°, 40°, 
40°; D) 120°, 30% 30°; Е) 140°, 20°, 20°.

18. Один  из углов т р е у г о л ь н и к а  р авен  60°. О п р е д е 
лит ь  острый  угол между б и с се к т р и с а м и  двух д р у 
гих углов т р еу г о л ь ни ка .

А) 45°; В) 30°; С) 70°; D) 40°; Е) 60°.

19. Под ка ки м углом п ерес ек аю тся  бис сек т р ис ы  двух 
вну тренних  о д н о с т о р о н н и х  углов при  п а р а л л е л ь 
ных  прямых?

А) 120°; В) 60°; С) 100°; D)  90°; Е) о п р е д е л и т ь  
нельзя .

20. В А АВС  угол В — прям ой;  М — точка п ер ес еч ен ия  
бис сек т р ис  углов А и С. О п р ед е л и т ь  Z.AMC.

А) 135°; В) 100°; С) 120°; D) 90°; Е) 110°.

21. В р а в н о б е д р е н н о м  т р е у г о л ь н и к е  угол м ежду  о с 
н овани ем  и высотой,  о п у щ ен н о й  на боковую ст о 
рону,  равен  48". О п р ед ел и ть  угол этого  тр еу го л ь 
ника.

А) 40°, 40°, 100°; В) 42°, 42°, 96°; С) 52°, 52°, 
76°; D) 32°, 32°, 116°; Е) 50°, 50°, 80°.

22. В А АВС  п р о в е д е н ы  в ы со ты  AD  и СЕ,  т о ч ка  М  — 
их пересечение .  Опред ели ть  L A M C , если АВАС =  

=  22,5°,  LBCA =  75°.

А) 82°30' ;  В) 92°; С) 97°30' ;  D) 94°; Е) 92°30' .
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23. Опред ел ить  сумму углов выпукл ого се м и у г о л ь н и 
ка.
А) 800°; В) 700°; С) 840°; D)  900°; Е) 1260°.

24. О п р ед ел и т ь  углы п я т и у г о л ь н и к а ,  если в е л и ч и н ы  
их о т н о с я т с я  к а к  1 : 1,5 : 2 : 2,5 :3 .
А) 54°, 81°, 108°, 135°, 162°; В) 60°, 90°, 120°, 
135°, 150°; С)  40°, 60°, 80°, 100°, 120°; D) 70°, 
105°, 140°, 175°, 210°; Е) 50°, 75°, 100°, 125°, 
150°.

25. В ка ко м мн огоугольн и ке  сумма внутренних  углов 
р а в н а  с у м м е  в н е ш н и х ,  в з ят ы х  по о д н о м у  п р и  
каждой  вер ши не?

А) в ш е ст и у г о л ь н и к е ;  В) в п ят и у г о л ь н и к е ;  С) в 
ч ет ы р е х у го л ьн и ке ;  D) в с е м и у г о л ь н и к е ;  Е) в д е 
ся т иу го л ь н ике .

26. С к о л ь к о  ст о р о н  и мее т м н о г о у г о л ьн и к ,  если с у м 
ма его внутренних  углов вместе с одни м из в н е ш 
них равн а 2070°?

А) 13; В) 12; С) 15; D) 14; Е) 18.



Глава 5
ЧЕТЫ РЕХУГОЛЬНИКИ

§ 5 .1 .  Параллелограмм и его свойства

О п р е д е л е н и е .  Четырехугольник, у  которого про
тивоположные стороны попарно параллельны, называ
ется параллелограммом.

Свойство 1. Д и а г о н а л ь  пар ал л ел о гр ам м а  делит  его 
на два  равных треугол ьника .

Д а н о :  ABCD — параллелограмм;  АС — его диагональ
в  с  (рис. 127).

Д о к а з а т ь :  Д A BC  =
=  A A C D .

Д о к а з а т е л ь с т в о .
A ABC = A ACD  по вто ро му

A D п р и з н а к у  р а в е н с т в а  т р е -
п угольников, т. к. А С — общаяРис. 127

сторона;
Z 1 = L2  ка к  н ак р е ст  л е ж а щ и е  при AD || ВС и с е 

кущ ей  АС;
L.3 =  Z.4 как  н ак р е ст  л е ж а щ и е  при АВ\\ DC  и с е 

кущ ей  АС,  что и тр еб о в а л о сь  доказать .

Свойство 2. П ротивополож ны е  стороны п араллел о
грамма  равны между собой.

Д а н о :  ABCD — параллелограмм (рис.  128).
В с  Д о к а з а т ь :  AB = CD.

ВС = A D .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Про

ведем д и а г о н а л ь  п а р а л л е 
л о гр амм а  BD. Она разобьет  
параллелограмм на два рав- 

Рис. 128 ных треугольника (по свойст
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ву 1). Из  равен ства  т р е у г о л ь н и к о в  ABD  и BCD  с л е 
дует,  что AB =  C D , ВС = A D , что и т р е б о в а л о с ь  д о 
казать .

Свойство 3. Противоположные углы параллелограмма 
равны между собой.

Д а н о: ABCD — параллелограмм (рис.  129).
Д о к а з а т ь :  / .BAD —/.BCD: / .A B C  =  /-ADC.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем диагональ  пар ал л е

л о г р а м м а  BD. По свойству  1 она разб и ва ет  п а р а л л е 
л о г р ам м  на два  ра вных  т р еу г о л ь н и ка ;  из равен ства  
Д ABD и Д BCD следует  , что L В A D = /. BCD.

Проводя диагональ АС,  мы В С
р а з б и в а е м  п а р а л л е л о г р а м м  
A BCD на два равных треуголь
ника:  А А В С  и AACD.

Из равенства Д А ВС и Д ACD 
следует ,  что / .A B C  = / .ADC,  
что и требовал ось  доказать .  Рис. 129

Свойство 4. Сумма внутренних углов параллелограм
ма равна 360°.

Д а н о :  ABCD  — параллелограмм (рис.  130).
Д о к а з а т ь :  L А + L В + Z С + L D  =  360°.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о 

с к о л ь к у  су м ма  углов л ю б о г о  
в ы п уклого  /7-угольника рав на 
180° ■ (/; — 2 ), следовательно, для 
п а р а л л е л о г р а м м а  о н а  равна :
LA + L B +  / . С  + L D  =  180° • ( 4 -
— 2) =  180° ■ 2 = 360°, что и тре 
бовалось  доказать .  Рис. 130

Свойство 5. С у мм а  углов п а р а л л е л о г р а м м а ,  п р и 
л еж ащ и х  к одной  стор он е,  рав на 180°.
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Д а н о :  ABCD — парал лел ог рамм (рис.  131). 
Д о к а з а т ь :  LA + L В =  L С +  L D  =  L B  +  L С = А А  +

Л- L D  =  180°.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сумма 

всех у г л о в  п а р а л л е л о г р а м м а  
равна 360°, а про тивоположные 
углы п а р а л л е л о г р а м м а  р а в н ы  
между собой.

З н а ч и т ,  2 • LA  +  2 • Z Я =  
=  2 • L C +  2 ■ L D =  360°.

Т о г д а  LA  +  L В =  L С +  L D  — 180°, а т а к ж е  L B  + 
+  L C =  LA + L D =  180°, что и т р е б о в а л о с ь  д о к азать .

Свойство 6. Д и а г о н а л и  п а р а л л е л о г р а м м а  в точке  
пер ес еч ен ия  делятся пополам.

Д а н о :  ABCD — параллелограмм;  АС  и BD — его д и 
агонали ;  О — точка  п ересечен ия  АС  и BD (рис.  132).

Д о к а з а т ь :  АО =  ОС, ВО =  OD.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  

С A . A O D = A B O C  по  в т о р о м у  
признаку равенства треуголь
н и к о в ;  B C = A D  к а к  п р о т и 
в ополож н ы е  стор он ы п ар ал 
лелограмма,  Z.1 =  Z.2 как н а 
крест  л е ж а щ и е  при  B C \ \A D  
и с е к у щ е й  BD\  Z3 =  Z 4  к а к  

н ак р е ст  л е ж а щ и е  при пар ал л ел ь ны х  AD  и ВС  и с е к у 
ще й  АС.  Из  р а в е н с т в а  т р е у г о л ь н и к о в  следует ,  что 
АО  =  ОС, ВО  =  OD.  что и т р е б о в а л о с ь  доказа ть .

Симметрия параллелограмма

О п р е д е л е н и е .  Центрально-симметричными от
носительно центра О называются две точки, ко т о 
рые лежат на одной прямой, проходящей через центр
О на равных расстояниях от него.
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О п р е д е л е н и е .  Фигуры называются центрально
симметричными относительно центра О, если к а ж 
дой ее точке соответствует симметричная точка этой 
же фигуры относительно центра О.

Свойство  7. В парал лел ог рам ме точка перес еч ен ия  
его диагоналей  есть  центр его симметр ии .

Д а н о :  ABCD  — п а р а л л е л о г р а м м ;  АС  и BD — zyo 
диагонали;  О — точка пересечения АС  и BD (рис. 133).

Д о к а з а т ь :  О — центр симметрии параллелограмма.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Через точку О пересечения д и 

агоналей параллелограмма проведем произвольную пря
мую MN,  кото ра я перес еч ет  конту р п ар ал л ел о гр ам м а  
в двух точках Р  и Q, симметричных относительно точки
О , т. е. в двух т аких  точках ,  к о т о р ы е  л еж а т  по р а з 
ные ст о р о н ы  от то ч к и  О и на р ав н о м  р а с с т о я н и и  от 
это й  т о ч ки ,  тогда О Р =  OQ.  Д о к а ж е м  это у т в е р ж д е 
ние,  рас смотр ев  Д ОАР и Д OCQ.

Д ОАР  =  Д OCQ  (по в т о р о м у  п р и з н а к у  р а в е н с т в а  
тр еу гольников ) .

АО =  ОС , так как диагонали параллелограмма в точке 
пересечения  делятся пополам.

z l  =  zl2 к а к  в е р т и к а л ь н ы е ,  Z.3 =  Z.4 как накр е ст  
л е ж а щ и е  при п а р а л л е л ь н ы х  AD  и ВС  и с е к у щ е й  АС.  
Из равенства этих тр еугольников  и следует,  что ОР — 
=  OQ.

Итак,  точки Р и Q с и м м е т 
ри чн ы отн осител ьно  точки О. м  
П о с к о л ь к у  эти т о ч ки  в ы б р а 
ны п р о и з в о л ь н о ,  то м о ж н о  
утверждать,  что A B C D — ц е н 
т р а л ь н о - с и м м е т р и ч н а я  ф и г у 
ра и ее центр  с и м м е т р и и  — 
точка пересечения диагоналей 
параллелограмма ABCD , что и 
требовалось доказать .  Рис. 133
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§ 5 .2 .  Признаки параллелограмма

т е о р е м а _________________________________________________
(признак 1)

Если в выпуклом четырехугольнике противополож
ные стороны попарно равны, то такой четырехуголь
ник — параллелограмм.

Д а н о :  ABCD  — выпуклый четырехугольник; AD =  ВС, 
в  с  АВ = CD (рис.  134).

Д о к а з а т ь: ABCD  — п арал 
лелограмм.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В четы- 
рех у го л ь ни ке  ABCD  п роведем 

A D д и а г о н а л ь  АС  и р а с с м о т р и м
рис | 3 4  А АВ С  и AACD.  В этих треуголь

н и к а х  с т о р о н а  А С — о б щ а я ,  
АВ — CD и AD — ВС по условию.  Значит,  Д ABC =  A ACD 
по третьему признаку равенства треугольников.  Из р а 
вен ства т р е у г о л ь н и к о в  следует,  что А\  =  Z 2 , а т о г 
да B C\ \A D  из р а в ен ст в а  нак р е ст  л е ж а щ и х  углов при 
пер ес еч ен ии  ВС и AD се кущей  АС.

Z3 =  Z4,  а тогда АВ\\ CD из равен ства  н акр ест  л е 
ж а щ и х  углов при пер есечении  АВ и CD секущей  АС.

Т а к  как  B C \ \A D  и A B \ \C D ,  то ABCD — п а р а л л е 
л о г р ам м ,  что и тр еб о вал о сь  доказать .

т е о р е м а _____________________________ ___________________
(признак 2)

Если в выпуклом четырехугольнике какая-то пара 
противоположных сторон равна и параллельна, то этот  
четырехугольник — параллелограмм.

Д а н о :  ABCD — в ы п у к л ы й  ч е т ы р е х у г о л ь н и к ,  где 
B C —A D , ВС  || AD  (рис.  135).

Д о к а з а т ь :  ABCD — параллел ограмм.  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Провед ем  в ч е т ы р ех у г о л ь н и 

ке ABCD  д и а г о н а л ь  BD. A A B D  = A B C D  по пер в о м у
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признаку равенства треугольни
ков,  так  ка к B C = A D  по у с л о 
вию,  BD — о б щ ая ,  Z. 1 =  Z.2 как 
накрест лежащие при AD\\ ВС и 
секущей BD. Из равенства AABD д q

и A BCD следует ,  что Z3 =  Z4.
Т ак  как эти углы накр е ст  ле-  Рис- 1 3 5

жащие при пересечении АВ и CD 
се кущей  BD , то из их равенств а следует ,  что АВ  || CD.

Так как в четырехугольнике ABCD AD || ВС и АВ || С Д  
то A B C D — параллелограмм,  что и требовалось доказать.

т е о р е м а _________________________________________________
(признак 3)

Если в выпуклом четырехугольнике диагонали в точке 
пересечения делятся пополам, то этот четырехуголь
ник — параллелограмм.

Д а н о :  ABCD — в ы п у кл ы й  ч ет ы р ех у г о л ьн и к ;  А С  и 
BD — д и а г о н а л и ;  О — т очк а  п е р е с е ч е н и я  А С  и BD\ 
АО = ОС, BO =  O D ( рис.  136).

Д о к а з а т ь :  A BCD — параллелограмм.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим треугольники AOD  

и ВОС.  В них АО =  ОС  и BO = OD по у с л о в и ю ,  а 
LAOD  =  L ВОС  как вертикальные.  Тогда A AOD =  А ВОС 
по первому признаку  равенства треугольников.  Из ра 
вен ства этих т р е у г о л ь н и к о в  следует,  что AD  =  ВС  и 
Z. 1 =  L l .  П о с к о л ь к у  эти углы 
накр е ст  л е ж а щ и е  при п е р е с е 
чении  AD и ВС прямой  А С , то 
A D \ \ B C .  И т а к ,  AD\\ ВС  и 
AD  =  ВС, значит ,  по вто ро му 
п р и з н а к у  ABCD — п ар а л л е л о -  л D
грамм,  что и т р е б о в ал о сь  до-
казать .

Рис. 136



О п р е д е л е н и е .  Параллелограмм, у  которого все углы 
прямые , называется прямоугольником .

Т ак  как п р я м о у г о л ь н и к  есть  ч а ст н ы й  сл учай  п а 
рал лелограм ма ,  то он обладает  всеми св ойствам и  п а 
раллелограмма:  п р о т ивополож ные  стороны его равны,  
диагонали в точке пересечения делятся пополам,  точка 
пересечения диагоналей  является центром симметрии.

Но у прям оугольника  есть и свои особые свойства.

Свойство / .  В прямоугольнике диагонали равны.

Д а н о :  ABCD — п р я м о у г о л ь н и к ;  АС  и ВО — д и а г о 
нали (рис.  137).

Д о к а з а т ь :  АС = ВО.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим прямоугольные тре

угольники ABD и ACD.  Сторона АО — общий катет, Ка- 
В С теты А В и CD рав н ы ,  так  как я в л я 

ются п р о ти в о п о л о ж н ы м и  сторонам и  
прямоугольника.  Итак, Д ABO =  А АСО 
по двум катетам,  а из равенства т р е 
у г о л ь н и к о в  следует,  что их г и по т е -  

D нузы рав ны:  В О = А С , что и т ребо-  
Рис. 137 валось доказать .

Симметрия прямоугольника

О п р е д е л е н и е .  Дее  точки называются с и м м е т 
ричными относительно оси, если они лежат на пер
пендикуляре к этой оси на равном расстоянии от нее.

§ 5.3 .  Прямоугольник и его свойства

L
На р и су н к е  138 т о ч ки  А

О • А и A t с и м м е т р и ч н ы  о т н о с и 
тел ьно оси L.

Рис. 138

О п р е д е л е н и е .  Если каждой точке одной фигуры 
соответствует симметричная ей точка другой фигу-



ры относительно оси L, то такие фигуры наз ыва
ются симметричными относительно оси L.

L

На ри су н к е  139 ф и гуры  
F и F} с и м м е т р и ч н ы  о т н о 
си тельно  оси L.

[ > _____ j y
в в
Рис. 139

О п р е д е л е н и е .  Если преобразование симметрии от
носительно прямой переводит фигуру F в себя, то эта  
фигура называется симметричной относительно этой 
прямой, а данная прямая называется осью симмет 
рии фигуры.

Свойство 2. Прямоугольник имеет две оси симмет
рии. Это — прямые, проходящие через центр его сим
метрии и параллельные сторонам прямоугольника.

Д а н о :  A B C D — п р я м о -  д/
угольник;  О — точка пересе-  В К\ С

оси си мметрии.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пря-  'уу

мая M O N  — ось  с и м м е т р и и  Рис
прямоугольника,  так как при
вр ащ е н и и  п р я м о у г о л ь н и к а  ABKZ  вокруг  M O N  он с о 
вмещ ается  с п р ям о у г о л ь н и к о м  KZDC\  п рям ая  EOF — 
т ак же ось с и м м е т р и и ,  так  как  при в р а щ е н и и  п р я 
моугольника BHSC  вокруг EOF  он совмещается с п р я 
м оу го л ь ни к о м  AHSD.  что и тр еб о в ал о сь  доказать .

§ 5 .4 .  Ромб и его свойства

чен ия  д и а г о н а л е й  BD и АС;
MONlAD; E O F ± C D ( рис. 140). .Е- 

Д о к а з а т ь :  MON  и EOF —

F

О п р е д е л е н и е .  Параллелограмм, у  которого все сто
роны равны, называется ромбом.

1 0 7 ;



Ромб как параллелограмм обладает всеми его с в о й 
ствам и,  но имеет и свои особы е  свойства.

Свойство 1. Диагонали ромба взаимно перпенди
кулярны и делят углы ромба пополам.

Д а н о :  A B C D — р о м б ;  А С  и BD — д и а г о н а л и  
(рис.  141).

Д о к а з а т ь :  A C ± B D \  Z1 =  Z2,  L 3 =  Z 4. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим А ЛВС.

Т а к  к а к  АВ =  ВС,  то А АВС — 
р а в н о б е д р е н н ы й ,  а п о с к о л ь к у  
ВО — м е д и а н а  (так как д и а г о н а л и  
р омба  в точ ке  пер ес еч ен ия  д е л я т 
ся п о п о л а м ) ,  то В О — в ы с о т а ,  а

С тогда В О ± А С  и ВО — бис сектр ис а,  
а тогда Z3 =  Z4. Аналогично в р ав 
нобедренном треугольнике ABD ме
диа на  АО  является  высотой  и б и с 
с е к т р и с о й ,  а потом у  Z l  =  L l ,  что 
и требовал ось  доказать .

Свойство 2. Каждая диагональ ромба есть его ось 
симметрии.

Д а н о :  ABCD — р о м б ;  А С  и BD — его  д и а г о н а л и  
(рис.  142).

Д о к а з а т ь :  АС  и BD — оси с и м 
метрии.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д и а г о н а ль  
BD есть ось симметрии ромба ABCD, 
так как при вращении A ABD вокруг 
BD он с о в м е щ ае т с я  с A BCD.  А н а 
логично,  АС — ось симметрии ромба 
ABCD , так как при вращении А АВС  
вокруг АС  он совмещается с A.ACD,  

Рис. 142 что и требов ал ось  доказать .
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§ 5 . 5 .  Квадрат и его свойства

м

О п р е д е л е н и е .  Квадратом называется 1) парал
лелограмм, у  которого все стороны равны и углы пря
мые; 2) прямоугольник, у  которого все стороны р а в 
ны; 3) ромб, у  которого все углы прямые.

Квадрат обладает всеми свойствами параллелограмма, 
прям оуг ольни ка  и ромба.  У квадрата четыре оси с и м 
метрии:  две из них п р оходят  ч е 
рез се р ед и н ы  п р о т и в о п о л о ж н ы х  
сторон (как у п р ям о у г о л ь ни ка )  и 
две — через  вер ш и н ы  п р о т и в о п о 
л ож н ых  углов (как  у ромба)  (рис.
143).

Точка пересечения диагоналей — 
центр симметрии  квадрата.

Диагонали квадрата равны меж
ду собой,  взаимно перпендикуляр
ны и дел ят  углы квадрата  пополам.

В'
\

С

р
\  I /  
\ / Q
ж
/• < \ 

/ 0 \ \✓ 1 N

А
/  1 N п

W 
Рис. 143

§ 5 .6 .  Трапеция и ее виды

О п р е д е л е н и е .  Четырехугольник, у  которого две 
стороны параллельны, а две другие не параллельны, на
зывается трапецией.

О п р е д е л е н и е .  Параллельные стороны трапеции на
зываются основаниями,  а непараллельные — боковыми  
сторонами.

На рисунке  144 и з о бр а ж ен а  
т р а п е ц и я  A B C D , где AD\\ ВС,
AD  и ВС — о с н о в а н и я ,  АВ  и р
CD — боковые  сторо ны.

О п р е д е л е н и е .  Трапеция называется р а в н о б е д 
ренной (или равнобокой), если ее боковые стороны равны
между собой.
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На рисунке 145 и зо бр а 
жена  р авн о бедр е нн ая  т р а 
п е ц и я  A B C D  ( A D \ \ B C ) ,
АВ =  CD.

О п р е д е л е н и е .  Трапеция называется прямоугольной, 
если одна из ее боковых сторон перпендикулярна к ос
нованию.

На рисунке 146 и зобра
ж е н а  п р я м о у г о л ь н а я  т р а 
п е ц и я  A B C D  ( A D \ \ B C ) ,

D A B ± A D  ( B A l B C ) .
Рис. 146

Свойства равнобедренной трапеции

т е о р е м ы _________________________________________________________
В равнобедренной трапеции:
1. Углы при основаниях равны.
2.  Диагонали равны.
3. Прямая, проходящая через точку пересечения ди

агоналей и перпендикулярная к ее основаниям, явля
ется осью симметрии.

Д а н о :  ABCD — равнобедренная трапеция;  АС  и BD — 
д и а г о н а л и  M O N i A D  (1.ВС)  (рис.  147).

Д о к а з а т ь :  1. / .B AD =  /.CDA', A AB C  =  / .BCD.
2. А С  =  BD.
3. M O N  — ось  си мметрии .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Из  в ер ш и н  В и С оп устим
на ст о р о н у  AD  п е р п е н д и к у л я р ы  ВК  и СН.

Т ак  как  ВКНС  — п р я м о у г о л ь н и к ,  то В К =  СН. 
Р а с с м о т р и м  п р я м о у г о л ь н ы е  т р е у г о л ь н и к и  А ВК  и 

CHD. А А В К =  A CHD по рав ным гипотенузам АВ  и CD 
(по у сл о в и ю )  и катетам  ВК  и СН. И з  р ав ен ст в а  этих 
т р е у г о л ь н и к о в  следует,  что А ВАК  =  Z. CDH  — з н а ч и т  
/ .B AD  =  / .CDA,  а тогда / .A B C  =  / .BCD.

Рис. 145



2.  Р а с с м о т р и м  A ABD  и 
&ACD\  A ABD =  A ACD  по п е р 
вому п р и з н а к у  р ав ен ств а  т р е 
у гольников :  с т о р о н а  AD — о б 
щ а я ,  АВ =  CD по  у с л о в и ю ,
L BAK — L  CD К  по д о каза нн о м у  
в п. 1. А К F' Н D

и  ' / VИз равенства треу гол ьни ков
следует,  что АС  =  BD. рис 1 4 7

3. П р я м а я  M O N  — ось  с и м 
м е т р ии  т р а п е ц и и ,  так  как  при  в р а щ е н и и  ч е т ы р е х 
угольника ABEF вокруг M O N  он совмещается  с ECDF,  
что и требов ал ось  доказать .

§ 5 .7 .  Теорема Фалеса и ее 
применение

Фалес Милетский (ок. 625 — 547 гг. 
до  н. э.) — д р е в н е г р е ч е с к и й  м ы с л и 
тель,  р о д о н а ч а л ь н и к  а н т и ч н о й  ф и 
л о со ф и и  и науки,  осн овател ь  м и л ет 
ской  школы.  Возводил все м н о г о о б 
разие явлений  и вещей к единой пер- 
востихии  — воде.

т е о р е м а ____________________________________
Фалеса

Если на одной стороне угла отложить равные меж 
ду собой отрезки и через точки деления провести па
раллельные между собой прямые до пересечения с другой 
стороной угла, то и на этой стороне угла отложатся  
равные между собой отрезки.

Д а н о :  ААВС, ВС, =  С3С2 =  С2С,; AiC3\\A2C2 ЩС,  (рис. 148).
Д о к а з а т ь :  ВА} =  А3А 2=  А 2А Г
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем С3& и С2В21| АВ и рас

см о т р и м  т р е у г о л ь н и к и  ВАЪСЪ, С3ВгС2 и С2В2СГ Они  
р авны  между с обой  по второму  п р и з н а к у  рав ен ст в а  
тр еугольников .

Фалес



ВС3=  С3 С2=  С, С, по 
усл овию;  Z l  =  z 2  =  Z3 
к а к  с о о т в е т с т в е н н ы е  
п р и  /45 | |  С3В3 1| и 
секущей  #С;  Z 4 =  Z.5 = 
=  Lb  как  соответствен
ные при А3С31Л2С21| Л, С, 
и с е к у щ е й  ВС.

И з р а в е н с т в а  т р е у г о л ь н и к о в  сл ед у ет ,  что ВА,— 
=  С3В3 — С2В2, а С Д  =  А3А2 и С2В2=  А2А, как п р о т и в о п о 
л о ж н ые  стороны пар аллелограммов  А3С3В3А2 и А2С2В2А , 
(А3С3В3А2 и А2С2В2А | — п а р а л л е л о г р а м м ы ,  так ка к их 
противоположные стороны параллельны).

Итак,  ВА3 =  А3А2 = А 2А г  ч т о  и  тр еб о вал о сь  доказать .  
Т ео р е м а  Ф а л е са  используе тся  на пр акт и к е  для д е 

л е н и я  отрезка  на п рав ных частей.
Задача. Отрезок АВ разделить 

на  п р а в н ы х  ч а с т е й  ( / 7  =  5) 
(рис.  149).

П о с т р о е н и е .  Через точку А 
проведем произвольную прямую 
АС,  на котор ой  от лож им п р а в 
ных между собой  отрезков  п р о 
и з в о л ь н о й  д л и н ы :  А А 1= А 1А2 =  
=  А 2А 3 =  А3А 4 =  А4А у  С о е д и н и м  
то ч к и  А5 и  В. Через  то ч ки  А4,

, п р о в е д е м  п р я м ы е ,  п а р а л л е л ь н ы е  ВА5: 
А2В2\ \А ,В , \ \ВАУ 

По теорем е  Ф а л е с а  А В , =  В{В2 — В3В4 =  В4В, т. е. о т 
резо к  АВ  разд елен  на п ( п =  5) ра вных  частей.

Рис. 149

А,, А , и А,

■ Л А А,В,

§  5 .8 .  Средние линии треугольника и 
трапеции; их свойства

О п р е д е л е н и е .  Отрезок, соединяющий середины двух 
сторон треугольника, называется средней линией т ре
угольника.
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теорема I ------------------------------------------------------------------------------------
Средняя линия треугольника параллельна третьей  

стороне треугольника и равна ее половине.

Рис. 150

Д а н о :  А ЛВС\ DE — с р е д н я я  
л и н и я  (рис.  1 50).

Д о к а з а т ь :  DE\\AC\ D E = XI^AC.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Через сере

дину  D сторо ны АВ проведем п р я 
мую,  парал лел ьную  АС.  По т е о р е 
ме Фалеса  эта прямая разделит о т 
резок ВС на две равные части,  т. е. 
пройдет  через  сер ед ин у  Е о тр езка  
ВС. Итак ,  D E — с р е д н яя  л и н и я  А АВС  и DE\\AC.

Через  с ередин у  Е с т о р о н ы  ВС  проведем  п рям ую,  
пар ал л ел ь ну ю  АВ. ко тора я  п ерес ечет  с е р ед ин у  с т о 
роны АС  в точке F, т. е. AF  =  FC (по теореме Фалеса) .

Ч е т ы р ех у г о л ьн и к  ADEF — п а р а л л е л о г р а м м  по п о 
с т р о е н и ю  ( A D \ \ E F w  DE\\ AF),  а потому  его п р о т и 
воположные стороны равны между собой,  т.е. AF =  DE. 
И та к ,  AF =  F C =  DE , а тогда AC  =  2AF  и A F =  DE =  
=  ]/ 2ЛС,  что и т р еб о в ал о сь  доказать .

О п р е д е л е н и е .  Отрезок, соединяющий середины 
боковых сторон трапеции, называется ее средней ли
нией.
теорема 2 _____________________________________________ _— — -----

Средняя линия трапеции параллельна ее основани
ям и равна их полусумме.

Д а н о :  ABCD — т р а п е ц и я ;  E F — ee с р е д н я я  л и н и я  
(рис. 151).

Д о к а з а т ь :  ЕЕ\\ В С ||
'AD- E F=  l/ 2(BC + AD).

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  
херез точки В и F п р о 

ведем прямую до пере
сечения ее с продолже
нием стороны AD в точ- Рис. 151
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ке К. Р а с с м о т р и м  A BCF  и A FDK. C F = F D  (так  как 
EF — средняя л иния) ,  L \ =  L l  как вертикальные,  Z3 = 
= Z.4 как накрест  лежа щие  при BC\\AD  и секущей CD.

Ит ак,  A ВСЕ =  A FDK  (по второму  п р и з н а к у  р а в е н 
ства  треу гольников) .

И з  равен ства  т р е у г о л ь н и к о в  следует,  что BF =  FK; 
ВС =  DK.

В т реугольнике  АВК: EF — ср е дн яя  л и н и я ,  так  как 
А Е  =  ЕВ  и BF =  FK.

По теореме о сре дней  л и н и и  тре угольника  E F \ \ A K  
(т. е. EF\ \AD  и EF\\ ВС); EF =  {/ ^АК  =  ' / 2 (AD +  DK)  =  
=  l/ 2( AD + ВС).

И т а к ,  E F || BC\ \A D  и E F =  ' / 2( A D +  ВС),  что и т р е 
бовалось  доказать .

Вопросы для самопроверки

1. Дать  опр ед ел ен и е  параллел ограм ма.
2. С к о л ь к о  д и а г о н а л е й  м о ж н о  п р о ве сти  в п а р а л л е 

лограмме?
3. К а к и м и  свой ствами  об ладают  д иаго на ли  п а р а л л е 

лограмма?
4. Всегда ли равны про тивоположные стороны и углы 

параллелограмма?
5. Ч е м у  р а в н а  с у м м а  в н у т р е н н и х  углов  п а р а л л е 

лограмма?
6. Чему равна сумма внешних углов параллелограмма?
7. Я вл яется  ли  п ар ал л ел о г р ам м о м  четы рехугольник ,  

у к о т о р о г о  с у м м ы  п р о т и в о п о л о ж н ы х  углов р а в 
ны по 180°?

8. И меет  ли пар аллелограм м  оси си м метр и и?
9. И меет  ли п араллелограм м центр си м м е т р и и?

10. Я вл яется  ли п а р а л л е л о г р а м м о м  ч ет ы р ех у г о л ьн и к  
с одной  п арой  р ав н ы х  пар ал л ел ь ны х  сторон?

11. К а к о й  вид имее т  ч еты рехугольник  с р а в н ы м и  п а 
рами п р о т ив о п о л о ж н ы х  сторон?

12. К а к о й  вид  и м е е т  ч е т ы р е х у г о л ь н и к ,  д и а г о н а л и  
которо го в точке  п ер есеч ен ия  дел ятся п ополам?

13.  К  к а к о м у  т и п у  ч е т ы р е х у г о л ь н и к о в  о т н о с и т с я  
п ар ал л ел о гр ам м  с од ни м  п р я м ы м  углом?
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14. Обладает  ли п р я м о у г о л ь н и к  свой ствам и  п а р а л л е 
лограмма?

15. Равны ли диагона ли :  а) парал лел ограм ма,  Ь) п р я 
моугольника ?

16. И м е е т  ли  п р я м о у г о л ь н и к :  а) о си  с и м м е т р и и ,
Ь) центр си м ме три и?

17. Чем яв л яется  п ар а л л е л о г р а м м  с р а в н ы м и  с т о р о 
нами?

18. Обладает  ли ром б  свойствам и:  а) п а р а л л е л о г р а м 
ма,  Ь) п р я м о у г о л ь н и к а ?

19. К акими  св ойствам и обладаю т диагона ли  ромба?
20. С ко л ь к о  осей си м м е тр и и  имеет ромб?
21. Явл яется  ли ромб ц ен т р а л ь н о -с и м м е т р и ч н о й  ф и 

гурой?
22. Что такое квадрат?
23. Какими  свойствами обладают диагонали квадрата?
24. С ко л ь ко  осей с и м м е т р и и  имее т квадрат?
25.  Я вл я ет ся  ли квад рат  ц е н т р а л ь н о - с и м м е т р и ч н о й  

фигур ой?
26. Какой  чет ы рехугольник  являе тся т р ап ец и ей ?
27. Какая  из тр ап ец и й  имеет два  ра вных  угла?
28. К акая  из т р а п е ц и й  имеет два  п р ямы х  угла?
29. Могут ли быть р ав н ы м и  диагонали  тр ап ец и и?
30. В какой  т р апеции  углы при о сн о в ан и и  равны?
31. Может  ли т р ап ец и я  иметь оси си мм етри и?
32. В чем состоит смысл теоремы Фалеса?
33. Какое примен ен ие имеет теорема Фалеса  на п р а к 

тике?
34.  Л ю б о й  ли о т р е з о к  м о ж н о  р азд ел и ть  на н е с к о л ь 

ко равных частей?
35. Каким свойством обладает отрезок,  со е ди н яю щ и й  

серед ины двух ст орон  треугол ьни ка ?
36. К аки м и  св ойствами  обладает  с ре дн яя  л и н и я  т р а 

пеции?

Тест № 5

1. О дин  из углов п а р а л л е л о г р а м м а  равен  75°. Н айти  
остальн ые  углы параллелограмма .

А) 75°, 120°, 120°; В) 75°,  105°, 105°; С)  75°,  
115°, 115°; D) 45°, 60°, 120°; Е) 95°, 95°, 45°.
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2. О п р е д е л и т ь  углы п а р а л л е л о г р а м м а ,  если од ин  из 
них на 2 0 ° больше  другого.

А) 80°, 80°,  100°, 100°; В) 70°,  70°, 90°,  90°;
С ) 7 5 ° ,  75°, 95°,  95°; D) 85°, 85°,  105°, 105°,
Е) 60°, 60°, 80°, 80°.

3. В п ар ал л ел о гр ам м е  одна  ст о р о н а  равна 9 см и со-
3 м -ставляет  — его пери метра .  Наити другие стороны  

параллелограмма.

А) 9, 8  и 8  см ;  В) 9, 10 и 10 см;  С) 9, 6  и 
6  см; D) 9, 12 и 12 см; Е) 9, 7 и 7 см.

4. Две стороны  п ар ал л е л о г р ам м а  о тн о сятся  ка к 3 : 4; 
его периметр равен 2,8 м. Опред ел ить  стор он ы п а 
раллелограмма.

А) 0,6; 0,6; 0,8 и 0,8 м. В) 0,3;  0,3; 0,4 и 0,4 м.
C) 1,1; 1,5; 0,4 и 0,4 м. D) 0,2;  0,2;  0.15 и 0 , 1 5 м.
Е) 0,5; 0,5; 0,7 и 0,7 м.

5. С т о р о н ы  п а р а л л е л о г р а м м а  р авны  8  и 3 см, б и с 
с е к т р и сы  двух углов п а р а л л е л о г р а м м а ,  п р и л е ж а 
щих к больш ей  с т о р о н е ,  д ел ят  п р о т и в о л е ж а щ у ю  
сторону на три части.  Найти каждую из них.

А) 2; 2 и 4 см. В) 1; 1 и 6  см.  С) 1,5; 1,5 и 5 см.
D) 3; 3 и 2 см.  Е) 2,5; 2,5 и 3 см.

6 . Одна  из сторон пар аллелограмма  равна 5 м. Могут 
ли д и а г о н а л и  вы р а ж ат ь ся  сл е д у ю щ и м и  чис лам и :  
1) 4 и 6  м; 2) 4 и 3 м; 3) 6  и 7 м?

А) 1, 2, 3; В) 2 и 3; С) 1 и 3; D) только 2; Е) только 3.

7. В параллелограмме через  точку пер есечения д и а г о 
налей проведена прям ая,  которая отсекает  на с т о 
р онах  ВС и AD о тр езк и  BE =  2 м и ^ F  =  2,8 м. О п 
ределить  сторон ы  ВС и AD.

А) 4,8 м; В) 4 м; С) 5,6 м; D) 6  м; Е) 6 , 8  м.

8 . В ычисл ить  углы п ар ал л ел о гр ам м а ,  если они о т н о 
ся тся  как 3 : 7.
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А) 90°, 210°, 90°, 210°; В) 54°, 126°, 54°, 126°;
C) 60°, 60°, 210°, 210°; D) 45°, 45°, 105°, 105°;
Е) 5 Г ,  51°, 129°, 129°.

9. В параллелограмме острый угол равен 60°. Высота 
парал лел ограм ма,  п р о веденн ая  из в е р ш и н ы  угла,  
делит  ст о р о н у  п ар а л л ел о г р ам м а  пополам .  Найти  
м е н ь ш у ю  д и а г о н а л ь  п ар ал л ел о г р ам м а ,  если его 
периметр равен 24 см.

А) 8  см; В) 7 см; С) 7,5 см;  D) 8,5 см; Е) 6  см.

10. Из  куска п р о в о л о к и  д л и н о й  84 см надо и з г о т о 
вить параллелограмм,  стороны которого относятся 
как 3 : 4. Каковы стороны пар аллелограмма?
А) 12 и 16 см; В) 24 и 32 см; С) 18 и 24 см;
D) 21 и 28 см; Е) 15 и 20 см.

11. В прям оугольнике п ерп ен ди куляры,  про ве денны е  
из точки пересечения диа гона ле й  к его сторонам ,  
с о о т в ет с т в ен н о  равны 4 и 6  см. Найти  п ер и м етр  
прям оугольника .

А) 20 м; В) 40 см; С) 32 см;  D) 60 см; Е) 80 см.

12. Угол между д и а г о н а л я м и  п р я м о у г о л ь н и к а  равен  
50°.Оп р ед ел и т ь  углы между д и а г о н а л я м и  п р я м о 
угол ьн ика  и его сторонам и.

А) 35° и 55°, В) 40° и 50°; С) 45° и 45°; D) 25° 
и 65°; Е) 30° и 60°.

13. Через  се редин у  гипот енуз ы  п р я м о у г о л ь н о г о  т р е 
угольника,  равной 6  см, проведены прямые,  парал
лельные катетам. Какой вид имеет полученный че
ты р е х у го л ьн и к  и каковы д л и н ы  его д иа г о на ле й?

А) квадрат; Зс м;  В) прямоугольник;  Зс м;  С) п р я 
моугольник; 5 см; D) квадрат; 4 см; Е) квадрат; 6  см.

14. В прямоугольнике диагонали пересекаются под уг
лом 120°. Сумма обеих диагоналей  и обеих м е н ь 
ших сторон равна 3,6 см. О п ределить  дли н у  д и а 
гоналей.

А) 1,8 м; В) 2,4 м; С) 2 м; D) 1,6 м; Е) 1,2 м.
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15. В п р ям о у г о л ь н и к е  т очка  п ересечен ия  д иагона лей  
отстоит от м еньш ей  сторо ны на 4 см дальше,  чем 
от большей стор он ы.  Опред ел ить  сторо ны п р я м о 
у го л ьн и ка ,  если его п ер и м ет р  равен  56 см.

А) 14 и 14 см;  В) 12 и 16 см;  С) 8  и 20 см;
D) 10 и 18 см; Е) 9 и 19 см.

16. В пр ям о у го л ьни ке  п ерп ен ди куляр ,  сп у щ е н н ы й  из 
в е р ш и н ы  на его д и а г о н а л ь ,  д ел и т  угол его п р я 
м о у г о л ь н и к а  в о т н о ш е н и и  3:1. Н а йт и  угол м е ж 
ду этим п е р п е н д и к у л я р о м  и другой  д и а г о н а л ь ю  
п р ям оугольни ка .

А) 45°; В) 60°; С) 30°; D) 70°; Е) 40°.

17. Определить углы ромба,  диа гональ которого равна 
его стороне.

А) 60°, 60°, 120°, 120°; В) 45°, 45°, 135°, 135°;
C) 30°, 30°, 150°, 150°; D) 40°, 40°, 140°, 140°;
E )  9 0° ,  9 0 ° ,  9 0 ° ,  90 ° .

18. Углы,  о бразуем ые ст о р о н о й  ромба с его д и а г о н а 
лями,  относятся как 5 : 4. Определить углы ромба.

А) 95° и 76°; В) 120° и 96°; С)  100° и 80°;
D) 110° и 70°; Е) 75° и 60°.

19. П е р и м е т р  р о м б а  равен  8  см,  высот а 1 см.  Найти  
ту пой  угол ромба.

А) 140°; В) 120°; С) 130°; D) 150°; Е) 160°.

20. О п р ед ел и т ь  углы ро мба,  если его высота,  п р о в е 
д е н н а я  из в е р ш и н ы  туп ог о  угла,  д е л и т  п р о т и в о 
п о лож ную  стор он у пополам.

А) 60° и 120°; В) 45° и 135°; С)  30° и 150°;
D) 40° и 140; Е) 80° и 100°.

21.  В р а в н о б е д р е н н ы й  п р я м о у г о л ь н ы й  т р еу г о л ь н и к ,  
каж д ы й  катет  к о т о р о г о  равен  2  м, в пи са н  к в а д 
рат,  и м е ю щ и й  с ним  о б щ и й  угол.  Н айти  п е р и 
метр квадрата .

А) 2 м; В) 6  м; С) 8  м; D) 4 м; Е) 4,5 м.



22. Дан квадрат со сторонами 1 м. Его диа гональ слу
жит стороной  другого квадрата .  Найти  д иа гональ  
второго квадрата .

А) 1,5 м; В) 2 м; С) 3 м; D) 4 м; Е) 4,5 м.

23.  Сто ро ны  треугольника 8  см, 10 см и 12 см. Найти 
д л и н ы  стор он  тр еу го л ьни ка ,  в е р ш и н а м и  к о т о р о 
го служат середины сторон данного треугольника.

А) 4; 5; 6 . В) 16; 20; 24. С) 2; 2,5; 24. D) 6 ; 
7,5; 9. Е) 8 /3 ;  10/3; 4.

24. Перим етр тре угольника  12 см. С ер ед и н ы  его ст о 
рон последовательно соединен ы.  Найти периметр 
полученного  треугол ьни ка .

А) 8  см; В) 6  см; С) 10 см; D) 4 см; Е) 9 см.

25. С тор он ы треуг ольника  от носятся  ка к 3 : 4 : 6 .  С о 
ед инив  середины  всех сторон ,  получим тр еуголь 
ник  с п е р и м е т р о м  в 5,2 м. О п р ед ел и т ь  ст о р о н ы  
дан но го  треугольника .

А) 3; 4 и 6  м; В) 1,2; 1,6 и 2,4 м; С) 2,4; 3,2 и 
4,8 м; D) 3,2; 4 и 6  м; Е) 3,6; 4,8 и 7,2 м.

26.  В ч ет ы р ех у г о л ьн и ке  ABCD: АВ  =  ВС и C D = A D ;  
середины сторон его последовательно соединены.  
Явл яется  ли п о лу ч ен н ы й  четырехугольник:

А)  квад ратом ;  В) р о мбом ;  С) п р я м о у г о л ь н и к о м ;
D) тр ап ец ией ;  Е) п равильн ый  ответ  не приведен?

27. Могут ли углы т рапеции ,  взятые в посл ед ов ател ь
ном порядке,  отн оси тьс я  как: а) 6  : 3 : 4 : 2; Ь) 8  :
: 7 : 13 : 12; с) 5 : 6 : 1 2 : 1 3 ?

А)  а, Ь, с; В) а,  Ь; С) a; D)  b и с; Е)  т а к и х  
углов нет.

28. Н а йт и  п ер и м етр  р а в н о б е д р е н н о й  т р а п е ц и и ,  о с т 
рый угол ко то р о й  рав ен  60°, а о с н о в а н и я  рав ны
1 5 см и 49 см.

А) 132 см; В) 140 см; С) 152 см; D) 160 см; Е) 172 см.

29. В трапеции  боковые стороны равны меньшему о с 



н о в а н и ю ,  д и а г о н а л ь  с о с т а в л я е т  с о с н о в а н и е м  
угол, р авн ый  30°. Найти  углы тр ап ец и и .

А) 60° и 120°; В) 50° и 130°; С)  45° и 135°;
D) 55° и 125°; Е) 70° и 1 10°.

30. О сно в ан и я  т р апеции  отн осятся как 7 : 3; ра зность 
их равна 3,2 м. Найти среднюю линию .

А) 8м;  В) 4м;  С) 10м; D) 5,4м;  Е) 7,2м.
31.  С р е д н я я  л и н и я  т р а п е ц и и  равна  8  дм и д ел ит ся  

д и а г о н а л ь ю  на два  о тр езк а ,  р а з н о с т ь  между к о 
то ры ми  2 дм. Чему равны осн о в ан и я  трап ец ии?

А) 6  и 10дм;  В) 8  и 12 дм;  С) 4 и 8  дм; D) 10 
и 14 дм;  Е) 12 и 16 дм.

32. О предел ить  углы р ав н о бе др е н н о й  т р ап ец и и ,  если 
разность  п р о т и в о п о л о ж н ы х  углов равна 40°.

А) 70°, 110°, 60°, 120°; В) 60°, 120°, 60°, 120°;
C )  70° ,  110° ,  70 ° ,  110°;  D )  8 0 ° ,  12 0° ,  100° ,  60° ;
E) 50°, 90°, 130°, 90°.

33. В равнобедренной трапеции диагональ делит ее о с 
т р ы й  угол п о п о л а м ,  п е р и м е т р  т р а п е ц и и  рав ен  
4,5 м, а б ольш ее  о с н о в а н и е  ра вно  1,5 м. О п р е д е 
лить меньшее осн ов ан ие .

А) 1.2 м; В) 1 м ;  С) 0,8 м; D) 1 , 1м;  Е) 0,9 м.

34. Н айти среднюю л и н и ю  рав нобе дренной  трапеции,  
д и а г о н а ли  ко торой  в з а и м н о  п е р п е н д и к у л я р н ы ,  а 
высота тр ап ец и и  рав на 1 0  см.

А) 5 см; В) 8  см;  С) 12 см;  D) 10 см;  Е) 15 см.

35. Прямоугольная трапеция делится диагональю на два 
треугольника: равносторонний,  со стороной а, и пря
моугольный. Определить среднюю л инию  трапеции.

А) а / 2; В) З а / 8 ; С) Зд /4;  D) Зд /2;  Е) 1,2а.

36. В е р ш и н а м и  к а ко го  ч ет ы р е х у г о л ь н и к а  я в л яю т с я  
середины сторон равнобедренной  трапец ии?

А) т р а п е ц и и ;  В) п р я м о у г о л ь н и к а :  С) квадрата ;
D) ромб а;  Е) п р о и з в о л ь н о г о  ч ет ы р ех у г о л ьн и к а .
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Глава 6
О КРУЖ Н О С ТЬ И КРУГ

§ 6 .1 .  Основные понятия

О п р е д е л е н и е .  Окружностью называется геомет
рическое место точек плоскости, равноудаленных от 
одной данной точки, которая называется центром  
окружности.

О п р е д е л е н и е .  Часть плоскости, ограниченная ок
ружностью, вместе с точками самой окружности на
зывается кругом.

О п р е д е л е н и е .  Отрезок, соединяющий какую-ни
будь точку окружности с ее центром, называется р а 
диусом.

О п р е д е л е н и е .  Отрезок, соединяющий две точки 
окружности, называется хордой.

О п р е д е л е н и е .  Хорда, проходящая через центр, на
зывается диаметром.

О п р е д е л е н и е .  Прямая, проходящая через две точки 
окружности, называется секущей.

D
На р и с у н к е  152: О — 

ц е н т р  о к р у ж н о с т и ;  ОЛ,
О В — радиусы окружности;
CD — хорда; EF — диаметр;  с  
MN  — секущая.

Д и а м е т р  р а в е н  с у м ме  
двух радиусов, а потому все 
д иа м ет р ы  одной  о к р у ж н о 
сти равны между собой.

F Рис. 152

т е о р е м а _________________________________________________
Любая хорда, не проходящая через центр окруж

ности, меньше диаметра.
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Д а н о :  О к р у ж н о с т ь  О; D E — xорда;  АВ — д и а м е т р  
(рис.  153).

Д о к а з а т ь :  D E < A B .

О п р е д е л е н и е .  Часть окружности называется  
дугой.

Хорда, соединяющая концы какой-нибудь дуги, с тя 
гивает  эту дугу.

О п р е д е л е н и е .  Два круга (или две окружности)  
называются равны ми,  если при наложении они совме
щаются.

О п р е д е л е н и е .  Часть круга,  заключенная между  
двумя радиусами,  называется сектором.

О п р е д е л е н и е .  Часть круга,  отсекаемая от него 
какой-нибудь секущей, называется сегментом.

О п р е д е л е н и е .  Плоский угол с вершиной в цент
ре круга называется центральным углом.

I)
А

В радиусы 0 D  и ОЕ. В треугольнике 
ка ждая  с т о р о н а  м е нь ш е  суммы 
двух д р у г их  с т о р о н ,  т. е. DE < 
< O D  + O E , н о  0 D  =  ОЕ =  R, 
D E < 2 R ,  а п о с к о л ь к у  A B = 2 R ,  
то D E < A B , что и т р е б о в а л о с ь  
доказа ть .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем

Рис. 153

А
О п р е д е л е н и е .  Градусной  

мерой дуги окружности называ
ется градусная мера со от вет 
ствующего центрального угла.

На р и с у н к е  154: АВ, CD,  
E F — дуги;  хорда АВ  с тягивае т  
дугу АВ; / . А О В — ц ентральны й;  
COD — сектор;  EmF — сегмент.

Рис. 154
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§  6 .2 .  Построение окружности, проходящей  
через три точки

Очевидно, что через любую точ
ку п л о с к о с т и  м о ж н о  п р о в е с т и  
сколько угодно окружностей ,  ц е н 
тры которых можно  выбирать п р о 
извол ьно.

Н а  р и су н к е  155 через  то ч ку  С 
проходят 4 о к р у ж н о с т и  с ц е н т р а 
ми O v О,, 0 } и Ог

Через  любые  две точки п л о с к о 
сти также можно провести бесчис
л е н н о е  м н о ж е с т в о  о к р у ж н о с т е й ,  
однако центры их нельзя выбирать 
п р о из в о л ь но ,  так  как т очки ,  о д и 
н а к о в о  у д ал ен н ы е  от двух точ ек ,  
д о л ж н ы  леж ать  на п е р п е н д и к у л я 
ре к отрезку,  с о е д и н я ю щ е м у  эти 
точки,  проведенном через середину 
дан но го  отрезка.

На р и су н ке  156 через  т о ч к и  М  
и N  проходят три окружности,  цен 
тры которы х  О,, 0 2 и 0 } леж а т  на 
пер пен дику ляре EF  к отрезку Л/TV, 
проведенном через середину А этого 
отрезка. Можно ли провести окруж
ность через лю бые три точки?  О т 
ветом на этот  вопрос  служи т т е о 
рема.

т е о р е м а ____________________________

Рис. 155

Через три точки, не лежащие на одной прямой, можно 
провести только одну окружность.

Д а н о :  то ч ки  А, В, С, не л е ж а щ и е  на о д но й  п р я 
мой (рис.  157).

Д о к а з а т ь :  Через  А, В, С проходи т ед и нственн ая  
окружность.



м Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для 
доказательства существова
ния окружности достаточно 
найти центр окружности — 
точку О, которая находит

ся на равном расстоянии от 
то ч ек  А, В, С. Г е о м е т р и 
ческое  м н о ж е с т в о  точ ек ,  
равноудаленных от точек А 
и В, л е ж и т  на п е р п е н д и 
куляре M N  к отрезк у  А В ,Рис. 157

п р о в е д е н н о м у  через  его с е р е д ин у  А', а г е о м е т р и ч е с 
кое место точек, равноудаленных от точек В и С, лежит 
на п е р п е н д и к у л я р е  EF  к отрезк у  В С , п р о в е д е н н о м у  
через  его с е р ед ин у  D. Т о ч ка ,  р а в н о у д а л е н н а я  от т о 
чек А, В и С, д о л ж н а  леж а т ь  о д н о в р е м е н н о  на п е р 
п е н д и к у л я р е  EF  и п е р п е н д и к у л я р е  MN,  т. е. я в л я т ь 
ся т очкой  их п е р ес еч ен и я  О ( M N  и EF  перес ека ю т ся  
всегда,  так  как  они  п е р п е н д и к у л я р н ы  к п е р е с е к а ю 
щ и м с я  п р я мым АВ  и ВС).  Т о ч к а  О , о д и н а к о в о  у д а 
л е н н а я  от т о ч ек  А, В и С, яв л яе т с я  ц ен т р о м  о к р у ж 
н ости ,  рад иусом  ко то р о й  будет о т р е з о к  ОА (или ОВ  
или ОС).  Так  ка к п р я мые  M N  и С м о г у т  пересечься  
только в одной точке,  то центр окружности  О — е д и н 
с т в е н н а я  то ч ка  и д л и н а  радиуса мож ет  быть  т о л ьк о  
о дна ,  сл ед о в а т е ль н о ,  о к р у ж н о с т ь  е д и н с т в е н н а я ,  что 
и тр еб овал ось  доказать .

§ 6 .3 .  Центральные углы и их измерения
т е о р е м а _________________________________________________

В одном круге или в равных кругах равным цент
ральным углам соответствуют равные дуги.

Д а н о :  О — круг; L A O B  и L COD — центральные углы; 
L A O B  =  L C O D  (рис.  158).

Д о к а з а т ь :  \j A B = \ j CD.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Повернем центральный угол АОВ  
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вокруг центра так,  чтобы он с о в м е с 
ти лся  с рав ным ему ц ен т р а л ь н ы м  уг
лом COD.  В силу равенства  радиусов  
ОА, ОВ, О С  и OD  со вместятся и к о н 
цы дуг  А В и CD  (т. е. т о ч к и  А и D;
В и С). Следовательно ,  совместятся и 
сами дуги А В и CD,  т. е. vjAB  = и  С D, 
что и требо вал ось  доказать .

т е о р е м а _______________________________
обратная

В одном круге и л и  в  равных кругах равным дугам  
соответствуют равные центральные углы.

Д а н о :  О — круг; и  А В =  и  CZ) (рис.  158). 
Д о к а з а т ь :  A A O B = l C O D .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Повернем дугу АВ вокруг центра 

круга О так ,  чтобы она с о в м е с т и л а с ь  с рав н о й  ей 
дугой CD,  при это м т о ч к и  А и D, а т ак ж е  В и С 
так же  сов м е стятс я .  Тогда радиусы  О А и О В с о в м е с 
тятся  с р ад иусами  OD  и О С  со о т в е т с т в е н н о ,  с л е д о 
вательно, центральные углы равны,  т. е. А АОВ =  A C O D ,  
что и требовал ось  доказать .

§ 6 .4 .  Соотношения между дугами и хордами
т е о р е м а _________________________________________________

Диаметр, перпендикулярный к хорде, делит эту хорду 
и обе стягиваемые ею дуги пополам.

Д а н о :  О — круг ;  A F B — х о р д а ;
CFD — диаметр;  A B l C D  (рис.  159).

Д о к а з а т ь :  AF — FB, и  A D =  U DB, 
v jA  С — и  СВ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем ра
диусы ОА и ОВ. Полученный А АОВ — 
р а в н о б е д р е н н ы й ,  в нем выс ота  OF  

являе тся медиан ой  и б и с с е к т р и с о й ,  D
а потому A F =  FB и L A O F  =  LBOF.  Из Рис. 159
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равенства центральных углов А О С  и COD  следует и 
равенство дуг: и А С  =  и В С ,  а из равенства централь
ных углов A O D  и DOB  следует равенство дуг: kjAD =  
=  u BD,  что и требовалось доказать.

т еорема______________________________________________
Дуги, заключенные между параллельными хордами, 

равны.

круг; CD  и АВ — хорды ; A B \ \ C D  
(рис. 160).

Д о к а з а т ь :  и  АС  =  \ jBD.  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем  

диаметр MN,  перпендикулярный к 
хорде АВ,  тогда M N  п ерп ен ди к у
лярен и к хорде CD,  параллель
ной АВ. По предыдущей теореме,  
AF — FB и СЕ =  ED. При сгибе чер
тежа по диаметру M O N  полуокруж
ности совместятся, а потому совпа
дут и точки С и D, а также А и В. 

Тогда совместятся и дуги АС  и BD,  т. е. они равны: 
u А С  =  u BD,  что и требовалось доказать.

теорема 1 _______________________________________________
Если в одном или в равных кругах дуги равны, то 

стягивающие их хорды равны и равноудалены от центра.

Д а н о :  О — круг; АВ и CD — хорды; O F l  CD; OElAB;  
v j AB =  u C D  (рис. 161).

Д о к а з а т ь :  AB =  CD, OE =  OF. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Повернем  

сектор А ОВ  вокруг центра круга 
О так, чтобы радиус ОА совпал  

В с радиусом OD. Вследствие равен
ства kjAB и  u CD они совм естят
ся, а потому точка В совм ести т
ся с точкой С. Тогда хорды АВ  и 
CD совместятся, т. е. АВ =  CD. Пер-
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пендикуляры ОЕ и OF также совместятся, так как 
из точки О на CD можно опустить только один пер
пендикуляр, что и требовалось доказать.

теорема 2 ______________________________________________
Если в одном или равных кругах две дуги, мень

шие полуокружности, не равны, то большая из них 
стягивается большей хордой и из этих хорд большая 
расположена ближе к центру.

Д а н о :  О — круг; АВ  и CD — хорды; О М ± А В ; 
ОР± CD; иЛВ  < u CD (рис. 162).

Д о к а з а т ь :  АВ  < CD , О М >  ОР.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отложим от точки С на дуге 

CD дугу СЕ , равную дуге АВ,  и проведем вспом ога
тельную хорду СЕ.  По первой части теоремы АВ  =  СЕ 
и ОМ = ON,  где O N l CE.  П о 
скольку в двух треугольниках  
СОЕ  и COD по две стороны рав
ны: СО = ОЕ — OD =  R, а ц е н 
тральные углы, заклю ченны е  
между этими сторонами, не рав
ны, то против больш его угла 
COD  лежит большая сторона,  
т. е. CD > СЕ,  и тогда CD > АВ.

В прямоугольном треугольни
ке КОР  гипотенуза ОК  больше 
катета ОР,  но O N >  ОК  (так как ОК  — часть п ер п ен 
дикуляра ON).  Итак, О Р <  ON,  а О М =  ON,  тогда О Р -  
< ОМ.  Теорема доказана для одного круга. Теорема о с 
тается верной и для равных кругов, потому что та
кие круги отличаются один от другого только п о л о 
ж ением, что и требовалось доказать.

т е о р е м ы ______________ _______ _______________________
обратные

1. Равные хорды равно удалены от центра и стя
гивают равные дуги.



2. Хорды, равноудаленные от центра, равны и стя
гивают равные дуги.

3. Из двух неравных хорд большая — ближе к цен
тру и стягивает большую дугу.

4. Из двух хорд, не равноудаленных от центра, та, 
которая ближе к центру, больше и стягивает боль
шую дугу.

Все эти теоремы д оказы ваю тся методом от п р о т и в 
ного с и сп о л ьз о в ан и ем  прям ы х теорем.

§ 6 .5 .  Взаимное расположение прямой и

Прямая и окру жнос ть  могут находиться в трех р а з 
л и ч н ы х  положениях .

1. Рассто ян ие п рям ой  от центра окруж ности  б о л ь 
ше радиуса окр уж ности .

окружности

А

А
С

Рис. 163

К

С На р и су н к е  163 и з о б р а ж е н а  
пр ям а я  А В ; О С  — р а с с т о я н и е  от 
центра окружности до прямой АВ  
(А В ± О С ); ОС > R. Точка С лежит 
вне круга ,  так  как О С >  O D =  R , 
все о стальн ые  точ ки  пр ям о й  АВ  
удалены от точки  О на р а с с т о я 
ние большее,  чем О С  (ОС, > О С ; 
ОС, > О С  и т. д., так как н а к л о н 
ная длиннее перпендикуляра,  про
в ед е н н о г о  из той же то ч ки  О).  
Итак,  прямая АВ  с окруж ностью  
в этом случае о б щ и х  т о ч ек  не 
имеет.

2. Расстояние от центра окруж
ности  до п р я м о й  м е н ь ш е  р а д и 
уса окружности.

Рис. 164
На р и су н ке  164 и з о б р а ж е н а  

п рямая  АВ\ О С  — р ас ст о ян и е  от



п р я м о й  АВ  до  ц е н т р а  о к р у ж н о с т и  (А В ± О С ) ;  
О С <  R =  ОК.

Точка С в этом случае лежи т внутри круга,  и тогда 
п рям ая  АВ  п ер ес ека ется  с о к р у ж н о с т ь ю  в двух т о ч 
ках D и Е.

3. Расстояние  п рям ой  от 
центра окружности равно ра
диусу окр уж ности .

На рисунке 165 изображе
на прямая АВ; О С  — рас сто
яние от центра О до прямой 
АВ; O C = R .  Тогда то ч ка  С
п р инадлежит  и п рям ой  АВ,  п . . .

к Рис. 16:>
и окружности;  все остальные
точ ки  ( С 2. С, и т . д . ) —п р я мо й  АВ,  о тсто ят  от ц е н т 
ра больш е ,  чем О С  =  R\ О С { > ОС; ОС,  > О С  и т. д. и 
леж ат вне круга.

В этом случае прямая А В имеет с окружностью толь
ко одну общ ую  точку  С — о с н о в а н и е  п е р п е н д и к у л я 
ра, о п у щ е н н о го  на прямую АВ  из точ ки  О.

§ 6 .6 .  Касательная к окружности и ее 
свойства

О п р е д е л е н и е .  Прямая,  имеющая с окружностью  
только одну общую точку ,  н аз ывае тся  касательной к 
о к р у ж н о с т и , а общая точка назы ва ет ся  точкой к а 
сания.

т е о р е м а __________________ ______________________________
прямая

Прямая, перпендикулярная радиусу в конечной его 
точке, лежащей на окружности, является касатель
ной к окружности.

Д а н о :  о к р у ж н о с т ь  О; А СВ — п рямая ;  О С  — р а д и 
ус; O C l AC B  (рис.  166).

Д о к а з а т ь :  А С  В — касательная к этой окружности.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  С — общая точка прямой  и о к 
ружности,  яв ляющаяся основанием перпендикуляра ОС 
к пр ям о й  АВ. Л ю б о й  другой отр езок  ОС,, ОС,  и т . д . ,  
с о е д и н я ю щ и й  л ю б у ю  другую точку  С,, С2 ... п р я м о й  
А В  с ц е н т р о м  О,  б у де т  н а к л о н н о й  к А В , т. е. 

С с  С  О С х> О С =  R\ О С 2 > О С =  R и
т . д . ,  а п отом у  все эти т о ч 
ки прямой Л В не лежат на о к 
ружности.  Значит,  С — е д и н 
ственная общая точка прямой 
А В и окруж ности  и, след о в а 
тельно. по определению,  АВ — 
к а с а т е л ь н а я  к о к р у ж н о с т и ,  

Рис. 166 что и требов ал ось  доказать .

т е о р е м а _________________________________________________
обратная

Касательная к окружности перпендикулярна радиу
су этой окружности, проведенному в точку касания.

Д а н о: окруж ность  О; А СВ  — касательная;  ОС — р а 
диус  (рис.  167).

Д о к а з а т ь :  O C l AB.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По оп р ед е л ен и ю  ка сательной  

к о к р у ж н о с т и  т о ч к а  С — е д и н с т в е н н а я  о б щ а я  т о ч ка  
п р я м о й  АВ  и о к р у ж н о с т и ,  все о с т а л ь н ы е  т о ч ки  С,,

С,, С3 ... п р я м о й  А С В  удале-  
С, С С, С, ны от ц ен тр а  О на р а с с т о я 

ние ,  бо ль ш е е  ОС, р ав н о е  р а 
диусу R; т.е. ОС, > /?; ОС 2 > R\ 
О С 3 > R и т . д .  Т о г д а  О С — 
кратчайшее расстояние от точ

ки О до п р я м о й  А В , а к р а т 
чайшее расстояние от точки до 
прямой  и есть перпендикуляр,  
т. е. О С±ЛЯ,  что и т р е б о в а 
л ось  доказать .
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т е о р е м а _________________________________________________
Две касательные, проведенные к окружности из одной 

точки, равны между собой, и центр этой окружности 
лежит на биссектрисе угла, образованного этими ка
сательными.

Д а н о :  окружность О; АВ  и А С  — касательные к о к 
ружности  (рис.  168).

Д о к а з а т ь :  А В  =  А С ;  А О  — А 
б иссектр иса  ABAC.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соединим 
то ч ки  ка с а н и я  В и С с цен т р о м  
окружности О. Радиусы ОВ  и ОС,  
п р о в е д е н н ы е  в то ч ки  ка с а н и я  В 
и С, п ер п ен д и к у л я р н ы  ка сат е ль 
ным АВ и АС. Рассмотрим два пря
моугол ьны х т р еу г о л ь ни ка  А В О  и 
А О С .  которы е  р ав н ы  по о б щ е й  ги по т е ну зе  А О  и к а 
тетам ВО  и ОС,  ра вным радиусу R. Из равенства этих 
т р е у г о л ь н и к о в  А В  =  А С  и L O A B  =  / _ О А С , а т о г д а  
Z. 1 =  Z 2 =  ’Л Z. В А С, и потому А О  — биссектр ис а ABAC,  
что и требов ал ось  доказать .

§ 6 .7 .  Взаимное расположение двух 
окружностей

О п р е д е л е н и е .  Если две окружности имеют одну  
общую точку,  то они назы ваю тс я касающимися.  Если 
две  окру ж ности имеют две  общие т о ч к и , то они н а 
зываются пересекающимися.

О п р е д е л е н и е .  Прямая, проходящая через ц е н т 
ры двух  окружностей,  назыв ается  линией центров.

т е о р е м а __________________________________ _____________
Если две окружности имеют общую точку, распо

ложенную вне линии центров, то они имеют и еще одну 
точку, симметричную первой относительно линии цен
тров (т. е. окружности пересекаются).
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Д а н о :  о к р у ж н о с т и  О и О,; С — о б щ а я  т о ч к а  о к 
ружностей; С не принадлежит прямой Л О О }В (рис. 169).

Д о к а з а т ь :  С, — о б щ а я  точка  о к р у ж н о с т е й ,  с и м 
метричная точке С от носительно  прям ой  Л О О }В.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Л и ни я  центров прямой  A O O t В
содержит диаметры 
окружностей,  а тог
да Л О О хВ — ось сим
м е т р и и  о б еи х  о к 
ружностей; поэтому 
о б щ е й  то ч ке  этих 
окружностей С, л е 
ж а щ е й  вне л и н и и  
ц е н т р о в ,  д о л ж н а  
соответствовать точ

ка С, — с и м м е т р и ч н а я  точ ке  С и л е ж а щ а я  по другую 
сторону от оси си мметрии  на перпендикуляре к Л О О }В 
на р а в н о м  р а с с т о я н и и  от л и н и и  ц ен т р о в  ( D C  =  D C {\ 
C C ^ lA O O ^B ) ,  что и тр еб о в ал о сь  доказать .

Следствие.  Общ ая хорда двух п ересекаю щ и хся  о к 
ру жн остей  п е р п е н д и к у л я р н а  л и н и и  цен тр ов  и д е л и т 
ся ею пополам.

Рис. 169

т е о р е м а ................................ ..................................................................
Если две окружности имеют общую точку на линии 

центров, то эти окружности касаются.

Д а н о :  окружности О и О,; С — общая точка окруж
ностей ;  С л еж и т  ( е )  на 
прямой Л 0 0 }В (рис. 170).

Д о к а з а т ь :  О и О, — 
касаются.

Д о к а з а т е л  ь с т в о .  
П р е д п о л о ж и м  п р о т и в 
ное,  что т о ч к а  С — не 

Рис. 170 единственная общая точ
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ка двух окр у ж но с тей .  Тогда и мею тся  два  во зм о ж н ы х  
п о лож ения  второй общей  точ ки  о т н о си т ел ь н о  л и н и и  
центров.

1) Если вторая об щ ая  точка  этих о к р у ж н о с т е й  не 
л еж и т  на л и н и и  цен тров ,  то тогда (по п редыдущ ей  
т е о р е м е )  с у щ е с т в у е т  и т р ет ь я  о б щ а я  т о ч к а ,  с и м 
метричная второй относительно лин ии  центров АОО^В. 
А две о к р у ж н о с т и ,  и м е ю щ и е  три о б щ и е  т о ч ки ,  с л и 
ваются,  что пр о тиво р еч и т  усл овию теоремы .

2) Если же вторая об щ а я  то ч ка  этих о к р у ж н о с т е й  
л еж и т  на л и н и и  центро в,  то эти о к р у ж н о с т и  имею т 
об щую  хорду,  с о е д и н я ю щ у ю  две о б щ и е  точки  этих 
окружностей.  Но хорда,  проходящая через центр,  есть 
д иам етр  о кр у ж н о с т и ,  а две о к р у ж н о с т и  с о б щ и м  д и 
ам етро м с л и в аю т ся  в одну,  что о п ят ь  п р о т и в о р еч и т  
условию теоремы.  Значит,  предположения  о существо
ван ии  общих то чек  двух о к р у ж н о с т е й ,  кром е точ ки  
С, — н евер н о  и С — е д и н с т в е н н а я  об щ ая  то чка ,  что 
и тр еб овалось  доказать .

О п р е д е л е н и е. Касание окружностей называется  
внешним, если окружности расположены одна вне другой.  
Касание окружностей называется внутренним, если одна 
из окружностей лежит внутри другой.

На рисунке  171 п о казано  вне шнее  касание о к р у ж 
ностей О и О,; С — точ ка  касания.

На рису нке 172 п о к а з а н о  вну тр енн ее  касан и е  о к 
ружностей О и О,; С — т очка  касания .

Рис. 171 Рис. 172



т еорем а_________________________________________________
обратная

Если две окружности касаются, то точка касания 
лежит на линии центров.

Д а н о :  о к р у ж н о с т и  О и О, — касаю тся  в точке  С 
(рис.  173 а и б).

Д о к а з а т ь :  то ч ка  С Е Л О О }В.

Рис. 173

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное.  Пусть 
т о ч к а  С к а с а н и я  двух о к р у ж н о с т е й  не л е ж и т  на л и 
нии  центров.  Тогда существует  еще одна общая  точка 
д а н н ы х  окр у ж но стей ,  си м м е т р и ч н а я  точке С о т н о с и 
т ел ь н о  л и н и и  ц е н т р о в  A O O {B, что п р о т и в о р е ч и т  у с 
л о в и ю  теоре мы  о к асании  окружностей .  С ледователь 
но, п р е д п о л о ж е н и е  о п о л о ж е н и и  точки  С вне л и н и и  
ц е н т р о в  н е в ер н о ,  а п отому  С л е ж и т  на л и н и и  ц е н т 
ров,  что и тр еб о в ал о сь  доказать .

Следствие. Две ка саю щ иеся  окружности  имею т о б 
щую ка сательную  в точке  касания .

Д а н о :  О и О, — две  к а с а ю щ и е с я  о к р у ж н о с т и  
(рис.  174 а и б).

Д о к а з а т ь :  А С  В — общ ая  касате льная .  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Про вед ем  касательную  А С В  к 

окр у ж н о с т и  О, тогда A C B l O C  и А С В  п е р п е н д и к у л я р  
и к 0 , С ,  а п о т о м у  А С В  — к а с а т е л ь н а я  и к о к р у ж 
ности  О г  т. к. к а с а т е л ь н а я  п е р п е н д и к у л я р н а  радиу-
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в
а)

Рис. 174
6)

су, п р о в е д е н н о м у  в точку  к а с а н и я ,  что и тр ео о в а -  
лось  доказать .

Рассмотрим различные случаи взаимного расположе
ния двух окруж ностей .

Пусть /?, и R , — р а д и 
усы двух о к р у ж н о с т е й ,  
d — ра сстояние  между их 
центрами. Рассмотрим за
вис им о ст ь  между этими  
величинами.

1) О к р у ж н о с т и  лежа т 
одна  вне друг ой,  не к а 
саясь  (рис.  175). В этом 
случае d  > /?, + R ,.

2) Окруж ности  имеют 
внешнее касание (рис. 176). 
В этом случае d =  R{ + Ry

3) Окружности пересе
каются (рис. 177). В этом 
с лучае  d < R { +  R, и d  > 
> R — R,,  п о т о м у  что в 
АОЛ  О, с т о р о н а  O O y d ,  
меньше суммы,  но б о л ь 
ше разности  двух других 
сторон,  равных радиусам 
R, и Rr



4) Окружности имеют внутреннее касание (рис. 178). 
В этом случае d — /?, — R,.

5) Одна окружность лежит  внутри другой (рис. 179). 
В этом  случае d  < R x — R2, если d  =  0, то цен тры  этих 
о круж ностей  сливаются .

О п р е д е л е н и е .  Д в е  окружности,  имеющие общий 
центр и лежащие в одной плоскости, называются кон
центрическими.

На р и су н ке  180 и з о б р а 
ж е ны  к о н ц е н т р и ч е с к и е  о к 
ру ж н о сти  с цен тр о м  в т о ч 
ке О и радиусам и R } и R,.

§ 6 .8 .  Угол, вписанный в окружность, и его 
измерение

О п р е д е л е н и е .  Угол,  верши на  к о 
торог о  л еж ит  на о к р у ж н о с т и , а с т о 
р о н ы  я в л я ю т с я  х о р д а м и  этой о к р у ж 
ности,  н а з ы в а е т с я  вписанным в о к 
руж ность.

На  р и с у н к е  181 угол Л В С  в п и с а н  
в о к р у ж н о с т ь ;  хорды  АВ  и В С  — с т о -  

Рис. 181 р о н ы  угла;  в е р ш и н а  угла — В.
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т е о р е м а ___________ ____________________________________
Угол, вписанный в окружность, измеряется поло

виной дуги, на которую он опирается.

Рис. 182

1-й с л у ч а й .  Одна из сторон  угла прохо дит через  
центр окруж ности .  В

Д а н о :  окружность;  вписанны й  
в нее А А В С  (рис.  182).

Д о к а з а т ь :  А А В С  и з м е р я е т с я  
‘/ ,  и А С .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С оед ин им 
т о ч ки  А и О. П о л у ч е н н ы й  т р е 
угольник А О В  — равн о бедр е нн ы й ,  
т а к  к а к  A O  =  O B =  R. а т о г д а  
А В А О  =  А А В О  как  углы при о с 
новании равнобедренного треугольника.  А А О С  — вне ш
ний угол А АВО  и по свойству внешнего  угла: А А О С  — 
=  А ВАО  +  А А В О  =  2 А А В О ,  а то гда  А А В О  =  1 / , А О С .  
А А О С  — ц ен т р ал ь ны й  и и змер яется  дугой А С , на к о 
торую он опирается,  а тогда А А В О  измеряется 1/2kjAC,  
что и тр еб овалось доказать .

2-й с л у ч а й .  Центр окружности лежит внутри угла, 
в пи са нн о г о  в окружность .

Д а н о :  о к р у ж н о с т ь  О; в п и с а н н ы й  в нее А А В С  
(рис.  183).

Д о к а з а т ь :  А А В С  и змер яется  '/2 иЛС.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для д о к а 

зательства проведем диаметр BOD.
Он разобьет АА ВС  на два угла ABD  
и D B C , впи санны х  в окруж ность,  
одна из сторон которых проходит 
через центр окружности.  По п е р 
вому сл у ч аю  A A B D  и з м е р я е т с я  
'/2 и.AD: L D B C  измеряется ' / 2 и / ) С ;  
сумма  углов A B D  и D B C  и з м е р я 
ется x!,\j A D  +  ' / 7 uZ)C, т. е. А А В С  Рис. 183

В
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и з м е р я е т с я  '/2 (u/lZ) +  uZ)C) =  '/2^jAC,  ч т о  и  т р е б о в а 
лось доказать.

3-й с л у ч а й .  Це нтр  о к р у ж н о с т и  л е ж и т  вне угла,  
в п и с а н н о г о  в окруж ность .

Д а н о :  о к р у ж н о с т ь  О; в п и с а н н ы й  в нее  L A B C  
(рис.  1 84).

Д о к а з а т ь :  L А ВС  измеря ется  '/, и  А С.
В Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем

д и а м е т р  о к р у ж н о с т и  BOD.  Тогда 
/ . A B C  — L A B D  — LC B D .  Каждый из 
углов А ВО и С В О , в п и с а н н ы х  в 
о к р у ж н о с т ь ,  по п ер в о м у  случаю  
измеряется половиной дуги, на ко 
торую он о п и р а ет ся ,  т. к. о д на  из 
сторон  этих углов про хо дит через  
центр окружности.  Итак, L A B  О из
меряется ]/2^jAD: L C B O  измеряется 

'/2 uCZ); L A B D  — l C B D  измеряется '/,kjAO — ' / , u CD.  т. e. 
/LABC  и зм еряется  1/2( \ j A D  —  kjCD) ,  и л и  L A B C  и з м е р я 
ется '/, и  А С, что и т р еб о в ал о сь  доказать .

Следствие 1. Все в п и с а н н ы е  в о к р у ж н о с т ь  углы,  
о п и р а ю щ и е с я  на одну  и ту же дугу,  р авны  между 
собой.

Д а н о :  о к р у ж н о с т ь  О; L A B tC, l A B ,C ,  L A B , С — 
в п и с а н н ы е  в о к р у ж н о с т ь  углы (рис.  185).

Д о к а з а т ь :  L A B C  =  L A B 2C =  
= L A B , С.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме 
об и з м е р е н и и  углов,  в п и с а н н ы х  
в окруж ность ,  L A B {C  и змер яется  
'/, и  А С; L A B X  измеряется  %и/4С; 
L A B  С и з м е р я е т с я  ' / 2 и  А С, а п о 
то му  все эти углы равны между 
собой .  L A B , C  =  L A B 2C =  L A B S ,  

Рис. 185 что и тр еб ов ал ось  доказать .
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Следствие 2. Угол, впи санны й  в окружность и о п и 
р аю щ ий ся  на диа метр ,  прямой .

Д а н о :  окружность О; вписанны й в нее LAB C;  А С  
диаметр  (рис.  186).

Д о к а з а т ь :  Z . / 1 Z ? C = 9 0 C.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  АА В С  

и зм ер я ет ся  ' / 2 и А С  по сво й ству  
углов,  вписанны х  в окружность,  
но и  А С  =  180° как половина всей 
о кр у ж н о с т и .  З н ач ит ,  а А В С  и з 
м е р я е т с я  ' / ,  • 180° =  90°,  т. с.
L A B C  — прям ой ,  что и т р е б о в а 
лось доказать.

С

Рис. 186

§ 6 .9 .  Измерение углов с вершиной внутри 
или вне круга

т е о р е м а _________________________________________________
Угол с вершиной внутри круга измеряется полусуммой 

дуг, заключенных между его сторонами и продолж е
ниями его сторон.

Д а н о :  О — круг;  L A M D \  точка  М — внутри круга;  
A M  В и C M D — хорды (рис.  187).

Д о к а з а т ь :  A A M D  и зм ер я ет ся  ' / , (vjA D  +  и В С ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  С о ед ин и м  точки А и С и р а с 

смотрим A ACM: L C A M  =  Z.CAB и измеряются  ' / 2 u / i C ;  
A.ACM =  a ACD  и измеряются ]/ , u A D  
к а к  в п и с а н н ы е  в о к р у ж н о с т ь .
L A M D  — в н е ш н и й  угол  /А А С М  и 
равен сумме двух внутренних углов, 
не с м е ж н ы х  с э т и м  в н е ш н и м :
L A M D =  L САМ +  /LACM, или LAM D =
= А С А В +  A A C D , и тогда L A M D  и з 
меряется и/?С + '/, и  AD =  !Д ( u # C  +
+ U/ID), что и требовалось доказать.



т е о р е м а ______ ;_________________________ _________________
Угол, вершина которого лежит вне круга, а сторо

ны пересекают окружность, измеряется полуразностью 
дуг, заключенных между его сторонами.

Д а н о :  О — круг;  A B A C  и то ч ка  А вне круга;  A DB  
и А Е С  — с торон ы  угла (рис.  188).

Д о к а з а т ь :  А ВАС  и з м е р я е т с я  
' / 2( и В С  — u  DE).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С о е д и н и м  
точки  В и £,  A DB E =  а А В Е  и  и з 
меряется x/ 2kjDE  как угол, в п и с а н 
ный в окр у ж но сть ;  А В Е С  и з м е р я 
ется ' / 2 k jBC  п о  т о й  же п р ич и не .  
А  ВЕС — внешний  угол треугол ьни
ка А В Е  и по с в о й ст в у  в н е ш н е г о  
угла: а В Е С =  А А В Е +  аВАЕ.  Отсюда 

А В А Е =  А  В А С =  А В Е С — А А В Е , а тогда A B A C  и з м е 
ряется ' / 2 u i?C — ]/ 2^>DE =  ' / , (u /?C  — u D E ) ,  что и т р е б о 
валось доказать .
т е о р е м а _________________________________________________

Угол, составленный касательной и хордой, изме
ряется половиной дуги, заключенной внутри него.

Рис. 188

1-й с л у ч а й .  Хорда проходи т через  центр о к р у ж 
ности.

Д а н о :  О — круг;  A A C D : CD  — диаметр;  А С В  — ка- 
Р  сательная (рис.  189).

Д о к а з а т ь :  A  A CD  и зме
ряется ' / 2^jChiD.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так 
к а к  р а д и у с  о к р у ж н о с т и ,  
п р о ве де н н ы й  в точку  к а с а 
ния,  перпендикулярен каса 
тельной,  то A A C D  =  90°. Но 

В половина u C m D  также равна 
90°, поскольку u C m D =  180°,

(1Г)У
С

Рис.



так как составляет  половину окруж ности .  Значит ,  т е 
орема  верна,  т. е. A A C D  и змер яется  ' / 2 uCmZ) и равен 
90°, что и тр еб о вал о сь  доказать .

2-й с л у ч а й .  Хорда не проходит через центр.
Д а н о :  О — круг; ВС — хорда;  А С Е  — касате ль н ая  

(рис.  190). о
Д о к а з а т ь :  Z A C B  и з м е 

ряется  ' / 2 и/?С.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Через 

точ ку  С п ро ве дем  д и а м ет р  
окружности COD.  По перво
му случаю L A C D  и з м е р я е т 
ся ‘/ 2uC#Z),  а угол BCD  как  — 
в п и с а н н ы й  в о к р у ж н о с т ь  
измеряется  ]/ , kjBD, L A C B =  Рис- 190
= L A C D -  l BCD\ L A C  В измеряется ' / .vjC B D — ]/ 2u BD =  
= ‘/ , ( u CBD — \j BD)  — [/ 2u B C ,  что и т р е б о в а л о с ь  д о 
казать .

А н а л о г и ч н ы м  с п о с о б о м  м о ж но  п оказать ,  что т у 
пой А ВСЕ,  с о с т а в л е н н ы й  к асатель н о й  и хорд ой,  и з 
меряется ' / 2 дуги BDC,  т. е. ' / 2̂j BD  + ' / 2<jDnC.

§ 6 .1 0 .  Вписанные и описанные треугольники.
Замечательные точки треугольника

О п р е д е л е н и е .  Многоугольник, все вершины которого 
леж ат  на окружности,  а стороны являются хордами  
этой окружности, называется вписанным в окружность,  
а окружность — описанной около многоугольника.

О п р е д е л е н и е .  Многоугольник,  все стороны к о 
торого являются ка сатель ным и к о к р у ж н о с т и , н а з ы 
вается описанным около окружности,  а окружность — 
вписанной в многоугольник.

т е о р е м а ______________ ________ __________________________
Около всякого треугольника можно описать окруж

ность.
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Е мо ж ности  п остроен и я  о к р у ж 
ности,  п р о х о дя щ е й  через  три 
т о ч ки ,  не л е ж а щ и е  на од но й  
п рям ой .  П о ско л ьк у  такие три 
точ ки  А , В, С, не л еж а щ и е  на

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В § 6.2 
была д о к а з а н а  теоре ма о воз-

Д о к а з а т ь :  о к о л о  А Л В С  
мож но  о пис ать  окруж ность .

Д а н о :  А Л В С  (рис.  191).

Рис. 191

одной прямой,  задают единственный треугольник Л В С , 
то теорема о существовании окружности, описанной око 
ло этого тр еу гольника ,  сп рав ед лива .  Центр  о к р у ж н о 
сти,  о п и с а н н о й  о к о л о  А ЛВС,  л е ж и т  на п е р е с е ч е н и и  
л ю бы х  двух перпендикуляров :  DE  к сторо не ЛВ  и M N  
к стороне ВС , проведенных через середины этих сторон.

Следствие.  Все три перпендикуляра к сторонам тре 
у г о л ь н и к а ,  п р о в е д е н н ы е  через  их с е р е д и н ы ,  п е р е с е 
каются в одно й  точке.

Д а н о :  А ЛВС\ D E ± A B ;  F K l AC\  М  N l  ВС  — п р о х о 
дят  через  се р ед ин ы  стор он  ЛВ, Л С, ВС  (рис 191).

Д о к а з а т ь :  DE, MN,  ЕК  п ересекаю тся  в точке О.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В доказанной  теореме ОЛ =  О В 

и ОВ =  О С , тогда ОЛ =  О С  и, с л е д о в ат е л ь н о ,  точка  
О р а в н о у д а л е н а  от то ч ек  Л и С, т. е. от к о н ц о в  о т 
резка  Л С, а геометрическое  место таких  то чек  — п е р 
п ен д и к у л я р  FK  к отр езку  Л С , п р о в е д е н н ы й  через  его 
середину.  Но О — точ ка  п ересечен ия  п ер п ен ди ку л я р а  
D E  и п е р п е н д и к у л я р а  MN.  Ита к ,  все три п е р п е н д и 
куляра  DE, M N  и FK  к с е р е д и н а м  ст о р о н  А Л В С  п е 
р е с е к а ю т с я  в о д н о й  точке  О. что и т р е б о в а л о с ь  д о 
казать .

Точка пересечения трех п ерпе нди кул яров  к с е р е д и 
нам сторон треугольника — одна из замечательных точек 
т реугольника и центр описанной окр уж но ст и.
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т е о р е м а ________________________________________________
Во всякий треугольник можно вписать окружность.

Д а н о :  А А В С  (рис.  192).
Д о к а з а т ь :  в треугольник ЛВС  м ожно  вписать о к 

ружность.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства  су щ ество

вания  о кр у ж н о с т и ,  в п и с а н н о й  в А А В С , следует  н а й 
ти ее центр О — точку,  которая  рав ноудален а от всех 
трех сторон А А В С .  Гео метрическое  место точек,  р ав 
ноудаленных от сто
рон А В и А С  угла 
ВАС,  есть  б и с с е к 
триса АЕ  этого угла, 
а г е о м е т р и ч е с к о е  
место точек,  р а в н о 
удаленных от сторон 
ВА и ВС  угла A B C , А К F С
есть биссектриса BE р ^
этого угла. Точка пе
рес е ч ен ия  этих двух б и с с е к т р и с  А Е  и BE р а в н о у д а 
л ен а  от ст орон  ВА, А С  и В С , т. е. р ав н о у д а л ен а  от 
всех сторон А А В С .  О к р у ж н о с т ь  с цен тр ом  в точке  О 
и рад иусом О К  =  О М  ( O K l A C , O M l AB)  и является  
окруж ностью,  в п и са нн о й  в д а н н ы й  А А В С , что и т р е 
бовалось  доказать .

Сле д ст ви е .  Все три б и с с е к т р и с ы  углов т р е у г о л ь 
н ик а  п ерес екаются в од ной  точке.

Д а н о :  А А В С \  А Е , BE, CD  — биссектрисы (рис. 192).
Д о к а з а т ь :  б иссек тр ис ы  п ерес екаются в точке О.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В доказанной теореме О — точка 

п е р е с е ч е н и я  б и с с е к т р и с  А Е  и BE  углов А и В т р е 
уг о л ьн и к а  ABC.  Т о ч ка  О р ав н о у д а л ен а  от стор он  уг
ла А , т. е. О М  =  О К  и от сторон  угла В , т. е. О М  =  O N , 
а тогда O N  =  О К  и точка  О р ав н о у д а л ен а  от ст орон



СВ  и СА угла С, с л ед о в ат е л ь н о ,  л е ж и т  на б и с с е к 
тр и се  этого  угла.  Ита к ,  и третья б и с с е к т р и с а  угла С 
проходит через  точку О. Так им  образом,  все три б и с 
с е ктри сы  углов А, В и С тр еу го л ьни ка  A B C  п е р е с е к а 
ются в точке О, что и тр еб о в ал о сь  доказать .

Точка пересечения трех биссектрис тре угольника — 
одна из за м еча те льн ых точек  тр еуго л ьн ик а и центр 

вписанной окружности.
т е о р е м а _________________________________________________

Три высоты треугольника пересекаются в одной точке.

Д а н о :  A A B C ; AN,  C M , В К — в ысоты  т р е у г о л ь н и 
ка (рис.  193).

Д о к а з а т ь :  AN, СМ, ВК пересекаются в одной точке.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для  д о к а з а т е л ь с т в а  т ео р е м ы  

через  в е р ш и н ы  В, А и С проведе м п р я м ы е ,  п а р а л 
л е л ь н ы е  сто р о н ам  т р е у г о л ь ни ка  A B C  АС,  ВС  и АВ  до 
их в заим ного  п ересечен ия  в точках D, Е, F. Р а сс м о т 
рим ADFE,  с т о р о н ам  ко то ро го высоты А А В С  п е р п е н 
д ик у л я р н ы .

Четырехугольники A D B C  и А В Е С — параллелограммы 
по постр оению,  а потому А С  =  BD и А С  =  BE  как п р о 
тивоположные стороны параллелограмма; тогда BD =  BE 
и точка  В — с е р ед ин а  отр езка  DE. Зн ачит ,  высота ВК  
А А В С  является перпендикуляром к стороне DE A DFE , 
проведенным через его середину В. Аналогично,  А В Е С  
и A B C F — п а р а л л е л о г р а м м ы ,  в к о т о р ы х  А В - С Е  и

Е AB  =  F C , т . е .  FC  =  C E , и 
то ч ка  С — с е р е д и н а  о тр езк а  
FE , а высота  С М  А А В С  б у 
дет для Д DFE  п е р п е н д и к у 
л я р о м  к с т о р о н е  FE э тог о  
т р еу го л ь ни ка ,  п р о в е д е н н ы м  
через  его середин у С. Также 
А — с е р е д и н а  о т р ез к а  DF , а 
вы со та  A N  А А В С  я в л яе т ся  

Рис. 193 перпендикуляром к DF, п р о 
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в еденны м через  его середину .  Итак ,  для Д DE C  все 
три высоты А ЛВ С  являю тся п ер п ен д и к у л я р ам и  к его 
сторон ам ,  п роведенн ы м через их серед ин ы.  По ранее 
д о к а з а н н о м у  все эти п е р п е н д и к у л я р ы  п ер ес ека ю т ся  
в одной  точке,  что и тр еб овалось  доказать .

Точка пересечения трех высот т ре уго льника я в л я 
ется одной из зам еча те льных точек тр еуго л ьн ик а и 
называется ортоцентром треугольника,  

т е о р е м а ________________________________________________
Все три медианы треугольника пересекаются в о д 

ной точке и эта точка отсекает от каждой медианы 
одну третью часть, считая от соответствующей ст о 
роны.

Д а н о :  А ЛВС', A D , BE  и С/V — его  м е д и а н ы  
(рис.  194).

Д о к а з а т ь :  AD, BE  и C N  п ер ес ека ю т с я  в одной  
точке  0 \  O N  =  'ДСА'; OD =  ' / :A D ; О Е = ' / , В Е .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ме ди ан ы  AD  и BE  п е 
ресекаются в точке О. Д окаж ем ,  что отрезок CN,  п р о 
х о д ящ и й  через  треть ю в е р ш и н у  этого т р еу г о л ь н и к а  
и точку О, будет третьей медианой А ЛВС,  т. е. A N  =  NB. 
Че рез  точку  Е п ро ве дем EE \\ A D ,  а так  как А Е  =  ЕС,  
то СЕ =  FD =  ‘/ , С D по тео р ем е  Ф алеса .  Р аздели м  о т 
резо к  BD п ополам:  D K  =  KB =  l/ 2BD, но BD =  CD,  а 
тогда все четыре отрез
ка ВК, KD, DF  и FC  -  
равны (п4 =  п} =  п2 =  /?,).
Че рез  точку К п р о в е 
дем KS\\AD.  Из ра вен
ства  п4 =  /7, =  п, по т е 
ореме Фалеса  следует,  
что BS — SO  =  ОЕ (т3 =
=  т , =  /77,). Через точки
S и Е проведе м S P  и 
£ 0 | |  CN,  тогда / 4 =  /3=Л, А Е
т. е. BP  =  PN  =  N Q  (по Рис. 194
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теореме Фалеса) .  Кроме того.  A Q  — Q N  ( / ,=/ ,) ,  так как 
АЕ  =  ЕС  и EQ\\ CN. Значит,  все три медианы Д АВС  п е 
ресекаются в одной точке, т. к. /, +  /-, =  / , +  /4, т. е. Л/V =  NB. 
Кроме  того,  из равен ства аи, =  /и,=  aw, следует, что /и,= 
=  ' / , # £ ,  т. е. О Е = ' / у ВЕ. А н а л о г и ч н о ,  и сп о л ьзу я  т е о 
рему Ф ал е са ,  м о ж н о  д о к аз а т ь ,  что /, =  / , =  л, и п ото
му t, =  l/ yAD,  или 0 / ) =  l/ 2AD,  а так же к х =  к 2=  к г, т. е. 
&3=  'АС/V, или 0/V — ' / 3 CyV, что и треб овал ось  доказать .

Точка пересечения трех мед иан  тр еуго л ьн ик а есть  
одна из зам еч ат ель ных точек  тр еуго л ьн ик а  и центр 
тяжести треугольника.

§  6 .1 1 .  Вписанные и описанные 
четырехугольники и их свойства

т еорем а_________________________________________________
В выпуклом вписанном четырехугольнике сумма про

тивоположных углов равна 180°.

Д а н о :  О — круг; A B C D  — впи санны й  выпуклый че
т ы р е х у г о л ь н и к  (рис.  195).

Д о к а з а т ь :  А А + ^ С =  180°; 
L B +  /_£>= 180°.

Д о к а з а т е л ь с т в о :  LA  измеря- 
с  ется ' / ,^j B C D  и L C  и з м ер я ет ся  

]/ 2 u BAD  ка к  углы,  в п и с а н н ы е  в 
о кр у ж но сть .  LA  + L C  и зм ер я ю т ся  
' / 2 u B C D  + >/, vjBAD =  ' / 2 ( u B C D  + 
+ kj B A D ), т. е. дугой ,  равной  п о 
ловине окружности,  или 180°. Итак,  

L A +  L C =  180°. Так  как сумма  всех углов ч е т ы р е х 
у г о л ь н и к а  р ав н а  180° • (4 — 2) =  180° ■ 2 =  360° (сумма 
углов выпуклого «-угольника равна 180° • (п — 2 ), то сумма 
дву х  д р у г и х  у г л о в  A B C D  т а к ж е  р а в н а  180°, т. е. 
Z . B +  A.D =  180°, что и т р е б о в а л о с ь  доказать .

т еорем а_________________________________________________
обратная

Если в выпуклом четырехугольнике сумма двух про



тивоположных углов равна 180°, то около такого че
тырехугольника можно описать окружность.

Д а н о: Л В С В  — вы п у к л ы й  ч ет ы р ех у г о л ьн и к ;  Z.B +  
+ L D — 1 80° (рис.  195).

Д о к а з а т ь :  о к о л о  A B C D  м о ж н о  о п и с а т ь  о к р у ж 
ность.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Через  гри в ер ш и н ы  ч ет ы р ех 
у г о л ь н и к а  A B C D  — то ч ки  А, В и С м о ж н о  п ровести  
единственную окружность.  Четвертая вершина D должна 
также находиться на этой окруж ности ,  поскольку  при 
п о л о ж е н и и  ее внутри или вне круга угол D не и з м е 
рялся бы x/ 2 \j A B C  (был бы больше или меньше vjABC),  
а тогда  бы Z. В +  180°, т . к .  не и з м е р я л с я  бы
‘/ 2 (kjA D C  + kjAB C)  =  180°, что п р о т и в о р е ч и т  услов ию 
Хеор емы.  И т а к ,  т о ч к а  D л е ж и т  на о к р у ж н о с т и  и 
A B C D  — в п и с а н н ы й  в о к р у ж н о с т ь  в ы п у к л ы й  ч е т ы 
реху гол ьни к,  что и треб о в ал о сь  доказать .

Следствие 1. Из всех параллелограммов можно о п и 
сать о к р у ж н о с т ь  т о л ьк о  о к о л о  п р я м о у г о л ь н и к а  или 
квадрата .

Следствие 2. Около равнобедренной трапеции можно 
описать  окружность.

С п р а в е д л и в о с т ь  у т в ер ж д ен и й  след ст ви я  1 следует  
из того,  что сум мы п р о т и в о п о л о ж н ы х  углов п р я м о 
угольн ика  и квадрата  равны 180° (поск ольку  все углы 
этих четырехугольников прямые) .
В о ст а л ьн ы х  п а р а л л ел о г р ам м ах  
противоположные углы либо оба 
о стр ы е ,  либ о  оба тупые ,  а по-  Л 
тому  их суммы не равны 180°.

В р а в н о б е д р е н н о й  т р а п е ц и и  
сум мы  п р о т и в о п о л о ж н ы х  углов 
равны (рис. 196): LA  +  L C  =  L B  +
+ L D =  180°,  т. к. LA =  LD;  А В =  Рис. 196
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=  L C  п о  св о й ст в у  р а в н о б е д р е н н о й  т р а п е ц и и ,  и с у м 
ма углов т р ап ец и и  A B C D  равн а 360°. Итак ,  следствие  
2  тоже доказано.
т еорем а_________________________________________________

В описанном четырехугольнике суммы противопо
ложных сторон равны.

Д а н о :  ок р у ж но с ть  О; A B C D  — о п и с а н н ы й  ч е т ы р е 
х у г о л ьн и к  (рис.  197).

Д о к а з а т ь :  A D  + ВС — АВ  + CD.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 

А/, /V, Р , Q — т очки  ка с а н и я  
окружности  и четырехугольни
ка. По свойству касате ль н ы х ,  
п роведенны х  из одной  точ ки  
к окружности, имеем: A N =  AM; 
С Р =  C Q ; B N =  BP; D M  =  DQ,  
а тогда A B +  CD =  A N  +  B N  + 
+ C Q + D Q ;  B C  + A D =  B P  +  
+ С Т + Л Л / +  DM; A B +  CD =  

=  BC  +  A D , т. к. состоят  из четырех соответственно рав
ных п о п а р н о  друг  другу от р езк о в ,  что и т р еб о в ал о сь  
доказать .

Рис. 197

§ 6 .1 2 .  Задачи на построение

З а д а ч а  1. Разделить дан ную  дугу пополам.
Д а н о :  kjAB; О — центр  о кр у ж н о с т и  (рис.  198). 
П о с т р о е н и е .  С о е д и н и м  к о н ц ы  дуги АВ  хордой.  

На хорду АВ  из ц ен тр а  о к р у ж н о с т и  О оп у сти м  п е р 
п е н д и к у л я р  О С  и п р о д о л ж и м  его 
до п е р е с е ч е н и я  с kjA B  в точке  D. 
Дуга АВ  разделится перпендикуля
ром OD  пополам,  т. е. \ j A D  =  u D B ,  
т. к. рад иус ,  п е р п е н д и к у л я р н ы й  

^  хорде,  делит  хорду и стягивае мую
Рис. 198 ею дуг у  п о п о л а м .  Е сл и  ц е н т р

А О
В

\ С
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окружности  О не известен,  то к хорде АВ  нужно п р о 
вести через ее се р ед ин у  С п е р п е н д и к у л я р ,  ко т о р ы й  
также разделит vjAB  пополам.

З а д а ч а  2.  Найти центр О д анной  окружности.
Д а н о :  окружность  О (рис.  199).
П о с т р о е н и е .  На д а н н о й  о кр у ж н о с т и  выбираем  

п р о и з в о л ь н ы е  точки  А, В и С. П р о в о д и м  две хорды 
А В и ВС.  Каждую из этих хорд делим  п о п о л а м  и ч е 
рез их се ред ины — точ ки  М  и N  
проводим перпендикуляры М К±АВ  
и N E a.B C .  Т о ч к а  О будет т о ч 
кой пересечения перпендикуляров 
и цен тр ом д а н н о й  о к р у ж н о с т и ,  
т.к.  точка  О л е ж и т  на п е р п е н 
ди к у л я р е  АЛ/, п р о в е д е н н о м  ч е 
рез середину  о тр езк а  А В , а п о 
тому одинак ово  удалена от к о н 
цов А и Ждан ного  отрезка;  т о ч 
ка О л е ж и т  на п е р п е н д и к у л я р е  
NE,  п р о в е д е н н о м  через  се р ед ин у  о тр езк а  С В , а п о 
тому одинаково удалена от концов отрезка В и С. Итак, 
точка  О о д и н а к о в о  удалена от точек  А, В и С, л е ж а 
щих на о кр у ж н о с т и ,  а с л ед о в ат е ль н о  яв л яе тся  ц е н т 
ром дан ной  окружности.

З а д а ч а  3.  Пр ов ес ти  ка сательную  к д а н н о й  о к р у ж 
ности О параллел ьно  д ан н о й  п рям ой  АВ.

Д а н о :  окру ж нос ть  О и прямая АВ  (рис.  200).
П о с т р о е н и е .  Из  т очки  О — 

центр а д а н н о й  о кр у ж н о с т и  о п у с 
каем перпендикуляр на прямую АВ.

Итак ,  O C l A B ; через  точ ку  М  
пересечения этого перпендикуляра 
с о круж ностью  проводим прямую 
D E , пар ал л ел ь ну ю  АВ. DE  и есть  
и с к о м а я  к а сательн ая ,  п а р а л л е л ь 
ная АВ. Дей ствительно,  если О С ±
± А В  и DE\\AB.  то DE l OM.  а п р я 

1 0
I) b j y /  Е

Л г В
с

Рис. 200
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мая,  п е р п е н д и к у л я р н а я  радиусу в к о н еч н о й  его т о ч 
ке, л е ж а щ е й  на о к р у ж н о с т и ,  яв ляется  к а сат е ль н о й  к 
д а н н о й  окру ж ности .

З а д а ч а  4. П о с т р о и т ь  п р я м о у г о л ь н ы й  т р е у г о л ь н и к  
по гипоте нузе  с и катету а.

Д а н о :  ги по тену за  с и катет  а (рис.  2 0 1 ).
П о с т р о е н и е .  На п р о и з в о л ь н о й  п р я м о й  М N  о т 

л о ж и м  от р е зо к  АВ =  с (рис.  202).  На АВ  ка к  на диа -

Рис. 201

метре опишем полуокружность радиуса R =  ~  . С цент
ром в точке  В (или А) о п и ш е м  дугу р ад и у со м ,  р а в 
ным а. Точ ку  С п ер ес еч е н и я  п о лу о к р у ж н о ст и  и дуги 
соединим с концами А и В диаметра АВ. А А В С  — иско
мый,  т. к. угол как впи санн ы й  и оп ир а ю щ и йс я  
на диаметр окружности;  АВ  = с  гипотенуза ,  а ВС =  а — 
катет п олуч ен н ого  п р я м о у г о л ь н о г о  тр еу гольника .

Задача  5. Через данную точку А провести касательную 
к д а н н о й  о кр у ж но с т и  О.

1-й с л у ч а й .  Т о ч к а  А л е ж и т  на о к р у ж н о с т и  
(рис.  203).

д/ ^ /V П о с т р о е н и е .  С о е д и н я е м

©
центр о кр у ж но с т и  О с то ч к о й  А, 
г. е. с т р о и м  ОА — R. Через  точ ку  
А проводим прямую MN,  п е р п е н 
д и к у л я р н у ю  ОА. M N  и есть и с 
комая ка сательная ,  т. к. M N  п е р 
пендикулярна радиусу ОА в конце 

Рис. 203 его А, л е ж а щ е м  на окр у ж но сти .
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2-й  с л у ч а й .  Т о ч к а  А л е ж и т  вне о к р у ж н о с т и  
(рис.  204).

П о с т р о е н и е .  С о е д и н и м  то ч ки  А и О и на АО,  
как на д и а м ет р е ,  с трои м  о к р у ж н о с т ь  радиусом ,  р а в 
ным у АО.  Итак,  О О х=  О хА =  j A O .  В и С — точки п е 
р ес еч ен ия  д а н н о й  о к р у ж н о с т и  с цен т р о м  в то чке  О 
с п о с т р о е н н о й  о к р у ж н о 
стью с цен тр ом  в точке  
0 {. Через  точки  А и В и 
точки А и С проводим пря
мые А В и АС,  к о то р ы е  и 
являются искомыми каса- 
тел ьн ы м и .

Действительно,  вписан
ные углы ОБА и ОСА  — 
п р я м ы е ,  г. к. о п и р а ю т с я  
на д иа м етр  0 4  о к р у ж н о 
сти. Тогда O B l A B ,  О С ± А С ,  а прямая,  перпен дикуляр
ная радиусу в к о н е ч н о й  его то чке ,  л е ж а щ е й  на о к 
ружности,  и есть касательная  к д ан н о й  о круж ности .

Вопросы для с а м о п р о в е р к и

1. П р и н а д л е ж и т  ли кругу его центр?
2. П р и н а д ле ж и т  ли окруж нос ти  ее центр?
3. Чем отличае тся  о кр у ж но с т ь  от круга?
4. В чем отличие секущей от хорды окружности,  про

ходящей через те же точки?
5. Является ли д иам етр  о кр у ж но с т и  хордой?
6 . Как связаны диаметр и радиус одной окружности?
7. С к о л ь к о  хорд м о ж н о  п ровести  через  точку ,  в з я 

тую на окр у ж но сти?
8 . С к о л ь к о  хорд м о ж н о  провести  через  точку,  в з я 

тую внутри круга?
9. С к о л ь к о  д и а м е т р о в  м о ж но  п ро ве сти  через  центр 

окруж ности?
10. Сколько  прямых,  проходящих через центр о к р у ж 
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н о с т и ,  м о ж н о  п р о в е с т и  ч е р е з  т о ч к у ,  в зятую :
а) внутри круга;  Ь) на о к р у ж н о с т и ?

11. С к о л ь к о  дуг о кр у ж н о с т и  и з о б 
ражено на д ан но м  чертеже?

12. Каким свойством обладают цен 
т р а л ь н ы е  углы двух р ав н ы х  кругов,  если рав ны 
соответс твую щ ие  им дуги?

13. Сфор мулируйте  обратное утверждение вопросу 12. 
Верно ли оно?

14. К акие ок р у ж но сти  имеют о б щ и й  центр?
15. Д а н ы  две о к р у ж н о с т и  с о б щ и м  цен т р о м  О и р а 

д иу с ам и  г ] и r2 ( г j < г2) . Где на чертеже находятся 
то ч ки  X , для  ко т о р ы х  а) |ОЛ"| < г2; Ь) \ОХ\ > г2; 
с) \ОХ\  < г,; d) г, < ОХ  < г,; е) \ОХ\ =  тг

16. Ско лько  окружностей  можно  провести через а) од 
ну точку;  Ь) через  две точки ;  с) через  три т о ч 
ки? Где л еж ат  центры этих о круж ностей ?

17. М ожно  ли провести  окр у ж но сть  через все четыре 
в ер ш и н ы :  а) л ю б о г о  п р я м о у г о л ь н и к а ;  Ь) п а р а л 
л ел о г р ам м а ;  с) ромба;  d) квадрата ;  е) т р а п е ц и и ;  
f) п р я м о у г о л ь н о й  т р а п е ц и и ;  j) р а в н о б е д р е н н о й  
трап ец ии?

18. Будет ли д и а м е т р ,  п р о в е д е н н ы й  через  сер ед ин у  
хорды (не п р о х о дя щ ей  через  цен тр  о кр у ж но с т и) ,  
п е р п е н д и к у л я р е н  ей? В к аком  о т н о ш е н и и  он д е 
л и т  дуги,  с т я г и в а е м ы е  этой хорд ой?

19. В каком о т н о ш е н и и  делит  диаметр ,  п р о ве де нн ы й  
ч ер ез  с е р е д и н у  дуги,  хорду,  с т я г и в а ю щ у ю  эту 
дугу? Под ка ки м  углом н а к л о н е н  этот  д и а м ет р  к 
хорде?

20.  К аки м  св о й ст в о м  обла да ю т  хорды одно го  круга ,  
р авноудаленны е  от его центра?

21. К акая из двух н е р а в н ы х  хорд о д но го  круга р а с 
по лож ен а ближе  к центру?

22.  С р а в н и м ы  ли дуги одно й  о к р у ж н о с т и ,  если и з 
вестны со о т н о ш е н и я  между д ли н ам и  хорд, с т я г и 
в аю щ и м и  эти дуги?

23.  М ожет ли п р я м а я  иметь  с о кр у ж н о с т ью :  а) две



о бщ ие  т очки ;  b) три о б щ и е  т очки ;  с) одну  о б 
щую точку;  d) не иметь  ни одной  то чки?
Каким св о й ст в о м  обла да ет  п р я м а я ,  и м е ю щ а я  с 
о к руж ностью  то лько  одну общую  точку? Как н а 
зывается эта прямая?
К а к и м  с в о й с т в о м  о б л а д а ю т  две к а с а т е л ь н ы е ,  
п р оведенны е  к окруж ности  из одной  точки?  
Существуют ли неравные дуги, заключен ные м е ж 
ду двумя п а р а л л е л ь н ы м и  хо рдам и  од но й  о к р у ж 
ности'.’
Как рас положены  две окружности ,  изо браженные  
на чертежах а, Ь, с, d, е, f?

Как м о ж но  в ы р а зит ь  в виде р авенств  или н е р а 
венств зависимость  между отрезком 0 0 1 — рассто
янием между центр ами ок руж ностей ,  и з о б р а ж е н 
ных на чертежах a), f) — и радиусами этих о круж
ностей R и г?
Сколько общих точек может иметь прямая с тремя 
ко н ц ен т р и ч ес ки м и  окр у ж но стями ?
Сколько  осей симметр ии  имеют кон ц ен тричес ки е  
окружности?
И мею т  ли к о н ц е н т р и ч е с к и е  о к р у ж н о с т и  цен тр  
сим метрии?
Каким сво й ст в о м  обла да ет  общ ая  хорда двух п е 
рес екающихся  окруж ностей?



Верно ли,  что то ч ка  к а с а н и я  двух о к р у ж н о с т е й  
л еж ит на л и н и и  их центров?
Каким  свойством обладает  угол,  впи са н н ы й  в о к 
ружность?
Каким свойством обладают в писанны е  углы,  о п и 
р аю щ и е ся  на одну и ту же дугу о к р у ж н о с т и ?  
Когда вписа нный  в окружность  угол является пря- 
м ым?
К ак  и з м ер я ет ся  угол,  в е р ш и н а  ко то р о го  л е ж и т  
внутри  круга?
Чему равен  угол с в е р ш и н о й  вне круга ,  с т о р о 
ны котор ого  п ересекаю т  окруж ность?
Чему равен угол,  о б р а з о в а н н ы й  к а с а т е л ь н о й  и 
хордой?
К акой  т р е у г о л ь н и к  яв л яется  в п и с а н н ы м  в круг? 
К акой  т р е у г о л ь н и к  яв л я е т с я  о п и с а н н ы м  о к о л о  
круга?
Существует  ли окруж нос ть,  о п и с а н н а я  около л ю 
бого тр еугольника?
С у щ еству ет  ли о к р у ж н о с т ь ,  в п и с а н н а я  в л ю б о й  
т реугольник?
К ак и м  с в о й с т в о м  обла да ю т  три п е р п е н д и к у л я р а  
к сто р о н ам  тр еу го л ь ни ка ,  п р о ве де нн ы е  через  с е 
редины этих сторон?
К аки м  с в о й ст в о м  о б ладаю т  три  б и с с е к т р и с ы  уг 
лов  тр еу гольника ?
Каким свойством обладает  точка перес еч ен ия  м е 
диан  тр еугольника ?
Что такое о р то ц ен тр  тр еу гольника?
Что такое центр тяж ести  тр еу гольника?
К а ки е  м н о г о у г о л ь н и к и  н аз ы в а ю т ся :  а) в п и с а н 
н ым и в окр у ж но с т ь ;  Ь) о п и с а н н ы м и  око л о  нее? 
К ак и м  св ой ством  обла да ет  в п и с а н н ы й  в ы п у кл ы й  
четы реху гол ьн и к ?
К аки м  с в о й с т в о м  о бладает  о п и с а н н ы й  ч е т ы р е х 
у го л ьн и к?
М о ж н о  ли  о п и с а т ь  о к р у ж н о с т ь  о к о л о  вып у к л о го  
ч ет ы р е х у г о л ь н и к а ,  если сум ма двух его п р о т и 
в о п о л о ж н ы х  углов равна  180°?



Тест №  6

1. Радиус окружности  равен 78 мм. Найти длину н а и 
большей  хорды.
А) 156 мм;  В) 78 м; С) 117 см;  D) 124 мм;  Е) о п 
ределить нельзя.

2. Найти диаметр  о кр у ж н о с т и ,  если известно ,  что ее 
радиус на 55 мм ме ньше диаметра .

А) 100 мм;  В) 110 мм;  С) о п р е д е л и т ь  н е л ь з я :  
D ) 115 мм;  Е ) 165 мм.

3. Хорда,  с т я г и в а ю щ а я  дугу в 120°, удал ен а от ц е н 
тра на 5 см. Опред ели ть  радиус окружности.

А) 8  см; В) 15 см;  С) 10 см; D) 12 см; Е) 9 см.

4. Хорда,  с т я г и в а ю щ а я  дугу в 90°, удал ен а от ц е н т 
ра на ///. О пред ел ить  длину  хорды.

А) 2 т\ В) //?; С) ^ ///; D) — ; Е) —у—.

5. В круге даны  две в заим но  п ер п е н д и к у л я р н ы е  хо р
ды.  Каждая  из них делит ся  другой на два о трезк а  
в 3 см и 7 см. Найти  р а с ст о ян и е  ка ждой  хорды от 
центра.

А) 5 и 5 см;  В) 3,5 и 3.5 см; С) 2 и 3 см; D) 2 и 
2 с м ;  Е ) 4 и 4 см.

6 . И з  то ч ки  А на о к р у ж н о с т и  п р о ве де ны  две хорды 
А В = А С =  3 дм и их ко нцы сое ди нен ы.  Найти р а с 
ст о я н и е  от центр а до хорды,  если д и а м ет р  круга 
равен 0 , 6  м.

А) 2 дм;  В) З д м;  С) 1,5 дм;  D) 2,5 дм;  Е) 2 , 4 д м .

1. Радиус окружности  равен 10 см, д анная  точка уда
лен а от центра на 3 см. Найти н аи м ен ь ш ее  и н а и 
большее расстоян ия от этой точки до окружности.

А) 3 и 7 см;  В) 7 и 13 см; С) 5 и 15 см;  D) 6  и 
14 см; Е) 8  и 1 2  см.

8 , Из т очки ,  д а н н о й  на о к р у ж н о с т и ,  п р о ве де ны  ди-



аметр  и хорда,  равная  радиусу.  Н а йт и  угол м е ж 
ду ним и.

А) 45°; В) 90°; С) 30°; D) 120°; Е) 60°.

9. Из т очки ,  взятой  на о к р у ж н о с т и ,  п р о ве д е н ы  две 
хорды,  каждая из которы х  рав на радиусу.  Найти  
угол между ним и .

А) 90°; В) 120°; С) 60°; D) 150°; Е) 100°.

10. В круге на р ас ст о я н и и  1 см от центра прове дены 
две в за имно  п ер п е н д и к у л я р н ы е  хорды д л и н о й  по
6  см. Найти отрезки каждой хорды.

А) 3 и 3 см; В) 1 и 5 см; С) 2 и 4 см; D) 2,5 и 
3,5 см; Е ) 1,5 и 4,5 см.

11. Хорда пер ес ека е т  д и а м е т р  под углом 30° и д елит  
его на о тр езк и  2 см и 6  см.  Найти  р а с с т о я н и е  
хорды от центра.
А ) З с м ;  В) 4 с м ;  С ) 1см;  D ) 2 , 5 с м ;  Е ) 3 , 5 с м .

12. К онцы  диа м етра  удалены от касательной  на 1,6 м 
и 0,6 м. О пред ел ить  длину  диаметра.

А) 0.9 м; В) 1,1 м; С) 2 м; D) 2.4 м; Е) 2,2 м.

13. Из одной  точки  о к р у ж н о с т и  п р о ве д е н ы  две в з а 
и м н о  п е р п е н д и к у л я р н ы е  хорды,  ко то р ы е  у д а л е 
ны от ц ен тр а  на 6  см и 10 см. О п р е д е л и т ь  д л и 
ны этих хорд.

А) 14 и 18 см;  В) 20 и 12 см;  С) 12 и 18 см;
D) 20 и 10 см; Е) 16 и 18 см.

14. Из  внешней  точки  прове дены к кругу две в з а и м 
но п е р п е н д и к у л я р н ы е  касате льные .  Радиус круга 
равен 10 см. Найти дли н у  каждой ка сательной .

А) 10 и 10 см;  В) 12 и 12 см; С) 10 и 12 см;
D) 20 и 20 ем; Е) 15 и 15 см.

15. ЛВ  и Л С — к а сательн ы е  к одной  о кр у ж но с т и ;  о б 
р а з о в а н н ы й  ими угол ВЛС =  60°; л о м а н а я  л и н и я  
ВЛС равна 1 см. Определить расстояние между точ
ками касания В и С.
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А) 0 , 5 с м ;  В) 2 с м ;  С)  0 , 8 с м ;  D)  0 , 6 с м ;  
Е) 0.4 см.

16. Радиусы двух кругов 2 см и 4 см, их общ ие  внут
ренние  ка сате льные  в заи м н о  п ер п ен д и ку л я р н ы е .  
Н айти  дли н у  каждой из них.

А) 4 и 8  см; В) 6  и 6  см;  С) 3 и 9 см;  D) 5 и 
7 с м ;  Е ) 6  и 1 2  см.

17. Какое относительное положение занимают две о к 
р у ж н о сти ,  если р а с с т о я н и е  между их ц ен т р ам и  
1 0  см,  а радиусы 8  см и 2  см?

А) перес ека ю т ся ;  В) од на  л еж и т  внутри  другой;
С) имею т вну тр енн ее  ка сан и е ;  D) и м ею т  в н е ш 
нее ка сание ;  Е) одна  л еж и т  вне другой.

18. Какое  о т н о с и т е л ь н о е  п о л о ж е н и е  им ею т  две о к 
р у ж н о сти ,  если р а с с т о я н и е  между их ц ен тр ам и  
равно 4 см,  а радиусы их 1 1 см и 7 см?

А) перес ека ю т ся ;  В) од на  л еж и т  внутри другой;
С) имею т в ну тр енн ее  ка сан и е ;  D) имею т  в н е ш 
нее ка сание ;  Е) од на  л еж и т  вне другой.

19. Каково относительное расположение окружностей,  
если р ассто ян и е  между их ц ен тр ам и  1 2  см,  а р а 
диусы 5 см и 3 см?
А) п ер ес ека ю т ся ;  В) одна  л еж и т  внутри другой;
С) имею т в ну т р е нн е е  ка сан и е ;  D) имею т  в н е ш 
нее касание; Е) одна окружность лежит вне другой.

20. Н аим еньш ее  расстояние между двумя к о н ц е н т р и 
ч еск и м и  о к р у ж н о с т я м и  рав но  2  см,  а н а и б о л ь 
шее 16 см. Найти радиусы этих окружностей .

А) 9 и 7 см; В) 10 и 6  см;  С) 9 и 8  см;  D) 12 и 
4 см;  Е ) 12 и 6  см.

21. Радиусы двух к о н ц е н т р и ч е с к и х  о к р у ж н о с т е й  о т 
н осятся  ка к 7 ; 4, а ш и р и н а  ко л ь ца  р ав н а  12 см. 
Опред ел ить  радиус м еньше й  окр уж ности .

А) 8  см; В) 10 см; С) 9 см;  D) 12 см; Е) 16 см.
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22.  В о к р у ж но с т и  радиуса  1,4 м оп р ед е л и т ь  р а с с т о я 
ние от центра до хорды,  стягиваю щ ей  дугу в 1 2 0 °,

А) 1 м; В) 0,7л/3 м ; С) 0,7л/2 м ; D) 0,7 м; Е) 0,8 м.

23.  Угол между двумя р ад и у сам и  рав ен  102°37". О п 
ределить  угол между к асатель н ы м и,  п р о в е д е н н ы 
ми через к о н ц ы  этих радиусов.

А) 77°59'23"; В) 102°37"; С) 78°59'23"; D) 77°23"; 
Е) 77°33".

24.  Дуга  АВ  рав на 73°27' ,  из ее к о н ц а  В п р о ве де н а  
касательная  до встречи в точке  С с п р о д о л ж е н и 
ем радиуса АО.  О предел ить  Z.ACB.

А) 16 ° 3 3 ' В) 1 7 °33 ' ;  С)  10 6 ° 3 3 D)  107°33 ' ;  
Е) 73°27'

25.  Дуга  с о д е р ж и т  117°23' .  О п р е д е л и т ь  угол между 
хордой и п р о д о л ж е н и ем  радиуса,  про веде нн о го  в 
ко н ец  дуги.

А) 63°37 ' ;  В) 148°4Г30" ;  С) 62°37 ' ;  D) 27°23 ' ;  
Е) 74°20'45" .

26.  Дуга  со д ер ж и т  84°52' .  Под  ка ки м  углом из точ ек  
этой  дуги видна ее хорда?

А) 93°8'; В) 95°8'; С) 137°34'; D) 84°52'; Е) 42°26'.

27.  Хорда д е л и т  о к р у ж н о с т ь  в о т н о ш е н и и  5:13. О п 
ределить величины вписа нных углов,  о п и р а ю щ и х 
ся на эту хорду.

А) 100° и 260°; В) 50° и 130°; С) 80° и 100°;
D) 70° и 290°; Е) 35° и 145°.

28. Через  к о н е ц  хорды,  д е л я щ е й  о кр у ж н о с т ь  в о т н о 
ш е н и и  3 : 5, п р о в е д е н а  к а сат е л ь н ая .  О п р е д е л и т ь  
о стры й  угол между хор дой  и ка сательн ой .

А) 67°30' ;  В) 22°30' ;  С) 23°30 ' ;D)  112°30'; Е) 45°.

29.  О к р у ж н о с т ь  р азд ел е на  т о ч к а м и  А, В, С и D так ,  
что  u A B  : k j B C  : u C Z ) : kjDA =  2 : 3 : 5 : 6 , и п р о 



ведены хорды А С  и BD , п ер ес ек а ю щ и еся  в точке 
М. Определить LAMB.

А) 60°; В) 75°; С) 102°45 ': D) 7 8 4 5 ' :  Е) 101 ° 1 5'.

30. Д иам етр  АВ  и хорда CD  п ересекаю тся  в точ ке  М. 
Z. СМВ — 73°; l j B C = 1 10°. С колько  градусов со д ер 
жит  дуга BD?

А) 183е; В) 177°; С) 91° 30’; D) 72°; Е)144°.

31. В ч е т ы рехугольн и ке  A B C D  углы В и D — п р ям ы е ;  
д и а г о н а л ь  А С  образу ет  со с т о р о н о й  А В угол 40°, 
а со ст о р о н о й  AD  — угол 30°. О п р ед ел и ть  остр ы й  
угол между д и а г о н а л я м и  А С  и BD.

А) 80°; В) 60°; С) 75°; D) 45°; Е) 70°.

32.  Г ипоте нуза  п р я м о у г о л ь н о г о  т р е у г о л ь н и к а  рав на 
4 м. Опред ели ть  радиус о п и с а н н о й  окружности .

А) 2,5 м; В) 2 м; С) 3 м; D) 2л/3 м; Е) 3,5 м.

33.  Два угла т р еу г о л ь н и ка  рав ны 100° и 50°. Под к а 
ким углом видна каждая стор он а треугол ьника  из 
центра впи санн ой  окруж ности?

А) 105°, 115°, 140°; В) 110°, 120°, 130°; С) 75°, 
65°, 230°; D) 80°, 100°, 180°; Е)120°,  125°, 115°.

34. В рав н о бе др енн о м  тр еугольнике  бок овая  сторона 
делится точкой  касания вписа нного  круга в о т н о 
шени и 7:5, н ач ин ая  от в ер ш и н ы .  Найти  о т н о ш е 
ния боковой  стороны  к о с н о в ан и ю  треугольника.

А) 6 : 5 ;  В) 1 4 : 5 ;  С)  7 : 1 0 ;  D)  1 2 : 1 7 ;  Е) 7 : 9 .

35. Около  круга радиуса 4 см оп исан  п р ямоугольны й  
т р еу г о л ь н и к  с ги п о т е н у з о й  26 см. Н айти  п е р и 
метр треугольника .

А) 6 6  см; В) 64 см; С) 54 см;  D) 52 см;  Е) 60 см.

36. О к о ло  круга радиуса  R о п и с а н  ромб .  Н айти  его 
высоту.

А ) ^ ;  В) 2R- С)  -f ;  D)  f ;  Е) | Л .
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37. О коло  круга радиуса 10 см о п и с ан а  р а в н о б е д р е н 
ная т р ап е ц и я  с о стр ы м  углом в 30°. Найти  б о к о 
вую сторону тр ап ец и и .

А) 30 см; В) 35 см; С) 40 см; D) 45 см; Е) 20л/3 см.

38.  С т о р о н а  ро м б а  8  см;  о стр ы й  угол его 30°. О п р е 
дел ит ь  радиус в п и с а н н о г о  круга.

А) 2 см; В) 4 с м ;  С)  6 см;  D) 5 см; Е) 2а/з" см.

39.  О к о ло  круга о п и с а н а  т р а п е ц и я ,  п ер и м ет р  к о т о 
рой равен 12 см. Определить среднюю ли н и ю  этой 
трап ец ии.

А) 4 см; В) 6  см;  С) З с м ;  D) 8  см; Е) 9 см.

40. Можно ли описать окружность около четырехуголь
н и к а ,  углы ко т о р о г о  о т н о с я т с я  по п о р яд ку  как:
1) 2 :4 : 5 : 3 ;  2) 5 : 7 : 8  : 9?

А) да,  да;  В) нет,  да;  С) да,  нет;  D) нет ,  нет; 
Е) о п р ед ел и т ь  нельзя .

41. Три стороны о п и с а н н о г о  четырехугольника  о т н о 
сятся (в последовательном порядке) как 1 : 2 : 3 .  О п 
редел ить  с т о р о н ы ,  если п ер и м ет р  ч е т ы р е х у г о л ь 
ника  равен 24 м.

А) 3, 6 , 9 и 6  м; В) 4, 8 , 8  и 4 м; С) 2, 4, 8  и 
10 м; D) 3, 6 , 6  и 9 м; Е ) 4 ,  6 , 8  и 6  м.

42. Три угла в пи санн о го  четыреху гольн ика  отн осятс я 
как 1 : 2 : 3 .  О п р ед ел и т ь  углы чет ы рехугольника .

А) 60°, 120°, 120°, 60°; В) 45°, 90°, 135°, 90°;
С)  90°, 45°,  90°,  135°; D) 135°, 90°,  45°,  90°; 
Е) 120°, 60°, 120°, 60°.
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Глава 7
Д В И Ж Е Н И Е  

§ 7 .1 . Преобразование фигур

Из первой  главы известно :  геометрич еской  ф и г у 
рой на плоскости называется произвольное множ ество  
точек данной плоскости.

В пред ы д у щ и х  главах мы п о з н а к о м и л и с ь  с н е к о 
то ры ми  геом етр ически ми фигурами:  тр еу гольника ми ,  
четырехугол ьниками,  отр езками ,  о круж ностями  и т.д.

Рассмотрим преобразова
ние фигур.

Если каждую точку д а н 
ной фигуры F сместить к а 
к и м - н и б у д ь  о б р а з о м ,  то 
получится новая фигура Fr 
В этом случае сч и т ае т с я ,  
что фигура F{ получена пре
о б р а з о в а н и е м  ф и г у р ы  F Рис. 205 
(рис.  205).

Сущес твуют р азл и чн ы е  виды п р ео б р азо в ан ия .  Мы 
рассмотрим только два из них: движение и гомотетию.

О п р е д е л е н и е .  Движением называется такое пре
образование,  которое  не меняет расстояния ме ж ду  п а 
рами точек.

При д в и ж е н и и  л ю бы е  две то ч ки  А и В од но й  ф и 
гуры пер еводятся  в точки  Л г  В{ другой  фигуры  так,  
что \АВ\ =  \АХВ\  (рис.  206).

Пусть преобразование ф и 
гуры F в фи гур у Z7, п е р е 
водит различные точки ф и 
гуры F в р а з л и чн ы е  точки  А 
фигуры Fr Пусть произволь
ная точка  А ф и гу р ы  F при 
этом преобразовании пере-

1 1 — Г е о м е т р и я ,  ч а с т ь  I



ходит  в точку  фигуры  Fr  П р е о б р а з о в а н и е  ф и гуры  
Z7, в фигуру F, при котором точка А { переходит в точку 
А, н аз ы ва ет ся  п р е о б р а з о в а н и ем ,  о б р а т н ы м  да н н о м у .

Д в и ж е н и е  с о х р а н я е т  р а с с т о я н и е  между т о ч к а м и ,  
поэтому переводит различные точки в различные точки. 
О ч ев ид н о  п р е о б р а з о в а н и е ,  о б р атн о е  д в и ж е н и ю ,  т а к 
же яв ляется  д в и ж е ни ем .

§ 7 .2 .  Свойства движения
т е о р е м а  1 _______________________________________________
(основное  сво йств о движений)

Два движения., выполненные последовательно, снова 
дают движение.

Д а н о :  т о ч к а  А ф и г у р ы  F, т о ч к а  А { ф и г у р ы  Fr  
п о л у ч е н н а я  из то ч к и  А Е F, д в и ж е н и е м  и то ч ка  А 2 
ф игуры  F2, п о л у ч е н н а я  из то ч к и  А }Е F{ b результате  
движения (рис.  207).

Д о к а з а т ь :  переход от А Е F к А,  е  F2 есть  д в и 
жение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При движении различные точки 
о д н о й  ф и гуры  пер ех о д ят  в р а з л и ч н ы е  то ч ки  другой 
фигуры.

Расс мотрим  две р аз л и ч н ы е  точки  А и В фи гуры  F, 
п ер ех о д я щ и е  после перв ог о  д в и ж е н и я  с о о т в е т с т в е н 
но в точки A t и В, фигуры Fv  причем АВ —А 1В]. Точ ки  
Л, и В , фигуры F, после второго д в и ж е н и я  переходят 
в точ ки  А 2 и  В, ф игуры  F2, при этом  А ХВ, =  А 2В2. С л е 
дова тельно ,  АВ — А,В,  и преобразование ,  п ереводящ ее 
то ч ки  А и В ф и гу р ы  F в т о ч ки  А2 и В2 ф и гу р ы  F2 
есть  дви ж е н и е ,  что и тр еб о вал о сь  доказать .

Рис. 207
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т е о р е м а  2 ______________________________________________
Точки, лежащие на прямой, при движении перехо

дят в точки, лежащие на прямой, при этом сохраня
ется порядок их взаимного расположения.

Д а н о :  точки А. В и С лежат на прямой MN,  причем 
точка  В р ас п о л о ж е н а  
между А и С. Точки А г  
Вх и С, получены  из 
А, В и С в результате  
д в и ж е н и я  (рис.  208).

Д о к а з а т ь :  точ ки
А г  В и С, леж а т  на м  д/ ........ . 1.....• — ........------------уу,
п р ям о й  M XN X и точка
Вх р а с п о л о ж е н а  ме ж-  Рис. 208
ду т о ч к ам и  А, и С г

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пре дположим прот ивное,  что 
то ч ки  А г В, и С, не леж ат  на одно й  п р ям о й .  Тогда 
он и  явл яю тся  в ер ш и н ам и  т р еу г о л ь н и ка  и, на основе  
с о о т н о ш е н и я  между с т о р о н а м и  т р е у г о л ь н и к а ,  будем 
иметь А ХС Х < / ! , / ? ,+  В, С,. Из определения движения сле
дует, что АС  < А В +  ВС. Однако,  по условию АС  =  АВ + 
+ ВС.  В о зникло  п р отиворечи е .  З н ач ит ,  точки  А х В х и 
С, лежат  на одной п рям ой  М х /V,.

Первое утв ер ж д ен и е  т ео р е м ы  д о к аз а н о .  Д о к а ж е м  
вторую часть: точка Вх леж ит  между то чкам и  А, и С,.

Предположим противное,  что точка А 1 лежит  между 
т о ч к а м и  Вх и С г  Тогда А ХВ { + А 1С 1 =  В ХС Х и. с л е д о в а 
тельно,  АВ  +  А С  =  ВС.  Но это прот ивор еч ит равенству 
АВ  + ВС —АС.  С л е д о ва т ел ьн о ,  то ч ка  А, не м ож ет  л е 
жать между т очкам и  В} и С,.

А н а л о г и ч н о  д о к а з ы в а е т с я ,  что то ч к а  С  не может 
леж ать  между т очкам и  А { и В,. Так  как из трех точ ек  
А г  Вх и С, одна л еж ит  между двумя  другим и,  то этой 
т очкой  может быть  т о лько  В | 7 что и т р еб о в ал о с ь  д о 
казать.



Следствие.  При движени и прямые переходят в п р я 
мые,  п о л у п р я м ы е  — в п о л у п р я м ы е ,  о тр езк и  — в о т 
резки  (рис.  209).

теорема 3 _______________________________________________
При движении сохраняются углы между полупрямыми.

Д а н о :  А ВАС  и / . Я Д  С, получены в результате д в и 
ж ени я  (рис.  2 1 0 ).

Д о к а з а т ь :  А ВА С =  A B lA i C r
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть АВ  и А С  — две полупря

мые,  и сх о д ящ и е  из то ч ки  А , не л е ж а щ и е  на одно й  
прямой.

При д в и ж е н и и  эти п о л у п р я м ы е  переходят в н е к о 
торы е  п о л у п р я м ы е  Л, Я, и А х С,. Возьмем на с т о р о н ах  
угла ВАС  две т очки  М  и N  и с о е д и н и м  их. При д в и 

ж е н и и  точки  М  и /V перейдут  в 
точки  Л/, и /V,

По п редыдущ ей  теоре ме п о р я 
д о к  то ч ек  А , М, 3  и А,  /V, С с о 
х ран яется  при  д в и ж е н и и ,  и тогда 
получим А { М г  В} и A t N r  С г  Так 
как д в и ж е н и е  со х р а ня ет  р а с с т о я 
ния, то треугольники МАМ и M lA lN l 
равны по тре тьем у  п р и з н а к у  р а 
венства треуг ол ьников .  Из р а в е н 
ства треугольников  следует р а в е н 
ство углов M A N  и Л / Д /V,. Значит,  
/L ВАС =  B{A {C r  что и тр еб о в ал о сь  

Рис. 210 доказать .
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§ 7 . 3 .  Симметрия относительно точки

Среди р аз л и ч н ы х  видов д в и ж е н и я  си м м е т р и я  и г 
рает большую роль.  Хотя в главе 5 была ра ссм отрена  
си м м е т р и я ,  мы вновь  п о в т о р и м  ее, так как к л а с с и 
фи цировать  дви жени я  можно по числу их симметри й.

Пусть О — ф и к с и р о в а н н а я  то ч ка  п ло с ко с т и  и А — 
п р о изв о л ь на я  точка.  На п р о до л ж е ни и  отр езка  ОА за 

точку О постро им отрезок  О А г  р ав н ы й  ОА.
О п р е д е л е н и  е. Точка A t называ етс я си мм ет рич 

ной точке  А относительно точки О , если то чка О — 
середина отрезка  А А Г

Точка,  с и м м е т р и чн ая  точке О, есть сама точка О.

На ри су н ке  211 и з о бр а ж ен ы  а 
точки А и А г  си м м е тр и чн ы е  о т 
но с и т е л ь но  0 ( 0 А  =  0А, ) .

О

Рис. 2 1 1

О п р е д е л е н  и е. Преобразование  фигуры F в ф и г у 
ру  Fr  при кото ром  ка ж д а я  ее точка А переходит в 
точ ку  А г  симметричную относительно данной точки
О, называется преобразованием симметрии относительно 
точки О. При этом фигуры F и F] н аз ы ва ю т ся  с и м 
метричными относительно точки О.

------ АНа рисунке  212 и з о б р а 
жены фи гуры F и Fr  с и м 
м е т р и ч н ы е  о т н о с и т е л ь н о  _______^
Т О Ч К И  О. Г)Рис. 212

О п р е д е л е н  и е. Фигура, которая при симметрии от 
носительно некоторой точки О отображается на себя,  
называется центрально-симметричной.

л
Например,  п а рал л ел о гра м м 

является цен трально-симмет
ричной фигурой. Его центр — 
то чка  п ер е с еч ен и я  д и а г о н а 
лей (рис.  213).
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т е о р е м а _________________________________________________
Преобразование симметрии относительно точки яв

ляется движением.

Д а н о :  А и В — две п р о и з в о л ь н ы е  точ ки  ф игур ы F. 
А х и Bf т очки  ф и гу р ы  Fr  с и м м е т р и ч н ы е  то ч кам  А и 
В о тносительно  точки  О (рис.  214).

г Д о к а з а т ь: АВ = A XBV

треугольников .  У них углы при верш ине О равны как 
вер ти кал ьные ,  а с торон ы  0 4  =  О А,, ОВ  =  0 1В 1 по о п 
р еделению  с и м м е т р и и  о т н о с и т е л ь н о  точ ки  О. Из  р а 
в е н с т в а  т р е у г о л ь н и к о в  сл ед у ет  р а в е н с т в о  с т о р о н :  
А В = А {ВГ А это знач ит ,  что с и м м е т р и я  о т н о си т е л ь но  
точки  О есть д в и ж е н и е ,  что и тр еб о вал о сь  доказа ть .

§ 7 .4 .  Симметрия относительно прямой

Пусть L — ф и ксированная  прямая (рис. 215 а). Возь
мем п р о и з в о л ь н у ю  точку  В и оп у сти м  п е р п е н д и к у 
л яр  А В на п р ям у ю  /_.

На п р о д о л ж е н и и  п ер п е н ди ку л я р а  за точку  А о т л о 
ж им  о т р е з о к  АВ,,  р а в н ы й  о тр езк у  АВ.  Т о ч к а  Я, н а 
зывается симметричной точке В относительно прямой L. 
Если  т очка  В л е ж и т  на п р я м о й  L, то с и м м е т р и ч н а я  
ей точка есть сама точка В. Очевидно,  что точка,  с и м 
м е т р ич н ая  точ ке  Вг  есть  точка  В.

О п р е д е л е н и е .  Преобразование  фигуры F в ф и г у 
р у  Ft , при кото ром  к а ж д а я  ее тонка  В переходит в 
т о чк у  В г  симметричную относительно данной прямой  
L , называе тся п р ео б р а з о в а н и ем  относительно прямой

; 166

Рис. 214

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пре- 
образование  си мметр ии  о т 
носительно точки О перево
дит  т о ч ки  А и В в то ч ки  
A t и В г  Р а с с м о т р и м  т р е 
угольники АОВ  и А {ОхВ,. Эти 
треугольники равны по пер
вому  п р и з н а к у  р а в е н с т в а



L. При этом фигуры F и F, н азы ва ю т ся  с и м м е т р и ч 
н ыми  о т н оси т ель н о  прямой L (рис.  215 б).

а) Ь)

/,

В Л я,

F

Рис. 215

О п р е д е л е н и е .  Если преобразование симметрии от 
носительно прямой L переводит фигуру F на себя, то эта  
фигу ра  называетс я симметричной относительно п р я 
мой L, а прямая L называется осью симметрии фигуры.

Например,  прямые ЛА , и ВВГ проходящие через точ
ку О перес еч ен ия  диагонале й  п р ям о у г о л ь ни ка  п ар а л 
лельно его сторонам, являются осями симметрии прямо
уго л ьн и к а  (рис.  216 а).  П р я м ы е  ЛЛ 1 и В В Г на к о т о 
рых лежат диа гона ли  ромба,  являю тся его осями с и м 
метрии (рис. 216 б).

I В

Рис. 216
т е о р е м а ________________________________________________

П реобразование симметрии относительно прямой 
является движением.

Д а н о :  точки  Л и В ф игуры  F и с и м м е т р и ч н ы е  им 
точ ки  Л, и В , фи гуры F{ о т н о с и т е л ь н о  п р я м о й  L\ о т 
р ез о к  АВ  и с и м м е т р и ч н ы й  ему о т р е з о к  А ]В] о т н о с и 
тельно  п рям ой  L (рис.  217 а, б).

1 6 7 1



а)

Д о к а з а т ь :  АВ =  Л В Г
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть точ ки  А и В ф и гуры  F 

при си м м е т р и и  о т н о с и т е л ь н о  п р ям о й  L о т о б р а ж а ю т 
ся на то ч ки  А { и В г Д о к а 
жем,  что А В ^ А ^ В ,  для  с л у 
чая,  когда точки  А и В не 
лежат на одном перпендику
ляре к прямой L (рис. 217 о). 
Пусть то ч ки  К  и Р — точки  
п е р ес еч ен и я  о т р ез к о в  А А { и 
ВВ, с п р я м о й  L. С о е д и н и м  
точки А и А, с точкой Р. Пря
м о у г о л ь н ы е  т р е у г о л ь н и к и  
А К Р  и А К Р  рав ны по двум 
катетам ( К Р — о б щ и й  катет,  
А К  =  А,К).  Из равенства т р е 
угольников следует, что АР =
— А ХР  и L \ — L l .  Т а к  к а к  
L I =  L 3  как  накр е с т  л е ж а 
щие при прям ы х  А А Х || ВВ, и 

секущей АР  и L l  =  Z4 как накрест лежащие при прямых 
А А Х || В В, и с е к у щ е й  АР,  то Z.3 =  Z.4.

Тогда т р е у г о л ь н и к и  А В Р  и А {В,Р  р авны  по двум 
сторонам и углу, заключен ному  между ними (АР =  А,Р\  
ВР =  В,Р  и z.3 =  L4) .  Из равенства треугольни ков  А ВР  
и А^В^Р следует ,  что АВ = А  В Г

Д о к аж ем  второй  случай.  Все точ ки  А , В , А п В, л е 
жат на одной  п рям ой  (рис.  217 о).

Тогда А В =  | КВ — КА\ =  \ КВ, — КА ,| =  А, В, .
Ит ак,  при л ю б о м  п о л о ж е н и и  четы рех  точек  А и 

А г  В и В, о тр езк и  АВ  и А } В , ра в н ы ,  что и т р е б о в а 
л ось  доказать .

L

F
г  >4__У*

о)
Рис. 217

§ 7 . 5 .  П оворот

Пусть дан ы то чка  О и фи гур а ^ ( р и с .  218). П о в е р 
нем (н ап р и м ер ,  по ходу часовой стрелки)  п р о и з в о л ь 
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ную точку А этой фигуры вок
руг точ ки  О на угол а ,  о б 
р а з о в а н н ы й  д в у м я  л у ч а м и .
Тогда точка А отобразится на 
такую точку  А г  что угловая 
м ера дуги А А } с ц е н т р о м  О 
будет равн а а.  При пово роте 
с центром О на угол а  все точ- рис. 218
ки фи гуры  F о т о б р аз ят ся  на 
то чки  фигуры  F r

О п р е д е л е н и е .  П о в о р о т о м  фигуры около данной  
тонки называется т ако е  п реобраз ова ни е , при котором  
ка ж ды й луч,  исходящий из этой точки,  п о в о р а ч и в а 
ется на один и тот же угол  в одном и том же н а 
правлении.
те  ор ем а ______ __________________________________________

При повороте расстояния между точками со х р а 
няются.

Д а н о :  отрезок А В  фигуры F и отрезок A {B { фигуры 
Fr полученный при повороте АВ  на угол а  (рис. 219 а, б). 

Д о к а з а т ь :  от резо к  А В  =  А , В Г
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть при повороте фигуры F 

о коло  точки  О на угол а  точки  А и В этой фигур ы 
отображаются на точки A t и Вг В результате поворота 
ОА =  O tA r  OB  =  О В , и L A O A l =  Z .B O B l =  а

Д о к аж ем ,  что A B = A }B для случая,  когда точки  
А , В и О не лежат  на о д 
ной прямой  (рис.  219 а).

L A O B  =  LA,  0 В { как углы, 
полу ч ен н ы е  из рав ных  уг 
лов А О А { и В О В ] вычитанием 
одного угла В О А г Тогда тре
угольники А ]О В ] и А О В  рав
ны по двум сторонам и углу 
меж ду  н и м и  ( О А  = О А г  Рис. 219
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Рис. 219

ОВ =  О В ] и L A O B =  А А . О В }). Из 
равенства треугольников  выте ка 
ет, что А В  =  А ХВ Г

Рассмотрим случай, когда то ч 
ки А, В и О лежат на одной п р я 
мой (рис. 219 б). Тогда АВ — \ОА —
— ОВ\ =  \O A t — OBJ =  А , В Г Итак,  

при лю бо м  п о л о ж е н и и  т о ч ек  А, А г  В , В , о тр езк и  АВ  
и А }В{ равны,  что и т р еб о в ал о с ь  доказа ть .

С л ед о вател ьн о ,  п оворот  яв ляе тся  д в и ж е н и ем .  П о 
этому  при поворо те  пр ям а я  переходи т в п рям ую ,  о т 
резо к  — в о т р е зо к ,  о к р у ж н о с т ь  — в о к р у ж н о с т ь ,  л ю 
бая фигура — в ра вную  ей фигуру.

С и м м е т р и ю  о т н о с и т е л ь н о  точ ки  О мо ж но  о п р е д е 
л ит ь  так же, как п оворот  на 180° о к о л о  этой точ ки .  

Рассмотрим з а д а  ч и.
1) П о с т р о и т ь  точку  А г  в которую  переходит  т о ч 

ка А при повороте  о к о л о  то ч к и  О на угол 45° по ч а 
совой  стрелке.

Р е ш е н и е .  П роведем  луч О М  и воз ьм ем  на нем 
точку А, построим луч O M t так,  
что L M O M x =  45° (рис.  220 а).  
О т л о ж и м  на луче О М х от р езо к  
О А г  р а в н ы й  отр езку  ОА. Т о ч 
ка А х является иском ой .

2) П о с т р о и т ь  фигуру,  в к о 
торую переходит отрезок АВ при 
повороте около точки О на угол 
45° по часовой  стрелке.

Р е  LU е н и е. Построим точки 
А } и Вг  в к о то р ы е  пер ех одят 
при з а д а н н о м  п о вороте  точки  
А и j5, я в л я ю щ и е с я  к о н ц а м и  
отрезка АВ  (рис. 220 б). Отрезок
А , В Х я в л я е т с я  и с к о м ы м ,  п о 
ск о л ь к у  при повороте  о т р ез о к  
переходит в отрезок.
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Пусть д ан а  ф и гу р а  F. Если каждую ее точку  (А) 
см ести ть  в о д но м  и том 
же направлении на одно и 
то же расстоян ие ЛЛ Г п о 
лучим фигуру Fr Считает-  4 
ся,  что пар ал л ел ьны й  п е 
ренос.  отображающий точ
ку А на А г  отображает ф и 
гуру /- 'на F} ( рис.  22 1).

О п р е д е л е н и е .  Преобразование фигуры, при котором 
ка ж д а я  ее точк а переходит в одном направлении на 
одно и то же ра сстояни е в т очк у  другой фигуры,  н а 
зывается п а р а л л е л ь н ы м  пе ре носо м.

т еорем а_________________________________________________
Если при парал лел ьном переносе фигуры F ее т о ч 

ки А и В о т о б р а ж а ю т с я  на А , и /i, фигуры Fx, то о т 
резки АВ  и А х /?, равны.

Д а н о :  точки  А и В фигуры F, которые при п ар а л 
лел ьном пер ен осе о тображены  на точки А } и В} ф и г у 
ры F, (рис.  222).

Д о к а з а т ь: А В =  A iB l.
Д о к а з а т е л ь с т в  о. При параллельном переносе от

резки А А } и В В равны  и п ар ал л ел ь н ы  или ле ж а т  на 
одной п р ям oii.

Рассмотрим первый случай, когда АВ и А,В, не лежат 
на одной прямой (рис. 222 а). Четырехугольник AA J I B  — 
параллелограмм, так как его две 
стороны  АА Х и ВВ 1 равны и п а 
рал лел ьны.  З н ач и т ,  и две д р у 
гие сто р о н ы  — АВ  и А {В, тоже 
р а в н ы  и п а р а л л е л ь н ы ,  т. е.
А В =  А , В { ( п о п р и з н. а ку п а рал - 
лелограмма.

Рассмотрим случай, когда от- Рис. 222

§ 7 . 6 .  Параллельный перенос и его свойства
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резк и  АВ  и А ХВ Х леж а т  на 
одной прямой (рис. 2 2 2  б). 
Т о г д а  А В  — \AA t — B A J — 
= \ В В { — В А Х\ =  А,В,  т . к .  
А А Х— ВВ Х И т а к ,  при л ю 
бом п о л о ж е н и и  ч еты рех  
то ч ек  А , В , А г  В всегда 

А В = А ХВ Г что и т р еб о в ал о сь  доказа ть .
З н ач и т ,  п а р а л л е л ь н ы й  пе р ен о с  — это д в и ж е н и е  и 

тогда,  при п ар ал л ел ь н о м  п ер ен осе  прямая  переходит 
в п р ям у ю ,  о т р е з о к  — в о т р ез о к ,  о к р у ж н о с т ь  — в о к 
р у ж н о сть ,  лю ба я  ф и г у р а  — в равную  ей фигуру.

§ 7 .7 .  Направление полупрямых

О п р е д е л е н и е .  Д е е  полупрямые назы ваю тся  оди
наково направленными, или сонаправленными, если они 
с о вм е щ а ю т с я пар аj \л ел ьн ым переносом.

т е о р е м а _________________________________________________
Если полупрямые а и b и полупрямне b и с одинаково 

направлены, то а и с тоже одинаково направлены.

Д а н о :  лучи а и b — с о н а п р а в л е н ы  и лучи b и с 
тоже с о н ап р ав л ен ы  (рис.  223).

Д о к а з а т ь :  лучи а и с — со н а п р а в л е н ы .  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства возьмем точ

ки А и В на луче а. При п а р а л л е л ь н о м  пе р ен о се  эти 
точки  от о б р а зят ся  на точки  А х и В { луча Ь, при этом

А В  = А ХВ Г
При следующем параллель

ном пер ен о се  точки  А х и В ] 
перейдут в точки А, и В, луча с, 
причем  А | В х — А 2 В2. С л е д о 
вательно,  А В = А ,  В Значит,  
луч а отображается на луч с, 
т. е. они  с о н а п р а в л е н ы ,  что 

Рис. 223 и требов ал ось  доказать .
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О п р е д е л е н и е .  Д в е  полупрямые назы ва ю т ся  п р о 
т и в о п о л о ж н о  н а п р а в л е н н ы м и ,  если к а ж д а я  из них  
о д и н а к о в о  н а п р а в л е н а  с п о л у п р я м о й , д опо лн ит ель ной  
к другой.

На рисунке  224 и з о б р а 
же ны две противо п о л о ж н о  
н аправ лен ны е полупрямые

а и Ь- Рис. 225

§ 7 .8 .  Равенство фигур

О п р е д е л е н и е .  Д в е  фигуры называются р а в н ы м и ,  
если они движен ием пер еводятся одна в другую.

Для обозначения равенства фигур используется обыч
ный знак  равенства.  З а п и с ь  F = F X о зн ачает ,  что ф и 
гура / ' р а в н а  фигуре Fr В записи  равенства треугол ь
н и к о в  Л В С  и А 1В]С 1 п р ед п о л а га ет ся ,  что с о в м е щ а е 
мые при д в и ж е н и и  в е р ш и н ы  наход ятся  на с о о т в е т 
ствующих местах.
т е о р е м а _____ _____________________________________ ____

Если у двух треугольников соответствующие углы 
и соответствующие стороны равны, то эти треугольники 
совмещаются движением. ___________

Д а н о :  Д ЛВ С  и Д А х В, С,; А В =  Л, Я,; ВС  =  С,; А С  — 
А ХС Х\ LA  =  L A X\ L B =  L B V L С  =  L  С, (рис.  225).  
Д о к а з а т ь :  треугольники совмещаются движением. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию,  А В — А ]В Г ВС  =

ДЗ-



= Я, С,, A C = A tC r  LA  =  L A r L B =  L B v L C =  L C V Д о 
каж ем ,  что Д A B C  и Д A tВ, С, с о в м е щ а ю т с я  д в и ж е н и 
ем,  п ричем  в е р ш и н а  А переходит  в в е р ш и н у  А г  В — 
в В г  С — в С,. П р и м е н и м  к A A B C  п р е о б р а з о в а н и е  

с и м м е т р и и  о т н о с и т е л ь н о  п р я м о й  а , п е р п е н д и к у л я р 
ной  к отр езку  А А { и п р о х о д я щ е й  через  его с е р ед ин у  
(рис.  225),  получим АА^В.С,. Если т очки  В , и р а з 
л и ч н ы,  то п р и м е н и м  с и м м е т р и ю  о т н о с и т е л ь н о  п р я 
мой b , п р о х о д я щ ей  через  точку  A t и п е р п е н д и к у л я р 
на к прям ой  В,В,. Получим Д Л ^ С , .

Если точки С, и С, лежат  по одну  сторону  от п р я 
мой А {ВГ то они совпадают.  Д ействите льн о,  т. к. углы
B,А,С,  и В,А, С3 р а в н ы ,  то лучи  A tC, и А х С, с о в п а д а 
ют, а п о с к о л ь к у  о т р езк и  A t С, и Л, С, рав н ы ,  то С, и
C, с о в п а д а ю т .  Т а к и м  о б р а з о м ,  Д / 1 # С  д в и ж е н и е м  
переведен  в А А 1В1С Г что и т р еб о в ал о сь  доказать .

Если то ч ки  С, и С, леж а т  по р аз н ы е  с т о р о н ы  от 
п р ям о й  A tBn то для д о к аз а т ел ь ст в а  надо еще п р и м е 
нить си м м е т р и ю  от н о си т ел ь но  прямой  A tBr

т е о р е м а _________________________________________________
обратная

Если два треугольника совмещаются движением, то 
у них соответствующие стороны и соответствующие  
углы равны.

Д а н о :  A A B C  д в и ж е н и е м  с о в м е щ а е т с я  с А А,В,С,  
(рис.  225).

Д о к а з а т ь :  с т о р о н а  А В = А 1В Г В С  =  В,С, ,  А С  =  
=  A l C l, L A  — L A V L B =  L B V L C = L C V

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть т р еу г о л ь н и к  A B C  д в и 
ж ени ем  совме щается  с тр еу го л ьни ко м  А ХВХС Х, причем  
в е р ш и н а  А о т о б р а ж а е т с я  на в е р ш и н у  А г  В — в В { и 
С — в С г  Так  ка к при д в и ж е н и и  с о х р а н я ю т с я  р а с 
стояние и углы, то для дан ны х треугольников  стороны 
А В = А ]В 1, В С  =  B {C r  A C  =  A t C r  и углы L A  — L A V 
L B = L B V L C =  L C { , ч т о  и  т р е б о в а л о с ь  доказать .



Пусть даны  точка  О и фигура  ^ ( р и с .  226 а).  П р о 
ведем через  п р о и з в о л ь н у ю  точку А ф игур ы F луч ОА 
и о тм ети м на нем точку  Л 1 такую,  что О Ах: ОА =  к. 
Если подобным способом построить соответствующие 
точки  для ка ждой  точки  ф и гуры  F, получим новую 
фигур у Fr  Та кое  п р е о б р а з о в а н и е  фигуры  F в Т7, н а 
з ы ваю т  гомотетией  о т н о с и т е л ь н о  то ч к и  О с к о э ф 
ф и ц и е н т о м  к, а фи гуру  F, — гомотетичной  ф и гуре  F 
о т н о си т е л ь но  точ ки  О с к о э ф ф и ц и е н т о м  к.

О п р е д е л е н и е .  Г о м о т е т и е й  с центром в точке  
О и коэ ффици енто м к ^  О на зы ва ет ся  т а к о е  п р е о б 
р а зо в а н и е  ф и г у р ы , при кот оро м любая  точк а А этой  
фигуры переходит в т а к у ю  то чк у  А ., что ра сстояние  
ОА{ =  к ■ ОА (рис.  226 б).

Из о п р е д е л е н и я  следует,  что при к =  1 гомоте тия 
является тождес твенным преобразов ан ие м.

При к =  — 1 гомотетия становится центральной с и м 
метрией.

Две го мотетии  с цен тр о м  в О и к о э ф ф и ц и е н т а м и  

к и ~  я в л яю т с я  в з а и м н о  о б р а т н ы м и .  Это озн ачает ,  
что если од на  из них п ер ев о д ит  точ ку  А в точку  А г  
то другая пер ев одит А х в А.

При к ф 1 гомотетия не сохраняет  расстояний между 
точкам и .  Н а п р и м ер ,  если к >  1, гомотетия о т о б р а ж а 
ет точки  А и В на А, и В г  при этом А , В ] > АВ.  З н а -

§ 7 . 9 .  Гомотетия и ее свойство
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чит, гомотетия не является 
дви жением .  Но при г о м о 
тетии сохраняются отноше
ния расстояний.  Если при 

О гомотетии с к о э ф ф и ц и е н 
то м  к ч е т ы р е х у г о л ь н и к  
A B C D  переходит в A ]BlC]Dl 
(рис. 227), то каждое из от
ношений /1, Я,: АВ, В{ С, : ВС ,

С,/), : C D , О Д  : DA , /1,С, : ЛС, /?,/),: £Z) равно число к.
М о ж н о  доказать ,  что при гом от етии  пр ям а я  п е р е 

ходит  в п рям ую ,  луч — в луч,  угол — в р а в н ы й  ему 
угол.  П о э т о м у  го м о т е т ия ,  и з м е н я я  р азм еры  ф и гу р ы ,  
не изм еняет  ее ф орм ы .

Подобие  фигур.  О т о б р а з и м  д а н н у ю  фи гур у F с п о 
м о щ ь ю  г о м о т е т и и  
на фигуру Fv а ф и-  
ГУРУ Fx к а к и м - л и б о  
д в и ж е н и е м  — на F, 

2 (рис.  228). В так ом 
с л у ч а е  с ч и т а е т с я ,  
что ф и гу р а  F о т о 
б р а ж а е т с я  на F2 с  

п о м о щ ь ю  к о м п о з и ц и и  г ом отетии  и д в и ж е н и я .  В 
результате  п олучим  ф игуру F п о до б н у ю  фигуре F.

О п р е д е л е н и е .  Л е е  фигуры называют подобными,  
если с помощью ко мп ози ции  го м от ет ии  и движения  
одну  из них мо ж но от об рази ть на другую.  Гео ме тр и
ческое  п р е о б р а з о в а н и е , от о б р а ж а ю щ ее  фиг уру  на п о 
добную ей, наз ы ва ет ся  п р е о б р а з о в а н и е м  подобия.

В оп росы  для с а м о п р о в е р к и

1. Что называ ется  г еометрической  фи гурой?
2. Что называ ется  п р е о б р азо в ан ие м  фи гуры?
3. К ако е  п р е о б р а з о в а н и е  фигуры  н азы вается  д в и ж е 

нием?
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4. Верно ли,  что т очки ,  л е ж а щ и е  на п р я м о й ,  при 
д в и ж е н и и  так же  пер ех одят в т очки ,  л е ж а щ и е  на 
п рям ой ,  и при этом сохраняется  по р яд о к  их в за 
имного расположени я?

5. На что от о б р аж а ю т ся  п р ям ы е ,  п о лу п р я м ы е  и о т 
резки при д в и ж е н и и ?

6 . С о х р а н я ю т с я  ли при д в и ж е н и и  углы между п о 
л у п р я м ы м и  и почему?

7. К ак и е  точки  н аз ы ва ю т ся  с и м м е т р и ч н ы м и  о т н о 
сител ьно  д ан но й  точки?

8 . Какое преобразо ван ие  называется си мметр ией  о т 
н осител ьно  дан но й  точки?

9. Какая фигура называется ц е н т р а л ь н о - с и м м е т р и ч 
ной?

10. Ч то такое цен тр  с и м м е т р и и  ф и гу р ы ?  П р и в ед ите  
пример ц е н т р ал ь н о -с и м м ет р и ч н о й  фигуры.

11. Является ли си м м е т р и я  о т н о с и т ел ь н о  точ ки  д в и 
жением?

12. К акие точки  о т н о с и т ел ь но  д а н н о й  пр ям о й  н а з ы 
ваются си м м етр и чн ы м и?

13. Какое п реобразование  о тн о си тел ьно  д ан н о й  п р я 
мой называется си мметр ией ?

14. Какая фигура отн осительно  дан ной  прямой  н а з ы 
вается симметр ичн ой?

15. Что такое ось симметрии фигуры? Приведите п р и 
мер.

16. Является ли симметр ия относительно  прямой д в и 
жением?

17. Какое прео бразован ие называется  поворотом?
18. Что такое параллел ьны й перенос?
19. Какие вы знаете свойства параллельного переноса?
20. Является ли поворот  д ви ж ени ем ?
21. Какие полупрямые называются одинак ово  направ 

ленными?
z2 . Если по лу п р я м ы е  а и b и п о лу п р я м ы е  б и с  о д и 

н ак о в о  н а п р а в л е н ы ,  то будут ли о д и н а к о в о  н а 
прав лен ы полу п р ям ы е  а и с?

23. К акие п о л у п р я м ы е  н аз ы ва ю т ся  п р о т и в о п о л о ж н о  
нап равленны м и?

24. Какие  ф игур ы назы ваю тся  р ав н ы м и ?

12 — Г е о м е т р и я , ч а с т ь  I 177



25. К аки е  два  т р е у г о л ь н и к а  с о в м е щ а ю т с я  при д в и 
жении?

26. Какое пр ео б р азо в ан ие  называется гомотетией? 

Тест № 7

1. В какую точку перейдет  точка  Р (0; —3) при п о в о 
роте на —90° вокруг  начала коор дина т?
А) (0; 3); В) (3; 0); С) ( - 3 ;  3); D) ( 3 ; - 3 ) ;  Е) ( - 3 ;  0).

2. Найти точку ,  с и м м е т р и ч н у ю  то чке  Л (3; 1) о т н о 
си тел ьно п рям ой  у  =  х.

А) ( - 3 ;  1); В) (3 ;  —1); С)  ( —3; —1); D) (1 ;  3);  
Е) (—I; —3).

3. На йти  то чку,  с и м м е т р и ч н у ю  точ ке  Л (— 1; 2) о т 
носител ьно  оси Ох.

А) ( - 1 ;  - 2 ) ;  В) (1; 2); С)  (1;  - 2 ) ;  D) (2; - 1 ) ;  
Е) ( - 2 ;  1 ).

4. В какую точку  пер ей д ет  т очка  Л (5; 0) при п о в о 
роте на 90° вокруг  начала  ко ординат?
А) ( - 5 ;  0);  В) (0; - 5 ) ;  С) (5;  5);  D) (0; 5);  
Е) (5; - 5 ) .

5. Н айти  точ ку ,  с и м м е т р и ч н у ю  то ч ке  (2; —7) о т н о 
сительно  оси Оу.

А) (2; 7); В) ( - 2 ;  - 7 ) ;  С) ( - 2 ;  7); D) ( - 7 ;  2); 
Е) (7; 2 ).

g
6 . Н а йт и  точ ку ,  с и м м е т р и ч н у ю  т очке  Л ( -j ; - 9 )  о т 

н осительно  начала координат.

А) ( - 1 ; 9); В ) ( | ;  9); С) < - 1 ; - 9 ) ;  D) ( - 9 ;  | ) ;  

Е) (9; - § ) .

7. К акие  из д ан ны х  фигур являю тся ц ен т р ал ь н о -с и м -  
м е т р и ч н ы м и :  1 ) р о м б ;  2) кв ад рат;  3) угол;  4) п р о 
извольный треугольник;  5) трапеция;  6 ) окружность?
А) 1, 2, 5; В) 1, 2, 6 ; С)  2, 4, 6 ; D) 4, 5, 6 ; 
Е) 1, 3, 6 .
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8 . И м е ю т  ли оси с и м м е т р и и  с л е д у ю щ и е  ф игуры:  
1 ) угол; 2 ) р а в н о б е д р е н н а я  т р а п е ц и я ;  3) п р я м о 
угольная т р ап ец и я ;  4) р а в н о с т о р о н н и й  т р еу г о л ь 
ник ;  5) ромб?
А) 1, 2, 4; В) 1, 2. 3, 5; С) все фи гу р ы ;  D) 1,
2, 4, 5; Е) 2, 4, 5.

9. Для  каких из д а н н ы х  фигур  б и с сек т р и с а  угла я в 
ляется  осью си м м е т р и и :  1 ) квадрата;  2 ) п р я м о 
угол ьника ;  3) ромба;  4) п р о и з в о л ь н о г о  тр еу го л ь 
ника;  5) п ар ал л ел о гр ам м а?
А) ], 2, 4; В) 1, 2, 3; С)  1,3; D) 3, 5; Е) 1,
3, 4.

10. Какая из данных фигур имеет только две оси с и м 
метрии: 1 ) ромб; 2 ) параллелограмм;  3) прямоуголь
ник;  4) р ав н о с т о р о н н и й  треугол ьни к;  5) квадрат?
А) 1, 3; В) 1, 2, 3; С)  1, 3, 4; D) 1, 3, 5; 
Е) 1, 4, 5.

11. С к о л ь ко  осей си м м е т р и и  имеет окруж ность?
А) одну;  В) две;  С) три;  D) б е с ч и с л е н н о е  м н о 
жество ;  Е) ни одной .

12. В какую точку перейдет точка  В (4; 0) при п о в о 
роте на 60°?

А) (2; 2л/3 ); В) ( -2 ;  2 л/3 ); С) (2л/3 ; 2); D )  ( -  2л/3 ; 2); 

Е) ( - 2 ;  -  2л/3 ).

13. В какую точку  пер ей дет  то ч ка  ( — 5; 0) при п о в о 
роте на —45°?

A) i 5# ; - 5# ) ; ;  в )  И # ; 5# ) ;  с >  ( - ^ ; о ) ;

D) ( f ; о ) : Е) I - 5# ; - 5# ) .

14. При п араллельном  п ер ен о се  точ ка  (1; 1) п ер ех о 
дит  в точку (—1; 0). В какую точку переходит н а 
чало координат?

А) ( - 2 ;  - 1 ) ;  В) (2; 1); С) ( - 2 ;  1); D) (2; - 1 ) ;
E) ( - 1 ;  - 2 ) .
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15. Найти  к о о р д и н а т ы  т о ч к и ,  с и м м е т р и ч н о й  точке 
А ( —3; 4) о т н о с и т е л ь н о  а) оси Ох; Ь) оси Оу: 
с) начала координат .

А) (3; 4),  ( - 3 ;  - 4 ) ,  (3; - 4 ) ;  В) (3; - 4 ) ,  (3; 4). 
( - 3 ;  - 4 ) ;  С) ( - 3 ;  - 4 ) ,  (3; 4), (3; - 4 ) ;  D) ( - 3 ;  - 4 ) .  
(3; 4),  ( - 3 ;  4); Е) ( - 3 ;  4),  (3; 4),  ( - 3 ;  - 4 ) .

16. П а р ал л е л ьн ы й  перенос  задан ф о р м у л а м и  х' =  х  + 
+  1; у' =  у  — 1. В ка кую точку  при этом перен осе 
переходит точ ка  ( 0 ; 2 )?

А) ( - 1 ;  1); В) (1; 1); С) (1; - 1 ) ;  D) ( - 1 ;  - 1 ) :  
Е) (2; 0 ).

17. Н айти а и b в ф о р м у л ах  п а р ал л ел ь н о г о  перен оса 
х, =  х + д ;  у\ =  у + Ь ,  если то ч ка  ( 1 ; 2 ) переходит  
в точку  (3; 4).

А) а =  2; Ь =  2; В) а =  2; b =  1; С) а =  1; Ь =  2:
D) а — 3; b — 3; Е) а =  2; b — 3.

18. Существует ли параллельный перенос,  при котором:
a) точка  (1; 2) переходит  в точку  (3; 4),  точка 
( 0 ; 1 ) в точку  ( —1 ; 0 ), Ь) точка  ( 2 ; —1 ) п е р е х о 
дит в точку  (1; 0),  точка  ( — 1; 3) в .точку (0; 4)?

А) да,  да;  В) нет ,  да; С) нет,  нет; D) нет ,  да;
E) о д н о з н а ч н о  о тв етить  нельзя .

19. Среди д а н н ы х  утв ерж дений  найти л ож н ое :  а) о т 
резки  р а в н о й  д л и н ы  с о в м е щ а ю т с я  д в и ж е н и е м ;
b ) углы с р ав н о й  град усн ой  мерой  с о в м е щ а ю т с я  
д в и ж е н и е м ;  с) р о м б ы  р а в н ы ,  е с л и  р а в н ы  их 
д и а г о н а л и ;  d) п р я м о у г о л ь н и к и  рав ны,  если р а в 
ны их диагонали ;  е) о круж ности  о д и н а к о во г о  р а 
диуса со вм ещ аю тся  дви жением .
А) а; В) Ь; С) с; D) d; Е) е.

20.  К акие  из д а н н ы х  ф игур  и м ею т  т о л ь к о  од ну  ось 
с и м м е т р и и ?  1 ) угол;  2 ) р а в н о б е д р е н н ы й  т р е 
угольн ик ;  3) ромб;  4) о к руж ность ;  5) р а в н о б е д 
ренная трапеция.

А) 1, 2, 5; В) Г, 2, 3; С)  2, 5; D) 2, 4, 5;
Е) 1, 2, 4, 5.

| 180



21*.  Как за п и ш е т с я  у р а в н е н и е  э л л и п с а  + ^ - = 1 

если его п о вер ну ть  на 90° вокруг  начал а к о о р 
д инат :

Т  +  2 5 ~ Т  =  1; ~9“ ~ 1 5 = 1 ;
-) 2

D) 3̂- +  "у = 1; Е) не и з м ен и т с я .

22*. Д ан а  окр у ж но с ть  (х +  1)2+ ( у  — 2)2= 1. Составить 
уравнение  окружности:  а) си м м е тр и чн о й  дан ной  
о т н о с и т е л ь н о  оси Оу; Ь) с и м м е т р и ч н о й  д а н н о й  
относительно  оси Ох:

A) а) (х + 1 ) 2 + ( v +  2 ) 2 =  1 и b ) (х — 1 ) 2 + (>> —2 ) 2 =
B) а) ( х -  1)2+ ( у - 2)2=  1 и Ь) (х +  1)2+ (>’ + 2 ) 2 =
C) а) ( х +  1) 2 +  ( у -  2)2= 1 и Ь) ( х +  1)2+ (у -  2 ) 2 =
D) а) ( х -  1) 2 + 0 ’+ 2 ) 2 =  1 и Ь) ( х +  1) 2 + ( у +  2 ) 2 =
E) а) (х ~  1 ) 2 +  у 2=  1 и Ь) ( х +  1 ) 2 + (у  + 2 ) 2 =

23*. Составить уравнение окружности ,  си м метричной  
д а н н о й  о к р у ж н о с т и  (х +  1 ) 2 + ( > ’ — 2 )2=  1 : а) о т 
носительно начала координат;  Ь) полученной па
р ал л ел ь ны м  п е р ен о с о м  д а н н о й  о к р у ж н о с т и  на 
вектор а ( — 1 ; 1 ).

A) а) (х -  1 ) 2 + (v + 1 ) 2 =  1 и Ь) х 1 + ( у  -  I ) 2 =  1

B) а) {х — 1 ) 2 +  (у + 2 ) 2 =  1 и Ь) (л' + 1 ) 2 + (>’ — 2 ) 2 =  1
C) а) (х -  1)2+ ( у +  2)2=  I и Ь) ( х + 2  )2+ ( у -  3)2= 1
D ) а ) л' 2 + j ’2 = 1  и Ь) (х  + 2 ) 2 + (у  — 3 ) 2 — 1 ;
E) а) (х + 2 ) 2 +  { у — 1 ) 2 =  1 и Ь) х 2 +  у 2= \ :

24*. С колько  осей си мметр ии  имеет а) эллипс;  Ь) п а 
рабола;  с) гипе рбола?

А) 2; 1; 1; В) I: 1; 2; С) 2; 2; 2; D) 2; 1; 2;
Е) 2: 2 ; 1.

25*. Записа ть  уравнение  параболы Л'2= 3 у  при п а р а л 
л ел ь н о м  п ер ен о се  ее начала в точку  0 , (2 ;  5), 
если оси новой  си сте м ы  0 {х { и 0 {у { п а р а л л е л ь 
ны осям старой системы  Ох и Оу.

* Зад ачи ,  о т м е ч е н н ы е  з в е з д о ч к о й ,  м о ж н о  решать п о с 
ле изуч ени я  ур а в н е н и й  кривых второго  порядка .



26. К о о р д и н а т ы  то ч ки  Р в ста ро й  си ст е м е  ( — 2; 1), 
а в новой си стеме  (5; 3). Найти  ко ордина ты  н о 
вого начала в старой системе.
А) О, ( - 7 ;  - 2 ) ;  В) О, (7; - 2 ) ;  С) О, ( - 7 ;  2);
D) ( \  (7; 2); Е) О, ( - 8 ; - 3 ) ;

27. Координаты нового начала в старой системе ( - 3 ;  4), 
а к о о р д и н а т ы  точ ки  О в новой  си стеме  ( 2 ; —5). 
Определить координаты точки О в старой системе.
А) (1; 1); В) ( - 1 ;  1); С) ( - 1 ;  - 1 ) ;  D) (1; - I ) ;
Е) ( - 2 ;  - 1 ) .

28*. Н айти уравнение гиперболы ху  =  2  в новой си сте 
ме координат,  полученной из старой системы п о 
воротом прот ив  часовой  стрелки  на угол 45°.

А) А'" -  г ,2 = 2 ;  В) х |~ -  V’2 = 4 :  С) х 2 -  у; =  3;

29*. Составить уравнение параболы,  си мметричной от 
н о с и т е л ь н о  п р я м о й  х = 2  и п р о х о д я щ е й  чер ез  
точ ки  (3; 2 ) и ( —1 ; 1 0 ), если ее ось  п а р а л л е л ь 
на оси Оу.
А) у  =  (х — 2 ) 2 +  1; В) у  =  (х + 2 ) 2 +  1; С) у  =  (х —
-  2 ) 2 -  1; D)  у =  ( х +  2 ) 2 — 1; Е) у =  (х -  2 ) 2 +  2.

A )  А  ( 2 л / 5 ;  1 ) ;  ( 2 л / 5 ;  - 1 ) ;  ( - 2 / 5 ;  - 1 ) ;

B )  А  ( — 2 л / 5 ;  - 1 ) ;  ( 2 л / 5 ;  - 1 ) ;  ( 2 v 5 ;  1 ) ;

C )  ( 2 л / 5 ; 1 ) ;  ( — 2 л/ 5;  1 ) ;  ( 2 л / 5 ;  — 1) ;

D)  (1;  2 л / 5 ; ) ;  (— 1; + 2 л / 5 ; ) ;  (— 1; + 2 л / 5 ; )
E )  ( 1 ;  2 v ^ ; ) ;  ( - 1 ;  — 2  V 5 ; ) ;  ( - 1 ;  2  л / 5 ; ) .

D)  хг -  у, = 1; Е) X, -  i-г -  5.

30. На г и пе р бо л е  ^ - 4г = '- На йти  т о ч ки  с и м м е т 

р и ч н ы е  точ ке  А { — 2V5; 1 ) о т н о с и т е л ь н о  осей 
ко ордина т  и начала координат.
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Глава 8
П О ДО Б И Е  Ф И ГУР

§ 8 .1 .  Признаки подобия треугольников

О п р е д е л е н и е .  Д в а  треугольника называются п о 
добными,  если углы одного из них соответственно равны  
углам другого и сходственные стороны пропорциональны.

Для  о б о з н а ч е н и я  п о д о б н ы х  ф и гу р  и с п о л ьз у е т ся  
з н ач о к  оо.

О п р е д е л е н и е .  Стороны треугольников,  лежащие  
против равн ых  углов ,  назыв аю тся сх о д ст в ен н ы м и .

О п р е д е л е н и е .  Отношением двух сторон треуголь
ника н аз ывае тся  отношение тех чисел, кот орые  в ы 
р а ж а ю т  длины этих сторон,  если они измерены в о д 
них и тех же единицах измерения.

Лемма о подобии треугольников (в с п о м о г ат е л ьн ая  
теорема) .

Прямая, параллельная какой-либо стороне треуголь
ника,  о тс ек ает  от него тре угольник,  подобный д а н 
ному.

Д а н о :  Л ЛВС; D E \ \ A C  (рис.  229 и 230).
Д о к а з а т ь :  Д DBE  ^  А ЛВС.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Есл и Д DBE  ^  д  ЛВС,  то 
1) Л A =  l BDE\  L C  =  ABED.
9 )  B D  _  DE _  B E  

А В  AC BC '

У А ЛВ С  и Д DBE L B  — о б 
щий, a LA  =  L B D E ; L C =  l BED 
как соответственные при парал
л ельны х прямых  DE  и Л С и с е 
кущих Л В или ВС.

Д о к а з а т е л ь с т в о  второго  ут
верждения теоремы будет состо
ять  из двух частей.  а С

1. С тор он ы Л В и BD измере-  Рис. 229

183



ны р а ц и о н а л ь н ы м и  ч и с л а м и ,  т. е. АВ  =  т л и н е й н ы х  
ед и ни ц ;  BD — п л и н е й н ы х  ед и н и ц ,  где т и « — р а ц и 
он альны е числа (рис.  229).

Разделим отрезок АВ  на т равных частей,  тогда о т 
резок BD разделится на п таких же частей. Через точки 
д е л е н и я  проведе м ряд п р ям ы х ,  п ар ал л е л ь н ы х  АС,  и 
ряд прямы х ,  п а р а л л е л ь н ы х  ВС.

По теореме Фалеса сторона ВС  разделится на т рав 
ных между собой частей,  а BE  — на п таких же частей.

Аналогично  сторона АС  разобьется на т равных ч а 
стей,  каждая из которы х  в DE  со д ер ж ится  п раз.

BD п B E  п D E  п BDИ т а к ,  —  = — ; ----= — ; ----- = —, а п о т о м у  —  =
Л В т В С  т А С  т  Л В

B E  _  DE  

В С  А С  ‘

З н ач и т ,  A A B C ^ A D B E .
2. Д л и н а  с т о р о н ы  BD (ил и А В) — и р р а ц и о н а л ь н о е

BD
чис ло  (т. е. о т н о ш е н и е  —  — и р р а ц и о н а л ь н о е  число)

А В
(рис. 230).

Н а й д е м  п р и б л и ж е н н ы е  з н а ч е н и я  о т н о ш е н и й  
В D BE
—  и —  с т о ч н о с т ь ю  до 0,1,  затем до 0,01 и т . д .  
А В  ВС

С т орону  АВ  разобьем  на 10 рав ных частей и через  
то ч ки  д ел ен и я  п роведем  п р я м ы е ,  п а р а л л е л ь н ы е  АС.  
По теореме Фале са  сторона  ВС  также разб ива ется  на

10 р авн ых  между со бой  частей ,  — часть  А В укла-  к ю
ды в ае т ся  в BD п раз с о ст а т ко м ,

меньшим —  АВ,  а потому и на сто- 
ю

роне BE —  ВС  укладывается п раз 
ю 1

с о ст а т к о м ,  м е н ь ш и м  — ВС.
ю

С лед овательно ,  с то чностью  до
0,1 имеем:

в о  п В Е  п

Рис. 230 АВ  10 '  ВС  10



и п р ед по л о ж и м ,  что — А В  уклад ыва ется в BD п. раз
юо 1

с о статком ,  м е н ь ш и м  — АВ.  Проведем  через  точки
юо

д ел ен и я  п рям ы е ,  п ар ал л е л ь н ы е  АС,  которы е  разо бь-
1

ют ВС  на 100 р ав н ы х  между собой  частей ,  а — ВСюо
в о тр езке  BE  ук л ад ы ва етс я  /7, раз с о с т а т ко м ,  м е н ь 

шим —  ВС.  Тогда с т о ч но с т ью  до 0,01 имеем:
100

BD _  п , BE _  п х 

АВ  100 ’ ВС 100 ‘

У вели ч ивая  ст е п е н ь  то ч н о с т и  в 10,100 и т . д .  раз,
BD BE

получим,  что о т н о ш е н и я  —  и — , в ы ч и с л е н н ы е  с
АВ ВС

о д и н ак о во й  степенью  т очности ,  равны.
Тогда то ч ны е  з н а ч е н и я  этих о т н о ш е н и й  в ы р а ж а 

ются одной  и той же б е с к о н е ч н о й  д е с я т и ч н о й  дро -  
BD BE

бью ,  з н а ч и т  — -------- А н а л о г и ч н о  д о к а з ы в а е т с я ,
А В ВС

BD DE BD BE DE  „
что —  = -— . а п о т о м у  —  = —  -------- По определ е-

АВ А С  ' АВ ВС АС
нию п одобия т р е у г о л ь н и к о в ,  имеем A A B C ^ A D B E ,  
что и требовалось  доказать .

т е о р е м а __________________________________________________________

(первый признак подобия треугольников)
Если два угла одного треугольника равны двум уг

лам другого треугольника, то такие треугольники по
добны.

Т е п е р ь  р а з д е л и м  о т р е з о к  АВ  на  100 р а в н ы х  ч а с т е й

Д а н о :  А А В С  и A A lB lC ]; L A  =  L A X\ L В = А.ВХ 
(рис. 231).

Д о к а з а т ь :  А А ВС  о А А ХВ ХС Х.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для того чтобы доказать ,  что 

A A B C  со A А х В х С, , следует  д о к а з а т ь  р ав ен ст в о  L C  и 
L  С, (что с п р ав ед л и в о ,  т. к. в А А В С  и А А ]В 1С]ио  два
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с,

угла, равных по условию) и пропорц иона льн ость  сход
ств ен ных сторон:

А\В\ _  В 1С 1 _  А\С\

АВ ВС АС  '  ̂ '

Для  д о к а з а т е л ь с т в а  (1) в А А В С  на с т о р о н е  А В  от 
т о ч ки  В о т л о ж и м  B D = A lB l w п роведем  D E \ \ A C .  По 
л е м м е  A D B E ^ A A B C ,  но A D B E = A A , B [C i (по в т о 
рому признаку равенства треугольников) ,  так как с т о 
р он ы  B D = A XB по п о с т р о е н и ю :  A B = / L B ,  п о  у с л о 
вию,  a B D E = / L A  как с о о т в е т с т в е н н ы е  при D E \ \ A C  
и секущей АВ.  Но L A  =  Z./J, по условию,  тогда L B D E  =  
=  L A V Итак,  Д BDE = A A {B }CX и Д DBE  ^  Д АВС.  а тогда 
и A A lB iCi сл А АВС,  что и т р еб о в ал о сь  доказа ть .

т е о р е м а __________________________________________________________
(второй признак подобия треугольников)

Если две стороны одного треугольника пропорцио
нальны двум сторонам другого треугольника и углы, 
заключенные между ними, равны, то такие треуголь
ники подобны.

Д а н о :  Д А В С  и А А. В. С.; ——- = —1—  и А.В = АВ.£ l
АВ ВС "

(рис.  232).
Д о к а з а т ь :  А А В С  ^  А А В С г
Д о к а з а т е л ь с т в о .  На ст о р о н е  А В  т р е у г о л ь н и к а  

А В С  от точ ки  В о т л о ж и м  о т р е з о к  BD , р ав н ы й  о т р е з 
ку А , В Г и проведем п рямую  D E \ \ A C .  По лемм е  о п о 

добии треугольников, Д DBE  со д  АВС,  и тогда ЁЕ. =  —  
а по условию  ЛВ вс
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л

Д Е

С А С
Рис. 232

А 1В ] _  BE
(1)АВ ВС '

но B D = A ]Br  сл ед овательно ,
_ ВХС,

(2)
А В ВС

В пропорц иях  (1) и (2) имеется по три равных чле
на, сл ед овательно ,  равны и четвертые их чле ны ,  т. е. 
ВЕ = В, С,.

В т р еу г о л ь н и ка х  DBE  и А, В, С, с т о р о н а  BD = А , В Х\ 
BE = В С Х: / - В = А В Г тогда эти т р е у г о л ь н и к и  рав ны 
по первому пр изн ак у  равенства треугольников .  Итак,  
A DBE  =  А А ХВ ХС Х и A DBE  со А Л В С , с л е д о в а т е л ь н о ,  
А А ВС <~r> ts. А ХВ ХС Х, что и т р еб о в ал о сь  доказать .

т е о р е м а ________________________________________________
(третий признак подобия треугольников)

Если три стороны одного треугольника пропорцио
нальны трем сторонам другого треугольника, то та 
кие треугольники подобны.

Д о к а з а т ь :  А А , В ХС Х -  A ABC.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  На стороне АВ  треугольника ABC  

от т очки  В о тл о ж и м  о т р ез о к  BD —А ХВ Х и через  точку  
D проведем п рямую  DE,  параллельную  АС.  П о л у ч е н 
ный треугол ьни к DBE  подобен A A B C  по лемме о п о 

добии ,  а потому —  = —  ̂ = — , т. к. в подобных т р е 

угольниках сход ствен ные  стор он ы п р о по р ц и о на л ьн ы .

Д а н о :  Д ABC  и Д Л Д С , ;  (рис. 233).
1 1 ' АВ ВС АС

BD DE BE

А В А С ВС
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Рис. 233

Г~Т А \ В \ В  \^~ \ 4 1 111о у слови ю  —■—- = —!—- = —■—- . С р а в н и м  две п р о 
ле ВС АС  

BD BE л  в. B.C.
п о р ц и и  —- =  —  и —1—1 = ------. П о с к о л ь к у  B D = A B .

АВ ВС АВ ВС у ' 1
А, В, BE А, В, 5, С, 

по п о с т р о е н и ю ,  то —-— = —  и ——  = , и тогда
АВ ВС АВ ВС

ВЕ = В 1С 1 (если в двух п р о п о р ц и я х  по 3 равных  ч л е 
на,  то равны и четверты е их члены).

п  BD DE А\ 5| А1с 1Сравним еще две пропорции:  —  = —  и — L = — L .
АВ АС АВ АС

Ы D  п  A D  А\ В\ DEИз  р а в е н с т в а  ВО  и А, В, п о л у ч а е м  ----- = —  и
АВ А С

А {В, DE
а тогда в этих п р о п о р ц и я х ,  где р авны  по

АВ АС
три  их ч л е н а ,  р а в н ы  и ч е т в е р т ы е  их ч л е н ы ,  т. е. 
DE = А,  С,.

И так ,  в A DBE  и A A lB , C l B D = A jB ] по п о с т р о е 
нию;  BE = В ]С 1 и D E = A lC x по д о к а з а н н о м у .

Следова тел ьн о,  A DBE  =  А А ХВ]С] (по третьему п р и 
знаку равенства треугольников) .  Итак,  A DBE  со A A BC  
и A D B E  = A A ]B [C r З н ач ит ,  A A lB ]C i ^  A ABC,  что и 
требовал ось  доказать .

§ 8 .2 .  Признаки подобия прямоугольных 
треугольников

В прям о у го л ь ны х  т р еугольни ках  имеется  по о д н о 
му р а в н о м у  п р я м о м у  углу, а потому ,  исходя из п е р 
вого и второго п р и з н а к о в  п о до б и я  т р е у г о л ь н и к о в ,  
следует  сп р а в е д л и в о с т ь  первых двух п р и з н а к о в  п о 
д о би я ,  а сп р ав ед л и во сть  третьего мы докаж ем .
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П р и з н а к  1. Если острый угол одного прямоуголь
ного треугольника равен острому углу другого, то т а 
кие треугольники подобны (из  первого  п р и зн а к а  п о 
добия тр еугольни ков).

П р и з н а к  2. Если катеты одного прямоугольного 
треугольника пропорциональны катетам другого, то та
кие треугольники подобны (из  второго  п р и з н а к а  "по
добия треугольни ков).

П р и з н а к  3. Если гипотенуза и катет одного пря
моугольного треугольника пропорциональны гипотену
зе и катету другого, то такие треугольники подобны.

Д а н о :  А ЛВС и А Л1В С 1 прямоугольные треуголь-
/1,5, Я, С,

н ики , где — 1  = (рис. 234).
АВ В С

Д о к а з а т ь :  А ЛВС ^ А Л { В {С Г
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства  на с т о р о 

не ВС А ЛВС от верш ины  С отложим СЕ =  С1В] и п р о 
ведем E D \ \A B .  A DEC  со А ЛВС  по л ем м е о подобии .

ы ^ DE СЕИз подобия этих треугольников следует: —г = т. к.
Д,с,

СЕ =  Я, С,, 

А, В, В, С |

Т О
DE

АВ ВС

А В ВС 

а по у с л о в и ю  т е о р е м ы  
В

АВ ВС

И з этих  двух  
п ро п о р ц и й  с тремя 
р а в н ы м и  ч л е н а м и  
следует равенство и 
ч е т в е р т ы х  ч л е н о в  
эти х  п р о п о р ц и й ,  
т. е. DE = Л]ВГ Тогда в А Л 1ВХС] и A DEC равны по одному 
катету и гипотенузе : С Е =  В]С 1 по п о стр о ен и ю ; DE =  
= Л ]В] по д о к а з а н н о м у ,  и тогда A A t В{ С, =  A DEC  по 
п р и зн ак у  р ав ен ств а  п р я м о у го л ь н ы х  т р еу го л ь н и к о в .  
И т а к ,  A DEC  со А ЛВС  и А Л В1 С, =  A DEC,  п о т о м у  
А ЛВС  со д  Л,ВХ С,, что и тр еб о в ал о сь  д оказать .
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т е о р е м а _________________________________________________
(об отношении высот подобных треугольников)

Высоты в подобны х треугольниках относятся как 
сходственные стороны.

Д а н о :  Д ЛВС  с/э д  В, С,; BD и В, D , — вы соты  т р е 
угольн и ков  (рис. 235).

ВО _  АВ  
Д о к а з а т ь :  —  -  —  •

Л,
Рис. 235

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из подобия треугольников ЛВС  
и следует , что L A = L A V тогда п р я м о у г о л ь 
ные Д ABD ^  Д А {В{0 } по п ер во м у  п р и зн а к у  п о до б и я  
п р ям оугольны х  тр еу го л ьн и ко в .  Из п одобия этих т р е 
угольников следует, что их сходственные стороны про-

BD _  АВ
п о р п и о н ал ьн ы , следовательно , 7 ~/Г’ что и т Ре ”
б овалось  доказать.

§ 8 .3 .  П одобие многоугольников

О п р е д е л е н и е .  Два многоугольника, имеющие оди
наковое число сторон (или углов),  называются одно
именными.

О п р е д е л е н и е .  Два одноименных многоугольника  
называются подобными , если углы одного из них со 
ответственно равны углам другого,  а стороны, назы 
ваемые сходственными и заключающие равные углы, про
порциональны.

На рисунке 236 изображ ены  подобны е м ногоуголь
н и к и  ABC DE  и A^B^C^D^E, где LA — L A X\ L B - L B X\



A B  =  Д С  =  C £ >  =  D E  =  A E  

A\B\  B lC ] C i D l 0 , £ ,  A \ E x

Z. С  — Z.C,;  L D  — L D x\ L E  — l E v а с т о р о н ы  п р о п о р 
ц и о н а л ь н ы :

т е о р е м а _______________________________________________
(о разложении подобных многоугольников на подобные 
треугольники)

Подобные многоугольники можно разложить на оди
наковое число подобных между собой треугольников.

Д а н о :  ABC DE  ^  A ]BlC lD iE] ( р и с .237).
Д о к а з а т ь :  во зм о ж н о сть  р азл о ж ен и я  этих м н о г о 

у г о л ь н и к о в  на п о д о б н ы е  т р е -  с  
уго л ьн и ки .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Внутри 
м н о го у го л ь н и к а  A B C D E . п р о и з -  в  
вольную  точку  О со е д и н я ем  со 
всеми ее в ер ш и н ам и ,  тогда этот 
многоугольник разобьется на т а 
кое  к о л и честв о  тр еу го л ьн и ко в ,  
сколько в нем сторон . На с т о р о 
не А ХЕХ многоугольника AXBXCXDXEX 
строим / ,КА{Е} = / -ОАЕ и /LMEXAX =
= LOEA.  Точку пересечения сторон 
КАХ и М Е Х о б о зн ач и м  через О, и 
с о е д и н и м  со всем и в ер ш и н ам и  
м ногоугольника  A ]B lC]DlE r Т о г 
да и м н о го у го л ь н и к  A lBlC lD lE] Рис. 237
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разобьется на то же число треугольников, что и ABCDE.  
Д о каж ем , что т р еу го л ь н и к и  первого  м н о го у го л ьн и к а  
п одобны  тр еу го л ьн и кам  второго м н о го у го л ьн и ка .

А А ОЕ  со д  АхОхЕх по первому признаку подобия тре
угольников { L \  =  Z.2 и L3 = L4  по построению). Из по
д оби я  этих тр еу го л ь н и к о в  следует, что

А Е  _  ОЕ

(1)

Рассмотрим Д OED и Д OxExDx. В них LOED = /i O lElDx, 
т . к .  LA E D  = l A xExD ] и з  п о д о б и я  м н о г о у г о л ь н и к о в  
A B C D E  и A XB C XD ]EX и L3 = L4  по п о с т р о е н и ю ,  а 
L  OED  =  LA E D  — L3;  l O }ExD = L A xExDx — Z.4.

Т ак  как в п о д о б н ы х  м н о го у го л ьн и к ах  сх о д ств ен -
АЕ  DEные стороны п р о п о р ц и о н ал ьн ы , то ------= ------- , но из

А\Е\  / ),£,
А Е  ОЕ ОЕ DE

п р о п о р ц и и  ( 1 ) — - — 7 Пг~ > и тогда 7 7 7  ТГг- 'А\Е\  0 , £ ,  0 , £ ,  DXE  |
Итак, Д OED со Д OlExDl (по второму признаку подо

бия), LO E D  = l O ,E ,D .  и  = DE . Из подобия этих
1 1 1  0 ,£, 0 ,£,

т р еу го л ь н и к о в  следует, что
Р Е  _  ОР

0 ^ 7  М - <2)
и L O D E  = L O xExD x.

Рассмотрим теперь пару треугольников COD и ClOlDl. 
В них L O D C  =  L O xD xCx, т . к .  L E D C =  L E XDX Сх ( и з  по 
добия многоугольников), L ODE =  L O xDxEx (по доказан
ному), a L O D C  =  L E D C  — L O D E  и L O xDxCx =  L E XD{CX —
— l O .D E , .

1 1 1  PE
Из п одоб и я  м н о г о у г о л ь н и к о в  следует , что п F 
СР Р Е  ' ОР ' 1 1

г  п ■ а из ( 2 ) _  „ „ .
с \ I Д £, 0 , 0 , QD
Из этих двух п р о п о р ц и й  следует , что г  п п п

1 1 и \ и \

И так , Д COD  со д  С, О, /), (по второму п р и зн ак у  п о 
д о б и я ) :  две сто р о н ы  о д н о го  из этих т р е у г о л ь н и к о в  
п р о п о р ц и о н а л ь н ы  с т о р о н ам  второго  и углы, з а к л ю 
ч ен н ы е  между н и м и ,  равны .
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Аналогично доказывается подобие Л ВОС  и Д В{0 }Сг 
А Л О В  и А А , 0 , В г  что и требовалось  доказать.

т е о р е м а  __________________________________________________________
(об отношении периметров подобных многоугольников)  

Периметры подобных многоугольников относятся как 
сходственные стороны.

Д а н о :  ABCDE  ̂А В С D Е (рис. 238).

A B C D E АН 
А, в,

ВС

~вг\
А Е  

А, Е,
Д о к а з а т ь :

r A\ В\С\ D, Е\ ™ \и \ " | ' - 1  ” 1^1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из подобия многоугольников
ABCDE  и Л} В, С, D,E, следует, что

АВ
А,

ВС

,с,
CD 

С rD,

Р Е

~р7ё ,
АЕ  

А , Е |Чи 1 ^I^ i '-ityi
По свойству ряда равных отношений (сумма всех пре

дыдущих членов отношений отно
сится к сумме всех последующих чле
нов как каждый предыдущий к сво
ему последующему члену) имеем:

АВ  + ВС + CD + Р Е + АЕ

АВ  
А, В,

+ |С, + С, D, + D, + А, Е,

ВС СР

с, я

т. е. A B CD E

A \B \C \D \E \

\ L'\ 

АВ  
А Л

РЕ _ 
~D^~  

ВС

АЕ 
А, Е,

В,С,

АЕ что и требовалось доказать.
Е,

Очевидно, что эта теорема спра
ведлива и для подобных треуголь- рис 
ников.

О п р е д е л е н и е .  Отношение сходственных сторон 
двух подобных многоугольников (или треугольников) на
зывается коэффициентом подобия этих многоуголь-

АВ ВС CDникое (или треугольников): А, В, В,С,
г д е  к  —  к о э ф ф и ц и е н т  п о до б и я .  
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т е о р е м а _________________________________________________________ _
(обобщенная теорема Фалеса)

Стороны угла, пересеченные рядом параллельных 
прямых, рассекаются ими на пропорциональные от
резки.

§ 8 .4 . Теоремы о пропорциональных отрезках

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства через точки 
С. и С2 проведем прямые С Д  и С Д ,  параллельные 
АВ. A ABxCx<s->Д С ,С Д  ^  А С2С Д  (по первому признаку 
подобия треугольников): / L l - L 2  =  A3 как соответ-

но СХАХ= В, В, и С Д  =  В2В3 как противоположные сто
роны параллелограммов: ВХСХАХВ2 и В С Д Вг ( В С  ||
I В2С2\\ В,С  по условию, а АВ || С1А11| С Д  по пост
роению ).

АВ1 _  BtB2 _  $2*з 
Следовательно, ~ ---- ^ с  , что и требова

лось доказать.

т е о р е м а ______________ __ _________________________________________

Две параллельные прямые, пересеченные рядом пря
мых, исходящих из одной точки, рассекаются на про
порциональные отрезки.

Д а н о :  /.ВАС; В С, |j В,С, | В,С  (рис. 239). 
А В| В\В-, _ ^ 2 ^ 3

ственные углы при
?  АВ\\ СХАХ || С Д  и се

кущей АС, 1.4 — 
=  /.5 =  Z 6  как уг
лы с соответствен
но параллельными 
сторонами.

Рис. 239

Из подобия тре
угольников следует: 
АВ\ _ _ ('2А'>
А С, С,С2 С2С3 ’



Д а н о :  РО || MN\ пря
мые SA{A S B {B,\ 5С ,С ; 
5Z),A пересекают РО и 
МЛ1 (рис. 240).

п А \ в \ -Д о к а з а т ь :  — -----
а с , с ,д  ^

Рис. 240

В2С2 C2D2 '

Д о к а з а т е л ь с т в о .
A SAlBl ^ASA,B ,  по лем
ме о подобии (А1В] || А,В,). Из подобия следует:

А, В | _ SB |

Л2 Й: Л7? 2 '

Аналогично, A SBX С, A SB .С, (по лемме о подо
бии). Из их подобия

SB, B]C I SC,

s c \ '
А, В,

>1 : _ _ _  
SB, в,с ,

( 1)

(2 )

я, с,
Из пропорций (1) и (2) следует, что

SB,
А„ В,С,

(т.к. оба эти отношения равны SB-)
(по лемме о подобии).

Из подобия треугольников:
sc, с, /;

). A SC.D. - A SCJ)

__!_ _  _ iilL
s c 2 с 2 d2 '

Из пропорций (2) и (3) следует, что
SC,

1 £ l  
в,с,

(3)
l

c2d2

(т. к. оба эти отношения равны

в,С, С, D,
S C ,  7 

,С

). Поскольку

А2В 2 5 2с 2 # 2С2 С2£>2 
и требовалось доказать.

го
С’, D,

А, В, В,С, С, О, ЧТО

§ 8.5. Свойство биссектрис внутреннего и 
внешнего углов треугольника

т е о р е м а ------------------ ------------------------------------------------------
(свойство биссектрисы внутреннего угла)

Биссектриса внутреннего угла треугольника делит
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противоположную сторону на части, пропорциональные 
прилежащим к углу сторонам треугольника.

Д а н о :  А А ВС; BD — биссектриса LA, т. е. L l  =  L l
(рис. 241).

BD АВ
Д о к а з а т ь :  —— ------ -.

DC АС

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из то- 
чек В и С опустим перпенди
куляры BN и СМ на биссек
трису угла А. Рассмотрим пря
моугольные треугольники ABN 
и АМС. Эти треугольники по
добны, т. к. они имеют по од
ному равному острому углу:

(первый признак подобия прямоуголь
ных треугольников). Из их подобия следует, что

а в  _  вк_
АС СМ  '

Рис. 241

L l  =  L l  = \  LA

(1)

следует, что

Прямоугольные треугольники BDN и CDM подоб
ны, т. к. имеют по равному острому углу: LBDN = 
=  LM D C  (как вертикальные). Из подобия этих тре
угольников следует, что

BN  _  BD 

CM DC 

Из пропорций (1) и (2) 
что и требовалось доказать.

теорема  __________ __________________ ________________ ____
(свойство биссектрисы внешнего угла треугольника) 

Биссектриса внешнего угла треугольника пересека
ет продолжение противоположной стороны в такой точ
ке, расстояния которой до концов этой стороны пропор
циональны прилежащим к углу сторонам треугольника.

АВ

АС

(2) 
BD 

DC '

Д а н о :  ААВС\ L C B E — внешний угол A ABC: BD — 
биссектриса LCBE  (рис. 242).
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DA _  AB
Д о к а з а т ь :

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Проведем через точку С 
прямую CF. параллель
ную BD. Стороны угла 
EAD пересечены парал
лельными прямыми CF и Р,1С- 242 
BD, а потому рассекаются ими на пропорциональ
ные отрезки

РА _  АВ  

DC FB '
L 1 =  Z2 как соответственные при CF\\ BD и секу

щей АЕ, zl3 = Z.4 как накрест лежащие при тех же 
параллельных CF и BD и секущей ВС. Но L l  — Z 4 ,  
т. к. 5Z) — биссектриса LCBE,  а тогда L \ — Z3 и Д BFC — 
равнобедренный, поскольку углы при его основании 

равны. Итак, FB =  ВС. В пропорции (1) заменим FB 
DA _  АВ

на ВС и тогда —— -  — . что и требовалось доказать.
I) С в  с

§  8 .6 . М етрические соотношения в 
прямоугольном треугольнике

т е о р е м а__ ______ ________________________________________
В прямоугольном треугольнике перпендикуляр, опу

щенный из вершины прямого угла на гипотенузу, есть 
средняя пропорциональная величина между отрезка
ми, на которые основание перпендикуляра делит ги
потенузу, а каждый катет есть средняя пропорциональная 
величина между всей гипотенузой и проекцией этого 
катета на гипотенузу.

Д а н о :  ААВС— прямоугольный; CD±AB  (рис. 243).
, AD _  CD АВ  _  АС АВ  _  ВС

Д о к а з а т ь :  1) 2) ^  ~  ^  3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Рассмотрим прямоугольные 
треугольники ACD и BCD. Они имеют по одному рав-
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с ному острому углу: LA =  
=  А ОС В как углы с соот
ветственно п е р п е н ди кул я р - 
ными сторонами (АС±СВ и 
ABlCD) .  Значит, AACD  по
добен A BCD (по первому 
признаку подобия прямо
угольных треугольников). Из

А D В
Рис. 243

AD CD
подобия треугольников следует: —  -  —  (или ( CD)2 =  
= AD - DB).

2) Рассмотрим прямоугольные треугольники ABC 
и ACD. Они подобны, г. к. имеют общий острый угол А 
(первый признак подобия прямоугольных треуголь

ников). Из подобия этих треугольников следует: =
АС ^

— —-  (или [АС)1—АВ ■ AD).
AD

3) Прямоугольные треугольники ABC и BCD подоб
ны. т. к. имеют общий острый угол В. Из подобия

4 В ВС
треугольников следует, что —  =  —— (или ( ВС)' =  АВ х

ВС В D
х ВО), что и требовалось доказать.

Следствие /. Отношение квадратов двух катетов пря
моугольного треугольника равно отношению их про
екций на гипотенузу.

Д а н о :  Д А В С — прямоугольный; B D lA C  (рис. 244).

гт (АВ)2 AD  Д о к а з а т ь :  -------=  — .

В
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из 

предыдущей теоремы следу
ет, что каждый катет пря
моугольного треугольника 
есть средняя пропорцио-

А D С нальная величина между 
гипотенузой и проекциейРис. 244
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этого катета на 
( В С ) 2 = AC - DC.

гипотенузу, т. е. 

Разделим первое равенство на второе:

(АВ)2= AC - AD\ 

(АВ)2 А С ■ АО

и тогда (АВ)'

(ВС):

АР
ОС

( Б О  А С  ■ P C

что и требовалось доказать.

Следствие 2. Перпендикуляр, опущенный из ка- 
кой-либо точки окружности на диаметр, есть сред
няя пропорциональная величина между отрезками, на 
которые основание перпендикуляра делит диаметр, а 
каждая хорда, соединяющая эту точку с концом ди
аметра, есть средняя пропорциональная величина между 
диаметром и проекцией этой хорды на диаметр.

и
Д а н о :  О — окружность; АС — диаметр; BDl AC\ АВ 
ВС — хорды (рис. 245).

Д о к а з а т ь : А Р  _  ВО ' А С _  АВ  

ВО P C  ’ АВ АР  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вписан
ный в окружность ААВС опи
рается на диаметр, а потому 
Z.ABC= 90°. Значит, ААВС — 
прямоугольный и пер
пендикуляр, опушенный из вер
шины прямого угла на гипо
тенузу, тогда справедливы все 
три соотношения из теоремы,

^11 = ЛИ- АС -  АВ • АС -  В(
BP Р С  ' А В А Р '  ВС СО 

доказать .

АС

вс
ВС
CD

С

т. е.

Рис. 245 

что и требовалось

§ 8.7. Теорема Пифагора и некоторые 
способы ее доказательства

Пифагор Самосский (564—473 гг. до н .э .)  — древ
негреческий ученый, религиозный и политический



Пифагор

мость между 
гипотенузе и 

Приведем

деятель, основатель пифагореизма, 
математик. Пифагору приписывается 
изучение свойств целых чисел и про
порций, доказательство теоремы П и
фагора, хотя, как предполагают неко
торые исследователи по истории мате
матики, она была известна и до него.

В первоначальной формулировке те
орема Пифагора устанавливала зависи- 
площадями квадратов, построенных на 
катетах прямоугольного треугольника, 

несколько вариантов доказательства те
оремы Пифагора.
т е о р е м а _________
Пифагора

Квадрат гипотенузы 
равен сумме квадратов

прямоугольного
катетов.

треугольника

Д а н о :  А Л Я С — прямоугольный (рис. 246). 
Д о к а з а т ь :  (АС)2 =  (АВ)2 + (ВС)2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из 
вершины прямого угла В 
опустим перпендикуляр BD 
на гипотенузу. По теореме
о метрических соотношениях 
в прямоугольном треуголь
нике (АВ)- =  AC- AD\ (ВС)2 =  

=  АС ■ DC (катет есть средняя пропорциональная ве
личина между гипотенузой и проекцией этого катета 
на гипотенузу).

Сложим оба эти равенства:
(А В )2 + ( В С ) 2 =  АС ■ AD  + АС  ■ DC;
(АВ)2 +  (ВС)2 =  АС (AD + D Q , т. к. AD +  DC =АС,  

то (АВ)- + ( /?С)2— (АС)2, что и требовалось доказать.

т е о р е м а _________________________________________________
Пифагора

Площадь квадрата, построенного на гипотенузе пря-

1 2 0 0



моугольного треугольника, равна сумме площадей квад
ратов, построенных на его катетах.

ЛВВЛ,  ЯСС,А„Д а н о :  Д A B C — прямоугольный;
ВСС.В, — квадраты (рис. 247).

Д о к а з а т ь :  S Ав в ,а , =  Sа с с ха 2 +  ^ в с с 2ву 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Построим два квадрата DEHK 

и (рис. 248), сторона которых равна сумме
катетов а + b  (АС + ВС) треугольника ABC.

Выполнив построения в этих квадратах, разобьем 
квадрат DEHK на два квадрата с площадями а2 и Ь2 
и четыре прямоугольных треугольника, каждый из 
которых равен Д ABC (по двум катетам а и Ь).

Квадрат также разобьем на четыре пря
моугольных треугольника с катетами а и b и четырех
угольником MNPQ, который является квадратом, г. к. 
стороны его равны с — гипотенузе Д ABC, а угл ы — 
прямые (острые углы 1 + 2 =  90°, тогда Z 3 =  180° —
— (Z. 1 + L2) =  180° — 90° =  90°). Таким образом, пло
щадь квадрата DEHK равна сумме площадей квадрата 
со стороной <7 , квадрата со сторо
ной b и учетверенной площади 
Д ABC. Площадь квадрата DiE{HiKl 
равна сумме площади квадрата со 
стороной с плюс четыре площади 
треугольника ABC.

В ,

Ь

D

В1*1
ill

И

Ь

С

с

а 2
с

С
Ь1-

С,

Рис. 247

D, ь Р а 

Рис. 248
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Поскольку квадраты DEHK и D]ElH,Kr равны, то 
площадь квадрата со стороной а , сложенная с пло
щадью квадрата со стороной b и с учетверенной пло
щадью треугольника ЛВС, равна площади квадрата 
со стороной с, сложенной с учетверенной площадью 
треугольника ЛВС, тогда сумма площадей квадратов 
со сторонами а и b равна площади квадрата со сторо
ной с, что и требовалось доказать.
т е о р е м а _________________________ ______________ ________

В любом прямоугольном треугольнике квадрат ги
потенузы равен сумме квадратов его катетов.

Д а н о :  А Л В С — прямоугольный (рис. 249).
Д о к а з а т ь :  ( ВС)2 = {АВ)2 +  (/1C)2, или (а2 =  Ь2 +  с1).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  На продолжении стороны ЛС 

отложим С К = с  и на прямой АК от точки К отло
жим отрезок K D = b .  На сторонах AD и DK строим 
квадраты ABED и DFHK со сторонами с и b соответ
ственно (AD =  АС +  CD =  АС + С К — KD =  b + (с — Ь) =  с).

Площадь полученного шес
тиугольника ABEFHK равна 
сумме площадей двух квад
ратов, построенных на ка
тете A B = A D = c  прямоуголь
ного треугольника ЛВС и ка
тете НК - KD — b прямо
угольного треугольника СНК, 
т. е. площадь этого шести
угольника равна с2 + Ь2. Пря
моугольные треугол ьн и ки 
ЛВС и СНК равны по двум 

катетам: АС =  К Н = Ь  и АВ = СК = с. Из равенства этих 
треугольников следует, что их гипотенузы ВС и СН 
равны, т. е. ВС — СН = а. Итак, площадь шестиуголь
ника ABEFHK равна с2 + Ь- и в то же самое время 
площадь этого шестиугольника равна сумме площа
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дей двух равных прямоугольных треугольников АВС 
и СЯК  и многоугольника CBEFH.

Повернем треугольник АВС вокруг вершины В на 
90°, а треугольник СНК вокруг вершины Н тоже на 
90°. Тогда А АВС займет положение А В ME, а А С о 
положение A FMH.

Полученные треугольники ВМЕ и FMH и много
угольник CBEFH образуют квадрат, сторона которо
го равна гипотенузе ВС =  и прямоугольного треуголь
ника АВС, а площадь этого квадрата равна а2.

Площадь шестиугольника ABEFHK можно рассмат
ривать как сумму площадей треугольников АВС и СНК 
и многоугольника CBEFH. Площадь квадрата СВМН 
можно рассматривать как сумму площадей треугольников 
ВМЕ и MFH и того же многоугольника CBEFH. Но 
треугольники АВС, СНК, ВМЕ и МЕН равны между со
бой, а потому равны и площади этих треугольников.

Значит, SAABC= $ЛСНК~ В М Е ~  MFfr 11 пото
му площади шестиугольника ABEFHK и квадрата СВМН 
равны между собой.

Итак, с1 + 1г =  а \  что и требовалось доказать.
После изучения темы «Площади многоугольников» 

будет приведено еще одно доказательство теоремы [Ти
фа гора.

§  8 ,8 .  Пропорциональные отрезки в круге

т е о р е м а ________________________________________________
Если через точку, взятую внутри круга, проведены 

диаметр и хорда, то произведение отрезков диаметра 
равно произведению отрезков хорды.

Д а н о: О — круг; CED — диаметр; А ЕВ — хорда 
(рис.  250).

Д о к а з а т ь :  СЕ ■ ED =  АЕ - ЕВ.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соединим точки А с С и В с D 

п рассмотрим А АСЕ и A EDB. Эти треугольники по-
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Рис. 250

добны по первому признаку по- 
В добия треугольников: Z.1 =  Z2 как 

вертикальные, Z3 =  Z4 как впи
санные в окружность и опираю
щиеся на одну и ту же дугу СВ. 
Из подобия треугольников сле
дует пропорциональность их сход- 

СЕ АЕ
ственных сторон: —  =  сле- 

ВЕ ED
довательно C E E D = A E B E ,  что 
и требовалось доказать.

Следствие. Если через точку, взятую внутри круга, 
проведено несколько хорд, то произведение отрезков 
любой хорды есть число, постоянное для всех хорд.

Д а н о :  О — круг; ЛЕВ, CED, ЕЕК— хорды (рис. 251). 
Д о к а з а т ь :  АЕ ■ ЕВ =  СЕ ■ ED — FE • ЕК.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Через точ- 
g ку Е проведем диаметр MEN. По 

предыдущей теореме АЕ • ЕВ =
=  ME ■ EN; СЕ - ED = ME - EN;
FE - ЕК =  ME ■ EN.

У этих равенств правые части 
равны, следовательно, и левые части 
должны быть равны между собой, 
т. е. АЕ - ЕВ =  СЕ - ED =  FE ■ ЕК, что 
и требовалось доказать. 

т е о р е м а _________________________________________________
Если из точки, взятой вне круга, проведены каса

тельная и секущая, то произведение секущей на ее вне
шний отрезок равно квадрату касательной (секущая 
ограничена второй точкой пересечения, а касательная — 
точкой касания).

Д а н о :  О — круг; АВ — касательная; ACD — секущая 
(рис. 252).
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Д о к а з а т ь :  AD • Л С =  (АВ)2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соединим 

точку В с точками С и А  Рассмот
рим A ABC и A ABD, которые по
добны по первому признаку подо
бия: LA — общий; Z l  =  Z.2, т .к .  
измеряются половиной дуги ВС (Z1 
как составленный касательной и 
хордой, a L2  как вписанный в ок
ружность). Из подобия этих тре-

Л В АС
угольников следует, что —  = ——,

AD АВ
а отсюда (АВ)2 = АС ■ AD, что и тре
бовалось доказать.

Следствие. Если из точки, взятой вне круга, про
ведено несколько секущих, то произведение каждой 
секущей на ее внешний отрезок есть число, посто
янное для всех секущих.

Д а н о :  О — круг; ACD, AEF, AMN — секущие 
(рис. 253).

Д о к а з а т ь :  АС  • AD =  АЕ • AF =  AM ■ AN.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из 

точки А проведем касатель
ную АВ. По предыдущей те
ореме АС ■ AD =  (АВ)2; АЕ • AF =
— (АВ)2; AM ■ AN -  (АВ)2.

В этих равенствах равны 
правые части, а потому равны 
и их левые части. Следова
тельно, A C A D = A E A F  —
= AM AN, что и требовалось 
до казать .  Рис. 253

D
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§ 8.9. Теоремы о квадрате стороны, лежащей 
против острого или тупого угла

т е о р е м а _________________________________________________
Квадрат стороны, лежащей против острого угла про

извольного треугольника, равен сумме квадратов двух 
других сторон треугольника без удвоенного произве
дения одной из этих сторон на ее проекцию на дру
гую сторону.

В Д а н о :  A ABC; LA — ос
трый; BDl AC (рис. 254).

С ш Д о к а з а т ь :  (ВС)2 =
= (АВ)2 + (А С)2-  2AC -AD,

/  с  г D или а2 = с2 + Ь2 — 2Ьс'.

■ V Д о к а з а т е л ь с т в о .  В
ь прямоугольном треуголь

Рис. 254 нике BDC по теореме Пи-
фагора

( B C ) 2= { B D V +  ( D C ) 2. (1)

В прямоугольном треугольника ABD по теореме Пи
фагора

( BD)2= (А В)2- (A D )2. (2)

Кроме этого,
DC = А С  — AD.  (3)

Подставив равенства (2) и (3) в равенство (1), 
получим:

( В С ) 2 = ( ( A B V - ( A D ) 2) + ( A C - A D ) 2 
(ВС)2 = (АВ)2-  ( A & f+  (AC)2-  2 A C - A D + ( A £ T " u  тогда 
(ВС)2=  (АВ)2+ ( A Q 2- 2 A C A D ,  или а2=  с2+ Ь2- 2 Ьс', 

что и требовалось доказать.

т е о р е м а _________________________________________________
В тупоугольном треугольнике квадрат стороны, ле

жащей против тупого угла, равен сумме квадратов двух 
других его сторон, сложенной с удвоенным произве
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дением одной из этих сторон на ее проекцию на дру
гую сторону.

Д а н о :  Д ЛВС — тупоуголь- В 
ный; Z.A — тупой; B D lA C  
(рис.  255).

Д о к а з а т ь :  ( B Q 2= (AB )2 +
+ (АС)2 + 2ЛС ■ AD, или а2 =  в2 +
+ с2 + 2Ьс'.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В прямо
угольном треугольнике DBC по рис 255 
теореме Пифагора:

( В С ) 2=  (B D )2 + ( D C ) 2. (1)

В прямоугольном треугольнике DBA по теореме 
П ифагора:

BD- = А В2-  A D 2 (2)
и, кроме того,

CD = A D  + АС.  (3)

Подставив равенства (2) и (3) в равенство (1), 
получим:

( В С)2= ( ( АВ)2 -  (A D)2) + (AD + А С ) 2
(ВС)2= (АВ)2— ( j i& f+  (^D)^+ 2AD ■ АС  + (АС)2 и тогда
(ВС)2= (АВ)2+ (А С )2+ 2AD ■ АС, или а2=  b2+ с2+ 2Ьс\ 

что и требовалось доказать.

Следствие. Квадрат стороны треугольника равен, 
меньше или больше суммы квадратов двух других его 
сторон в зависимости от того, будет ли противолежа
щий этой стороне угол прямым, острым или тупым.

По теореме Пифагора для пря 
моугольного треугольника с2- 
= а2+ Ь 2 (рис. 256).
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b
Рис. 257 Рис. 258

По теореме о квадрате стороны, лежащей против 
острого угла С, имеем:

с2= а 2+ Ь2— 2Ьс\ т. е. с2< а 2+ Ь 2 (рис. 257).

По теореме о квадрате стороны треугольника, ле
жащей против тупого угла С, имеем:

с2= а2+ Ь 2+2Ьс' , т. е. с1> а 2+ Ь 1 (рис. 258).

Верно и обратное утверждение.

Следствие 2. Угол треугольника будет прямым, ост
рым или тупым в зависимости от того, будет ли квадрат 
стороны, лежащей против этого угла, равен, мень
ше или больше суммы квадратов двух других сторон 
этого треугольника.

§ 8.10. Теорема о сумме квадратов 
диагоналей параллелограмма

т е о р е м а _________________________________________________
Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна 

сумме квадратов всех его сторон.

Д а н о :  ABCD— парал
лелограмм; АС  и /?/) — ди
агонали (рис. 259).

Д о к а з а т ь :  (АС)2 + 
+ ( B D ) 2 = ( А В ) 2+ ( В С ) 2 +  
+  ( C D ) 2 + (A D)2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ИзРис. 259
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точек В и С опустим перпендикуляры BE и СЕ на AD 
и ее продолжение. По теоремам о квадрате стороны, 
лежащей против острого угла А и тупого угла А  имеем:

Прямоугольные треугольники АВЕн CDE равны, т .к .  
их гипотенузы A B w C D  равны как противоположные 
стороны параллелограмма, а углы BAD и CDE равны 
как соответственные при A B\ \C D  и секущей AF. Из 
равенства этих треугольников следует, что АЕ =  DE. 
Сложим равенства (1) и (2): BD2 +  АС2 =  АВ2 + AD2 —
— 2 + AD2 + CD2 +  lAJX^AET' и поскольку AD = ВС 
и АЕ =  DF, получим BD + А С  =  АВ2 + ВО  + CD2 + AD2, 
что и требовалось доказать.

Вопросы для самопроверки

1. Что следует понимать под отношением двух от
р е з к о в 0

2. Какие стороны двух треугольников называют 
сходственны м и?

3. Что необходимо для подобия двух треугольников?
4. Что утверждает лемма о подобии треугольников?
5. Будут ли подобны два треугольника, имеющие по 

два равных угла?
6 . Подобны ли два треугольника, стороны которых 

пропорц и ональн ы ?
7. Будут ли подобны два треугольника, если по две 

стороны у них пропорциональны и заключают 
между собой по равному углу?

8. Для подобия каких треугольников достаточно ра
венства только одного острого угла?

9. Какие треугольники, имеющие по две пары про
порциональных сторон, подобны?

10. Какие два треугольника подобны всегда?
11. Каким свойством обладают высоты двух подоб

ных треугольников?

14 — Г е о м е т р и я ,  ч а с т ь  I 20 9

( BD)2=  (А В )2 + (A D )2- 2 ( A D )  • АЕ
(А С ) 2= (A D )2+ ( C D ) 2+ 2 A D  ■ DF.

(1)
(2)



12. При каких условиях подобны два многоуголь
ника?

13. Могут ли быть подобны многоугольники, не яв
ляющиеся одноименными?

14. Каким свойством обладают два подобных много
у гольника?

15. Какими способами подобные многоугольники 
могут быть разложены на подобные треугольни
ки?

16. Каким свойством обладают периметры подобных 
треугольников или многоугольников?

17. Что такое коэффициент подобия многоуголь
ников, треугольников?

18. Верны ли следующие утверждения: а) если два 
треугольника равны, то они подобны; Ь) подоб
ные треугольники равны; с) два треугольника, 
подобные одному и тому же треугольнику, по
добны; d) если два треугольника подобны, то тре
угольник, равный первому, подобен второму?

19. Подобны ли между собой два треугольника, если 
они отсекаются от данного треугольника двумя 
прямыми: а) параллельными одной и той же сто
роне треугольника; Ь) параллельными двум раз
ным сторонам данного треугольника?

20. Каким свойством обладают: а) стороны угла, пе
ресекаемые рядом параллельных прямых; Ь) две 
параллельные прямые, пересекаемые рядом пря
мых, исходящих из одной точки?

21. Каким свойством обладает: а) биссектриса внут
реннего угла треугольника; Ь) биссектриса внеш
него угла треугольника?

22. Какую особенность имеет биссектриса внешнего 
угла треугольника?

23. Пропорциональность двух пар сходственных сто
рон подобных треугольников ЛВС и Л,Ву С, выра-

АВ ВС ч жена пропорцией ------= ------- : а) верна ли про-
А \ в \ в \ с \

АВ А\В\  г» порция —  =  ——-? Выражает ли она пропорцио- 
ВС В \С\
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нальность сторон? b) Какая из двух пропорций 
дает коэффициент подобия?

24. Следует ли из пропорциональности сходственных 
сторон подобных треугольников пропорциональ
ность: а) сходственных высот; Ь) сходственных 
биссектрис; с) сходственных медиан?

25. Каким свойством обладает перпендикуляр, опу
щенный из вершины прямого угла на гипотенузу 
прямоугольного треугольника?

26. Какая зависимость существует между катетом пря
моугольного треугольника, его гипотенузой и 
проекцией данного катета на гипотенузу?

27. Какими свойствами обладают перпендикуляр, опу
щенный из любой точки окружности на диаметр, 
и хорда, соединяющая эту точку с концом диа
метра?

28. Сформулировать теорему Пифагора несколькими 
способами.

29. Как относятся между собой квадраты катетов пря- 
м оу гол ь н о го треу гол ь н и ка?

30. Указать пропорциональные отрезки в круге.
31. Каким свойством обладают: а) отрезки хорд, про

веденных через точку, взятую внутри круга; Ь) от
резки секущих, проведенных через точку, взя
тую вне круга?

32. Как формулируется теорема о квадрате стороны, 
лежащей: а) против острого угла; Ь) против ту
пого угла?

33. Если известны длины сторон треугольника, воз
можно ли установить, будет ли этот треугольник 
остроугольным, тупоугольным или прямоуголь
ным?

34. Как связаны длины сторон параллелограмма с 
длинами его диагоналей?

Тест №  8

1. Какие из данных отношений не равны единице? 
а) диагоналей ромба с прямыми углами; Ь) смеж
ных сторон параллелограмма со взаимно перпен



дикулярными диагоналями; с) гипотенузы прямо
угольного треугольника к медиане, проведенной 
к гипотенузе; d) средней линии трапеции к сум
ме ее оснований.

А) а, Ь, с; В) с, d; С) а, с; D) a, d; Е) Ь, с, d.

2. Какие из данных отношений равны i : а) мень
шего катета прямоугольного треугольника с углом 
в 60° к гипотенузе; Ь) хорды, стягивающей дугу 
в 60°, к хорде, стягивающей дугу в 180°, в одной 
окружности; с) разности оснований равнобедрен
ной трапеции с углом в 45° к ее высоте; d) отрезков 
диаметра, проходящего через середину хорды, стя
гивающей дугу в 1 2 0 °?

А) все; В) а, Ь; С) с, d; D) а, Ь, с; Е) a, b, d.

3. Найти отношение отрезков, если первый из них 
равен 18 дм, а второй на 40% больше первого.

А) В) С) А ; D) Е) f

4. Найти отношение отрезков, если один из них со
ставляет 65% второго.

13 7А) 2 0 ; В) С) определить нельзя; D) 0,6;

Е) 0 ,75.

5. Сколько пар пропорциональных отрезков имеется 
в разностороннем треугольнике с одной проведен
ной в нем средней линией?

А) одна; В) две; С) три; D) четыре; Е) ни одной.

6 . Сколько пар пропорциональных отрезков имеется 
в параллелограмме?

А) одна; В) две; С) ни одной; D) три; Е) четыре.

7. В треугольнике проекции боковых сторон на ос
нование равны 5 м и 9 м, а большая боковая сто
рона равна 15 м. На какие части эта боковая сто
рона делится перпендикуляром к основанию, про
ходящим через его середину?
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8 . Стороны треугольника 51 см, 85 см и 104 см. Про
ведена окружность, которая касается двух мень
ших сторон и имеет центр на большей стороне. На 
какие части большая сторона делится центром?

А) 30 и 74 см; В) 35 и 69 см; С) 32 и 72 см; 
D) 40 и 64 см; Е) 39 и 65 см.

9. В трапеции ABCD меньшее основание В С =  12 см. 
Диагональ АС  делится другой диагональю на от
резки: АО = 1 2  см и ОС = 8  см. Найти AD.

А) 16 см; В) 18 см; С) 21см; D) 20 см; Е) 24 см.

10. Подобны ли треугольники, если стороны их та
ковы: а) 2,7, 2,4, 1,8 м и 12, 16, 18 см; Ь) 4,
3, 2  дм и 16, 1 0 , 1 2  см; с) могут ли быть по
добны прямоугольные треугольники, если в од
ном из них отношение катета к гипотенузе рав

но i , а в другом отношение катета к гипотенузе
1 оне равно у !

А) а, Ь; В) Ь, с; С) a; D) а, с; Е) Ь.

11. На отрезке А В =  6  см дана точка С, расстояние 
которой от А равно 3,6 см. На продолжении от
резка А В за точку В найти такую точку Д  рас
стояния от которой до точек А и В соответствен
но относились бы как АС. СВ.

A) BD=  10см; /Ш = 1 6 см ; В) BD=  12см; A D — 16см;
С) BD~  12 см; A D =  18 см; D)Z?Z)= 8 cm; AD =  
=  15см; Е) B D =  16 см; AD = 2 0  см.

12. Стороны угла А пересечены двумя параллельными 
прямыми ВС и DE (точки В и D лежат на одной 
стороне угла). Определить АВ, если АВ + A D  =  
=  21 м; АС =  12 м; А Е =  16 м.

А) 8  м; В) 9 м; С) 7,5 м; D) 8,4 м; Е) 10 м.

A) и 11 \  м\  В) 4 и 11 м ;  С)  3,5 и 11,5 м;

D) 5 и Ю м ;  Е) 4,5 и 10,5м.
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13. Стороны угла А пересечены двумя параллельными 
прямыми ВС и DE (точки В и D лежат на одной 
стороне угла). Определить AD, если АС: АЕ =

= -jj : 0,6; BD =  12 дм.

А) 20 дм; В) 21дм; С) 18 дм; D) 22 дм; Е) 24 дм.

14. В трапеции ABCD боковые стороны АВ и CD про
должены до взаимного пересечения в точке М. Тре
буется определить отрезок ВМ, если А В =  1,2 м

и CD : С М =  I  : 0,25.

А) 1.9 м; В) 1,5 м; С) 2 м; D) 1.6 м; Е) 1,8 м.

15. В трапеции ABCD боковые стороны АВ и CD про
должены до взаимного пересечения в точке М. 
Определить CD. если А В : ВМ = 1 7 : 9  и C D ~ C M  =  
=  1 , 6  м.

А) 3,4 м; В) 3 м; С) 3,2 м; D) 3,1 м; Е) 3,5 м.

16. Основания трапеции 1,8 м и 1,2 м; боковые сто
роны ее длиной 1,5 м и 1,2 м продолжены до вза
имного пересечения. На сколько продолжены бо
ковые стороны?

А) 4.5 и 3.6 м: В) 3 и 2,4 м; С) 2 и 2,4 м; D) 3 
и 3,6 м; Е) 3,6 и 4,8 м.

17. Угол треугольника, заключенный между сторона
ми, равными 9 см и 6  см, разделен пополам. Один 
из отрезков третьей стороны оказался равным од
ной из данных сторон. Определить третью сторону.

А) 10 см; В) 15 см; С) 12 см; D) 14 см; Е) 9 см.

18. В треугольнике ABC: D — точка на стороне ВС. 
Узнать, делит ли прямая AD угол А пополам, если 
а) А В =  12 м; АС =  56 м и B C : B D =  14:3;  b) АВ =

=  -р| AC; B D = 2 м; D C =  4,5 м: с) А В =  6  м; 

А С =  28 м; BD =  j jB C .

А) да, нет, да; В) нет, нег, да; С) нет, нет, 
нет; D) да. да, да; Е) да, да, нет.

12 14



19. В равнобедренном треугольнике высота равна 
2 0  см, а основание относится к боковой стороне 
как 4 : 3 .  Определить радиус вписанного круга.

А) 9 см; В) 10 см; С) 8  см; D) 12 см; Е) 8,5 см.

20. Хорда Л £ = 1 5 с м ,  хорда А С — 21см и хорда 
В С =  24 см. Точка D — середина дуги СВ. Найти 
длины отрезков BE и ЕС, на которые делится хор
да ВС прямой AED.

А) 10 и 14 см; В) 12 и 12 см; С) 11 и 13 см; 
D) 9 и 15 см; Е) 8  и 16 см.

21. Стороны треугольника относятся как 4:5:6; мень
шая сторона подобного ему треугольника равна
0,8 м. Определить стороны второго треугольника.
А) 1 и 1,8 м; В) 1.5 и 1,8 м; С) 1.6 и 1,8 м; 
D) 2 и 2.4 м; Е) 1 и 1.2 м.

22. Стороны треугольника относятся как 2 : 5 : 4 ,  пе
риметр подобного ему треугольника равен 55 м. 
Определить стороны второго треугольника.
А) 8 , 27 и 20 м; В) 12, 25 и 18 м; С) 10, 25 и 
20 м; D) 9, 24 и 22 м; Е) 9. 25 и 21 м.

23. Дана трапеция ABCD (BC\\AD). О — точка пере- 
сечения диагоналей; B O . O D — 0,3 : -j , а средняя 
линия трапеции равна 29 см. Определить основа
ния и отношение АО: ОС.
А) 40 и 18 см; 20: 9;  В) 20 и 9 см; 2 0 :9 ;  С) 20 
и 9 см; 10:3:  D) 27 и 2 см; 3 : 1 ;  Е) 30 и 28 см; 
15 : 14.

24. Основания трапеции относятся как 5 : 9 ,  а одна 
из боковых сторон равна 16 см. На сколько надо 
ее продолжить, чтобы она встретилась с продол
жением другой боковой стороны?
А) 24см; В) 20 см; С) 21см; D) 18 см; Е) 25 см.

25. Стороны параллелограмма равны 2 м и 16 дм, рас
стояние между большими сторонами 8  дм. Опре
делить расстояние между меньшими сторонами.



А) 0,8 м; В) 1,2 м; С)  1 , 1 м ;  D)  0,9 м; Е) 1м .

26. Периметр параллелограмма равен 48 см, а его вы*- 
соты относятся, как 5 : 7 .  Определить соответству
ющие им стороны.

А) 10 и 14 см; В) 20 и 28 см; С) 14 и 10 см; 
D) 28 и 20см; Е) 15 и 21см.

27. Стороны одного четырехугольника относятся меж-
1 2ду собой как 1: ^ : у : 2. Периметр подобного ему 

четырехугольника равен 75 м. Определить сторо
ны четырехугольника.

А) 16, 8 , 19 и 32 м; В) 18, 9, 12 и 36 м; С) 20,
10, 5 и 40 м; D) 17, 8,5, 15,5 и 34 м; Е) 15, 
7,5, 22,5 и 30 м.

28. Катеты относятся как 5 : 6 ,  а гипотенуза равна 
122 см. Найти отрезки, на которые гипотенуза де
лится высотой.

А) 42 и 80 см; В) 48 и 74 см; С) 50 и 72 см; 
D) 44 и 78 см; Е) 52 и 70 см.

29. Катеты относятся как 3 : 7 ,  а высота, проведен
ная к гипотенузе, равна 42 см. Определить отрез
ки гипотенузы.

А) 9 и 49 см; В) 18 и 98 см; С) 27 и 147 см;
D) 21 и 49 см; Е) 24 и 56 см.

30. Сторона квадрата равна а. Чему равна его диаго
наль?

31. Стороны прямоугольника а и Ь. Определить ра
диус описанного круга.

А) В)
2



32. Катеты прямоугольного треугольника равны 16 см 
и 12 см. Определить медиану гипотенузы.

А) 20 см; В) 10 см; С) 25 см; D) 24 см; Е) 18 см.

33. В равнобедренном треугольнике основание равно 
4 см, а угол при нем равен 45°. Определить бо
ковую сторону.

А) 4л/2 с м ; В) 4 см; С) 2л/2 см; С)) 2 см;

Е) Зл/2 см.

34. Определить диагонали ромба, если они относят
ся как 3 : 4 ,  а периметр 1 м.

А) 3 и 4 дм; В) 6  и 8  дм; С) 4,5 и 6  дм; D) 9 и 
12 дм; Е) 1,5 и 2 дм.

35. Из одной точки проведены к данной прямой пер
пендикуляр и две наклонные. Определить длину 
перпендикуляра, если наклонные равны 41 см и 
50 см, а их проекции на прямую относятся как 
3 : 1 0 .

А) 60 см; В) 45 см; С) 40 см; D) 50 см; Е) 48 см.

36. Радиус круга равен 89 дм, хорда 16 м. Определить 
ее расстояние от центра.
А) 52 дм; В) 40 дм; С) 45 дм; D) 39 дм; Е) 42 дм.

37. Радиус круга — 25 см, две параллельные хорды 
равны 14 см и 40 см. Определить расстояние меж
ду ними.
А) 12 и 30 см; В) 10 и 50 см; С) 8  и 38 см; D) 16 
и 20 см; Е) 9 и 39 см.

38. Определить катеты, если биссектриса прямого угла 
делит гипотенузу на части в 15 см и 20 см.

А) 21 и 28 см; В) 18 и 24 см; С) 24 и 32 см;
D) 12 и 16 см; Е) 20 и 24 см.

39. В прямоугольном треугольнике катеты равны 13 дм 
и 84 дм. Определить радиус вписанного круга.

А) 5 дм; В) 10 дм; С) 7 дм; D) 8  дм; Е) 6  дм.



40. Определить вид треугольника, если его стороны 
2; 3 и 4.

А) остроугольный; В) прямоугольный; С) тупо
угольный; D) определить нельзя; Е) треугольни
ка с такими сторонами не существует.

41. В треугольнике определить третью сторону, если 
две другие образуют угол в 60° и соответственно 
равны 5 см и 8  см.

А) 8  см; В) 7 см; С) 7,5 см; D) 9 см; Е) 8,5 см.

42. Сторона треугольника равна 21 см, а две другие 
стороны образуют угол в 60е и относятся как 3 : 8 .  
Определить эти стороны.

А) 9 и 24 см; В) 12 и 32 см; С) 15 и 40 см; D) 8  

и 18 см; Е) 6  и 16 см.

43. В тупоугольном треугольнике большая сторона 
равна 16 см, а высоты, проведенные из обоих ее 
концов, отстоят от вершины тупого угла на 2  см 
и 3 см. Определить две другие стороны треуголь
ника.

А) 9 и 12 см; В) 10 и 12см;  С) 12 и 8  см; D) 12 
и 15 см; Е) 12 и 7 см.

44. Диагонали параллелограмма равны 17 см и 19 см, 
а стороны относятся как 2: 3.  Определить стороны.

А) 12 и 18 см; В) 6  и 9 см; С) 9 и 13,5 см; D) 10 
и 15 см; Е) 8  и 12 см.

45. Стороны треугольника равны 16 см, 18 см и 26 см. 
Найти медиану большей стороны.

А) 10см; В) 12см; С) 11см;  D) 13см; Е) 9см.

46. Хорда ВВС перпендикулярна радиусу ODA. О п
ределить ВС, если ОЛ = 25  см; AD =  10 см.

А) 42 см; В) 38 см; С) 35 см; D) 39 см; Е) 40 см.

47. Две хорды пересекаются внутри круга. Отрезки 
одной хорды равны 24 см и 14 см, а один из от



резков другой хорды равен 28 см. Определить ее 
второй отрезок.

А) 15 см; В) 12 см; С) 10 см; D) 14 см; Е) 18 см.

48. Из двух пересекающихся хорд одна разделилась 
на 48 см и Зсм,  а другая пополам. Определить дли
ну второй хорды.

А) 24 см; В) 30 см; С) 32 см; D) 16,5 см; Е) 35 см.

49. Радиус окружности 7 см. Из точки, удаленной от 
центра на 9 см, проведена секущая так, что дан
ной окружностью она делится пополам. Опреде
лить длину этой секущей.

А) 12 см; В) 9 см; С) 8  см; D) 10 см; Е) 7 см.

50. Из одной точки проведены к окружности каса
тельная и секущая. Определить длину касатель
ной, если внешний и внутренний отрезки секу
щей равны 4 см и 5 см.

А) 6  см; В) л/20 см; С) 9 см; D) 8  см; Е) 7 см.

51. Касательная равна 20 см, а наибольшая секущая, 
проведенная из той же точки, равна 50 см. Опре
делить радиус круга.

А) 22см; В) 19см;  С) 18см; О) 21см;  Е) 20см.

52. Из одной точки проведены к окружности каса
тельная и секущая. Сумма их равна 15 см. а вне
шний отрезок секущей на 2  см меньше касатель
ной. Определить касательную и секущую (ответ 
взять только в целых числах).

А) 6  и 9 см; В) 8  и 10 см; С) 8  и 12см; D) 13 и 
15 см; Е) II и 14 см.



Глава 9
ЗА ДАЧИ  НА П О С Т Р О Е Н И Е

D

§ 9 .1 .  П остроение многоугольника, подобного  
данному

Задача 1. П остроить многоугольник, подобный д а н 
ному, если одна  из сторон  равна отрезку  а.

Д а н о :  ABCDE  — д а н н ый  м ногоугольник; M N  =  а — 
сторон а  иском ого  м н огоугольн и ка ,  сходственная  ст о 
роне АВ (рис. 260).

П о с т р о е н и е .  На стороне А В от точки А отложим 
С АВ{ = а (если а > АВГ то то ч 

ка Вх распо л о ж и тся  на п р о 
должении стороны АВ). П ро
ведем из точки А все возмож
ные д и аго н али  м н о го у го л ь 
ника ABCDE.  Через точку В, 
п р о в е д е м  В^С{\ \ВС,  ч е р е з  
точку С, проведем С,Z), || CD 
и через  точку  Z), п роведем  
/),£, || DE. П олученны й  м н о 
гоугольник  АВ ClDlE} п о д о 
бен ABCDE.  Д ей ствительн о , 
LA — о б щ и й ;  L B  =  L B X как  

с о о т в е т с т в е н н ы е  при п ар ал л ел ь н ы х  ВС и и с е 
кущей АВ; L E  =  L E X как  со о тветствен н ы е  при п ар ал 
л е л ь н ы х  DE  и D lE] и секу щ ей  АЕ; L C — L C V т . к .  
L C X= LI + L2  и L C = L  3 + Z 4,  п р и ч е м  L \ = L 3  и 
L2  =  L4  как со о т в е т с т в е н н ы е  при п ар ал л ел ь н ы х  ВС 
и BXC V CD и С,/), и секу щ ей  АС.

L D =  L D v t .  к .  L D  =  Lb  +  L l  и L D =  Lb +  L%, п р и 
чем Z5 =  Lb  и L l  =  Z 8  как  со о т в ет с т в ен н ы е  при п а 
р ал л ел ьн ы х  CD и C XDV DE и /) ,£ , и секу щ ей  AD.

По л е мме  о п одоби и  А А В ХС Х <^/ААВС. Из их п о 
добия:
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А В , В\С\ A C  |
АВ ВС A C

д А С Хя , С/о Д ACD. Из их подоб ия:
А С , C\D\ A D ,

АС CD / 1 0  ’

д A D } от Д ADE. Из их подоб ия:
A D , А Е |

AD DE

Л Ci
В равенствах  (1) и (2) есть общ ее о тн о ш ен и е  у г !

AD\
а в равенствах  ( 2 ) и (3) есть равн ы е о т н о ш ен и я

С л ед о ва тел ьн о ,  из ( I ) ,  (2) и (3) следует , что

А В Х _  Я, С, _ C l D] _  Dl E i _  А Е ,
АВ ВС CD DE АЕ '

Итак,  у о д н о и м е н н ы х  м н о г о у г о л ь н и к о в  ABCDE  и
AB,C,D,E,  равны углы и пропорциональны сходственные 
стороны, следовательно, эти многоугольники подобны.

Эта задача мо же г  быть и с п о л ь зо в а н а  как  пр име р  
разлож ени я  подобны х м н о го у го л ьн и ко в  на подобны е 
треугольники делением многоугольников диагоналями, 
проведенными из какой-либо вершины многоугольника.

§ 9 .2 .  Деление отрезка на пропорциональные 
части

Задача 2. Д ан 
ный отрезок раз
делить на части, 
п р о п о р ц и о н а л ь -  
ны е  т : п : р : q 
( где пи п, р , q — 
д а н н ы е  о трезки  
или данные  ч ис 
ла)  (рис.  261).
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Д а н о :  АВ — о тр езо к ;  т, п, р , </ — д а н н ы е  о тр езк и  
или числа.

П о с т р о е н и е .  Под произвольным углом к АВ про
ведем луч AD,  на ко то р о м  от то ч ки  А о тл о ж и м  о т 
р езк и  А С = т :  С Е = п ;  E F = p  и F K = q .  Т очку  К с о 
е д и н и м с т о ч ко й  В и через  точки  F. Е и С проведем  
п р я м ые  FFr  £ £ ,  и СС,, п ар ал л ел ь н ы е  ВК.

По о б о б щ е н н о й  тео р ем е  Ф ал еса  им еем , что о т р е 
зок АВ разбился на части, пропорциональны е т , /г,/?, q, 
т. е. А С, : С, Ех : £, F} : FtB = т : п : р : q.

Если пи п, р и q — д а н н ы е  чи сла ,  то п о стр о ен и е  
в ы п о л н я ет с я  а н а л о г и ч н о ,  с т ой л и ш ь  р а з н и це й ,  что 
на луче AD о т к л ад ы в аю т ся  о т р езк и ,  р а в н ые  т: /?; р: 
q п р о и зв о л ьн ы м  е д и н и ц а м и зм ерени я .

§ 9 .3 .  Построение четвертого отрезка, 
пропорционального трем данным

Задача 3. П о с т р о и т ь  ч етвер ты й  о т р езо к ,  п р о п о р 
ц и о н ал ь н ы й  трем д а н н ы м  отрезкам  а, Ь, с.

Итак ,  следует найт и  о тр езо к  х, чтобы а, Ь, с и х 
у д о вл етво р я ли  п р о п о р ц и и  а : b =  с : х.

Д а н о :  а, Ь, с — д а н н ые  отрезки .
П о с т р о е н и е .  На сторонах  п р о и зв о л ьн о го  L BAC

о т л о ж и м  AD =  a и 
DE = с на с т о р о н е  
АС  и AF  =  b — на 
с т о р о н е  АВ  ( рис .  
262). Соединим точ
ки F и D и через  
т о ч к у  Е п р о в е д е м  
ЕК\\ FD, тогда fA '=x. 

Д е й с т в и т е л ь н о ,
_ _ „ , AD ОЕ а с

по о б о бщ ен н о й  теореме Ф алеса  -— = — , т. е. -  = —,
Л F  FК b х

ос
или х = — .

а
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§  9 . 4 .  П о с т р о е н и е  ср ед н ег о  о т р е зк а ,
п р о п о р ц и о н а л ь н о го  двум  дан ны м

Задача  4. П остроить  отрезок , средн и й  п р о п о р ц и о 
нал ь ный  между двумя д а н н ы м и  отрезкам и  а и b , т. е. 
х 2 — ab.

Д а н о :  а и Ь — отрезки  (рис. 263 а).
1-й с п о с о б  п о с т р о е н и я .  На произвольной пря

мой AD отлож им  А В = а и ВС -  Ь (рис.  263 б). На от-
а + b

резке  АС как  на д и ам етр е  рад и у со м , р а в н ым —— , 
п роводим  п олуокруж ность .  _____ о

Из точки В проведем пер- д Ь | 
п е н д и к у л я р  ВМ  к АС,  где а)
М — точка ,  л еж ащ ая  на о к -  М
руж н ости . ВМ  и есть и с к о 
м ы й о т р е з о к  х, т. к. ВМ- =
=  А В ■ ВС , т. е. х 2 =  ab , а тогда

х = yfab (исходя из следствия
2  к м етр и ч еск и м  с о о т н о ш е 
ниям между элементами пря- рис - ^ 3  

м оугольного  треугольни ка) .
2-й с п о с о б  п о с т р о е н и я .  На произвольной пря

мой AD  от то ч ки  А о тк л ад ы в аем  о тр езк и  А В =  а и 
А С  = b (рис.  264). На б ольш ем  из этих о тр езк о в  (а)  
строим полуокружность. Из точки С проводим СМ 1 АВ 
и точку  М, леж ащ у ю  на о к р у ж н о с т и ,  с о е д и н я е м  с 
точкой А. Хорда AM— сред
няя пропорциональная ве
л и ч и н а  между АС  и АВ , 
т. е. АМ- = А С  ■ А В , или  
x 2 =  ab (следует из того же 
следствия 2  к метрическим 
соотнош ениям между эле
м ентам и  прям оугольного  
треугольника).

б)

Рис. 264
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Глава 10
ТРИ ГО Н О М Е Т РИ Ч Е С К И Е  
Ф У Н К Ц И И  ОСТРОГО УГЛА

§  1 0 . 1 .  О п р е д е л е н и е  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  
ф ун к ц и й

Расс м отри  м и ря м оу гол ьн ы й 
т р е у г о л ь н и к  ABC,  сто р о н ы  к о 
то р о го  а, Ь, с (рис.  265).

Рис. 265

О п р е д е л е н и е .  Синусом данного угла называется  
отношение катета,  противолежащего этому углу,  к 
гипотенузе:

А С1 Г) Ьsin Л =  - ;  sin В =  - .

О п р е д е л е н и е .  Косинусом данного угла называется 
отношение катета,  прилежащего к этому углу,  к г и 
потенузе:

Л Ь П °cos Л =  - ;  cos В — - .

О п р е д е л е н и е .  Тангенсом данного угла называется 
отношение катета,  противолежащего этому углу,  к 
прштежа щ ему к а те ту:

tg Л =  j ; tg В =  - .
о а

О п р е д е л е н и е .  Котангенсом данного угла назы 
вается отношение катета,  прилежащего к этому углу,  
к катету противолежащему:

ctg А =  — ctg В = -
а b

Из о п р ед ел ен и й  синуса ,  к о си н у са ,  т ан ген са  и ко- 
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тангенса острого угла можно вывести соотношения меж
ду катетам и или ги потенузой  и катетом  п р я м о у г о л ь 

ного треугольника. Из того, что sin Л =  - ,  следует (=>),
с

А ачто а = с • sin А и с = ------.
sin А

А н а л о г и ч н о ,  из  т о го ,  что  sin В =  -  => b =  с ■ sin В
с

и с =  - —- .  Итак, 
sin в

1 ) катет прямоугольного треугольника равен про
изведению гипотенузы на синус угла,  противолежаще
го этому катету;

2 ) гипотенуза прямоугольного треугольника равна  
частному от деления катета на синус противолежа
щего ему угла.

Из определения cos А =  — следует, что b =  с • cos А;
ьс = ------ .

cos А
А налогично, из определения cos В = -  следует, что

с
а = с -cos В\ с = ------ . Итак,

c o s  В

3) катет прямоугольного треугольника равен про
изведению гипотенузы на косинус угла,  прилежащего  
к этому катету;

4) гипотенуза прямоугольного треугольника равна  
частному от деления катета на косинус угла,  приле
жащего к этому катету.

Из того, что tg А = ~ ,  следует , что а = b ■ tg А; из
b ь

того , что tg В = -  => b =  а • tg В.
а ьА из того, что ctg А — — следует , что b =  а • ctg А;

а
из того , что ctg В =  -  => а =  b • ctg В. И так ,

ь
5) катет прямоугольного треугольника равен про

изведению другого катета на тангенс угла,  противо
лежащего первому катету, или на котангенс угла, при
лежащего к нему.

1 5 — Г е о м е т р и я . ч а с т ь  1



т е о р е м а _________________________________________________
Величины sin A, cos A, tg A, ctg А не зависят от 

длины сторон прямоугольного треугольника при неиз
менной величине угла А.

Д а н о :  п рям оугольны е треугольники  ABC  и А ХВХС}\ 
LA = L A { ( р и с .266).

Д о к а з а т ь :  sin А — sin А,;
cos А =  cos  A t; 
tg А — tg A t; 
ctg A =  ctg A r

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р ям о у го л ьн ы е  т р еу го л ь н и 
ки ABC  и A l BlC l п о д о б н ы  (со), т. к. имею т по одном у 
равном у острому углу. Из подобия треугольников  сл е 
дует п р о п о р ц и о н ал ьн о сть  сходственны х сторон:

С,

вс  
в, с,
АВ  

А ,5, 
ВС  

Я,С,

АВ

А Л

А С

А\СХ
А С

А\С\
АВ

А\В\
ВС

в,с,

ВС

А С

АВ

АС

Рис. 266

В,С,
А\С  

А, В

A,С
B,С

АВ

ВС

А х В 

А, В

В,С

» т. е. sin А =  sin А {;

, т. е. cos А — cos A t; 

, T . e . t g A  =  tg A,;

» т. e. ctg A =  ctg A y

т е о р е м а _________________________________________________
С увеличением угла А величины sin А и tg А возра

стаю т, a cos А и ctg А — убывают.

Д а н о :  п р ям оугольны е тр еу го л ьни ки  ABC  и ADE\  
LB A C <  LDAE\ AD=AB  (радиусы окружности) (рис. 267).
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Д о к а з а т ь :  1) sin A B A C  < sin A  DAE:
2) cos  ABAC  > cos  A D A E ;
3) tg ABA C  < tg A DAE;
4) ctg ABA C  > ctg /..DAE. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определен и ю  синуса о ст 
рого угла:

RC
1) sin АВАС =  ——; sin A DAE—

A D
D E

A D
но AB = AD,  а В С < DE,

тогда sin ABAC  < sin A DAE.
AC

cos A  DAL '■2) cos ABAC — 1D, ' AB
AE  
AD

D

В

/  F

Г Г

E

Рис. 267

С
но A B = A D ,  a AC  > AE,  

тогда cos ABAC > cos A  DAE.
3) Из п о д о б и я  т р е у г о л ь н и 

ков  AFE  и A B C  с л е д у е т ,  что

— - = ~ ’ а тогда tg А  ВАС =  tg A F A E .  
а в  A t

DE
tg ADAE =  - - ^ , но D E > FE, поэтому tg a DAE> tg AFAE,

а тогда tg ABAC  < tg A  DAE.
4) Ан а л о г и ч н о ,  из п о до б и я  т р еу го л ь н и к о в  AFE  и

ABC  следует, что
АС АЕ
ВС ЕЕ

, и тогда ctg ABAC — ctg AFAE.

ctg A  DAE
AE
DE

но D E >  FE, п о это м у  ctg A  DA E<

< ctg A  FAE и тогда ctg a B A C >  ctg A  DAE.
Итак, каждому углу а  соответствует некоторое з н а 

чение каждого из о тнош ений: sin a ;  cos а ; tg а  и ctg а. 
С л ед о ва тел ьн о ,  д а н н ы е  о т н о ш е н и я  яв л яю т с я  ф у н к 
ц и я ми  угла. Эти ф у н к ц и и  н азы ва ю т ся  тригоном ет 
рическими функциями,  а угол с/. — их аргументом.

§ 1 0 ,2 .  Основные т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  
тож дества

Эти тождества вы раж аю т с о о тн о ш е н и я  между т р и 
го н о м етр и чески м и  ф у н к ц и я м и  одного  и того же угла
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и п о зв о л я ю т ,  если  и зв е ст н а  в ел и ч и н а  о д н о й  из этих 
ф у н к ц и й ,  н аходить  зн ач ен и я  трех остальны х.

Тождество 1. С ум м а квадратов  си н у са  и ко си н у са  
одного  и того же угла равна  1 (рис. 268)

s i n - a  + c o s 2a  =  1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По о п р ед ел ен и ю  си н у са  и 
косинуса угла а  в прямоугольном треугольнике ЛВС имеем:

а b
sin а  =  -  ; cos a  =  -  .

с с
М  (ь\Тогда sin2a  + cos2a  =  “ I + -  -

_  a 2 b2 _  a 2 + b2
2 2 2 С С с

Piic. 268

По теореме П и ф аго р а  а2+ b2= с2 
и потому: s in 2a  + c o s2a  =  1 , что и 
требовалось  доказать.

Тождество 2. Т ан ген с  острого  угла равен  о т н о ш е 
н ию  си н уса  к к о си н у су  этого  угла

sin a
tg  a  =

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По о п р ед ел ен и ю  sin a  =  -  и
са

b sin а  с й г-, аcos а =  -  и тогда ------= — = - .  По определению tg a  =  - ,
с cos a b b  b

сл ед о в ательн о ,  tg a  =

Тождество 3.  К о т ан ген с  острого  угла равен  о т н о 
ш ен и ю  ко си н у са  к си н усу  этого  угла

cos a
ctg a  =

sin a

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По о п р ед ел ен и ю  s in a  = -  и
с
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ь cos a  с b TI cos a  = -  т о г д а  —-----= — = Н о по о п р е д е л е н и ю
с sin a  a a

с
b „  cos a

c t g a  = - .  С лед о вател ьн о ,  ctg a  = - — .
a sin a

Тождество 4. П рои зведен ие  тангенса  и котангенса  
одного  и того же угла равн о  1

tg а ■ ctg a  = 1 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из  т о ж д ес тв  2 и 3 и м еем :
sin a  . cos a  

tg  ОС =  ---------- И Ctg a  =  ------- .
cos a  sin a

skra , _
Тогда tg a  • ctg a  = ——------------- 1, что и тр еб о вал о сь

д о казать .

Следствие.  Т ан ген с  п р о и зво л ьн о го  угла есть вел и 
чина,  об р атн ая  ко тангенсу  того же угла, и н аоб орот

tg a  = ——̂ ;
ctg a

ctg a  = —— .
tg a

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По тождеству 4: tg a  ■ ctg a  = 1,

и потому tg a  = 1 и ctg a  = —— .
ctg a  tg a

Тождество 5. С умма е д и н и ц ы и квадрата тан ген са  
п р о и зв о л ь н о го  угла есть в ел и чи н а ,  о б р атн ая  к в а д р а 
ту косин уса  этого  угла

1 1 1
1 + tg“a  =

2
cos a

_  _  _ sin a
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По  тож деству  2 : t g a  = -—— ,

cos a
/ . \ 2  . 2  2 . 2  

, ■) . [ sin a  | . sin a  cos a  + sin a  
тогда 1 + tg"a = 1 + ------ = 1 -1- — -— = --------- ---------, но

cos a 2
cos a  cos a
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по тож деству  1: s in 2 а  + cos 2 a =  1, и п отом у  1 -I- tg2a  = 

= — -— , что и тр еб о вал о сь  доказать .

Тождество 6. С у м м а  е д и н и ц ы  и к в ад р ата  к о т а н 
генса произвольного угла есть величина, обратная квад
рату синуса этого  угла

. 1 1i + ctgcx = ——— .

п  п  "> ♦ cos схД о к а з а т е л ь с т в о .  По  тож деству  3: ctg а  = ------
sin а

, | cos а  I . cos а  sin" а  +  cos а  
+  Ctg'CX = 1 + 1 -------- 1 = 1  +

in а.тогда
sin а sin а

По тождеству 1 sin2а  + cos2а  =  1, и потому 1 + ctg2a  = 
!=  ̂ , что и тр еоовалось  доказать.

s in “ а

Больш ое п р и м ен ен и е  имеет следую щ ая теорема.

т е о р е м а ___________________________________________________
Д ля любого острого угла/

sin (90° — а )  ~ cos  ос; 
cos (90° — а )  =  sin а .

Д а н о :  п р я мо у г о л ь н ы й  т р е у г о л ь 
ник АВС\  Z  А =  а  (рис. 269).

Д о к а з а т ь :  sin (90° — а )  =  cos а ;
cos (90° -  а )  =  sin а .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В прямоуголь
ном треугольнике сумма двух его о с 
трых углов равн а  90°, и тогда L B  =  
=  90° -  а ,  п о ск о л ь к у  LA  =  сх.

По о п р е д е л е н и ю  с ину с а  и к о с и 
нуса углов а  и 90° — а  имеем:

а
Рис. 269

sin а  = -  ,
с
bcos а  = - ,

(1)

(2 )
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sinzZ? = sin (90 -oc) = - ,  (3)
с

co sz .5  = cos(90 - « )  = - .  (4)с

Тогда из (1) и (4) следует, что sin a  =  cos (90е — a) =  ^  ,

а из (2) и (4) следует, что cos a  =  sin (90° — a )  =  -  ,

что и требовалось доказать.
Ф орм улы  sin a  = cos (90° — с/.) и cos а  =  sin (90° — a )  

н азы ваю тся  формулами приведения,  а углы а  и [3— 
дополнительными  до 90°.

На плоскости ху  рассмотрим 
о кр у ж н о сть  с ц ен тр о м  в н а 
чале ко о р д и н ат  и радиусом R.
Пусть точка  А с к о о р д и н а т а 
ми х и у  р ас п о л о ж е н а  в вер х 
ней полуплоскости , т. е. полу
плоскости , где у  > 0 (рис. 270).

З н а ч е н и я  sin a,  cos a., t g a .  
ctg а  для острого  угла а  в ы р а
жаются через координаты  точ- Рис. 270 
ки А:

co sa  = —; s in a  = —; tg a  = —; ctg a  = —.
R R x У

Определим теперь значения тригонометрических фун
кций  лю бого  угла с п о м о щ ью  ф о рм ул . ( И с к л ю ч а ю т 
ся значения tg а  для угла a  =  90° и ctg а  для углов a  =  0° 
и а  = 1 8 0 ° . )  При  так о м  о п р е д е л е н и и  sin 90° =  1, 
cos  90° =  0, c tg  90° =  0; sin  1 80° =  0, cos  1 80° =  — 1, 
ctg 180° =  0. С чи тая ,  что со в п ад аю щ и е  лучи образую т 
угол 0 °, будем иметь: sin 0 ° =  0 , cos 0 ° =  1 , tg 0 ° = 0 . 
теорема  ________________________________________________

Д ля  любого угла а  при 0° < а  < 1800:

sin (180° -  a )  =  sin a:  ctg  (180°  -  ъ)  = - c t g  a;
cos ( 18 0 ° -  a ) =  - c o s  a; tg (180°  -  a ) =  - t g  a;
при a  ^ 90
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Д а н о :  круг О; ОА =  ОА{ = 
=  180° — а  (рис. 271).

Д о к а з а т ь :  s i n ( 1 8 0 °  —а)  
c o s (180° -  а )

R\ / - А О В = а ;  £ А .О В  =

А.(х„ у А(х, у)

Рис. 271

sin а;
—cos  а;

ctg ( 1 80° — а) =  —ctg а, при 0 ° < а  < 1 80°; 
tg (180° — а )  =  — tg а,  при  а  *  90°.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рас
с м о т р и м  п р я м о у г о л ь н ы е  
АОАВ и АОАхВ}. В них рав
ны гипотенузы  О А =  ОАх =  
=  R и острые углы: А.АОВ — 
=  / -АхОВх =  а ,  а тогда эти 
т р е у г о л ь н и к и  р а в н ы.  Из  
равенства этих треугольни
ков следует, что АВ =  А 1В1, 
т. е. у  =  у х и OB =  OBv сл е
д о в а т е л ь н о ,  х =  —х..

У1 УП оэтом у sin (180° — а )  =  — = — =  sin а ,К К

c o s (180° — а)  

Тогда tg (180° — а )  =  

ctg (180° -  а )  =

R R
sin ( 1 8 0 ° - а )

Л'
—cos а.

c o s (1 8 0 ° -  а )  

cos (1 8 0 ° -  а )

sin а

- cos а  

-  cos а

s i n ( 1 8 0 ° - a )  sin а

= —tg а  и 

=  - c t g  а ,

что и требовалось  доказать .

§ 1 0 .3 .  Значения тригонометрических  
функций углов в 30°, 45° и 60°

1. Найдем значения тригонометрических функций для 
угла 30°.

В прямоугольном треугольнике ABC LA =  30° (рис. 272 а). 

sin А =  sin 30° =  — , но а =  ^  по св о й ств у  катета ,  л е 

ж ащ его  п ротив  угла в 30°.
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sin 30° =

В прямоугольном треугольнике ABC  по 
теореме П и ф аго р а  вы числим  катет Ь\

b = л/с2 -  а 2 = | г 2 “ |[-) 1 J
1 1 V

4 с — с" сл/з

~Т~

Тогда

>  ̂ 2  ^  cos /1 = cos 30 = — = —*=— = —
с с 2

ЩЛ t g 3 ° I c f i  Я  з

Рис. 272 о

cos 30° =

t g 3 0 " = 4

ctg 30 = л/3

сл/з
ctg /1 = ctg 30 = -  = — = л/3.а с  

2

2. Найдем значения тригонометрических функций для 
угла 60°.

В п р я м о у г о л ь н о м  т р е у г о л ь н и к е  A B C  А В =  60° 
(рис.  272 б).

Тогда
с Уз

• П • / а 0 b 2 Л  sin 5  = sin 60 = -  = —  = —
с с 2

' /Г А0  ^sin 60 = —

cos 60° = -
2 Рис.  272 б



:ГЗ

tg В =  tg60° = -  = ——  = л/з.
а с 

2

tg 60° = л/3

с
Гзctg В = ctg 60“ = j  =  —j j  = -  — ctg 60 = —

3

Значения тригоном етрических ф ункций  для угла 60° 
м о ж но  вы ч и сл ить ,  и сп ользуя  ф орм улы  д о п о л н и т е л ь 
ных углов: sin 60° =  cos (90° — 60°) =  cos 30° и cos 60° = 
=  sin (90° — 60°) =  sin 30°.

3. Найдем значения тригонометрических функций для 
угла 45°.

В прям оугольном  треугольнике 
ABC LA =  45° (рис. 272 в). Тогда и 
L B =  45°, и п о это м у  катеты  а и 
b равны между собой. По теореме 
П и ф а г о р а  из А ЛВС: а 2 +  а 2=  с2;

С~ СС 2а 2 =  с2; а- =  — , а тогда а -  _
2  V2

:\2 = ь.

Тогда

А Г  О “sin 45 = -  =

cos 45 = -
с

с\2
1

А
1

V2 _
~>

л - о  yj2sin 4:> = —

f lcos4:> = —?

А - О  IItg 4э = -

су! 2 
7

h cV2

tg45 -  1

ctg 45 = -  = 1;
а cm 45° = 1

234



Все полученны е зн ач ен ия  о ф орм и м  таблицей .

Углы
ф у н к щ ^ ^ 30° 45° 60° 90° 0° О

С
О

sin 1
2

72
2

7 з

2
1 0 0

cos 7 з

2
72
2

1
2 0 1 -1

tg
7 з

3
1 лЯ не сущ. 0 0

ctg л/3 1 7 з

3
0 не сущ. не сущ.

§  1 0 .4 .  Т ео р ем а  к о с и н у со в

т е о р е м а _______________________________________________ _
Во всяком треугольнике квадрат любой стороны  

равен сумме квадратов двух других его сторон без уд
военного произведения этих сторон на косинус угла 
между ними.

1 -ii с л у ч а й :  LA — о с т 
ры й.

Д а н о: А ЛВС  (рис. 273).
Д о к а з а т ь :  ВС~ =  А В +

+ А С  — 2АВ АС ■ cos А или 
( а 2 = h- + с2 — 2Ьс ■ cos А).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По 
теорем е о квадрате  с т о р о 
ны, л еж ащ ей  п ротив  острого  угла: 

а 2 =  с2 + b2 — 2 Ь с \

где с' — проекция стороны АВ  на AC (B D lA C ) .  Из п р я
м оугольного  тр еу го л ьн и ка  ABD  находим катет с':

с' — с ■ cos  А (2)

b
Рис. 273

(1)
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(катет  равен  п р о и з в е д е н и ю  ги п о тен у зы  на cos угла, 
п р и л е ж ащ е го  к этом у катету).  П о д стави в  (2) в (1) ,  
п олучи м  а2 =  Ь2 +  с2 — 2Ьс ■ cos А.

2-й с л у ч а й : L А

Рис. 274

тупой.
Д а н о :  A ABC  (рис. 274).
Д о к а з а т ь :  В С ' = А В '  + 

+ А С '  — 2 А В ■ A C -  c o s / l ;  
( а 2 =  Ь2 + с2 — 2Ьс ■ cos  А).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По те
ореме о квадрате стороны, л е 
ж ащ ей  п р о т ив  туп ого  угла, 
имеем:

а 2 =  с2 + Ь2 + 2 Ьс', ( 3 )

где с' — проекция АВ на AC { B D l A C ) .  Из п рям оуголь
ного  т р еу гол ьн ика  ABD: L BAD =  ( 180° — Z.A), и т о г 
да с ' =  с ■ cos L B A D =  с -  cos  ( 1 8 0 ° — LA)\

с '  = — с  • cos а  (4 )

(по ф орм уле п р и в ед ен и я  cos ( 1  80° — а )  =  — cos а) .
Подставим (4) в (3), получим: а2= Ь2 + с2 + 2Ь(~с ■ cos А), 

отсю да а2= Ь2 +  с2 — 2Ьс • cos А.

3-й с л у ч а й :  А А — п р ям о й .
Д а н о :  A ABC  (рис. 275).
Д о к а з а т ь :  ВС =  A В~ + АС -  2АВ ■ A C  cos  А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из  п р я м о 
угольного  тр еу го л ьн и ка  ABC  по т е о 
реме П и ф агора :  ВС2 =  А В2 +  АС 2, или 
а 2 — Ь2 +  с2, т а к  ка к  L А =  90°,  а 
cos 90° = 0, то 2Ьс ■ cos 90° =  0, с л е 
д о в а т е л ь н о ,  а 2 =  Ь2 + с2 -  2Ьс ■ cos  А 
верн о  и для этого  случая.

С Итак ,  како в  бы ни был угол тре- 
^ 5  у г о л ь н и к а  ( ос т рый,  т упой или п р я 

мой) ,  в е р н о  р а в е н с т в о  а2= Ь 2+ с 2 —
-  2Ьс • cos А, а тогда верны и следую щ ие равенства:
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b2 =  a2 +  с2 — 2ac  • cos B, 
c2 =  a2 +  b2 — l a b  ■ cos C.

§ 1 0 .5 . Теорема синусов

Лемма.  В треугольни ке  о тн о ш ен и е  лю бой  его с т о 
р оны к синусу  п р о ти в о л еж ащ его  угла равн о  д и а м е т 
ру о п и с а н н о г о  око л о  тр еу го л ьн и ка  круга.

1-й с л у ч а й :  LA — остры й.
Д а н о :  А АВС\  О —о п и с а н н ы й  круг; BD — диаметр; 

BD — 2 R ( р и с .276).

Д о к а з а т ь :  - ^ — = 2 R, или -^— - 2 R.
sin A sin А д

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соединим 
точки С и D. Полученный A CBD — 
прямоугольны й, т. к. L B C D =  90° 

как  в п и с а н н ы й  в о к р у ж н о с т ь  и 
о п и р а ю щ и й с я  на диам етр  BD.

Из п р ям о у го л ь н о го  т р е у г о л ь 
н и к а  BCD: ВС  =  ВD • s in D =
= 2 R ■ sin D. Но L D  = LA как в пи
с а н н ые  в о к р у ж н о с т ь  и и з м е р я 

ю щ и е с я  -  и  ВС.  Ит а к ,  ВС = 2 R s in А => ------
2 sin А

Рис. 276 
ВС = 2 R.

sin А
= 2R.  Теорема для острого угла A ABC  доказана .

2-й  с л у ч а й :  LA — тупой. 
Д а н о :  A ABC — ту п о у го льн ы й ;

О —о п и с а н н ы й  круг;  BD — д и а 
метр; BD =  2R (рис. 277).

вс

sin А

Д о к а з а т ь :  

= 2R.
sin А

= 2 R, ил и

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С оединим 
точки  С и D. Рассм отрим  п р ям о - Рис. 277
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у го л ьн ы й  A B C D  {/LBCD =  90° как  в п и с а н н ы й  в о к 
р у ж н о сть  и о п и р а ю щ и й с я  на д и а м ет р  о к р у ж н о с т и ) :  
ВС = BD ■ sin D — 2R • sin D , но l A +  L D =  180° как сум 
ма п р о ти во п о л о ж н ы х  углов в п и сан н о го  в окруж ность  
ч еты рехугольника . Тогда, sin D =  sin (180° — А) =  sin А 
(по  ф орм уле  п р и в е д е н и я  sin (180° -  ос) =  sin а).  Т о г 

да ВС =  BD • sin А, или а =  2R • sin А, а тогда ——  = 2 R,
sin А

что и требовалось  доказать .

3-й  с л у ч а й :  LA — п р ям ой .
Д а н о :  A ABC — прямоугольный; О —опис анный круг 

(рис.  278).

Д о к а з а т ь :  - t —  = 2R, и л и  —̂ — = 2 R.
sin A sin А

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В прямо-
у г о л ь н о м  т р е у г о л ь н и к е  A B C
LA  =  90° и,  ка к  в п и с а н н ы й  в
о к р у ж н о с т ь ,  о п и р а ет ся  на д и -

С а метр, т. е. ВС = 2  R, а =  2R,  но
sin А =  sin  90° =  1, а п о т о м у

a =  2R s i n A ,  т. е. —̂ — = 2R.
sin А

Итак ,  тео р ем а  верна  для про- 
Рис. 278 и зво л ь н о го  угла.

т е о р е м а ______________________________________________ __
синусов

Стороны треугольника пропорциональны синусам про
тиволежащ их углов.

Д а н о :  A ABC  (рис. 279).
п а bД о к а з а т ь :

sin A sin Вс
sin С
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По 

лемме для произвольного  угла 
A ABC  отн ош ен и е его стороны 
к с и н у с у  п р о т и в о л е ж а щ е г о
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угла равно диаметру о п исан ного  круга, т. е. — = 2R\
sm А

- 2 R\ —~~z -  2R- а то гд а  —̂  = —̂ — = —̂— = 2/?.
sin В ’ sin С sin A sin В sin С

что и требовалось  доказать.

§ 1 0 .6 .  Теорема Стюарта

А н г л и й с к и й  ма т е ма т и к  М. Стюарт  ( 1 71 7 — 1785) 
о п у б л и ко в ал  эту теорем у в 1748 году в труде « Н е к о 
торы е общ ие теоремы », где впервы е ее доказал .  Т е о 
рема С тю арта прим ен яется  при вы чи слен ии  длин  м е 
д иан  и биссек тр и с  треугольни ка .

т е о р е м а _________________________________________________
Если А, В и С — вершины А ЛВС, а точка D лежит  

м еж ду В и С, то им еет м есто  соотн ош ен и е  
A D 2 B C = A B 2* CD + A C 2 B D - B C  B D • CD.

Д а н о :  ААВС\  то ч ка  D 
л е ж и т  м еж д у  В и С 
(рис.  280).

Д о к а з а т ь :  AD 2 • ВС =
= А В 2 • CD  +  А С 2 ■ BD -
-  ВС ■ BD CD.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из 
треугольни ка  ABD  по теорем е ко син усов  следует:

AD2 = АВ2 + BD2 -  2АВ  ■ BD • cos В. (1)

Из треугольни ка  ABC  по теорем е косин усов  следует:

А С 2 = АВ2 + ВС2 - 2 А В  ■ ВС - cos  В, (2)

А В1 + ВС1 -  А С 2
отсюда cos В =  ----- ттт—^7 :----- . Найденное значение cos В

Z A d • d С

подставим в равенство  ( 1 ):

л п 2  л d -  о п 2  ■ B D ( A B 2 + в с 2 -  А С 2)AD = АВ + B D -------------------------------------- .
м в  ■ ВС
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П реобразуем  это выраж ение

A D 2- В С =  АВ2- ВС + BD-- В С -  BD ■ А В2 — BD ■ ВС2 + 
+ BD ■ А С 2,

A D 2 ■ ВС = А ВЦ В С  — BD) -  BD  ■ В С ( В С ~  В D) + 
+ BD - А С 2, но

B D +  C D =  ВС, а тогда В С — B D =  CD.

П одставим  н ай д е н н о е  з н а ч е ние  в преды дущ ее р а 
венство:

A D 2 • В С =  А В- ■ C D -  BD ■ ВС ■ CD + BD ■ А С 2;
AD2 ■ ВС  =  АВ2 ■ CD + А С 2 ■ BD -  ВС ■ BD • CD,  что и 

требовалось  доказать.

Следствие 1 (ф орм улы  для вы числения  б иссектрис 
тр еу гольни ка) .  В тр еу го л ьн и ке  д л и н а  лю бой  его б и с 
с ектр и сы  [AD) в ы ч и сл яет ся  по ф орм уле:

J  АВ  • A C( AB~t  A C  + ВС) ( АВ  + AC — ВС)
AD = ----------------------------------------------------, или  AD =

АВ  + ВС

Jbc(b+ с+ a)(b+ с -  а) .v -----, где a, b , с — длины сторон A ABC.
Ь + с

Д а н о :  ААВС\ AD — биссек тр и са  (рис.  281).

y[bc(b+ с+ а)(Ь+ с - а)
Д о к а з а т ь :  AD = -----

Ь + с

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По свойству биссектрисы  вну-
BD с

т р е н н е г о  угла  т р е у г о л ь н и к а  ABC:  —  = - ,  то гд а
D C  b

BD с BD с
-----------  = — , ИЛИ --------- = —.
В С  -  BD b '  а -  BD Ь

ОС
О тсю да b ■ BD =  ас — с ■ BD, и то гд а  В0  = ------ , а

ь + с

1Л ас ab  4 -  р ?  abС D = а -  -  ■
b + с b + с b + с

По т е о р е м е  С т ю ар т  л; 
AD2 ■ ВС =  АВГ ■ C D + A C f  • BD -  

С — ВС ■ CD • BD. П о д стави м  в 
Рис. 281 нее з н а ч е н ия  CD и BD:



. „2 2 ab ,2 ас ab AD ■ a = c~------+ b ---------- a
b + с b + с b + с b + с

Преобразуем это выражение:

2 2 2 , 2 , 2  2 . be b~c a~be be + b e  a be
AD- = ------+

b + с b + с (b + с)2  ̂ + c (A + C)2

2
bcik-A^i a be be , , ,  42 2\
— ---------------- 7  = -------- т  ((£ + <?) -  o ) =

(й + с)" (b + c)

_ bc(b + с + a)(b + с -  a)
(b + c)~

^  i r\ -Jbc(b + с + a)(b + с -  a) rОткуда AD = ----------------------------- , что и требовалосьb + e
доказать .

Следствие 2 (формулы для вычисления медиан тр е 
у г о л ь н и к а )  В т р е у г о л ь н и к е  д л и н а  л ю б о й  его м е 
диа ны AD вы чи сляется  по формуле:

Ь л В 2 + 2АС2 -  в с 2 . _ h С2 + 2ь2 -  а2AD = — -------------------------, и ли  AD =
2

где а, Ь, с — д л и н ы  сторон  A ABC.

Д а н о :  A ABC; AD -  м едиана (рис. 282).

п , ^2АВ2 + 2АС2 -  ВС2 Д о к а з а т ь :  AD ------------------------------ , или

A D = ^ z m i z ,  о )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По- 
'.льку AD — м ед и ан а ,  то

j  = DC = -  ВС = ^а.  П од-

рему С тю арта, получим: Рис. 282

16 — Г е о м е т р и я , ч а с т ь  1 241



AD2 • ВС = АВ2 ■ CD + A C 2 - BD -  ВС- CD ■ BD, и тогда

AD1 ■ a = c2 ■ - a  + b2 ■ - a  -  a • - a  • - а .  О т к у д а  AD =
2 2 2 2

1 2 . 1 1 2 1 2 л т~л 2 2 c" + 2 b~ -  a 2
= + - 0  -  11 ^D~ = --------- 4 ------ — , тогда

v4Z) = 2̂c + ------ ^  , ( l )
2

£- что и тр еб о вал о сь  д о 
казать.

П р и м е ч а н и е :  Ф о р 
мулу (3) можно получить, 
достроив A ABC  до парал
лелограмма АВЕС,  и вос- 

Рис. 283 п ользоваться  теорем ой  о
сумме квадратов диагоналей параллелограмма (рис. 283).

В п а р а л л е л о г р а м м е  А В Е С , где A E = 2 A D ,  имеем : 
АЕ' + ВС2 =  2АВ2 + 2А С 2, а тогда (2A D )2 + 'а2 =  2с2 +  2Ь2

и 4AD2= 2с2 + 2Ь2 — а2, откуда  AD -  — —+ 2h — -  .

§ 1 0 .7 .  Теорема М енелая и Чевы

Менелай Александрийский  (I —II в. н. э .)  — д р е в н е 
греческий математик и астроном. Ему принадлежат труды 
по сф ер и ч еско й  геометрии  и тр и го н о м етр и и .

И тальянский  математик-геометр  Джованни Чева д о 
казал  в 1678 году тео р ем у , ко то р ая  но с и т  п р о е к т и в 
ны й характер  и м етрически  д во й ств ен н а  теореме М е
нелая.

И зв естн о ,  что м еди ан ы  тр еу го л ь н и к а  п ер е с е к а ю т 
ся в одной  точке; вы соты  тр еу го л ь н и ка  (или  их п р о 
д о л ж ен и я )  п ер ес ек а ю т ся  в о д ной  точке .  С ущ ествую т 
ли  у сл о в и я ,  при ко то р ы х  три  п р я м ы е  — АА,, ВВХ и 
СС, п ер есекаю тся  в о дной  точке ,  если А, В, С — в ер 
ш ины  ААВС, а точки А х, 5, и С, — произвольны е точки, 
взяты е  на с т о р о н ах  этого  т р еу г о л ь н и к а  (или  на их
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п р о д о л ж ен и я х )?  О твет на этот вопрос  дает  тео р ем а  
Чевы.
т е о р е м а ________________________________________ ________

Если в треугольнике ЛВС  на сторонах ВС, СА и 
АВ или на их продолжениях взяты соответственно точки 
At, Bi и С,, не совпадающие с вершинами треугольни
ка, и прямые ААХ, ВВ] и СС, пересекаю тся в одной

точке или попарно параллельны, то
В А, СВ, АС

А,С В,А С ,В
±  =  \.

1-й с л у ч а й :  ААГ ВВ1 и СС, п ер ес ек а ю тся  в т о ч 
ке О.

Д а н о :  А ЛВС; ВС; В ^ А С ;  С{еАВ; О — точка п е 
ресечен ия  АА ,, ВВ} и СС, (рис.  284).

ВА, СВ , АС,Д о к а з а т ь :  -^L . L 
Л,С В{А

или
с, в

Д ан о : ААВ С ;  /1,е п р о д о л ж е н и ю  ВС; В^еАС; С,е -  
п р о д о л ж е н и ю  АВ; О — т очка  п е р е с е ч е ния  ААГ ВВ{ и 
СС, (рис.  285).

гг В А , СВ\ АС |
Д о к а з а т ь :  — 1------- 1------- L = 1 .

А,С В ХА С^В

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из точек  А и О опустим  п е р 
п ен ди ку л яр ы  на сто р о н у  ВС  (или  ее п р о д о л ж ен и е) :  
AD  =  /?, и ОЕ — hr

О т н о ш е н и е  п ло щ ад ей  т р е у г о л ь н и к о в  АВА{ и AAt С 
равно:

В

/ \ D

/ к
/ \  Е

1

/ /  о

С\
Рис. 284

С

Рис. 285
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’a  a b a
BA,

S AAA,0 -A.C-h,

BA, 

A , С
тогда S A A BA,

BA,  

A , С
sA A A ,С  ’

S  A O  BA, _  2 BA{

A O A \C A , С ■ h

BA, 

A , С
л тогда  ^ л о в а , ~ a c ' ^ a o a ,c -

BA,
s .

С ледовательно ,

S A A B O  _  S AABA, S  А О  ВА, В  А, ^  AAA,C

S A A O C  S AAA,C ~  S A O A ,C ~  Л С  ' S AAA,C

Итак,
В А , S A A B O

А \ С  ~ S  А А О С

А н ал о ги чн о  м о ж но  д о казать ,  что
С В | S A В О С

В, А  ~ S A A B O

и

ЛС\ _ S \ A O C

с, в $ A B O C

-  5A O A ,C

-  s A OA\C

BA, 

A , С

( 1)

(2)

(3)

П е р ем н о ж и в  р ав ен ст в а  (1),  (2) и (3),  получим : 
В А, С#| AC, S a  а в о  S  >

А,С
’д ВОС А А О С

’Д ВОСВ\А С , В  S /̂ A0C S M B 0  S  

когда три прямые BBr АЛ, и СС, пересекаются в одной 
то ч ке ,  что и т р еб о в ал о сь  д оказать .

2-й с л у ч а й: АЛ, || В В, || СС,.
Д а н о :  A ABC; B,g AC; С, G 

п р о д о л ж е н и ю  с то р о н ы  АВ; А, е  
п р о д о л ж е н и ю  с т о р о н ы  ВС\ 
АА, || ВВ, || СС  ( рис.  286).■in I

Д о к а з а т ь :
ВА, СВ, АС

Рис. 286

А,С В,А С,В  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме 
о подобии: А АА, С с/э А ВВ{ С (т. к.



/^ п  с  в
BB, \\AAA. Из подобия треугольников следует: -----= — 1-

1 1 А,С АС
г, „ А,С -  СВ АС -  СВ,По с в о й с т в у  про по р ц и и :  ————  = -----------откуда

' Л,С АС

ВА, В, А
--- 1  = - 1-  . ( 1  )A,С AC  V ’

С т о р о н ы  А  А ХС А  п е р ес еч ен ы  п а р а л л е л ь н ы м и  п р я 
мыми В В { || А А Г а тогда с т о р о н ы  этого  угла р а с с е к а 
ются на п р о п о р ц и о н а л ь н ы е  отрезки ,  т. е.

Щ  _ св
B, А ВА,

А А В В ,  А С , С  по лемме о подобии,  т. к. ВВ, \ \  С С Г

ы  «  А С | АС  пИз подобия этих треугольников:  —— = —— . По свои-
ВА В, А

А С , _  АС 
ству п р о п о р ц и й  с  _ ВА ~  а с  -  В А ' а тогда

АС, _  АС_ 

С, В ~  СВ,
(3)

П е р е м н о ж и в  р а в е н с т в а  (1) ,  (2)  и (3) ,  п о л у ч и м
ВА, СВ, АС, _  В2 А СВ В, А СВ
А,С В, А С, В А е~  ВА, СВ, ВА, ■ СВ

Из р а в е н с т в а

(2) по о с н о в н о м у  с в о й с т в у  п р о п о р ц и и :  С В ^ В А , —
p .  о  ВА, СВ,  А С | СВ,  ВА,= В,А ■ С В, а потому  — 1------- 1------- L = — 1------ 1 =1,  и в

1 А, С В, А С,  В СВ,  ■ ВА,

случае,  когда п р я м ы е  ААГ ВВ, и СС, — п а р а л л е л ь 
ны,  что и требовал ось  доказать .

т е о р е м а ______________________________________ _________
обратная

Если в треугольнике ЛВС  на сторонах ВС, СА и 
АВ или их продолжениях взяты соответственно точки 
Аг  Вх и С,, не совпадающие с вершинами треуголь-

ВА. СВ. АС,
ника, и выполняется условие — !------- -------- L = 1, то пря-

А{С В ХА С ,/?
мые AAV ВВХ и СС, либо пересекаются в одной точ
ке, либо параллельны.



Д а н о :  Д ЛВС; Л ,е  ВС; B e  АС; С, е А В (рис.  287).

( 1)

Г  1

ВА] СВ, АС,

А,С В, А С, В

Д о к а з а т ь :  ААГ ВВ} и СС, п ер ес ека ю т с я  в одно й
т оч ке  О л и б о  /4/1,11 ВВ̂ \\ СС,.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 
п р ям ы е  АА{ и ВВ] п е р е с е к а 
ются в точке  О.

П р о в е д е м  п р я м у ю  через  
т о ч к и  С и О и точку  п е р е 
сече ни я  СО с АВ о б о з н а ч и м  
через  С,. Тогда по тео р ем е  
Чевы:  

с в , л с 2
В , А

Рис. 287

А, С Ч" С2В

С р а в н и в а я  р ав ен с т в о  ( 1 ) и (2),  з а к л ю ч а е м ,  что
А С, =  ACj_

С, В ~  С2В ‘

О б о з н ач и м  это о т н о ш е н и е  X, и тогда

А С : = ХС2В

Л С = Х С , В .

(2 )

( 3)

(4)

(5)

Вычитая из равенства (4) равенство (5), получим А С , —
— А С = Х ( С , В — С.В),  или

С , С , =  Х(С, С,). (6 )

Это равенство возможно  при Х =  1, но тогда А С ] =  С}В, 
а сл ед о в ат е ль н о .  С, — с е р е д и н а  с т о р о н ы  АВ (а тогда 
СС, — м едиана  т р е у г о л ь н и к а  ABC),  что п р о тив о р еч и т  
условию теоремы,  поскольку С, — произвол ьна я точка 
на ст о р о н е  ВС. Тогда из рав ен ст в а  ( 6 ) при Х ф 1 с л е 
дует,  что длина отрезка  С ,С2 =  О, т.е. точки С, и С , — 
совп адаю т .  А тогда получае м,  что п р я м ы е  ААГ ВВГ 
СС, п ер ес ека ю т с я  в од но й  точ ке .  А н ал о г и ч н о  д о к а 
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з ы вается ,  что если А А ^ В В {, то СС, \\ ВВ,, что и т р е 
бовалось  доказать .

С п о м о щ ь ю  тео р е м ы  Чевы д о к а з ы в а ю т с я  с л е д у ю 
щие утверждения:

a) м е ди ан ы  т р е у г о л ь н и к а  п е р е с ек а ю т ся  в одной  
точке;

b ) б и с с е к т р и с ы  т р е у г о л ь н и к а  п ер ес ека ю т ся  в о д 
ной точке;

c) высоты т реугольника  (или их про до л ж ени я )  п е 
рес екаются в одной  точке.

т е о р е м а ________________________________________________
Мен ел а я

Если в треугольнике A BC  на сторонах ВС, СА и 
АВ  (или на их продолжениях) взяты соответственно  
точки Ar  B i и С,, не совпадающие с вершинами тре
угольника и эти точки лежат на одной прямой, то

ВАХ СВХ АС ,
А,С В. А С, В ~

Д а н о :  Л ABC; точка А,е  продолжению стороны ВС; 
С | е А В; В, £ АС; А г  В, и С, л еж а т  на о д н о й  пр ям о й  
(рис.  288).

ВА, СВ, АС,
Д о к а з а т ь: — 1-------L- • — - = 1.

А, с  в , а с , в

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На п р я м о й ,  п р о х о д я щ ей  ч е 
рез точки  А г В] и С,, выбираем п р о изв о л ь ну ю  точку
О и через  нее проводим прямую а , пар аллельную АС,
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а через  в е р ш и н ы  т р е у г о л ь н и к а  ABC  п р я м ы е ,  п а р а л 
лельные прямой  А, С, и пересекающие прямую а в то ч 
ках А ,, В, и С,. С т о р о н ы  угла A,EF  п е р ес еч ен ы  п а 

ял, _  Я,О
раллельны ми прям ы м и ВВ, и /1,0, и тогда >

ял, _  я,о
а по с войству  п р о п о р ц и й  ^  + яс  ~ в о  + я с  ' и п0_ 
тому

ял, _  в2о
А,С ~  ОС , ( 1)

' 2

Аналогично,  стороны угла пересечены параллель
н ыми  п р я м ы м и  С х0  и /?#,, а пото му

АС, А-,0 
— L = - ^ .  ( 2 ) С, Я 0Я-, v

С праведлива и п р о по р ц и я
ся, _  С20
я, л "  ол2

( 3)

(т. к. 4̂ С || с/ и ЛЛ2|| C C J  В,О).  П е р е м н о ж а я  рав ен ст в а  

( 1 ), (2 ) и (3), получим:
ЯЛ, ЛС, СЯ, _  В<СГ

л,с с,я я,л per ,#яс шг'
. .  ЯЛ, СЯ, ЛС,
Итак,  — 1------- -------- 1 = 1, что и тр еб о в ал о сь  доказать .

А,С Я, А С,В

т е о р е м а _________________________________________________
обратная

Если в треугольнике ABC на сторонах ВС, 'СА и
АВ (или на их продолжениях) взяты соответственно
точки Af, Bt и С,, не совпадающие с вершинами тре-

ВА, СВ | АС,  | угольника ABC, такие, что • —- ■ ——г = 1 , то точ-
./Ij L \ 1

ки Av Вх и С, лежат на одной прямой.

Д о к аз а т ел ьс т в о  этой тео р е м ы  п о л н о с т ью  с о в п а д а 
ет с доказательством обратной теоремы Чевы. Используя 
теорему  М ен ел ая ,  м о ж н о  доказать ,  что:

а) основания перпендикуляров,  проведенных из про
изв ольной  то чки ,  о п и с а н н о й  око л о  тр еу го л ь ни ка  о к 

1248



ружности,  к п рямы м ,  содерж ащ им  сторо ны треуг оль
ник а,  лежат на одной  прям ой;

Ь) се редина  отрезка ,  с о е д и н я ю щ е г о  точки  п е р е с е 
ч ения  п р о д о л ж е н и й  п р о т и в о п о л о ж н ы х  ст о р о н  ч е т ы 
рехугольника ,  лежа т  на о д н о й  п р я м о й ,  п р о х о д я щ ей  
через  середины диагоналей .

Вопросы для самопроверки

1. Если Д ЛВС  — п р я м о у г о л ь н ы й  с ги п о т е н у з о й  А В ,
„ АС АС ВС ВС 

то какое из этих отн о ш ен и ии  — ; — ; — ; —  яв-
ВС АВ АВ АС

л я е т с я  a) sin Л; b) cos  Л; с) s i n/ ? ;  d)  cos  В\
е) tgA;  f) ctg Л; k) tg B\ 1) ctg B?

2. Как зав ися т  зн ач ен ия  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ф у н к 
ций  sin A, cos /1,  tg А и ctg А от д л и н ы  ст о р о н  
п р я м о у г о л ь н ы х  т р е у г о л ь н и к о в  при н е и з м е н н о й  
вел ичи не угла А?

3. Как изм еняю тся  зн а ч ен ия  sin Л, cos A, tg А и ctg А 
с и з м е н е н и е м  в ел и чи н ы  угла А: а) с у в е л и ч е н и 
ем l A\ b) с у м е н ь ш е н и е м  LA1

4. К ак  найти  катет  п р я м о у г о л ь н о г о  т р е у г о л ь н и к а  
при и зве ст н о й  гипотенузе  и вел и чи н е  одно го  из 
острых углов?

5. Как находится катет прямоугольного треугольника 
при изв естном втором катете и в ел и чи не  одного  
из острых углов?

6 . При ка ки х д а н н ы х  в о з м о ж н о  н а х о ж д ен и е  г и п о 
тенузы п р ям о у го л ь но го  тр еугольника?

7. При каких зн ачен иях  углов а  и (3 совпад аю т sin а  
и cos (3?

8 . При ка ки х  з н а ч е н и я х  углов а и (3 со в п ад аю т  tg а  
и ctg (3?

9. Что  больше:  a) sin 40° или sin 25°; b) cos 37° или 
cos 60°; с) tg 3° или tg 48°?

10. Что больше:  синус или тангенс  одного  и того же 
острого угла?

11. Что больше:  косинус или котангенс одного и того 
же угла?
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12. Всегда ли во з м о ж н о  най ти  сторону  т р еу г о л ь н и ка  
по известным двум другим сторонам  и о дном у  из 
углов?

13.  Д л я  к а к и х  о с т р ы х  у г л о в  в е р н ы  н е р а в е н с т в а :

a) tg а  < 1 ; b) tg а  > 1 ; с) tg а  > л/З ; d) tg а  < ?

14.  Д л я  к а к и х  о с т р ы х  у г л о в  в е р н ы  н е р а в е н с т в ^ :  

a) sin а  < —; b) sin а  > —; с) s i n a > l ;  d) sin а  <
г- 2 2

< 9

2
15. Д л я  к а к и х  о с т р ы х  у г л о в  в е р н ы  н е р а в е н с т в а :

\ ^ л/ 2  , л/ 2  ч л/за) cos  a  > —  ; b) c o s a <  —  ; с)  c o s a  > —  ;
2 2 2

d) cos a  < -  ; e) cos  a  > 1 ?

16. С п р а в е д л и в а  л и  т ео р е м а  к о с и н у с о в  для:  а) о с т 
роуг ольн ог о  т реугольника ;  Ь) тупоугольного  т р е 
у го л ьн и ка ;  с) п р я м о у г о л ь н о г о  тр еу г о л ь н и к а ?

17. Какая  з а в и с и м о с т ь  существ ует  между ст о р о н а м и  
п р о и з в о л ь н о г о  т р е у г о л ь н и к а  и д и а м е т р о м  круга,  
о п и с а н н о г о  око л о  этого тр еугольника?

18. В о з м о ж н о  ли  н а х о ж д ен и е  двух ст о р о н  т р е у г о л ь 
ника,  если известн а одна стор он а этого треуголь
н и к а  и к а к и е - л и б о  два его угла?

19. С п р а в е д л и в а  ли т е о р е м а  с и н у со в  для: а) о с т р о 
у г ольн ого  т р е у г о л ь н и к а ;  Ь) т у п о у г о л ь н о г о  т р е 
у го л ьн и ка ;  с) п р я м о у г о л ь н о г о  тр еу г о л ь н и к а ?

20. С ф о р м у л и р о ва т ь  теорему Стюарта.
21.  Д ля  н а х о ж д ен и я  ка ки х  э л е м е н т о в  т р е у г о л ь н и к а  

прим ен яетс я теорема Стюарта?
22. С ф о р м у л и р о вать  теорему Менелая .
23. В чем состоит прим ен ен ие теоремы Менелая?
24. С ф о р м у л и р о в а т ь  теоре му  Чевы.

Тест № 1 0
4 -  2 tg 45 + tg 60

1. Выч исл ить :  ~  ~ ~ “ •
3 sin 90" -  4 cos'" 60 + 4 ctg 45°
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л\ 2 + \/з оч 3 . г. 2 + л/2 3 2 + л/з
А) В) т ,  С) D) - ,  Е) -

_  4 -  tg ' 45° +  ctg4 60°
Вычислить:

2 sin3 90° -  4 c o s ' 60° + 4 ctg 45

->a 28 ~>9 5 1

A > I ’ B > 45  ̂ C )  ° >  9 ’ E > 5 '

3. Вычислить: (4 sin 45° ) 2 — (2 tg 30°)2 — (2 cos 30°)4 — (2 ctg 45°)2. 

A) — 6 - j ; B) 6 j ;  C) - 6 ± ;  D) 6 y ; E) - 6 y .

. _  {2a cos 60° )3 -  (b ctg 45° )3 + (3ab sin 0° Г
4. Выч ислить :

(15tfcos90 ) + 2a sin 30 - 2 b  cos" 45

A) -  -  -  + 9a -  ■ B) ° C)  c r + a b  + b
a - b  ’ 2a - b  '

3 _  , 3

D) a - a b  + b : E) 0
a - 2 b

5. В п р я м о у г о л ь н о м  т р е у г о л ь н и к е  один  катет  равен  
8  см,  а си н у с  п р о т и в о л е ж а щ е г о  угла ра вен  0 , 8 . 
Найти  гипотенузу  и второй катет.
А) 10 и 6 см;  В) 6,4 и 6 см;  С) 10 и 6 , 4 с м ;  D) 10 
и 8  см; Е) п р а в и л ь н ы й  ответ  не указан .

6. В пр ям о у го л ь но м  тр еу го л ьни ке  д а н ы  гипотенуза  с 
и остр ы й  угол а.  Н айти  катеты и их п р о е к ц и и  на 
гипотенузу.

А) с • sin а ;  с • cos а ;  с • s in 2 а ;  с-  co s 2 а ;  В) с • tg а ;  
с • ctg а ;  с • t g 2 а ;  с ■ c t g 2 а ;  С) с • sin а ;  с ■ co s  а ;  
с • sin а  cos  а ;  с • sin a  cos  а ;  D) с • tg а ;  с ■ ctg а ;  
с • sin а ;  с ■ cos а ;  Е) п р а в и л ь н ы й  ответ  не указан .

7. В пр ям о у го л ьно м  т реугольнике  известен катет а и 
п р о т и в о л е ж а щ и й  ему угол а.  Н айти  второй о с т 
ры й угол,  п р о т и в о л е ж а щ и й  ему катет  и г и п о т е 
нузу.

А) 90° — a; a - t g  а; — : В) 90° -  а; д ■ c tg  а;
sin а
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а ' sin а ; С) 180° — а; ~ ~  ; —— ; D ) 9 0 ° — а ;
tg а  ’ sin а  ’

а • ctg a; —— ; Е) 90°  — a; a-  t ga ;  а • sin a.
sm а

8 . И з в е с т н о  о с н о в а н и е  а р а в н о б е д р е н н о г о  п р я м о 
угольного треуг ольника .  Найти боков ую  сторону.

A) a j 2; В) — ; С) D) ^  ; Е) f ;  F) ял/З.
2 2 л/3 2

9. В п р ям о у г о л ь н о м  т р е у г о л ь н и к е  с ги п о т е н у з о й  я 
и углом 60° найти  катет ,  п р о т и в о п о л о ж н ы й  э т о 
му углу.

А) а Д  В) С) D) Е)

10. В тр еу гольнике  один  из углов при о с н о в а н и и  р а 
вен 45°, а высота  д елит  о с н о в а н и е  на части 20 и 
21 см. Найти  большую боко вую  сторону.

А) 29 или 30 см;  В) 29 или л/882 см; С) 30 или 
32 см; D) 29 или 28 см; Е) 30 или л/882 см.

11. У тр еу го л ь ни к а  одна  из стор он  рав на 1 м, а п р и 
л е ж а щ и е  к ней углы равны 30° и 45°. Найти  д р у 
гие стороны  тр еу гольника .

А) л/3 -  1; л/3 + 1; В) J 3 -  2;
л/ 2

C) л/3 — 2; л/з+2; D) л/3 — 1;

Е) л / 3 - 1 ;  ^ 1 .
V3

12. Д иаго на ль  п р ям о у г о л ь н и ка  в два раза больше о д 
ной из его сторон. Найти углы между диагоналями.

А) 30° и 150°; В) 60° и 120°; С)  45° и 135°;
D) 90° и 90°; Е) 40° и 140°.

13. Диагонали ромба равны а и Ял/Х Найти углы ромба. 

А) 30°, 30°, 150°, 150°; В) 45°, 45°, 135°, 135°;
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С) 60°, 60°, 120°, 120°; D) 40°, 40°, 140°, 140°; 
Е) 50°, 50°, 130°, 130°.

14. Указать  р авен ства ,  в к оторы х  угол а  б ольш е  у г 

ла  В: 1) s in a  = - ;  sinB = - ;  2) sinoc = - ;к 3 к 4  з

sin (3 = —; 3) c o s a  = - ;  cosB = - ;  4) cos a  = 0,75;к 4  ? 5

cos(3 = 0,74.

A) 1; 3; 4; В) 1; 3; C) 1; D) 1; 4; E) 2; 3; 4.

15. Указать равенства,  в которых угол (3 больше угла ос:

1) tg ос =  2 ,1 ;  tg (3 =  2 ,5 ;  2) =  tgp = | ;

3) ctg ос = 3.4; ctg (3 =  1,9; 4) ctg a  = ^ ; ctg (3 = yj .

A) 1; 3; 4; В) 1; 4; С) 1; 2; D) 1; 2; 4; E) 2; 3; 4.

16. Угол при в ер ш и н е  р а в н о б е д р е н н о г о  т р е у г о л ь н и 
ка равен (3, а высота,  п роведе нная  к боко вой  ст о 
роне,  равна /?. Найти  о сн о в ан ие  треугольника .

А) — ; В) т - ^ - г ; С) — ; D) Е)
ji 2 sin в tg /3

sin — cos — cos —
2 2 2

17. Д л и н ы  сторон  тр еу го л ь ни ка  т, п и к связан ы  з а 
вис им остью /7?" = п2 + А: 2 + л/2 пк. Чему равен угол, 
лежащий против стороны,  длина которой равна ml

А) 45°; В) 150°; С) 120°; D) 90°; Е) 135°.

18. В т реугольнике  ЛВС  м еди ан а  Л D со сто р о н о й  Л В 
со став л яет  угол 30°, а со с т о р о н о й  ЛС  угол 60°. 
Найти  Л С, если Л В =  л/3.

А) 1; В) С) у ;  D) l y ;  Е) 1у .

19. В ы числить  синус вн у т р е н н ег о  угла п р ав и л ь н о го  
вось миугольника .

А) -  —  ; В) С) -  — ; D) Е) — .' 2 2 3 ’ 2 2
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20.  На с к о л ь к о  градусов п о в о р а ч и в а е т с я  м и н у т н а я  
стрелка часов за 9 минут?

А) 15°; В) 30°; С) 25°; D) 54°; Е) 60°.

21. Д ва  угла т р е у г о л ь н и к а  р авны  45° и 75°, ср е д н я я  
по д ли н е  с т о р о н а  р ав н а  Зл/З. Найти  радиус о к 
руж ности ,  о п и с а н н о й  около  треугольника .

,  /7

А) л/З ; В) — ; С) 3; D)  Тб ; Е) 2.

22. У вписанного в окружность четырехугольника ABCD 
LA =  120°; С В =  3; C Z ) = 7 .  Н а йти  д и а г о н а л ь  BD.

А) 11 л/2 ; В) лДТ; С) V58 ; D) V37 ; Е) 10л/з .

23.  Д л и н ы  ст орон  т р е у г о л ь н и к а  а, b и с нах одятся  в 
з а в и с и м о с т и  а 2 = /г + с 2 + \ЪЬс. Чему равен  угол,  
леж а щ и й  против стороны  а ?

А) 135°; В) 140°; С) 125°; D) 150°; Е) 120°.

24.  Д ва  угла т р е у г о л ь н и к а  р авны  75° и 60°, а м е н ь 
шая его с т о р о н а  р авн а  2-Jl. Найти радиус о п и 
са нн о й  около  т реугольника  окружности .

А)  л/2 ; В) 2; С) у ; D) Е) 1.

25. И звестно ,  что т >п  >0.  К акое  из с ледую щ их  у т 
в е р ж д е н и й  в е р н о ,  если  с т о р о н ы  т р е у г о л ь н и к а  
имею т дли н ы  а — т~ + /г ;  h = т -  / г ; с = Imtil

A) т р е у г о л ь н и к  о с т р о у г о л ь н ы й ;
B) т р е у г о л ь н и к  т у п о у г о л ь н ы й ;
C) т р е у г о л ь н и к  п р я м о у г о л ь н ы й ;
D) т р е у г о л ь н и к  р а в н о б е д р е н н ы й  с углам и  при 
о с н о в а н и и ,  не р а в н ы м и  45°;
E) т р е у г о л ь н и к  р а в н о с т о р о н н и й .

26.  В т р е у г о л ь н и к е  Л В С  с т о р о н ы  Л В =  3; ВС  =  4;
2

c o s  В =  -  Н а й т и  с т о р о н у  /4С.



27. В т р еугольни ке  ЛВС'. LA — 30°; ЛВ =  4ъ и АС =  4. 
Найти  высоту,  о п у щ е н н у ю  из в ер ш и н ы  угла Л.

А) | V2T; В) |л/2Т; С) ~JT \ :  D) ^  Е) { Ж

28. Б оковая  ст о р о н а  р а в н о б е д р е н н о г о  т р е у г о л ь н и к а  
равна  b , а угол при в ер ш и н е  равен  2а.  К ако м у  
из указан ны х  вы р а ж ен и й  равен радиус о к р у ж н о 
сти,  в п и с а н н о й  в этот  тр еу го л ьни к?

А) Ъ • s i n a tg (4 5  -  у) ;  В) Ь • c o s a t g ( 4 5 = -  - ) ;

С) b • sin a  ctg (45 -  у) ;  D) b-  sin a  cos y ;

E) b ■ cos a  ctg (45 -  —) .

29.  С тороны  т реугольника  равны 3, 5 и 6 . Найти к о 
синус угла,  л еж а щ его  проти в  с т о р о н ы ,  равной  5.

1 5  5 1 4
A) - j ;  В) yg ; С) D) j ; Е)

30.  Радиус о к р у ж н о с т и ,  о п и с а н н о й  о к о л о  т р е у г о л ь 
ника ЛВС,  равен 5. Сторона ЛВ =  5, высота BD = 4. 
Найти стор он у ВС.
А) 4,5; В) 8 ; С) 6 ; D) 10; Е) 5,6.

А)  2; В) 4;  С )  6; D )  3; Е)  1.



Глава 11
П РА ВИ Л ЬН Ы Е М Н О ГО У ГО Л Ь Н И К И

§ 11 .1 .  П о с т р о е н и е  п р а в и л ьн ы х  
м н о го у го л ь н и к о в

О п р е д е л е н и е .  Многоугольник называется правиль
ным,  если

1) все его стороны равны между собой,
2) все его углы равны между собой.
П р и м е р а м и  пр ав ил ь н ы х  мно го у го л ьн и ко в ,  уже и з 

ве ст н ы х ,  я в л я ю т с я  р а в н о с т о р о н н и й  т р е у г о л ь н и к  и 
квадрат. Существование других правильных многоуголь
н и к о в  и способ  их п о с т р о ен и я  д о каз ы в ает с я  с п о м о 
щью следующих теорем.

т е о р е м а _________________________________________________
Если окружность разделена на несколько равных 

частей (больше двух),  то:
1 ) соединив хордами каждые две соседние точки д е 

ления, получим правильный вписанный многоугольник;
2 ) проведя через точки деления касательные и про

должив каждую из них до взаимного пересечения с ка
сательными соседних точек деления, получим правильный 
описанный многоугольник.

Р Д а н о :  О — о к р у ж н о с т ь ;  
и  А В = vj В С  — u  CZ) =  kj D E  — 

> =  u E F =  uAF; АВ, ВС, CD, DE, 
EF, AF — хорды;  MAN, NBP,  

, PCQ, QDK, KEL, LFM — каса-

M

A

N

тельные  (рис.  289).
Д о к а з а т ь :  1) A BCD EF — 

п равильн ый  в п и са н н ы й  м н о 
гоугольн ик;

L 2) M NPQK L — п р а в и л ь н ы й  
о п и с а н н ы й  многоугольник .Рис. 289
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Хорды АВ — ВС =  CD — DE =  
=  EF =  AF, так как стягивают равные дуги и /15 = kjBC =  
=  uCZ) = uZ)£ =  u £ f  =  u / l / 7; Z./4 =  =  Z C =  L D — l E =  
=  Z / 7 как вписанные в окружность углы, оп ираю щиеся  
на равные  дуги (к аждая  из этих дуг ра вна  р а з н о ст и  
всей о к р у ж н о с т и  и двух р а в н ы х  между  с о б о й  дуг: 
LA  =  360° — ( u A F  + u /1 5 ) ;  L B  =  360° — ( u / 1 5  + u 5 C ) ;  
Z.С = 360° — ( u 5 C  + uC D)  и т. д. Z / 7= 360° — ( u £ / r + ĵ AF).

Ита к,  м н о г о у г о л ь н и к  ABCDEF — п р а в и л ь н ы й ,  так  
как все его углы и все его стороны равны между собой.

2) Рассмотрим треугольники: ANB\ ВРС ; CQZ); DATT; 
iTIF;  AMF:  их о с н о в а н и я  р а в н ы  м е ж д у  с о б о й :  
АВ = ВС =  CZ) =  DE = EF = AF  по доказанному.  Эти тре- 
у г о л ьн и ки  равны  по второму  п р и з н а к у ,  так  как  все 
углы этих треугольников равны между собой как углы, 
составленные касательными и хордами и измеряющиеся 
п о л о в и н о й  р авн ых  дуг kjAB\ и  ВС; uCZ); uD E ;  и  EF 
и и /IF,  т . е .  L \  =  Z.2 =  Z3  =  Z . 4 = Z 5  =  Z16 =  Z.7 = 
=  Z. 8  =  Z9 =  Z 1 0 = Z . 1 1  = Z12. Из  равен ства этих т р е 
у г о л ь н и к о в  следует,  что L N  — L P  — L Q =  L K =  L L =  
=  А М  и  с т о р о н ы  их р а в н ы ,  а п о с к о л ь к у  эти т р е 
угольники  р а в н о б е д р е н н ы е  (углы при их о с н о в а н и я х  
равны),  то равны и все стороны:  AN  =  NB  =  BP = PC =  
= CQ = QD =  DK  =  КЕ = EL = LF =  FM =  МА,  а тогда 
M N  =  NP = PQ  =  QK  =  KL =  LM.  З н ач и т ,  м н о г о у г о л ь 
ник  MNPQK L  — п р а в и л ь н ы й ,  п о с к о л ь к у  все его с т о 
р он ы  и все углы рав ны между  собой ,  что и т р е б о в а 
лось  доказать .

т е о р е м а ____________________________________ _______ ____
обратная

Если многоугольник правильный, то
1 ) около него можно описать окружность;
2 ) в него можно вписать окружность.

Д а н о :  ABCDE — правильный многоугольник (рис. 290).
Д о к а з а т ь :  1) о к о л о  ABC D E  м о ж н о  о п и с а т ь  о к 

ружность ;  2) в ABCDE  м о ж н о  впи са ть  о к руж ность .

1 7 — Г е о м е т р и я , ч а с т ь  1 257



в Д о к а з а т е л ь с т в о  1. Через  
три то ч к и ,  не л е ж а щ и е  на о д 
н о й  п р я м о й ,  м о ж н о  п р о в е с т и  
е д и н с т в е н н у ю  о к р у ж н о с т ь ,  а 
потому через три вер ш и н ы  п р а 
в и л ь н о го  м н о г о у г о л ь н и к а  А, Е 
и D п роведем о кр у ж но с т ь ,  ц е н 
тром которой будет точка О. Д о 
кажем,  что эта окружность прой
дет  через точку С (а затем и че-

А

Рис. 290

рез  точку  В). С о е д и н и м  точку  О с т о ч к а м и  А и С и 
опустим из точки О перпендикуляр к стороне ED. Тогда 
ЕК — KD, так как диаметр,  перпен дикулярный  к хорде, 
д ел ит  эту хорду поп олам.

П о в ер н ем  ч ет ы р е х у г о л ь н и к  А ЕКО  вокруг  п е р п е н 
д и к у л я р а  ОК  так ,  чтобы он со вп ал  с ч е т ы р е х у г о л ь 
ником О К DC. Вследствие равенства прямых углов Z ЕКО 
и Z.OKD сторона ЕК пойдет по стороне KD , а из того,  
что E K ^ K D ,  то ч к и  Е и D с о в м е ст ят с я .  Всл ед ствие 
р а в ен ст в а  Z E = Z D  (в п р а в и л ь н ы х  м н о г о у г о л ь н и к а х  
углы р а в н ы )  с т о р о н а  ЕА п ойдет  по DC  и с о в м е с т и т 
ся с ней,  так как ЕА =  DC  (в п равильных  м н огоуголь 
никах  все сто рон ы равны).

Ита к,  точки  А и С со в м е щ а ю т с я ,  зн ач ит  ОА =  ОС,  
но ОА — радиус о к р у ж н о с т и  О, а тогда ОС  т ак же р а 
диус  о к р у ж н о с т и ,  о тсю д а  следует,  что то ч к а  С тоже 
п р ин ад л еж и т  ок руж ности .  Т еп ерь  о круж ность  О п р о 
ходит  через  три точ ки :  Е, D и С. А н а л о г и ч н о  м о ж н о  
д о к аз а т ь ,  что эта о к р у ж н о с т ь  п р о й д е т  и через  ч е т 
вертую точ ку  В , и тогда все в е р ш и н ы  п р а в и л ь н о г о  
м н о г о у г о л ь н и к а  ABCDE  л еж а т  на о к р у ж н о с т и ,  о т к у 
да следует ,  что этот  м н о г о у г о л ь н и к  в пи са н  в о к р у ж 
ность.

Д о к а з а т е л ь с т в о  2. П равильны й  многоу гольн ик 
ABC D E  вписа н  в о к р у ж н о с т ь  О, тогда все его с т о р о 
н ы - х о р д ы  д а н н о й  о к р у ж н о с т и ,  а так  к а к  все эти 
хорд ы р ав н ы  между  соб ой:  АВ =  ВС  =  CD =  DE =  АЕ
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(так  как  м н о г о у г о л ь н и к  п р а в и л ь н ы й ) ,  то эти хорды 
равноудалены от центра О окружности,  т.е. ОК = ОМ =  
=  ON  =  OP =  OQ. Т а к и м  о б р азо м ,  о к р у ж н о с т ь  с ц е н 
т ро м в точ ке  О и рад иусо м ОК будет в п и с а н н о й  в 
м н о г о у г о л ь н и к  ABCDE , что и тр еб о в ал о сь  доказать .

Следовательно,  в правильный многоугольник можно 
вписать окружность. Две окружности — описанная около 
правильного многоугольника и вписанная в него имеют 
общий центр — точку О. Точка О равноудалена от всех 
в ер ш и н  м н о г о у г о л ь н и к а  ABCDE. а тогда она д о л ж н а  
лежать на перпендикуляре,  проведенном к любой  сто 
р оне этого м н о г о у г о л ь н и к а  через  сер ед ин у  стороны .  
Т о ч ка  О р ав н о у д а л е н а  и от всех ст о р о н  м н о г о у г о л ь 
н ик а  ABCDE, а пот ом у д о л ж н а  леж ать  на б и с с е к т р и 
се лю бого  угла м н о г о у г о л ьн и ка .

Знач ит ,  для н ах о ж д ен и я  центра  о кр у ж н о с т и ,  о п и 
са н н о й  около п р а в ил ь н о го  м н о г о у г о л ьн и к а  или в п и 
с а н н о й  в него,  д о с т а т о ч н о  най ти  точ ку  п е р е с е ч е н и я  
двух п е р п е н д и к у л я р о в ,  п р о в е д е н н ы х  через  се р ед ин ы  
двух любы х ст орон  этого  м н о г о у г о л ь н и к а ,  или т о ч 
ку п ер ес еч ен ия  любых двух б ис сек т р ис  углов м н о г о 
угольника,  или же точку перес еч ен ия  одного п е р п е н 
д ик у ля р а  и одной  биссектрисы.

Следствие 1. П е р пе нд и к у л яр ы ,  проведенны е  через 
середины  сторон  правил ьн о го  многоугольника ,  я в л я 
ются его осями  симметр ии.

Следствие 2. Б и ссектр и сы  всех углов правил ьн о го  
м н о го у го л ьн и ка  яв ляю тся  его осям и  си м метрии .

О п р е д е л е н и е .  Центром правильного многоуголь
ника называется общий центр окружностей, описан
ной около этого многоугольника и вписанной в него.

О п р е д е л е н и е .  Апофемой называется радиус впи
санной в правильный многоугольник окружности.

О п р е д е л е н и е .  Центральным углом многоуголь
ника называется угол,  образованный двумя радиусами,



проведенными к концам любой стороны правильного мно
гоугольника.

На ри сунке  291 и з о б р а ж е 
ны: п р ав и л ь н ы й  мн огоуголь-  

D н и к  ABCDEF;  в п и с а н н а я  и 
описанная окружности с цент
ром 0\ О К — апофема ( O K I  ВС)\ 
ОВ и ОС  — р ади усы  / . В О С  — 
ц ен тральны й .

Количество центральных углов в правильном м ного
угольнике равно количеству его сторон; все эти углы равны 
между собой, так как измеряются равными дугами.

С у м м а  всех ц е н т р а л ь н ы х  углов р ав н а  360°, а каж-
360° 3 60°  

д ы й  из них равен  ----- , / .В О С  =  --------, где п — чис -
п п

ло сторон  м н огоугольника .
Т а к  как  су м ма  всех в н у т р е н н и х  углов вы п у кл о г о  

n - у г о л ь н и к а  р ав н а  180°(л? — 2 ), а все углы п р а в и л ь 
ного  n - у г о л ь н и к а  р ав н ы  между со б о й ,  то в е л и ч и н а  
каж д о го  из этих  углов:

LA =  L B  =  ... =  z .F  = — - - ' ~ 2) .

§ 11 .2 .  Подобие правильных одноименных 
многоугольников

Правильные одноименные многоугольники подобны  
и стороны их относятся как радиусы или как апофемы.

Д а н о :  ABCDEF  и А {В̂  C]D lE^Fl — п р ав и л ь н ы е  м н о 
г о у г о л ь н и к и ;  О и О, — ц е н т р ы ;  А О  =  /?; А хО х=  Rv; 
О К =  г; О,АГ, =  г, (рис.  292).

Д о к а з а т ь :  1) ABC D E F  A^B}C^D̂ E^F  ̂ .
A F  R г

2) где R и Л , - р а д и -
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усы о п и с а н н ы х  о кр у ж но с т ей  АО  и А 10 1; г  и г х — а п о 
ф ем ы  О К  и Ох Кг

Д о к а з а т е л ь с т в о  1. Из  
того,  что м ногоу гол ьники  п р а 
в и л ь н ы е ,  сл едует :  АВ = ВС  =
=  CD = DE = EF =  AF  и A XB =
— B . C =  C .D =  D.E.— E.F., а тог

да

1 1 '-'1 ^ 1  

AB

/1,5, Д.С, c , a D,E,
EF

E,F,

AF

A,F,

/ \

/ \
У ' XА

с. D

(

W
\ / 2 А/
л, Л

Рис 292

. Т а к  как м н о г о -
' 1 ' I л 1' 1

у г о л ь н и к и  п р а в и л ь н ы е  и о д 
ноименные,  то все их углы рав
ны между со бой  и каждый  р а 

вен 1 8 0  (" ~ 2) . Итак,  ABC D E F ^
п

^  A XBXC XDXEXFX , так как с т о р о 
ны их пропорциональны и углы 
равны.
Д о к а з а т е л ь с т в о  2. Р ав н о б е д р е н н ы е  т р е у г о л ь н и 
ки A O F  и A lO lF], п о д о б н ы ,  т а к  к а к  OA =  OF =  R\ 
О Д  =  OlF] =  /?,, и поскольку центральные углы L AOF

^60и А. О. F. рав ны 1---- , то и L 1 =  Z.2 =  Z3 =  Z4.  Ит ак,
п

AAOF ^  AA}O xFx, п о  пер во му  п р и з н а к у  подо б и я  т р е 
угольников .  Из подобия тр еу го л ьни ко в  следует:

AF АО AF R -----  - ------. или ------ = —  .
я,AtF А,О,

ОК  и ОхКх — высоты подобных треугольников,  а они
/• _ _AF_

” ~AF ■о т н о ся т с я  ка к с х о д ст в ен н ы е  ст о р о н ы ,  т. е.

Ит ак,
AF

A\F\ R

Следствие.  П е р и м е т р ы  п р а в и л ь н ы х  о д н о и м е н н ы х  
многоугольн ико в  относятся как радиусы или как а п о 
фемы.
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_  _AF_

~  Ai^ ’

П О Т О М У

Д а н о :  A B C  DEF  и 
A , В , С , D , £,  Z7, — п р а в и л ь н ы е  
м н о г о у г о л ь н и к и ;  О и О, — 
ц е н т р ы ;  OB — R\ 0 , B = R t\ 
ОК — г\ О К , =  г (рис.  293).

Д о к а з а т ь :

R _ г
R, п

A B C D E F

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р а -  
в и ;i ь н ы е  м н о г о у г о л ь н и к и  
ABCDEF и /1, Д С,/),^/-’ подобны. 
Л п ер иметры подобных много
угольников относятся как сход

ки
ственные стороны. AB C D E F

но по п ред ыдущ ей  теореме 

Р

AF
А\В\ С| D\ Е\ F\

-  JL ~ L
RI

A B C D E F

А\В\С\ D\ Е\ F\
Следствие доказано .

§ 11 .3 .  Выражение сторон правильных 
многоугольников через радиусы 
вписанной и описанной окружностей

Пусть АВ, равная ап, — сторона 
V/ п р ав и л ь н о го  /7 -у го л ьни ка ;  АО — 

= R — радиус о п и с а н н о й  о к р у ж 
ности; ОК =  г — апофема (рис.294). 

д Выразим  АВ — а л через  R и г.

Центральный угол А О В =  ,
п

а в рав нобедренном АЛОВ (АО  =  
=  О В -  R) высот а О К я в л яе т ся
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м е д и а н о й  и б и с с е к т р и с о й ,  а п о т о 

му ЛК  = — , LA O K  = -  АЛОВ = — Из прямоугольного
2 2 п

л ASMS ап П ■ ! 8 0 °ААОК: —  = R -  s in— - ,  а тогда
2 п

/-j D • 180 . . .  ап = 2 R • s m -----  ( 1 )

а п 180' 
и —  = г • t g ----- , и тогда

2 /7

-> , 1 8 0  /о\  flrn = 2 r - t g ----- . ( 2 )п

Пр  И / 7 = 3 ,  /7 =  4 И /7 =  6  м о ж н о  н ай т и  с т о р о н ы  
/7-угольников,  не п р иб егая  к и с п о л ь з о в а н и ю  т аб л и ц  
т ри го но м ет р и чес к и х  ф у н кц ий .

1. /7 =  3, т. е. а, — сто р о н а  п р а в и л ь н о г о  т р е у г о л ь 
ника.  Из ф ор м у л  (1) и (2)

о Г~

а , = 2R ■ sin — - = 2/? • s in60° = 2 Я ■ —  = /?73;
3 2

a> = 2r ■ tg = 2r - tg 60° = 2гл/3.

a, =  # Л :

(7, = 2/*л/3.

2. /7 =  4, т. e. a4 — с т о р о н а  п р а в и л ь н о г о  ч е т ы р е х 
угольн и ка ,  т.е.  квадрата .  Из ф орм ул  ( ! )  и (2)

а, = 2R • sin ——  = 2R ■ sin 45° = 2R- —  = R j 2;
4 4 2

a4 = 2 r- tg = 2r ■ tg 45° = 2r ■ i = 2r.

a4 = R\fi: 

aA -  2 r.

3. /7 =  6 , т. e. a() -  сторона правильн ого шестиуголь
ника.  Из ф ор м у л  (1) и (2)
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аь = 2R ■ sin 180 = 2R • sin 30° = 2 R  ■ - =  R;
26

= 2r • tg30°  = 2 r ~  = ^ -
3 3

Вопросы для самопроверки

1. Является ли многоугольник  правильным ,  если все 
его стороны  равны между собой?

2. Является ли многоугольник  п равильным,  если все 
его углы рав ны между собой ?

3. К ако й  т р е у г о л ь н и к  является  п р а в и л ь н ы м ?
4. К ако й  ч ет ы р ех у г о л ьн и к  является  п р а в и л ь н ы м ?
5. Всегда ли п равильный  многоу гол ьн ик мож но  в п и 

сать  в о круж ность?
6 . О к о л о  л ю б о г о  ли  п р а в и л ь н о г о  м н о г о у г о л ь н и к а  

мо жно  опис ать  окруж ность?
7. Могут ли о к р у ж н о с т и ,  в п и с а н н а я  в п р а в и л ь н ы й  

м н о г о у г о л ь н и к  и о п и с а н н а я  о к о л о  него,  иметь  
общий  центр?

8 . К ак  найти ц ентры  этих о кр у ж но с т ей ?
9. Всегда ли п о д о б н ы  два п р а в и л ь н ы х  м н о г о у г о л ь 

ника?
10. Че му  р ав н ы  в н у т р е н н и й ,  в н е ш н и й  и ц е н т р а л ь 

н ы й  углы п р а в и л ь н о г о  /г -угольника?
11. Чему равно  о т н о ш е н и е  стор он  пр ав ил ь н ы х  о д н о 

и м ен н ы х  м н о го у го л ьн и к о в ?
12.  К а к  о т н о с я т с я  п е р и м е т р ы  п р а в и л ь н ы х  о д н о 

и м ен н ы х  м но го у го л ьн и ко в ?
13. Как выражается сторона  правил ьн о го  п - у г о л ь н и 

ка: ч ер ез  рад и у с  в п и с а н н о й  или  ч ер ез  рад иус  
о п и с а н н о й  около  него ок ружности ?

14. К ак  в ы ч и с л я е т с я  с т о р о н а  п р а в и л ь н о г о  ш е с т и 
угольника:  через радиус в п и са н н о й  или через  р а 
диус о п и с а н н о й  о кр у ж но с ти?
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15. По каки м ф о р м у л ам  в ы ч и сл яет ся  ст о р о н а  к в а д 
рата: через  радиус в п и с а н н о й  или через  радиус 
оп исан но й  окружности?

16. По каким формулам вычисляется сторона правиль
ного т р еугольни ка :  через  радиус в п и с а н н о й  или 
через  радиус о п и с а н н о й  ок руж ности?

17. Сколько осей симметрии имеет правильный: а) п я 
ти у г о ль н ик ;  Ь) ш е ст и у г о л ь н и к ?

18. Равны ли углы многоугольн ика,  вписа нного  в о к 
ружность,  если все его стороны  равны?

19. Равны ли с т о р о н ы  м н о г о у г о л ь н и к а ,  в п и с а н н о г о  
в о к р у ж н о с т ь ,  если все его углы р а в н ы  между 
собой?

20. Чему равен угол между двумя н е с м е ж н ы м и  с т о 
ронами  прав ильного  шестиуг ольник а?

21.  В ыра зить  а п о ф е м ы  п р а в и л ь н о г о  т р е у г о л ь н и к а ,  
квадрата  и ше сти у го льн ик а  через:  а) радиус о п и 
са н н о й  о к р у ж но с т и ;  Ь) его сторону.

22. Как относятся  д иа метры  двух о круж ностей :  в п и 
са нной  в квадрат  и о п и с а н н о й  около  него?

23. Чему р авн а  сум ма ц е н т р а л ь н о г о  угла и угла при 
верш ине  пр авил ьн о го  п - у гольн ика?

24. С к о л ь к о  ст о р о н  имее т  п р а в и л ь н ы й  м н о г о у г о л ь 
н ик ,  если к а ж д ы й  из вн у т р е н н и х  углов его р а 
вен: а) 135°; b) 1 50°?

25. С к о л ь к о  ст орон  имеет п р а в и л ь н ы й  м н о г о у г о л ь 
н ик ,  каждый  из в н е ш н и х  углов ко то р о го  равен:  
а) 36°; Ь) 18°; с) 24°?

Тест № 1 1

1. Разность  между р ад и у сам и  о кр у ж но с т е й :  о п и с а н 
ной около прав ильного  треугольника  и вписа нной  
в него, равна т. Определить сторону треугольника.

A) m j 3; В) 2wV3; С) D) Е) 2 т.

2. Сторона правильного  м н огоугольн и ка  равна а , р а 
диус круга ,  о п и с а н н о г о  о к о л о  него,  равен  R. О п 
ределить радиус в п и са н н о г о  круга.
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A) \ Rl ~ Т ; В) ~ q1 ; С)  ^2 R 2 ~ a2 '

D) Е) Л / ? 2 -  л 2.

3. Определить  сторону  п р авильного  м н огоугольника ,  
если радиусы вписа нного  и оп и с ан н о г о  около него 
кругов рав ны со о т в е т с т в е н н о  г  и R.

А) 2 Л 2 -  R- ; В) 2 ^ R 2 - ^ - ;  С)  Л / ? 2 -  г 2 ;

D) 2 Л Г 2 - / * 2; Е) Л 2 -  г 2.

4. Чему  р авн а  с т о р о н а  п р а в и л ь н о г о  в о с ь м и у г о л ь н и 
ка,  в п и с а н н о г о  в круг  радиуса /??

A) W 2 - Л ;  В) У?Л; С)  / ? Л ~ Л ;  D) / ? Л ;  

Е) 2/?Л .

5. По д ан но й  стор он е £7 правильного  « -у го л ьни ка  о п 
р е д е л и т ь  его а п о ф е м у ,  ес ли :  а) /7 =  3; Ь) /7 =  4;
с )  /7 =  6 .

Г с г-
. . гг а . омЗ п . 6-V2 с/. av3 .~,ч /г  аА) яуЗ;  7 : - у - ;  В) — ; у ;  — ; С) я Л ;  у ;

wv2 . «>/з £/V3 а \13 ол/З— D) — ; - ;  — : Е) -----: а: ------.
2 6  2 2 6  2

6 . В о к р у ж н о с т ь  радиуса R вписа н  п р а в и л ь н ы й  ш е с 
ти угольн ик  и серед ин ы  его сторон  посл ед о в ат ел ь 
но соеди н ен ы.  О п ределить  сторо ну  нового ш е с т и 
угольн ика .

А) «Л; В) ЯЛ; С) D) М ;  Е) М .
7. Сторона  п р а в и л ь н о ю  вписанного в окружность тр е

у г о л ьн и ка  рав на .6 . Найти  радиус круга и сторону  
в п и са н н о г о  в эту о к р у ж н о с т ь  квадрата .

А) В) W 3 :  С) '4~:  D)  2Й;

2 4 Л ;  . , _^/б



8 . По д ан н о м у  радиусу R о п р е д е л и т ь  д ли н у  хорды 
дуги,  котор ая рав на 135°.

A) W 2 + Л ;  В) W'2 + л/3; С) Дл/З; D) 2 / ? Л ;

Е) Яу1з + >Г2.

9. Н айти  радиусы  о к р у ж н о с т ей :  о п и с а н н о й  о к о л о  
п р а в и л ь н о г о  т р е у г о л ь н и к а  и в п и с а н н о й  в него,  
если разность  их радиусов равна 6  см.

А) 9 и Зс м;  В) 12 и 6  см; С) 10 и 4 см; D) 12л/3 

и 6л/3 см; Е) 8  и 2  см.

10. Найти  о т н о ш е н и е  д и а м е т р о в  о к р у ж н о с т ей :  в п и 
с а н н о й  в п р а в и л ь н ы й  т р е у г о л ь н и к  и о п и с а н н о й  
около  него.

А) 1 : 3; В) 2 : 3; С) 1 : 2 ;  D)  2 : 1 ;  Е) 3 : 1 .

11. Вокруг квадрата  со с т о р о н о й  а о п и с а н а  о к р у ж 
ность,  а о к о л о  о к р у ж н о с т и  о п и с а н  п р а в и л ь н ы й  
треугольник.  Определ ить  сторону треугольника .

А) 2дл/б; В) - у : С) 2ял/З; D) а 4 6 ; Е) ял/5.

12. Чему р авны  в н у т р е н н и й ,  в н е ш н и й  и ц е н т р а л ь 
ный угол пр ав ил ь н о го  ш ести у го ль н ик а?

А) 120°; 6 0 е; 60°; В) 60 е; 120°: 6 0 е; С) 60°; 100е; 
6 0 е; D) 120°; 60е; 120°; Е) 60°; 6 0 е; 120°.

13. Найти о т н о ш е н и е  а п о ф е м ы  к радиусу  п р а в и л ь 
ного:  а) т р е у г о л ь н и к а ;  Ь) квад р ата ;  с) ш е с т и 
уг ольника.

А) 1 :  f ; f ;  13) j ;  Л :  f ; С) I ;  Л :

D) } ;  Е)

14. Н айти  о т н о ш е н и е  п е р и м е т р о в  п р а в и л ь н о го  в п и 
санного  и о п и с а н н о г о  около  круга радиуса R ш е 
стиугольника .

1
1 1 v 2:

V3

Г- г—
! v3 v 2
1 1 1 4 7

2 6 7 1



А) В) Л; С) Y ’ ° >  Т ; Е) 7 Г

15. Радиус  о к р у ж н о с т и ,  в п и с а н н о й  в п р а в и л ь н ы й  
ш ести у го льн ик ,  равен 1,5 см. Найти  радиус о п и 
са нной  окруж ности.

А) 1 ,6см;  В) 1 ,7см;  С) Л е м ;  D) 2 с м;  Е) V2 см.

16. Б и с с е к т р и с а  п р а в и л ь н о г о  т р е у г о л ь н и к а  р а в н а  
2 1 с м .  Чему  ра вен  радиус круга ,  в п и с а н н о г о  в 
этот  тр еугольник?

А) 10 см ;  В) 1 2см;  С)  7 с м ;  D)  8 см;  Е) 14см.

17. Найти радиус окруж нос ти ,  о п и с ан н о й  около  п р а 
вильного  тр е у го л ь ни ка  со ст о р о н о й  81 см.

А) 27л/з см; В) 28л/з см; С) 23л/3 см; D) 24л/3 см; 

Е) 25л/3 см.

18. Высота п р а в и л ь н о г о  т р е у г о л ь н и к а  р авн а  18 см. 
Чему равен радиус круга,  о п ис ан но го  око ло  этого 
треу гольника?

А) 8 дм;  В) 9 д м ;  С)  13дм;  D)  12дм;  Е) 10дм.

19. П е р и м е т р  р а в н о с т о р о н н е г о  А ЛВС  
равен Здм.  Найти периметр ААВ}СГ 
если АВХ =  2АВ и /1C, =  2АС. В

А) 5 дм; В) 6  дм; С) 7 дм; D) 8  дм;
Е) 9 дм.  В

20. Найти радиус окруж ности ,  о п и с а н н о й  около  п р а 
в ильного  ш е с т и у г о ль н и к а ,  если его м е нь ш а я  д и 
агональ  равна 1 2 д/ 3  см.

А) 4л/з см; В) бл/3 см; С) 12 см; D) 14 см; Е) 8л/3 см.

21. Радиус о к р у ж н о с т и ,  о п и с а н н о й  о к о л о  п р а в и л ь 
ного ш е с т и у г о л ь н и к а ,  равен  5л/3 дм.  Н айти  р а с 
сто яни е между его параллельны м и сторо нам и.

А) 15дм;  В) 10д м;  С) 12дм;  D)  17дм;  Е) 16дм.

22. Найти длину меньшей диагонали правильного ш е 
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стиугол ьника ,  если радиус о п и с а н н о й  окол о  него 
окруж ности  равен 1 2  см.

А) 12Л  см; В) 12л/3 см;  С) б Л  см; D) 8 Л  см; 

Е) 9 Л  см.

23. С к о л ь к о  ст о р о н  у п р а в и л ь н о го  м н о г о у г о л ь н и к а ,  
если его вн е ш н и й  угол в 4 раза меньше его внут
рен нег о угла?

А) 10; В) 6 ; С) 8 ; D) 12; Е) 9.

24. Опред ел ить  дли н у  д иаго налей  п р а в ил ь н о го  в о сь 
м и у го л ьн и ка  по д ан н о м у  радиусу Я.

A) Ryl2; W 3 + Л ;  2/?; В) я Л ;  W 2 + Л ; 2Я; 

С) Ял/2; 2/? Л ;  2 Я; D) /?Л; Ял/2 + Л ;  2Я; 

Е) ЯЛ;  Яд/2 + Л ;  2Я.

25. Определить  длину  д иа го на ле й  п р ав ил ь н о го  в о сь 
ми у го л ьн и ка  по д а н н о й  его стор он е а.

А) ау/2 + Л ;  я ( Л  +1);  4 + 2Л ; В) a-J2 + Л ;

* ( Л  + 1 ); ^л/з + 2 Л ;  С) ал/ 2  + Л ;  а ( Л  + 1 );

a-J 4 + 2Л ; Е)) йл/2 + л/2 "; #(л/3 + 1); 2я; Е) ау]2 + л/2";

я ( Л  + 2 ); ал]4 + 2 Л .

26.  С к о л ь к о  осей с и м м е т р и и  имее т п р а в и л ь н ы й  п я 
ти угольник ;  п р ав и л ь н ы й  ш е сти угольн ик?

А) 5; 3; В) 1; 3; С) нет; 2; D) нет; 6 ; Е) 5; 6 .

27.  Найти  о т н о ш е н и е  д и а м е т р о в  о кр у ж н о с т ей :  в п и 
са нн ой  в квадрат  и о п и с а н н о й  около  него.

А) 1 :Л ;  В) Л : 1 ; С) 1 : 2 ; Э ) 1 : Л ;  Е) Л : 1 .

28.  Найти отн ошен ие длин окружностей:  впи са нн ой  в 
правильный треугольник и описан ной  около него.

А) 2 :72;  В) 2:ТЗ; С) 1: 2;  D)  2 : 1 ;  Е) Л : 1 .

29. Найти радиусы двух окружностей:  о п исанной  око-
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ло п р а в и л ь н о г о  ш е с т и у г о л ь н и к а  и в п и с а н н о й  в 
него,  если р азн о сть  этих радиусов  рав на 6  см.

А) 4(2л/3 + 3)см; 6(2л /з+3)см;  В) 8л/3см; 8л /3+6см;

C)  6 ( Л  + 3)см; 6 (л/3 + 4 ) см; D ) 6(2л/3 + 3)см;

12(л/3 + 2) см; Е) 6(2-Уз -  3) см: 12(71 -  1 )см.

30.  С к о л ь к о  ст о р о н  и мее т п р а в и л ь н ы й  м н о г о у г о л ь 
ник ,  если его ц е н т р а л ь н ы й  угол 60°; 90°; 120°; 
45°?

А) 6 ; 4; 3; 8 ; В) 8 ; 3; 4; 6 ; С) 9; 4; 3; 8 ; D) 6 ; 
3; 4; 8 ; Е) 9; 6 ; 3; 8 .

31.  Может ли центральный угол правильного « - у г о л ь 
н и к а  быть р а в н ы м  30°; 40°; 50°; 15°?

А) да,  нет,  нет.  нет; В) да,  да,  нет,  да;  С) да,  
нет ,  да ,  нет;  D) да ,  нет ,  нет ,  да;  Е) да ,  да ,  
да,  нет.

32.  С к о л ь к о  сторон  и мее т  п р а в и л ь н ы й  /7 -у г о л ь н и к ,  
вн е ш н и й  угол ко торого  равен 72°?

А) 6 ; В) 8 ; С) 10; D) 9; Е) 5.

33. Сторона правильного мн огоугольника равна а , р а 
диус в п и с а н н о г о  в него круга равен г. О п р е д е 
лит ь  радиус о п и с а н н о г о  круга.

A)  В) 2 ^ 7 7 ^ ;  С )  Jr+j;
D )  2 Е)  2J77Z.

34. С к о л ь к о  ст о р о н  у п р а в и л ь н о г о  м н о г о у г о л ь н и к а ,  
если его в н у т р е н н и й  угол равен 144°?

А) 6 ; В) 10; С) 8 ; D) 12; Е) 9.

35.  С т о р о н а  п р а в и л ь н о г о  ш е с т и у г о л ь н и к а  ABCDEF  
р ав н а  6  дм.  Найти  р а с с т о я н и е  от в е р ш и н ы  С до 
диа го на ли  АЕ.

А) 8  дм;  В) 10дм;  С) 9 дм;  D) 7 дм;  Е) 12дм.
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36. С ко л ь ко  сторон  имеет выпуклы й  м н огоугольн и к ,  
если сумма его в н у т р е нн и х  углов вместе  с о д 

ним из внеш н их  равна - у - ?

А) 10; В) 11; С) 13; D) 15; Е) 16.

37. В н е ш н и й  угол при в ер ш и н е  п р а в и л ь н о го  м н о г о 
у г о л ьн и к а  равен  60°. Найти  д л и н у  его б о ль ш е й  
д иа г о на ли ,  если пер и м ет р  этого м н о г о у г о л ь н и к а  
равен 54 см.
А) 12см;  В) 16с м;  С) 2 0 с м ;  D) 18см;  Е) 10см.

38.  О п р ед е л и т ь  число  ст о р о н  м н о г о у г о л ь н и к а ,  если 
сумма  его в ну тр е нн и х  углов в 6  раз  больш е  с у м 
мы в н е ш н и х  углов,  взятых по о д н о м у  у ка ждой  
вершины.

А) 16; В) 10; С) 15; D) 12; Е) 14.

39. Н айти  ст о р о н у  п р а в и л ь н о г о  1 2 - у г о л ь н и к а ,  в п и 
санн ого  в окр у ж но сть  радиуса R.

A) R h -  Л - .  В) r 4 2 - С) «; D) — ; 

Е)

40. Определить  ctg (3, где (3-внутренний угол пр ав ил ь 
ного восьмиугольник а .

А) - - Ь  В) - 1 ;  С)
V 2

4=-; D) - Л ;  Е) I.
V з



Глава 12
П Л О Щ А Д И  П Л О С К И Х  Ф И Г У Р

§ 12 .1 .  Общие понятия о площади

О п р е д е л е н и е .  Величина части плоскости, заклю
ченной внутри многоугольника или какой-нибудь плос
кой замкнутой фигуры, называется площадью этой фи
гуры.

Вел и чи на  п ло щ ад и  п л о с к о й  ф и гуры  есть  н е к о т о 
рое число,  и з м ер я ю щ ее  площадь .  С о о т н о ш е н и е  м е ж 
ду п л о щ а д я м и  ф и гу р  и ч и с л а м и ,  их и з м е р я ю щ и м и ,  
д о л ж н ы  удовлетворя ть  следую щ им  условиям.

1) Числа,  и змеряющие площади равных фигур,  дол-  
С жны быть равны между собой.

2) Если  д а н н а я  ф и г у р а  р а з 
бита на несколько частей, состав- 

D л я ю щ и х  ка ждая  зам к н у т у ю  ф и 
гуру, то число, и змеряющее п ло 
щадь всей фигуры,  д олж но  быть 
равно сумме чисел,  измеряю щ их  
п л о щ а д и  о т д ел ьн ы х  ее частей:

S A B C D E  =  S \ +  S 2 +  ( Р И С ‘ 2 9 5 ) -

О п р е д е л е н и е .  Фигуры, имеющие равные площа
ди, называются равновеликими.

Очевидно,  что рав ные фигуры всегда рав нове лики ,
С л в  но р а в н о в е л и к и е  ф и -

гуры не всегда равны.
/  Н а р и с у н к е  296

/  Г \  и з о б р а ж е н ы  п а р а л ;и
/ 5  е Ц щ  л о г р а м м  ABCD  и тре-

у Ш Д Р- ■ \  у г о л ь н и к  А х В { Ср ко-
\  торые равновелики, т. е. 

D А, С с =  с =  с + с
1 1 A B C D  ° А А ^ В \ С \  ° 1  2 ’

Рис. 296 но ф и гуры  не равны.



П р и н я т о  одну  из сто ро н  т р еу г о л ь н и ка  или п а р а л 
л е л о г р а м м а  н азы вать  основанием , а п е р п е н д и к у л я р ,  
о п у щ е н н ы й  на эту ст о р о н у  из в е р ш и н ы  т р е у г о л ь н и 
ка или к а к о й - л и б о  точ ки  п р о т и в о п о л о ж н о й  стороны  
параллелограмма,  называть высотой.

В прямоугольнике одну из его сторон называют осно
ванием,  а другую высотой.

О п р е д е л е н и е .  Основание и высота прямоуголь
ника называются его измерениями.

Для  и з м е р е н и я  п л о щ ад и  д а н н о й  фигуры  следует 
выбрать ед иницу  измерени я.

О п р е д е л е н и е .  За единицу измерения площадей при
нимают площадь квадрата,  сторона которого равна  
линейной единице (1см; 1м; 1дм и т.д.).

§ 12 .2 .  Площадь прямоугольника
т е о р е м а _____________________ ____________________________

Площадь прямоугольника равна произведению его 
основания на высоту.

1-й с л у ч а й .  Д л и н ы  о с н о в а н и я  и выс оты и з м е 
ряются  н атуральным и числа ми  т и п  (т, п £  IV).

Д а н о :  A BC D  — п р я м о у г о л ь н и к ;  Л В = п ;  A D = m  
(рис.  297).

Д о к а з а т ь :  SABCD =  тп (к ва дратных единиц) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разделим о сн о в ан ие  AD на т 

р авн ы х  частей,  а высоту АВ на п т аких  же равных  
частей и через  точ ки  д ел ен и я  gс
проведем прямые,  параллельные

ответственно высоте и о с н о 
ванию прямоугольника.  От вза- „ 
и много  пересечения  этих п р я 
мых получаются некоторые ч е  
т ы р е х у г о л ь н и к и .  Р а с с м о т р и м  А т D 
од ин  из них,  н а п р и м е р  четы-  Рис. 297

18 — Г е о м е т р и я ,  ч а с т ь  I 273
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р ех у г о л ь ни к  MNPO.  Этот ч е т ы р е х у г о л ь н и к  яв л яется  
прям оугольнико м ,  т. к. его стороны параллельны ст о 
ро нам  п р ям о у г о л ь ни ка  ABCD , а поск ольку  д л и н ы  его 
ст орон  M N  и PQ равны по од ной  л и н е й н о й  ед и н и ц е ,  
то M N P Q — квадрат .  Это у т верж дение  верн о для л ю 
бого ч е т ы р ех у г о л ь н и к а ,  п о л у ч и в ш е г о с я  при п е р е с е 
ч ении  прямых.

В одной горизо нтальной  полосе на осн ован ии  п р я 
моугольника укладывается т таких квадратов, на высоте 
п р я м о у г о л ь н и к а  у к л ад ы ва ет с я  п полос .  Т а к и м  о б р а 
зо м,  в п р я м о у г о л ь н и к е  ABCD  у кл а д ы ва ет с я  т • п т а 
ких квадратов. Поэтому площадь прямоугольника ABCD 
р ав н а  ( тп ) к в ад р ат н ы х  е д и ни ц .

Sabcd= тп =  АВ ■ A D , т. е. п р о и з в е д е н и ю  о с н о в а н и я  
на высоту.

2-й с л у ч а й .  Д л и н ы  о с н о в а н и я  и высот ы п р я м о 
угольника измеряются рациональными числами и ~  

^ ( т , п , р, q Е N).
Д а н о :  ABCD — прям оу гол ь

ник; А В =  AD =  (рис. 298).
П С ^  РД о к а з а т ь :  SABCD=  ~jf ■ j

(ква дратн ых  едини ц) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дроби

7 Р и ^  приведем к общему зна-
т Щ  р  рп

м е н а т е л ю  т =  1щ и j  =  ^  .
П р и м е м  щ  д о л ю  л и н е й н о й  

е д и н и ц ы ,  в к о т о р о й  и з м е р е н ы  АВ  и AD,  за новую 
ед иницу  длины.  В новых единицах измерения:  А В =  mq 
новы х л и н е й н ы х  единц,  AD — рп новых  л и н е й н ы х  е д и 
ниц ,  т.е. АВ и AD и з м ер е н ы  нат у р ал ь н ы м и  ч ислами  в 
н о вы х  е д и н и ц а х  и з м е р е н и я ,  и п о э т о м у  по п е р в о м у  
случаю  SABCl)— (mq)  • (пр) н о вы х  к в а д р а т н ы х  е д и н и ц

(в н о в о й  к в а д р а т н о й  е д и н и ц е  со д е р ж и т с я  —Ц- ста-
(nqY

рых кв ад р ат н ы х  е д и н и ц ) .  П е р е й д я  к с т а р ы м  е д и н и 
цам и з м е р е н и я ,  получим:
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с =ABCD
(mq) - (pn) mg

nq(nq)~ ~  M ' w  =  7Г ' f  (с тары х  к в а д р а т 
ных ед и ни ц ) .  Ит ак,  SABCD = АВ ■ AD.

3-й с л у ч а й .  Длины основания и высоты прямоуголь
ник а измеряются  и р р ац и о н а л ь н ы м и  чис ла ми  а  и (3 .

Д а н о :  ABC D  — п р я м о у г о л ь н и к ;  А В =  a ;  A D = $ \  
(рис.  299).  (з'

Д о к а з а т ь :  S ЛВС[) =  а  ■ р 
(квадратных единиц) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По 
определению иррационально- ( 
го ч и с л а  схп< а <  ос' и Рп<
< (3 < рп', где а п и а ' — п р и 
ближенны е значен ия  с недо-  А 
статком  и и з б ы т к о м  с т о ч 
ностью до п десятичных зна-  Рис- 
ков ч ис ла  ос, а (Зп и р ' — чис ла  (3, п ричем  а п и ос', Рп 
и р ' — рац и о на л ьн ы е  числа.

От точки А отложим на стороне АВ отрезки А В у  осп 
и ЛВ2 =  ос', а на стороне АО отрезки A D { =  (Зп и AD2 =  (3̂ . 
П о с т р о и м  д в а  в с п о м о г а т е л ь н ы х  п р я м о у г о л ь н и к а  
AB^C^D, и AB2C2D2, с т о р о н ы  которы х ,  р ав н ы е  осп, (Зг 
и ос'; Рп', измерены рац и о на л ьн ы м и  числами.  Тогда по 
второму  случаю

$  л t)\C\D\ =  а п • Рп — к в ад р а т н ы х  е д и н и ц ,  а =
=  а ' *  Рп' — квадратных единиц,  причем < SABCD<
<S'\ihc2ih- При неограниченном увеличении п, т. е. при 
п -» оо otn, и ос' —> а ,  а Рп и р ’ -» р по о п р е д е л е н и ю  и р 
рационального числа,  и тогда осп • рп и ос' • р ' - э  ос р. Этот 
общ ий  предел осп Рп и а п Рпг, т. е. произв ед ен ие а  р, и 
принимается  за меру площ ад и  ABCD.  Так им  образом,  
и в этом случае S tBcn =  ( а  • р) — кв а д р ат н ы х  ед и н и ц ,
т - е - S a b o > =  А В -  A D .

Знач ит ,  при лю бы х  и з м ер е н и я х  своих стор он  п л о 
щадь п р я м о у г о л ь н и к а  рав на п р о и з в ед ен и ю  его о с н о 
вания  на высоту,  что и тр еб о вал о сь  доказать .
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Следствие.  П л о щ а д ь  квадрата  р ав н а  кв ад рату  его 
стороны.

Д а н о :  ABCD квадрат (рис.  300).
С Д о к а з а т ь :  SABCD =  АВ1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т ак  как  
к в ад р ат  есть  п р я м о у г о л ь н и к ,  у 
которого основание и высота рав 
ны, то его площадь SABCD=  AD- АВ. 
По определению квадрата сторона 
АВ  р а в н а  с т о р о н е  A D , и то гда 

ABl■
Следствие доказа но .

§ 1 2 .3 .  Площадь параллелограмма
т е о р е м а _________________________________________________

Площадь параллелограмма равна произведению его 
основания на высоту.

Д а н о :  ABCD — параллелограмм;  В К — высота,  A D — 
осн о ван ие  (рис.  301 и 302).

Д о к а з а т ь :  SABCD= AD ■ ВК.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании AD построим пря-

м о у г о л ь н и к  AEFD,  у 
котор ого  сторона EF — 
п р о д о л ж е н и е  с т о р о н ы
ВС. Возможны два слу
чая построения.

1 - й  с л у ч а й .  С т о 
ро н а  ВС  ч а с т и ч н о  с о 
впадает  с с т о р о н о й  EF 
(рис. 301).

2-й с л у ч а й .  Сторо
на ВС  л е ж и т  вне с т о 
роны EF (рис.  302).

Док аж ем ,  что в о б о 
их случаях SABCD — SAEFD

С
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с =  с _ V < 1 )
п а р а л л е л о г р а м м а  A B C D  A E F C D  \ А Е В  ’ '  '

е =  с — V г?)
п р я м о у г о л ь н и к а  A E F D  A E F C D  A F D C  ’ '  '

Но п р я м о у г о л ь н ы е  т р е у г о л ь н и к и  ЛЕВ  и DFC  р а в 
ны по гипоте нузе  АВ =  CD ( п р о т и в о п о л о ж н ы е  с т о 
ро ны  п ар ал л ел о г р ам м а)  и катету АЕ — FD ( п р о т и в о 
положны е стороны  прямоугольника) .

Ит ак,  A A E B = A D E C , и тогда
V =  V ( 3 ^

А А Е В  A D F C  ■ '  J  '

Из равенств  (1),  (2) и (3) следует ,  что п ло щ а д и  
параллелограм ма  ABCD  и п р ям о у г о л ь н и к а  AEFD р а в 
ны,  т. е. эти ф игур ы р а в н о в е л и к и .  Но п л о щ ад ь  п р я 
м о у г о л ь ни ка  A EFD равна:  S ltFD =  AD ■ АЕ — AD ■ В К, и 
тогда и S = AD ■ ВК , т. е. п р о и з в е д е н и ю  его^  п а р а л л е л о г р а м м а  ’ к  ^

о сн о в ан и я  на высоту,  что и треб овал ось  доказать .

т е о р е м а ________________________________________________
Площадь параллелограмма равна произведению сторон 

параллелограмма на синус угла между ними.

Д а н о :  ABCD — параллелограмм; BE — высота (рис. 303). 
Д о к а з а т ь :  S 4BCD= АВ • AD • sin А. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Площадь параллелограмма ABCD 

равна AD ■ BE. Из  п р я м о у г о л ь н о г о  т р еу г о л ь н и к а  АВЕ  
имеем:  В Е = А В  sin А (катет  
равен произведению гипоте 
нузы на синус прот иволеж а
щ е г о  ему угла )  и т о г д а
S . Rrn~ АВ ■ AD ■ sin А, что и ^  Е ^A B C D  7

требовалось доказать .  Рис- 303

§ 12 .4 .  Площадь треугольника
т е о р е м а ________________________________________________

Площадь треугольника равна половине произведе
ния его основания на высоту.

Д а н о :  A ABD; BE — его высота ( р и с . 304).
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Д о к а з а т ь :  SSABP =  |  AD ■ BE.
Д о к а  з а  т е  л ь с т в о .  Достроим Д ABD до параллело- 

В С грамма,  проведя D C \ \ A B n  В С ||
j[ AD. Так как диагональ паралле
лограмма делит его на два рав-

Е D

Рис. 304

ных треугольника, то S  

=  -  S2 п а р а л л е л о г р а м м а  ЛИСП

что и требовалось доказать.

= S' =\м ю  M in e

= \ a d - B E ,

Следствие  1. Т р еу г о л ь ни ки  с р ав н ы м и  о с н о в а н и я 
ми и р авным и  высот ами р авновелик и .

Д а н о :  A ABC, А АВ, С. А А В Х ;  B D  = BD 
В 5, равные  высоты (рис.  305).

B,D,

D, А

Д о к а з а т ь :  5 Л АК =  S uelc= S l 1 t l . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По доказан

ной тео р еме  п ло щ ад ь  т р е у г о л ь н и 
ка равна половине произведения его 
о с н о в а н и я  на высоту ,  и п о э т о м у  
площади  д ан ны х  треугольников рав

ны: S\ Uj(. =  |  АС • BD;

АВ1С АС • B,D} и \  ЛС • B,D,. Так как высоты
B,D{ — B2D„ а о с н о в а н и е  АС  т р еу г о л ь ни ко в  об- 
то S UBC = S UBC=  S xABC. Следствие доказано.

Следствие 2. П л о щ а д ь  п р я м о у г о л ь н о г о  т р е у г о л ь 
ника  равн а по ло в и н е  п р о из в ед ен и я  его катетов.

Д а н о :  А ЛВС — прямоугольный (рис. 306).

Д о к а з а г ь: S ивс= ~ ВС ■ Л С. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т ак  как катеты 

п р я м о у г о л ь н о г о  т р е у г о л ь н и к а  в з а и м н о  
п е р п е н д и к у л я р н ы :  В С ± Л С , то од ин  из 
ка тето в  ВС  м о ж н о  счи тать  за высоту,  а 

'С другой катет АС  — за основание треуголь- 
Рис. 306 н и к а  ЛВС.  П о э т о м у
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Следствие 3.  О т н о ш е н и е  п лощ ад ей  двух т реуголь 
н иков  равны о т н о ш е н и ю  произв едений  их о сн о в а н ий  
на высоты.

Д а н о :  А ЛВС  и А Л , 5 , С,; BD и BlDi — их высот ы 
(рис. 307).

>А A B C А С  • BD  

A, Ci  ' В | D,
Д о к а з а т ь :  -

A/fiS]C’i "l И и1‘
Д о к а з а т е л ь с т в о .  S. .Rr =  т- АС  ■ BD и S. А,С,

А А В С• Я,/),. Тогда -
АА] В\С\

бовалось  доказать .

2
А С  ■ B D

А{С\ ■ BlD]

А С  ■ B D

ЧТ0ИТРе-

с

Рис. 307

с,

Следствие 4. П лощ адь  ромба равна п олови н е  п р о 
изве де ния его диагоналей .

Д а н о :  ABCD — ромб; А С  и BD — его д и а г о н а л и  
(рис.  308).

I
Д о к а з а т ь :  S 4BCD =  j  АС ■ BD.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  S ABCn =

=  2  • 5 алдг ( д и аг о н ал ь  р о м б а  де-  с
лит его на два равных треуголь
н и к а ) ,  а т. к. д и а г о н а л и  ро мб а 
в з а и м н о  п е р п е н д и к у л я р н ы ,  то



S xar r =  \ a O B O =  7  AC- 7  BD =  7  A C -  BD. Т а к и м  об-
л а в с 2  ^ 2 4

разом ,  SABCD=  2 • -  АС ■ BD = -  А С  ■ BD, что и т р е б о 

валось  доказать .

Следствие 5. П л о щ а дь  ромба р авн а  п р о и з в е д е н и ю  
квадрата  стор он ы ромба  на синус угла между его с т о 
ронами.

Д а н о :  ABCD — ромб  (рис.  309).
Д о к а з а т ь :  SABCD=  АВ ■ sin А • ( SABCD=  а2 • sin А),  где 

с  АВ =  AD =  а.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Площадь 

п араллелограм м а ,  р а з н о в и д н о с 
тью которого является ромб, рав
на п р о и з в е д е н и ю  его ст о р о н  на 
синус угла между ними:  £ паралле_ 

=  а ■ b - sin А, где а и b —л о г р а м м а  ’

с т о р о н ы  п а р а л л е л о г р а м м а ,  а А — угол между  ним и .  
Т ак  ка к ст о р о н ы  ромба равны между собой ,  то а — Ь, 
то,  5  ба ABCD— a 2' sin А, что и т р е б о в а л о с ь  доказать .

§ 1 2 .5 .  Формула Герона

Д р е в н е г р е ч е с к и й  у ч е н ы й  Герон Александрийский  
раб отал  в А л е к с а н д р и и  в I веке н. э. Герон р а с с м а т 
ривал треугольники со сторонами а =  13; b =  14; с =  15 
и а =  5; 6 = 1 2 ;  с = 1 3 ,  п ло щ ад и  к о т о р ы х  в ы р а ж а ю т 
ся цел ыми  чис ла ми.  Впослед ствии  такие т р е у г о л ь н и 
ки с ц е л о ч и с л е н н ы м и  с т о р о н а м и  и п л о щ а д ь ю  стали 
называть „ г е р о н о в ы м и “ .

Формула Герона
(вычисление площади треугольника через длины трех 

его сторон). Площадь произвольного треугольника ABC  
равна S =л1р(р-а)(р-Ь)(р-с)  , где р = а + - + с и а , Ь, 
с — длины сторон треугольника.
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Д а н о :  А А В С ; AD — e го в ы с о т а  ( р и с .  310) .

Д о к а з а т ь :  S UBC= J  p ( p - a ) ( p - b ) ( p - c ) ,  где р
А В  + ВС  + АС  , а + b + с ч(или р  = ---------- ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  S ^ BC=

= ]-  ВС ■ A D =  а ■ h .
2 2 а
Из  треугольника  ЛЯС по т е 

ор еме о квадрате  сто р о н ы ,  ле-  g. 
ж а щ ей  п ротив  острого  угла Я, 
следует, что Ь2 = с2 + а2 — 2а • Я/).

А/

с /

L__ с
D

Рис. 310

С

Отсюда BD = - 

гора находим:

AD = h,

2 а
. Из A A B D  по теореме  П и ф а -

= -J72 -  BD2 = ] с 2 -
( 2 2 Лс + а -  Ь

2 а
\ /

= ^ - j Q a c ) 2 - ( c 2 + a 2 - b 2)2 =
2 а

= — J(2ac — с2 -  а2 + b2) • ( 2 ас + с2 + а2 -  Ь2) -
2 а

2 а
Ъ~ -  {а -  сУ \ Л(а + сУ -  Ь)\ =

= — J(b -  а + с)(Ь + а — с)(а + с -  Ь)(а + с + Ь).
2 а

Но а +  с + b =  2р, и тогда b — а + с =  Ь + а + с ~  2а =  
= 2р—2а = 2{р -  а). А н ал о г и чн о :  b + а — с =  Ь + а + с ~
— 2с =  2р~2с  =  2  (р — с) и а + с ~  b =  a + c +  b ~  2Ь = 2р —
— 2 b =  2(р -  Ь). Итак,

К  = — ^ 2 р ' 2 ( р - а ) ' 2 ( р - с ) -  2(р -  Ь) =

= — у/р(р -  а)(р -  Ь)(р -  с) = -  J p ( p  -  а)(р -  Ь)(р -  с).
1а а

И т о г д а
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I I--------------------------------
S X 4 B C  =  ~  C l ) ( P ~  Ь ) ( Р  ~  C )  =

= J p ( p -  a )(P -  ~b)(p -  c),

что и тр еб овал ось  доказать .  Эта ф о рмула  Герона п о 
зволяет  в ы ч и сл ять  площ ад ь  т реугольни ка  через  д л и 
ны трех его сторон.

Следствие.  Площадь правильного треугольника рав-
с СГ 7 з

на: Л =  ■■ , , где а — с то р о н а  треугол ьника .

Л а н о: ЛВС — равн осторонний тр е
угольник;  А В =  а (рис.  311).

п с  я V3Д о к а з а т ь :  ЛА АВС =  .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По ф ормуле  
Г ер она S yUH= ^ p ( p - a ) ( p - b ) i p - c ) ,  но 

т. к. треугольник АВС равносторонний,
__ / __  (I (Z (2 3(1 тто а =  b =  с и р = -----------= — . Тогда

а -  а =

V 2 V 16

. что и грео овалось  доказать .

§ 12 .6 .  Площади треугольника, выраженные 
через тригонометрические функции

т е о р е м а ________________________________________________
П лощ адь  тре угольника  рав на половине п р о и з в ед е 

ния двух любых его сторон на синус угла между ними,

1 - й с л у ч а й . L А — остры й . 
Д а н о :  Д ЛЯС (рис.  312).
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Д о к а з а т ь :  SA4BC =  ^  АВ  • А С  •

• sin /4 ( ^ Л)ДС =  -  Ьс ■ sin /4).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По ранее 

д оказанному

j  *'*,= у-4 С- Я», где 
B D — в ы с о т а  ЛАВС.  Из  п р я м о 
уг ольн ого  т р е у г о л ь н и к а  ABD  н аходим  ЛЛ =  С7- sin А.

Тогда SAABC — ~ b ' hb=  ~ be - sin А.

2 -й с л у ч а й .  Z1 A — тупой.
Д а н о :  &АВС  (рис. 313).

Д о к а з а т ь :  SAAf}C =  7  АВ • А С •

• s i n /1 ( 5 ИЙС =  7  Ьс ■ sin /4).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Исполь-  

зуем известную формулу плоша-  /; А Ь С

ди т р е у г о л ь н и к а  S SABC= ~ b - i i h, Рис. 313
где hb— высота  ABC,  о п у щ е н 
ная на сторону  АС = Ь. Из  п р я м о у г о л ь н о г о  т р еу г о л ь 
ника ABD находим п = с • sin ZBAD — с • sin (180° -  /1) =  
=  с • sin Л (по формуле приведения sin( 180° — А) =  sin А).

1 !
И т а к ,  S Vlgc =  -  Ь ■ hh =  -  Ьс • sin /4.

3-й с л у ч а  й. LA — прямой.
Д а н о :  Д ABC  (рис. 314).

Д о к а з а т ь :  SA4BC=  ~ АВ - AC - sin A; (SJAffC=  |  Ьс ■ sin А). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Площадь прямо-   ̂

угольного  тр еу го л ьни ка  ABC  равна п о 
л о в и н е  п р о и з в е д е н и я  его катетов,  т. е.

5 \ |ЙГ=  \ :АВ - А С =  |  Ьс. И з в е с т н о ,  что с\ль с 2 2

sin А =  sin 90° =  1, следовательно,  £ А,.!/?Г =

=  - Ьс ■ sin А. Так им  образом,  каким бы д /, с  
ни был угол Д ABC,  т ео р е ма  ок а зы ва-  Рис. 314

2 8 3 1



ется верна,  т. е. SAABC =  у ab • sin С; SAABC=  у  яс • sin 5;

5 Afgc= ^  be • sin Л, что и тр еб о в ал о сь  доказать .
Эти ф о р м у л ы  п о з в о л я ю т  в ы ч и с л и т ь  п л о щ ад ь  т р е 

у г о л ь н и к а ,  если и з в е ст н ы  д л и н ы  двух его ст о р о н  и 
в ел и чи н а  угла между ним и.
т е о р е м а _________________________________________________

Площадь произвольного треугольника ЛВС  со ст о 
ронами а, Ь, с вычисляется по формуле:

2 2 с  1 a s i n f i s i n C  с  _  1 b -sin Л -sinC  с  _
ЪЬАВС= 2 йГ* ’ ъ м в с ~ г  —^  ’ ^ д л д с -

1 с 2 • sin /4 • sin 5  , .= -------------------, где a, b, с — стороны треугольника АВС.
2 sinC

Д а н о :  ААВ С  (рис. 315).
I a2 sin В - sin С 

ААВС 2 sin ^
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя д о 

казан ную  ранее теорему,  имеем:

SA,^c= \  ' s in С. (1)

По теореме  си нусо в  ст ороны  п р о 
п о р ц и о н ал ь н ы  синусам  противолеж а-

а Ь с
щих углов,  т. е. - —т = - —-  = — т : .J sin A sin В sin С

Рассмотрим пропорцию ——  = — ,
^  sin A sin В

откуда получаем: Ь =  • Найденное значение под

ставим в фор мулу  (1):
1 a -sin В 1 a2 sin В sin С

S Si nC = -------- :—------ . ( 2 )*АВС 2 sin А 2 sin А
I A2sin /T s in C

А н а л о г и ч н о  м о ж н о  получить ,  что SAABC =  у -----— ^----
1 c2sin А ■ sin В

и =  г ------—7 ;-----» что и тр еб овал ось  доказать .мве  2 sin С к

Следствие. П л о щ а д ь  п р о и з в о л ь н о г о  т р еу г о л ь н и к а  
АВС  со ст о р о н ам и  а, Ь, с вычисл яется  по формуле:
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г  _  1 a2sin В ■ sinC 
а а в с  Т sin (В + С)

Д а н о :  A ABC.
I fl2sin В ■ sinC

Д о к а з а т ь .  SAABC -  -  s i n ( 5  + C) •

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сумма углов A ABC: LA + L B  + 
+  L C — 180°. Поэтому LA — 180° — ( L B  + L C), a sin A =  
=  sin(180° -  (В + C)) =  s in(B + С) ( и сп о л ьзу е т ся  ф о р 
мула приведения sin (180°—a)  = sin a .  Найден ное з н а 
чен ие sin 4̂ п одставим  в ф ор м у л у  ( 2 ) и получим:

_  1 a2sin В • sin С 
длвс 2 sin (В + С)

Эта ф о р м у л а  п о з в о л я е т  в ы ч и с л я т ь  п ло щ ад ь  т р е у 
го л ьн и ка ,  если и звестн ы  одна  из  с т о р о н  т р е у г о л ь 
н ик а  и два  его угла.

§ 12 .7 .  Площадь треугольника через радиусы 
вписанного и описанного кругов

теп,
Площадь треугольника равна частному от деления  

произведения трех его сторон на учетверенный ради
ус описанного около треугольника круга.

Д а н о :  А АВС\ О — о п и с а н н ы й  круг; радиус OB =  R 
(рис. 316).

гг с abc ( с АВ ■ ВС ■ АСД о к а з а т ь :  S = — \S
А А В С  4 R \  А А В С  4 • О В

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И с п о л ь з у я  

ф ор м у л у  п ло щ ад и  SAABC=  -  be ■ sin А 

и лемму к теореме синусов —̂  = 2 R ,

из к о т о р о й  s in / 1  = а

о 1 * ci abc _
$ , .„ с =  2 Ь С ' 2 Я =  7 1 '  4 X 0  И Т р е б 0 '

валось доказать .
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Плошадь треугольника равна половине произведе
ния его периметра на радиус вписанного в треуголь
ник круга.

т е о р е м а _________________________________________________

Д а н о :  ЛАВС\  О — в п и с а н н ы й  
круг;  радиус O D = r ( рис.  317).

Д о к а з а т ь :  S = \  г • Р
\ЛВС 2 ь л в с

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соединим
центр вписанного круга О со всеми
в е р ш и н а м и  т р е у г о л ь н и к а  ABC.
Т о г д а  S vtBC— SAA0B + S^Boc^ ^лаос ~

= -  АВ ■ ОЕ + -  ВС ■ OF + -  АС ■ OD = -  АВ ■ г + -  ВС • г +
2 2 2 2 2

ч- j A C " ■ г (по свойству касательных,  перпендикулярных 

к радиусу окружности,  проведенному в точку касания)

ОЕ =  OF — О D — г. И т а к ,  S, - г ( А В +  ВС + АС)

- г -  Р,АВС, что и треб овал ось  докать.

§ 12 .8 .  Площадь трапеции
т е о р е м а ________________________

Площадь трапеции равна произведению полусуммы 
её оснований на высоту.

а но: ABCD — трапеция;  B E — се высота (рис. 318). 

о к а з а т ь :  S ш .0 -  \  (ВС  + A D) - BE.
о к а з а т е л ь с г в о. Пров едем  д иа го на ль  BD тра-

В С

Рис. 318

^ п е ц и и  ABCD.  Т о г д а  5,

S S. = -  A D ■ BE

+ 7  ВС - DF, где D F — высота  

Д BDC.  Но В Е =  FD как  п р о 
тивоположные стороны прямо
угольника  BFDF. Тогда S =
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= у AD ■ BE + 7  ВС ■ BE = 2 (AD + ВС) ■ BE', что и т р е 
бовалось  доказать .

Следствие.  Площадь трапеции равна произведению 
ее средней л и н и и  на высоту.

Д а н о : А В С D — тр а  п е ц и я ; 
MN  — средняя линия  (рис. 319). 

Д о к а з а т ь: S .BCD — MN  • 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По д о 

казанной теореме: S икп= ~(АВ + 
+  CD) ■ BE, а по свойству ср е д 
ней  л и н и и  т р а п е ц и и  M N  =  

АВ + CD
2 • Тогда S 1ВСГ) 

ствие доказано.

Рис. 319

MN - BE. Следовательно ,  след-

§ 12 .9 .  Площадь описанного многоугольника
т е о р е м а ________________________________________________

Площадь любого описанного многоугольника равна 
произведению периметра многоугольника на половину 
радиуса вписанного в него круга.

Д а н о :  О — круг;  г — радиус;  A B C D E — о п и с а н 
ный мн огоу гол ьн ик;  О М = г ( рис.  320).

Д о к а з а т ь :  S IBCDC=  у Р шв  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соеди

ним центр окружности со все
ми вершинами многоугольника.

О М =  _ р . ц^  IVJ 1 ABCDE  / V.

треугольники, в каждом из ко 
торых высотой является радиус 
в п и с а н н о г о  круга  ( т а к  как  
радиус,  п р о в е д е н н ы й  в т о ч 
ку ка сания ,  п ер п е н д и ку л я р ен  
касательной) .  След овательно ,  рис 3 2 0

D
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S  A B C D E  =  S A A O B + S A B O C + S A C O D + S A D O E + S A A O E -  \ A B ' 0 M  +

+ X- B C  - 0 N +  \  C D -  0 P +  |  DE - 0 Q +  X- A E -  0 S  =  

= X- A B -  r +  X- B C  r + ^ CD - r +  j  D E  • r +  j  Л Е  - r =

—  у • r (AB +  BC +  CD +  DR +  AE)  =  — r • PABCDE, что  и

требов ал ось  доказать .
П р и м е ч а н и е .  Ф о р м у л а  п л о щ а д и  т р е у г о л ь н и к а ,  

п о л у ч е н н а я  в § 12.7, я в л яе т ся  ч а с т н ы м  слу чаем д о 
к а з а н н о й  ф ормулы.

§ 1 2 .1 0 .  Площадь четырехугольника через его 
диагонали

т е о р е м а --------------------------------------------------------------------------
Площадь произвольного четырехугольника равна 

половине произведения его д иаго на лей  на синус угла 
между ними.

Д а н о :  ABCD  — четырехугольник;  АС  и BD —  его д и 
агонали (рис.  321).

Д о к а з а т ь :  S abcd= \ a C-
■ BD - sin LAOB.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 
LA OB =  а,  тогда L COD =  а  к а к  
в е р т и к а л ь н ы й ,  a L B O C  =  

A D =  L A O D =  180° (как  см еж н ы е  с

Рис. 321 Углом “ )• ^ ABCD ^ А А О В ^  ^ \ в о С

+  S s c o d + S AAOD’ и т к - п л о щ ад ь  
п р о и з в о л ь н о г о  т р е у г о л ь н и к а  р ав н а  п о л о в и н е  п р о и з 
в ед ен и я  его с т о р о н  на си нус угла между н и м и ,  то

|  О А ■ О В ■ s i n a  +  |  О В  • ОС  • sin( 180°— а )  +  у ОС - OD ■ 

1
• sin a  +  -  ОА ■ OD - s in(180°-a) .  По формуле приведения

1
s in ( 1 80° -  а )  =  s in  а .  Т о г д а  SABCD= -  sin a  (ОА ■ OB + 

+  OB- O C + ОС- O D +  OA- OD) =  j  sin a  [OB(OA + O Q  +
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+ OD • (ОС + ОА)] =  j  sin a A C ( O B  + OD) =  \  AC - BD-
■ sin а  ( т .  к . ОА + ОС  =  AC  и OB + OD = BD, что и т р е 
бовалось докать.

§ 12 .1 1 .  Площадь правильного многоугольника
т е о р е м а _______________________________________________ _

Площадь правильного //-угольника ( Sn) равна: Sn =  
1 „2 . 360= - п к  sin —— , где R — радиус круга, описанного око

ло //-угольника.

Д а н о :  A B C D E F — п р а в и л ь н ы й  /7 - уго л ьн и к ;  О — 
о п ис ан ны й  круг; радиус OA — R (рис.  322).

1 . 360°
Д о к а з а т ь :  S = -  nR • s i n-----.

11 2 п
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Около  любого правильного п- 

угольника можно  описать круг.
Пусть сторона АВ прав ильного  
п - у г о л ь н и к а  р а в н а  а п, ц е н т 

ральны й угол АОВ = . Тог-п
да S . =  \  АО ■ О В • sin LA OB =aAUH j

1 D-, • 360° ,= -  R ■ s i n ----- ( п л о щ а д ь  тр е-2 n
угольника равна половине про
изведения его сторон  на синус

угла между ними) .  Но Sn =п  • SAABC 7 ^ .

Итак,  nR: • sin , что и требовалось доказать." 2 п
т е о р е м а ____________________________________________ ___

Площадь правильного //-угольника ( 5 п) равна: Sn =
2 ,  180°

= nr • , где г  — радиус круга, вписанного в пра

вильный //-угольник.

Д а н о :  A B C D E F — п р а в и л ь н ы й  /7 - у г о л ь н и к ;  О — 
в п и с а н н ы й  круг; радиус О К = г  (рис.  323).

1 9 — Г е о м е т р и я , ч а с т ь  I 2 89



>с

Рис. 323

2 „  180° Д о к а з а т ь :  S = пг • tg-----.
п п

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В любой 
правильный «-угольник м о ж 
но вписать окружность. Пусть 
АВ = ап— сторона правильного  
«-угольника. Тогда центральный 

360°
LAOB=  . В равнобедренном 
треугольнике АОВ, где АО =  
= О В =  R, ОК  является вы со

той (радиус, проведенны й в точку касания п ер п ен 
дикулярен касательной). Тогда О К — медиана, т. е. АК =

=  КВ — у  яп и О К — биссектриса угла АОВ, т. е. L A O K —

-  L B O K =  ^ Z . A O B = ^ ~ .  Из прямоугольного тре-
ап 180°

угольника АКО имеем: АК= у  =  OK - tg LA OK= г- t g - y

(катет прямоугольного треугольника равен другому
катету, ум н ож енн ом у на тангенс угла, противолежа-

180°

щего первому катету). Тогда ап=  2А К =  2г- tg—̂ ~ .
1 1 180° 180° 

S^ J 0 = ^ Л В -  О К =  - а , - r =  r  l%—  ■ r =  .
180°

Итак, Sn =  n • SAAOB= nr2 • tg —  , что и требовалось  

доказать.

§  1 2 .1 2 .  Теорема П ифагора (доказательство  
Евклида)

т е о р е м а _________________________________________________
Сумма площадей квадратов, построенных на кате

тах прямоугольного треугольника, равна площади квад
рата, построенного на гипотенузе этого треугольника.

Д а н о :  прямоугольный треугольник ABC; AFYC; 
ВНКС  и BDEA — квадраты (рис. 324).

Д о к а з а т ь .  Sвнкс — SBDEA +  SAFYC
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прове
дем A M 1  ВС  до пересечения со 
с т о р о н о й  НК.  Квадрат  ВНКС  
р а з б и л ся  на два  п р я м о у г о л ь 
ника. Докажем, что SBHML =  5квад.

я 9  =  9
р а т а  B D E A  ’ а  1.МКС  ^ к в а д р а т а  A F Y C  '

Проведем прямые DC  и АН. 
Н айд ем  п лощ адь  т р еу г о л ь ни 
ка  D B C :

SiDlc=  7  DB C N =  х-  BD2 (1)

К\

ж
W / N
ш
I

н м  ь

Y

C N  =  DE  к а к  п р о т и в о п о -  Рис. 3^4
л ожные  стороны прямоуголь
ника DECN,  a D E =  BD как  стороны квадрата  BDEA.

S bdea=BD>.  (2)

Из  ф о р м у л  (1) и (2) следует ,  что SADBC =  ^ S BDEA.

Аналогично,  SMB =  \  ВН ■ АР= \ в Н  НМ  =  у  5прям внш 
(АР  =  Н М  как  п р о т ивополож ные  стороны прямоуголь
н ик а  НРАМ).  A DBC =  А А В Н  п о  первому призн аку  р а 
в ен ства  т р еу г о л ь ни ко в :  B D =  ВА к а к  с т о р о н ы  к в а д 
рата  BDEA, В С = В Н  к а к  с т о р о н ы  кв ад р а т а  ВНКС,  
L D B C =  LABH,  т. к. L D B C =  90° +  LADC, L A B H =  90° + 
+ / .ABC.  И з  того,  что A DB C =  А АВН,  следует ,  что
их п л о щ а д и  тож е р а в н ы ,  т. е. SaDBC = SAABH,

я е =  I  с
а  А А В Н  2 B H M L ’

Н О  D B C

и тогда S BDEA SBHML- С о -=  -  S2  ^  B D E A ’

е д и н и в  точки  Y с В и А с К  а н а л о г и ч н о  м о ж но  д о к а 
зать  р а в н о в е л и к о с т ь  квад рата  ACYF  с п р я м о у г о л ь н и 
ком LMKC.  И т а к ,  кв ад р а т  ВНКС  р а в н о в е л и к  сумме 
квадратов  BDEA и ACYF,  что и требовалось  доказать .

§  1 2 .1 3 .  Отношение площадей подобных фигур
т е о р е м а _____________________________________ ___________

Площади двух подобных треугольников или много
угольников относятся как квадраты сходственных сторон.
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1 -й с л у ч а й  (для тр еугольни ков) .  
Д а н о :  ААВС  оо ААХ Bl С, (рис.  325).

Д о к а з а т ь :
5А А В С  _ /4С'

^Д/1| SiC,
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р о 

ведем высоты BD и 5,/), в ААВС  
и Д Л,/?,(?! на стороны АС  и Л, С,.

й£>: S . , . =^ 1 . 4  В С  -) А С

2 АА
S A A B C

В А -
AD ■ BD

S A С  • R Г) ’ ^  О В Ы -
AA\B\C\  I I b \ u \

соты в подобных  тр еу го л ь ни 
ках относятся как сходственные

BD АС
стороны, и поэтому А,С,

Тогда
Д.4) Й|С|

А С
Л, с,

АС1
ьс:

2 -й с л у ч а й  (для подобных  м н огоугольн и ков) .  
Д а н о :  ABCDE  ^  A^B^C^D^E  ̂ (рис.  326).

S A B C D E  _  А Е
Д о к а з а т ь :С /li Й[С| Z>| f  1 A\LX 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Подобные 

О м н о г о у г о л ь н и к и  м о ж н о  р а з л о 
жить на одинаковое число подоб
ных между собой треугольников,  
т. е. Д АОЕ  Д А } О хЕх\ ААОВог> 
^ > А А {О^В \̂ А В О С  А В}0 }С х; 
ACOD 'л А С, О, Z), 1 Д EOD д  £j Ох Z),;

Из их подобия по части
I т е о р е м ы  с л е д у е т ,  что

-  АВ ■ 
'  Л, /?,2 ’ 

CD1
------- т  И
а д -

^ Д /Ш £
2

Л Е ~ ^ДЛОЯ

Д , £ 2 ’ /?|

S A B O C в с 2 S A C O D  _

S a  B\0\C\ я ,с2 ’ ^ДС,0|/)|
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A EO D  E D
-------- г- Но в подобных многоугольниках сход-

Д £ |0 |  D] E \ D \

ственные  стор он ы п р о п о р ц и о н а л ь н ы ,  т. е.

АЕ А В ВС CD ED а тогда
А\Е\ А\ В\ в,С, C\D\ £,D, ’

А Е 2 А В 2 _  ВС~' _  CD1 _ ED2 . Значит,
А\ £, А\ В\ В £ \ - C,Z)2 E\ D\

S A AO Е ... SA А О В __ SABOC __ ^A COD _  ^A EOD

SAA\0\E\ ■~*A/I]Oi В\ S AB\0\C\ ^AC|0|/)[ ^AE\0\ D\

По свойству ряда равных о т н о ш ен и й

S A A O E  +  S A A O B  +  S A В О С  +  ^А C O D  +  S A E O D  _  S  А А О Е

^ АА\0\Е\ "*А/1|(7|В] ^АВ\0\С\  ̂АС\0\D\ ^Af|0[/) | ^А/1|0|£| 

АЕ2 S А ВС РЕ _  АЕи тогда = -----7 , что и т р еб о в а л о сь
А {Е ;  S  A\B \C\D \E \ а хе х

доказать .

С л е д с т в и е .  Площади правильных одноименных м н о 
г о у г о л ьн и к о в  о т н о ся т с я  как квад раты  ст о р о н ,  к в а д 
раты радиусов о п и с ан н ы х  окруж ностей  или квадраты 
их апофем.

Д а н о :  A B C D E F  и / l ^ C , /),£’,/•’, —  

правильные многоугольники;  О  и
О  —  центры окружностей; О А  =  R\

О,А,  =  /?,; О  К  =  г, О, К,  =  г, (рис. 327).

Д о к а з а т ь :  s  а  вс вы — _
A\B\C\D\ Е\ Е\

АЕ R г

А\Е{ R\ П
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Известно,  

что п р а в и л ь н ы е  о д н о и м е н н ы е  
м н о г о у г о л ь н и к и  п о д о б н ы  и их 
сто роны  отн о сят с я  как радиусы,

АЕ R
или как апофемы,  т. е.

Рис. 327
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= у ,  а площад и  по до б н ы х  м н о го у го л ьн и ко в  о т н о с я т 
ся как  кв адраты  с х о д с т в е н н ы х  ст о р о н  (а тогда и к а к
к в а д р а т ы  р а д и у с о в  и ли  к в а д р а т ы  а п о ф е м ) .  И т а к ,

S A B C D E F  АЕ R г _
■— = -----j  = ~т = ~Т ’ что и требовалось доказать.

A \B \C \D \E \F \  Л , Е  1 R ;  г,

Вопросы для самопроверки

1. К а к и м  у с л о в и я м  д о л ж н ы  у д о в л е т в о р я т ь  с о о т н о 
ш е н и я  между п л о щ а д я м и  ф и гу р  и ч и с л а м и ,  их 
и з м ер я ю щ и м и ?

2. К а к и е  ф игуры  я в л яю т с я  р а в н о в е л и к и м и ?
3. В каких ед иницах  измеряют площ ад и  плоски х  ф и 

гур?
4. При  любых ли изм ерени ях  дли н ы  основания  и в ы 

соты п р ям оугольни ка  (в натуральных ,  р а ц и о н а л ь 
ных и и р р а ц и о н а л ь н ы х  чис ла х)  его п л о щ а д ь  в ы 
числя ется  ка к пр о изв ед ен и е  этих и зм ер е ни й ?

5. С п о м о щ ь ю  к а к и х  ф о р м у л  м о ж ет  быть  в ы ч и с л е 
на площадь  параллелограмма?

6 . К а к  вычисляет ся  пло щ ад ь  тр еу гольника ,  если и з 
вестны:  а) его о с н о в а н и е  и высота ;  Ь) две  его  
ст о р о н ы  и угол межд у н и м и ;  с) с т о р о н а  и два  
п р и л е ж а щ и х  к н е й  угла;  d) т р и  с т о р о н ы  т р е 
уг ольника .

7. К а к и м  с в о й с т в о м  о б ла да ю т  т р е у г о л ь н и к и  с р а в 
н ы м и  о с н о в а н и я м и  и р ав н ы м и  высот ам и?

8. К а к  в ы ч и с л я е т с я  п л о щ а д ь  п р я м о у г о л ь н о г о  т р е 
у гольника?

9. П р и в ести  р аз л и чн ы е  ф о р м у л ы  п ло щ ад и  ромба.
10. К а к  относятся  п ло щ ад и  двух т р еугольни ков?
11. К а к  вычисляет ся  п лощ адь  т р ап ец и и?
12. К а к  с в я з а н а  п л о щ а д ь  т р е у г о л ь н и к а  с р а д и у с а м и  

в п и са нн о й  и о п и с а н н о й  ок руж ностей?
13. К ак  вычисляется площадь  оп ис анного  многоуголь

ник а?
14. П ривести  фо рмулы для в ы ч и сл ен ия  площ ади  п р а 

вил ь н о го  м н о г о у г о л ьн и к а .
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15. Сущ ествует  ли в о з м о ж н о с т ь  в ы ч и с л и т ь  п ло щ ад ь  
п р о и з в о л ь н о г о  в ы п у к л о г о  ч е т ы р е х у г о л ь н и к а ,  
если и зв естны его диагонали?

16. К ак и м  с п о со б о м  была д о к а з а н а  Ев кл и до м  т е о р е 
ма П ифагора ?

17. К ак  относятся площад и  подобных  треугольников?
18. К ак  относятся  площ ади  правильных одно и менн ы х  

мно го у го л ьн и ко в ?

Тест №  12

1. Найти  периметр  прямоугольника,  если его площадь 
р авн а  144 с м 2, а о т н о ш е н и е  сторон  3:2.

А) 20л/3 см; В) 20<Уб см; С) 240см; D) 120см; Е) 40л/3 см.

2. С т о р о н а  кв ад рата  а =  7,3 м. Его о с н о в а н и е  у к о р о 
ч ен о  на Ь =  2 м, а высота  на ст о л ь к о  же у д л и н е 
на,  так  что п о л у ч и л ся  п р я м о у г о л ь н и к .  К а к  с о о т 
н о с я т с я  п е р и м е т р ы  и п л о щ а д и  п р я м о у г о л ь н и к а  и 
квадрата?

A) П е р и м е т р ы  р а в н ы ,  п л о щ а д ь  п р я м о у г о л ь н и к а  
м еньш е на 4 м2 площ ади  квадрата;
B) П е р и м е т р ы  р а в н ы ,  п л о щ а д ь  квадрата  на 4 м 2 

м еньш е п лощ ади  п р ямоугольни ка ;
C) П е р и м е т р  п р я м о у г о л ь н и к а  на 4 м б о ль ш е ,  а 
п ло щ ад и  п р я м о у г о л ь н и к а  и кв адрата  равны;
D) П е р и м е т р  п р я м о у г о л ь н и к а  на 4 м м е ньш е ,  а 
п ло щ ад и  этих ф игур рав ны;
E) П л о щ а д ь  и п е р и м ет р  п р я м о у г о л ь н и к а  на 4 м и 
4 м 2 м еньш е ,  чем у квадрата .

3. Н а  с к о л ь к о  п р о ц е н т о в  у в ел и ч и т ся  п л о щ ад ь  к в а д 
рата  со с т о р о н о й  40 см,  если д л и н у  его с т о р о н ы  
увеличи ть  на 25%?

А) 55%; В) 56%; С) 56,25%; D) 59%; Е) 25%.

4. Высота р ав н о с т о р о н н е г о  т р еу г о л ь ни к а  р авн а  6  дм. 
Н а йт и  его стор он у и площадь.
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12 д м 2; D)  4л/3 дм  и 12л/3 д м 2; Е) 8л/3 дм и 

24л/3 д м 2.

5. Катет  рав ен  24 см, а его п р о е к ц и я  на г и п о т е н у 
зу 9,6 см. Определить  п лощ ад ь  т реугольника  (о т 
вет дать  с т о ч н о с т ь ю  до 1 см).

А) 660 с м 2; В) 662 с м 2; С) 661 с м 2; D) 665 с м 2; 
Е) 664 с м 2.

6. Высота равнобедренного  прямоугольного треуголь

н ик а  /7 =  З ^ м .  Найти  его площадь.

А) 11 м2; В) П у м 2; С) 12 м 2; D) 1 2 у м 2; Е) 11у м 2.

7. Н айти  п л о щ а д ь  п ар а л л е л о г р а м м а ,  если его с т о 
р он ы  р авны  4 и 6  см,  а угол между н им и  30°.

А) 24 с м 2; В) 12л/3 с м 2; С) 12 с м 2; D) 4= с м ^ 

Е,  24-УЗ с м3. f i

8. Вычислить площадь ромба,  если его сторона равна 
10 см,  а один  из углов рав ен  150°.

А) 50л/2 с м 2; В) 50л/3 с м 2; С) 100 с м 2; D) 50 с м 2;
Е) 25 с м 2.

9. Н айти  п л о щ ад ь  ром ба ,  если его углы о т н о с я т с я  
ка к 1 : 5, а с т о р о н а  р ав н а  а.

А) я 2; В) а21 3 ;  С) а2 42  ; D) fL ; Е) |  а2.
з 2

10. В пар ал л ел о гр ам м е  высота,  п р о ве де нн ая  к одной  
из с то р о н ,  в 3 раза  м е н ь ш е  этой с т о р о н ы .  П л о 
щадь параллелограмма  48 с м 2. Найти его высоту.

А) 4 см; В) 8  см;  С) 12 см;  D) 6  см;  Е) 3 см.

11. П л о щ а дь  пар а л л ел о гр ам м а  рав на 41 с м 2, сто ро ны 
его равны  5 см и 10 см.  Н айти  высоты  п а р а л л е 
лограмма .

А) 16,4 и 8,2 см; В) 8,2 и 4,1 см; С) 4,1 и 2,15 см;
D) 8  и 4 с м ;  Е) 12,3 и 6 , 4 5 с м .
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12.  Площадь параллелограмма равна 24 см 2. Найти рас
стояние  между его с т о р о н ам и ,  р а в н ы м и  6  см.

А) 4 см; В) 8  см; С) 2 см;  D) 6  см; Е) 5 см.

13.  Определить  площадь  квадрата  по его диа гона ли  /.
■2 ,2 /Г

А) /2; В) 2 /2; С) - ;  D) /2 Л ;  Е) - у - .

14.  Во ск о ль ко  раз п лощ ад ь  о п и с а н н о г о  око л о  круга 
квад рата  б ольш е  пло щ ад и  в п и с а н н о г о  в этот  же 
круг квадрата?

А) в 2 раза; В) в Л  раза; С) в л/3 раза; D) в 1,5 
раза;  Е) в 2,5 раза.

15.  С т о р о н ы  п р я м о у г о л ь н и к а  рав ны 72 и 8  м. О п р е 
делить сторону рав н о ве л ик о го  ему квадрата.

А) 26 м; В) 25 м; С) 20 м; D) 24 м; Е) 28 м.

16. Определить площадь параллелограмма по двум сто
ронам  а и b и углу 60° между ним и.

А) ^  ; В) a b j 2 ;  С) ; D) a b j 3 ;  Е) ab.

17.  О пред ел ить  п лощ ад ь  ромба,  если его высота р а в 
на 12 см,  а меньш ая  д и а г о н а л ь  13 см.

А) 156 с м 2; В) 198,8 с м 2; С) 200,6 с м 2; D) 202,8 
с м 2; Е) 204,8 с м 2.

18.  Г ипотенуза  равнобе дренного прямоугольного  т р е 
угольника равна с. Найти его площадь.

2 2 2 2

А) В) С) — ; D) — ; Е) с2 Л .
’ 4 2 3 3

19.  П е р и м е т р  р а в н о б е д р е н н о й  т р а п е ц и и — 124 см,  
м е н ь ш е е  о с н о в а н и е  р а в н о  б о к о в о й  с т о р о н е  и 
м еньше другого о с н о в а н и я  на 20 см. О п ределить  
площадь трапеции.

А) 432 с м 2; В) 864 с м 2; С) 964 с м 2; D) 840 с м 2;
Е) 900 с м 2.

.  1
20.  Одна из д и а г о н а л е й  ромба б ольш е  другой  в 1т
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раза ,  п л о щ а д ь  р о м б а  р авн а  150 с м 2. О п р е д е л и т ь  
высоту.

А) 1 5 см ;  В) 1 8 с м ;  С) 1 2 с м ;  D) 1 4 с м ;  Е) 1 6 см .

21. В ы ч и сл и т ь  п л о щ а д ь  п р а в и л ь н о г о  ч е т ы р е х у г о л ь 
н и к а ,  в п и с а н н о г о  в круг  р ад и у со м  2 0  см.

А) 400 с м 2; В) 800 с м 2; С) 400л/2 с м 2; D) 840 с м 2;

Е) 8 0 0 Л  с м 2.

22. Опред ел ить  квадрат  радиуса окруж ности ,  о п и с а н 
но й  о к о л о  п р а в и л ь н о г о  м н о г о у г о л ь н и к а  с п л о 
щ адью 54 д м 2 и в н у т р е н н и м  углом 120°.

А) 12л/3дм; В) 12 дм; С) 12>/2 дм;  D)  7 12>/3 ;

Е) л/12 дм.

23. Две стороны треугольника равны 3 см и 8  см. М о 
жет ли его площадь  быть равна: а) 10 с м 2; в) 15 см 2;
с) 1 2  с м 2?

А) нет ,  да ,  нет ;  В) да ,  нет ,  нет ;  С)  да ,  нет ,  
да;  D) да,  да,  да;  Е) нет ,  да,  да.

24. О п р е д е л и т ь  п л о щ а д ь  п р я м о у г о л ь н о г о  т р е у г о л ь 
н и к а ,  если  его высота  д ел и т  ги п о т е н у з у  на о т 
р е з к и  в 32 см и 18 см.

А) 6  д м 2; В) 8  д м 2; С) 10 д м 2; D) 12 д м 2; Е) 16 д м 2.

25. Определить  площ ад ь  треугольника,  если его о с н о 
ва н ие  р а в н о  а , а углы при  о с н о в а н и и  р а в н ы  30° 
и 45°.

А) ^ ( Л - 1 ) ; В) у  ( -Л  -  l); С)

о »  т ( л + 1 ); Е) 4 И  + 1)

26.  О п р е д е л и т ь  м е н ь ш у ю  высоту  т р е у г о л ь н и к а ,  с т о 
р о н ы  к о торого  р ав н ы  25 дм;  29 дм;  36 дм.

А) 24 дм;  В) 20 дм;  С) 21 дм;  0 ) 2 2 д м ;  Е ) 2 5 д м .

27.  Определить  п лощ адь  пар аллелограм м а ,  если од на
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из его с т о р о н  р ав н а  51 см,  а д и а г о н а л и  р ав н ы  
40 см и 74 см.

А) 1224 см 2; В) 1228 см2; С) 1200 см2; D) 1220 см2;
Е) 1226 с м 2.

28. Определить стороны треугольника,  если они о т н о 
сятся  ка к 26 : 25 : 3, а п ло щ ад ь  его р авн а  900 д м 2.
А) 78; 75; 9 дм;  В) 130; 125; 15 дм;  С) 260;  
250; 30; D) 104; 100; 12 дм; Е) 130; 120; 20 дм.

29. О с н о в а н и я  т р а п е ц и и  р а в н ы  35 см и 29 см,  п л о 
щадь равна 256 с м 2. Определить  высоту трапеции.

А) 10см ;  В) 1 2 с м ;  С) 9 с м ;  D)  16с м;  Е) 8 см.

30. В трапеции высота равна 8  см, площадь  2 д м 2. О п 
ределить  средню ю  л ин и ю .

А) 25 см; В) 28 см; С) 50 см; D) 12,5 см; Е) 35 см.

31. В р ав н о б е д р е н н о й  т р а п е ц и и  о с н о в а н и я  р авны  51 
и 69 см, а б о к о в а я  с т о р о н а  — 41 см.  О п р ед ел и т ь  
ее площадь.

А) 240 с м 2; В) 200 с м 2; С) 24 д м 2; D) 28 д м 2;
Е) 48 д м 2.

32. О ко ло  о к р у ж н о с т и  радиуса 25 см о п и с а н  м н о г о 
у г о л ь н и к  п л о щ а д ь ю  20 д м 2. О п р е д е л и т ь  его п е 
риметр.

А) 18 дм;  В) 16 дм;  С) 1 5 0 см ;  D) 1 8 5 см ;  Е) 17дм.

33. О п ределить  пло щ ад ь  ч еты рехугольн и ка ,  если его 
д иа го нали  к и / в з аи м н о  п ер п ен ди к у л я р ны .

а  \  ^  ■ d \  I /■ п \  k l ' f i  р . ч  к !л 1 2  г \  к /А) у ,  В) к/; С)  —  ; D) — ; Е) у .

34. Сторона правильного шестиугольника равна 84 см. 
В ы ч и сл ить  ст о р о н у  р а в н о в е л и к о г о  ему п р а в и л ь 
ного треугольника .

А) см; В) 84л/3 см;  С) 42л/б см;  D) 84л/б см;

Е) 84л/2 см.
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35.  По д ан н о м у  радиусу г круга оп р ед е л и т ь  п лощ адь  
п равил ьн о го  о п и с а н н о г о  около  него ш е ст и у г о ль 
ника.

А) 2г2 л/3; В) г2 л/3; С) 2г2 Л ;  D) 2г2 л/б; Е) Зг2 л/2.

36.  С т о р о н а  т р е у г о л ь н и к а  р ав н а  5 дм.  Чему равна  
сходствен ная  сторона  подо бного  ему т р еу г о л ь н и 
ка, площ адь  ко т орого  вдвое больше.

А) 1 0 д м ;  В) 5 Л  д м ;  С) д м ;  D) 5 Л  дм;

Е) Ю Л  дм.

37.  Как ую  часть  п л о щ а д и  (считая  от в е р ш и н ы )  о т 
секает  средн яя  л и н и я  треугол ьни ка .

А) i ;  В) i ;  С) i ;  D) Е) i .

38.  П р я м ы м и ,  п а р а л л е л ь н ы м и  о с н о в а н и ю ,  пло щ ад ь  
треугол ьни ка  раздел илась  в о т н о ш ен и и  9 : 55 : 161 
(от  в е р ш и н ы  к о с н о в а н и ю ) .  В ка ком  о т н о ш е н и и  
разд ел илис ь  боковые сторон ы?

А) 3 : 5 : 7 ;  В) 3:755 : ТТбТ ; С) 3 : 7 : 9; D) 9 : 46 : 106;

Е) Л : Л : Л -
39.  Сумма площ ад ей  трех подоб ных м н огоуг ольн иков  

р ав н а  232 д м 2, а п е р и м е т р ы  их о т н о с я т с я  к а к  
2 : 3 : 4 .  Определить  площадь  каждого м ногоу гол ь
ника.

А) 36; 54; 1 4 2 д м 2; В) 32; 72; 1 2 8 д м 2; С) 30; 
60; 142 д м 2; D) 30; 90; 112 д м 2; Е) 40; 60; 132 д м 2.

40.  В т р е у г о л ь н и к е  ЛВС А С = а ,  В С = Ь .  При  ка ко м  
угле С п лощ ад ь  тре угольника  будет н аи больш ей ?

А) 100°; В) 120°; С) 90°; D) 45°; Е) 30°.



Глава 13
Д Л И Н А  О К РУ Ж Н О С ТИ . П ЛО Щ А ДЬ  
КРУГА

§ 1 3 .1 . Числовая последовательность и ее 
предел

Отрезок прямой всегда можно сравнить с единичным 
отрезком,  поскольку прямые лин ии  совмещаются при 
наложении.  По этой же причине можно сравнить дуги 
окружностей одинакового радиуса. Но так как никакая 
часть окружности не может совместиться с прямой, то 
путем наложения нельзя установить, какой криволинейный 
отрезок можно считать равным или неравным данному 
прямолинейному отрезку. Таким образом, необходимо оп
ределить, что понимается под длиной  окружности при 
сравнении ее с прямолинейным отрезком.

Д ля  этой цели вводится п о н я т и е  предела числовой 
последовательности,  и м е ю щ е е  о г р о м н о е  з н а ч е н и е  в 
математике.

О п р е д е л е н и е .  Функция натурального аргумента  
называется числовой последовательностью, т. е. у  =f(n);  
п G /V.

Примерами числовых последовательностей являются:
1. П о с л е д о в ат е л ьн о ст ь  н атуральн ых  чисел  1, 2, 3,

... /7, ...
2. П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  п р о ст ы х  чисел  2, 3, 5, 7,

11, 13, 17, ...
г- 1 13. Б е с к о н е ч н а я  г е о м е т р и чес кая  п р о гр есс ия

I . J_. _!_
8 ’ 16 ’ 2«

4. Последовательность приближен ны х значений J2 
с нед остатком с возрастающей  степенью  точности:  1 ; 
1,4; 1,41; 1,414; 1,4142 ...

О п р е д е л е н и е .  Число А называется пределом число



вой последовательности {ап}, если для любого наперед 
заданного сколь угодно малого числа е> 0 найдется такой 
номер N, зависимый от е , что для всех n > N  (т. е., 
начиная с какого-то номера п) все члены последова
тельности удовлетворяют условию \ап — А\ < г. Если число 
А является пределом числовой последовательности ап 
то применяется запись А =  lim ап.

П-* оо

Справедливы следующие теоремы о пределах (они  
будут доказаны в дальнейшем в курсе «Алгебра и начала 
математического анализа»).

т еорем а_______________________________________ ______ _
Всякая бесконечная числовая последовательность не 

может иметь двух различных пределов.

Пусть пределы числовых последовательностей ап и 
Ьп равны А и В, т. е. lim а = А  и lim b -  В.

п Г  п -~ос п П-* ОС П

т еорем а_________________________________________________
Предел суммы двух числовых последовательностей 

равен сумме их пределов, т. е. lim (an+bn) = А + В.

т еорем а_________________________________________________
Предел произведения двух числовых последователь

ностей равен произведению пределов, т. е. lim (а ФЬ ) =
Я-*00 "= А* В.

Следствие. П остоянны й множитель мож но вы но
сить за знак предела lim (с - ап) =  с • lim ап= с ■ А, где

Я-» со Я-*оо
с —const.

т еорем а_________________________________________________
Предел частного двух числовых последовательностей 

равен частному пределов при условии, что предел зна

менателя не равен нулю, т. е. lim = — при В * 0.
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О п р е д е л е н и е .  Если каждый следующий член чис
ловой последовательности больше предыдущего, то по
следовательность называется возрастающей.

Н а п р и м е р .  {ап}\ 2,  4,  6,  8,  ..............  2п, ...

О п р е д е л е н и е .  Если каждый следующий член чис
ловой последовательности меньше предыдущего, то по
следовательность называется убывающей.

Н а п р и м е р .  <*.>: 1; -j.; I ;  £ ;  ... j .  ; ...

Возрастающие или убывающие числовые последо
вательности называются монотонными.

О п р е д е л е н и е .  Числовая последовательность {ап} 
называется ограниченной сверху, если существует такое 
число М, что все члены последовательности ап< М.

Н а п р и м е р .  {сп}: 3; 0; —5; —1,2; ... 4 — п2, ...
М =  3,  сп < 3

О п р е д е л е н и е .  Числовая последовательность {ап} 
называется ограниченной снизу, если для нее существует 
такое число N, что все члены последовательности ап > N.

Н а п р и м е р .  {dn}: 1; 3; 5; 7; ........  2п — 1, ........
N = 1, d > 1.’ п

О п р е д е л е н и е .  Числовая последовательность на
зывается ограниченной, если она ограничена и сверху,  
и снизу.

Н а п р и м е р .  {ап}: 1; I ;  I ;  ... i ;  ... 0 < я я<1.

Н ем ецким математиком Карлом Теодором Виль
гельмом Вейерштрассом ( 1815— 1897)  была доказана  
теорема, имеющая большое значение в математике. Ему 
же принадлежит приоритет в доказательстве класси
ческих теорем в области математики и работы по о б о 
снованию математического анализа.

т е о р е м а ______________________________________________ —
Вейерштрасса

Всякая возрастающая ограниченная сверху число
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вая последовательность имеет предел или всякая уб ы 
вающая ограниченная снизу числовая последователь
ность имеет предел.

§ 13 .2 .  Длина окружности и дуги

О п р е д е л е н и е .  За длину окружности принимается 
предел, к которому стремится последовательность пе
риметров правильных многоугольников, вписанных в эту  
окружность,  когда число сторон многоугольника нео
граниченно удваивается.

С н а ч а л а  д о к а ж е м ,  что п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  п е р и 
ме тров  Рп так их  м н о г о у г о л ь н и к о в  возр астает  и о г р а 
ничена сверху и тогда, по теореме Вейерштрасса,  предел 
такой  посл ед овател ьности  существует .

Пусть О — круг; OF=R —
радиус;  ABCD — п р а в и л ь 

ный четырехугольник,  в п и 
са нный в круг; А В =  <?4; Р =
=  Рлвсо= 4 а 4 (рис.  328).

Каждую дугу АВ, ВС, CD 
и DA п оде лим  п о п о л а м  и 
полученные точки Е, F, М, 
N  соединим последователь
но с т о ч к а м и  В, С, D и А. 
П о л у ч е н н ы й  8 - у г о л ь н и к  
AEBFCMDN , исходя из п о 
строения,  является правиль

ным мн огоугольником и его периметр Р =  8  • а =  8  АЕ.
П окажем,  что Рн > Рг
В треугольнике АВЕ: АВ < АЕ + Е В = 2 А Е  =  2as (в тре

у г о л ь н и к е  ка ждая  с т о р о н а  м е нь ш е  суммы двух д р у 
гих его сторон),  т. е. аА< 2а8, тогда 4а4< 8 а8, т. е. Р4< Ру

П о в т о р и м  тот  же п рием ,  р азд ел и в  кажд ую из дуг 
АЕ, ЕВ, BF, ЕС, CM, DM, DN, A N  п о п о л а м  и, с о е 
д и н и в  п о сл ед о в ател ьно  две соседни е  точ ки ,  получим 
1 6-у гольник ,  к о т о р ы й  также  по п о с т р о е н и ю  я в л я е т 

Рис. 328
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ся п р а в и л ь н ы м .  Р а сс м о т р и м  од ин  из т р е у г о л ь н и к о в  
А К Б , где АК =  КЕ = а ]в, а Л Е = а 8.

В треугольнике АКЕ  каждая его сторона меньше сум
мы двух других его сторон,  т. е. АЕ < А К + КЕ =  2 АК  =
— 2а ]ь, т. е. ах< 2 д |6, а тогда 8 я8< 16я1(1, т. е. Рн < Р1Ь. Итак,
Р,< К  и Р,< Л..' т е. Л< />,<

Этот процесс можно продолжить и дальше и убедиться 
в том, что последовательность периметров / ^ - п р а в и л ь 
ных, в пи са нн ы х  в круг м н о го у го л ьн и ко в ,  возрастает .

Д о к а ж е м ,  что эта п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  о г р а н и ч е н а  
сверху.  Для  этого  о п и ш е м  о к о л о  круга О п р а в и л ь 
ный четырехугольник A lBlC]Dr Его периметр =  
= 4 ■ А ХВ{ =  4 • 2R = SR б ольш е  п е р и м е т р а  л ю бо г о  из 
в п и с а н н ы х  м н о г о у г о л ь н и к о в .  Итак ,  Р4< Рн< Р]ь< ... <
< Л „ < ........ < 8 R,  с л ед о в а т е л ь н о ,  по тео р еме  Вейер-
штрасса ,  такая посл ед овател ьность  имеет предел,  к о 
т оры й  и п р ин и м ается  за дли н у  окруж ности .

Лем м а.  О т н о ш е н и е  д л и н ы  о к р у ж н о с т и  к ее д и а 
метру есть число,  п о сто ян н о е  для всех окруж ностей .

Д а н о :  О и О,— о к р у ж н о с 
ти; А О =  R; A tO =  /?,; С — длина 
окруж ности  О; С, — д ли н а  о к 
ружности О. (рис.  329).

с с,
Д о к а з а т ь :  ~~ •

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Впишем 
в окру жности  О и О, п р а в и л ь 
ные одно и м енн ы е  мно гоуголь
ник и  ABCDEF  и A lBlC ]D ]E{F] . 
Пусть Рп — п ер иметр  ABCDEF , 
Р'— периметр А {В} С,D{E{Fr И з 
вестно, что периметры правиль
ных одноим енны х  мн огоуголь
н и к о в  о т н о ся т с я  как рад иусы  
(и ли  как  а п о ф е м ы ) .  З н а ч и т ,
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P R  P p /
—y — —  и тогда (по свойству пропорций), или
РП R i R R\
p  p '■—  =  —r~. Будем неограниченно удваивать число сто-
2 R 2/?|

рон этих многоугольников. Тогда последовательность  
Рп имеет пределом С — длину окружности О, а после
довательность Р'п имеет предел С, — длину окружности

Р р 'Ог  и поэтому при п —> °° из ~  . следует, что
2 R 2/?,

С С
—  =  , т. е. отношение длины окружности к ее диа- 
2R 2 /\|
метру есть одно и то же число для всех окружностей.

Это постоянн ое число было введено еще в XVII 
веке и его принято обозначать греческой буквой п. 
Доказано, что п — иррациональное число. Приближенные 
значения к  находят различными сп особам и  с о п р е 
деленной степенью точности. Если принять периметр  
96-угольника за приближ енную  длину окруж ности ,  
то к  = 3,14 с точностью  до  0 ,01. Ученые, используя  
усоверш енствованны е сп особы , вычисляют к  с точ 
ностью, далеко превосходящ ей всякие практические  
требования.

Английский математик Ш енке в 1873 году вычис
лил п с точностью до  707 десятичных знаков. Еще в 
III веке до н.э. сиракузский геометр Архимед (около  
287 — 212 гг. д о  н. э .)  нашел для к  простое число: 
22 1
— = 3 - .  Это число н ем н ого  больше к  и отличается  

от него на 0 ,0 0 2 .

т е о р е м а __________________________________________________________

Длина окружности равна произведению числа к на 
диаметр данной окружности.

Д а н о :  О — круг; ОА =  R  — радиус; С — длина окруж
ности (рис. 330).

Д о к а з а т ь :  С -  2 kR.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно лемме, отнош ение  

длины окруж ности к ее диаметру есть число п о с т о 
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янное для всех окружностей и рав- 
С

но к. Итак, j r =  к ' Тогда 

С =  2 k R =  k D.

Это и есть формула длины окруж
ности, что и требовалось доказать.

Д ли на  окр уж ности  есть 2n R  и  рис 339 

соответствует длине дуги в 360°. Зна-
, 0 2nR nR

чит, длина дуги в 1 равна 3 ^ ' ==7^ ’ а тогда длина
дуги в п равна

.  _  nRn
~  Ж '

Если дуга L выражена в минутах ( п ') или секундах  
(«"), то ее длина равна соответственно

r _  nRn 
-Ь| - 180°-60

ИЛИ
nRn

180°•602

где п — число минут для I ,  и секунд для L r  В част
ности , если длина дуги равна радиусу окруж ности,

т. е. L =  R, то получим R =  , или 1 = отсюда
180 1о0

1ЯП° 180°
п° =  —  = — - «  57° 17'45". Эта дуга, равная радиусу,  

п 3,14
называется радианом. Итак,

1 радиан = 57° 17'45".^

§ 13 .3 . Площадь круга, сектора, сегмента и 
кольца

О п р е д е л е н и е .  За площадь круга принимается тот 
предел, к которому стремится последовательность пло
щадей правильных многоугольников, вписанных в этот
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круг, когда число сторон многоугольника неограниченно 
удваивается.

Сначала  следует доказать ,  что посл ед ов ател ьность  
п лощ ад ей  таких  м н о г о у г о л ь н и к о в  возрастает  и о г р а 
нич ен а  сверху. Тогда,  по теореме Вейерштрасса ,  п р е 
дел так ой  последовательности  существует .

F, М  и N со единим п о сл е 
д о в а т ел ь н о  с т о ч к а м и  А, В, С, D.

Получим п равильный  восьми угольник  AEBFCMDN ,

равенства тр еугольников :  АВ =  ВС  =  CD =  AD по у сл о 
вию,  а АЕ =  BE = BF = FC = СМ =  MD = D N  = A N  к а к  
хорды,  с т я г и в а ю щ и е  р ав н ы е  дуги) .  Итак,

с р а в н и в а я  (1) и (2),  получае м ,  что SH > S4. П о в т о р и м  
тот  же прие м.  Р азделив  кажд ую из дуг АЕ , ЕВ , BF, 
ЕС, С М , MD, D N , AN  п о п о л а м  и с о е д и н и в  п о с л е д о 
вател ьн о  все то ч ки  д е л е н и я  и точки  А , Е, В, F, С, 
М, D, N, п о л у ч и м  п р а в и л ь н ы й  1 6 -у г о л ь н и к ,  п л о 
щадь  которо го 5 |6=  5Х+ 8 SAAKE, а п о эт о м у  S lb > S8, т. е.

< 5 8 < 5 ]6. П р о д о л ж и в  этот  п р о ц е с с ,  м о ж н о  з а к л ю 
чить,  что последовательность площадей возрастающая. 
Но к а ж д а я  из п л о щ а д е й  в п и с а н н о г о  в кр уг  м н о 

В F П у с т ь  О — круг;  ОА =

А

Е

\  вписанный в круг (рис. 331).
А Пусть AD — а4 — сторона
) М квадрата. Тогда его площадь
у равна:

D К а ж д у ю  дугу АВ, ВС,  
CD и DA ра зд ел и м  п о п о 
лам и полученные точки Е,

вильный четырехугольник,

S4 = « 42. ( 1 )

N

Рис. 331

п л о щ а д ь  ко т о р о г о  р авн а  S8 =  SAEBFCMDN =  SABCD+ 4S AAEB 
(А ЛЕВ =  A BFC =  A CMD — A AND  по третьему признаку

(2)
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гоугольника не превосходит площади оп исан ного  пра
вил ь н о го  м н о г о у г о л ьн и к а ,  н а п р и м е р ,  кв адрата ,  п л о 
щадь кото ро го ра вна  S = A XB2X =  (2R)2—AR~. И тогда,  
S4< S8 < >S16 < ••• < 4 R , т. e. п о сл е д о в а т е л ь н о с т ь  Sn о г 
р а н и ч е н а  сверху.  Зн а ч и т ,  по теорем е  В ейер ш т р а с са ,  
такая последовательность имеет предел, который и при
ним ается  за площ адь круга.

т е о р е м а ______________ ____ ______________________________
Площадь круга равна произведению длины его ок

ружности на половину радиуса круга.

Д а н о :  О — круг; О А =  R — о
радиус;  С — д л и н а  о к р у ж н о с 
ти (рис.  332).

Д о к а з а т ь :  £  =  \  С • R.
^  круга 2

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Впишем 
в круг  п р а в и л ь н ы й  я - у г о л ь -  
ник .  Пусть АВ = ап — с т о р о н а  
п р а в и л ь н о г о  п- у г о л ь н и к а ,  а 
ОМ — /; — апофема правильного 
«-угольника.  По определению  
п ло щ ад и  круга: Л’круга = l imSn , где Sn — п ло щ ад ь  п р а 

вильного /7 -угольника.  Площадь  правильного  /7-уголь- 

ник а равна полови не про извед ен ия его периметра на 

апофему, т. е. S =  |  Рп■ г ,  где Рп — периметр правильного 

/7-угольника.  Тогда площадь круга: S а = l im - (P n ■ гп) =
I - п-> х 2

= -НтРп • limrn , но по определению длины окружности 

ИтРп =  Сокр Д о к а ж е м ,  что Ijwf'n — R. Р а сс м о т р и м  р а в 

н о б е д р е н н ы й  т р еу г о л ь н и к  АВ О , в ко тором гп= ОМ —

высота,  а тогда и медиана.  А М =  При п —> °о а —> О, 
Р 2 "

т . к .  ап= — —> 0  как  дробь ,  у к о т о р о й  з н а м е н а т е л ь
неограниченно возрастает (т. е. ->°°),  а числитель,  хоть
и возр аста ет ,  но не мож ет  быть  б ольш е  Рп — п е р и 
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метра правильного описанного около круга п- уголь
ника. В треугольнике А О М  разность сторон А О — 
О М < АМ =  - у .  Так как Ц- -> 0, то АО  — О М -> 0 и, сле
д о в а т ел ь н о ,  О М - > А О ,  т. е. rn-> R. И так , S  =

= т С  ■ R =  т 2nR  • R =  nR2. Итак,2 0КР- 2

Округа =  kR2’
что и требовалось доказать.

Следствие.  П лощ ади кругов относятся как квад
раты их радиусов или диаметров.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  5, = jtR2, где /?, — радиус перво
го круга; S2 = я/?2, где R2 — радиус второго круга. От-

s. лЛ,2 /г,2 4 /г,2н ош ен ие этих кругов равно: —L = — L -  _ L = ----- L —
o r S  d 2 Sl  71Ъ  Ъ  4 ' * 2"= 1 — = —L что и требовалось доказать.
(2 R2) d\  ’

теорема  ____________________________________________
Площадь сектора равна произведению длины его дуги 

на половину радиуса.

Д а н о :  АОВ  — сектор круга; kjA B  =  п \  ОА =  R — ра
диус; ЬАВ — длина дуги АВ (рис. 333).

Д о к а з а т ь :  5 сек =  - Ь ЛВ- R.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Площадь круга соответствует

площади сектора в 360°. Площадь сектора, содержа-
nR2

шего дугу в 1 , равна: 5 се„ ора „ ,. =  ^  , т. е. составля-
1

дуга АВ содержит п°, то площадь сек-

тора равна. SA0B ^оо 2 л̂в 2
Итак,

=  n R 2n R_
А О В  360° Л В  ' 2 ’

Рис. 333 что и требовалось доказать.
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Для нахождения площади сегмен
та, ограниченного дугой L и хор-  
дой  АВ, нужно из площади сектора  
ЛОВ  вычесть площадь треугольника 
АОВ; ALB — сегмент (рис. 334) 

с — с _  с
се г м ен т а  A L B  с ектора  А О В  Л А О В '

Когда градусное измерение дуги  
сегмента невелико, можно вычислять Рис. 334 
площадь сегмента по следующей при
ближенной формуле:

2п  __ I I
с егм ен т а  3 ’

где b — основание сегмента, h — его высота, обычно  
называемая стрелкой сегмента (рис. 335).

Д оказано, что погреш ность, получаемая по этой  
приближенной формуле, тем мень
ше, чем меньше отнош ение h : b.

Т ак, при  h <  (что  б ы в ает ,  
когда дуга сегм ен т а  со д е р ж и т  Рис. 335
меньше 50°) погреш ность оказывается меньше 1% 
площади.

Значительно более точные результаты дает более  
сложная формула:

2 Л2
S = =:bh+ Т7-с е г м е н т а  3 2 о

Этой формулой мож но пользоваться для всех сег
ментов, меньших полукруга. Ошибка никогда не пре
вышает 1% от искомой площади.

Площадь концентрического кольца между кругами 
с радиусами Л и г  равна n(R2 — г2).

Д а н о :  кольцо между кругами ОА -  R; О В = R (рис. 336).
Д о к а з а т ь :  5 КОЛ1Ц, =  к (R 2 -  г2).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для нахожде-  
ния  п л о щ ад и  к о л ь ца  между кругами  
нужно найти разность  площадей двух 
кругов с радиусами R и г, т. е. S — S — 
S7=  nR' — nr2 — n(R2 — г2). Итак ,

А

Рис. 336 что и требов ал ось  доказать .

Вопросы для самопроверки

1. Что понимают под числовой последовательностью?
2. П ривести  пр им ер ы  и звестных числовы х  п о с л е д о 

вательностей.
3. К а к и е  ч и с л о в ы е  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  я в л я ю т с я  

м онотонны м и?
4. Что называется пределом числовой последователь 

ности?
5. Л ю бая  ли м о н о т о н н а я  ч и с л о в ая  п о с л е д о в а т е л ь 

ность имеет предел?
6 . Существуют ли чис ловые последовател ьности,  ог 

р ан и че н н ы е  сверху? Пр ивести  примеры .
7. Существуют ли чис ловые последовательности,  о г 

р ан и че н н ы е  снизу? Пр ивести  прим еры.
8 . Какие  чис ловые последовательности  являю тс я ог 

р а н и ч е н н ы м и ?  Привести примеры.
9. Я вл я ю т ся  ли м о н о т о н н ы м и  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  

п е р и м е т р о в  п р а в и л ь н ы х  в п и с а н н ы х  в круг или 
о п и с ан н ы х  око л о  него многоугольников?

10. Я вл яю тся ли о г р а н и ч е н н ы м и  послед ов ател ьности  
п е р и м е т р о в  п р а в и л ь н ы х  в п и с а н н ы х  в круг или 
о п и с а н н ы х  около  него многоугольников?

11. Что называется  д л и н о й  о круж ности?
12. Каким  свойством  обладает  о т н о ш е н и е  д л и н ы  о к 

ру жности  к ее диаметру?
13. Чем яв л яе т с я  число  я? Че му  р ав н о  его ч и с л е н 

ное значение?
14. По какой формуле вычисляется длина окружности?
15. Как вычисляется дли на дуги в п° или а  радиан?
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16. Что п р и н и м аю т  за п лощ ад ь  круга?
17. Является  ли п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  п ло щ ад ей  п р а 

вил ьных  в п и с а н н ы х  в круг  или о п и с а н н ы х  о к о 
ло него мно го у го л ьн и ко в  м о н о т о н но й ?

18. Являются ли о г р а н и ч е н н ы м и  посл едовательности  
площадей правильных впи са нн ых в круг или о п и 
са нных  около него многоугольников?

19. По какой  фо рмуле вычисл яется  п лощ ад ь  круга?
20. Как вычисляется площ ад ь  секторо в  в /?°?
21. Как вычисляется площ адь сектора в а  радиан?
22. Чему равна площ адь сегмента?

Тест №  13

1. Определить  диа метр  ствола дерева,  если длина  о к 
ружности его поп ереч ного  се чения  равна 450 см (с 
точностью  до 1 см).
А) 140 см; В) 141 см; С) 143 см; D) 142 см; Е) 144см.

2. К ак  и з м ен и т ся  д л и н а  о к р у ж н о с т и ,  если:  а) ее р а 
диус увел ичить  на 1 0  см; Ь) ее радиус увеличить  
в 5 раз;  с) ее д и а м е т р  у в ел и чи ть  в 7 раз;  d) ее 
д иам етр  ум е нь ш и т ь  в 9 раз:
A) у величится  на 10 см;  у вел и чи тся  в 5 раз;  у в е 
л ич и тся  в 7 раз;  у м е н ь ш и т с я  в 9 раз;
B) ув ел и чи т ся  в 10 раз;  увел и чи т ся  в 5 раз;  у в е 
л ич и тся  в 14 раз; у м е н ь ш и т ся  в 18 раз;
C) у вел и чи тся  на 20 я; ув ел и чи т ся  в 5 раз;  уве 
л ичится  в 7 раз;  у м е н ь ш и т с я  в 9 раз;
D) у в еличится  на 10 я; у вел и чи тся  в 5 раз;  у в е 
л ичится  в 14 раз; у м е н ь ш и т ся  в 18 раз;
E) у в еличится  на 10 я; у вел и чи тся  в 5 раз;  у в е 
л ичится  в 7 раз; у м е н ь ш и т с я  в 18 раз.

3. О п р ед ел и ть  д и а м ет р  трубы,  кот орую  м о ж но  и з г о 
то вить  из п р я м о у г о л ь н о г о  л и с т а  жести  разм ер о м  
425 мм х 250 мм с то ч н о с т ью  до 1 мм (расходы на 
шов не принимаю тс я) .
А) 212,5 мм и 125 мм; В) только 125 мм; С) только
212,5 мм; D) 135 мм и 80 мм; Е) т о л ьк о  80 мм.
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4. С колько градусов  со д ер ж и т  дуга ок р у ж н о сти ,  
длина которой равна радиусу (с точностью  до 1 
минуты)?
А) 5 7 4 8 ';  В) 57°20'; С) 57°17'; D) 57°19'; Е) 58°.

5. Найти длину и радиус окруж ности , если длина  
ее дуги, содержащ ая 36°, равна 45 см (с то ч н о с
тью до  0 , 1  см).
А) 450 и 71,7 см; В) 450 и 71,6 см; С) 450 и
71,5 см; D) 450 и 72,0 см; Е) 450 и 71,0 см.

6. Радиус окружности равен 25 см. Определить длину  
ее дуги: а) в 1°; Ь) в 45°; с) в 10° (с точностью  
до 0 , 0 1  см).
А) 0,43; 19,6; 4 ,36; В) 0,45; 19,5; 4,36; С) 0,44;  
19,8; 4,4; D) 0,45; 19,7; 4,36; Е) 0,44; 19,6; 4 ,37.

7. Окружность радиуса 2 см разогнута в дугу р ади
уса 5 см. Найти получившийся центральный угол.
А) 140е; В) 144°; С) 142°; D ) 150°; Е) 145°.

8. Дуга радиуса 4 см, измеряющая центральный угол 
в 120°, равна длине некоторой окружности. Н ай
ти радиус этой окружности.

А) 1,5 см; В) 1,2 см; С) 1,6 см; D) l y  см; Е) l |  см.

9. По данной хорде а определить длину ее дуги, если 
она содержит: а) 60°; Ь) 90°; с) 120°.

ла  . ла ш 2ла  . D л а . ла  , 2ла % ^  2ла  .
А) — , — , — , В) — , — , — , С) — ,

ла  . 4ла  . ла -J2 .  яо>/2 ,  ла_ . яо-У2 ш
2^2  ’ 3 ’ ' 3 ’ 2 ’ 9 ’ 3 ’ 4 ’

2лау[з 
9 '

10. Железная труба со стенками толщиной 6  мм имеет 
внеш нюю окружность длиной 22 см. Найти д л и 
ну внутренней окружности (с точностью до 1 мм).

А) 182 мм; В) 180 мм; С) 179 мм; D ) 181 мм; 
Е) 178 мм.
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11. Определить ширину кольца из двух к он центри
ческих окруж ностей с длинами 167 см и 117 см  
(с точностью до 1 см).
А) 9 см; В) 7 см; С) 8 см; D ) 10 см; Е) 6  см.

12. Определить длину окружности, если она больше  
периметра правильного вписанного ш естиуголь
ника на 7 см.
А) 50л; В) 52л; С) 49л; D )  48л; Е) 51л.

13. Найти площадь круга порш ня воздуш ного н а с о 
са, диаметр которого равен 10 см (л =  3 ,14).

А) 314 см 2; В) 15,2 см 2; С) 78,5 см 2; D ) 15,7 см 2; 
Е) 80 см 2.

14. Определить площадь круга, если длина его о к 
ружности равна 8  см.
. .  32 , 18 , 20 ,  16 , сч  30 , 

А) — см2; В) — см 2; С) — см 2; D) — см 2; Е) — см 2.
7Z 71 7Z 71 71

15. Определить длину окружности, если площадь кру
га равна 18 см 2 (с точностью до 1 см).
А) 15 см; В) 16 см; С) 14 см; D ) 17 см; Е) 18 см.

16. Определить площадь круга, если площадь вписан
ного квадрата равна F.

А) я F; В) Ц - \  С) D ) Е) 1,5яЛ

17. Найти отношение между площадями кругов, впи
санного в правильный треугольник и о п и са н н о 
го около него.

А) 1:2; В) 2:3; С) 1:4; D ) 4:1; Е) 3:2.

18. Определить радиус сектора, если его площадь рав
на q, а центральный угол 72°.

А> 3  В) ё ; С) ё ; °) Е> ё -

19. Определить площадь сегмента, если радиус ра
вен R, а дуга содерж ит 60°.
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D) ^ . ( 2 -7 -Зл /з ) :  Е ) ^ - ( З л - - 2 л / з ) .

20. Во с к о л ь к о  раз у вел и чи тся  пло щ ад ь  круга ,  если: 
а) д и а м ет р  у в ел и чи т ь  в 3 раза;  Ь) радиус у в е л и 
чить в 1.5 раза.
А) в 3 раза;  в 1,5 раза;  В) в 9 раз;  в 2,25 раза;
С)  в 9 раз ;  в 2,5 раза ;  в Зл раз ;  в 1,5л раз ;
E) в 9л раз;  в 2 ,25л раз.

21. Во с к о л ь к о  раз  нуж но  у м е н ь ш и т ь  радиус круга,  
чтобы п л о щ ад ь  у м е н ь ш и л ась :  а) в 4 раза;  Ь) в 3 
раза;  с) в 1.96 раз.

А) в 2 раза;  в V3 раза;  в 1,4 раза;  В) в 4 раза;  
в 3 раза;  в 1,96 раза;  С) в 2л раза;  в л/Злг раз;  в 
1,4л раз;  D) в 4л раз;  в Зл раза;  в 1,96л раза;  
Е) в 2 раза;  в 1,5 раз;  в 0.9 раз.

22.  Две п а р а л л е л ь н ы е  хорды р авны  14 м и 40 м, а 
расстояние между ними 39 м. Определить площадь 
круга.
А) 600 м 2; В) 620 м 2; С) 625 м2; D) 6 8  1 м 2; Е) 576 м 2.

23. Найти о т н о ш ен и е  площади  круга к площ ади  в п и 
с а н н о г о  в него: а) квадрата;  Ь) п р ав и л ь н о го  т р е 
у г о л ьн и ка ;  с) п р а в и л ь н о г о  ш е с т и у г о л ь н и к а .

A) i ;  В) i ;  ±1;  С)  £ ;  i f ;
2 Зл/З Зл/З 2 3 2 2 3>/J

•т  . pw  Ч -Т 4л- 2-т . р . я  4 .Т  2л-

Ж- 1 ) 1  7 ; зТз ’ Ш ’ 1 ' т : т ; Т-
24. Найти  пло щ ад ь  кругов ог о  кольца ,  з ак л ю ч е н н о г о  

между двум я к о н ц е н т р и ч е с к и м и  о к р у ж н о с т я м и  
радиусов 4 см и 6  см.
А) 24 с м 2; В) 20 с м 2; С) 24л с м 2; D) 18л с м 2; 
Е) 20л с м 2.

25.  Найти  о т н о ш е н и е  п ло щ ад ей  кругов ,  в п и с а н н о г о  
в квадрат  и о п и с а н н о г о  около  него.

А) (2л- -  Зл/З); В) А ф я  -  Л ) ;  О  ^ ( 2 я - л / з ) ;

А) 2; В) 2,5; С) у ;  D) - ;  Е) - .
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26.  Найти  д и а м ет р  круга ,  п л о щ ад ь  к о т о р о г о  р авн а  
сумме площадей двух кругов радиусов 3 см и 4 см.
А) 7 с м ;  В) 14см ;  С) 10см ;  D) 1 1 см ;  Е) 12см .

27.  С к о л ь к о  град усов  с о д е р ж и т  ц е н т р а л ь н ы й  угол 
сектора,  площ адь  которо го  со ставляет  от п л о щ а 

ди круга: а) ^ ; Ь) ~ ; с) — ?1 J 10

А) 180°; 220°; 336°; В) 180°; 240°; 330°; С) 180°; 
240°: 340°; D) 180°; 250°; 377°30' ;  Е) 180°; 240°; 
3 3 7 ° 3 0' .

28. Н айти  радиус с ектора ,  если его п л о щ а д ь  р ав н а  
157 м м 2, а ц е н т р а л ь н ы й  угол равен  72°.
А) 15,81 мм;  В) 15 мм;  С) 16 мм;  D) 14,5 мм;  
Е) 4,82 мм.

29. О пред ел ить  длину  дуги,  содерж ащ ей  22° 30', если 
радиус равен  1 . 8  м.

А) т  м; В) м; С) ~  м; D) ^  м; Е) у  м.

30. Найти  ц е н т р а л ь н ы й  угол секто р а ,  если его п л о 
щадь равна 56,8 м 2, а радиус равен  6  м.

А) В) — ; С) — ; D) — ; Е) — .
л  л  л  л  л

31. Найти диаметр круга, площадь которого равна сум
ме площ адей  двух кругов рад иусам и  6  см и 8  см.
А) 10 см; В) 5 см; С) 20 см; D) 12 см; Е) 7 см.

32.  Н а й т и  д и а м ет р  круга ,  п л о щ а д ь  к о т о р о г о  р авн а  
разн ости  площ адей  двух кругов радиусам и  1 0  см 
и 8  см?
А) 12 см; В) 6  см; С) 8  см;  D) 2 см;  Е) 9 см.

33. Во с к о л ь к о  раз у вел и чи тся  п ло щ ад ь  круга ,  если 
его д и а м ет р  ув ел ичится :  а) в 2 раза;  Ь) в 5 раз;
с) в л?7 раз?
А) 2; 5; т\ В) 4; 10; 2т\ С) 4; 25; т2\ D) 2л; 
5л; шл; Е) 4л; 25л; т2п.

34. Найти  о т н о ш е н и е  площ ади  п р ав ил ь н о го  в п и с а н 
ного в круг  т р е у г о л ь н и к а  и квадрата .
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А) зТЗ; В) ^ ; С )  D ) Е)
8 4 2 4

35. Найти отнош ение площади круга к площади впи- 
. санного в него правильного шестиугольника.

А) 2 л : 3 , / 3 ;  В) я : 3 Л ;  С)  2л : Л  ; D)  4 л : З Л ;  
Е) я : , / 3 .

36. Найти отнош ение площади круга к площади оп и 
санного около него квадрата.

А) я :  2; В) к :  4; С) 2 я : 3 ;  D)  2к : 5; Е ) 3 л : 2.

37. Найти площадь той части круга, которая р а сп о 
лож ена вне впи санн ого  в него квадрата (радиус  
круга равен R).

А ) (л -  2) • R 2; В) (я  -  3) ■ /?2; С ) ( 2 я - 1 )  Л2;
D)  ( 2 л -  3) • Л2; Е) (л -  1) • Л2.

38. Найти площадь той части круга, которая р а сп о 
лож ена вне вписанного в него правильного тре
угольника (радиус круга равен R )

А)

D )

л  —Зл/э R2; В) I л - зГз
л ; С) 2л —Зл/З 2 .

2 л - Зл/Л /г2; Е) (тг-л/з)-Д2.

39. Найти площадь той части круга, которая р а сп о 
ложена вне вписанного в него правильного ш ес
тиугольника (радиус круга равен R).

А) л  - л  - зТз
л  ;/?2; В) ( л - Л ) - / ? 2; С)

D) Е) (Злг-2л/з)-Л 2;

40. Д ана окружность радиуса Л. Найти площадь сек 
тора, соответствующ его дуге длин ой, равной /.

D!
A) RI; В) 2RI] С) у  ; D )

/г/ 2/?/ 
у ;  Е ) —
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Глава 14
ДЕКАРТОВА СИСТЕМА  
КООРДИНАТ

§ 14Л. Числовая ось. Метод координат на 
прямой

Представление о числовой оси дает обычная линейка. 
Л ю бому положительному числу в пределах линейки  
мож но поставить в соответствие точку. Чем больше  
число, тем дальше точка от начала линейки.

О п р е д е л е н и е .  Прямая, на которой указана  на
чальная точка О, положительное направление и м а с
штабный отрезок (т. е. единица измерения), называется 
числовой осью.

Обычно положительное направление выбирают слева 
направо.

Возьмем произвольную точку М  на числовой оси.  
Измерив длину отрезка ОМ, получим число т > 0 (впра
во от О). Введем переменную  х: обозначим 1) х =  т, 
если М  правее точки О и 2) х = —т,  если М  левее  
точки О. Число х  называется координатой точки М. 
К оордината записывается в круглых скобках, рядом  
с обозначением самой точки: М(х). Двум разным точкам 
М х и М 2 будут соответствовать два различных числа  
х, и х 2 — их координаты. Например, Af,(2) и М2( - 3) 
на рисунке 337.

м2 О м, м 
------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- 1-------- ь - « --------►

- 3 - 2 - 1 0  1 2 3 *

Рис. 337

Пусть даны две точки А (х,) и В (х2). Если длину  
отрезка с концами А и В обозначить \ АВ\  , то для 
этих точек | АВ \ =  | х2—х, |.
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С и с т е м а  к о о р д и н а т  — это с о в о к у п н о с т ь  у сл о в и й ,  
определяю щ их  п олож ен ие  точки на прямой ,  на п л о с 
кости или в простр ан стве.  Впервые п онятие  си стемы 
коорд ина т было введено в геодезии и ас троном ии  для 
опр ед ел ен и я  п о ло ж ен и я  точки  на зем ной  п о в е р х н о с 
ти или на небесной  сфере.

В XIV веке французский математик //. Орезм пользо
вался системой координат на плоскости для построения 
гр а ф и к о в .  Он у п о т р е б л ял  п о н я т и я  долготы  и ш и р о 
ты, соответствующие современным понятиям абсциссы 
и ординаты.

В XVII веке ,  благодаря  трудам ф р а н ц у з с к о г о  у ч е 
ного Д екарта ,  было в ы я сн ен о  зн ач е н и е  метода к о о р 
динат,  позволяющег о  переводить задачи геометрии на 
я з ы к  алгебры и м а т е м а т и ч е с к о г о  ан а л и з а  и, о б р а т 
но, давать  раз л и чн ы м  результатам алгебры и м а т е м а 
ти че ског о  анал иза  геоме три ческую инте рпретацию .

Прямолинейная система координат на плоскости (или 
в п р о ст р ан ст в е ) ,  в ко торой  м асш та бы  по осям к о о р 
д и н а т  р ав н ы ,  н а з в а н а  по и м ен и  ф р а н ц у з с к о г о  м а т е 
м атик а ,  ф и л о с о ф а ,  ф и з и к а  и ф и з и о л о г а  Рене Д е к а р 
та ( 15 96 — 1650), ко то р ы й  з ал о ж и л  о с н о в ы  а н а л и т и 
ч еск о й  г ео м етр и и ,  дал п о н я т и е  п е р е м е н н о й  в е л и ч и 
ны и ф у н к ц и и ,  ввел м н о ги е  а л г е б р а и ч е с к и е  о б о з н а 
чения .  Д екартом  был высказан  закон с о х р а не ни я  к о 
личества д ви ж ени я ,  даны поня тия импульса силы.  Он 

же ав тор  т ео р и и ,  о б ъ я с н я ю щ е й  о б р а 
зов ан ие  и д ви ж е ни е  частиц  материи.

О с н о в н ы м и  с о ч и н е н и я м и  Д е к а р т а  
яв л яю тся  «Геометрия» (1637 г.), « Р а с 
су ж де ни е  о методе» (1637 г.) и « Н а 
чала ф и л о с о ф и и »  (1644 г.).

В элементарной математике в о сн о в 
ном и сп о л ьзу ю т  прямоугольную декар-

Декарт тову систему координат.

§ 1 4 . 2 .  Декартова система координат
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О п р е д е л е н и е .  Две взаимно перпендикулярные чис
ловые оси, проведенные через данную точку (О) ,  обра
зуют прямоугольную сист ем у координат. Эти чис
ловые оси называются осями координат, а их точка  
пересечения — началом координат.

Если через  точку  М  п л о с к о ст и  провести  прямую ,  
п ар ал л ел ь ну ю  оси Оу, то она п ерес еч ет  ось  аб сц и сс  
в н екото ро й  точке М ( р и с .338).

О п р е д е л е н и е .  Абсциссой точки М называется  
число х, абсолютная величина которого равна расстоянию 
от точки О до точки М х.

Это число  х будет п о л о ж и т е л ь н ы м ,  если Л/ п р и 
надлежит  полож ительной  полуоси,  и о трицательны м,  
если М х п р и н а д л е ж и т  о т р и ц а т е л ь н о й  полуос и .  Если 
т очка  М л е ж и т  на оси о р д ин ат ,  то аб с ц и с с а  ее сч и-

М ( М ; М )
таегся равной нулю.

А н а л о г и ч н о  о п р ед ел яе т с я  и о р 
дината  у.

Через точку М проводим прямую,  
п араллельную  оси Ох, кото ра я п е 
ре с ека ет  ось  о р д и н а т  в н е к о т о р о й  
точке М (рис. 338).

О п р е д е л е н и е .  Ординатой точки М называется 
число у, абсолютная величина которого равна расстоянию 
от точки О до точки М .у

Это число у  будет положительным,  если М  п р ин ад 
лежит положительной полуоси,  и отрицательным,  если
М п р и н а д л е ж и т  о т р и ц а т е л ь н о й > У
полуоси. 3-

Если точка  М л еж и т  на оси 2-
а б сц и сс ,  то ее о р д и н ат а  с ч и т а 
ется равной нулю.

1 - ОI I I  ^t 1 1
- 3 - 2 - 1

t 1 ! ^
1 2  3 А'

На р и с у н к е  339 и з о б р а ж е н а - 1-

п р ям о у г о л ь н а я  си стем а  к о о р д и  — 2-

нат л Оу , где Ох и Оу — оси к о  — 3"

ординат;  О — начало координат. Рис. 339
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О п р е д е л е н и е .  Одна ось х  (обычно горизонталь
ная) называется осью абсцисс,  или осью Ох. Другая  
ось у  (обычно вертикальная) называется осью орди
нат,  или осью Оу.

Н ачало к о о р д и на т  делит  каждую ось ко о р д и н а т  на 
две полуоси :  одна  сч и т ает с я  положительной  (по оси  
х — вправо,  по оси у  — вверх), а другая считается отри
цательной (по оси х — влево,  по оси у  — вниз) .

К аж д ая  то ч ка  на п л о с к о с т и  х ар а кт ер и з у ет с я  д в у 
мя ч ис ла м и  — двум я к о о р д и н а т а м и :  абсциссой  и о р 
динатой. Верно и обратное утверждение,  т. е. два числа

(две к о о р д и н а т ы )  задаю т  одну 
точку. На рисунке 340 точки А(3;
2 ) и М(х, у)  ч и с л а  3 и х  з а д а 
ют а б с ц и с с ы  т о ч е к  А и М,  а 
числа 2  и у  — ординаты этих же 
точек.

Координаты точки за писы ва
ются рядом с обозначением точ
ки в скобках,  при этом на п е р 
вом месте в ск обках  пиш ут  а'б- 
сциссу  точки:  М(х; у).

i

М (х ;  у )  з- 

* 2-
А ( 3;  2 ------•11

| 1- 1
1 1 1 1 О 1

11i
1 ) ЪгI I 1

- 3 - 2 - 1
-1 -

1
1 2 3 .V

-2 -
- з -

Рис. 340

Таким образом,  каждой точке на плоскости в си с 
теме п р ям о у г о л ь н ы х  к о о р д и н а т  отвечает  «уп о р яд о 
ч ен н а я »  пара д е й с т в и т е л ь н ы х  чисел  (х; у).  И к а ж 
дой паре д ей ствите льн ых  чисел соответствует  е д и н 
ствен н ая  то чка  к о о р д и н а т н о й  плоско сти .

М еж ду  п а р а м и  д е й с т в и т е л ь н ы х  чис е л  и т о ч к а м и  
п л о с ко ст и  в системе к о о р д и н а т  хО у  и м ее тся  в заи м н о  
о д н о з н а ч н о е  со о тветствие .  П о э т о м у  будем говорить :  
«дана точка», вместо «даны координаты точки»,  «найти 
то чку  М»,  вместо «най ти  к о о р д и н а т ы  т о ч ки  М».

Каж дой  точке  п ло с ко ст и  с о п о ст а вл я ю т  пару  чисел 
(к о о р д и н ат ы  точки ) :  абсц и ссу  х  и о рдин ату  у.

О п р е д е л е н и е .  Координаты точки  — это числа,
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взятые в определенном порядке и характеризующие по
ложение тонки на линии, на плоскости.

§ 1 4 .3 .  Расстояние между двумя точками на 
плоскости

Пусть на плоскости выбрана прямоугольная декарто
ва система ко ординат  и п роизвольны е  точки  А (х,; >’,) 
и В (х2; у 2)  (рис.  341).

Выразим расстояние АВ между 
этими точками  через координаты 
точек А и В. Пусть А { и В{ — п р о 

соответственно,  а А, и В2 — проек
ции этих же точек на ось ординат.

Тогда О А = х х\ О В = х , и OA2= y t;
О В = у 2, следовательно, >4,B,=|jc2 -  х,| 
и А2В2=| у 2~ у {|.

Расс м о т р и м  п р я м о у г о л ь н ы й  т р еу г о л ь н и к  A BC , где 
С — точка перес еч ен ия  пр ямы х  ВВ} и А2А. Гипотенуза  
АВ этого т р е у г о л ь н и к а  по те орем е  П и ф а г о р а  равна:

АВ -  л/ВС 2 + А С 2, но А С = А ] Я, =  | х, — х, | ,  а ЯС =

=  ^ 2 ^ 2 = b : - vil-
Тогда ___________________

АВ = IX, — х,| + | у 2 - у , Г  < 

но по свой ству модуля:  |(з|2 =<7 2, з н ач и т

т. е. расстояние между двумя точками на плоскости  
равно квадратному корню из суммы квадратов разностей 
одноименных координат этих точек.

§ 14.4.  Деление отрезка в данном отношении

Пусть в д е к а р т о в о й  си стем е  к о о р д и н а т  задан о т 
резо к АВ , кото ры й то чко й  С делит ся  в и звестном  от-
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В(х2\ у 2) н о ш е н и и  X, т.е. АС: С В = Х .  З а 
дач а д е л е н и я  о т р ез к а  в д а н н о м  
о т н о ш е н и и  со с т о и т  в том,  ч т о 
бы най ти  к о о р д и н а т ы  то ч ки  С, 
если и зв естны ко о р д и н а т ы  к о н 
цов о тр езк а  А ( х {; у,) и В(х2; у,) 
и число X ( р и с . 342).

Пусть д а н н ы й  о т р е з о к  АВ не 
Рис. 342 параллел ен  к о о р д и н а т н ы м  осям.

Найдем проекции данных точек А и В и искомой точки 
С, к о о р д и н а т ы  к о т о р о й  о б о з н а ч и м  через  х и у,  на 
ось  аб сц и с с  (А г  Вг  С, с о о т в е т с т в е н н о )  и на ось  о р 
д и н а т  (А,, В2, С, со о т в е т с т в е н н о ) .  П р о е к ц и и  т о ч ек  А 
и С на п рям ые СС, и ВВ , о б о зна чи м  через  Е и D.

Р а сс м о т р и м  п р я м о у г о л ь н ы е  тр еу г о л ь н и к и :  А АСЕ  
и ACBD.  О ни имеют по одному рав ному острому углу 
{ / . С А Е =  /LBCD ка к  с о о т в е т с т в е н н ы е  при п а р а л л е л ь 
ных АЕ  и CD и с е к у щ е й  А В ), а п отому  п о д о б н ы .  Из

А С  А Еподобия  этих т р е у г о л ь н и к о в  следует,  что 
СЕ АС

СВ CD

BD ’
но по условию  ---- = А

СВ
, а тогда

АС
СВ

_  АЕ  
~  CD

=  Я ( 1 )

И
АС

СВ

_  СЕ  

~  BD
=  Я ’ ( 2 )

но АЕ =  А,С = |х —х,|; CD = с  А = 1*2—х); С Е — СуА,== \ у ~ у } \

B D =  В2С ^ = \ у — у\. Из равенства (1) имеем: = Я,

I У~У\ =  А.а из рав ен ст в а  ( 2 ) имеем:
I >’2 -  >1

В этих двух равенствах знаки числителей и з н ам ена
телей д роби  с о в п ад аю т ,  п о эт о м у  зн ак  модуля у ч л е 
нов д роби  мож но  опустить.

Ит ак ,  - — — = Я , или х —х =  А ■ (х — х).  Из этого
V- — v  1 -
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равенства получаем: х + Ях =  х ,+ Ях2, и потому х (1 +  Я) =  
=  jci+ A x ) , следовательно,

Л- = Ш .  (3)
1 + я

Так ка к Я * — 1, то абсц и сса  точ ки  С о д н о з н а ч н о  о п 
ределяется по фо рмуле (3). А н алоги чн о  опред ел яе тся 
орд ин ата точ ки  С:

= Я, или у ~ у  =  Му ,  ~ у ) ,
У 2 - у

тогда у  + Ау =  у х + Я у 2, и потому  у( 1 +  Я ) = у { +  Я>\. С л е 
дова тельно ,

У = ]  (4)

Ча стны м  случаем д ел ен и я  отр езка  в д а н н о м  о т н о 
шении является деление отрезка на равные части, т. е. 
нахождение  коорди на т  се ред ины отрезк а  АВ.

В этом случае А С : СВ =  1, т . к .  АС = СВ, и из  в ы 
вед ен ных ф ормул  (3) и (4) следует ,  что середин а  о т 
резка  имеет коорд ина ты:

.V, +  Х2 V, +  у  2
X  -  _!-------^ У — —-------- • ̂ 1 J Л

Таким образом,  координаты середины отрезка равны
полусумме одноименных координат его концов.

Вопросы для самопроверки

1. Дать определ ен ие числовой  оси.
2. Как определяется д ли н а  отрезка  на чис ловой  оси?
3. Дать оп ред еление прямоугольной  (или декартовой)  

системы координат.
4. К ако в ы  з н а к и  к о о р д и н а т  т о ч к и ,  если о н а  п р и 

надлежит первой (второй,  третьей,  четвертой)  чет
верти?

5. Как  о п р ед ел я е т ся  р а с с т о я н и е  между двумя т о ч 
ка м и ?

6 . Как определяются  коорд инаты се редины  отрезка?
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7. К а к  о п р е д е л и т ь  к о о р д и н а т ы  точ ек ,  д е л я щ и х  о т 
р езо к  в д ан но м  о т н о ш е н и и ?

8 . М о ж н о  ли о п р е д е л и т ь  точку  п е р е с е ч е н и я  м е д и 
ан,  зная ко о р д и н а т ы  в ер ш и н  тр еу го л ьни ка?

9. М о ж н о  ли о п р е д е л и т ь  вид т р е у г о л ь н и к а  ( р а в н о 
б е д р е н н ы й ,  р а в н о с т о р о н н и й  и р а з н о с т о р о н н и й ) ,  
зная  к о ординаты  в ершин  треугол ьни ка ?

10. К а к  о п р ед ел и т ь  вел и ч и н у  д и а г о н а л е й  ч е т ы р е х 
у г о л ьн и ка ,  если и зве ст н ы  к о о р д и н а т ы  его в е р 
шин?

Тест №  14

1. Н а йт и  дли н у  м е д и а н ы  С М  т р еу г о л ь н и ка  с в е р ш и 
н ами  / 1 ( 3 ;  I ) ;  /? ( 1 ; 3 )  и С ( 0 ;  2 ) .

А )  5 ;  В )  I ;  С )  4 ;  D )  2 ;  Е )  3 .

2. Д ан  т р е у г о л ь н и к  с в е р ш и н а м и  / 1 ( 2 ;  1); В{ — 2 ;  4) и 
С  (—6 ; —4). Найти  ме нь ш у ю  из сторон  А  ЛВС.

А )  л / 7 0 ;  В )  л / 7 3 ;  С )  5 ;  D) 8 ;  Е )  л/бО .

3 .  В А  ЛВС  с вершинами  / 1 ( 2 ; — 1) ;  В{— 1;  3 )  и С(—3 ;  1)  

проведена медиана AD.  Найти  ее длину.

А )  5 ;  В )  4 ;  С )  3 ;  D )  6 ;  Е )  2 .

4. Точки  Л{—2 ;  4); В{—6 ; 1 2 ) ;  С ( 2 ;  8 )  я вляю тс я  в е р ш и 
нами треугольника. Найти точку пересечения медиан.
А )  ( 6 ;  8 ) ;  В )  ( 8 ;  2 ) ;  С )  ( 2 ;  - 8 ) ;  D )  ( - 6 ;  1 2 ) ;  Е )  ( - 2 ;  8 ) .

2
5. Найти -  расстояния MN, если М(3; —2) и N(—\; 1). 

А) 1,5; В) С) D) l j ;  Е) з | .
6 . И зв ес тно ,  что ( 5 ;  8 )  — ко о р д и на т ы  вер ш и н ы  С  п а 

р а л л е л о г р а м м а  A B C D , а (4; 5 )  — к о о р д и н а т ы  т о ч 
ки О п ерес ечен ия  д иа го на ле й  Л С и BD.  Найти  к о 
ординаты  в ер ш и н ы  А.
А )  ( 2 ;  3 ) ;  В )  ( 3 ;  2 ) ;  С )  ( 1 ;  4 ) ;  D )  ( 4 ;  1) ;  Е )  ( 3 ;  1) .

7. Найти координаты середины отрезка ЛВ , если Л(—3;  2 )  

и В (4; 1).
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8 . Т о ч к а  /4(0; у  ) р ав н о у д а л ен а  от точек  5 ( 1 ;  2) и 
С (— 1; 3). Найти у.

А) у  =  1; В ) у  =  2; С ) у  =  |  ; D)  у  =  1,8; Е ) >’ = 2 , 5 .

9.  На йти  к о о р д и н а т ы  т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  м е д и ан  
тр еу гольника ЛВС , если ко ординаты  его вершин:  
>1(8; -  5); В(2; 5) и С ( -  7; -  9).

А) ( -  1; - 3 ) ;  В) (1; - 3 ) ;  С)  ( ! ;  3); 13) ( -  1; 3);

А) ( -  0 ,5 ;  1,5);  В) (1 ,5 ;  -  0 ,5 ) ;  С)  (1 ,5 ;  0 ,5 ) ;
D)  (0 ,5 ;  -  1,5);  Е) (0 ,5 ;  1,5).

10.  Н айти  р а с с т о я н и е  от т о ч к и  М(— 4; 3) до начала  
координат.

А) 2; В) 6 ; С) 3; D) 4; Е) 5.

11.  Найти длину отрезка с концами в точках М(— 4; 1 ) 
и N{2\ — 4).

А) Л Т  ; В) л/52 ; С) л/Гз ; D) УбТ ; Е) л/29 .

12.  Т о ч к и  А{— 9; 4) и В(3; 10) с и м м е т р и ч н ы  о т н о 
сительно точки М{х\ >0- Найти .* и у.
А) (3: 7); В) ( - 3 ;  3);  С)  ( 6 ; 7);  D)  ( - 3 ;  7); 
Е) ( 6 ; 3).

13.  Точка ДЗ;  у) равноудалена or  точек К(2; 3) и Д4 ;  6 ). 
Найти зн ач ен ие  у.
А) 6,5; В) 4; С) 5; D) 5,5; Е) 4.5.

14.  Д а н ы  три в е р ш и н ы  п а р а л л е л о г р а м м а  M N P Q : 
М( 1; 3), iY(3;4),  Л 4 ;  2). На йти  к о о р д и н а т ы  ч е т 
вертой вершины.

А) (3; 1); В) (2; 1); С) (2; 2); D) (2; 4); Е) (3; 4).

15.  Н ай ти  с т о р о н ы  A M N P , если з а д а н ы  в е р ш и н ы  
М( 4; 2), УУ(0; -  1) и Р ( -  1; 2).

А) 5; 5; VTo ; В) 4; 5; Vlo ; С) 5 : 5 ;  Л  ; D)  Л  ; 
л/Го ; 5; Е) 5; 5; Тб .
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Глава 15
Л И Н И И  П ЕРВО ГО  П О РЯДКА  
( Р А З Л И Ч Н Ы Е  ВИДЫ УРАВНЕНИЯ  
П Р Я М О Й  НА П ЛО С К О СТИ )

§ 1 5 . 1 .  Уравнение линии

Из  алгебры известно,  что всякое уравнение,  с в яз ы 
ва ю щ ее  между со б о й  х  и у , задает  на к о о р д и н а т н о й  
плоскости,  как правило,  линию.  Например,  х + _у=5 — 
п р ям а я  л и н и я ,  у  = х 2 — параб ола.  В о з ни ка ет  и о б р а т 
ная задача:  най ти  у р а в н е н и е ,  з ад аю щ ее  д а н н у ю  л и 
нию плоскости .  С так ой  задачей сталкивают ся ,  когда 
хотят исп ользовать  метод координат  для р еш ения  той 
или иной  гео метр ической  задачи.

В этой и в след у ю щ е й  главе р а с с м о т р и м  н е к о т о 
рые п л о с к и е  л и н и и :  п р я м у ю ,  о к р у ж н о с т ь ,  э л л и п с ,  
гиперболу и параболу.

О п р е д е л е н и е .  Равенство F(x; у)  — 0 называется 
уравнением линии Z  в заданной системе координат на 
плоскости, если оно выполнено для координат всех точек 
линии Z  и не выполнено для координат точек, не л е 
жащих на линии Z.

§ 1 5 . 2 .  Уравнение прямой с угловым 
коэффициентом

tn с ор С At а __________ _ -____________________ ___________ ___________

Уравнение прямой с угловым коэффициентом име
ет вид у  = kx + b (где к — угловой коэффициент, b — 
отрезок, отсекаемый прямой на оси Оу).

Д а н о :  к =  tg а  — угловой  к о э ф ф и ц и е н т ;  Ь — о т р е 
зок,  о т се к ае м ы й  п р я м о й  оси Оу.

Д о к а з а т ь :  уравнение прямой имеет вид у —к х + Ь .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Про вед ем  прямую,  п е р е с е к а 

ю щ ую  ось Оу  в точке  В{0; Ь) под углом а  — с осью 
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Ох ( р и с . 343). Чтобы в ы в е с 
ти ур авнение прямой ,  возь 
мем любую точку  М с т е 
кущими координатами х  и у,  
р ас полож енн ую  на искомой 
прямой.

Рассмо трим п р ям о у г о л ь 
н ы й  А ВМС,  где L M B C  =
= L ВАО как соответственные 
углы при пар ал л е л ь ны х  п р ям ы х  ВС и АО  и с екущ ей  
AM.  Т ак  как ВС = х, а МС  =  у  — Ь, то тан г ен с  угла а
равен отношению противолежащего катета МС  к приле-

м с
ж а ш е м у  ВС. С л е д о в а т е л ь н о ,  tg а  =  = к; МС  =

D  С
= ВС ■ к, или у  — b =  кх. Отсюда

у  =  кх + /; 

что и требовал ось  доказать .

§ 1 5 .3 .  Общее уравнение прямой и его 
исследование

Л ю бо е  ур ав н ен и е  пер вой  с т е п е н и ,  т.е.  у р ав н ен и е  
вида Ах +  By +  С =  0, в котором А и В не равны о д н о 
вр ем енн о  нулю,  есть ур авн ен ие  прямой .

П у с т ь  В ф 0. В ы р а з и м  у  ч е р е з  х: By = —А х —С;
4 с , , * I А ■ I сУ -  -  v _  и тогда у  = кх + где к = -  —, /> = -  — ■
п о  o n

Знач ит ,  Ах + By + С =  0 и есть у р ав н ен и е  прям ой .

Уравнение Ах + By +  С =  0 называется общим у р а в 
нением прямой.

Рассмо тр им частные случаи этого ур ав н ен и я ,  к о г 
да один из к о э ф ф и ц и е н т о в  А, В или С равен 0.

а) Пусть в о б щ ем  у р а в н е н и и  Ах +  By + С — 0 С =  0 
( при А ^ 0; В *  0). Урав нение приобретает  вид: Ах +

А /4
+ В у =  0, или у = - —х. О б о з н а ч и в  ~ — = к, п олучим  в в
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о

У у  =  кх. В этом случае пр ям а я  п р о 
х о д и т  ч е р е з  н а ч а л о  к о о р д и н а т  

/  у = Кх 0 (0 ;  0),  т . к .  к о о р д и н а т ы  н а ч а л а  
х =  0 ; >’ =  0  у д о в л е т в о р я ю т  у р а в 
н е н и ю  у  -  кх.

~q * На рисунке 344 изображена п р я 
мая вида:  Ах + By =  0 , или у  = кх, 

Рис. 344 которая проходит через начало к о 
ординат.

b) Е сл и  А — 0 ( В ^  0; С ^ 0 ) ,  
У то у р ав н ен и е  Ах +  By +  С — 0 при-

у ~ cl мет вид: By + С =  0 , или у  =  -  ~  =
— const ,  т. е. y  — d. П о л у ч е н н о е  
уравнение есть уравнение прямой,

---------------------► парал лел ьной  оси абсцисс.
На рисунке 345 изображена пря- 

Рис. 345 мая вида:  By + С =  0, или  у  =  d ,
параллельная оси абсцисс.

c) Если В — О (Л *  0; С ^  0),  то 
у  у р а в н е н и е  Ах +  By + С — 0 п р и м ет

С
У = / вид: Ах + С = 0, или х =  -  — =

— const,  т. е. х — 1. П о л у ч е н н о е  
урав нен ие  есть урав нен ие  прямой ,

______________► параллельной оси ординат.
0  Л На рисунке 346 изображена пря-

рис 3 4 5  м а я  вида:  Ах + С =  0, и ли  х  =  /,
пар аллельная оси ординат.

d) Если А — С =  0 (В ф 0),то  у рав 
н ен ие  Ах + By + С =  0 п р им е т  вид: 
By =  0 , или у  — 0  — это у р а в н е н и е  
оси аб сц исс ;  прям ая в этом случае 
со в п ад ает  с осью Ох.

_______  ^  На р и с у н к е  347 а и з о б р а ж е н а
О V = 0  х пр ям а я  вида:  >’ =  0. Это есть  сама

Рис. 347 а ось  абсц и сс .

3 30



е ) Е сли  В — С =  0 (А ^  0) ,  то >к
у р а в н е н и е  Ах + By + С =  0 пр им ет
вид: Ах =  0, или л- =  0 — это у р а в  х = 0
нение оси ординат;  прямая в этом
случае совпад ает  с осью Оу.

На р и с у н к е  347 б и з о б р а ж е н а Л
пр ям а я  вида: х =  0 , со в п а д а ю щ а я Рис. 347 6
с осью ординат.

§ 1 5 .4 ,  У р а в н е н и е  п р я м о й ,  п р о х о д я щ е й  ч е р е з
д а н н у ю  т о ч к у

Выведем уравнение прямой,  проходящей через д а н 
ную то чку М { (л,; у.) и и м е ю щ е й  з а д а н н ы й  угловой
ко э ф ф и ц и е н т  к. Уравнение  искомой прямой  запишем
в виде:

у  =  кх  + 1). ( 1 )

Т ак  как т о ч к а  Л/, п р и н а д л е ж и т  п р я м о й ,  то имеет
место равенство:

у, =  кх } + Ь. ( 2 )

Выч итая из р ав ен ств а  (1) р авен ство  (2),  получим:
у — у = ( к х  + /;) — (Ъс, + Ь), отк уда

У ~ У | =  к(х  -л-,). (3)

Это и есть и ско м о е  у р ав н ен ие  прямой .  При и з м е 
н е н и и  углового  к о э ф ф и ц и е н т а  к п рям ая  (3) в р а щ а 
ется вокруг  точки  М г  т. е. у р а в 
н ен ие  (3) задает  пучок пр ям ы х ,  
п рох одящих через точку Л/, (рис.
348).  Из  у р а в н е н и я  (3) п о л у ч е н 
ной прямой можно получить урав
нение любой прямой,  проходящей 
через  точку М г  за и с к л ю ч е н и е м  
п р я м о й  х =  х г  Рис. 348
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§ 1 5 .5 .  Уравнение прямой, проходящей через 
две точки

Пусть на пло скости  хО у  заданы две точки  А(х,\ у {) 
и В(х2; у 2). Проведем через  эти точки прямую АВ (эта 
прямая — единственная,  т. к. по аксиоме через две точки

проходит единственная прямая).  
На прямой  АВ выбираем п р о и з 
в ольную  точку  М с т е к у щ и м и  
координатами х и у, т. е. Л/(х; у) 
(рис.  349).

Найдем проекции  точек А , М 
и В на ось  абсц исс  — это точ ки  
А г  Л/, и Bt с о о т в е т с т в е н н о ,  а 
на ось  о р д и н а т  — то ч к и  А2, М2 
и В, со ответственно .  Точ ку  п е 

ресечения  ВВХ с М,М  о б о зна чи м  через  D, а точку п е 
ресечения  АЛ, с ВВХ через  N. Из подобия  т р е у г о л ь н и 
ков АМЕ  и ABN  по л ем м е  о подобии  (т. к. А/А/, || ВВ}) 
следует ,  что

АЕ  _  
A N  ~

но АЕ =  А. М  =  \х — х,|; AN

ME
BN

А,В j

(4)

|л\ — х,|; BN =  А ?В , —

|у 2 -  у}. ME = М А 2= \ у - у {\.
П о д ст а ви в  эти з н а ч е н и я  в п р о п о р ц и ю  (4),  п о л у 

чим: fil _  \ У - У \ \

I У 2 ~ у 11
или

Л- -  Л-
_  У - У 1

-V-) -  л 1 >’■> -  У\ ’
(5)

( п о с к о л ь к у  ч и с ли т ел и  и зн а м е н а т е л и  об еих  д робей  
имеют одинаковые знаки,  знак модуля у членов дробей 
м о ж н о  опустить) .

Полученное уравнение (5) называется уравнением пря
мой, проходящей через две точки A(x t; >',) и В(х2; у 2). 

Это у р а в н е н и е  м о ж н о  п олучить  и друг им  с п о с о -
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бом.  Из того,  что точка  А (х,; _у,) л еж и т  на п р я м о й  
у  — кх +  Ь, то

у  ~ у , =  к ( х ~ х , )  ( 6 )

(как у р ав н ен и е  п р я м о й ,  п р о х о д я щ ей  через  д а н н у ю  
точку  А {), а из того,  что точка  В (х2; у 2) л е ж и т  на 
той же п р я м о й  ( 6 ), то

у 2- у = к ( х - х {), (7)
откуда

(8 )

где к — это  угловой  к о э ф ф и ц и е н т  и с к о м о й  п рям ой .  
По д ста вл яя  его в в ы р а ж ен и е  ( 6 ), п олучим  у - у , =

( х - х , ) ,  или

у ~ Л
У2 -  У]

§ 1 5 . 6 .  Уравнение прямой в отрезках на 
координатных осях

Пусть зад ан ы две точки  А и В, л е ж а щ и е  на к о о р 
д и н а т н ы х  осях: А (а , 0) и В (0;6)
(рис.  350).  С о с т а в и м  у р а в н е н и е  
п р я м о й ,  п р о х о д я щ е й  через  две 
точки  А и В.

В уравнение прямой ,  проходя
щей через две точки

м _ У -  У\

подставим соответствующие ко ординаты точек А(а,  0) 
и В(0; Ь), т . е . х, =  а\ х 2 =  0; у { =  0; >>, =  Ь.

у  -  0  _  А ' -  аТогда
Ь -  0 0 - а '

и потому

У _  -V -  <3 
b - а (9)
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Пре образуя в ы р а ж ен и е  (9),  имеем:  i - = —  + 1 , или

£  + 2  =  j. (Ю)

Уравнение  (10)  называется уравнением прямой в 
отрезках  на осях,  т .к.  ч ис ла  а и b ука з ы в аю т ,  каки е  
отрезки отсекает  прямая АВ на осях координат.

Д а н н о е  у р а в н е н и е  не и мее т  с м ы с л а ,  если п р ям а я  
проходит через начало координат.

§ 1 5 .7 .  Угол между двумя прямыми. Условия 
перпендикулярности и параллельности  
прямых

т е о р е м а ________________________________________________
Угол между прямыми у  =  к хх + Ьх и у  =  к гх  + Ъ2 оп 

ределяется по формуле: tg 0 = ^ 2  ^1 

1 + кхкг

Д а н о :  прямые у  =  кгх + £,; и у=к ,х  + Ь, , где к =  tg а, ,  
к, =  tg а ,  ; 0  — угол между п р ям ы м и  (рис.  35 1)

к -  к
Д о к а з а т ь ,  что t g 0  = — 3----- L .ь 1 + кхк2
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим 

углы 0  и 1 , которы е  равны между 
собой как вертикальные.  Угол ос,— 
в н е ш н и й  угол A ABC.  По свойству 
в н е ш н е г о  угла т р е у г о л ь н и к а  угол
а,  равен сумме двух внутренних уг
лов ,  не с м е ж н ы х  с ним .  Зн ач и т ,  

Zoc2=  Z.0 C, + L 1, или А.а =  Z.a, + Z.0, откуда Z0 =  L ос2~
— zla,.  А тогда:

tg 0  =  tg ( а , — а, ) .

И с по л ьзу я  ф ор му л у  т ан ген са  разн о сти  двух углов,
tga2 -  tga,

Рис. 351

имеем:  t g 0  =
1 + tga, • tga2 ’

или, заменяя тангенсы углов

ос, и а ,  уг ловыми  к о э ф ф и ц и е н т а м и  прям ых,  имеем
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( 11)I + кхк2

что и требовалось  доказать .
Если п р я м ы е  п ар ал л е л ь н ы ,  то k2~  к х =  0, или

кг=к,  ( 1 2 )

условные параллельности двух прямых.
Если прямые п ер п ен ди к у л я р ны ,  то 1 + к 1к2= 0 ,  или

* . = - £ -  (13)

условие перпендикулярности двух прямых.
Если прямые заданы в общем виде: A tx + Bty  + С =  О 

и А,х + В2у +  С =  О, то,  п риведя  к у р а в н е н и я м  с уг 
ло в ы м  к о э ф ф и ц и е н т о м ,  будем иметь:

_  А\ С, ___ Л2 _  2̂
■1 в х Л Вх ’ У В2 ' в 2 ’

/1
г д е -----L =  кх и ------  =  к2, подставляя  в ф ор м у л у  ( 1 1 ),

В1 /?2

/1 /4
-  2-  +  1 

В В
П О Л У Ч И М  t g 0  =  -------2--------L , и л и

А А 
1 + ; • - i

*> *2
А ■ В -  А ■ В

tge =  —1— =— -— 1 0 4& В ■ В + А ■ А1 2  1 2
тангес  угла между двумя  п р я м ы м и .

Если прямые параллельны, то Z.0 = 0, тогда tg 0 =  0 и 
числитель дроби равен нулю, т. е. Ах В, — A2 B̂  =  0, откуда

условие параллельности двух прямых, заданных в об
щем виде.

Если прямые перпендикулярны,  то Z0 =  90° и tg 0 не 
существует. Значит,  знаменатель дроби равен нулю, т. е.
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В{ ■ В, + А , 4А 2 — 0  (16)

условие перпендикулярности двух прямых, заданных в 
общем виде.

§ 1 5 . 8 .  Точка пересечения двух прямых

Д а н ы  п р я м ы е  Арс + В^у+ С, =  0 и А , х +  В2у  +  С ,=  0. 
Чтобы найти точку пересеч ен ия  двух прямых,  надо 

р е ш и т ь  си стем у  двух у р а в н е н и й ,  т. к. то ч к а  п е р е с е 
чения  долж на принад леж ать  обеим прямым.  

Л и н е й н у ю  си стему  у р ав н ен ий  
\Ахх + Вху  = С,
I А х  + B y  = С можно решать различными методами:

1 ) сп о со б о м  п о дс т ан о вк и ;
2 ) сп осо бом ал гебраи ческ ого  сл ож ения ;
3) методом Крам ера .
Решив данную  систему методом Крамера ,  получим

V -  С 1 ■ В1 - С 2 я, и 1 ■с2 -  А,
С|>

■ В2 — ^ 2 я, '  X, ■ В2 — ^ 2 в '
( 17 )

координаты точек пересечения двух прямых, заданных
в общем виде.

Вопросы для самопроверки

1. З а п и с а т ь  у р а в н е н и е  п р я м о й  с угловым к о э ф ф и 
циентом.

2. Запи сать  общее урав нен ие прямо й .
3. К ак  р а с п о л о ж е н а  п р я м а я ,  если в у р а в н е н и и  Ах + 

+ Ву + С =  0 А =  0 ( В =  0; С =  0)?
4. В чем состо ит г еом етричес кий  см ысл  углового к о 

э ф ф и ц и е н т а  прям ой?
5. Записать  урав нен ие  прям ой ,  прох одящей  через две 

точки.
6 . За писа ть  уравнение  п рям ой  в от резках по к о о р д и 

натным осям.
7. При  каком  усл о ви и  в о з м о ж н о  перейти  от о б щ ег о  

у р а в н е н и я  п р я м о й  Ах + By + С =  0 к у р а в н е н и ю  с 
угловым к о э ф ф и ц и е н т о м ?
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8 . Что гео м етрически  п ред став ляе т  собой в у р а в н е 
нии п рям ой  у  = кх +Ь число  Ы

9. Почему к о э ф ф и ци ен т  к в уравнении прямой н азы 
вается угловым к о э ф ф и ц и е н т о м ?

10. М о ж н о  ли найти с р е д н ю ю  л и н и ю  т р еу г о л ь н и к а ,  
зная координаты  трех его верш ин?

11. Можно ли составить уравнение медианы треуголь
ника,  зная  коо р д и наты  его верш ин?

12. Как з а п и сат ь  у р а в н е н и е  п р я м о й  Зх — 5 у  + 8  =  0 в 
отрезках на ко орди натны х  осях?

13. Как о п р ед ел яе т ся  угол между двумя  п р я мыми ,  
з ад ан н ы м и  с угловым к о э ф ф и ц и е н т о м ?

14. Как  о п р е д е л яе т ся  угол между двумя п р я м ы м и ,  
за дан н ым и  в общем виде?

15. Сформулируйте условие перпендикулярности  п р я 
мых,  зад ан н ы х  с угловы м  к о э ф ф и ц и е н т о м .

16. С ф ормули руйте  условие пар ал лел ьности  прямых ,  
з ад ан н ых  с угловым к о э ф ф и ц и е н т о м .

17. При к аком  у словии  п е р п е н д и к у л я р н ы  п р ям ы е ,  
зад ан ные  в общем виде?

18. При ка ком усл ов ии  п араллельны  п р ям ы е ,  з а д а н 
ные в общем  виде?

19. Назвать  частные случаи уравнения  прямой .
20. Как найти точку п ересечен ия  двух прямых?

Тест № 1 5

1. Чему равен угловой к о э ф ф и ц и е н т  прям ой  2х + 3у  —
-  5 =  0?

А )  - 2 , 5 ;  В )  - 1 ; С )  D )  | ;  Е )  2 , 5 .

2. У р ав н е н и е  Зх — 5у  + 15 = 0 зап и с а т ь  в от резках.

А )  ^  +  Л  =  1: В )  - 2 L  +  £ = | ;  С )  7  +  ^  =  1;
3 - 5  - 3 5  5 3

D) 4  + —  = 1; Е) Л  + т  = 1-5 —3 -  5 3

3. За писа ть  ур авн ен ие  п р ям о й ,  п а раллельной  оси Оу
и проходящей  через  точ ку  А (— 1; 2).

А) х -  1 =  0; В) х — 2 =  0; С) х +  1 =  0; D) х + у  —
— 1 = 0 ; Е ) X —у  —3 = 0 .

22 — Г е о м е т р и я . ч а с т ь  I 3 3 7 !



4. С оставьте  у р а в н е н и е  п р я м о й ,  п р о х о д я щ е й  через  
т о ч ки  Л ( —3; 1) и В ( 2; — 2).
А) Зл'— 5 j  +  4 =  0; В) Зх — 2 ^ + 5  =  0; С) Зх + 5 у  + 
+  4 =  0; D)  5х — 3> 7 + 2 =  0; Е) 5 х - 4 > ’ + 9 =  0.

5. Чем является четырехугольник ABCD  с вер ши нами 
в точках А(—12; 6 ); В(0; 1 1); С(5; - 1 ) ;  D ( - 7; —6 )?
А) ромбом;  В) кв ад ратом ;  С) п а р а л л ел о г р ам м о м ,
D) т р а п е ц и е й ;  Е) п р я м о у г о л ь н и к о м .

6 . Т о ч к и  А ( — 1; 2); В ( 3; 6 ) и С ( 1 ;  - 4 )  — в е р ш и н ы  
т реугол ьника .  Найти  у р ав н ен ие  пр ям о й  AD,  п е р 
п е н д и к у л я р н о й  п р ям о й  ВС.
А) х + 5.у — 9 =  0; В) х — 5у + 9 =  0; С)  х +  4у  —
— 5 =  0; D) 5х — у + 9 =  0; Е) 5х + у — 8  =  0.

7. Составьте  у р а в н е н и е  п р я м о й ,  п р о х о д я щ е й  через  
т о ч к и  ( — 3; 1) и (2; —2).
A) 3 x + 5 v  + 4 =  0; В) 5х — Зу —10 =  0; С) З х —5>’ + 
+ 24 =  0; D) 4х —5 v —3 =  0; Е) З х - 5 ^ + 1 0  =  0.

8 . Ч ерез  точку  А (2; —3) п р о х о ди т  п р я м а я ,  п а р а л 
лельная прямой у  =  2 х —5. Написать уравнение этой 
прямой.

А) >> = 2х + 7; В ) у  =  ^  х +  7; С ) у  =  2 х ~ 1 \

D) у  = 2х — 3; Е) у  = 2х — 4.

9. Н а йти  у р а в н е н и е  с е р е д и н н о г о  п е р п е н д и к у л я р а  к 
отрезку  АВ , если А ( — 2; 3) и Z? (1; —4).

А) Зх + 7>; — 8  =  0; В) Зх — 7у  —2 =  0; С) 8 х — 6у  — 
- 3 0  = 0; D) 6 х + 8 ^ - 2 4  =  0; Е) З х + 7 у - 2 4  =  0.

10. На оси Ох най ти  точ ку ,  р а в н о у д а л е н н у ю  от т о 
чек  М х{ 1; 2) и М2(—2; 3).

А) ( - 1 ; о ) ; В) ( | ; о ] ; С ) ( 1 ;  0);  D)  ( - 1 ;  0) ;  Е) ( | ; о ) .

11. Н айти  р а с с т о я н и е  от т о ч к и  М ( 2; 2) до п р я м о й  
у  = Х  -  1 .

A) ± ;  В) 2 ,5 ;  С )  D )  j ;  Е) 6 ,25 .
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12. При каком зн ачен ии  к график ф у н кц и и  у  =  кх + 6  

прохо дит через  точку М (0,5; 4,5)?
А) 3; В) - 3 ;  С) - 2 ;  D) 4; Е) - 3 0 .

13. При  ка ки х  з н а ч е н и я х  а и b п р я м ы е  ах +  by =  — 4 
и 2л'— 2у =  4 совпадаю т?
А) о = 2 ;  Ь = - 2; В) я =  - 2 ;  6  =  2; С) а =  b = 2\
D) д =  2; 6  =  - 1 ;  Е) а =  4; 6  =  2.

14. Пр и  к а к и х  з н а ч е н и я х  л п р я м ы е  ах  +  2у  =  — 4 и 
л: — >’=  4 пар ал лел ьны?
А) 1; В) 2; С) - 2 ;  D) а Е R; Е) - 1 .

15. Найти  р а с с т о я н и е  от то ч ки  М (2; 1) до п р я м о й  
у  = х + 2.

А) 2.25; В) С) у ; D) 1,5̂ 2; Е) ^ .
16. Найти  п лощ адь  фигуры,  о г р а н и ч е н н о й  п р я м ы м и  

х —2 у + 2  =  0; х + у - 4 = 0  и у =  0.
А) 5; В) 5,5; С) 6 ; D) 7; Е) 6 , 8 .

17. Н а пи са т ь  у р а в н е н и е  п р я м о й ,  п р о х о д я щ ей  через  
т о ч к у  Л/ (3; 4) и п е р п е н д и к у л я р н о й  п р я м о й

У =  ; Х +  5.

А)  у  =  Зх; В) у —— Зх + 9; С)  у  =  —3 х + 1 3 ;  

D ) у  =  у л: +  13; Е ) у — — Зх +  2.

18. Н а п и с а т ь  у р а в н е н и е  п р я м о й ,  п р о х о д я щ е й  через  
точку М{ 1 ; —3), парал лел ьной  п рям ой  2 х + 3 > ’ =  6 .

А) 2х +  3у  + 1 2 =  0; В) 2х +  Зу + 7= 0; С) Зх + 2у  + 
+ 12 =  0; D) 2х — Зу + 7 = 0; Е) 2х + З.у +  + 5  = 0.

19. Н а й т и  т а н г е н с  о с т р о г о  угла м е ж д у  п р я м ы м и  
у  =  Зх + 5 и у  =  х — 3.

А) 3; В) -±; С) - у ;  D) j ;  Е) 2.
20. Найти  косин ус  угла между  п р я м ы м и  у = 2 х ~ 3  и 

у =  -X  + 2 .

А) В) т Ь ; С)  " T ie  D) 4 ; Е> 2 -
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Глава 16
К Р И В Ы Е  ВТО РО ГО  П О РЯ Д КА

Из предыдущего параграфа известно,  что уравнением 
фигуры в декартовых координатах на плоскости н а 
зывается уравнение с двумя переменными х и у,  к о 
торому удовлетворяют координаты любой точки данной 
фигуры.  Верно и обратное :  л ю б ы е  два чис ла ,  у д о в 
л е т в о р я ю щ и е  этому  у р а в н ен и ю ,  яв л яю т с я  к о о р д и н а 
тами к а к о й - л и б о  точки  этой ф игуры .

§ 1 6 . 1 .  Конические сечения

Пусть на п лос кости  задана д ек ар то ва  п р я м о у г о л ь 
ная система координат .  Линии на плоскости, урав не
ния которых задаются  в виде Ах2+ 2 Вху + Су2 +  Dx+  
+ Еу + F =  0 , называются линиями второго порядка.

Л и н и и  второго п о р я д к а  играю т б о ль ш у ю  роль в 
ар хитекту ре,  а с т р о н о м и и ,  м е х ан ик е  и других  р а з д е 
лах науки  и т ех н и к и .  С н и м и  были  з н а к о м ы  уже в 
Д р е в н е й  Греции,  но греч е ск ие  м а т ем ат и к и  еще не 
знали ни метода координат,  ни уравнений.  Вместо этого 
они рассматривали всевозмож ные кониче ские сечения 
плоско стью.

К р и в ы е ,  к о т о р ы е  п олучаю тс я  при с е ч е н и и  к р у г о 
вой к о н и ч е с к о й  п о в е р х н о с т и ,  не п р о х о д я щ е й  через  
в е р ш и н у  этой п о ве р х но с ти ,  назы ва ю т ся  коническими 
сечениями,  или кониками.  К эт им  л и н и я м  о т н о сят с я  
э лл и п с ,  о кр у ж но сть ,  ги пер бо л а  и парабола.

О п р е д е л е н и е .  Если секущая плоскость пересе
кает все прямолинейные образующие одной полости 
конуса, то в сечении получится линия, называемая э л 
липсом (рис.  352).

О п р е д е л е н и е .  Если секущая плоскость перпен
дикулярна оси конуса,  то в сечении получим линию,  
называемую окружностью  (рис.  353).
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Рис.  352 Рис.  353 Рис.  354 Рис.  355

О п р е д е л е н и е .  Если секущая плоскость пересекает 
образующие обеих полостей конуса, то в сечении по
лучится линия , называемая гиперболой ( р и с . 354).

О п р е д е л е н и е .  Если секущая плоскость параллельна 
одной из образующих конуса, то в сечении получится 
линия, называемая параболой  (рис.  355).

§ 1 6 .2 .  Уравнение окружности

Составим ур авн ен ие  о круж ности  с центром в т о ч 
ке О (а: Ь) и рад иусо м R.

По оп ред ел ен ию  окруж нос ть  — это геометрическое  
место точек плоскости, равноудаленных от данной точки 
О (а ; Ь) (рис.  356).  Пусть М (х; у)  — п р о и з в о л ь н а я  
точка на окружности.  Отрезок ОМ как расстояние меж
ду двумя  т о ч к а м и  п л о с к о ст и  о п р е д е л я е т с я  по ф о р 

муле: ОМ =  yj(x -  а)2 + (у  -  b ) 2 , где ОМ = R. Тогда

ОМ 2 = (х — а ) 2 + (у  — b)2 ( 1 )

у р а в н е н и е  о к р у ж н о с т и ,  п о ск о л ь к у  
ко о р д и н а т ы  х и у  л ю бо й  то ч ки  М 
о к р у ж н о с т и  у д о в л е т в о р я ю т  эт о м у  
уравнению.  Справедливо  и обратное 
утверждение :  лю бая  т о ч к а  Л/, к о 
о р д и н а т ы  к о т о р о й  у д о в л е т в о р я ю т  
уравнению ( 1 ), прин адлежит окруж- рИс. 356
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ности ,  т. к. р а с с т о я н и е  от нее до то ч ки  0 ( а ;  b ) р а в 
но R. Т аким  об р азо м ,  ур ав н е н и е  о кр у ж но с т и  с ц е н т 
ром в точ ке  (а ; Ь) и мее т  вид:

( х  ~ а У - +  ( у  ~ Ь У =  R- .

Если центр окруж ности  совпадает  с началом к о о р 
д и н а т  О (0; 0), т. е. а = Ь  — 0, то у р а в н е н и е  о к р у ж 
ности пр ин и м ае т  вид:

* 2  +  у 2 =  /г2 1

§  1 6 . 3 .  У р а в н е н и е  э л л и п с а

О п р е д е л е н и е .  Эллипс — это геометрическое м е 
сто точек плоскости, сумма расстояний которых от 
двух данных точек, называемых фокусами,  есть вели
чина постоянная.

Если даны  две то ч к и  F} и F2 и н ек о т о р о е  ч исло  
т, то  л ю б а я  т о ч к а  М( х ; у ) ,  л е ж а щ а я ,  на э л л и п с е ,  
удовлетворяет  условию

MF }+ М F2 =  т .

Для  вывод а у р а в н е н и я  э л л и п с а  выбер ем п р я м о 
уго льн ую  сист е м у  к о о р д и 
нат так,  чтобы то ч ки  Z7, и 
F2 лежали на оси абсцисс на 
равном расстоянии от начала 
координат.

Пусть точки Fl и F2 — ф о 
кусы элл и п са  имею т к о о р 
д ин ат ы :  F{(c; о) и / \ (  —с; о) 
(рис.  357).  Пусть ко н ст а н т а  

т р ав н а  2а,  а то ч ка  М — то ч к а  с т е к у щ и м и  к о о р д и 
натами  х и у,  л е ж а щ а я  на э л л и п се ,  тогда по о п р е д е 
л е н и ю  эллипса  имеем:

M F l + MF 2= 2 a .  (2)
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На йд ем  р а с с т о я н и я  между двумя  т о ч к ам и  имеем  
Л//7, и MF2

MF, = 7(-v -  c f + r  и MF; = ^(x + c f + y 1

После  п о д с т а н о в к и  в у р а в н е н и е  (2) н а й д е н н ы х  
з н ач ен ий  MF} и MF2 урав нен ие элл и п са  прим ет  вид:

yj(x + с ) 2 + > ’2 + tJ(x - c)2 + /  = 2а.

Упростим его сделав ал гебраи ческие  п р е о б р а з о в а 
ния. Избавимся от корней,  возведя обе части в квадрат, 
перенеся сначала  один коре нь  в правую часть:

(^(х + с)2+ у 2 )2 =( 2 я -  J ( x - c ) 2+ y 2J  

j^  + 2 х с + £ * + ? * =  4 а 2 -  4a ^ x - c f + y 2 +  2 х с + ^ + У

4ayj(x -  с ) 2 + ; ’2 = 4а2-4 х с ,

после с о к р а щ е н и я  на 4 возведем обе части п о л у ч е н 
ного у р ав н ен и я  в квадрат:

( a j ( x - c f +y 2)2= ( a 2- x c ) \

а 1- (х 2 — 2 хс + с2 + у 2) = а4 — 2ха2с + х 2с2,

раскры вая  с к о бк и  и вынося  х 2, имеем:

х 2( а 2— с2) + а2у 2= а 4 — а 2с2 
х 2{ а 2 — с2) + а 2 у 2 — а2{ а 2 —с2) .

Обе ч асти  п о л у ч е н н о г о  у р а в н е н и я  р а з д е л и в  на 
а 2(а2~ с 2) п о лучим:

2 2

а а -  с

Так как 2с<2а (сторона треугольника меньше суммы 
двух других  ст о р о н )  т. е. FlF2< M F2+ MFn  тогда а2 — 
с2> 0 , а потому а2— с2 м ож но  о б о значи ть  через  b2, т. е. 

а2 — с2= Ь 2, и у р а в н е н и е  э л л и п с а  п р им ет  вид:
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( 3 )

— каноническое уравнение эллипса.
На ри сунке 358 изображен  эллипс,  где 2с — ф о к у с 

ное расстояние (F, /\); 
2а — б о л ы и а я  о с ь  
эл л и п с а  (А В ); 2b — 

В{а\  0) малая  ось  э л л и п с а  
( CD),  т. к. а > Ь\ а — 
б о л ь ш а я  п о л у о с ь ;  
b — малая  полуось ;  
с — п о л у ф о к у с н о е  
расстояние.

Если полуоси  а и b э л л и п с а  рав н ы ,  то имеем  о к 
р у ж н о с т ь  х 2 + у 2 =  R .

§  1 6 . 4 .  У р а в н е н и е  ги п ер б о л ы

О п р е д е л е н и е .  Гиперболой называется геом ет
рическое место точек плоскости, разность ра сс тоя 
ний которых до двух данных точек (F / и FJ — ф оку
сов гиперболы —есть величина постоянная.

Если дан ы две то ч ки  У7, и Г2 — ф о к у с ы  и н е к о т о 
рая п о с т о я н н а я ,  то л ю б а я  точка  М (х; у ), л е ж а щ а я  
на ги перболе,  удовлетворяет  условию:

MF2 — MFX — т. (4)

Д ля  вывода у р а в н е н и я  ги пе р бо л ы  возь м ем  д е к а р 
тову си сте му  к о о р д и н а т ,  а то ч к и  F} и / \  выбер ем на 
оси аб сц и сс  на р а с с т о я н и и ,  р ав н о м  с от нач ал а к о 
о р д ин а т .  Тогда Fx(c; о) и / \ ( —с; о).  Пусть то ч ка  М с 
т е к у щ и м и  к о о р д и н а т а м и  х и у  — п р о и з в о л ь н а я  т о ч 
ка г и п е р бо л ы ,  т. е. М (х; у) (рис.  359) п р и н а д л е ж и т  
гиперболе.  О бозн ачим  константу т как 2а.

MF\ -  M F } -  2а.  (5)
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Определив расстояние M F } и 
Л//\  как расстояние между дву

мя то ч кам и  MFX=  yj(x -  с)2 + у 2

и MF2 = yj(x  + с)2+ У  и п о д 

ста ви в  эти з н а ч е н и я  в р а в е н 
ство (5),  получим:

у1(х + с)2+ у2 -  yj(x -  с)2 + у 2 = 2а. 

Преобразуем это выражение:

yj(x + с)2 + у 2 = ^ { х - с У + у 2 + 2а.

Возведем обе части урав нен ия  в квадрат:

2хс +  £ * + У =  х 3'— 2хс + f + у^+ 4а^(х -  с)2+ у 2 + 4а 2:

4хс -  4а2 = 4а^(х -  с)2+ у 2,

после с о к р а щ е н и я  на 4, возведя это у р а в н е н и е  еще 
раз в квадрат ,  имеем

(хс -  а 2) =  ( а ^ х - с У + у 2 J2

х 2с2- 2 х с а 2 + а 4 =  а 2{ х2 — 2 хс  + с2 + у 2).

Р аскрыв  ск обки

Л':с 2 — ЛхСсг + а 4 — а2х 2 + 2 х ? с г — а2 с2 — а2 у 2 =  О

и вынес я л': за с к о б к и ,  получим

Л': ( с2 -  а2) -  а 2у 2 = а 2с2 -  а4:

х2(с2— а2) -  сгу2— а2(с2 — а2): разделив обе части этого 
у р а в н е н и я  на а 2(с2— а2) *  0 , получим:

, = 1 •
а с -  а

(6 )
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Из р и с у н к а  359 видно ,  что F,F^> F2M  — MFK ( с т о 
рона  тр еу го л ь ни ка  больше  разн ости  двух других  с т о 
рон) .  З н ач ит ,  2 с > 2 а , т. е. с > а. С л е д о в а т е л ь н о ,  с —
— а > 0 . и тогда с~—сг>  0 , отсюда можно обозна чи ть  
с2— а2 через  Ь2.

Урав нение гипе рболы будет иметь вид:

4 - 4 = i  (7)
а b

каноническое уравнение терболы.
На рису нке  360 и з о б 

р а ж е н а  г и п е р б о л а ,  где
2а — дей ст вительная  ось  
(АВ);  26 — м н и м а я  ось;

; 0 ) п л.2 с ~  ф о к у с н о е  р а с с т о я -
Л' ние; а — действительная 

полуось;  Ь — м н и м ая  п о 
луось;  с — полуф окусное 
расстояние.

§ 1 6 . 5 .  Уравнение параболы

О п р е д е л е н и е .  Параболой называется геом ет
рическое место точек плоскости, для которых р а с 
стояние до некоторой фиксированной точки F этой 
плоскости равно расстоянию до некоторой данной  
прямой.

Фиксированная точка F называется фоку со м,  а 
данная прямая — директрисой.

Д ля  вывода  к а н о н и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  п ар аб о л ы  
выберем нач а л о  О д е к а р т о в о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  в 
середине отрезка  FD, пред ставляющего  собой п е р п е н 
дикуляр ,  о п у щ е н н ы й  из фо ку са F на директри су .  Ось 
а б сц и сс  п р о х о ди т  через  ф о ку с  F и п е р п е н д и к у л я р н а
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N

D

MU; у)

0 )

директрисе ,  а ось  ордин ат  п р о 
ходит через середину отрезка FD 
(рис. 361).

Так как точка F и прямая DN 
заданы,  то можно измерить рас
с т о я н и е  от точ ки  F до п р ям о й  
DN.

Пусть FD1DN  и FD = р. При 
так ом выборе системы  к о о р д и 
нат  то ч ка  С б у д е т  иметь  к о о р 
динаты:

^  и 0 , т. е. F { ^ \  0 )
2 2

и р ас ст о ян и е  OD =  — . Возьмем п р о и з в о л ь н у ю  точку

М.  л еж а щ у ю  на параболе ,  с т е к у щ и м и  к о о р д и н а т а 
ми х и V. По оп ределению параболы:

Рис. 361

MF  =  MN. (8)

Это равенство  яв ляется  н ео б х о ди м ы м  и д о с т а т о ч 
ным усл овием  р а с п о л о ж е н и я  то ч ки  М(х; у)  на д а н 
ной  параб ол е.  Н айд ем  отрезки  MF  и M N  — р а с с т о я 
ния  между двумя то чками :

MF = M x - £  Г+У (9)

MN = -  + х.
2

(Ю)

Подставив значения (9) и (10) в равенство (8 ), получим

J^x -  y j 2 + > ’2 = f  + x — и есть уравнение параболы.  Уп

ро сти м его,  возведя обе части ур а в н е н и я  в квадрат:



D о

N

p

M(x\ у)
каноническое уравнение параболы.

На р и с у н к е  362 и з о б р а ж е н а  
п ар аб о л а ,  где р — пар ам ет р  п а 
раб олы  и р а с с т о я н и е  от ф о к у с а  
F до  д и р е к т р и с ы  п а р а б о л ы

у 1 = 2 р х (11)

Рис. 362 z

§ 1 6 . 6 .  Исследование формы эллипса,  
гиперболы и параболы по их 
каноническим уравнениям

Мы немного знаем о форме кривых эллипса,  гипе р
болы и параболы.  Теперь,  исследуя канонические урав
н е н и я  этих л и н и й ,  в ы я с н и м  сво й ст в а ,  более т о ч н о  
хар а к т ер и зу ю щ и е  их форму.

1. Иссл ед ование формы эллипса.

Д ан о  к а н о н и ч е с к о е  уравн ен ие  элл и п са  -^- + ^ -  = 1 , 
при этом а > b и Ь2=  а2—с2.

г  Свойство 1. Эл л и пс  имеет две в з а и м н о  п е р п е н д и 
кулярные оси симметрии,  называемые главными осями 
э л л и п са ,  и цен тр  с и м м е т р и и ,  н а з ы в а е м ы й  цен т р о м  
эллипса.

Т ак и м  об р азо м ,  если элл и п с  задан св оим к а н о н и -
Ж у

М2(~х\ у) в  М(х\ у)
ч е с к и м  у р а в н е н и е м  +

2 сС
Р S + ^ у  = 1, то глав ными ося -

ь
ми этого эллипса являются

Л С х оси  к о о р д и н а т ,  ц е н т р о м  
элл и п са  — начало  коорди-  

Q _нат. Точки пересечения э л 
л и п с а  с г л ав н ы м и  о с я м и  
н а з ы в а ю т с я  в е р ш и н а м и

/V
--------------- \Q

М}(-х;  - у )  D Л/,(л; - у )  

Рис. 363
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эл л и п са .  Т очки  А, В, С, D — в е р ш и н ы  э л л и п с а ,  к о 
тор ые имеют координаты: А(— а\ 0), В(0; b), С(д; 0) и 
D(0; — b) ( р и с . 363).

П р и м е ч а н  и е 1. Так  как 2 а > 26, то 2 а — б о л ь 
шая ось эллипса,  2Ь — малая ось эллипса.  Если 2а <2 Ь, 
то большая  ось 2 b будет по оси ординат,  а малая 2а — 
по оси абсцисс.

П р и м е ч а н и е 2. Ф окусы  э лл и п са  располагаю тся  
на большой оси.

Свойство 2. Весь эллипс находится внутри п р я м о 
у г о л ь н и к а  NPSQ:  | jc | < а; \ у | < Ь. Это видно  из ри-

х2
су н к а  363 (из  к а н о н и ч е с к о г о  у р а в н е н и я :  —т < 1 и

а"

< 1 . откуда \х\ < а\ \у\ < b ).
Ь~

Свойство 3. Э л л и п с  может  быть  получен п о с р е д 
ством ра вном ерного  сжатия окружности.

У р а в н е н и е  о к р у ж н о с т и
2 2

—  + ^ у = 1 -  Будем у м е н ь -
сГ сГ

шать вертикальную ось, т. е. 
сжимать  эллипс  по верти
кали,  тогда при b < а б у 

дем  и м е т ь  

(рис.  364).
а Ь~

2. Исследование  формы гиперболы.
Рассмотрим к а но н и че ско е  урав нен ие  гиперболы:

(Г ь~
г  Свойство /.  Гипербола имеет две оси си мметр ии  — 
главные оси гиперболы и центр симметрии  — центр ги
перболы.
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МЛ- х\  у)

Щ ~ х \  ~у)

Рис. 365

При этом одна из 
осей пересекается  с 
г и п е р б о л о й  в двух 
точках,  кот ор ые н а 
зываются вершинами 
ги пер бо л ы .  Эта ось  
называется д е й ст в и 
тельной осью гипер
болы ( р и с .365).

Д р у г а я  о с ь  не 
имеет общих точек с 

гиперболой,  поэтому называется мнимой осью гипербо
лы.  Мним ая  ось гиперболы разделяет плоскость на л е 
вую и правую п о лу п л о ск о сти ,  в ко то ры х р а с п о л о ж е 
ны две ветви гипе рболы:  левая и правая,  с и м м е т р и ч 
ные относительно  м н и м о й  оси.  На рисунке  365 п о к а 
заны си м м е т р и ч н ы е  точки  Л/, Л/,, М2, Му Из  них М 
и Л/,; М2 и Мъ — с и м м е т р и ч н ы  о т н о си т е л ь н о  оси а б 
сцисс;  Л/ и М2\ М х и М 3 — си м м е т р и чн ы  о тн оси тельно  
оси ординат ;  М и Л/3; М2 и Л/, — с и м м е т р и ч н ы  о т н о 
сительно  нач ала  коор динат.  Т ак и м  образом ,  если г и 
п е р б о л а  з а д а н а  с в о и м  к а н о н и ч е с к и м  у р а в н е н и е м  

2 2

— “ у — 1 5 то г л ав н ы м и  о с я м и  этой  ги п е р б о л ы  яв -
а~ /Г

л яю тся  оси к о о р д и н а т ,  а цен тр о м  ги перболы  я в л я е т 
ся начало координат.

Ось абсцисс является действительной  осью,  т.к. она

п е р е с ек а ет  ги пе р б о л у  в двух точках:  у  = 0  => —  = 1 =>
а

=> л- = ±а.  Следовательно,  гипербола пересекается с осью 
аб сц и сс  в двух то чках  (а , 0 ), ( — а, 0 ).

у * 1. Точек  п ересечен ия  с осью о р 

динат нет. Поэтому ось ординат является мнимой  осью.
П р и м е ч а н и е .  Фокусы гиперболы расположены на 

д ей ств ител ьн о й  оси.
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Свойство 2. Г и пербола  р а с п о л о ж е н а  вне п р я м о 
у г о л ь н и к а  A B C D , где A B = 2 b ,  a A D = 2 a ,  и внутри  
двух углов,  о б р а з о в а н н ы х  д и а г о н а л я м и  этого п р я м о 
угольн ика .

Свойство 3. Ветви гиперболы приближаю тся  к д и 
агоналям прямоугольника, но не пересекают их. Правая 
часть  гиперболы  р а с п о л о ж е н а  в I, IV четвертях,  л е 
вая ее ветвь р а с по л о ж е на  во II, III четвертях.

Свойство 4. Н аряду с
2 2

г и п е р б о л о й  —j—  ~̂2 =  — 1 
а' b

(рис.  366) р ас см а т р и в аю т  
со п р я ж е н н у ю  по о т н о ш е 
нию к ней гиперболу.

Уравнение сопряженной
2 2

г и п е р б о л ы :  = 1

2 2 Ь "

или У

3. Иссл ед ова ние формы параболы.
Р а с с м о т р и м  к а н о н и ч е с к о е  у р а в н е н и е  п а р а б о л ы  

у  =  2 рх.

Свойство 1. П арабола  имеет ось  с и м м е т р и и  — ось 
параболы.

Осью симметрии параболы является ось Ох (рис. 367). 
Д е й с т в и т е л ь н о ,  если то ч ка  М(х; у)  п р и н а д л е ж и т  п а 
рабол е,  то и точка  М х(х\ —у) ,  с и м м е т р и ч н а я  точ ке  М 
о т н о с и т е л ь н о  оси Ох , та к же  п р и н а д л е ж и т  п араболе  
(что следует  из к а н о н и ч е с к о г о  ур ав н ен и я  параболы) .

О п р е д е л е н и е .  Точка пересечения параболы с осью 
называется вершиной параболы.

Вершиной параболы является начало координат,  т. к. 
т о ч к а  О (0; 0) удо вл е т во р я е т  у р а в н е н и ю  п а раболы  
(рис.  367).
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М(х; у)
У п у

Р о
2

Р_
2

Л/,(х; ->’)

Рис. 367 Рис. 368

А- Свойство 2. Вся п ар аб о л а  р а с п о л о ж е н а  в прав ой  
п олу п л о ск о сти  хОу,  при р > 0.

Если р < 0, то парабола у 2= 2рх, расположена в левой 
полуплоскости хОу  (рис.  368).

Г  Свойство 3. Д и р е к т р и с а  п ар аб о л ы ,  о п р е д е л я е м о й  
ка н о н и ч е с к и м  ур авнением  у 2 =  2 рх  имеет  вид х  = -  — .

/ г Свойство 4. Л ю б ы е  две п а раболы  п о д о б н ы  друг 
другу.

Вопросы для самопроверки

1. За писа ть  у р а в н ен и я  окруж ности .
2. Что н азывается  эл л и п со м ?
3. За писа ть  к а н о н и ч е с к о е  уравн ен ие  эллипса.
4. Что наз ыва ется  гиберболой?
5. За писать к а н о н и ч е с к о е  уравнение  гиперболы.
6 . Что наз ыва ется  параболой?
7. Запи са ть  ка н о н и ч е с к о е  уравнение  параболы.
8 . П еречи сли ть  свойства э ллипса ,  гиперболы ,  п а р а 

болы.
9. П о казать ,  что э лл и п с ,  ги пербола,  п арабол а — к о 

нич ес ки е сечения.
10. Что называ ется  у р а в н ен ие м  л и н и и  в п р я м о у г о л ь 

ной системе координат?
11. Записать уравнение окружности  с центром в точке 

0 ( 0 ; 0 ) и рад иуса  г.
12. Как узнать ,  л е ж и т  ли то ч ка  М(х0; y Q) на л и н и и ,  

з ад ан н о й  у р ав н е н и е м  f(x; у)  =  0 .
13. П р и в ест и  п р и м е р ы  двух то чек ,  од на  из к о т о р ы х



яв л я е т с я  в н у т р е н н е й ,  а втор ая  — в н е ш н е й  для 
о к р у ж н о с т и  х 2 + у 2=  1 .

14. Верн о ли в ы с к а з ы в а н и е ,  « о к р у ж н о с т и  (х—1)2+ 
+  (>> + 2 ) 2 =  5 и (х — 1 ) 2 +  (у + 2) =  9 — к о н ц е н т р и 
ческие»?

15. Какую форму  имеет эллипс,  если его полуоси рав
ны?

16.  Н а п и са т ь  у р ав н ен и е  к а к о г о - л и б о  э лл и п са ,  б о л ь 
шая ось  к о т о р о г о  л еж и т  на оси о р д ин ат .  На к а 
кой оси лежа т ф о кусы  этого эллипса?

17. Я вляется ли  ги пер бо л а ,  ка к и эл л и п с ,  о г р а н и 
ч енной  кривой?

18.  На какой  оси леж ат фо кусы  гипе рбол ы?
19.  К акое у р а в н е н и е  ги пе р бо л ы  и звестн о  из ш к о л ь 

ной программы?
20.  Н аписать  уравнение  д и р е кт р и сы  пар аб олы у 2 =  х.
21.  Найти  ф окус  пар аб олы у 2 =  6х.
22.  Сколько  осей си м м е тр и и  имеет парабола?
23.  Какие  оси си м ме три и  имеет гипербола?
24.  Каки е кри вые второго поряд ка являю тс я о г р а н и 

чен ны ми ?
25.  Какие кр ивые второго по р яд ка  яв ляю тся  н ео г р а 

нич ен ными?
26.  Что больше:  сумма р ас с т о я н и й  точ ки  элл и п са  до 

ф окусов  или ф о кусное  рас стоян ие?
27.  Где р ас полож ены  фокусы эллипса?
28.  Могут ли фокусы гиперболы располагаться на оси 

ординат?
29.  К ак  мо ж но  получить эллипс?
30.  К чему стремятся ветви гипе рболы?

Тсст ^М Лй

1. К акая  точка  л еж и т  на о к р у ж н о с т и  х 2 + у 2=  58?

А) ( - 4 ;  3); В) ( 6 ; 2);  С) (3; - 7 ) ;  D) ( - 3 ;  6 );
Е) (3; 4);.

2. Какая  точ ка  л ежит  внутри ок р у ж но с ти  х2 + у 2 — 16? 

А) ( -4 ;  3); В) (4; 4); С) ( - 2 ;  2); D) (2: 4); Е) (3; 4);



3. Какая  из точек леж ит  внутри эллипса  £_ + Z_ = i ?
16 1

А) ( - 4 ;  1); В) (4; 3); С) (2; - 1 ) ;  D) ( - 3 ;  5);
Е) (3; 0.5);

4. На ка кой  пар аболе  л еж и т  то ч ка  М (1; 2)?

А) у 2 = 3 х ;  В) у 2 =  2х; С) у 2= - 2 х ;  D)  у 2= 4 х \
Е) у 2=  ~4х.

5. Найти радиус окружности,  если концами одного из 
д и а м е т р о в  яв л яю т с я  точки  А (3; 4) и В (2; —1).

А) 2; В) , / б З ;  С) д/275 ; D) 5,5; Е) 3.

6 . Найти  радиус о к р у ж н о с т и ,  з а д а н н о й  у р а в н е н и 
ем: х 2 +  у 2 +  4х +  6у — 3 =  0.

А) 3; В) 6 ; С) 4; D) 5; Е) 3,5.

7. Н айти  цен тр  о к р у ж н о с т и ,  з а д а н н о й  у р ав н ен и е м :
х 2 + у 2 +  4х — 6 у  — 3 =  0.

А) ( - 2 ;  3); В) (2; - 3 ) ;  С) (4; - 3 ) ;  D) ( - 4 ;  6 );
Е) (4; - 6 ).

8 . На йти  ц ен тр  о к р у ж н о с т и ,  з а д а н н о й  у р а в н е н и е м
х 2 +  у 2 —4х + 6 у  — 3 = 0 .

А) ( - 4 ;  - 3 ) ;  В) (4: - 4 ) ;  С) ( - 4 ;  6 ); D) (2; - 3 ) ;
Е) ( - 2 ;  3).

9. Найти  радиус о к р у ж н о с т и ,  з ад ан н о й  у р а в н е н и е м
х 2 + у 2- 4 х - 6 у ~ 3  =  0.

А) 3; В) 5; С) 6 ; D) 3,5; Е) 4.

10. Найти  п е р и м е т р  т р е у г о л ь н и к а ,  с т о р о н ы  к о т о р о 
го зад ан ы у р а в н е н и я м и :  5х — Зу — 15 = 0; х +  5у —
— 3 = 0 и Зх + у  +  5 =  0.

А) —17,25; В) = 18 ;  С) - 1 7 , 7 5 ;  D) 18; Е) 17,25.

11. Н айти  точ ку ,  р а в н о у д а л е н н у ю  от т о ч е к  А(  1; 2); 
В ( - 3; 1); С (2; - 1 ) .
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12.  Какие из точек: А(2; 1); В(3; 2); С(—3; 2); D(—2; —4) 
лежат внутри круга,  о г р а н и ч е н н о г о  о к р у ж но стью  
( jc+ 2 )2+ ( у ~ 1 ) 2=  25?
А) А, В; В) Л, С, £>; С) 5, С, D\ D) А; С;
Е) А , 5,  С.

13.  Вычислить  периметр четырехугольника,  в ерш ины
к о т о р о г о  с о в п а д а ю т  с в е р ш и н а м и  э л л и п с а

2 2

— + ^ =  1 .
5 3

А) 8л/2; В) 8 ; С) 15; D) 7,5; Е) 4^2 .

14.  Найти полуоси эллипса  25х2 + 16у 2=  1.

А) 5; 4; В, 4; 5; С) ± ; D) i ;  i ;  Е) I .

15.  Состав ить  урав нен ие  элл ипса ,  прох одящего  через 
т оч ки  М( 4; 0) и -N( — 2; 3).

А) —  + 2L = 1 ; В) £ i  + Z l  = 1; С)  —  -1- —  = 1 ;
4 3 16 12 16 9

D) iL  + Z  = i; Е) 4  + ^  = 1.
4 9 Id 2j t

2 2 х у
16.  На г и пе рболе  — -  —  -  1 найти  т о ч ки ,  л е ж а щ и е25 16 

на осях координат.

А) (5; 0); ( - 5 ;  0); В) (0; 5) (0; - 5 ) ;  С) (0; 4); 
(0; - 4 ) ;  D) (5; 0); ( - 5 ;  0); (0; 4); (0; - 4 ) ;  Е) (4; 0); 
( - 4 ;  0); (0; 5); (0; - 5 ) .

17. Составить уравнение гиперболы,  проходящей через 
точ ки  М(4; 3) и N(242.  0 ).



18. С остав ить  ур авн ен ие  р а в н о с т о р о н н е й  гипе рболы,  
проходящ ей  через  точку  ( 6 ; —4).
А) х 2 — у 2=  36; В) х 2- у 2= 5 2 ;  С) х 2~ у 2= 2 0 ;
D)  х 2 - у 2=  40; Е) х 2- у 2= 2 4 .

19. С остав ить  у р ав н ен ие  параб олы,  если ко ординаты  
ее ф о к у с а  (0;  4) ,  а у р а в н е н и е  д и р е к т р и с ы  
у + 4 =  0.

А) х 2=  16у; В) х 2= 4 у ;  С)  х 2 = 8 у; D) х 2= 3 2 у;
E) х 2 — 10у.

20.  О п р ед е л и т ь  к о о р д и н а т ы  в е р ш и н ы  и ф о ку с  п а р а 
болы х 2 =  — 1 0 >\

А) (0; 0); (2,5;  0); В) (2,5;  0); (0; 0); С) (0; 0); 
( - 2 , 5 ;  0); D) (0; 0); (5; 0); Е) (0,5) ;  (0; 10).

21.  К ака я  из точек:  М(2; 3), N(—2; 4), А"(—3;0), Р( 1; 2) 
и F{3; 0 ) л е ж и т  на о к р у ж н о с т и  (х —1 ) 2+(>> + 
+ 2 ) 2=  16.

А) М; В) Аг; С) К\ D) Р\ Е) F.
2 2 х у

22.  Дана гипербола —  -  —  = 1. Какие точки: М(—4; —3),

Л^(3; 4),  К(4; 2),  Р( — 3; 4) и F(4; 3) л е ж а т  на 
гиперболе?

А) Р, F; В) /V/, N; С)  М, F; D)  N, Р, F;
Е) среди у к а з а н н ы х  таких  точек  нет.

23.  Какой радиус у окружности х2— 10х +  у 2 +  4у — 7 =  0? 

А) 5; В) 7; С) 2; D) 6 ; Е) 8 .
2X

24.  О п р е д е л и т ь  ф о к у с н о е  р а с с т о я н и е  э л л и п с а  —  +
2

А )  1 0 ;  В )  1 2 ;  С )  4 ;  D )  1 6 ;  Е )  8 .

25. Найти мнимую ось гиперболы,  если фокусное р ас 
стояние  р авн о  1 0 , а дей ств ите л ьн а я  ось  равна  8 .

А )  8 ;  В )  6 ;  С )  4 ;  D )  3 ;  Е )  5 .



Глава 17
ВЕКТОРЫ  НА П ЛО СК О С ТИ  И 
ДЕЙ С ТВИ Я  НАД Н И М И

§  1 7 . 1 .  П о н я т и е  в ек т о р а

О п р е д е л е н и е .  Векторными величинами называ
ются такие величины, которые, кроме численного зна
чения, имеют направление.

При изуче ни и  л ю бы х  вект о р н ы х  величин  основой  
яв ляется  н ап р ав л ен ны й  отрезок.

О п р е д е л е н и е .  Отрезок, имеющий определенную 
длину и направление с указанием его начала, называ
ется вектором,  или:

Направленный отрезок с произвольно выбранной на
чальной точкой называется вектором.

Векторные величины принято обозначать строчными 
л а т и н с к и м и  буквам и:  а, Ь, с ..., н а б р а н н ы м и  ж и р 
ным ш р и ф т о м  (на письм е а ). М о ж н о  также  о б о з н а 
чить  вектор  у к а з ан и е м  его нач ала  и конца:  АВ (или 
АВ ), где А — начал о,  В — к о н е ц  вектора.

О п р е д е л е н и е .  Модулем вектора называется длина 
отрезка, изображающего вектор.

Модуль вектора а о бозн ачается  |а|.
О п р е д е л е н и е .  Вектор называется нулевым, если 

его длина равна 0 (начало вектора совпадает с его 
концом).

Нулевой вектор обо зна ча ется  0 , или 0.
Нулевой  вектор счи тается  к о л л и н е а р н ы м  л ю б о м у  

вектору.
О п р е д е л е н и е .  Ненулевые векторы, параллельные 

одной и той же прямой или лежащие на одной пря
мой, называются коллинеарными.
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а h

б)
Рис. 370

На р и с у н ке  370 а и з о б р а ж е н ы  к о л л и н е а р н ы е  в е к 
тор ы а, I) и с,  л е ж а щ и е  на п а р а л л е л ь н ы х  п р ям ы х ,  а 
на рисунке  370 о — л е ж а щ и е  на одной  прямой .

Т а к и м  о б р аз о м ,  в общ ее  п о н я т и е  л ю б о г о  век то ра 
а =  АВ входит единс тво  трех его со став ны х частей:

1) его ч и с л е н н а я  в е л и ч и н а  |а| =  |АВ|, или  модуль 
вектора;

2 ) его н а п р а в л е н и е ;
3) н ачало  (А) и к о н е ц  (В) вектор а .
В зав и си м о сти  от точки  А п р и л о ж е н и я  вектора АВ 

р азличаю т  три вида векторов:
1) свободный, если точку приложения А мож но  взять 

про изв ольно ;
2 ) скользящий (п ередвижной) ,  когда точку п р ил о ж е

ния А можно  перемешать по нап рав лен ию вектора;
3) связанный ( н е с в о б о д н ы й ) ,  когда т о ч к а  п р и л о 

ж е н и я  А строго указана.
О п р е д е л е н и е .  Два коллинеарных и одинаково на

правленных вектора называются сонаправленными; если 
они направлены противоположно, то называются про
тивоположно направленными векторами.

Сонаправленные векторы обозначаются а ТТ Ь, а про
т и во п о л о ж н о  н а п р ав л ен ны е  — a T i b.

О п р е д е л е н и е .  Векторы называются равными, если 
они одинаково направлены и их длины равны:

О п р е д е л е н и е .  Два коллинеарных и противополож
но направленных вектора равной длины называются  
взаим но противополож ными и обозначаются как  а 
и —а.

а =Ь ,  если |а| =  |Ь| и а ТТ Ь.
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§ 17.2.  Операции над векторами

I.  Операция  — умножение вектора на число,  или на 
скаляр.

Когда говорят о векторах,  то числа н азы ваю т  ск а 
лярами.  Одной  из л и н е й н ы х  о п е р ац и й  над векто рами  
являе тся у мн о ж ени е  вектора на число.

О п р е д е л е н и е .  Произведением вектора  а на дей
ствительное число X называется вектор  Ь, длина к о 
торого равна произведению длины вектора  ja| на м о 
дуль числа X; направление же этого вектора со впада
ет с направлением вектора  а, если X > 0 , и противо
положно направлению вектора  а, если X < 0 .

Произведение вектора а на чис- Ла В
ло X обознача ется  через А.а. Я > 0

Н а  р и с у н ке  3 7 1 а  и з о б р а ж е н  
вектор Ха при Х> 0, а на рисунке

т е о р е м а __________________________________ _______________
(свойство I)

Д л я  любых чисел а  и (3 и любого векто ра  а с п р а 
ведливо равенство:  а((3а) = (сф)а (асс оц и ати вн ы й ,  или 
сочетательный,  закон умножения) .

Д а н о :  вектор а и скаляры  а  и р.
Д о к а з а т ь :  ос((За) = (оф)а.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л и н а  век тора «((За) р ав н а  

|а((3а)|= |ос||(3||а| и, аналогично,  длина вектора (оф)а равна 
|а(ра)|= |ос11 р j|а| . т. е. д ли н ы  этих векторов  о д ин ак о вы .  
К роме  того,  они  к о л л и н е а р н ы  и о д и н а к о в о  н а п р а в 
л ен ы ,  так как их н ап р ав л ен и е  сов падает  с н а п р а в л е 
нием а. если а  и [3 од ного  зн ака ,  и п р о т и в о п о л о ж н о  
н ап р ав л ен и ю  а, если а  и (3 разн ог о знака.  Если же а  
и (3 или а рав ны  нулю,  то обе части равен ства р а в 
ны 0. Следовательно, для любых а  и [3 равенство верно, 
что и требовалось доказать.

371 б — вектор ла при X < 0.
Рассмотрим свойства произве-  б) ^ 

ден ия  вектора на число. Рис. 371



т е о р е м а _________________________________________________
( свойство 2)

Для любого вектора Ь, коллинеарного вектору а,, 
существует число А,, и притом только одно, удовлет
воряющее равенству b =  А,а.

Д а н о :  к о л л и н е а р н ы е  вектор ы а и b и число  X. 
Д о к а з а т ь :  b =  Аа при ед и н с т в е н н о м  числе X. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  ч ис ло  X рав-

I ь| | ь|
но г г ,  или — —у ,  в з а в и с и м о с т и  от того,  н а п р а в л е -И | 3;
н ы  ли  в екторы  а и b о д и н а к о в о  или п р о т и в о п о л о ж 
но. Если b = 0, то X =  0. Е динствен ность  мн ожите ля  X 
о ч е в и д н а ,  так  к а к  при у м н о ж е н и и  а на р а з н ы е  ч и с 
ла  мы  п олучим  р а з л и ч н ы е  в е кт о р ы ,  что и т р е б о в а 
л ось  доказать .

т е о р е м а _________________________________________________
( свойство 3 )

Для любого числа X и вектора а справедливо ра
венство: Аа=аА, (коммутативный, или переместитель
ный, закон умножения).

Т е о р е м а  с п р а в е д л и в а  по о п р е д е л е н и ю  у м н о ж е н и я  
в ектора  а на число  X.

т е о р е м а _________________________________________________
(признак коллинеарности)

Необходимым и достаточным условием коллинеар
ности ненулевых векторов а и b является сущ ество
вание такого числа А, которое удовлетворяет равен
ству b =  Аа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Достаточность.  Пусть при 
некото ро м X выпол няется равенство b =  Аа. Тогда в ек 
то ры  b и а к о л л и н е а р н ы  с о г л а с н о  о п р е д е л е н и ю  у м 
н о ж ен и я  вектора на число.

2) Необходимость.  Пусть  в е кторы  b и а к о л л и н е 
ар н ы ,  причем Ь^ О.  На йдем  такое число  А., чтобы в ы 
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полнялось равенство b =  Ха. Для этого рассмотрим отно

шени е г г  — к. Отсюда следует равен ство длин  векто-Л;
ров: |b| =  к |а|. Если векторы  b и а с о н а п р а в л е н ы ,  то 
в ы р а ж е н и е  b =  Ха в ы п о л н я е т с я  при X — к. В случае 
п р о т и в о п о л о ж н о г о  н а п р а в л е н и я  векто р о в  b и а с л е 
дует  п р и н я т ь  X =  — к.

Если же b =  0, то X =  0. Следовательно,  b =  Ха верно 
при лю бом X, что и т р ебовалось  доказать .

II. Сложение векторов.
О п р е д е л е н и е  (прав ило  парал лел ограмма) .  С ум 

мой двух векторов называется вектор, являющийся ди
агональю параллелограмма, построенного на этих в е к 
торах при условии, что у  них одно начало (рис.  372 а).

О п р е д е л е н и е  (п равило  треугольника ) .  Суммой  
двух векторов называется вектор,  направленный от 
начала первого к концу второго вектора,  если начало 
второго вектора совпадает с концом первого вектора  
(рис.  372 б).

В С В ь С

Рис. 372

т е о р е м а ________________________________________________
( свойство I)

Вектор остается неизменным при сложении его с 
нулевым вектором, т. е. а + 0  = а  (закон поглощения 
нулевого вектора).

то орем и __ ______________________________________________
( свойство 2)

Для любых двух векторов справедливо равенство  
а + b = b + а (коммутативный, или переместительный, 
закон сложения).

361 ;



Данное свойство справедливо по определению суммы 
векто ров  по прав илу  п ар ал л ел о гр ам м а  ( р и с . 372 а).
т е о р е м а _________________________________ _______________
( свойство 3)

Для любых трех векторов выполняется равенство: 
a + ( b + e )  = (a + b) + c (ассоциативный, или сочетатель
ный, закон сложения).

Д а н о :  векторы а, Ь, с (рис.  373).
Д о к а з а т ь :  а + (Ь + с)  =  (а + Ь) + с.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  С н а ч а л а  нах одим АС =  а + Ь, 

зате м ,  п р и б ав л я я  к нем у вектор с, имеем:  AD =  (а +
+ Ь) + с. С к л а д ы в а я  век т о р ы  
ВС =  b и C D  =  с, п о л у ч и м  
в е к т о р  BD = b + с. С л о ж и м  
в е к т о р ы  АВ = а и BD и п о 
лу чи м  A D = a  + (b + c ) ,  т . е .  
а + (Ь + + с )  =  (а  + Ь ) + с ,  что 
и требов ал ось  доказать .

т е о р е м а _________________________________________________
( свойство 4)

Для любых векторов а и b и некоторого числа X 
справедливо равенство Х(а + Ь) =  Х,а + Х,Ь (р асп реде
лительный, или дистрибутивный, закон умножения по 
отношению к сложению).

а + b +  с

Рис. 373

Д а н о :  векторы  а и Ь, число  X ( р и с . 374). 
Д о к а з а т ь :  л ( а  + Ь) =  Ха + ХЬ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Л

Из п о д о б и я  т р е у г о л ь н и 

ков: ЛВС  и Л,Я, С, имеем:

щ  = м .
СВ А В 

l/bl I

с  А- Л(а +  Ь)
— L, ИЛИ------ —
С A a  f  I»

И с п о л ь з у я

Рис. 374
b | а

свойство пропорции, име-



Ж  а + b) |ла| + |ДЬ|
ем: —----- —•- = — —гт ' при с о н а п р а в л е н н ы х  векторах

а 1 Ь| ! а| + 1 Ь| ' 1

|а + Ь| =  |а| +  |Ь| и тогда в д а н н о м  в ы р а ж е н и и  з н а м е 

натели  о д и н а к о в ы е ,  п о эт о м у  ч ис ли т ел и  р ав н ы ,  т.е. 
|А. (а + Ь)| = |Ха| +  |лЬ|. Н а п р а в л е н и е  у векто р о в  о д и н а 
ковое,  поэт ому  >.(а + Ь) = А. а + А.Ь, что и т р еб о в ал о сь  
д оказать .

А налогично  д о казы в ается  тео р ем а  для п р о т и в о п о 
л о ж н о  н ап равлен ны х  векторов.

т е о р е м а ____ __________ _____________ ___________________
( свойство 5)

Для любых двух чисел а  и (3 некоторого вектора а 
справедливо равенство (а + р)а = а а  + (За (дистрибутив
ный, или распределительный, закон умножения по от
ношению сложения).

Д а н о :  вектор а и два числа а  и [3.
Д о к а з а т ь :  (а + (3)а = аа + (За.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно,  что векторы в обеих 

частях д о ка зы в аем о го  равенств а к о л л и не а р н ы ,  Д о п у 
сти м,  что ч исла  а  и (3 о д но г о  знака .  Тогда векторы  
аа и (За с о н ап р ав л ен ы ,  и д л и н а  их сум мы равна с у м 
ме их д ли н ,  т. е. |а||а| + |[3||а|.

Но |аа| + |[3а| = (|а| + |(3|) |a| = |а + |3| |а| и, следовательно,  
в этом случае векторы (а +  (3)а и оса + (За равны по длине. 
Н апр авление  их совпадает  с н ап р ав л ен ием  вектора а, 
если знаки  а  и (3 по ло ж ит е л ьн ы ;  и н ап р ав л ен и е  п р о 
т и в о п о л о ж н о  вектору  а, если знаки  а  и (3 о т р и ц а 
тельны.  Д о п у с т и м  теп ерь ,  что зн ак и  а  и (3 р а з л и ч 
ны, и для определенности будем считать ja] > |(3|. В этом 
случае д ли н а  сум мы двух «а и (За ве кторов  рав на 
разности  их д л и н ,  точнее:  |аа + (За| = |аа|  — |(3а|.

На о с н о в а н и и  св о й с т в  м одул я |аа |  — |(3а| = |а||а| — 
|(3|!а| =  (|а| -  |(3|) |а| = |а + (3| |а|. След ова тельн о,  и в этом 

случае д л и н а  век т о р а  аа + (За р а в н а  д л и н е  в ектора  
( а  + (3)а. О ч е в и д н о ,  что оба эти век то ра н а п р а в л е н ы
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т ак  же,  как оса. Если же |ос| = Ц3| и зн аки  а  и (3 п р о 
т и в о п о л о ж н ы ,  то обе части  р ав ен ст в а  р ав н ы  нулю.  
Следовательно,  равенство (а +  (3)а = оса + (За справедливо 
для лю бы х  ос и (3, что и т р е б о в ал о сь  доказать .

III.  Операция вычитания векторов.
И з в ес т н о ,  что н е н у л ев ы е  п р о т и в о п о л о ж н ы е  в е к 

торы  им ею т  р ав н ы е  д л и н ы  и п р о т и в о п о л о ж н ы е  н а 
правления:

ВА =  - А В ,  или а =  —(—а),  или а + (—а) =  0.
О п р е д е л е н и е .  Разностью двух векторов  а и b с 

общим началом называется вектор, соединяющий концы 
вычитаемого и уменьшаемого векторов.

Разн о сть  о б о з н а ч а ю т  а — b =  с, или:
О п р е д е л е н и е .  Разностью двух векторов назы 

вается такой вектор  с,  сумма которого с вектором  
b даст вектор  а, т. е. а — b =  с, если а =  b + с. 
т е о р е м а ________________ ________________ д_______________

Для любых векторов а и b справедливо равенство 
а — b =  а + ( —Ь).

Д а н о :  векторы  а и b (рис.  375).
Д о ка з а т ь :  а — b =  а + ( —Ь).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению разности век 

то р о в  (а — b) + b =  а. Пр ибави в  к о беим  частя м  этого 
р ав ен ст в а  вектор  (-Ь),  получим:

(а — b) + b + (—Ь) =  а + (—Ь), или (а — Ь) + 0  =  а + (— Ь), 
откуда а — b =  а + (—Ь), что и с л ед о в ал о  д о казать .

Из рассмотренного  а — b =  а + (—Ь). Так им образом,  
в ычи тан ие  векто ро в  свед ен о  к сл оже нию .

D Ч т обы  н ай ти  р а з н о с т ь  в е к 
торов  а и Ь, д о с т а т о ч н о  най ти  
сумму вектора а и вектора, про
т и в о п о л о ж н о г о  вектору  Ь. Все 
с в о й с т в а  с л о ж е н и я  в е к т о р о в

А
Рис. 375

а С с п р а в е д л и в ы  и для о п е р а ц и и  
вы ч и т ан ия  векторов.
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Рассмотренные операции являются л и н е йн ы м и  о п е
р а ц и я м и ,  так  как в результате  получены  векторы.

У м н о ж е н и е  в екторов  в результате  дает  л и б о  в е к 
тор,  л и б о  число ,  т. е. сущ ествую т  два вида п р о и з в е 
дения  векторов:  векто рное и ск ал яр ное.

С к а л я р н о е  пр о изв е д ен и е  двух векто ро в  будет р а с 
см о т р ен о  в § 1 7.6.

§  1 7 . 3 .  П р о е к ц и и  в ек т о р а  на о сь .  К о о р д и н а т ы  
в е к т о р а

Пусть точки А (х,; _у,) и В (х2; _у2) в декартовых ко о р 
дин атах хОу  яв ляю тс я началом и ко н ц о м  вектора АВ.

О п р е д  е л е н и е. Проекцией вектора  АВ на ось Ох 
называется отрезок между проекциями точек А и В 
на ось Ох, и величина проекции равна разности м еж 
ду абсциссами конца и начала вектора  АВ.

О п р е д е л е н и е .  Проекцией вектора  АВ на ось Оу 
называется отрезок между проекциями точек А и В 
на ось Оу, и величина проекции равна разности м еж 
ду ординатами конца и начала вектора  АВ.

Для нагляд ности  рас смотрим рис. 376.
П р о е к ц и ю  век то ра АВ на ось  Ох о б о з н а ч а ю т  

п р . 0д АВ =  Л хВ х = х 2- х г
А н ал о г и ч н о  о п р е д е л яе т ся  п р о е к ц и я  вектор а АВ 

на ось  Оу. n p . 0l АВ =  А,В, =  у 2 — у г
Для краткости обозначают np .Qv АВ =  X; пр.гл АВ =  У.
На рисунке 377 проекции вектора АВ равны: X — А В х; 

У =  А В ..V У



Т а к и м  о б р а з о м ,  п р о е к ц и я  в ектора  на л ю бу ю  ось 
есть  д л и н а  о тр езк а  между о с н о в а н и я м и  п е р п е н д и к у 
ляров,  опущенных из точек А и В на эту же ось, взятая 
со знаком «+», если нап равление отрезка  и оси с о в п а 
дают,  и со зн ак о м  «—», если они  п р о т и в о п о л о ж н ы .

М о ж н о  д о казать ,  что:
1) если проекции вектора заданы, то они однозначно 

определяют сам вектор;
2) если два вектора равны, то они имеют равные 

проекции.
П о э т о м у  п р о е к ц и и  век то ра на оси я в л я ю т с я  его 

к о м п о н е н т а м и  или его к о о р д и н а т а м и  и з а п и с ы в а ю т 
ся: АВ =  (X; У).

§  1 7 . 4 .  У гол  м е ж д у  в ек т о р а м и

О п р е д е л е н и е .  Углом меж ду двумя направлени
ями называют величину угла между любыми двумя л у 
чами этих направлении, имеющими общее начало.

Угол между двумя н ап р ав л ен ия м и ,  определяем ым и

л у ч а м и  /, и /2, о б о з н а ч а е т с я  так:  (/,; Л) =  у, где у 
е 1.0 е; 180е].

О п р е д е л е н и е .  Углом между двумя ненулевыми век
торами называется угол между направлениями этих  
векторов.

О б о з н а ч е н и е  угла между в е кт о р а м и  а и b будет

Выделим еше два частн ых случая:
1 ) е с л и  аТТ Ь, то ( а ^ М ^ О 0; 2 ) если  a 1 4 b .  то 

( а ? Ь )  =  180°.
О п р е д е л е н и е .  Углом между двумя пересекающими
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им еть  вид (а, Ь) = у (рис.  378).

Рис. 378

О п р е д е л е н  и е. Если угол меж
ду векторами равен 90°, то в е к 
торы называются перпендикуляр
ными, или ортогональными, и з а 
писываются  a l b .



ся прямыми называют величину меньшего из углов, оп
ределяемых этими прямыми.

Если две прямые параллельны, то угол между ними 
считается равным 0. Обозначение угла между прямы
ми р и q\ (р ; q) — у, где 0° < у< 90".

§ 1 7 .5 .  Разложение вектора по базису

О п р е д е л е н и е .  Базисом на плоскости называет
ся два неколлинеарных вектора на этой плоскости, взя
тых в определенном порядке.
т е о р е м а _____________________________________________________________

Любой вектор а может быть представлен через два 
неколлинеарных вектора е, и е, в виде а ,е ,+  а 2е2 един
ственным способом (а ,  и а 2 — некоторые числа).

Д а н о :  векторы а, е, и е,; числа а, и а ,  (рис. 379).
Д о к а з а т ь :  вектор  а 

пр е д ст а вл яе тс я  в виде 
а =  а , е ( + а ,е ,  единственным 
способом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заме- 
тим прежде всего, что оба 
вектора е, и е, отличны от 
нуля (если бы хоть один из них был нулевым, то 
они были бы коллинеарны).  Если вектор а коллинеа-  
рен одному из данных векторов, то утверждение сво
дится к свойству 1 операции умножения вектора на 
число (§17.2).

В общем случае перенесем все три вектора в одну 
точку О. Через конец А вектора ОА = а проведем прямые 
АР и A Q , параллельные векторам е, и е,. Очевидно,  
что ОА = OQ + ОР, причем векторы ОР и OQ соот
ветственно коллинеарны векторам е, и е2. В силу свой
ства 1 (§ 17.2) существуют такие числа а ] и а 2, что 
ОР = а,е, и OQ = а,е,. Таким образом, ОА = а,е, + а,е,. 
Докажем единственность чисел а, и а,.
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Предположим противное, что существует другая л и 
нейная комбинация  (3,еt Н- (32е2, равная а, например 
ос,^ (3,. Тогда р,е, = ОР = а ,е, ,  так как иначе мы им е
ли бы две прямые,  проходящие через точку Л парал
лельно вектору е,. Из последнего равенства вытека
ет, что ос j = (3,, а это противоречит нашему предпо
ложению. Следовательно, разложение единственно, что 
и требовалось доказать.

В дальнейшем для удобства будем использовать пря
моугольную систему координат на плоскости и два 
единичных вектора i. j. направленных по п ол ож и 
тельному направлению осей координат.

Начало векторов i, j совмещено с началом ко о р 
динат.

О п р е д е л е н и е .  Система двух векторов /, j  назы
вается декартовым прямоугольным базисом, a i и j  на
зываются координатными векторами , или ортами.

Каждый вектор можно представить в виде суммы 
двух векторов Xi + Yj, эта сум
ма называется разложением век
тора по базису i. j.

Векторы Xi, Yj называются 
составляющими вектора а.

На рисунке 380 рассмотрен 
вектор ОМ и его разложение по 
ортам i, j: ОМ = М i + + М j = 

Рис. 380 = X i  + Yj.

т еорем а ___________________________________________________
Каким бы ни был вектор а, его всегда можно раз

ложить по базису i, j , т .е .  а =  Xi + Yj, где X, У — 
координаты вектора а.

Д а н о :  вектор а с координатами X, У, базис i и j. 
Д о к а з а т ь :  а =  Xi + Yj (рис. 380). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть координаты вектора а 

равны: Х = |О М х|, У = |O M v|.
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Вектор О М  — ОМ + О М у, но O M y = | O M j j ,  т. е. 
О М  j = Yj ,  и ОМ  = IOM I • i, т. е. ОМ  i = Xi, тогдау  *9 «I X I X1 7 X

вектор ОМ примет вид: ОМ = Xi + yj или а — Xi + yj. 
что и требовалось доказать.

Где бы ни был вектор а, его начало можно пере
нести в начало системы координат.

§ 1 7 .6 .  Скалярное произведение двух векторов

В физике и механике приходится вычислять рабо
ту силы F, под действием которой тело перемещается 
на расстояние, определяемое вектором S (рис. 381 а).

Если все точки тела переместятся по направлению 
действия силы F, то работа силы будет равна произ
ведению силы F на пройденный путь S, т. е. А = |F| • |S|. 
Если тело движется под углом у по направлению к 
вектору F, то будет действовать лишь составляющая 
силы F, направленная вдоль век-

получим F = |F| cos у. Следова-  рис ^
тельно,  работа А = |F| • |S| cos у.

О п р е д е л е н и е .  Скалярным произведением двух век
торов а и b называется произведение их длин на ко
синус угла между ними.

Скалярное  произведение обозначается либо а • Ь, 
либо (а * Ь).

По определению  (а • b ) = |а| • |Ь| ■ cos (а, Ь), или 
(а • Ь) = |а| • |Ь| • cos у.

Знак скалярного  произведения  д в у х  векторов за- 
висит от величины угла между ними (а, Ь) = у. С к а 
лярное произведение определяется только для двух век
торов.

24 — Г е о м е т р и я ,  ч а с т ь  I 3 6 9 j

тора S, а перпендикулярная со 
ставляющая уравнивается силой 
сопротивления. Проектируя силу
на направление вектора пути S, О
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теорема_______________________________________________
(свойство 1)

Скалярное произведение двух векторов равно д ли
не одного вектора,  умноженной на проекцию второго 
в е к т о р а  на ось,  определяемую первым вектором:  
(а • Ь) = | а|  пр.аЬ.

Д а н о :  векторы а и Ь.
Д о к а з а т ь :  (а * Ь ) = | а | пр.аЬ.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим прямоугольный 

АОЛВ (рис. 381 б). Прилежащий катет ОЛ по опреде
лению косинуса угла равен про
изведению гипотенузы на коси
нус угла, прилежащего к данному 
катету, а потому ОЛ —ОВ • cos у

0 A ИЛИ ^ = п р ' а̂ ’ ^  = следо
вательно,  пр. b = |Ь| cos у. Под-D "5 q I Я I I  •

ис' ставляя вместо |b| cos у его зна 
чение в скалярное произведение (а • Ь) = |а| • |Ь| • cos у, по
лучим: (а, Ь) = |а| пр.аЬ, что и требовалось доказать. 
Аналогично можно доказать,  что (а, Ь) = |Ь| пр .ьа.
теорема______________________________________________
(свойство 2)

Для любых двух векторов справедливо равенство 
(а • Ь) = (Ь • а) (коммунитативный, или переместительный, 
закон умножения).

Д а н о :  векторы а и Ь.
Д о к а з а т ь :  (а • Ь) =  (Ь • а).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению скалярного 

произведения двух векторов имеем (а • Ь) = |а| • |Ь| • cos у 
и (Ь • а) = |Ь| • |а| • cos у, но для чисел справедливо ра
венство |а| • |Ь| = |Ь| • |а| , следовательно,  (а • Ь) = (Ь • а), 
что и требовалось доказать.
теорема_________________________ ____________ _______
(свойство 3)

Если векторы а и b перпендикулярны друг другу или

Свойства скалярного произведения
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хотя бы один из них равен нулю, то скалярное про
изведение их равно 0, т. е. (а • Ь) =  0.

Д а н о :  векторы а и b; 1) вектор а = 0; 2) вектор 
b = 0; 3) угол у = 90°.

Д о к а з а т ь :  во всех случаях скалярное произведе
ние (а Ь) = 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  (0 • а) =  (Ь • 0) = 0 по опреде

л е н и ю .  Если a_Lb,  то угол У = у  • И (а • Ь) =
К -  к

— |а| • |Ь| • cos у = |а| • |Ь| • cos у  =  0 , так как cos^-  = 0 ,
что и требовалось доказать.

теорема_______________________ ______________ ________
(обратная)

Если скалярное произведение равно 0, то либо один 
из векторов равен 0 , либо векторы перпендикулярны.

Д а н о :  (а • Ь) = 0 .
Я

Д о к а з а т ь :  1) |а| = 0 или 2) |Ь| =  0 или 3) у = ~- 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если (а • Ь) = 0, то |а| • |Ь| • cos у = 0. 

Это равенство возможно,  когда один из сомнож ите
лей произведений равен 0 , т. е. |а| =  0 , а т о м а  а = 0 ,
либо  |Ь| = 0 , а тогда b = 0 , либо  cos у = 0 , а тогда

У = т  , что и требовалось доказать.
Обе теоремы можно сформулировать как одну те 

орему, выражающую условие перпендикулярности двух 
векторов.
Ш в О р  С At U  _____________ __________ -  ______________ _______ — _________________________ __________________________________

Необходимым и достаточным условием перпенди
кулярности двух ненулевых векторов является равен
ство нулю их скалярного произведения.

Пусть (а • Ь) = 0, отсюда |а| ■ |b| cos у = 0. Но по 
условию а *  0, Ь * 0 ,  поэтому cos у = 0 ,  у =90° ,  т.е. 
a _L Ь.

Если a l b ,  то у = 90°  и по определению с каляр
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ного произведения (а • b) = |а| • |Ь| • cos 90° = 0, что и 
требовалось доказать.
теорема______________________________________________
(свойство 4)

Скалярное произведение вектора на этот же век 
тор равно квадрату числового значения его длины.

Д а н о :  вектор а.
Д о к а з а т ь :  а 2 = а2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно,  по определе

нию имеем: а ■ а =  |а| • |а| cos 0 ° = а:, так как cos 0 ° = 1.
Произведение а • а будем записывать  а 2 и н а зы 

вать скалярным квадратом вектора а. Тогда свойство 
4 можно сформулировать по-иному:  скалярный квад
рат вектора равен квадрату его длины, т.е. а2 = |а|- = а 2.
т еорем а____________________________________________
(свойство 5)

Если т — действительное число, то для любых век
торов а и b справедливо:

( ( / / / а ) * Ь )  = / л ( а - Ь ) ,
(а • ( /и b ) )  = w ( а • b)

(ассоциативный, или сочетательный, закон умножения).

Д а н о :  векторы а и Ь; число т.
Д о к а з а т ь :  ( (т a ) - b )  = / w( a *b )  и (а • (т b )) = 

= т ( а • b ).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основе определения скаляр

ного произведения и свойства произведения вектора 
на число имеем:

т (а • Ь) = т |а| ■ |b| cos у 
\ (т  а) • Ь) =  \т а| • |b| cos у = \т\ |а| • |b| cos у 
(а ■ (т b)) = |а| \т b| cos у = \т\ |а| • |b| cos у, что и тре

бовалось доказать.

т еорем а____________________________________________
(свойство 6)

Для трех векторов справедливо равенство (а + Ь) • с =
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= (а • с) + ( b • с) (распределительный,  или дистрибу
тивный, закон умножения по отношению к сложению).

Д а н о :  векторы а. b и с.
Д о к а з а т ь :  (a + b ) - c  = ( a - c )  + ( b - c ) .  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим а + b = d, тогда по 

с к а л я р н о м у  п р о и з в е д е н и ю  двух векторов  имеем:  
(d • с) = |с| пр.с d = |с| пр.с(а + Ь).

На основе свойства проекции суммы имеем:
|с| пр.с(а + Ь) = |с| • (пр .са + пр .с Ь) = |с| • пр .са + |с| • пр.сЬ = 
= (а • с) + (Ь • с), что и требовалось доказать.

§ 1 7 .7 .  Операции над векторами, заданными 
в координатной форме

т е о р е м а  1 ___________________________________________________________

При сложении векторов, заданных в координатной 
форме, складываются их соответствующие координа
ты (или компоненты).

Д а н о :  векторы а = (Х р У,), т. е. а = X ,i + У ,j и 
b = (Х2, У,), т. е. b = X2i + y j .

Д о к а з а т ь :  а + b = (X, + X,)i + (У, + y,) j.  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно,  а + b =  (X,i +

+  y , j )  +  ( X 2i +  y :j ) .
Используя распределительный и сочетательный за

коны, получим a + b =  (X, + X J i  + (У, + y 2)j, что и 
требовалось доказать.
т е о р е м а  2 ___________________________________________________________

При вычитании двух векторов,  заданных в коор
динатной форме,  их одноименные координаты вычи
таются.

Д а н о :  векторы а = X, i  + У ,j, b = X 2i + y j .  
Д о к а з а т ь :  a —b =  (X,  — X 2)i + ( У, — y 2)j. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно,  а — b = (X ,i +

+  y , j ) - ( X 2i +  y 2j ) .
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Используя распределительный и сочетательный за
коны сложения,  получим а — b = (X, — X,)i + (У, — Y2)j, 
что и требовалось доказать.
теорема 3 ________________________________________ ____

При умножении вектора на число все его коорди
наты умножаются на это число.

Д а н о :  вектор а = X,i + Y j  и число А,.
Д о к а з а т ь :  Xa =  (AX)i + (XY)j.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, Xa = A.-(Xi + Yj).
И спол ьзуя  р а с п р е д е л и т е л ь н ы й  закон ,  получим 

Ха = (XX)i + (XY)j, что и требовалось доказать. 
т е о р е м а  4 _______________________________ ____________________________

Скалярное произведение двух векторов,  заданных 
в координатной форме, равно сумме произведений их 
одноименных координат.

Д а н о :  векторы а = X ,i + Y j  и b = X2i + У j .
Д о к а з а т ь :  ( a b )  = Х | Х ,+  У , У 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно,  ( а • b) = (X I* + 

+ y , j ) - ( X 2i + Y j ) .
Используя свойство распределительности ска л яр 

ного произведения и вынося числовые множители за 
з н а к  с к а л я р н о г о  п р о и з в е д е н и я ,  получим:  a b  = 
= X,X2i2 + X,y,(i -j) + Y,X2(i -j) + У,У^2. Так как скалярное 
произведение вектора самого на себя есть квадрат его 
длины,  а длина  единичного  вектора равна 1 , то

г = |*12 = 1; j2 = |jr = i-
Так как единичные векторы i и j взаимно перпен

дикулярны, то их скалярное произведение равно 0 :
(i j )  =  i |j| cos 90° =  0; (j ■ i)  =  |j| |i| cos 90° =  0.

Следовательно,  ( a b )  = Х | Х 2 + У , У 2, что и требо
валось доказать.
т е о р е м а  5 _______________________________________

Длина вектора,  заданного в координатной форме, 
имеет вид: ; а| = V X 2 + У2.

374



Д а н о :  вектор а = Xi + Yj.
Д о к а з а т ь :  | а | =л / х 2 + У2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Длина вектора а равна:

а. а 2 = J(Xi + Yj)2 = V x 2 i 2 +2Х • Yij + Y 2j 2

=  л/х2-l2 + 2 ХУ- 0  + У 2 -l2 = л[хГ+ У 2 ( i 2 = j 2 =  1, т. к. 
скалярный квадрат вектора равен квадрату его д л и 
ны, a i • j = 0 , т. к. i и j — взаимно перпендикуляр-

т е о р е м а  6 ____________ :_________________________________
Косинус угла между двумя векторами, заданными в 

координатной форме, равен сумме произведений од
ноименных координат, деленное на произведение длин 
этих векторов.

Д а н о :  векторы а =  X,i + Y,j и b = X2i + У j .
/ \  Х , Х 2 + У | У

Д о к а з а т ь :  cos (а,  Ь) =

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению скалярного 
произведения имеем (a b) = |а| |b| cos (а, Ь).

Подставив значения скалярного произведения и длин 
векторов по теоремам 4 и 5, получим:

что и требовалось доказать.
Из полученной формулы выводится условие пер 

пендикулярности двух векторов.  Если вектор а пер
пендикулярен вектору Ь, т.е. угол между ними равен 
90°, а косинус 90° равен нулю, то правая часть ф о р 
мулы (1) должна равняться нулю. Дробь равна нулю, 
если ее числитель равен нулю. Значит,

ны). Итак, |а| = л/>С̂ ч- У2 , что и требовалось доказать.

Откуда cos (а, Ь) =

Х , Х 2 + У , У 2 =  0.

375



Эта формула выражает условие перпендикулярно
сти двух векторов, т. е. если сумма произведений од
ноименных координат двух векторов равна нулю, то 
векторы перпендикулярны.

Условие параллельности двух векторов вытекает из 
условия коллинеарности векторов, т.е. если векторы 
а и b коллинеарны, то их одноименные координаты 
пропорциональны:

§ 1 7 . 8 .  Доказательство некоторых теорем с 
применением векторов

Многие теоремы геометрии могут быть доказаны 
с помощью векторов:  теорема о средней линии  тре 
угольника, теорема Пифагора,  теоремы о диагоналях 
параллелограмма,  прямоугольника и др. Рассмотрим 
некоторые из них.
теорема______________________________________________

Средняя линия треугольника, соединяющая середи
ны двух сторон, параллельна его третьей стороне и 
равна ее половине.

Д а н о :  АА ВС', M N — средняя линия  треугольника.

Д о к а з а т ь :  MN\\AC, M N =  ~ AC.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим A ABC (рис. 382).
Пусть АВ = с, ВС = а и АС = Ь, тогда по опреде 

лению суммы векторов с + а = Ь.
Пусть М  и N — середины сторон АВ и ВС A  ABC,  

M N  = M B  + B N  =

= \ аВ+ -2 В С = ^ + ‘± =  ̂ (c +  a ) = j b .

Так как АС = Ь и MN = ~ АС, то 

MN| |AC ; так как MN = ^ АС , то и
длина отрезка ММ будет равна по-

С' IL ловине  длины АС, т. е. MN = -  АС,
что и требовалось доказать.
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т еорем а______________________________________________
Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна 

сумме квадратов всех его сторон.

Д а н о :  ABCD — параллелограмм; АС  и BD — диаго
нали (рис. 383).

Д о к а з а т ь :  АС2 +  DB2 =
= АВ2 + ВС-+ C D + A D 1-.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 
ABCD —  параллелограмм. Обо
з начим АВ = a, AD = Ь. Из  Л D 
свойства параллелограма  о Рис. 383 
равенстве противоположных 
сторон следует: |АВ| = |CD| = |а|; |AD| = |ВС| = |Ь|.

По определению суммы и разности векторов:

АС = а + b. DB = а — Ь.

Используя свойство скалярного квадрата (§ 17.6), 
получим:

АС + DB = (а + Ь) 2 + ( а - Ь ) 2 = а 2 + 2аЬ + Ь2 + а 2 -
—2аЬ + Ь2 = 2а2 +2Ь2 , т. е. |АС |2 + |DB |2 = |АВ|2 + |ВС |2 + 
|CD |2 + |AD| 2, а тогда АС2 + DB- = АВ-+ BC- + CD2+ AD-, 
что и требовалось доказать.

т еорем а______________________________________________
Диагонали ромба взаимно перпендикулярны.

Д а н о :  ABCD — ромб; АС  и BD — его диагонали 
(рис. 384).

Д о к а з а т ь :  А С A. BD.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем обозначение  АВ = а, 

ВС = Ь. Из определения паралле
лограмма следует: АВ = DC = а,
AD = ВС = b

По определению суммы и раз
ности векторов АС = а + b; DB =
= а — b. A D

Рассмотрим скалярное произве- рИс. 384
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дение векторов, направленных по диагоналям ромба: 
(AC -DB) =  ((а + Ь) • (а — Ь)) = а 2 — Ь2— |а|2— |Ь|2 (по свой
ствам скалярного произведения).

Так как стороны ромба равны, то и длины векто
ров а и b тоже равны. Следовательно,  (АС • DB) = 0. 
Из последнего получаем:  AC1 DB, значит диагональ  
АС  перпендикулярна  диагонали DB, что и требова
лось доказать.
теорема______________________________________________
(теорема Пифагора)

Квадрат гипотенузы в прямоугольном треугольнике 
равен сумме квадратов его катетов.

Д а н о :  ААВС прямоугольный; Z C =  90°, стороны 
А В =  с, А С = а ,  С В= Ь  (рис. 385).

Д о к а з а т ь :  а2+ Ь 2 — с2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть СВ = Ь, 

АС = а и АВ = с.
По определению суммы векторов 

д а + b = с. Возведя в квадрат это в ы 
ражение,  получим:

Рис. 385 (а + Ь ) 2 =  с 2,

или a 2 + 2 (ab) + b2 =  с 2; по определению скалярного  
квадрата вектора и скалярного произведения двух пер
пендикулярных векторов имеем:

|а|- • cos 0° + 2|а| • |b| cos 90° + |b|2 cos 0° = |с |2 cos 0°; 
|а | 2 • 1 + 2 |а| • |Ь| ■ 0  + |Ь|2 • 1 -  |с |2 • 1 ;
|а | 2 + 0  + |Ь| 2 = |с|2; а2 + Ь2 — с2, что и требовалось  

доказать.

теорема_______ __________________________ ____________
Высоты произвольного треугольника пересекаются 

в одной точке.

Д а н о :  А АВС\ АР, BQ и CL — высоты (рис. 386). 
Д о к а з а т ь :  АР, BQ и CL пересекаются в точке О.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть две 
высоты АР и BQ треугольника 
ABC пересекаются в точке О. По
кажем,  что и третья высота CL 
этого треугольника пройдет че
рез ту же точку О.

Обозначим векторы: ОА = а;
ОВ = Ь и ОС = с. По определе-

Рис. 386нию разности векторов имеем:
АВ = b — а; ВС = с -  b; СА = а — с.

Из условия перпендикулярности двух векторов их 
скалярное произведение равно нулю, а потому из того, 
что РА ±  ВС, следует: а(с — Ь) — 0, отсюда (ас) — (ab) =  О 
и тогда

(ас)  = (ab) . ( 1 )

Аналогично из перпендикулярности векторов QB и СА 
следует равенство нулю скалярного произведения век
торов b (а — с) = 0 , поэтому (Ьа) -  (ас)  = О и тогда

(ba) = (Ьс). (2)

Из равенства (1) и (2) по свойству тра нзит ивно
сти и коммутативности скалярного произведения век
торов следует:

(ас)  = (ab).  тогда (ас)  — (ab) = О, а с(а — Ь) = 0 .

Из равенства нулю скалярного  произведения сле
дует, что векторы с и (а — Ь) взаимно перпендику
лярны, т. е. О С -LAB, а тогда высота CL треуголь
ника ABC , перпендикулярная АВ, пройдет через точку
О, в которой пересекаются две другие высоты ДABC.

Итак, три высоты треугольника ABC пересекают
ся в одной точке О, что и требовалось доказать.

§ 1 7 .9 .  Задачи, решаемые с помощью векторов

Использование векторов дает еще один метод ре
шения геометрических задач — векторных. Возможности 
этого метода довольно большие,  поскольку он охва
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тывает многочисленные аффинные задачи, а после вве
дения скалярного произведения векторов — и мет
рические.

Выделяются несколько  видов задач, которые луч
ше решать с применением векторов, при этом в тексте 
задач не содержится никаких понятий векторной ал
гебры, т.е. задачи чисто геометрические.

К первому виду отнесем задачи, связанные  с д о 
казательством параллельности некоторых отрезков и 
прямых. В задачах этого типа для решения нужно по
казать коллинеарность векторов,  изображаемых н е 
которыми данными отрезками.  Рассмотрим решение 
задачи такого вида.

Задача 1.
На плоскости дан четырехугольник ABCD и точка М. 

Доказать,  что точки,  симметричные точке М о т н о 
сительно середин сторон этого четырехугольника,  яв 
ляются вершинами параллелограмма.

Д а н о :  ABCD — четырехугольник; N, Р, Q, /? — точ
ки, симметричные точке М от 
носительно середин АВ, ВС, CD 
и DA (рис. 387).

Д о к а з а т ь :  четырехугольник 
NPQR — параллелограмм.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При сло
жении векторов по правилу па 
раллелограмма,  проведенных из 
точки М к вершинам четырех-  

Рис. 387 угольника NPOR , имеем:

M N = МА + MB. М Р = М В + М С  ( 1 )
M Q = МС + MD, MR = MD  + МА

По определению разности векторов найдем два век
тора, направленных по противоположным сторонам 
четырехугольника NPQR :

NR = M R  -  MN и PQ = M Q -  М Р  (2)

1 3 8 0



Докажем,  что NR = PQ. Рассмотрим разность этих 
векторов:

NR -  PQ — (M R  -  MN) -  ( M Q  -  МР) .  (3)

Найденные значения векторов из равенства (1) под
ставим в равенство (3):

NR — PQ = (MD + МА) -  (МА + MB) -  (МС + MD) + 
+ (MB + МС), т е NR -  PQ = MD + МА -  МА -  MB -
-  МС -  MD + MB + МС = 0 Так как NR -  PQ = 0, то 
NR = PQ. Равные векторы имеют равные длины, сле
довательно,  |NR| = |PQ| .

Аналогично доказывается,  что NP = RQ. Следова
тельно,  противоположные стороны четырехугольни
ка NPQR равны, а потому NPQR — параллелограмм (ис
пользован один из признаков параллелограмма),  что 
и требовалось доказать.

Ко второму виду относятся задачи, в которых дока
зывается, что некоторая точка делит отрезок в данном 
отношении или, в частности, является его серединой.

Задача 2.
В параллелограмме ABCD сторона AD разделена на 

п равных частей и первая точка деления соединена с 
вершиной В. На какие части полученная прямая д е 
лит диагональ АС?

Дано: ABCD — параллелограмм; ЛК = -AD:  точка Р 
лежит на диагонали АС; АР = аАС  (рис. 388).

Найти число а.
Р е ш е н и е .  Пусть DC = b, DA — а и АР = аАС.
Выразим вектор АР через векторы а и b двумя 

способами. С одной стороны, 
по определению разности век
торов АС = b -  а, тогда вектор 
АР = аАС = а(Ь — a) = аЬ — аа.

С другой стороны, на о с 
нове определения суммы двух 
векторов АР = АК + КР, но из Рис. 388
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условия следует, что AK = -A D ,  а КР = а К В  из п о 
добия ААРК и АВРС, имеем вектор

АР а + схКВ = —  а + а  -  а + b а -  1——  a + cdb.п п п п

Согласно теореме о единственности представления 
вектора через два неколлинеарных вектора, имеем:

Значит,  отрезок АР  составляет ( / 7  + 1) — часть от-

К задачам третьего вида относятся те, в которых 
требуется доказать принадлежность трех точек одной 
прямой.  Эти задачи можно рассматривать  как част
ный случай задач предыдущего вида. Но они имеют 
свою специфику решений.  Рассмотрим такую задачу.

Задача 3.
На стороне АВ треугольника ABC дана точка Р, через 

которую проведены прямые, параллельные его медианам 
АМ Х и ВМ2 и пересекающие соответствующие сторо
ны треугольника  в точках Ах и Вг Доказать,  что се 
редина отрезка АХВ} (точка Е), а также точка Р и точка 
G пересечения медиан данного треугольника лежат 
на одной прямой.

Изменим заключение  задачи таким образом,  что 
бы к ее решению можно было применить  векторы.

—  =  - с х ,  откуда « = — 7
/7 / 7 + 1

резка АС, т. е. АР -  ----- АС Задача решена.

Это можно сделать сле
д у ю щ и м и  с п о с о б а м и  
(рис. 389):

1. У ст а н о в и ть ,  что 
ЕР = k GP (можно взять 
и другие векторы).

А В
Рис. 389

2. Для некоторой точ
ки О у с та н о в и т ь ,  что
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QE = kQP + (1 — к) QG (условие принадлежности трех 
точек одной прямой).

Первый способ решения аналогичен решению за 
дач первого вида.

Рассмотрим другой способ. Для этого введем внача
ле условие принадлежности трех точек одной прямой.

Для того чтобы какие-либо три точки F, N, М при
надлежали одной прямой,  необходимо и достаточно, 
чтобы для полюса Q выполнялось равенство:

QM = pQF + qNQ, где р + q = 1.

Пусть длины двух векторов

|АР| : |РВ| = т: п (1)

Тогда

|АВ,| : |В!С| = т : (т + п + п) =  т : ( 2 п + т) ( 2 )

(так как М, — середина АС) и

| В A, j : | А , С| =  п : (т + п + п) =  п : (2 т + п) (3)

(так как Мх — середина ВС). Из свойства центра т я 
жести G вытекает:

CG = - - - ( С А  + СВ)  =  { ( С А  + СВ).  (4)

Из отношений (2) и (3) можно написать:

СВ = 2И±Ш- СА. с а  -  --± ~~ СВ.
2 (т + п) 2(т + п)

Из того, что точка Е — середина отрезка Л}ВГ можно 
записать:

^ m 1 , л п  ^  , \ / 2 п  + т я +  2шСЕ = -(СВ, + СА, = - ( -------- СА + -------- С В .  (5)
2 1 1 4 v (т + п) т + п

По теореме о делении отрезка в данном о тн о ш е 
нии имеем:

С Р  = -Л— СА + -Л— СВ, (6)
т + п т + п

Чтобы связать векторы CG, СЕ. СР, преобразуем
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вектор СЕ из формулы (5) и выразим его через век 

торы CG и С Р .  СЕ 1 /п +  п +  п ^  . т +  п + т '— I--------- — СА н------------- СВ
\ т +  п т  +  п

= - (С А  + СВ + — • СА) = - (3CG + CP) = - C G  + -  СР.4 /и п 4 4 4

Итак, СЕ = — с и  + т  ^  а поскольку -  + -  = 1 , то точки

Е, G, Р принадлежат одной прямой и |EG\ : \РЕ\ = 1 : 3 .  
Задача решена.

Рассмотренные виды аф ф инны х  задач на пл оско 
сти не исчерпывают всего их многообразия,  но они 
являются самыми распространенными.

Теперь рассмотрим другие задачи — метрические. В 
них используется скалярное произведение векторов.

Задача 4.
Найти сумму квадратов медиан треугольника,  если 

известны его стороны а, Ь, с.
Д а н о :  АЛВС,, BE, AD и CF — 

медианы (рис. 390).
Найти сумму квадратов медиан. 
Р е ш е н и е .  Пусть  АВ = с, 

ВС = а, СА = Ь.
По определению суммы векто

ров: AD = с + 

CF = b + т  .
2 ’ BE = а +

Используя свойство скалярного квадрата, получим:
, 2

AD + BE2 + CF 2 = с + -  I + \а + + \Ь +
ь

с + (са) + + а +• (ab) + + b2 + (Ьс) + = 

= | ( а 2 + Ь + с ) + [(са) -  (ba) + (Ьс)].
4

(7)

Так как по правилу сложения векторов: а + Ь + с = 0, 
то (а + Ь + с)2= 0. Таким образом, а 2 + Ь2 + с2+2 [(ас) + 
+ (ba) + (Ьс)] = 0, т. е. а 2 + Ь2 + с2 = -2[(ас)  + (Ьа) + (Ьс)].



Итак,  (ас) + (ba) + (Ьс) = ------------- • Подставив
п ол уче н н ое  зн а ч е н и е  в ра в е н с т в о  (7) ,  получим:

|A D | 2 + |ВЕ | 2 + |C F | 2 = -  ( а 2 + b2 + с2) с огл ас но  с в о й 
ству с к а л я р н о го  квадрата:  /1Z)2 = |A D |2, Я£ ’2 =  |ВЕ|2,
CF =  |CF|2, т. е. скалярный квадрат вектора равен квад-

ч
рату его д л ины,  и тогда AD2 + BE2 + CF- = -  ( а 2 +

4

+ Ь2 + с2).

Вопросы для самопроверки

1. Что называется вектором?
2. Как обозначаются векторы?
3. Что значит абсолютная величина вектора?
4. Какие векторы называются равными?
5. Что называется суммой и разностью векторов?
6 . Что называется скалярным произведением двух век

торов?
7. Какие векторы называются коллинеарными?
8 . Сформулировать  правила сложения и вычитания 

векторов, заданных в координатной форме.
9. Как определить угол между двумя векторами?

10. Каковы условия параллельности и перпендику
лярности двух векторов?

11. Верно ли равенство (3i — 5j)+ (2i + j) = 2?
12. Может ли произведение двух векторов быть век

тором?
13. Можно ли в результате сложения  двух векторов 

получить скалярную величину?
14. Можно ли доказать теорему о средней линии тре

угольника с помощью векторов?
15. Что называется проекцией вектора на прямую?
16. Что такое орт?
17. Что значит — единичный вектор?
18. Как разложить вектор по ортам?
19. Как сформулировать правило треугольника и мно

гоугольника при сложении векторов?
20. Что значит — векторы свободны?

25 — Г е о м е т р и я ,  ч а с т ь  I 38 5  \



1. Дано:  а (2; - 4 )  и b (3; 5). Найти с = а -  Ь.
А) (1; 1); В) (1; 9); С) ( - 1 ;  - 9 ) ;  D) (5;1) ;  
Е) ( - 5 ;  - 1 ) .

2. Дано  а (1; —2) b (3; 2). Найти с = 2а + Ь.
А) (4; 0); В) (5; - 2 ) ;  С) ( - 5 ;  2); D) (7;2) ;  
Е) (4; - 4 ) .

3. Дано а ( 8 ; - 6 ). Найти X, если |Л.а| = 5.

А) 2; В) j  ; С )  D) j r  ; Е)  5.

4. Если m ( - 3 ;  - 1 )  и п (5; - 6 ), найти координаты 
вектора а = п — З т .
А) (14; - 9 ) ;  В) (4; - 3 ) ;  С) (14; - 3 ) ;  D) (9; 3); 
Е) ( - 5 ;  6 ).

5. Даны векторы а (7; 3) и b (5; 2). Вычислить |а + Ь|. 
А) 19; В) 5; С) 8 ; D) 13; Е) 12.

6 . Если |а| = 3 и |Ь| = 4 и угол между ними равен 
60°, то при каком X (а — ХЬ) будет перпендику
лярен а?
А) 1; В) 2; С) 3; D) 1,5; Е) 2,5.

7. Косинус угла между векторами а (3; 2) и b (4; 2):
6 8 8 2 

А) 4 - ;  В) С) 4 = ;  D) - 7 7 7  ; Е) 4 -  ■
V 6 5  “ V 4 1 V 6 5  V 41  V 6 5

8 . Если а (3; 4) и b (5; - 2 ) ,  то а ■ b равно:
А) 8 ; В) 7;С) 14; D) 10; Е) 12.

9. Если (ш — 2п)2+ (гп + п)2= 73, |т |  =  272 ; |п| = 3, 
найти угол между векторами т и п .
А) 120°; В) 130°; С) 128°; D) 150°; Е) 135°.

10. Какое высказывание неверно:
A) сумма двух векторов есть вектор;
B) умножение вектора на число есть число;

Тест №  15
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C) разность двух векторов есть вектор;
D) скалярное  произведение двух векторов есть 
число;
E) векторное произведение  двух векторов есть 
вектор?

11. Даны а = 4i + 3j и b =  i — j. Найти cos 2a,  где a  — 
угол между векторами,  а и Ь.

А) 0; В) у ; С) D) Е)

12. Векторы а (4; у) и b (2; 5) коллинеарны, найти у .  

А) 5; В) 10; С) 6 ; D) 4; Е) 3.

13. Даны ш и п  — единичные векторы и угол между 
ними 60°. Найти скалярное произведение векто
ров ( 2т  + п) • ( т  — Зп).
А) - 2 5 ;  В) - 3 , 5 ;  С) 3,5; D) 2; Е) - 3 .

14. Найти угол между векторами а (2; 5) и b (—7; —3). 
А) 150°; В) 120°; С) 135°; D) 60°; Е) 45°.

15. Найти длину вектора с = а + в, если а (1; 2) и 
b (3; 1 ).

А) 4,5; В) 5; С ) 3; D) ч 13 ; Е) лМТ .

16. Даны векторы а (—4; 6 ) и b (3; п). При каком п 
эти векторы перпендикулярны?
А) 1; В) 2; С) 3; D) 4; Е) 5.

17. Найти угол А треугольника ЛВС , если Л (0; 1); 
В (л/з ;0); С (0; 3).

А) 30°; В) 90°; С) 60°; D) 120°; Е) 150°.

18. Даны векторы а (5; 1) и b ( - 3 ;  2), Найти такое 
число X, чтобы вектор а + АЬ был перпендику
лярен вектору а.
А) 2; В) 1; С) - 4 ;  D) 4; Е) 5.

19. Найти угол В треугольника ЛВС, если Л (2; - 1 ) ;  
В (3; 2) и С (0; 3).



20. Даны векторы а (—1; 0); b (—1; 2); с (—1; 1). Найти 
косинус угла между векторами (Ь — а) и (с + Ь).

А) В) M i ;  С) ^  ; D) Е) j .
13 13 1 j 13 4

21. Найти косинус угла между векторами с (—1; 2) 
и d (0,5; 1).

A) В) С) | ;  D) Е)

22. Найти наибольший угол треугольника MNK , если 
М (1; 1); N  (2; 3) и К ( - 1 ;  2).
А) 75°; В) 90°; С) 120°; D) 135°; Е) 105°.

23. Даны векторы а (0; 1) и b (2; 1). При каком зн а 
чении л- вектор (b + ха) 1  Ь?
А) - 4 ;  В) - 6 ; С) - 7 ;  D) - 3 ;  Е) - 5 .

24. Даны векторы а (5; 1) и b (—2; 3). Вычислить:  
|а + Ь|.
А) 5; В) 3; С) 4; D) 2; Е) 1.

25. В трапеции ABCD: MN — средняя линия;  АВ=  12; 
CD = 8 ; АВ = Ш М .  Н айти А, если АВ U N M .
А) 1,2; В) - 1 , 2 ;  С) 1,5; D) - 1 , 5 ;  Е) 2.

26. Найти угол между диагоналями четырехугольника 
ОМРК, если 0(0;  0); М{ 1; 1); ДО; 2); Д - 1 ;  1).
А) 90°; В) 30°; С) 45°; D) 75°; Е) 60°.

27. Найти угол между единичны ми векторами b и с, 
если векторы с — 2Ь и 4Ь + 5с перпендикулярны.
А) 30°; В) 45°; С) 60°; D)120°; Е) 90°.

28. Найти площадь  треугольника,  построенного на 
векторах а и Ь, если они составляют угол 45° и 
а b = 4.

А) 4; В) 2 Л  ; С) 4 v 2 ; D) 2; Е) 8 .

А ) 30°; В) 90°; С )  60°;  D )  120°; Е) 150°.
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29. Н айти  к о о р д и н а т ы  вектора  р = 2а —ЗЬ, если 
а = 2i + 3j; b = 2j.
A) ( - 4 ;  12); В) ( - 4 ;  0); С) (4; 0); D) (2; - 6 ); 
E) ( - 2 ;  4).

30. Даны три вершины четырехугольника М  (2; —4); 
N  (—4; 0); Р (2; —2). Найти координаты вершины 
Q, если MN = 4QP
А) ( -7 ;  1); В) (2,5; - 3 ) ;  С) ( -2 ,5 ;  - 1 ) ;  D) (5; 1); 
Е) ( 8 ; - 6 ).

31. Найти угол между векторами а (2; J2 ) и b (4; 2V2 ). 

A) j ;  В) у ;  С) 0; D) f ; Е) f .

32. Угол между единичными векторами а и b равен 
60°. Найти: |а + Ь|.

А) Л  ; В) 2; С) 1: D) Л ; Е) 3.

33. Найти площадь параллелограмма, построенного на 
векторах m и п, если они составляют угол 30° иГ~
Ш • П = л/3 .

А) 2; В) ~ ; С) 1; D) 2 Л ;  Е) 1,5.

34. Вектор ш разложен по двум неколлинеарным век
торам р (2,5; —1) и q (—2; —2) так, что in = 4р + 2q. 
Найти длину вектора т .
А) 12; В) 8 ; С) 14; ГУ) 6 ; Е) 10.

35. Точки /4(9; 7); В{6 ; - 1 ) ;  С(4; 9) являются  вер
шинами Найти длину медианы, проведен
ной к стороне ВС.
А) 4,5; В) 4; С) 6 ; D) 10; Е) 5.

36. Векторы а и Ъ образуют угол в 120°. |а| = 3; |Ь| = 5. 
Определить |а — Ь|.
А) 2; В) 8 ; С) 7; D) 6 ; Е) 10.

37. Вершины треугольника имеют координаты (2; 2);

389



(3; 3) и (1; 4). Найти координаты точки пересе
чения медиан этого треугольника.
А) (2; 3); В) (2,5; 3,5); С) (3,5; 3); D) (2; 3,5); 
Е) (1,5; 2,5).

38. Какие из векторов а (2; —4); b (1; 2); с (1; —2) 
и d ( — 2 ; —4) коллинеарны ?
А) а; с; и b; d; В) Ь; с; С) a; d; D) а; Ь;
Е) коллинеарных нет.

39. Векторы а и b образуют угол — ; |а| =  3; |Ь| = 4. 
Найти длину вектора с = За + 2Ь.

A) J2V7;  В) 12; С) 17; D) Л 2 l ;  Е) 13.

40. При каком положительном значении п {п > 0 ) век
торы а ( 2 /?; 3) и b (6 ; п) коллинеарны ?
А) 1; В) 3; С) 2; D) 4; Е) 6 .

41. Найти синус угла между векторами а(1; 2) и b(2; 1).

А) | ; В) | ; С) *;  D) ± ; Е)

42. В трапеции ABCD: MN  — средняя линия;  АВ=  13; 
C D —1. Найти значение X, если DC = X NM.
А) 0,6; В) -0,6; С) 0,7; D) -0,7; Е) 0,8.



Глава 18
Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Е  П О С Т Р О Е Н И Я

§ 1 8 .1 .  Основные этапы решения задач на 
построение

Решение задачи на построение состоит из следую
щих четырех частей.

1. Самая важная часть, имеющая целью составить 
план решения,  называется анализом.

Предположив,  что задача решена,  делают от руки 
приблизительный чертеж искомой фигуры и, рассмат
ривая его, находят такие зависимости между д а н н ы 
ми задачи и искомыми,  которые позволили бы свес
ти задачу к другим,  ранее известным.

2. После нахождения плана решения задач выпол
няют сообразно этому плану построение.

3. Для проверки правильности решения  на о с н о 
вании известных теорем доказывают,  что построен
ная фигура удовлетворяет всем требованиям задачи. 
Эта часть называется синтезом, или доказательством.

4. Выясняется вопрос, при всех ли данных задача 
возможна,  имеет ли она одно или несколько реш е
ний и нет ли в задаче каких-либо особых случаев, 
когда построение упрощается или усложняется. Эта часть 
решения — исследование задачи. Когда задача очень 
проста и не возникает  никаких сомнений в возм ож
ности ее решения,  то анализ и исследование не про
водят, а лишь указывают этапы построения и приводят 
доказательство.  Такой способ был использован при 
решении задач на построение, выполненных ранее.

Рассмотрим несколько задач на построение:

^  Задача 1.
Построить треугольник, зная его основание а, угол 

В. прилежащий к основанию, и сумму S  двух дру
гих его сторон (рис. 391 а).
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А н а л и з .  Пусть по- 
с троен  т р е у г о л ь н и к  
ЛВС, у которого ВС =  а,

Е L B = $  и ЛВ + ЛС= S.

В
В*~

б)
Рис. 391

а

Рассмотрим получен
ный треугольник ABC. 
Всегда можно постро
ить ВС=а , Z .£ = p .  Ос
тается найти на сторо
не угла В такую точку

А, чтобы сумма ВА + АС равнялась S. На продолже
нии стороны ВА от В отложим отрезок B D -  S. Т е 
перь на отрезке BD следует найти такую точку А , 
которая будет одинаково удалена от точек D и С. Эта 
точка должна принадлежать перпендикуляру,  прове
денному к отрезку CD через его середину. При пересече
нии этого перпендикуляра с BD и получается точка А.

П о с т р о е н и е .  1. Строим угол В , равный д а н н о 
му углу р.

2. На одной стороне этого угла отложим В С —а, 
на другой — BD = S. Соединяем точки D и С.

3. Отрезок CD делим пополам и через точку Е — 
середину отрезка проводим перпендикуляр к CD. Его 
пересечение с BD дает точку А.

4. Соединив точки А и С, получим A ABC.
С и н т е з  (или доказательство). Треугольник ABC —

искомый,  поскольку В С = а ,  ZZ?=(3 и ВА + A C — S, 
т . к .  в A DAC медиана АЕ  ( C E — ED) является и в ы 
сотой (AE.L.CD), следовательно, A DAС — равнобедрен
ный,  т. е. AD = АС  и В А + AD =  ВА + АС.

И с с л е д о в а н и е .  Задача имеет единственное ре
шение,  если S>  ос, поскольку в треугольнике  к а ж 
дая сторона  меньше суммы двух других его сторон 
(при S = а или S < а задача не имеет решения) ,  т.е. 
каждый из этапов построения — единствен (перпе н
дикуляр АЕ  может пересечься с BD только в одной 
точке).

1392



Задача 2.
К двум окружностям Q и 

0 ] провести общую касатель
ную (рис. 392).

А н а л и з .  Предположим, 
что задача решена и АВ — 
общая касательная окружно

стей О и Ог Определив одну 
из точек касания (А или В), легко можно найти и 
другую. Проведем радиусы ОА и О^В. Так как каса 
тельная перпендикулярна к радиусу, проведенному в 
точку касания ,  то O A lA B  и O^BlAB,  и поэтому 
0А\ \0}В. Из точки О, проведем 0 {С\\АВ, тогда АОСО} — 
прямоугольный (аС= 90°) .  Если описать окружность 

с центром в точке О и радиусом ОС, то она будет 
касаться прямой О,С в точке С. Радиус этой вспомо
гательной окружности равен ОА — СА = ОА — 0 }В, т. е. 
разности радиусов этих двух окружностей.

П о с т р о е н  и е. 1. Описываем окружность с цент
ром в точке О и радиусом, равным разности радиу
сов этих окружностей.

2. Из точки 0 } проводим к этой окружности каса
тельную О, С.

3. Через точку касания С проводим радиус ОС и 
продолжаем его до встречи с данной  окружностью в 
точке А.

4. Из точки А проводим прямую АВ\\ СОг
С и н т е з .  АВ — действительно обшая касательная к

окружностям О и Ог  т. к. 0 С ± С 0 1 и АВ | |СОг и по 
этому OAlAB.  Следовательно,  АВ — касательная к 
окружности О, т. к. АВ перпендикулярна радиусу, про
веденному в точку касания.  ОА || 0 ,5 ,  следователь
но, 0 }В±АВ,  т. е. АВ — касательная к окружности Ог 
Итак, АВ — общая касательная окружностей О и Ог

И с с л е д о в а н и е .  Поскольку из точки О, к вспо
могательной окружности радиуса ОА — 0 {В можно про
вести две касательные ОС и 0 С Г то задача имеет два
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решения ,  т. е. возможна еще одна касательная Л{ВГ 
Касательные АВ и А]В1 называются внешними касатель
ными.

Возможно построение  и внутренних общих каса
тельных к окружностям О и О,.

А н а л и з  (рис. 393). Предположим, что задача ре 
шена и АВ — искомая касательная. В точках касания 
А и В проведем радиусы О А и ОхВ, которые,  будучи 
перпендикулярны к общей касательной,  параллель-

в точке С. Радиус этой вспомогательной окружности 
равен ОА+АС = ОА + ОхВ, т. е. равен сумме радиусов 
этих окружностей.

П о с т р о е н и е .  1. Проводим окружность с центром 
в точке О и радиусом, равным сумме радиусов двух 
данных окружностей.

2. Из точки О, проводим к этой окружности каса
тельную О, С.

3. Точку касания С соединяем с точкой О.
4. Через точку А , в которой ОС пересекается с данной 

окружностью, проводим АВ  || СО,.
С и н т е з .  Действительно,  АВ — общая касательная 

к окружностям О и О,, т. к. О,С, будучи касатель
ной к вспомогательной окружности, является перпен
дикуляром к ОС, а поскольку АВ || СО,, то ОС±АВ,  
т. е. А В — касательная к окружности О. АО || 0 ,5 ,  а т. к. 
A O lA B ,  то и 0 }В±АВ,  т. е. АВ — касательная и ко 
второй окружности О,.

С ны между собой.  Из точки
О, проведем О,С|| ВА и про-

Рис. 393

О)  должим ОА до пересечения 
с О, С в точке С. Тогда ОС 
будет п е р п е н д и к у л я р н а  к
О,С, следовательно окруж
ность, описанная  радиусом 
ОС с це нтром  в точке О, 
будет касаться прямой  О, С
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И с с л е д о в а н и е .  Задача имеет два решения,  т. к. 
из точки О, можно провести две касательные О, С и 
О С, к вспомогательной окружности радиуса ОА+О^В.

§ 1 8 .2 .  М етод параллельного переноса и 
симметрии

^ Задача 1.
Построить четырехугольник ABCD , зная его сто 

роны и отрезок EF, соединяющий середины противо
положных сторон (рис. 394 а).

А н а л и з .  Пусть четырехугольник 4BCD, стороны 
которого АВ = а, AD — Ь\ ВС — с; Z)C=<1 построен, при
чем EF = т , где АЕ = BE; DF=CF.  Для сближения 
данных линий произведем параллельный перенос сто
роны /1Z) в положение  £7), и стороны ВС в положе
ние £С,. Тогда DD{ = AE  и DD{\\AE, и поэтому че
тырехугольник A D D ^  — параллелограмм. Аналогич
но, СС ,=  BE и СС{\\ BE, и тогда четырехугольник  
ВЕС{С также параллелограмм. Из этого получаем, что 
DD{= СС, и СС,. Рассмотрим Д Z) / ) , / 7 — ЛСС,/ \
Они равны по первому признаку равенства треуголь
ников:  DDX — СС, (по доказанному);  DF — ЕС (по ус
ловию) и Z.D]DF= LFC^C как соответственные при 
параллельных DDl и СС, и секущей 0 {СГ Из равен
ства треугольников следует, что L D XF D — l C xFC, и 
тогда эти углы будут вертикальными и линия D^FC^ — 
прямая ,  т. е. фигура ED^C^  я в 
ляе тс я  тре у го л ьн и к о м  с двумя 
известными сторонами ED̂  — AD и 
£ С , =  # С  и медианой этого тре 
угольника EF, проведенной к тре
тьей стороне.

а b с 
ч I------------ 1 *"

J

а)

т

Рис. 394

н
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Треугольник D,EC, по двум сторонам и медиане,  
проведенной к третьей стороне,  можно построить, 
продолжив медиану EF за точку F на расстояние FK = EF 
и соединив полученную точку К с точками Z), и С,. 
Параллелограмм KDlECl возможно построить по двум 
его сторонам и диагонали.

Если Д EDl С, построен,  можно построить A Z), DF и

АС, С F по трем сторонам: DD=AE  =  ~ АВ: DF=FC= 

= ~ D C  и D,F = FC=  ~ О,С,; СС=ЕВ = у АВ; FC = DF= 

= -  DC и FC = D,F= D,Cr

После построения треугольников DD,F и СС , / 7 можно 
построить и весь четырехугольник ABCD.

^ « П о с т р о е н и е (рис. 395).
1. Строим  A D{EK по трем 

с т о р о н а м :  D ,E = b \  D]K = c  и 
ЕК= 2т.

2. Достроим A DXEK до парал
л е л о г р а м м а  DXEC,K, проведя 
КС, || D,E и ЕС, || D,K.

3. При D,F строим A DD,F,
у которого DD = a DF= с-~ 
(по трем сторонам).

4. Через точку D проводим
DA D}E и DA —b = D,E.

5. На продолжении АЕ  отложим Е В = А Е = ~ .
6 . Через точку В проводим ВС || ЕС, и на ней от 

ложим ВС —ЕС, = с.
7. С о е д и н я я  точки  D и С, получаем и с к о м ы й  

четырехугольник ABCD , у которого АВ = а\ ВС = с ; 
Z)C = d; AD = b и £ £  = м.

С и н т е з .  По построению АВ = а; ВС = с; /)С = d; 
AD =  b и £ — середина отрезка Л/?. Следует доказать,  
что DC — d , а поскольку  / )£  = — , то нужно только
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доказать , что FC = у  . Л DD^F= A FCC] (по первому 
признаку  равенства треугольников) ,  DiF —FC] (по 
свойству диагоналей параллелограмма 0 }ЕС{К), DD{ =
= С}С= -  (по построению), С,С= ВЕ= ~ (как противо
положные стороны параллелограмма С^ЕВС), l DD^F = 
= 'AFC]C (как накрест лежащие при параллельных DD} 
и С, С, которые порознь параллельны стороне АВ). Из
равенства треугольников  следует, что DF=FC=  у ,  
и поэтому CD = d.

И с с л е д о в а н и е .  Задача имеет единственное ре
шение, если построение треугольника D EK возмож
но, т. е. если его стороны удовлетворяют условию, 
что каждая из них меньше суммы двух других сто 
рон, но больше их разности.

Аналогичным требованиям должны удовлетворять 
стороны треугольника D^DF, построенного по трем сто
ронам.  Итак,  искомый четырехугольник ABCD по 
строен.

Свойства симметрии могут быть использованы при 
решении задач на построение. Иногда искомый спо 
соб построения очевиден, если перегнуть чертеж отно
сительно некоторой оси, чтобы эта часть заняла сим 
метричное положение по другую сторону от этой оси.

^ Задача 2.
На прямой АВ найти такую точку л\ для которой 

сумма расстояний  от данных точек М и N была бы 
наименьшей.

А н а л и з  (рис. 396). Пусть точка х — искомая точка 
прямой АВ — такая, что Мх + Nx — 
наименьшее расстояние. Перегнув 

чертеж по прямой АВ , найдем 
точку А/,, симметричную точке ~д 
М относительно АВ. Расстояние 
от точки М до любой точки пря
мой АВ равно расстоянию от точ- Рис. 396
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ки М] до той же прямой АВ. Суммы Мх + Nx =  M{x+ N x  
и А/х, + Nxl = Л/,х, + /Ух,, где х, — произв ольная  точка 
прямой АВ, не совпадающая с точкой х. Если срав
нивать эти суммы, то наименьш ей из них будет та, 
при которой M{x N  — прямая линия,  MxxN  < А/,х, + Nx{, 
т.к. в треугольнике Л/,NXl каждая сторона меньше сум
мы двух других его сторон.

П о с т р о е н и е  (рис. 397).
1. Строим точку М,, симмет

ричную точке М относительно 
оси АВ (ММХ±АВ  и МО = М хО).

2. Соединим точки М, и N.
3. Пересечение  M XN  и п р я 

мой АВ  дает искомую точку х
Рис. 397 на оси дБ  такую, что сумма

Мх + Nx — наименьшая.
С и н т е з .  По построению МО = М хО и Мх + Nx = 

= Мрс + Nx, но M{x + N x =  MXN, и это кратчайшее рас
стояние  между двумя точками Л/, и N  (прямая  л и 
ния). Тогда Мх + Nx также наименьшее расстояние.

И с с л е д о в а н и е .  Задача имеет единственное ре
шение, поскольку каждый этап построения может быть 
выполнен только единственным образом: 1) точка Л/,, 
симметричная точке М относительно оси АВ, являет
ся единственной;  2) через две точки Л/, и N прохо
дит единственная  прямая MXN. Итак,  точка х — и с 
комая на прямой АВ.

§ 18 .3 .  М е т о д  п о д о б и я

Метод подобия состоит в том, что, пользуясь некото
рыми данными задачи,  строят сначала фигуру,  п о 
добную искомой,  а затем переходят к искомой.  Чаще 
всего этот метод используется в случае,  если одна 
из данных величин является длиной отрезка,  а о с 
тальные данные — углы или отношения каких-либо  
величин.
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^ Задача 1.
Построить треугольник по 

одному из его углов С, от 
ношению сторон А С : ВС, за
ключающих этот угол, и вы
соте И, опущенной из верши
ны угла С на п р о т и в о 
положную сторону.

А н а л и з .  Пусть треуголь
ник ABC построен. В нем А С :
: ВС= т : п. LBCA = С и CD =
= И — высота. Если на сторо
нах данного угла С, р а в н о 
го углу АС В, отложить отрезки 
С A j =  ш и СВ = п, где т и п 
отрезки (если же т и п —чис
ла, то строятся отрезки тк и 
пк, где А: — произвольный от
резок) ,  то А А ХСВХ по углу и 
двум сторонам,  прилежащим
к нему, построен.  Построенный Д А1СВ] подобен ис
комому A ABC. Для построения искомого треугольника 
в треугольнике Ах СВХ проводим высоту к стороне АХВУ 
Пусть CDX -  /?, — высота данного треугольника. Выбрав 
произвольный центр подобия,  строим треугольник,
подобный Д А.СВГ с коэффициентом подобия, равным

h— , где И — высота искомого треугольника А ВС. Полу-
h)

ченный таким способом A ABC и будет искомым. В каче
стве центра подобия проще всего выбрать вершину С. 
Тогда построение искомого треугольнике ЛВС стано
вится довольно простым: на стороне СО} (при ~  < 1) 
или на ее продолжении (при-— > 1 ) откладываем от
резок C D —h и через точку D Проводим прямую, па
рал лел ьную  А,ВГ Итак ,  А ЛВС п о с тр о е н .  В нем 
АС : В С = т  : п , А В С А = С  и CD -  h —высота этого 
треугольника.
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П о с т р о е н и е  (рис. 399).
1. Строим угол, равный 

у гл у С.
2. На сторонах угла С от

кладываем отрезки СА}= т 
и СВХ —п.

г ---------------------------- л л 3. Из точки С опускаемт I
перпендикуляр  CD, на А ХВХ, 

Рис- 399 т. е. проводим высоту A Ах СВГ
4. На продолжении стороны CD} откладываем от 

резок CD = И.
5. Через точку D проводим прямую А В \ \А ХВХ.
6 . A ABC — искомый.
С и н т е з .  Полученный A ABC ^  А А ХВХС по лемме о 

подобии, т. к. АВ\\АХВХ. Из подобия треугольников сле-
СВ СА СА _  СА, _ т

дует, что - ^  = - ц  или w  ~ ^  -  ~  . По построе-

нию Z. ВСА =  L С и CD=h.  Итак, A ABC удовлетворя
ет всем данным задачи.

И с с л е д о в а н и е .  Задача имеет единственное реше
ние, т. к. каждый этап построения — единственный. По
строение возможно при любых значениях ZC, т : п и И.

Задача 2.
Построить окружность,  вписанную в данный угол 

ВАС и проходящую через данную точку N.

Рис. 400
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А н а л и з  (рис. 400). Окружность, вписанная в угол 
ВАС, должна проходить через данную точку N. О т
бросим на время это условие. Тогда существует бес
численное множество окружностей, вписанных в дан
ный угол, центр которых лежит на биссектрисе AD 
угла ВАС (геометрическим местом точек,  равноуда
ленных от сторон угла, и является биссектриса д а н 
ного угла).

Пусть окружность с центром в точке О и радиу
сом ОМ является одной из окружностей,  вписанных 
в угол ВАС. Соединим вершину А угла с данной точ
кой N. Пусть /V, и /V, — точки пересечения построен
ной окружности О с прямой AN. Теперь используем 
условие,  по которому окружность должна проходить 
через данную точку N. Если через точку N проведем 
прямые параллельно отрезкам ON] и ON2, то точки 
пересечения этих прямых О, и 0 2 с биссектрисой А ВАС 
и являются центрами искомых окружностей.

П о с т р о е н и е .
1. Проводим биссектрису /.ВАС.
2. Из произвольной точки О, лежащей на биссек

трисе,  как из центра,  проводим окружность  радиуса 
ОМ, где ОМ±АВ.

3. Соединяем точки А и N.
4. Находим точки пересечения прямой AN  и п о 

строенной окружности О — точки /V, и Nr
5. Через точку N  проводим прямые,  параллельные 

радиусам ON{ и ON , , до пересечения этих прямых с 
биссектрисой угла ВАС в точках О, и О,.

6 . Через точки О, и О, проводим прямые, перпенди
кулярные прямой АВ, до пересечения с ней в точках 
Мх и М

7. С центрами в точках 0 { и О, радиусами О,Л/! 
или 0 2М проводим окружности ,  которые и являю т
ся искомыми.

С и н т е з .  Рассмотрим треугольники AN20  и ANO{: 
они подобны по лемме о подобии,  т. к. О,TV|| ON, по
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построению. Из подобия треугольников следует, что 
их сходственные стороны пропорциональны,  т. е.

Рассмотрим треугольники AM О и А М {Ог которые 
также подобны по лемме о подобии,  т. к. О М || ОхМ х 
как перпендикуляры к одной и той же прямой АВ.

Из их подобия следует пропорциональность  сход
ственных сторон этих треугольников:

т
ОМ АО ' { ’

Из пропорций (1) и (2) с равными правыми час 
тями следует равенство и левых частей этих пропор-

0i N 0 ]М ]
ции,  и тогда , но ON,= ОМ как радиусы

ON  2 ОМ
окружности О, а тогда ОхМх = 0 ,/V, т. е. окружность,  
описанная  радиусом 0 ,N  с центром в точке О,, к а 
сается стороны АВ , а т. к. ее центр лежит на биссек
трисе угла, то эта окружность касается и стороны АС.

Аналогично можно показать, что окружность, о п и 
санная радиусом O.N с центром в точке 0 2, также 
касается сторон ABAC.

И с с л е д о в а н и е .  Задача имеет два решения,  т. е. 
возможно построение двух окружностей,  вписанных 
в данный угол и проходящих через точку /V, что следует 
из рассмотрения этапов построения задачи.

^  Задача 3.
В данный треугольник ABC  вписать квадрат гак, 

чтобы все его верш ины лежали  на сторонах  т р е 
угольника.

А н а л и з  (рис. 401). Построим сначала произволь
ный квадрат KLMN , три вершины которого лежат на 
сторонах данного треугольника ЛВС, а его четвертая 
вершина Л/ сторонам треугольника не принадлежит. 

Построенный квадрат KLMN подобен искомому квад-

1402



рату. Для построения искомого 
квадрата через точки А и М 
проводим прямую до пересе-

ВА

чения со стороной ВС в точ- —3 7 т д/
ке Мг

Приняв за центр подобия д к  к  /у /у с
точку А — вершину A. ABC и рис ^Рис. 401
к о э ф ф и ц и е н т  подобия

Л М
подобный квадрату KLMN.

П о с т р о е н и е .  1 . Из  произвольной точки L, взя 
той на стороне АВ треугольника ABC , опускаем пер
пендикуляр LK на сторону АС.

2. На стороне АС откладываем KN =  LK.
3. Через точки L и N проводим прямые,  парал

лельные А/V и LK соответственно,  до их взаимного 
пересечения в точке М.

4. Квадрат KLMM подобен искомому квадрату.
5. Через точки А и М  проводим прямую до ее 

пересечения со стороной ВС треугольника ЛВС в точ
ке М г

6 . Строим квадрат, подобный квадрату KLMN, при
няв за центр подобия вершину А треугольника ABC , 
а за коэффициент  подобия К = 1  .

-7 ГГ Л Л//. Для построения и с к о м о г о  к в а д р а т а  через точку 
Л/, проводим MXLX параллельно ML и А/,/V, параллельно 
MN  (/., — точка пересечения со стороной АВ , а /V, — 
точка пересечения со стороной АС) Через точку L, 
проводим прямую параллельную стороне LK, —
квадрат K^L^M{N ,— искомый.

С и н т е з .  Полученный четырехугольник ЛГ,Z.,Л / , — 
прямоугольник,  поскольку его стороны параллельны 
сторонам квадрата KLMN.

Докажем,  что стороны этого прямоугольника LlK]
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и LXMX равны, и тогда этот прямоугольник будет квад
ратом.

Треугольники AMN  и AM XN X подобны по лемме о 
подобии (MN\\  Л/,/V, по построению).  Из их подобия 
следует:

A//V _  лм
Л/, V, А М Х '  ̂ '

Треугольники ALM  и AL]M] также подобны по лемме 
о подобии ( L M \ \ L XM X по построению) .  Из подобия 
этих треугольников следует:

J ^ L  = A0L (2)
LXM X л м { '

Из пропорций (1) и (2), правые части которых рав
ны,  следует, что и их левые части равны, и поэтому:

Л/Л I. V/
Л/,Л\ LM, (3)

Но стороны MN  и LM  квадрата KLMN  равны,  и 
тогда из пропорции (3) следует, что и M XN X = L XM V 

Итак,  построенный четырехугольник K]L iM iN ] — 
искомый квадрат.

И с с л е д о в а н и е .  Задача имеет единственное ре
шение,  т. к. каждый этап построения — единственный.  
Построение возможно для любого треугольника.

§  1 8 . 4 .  А н а л и т и ч е с к и й  м е т о д  р е ш е н и я  з а д а ч  
на  п о с т р о е н и е

Алгебра и тригонометрия находят применение  не 
только при решении задач на вычисление и на д ока 
зательство,  но и при решении задач на построение.  
Для успешного решения задач на построение  алгеб
раическим методом нужно уметь строить отрезки по 
формулам,  выражающим их длины через длины д а н 
ных отрезков.

Построение отрезков, заданных формулами х = ~ :
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х = Jab ; X = Ja2 +b2 было рассмотрено ранее. В более 
сложных случаях построение отрезков сводится к этим 
известным построениям.

^  Задача.
В данную окружность вписать прямоугольник, рав

новеликий данному квадрату со стороной а.
А н а л и з  (рис. 402). Пусть в окружность вписан пря

моугольник ABCD , равновеликий квадрату со сторо
ной а. Диагональ АС этого прямоугольника является 
диаметром окружности ,  а Л ABC = A ACD. Задача бу
дет решена,  если удастся по-  а 
строить точку В. Для этого дос
таточно найти высоту ВН тре 
угольники ABC. Пусть АС = d и 
ВН=х.  Выразим площадь прямо- g 
угольника  ABCD  через d и х .
Приравняв площадь прямоуголь
ника площади данного квадра
та со стороной а, получим урав-

2

нение:  d x = a 2, откуда х  = —  ,
П о с т р о е н и е  (рис 403).
1. Проводим диаметр данной окружности АС.
2. На окружности находим точку М так,  чтобы 

AM = а.
3. Проводим перпендикуляр ME к диаметру АС.

а24. Полученный отрезок АЕ = - j  = х (по следствию 
из теоремы о метрических соотношениях  в п р ям о 
угольном  тр е у г о л ь н и к е  АМ~ =
= АС-АЕ,  а тогда АЕ = ^ ). К_

5. На р а с с т о я н и и  х = А Е  от 
п р я м о й  АС  п ровод и м  прям ую А 
KN  || АС.

6 . Тогда точка пересечения KN 
с окружностью — третья верш и
на прямоугольника ABCD. Рис. 403
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7. Строим точку А  симметричную точке В, относи
тельно центра окружности О.

8 . ABCD — искомый прямоугольник.
С и н т е з .  Так как АС и BD — диаметры окружнос

ти и вписанные  в окружность углы A,B,C,D,  о п и р а 
ющиеся на диаметр окружности ,  являются  прямыми 
углами,то ,  следовательно,  ABCD — прямоугольник .

s  ,С„= 2 - W =  2 j  АС • ВН = АС • ВН = dx = d • ° - = аК 
Итак,  SJBCD= о2.

И с с л е д о в а н и е .  Задача имеет единственное ре

шение тогда и только тогда, когда х < у  , т. е. d > ал[2 
(диаметр окружности  не меньше диагонали данного 
квадрата). В противном случае прямая MN  не пересе
чется с окружностью. В данном решении в качестве х 
принята высота ВН треугольника ABC. Если за неиз 
вестное х принять  длину стороны прямоугольника ,  
то формула,  выражающая х через длины данных от 
резков,  окажется громоздкой и для решения задачи 
придется выполнить более сложные построения.

Таким образом,  выбор неизвестных при решении 
задачи алгебраическим методом имеет существенное 
значение.

Иногда за неизвестное целесообразно принять угол. 
Для его нахождения составляется тригонометрическое 
уравнение.  Выразив какую-либо тригонометрическую 
функцию искомого угла через данные элементы, можно 
построить этот угол, а затем и фигуру.

§ 1 8 .5 .  Применение поворота при решении 
задач на построение

^ Задача .
Построить равносторонний треугольник так, что 

бы одна его вершина находилась в данной точке А, 
другая на данной прямой  ВС и третья — на данной 
окружности.
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А н а л и з  (рис. 404). Пусть 
Д A M N  — р а в н о с т о р о н н и й ,  
одна из его вершин N лежит
на прямой ВС, а другая вер- ( о  \ ^  С 
шина М лежит на окруж но
сти. Очевидно,  что ни сам 
треугольник,  ни какую-либо 
его часть по данным элемен
там построить нельзя. Мешает 
построению то, что прямая 
ВС и окружность с центром Рис. 404
О и радиусом ОМ — г никак не взаимосвязаны и рас
положены совершенно произвольно. Кроме того, в ис
комом треугольнике известен всего один его элемент — 
его углы, равные каждый 60°.

Очевидно, чтобы устранить эти помехи, нужно преоб
разовать расположение элементов так, чтобы они как- 
то были связаны между со 
бой. Точка А — фиксирован
ная,  и угол MAN = 60° т а к 
же известен. Поэтому, если 
повернуть окружность (О; г) 
вокруг точки А на этот угол, 
т. е. на 60°, то точка М с о 
впадет с точкой 7V, и тогда 
эта точка будет точкой пере
сечения прямой ВС с новым 
положением окружности (О; г).

П о с т р о е н и е  (рис. 405).
1. Проводим прямую А О.
2. Строим Z.OAD= 60° и 

LOAD^ = 60° по обе стороны 
от АО.

3. Из точки  А, как из 
центра,  п ровод им  о к р у ж 
ность радиуса АО. Рис. 405
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4. Находим точки пересечения О, и О, окруж нос 
ти (А ; АО) с лучами AD и ADr

5. Проводим окружности радиуса г с центрами в 
точках О, и О, .

6 . Находим точки пересечения окружностей ( Ог г) 
и (0„  г) с ВС. На данном  чертеже этих точек четы
ре: N r N2, yV3 и N4. Э то  максимальное количество то 
чек, но вообще их может быть от 0 до 4.

7. Из точки А проводим окружности радиусом A N ] 
(или AN2, AN}, AN4 ) .

8 . Находим точки пересечения полученных окруж
ностей (А ; АО) и (A; A N t) с окружностью ( О; г) и 
из каждой пары точек пересечения выбираем в каче
стве точки М г А/,, Л/3, М4 ту, которая лежит по ту 
сторону от АО, по какую лежит соответствующая ей 
точка N {, TV,, тУ3или /V4 от AD и ADr

9. Соединяем точки А , и УУ,; А , М2 и /V,; /4, А/ 3 

и УУ3 и А, М4 и jV4 отрезками.  Треугольники A M XN V 
AM2N2, AM}N3, AM4N4 — искомые.

С и н т е з .  Построенные треугольники AM{N{; AM2N2; 
AM}N} и AM4N4 я в л я ю т с я  равнобедренными,  углы при 
вершинах которых равны по 60°, откуда следует, что 
все эти треугольники — равносторонние.  Кроме того, 
одна из вершин этих треугольников А — общая,  дру
гие /V,, TV,, N3, N4 лежат на прямой ВС, а третьи вер
шины Mr М2, Mv М4 лежат на окружности ( О; г).

И с с л е д о в а н и е .  Если точка А совпадает с цент
ром заданной окружности ,  то построение  подобным 
образом непригодно.  Решение в этом случае возмож
но лишь тогда, когда ВС пересекает заданную окруж
ность (О; г) или касается ее. Откладывая от точки 
пересечения или касания по обе стороны дуги в 60°, 
получаем четыре решения (в случае пересечения)  или 
два решения (в случае касания).
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§ 1 8 .6 .  М етод геометрических мест при 
решении задач на построение

Для решения многих задач на построение прим е
няется понятие геометрического места точек и осно 
ванный на этом метод геометрических мест, извест
ный еше со времен Платона (IV век до н. э.). Допус
тим,  решение задачи сводится к нахождению точки,  
удовлетворяющей нескольким условиям. При отбра
сывании одного из этих условий задача становится 
неопределенной,  поскольку ее удовлетворяет уже бес
численное множество точек. Эти точки и составляют 
геометрическое место, построение которого становится 
возможным.

Затем принимают во внимание первоначально отбро
шенное условие задачи. В этом случае задача опять ста
новится неопределенной, т.к. ее удовлетворяет бесчис
ленное  множество точек,  которые также составляют 
геометрическое место.

Искомая точка,  удовлетворяющая нескольким ус
ловиям, должна принадлежать обоим геометрическим 
местам, т. е. находиться на их пересечении. Задача ока
зывается возможной или невозможной в зависимос
ти от того, пересекаются или не пересекаются на й 
денные геометрические места точек. Задача будет иметь 
столько решений,  сколько точек пересечения имеют 
эти геометрические места.

Рассмотрим сначала задачу на построение ,  реш е
ние которой позволит решить более сложную задачу 
уже с использованием геометрических мест.

Задача 1.
На данном отрезке АВ построить сегмент, вмеща

ющий данный угол а (рис. 406 а).
А н а л и з  (рис. 406 б). Предположим, что задача ре

шена и на отрезке АВ построен сегмент АтВ,  вме
щающий в себя угол а, т. е. каждый вписанный в
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с него угол равен  а. 
Проведем вспом ога 
тел ьную  п рям ую  
AF  — касательную к 
окружности в точке А. 
Тогда i-BAF, состав
ленный касательной 
и хордой, и зм еряет 
ся и как вписанный 
угол АСВ  половиной

F
Рис. 406

дуги АпВ, т. е. Z.BAF= L A C B —a. Центр же окруж но
сти О должен лежать на перпендикуляре  DO , прове
денном к отрезку АВ  через его середину,  и в то же 
время он должен лежать на перпендикуляре АО к каса
тельной AF, проведенном в точку касания (по с в о й 
ству касательной к окружности  она перпендик уляр 
на радиусу, проведенному в точку касания).

Итак,  возможно следующее построение.
П о с т р о е н и е  (рис. 407).
1. На произвольной прямой АМ  откладываем о т 

резок АВ.
2. При конце А отрезка АВ строим L B A F — а.
3. Через середину D отрезка АВ проводим DE LAB.
4. Из точки А проводим A K 1A F .
5. Точка пересечения DE и АК  и есть центр о к 

ружности О.
6 . Радиусом ОА описываем окружности с центром

в точке О.
С и н т е з .  Сегмент АтВ бу

дет искомым, поскольку любой 
угол, вписанный в него, и зм е
ряется половиной дуги АпВ , на

д/ которую он опирается, а поло
вина ^>АпВ и есть /LBAF= а.

F
Рис. 407

И с с л е д о в а н и е .  В задаче 
построен сегмент АтВ , р а с п о 
л о ж е н н ы й  выше отрезка  АВ.
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Такой же сегмент можно построить и по другую сто
рону отрезка АВ. Таким образом,  задача имеет два 
решения

И тогда: геометрическое место точек, из которых 
данный отрезок АВ виден под данным углом а , с о 
стоит из дуг двух сегментов Ат В и Ап В, каждый из 
которых вмещает в себя угол а. Один из них распо
ложен по одну сторону отрезка АВ , а второй -- по 
другую сторону этого отрезка.

. Задача 2.
Построить треугольник по основанию В С = а,  углу 

А = а  при вершине и сумме S = MN  двух боковых сторон 
(рис. 408 а).

А н а л и з  (рис. 408 б). Пусть Д ABC — и с к о м ы й  
треугольник, в котором ВС = а, АВ + AC, = S  и LA — а. 
Принимая во внимание  сумму сторон ВА и АС, рав
ную S, отложим на продолжении отрезка ВА отрезок 
ВМ = S  и полученную точку М соединим с точкой С. 
Получим вспомогательный треугольник ВМС. Если 
Д ВМС построен,  то можно перейти к построению и 
треугольника ABC. Построение Д ВМС сводится к на
хождению точки  М. Так  как  AM — АС = S — АВ , то
Д АМС — равнобедренный,  и тогда L M =  \r L ВАС, т. к. 
L M  + LMCA = /.ВАС  (по свойству внешнего угла он 
равен сумме внутренних уг
лов треугольника, не смеж
ных с ним), но в равнобед
ренном Д АМС углы при ос
новании равны, т. е. / ,М  =

а)
L
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= I.MCA и каждый из них равен половине внешнего

Итак,  точка М должна удовлетворять двум усло
виям:

Г) быть удаленной от точки В на расстоянии S,
2) из этой точки данный отрезок ВС должен быть

Отбросим второе условие, и тогда получим бесчис
ленное  множество точек Л/, лежащих на окр у ж н о с 
ти, описанной радиусом S , с центром в точке В.

Отбросим первое условие и получим бесчисленное 
м н о ж е ст в о  точ е к  М , л е ж а щ и х  на дуге се гм е нта ,

построенного на ВС и вмещающего угол, равный -  а. 
Таким образом,  нахождение точки М сводится к п о 
строению двух геометрических мест, каждое из ко 
торых можно построить.

Если существуют точки пересечения этих геометри
ческих мест, то задача решена.

П о с т р о е н и е  (рис. 409).
1. На произвольной прямой ВК отложим отрезок 

ВС — а.
2. Из точки В как из центра проводим окружность 

радиуса S.
3. На данном отрезке ВС строим сегмент, вмеща-

Z.BAC, т. е. - а .

виден под углом,  равным -  ос.

ющий данный угол, равный - а .
М 4. Находим точки пересече

ния окружности радиуса S  и сег
мента ВтС, вмещающего данный

угол --а  (с центром в точке О).
5. Полученные точки пере

сечения А/, и М2 соединяем с 
точками В и С.

Рис. 409

К 6 . Из середины D отрезка Л/,С 
и Z), отрезка М2С проводим
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перпендикуляры к ним до пересечения с прямыми 
ВМ{ и ВМ, соответственно в точках А и Аг

7. Полученные точки А и A t соединяем с точкой С.
8 . Полученные A ABC и A AtBC — искомые.  
С и н т е з .  Действительно, в A ABC и А А^ВС, сто 

рона  ВС = а, АВ  + АС = АВ  + А М Х— S  и А ХВ + А {С = 
= А }В + АхМ2= S  (А М^АС и А Л / Д С  — равнобедренные, 
поскольку медианы AD и Â D̂  являются и высотами).  
L ВАС =  Z.BAl С = как внешние  углы, равные сумме 
двух внутренних,  не смежных с ним, каждый из ко-

1
торых равен -  ос.

И с с л е д о в а н и е .  1). Задача не имеет решений, если 
два геометрических места (окружность радиуса S  и
сегмент,  вмещающий данный угол ~ ) не пересека
ются.

2). Задача имеет одно решение,  если геометричес
кие места касаются,  т. е. имеют только одну общую, 
точку.

3). Задача имеет два решения (как в приведенном 
построении), если геометрические места пересекаются.



О т в е т ы  к т е с т а м

Тест №  1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

в А В С D С В А А в
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

в А D В С Е А С С D

Тест №  2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

D В в С С В В D В Е Е С D В D С

17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

А В С В В D D В Е А В С А D D В

33 34 35 36 37

D С в с А

Тест №  4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

В В А С D А Е С С В D А D

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

А В С А Е D А в с и А С А

Тест №  5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

В А с А D Е А В Е с В D

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

в Е D А А С D А D В А В

25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

С С D А А в А С В D С D

[414



Тест №  6

I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

А В с А D С В Е В с С Е в А

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

А В D С Е А Е D А А В С в А

29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42

D Е А В А А Е В С А С С А В

Тест №  7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1 12 13 14 15

Е D А D В А В D С А D А в А С

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

В А С D А А В С D Е D С В А с

Тест №  8

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

в D А А С В А Е В D С В D Е А

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

в А С С А Е С А В Е С В С В А

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45

в В с А С D Е А Е С В А С D С

46 47 48 49 50 51 52

Е В А С А D А

Тест №  9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

А В С С А А D С Е в D В с С А

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Е Е А Е D С D D В С D В А С В
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Тест № 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

в А D А D Е А А В С D А А С С

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

с А D В С А В А В А Е А С D А

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

в Е А В С С D Е А В

Тест №  12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 ■10 11 12 13 14 15

В А с D А В С D Е А В А С А D

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

А D А В С В А С А А В А В Е А

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

С В А D А в С А В С

Тест №  13

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

С С D А А С В D Е А С А С D А

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

В С Е А В А С А Е С С Е А В А

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

с А С В А В А В С D

Тест № 1 4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

D С А Е Е В Е Е В Е

11 12 13 14 15

D D Е В А
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Тест №  15

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

с Е С С В А А С В А

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

с В В С D С С В D В

Тест № 1 6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 13

С С Е D В С А D Е А В D А

14 15 16 17 18 19 2 0 2 1 2 2 23 24 25

D В А В С А С D Е D Е В

Тест № 1 7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1 12 13 14 15

С В С С D D С В Е В С В В С В

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

В D А В В С В Е А В А D D С в

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42

с D С Е Е с А А А В А D

27 — Г е о м е т р и я ,  ч а с т ь  I 4 1 7 1
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