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СУЗ БОШИ

Маълумки, педагогика институтларида математика фани ^рта 
мактаб сингари 1970 йилдан бошлаб жорий этилган дастур асо- 
сида уцитиб келинмоцда. Бу дастурга мувофиц, илгари мустацил 
фанлар сифатида урганилиб келинган «Аналитик геометрия», 
«Проектив геометрия», «Дифференциал геометрия», «Геометрия 
асослари», «Элементар геометрия» каби фанлар умумий маз- 
мунини  сацлаган ^олда бирлаштирилиб ва уларга цушимча 
«Квадратик формалар назарияси», «Топология элементлари» 
киритилиб, «Геометрия» номи билан атала бошланди. 
Бундан мацсад бу фанлар материалига ягона нуцтаи назар- 
дан цараб, уни з^озирги замой математикаси тилида баён этиш- 
дир.

Уцувчига з^авола цилинаётган бу цулланма педагогика инсти- 
тутларининг «Математика ва информатика», «Математика ва 
физика» мутахассисликларига мулжалланган геометрия курси- 
иинг биринчи ва иккинчи семестрларда урганиладиган матери- 
айларини уз ичига олган.

К^улланмага муаллифларнинг Низомий номидаги Тошкент 
Давлат педагогика институтининг математика факультетида 
куп йиллар давомида уциган маърузал'ари асос цилиб олин- 
ДИ.

Мазкур китоб икки булимдан иборат булиб, биринчи булим- 
нинг, I, II, IV бобларида ва иккинчи булимнинг I— II боблари- 
да анъанавий аналитик геометрия курси материали баён этилган. 
Биринчи булимнинг I I I  боби текисликдаги алмаштиришларга, 
иккинчи булимнинг IV боби п улчовли аффин ва евклид фазола- 
ри назариясига, V боби квадратик формалар ва квадрикаларга, 
низ^оят, VI боби купёцлар назариясига багишлангаидир. Вектор 
фазо ва куп улчовли аффин ва евклид фазолари аксиоматик 
асосда киритилди.

К^улланмани ёзишда урта мактабни эски ва янги дастур буйи
ча уциб тугатган уцувчилар назарда тутилди, шунинг учун бу 
китобдан кечки ва сиртци булим талабалари з^ам фойдаланиш- 
лари мумкин.

Бу китобнинг яратилишида фаол цатнашган Низомий номи-
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даги Тошкент Давлат педагогика ииститути геометрия кафедра-
си аъзоларига чуцур миннатдорчилик изз^ор циламиз.

Муаллифлар

АСОСИЙ БЕЛГИЛАШЛАР

\х, у, z, . . .} — элементлари х, у, г, . .  . дан иборат туплам.
£ — тегишлилик белгиси: х £ Х ,  X  тупламнинг элемента х.
$ — тегишли эмас.
з= — конгруэнт: АВ =  CD — АВ кесма CD кесмага конгруэнт.
Ф  — конгруэнт эмас.
c z— цисм (цисм туплам): X  a  Y, X  туплам Y тупламнинг цис- 

ми (X туплам Y тупламнинг цисм туплами).
Ф — цисми эмас.
U — бирлашма: X U ^ »  X  ва У  тупламларнинг бирлашмаси.
V  — з̂ ар цандай: V  х £ Х — X  тупламнинг з̂ ар цандай (ихтиёрий) 

х элемента.
П — кесишма: X  (]Y — X  ва Y тупламларнинг кесишмаси.
0  — буш туплам.

{а: | f (x )= y }  — шундай х элементлар тупламики, улар учун

f(x) =  y
а=^Р— а дан (3 келиб чицади. 
а  о  Р — а  дан р, р дан а  келиб чицади.
II — параллеллик белгиси: а  || b — а тугри чизик; b тугри чизиц- 

ца параллел.

3  — мавжудки, 3  х £ X  — X  тупламга тегишли шундай х элемент 
мавжудки, . . .

X\Y — X  тупламдан Y туплам чицарилган.
СХ — X  тупламнинг тулдирувчиси.
А — исботнинг тугалланганлигини билдирувчи белги.
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I Б У Л И М  

ВЕКТОРЛАР АЛГЕБРАСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ 

ТЕКИСЛИКДАГИ ГЕОМЕТРИЯ

I Б О Б. ВЕКТОРЛАР АЛГЕБРАСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1-§. Таърифлар, белгилашлар

Мактабда урганиладиган геометрия курсидан нукталарнинг ^ар ^ан- 
дай туплами фигура (шакл) деб аталиши, умумматематик тушунчалар 
булмиш сон, туплам, тегишлилик билан бир ^аторда таърифсиз ца- 
бул ^илинадиган «ну^та», «тугри чизиц», «текислик», «масофа» тушун- 
чалари асосий тушунчалар деб аталиши маълум.

Асосий тушунчалардан фойдаланиб «орасида», «кесма», «нур», 
«сини^ чизик;», «ярим текислик», «бурчак» тушунчаларига таъриф 
берамиз. •  |

Аввало ушбу белгилашларни киритайлик. ^у^таларни лотин 
алфавитининг бош ^арфлари А, В, С, . . . билан^ тугри чизщларни 
шу алфавитнинг кичик ^арфлари а, Ь, с, . .  . ёки иккита катта харф 
АВ , CD, . . . билан, текисликларни эса грек, алфавитининг бош 
^арфлари П, 2* ^  ёки учта катта ^арф ABC, EFG, . . . билан бел- 
гилаймиз^Икки А, В ну^та орасидаги масофани р {А, В) ёки \АВ\ 
билан белгилаймиз.

Тугри чизицдаги турли учта А, В, С ну^та учун

р (Л, С) =  р (Л, Б) + р(Я, С)

муносабат бажарилса, В нуцта А ва С нуцталар орасида ётади 
дейилади.

* Л, В нукталар дан ва улар орасида ётган барча нукталар дан 
иборат туплам кесма деб аталиб, АВ билан белгиланади. Л ва В  
нукталар АВ кесманинг учлари, 
улар орасидаги масофа АВ кес
манинг узунлиги дейилади.)

\ Тугри чизикнинг берилган 
нуктасидан бир томонда ётган 
барча нукталари туплами нур 
деб аталади.  ̂Берилган ну^та нур- 
нинг бошлангич нуцтаси дейи
лади.

АВ нурда Л унинг бошланрич 
ну^таси, В эса шу нур даги би- 

рорта ну^та. 1-чизма
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Битта турри чизицнинг умумий бошлангич нуцтага эга булган 
АВ, АС нурлари карама- карши нурлар деб аталади.

Маълум тартибда олинган чекли сондаги Ах, А2, . . . , Ап нуц- 

талар берилган булсин (1-чизма) ва бу нуцталарнинг кетма-кет 
келган ^ар учтаси бир тугри чизицда ётмасин, у цолда АХА2, А2А3, 

■ ■ , Лп-1 Ап кесмаларнинг бирлашмаси Ах, Ап нуцталарни туташ- 

тирувчи синиц чизик деб аталиб, Ах, Ап нуцталар унинг учлари 

дейилади. Синиц чизицни ташкил этувчи ^ар бир кесма унинг бу- 
гини дейилади.

Барча бугинлари билан текисликка тегишли булган синиц чизиц 
ясси синиц чизиц дейилади.

Ф  фигурани олайлик. Бу фигуранинг ихтиёрий икки нуцтасини 
туташтирган ва узи шу фигурага тегишли булган синиц чизиц мав
жуд дейлик, Ф ^ Ф  булсин. Ф 2 =  Ф\ ФХ фигурани цараймиз.

Бунда цуйидаги икки ^ол булиши мумкин:
1) шундай А, В £  Ф 2 нуцталар мавжудки, уларни Ф х фигура би

лан кесишмайдиган синиц чизиц орцали туташтириб булмайди 
2-чизма);

2) цар цандай А, В £  Ф 2 нуцталарни Ф  га тегишли булиб, Ф г 
фигура билан кесишмайдиган синиц чизиц билан туташтириш мумкин 
(3-чизма).

Биринчи ^олда Ф х фигура Ф 2 фигурани икки цисмга ажратади , 
иккинчи цолда эса ажратмайди деймиз.

Масалан, а тугри чизицда олинган хар бир А нуцта а\{ Л } 
фигурани иккита цисмга ажратади, чунки а\{Л} фигурага тегишли 
шундай В, С нуцталар ^ар вацт топиладики, уларни туташтирувчи 
кесма Л нуцтадан утади ва а тугри чизицца тегишли булади.

Х^р бир цисмнинг Л нуцта. билан бирлашмаСи боши Л нуцтада 
булган нур булади. Шу каби а а  П тугри чизицнинг П\а фигурани 
иккита цисмга ажратиши курсатилади. Бунда ^ар бир цисм очиц 
ярим текислик, очиц ярим текисликнинг а тугри чизиц билан бир
лашмаси ёпиц ярим текислик дейилади.
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П текисликда бошлангич ну^таси умумий булган хаР хил (^ара- 
ма-^арш и булмаган) АВ  ва АС нурларни олайлик (4-чизма). F  ор- 
^али бу икки нурнинг бирлашмасини белгилаймиз. У  холДа F фи
гура F' =  n\F фигурани F[ ва F'2 ^исмларга ажратади. Бу ^исм- 

лардан хаР бирининг F  фигура билан бирлашмаси бурчак деб 
аталади. АВ ва АС нурлар бурчакиинг томонлари, Л бурчакиинг 
учи, F ' фигура Ft(i = 1 , 2 )  бурчакиинг ички со^аси дейилади.

Бошлангич ну^таси умумий булган икки нур томонлари умумий 
булган икки бурчакни ани^лайди. Икки бурчакдан ^айси бирини 
^араётган булсак, шу бурчак, одатда, 5-чизмада курсатилганидек, 
ёй билан белгилаб ^уйилади.

Томонлари АВ, АС нурлардан иборат бурчак Z _ВАС билан бел
гиланади. АВ нурни А ну^та атрофида АС нур устига тушгунча 
буришдан хосил ^илинган бурчакни улчайдиган сон /-ВАС  нинг 
катталиги (ми^дори) дейилади.

/-.ВАС нинг катталиги В А нурни АС нур устига тушгунча 
буриш соат милининг харакати йуналишига тескари булган х0ЛДа 
мусбат, соат мили хаРакати йуналиши буйича булган холДа эса 
манфий деб хисобланади. i

Бир текисликка тегишли АВ, CD тугри чизиклар кесишмаса ёки 
устма- уст тушса, улар параллел тугри чизицлар дейилади.

Агар АВ, CD турри чизиклар параллел булса, бу турри чизи^- 
ларда ётган АВ, CD кесмалар (ёки АВ, CD нурлар) параллел дейи
лади. Хусусан, битта турри чизицда ётган иккита кесма (ёки икки
та нур) параллел булади.

П, 2 текисликлар кесишмаса ёки устма- уст тушса, улар параллел 
деб аталади.

а тугри чизиц П текислик билан умумий ну^тага эга булмаса 
ёки шу текисликка тегишли булса, а турри чизик; П текисликка 
параллел деб аталади.

Икки нур бир турри чизицда ётиб, улардан бири иккинчисига 
тегишли булса, улар бир хил йуналишли, акс холда царама- щр- 
ши йуналишли дейилади.
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6- чизма 7- чизма

Бир турри чизи^да ётмайдиган икки rtyp параллел булиб, улар 
бу нурларнинг бошланрич нукталарини туташтирувчи турри чизи^ 
билан ажратилган битта ярим текисликда ётса (6- чизма), улар бир 
хил йуналишли, турли ярим текисликларда ётса (7- чизма), царама- 
карши йуналишли дейилади. Бир хил йуналишни ft билан, ^арама- 
^арши йуналишни билан белгилаймиз.

Нурларнинг бир хил йуналганлиги куйидаги хоссаларга эга:
1) АВ ft АВ (рефлексивлик хоссаси);
2) АВ ft CD =>- CD ff АВ (симметриклик хоссаси);
3) AB\\CD ва CD\\EF=> AB\\EF (транзитивлик хоссаси).
Бу хоссаларнинг уринлилиги ю^оридаги таърифлардан бевосита 

келиб чикади.

2-§. Йуналган кесмалар ^а^ида тушунча

1-таъриф.  Берилган кесманинг учларидан ^айси бири биринчи 
ва цайсиниси иккинчилиги аникланган булса, бундай кесма йунал
ган кесма дейилади. Йуналган кесманинг биринчи учи унинг боши, 
иккинчи учи эса охири дейилади.

Боши А ва охири В нуктада булган йуналган кесмани АВ би
лан белгилаймиз.

Шуни таъкидлаймизки, оддий АВ кесманинг учлари тенг з̂ уцуц- 
ли булиб, улар тартибининг а^амияти йу^дир. Шунинг учун 
АВ =  В А деб ёзиш мумкин. Йуналган кесмаларда эса бош ва охи- 
рининг уринлари алмаштирилиши билан уларнинг йуналиши узгара- 

ди. Йуналган АВ кесманинг узунлиги деб, АВ кесманинг узунли

гига айтилади ва у \АВ\ ёки АВ билан белгиланади.
2-таър иф .  Агар АВ ва CD нурлар * бир хил (^арама- к;арши) 

йуналишли булса, АВ, CD йуналган кесмалар бир хил (щрама- 

царши) йуналишли дейилади.
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3- §, Вектор

1-таъриф.  Узунликлари тенг ва бир хил йуналишли барча кес
малар туплами озод вектор ёки цисцача вектор деб аталади.,

Векторларни устига «->» белги цуйилган кичик лотин ^арфлари

а , b , с , . . . , х, у билан белгилаймиз. Фазодаги барча векторлар 
тупламини V билан белгилаймиз. Юцоридаги таърифдан векторнинг 
узунликлари тенг ва бир хил йуналишли кесмалар синфидан иборат

эканлиги равшан. Бу синфга ' - 6̂
тегишли хар бир йуналган кес
ма синфни тулиц аницлайди.

Шунинг учун, агар А В £ а

булса, а векторни а =  АВ ку
ринишда белгилаш мумкин.
Табиийки, биргина векторнинг " "

узини чексиз куп усул билан 8-чизма *

белгилаш мумкин: а — АВ =

=  CD — EF (8- чизма).

АВ векторда А унинг боши, В эса охири дейилади. Йуналган

АВ кесманинг узунлиги АВ векторнинг узунлиги (ёки модули)

дейилади ва \АВ\ куринишда белгиланади. Бундан

ЙД|=р (Л,  В).

2-таъриф.  Узунлиги бирга тенг булган вектор бирлик вектор 
ёкил р т  дейилади.

Д 3- т а ъ р и ф. Боши билан охири устма- уст тушган вектор ноль

вектор дейиладй  ̂Ноль вектор 0 куринишда белгиланади ва унинг 
узунлиги нолга" тенг деб цисобланади.

Ноль булмаган ^ар цандай вектор тайин бир йуналишни аниц- 
лайди. Ноль вектор йуналишга эга эмас.

4-таъриф.  Агар А В £ а , C D £b  йуналган кесмалар бир хил

(царама- царши) йуналишли булса, а =  АВ ва b =  CD векторлар бир 
хил (царама-карши) йуналишли деб аталади.

АВ pa CD векторларнинг бир хил йуналишли эканини AB\\CD
—>• —►

куринишда, царама-царши йуналишли эканини AB\\CD куринишда 
белгилаймиз.

Икки векторнинг тенглиги, яъни а =  b ёзуви а , b вектор
ларнинг битта вектор эканини, лекин турлича белгиланганини бил
диради:



5-таъриф.  Агар а векторни х°сил цилувчи йуналган кесмалар- 
дан бири d тугри чизи^а (П текисликка) параллел булса, у холда

а вектор d турри чизивда (П текисликка) параллел деб аталади.

а векторнинг d турри чизиэда (П текисликка) параллеллиги а || d

{а II П) куринишда белгиланади.

6- т а ъ р и ф. Битта тугри чи- 
зи ^а  параллел булган икки 
вектор коллинеар векторлар деб

аталади. а ва 6 векторларнинг

коллинеарлиги а II Ь куринишда 
белгиланади. Ноль булмаган кол
линеар векторлар ё бир хил йуна
лишли, ёки ^арама-^арши йуна
лишли булиб, ноль вектор ^ар 
цандай векторга коллинеар деб 
Хисобланади.

9-чизмада тасвирланган АЕ,

ВС  векторлар бир хил йуналишли, АВ, DE  векторлар эса ^арама- 
царши йуналишлидир.

4-J§. Векторлар устида чизидли амаллар

щ Векторлар устида бажариладиган куйидаги амаллар чизидли 
амаллар деб аталади.

1. Векторларни цушиш.
2. Векторларни айириш.
3. Векторларни сонга купайтириш.

В е к т о р л а р н и  ^ушиш.  Таъриф .  Иккита а ,  b векторнинг

йигиндиси деб исталган А нуцтадан а векторни цуйиб, унинг охи-

ри В га b векторни цуйганда боши а векторнинг боши А , да,

охири Ь векторнинг охири С да булган АС векторга айтилади

(10-чизма). а, b векторларнинг

йигиндиси а + b билан белгила
нади.

Векторларни ^уши'л таърифи- 
дан исталган Л, Б ва С уч нук>- 
та учун

А В + В С  =  АС (*)

10-чизма

тенглик уринли булиши келиб 
чи^адй^(*) тенглик векторларни

10



цушишнинг учбурчак цоидаси * 
дейилади.. Икки коллинеар век- 
торни цушиш ^ам шу ^оида бу
йича бажарилади.

Векторларни ^ушиш амали 
куйидаги хоссаларга эга:

Г . Кушишнинг гуру^ланиш 

(ассоциатиЕлик) хоссаси .Д ар к̂ ан-

дай а, b , с вектор^р учун

(а-\-Ь)-\-с =  а-\-(Ь-\-с) 

мунссабат уринли.

И с б о т .  Векторларни ^ушишнинг учбурчак ^оидасидан (11- чизма):

~а+1?==АВ + ВС =  АС,

(а + ?)+ ?==  ЛС + С З  ва ~ b+ 7=B C  + CD = B D ,

7  + (b +7) =  АВ -\-BD =  AD,

бундан (а  + Ь + с =  а -\-{Ь + с) экани келиб чикади.
К,ушилувчи векторларнинг сони иккитадан орти^ булганда улар

ни цушиш ушбу коида асосида бажарилади: берилган а ,  b , с , .. . , 

/ векторларнинг йигиндисини ^осил цилиш учун а векторнинг охи- 

рига b векторнинг бошини ь̂ уйиш, кейин b векторнинг охирига с 

векторнинг бошини ь̂ уйиш ва бу ишни I вектор устида бажарилгун- 

ча давом эттириш керак. У ва^тда а + Ы - . . . +  I йигинди век

тор боши а векторнинг бошидан, охири эса / векторнинг охиридан 
иб срат вектор булади.

\Т

12- чизма
11



Масалан, 12-чизмадаги АЕ вектор берилган а , b , с, d вектор- 
ларни цушишдан з̂ осил булган.

2°. ^ушишнинг урин алмаштириш (коммутативлик) хоссаси. Хар

цандай иккита а ва b вектор учун а + b =  b + а тенглик уринли- 
дир.

И с б о т .  а =  АВ ва Ь = В С  булсин. Икки з̂ ол булиши мумкин:

1) а , b векторлар коллинеар эмас. Бу з̂ олда А, В, С нуцта
лар битта тугри чизицда ётмайди (13-чизм^

ABC учбурчакни ABCD параллелограммга тулдирсак, векторлар- 

ни цушишнинг учбурчак цоидасига кура а + Ъ — АВ -\~ВС — АС , 

b + а =  AD +  DC  =  ЛС; бу икки тенгликдан эса а + b =  b + а.

2) а II b булсин. Бу з о̂лда А, В, С нуцталар битта / тугри 
чизицда ётади (14-чизма).

D  g / нуцтани олайлик, у холда АС =  AD + DC.

1) з̂ олга кура /Ш  +JDC =  DC  + AD. Лекин DQ — DB -\-BC, 

AD =  A$  +  BD булгани -учун

AC = D B + B C  -\~AQ+BD=B£ + AB. 

Иккинчи томондан,

(1)

AC =  A B + B C . " (2)

(1) ва (2) тенгликлардан a + b =  b +  a тенгликка эга буламиз. ▲

3°. Дар цандай а векторга ноль векторни цушилса, а вектэр 
цосил булади, яъни

а + 0 =  а .

12



Учбурчак ^оидасига кура исталган а =  АВ вектор учун АВ +

+ ВВ =  АВ тенглик ёки а +  0 =  о тенглик уринли. А

4°. Хар ^андай а вектор учун шундай а' вектор мавжудки, 
унинг учун

a + 7  =  io. (3)

И с б о т .  а =  ОА булсин. Векторларни ^ушишнинг учбурчак 

^оидасига кура О А + АО =  0 0 =  0, бундан АО =  а '.ч А

(3) тенгликни ^аноатлантирувчи а' вектор о векторга царама- 

царши вектор дейилади ва — о билан белгиланади.

5-§. Векторларни айириш

Таъриф .  а , b векторларнинг айирмаси деб, о вектор билан 

b векторга ^арама- ^арши — b векторнинг йигиндисига айтилади.

Бу таърифдан куринадики, 

с =  а — b айирма векторни ясаш 

учун с =  а + (—b) векторни ясаш

керак экан. Агар а , b векторлар 
битта О нуктага ^уйилган бул

са (15  ̂чизма) хамДа а =  0А 
ва b =  ОВ деб белгиланган бул
са, у холда

с =  а — b =  О А — ОВ =  О А +

+ 50  =~В0 + О А =  ВА.

Бу х0ЛДа а ва Ь векторларнинг айирмасини топиш учун боши

В нуктада, охири эса А нуктада булган ВА векторни ясаш етарли 
булади. Бу цоидадан куринадики, айирма вектор доимо мавжуддир.

6-§. Векторни сонга купайтириш

Таъриф.  а ф  0 векторнинг a £ R  сонга купайтмаси деб, шун

дай b векторга айтиладики, а > 0  булганда Ь нинг йуналиши а 

нинг йуналиши билан бир хил, а < 0  да b нинг йуналиши а нинг

йуналишига тескари булиб, b векторнинг узунлиги эса о (векторнинг 
узунлиги билан а  сон модулининг купайтмасига тенг. Бу купайтма

а  а шаклида белгиланади (сон купайтувчи чап томонда ёзилади).



с

5)

Бу таърифдан бевосита цу-
_______ йидаги хулосалар келиб чица-

---- ди:

а) а) Y  а вектор учун

О а  =  0;

---- б) Y  а  € R  учун а  ■ 0 =  0;
— У •

в) Y  а вектор учун 1 • а =  
— —>■ —

=  а, (— 1 )а  =  — а;

г) а ва а  а векторлар уз- 

16- чизма аР° коллинеардир; ^

16-а чизмада а вектор 3 

сонига купайтирилган: Ь =  3а. 16-6 чизмада с вектор-- сони-

- v ~Т 1
га купаитирилган: b — -- — с .

■ > - >
Шуни таъкидлаймизки, бирор а Ф  0 векторни узининг узунлиги- 

га тескари сонга купайтирилса, шу вектор йуналишидаги бир-

I а I
лик вектор (орт) ^осил булади, яъни

—L- a = a 0 ( W = b .
Iа I

Т е о р е м а .  Агар а\\ Ь ( а ф О )  булса, у цолда шундай* а  сон 
мавжудки,

b =  а  а (4)
булади. >

И с б о т .  а || b булгани учун цуйидаги уч ^ол булиши мумкин:

1) a ft b булса, —l—  а =  —— b булиб, бундан b =  а, бу

Га| |Т| И

з̂ о л да а  =  -J^j- булади;

2) а\\Ь булса, —— а — -----— b булиб, бундан Ь~  р г  а,

1^1 |Т| 1а

Г*1бу з([олда а  = -- ;

а *
3) Ь — 0 булганда Ь =  0 - а; бундан а  =  0. А

Демак, векторни сонга купайтириш таърифидан ва бу теорема-

дан бундай хулоса чицарамиз; а || Ь <=> Ь =\ а. Шундай цилиб (4)

муносабат а, Ь векторлар коллинеарлигининг зарурий ва етарли 
шартидир.



Векторни сонга купайтириш куйидаги хоссаларга эга:

1°. Г у р у . ^ л а н и ш  х о с с а с и .  Ихтиёрий а вектор ва ^ар цан- 
дай а, (5 £ R сонлар учун

а  (р а ) =  (а р) а (5)

муносабат уринлидир.

И сб от .  АВ £ сс(р а )  ва CD £ ( а р) а йуналган кесмаларни ола

миз. |АВ | =  | CD | ^амда АВ ва CD бир хил йуналишли кесмалар 
эканини курсатамиз:

\АВ \ =  |a(pa) i  =  |a||pa| =|a||p||a|

| CD | =  | (a P) a | =  | a p | | a|=|a!|P||a| ,

бундан куринадики, \AB\ — \ CD |.

Энди AB tt CD эканини курсатиш керак. Бу ерда куйидаги 
доллар булищи мумкин:

1) a >  0, р >  0 булсин. Векторни сонга купайтириш таърифи-

га кура a ft pa ва a (p a )= A B \ ia  булади. Иккинчи томондан,

a >  О, p > 0 = ^ a p > 0 ,  бундан эса (a Р) a =  CD f t  a.

Бу икки муносабатдан: АВ f f CD, демак, АВ ва CD йуналган 
кесмалар бир хил йуналишли;

2) a >  0, р <  0 булсин, бу ^олда a | f р a, а  (р а ) f f р а =>-
- —

=> АВ \ \ а. Шу билан бирга a  >  0, р <  0 =ф-оф <  О, бундан эса

(a Р) a f | а ёки CD f \'а, бундан ва АВ\ \ а дан =>- АВ f f CD;
3) a <  0, p ;> 0; a  <  0, p <  0 ва <x ^амда P нинг бири нолга 

тенг булган холларда ^ам \АВ\ — \ CD | ва АВ, CD бир хил йу
налишли булиб, (5) муносабатнинг бу доллар да ^ам уринли экани
ни курсатишни ук;увчига ^авола этамиз. ▲

2е. Х̂ ар к;андай а вектор ва ихтиёрий a, р £ R. сонлар учун

(а + р) а — а  а + р а (6)
муносабат уринли.

И с б о т .  а=/=0 ва ap(a + p)^=0 булсин (а =  О ёки а, р, а+ Ч 
ларнинг бири ноль булганда шу параграфдаги б) хулосага кура (о)

муносабатнинг уринли экани равшан). Йуналган О А £ а кесмани 
оламиз. Бу ерда куйидаги доллар булиши мумкин:

1) a >  0, р >  0 (а <  0, р <  0), бу ^олда a + р >  0 (а + р <  0).

Йуналган a ОА £ я а ,  р ОА £ pa кесмаларни ^араймиз. У ^олда (а +

+ Р) О А £ (а + Р) а булиб, а  О А, р О А ва (a + Р) О А кесмалар бир 
хил йуналишли, шу билан бирга

|(a + P)O l| =  |а04| +1Р01|



(чунки |а +  р| =  |а| + |р|), бундан (6) муносабатнинг уринлилиги 
келиб чи^ади.

2) а  >  0, р <  0 ва | а  / <  | р [ булсин (яъни а  +  р нинг ишораси а  
нинг ишорасига тескари). Бу холда — а  билан а  +  Р нинг ишора
лари бир хил булиб, 1) холга кУРа

(— a) a -h (а +  Р) а =  [(— а) + а  + PJ о. =  р а,

бу тенгликнинг иккала томонига а  а векторни ^ушсак, (6) муноса- 
бат келиб чицади. Агар а  <  0, р >  0, | а  | >  | р |, яъни а  + р <  О 
булсин десак, у холда ((— а) +  (— Р)) >  0 булиб, бунинг ишораси 
Р нинг ишораси билан бир хил ва \) холга кура

[(- а) + ( -  Р)] а +  р а =  [(- «) + ( -  Р) +  W а =  (~  а) X  

бундан

[(— a f+  (— Р)] а =  (— а) а +  (— р) а

тенгликни ёза оламиз, унинг иккала томонини — 1 га купайтирсак, 
(6) муносабатга эга буламиз. А

3°. Х аР Кандай а , b векторлар ва ихтиёрий а  £ R  учун

а  ( а +  Ь) — а  а + а  b (7)

муносабат уринлидир.
И с б о т .  Бу ерда икки хол булиши мумкин:

\)%а\ Н Ь. Бу холда ю^оридаги теоремага асосан шундай R 
■ ж -► -+• 

сон мавжудки, а =  /К Ь.
2°-хоссага кура (7),тенгликнинг чап томони

а  (а + ~Ь) =  а  (Я b + Ь) =  а  (Я + 1) b (8)

куринишга, унинг унг томони эса

аа-\ -аЬ=акЬ-{-аЬ=а(\ -\ -\ )Ь  (9)

куринишга келади. (8) ва (9) ни тадаслаб, (7) нинг уринли эканига 

ишонч х°сил ^иламиз.

2) а 'Цч b ( а ва b векторлар 
коллинеар эмас) ва а  >  0 бул

син. Бирор О нуцтага а =  О А 

векторни, унинг охири А га Ь =  

=  АВ векторни цуйиб, ОВ =

=  а + b векторни хосил ^иламиз 
(17-чизма). I

а 7  =  OQ, а(а+ ~ Ь) =  ОР  (10)



булсин. Векторларни цущишнинг учбурчак цоидасига кура

0Q + QP =  0~P.

ОЛВ ва OQP учбурчакларда О учдаги бурчак умумий ва 

=  = а  булгани учун а О А В~  a OQP, бундан

(П)

OQ
О А

| QP | =  а  | АВ |, QP f f АВ, а  >  0 =ф- а  АВ f f ЛВ,

У ^олда

QP =  а  ЛБ =  а  Ь. (12)

(10), (11), (12) = ^ а а  +  а  6 =  а  ( а + 6 ).

а  <  0 булган ^ол ^ам шу каби исбот цилинади. А

Шундай цилиб, барча озод векторлар туплами V да аницланган 
векторларни цушиш ва векторни сонга купайтириш амаллари цуйи- 
даги хоссаларни цаноатлантирар экан:

/1. [а + b ) + с — а + (Ь + с) (цушишнинг ассоциативлиги).

^ 2 . а + Ъ =  Ъ +  а (цушишнинг коммутативлиги).

^  3. Y  а £ V учун 3 0 £V\0-\-a =  a +  0 =  a (ноль вектор
нинг мавжудлиги).

\/4. у  а £ V учун 3 (— a) £ V  \ а + (— а ) =  (— а ) + а =  0 
(царама- карши векторнинг мавжудлиги).

а  (Р а ) =  (а Р) а (векторни сонга купайтиришнинг сонларга 
нисбатан ассоциативлиги).

©  (а +  Р) а = а  а + Р а (векторни сонга купайтиришнинг сон- 
ларни цушишга нисбатан дистрибутивлиги).

©. a{a-\ -b)— a a + a b  (векторларни цушишга нисбатан сон
га купайтиришнинг дистрибутивлиги).

— —У-
8. 1 • а =  а.
Бу саккиз хоссани цаноатлантирувчи векторлар туплами V век

тор фазо деб аталади.
V вектор фазонинг бирор

а тугри чизицца параллел бул- -у
ган барча векторлари тупла- ----- —о
мини Vx билан белгилайлик. а
Равшанки, Уг нинг ихтиёрий °
икки вектори узаро колли- 0 ^ —
неардир (18-чизма). _

V вектор фазонинг бирор 
П текисликка параллел бул
ган барча векторлари тупла
мини Vo билан белгилаймиз

а

d

18- чизма
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19- чизма 20- чизма

ва уларни компланар векторлар деб атаймиз (19-чизма;, 20-чиз- 
мадаги векторлар компланар эмас.

а, Ъ £ Vx булсин, у холДа а + ^ £ Vlt а, а £ Vx (а £ R) була
ди. Шу билан бирга 1 — 8- хоссалар бажарилади (чунки бу хосса
лар V нинг хар ^андай вектори учун бажарилади). Демак, Vi век
тор фазодир. Худди шу каби V2 хам вектор фазодир.

7- §. Векторнинг у^даги проекцияси

П текисликда узаро параллел булмаган /, т  тугри чизиклар бе
рилган булсин.

1-таъриф.  П текисликдаги ихтиёрий А нуцтанинг I турри 
чизицдаги т  турри чизища параллел проекцияси деб, А ну^тадан 
т  тугри чизища параллел цилиб утказилган т  тугри чизи^ билан 
кесишган Ах ну^тасига айтилади (21 - чизма) ва уни п р ^  =  Ах билан 

белгиланади.
А £ I булган холда пр^Л =  Л.

18



Фазода ихтиёрий А ну^та, I турри чизи^ ва бу турри чизикда 
параллел булмаган П текислик берилган булсин.

2-таъриф.  Фазодаги ихтиёрий А нуцтанинг I тугри чиэиц.да- 
ги П текисликка параллел проекцияси деб,- А нуктадан П текис
ликка параллел к;илиб утказилган ГГ текисликнинг I тугри чизиц 
билан кесишган Ах ну^тасига айтилади ва 1 - таърифдагидек белги- 
ланади (22-чизма).

3- т а ъ р и ф. Фазодаги ихти
ёрий А нуцтанинг П текис
ликдаги I турри чизицца парал
лел проекцияси деб, А нуктадан 
/ тугри чизи^ка параллел ^илиб 
утказилган /' тугри чизикнинг П 
текислик билан кесишган А2 ну^- 
тасига айтилади (23- чизма) ва 
уни прпА =  А2 билан белгила- 

нади.
А £ П булган ^олда прпА =

=  А. Хусусий х,олда m_L/  ёки 
П _1_ / булса, тегишли проекция- 
лар ортогонал проекциялар дейи
лади.

г

е'

'А

J
» «А г /

П

23- чизма
АВ вектор берилган булсин, 

унинг боши ва охирини / тугри 
чизиеда (П текисликка* юи̂ ор и да

ги тартибда параллел проекциялаб А1В 1 ёки А2В2 векторларни ^о-
--- ► — —►

сил ^иламиз (24-чизма). АХВХ вектор АВ векторнинг I турри чи- 
зикдаги т  турри чизища (П текисликка) параллел векторли про

екцияси дейилади. А2В2 вектор АВ векторнинг П текисликдаги I 
турри чизища параллел векторли проекцияси дейилади ва бу про
екциялар к;уйидагича белгиланади:

24- чизма



пр, АВ =  AXBV прп АВ =  А2В2.

Бирор а’ турри чизиь̂ ни олайлик. Бу турри чизицда иккита уз
аро ^арама-^арши йуналиш мавжуд булиб, улардан бирини мусбат, 
бунга ^арама- к;арши йуналишни эса манфий деб олинади.

4-таъриф.  Мусбат йу-
______________________ у налиши аницланган турри

_ чизик; щ  деб аталади.
* д $Хни шу турри чиздала

коллинеар булган бирор 
25-чизма вектор билан хам аницлаш

мумкин. Хусусий х°лДа бу 
вектор сифатида бирлик вектор олинади (25- чизма).

* —У-
АВ вектор проекцияланаётган I турри чизи^да е бирлик вектор

ни оламиз. У  х°лДа АВ векторнинг у^даги проекцияси АХВХ || е бу

либ, АХВХ =  А, е А, £ R  булади. А, сонни АВ векторнинг I уцдаги т  
турри чизища (П текисликка) параллел скаляр проекцияси (^ис- 
^ача проекцияси) деб аталади ва

А, =  npf АВ

куринишда белгиланади.
Демак, векторнинг уцдаги вектор проекцияси унинг шу у^даги 

скаляр проекциясини у^нинг бирлик векторига купайтирилганига 
тенг, яъни

пр, АВ =  (пр/ АВ) е,

чунки хаР кандай вектор учун а =  | а | е, бунда e f t  а.

Баъзан А, =  пр, АВ сон АВ векторнинг е вектор билан аник- 

ланган йуналишдаги т  турри чизища ёки П текисликка параллел 
проекцияси хам дейилади.

Агар АХВХ ва е векторлар бир хил йуналишли булса, А,= npj/Ш

сон мусбат, акс холда эса манфий булади.
Энди икки вектор орасидаги бурчак тушунчасини киритамиз.

а , b нолдан фар^ли икки вектор булсин. Йуналган О А £ а, ОВ £

£ b кесмаларни оламиз. Бу кесма лар ётган О А ва О В нурлар ик
кита бурчакни ашцлайди (1-§). Бу бурчакларнинг ёйи̂  бурчакдан

кичиги а ва b векторлар орасидаги бурчак деб аталади ва унинг

ми^дори (а, Ь) куринишда белгиланади. Равшанки, а , b вектор
лар орасидаги бурчак О нуцтанинг танланишига богли^ эмас.

(а, b ) — ^  да а, b векторлар перпендикуляр дейилади. а, b

векторларнинг перпендикулярлиги a -Lb куринишда белгиланади.
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5-таъриф.  I уц билан а вектор орасидаги бурчак деб, I
—У- —>■

уцнинг бирлик вектори е билан а вектор орасидаги 'бурчакка айти- 
лади.

Т е о р е м а ,  а Ф О  векторнинг I уцдаги ортогонал проекцияси

а вектор узунлигини унинг I уц билан ташкил этган бурчаги 
косинусига купайтмасига тенг, яъни

npj а =  | а | cos ф, бунда ф =  ( е, а).

И сб о т .  а — АВ векторни цараймиз. Умумийликни бузмаслик

учун АВ векторнинг боши А £ I деб оламиз. Bt нуцта^В нуцтанинг

/ уцдаги ортогонал проекцияси, АЕ =  е эса / уцнинг бирлик век
тори булсин. Бу ерда цуйидаги холлар булиши мумкин:

Я * —У-
а) ф уткир бурчак: 0 < ф <  — (26-чизма). Бу холда АВХ ва е 

векторлар бир хил йуналишли булиб,

пр7 АВ — | АВХ | 

булади. Тугри бурчакли АВВг учбурчакда

27- чизма

бундан

экани келиб чицади

б) ф >  ~  (27- чи 

царши йуналишли булиб,

\АВХ | =  | АВ | cos ф,

--у _у-
пр/ АВ =  | а | cos (jp

б) Ф > ~  (27-чизма). Бу цолда АВг ва е векторлар царама-



rip, АВ =  — | ABX |.

——V ■ —~v

Турри бурчакли ABBX учбурчакда | АВг | =  | АВ | cos фг, бунда фх=  

=  л — ф, cos фх =  — cos ф булгани учун бу ^олда ^ам npz АВ —

=  \АВ\ cos ф. ▲
— — — - ►

Э с ла тм а .  Ф =  ^  булса, АВ векторнинг I у^даги проекцияси 

битта нуктадан иборат булиб, бу ^олда

пр/ =  | ЛЛ | =  0.

Векторнинг увдаги проекцияси куйидаги хоссаларга эга (хосса- 
ларни исботлашда / тугри чизища т  тугри чизи^ буйича ёки / 
тугри чизища П текислик буйича параллел проекциялашйинг бири 
билан чекланамиз).

1°. Агар а вектор проекциялаш йуналиши т  тугри чизицца (П 
текисликка) параллел булса, унинг I тугри чизи^даги проекцияси 
нолга тенг булади, чунки бу ^олда векторнинг боши билан охири- 
нинг проекциялари устма-уст тушади.

2°. АВ =  А'В' булган ^олда пр; АВ =  пр; А'В' булади.

И с б о т .

ва

пр, АВ =  АХВ1У

пр, А'В' =  А^В’̂

(13)

(14)

булсин. Ах ну^тага АгС =  АВ векторни, А{ ну^тага А\С' — А'В'
--► --- > --- >

векторни цуямиз (28- чизма). АВ — А'В' булгани учун | АХС | =

22
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=  \Л\С'\ ва Л,С f f  А[С\ бундан Л ,СС 'Л ' туртбурчакнинг парал

лелограмм экани келиб чи^ади.

/IjCC' А[ туртбурчак параллелограмм, ВХС || П ва В\ С' II П

булгани учун В1СС'В1 туртбурчак хам параллелограмм дир. У хрл- 

да

АД  + В~А\ =  СС' =  Л ^  =  А %

бундан, (13) ва (14) ни эътиборга олсак,

пр, АВ = п р / А'В'. ▲

3°. Иккита (ёки иккитадан куп) вектор йигиндисининг проекция
си ^ушилувчи векторлар проекцияларининг йипшдисига тенг. 

И с б о т .

АВ =  АС + СВ ва пр/ АС =  AXCV пр; СВ =  CXBV

пр, АВ =  Л,В, (15)

29- чизма

булсин (29-чизма). Векторларни цушишнииг учбурчак ^оидасига ку

ра АХВХ =  АХСХ +  СХВХ. У  холДа (15) га асосан пр2 АВ =  npf ЛС+ 

+пр, СВ ёки пр, [АС +  СВ) =  iipz АС + npz СВ. А 

4°. пр/ (X АВ) =  X пр7 АВ.

Ах ну^тага АХС =  АВ векторни ^уйсак, АВ =  АХС =  АХВХ+ ВХС 

булади, у холДа Х А В = К А 1В1-\-КВ1С. 3°-хоссага кура
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30- чизма

пр, (А, АВ) =  прг (X АХВх) 4  

+ пр,(X ВХС).
---- V
АхВг вектор I турри чизшда

тегишли ва X AxBi II АВ бул
гани учун

прДХ AxBJ =  X АХВ\, В ХС ||

I! П ^ Х ^ С  ЦП,

Г-хоссага кура пр; (Х51С) =  

=  0, у ^олда

пр; (X АВ) =  X АХВХ =  X пр, АВ. ▲

3°- ва 4°- хоссаларни кетма- кет татби^ цилиш йули билан 

npz (X, а, 4- Х2а2 4- • • • 4- Ъпап) =  X, пр, а, 4- Х2 npza2 4-

—*■ —к
4- . . . 4- Хп пр{ ап нинг уринли эканини курсатиш мумкин.

8- §. Векторнинг чизикли боглицлиги

— —У
1-таъриф.  Ихтиёрий а {, а2, , ап векторлар системаси ва 

а р а 2, . . . , а п ^а^и^ий сонлар берилган булсин, у ^олда

у a, а1 4- а 9а9 4-2 2
(16)

вектор а2, а2, , ап векторларнинг чизикли комбинацияси деб 

аталади, а р а 2, . . . .  а п сонлар бу чизщли комбинациянинг коэф- 

фициентлари дейилади.

Хусусий ^олда, икки векторнинг йигиндиси а, 4- я2, икки век

торнинг айирмаси а{ — а2 ва векторнинг сонга купайтмаси X а ^ам 

чизикли комбинациядир.
2-таъриф.  Агар камида бири нолдан фаркли а Р а 2, . . . , а п £ 

£ сонлар мавжуд булиб, чизикли комбинация ноль вектор, яъни

a, а{ 4-a2a2+ • • • + a n an =  0 i 17)

булса, у ^олда а р а2, • • • » ап векторлар системаси чизицли 6of- 

ли^ ва (17) муносабат а р а 2, '.  . , а п сонларнинг барчаси нолга

тенг булган ^олда бажарилса, аг а2, . . . , ап вектор чизикли эрк

ли деб аталади.
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1-теорема .  Агар а{, а2, . . . , а п векторлар системасининг

бир вектори ноль вектор булса, у %олда бу векторлар системаси 
чизицли бог лиц булади.

И с б о т .  ak =  0 булсин, у ^олда ak Ф  0, а, = а 2 = = . . . =  aft =  

=  а ы-1 =  =  а п ~  0 сонлар учун (17) муносабат уринли булади.

Демак, 2- таърифга асосан av а2, . . . , ап векторлар чизицли бог- 

лиц. А

Бу теоремадан цуйидаги натижа келиб чицади: чизицли эркли 
векторлар системаси ноль векторни уз ичига олмайди.

2-т е о р е м а  Агар а г а2, . . . , ап векторлар системаси чи

зикли боглиц булса, системанинг камида битта вектори унинг 
цолган векторлари орцали чизиц ли ифодаланади.

И сб о т .  а,, а2, . . . , ап векторлар системаси чизицли боглиц 

булсин, у холда 2-таърифга кура камида биттаси нолдан фарцли 
а,, а 2, . . . ,  а п £ R  сонлар мавжуд булиб, (17) муносабат уринли 

булади. Ани^лик учун сскф О  булсин, у цолда (17) муносабатни ak

га цадма- ?̂ ад булиб, ak векторни топсак,

а,х а2 а»
а  = ---- а , ---1 а2 — . . . ---- ап

ak 1 a* 2 ak п

тенгликка эга буламиз. а

3-теорема .  Иккита вектор чизицли боглиц булиши учун 
уларнинг коллинеар булиши зарур ва етарли.

И сб от .  Зарурийлиги.  ах, а2 векторлар чизицли боглиц 
булсин, у ^олда камида бири нолдан фарцли а х, а 2 £ R сонлар 
мавжуд булиб,

а х ах + а 2 а2 =  0 (18)

булади. Аницльк учун а хф  0 булсин, у ^олда (18) муносабатдан

ах =  — —  а2, Я = — —  белгилашни киритсак, ах =  А, а2 булади, 
«1 <хх

бундан 6- § даги теоремага асосан ах || а2 экани келиб чицади.

Ета рл и лиги. ах II а2 булсин, у цолда шундай X £ R  сон мав

жудки, ах =  Ха2 ёки (— \ ) ах-\-X а2 — шу параграф даги 2- таъ

рифга кура ах, а2 векторлар чизицли боглиц. А

Бу теоремадан цуйидаги хулосага келамиз. Юцорида биз V нинг 
бир тугри чизицца параллел булган барча векторлари тупламини Vx 
деб белгилаган эдик, 3-теоремани эътиборга олсак, Vx нинг з>ар ик
ки вектори чизицли боглиц булиб, унинг нолдан фэрцли ^ар бир 

вектори чизицли эрклидир.
4-тео рема .  Уч вектор чизицли боглиц булиши учун улар

нинг компланар булиши зарур ва етарли.

И с б о т .  Зарурийлиги.  ах, а2, а3 векторлар чизицли боглиц
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булсин, у холда камида бири нолдан фар^ли а ,, а 2, а 3 £ R  ха^и- 
^ий сонлар мавжуд булиб,

ссх ах -\-<х.2 cl2 ~"f~ oisa3 О (19)

тенглик бажарилади. Айтайлик, а 3ф 0  булсин, (19) муносабатни а 3 

га хаДма' ^аД булиб, а3 векторни топамиз: а3 = ---- я ,----

ai =  А, — — =  (а белгилашларни киритиб, а3 =Бу тенгликда

Ч “2-сл3 а3

- =  А, —  а ° 
а3 а 3

=  X а2 муносабатни хосил ^илиш мумкин.

АВ £ ах ва ЛС £ а 2 йуналган кесмаларни цараймиз. Агар Л, В, С

нукталар бир тугри чизи^да ётса, ах ва а2 векторлар коллинеар бу
лади.

Демак, бу х°лда av а2' аз векторлар компланар, А, В, С ну^- 
талар битта тугри чизицда ётмаган холдэ улар ор^али битта П те

кислик утади. Векторларни ^ушишнинг учбурчак г^оидасидан \ах-f  

+ Iх а2 вектор av а2 векторлар билан бир текисликда ётади, бундан 

ах, а 2, а3 векторларнинг компланарлиги келиб чи^ади.

Е т а р л и  лиги. ах, а2, а3 векторлар компланар булсин. Бу век

торларнинг хар бирини бирор Л £ П ну^тадан бошлаб ^уйсак, АВ =  

== ах, АС =  а2, AD =  а3 векторлар х°сил булади. Агар бу вектор

ларнинг иккитаси, масалан, ах, аг коллинеар булса, 3- теоремага ку
ра улар чизидли богли^, яъни камида бири нолдан фар^ли а, |3 £ R  
сонлар мавжуд булиб,

а  ох “Ь р а2 ~  О
булса, у холда

а  а х + i2~\~ 0 ■ а3 — О
муносабатни ёзиш мумкин, бу

мукосабатдан ах, а2, а3 вектор
ларнинг чизидли борлицлиги ке
либ чи^ади

аъ а2 векторлар коллинеар

булмасин (31-чизма). а3 векторни

ах, а2 векторлар йуналишларига

параллел проекцияласак, а3 =

=  AL +  AN, лекин AL || а,,

AN шунинг учун AL =

— а ах ва AN = р  а2 булиб,



бу ерда а  =  пр- а, р =  пр-* а3. (20) тенгликдан (— 1)а3+ аах +
Qi

-f f> а2 =  0 =>- a lt а2, а3 векторлар чизикли богли^. А
Бу теоремадан куйидаги натижага келамиз. V2 вектор фазонинг 

ĵ ap икки ноколлинеар вектори чизикли эркли, ^ар ^андай уч век
тори чизикли боглик>.

5-теорема .  Х>ар цандай тургпта а, Ь, с , d вектор чизщ- 
ли боглщдыр.

И с б о т  . а ,  Ь, с векторлар комплднар булса, 4-теоремага ку
ра улар чизикли боглыу у ^олда шундай а, р, у £ R  сонлар мав- 
жудки,

dCL-\-^)b~\-y С — 0, (21)

бунда а, р, у сонларнинг камида бири нолдан фаркли. (21) ни ушбу

а  а 4- р b + 7 С + 0 • d =  0 (22)

куринишда ёзиш мумкин. (22)

муносабатдан а, Ь, с, d вектор
ларнинг чизикли богли^лиги ке
либ чикади.,

а, Ь, с векторлар компла- 
нар булмасин. Бу векторларни 
бирор О ну^тага ^уямиз (32- чиз

ма). а ва b векторлар оркали 

утган текисликни П билан, с

ва d векторлар оркали утган те
кисликни 2 билан белгилаймиз.

П П 2 =  т  тугри чизшу /

эса с вектор ётган тугри чизик;

булсин. 2 текисликда d вектор
нинг охири А цу^тадан /х Ц I ва 
т х |! т  тугри чизик;ларни утказамиз. 1Л [\ т  — В ва т г (] I С бул

син. У ^олда

2  =  ОБ + ОС. (23)

ОС i| с булгани учун

ОС =  l 37, £ R. (24)

ОБ, а, b векторлар битта П текисликда ётгани учун 3-теоре

мага кура шундай Ях, д2 £ R  сонлар топиладики,

~ОВ =  + Х2 Т. (25)

(23) — (25) муносабат лар дан
27
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бундан а, b, с, d векторларнинг чизицли боглицлиги келиб чица

ди. А
Н а т и ж а .  Биз 6-§ да киритган V вектор фазода чизицли эркли 

векторлар сони учтадан ортиц эмас.

9-§. Вектор фазонинг базиси ва улчови ^ацида тушунча

\ _  ->
1-таъриф.  Вектор фазонинг маълум тартибда олинган еъ е2,

. . . , еп векторлари системаси чизицли эркли булиб, шу фазонинг

цар бир вектори ег е2, . . . , еп лар орцали чизицли ифодаланса, 

бу векторлар системаси вектор фазонинг базиси дейилади ва Б =  

=  (ev е2, . . .  , еп) орцали белгиланади.

2-таъриф.  Агар базиснинг ^ар бир вектори бирлик вектор бу
либ, уларнинг ^ар иккитаси узаро перпендикуляр булса, бундай ба- 
сис ортонормаланган дейилади. Базиснинг векторлари сони вектор 
фазонинг улчови деб аталади.

V вектор фазода компланар булмаган учта О А =  ех, ОБ =  е2,

ОС ~  е3 векторни оламиз, 4- теоремага кура улар чизицли эркли ва

^ар цандай а £ V вектор бу ех, е2, е3 векторларнинг чизицли комбина
циям булади. У :х;олда базис таърифига кура маълум тартибда олин

ган (ех, е2, %) векторлар системаси V вектор фазонинг базиси була
ди. V да компланар булмаган векторлар учлигини чексиз куп усул 
билан танлаб олиш мумкин. Бундан V фазода чексиз куп базис 
мавжудлиги келиб чицади.

(elt е2, е3) базис векторларининг сони учта булгани учун V век
тор фазо уч улчовли булади, яъни уни V3 билан 'белгиланади. V2

вектор фазога тегишли коллинеар булмаган ех, е2 векторларни ол

сак, улар 3-теоремага кура чизицли эркли. Дар цандай а £  V2 век-
—У"

тор бу ех, е2 векторлар билан чизицли боглиц (4-теоремага кура). 
Бундан куринадики, V2 фазода тартибланган ноколлинеар цар икки 
вектор базисни аницлайди. V2 икки улчовли вектор фазо экан.

Vx вектор фазонинг У  е ф  0 вектори чизицли эркли, чунки

X е =  0 тенглик фацат Я =  О булгандагина бажарилади. Vx фазонинг

^ар цандай вектори е векторга коллинеар булгани учун у билан 
чизицли боглиц. Демак, Vx вектор фазода ноль булмаган ^ар цан
дай вектор базисни аницлайди.



10- §. Векторнинг берилган базисга нисбатан координаталари

Б = { е ъ е2, е3) V3 вектор фазонинг бирор тайин базиси булсин.

Ихтиёрий а £ V3 векторни оламиз. У  холда (5- теоремага кура) шун
дай х, у, z £ R  сонлар мав>кудки,

xex + ye2 + ze3 (26)

(33-чизма). Агар а вектор 
(26) куринишда ифодаланса,

а вектор Б базиснинг век
торлари буйича ёйилган дейи
лади.

Т е о ре м а .  V3 вектор фа
зода щ р щандай вектор тан

ланган (<ех, е2, е3) базис век
торлари буйича биргина ёйил- 
мага эга.

Исбот .  Фараз ^илайлик,

а вектор (ех, е2, е3) базис век
торлари буйича

a =  xe1 + ye2 + ze3 (27) 
ёйилмадан боища яна

а '■= х'ех + у'е2 + z'e3 ^28)

ёйилмага хам эга булсин. (27) тенгликдан (28) тенгликни ^адлаб 
айириб ушбу муносабатга эга буламиз:

(хг — х) ех + {у' — у)е2 +  (;z' — z)~e3 =  0.

Бу тенгликда е1У е2, е3 векторлар чизидли эркли булгани учун: 
х '— х=0 , у '—у=0 , г'— 2=0 .  Бундан х' у '= у , z '= z . Демак,

а вектор учун танланган (ех, е2, е3) базисда (27) ёйилмадан бош^а 
куринишдаги ёйилма мавжуд эмас. ▲

(27) ёйилмадаги х, у , z сонлар а векторнинг (еи е2, е3) базисга

нисбатан координаталари дейилади ва а(х , у, z) билан белгилана
ди.

Шундай ^илиб,

а (х, у, г) & а =  xeL у е2-\- z е3.

Н а т и ж а .  Ноль векторнинг хаР КанДай базисга нисбатан коор
динаталари нолга тенг:

0{0, О, 0).

М а с а л а .  ABCD тетраэдрнинг ^ирраларидан иборат АВ, АС,
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AD векторлар базисни ташкил

этсин (34-чизма). ВС векторнинг 
шу базисга нисбатан координата
ларини топинг.

Е ч и ш. АВ =  ех, АС =  е2 ва 

AD — е3 белгилашларни кирита- 

миз. ВС  =  АС — АВ =  е2 —~ех 

ёки В С =  {— \)ех+  1 е2 + 0-^=»- 

=> Б ~  (ех, е2, е3) базисга нис- 

34-чизма батан ВС  ( 1, 1 0).

11-§. Координаталари] билан берилган векторлар устида амаллар

V3 вектор фазодаги (еи е2, е3) базисга нисбатан а , b векторлар 
ушбу координаталарга эга булсин:

я (*i. Ун z1)=>a =  хх ех + ухе2 + zxe3;

b (х2, у2, z2)=*b =  х2 ех + уге2 + z2 е3.

1 . а  ва b векторларни цушамиз:

а + Ъ =  (хг ех + ух е2 + zx е3) + (х2ех + у2е2 + z^e3).

Бу тенгликдан векторларни цушиш ва векторни сонга купайтириш 
амаллари хоссаларига кура

а + b =  (хх + х2) ех + (ух + у2) еч + {zx + z2) е3 =>-

=*- {а + b (хх + х2, ух + у2, zx + z2).

Демак, икки вектор йигиндисининг координаталари цушилувчи век
торлар мос координаталарининг йигиндисидан иборат.

2. Шунинг сингари а — b нинг координаталари:

(a — b)(xx — х2, ух — у2, zx — z2).

3. {%, У г, zx} векторнинг к сонга купайтмасининг координатала
ри:

ка( кхх, кух, kzx).

Мис ол .  а(3, — 2, 1), b(— 1, 0, — 2) ва с( 1, 2, 0) вектор

лар берилган а + b , b — с, За, а + —  b — 3 с векторларнинг ко

ординаталарини аницланг.
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Ечиш.  а + b вектор координаталари (3 +  (— 1), — 2 + 0, 1 + 
+ (-2 )) =  (2, - 2 ,  - 1 ) ;

b — с вектор координаталари (— 1 — 1 ,0  — 2, — 2 — 0) =  (— 2,

— 2, — 2); 3<Г(3-3, 3 (— 2), 3-1), За(9,  — 6, 3);

з + у - ( - о - з -  1.а + — b — 3 с вектор координаталари

0 - 3 - 2 ,  1 +  у  • (— 2) — 3 • 0 j =  |-- j - ,

12- §. Икки векторни скаляр купайтириш

*,0 .

а ва b векторлар V3 вектор 
фазонинг ихтиёрий икки вектори 
булсин. Бу векторларни бирор О 
ну^тага цуямиз (35-чизма).

Таъриф .  а, b векторлар
нинг узунликлари билан улар 
орасидаги бурчак косинусини ку- 
пайтиришдан ^осил ^илинган сон 
бу векторларнинг скаляр ку

пайтмаси деб аталади. а, b век

торларнинг скаляр купайтмаси а b
—У- —У-

ёки (а Ь) куринишда белгилана- 
ди.

Демак, таърифга кура

35- чизма
ab =  |а 116 1 соБф. (29)

Масалан, а ва b векторларнинг узунликлари |а| =  3, |Ь| =  4 

булиб, бу векторлар орасидаги бурчак 120° булса, у ^олда а ва b
векторларнинг скаляр купаитмаси:

а b =  | а\ | b | cos ( а , b ) =  3 ■ 4 • cos 120° =  3-4 — — 6.

Н ат ижа .  Ноль векторнинг ^ар цандай векторга скаляр купайт
маси нолга тенг.

Икки векторни скаляр купайтириш амали куйидаги хоссаларга
эга.

Г . Скаляр купайтириш урин алмаштириш ^онунига буйсунади:

ab  — b а .

И с б о т .  Таърифга кура



косинус жуфт функция эканлигини эътиборга олсак, cos (а, Ь) =

=  cos(b , а )  бундан а b = Ь  а . А

2°. )^ар ^андай векторнинг уз-узига скаляр купайтмаси бу век
тор узунлигининг квадратига тенг:

а а  =  \а\2. (30)

И с б о т .  Скаляр купайтма таърифидан,

а а =  | а 11 а | cos ( а , а ) =  | а |2 cos 0° =  | а\2. А

а а ифода а2 билан белгиланади ва а векторнинг скаляр квадра
ты деб аталади.

У  ^олда (30) тенгликдан а векторнинг узунлиги:

\~a\ =  V~aK (31)

3°. Икки векторнинг скаляр купайтмаси уларнинг бирининг узун
лиги билан иккинчисининг биринчиси йуналишига туширилган проек
цияси купайтмасига тенг, яъни

a k — \а\ пр—6 =  \Ь\ пр-а (а  Ф  0 , Ь ф  0). (32)
а b

И сб о т .

а b =  \а 11 b\ cos ( а , b ) =  | b J | а | cos ( b , а) 

пр-+£ пр ->а
а ь

(бу ерда ортогонал проекция кузда тутилган). А

4°. Скаляр купайтириш скаляр купайтувчига нисбатан гуру^ла- 
ниш ^онунига буйсунади, яъни

(т а )  b =  т  ( а b ), бу ерда m £ R .  (33)

И с б о т .  Ю^оридаги Г , 3°-хоссалар ва 6-§ даги 4°-хоссага 
кура

(та) b =  b(m a) =  \Ь\ пр-̂- (та) =  \ Ь\т пр-̂  а =

=  т(Ъ  а )  =  т ( а  Ь). А

5°. Купайтувчи векторлар перпендикуляр булса, скаляр купайт
ма нолга тенг:



=  0. А

6°. Скаляр купайтириш та^симот ^онунига буйсунади, яъни хар 

^андай а , Ь, с векторлар учун

(а  + Ь) с =  а с +  Ьс . (35)

И сб о т .  ^35) муносабатнинг с =  0 хол учун уринли эканлиги 

рапшан. с ф  0 булсин. Юкрридаги 1°, 3°- хоссалар га кура

(.а + Ь) с =  с {а + Ь) =  \с\ пр_* (а + Ь) =  | с \ (пр_>~а +
с с

4 - пр_> Ь) =  с а + сЬ = а с- \ - Ь  с .  А
С

7°. Ортонормаланган Б = ( е 1, е2, е3) базис учун

1, i =  j да

Исбот .  Скаляр купайтма таърифидан

ei ej ==\ei\\ej\cos(ei ,  ej) =  M c o s y  =  0.

Хусусий холда ei et =  | е£|2 =  1. А

13-§. Скаляр купайтманинг координаталардаги ифодаси

V3 вектор фазода ортонормаланган ( elt е2, е3) базисни олайлик.

а , b векторлар бу базисга нисбатан (xl5 ylt zx) ва (х2, у2, г2) коор
динаталарга эга булсин:

а =  хг ег + уг е2 + гх е3,

b =  х2 ех + у2е 2 + г2 е3.

12- § даги 4°, 6°- хоссаларга асосан

a b  =  (x1e + y 1e2 + z1 е3) (х2 ех + у2 е2 + г2 е3) =

=  а д  ej + z/iz/a е\ + zxz2 е\ + [х2ух + хху2) е1 е2 +

+ (21#2 + y\Z2) е2 е3 ~Ь (X1Z2 + Z1X2) в1 в3 

муносабатни ёза оламиз, бундан 12- § даги 7-хоссани эътиборга ол
сак,

а Ь =  а д  + уху2 + zxz2. (36)

Демак, координаталари билан берилган икки векторнинг скаляр



купайтмаси бу векторлар мос координаталари купайтмаларининг 
йигиндисига тенг.

Н а т и ж а  лар.  1. а (х, у, z) векторнинг узунлиги унинг коор
динаталари квэдратларининг йигиндиси дан олинган арифметик ква
драт илдизга тенг:

\а\ =  У х 1 + у1 + г2 . (37)

Хацицатан, а =  b =>- хх =  х2 =  х, ух =  у2 =  У, zt = z 2 =  z, у ^ол- 
да (36) формулага асосан

а а = х 2 + {/2-[-г2

\а\ =  1' а а =  V а2 =  V  х2 + у2 + г2.

2. Икки а , b вектор орасидаги бурчак ушбу формула буйича 
^исобланади:

/ U \ CL Ь \
cos (а, о ) =

. « I M

(бу формула скаляр купайтма таърифидан бевосита келиб чицади).

Координаталари билан берилган а{хъ ylt zx), b(x2, у2, z2) век
торлар учун

~Т. Х1Х2 + У1У2 + 21Z2 /0 04
COS (а , Ь ) =  -- --  = г  . w ° )

V  x]+y\+z\ V 4 + y l+ 4

3. а (х х, yv zx), b(x2, y2, z2) векторларнинг перпендикулярлик 
шарти цуйидагича булади:

хгх2 + угуг + zxz2 =  0.

Хацицатан, a .L b=> ab  = 0 .  (36) дан

*1*2 + У1У2 + zxz2 =  0.

1-мисол.  а(1, 3, 2), Ь( 3, 1, — 3), с (  2, 0, — 2) векторлар
нинг цайси жуфти перпендикуляр?

Ечиш.  Аввало, равшанки, берилган векторлар ноль вектор эмас,

чунки ] а | =  1/̂  14 , \Ь\— У 1 9 , \с\— У Ъ .

Энди а b , а с ,  b с скаляр купайтмаларни текширамиз: а b =  

=  3 + 3 — 6 =  0, ~а~с =  2 + 0 — 4 =  — 2, ~bT = 6 + 0 + 6 = 1 2 ,  

бундан a -Lb .

2-мисол.  а (  1, — 1, 0), 6(1, — 2, 2) векторлар орасидаги бур
чакни топинг.



Ечиш.  а , b векторларнинг координаталарини икки вектор ора
сидаги бурчакни топиш формуласи (38) га ^уямиз:

-14-2 + 0 3 V T
cos( а, Ь) =  ■ ..=—  =  ■ ,/s- - ------

’ У \-f 1 + 0 • / 1  + 4  + 4 3 У 2 2

Бундан

(а, ~Ь) =  45°.
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II Б О Б. ТЕКИСЛИКДА КООРДИНАТАЛАР МЕТОДИ

Текисликдаги нуцтанинг урнини маълум сонлар ёрдамида • анщ- 
лашга имкон берадиган усул курсатилган булса, текисликда коорди
наталар системаси берилган деб айтамиз. Текисликда координаталар
нинг турли системалари мавжуд булиб, улардан биз соддасини 
киритамиз.

14- §. Текисликда координаталарнинг аффин системаси

Текисликда бирор О нуктадан цуйилган ноколлинеар ихтиёрий 

икки еъ е2 вектор берилган булсин. Бу векторлар системаси (ег,

е2) базисни ани^лайди. Текисликда е,, е2 векторлар оркали утувчи 
а, b [а П b =  О) тугри чизи^ларни оламиз.

Таъриф.  Мусбат йуналиш

лари мос равишда еъ е2 вектор
лар билан ани^ланувчи а, b туг
ри чизи^лардан ташкил топган 
система текисликда координата
ларнинг аффин системаси ёки 
аффин репер дейилади (36-чиз

ма) ва "у & =  (О, еъ е2) кури
нишда белгиланади. 0=а{]Ь  нуц-

та координаталар боши, еъ е2 
векторлар эса координата век
торлари дейилади. Мусбат йу

налишлари elf е2 векторлар билан 
аникланган а, b тугри чизиклар 

36- чизма мос равишда абсциссалар ва ор-
динаталар учлари деб аталади,

уларни Ох, О у билан белгилаймиз.

Демак, аффин репертО ну^та ва ех, е2 базис векторларининг 
берилиши билан тулит̂  ани^ланади.

Текисликда (О, ег, е2) аффин репер берилган булсин. Шу текис

ликнинг М  ну^таси учун ОМ  вектор М  ну^танинг радиус-вектори 
--►

дейилади. ОМ  £ V2, шунинг учун I боб, 9- § га асосан ^амиша шун
дай х, у £ R  сонлар топиладики,

ОМ =  хех И- уе2.

Т аъриф .  ОМ радиус- векторнинг х, у координаталари М  ну^-

танинг (О, ех е2) аффин репердаги координаталари дейилади; биз 
М  (х, у) белгилашни ишлатамиз. Бунда х сон М  нуцтанинг абсцис- 
саси ёки биринчи координатаси, у сон эса М  нуктанинг ордината- 
си ёки иккинчи координатаси дейилади.



Хуллас, текисликда координаталарнинг аффин системаси берилса, 
ундаги исталган М  ну^тага унинг координаталари булмиш бир жуфт 
Ха^иций х, у сон мос келади ва, аксинча, маълум тартибда олинган 
бир жуфт ха^и^ий х, у сонга текисликда координаталари шу сон- 
лардан иборат тайин битта М  ну^та мос келади.

Ха^и^атан, танланган (О, elt е2) аффин репернинг абсциссалар у^ига

координаталар бошидан бошлаб OML = х  ех векторни, ординаталар уки-

га эса ОМ2 =  у е2 векторни ^уйиб (^уйиладиган векторларнинг йуна
лишлари х, у сонларнинг ишоралари билан ани^ланади) (37-чизма), 
Хосил ^илинган М х, М 2 ну^талардан мос равишда Оу ва Ох у^лар- 
га параллел тугри чизиклар утказсак, уларнинг кесишган ну^таси

изланаётган М нуцта булади, чунки ОМ =  ОМх-\~ОМ2 =  хех + У е2*

Шундай цилиб, (О, ег, е2) реперга нисбатан

М (х, у) о  ОМ =  хвх-т уе2- О)

М  нуктанинг абсциссаси л: =  0 булса, (1) дан О М = уе2 =$■ ОМ || | е2=Ф-

=> М ну^та О у уцда ётади. Худди шунингдек, М  нуктанинг орди- 
натаси у =  0 булса, М  ну^та абсциссалар у^ида ётади.

Шундай ^илиб, абсциссалар уцида ётган нуцтанинг координата
лари х, 0 ва ординаталар у^ида ётган нуктанинг координаталари
О, у булади. Координаталар бошининг координаталари 0, 0. Коор
дината учлари бутун текисликни 38- чизмада белгиланганидек туртта 
координат чоракларга ажратади.

М  (х, у) ну^та координата у^ларида ётмаса, унинг ^айси чоракда 
ётишини х, у нинг ишораларига ^араб 38-чизма буйича ани^лаш 
мумкин.

Ха^и^атан, М  нуцта х >  0, у >  0 булган холда биринчи чоракка, 
х < 0 ,  у >  0 булган х°лДа иккинчи чоракка, х < 0 ,  у <  0 булган

37- чизма 38- чизма



цолда учинчи чоракка, х >  0, у <  0 булган цолда туртинчи чо ракка 
тегишли булади.

Векторнинг боши ва охирининг координаталари бирор аффин репер
га нисбатан маълум булса, бу векторнинг шу базисдаги координатала

рини топишни курайлик. (О, ех, е2) реперга нисбатан А(хх, ух), В(х2, 

у2) ни олайлик. Бу цолда О А =  xle1 + ух е2, OB ~  х2ех + у2е2, 

АВ =  ОВ — О А ва АВ =  (х2 — хх) ех + (у2 — ух) ег. Бундан

АВ{х2 — хх, у2 — ух),

яъни векторнинг координаталари шу вектор охирининг координэтала- 
ридан мос равишда бошининг координаталарини айириш билан хрсил 
цилинади.

1-мисол.  Берилган (О, ех,е2) реперда А (3, — 3), В (0, 3), 
С (— 2, 0) нуцталарни ясанг.

Ечиш.  Л(3, — 3) нуктани ясаш учун О А =  3ех — Зе2 векторни 

ясаймиз. Бунинг учун О нуцтадан бошлаб ех га коллинеар Зех век

торни, во га коллинеар—3 е2 век
торни ясаймиз. Сунгра бу век
торларнинг йигиндисини топсак,

О А вектор ,\осил цилиниб, изла' 
наётган А нуцтани топамиз.

Худди ujyHra ухшаш, В (0, 3)

нуктани ясаш учун ОВ =  О ех +

-гЗе2 векторни ясаймиз. С ( — 2, 0)

нуктани ясаш учун ОС —

= — 2ех-{-0-е2 — — 2ех векторни 
ясаймиз (39- чизма).

2-мисол.  (О, ех, е2) реперда

А (1, —2), АВ(—  1, 3); В нуцта- 
нинг координаталарини топинг.

39- чизма Ечиш.  Шу _реперда_ В (х,_у)

десак .\амда АВ =  АО + ОВ =

=  О В — О А ни эътиборга олсак, у ^олда О А (1, — 2). Демак, — 1 =
— х — 1, 3 — у + 2=>-л: =  0, у — 1; В (0, 1).

15- §. Кесмани берилган нисбатда булиш

А, В — текисликдаги турли икки нуцта, N эса* А В тугри чизиц-

нинг ихтиёрий нуцтаси булсин. AN, NB векторлар коллинеар бул
гани учун шундай X сон мавжуд буладики,
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AN =  XNB. (*)

Агар^Л/ нуцта АВ кесмада ётса, яъни кесмани ички равишда

булса, AN, NB векторлар бир хил йуналишли булиб, X >  0 ва N

ну^та АВ кесмада ётмасдан, лекин АВ турри чизицда ётса, AN,

NB векторлар ^арама- ^арши йуналишли булиб, Я <  0. Биз N нукта 
бу холда АВ кесмани ташки равишда булади, деб айтамиз. Я сон 
учта А, В, N ну^танинг оддий нисбати деб аталади. Биз уни

(АВ, N) — Я билан белгилаймиз, (*) дан Х = (А В , N) =  .
АВ

Текисликда (О, ех, е2) реперни 
олайлик. Бу реперда А, В, N 
нукталар А(хх, ух), В (х2, у2) ва 
N (х, у) координаталарга эга бул
син (40- чизма). Бу нукталарнинг 
радиус- векторларини ^уйидагича

белгилаймиз: О А =  гх, О В =  гг,

ON =/•, у ,\олда AN =  ON —

— 0 4 = 7 —7Х, N B =O B—ON=

— г2— г булиб, буларни AN —

— Я NB ифодага к$ямиз:

г — гх =  Я(г2 — г) ёки 

(1 + Я) г -- гх + Я г 2, 

бундан 1 + Я Ф  0 фаразда

г1 + Я г2
г ------ —

1 + Я

муносабатга эга буламиз. Бу ифода булувчи N  ну^танинг радиус- 

векторини ани^лайди. (2) ни координаталарда ёзайлик. г = х е х -\- 

+ У ̂ 2>  ̂1 =  хх ех +  ух е2, r 2 ~  У2 ̂ 2 булгани учун (2) дан

хеЛ уе2
( х 1 е 1 Ч~ j/1 2̂) +  Я ( х 2е х -(- У ч е г  )

1 Нг Я
еки

х ех + у е2
Ххо

1 + Я

Ui + Я г/2

1 + я
е0.

еъ е2 векторларнинг чизикли эрклилигидан (ех,е2 векторлар олдидаги 
коэффициентларни нолга тенглаштирамиз):

*1 + Я-Г2 Ух + Я у2
X = У 1 +  я

А /

39



Бу формулалар ор^али берилган кесмани берилган X нисбатда 
булувчи нуцтанинг координаталарини топиш мумкин. Бу ерда албат- 
та Х ф — 1; X =  — 1, яъни 1 + Х =  0 булган хрлж биз хозиРча 
карамаймиз. X =  1 булганда N ну^та АВ кесманинг уртаси булиб, 
б у холда унинг координаталари ^уйидагича ани^ланади:

^ _  Х1 +  Х2 ,, __ У\ +  У2

2 ' У ~  2 ‘

Мисол .  Аффин координаталар системаси да учлари Л ( 1, 2), 
В (0, 5), С (— 2, 3) ну^талардан иборат учбурчак медианаларининг 
кесишиш нуктасини топинг.

Ечиш.  Маълумки, учбурчакнинг бирор учидан утказилган ме
диана ана шу уч к;аршисидаги томонни тенг иккига булади. Учбур
чакнинг медианалари битта нуктада кесишади ва шу нуктада улар
нинг хар бири (медиана утказилган учдан бошлаб хисоблаганда) 2:1 
каби нисбатда булинади, шу хоссаларга кура AD медиана учун D 
ну^танинг координаталари ^уйидагича топилади:

х  1 —|— Х о  0 — 2 1 и  л —т— ijcy 5 "4“ 3 , т~\ / 1 л \
х =  1 = ----=  — 1; у =  -— — =  — — =  4, Ш — 1,4).

2 2 У 2 2

Медианаларнинг кесишиш ну^таси 0 учун X =  2 :1 = 2  булиб, 
изланаётган О ну^танинг координаталари к̂ уйидагича ани^ланади:

^  __ хх -f- X х.г _ 1 Ч~ 2 • ( 1) ____J _J_ .

~  \ + Х ~  1 +  2 ~  3 ’
___ Уг +  X у 2 __ 2 -j- 2 • 4 __ 10

1 +  А, . ~  1 т  2 3

Демак’ ° ( - ? ' т ) -

16-§. Текисликда декарт координаталарнинг тугри бурчакли 
системаси. Икки нуцта орасидаги масофа

1-таъриф.  Аффин репер (О, ег, е2) нинг координата векторлари 

ех,е2 ортонормаланган базисни ташкил этсин, яъни ех _L е2, \ех\ =

=  \е2\ =  1 булсин. Бу холда биз координаталарнинг тугри бурчакли 
системаси, ^ис^ача, декарт репера берилди деб айтамиз. Бундай ре

перни (О, г, / ) куринишда белгилаймиз. Бу ерда i 2 =  / 2 =  1,

i / = 0 .  Бу холда координата учлари перпендикулярдир. Декарт ре- 
пери аффин репернинг хусусий х°ли булгани учун аффин реперга 
нисбатан уринли мулохазалар декарт реперида хам уз кучини сац- 
лайди.

Аммо декарт реперидаги айрим мулохазалар аффин реперда дои
мо уринли булавермайди.

^хЛ'аъриф. М ь М 2 нукталар орасидаги масофа деб, М хМ г (ёки

М 2МХ) векторнинг узунлигига айтилади.
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р (М„ Ма) = | Л ^й Зо  

Энди координаталари билан берилган икки нуцта орасидаги ма

софани ^исоблаш формуласини топайлик. Текисликда (О, i , / ) де
карт репери берилган булиб, бу реперга нисбатан М г, М 2 нуцталар 
ушбу координаталарга эга булсин: М х(хъ г/х), М 2 (х2, #2), у ^олда

M VM2 =  ОМ2— OMv ОМ2(х2, у2)у ОМ1(х1, ух) булиб, ОМ2 ва ОуИх

векторларнинг айирмаси булган М ХМ 2 вектор ушбу координаталарга 
эгадир:

Демак, таърифга кура

М 1М 2(х2~ х 1, у2— у^). (4)

I боб.  13-§ даги 1-натижага асосан,

p(M i, М2) =  |М гМ 2\ =  У  {х2 — xxf  + {у 2 — уг)2.

Демак, берилган М л(хг, ух) ва М 2(х2, */2) нуцталар орасидаги 
масофа ушбу формула буйича топилади:

Р (Мх, М 2) =  У (х2 — xxf  + (у2 — yxf  . |Y5)

1 - м и с о л. М х{— 1, 0), М 2(2, 3) нуцталар орасидаги масо4 ани 
^исобланг.

Ечиш.  Берилган М х, М 2 нуцталар орасидаги масофа (5) фор- 
мулага асосан:

р (М1У М г) =  У (2 — (— 1 ))2 + (3 — 0)г =  V 9  + 9 =  V i s .

2-мисол.  Учлари Л(3, 2), В (6, 5), С (1, 10) нуцталарда бул
ган учбурчакнинг тугри бурчакли эканлигини исботланг.

Ечиш.  р {А, В) =  У (6 — 3)2+(5 — 2)2= 1 /З 2 + 32=У\ 8 =  ЗУ2\ 

р (В, С) =  У (  1 — 6)2 + (10 — 5)2 =  У (5)2 + 52 =  У 50 =  ЪУ2; 

р  (А, С) =  К(1 — З)2 + (10 — 2)°-_= К (—2)2 + 82 =  2УТ7- 

(3 У  2 )2 + (5 ]/2  )2 =  18 + 50 =  68,

(2 У\1 )2 =  68 булгани учун

р2(Л, В) + Р2(В, С) =  р2(Л, С).

Пифагор теоремасига асосан A ABC тугри бурчакли учбурчакли 
учбурчакдир.

17-§. Текисликнинг ориентацияси

(еъ е2), (е[, е2) — V2 вектор фазонинг икки базиси булсин. Иккин

чи базис векторларини биринчи базис векторлари буйича ёйиб ёзамиз.



Г0/1 М  жадвални ^иккинчи тартибли квадрат матрицами) тузамиз. Бу 
\&2
жадвал биринчи базисдан иккинчи базисга утиш матрицаси деб

е\, е'2 векторларнинг бу базисга нисбатан координата лари дан

аталади.

ах, а2, Ьх, Ь2 сонлар г*1 матрицанинг элементларидир. Бу матри- 
\а2 Ь21

ца иккита сатр ва иккита устунга эга: ах, Ьх сонлар биринчи сатрни, а2, 
Ь2 сонлар эса иккинчи сатрни; ах, а2 сонлар биринчи устунни, Ьх, Ь2 сон

лар эса иккинчи устунни ташкил килади. ахЬ2—а2Ьх сон (Ql М матрица
0-2

нинг'детерминанти дейилади. Уни det fUl J1) ёки ax by
куринишда

белгилаймиз. Агар матрицанинг барча сатрлари чизикли эркли булса, у 
айнимаган матрица, сатрлари орасида чизикли богланиш мавжуд бул
са, айниган матрица дейилади. Алгебра ва сонлар назарияси курсидан 
маълумки, квадрат матрица детерминантининг нолга тенг булиши унинг

айниган булишининг зарурий ва етарли шартидир. г*1 ^ ) айнимаган
\&2 ^2'

=  0 булган ,\олда — =  — бу- 
Ьх Ь2

ах Ьх ах Ьхматрицадир, чунки

либ, бундан ах — ХЬ^ а2 =  ХЬ2. Демак, ех =  \е2. Бу эса (е[, е2)
\

базис векторларининг коллинеарлигидан дарак беради|.

V2 вектор фазонинг барча базислари тупламини Q билан белги- 
лайлик. БХ, Б 2££2 базисларни оламиз.

Таъриф .  Агар Бх базисдан Б2 базисга утиш матрицасининг 
детерминанти мусбат (манфий) сон булса, у холда Б к, Б2 базислар 
бир хил (%ар хил) исмли дейилади.

Киритилган бир хил исмлилик тушунчаси куйидаги хоссаларга эга:
1. Y  Б££2 учун Б ~ Б .  Бу ерда ~  белги бир исмлилик белгиси.
2. Бх~  Б2=> Б2~  Бх.
3. (Бх~  Б 2, Б2~_Б3)=> Бх~  Б3.

И сб о т .  1. Б =  (ех, е2) базис векторларининг яна шу базис век

торлари буйича ёйилмаси ех =  1 • ех -j- 0 • е2, е2 — 0 ■ ех + 1 • е2 га 

кура Б дан Б га утиш матрицаси (jj булиб, унинг детерминанти

1 О 

О 1
=  1 >  0. Демак, Б ~  Б.

2. Б х~ Б 2 булсин. Агар Бх=  {ех, е2) базисдан Б 2 =  (ej, е2) базисга

утиш матрицаси (ai булса, шартга кура унинг детерминанти 
ка* On]

А =
ахЬх
а9 Ьо

>  0. Энди Б2 дан Б х базисга утиш матрицаси детерминан-
Ч

тини топайлик, бунинг учун е\ =  ахех + а2е2, е2 =  Ьхех + Ь2е2 систе

мани ех, е2 га нисбатан ечамиз:



I Qa Оо f lo  Оо a 9 bey Q9. bo

Бу система матрицасининг детерминанти:

д'

Ьо
д

_ S i
д 1 ь2 — а2

д
_ Ьх_

д
Oj_
д

~~ Д2
— ьх а1 Д2

Д >■ 0 => д7 ;> О Б2~  Б х.

3. Q нинг ушбу учта Бх =  {ех, е2), Б 2 =  (е', е'), Б3 =  (е[, е")

базисини ^араймиз. Бх ~  Б2 ва Б2 ~  Б3 булсин. &х =  г 1 ^
а2 Ь2

детерми

нант Бх дан Б2 га утиш матрицасининг, Д2 = детерминант эса

Б2 дан Б3 га утиш матрицасининг детерминанти булсин. У холда

е\ =  а1е1 “Ь а2в21 

е2 — ЬАех + Ь2е2,

в\ Qj 4" tt-2 е2 

е 2 =  Ь\ е\ + Ь'2 е'2

дан е\ =  {а\ах + а2Ьх) ех + (а[а2 + а'2Ь2) е2,

е 2 — i^iai “Ь ^2̂ 1) (Ь[а 2 ~Ь Ь2Ь2) е2 

ва Ь х базисдан Б3 га утиш матрицаси

/ а\ах + а2Ьх а[а2 + а2Ь2\

{ b[ax + b2bx b\a2 + b2b2 )

булиб, матрицаларни купайтириш к;оидасига кура унинг детерминанти 
д3 = д 2-д1, A j>  0, д2 > 0 =^д3> 0. Демак, БХ~ Б 3.

Исботланган бу уч шартни к;аноатлантирувчи муносабат матема- 
тикада эквивалентлик муносабати деб аталади.

Бир базисдан богща базисга утишда утиш матрицасининг детер
минанти ёки мусбат, ёки манфий сон булгани учун ихтиёрий икки 
базис ёки бир хил исмли, ёки ^ар хил исмли булади. Демак, текис
ликдаги барча базисларни бир исмлилик тушунчасига асосланиб, икки 
синфга ажратиш мумкин, бу синфларнинг бирига тегишли барча ба- 
зислар узаро бир исмли булиб, хар хил синфга тегишли икки базис 
бир исмли булмайди. Шу синфларнинг хар бири ориентация деб 
аталиб, ундаги базислар ориентирланган базислар деб юритилади.

Баъзан бу синфларни бир- биридан фар^лаш учун унг ориента
ция ёки чап ориентация деб х;ам юритилади. Базиснинг ориентация- 
си маълум булган текислик ориентацияли текислик деб аталади.

Агар Б =  {ех, е2) ва Б' =  (е[, е2) базислар бир хил (царама-к^арши)



41-чизма 42-чизма
\

Б базисдан Б' базисга утиш матрицасининг детерминанта

Демак, бу <$, <$' реперлар царама-царши ориентацияли. 41-чиз- 
мадан куринадики, царама-царши ориентацияли реперларда биринчи 
координата векторларидан иккинчи координата векторларига цараб 
цисца йул буйлаб бурилиш йуналишлари царама-царшидир. 42- чиз-

мадаги (О, ех, е2) ва (O', е\, е2) реперлар эса бир хил ориентацияли.

18- §. Аффин координаталар системасини алмаштириш

Геометрик образларни текширишни соддалаштириш учун купинча 
координаталарнинг бир системасидан бошца системасига утишга тугри 
келади. Бу цолат бир нуцтанинг цар хил системалардаги координа
таларини богловчи формулаларни топиш масаласини келтириб чи- 
царади.

ориентацияли булса, <$= (О, ех, е2) ва — (O', е[, е'2) реперлар бир 

хил (царама- царили) ориентацияли дейилади.

Одатда, (О, ех, е2) репернинг ех векторини О нуцта атрофида

е2 вектор устига тушириш учун цисца йул буйича буриш соат мили 
^аракатига тескари булса, у мусбат ориентацияли дейилади.

Мис ол .  Текисликда (О, ех, е2), (O', е'г реперларни цараймиз,

бу ерда е\ = ех, е2 =  —е2 булсин (41- чизма). Б' базиснинг вектор

лари Б базис буйича ушбу ёйилмага эга булади:

- е\ =  1 -ех -Ь 0- е2, е2 =  О ех—  1 -е2=*е\ { 1, 0), е'2 (0, — 1).
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Текисликда иккита (О, ех, е2), 

(O', е\, е2) аффин репер берилган 

булсин (43- чизма). К*улайлик 
учун уларнинг биринчисини эски 
репер, иккинчисини янги репер 
деб атаймиз. Бундан ташцари, 
янги репернинг эски реперга нис
батан вазияти берилган булсин, 
яъни

О' (сх, с2), е\ (ах, а2), е'2ф х, Ь2), 

00 ' = схех -\-с2е 2, (6)

=  ахех+ а2е2, е'2=ЬгеХ+Ь2е2 (7)

ai ьх
а2 Ь2

Ф о.
Текисликда ихтиёрий М  ну^тани оламиз. Бу нуцтанинг эски ва 
янги реперларга нисбатан координаталарини мос равишда х, у ва

х ', у' оркали белгилаймиз. У  ^олда О М =  хех-\-уе2, О'М  -^х' е\ +

+ у ' е Векторларни ^ушиш таърифи ва (6), (7) муносабатлардан фой- 

далансак,

ОМ =  00 ' ~|~ О М = схех -\~с2е2-\~х' е ̂~\~у 2̂ =

=  схехЛ- с2е2 -f- х' (ах ех + а2е2) + у' Фх ех-\- Ь2е2)
ёки

^  хе1+уе2 =  (ахх' + Ьху' + сх) ех + (а2х + Ь2у' + с2)е2.

ех, е2 векторларнинг чизикли эрклилигини ^исобга олсак,

х =  ахх + Ьху' + сх, у =  a2x' + Ь2у' + с2. (8)

М  ну^танинг эски системага нисбатан координаталари х, у , унинг 
янги системага нисбатан координаталари л/, £/' оркали шу (8) ку
ринишда ифодаланади.

(8) формулалар бир аффин репердан иккинчи аффин реперга

утиш формулалари дейилади. Бу формулалар да а 1 \ф 0 шарт би-

лан богланган олтита коэффициент ^атнашган. Куйидаги икки ху
сусий ^олни р̂ араймиз:

1. О ф О ',  ej =  ех, е2= е 2 булсин (44- чизма). У  ^олда ах =  Ь2 =

=  1, а2 =  Ьх =  0 булиб, (8) формулалар

X =  х' + сх, у =  у' + С 2 (9)

куринишни олади.
(9) формулалар координаталар системасини параллел кучириш 

формулалари деб аталади.
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44- чизма 45-чизма

2. 0 =  0 ' за базис векторлар турлича булсин (45- чизма>. У хрл- 
да сх =  с2 =  0 булиб, (8) дан

х =  агх' + Ьгу ' , у =  а2х' + Ь2у '. (10)

19- §. Декарт координаталари системасини алмаштириш

Текисликда 33 =  (О, i, /) ва 33' =  (O', Г, /') декарт репер- 
лари берилган булсин. Бу холда (8) формулалардаги а х, а2 лар

V векторнинг, Ьь Ь2 лар эса j ' векторнинг 33 =  (0, i, j ) реперга 
•нисбатан координаталари булади, яъни

V =  a1 i -f а2 j, /' = b xi + b2 j. (11)

( i , i ' ) =  а  булсин. Агар 33 ва 33' декарт реперлари бир хил ориен- 
тацияли булса, у х°лда (46- чизма)
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(Г, л  =  90°+а, (? ,Д =90°—я, и „ п = а .  (12>

S , S ' декарт реперлари царама-царши ориентацияли булса (47- 
чизма), у холда

(Г, Л =270 °+ а , (г77; Л-900—а, (X Л  =  1^0° + а. 03)

(11) генгликларни навбат билан/, / векторларга скаляр купайтирсак,

=  Г i =  cos (Г, i)> a2 = i '  /= co s (f, /),

6i =  /' i =  cos (/', i ), 62 =  /' j =  cos (/',/).

(12) ва (13) муносабатларни цисобга олсак, Г, /' векторларнинг ре
перга нисбатан координаталари, агар <$, S ' реперлар бир хил ори
ентацияли булса,

Г (cos a, sin a), /' (— sin a, cos a);

<$, Ш' реперлар царама-царши ориентацияли булганда эса

i (cos a, sin a), /'(sin a , — cos a).

У .^олда (8) формулалар цуйидаги куринишни олади:

х =  х' cos a — у' sin a + сх, 

у =  x sin a  + у' cos a + c2,

| x =  x' cos a + y' sin a + clt 

( у =  x' sin a — y' cos a + c2.

(14) ва (15) формулаларни битта

x =  x' cos a — e y' sin a +cx,

г/ =  x7 sin a  + 6(/' cos a + c2

куринишдаги ёзувга бирлаштириш мумкин, бу ерда е =  ± 1. Шун
дай цилиб, S, $ '  реперлар декарт реперлари булганида уларнинг 
биридан иккинчисига утиш (16) формулалар билан ифодаланади. Бу 
ерда, S, S ' реперлар бир хил ‘ориентацияли булса, е =  +1, акс 
з̂ олда эса е =  — 1.

Мисол .  Иккита аффин репер S  =  (О, ех, е2), S ' =  (O', е[, е2)

берилган булиб, бунда O ' (1, 2), е\(— 1, 1), е'0{2, — 1) булсин. М  нуц- 

танинг S  реперга нисбатан координаталари х =  2, у =  1 эканини 
билган з̂ олда бу нуцтанинг S ' реперга нисбатан координаталари 
х ', у' ни топинг.

Ечиш.  Берилган: ах — — 1, Ьх =  2, сх =  1, а2 — 1, Ь2 =  — 1, 
с2 =  2. Бу цийматларни (8) формулаларга цуйсак,

х — — х' + 2у' + 1, у — х' — у' + 2.
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х =  2, у =  1 эканини хис°бга олсак, 2 =  — х' + 2у' + 1, 1 =  
х' — у’ + 2 ёки — х' + 2у' =  1, х' — «/' =  — 1, бу системани ечиб, 
х' =  — 1, £/' =  0 ни топамиз. Демак, М ну^танинг «$' реперга нис
батан координаталари %' =  — 1, у' =  0.

20- §. Кутб координаталар системаси

Куп тад^икртларда ва эгри чизи^ларнинг му^им синфларини (ма
салан, спиралларни) урганишда ^утб координаталар системаси деб 
аталувчи системани к;у лланиш ма^садга мувофи^дир. Бу параграф да 
шу система билан танишамиз.

Ориентацияли текисликда би- 
д/ pop О ну^та ОР нур ва ОР нур-

да ётувчи ОЕ =  i бирлик век
торни белгилаймиз (48- чизма). 
Хосил ^илинган геометрик образ 
цутб координаталар системаси

дейилади. Уни (О, i) куринишда 
белгилаймиз. О ну^та цутб бо
ши, ОР нур эса кутб уки дейи
лади. М ну^танинг текисликдаги 
вазияти маълум тартибда олин- 

0 £  р ган икки сон: бири ОЕ бирлик
кесма ёрдамида улчанган г =

4 8 -чизма =  |ОМ|>0 масофа, иккинчиси ОР
нур ОМ  нурнинг устига тушиши

учун бурилиши керак булган ф =  (г, ОМ) бурчак билан тула ани^- 
ланади.

К,утб уцини ОМ нур устига тушгунга ^адар буриш мусбат йуна- 
лишда, яъни соат мили йуналишига тескари йуналишда бажарилса, 
Ф мусбат деб, акс холда ф ни манфий деб хисобланади.

г ни М  ну^танинг цутб радиуси, ф ни М  ну^танинг кутб бур
чаги дейилиб, уларни М  ну^танинг цутб координаталари дейилади 
ва М {г, ф) куринишда белгиланади.

О нуцта учун г =  0 булиб, ф ани^ланмаган хис°бланади. Агар 
0 < г < о о ,  0 < ф < 2 я  ярим сегментда узгарса, текисликнинг ,\ар 
бир нуцтаси хутб координаталари билан таъминланади.

Масалан, А , В, С , D  нукталар 49- чизмада ушбу ^утб коордича- 
таларига эга:

л (2/-=-), в;(1, 0) „ с { ± , - ^ ,  о ( з , ^ ) .

Равшанки, сонларнинг хаР КанДай (г> ф) жуфти учун текисликнинг 
битта нуцтаси мавжуд булиб, сонларнинг бу жуфти шу ну^та учун 
^утб координаталар булади. Аммо бир ну^танинг узига чексиз куп 
сонлар жуфтлиги мос келади. Чунончи, М  ну^танинг координаталари
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г — a >  0, <p =  a булса, г— r' A
=  а, ф =  a ± 2л k (бу ерда 
k = 0 ,1, 2, . . . ) жуфтликлар 
^ам шу М  ну^танннг коорди
наталари булади, чунки ОМ 
нур ОР ^утб уцини а  бурчак 
^адар бурилишидан хосил бу
лади деб фараз ^илсак, у 
ярлда ОР нурни ф =  а  ± 2 nk 
^адар бурилишидан ^ам уша 
нурнинг узини ^осил цилиш • 1 
мумкин.

М  ну^танинг ^утб бурча- . . .АД
ги ^абул цилиши мумкин бул
ган ^ийматлари орасидан 
—■ л <  ф <  л тенгсизликни ца-
ноатлантирадиган аниц бир киймати ажратилади ва у бот циймат 
деб аталади. К̂ утб бурчагининг бош ^иймати сифатида ОР нурни 
ОМ нурнинг устига тушириш учун уни буриш керак булган бур
чак олинади. ОМ нур ОР нурга царама-царши йуналган булса, 
180° га икки йуналишда буриш мумкин, бу ва^тда ^утб бурчаги
нинг бош ^иймати учун Ф = л  к,абул цилинади.

49- чизма

21-§. Нуцтанинг цутб ва декарт координаталари Цорасидаги
борланиш

Текисликда (О, i ) 1̂ утб координаталар системаси берилган бул
син. Координаталар боши цутб боши билан, абсциссалар узининг 
мусбат т̂ исми цутб ук;и билан устма-уст тушадиган мусбат ориен

тацияли (О, i, j) декарт реперини киритамиз (50- чизма).
М  ну^танинг кутб координаталари г, ф, декарт коопдинаталари 

эса х, у булсин.
ОМхМ тугри бурчакли 

учбурчакдан:

х — rcoscp, y =  r-sin ф. (17)

М  нуцтанинг т̂ утб коор
динаталари г, ф маълум бул
са, (17) формулалар буйича 
унинг декарт координаталари 
^исобланади.

Уз навбатида М  ну^танинг 
^утб координаталари л, ф ни 
унинг декарт координаталари 
х, у оркали топиш мумкин.
ОМ±М  учбурчакдан: 50- чизма
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г = у х 2+ у 2, tg 9 =  —  =>- ср =  arctgу_
X X

COS ф =  —7— _____ _— , Sin ф
(18)

(17) М  нуцтанинг цутб координаткларидан декарт координаталарига,
(18) М нуцтанинг декарт координаталаридан цутб координаталарига 
утиш формулаларидир.

Шуни эслатиб утамизки, М  нуцтанинг декарт координаталаридан

цутб координаталарига утишда tg ф =  —  формула цутб .бурчагининг

бош цийматини тула аницламайди, чунки бунинг учун яна ф  м нц- 

дор мусбат ёки манфий эканлигини хам билиш керак. Одатда бу 
М нуцтанинг кайси чоракда жойлашишига цараб аницланади. Маса
лан, (18) фсрмулада х =  3, у =  3 булса, tgф =  1 булиб, ф =  45°. 
Лекин х =  — 3, у =  — 3 булганда ^ам tg ф =  1 булиб, энди <р бур
чак 45° эмэс, балки — 135° булиши керак, чунки (— 3, —3) нуцта 
учинчи чоракда жойлашган. ф бурчакнинг циймати ва ишорасини 
cos ф, БШф га цараб аницлаш цулайроц.

Мисол .  К*утб координаталари билан берилган Му{гх, фх), М 2{г2, 
Фа) нуцталар орасидаги масофани ^исоблаш формуласини келтириб 
чицаринг.

Ечиш.  М 1( М 2 нуцталарнинг декарт координаталари М х{хл, у у) 
ва М а(х2, у2) булсин. Декарт координаталаридан цутб координата
ларига утиш формулаларига кура

Ху =  Ту cos ф ! в х2 =  г 2 cos ф 2, 

Ух ~  ?х sin ф х у2 =  r2sin ф 2.

У холда

р (Aflt М 2) = У  (х2 —  Ху)2 +  (у 2 —  у  у)2 =

=  У  (г 2 cos ф 2 г у cos Фх)2 ~Ь (г 2 sin ф2 г х sin Фх)2 =

У r\ (cos2 ф х + sin2 ф х) + г2 (cos2 ф 2 + sin2 ф 2) — 2rxr2 (cos ф 2 cos ф х +

+  sin ф 2 sin ф х) =  У  г\ + г\ — 2ГуГ2 cos (ф 2 — Фх),

р {Му, М 2) =>■ г\ + r\ — 2ryr2 cos (ф2—Фх.)

22- §. Координаталарни богловчи тенглама ва тенгсизликларнинг 
геометрик маъноси

Текисликда бирор (О, е1У е2) аффин репер олиниб, х, у узгарув- 
чиларнинг камида бирини уз ичига олган F (х, у) ифода берилган 
булсин. Агарх =  х0, у =  у0 сонлар учун F {х0, у0) ифода маънога эга 
булса, у ^олда х0, у0 сонлар F (х, у) ифсданинг аницланиш со^асига 
тегишли дейилади. Бундай сонларнинг ^ар бир жуфти берилган ре
перда тайин битта нуцтани аницлайди. Барча бундай нуцталар туп
лами текисликдаги бирор геометрик фигура дан иборат. Бу фигура

50



бутун текисликдан ёки унинг бирор ^исмидан, баъзан буш туплам- 
дан иборат булиши мумкин.

Масалан, F (х, у) =  —---1 ифода у Ф  0 булгандагина маънога
у

эга булиб, унинг ани^ланиш со^аси текисликнинг Ох у^Да ётмаган 
барча нуцталари тупламидан иборат фигура булади. F (х, у) —

= У — х2 — уг— 1 ифода х, у нинг хаР канДай ^ийматларида хаКи. 
ций со^ада маънога эга булмайди. Демак, бу ифода билан ани^лан. 
ган фигура буш туплам. F (х, у) =  х + у ифода х, у нинг хаР Кан- 
дай хаКиКий ^ийматларида маънога эга булиб, тегишли фигура бу_ 
тун текисликдан иборат.

Энди

F(x,y) =  0 (F(x,y) i  0) (19)

куринишдаги тенгламани (тенгсизликни) ^араймиз.
Агар икки х =  х0, у =  у0 сон (19) тенгламадаги (тенгсизликдаги) 

узгарувчиларнинг урнига ^уйилганда уни тугри тенгликка (тенгсиз- 
ликка) айлантирса, бу сонлар (19) тенгламанинг (тенгсизликнинг) 
ечими дейилади.

Масалан, х =  4, у =  — 5 сонлар Зх + 2у — 2 =  0 тенгламанинг 
ечимидир, чунки шу сонлар тенгламанинг чап ^исмига дуйилса, у 
нолга айланади:

3 - 4|+ 2 - (—5) — 2 =  12 — 12 =  0, демак, 0 =  0.1*

х =  5, у =  7 сонлар эса бу тенгламанинг ечими була олмайди, 
чунки уларни тенгламага ^уйилганда унинг чап цисми нолга тенг 
булмайди.

Шу сингари х =  4, у =  — 5 сонлар Зх + 2у >  1 ’тенгсизликнинг 
ечими булади, чунки бу сонларни тенгсизликка к>уйсак,

3-4 + 2 • (— 5)>Ц,  2 >  1,

х =  4, у =  — б сонлар эса Зх ~f- 2у >  1 тенгсизликнинг ечими була 
олмайди, чунки бу сонларни тенгсизликка ^уйганда 0 >  1 хосил 
^илинади.

(19) тенгламанинг (тенгсизликнинг) барча ечимлари туплами те
кисликда бирор фигурани ани^лайди. Энди фигуранинг тенгламаси 
(фигурани ани^ловчи тенгсизлик) тушунчасини киритамиз.

Таъриф.  Аггр Ф  фигурага тегишли хаР бир нуктанинг коорди
наталари F (х, у) =  0 тенгламани {F (х, у) ^  0 тенгсизликни) ^аноат- 
лантириб, Ф  га тегишли булмаган бирорта хам нуктанинг координа
талари уни ^аноатлантирмаса, бу тенглама (тенгсизлик) фигуранинг 
тенгламаси (фигурани аникловчи тенгсизлик) деб аталади.

Агар фигуранинг тенгламаси (уни аницловчи тенгсизлик) маълум 
булса, текисликнинг хаР КанДай нуктасини шу фигурага тегишли 
ёки тегишли эмаслиги масаласини хал Килиш мумкин. Бунинг учун 
синалаётган нуктанинг координаталарини тенгламадаги (тенгсизлик
даги) узгарувчиларнинг урнига ^уйилганда, бу координаталар тенгла
мани (уни аникловчи тенгсизликни) ^аноатлантирса, нуцта фигурага 
тегишли, ^аноатлантирмаса, ну^та фигурага тегишли булмайди.
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Геометрияда асосан икки масала ^аралади:
1. Фигурани ани^ловчи тенглама (тенгсизлик) берилади, шу тенг

лама (тенгсизлик) буйича унинг хоссалари урганклади ва аксинча.
2. Маълум шартларни ^аноатлантирувчи ну^талардан "иборат фи

гура берилади, бу фигуранинг тенгламасини (уни аншугавчи тенг- 
сизликни) тузиш талаб цилинади.

Нукталар тупламини тенгламалар ва тенгсизликлар ёрдамида 
аницлашга дойр мисоллар курамиз. Аввало тенгламалари буйича 
фигураларни ани^лашга дойр мисоллар келтирайлик.

1. F (х, у) =  х — у — 0. Урта мактаб математика курсидан коор
динаталари бу тенгламани цаноатлантирувчи барча нукталар туплами 
координаталар бошидан утувчи тугри чизи^ни ани^лашини биламиз. 
х — у — 0 тенглама биринчи ва учинчи чорак координата бурчакла- 
рининг биссектрисасини аницлаши маълум (солиштиринг, 28- §).

2. Шунга ухшаш, F (х, у) =  х + у — 0 тенгламани ^аноатланти- 
рувчи барча нукталар танланган декарт реперида иккинчи ва тур- 
тинчи чоракда координата у^ларидан бир хил масофада ётади. Де
мак, х + у — 0 тенглама билан иккинчи ва туртинчи чорак коорди
ната бурчакларининг биссектрисаси ани^ланади.

3. х2 — у2 — 0 тенгламани

(х — у) (х + у) =  0 (20)

куринишда ёзамиз.

х2 — у2 =  0<==>х — у =  0, х -\- у — 0. (21)

(21) тенгламалардан бирини цаноатлантирувчи коорДинаталар (20) 
тенгламани, шу билан х2 — у2 — 0 тенгламани ^ам цаноатлантиради.

Шундай к;илиб, х2 — у2= 0 тенглама координаталар бошидан утув
чи икки тугри чизи^ни ани^лайди.

4. х2 + у2 =  0 тенглама берилган. х, у нинг ^ар ^андай ь>иймат- 
ларида1 х2, у2 сонлар манфий булмайди. Шунинг учун бу тенглама 
фа^ат х =  0, у =  0 булгандагина нолга айланади. Демак, коорди
наталари аффин реперда х2 + у2 =  0 тенгламани ^аноатлантирувчи 
нукталар туплами биттагина О (0, 0) нуктадан иборат экан.

5. х2 + у2 + 1 =  0 тенглама берилган. х2, у2 манфий булмагани 
учун х ва у ларнинг хар ь̂ андай цийматларида х2 + у2 +  1 >  0. 
Демак, координаталари х2 4- у2 + 1 = 0  тенгламани цаноатлантирувчи 
битта ^ам нуцта йу̂ , яъни координаталари бу тенгламани ^аноат- 
лантирувчи нукталар туплами буш.

6- У — \у | = 0  тенглама - берилган. Бу тенглама у >  0 муноса- 
батга тенг кучли. Текисликда танланган аффин реперда ординатала- 
ри у >  0 муносабатни ^аноатлантирувчи барча нукталар туплами 
Ох у^ билан чегараланган ва Оу у^нинг мусбат цисмини уз ичига 
олган ярим текисликни ташкил этади. Демак, у — \у \ =  0 тенгла-

1 Узгарувчилар ха^и^ий ^ийматларнигина ^абул ^илади.



ма билан биринчи ва иккинчи 
чорак координата бурчаклари- 
да ётган нуцталар туплами 
аницланади (51-чизма).

7. Текисликда цутб коор
динаталардаги тенгламалари 
билан аницланган чизицларга 
мисол сифашда

а). г — а(а =  const),
б) ф =  а  (а =  const)

тенгламалар билан аницланув- 
чи фигураларни цараймиз.

г—а тенглама билан аницла- 
нувчи фигуранинг ^ар бир нуц- 
таси цутб бошидан а масофада
жойлашган (цутб бурчаги эса ихтиёрий). Биз га маълумки, бундай фи
гура маркази цутб бошида ва радиуси а га тенг айланадан иборат- 
дир (52- чизма).

52- чизма 53- чизма

Шунга ухшаш ф = а (а  =  const) тенглама учи цутб бошида булган 
ва цутб уци билан а  бурчак цосил цилган нурни аницлайди (бунда 
г— ихтиёрий) (53- чизма).

Энди берилган тенгсизлик билан аницланадиган фигураларга дойр 
мисоллар келтирайлик.

1. х- + i/2 — 4 < 0  тенгсизлик билан аницланувчи фигурани то
пинг.

Ечиш.  х% + у2 — 4 тенглама маркази координаталар бошида ва 
радиуси 2 га тенг айланани аницлайди. Бундан ташцари, текислик
нинг ихтиёрий М (х, у) нуцтасидан координаталар бошигача булган 
масофанинг квадрати р2 (О; М) =  х2 + у2; шу сабабли тенгсизлик 
текисликнинг шундай нуцталари тупламини ифодалайдики, бу нуц- 
таларнинг ^ар биридан координаталар бошигача булган масофа 2
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бирликдан катта эмас. Бундай нукталар туплами маркази координа
талар бошида ва радиуси 2 бирликка тенг доирадир.

2. у >  0 тенгсизлик билан аникланувчи фигурани тспинг. Бу 
тенгсизлик билан аникланувчи фигура ну^таларининг ординаталари 
манфий эмас. Бундай нукталар туплами I ва II чораклар нуктала- 
ридан иборат. Бу эса абсциссалар у^и билан чегараланган ва орди
наталар у^ининг мусбат цисмини уз ичига олган ярим текисликдир.

Баъзан биргина тенглама ёки тенгсизлик билан аницланадиган 
фигураларнигина эмас, балки (бир реперда) тенгламалар системаси 

билан, ёки тенглама ва тенгсизликлар системаси билан, ёки фа^ат 
тенгсизликлар системаси билан ани^ланадиган фигураларни ^арашга 
тугри келади.

Масалан,

Fi (х, у) =  О, F2 (х, у) =  О

система билан аншуланадиган фигура бу системанинг хар бир тенг- 
ламаси билан аникланувчи фигураларнинг кесишмасидан иборат.

1. х2 + у2 — 4 <  О, х — у =  0 система билан аникланувчи фигу, 

рани топинг.

Бу система битта тенглама ва битта тенгсизликдан ташкил топ
тан. Бундаги биринчи тенгсизлик 7-мисолга асосан О Ф , 0) марказ
ли ва радиуси 2 га тенг доирани ани^лайди: системадаги иккинчи 
тенглама эса I ва II чораклар координата бурчакларининг биссек- 
трисасини ани^лайди. Бу икки фигуранинг кесишмаси Ах А2 кесма- 
дан иборат (54-чизма).

2. г — а <  0, ф =  а  система билан аникланувчи фигурани то
пинг.

Системадаги биринчи тенгсизлик маркази ^утб бошида ва а ра
диусли доирадан иборат. Системадаги иккинчи тенглама ^утб у^и
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билан а  бурчак ташкил эту вчи нурни ани^лайди. Бу икки фигура
нинг кесишмаси ОР кесмадан иборат (55- чизма).

3. х >  О, у >  О, 3 — х >  0, 2 — у >  О система билан ани^ланув- 
чи фигурани топинг.

Бу система турт тенгсизликдан ташкил топган. Аффин реперда 
системадаги биринчи тенгсизлик Оу уц билан чегараланган ва Ох 
у^нинг мусбат цисмини уз ичига 
олган ярим текисликни, иккинчи 
тенгсизлик эса Ох у^ билан че- 
гзраланган ва Оу укнинг мусбат 
^исмини уз ичига олган ярим те
кисликни ани^лайди. Системадаги 
учинчи тенгсизлик х =  3 тугри 
чизик; билан чегараланган икки
та ярим текисликнинг координа
талар боши О ни уз ичига ол- 
ганини ани^лайди.

Системадаги туртинчи тенг
сизлик эса у =  2 тугри чизи^ 
билан чегараланган иккита ярим 
текисликнинг координаталар бо
шини уз ичига олганини ани^- 56- чизма 

лайди. Бу турт фигуранинг ке
сишмаси учлари (0, 0), (3, 0), (0, 2), (3, 2) ну^таларда булган 
туртбурчакдир (56-чизма).

Ф и г у р а л а р н и н г  т е нг л а м а л а р и н и  (тенгсизлигини)  
к е л т и р и б ч и ^ а р и ш г а  дойр б аъ зи  мисоллар .  Юцорида 
тенглама ёки тенгсизликка кура фигурани ани^ладик. Бу ерда аксин- 
ча, маълум хоссаларга асосланиб фигура тенгламасини ^осил ^илиш- 
га ^аракат ^иламиз. Бу масала умумий ^олда цуйидагича хрл и̂- 
линади: берилган фигура ихтиёрий нуктасининг координаталарини 
бирор реперга нисбатан х, у билан белгилаб, уларни богловчи шун
дай математик ифода ^осил ^иламизки, бу ифода шу фигурага те
гишли ^ар кандай ну^танинг координаталарини ^уйилганда уринли 
булиб, берилган фигурага тегишли булмаган бирорта ^ам нуцтанинг 
координаталарини куйилганда уринли булмайди. Одатда бундай ифо-

* да тенглама ёки тенгсизликдан иборат булади. Х,осил ^илинган тенг
лама ёки тенгсизлик шу фигуранинг аналитик, ифодаси деб ата
лади.

К,уйида декарт реперига нисбатан бир нечта фигуранинг тенгла
маларини тузамиз.

1. Текисликнинг шу текисликда берилган А (2, 1), В (— 1, 4) ну^- 
талардан тенг масофада ёгган нукталари тупламининг тенгламасини 
тузинг.

Ечиш.  Текисликнинг А, В нуцталаридан тенг масофада ётган 
барча нукталари туплами тугри чизиц булиб, у АВ кесманинг урта 
перпендикуляридан иборат (57- а чизма).

М (х, у) бу тугри чизикнинг ихтиёрий ну^таси булсин. У ^олда
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р (М, А) =  р (М, В). Бу шартни косрдинаталарда ифодалаймиз. Икки 
нуцта орасидаги масофа формуласига кура

V(x — 2 f + (y— \f =  ) / ( * +  l)! + ( i ,- 4 )3

(х -  2)2 + (у -  1 )2 =  (х + 1 )2 + (у -  4)2 =►

=?>■ х2 — 4х Ч~ 4 Ч- у2 — 2у + 1 ■= х~ Н- 2х — 1 -f- уш — 8у— 16 =ф- 

=ф- 6х — бу + 12 =  0 ёки х — у + 2 =  О,

бу тенглама изланган тенгламадир.
2. Текисликда берилган С(а,Ь) нуцтадан берилган г масофада 

ётган барча нуцталар тупламининг тенгламасини тузинг.
Ечиш.  Бундай нуцталар туплами маркази С нуцтада, радиуси 

эса г га тенг айланадан иборатдир (57- б чизма).
М (х, у) айлананинг ихтиёрий нуцтаси булсин. У цолда р(С, М) =

- г, яъни

V (X  —  а)2 +  {у —  ьу г. (22)

(22) берилган айлананинг тенгламасидир, чунки уни фацат шу ай
лана да ётган нуцталарнинг координаталаригина цаноатлангиради, агар 
Л! нуцта айланага тегишли булмаса, р (С, М) < г ' булиб, (22) шарт. 
бажарилмайди.

(22) тенгликнинг иккала цисмини квадратга кутариб, ушбу 
айлана тенгламасини лрсил циламиз:

(х — а)2 + {у — bf =  г2. (23)

Хусусан, айлананинг маркази координаталар бошида, яъни а =
— b =  0 булса, (23) тенглама цуйидаги содда куринишни олади:

х2 + у2 — г2.

3. Текисликда ординаталар уцига параллел ва абсциссалар уци-

57-а чизма 57 -б чизма



дан икки бирлик кесма кесиб 
утган турри чизиклар орасида 
Хосил булган фигуранинг ана
литик ифодасини ёзинг (58- а 
чизма).

Е ч иш .  Бундай фигура 
полоса дейилади. Каралаётган 
полоса иккита ярим текислик
нинг кесишмасидан ташкил 
топган. Бу ярим текисликлар
нинг иккаласи хам координа
талар бошини уз ичига олган 
булиб, уларнинг бири х =  2 
тугри чизик; билан, иккинчи
си эса х =  — 2 тугри чизик; 
билан чегараланган. Хрсил 
булган полоса 58- а чизмада 
штрихлаб курсатилган. Чизма- 
дан куриниб турибдики, полоса ихтиёрий М {х, у) ну^тасининг абс- 
циссаси

\х\ <  2 (24)

шартни ^аноатлантиради. (24) шарт ушбу

— 2 <  х <  2 (25)

тенгсизликка тенг кучли. (25) шарт факатгина полосанинг нуцтала- 
ри учун бажарилганидан у полосанинг аналитик ифодасидир.

23- §. Алгебраик чизи^ ва унинг тартиби

Т а ъ р и ф .  Текисликдаги бирор аффин реперда F (х, у) =  0 тенг
ламанинг чап томони х, у la. нисбатан алгебраик купхад, яъни а-и х1у' 

куринишидаги хаДлаРнинг алгебраик, йигиндисидан иборат бул
са, бу тенглама билан аникланувчи нукталар туплами алгебраик чи
зик, тенглама эса алгебраик тенглама дейилади.

I, / манфий булмаган бутун сонлар булиб, i + / сон a if х‘у' 

Ходнинг даражаси дейилади. г, / даражалар йигиндисининг макси- 
мал ^иймати F (х, у) купхаднинг даражаси, шу билан бир ва^тда 
F (х, у) =  0 тенгламанинг хам даражаси дейилади.i

Масалан,

F (х, у} =  Ах + By + С =  О

биринчи даражали алгебраик тенглама,

F (х, у) =  Ах2 + Вху + Су2 -\-Dx-\rEy + F =  О

иккинчи даражали алгебраик тенгламадир. Алгебраик булмаган бар
ча чизиклар трансцендент чизиклар дейилади.

Алгебраик булмаган чизшушрга мисоллар сифатида ушбу тенгла- 
маларнинг графикларини курсатиш мумкин:
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у — sinx =  0, y — tgx =  0, у — lgx =  0, y — a x =  0.

Т а ъ р и ф .  Бирор аффин реперда п- даражали алгебраик тенгла
ма билан аникланадиган фигура п- тартибли алгебраик чизщ деб 
аталади.1

Биз текисликдаги биринчи ва иккинчи тартибли алгебраик чизи^- 
ларни текшириш билан чекланамиз.

Т е о р е м а .  Бир аффин репердан иккинчи аффин реперга 
утишда чизикнинг алгебраиклиги ва унинг тартиби узгармайди.

И с б о т .  Текисликдаги бирор (О, ег, е2) аффин реперда бирор I 
чизи^ п- даражали F (х, у) =  0 алгебраик тенглама билан ани^лан-

ган булсин. (O', е\, е\ ) янги аффин реперни оламиз. Бу реперлар 
орасидаги богланиш II боб, 11-§ дан бизга маълум:

(х =  ахХ' + Ь1У' + clt б Iах Ьх ф  0 (26)
\у =  а2х + b2y + с2, у Iа2 Ь2

I чизикнинг янги координаталардаги тенгламасини ^осил ^илиш 
учун унинг тенгламасидаги эски узгарувчиларни (26) формулалар 
буйича алмаштирамиз. Натижа да F (х, у) =  0 тенгламадаги ^ар бир 

ацху* ^аднинг урнида

ац(ахх' + Ъху' + сх)\а2х' + Ь2у' + с2)'

куринишдаги ^ад ^осил булади. Барча шундай ^адларда ^авсларни 
очиб ихчамласак, Ф (х\ у') =  0 куринишдаги алгебраик тенглама хо

сил булади. ф(х',у ') =  0 тенгламанинг ^ар бир ^ади bst(x')s (у'У ку

ринишдаги ^адлардан иборат булиб, ^ар бир бундай ^аднинг да- 
ража курсаткичи s + t ^  i + /. Агар Ф (х', у') куп^аднинг даража- 
сини т  билан белгиласак, натижада т  <  п га эга буламиз.

Энди т  ринг п дан кичик була олмаслигини курсатамиз. Фараз

^илайлик, m e n  булсин. 

кари алмаштириш мавжуд:

ах Ьх 
а2 Ь2

Ф  О шартда (26) алмаштиришга тес-

=  %  bi 
bo bo (27)

(27) дан х , у' нинг ^ийматларини Ф  (х\ у') =  0 тенгламанинг 
чап томонига ^уйсак, яна F (х, у) — 0 тенгламага ^айтамиз. Юкрри- 
даги мулохазани такрорласак, ^осил булган F(x, у) Куп^аднинг да- 
ражаси / г < т  булади. Бир вацтда ,\ам т < п ,  ^ам п <  т  юз бера 
олмайди. Демак, Ф(хг, у') куп^аднинг даражаси т  =  п.

Хуллас, алгебраик чизикнинг тартиби ва унинг алгебраиклиги

1 Адабиётда бу тарздаги таъриф дуруст (турри) таъриф деб юритилади (рус- 
ча — корректное определение).
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аффин (ёки декарт) координата
лар системасининг танланишига 
боглиц змас. Шунинг учун чи- 
зицларнинг алгебраик ва транс- 
цендент чизицларга булинишида 
факат аффин координаталар сис
темаси (декарт координаталар 
системаси) кузда тутилади. Кутб 
координаталар системасида чизик- 
ларни бу тарифа синфларга аж- 
ратиб булмайди. Чунончи марка
зи кутбда ва радиуси а га тенг 
айлана тенгламаси г — а =  О дан иборат булиб, у г га нисбатан 
биринчи даражали, яъни алгебраик тенгламадир. Шу айлана учун 
цутб айлананинг узида олинса, айлана г — 2acos‘<p =  0 тенглама би
лан, яъни трансцендент тенглама билан ифодаланади (58- б чизма).

24- §. Тугри чизицнинг турли тенгламалари

Т а ъ р и ф .  Тугри чизицца пзраллел ,\ар цандай вектор унинг 
йуналтирувчи вектори дейилади.

Куйида биз тугри чизицнинг берилиш усулларига цараб унинг 
тенгламасини келтириб чицарамиз.

1. Т у г р и  ч и зи ц ни нг  п а р а м е т р и к  т е н г л а м а л а р и .

Текисликда и тугри чизикнинг вазияти бирор (О, ех, е2) аффин ре' 
перга нисбатан шу тугри чизикца тегишли /И0(х0, у0) нуцта ва йунал*

тирувчи и(аи а2) вектор билан тула аницланади (59-чизма). Бу маъ- 
лумотларга асосланиб, и тугри чизицнинг тенгламасини келтириб 
чикарамиз. М орцали и тугри чизицнинг ихтиёрий нуцтасини белги

лаймиз. У ^олда М0М векторни йуналтирувчи вектор сифатида олиш 
мумкин.

Демак/ шундай t сон топила- 
дики (I боб, 6- §, (4̂  формула),

М0М ■-= tu  (28)
булади. Аксинча, бирор М нуц
та учун муносабат уринли

H J l --- ► _>.
булса, у х̂ олда М0М || и. Де
мак, (28) муносабат фацат и TyF- 

ри чизицца тегишли М нуцталар 
учунгина бажарилади, М, М0 
нуцталарнинг радиус- векторлари-

ни мос равишда г, г0 билан бел

гиласак, яъни г =  ОМ, г0 =ОМ 0

булса, у цолда М0М =  г — г0.
(28) тенгликдан 5д. чизма



Бу тенглама и тугри чизицнинг векторли тенгламаси деб аталади. 
t га турли хил ^ийматлар бериб, и га тегишли ну^таларнинг ради
ус- векторларини хосил к;иламиз; (29) тенгламага кирган t узгарувчи 
параметр деб аталади.

Энди (29) ни координаталарда ёзайлик. М нуктанинг координа
таларини х, у билан, М0 нуктанинг координаталарини х0, у0 билан 
белгиласак, натижада ушбу тенгламалар х°сил ^илинади:

х =  xQ + avt, у = у 0 + a2t. (30)

Бу тенгламалар тугри чизикнинг параметрик тенгламалари деб 
аталади.

Агар и тугри чизик; координата уцларидан бирортасига хам па' 
раллел булмаса, яъни аха2Ф  0 шарт бажарилса, (30) дан ушбу

х  х п _ У Уп (31)
ах с2

тенгламани хосил ^иламиз. Ундан

а2х — аху + (— а2х0 + алг/0) =  0. (32)

Бу ерда шартга кура alt а2 лардан камида биттаси нолдан фар^ли, 
шу сабабли (32) биринчи даражали тенгламадир. Шунинг билан уш
бу мухим хулосага келдик: хаР КанДай тугри чизиц биринчи тартиб
ли алгебраик чизиь;дир.

2. Ик к и  н у ^ т а д а н  у т у в чи  ту гр и  чизик  тенгламаси .  
)^ар цандай тугри чизикнинг вазияти унинг иккита хаР хил ну^аси

— — >■

билан аницланади. (О, ег, <?2) аффин реперда и тугри чизикнинг 
М1(х1, уг), М2(х2, у2) ну^талари маълум булсин. Шу тугри чизикнинг 
тенгламасини келтириб чинарайлик. К,аралаётган тугри чизикнинг

йуналтирувчи вектори сифатида и =  МгМ2 (х2— xlt у2— уг) вектор
ни ^абул ^илиш мумкин, шунинг учун (31) га асосан и тугри чнзи^ 
ушбу

х~ хх =  У ^Л±- (33)
х2 x i  Уг У\

тенглама билан ифодаланади. Бу берилган икки ну^тадан утган туг
ри чизикнинг тенгламасидир.

3. Т у г р и  ч изик нинг  к е с м а л а р и  буйича тенгламас и .  
и тугри чизи^ Ох уцни А (а , 0) нуктада, Оу уцни эса В (0, Ь) ну v  
тада кессин ва координаталар бошидан утмасин, яъни а ф  0, ЬФ  0 
булсин. Бу холда икки -нуцтадан утган тугри чизикнинг тенгламаси
(33) куйидаги куринишни олади:

х — а __ у . .. х у

r- =  r0+tu. (29)

ёки —  +-f- =  l. (34)
—a b а b

(34) да а, b сонлар тугри чизикнинг координата угушридан ажратган 
кесмаларидир. Шуни ^исобга олиб, (34) тугри чизикнинг кесмалари 
буйича тенгламаси деб аталади.
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1-м и с ол .  Учларининг координаталари А(— 3, 2), В (2, 4) ва 
С (5, — 4) булган ABC учбурчак берилган. Унинг В учидан чиццан 
медианаси тенгламасини тузинг.

Е ч иш .  Вх нуцта АС томоннинг уртаси булсин. У ^олда 15-§ 
даги (3) формулага кура Ву(\, — 1). В ва By нуцталарнинг коорди
наталарини (33) тенгламага цуйсак (бунда Мг = В , М2 =  By),

х — 2 г/ —  4 .. _ С П
----  =  —-----  еки Ьх — у — 6 =  0.
1 _ 2  —  1 — 4

Бу ВВу медиананинг тенгламаси.
2- м и с о л . Абсциссалар уцидан 2 бирлик, ординаталар уцидан

— 3 бирлик кесмалар ажратгэн тугри чизиц тенгламасини тузинг. 
Еч иш .  Берилишига кура а =  2 , Ь — — 3, у цолда (34) тенгла

ма -j- Н---=  1 ёки ------- - — 1 куринишда булиб, бу излан-

ган тугри чизицнинг тенгламасидир.
3. Т угр и  чизицнинг  б у р ч а к  к о э ф ф и ц и е н т л и  тенг

л а м а с и .  Аввало тугри чизицнинг бурчак коэффициента тушунча- 
сини киритамиз.

Т а ъ р и ф .  и вектор elt е2 базисда ах, а2 координаталарга эга

ва ах Ф  0 булсин, у цолда —  — k сон и векторнинг бурчак коэф-
<*i

фициенти дейилади.
Т е о р е м а .  Коллинеар векторларнинг бурчак коэффициентлари 

узаро тенг.

И с б о т .  ^ацицатан, и II v векторлар берилган булиб, улар

ву, е2 базисга нисбатан и (а1} а2), v {bu Ь2) (ах Ф  0, ЬХФ  0) коорди
наталарга эга булсин цамда kv k2 мос равишда бу векторларнинг 
бурчак коэффициентлари булсин. Таърифга кура

1 * Ьо
ky =  — ва k2 — — .

— Gl bl -> -v
и || v булгани учун шундай t сон мавжудки, и — tv ёки а х =

=  tby, а2 — tb2=> —  =  —  —  =  —  ёки k2 =  ky. А 
йу а2 by Qy

X у л о с а . Битта тугри чизицца параллел барча векторларнинг 
бурчак коэффициентлари узаро тенг. k сон турри чизицнинг бурчак 
коэффициенти дейилади.

Энди тугри чизицнинг бурчак коэффициентли тенгламасини кел
тириб чицарайлик.

Битта нуцтаси ва бурчак коэффициенти тугри чизицнинг текис
ликдаги вазиятини'тула аницлайди.tOy уцца параллел тугри чизиц- 
лар учун бурчак коэффициент мавжуд эмас. Энди Оу уцца парал
лел булмаган и тугри чизиц М0{х0, у0) нуцтадан утсин ва k га тенг 
бурчак коэффициента эга булсин. и нинг тенгламасини тузамиз.

(32) га асосан ахФ  0 шартда у — у0 =  —  (х — х0), аммо k =
ai

а2
=  —  , демак, 

ai



У — Уо = k (x  — x0) (35)

ёки

у =  kx + b,

бунда

Ъ =  Уо — kx0. (36)

, (36) тенглама тугри чизикнинг бурчак коэффициентли тенгла 
маси дейилади.

М и с о л .  Р (2, — 3) нуктадан утувчи ва бурчак коэффициента

—  булган тугри чизи^ тенгламасини тузинг.
4

3
Е ч и ш .  Берилганларга асосан х0 =  2, у0 =  — 3, k =  —  булиб,

4

буларни (35) тенгламага ^уямиз:

у — (— 3) =  —  (х — 2) ёки Зх — 4у — 18 =  0.
4

4. Т угри  ч изик нинг  умумий т е н г л а м а с и .  Тугри 
чизикнинг юцорида келтириб чи^арилган (30) — (34), (36) тенглама- 
ларининг ^ар бирини олиб солиштирсак, улар умумий куринишдаги

Ах -j- By -j- С =  0 (37)

икки номаълумли биринчи даражали тенгламанинг хусусий ^оллари 
эканини курамиз.

Энди ^уйидагича савол тугилади: аксинча, (37) куринишдаги тенг
лама тугри чизи^ни ифода этадими?

Т е о р е м а ,  х, у узгарувчиларга нисбатан биринчи даражали 
Ах + By + С -= 0 (бу ерда А2 + В2Ф  0) алгебраик тенглама аффин 
реперга нисбатан турри чизицни анщлайди.

Исб от .  Бу ерда икки ^олни текширамиз.
а) В ф  0. Берилган тенгламани

куринишда ёзиш мумкин. Энди бу тенгламани кщоридаги y=kx-\-b
А С

тенглама билан солиштирсак, k — ---- , b = ---- ни ^осил
В в

^иламиз. Демак, Ах + By +  С =  0 тенглама В ф  0 шартда у — kx + 
\-b куринишни олади, унинг эса тугри чизи^ни ифодалашини била- 
миз. Шундай ^илиб, умумий куринишли Ах + By + С =  0 тенглама 
^ам В Ф  0 да бирор тугри чизи^ни ифодалайди.

б) В =  0. Бу ^олда А2 -\-В2Ф  0 муносабатга Кура А ф  0 булиб,
С

Ах -f- By + С =  0 тенглама х = -- — куринишни олади. Бундай

тенглама Оу укда параллел тугри чизи^ни ани^лайди. Демак, икка- 
ла ^ол учун ^ам теорема куч га эга. а  

Тугри чизикнинг умумий тенгламаси

Ах+Ву + С =  0 (37)
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берилган булсин, бунда £ = -- — =  — , демак, тугри чизикнинг
В а-у

и йуналтирувчи векторининг координаталари сифатида — В, А сон
ларни ^абул ^илиш мумкин, яъни умумий тенгламаси билан берил

ган тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори сифатида и{—В, А) век
торни олиш мумкин.

М и с о л .  Учларининг координаталари L{— 3, — 1), М (2, 3), 
N (2,1) булган LMN учбурчак берилган. Учбурчакнинг L учидан 
MN томонига параллел булиб утган тугри чизик тенгламасини ту
зинг.

Е ч и ш .  Изланган тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори учун

MN векторни олиш мумкин, унинг координаталари MN (0, — 2)=ф- 
=> А = — 2 , В  =  0. Тугри чизикнинг L{— 3, — 1) ну^тадан утиши- 
ни эътиборга оламиз. — 2 • (— 3) + 0 • (— 1) + С =  О, С =  — 6:
А, В, С нинг топилгзн цийматларини (37) га ь̂ уямиз: х + 3 =  0 ёки 
х =  — 3. Бу изланаётган тенгламадир.

Энди тугри чизицнинг

Ах + By + С =  О

умумий тенгламасини текширамиз.
1 . С =  0. Бу х°дда тенглама куйидаги куринишни олади: Ах 4- 

+ By =  0. Бу тугри чизи^ координаталар бошидан утади, чунки уни 
(0, 0) цаноатлантиради. Аксинча, тугри <чизи  ̂ координаталар боши
дан утса, у хрлца

Л-0+£-0  + С =  0 ^ С  =  0.

2 . А =  0.

By + С =  0. (38)

Бу тугри чизикнинг йуналтирувчи и (— В, 0)=>и =  — Вег век

тори ех векторга коллинеар, демак, у Ох у^ка параллел. В Ф  О 
булганда (38) ни цуйидагича ёзиш мумкин:

С
у =|Ь, бу ерда Ь = ---—.

и

Шундай ^илиб, у =  Ь тенглама Ох укда параллел ва ординаталар 

у^ини ^О, — нуктада кесиб утадиган тугри чизи^ни аницлайди.

Агар А =  0, C =  0=^Bt/ =  0 = ^ * / = 0  (чунки В Ф  0), у — 0 эса 
Ох у^нинг тенгламасидир, чунки бу тенглама билан аникланувчи 
тугри чизик О* УККа параллел ва О у у^дан 6 =  0 кесма ажратади.

3. В =  0. Бунда 2) ^олдагига ухшаш тугри чизиц О у у еда па
раллел жойлашади ва бу х0ЛДа С =  0 булса {Ах =  0 =>■ х =  0\ туг
ри чизиь, Оу у^нинг узини ифодалайди.
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25- §. Турри чизикни тенгламасига кура ясаш

К,уйида биз бирор аффин реперга нисбатан тенгламаси билан бе
рилган тугри чизицни ясашнинг бир неча усуллари билан таниша
миз.

1. Тугри чизиц узининг икки нуцтасининг берилиши билан тулиц

аницлангани учун у бирор (О, ev е2) реперга нисбатан цандай кури
нишдаги тенгламаси билан берилмасин, уни ясаш учун икки нуцтаси- 
ни ясаш кифоядир.

М и с о л .  х + 2у — 3 =  0 тенглама билан берилган тугри чизиц- 
ни ясанг.

Тугри чизицнинг икки нуцтасини топиш учун берилган тенглама - 
даги х узгарувчига ихтиёрий икки цийматни бериб, тенгламадан бу 
цийматларга у нинг мос цийматларини топамиз;

х =  I да 1 -Ь 2г/ — 3 =  0 дан у =  1, 
х =  — 1 да — 1 + 2 у — 3 =  0 дан у =  2.

Топилган Ml ( 1 , 1), М 2(— 1 , 2) нуцталарни ясаб, уларни туташтир- 
сак, изланаётган МХМ2 тугри чизиц цосил булади (60-чизма).

2. Тугри чизиц (О, ev е2) реперда y =  kx + b куринишдаги 
тенглама билан берилган булса, уни цуйидагича ясаш мумкин. Ор- 
динаталар уцида (0, b) нуцтани ясаймиз цамда (1 , к) векторни ясаб, 
(0, Ь) нуцтадан и векторга параллел тугри чизиц утказамиз.

М и с о л .  у =  2х — 3 тенглама билан аницланувчи тугри чизицнн 
ясанг.

(0, — 3) нуцтани ясаймиз. 61-чизмада бу В нуцтадир. Сунгра 

шу чизмада и =  ег + 2 е2 векторни ясаймиз. Чизмада бу О А век-

тордир. Энди В нуцтадан О А векторга параллел тугри чизиц ут
казамиз.
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3. Агар тугри чизи^

\х — х0 + axt,

IУ =  У о +  a2t

параметрик тенгламалари билан берилса, бу тугри чизик; ^ам 2- сол
дат сингари (х0, г/0) нуктадан утиб (ах, а2) векторга параллел тугри 
чизи^ каби ясалади.

26- §. Ах + By + С уч^ад ишорасининг геометрик маъноси

(О, ех, е2) реперда ушбу Ах +  By + С =  б уч^адни цараймиз.

Ах -f- By +  С =  0 (39)
—V

тенглама йуналтирувчи вектори и (— В , А) булган бирор и тугри 
чизш\ни ашщлайди. Бу тугри чизи^ текисликни иккита цисмга ажра- 
тади. Уларнинг бирини Ф х, иккинчисини Ф 2 билан белгилаймиз. Бу 
^исмларнинг ^ар бирини очик ярим текислик деб атаймиз.

Т е о р е м а .  М х (xlf ух) ва М (х2, у2) нукталар (39) турри чизик 
билан ажратилган турли очиц ярим текисликларга тегишли бу
лиши учун bMi =  Ахх + By у + С ва б ^  =  Ах2 + Ву2 + С сонлар 

ишораларининг хар хил булиши зарур ва етарли.
И с б о т .  Зарурийлиги.  Мх, М 2 нукталар тугри чизи^ билан 

ажратилган турли очи^ ярим текисликка тегишли булсин. У ^олда 
МХМ2 ^кесма и тугри чизи^ни бирор М 0 нуктада кесиб, MQ ну^та 
МХМ2 "кесмани бирор Я нисбатда (Я >  0, чунки М 0—кесманинг ички 
ну^таси) булади, яъни

„ _Х1 -г Ялг2 ,, __ У \ + Я г/2
ло ,  ̂ У о

Я 1 -г Я

Лекин

AIq £ и =Ф" Ахц -j- Вуо -f- С — 0.

Бу тенгликка х0, у0 нинг ^ийматларини цуйсак,

A (Xl + bx2 \ в  , с  =  0 _

Бундан

еки

1 + Я J \ 1 + Я 

А (хг + Я х2) + В (ух -f- К у2) -j- С (1 + Я) =  О 

Ахх -j- Вух + С -г Я (Ах2 ~Ь Ву2 -f- С) =  0.

Ю^оридаги белгилашимизга асосан бл, + Ябл/ =  0 , булиб, бундан 
^ *

X — ____Мх , Я >  0 булгани сабабли б у шартнинг бажарилиши
^м2 ч

учун Ьм , бм лар ^ар хил ишорали булиши керак.

Е та р ли ли ги .  , Ьм ^ар хил ишорали булсин, у ^олда Мх $ и 

ва М 2 i  и. МХМ2 тугри чизик и тугри чизи^ни бирор М 0 нуктада
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кессин, б у ^олда М0 ну^та МХМ2 кесмани бирор А, нисбатда бу
лади.

Исботнинг биринчи ^исмида бажарилган ишни такрорласак,

■̂ __ Ахх -j- Вух -4- С ®Mi

Ах 2 +  Ву2 +  С ^мг

6М, Ьм сонлар jqap хил ишорали булгани учун X — --- >  0.
1 *

Демак, Мх М2 ва и турри чизи^ларнинг кесишган М0 нуцтаси Мх, 
М2 нукталар орасида ётади, бундан эса Мх, М2 ну^таларнинг турли 
очи^ ярим текисликка тегишлилиги келиб чии;ади. А

Бу теоремадан куйидаги натижани келтириб чицарамиз: Мх(хх, 
г/i), М 2 (х2, у2) нукталар учун б ^  =  Ах1+Ву1 + С ва б ^  =  Ах2 + 

+ Ву2 + С сонлар бир хил ишорали булса, бу нукталар (39) турри 
чизи^ билан ажратилган Ф х, Ф 2 очи^ ярим текисликларнинг фа^ат 
бирига тегишли булади.

X  у л о с а . Текисликнинг координаталари Ах -f- By +  С >  0 тенг- 
сизликни ^аноатлантирувчи барча ну^талари туплами (39) турри чи- 
зи^ билан ажратилган Ф х, Ф 2 очи^ ярим текисликларнинг биридан 
ва Ах + By + С <  0 тенгсизликни ^аноатлантирувчи ну^талари туп
лами эса очи^ ярим текисликларнинг иккинчисидан иборат экан.

М и с о л .  и\ х — З г / + 1 = 0  турри чизи^ учлари M i(0, — 1), 
М 2( 1, 2) нукталар булган Мх М 2 кесмани кесадими?

Е ч и ш .  Мх, М2 нуцталарнинг координаталарини б =  х — Зу + 1 
ифодага ^уямиз:

Мх нуцта учун =  0 — 3-(— 1) + 1 =  4 >  0;

М2 ну^та учун 6Mj =  1 — 3-2 + 1 =  — 4 <  0.

Бундан куринадики, М х£ Ф 1э М2£ Ф 2, демак, турри чизи^ МХМ2 
кесмани кесиб утади.

27- §. Текисликда икки турри чизикнинг узаро жойлашиши

Тенгламалари аффин системада берилган их, и2 турри чизиклар- 
ни олайлик:

их. Ахх -j- Вху +  =  0 
и2: А2х + В2у + С2=0.

их(— Вх, Ах), й2(— В2, А2) векторлар мос равишда бу турри чизи^- 
ларнинг йуналтирувчи векторларидир. их, и2 турри чизицларнинг 
узаро жойлашувида ушбу доллар юз бериши мумкин.

1 . их, и2 турри чизиклар кесишади (62- а чизма). У  ^олда их%

"Л* и2 =^— Ф  — . Бундай турри чизи^ларнинг кесишган нуктасини 
А2 В2

топиш учун берилган тенгламалар системасини ечиш керак.

2 . их, и2 турри чизиклар параллел (62-6 чизма) =^их |[ и2=> j-=
А2

^ B j_

В, '
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Аксинча, —  =  — =>АХ-
A<i В2

Вх — ‘кВ2=>и1 = 'к и 2, бу эса 
щ, и2 нинг параллеллигини 
англатади.

Агар F  =  Т  =  Г  бул'/12 х̂2 >̂2
са, иъ и2 турри чизицлар уст- 
ма- уст тушади (мустацил ис
бот ланг).

М и с о л .  их:х + 3у—2=0 
ва и2: 2х + у +  5 =  0 тугри 
чизи^ларнинг кесишишини ис- 
ботланг ва уларнинг кесишган 
нуцтасини топинг.

Е ч и ш .  Бу тенгламаларда:
А1=\, Вх =  3, Сх =  — 2 ,

А2 =  2, В2 =  1, С2 =  5; ~ ^Ф

з
Ф  — ; берилган тугри чизи^лар кесишади. Шу кесишган 

топиш учун ушбу тенгламалар системасини ечамиз:

(х+  3у — 2 =  0,

62- чизма

нуктани

,2х + г/ — 5 =  0.

п ( 13Бу системадан кесишиш ну^тасини топамиз: I— , —

28- §. Ту:рл чизицлар Дастаси

Текисликдаги тугри чизик лар битта нуктадан ’ утса ёки битта туг
ри чизик^а параллел булса, улар дастани ташкил ^илади, деймиз. 
Шу ну^та даста маркази дейилади. Бу дасталарни айрим-айрим ку- 
риб чи^амиз.

1 . Кесишувчи тугри чизик;- 
лар дастаси (63- чизма) даста мар- 
казининг ёки дастага тегишли 
икки тугри чизикнинг берилиши 
билан тули^ аникланади. Даста
марказини Мс

М0М

деб белгиласак, 
оркали дастанинг 

тугри чизиги
М Ф  М 0 ну^та 
фа^ат битта 
утади.

Энди бу дастанинг тенглама
си билан танишамиз. у — у0 =  
=k{x — х0) тенглама (х0, у0) ну^- 
тадан утувчи ва бурчак коэффи- 
циенти k булган тугри чизи^ни 63- чизма
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аниклайди. k ни параметр ва (л;0, у0) ни марказ деб царасак, бу 
тенглама тугри чизи^лар дастасини ифодалайди.

Энди дастанинг унга тегишли иккита кесишувчи тугри чизиц би
лан аницланиши масаласини царайлик.

Дастанинг М0 нуцтада кесишувчи иккита (турли) их, и2 тугри 
чизицлари берилган булсин:

их • А\Х\+ Вху 4" Сх — О, (40)

и2: А^х + В2у + С2 =  0. (41)

Бир ва^тда нолга тенг булмаган V  ос, f5 £ R сонларни &либ, 
(40) ва (41) тенгламалардан ушбу тенгламани тузайлик:

ос (Ах х + Вху + Cj) + |3 (А2х + В2у + С2) = .0 . (42)

Бу тенглама М0 нуктадан утувчи тугри чизицни аниклайди. Х̂ аци- 
цатан, (42) тенгламани цуйидагича ёзайлик:

(ос Ах 4* Р А2) л: + (а Вх 4" J3 В2) у ~h ос Сх ~Ь Р С2 =  0. (43)

Бу тенгликда х, у узгарувчилар олдидаги коэффицие нтларнинг ка
мида бири нолдан фарцли, чунки

ос Ах 4" Р А2 =  0, ос Вх 4~ Р В2 — 0 

булсин десак (масалан, а ф О  булганда), уни

di =  _  A  =  _  L  (44)
А2 а  В2 а

куринишда ёзиш мумкин. (44) дан Ах Вх 
А2 В2

=  0 =>- их || и2, бу зидлик-

ка олиб келади: шартга асосан их П и2 =  М0. Демак, (43) тенглама 
а, Р нинг бир вацтда нолга тенг булмаган хар бир к̂ ийматида тугри 
чизицни аниклайди.

M q £ их, М0 £ и2 =Ф" AxXq 4~ ВхУо 4~ с ,  =  0 ва A2Xq -{- В2у$ 4~

+ С2 =  0 => а  (Ахх0 + Вху0 + Сх) + Р (А2х0 + В2у0 4- С2) =  0.

Бундан 11уринадики, (43) тенглама билан аншуланган тугри чизиц 
М0 нуктадан утади.

Агар М ХФ М 0 нуцта берилса, а, р га тегишли цийматлар бериш 
йули билан дастанинг шу нуктадан утадиган тугри чизигини аниц- 
лаш мумкинлигини курсатамиз.

Дастага тегишли тугри чизикнинг Мх нуктадан утиш шарти:

а  (Аххх + Вхух + Сх) + р (А2хх + В2ух + С2) =  0. (44')

Мх Ф  М0 булгани учун Аххх + Вгух + Сх, Л2хх + В2ух 4- С2 ифо- 
даларнинг камида бири нолдан фар^ли, масалан, Аххх + Вхух 4- СХФ  
Ф  0 булсин, у хрлда (44') дан

а  =  — 6. (45)
Aixi 4 В1У1 4 Сх

(45) ни цаноатлантирувчи ос, |3 да дастанинг М х нуктадан утувчи 
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турри ч и зи р и  ани^ланади. Шун
дай цилиб, (42) тенглама бир 
ва^тда нолга тенг булмаган 
^ар ^андай а, Р да дастани 
ифодалайди.

Мис ол .  Маркази коорди
наталар бошида булган дас
танинг А ( — 1, 2) нуктадан 
утган тугри чизирини топинг.

Ечиш.  М0(х0, у0) марказ
ли дастанинг тенгламасини 
ушбу у — y0 =  k(x—  х0) кури- 64-чизма

нишда ёзамиз, бу ерда даста
у — 0 =  k{x — 0) ёки у =  kx тенглама билан ифодаланади. Даста
нинг А (— 1, 2) нуктадан утган турри чизиги учун 2 =  k-{— 1), 
бундан k =  — 2. Демак, у =  kx дастанинг А (— 1, 2) нуктадан ут
ган тугри чизигига у — — 2х тенглама мос келади.

2. П а р а л л е л  тугри ч и з и ц л а р  д а с т а с и  (64-чизма). Те- 
кисликдаги параллел тугри чизиклар дастаси даста турри чизшугари-

га параллел/оулган бирор и0 векторнинг берилиши билан 'тулиц 
аницланади. ^

Параллел турри чизиклар дастасини ифодаловчи тенгламани ^а-

райлик. Параллел турри чизиклар дастаси и0(— В0, А0) вектор би
лан аникланган булсин. У  ^олда А0х + В0у + С =  0 тенглама дас
тани ифодалайди. Бу ерда С хар ь̂ андай ^ийматларни цабул ^ила 
олади. Ха^и^атан, С нинг ^ар бир цийматида бу тенглама билан

аникланган тугри чизиц и0(—В0, А0) векторга параллел булгани са- 
бабли дастага тегишли.

Мисол .  Йуналиши и0 (1 , — 2) вектор билан аникланган, парал
лел тугри чизиклар дастасига тегишли ва координаталар бошидан 
утувчи турри чизицни топинг.

Ечиш.  w0(l, — 2)=>В0 = — 1, Aq — — 2; А0х + В0у + С =  О 
дан 2х + у — С — 0 тенглама ^осил цилинади. Энди бу дастанинг 
координаталар бошидан утувчи тугри чизигини топамиз: 2-0  + 0 —
— С =  0 =ф- С =  0. Изланаётган турри чизшу 2х + у =  0.

29-§. Декарт реперида турри чизик; ва у билан богли^
^  булган метрик масалалар

Хрзирга ь̂ адар текисликда координаталарнинг аффин системасини 
цараб, бу системада турри чизикнинг турли тенгламалари ва турри 
чизи!  ̂ билан борли^ айрим масалалар билан танишдик.

Энди декарт репери (декарт координаталарининг турри бурчакли 
системаси) олинган булсин. Бу системада тугри чизивда тааллу^ли 
купгина метрик масалалар ^ал цилинади.

Та ър иф .  Кесма узунлиги ва бурчак катталигини ^исоблаш би
лан борли^ булган масалалар метрик масалалар дейилади.

* 69

Г



Т аър иф .  Турри чизикнинг йуналтирувчи векторига перпенди
куляр jqap кандай вектор бу тугри чизикнинг нормал вектори дейи
лади.

(О, i, / )  декарт реперини оламиз. Турри чизи^ Ах + By + С =

=  0 умумий тенгламаси билан берилган булсин. и (— Б, А) унинг

йуналтирувчи вектори, у ^олда п (А, В) вектор и турри чизикнинг

нормал вектори булади. Ха^и^итзн, и, п векторларнинг скаляр ку
пайтмаси:

и ■ п =  —В -А-\-А-В =  0=>п±.и.

Демак, турри чизикнинг умумий тенгламасидаги А, В сонлар шу 
тартибда олинса, улар шу тенглама билан аницланадиган турри чи- 
зш\ нормал векторининг координаталарини билдиради.

Мисол .  Учларининг координаталари L (— 2,5; — 0,5), М  (2; 
2,5) ,ва N{2; 1) булган LMN учбурчакнинг L учидан MN томонига 
перпендикуляр цилиб утказилган турри чизи^ тенгламасини тузинг.

Ечиш.  Изланаётган турри чизикнинг нормал вектори учун п =  

=M N  векторни олиш мумкин, унинг координаталари n=M N  (0; — 1,5).

Нормал вектори п (0, — 1,5) булган турри чизикнинг тенгламаси
0-х + (-1 ,5 ) у + С =  0, бу турри чизик; L учдан утгани учун

0 • (— 2,5) + (— 1,5) • (— 0,5) +  С =  0, бундан С =  — Изланаёт-

3
ган тенглама 0-х + (— 1,5) у --- = 0  ёки 2у + 1 =  0 куринишда

4

булади (65- чизма).

Н у ^ т а д а н  ту рри  ч и з и ^ ^ а ч а  бу лг ан  м а с о фа .  (О, i, /) 
декарт реперида

70



и : Ах -j- By -j- С — 0 (46)

турри чизи^ ва М0 (х0< у0) ну^та берилган булсин. М0 ну^тадан 
турри чизиада перпендикуляр утказамиз. Уларнинг кесишган нукта
сини Н  билан белгилаймиз (66-чизма). Н  нуцта бу перпендикуляр-

нинг асоси дейилади. ИМ0 векторнинг узунлигини М0 ну^тадан и 
турри чизиодача булган масофа дейилади ва р (М0, и) куринишда 
белгиланади.

Агар М0 £ и булса, М0 =  Н булиб, р (М0, и) =  0 булади. М0 £ и

булсин, у ^олда p(Af0> и) =  \НМй\. п (,А, В) вектор и турри чи-

зицнинг нормал вектори булгани учун НМ0 ва п векторлар колли
неар булади, у ^олда бу векторларнинг скаляр купайтмаси:

НМ0 п =  | НМ011 п | cos (НМ0, п) =  ± р (М0, и)\п\

(НМ0 f t  п булса, (НМ0, п ) =  0° булиб cos (НМ0, п ) =  + 1 була

ди. НМ0 \ \ п булса, (НМ0, п) =  180° булиб, cos (НМ0, п) = — 1 
булади), бу ердан

/ , ,  ч I НМ п • п I 
Р ( М 0, и) =  —

I п I
■■ ■ — >

Н нуцтанинг координаталари хх, ух булсин. У ^олда НМ0 (х0 —
— У о — У г) булиб, Н £ и эканини ^исобга олсак, скаляр купайт
ма

НМ0-п =  А {х0 — хг) + В{у0 — ух) =  Ах0 + Ву0 —

— (Ахг + Вух) =  Ах0 + Вуп -f- С

булади.

Шу билан бирга | п | =  V А 2 + В2 эканини назарда тутсак,

р (М0, и) =  (47)

(47) берилган М 0 ну^тадан берилган и турри чизиодача булган 
масофани ^исоблаш формуласидир.

Ми со  л. Учбурчакнинг бир учи (5, — 3) дан, асоси (0, — 1) 
ва (3, 3) ну^ га ларни туташтирувчи кесмадан иборат. Унинг баланд- 
лигини то пинг.

Ечиш.  Учбурчакнинг асоси (0, — 1) ва (3, 3) ну^талардан утув- 
чи турри чизи^ булгани учун унинг тенгламаси

=  У—̂ А  ёки 4х — 3у — 3 =  0.
3 — 0 3 + 1

Учбурчакнинг h баландлиги эса (5, — 3) нуцтадан бу турри чизи^- 
^ача булган масофадир. У ^олда (47) формула буйича:
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30-§. Икки турри чизиц орасидаги бурчак

Таъриф .  Икки турри чизик, орасидаги бурчак деб бу тугри 
чизикларнинг йуналтирувчи векторлари орасидаги бурчакка айтилади.

Берилган их, и2 тугри чизиклар орасидаги бурчакни (их, и2) ку
ринишда белгилаймиз. Декарт реперида их, и2 тугри чизиклар

их: Ахх + Вгу + С\ =  0,

и2 ■ А2х Н- В2у Н- С2 — 0

умумий тенгламалари билан 
аникланган булсин (67-чизма).

их (—Вх, Ах) вектор их тугри

чизикнинг, и2 (— В2, Л2) век
тор и2 тугри чизикнинг йу
налтирувчи векторидир, у х;ол- 
да таърифга кура их, и2 туг
ри чизиклар орасидаги бурчак 
ушбу формуладан ани^ланади:

cos («х, и2) =  cos ( ulf и2) =

67- чизма

и2

А1А2 - f -  ВуВ2

V a \ ± b I V * 1 +  В\

Хусусий ярлда

их -L «2 о  их _L и2 <=> АхА2 + ВХВ2 =  0. (48)

(48) тенглик икки тугри чизикнинг перпендикуляр лик шартидир, 
Декарт реперида Оу уэда параллел булмаган их, и2 тугри чи- 

зи^лар бурчак коэффициентли тенгламалари билан берилган булсин:

их:у =  kxx + bx, и2:у — k2x + b2.

Бу тугри чизиклар орасидаги бурчакни ^исоблаш формуласини кел- 
тириб чи^арамиз. Тугри чизи^ декарт реперида ^аралганда унинг

и [ах, а2) йуналтирувчи векторининг бурчак коэффициента

k =  — =  tg ( и, i )

булади (68-чизма). (и, i ) бурчак тугри чизикнинг Ox у ^ а  ofuul



бурчаги дейилади. ult и2 турри чизицларнинг Ох ук;ца огиш бурчак
лари мос равишда <plt ф2 булсин (69-чизма), у з<;олда

К =  tg q>i, К =  tg ф2 ва (ult и2) =  ф2 — фх 

булади. Икки бурчак айирмасининг тангенси формуласига кура

tg (ult и2) =  tg (ф2 — Фх) =  ~  tg ф1-
1 +  tg Ф1 tg Ф2 .

tg Фх, tg ф2 ни kv k2 билан алмаштириб, ушбу формулага эга бу-
ламиз:

tg {ихГи2) =  А — (48' ) 
& v 1 2/ 1 + ktk2 '

(48') икки тугри чизиц бурчак коэффициентли тенгламалари билан 
бери л ганда улар орасидаги бурчакни з^исоблаш фурмуласидир.

wi> и 2 тугри чизицлар перпендикуляр булган з̂ олда ф2 =  фх + ^  

дейиш мумкин о  tg ф2 =  — ctg фх ёки

62 =  — г  ’ — 1. (49)
К

(49) тенглик иъ и2 турри чизицларнинг перпендикулярлик шарти- 
дир. иг, и2 турри чизицлар параллел булган зрлда ф2 — Фх =  0 ёк- 
к2 =  kx =  0, бундан

k x =  k 2. (50)

(50) тенглик uv и2 тугри чизицларнинг параллеллик шартидир. 
Эслатма .  Икки турри чизикнинг кесишишидан туртта бур

чак з̂ осил булади. Бу бурчакларнинг з̂ ар бирини берилган икки тур
ри чизик* орасидаги бурчак сифатида олиш мумкин. Б у туртта бури 
чакнинг бирини топсак, долган учта бурчак з̂ ам аницланади.

Мисол.  uv и2 турри чизицлар

68- чизма 69- чизма
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: x + 7у — 5 =  0 ва и2:3х — Ay + 20 =  0 

тенгламалари билан берилган. Улар орасидаги бурчакни топинг. 

Ечиш.  тугри чизикнинг бурчак коэффициента ky — — — , и2

3 ,
тугри чизикнинг бурчак коэффициенти k2 =  — . (48') формула буйича

Н - т )
-т(-т)

3_ 1
i , , - . 4 +  7  ,
tg(«x. «*) = ----j — р- = ---- Г  =  1

1 + . I _ I 1 2g

Демак,

(ых, и2) =  45°.

Тугри чизиклар умумий тенгламалари билан берилган долда

k — — — k = — ~
1 Ях* 2 А/

Энди (48') дан

I Ay Bi I
jg ф _A%B\ _________  I Аг B21

A\A2 -f- ВуВ^ Лi 2̂ -j- BxB2 

Бундан

Wi_[_u2 =>■ AXB2 ^ 2^1 =  ®
B1

A% B2



III БОБ.  ТЕКИСЛИКДАГИ АЛМАШТИРИШЛАР

31-§. Туп лам ларни акслантириш ва алмаштириш

Буш булмаган икки X, У туплам берилган булсин.
1-таъриф.  Агар X  тупламнинг ^ар бир х элементига бирор / 

р̂ оида билан Y тупламнинг ани^ у элемента мос цуйилган булса, у 
х;олда X  тупламнинг Y тупламга акслантирилиши берилган дейи
лади.

f коида X  тупламни Y тупламга акслантиради деган жумлани

f:X-*-Y ёки X  — -- Y куринишда ёзамиз.
Агар х £ X элемент f акслантиришда у £ Y элементга мос кел- 

са, уни y — f(x) каби ёзилади, у ж  х элементнинг / акслантириш- 
даги образи (акси), х ни эса г/ элементнинг прообрази (асли) дейи
лади. X  туплам барча элементларининг образлари туплами {/ (%) | х £ 
£ X} ни f(X) куринишда белгиланади ва f акслантиришдаги X  туп
ламнинг образи дейилади.

Мисол .  Умумий О мар
казли иккита концентрик ай- 
ланани караймиз. г радиусли 
айлананинг ну ̂ талари тупла
ми X, R радиусли айлананинг 
нукталари туплами Y булсин.

X  тупламнинг j^ap бир М 
ну^тасига Y тупламнинг ОМ 
нур да ётган М, нуктасини мос 
келтирайлик. Натижада бирин - 
чи айлананинг иккинчи айла
нага акслантирилиши ^осил 
булади: М 1=}(М ), Л^=/(М) 
ва хоказо (70- чизма).

Бу ерда / к̂ оида О нуцта- 
дан чицарилган нурнинг би
ринчи айлана билан кесишган 70- чизма 

нуктасини унинг иккинчи ай
лана билан кесишиш ну^тасига мос келтиришдан иборат.

f:X-*-Y акслантиришнинг му^им хусусий хрллари билан тани- 
шамиз.

I. Агар X  тупламнинг ^ар цандай икки xv х2 элемента учун 
х1у!Lx2=>f (a:x) Ф / (х2) булса, у х;олда f\X-*Y акслантириш инъек- 
тив акслантириш. дейилади. Бош^ача айтганда, / акслантириш 
инъектив булса, Y тупламнинг х,ар бир элемента биттадан орти^ 
булмаган прообразга эгадир.

Мисол.  X  — ярим айлананинг барча нукталари туплами, Y эса 
бу ярим айлана диаметри ор^али утган тугри чизикнинг барча нуц- 
талари туплами булсин (71-чизма). Ярим айлананинг ^ар бир ну^та- 
сига бу ну^танинг / тугри чизикдаги ортогонал проекциясини мос 
келтирамиз. Бу ерда f ^оида ярим айлананинг х;ар бир ну^тасининг
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71-чизма 72-чизма

I тугри чизицдаги ортогонал проекциясини топишдир. Натижада X 
тупламнинг Y тупламга акслантирилиши ^осил цилинади. Бу акс- 
лантиришда M x=--f[M), N1=f{N ) ва з^оказо булиб,

М Ф N=>f{M)=/=f(N).

II. Агар f акслантиришдаги образлар туплами Y тупламдан ибо
рат, яъни f (X )= Y  булса. у зфлда f :X ~ ^Y  акслантириш сюръек
тив акслантириш дейилади.

Мис о л .  X  текисликдаги барча векторлар туплами, Y эса О 
марказли даста булсин (72-чизма).

Х г =  X  \ {0} тупламнинг ,^ар бир т  векторига Y тупламнинг

I (I т  тугри чизигини мос келтирамиз. Бу билан Х х тупламни Y 
тупламга /: Х х Y акслантирилиши ^осил булиб, бу акслантиришда 
f(X x) =  Y. Демак, / акслантириш сюръектив, лекин у инъектив

эмас, чунки ^ар цандай т ф п , т  — kn векторлар учун f{m) —

=  f(n).
I II .  Бир вацтнинг узида ^ам инъектив, з̂ ам сюръектив булган 

f:X-+ Y  акслантириш биектив ёки узаро бир цийматли аксланти
риш дейилади. Акслантириш биектив булганда Y тупламнинг хар 
бир элемента битта прообразга эга. Биектив акслантиришга мисол- 
лар келтирамиз:

1-мисол.  Текисликда координаталарнинг аффин системасини ки
ритиш билан текисликнинг барча нукталари тупламини барча тартиб- 
ланган з̂ ациций сонлар жуфтлари (х, у) тупламига ва аксинча тар- 
тибланган барча з̂ ациций сонлар жуфтлари тупламини текисликнинг 
барча нукталари тупламига акслантирилади. Бунда / цоида коорди
наталарнинг аффин системасини киритиш цоидасидир.

X  — текисликдаги барча нуцталар туплами, Y — маълум тартиб- 
да олинган барча з̂ ациций сонлар жуфтлари туплами (ёки аксинча) 
булсин десак, бу акслантиришда з̂ ар бир М £ X  ну^тага бир жуфт 
(а, у) £ У  сон ва аксинча сонларнинг з̂ ар бир (х, у) £ Y  жуфтига 
битта М £ X  нуцта мос келади.

2-мисол.  Бирор LON берилган булсин. Унинг 0L ва ON то-
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монларининг нукталари орасида куйидаги мосликни урнатайлик: OL 
томонидаги >̂ ар бир М  ну^тага О марказли ва ОМ радиусли ёйнинг 
ON томони билан кесишган М х ну^таси мос келсин (73-чизма), 
73-чизмадан куринадики, A-+Alt В-+Вх ва ^оказо. Бунда бурчак- 
нинг О учи узи-узига мос деб ^исоблаймиз. Бу билан OL нурнинг 
ON нурга узаро бир ^ийматли акслантирилиши ^осил ^илинади.

Инъектив ^ам, сюръектив ^ам булмаган акслантиришга ушбу 
мисол ни келтириш мумлин.

Мисол.  X  туплам О марказли айлананинг барча нукталари 
туплами, Y эса О нуктадан утувчг I тугри чизикнинг барча ну^та- 
лари туплами булсин. X  тупламнинг ^ар бир М нуцтасига унинг / 
тугри чизшр,аги ортогонал проекциясини мос ^уйсак, бу билан 
f:X-+ Y  акслантириш ^осил булади (74-чизма).

Бу ерда / ^оида айлананинг хар бир нуктасининг /жтугри чизшу 
даги ортогонал проекциясини топишдир. / акслантириш инъектив 
эмас, чунки Мх, М2 (МХФ  М2) нукталар учун / ( И х) =  / (4.2)= N . 
Шу билан бирга / акслантириш сюръектив ^ам эмас, чунки

2- т а ъ р и ф. X  тупламни Y тупламга бирор f \X-^Y биектив 
акслантириш берилган ва ^ар ^андай х £ X  элемент учун у — f (х) 
булсин. У >;олда / _1 (у) — х ^онуният билан бажарилган f~l : Y -*-Х 
акслантириш / учун тескари акслантириш дейилади. X  тупламни
Y тупламга f акслантириш биектив булганда унга тескари / _1 акс
лантириш мавжуд ва айни ва^тда биектив ^ам булади. Х,а^и^атан, 
f:X-+ Y  биектив акслантириш булганда у бир ва^тДа ^ам инъектив, 
хам сюръектив булади. / — инъектив, яъни хх ф  х2 учун [{х})ф ? (х2) 
булганидан Г 1 {ух) ф  Г 1 (у2), бу ерда ух =  / fo), у2 =  f [x2) . f  — 
сюръектив, яъни / (X) =  Y булганидан ^ар цандай у £ У учун / 1 (у) 
прообразлар туплами буш эмас. Демак, f акслантиришга тескари 
/ _1 акслантириш мавжуд ва у биективдир.

73- чизма 74- чизма

!{ Х )Ф У , f (X) =  АВ cz /.
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3-таъриф.  Х ф  0  тупламни уз-узига ^ар к̂ андай f:X-+ X  
биектив акслантириш X тупламда алмаштириш дейилади. / акслан
тириш X  тупламнинг бирор алмаштириши булса, унга тескари f~x 
акслантириш, яъни }qap бир х' £ X  элементни унинг асли х £ X  га 
утказадиган акслантириш ^ам X  тупламда алмаштириш булади. Уни 
f алмаштиришга тескари алмаштириш дейилади.

Агар бирор х £ X  элемент учун (мос ^олда X  тупламнинг Ф  
цисм туплами учун) / алмаштиришда f{x) — х (/ (Ф) =  Ф) булса, х 
элемент (Ф цисм туплам) / алмаштиришда цузгалмас элемент ёки 
инвариант элемент дейилади. Юк,оридаги биектив акслантиришнинг
2-мисолида О ну^та ^узгалмасдир.

4- т а ъ р и ф. Агар ^ар ^андай х £ X  элемент учун f{x) =  x бул
са, у ^олда f : X —>X  алмаштириш айнан алмаштириш дейилади.

Бундан кейин X  тупламнинг айнан алмаштиришлари Е0 билан 
белгиланади.

5-таъриф.  /х, / 2 лар X  тупламнинг ихтиёрий икки алмаштири
ши булсин, fx алмаштириш ^ар бир х £ X  элементни fx (х) =  х' эле- 
ментга, / 2 алмаштириш эса х' элементни /2(х') =  х" элементга ут- 
казсин. Уларни. кетма-кет бажарилса, яъни х элемент устида 
алмаштиришни ва <\осил ^илинган образ х' устида / 2 алмаштириш 
бажарилса, натижада х ни х" элементга утказувчи /3 алмаштириш 
.4 ос ил булади. /3 алмаштириш fv f2 алмаштиришнинг купайтмаси 
(ёки композицияси) дейилади ва /3 =  / 2/ 1 куринишда ёзилади (бунда 
аввал сунгра / 2 бажарилади).

Шундай цилиб, fx, f2 алмаш- 
тиришларнинг купайтмаси барча 
х £ Х  учун f3(x)=(f2(f1 (х)) тенг
лик уринли буладиган /3: X  
алмаштиришдан иборат. Умуман 

/2/1 ва /1/2 турли алмаштириш- 
лардир, яъни f2fx Ф f j 2.

Мисол .  Фараз к;илайлик, fx 
текисликни / тугри чизида нис
батан симметрик алмаштириш, / 2 
эса шу текисликни / тугри чи-

зида перпендикуляр булган а 
вектор к,адар параллел кучириш 
булсин1.

М — текисликнинг ихтиёрий 
75-чизма ну^таси булсин. Аввал f2fx ал

маштиришни бажарамиз. Текис- 
ликни / тугри чизиц^а нисбатан fx симметрик алмаштириш М ну^-

тани М' ну^тага утказади. Текисликни а вектор дадар / 2 парал-

>N'

,М
>М" и

М'

г

<N"

1 Параллел кучириш ва симметрик алмаштириш хакидагн маълумот уцувчи- 
га урта мактаб геометрия курсидан маълум булиб, бу тушунчалар 35- § да му- 

фассал каралади.
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лел кучириш М' нуцтани М "  нуцтага утказади (75-чизма). Бу 
алмаштиришларнинг купайтмаси f2ft алмаштириш М нуцтани М "  
нуцтага утказади.

*>■
Энди fx / 2 алмаштиришни бажарамиз. Текисликни а вектор ца- 

дар / 2 параллел кучириш М  нуцтани N' нуцтага утказади. I турри 
чизивда нисбатан fx симметрик алмаштириш эса N' нуцтани N" 
нуцтага утказади, уларнинг купайтмаси, яъни текисликни fx / 2 ал
маштириш М нуцтани N" нуцтага утказади. M"=^=N". Демак, бу 
мисолда /2/ i= £ / i/2.

Т е о ре м а .  Алмаштиришларни купайтириш ассоциативлик цо- 
нунига буйсунади, яъни X  тупламнинг ихтиёрий учта /г, /2, f3 
алмаштириши учун хар вацт f3 (/2 fx) =  (/3 /2) h  ■

И сб от .  X тупламнинг ихтиёрий элементах булсин. / алмашти- 
ришдаги х нинг образи у, f2 алмаштиришдаги у нинг образи z, f3 ал- 
маштиришдаги г нинг образи t булсин. У ^олда алмаштиришларни 
купайтириш таърифига кура / 2 /г алмаштириш х элементни г элемент- 
га утказади/ /3/ 2 алмаштириш у элементни t элементга утказади. 
Шунга кура

(/з (/2 /1)) (х) =  h  U ) =  U ( ( Ш  fi) (х) =  ( Ш  (у) =  t% 

бундан эса

М Ш И Ш /i. А

f ихтиёрий алмаштириш булсин. Унга тескари / _1 алмаштириш 
ва Е0 айнан алмаштириш учун

f £ 0 =  E J  =  f ва f r 1 — Г 1!  =  Е0 

тенгликлар уринли булади (буни текширишни уцувчига ^авола к,и- 
ламиз).

32- §. Алмаштиришлар группаси.

Алмаштиришлар группасининг цисм группалари

X тупламдаги / 15 /2, /3 . . . алмаштиришлар тупламини Г билан 
белгилайлик.

1-таъриф.  Агар Г тупламдан олинган ихтиёрий икки /х ва / 2 
алмаштиришнинг f2fx купайтмаси тупламга тегишли булса ва унда- 
ги >̂ ар бир f алмаштиришга тескари алмаштириш ^ам Г туп
ламга тегишли булса, Г туплам группа дейилади.

Г нинг >̂ ар к>андай икки Д, / 2 алмаштириши учун / 2 /х =  fx / 2 
булса, Г группа коммутатив группа ёки Абель группаси дейила
ди.

1-мисол.  Фараз ^и лай лик,' бирор текисликдаги барча параллел 
кучиришлар туплами Р булсин, /х, / 2 £ Р алмаштиришларни олай

лик. fx алмаштириш а вектор цадар параллел кучириш, / 2 алмаш

тириш эса Ъ вектор цадар параллел кучириш булсин. Текисликнинг 
ихтиёрий М нуцтасини fx алмаштириш шундай М' нуЦтага утказади-

ки, бунда ММ' =  а булади, /2 алмаштириш эса М' нуцтани шун-
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дай М "  ну^тага утказадики, М 'М " =  Ь булади. /х, / 2 алмашти- 
ришларнинг f2fx купайтмаси М цу^тани М "  ну^тага утказади. 

Векторларни ^ушиш к>оидасига кура

М М" =  ММ' + М 'М " =  а + b =  с,

яъни

М М " — с (76-чизма).

Бинобарин, flt f2 [параллел [кучириш ларнинг купайтмаси с =  а + b 
вектор цадар параллел^кучиришдир.

М"

76- чизма 77- чизма

Энди /х параллел кучиришга тескари алмаштиришни бажарайлнк.

fx алмаштириш а вектор кадар параллел кучириш булгани учун

унга тескари алмаштириш — а вектор цадар параллел кучиришдир 
(77- чизма).

Шундай к̂ илиб,

fi, ва € Р .

Демак, Р группа экан. Шу билан бирга Р коммутзтив группадир,

чунки / 2 fx алмаштириш а + b вектор цадар параллел кучириш-

дир, / 2 эса b + а вектор к>адар параллел кучириш. а +  b =  b 4- а 
булганидан

/2/1 =
Энди Г бирор алмаштиришлар группаси, Г' эса Г тупламнинг 

к>исм туплами булсин.
2-т а ъ р и ф .  Агар 1) Г' нинг ихтиёрий икки алмаштиришининг 

купайтмаси Г' га тегишли, 2) Г' нинг ^ар бир алмашгиришига тес
кари алмаштириш яна Г' га тегишли булса, Г' ни Г группанинг 
цисм группаси дейилади. Бош^ача айтганда, Г группанинг Г' ^исм
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туплами Г нинг ^исм группаси булиши учун унинг узи группани 
ташкил этиши керак.

2-м ис ол .  Текисликдаги барча векторлар цадар параллел кучи- 
ришлар тупламини Р билан белгилайлик. (Р нинг коммутатив груп
па ташкил этиши бизга маълум.) Бу текисликда бирор I турри чи- 
зик^а параллел векторлар ^адар барча параллел кучиришлар тупла
ми эса Р' булсин. Равшанки, Р' cz Р, шу билан бирга Р' группа 
ташкил ^илади. (Р' нинг группа ташкил ^илиши худди Р нинг груп
па ташкил ^илиши сингари курсатилади.)

Демак, Р' группа Р группанинг ^исм группасидир.

33- §. Текисликдаги ^аракатлар ва уларнинг хоссалари

Текисликдаги турли алмаштиришлар билан танишамиз.
Т а ъ р и ф .  Текисликнинг х,ар кандай икки ну^таси орасидаги ма- 

софани узгартирмайдиган алмаштириш харакат ёки силжитиш де
йилади.

Харакатни F оркали белгилаймиз. F текисликдаги ^аракат булса, 
таърифга кура текисликнинг х,ар ^андай М, N нуцталари учун

р(М , N) =  p(F(M), F(N)).

Текисликдаги харакат ушбу хоссаларга эга.
1°. Даракатда бир турри чизи^да ётган уч ну^та яна бир турри 

чизицда ётган уч ну^тага, бир турри чизицда ётмаган уч нукта яна 
бир турри чизи^да ётмаган уч ну^тага утади.

И с б о т .  А, В , С бир турри чизикнинг уч нуь̂ таси, шу билан 
бирга В нуцта Л ва С нукталар орасида ётсин. У .\олда i  боб, 1-§ 
даги таърифга кура

р(Л, В) + р(В, С) =  р (А, С).

Текисликдаги F х^аракатда А', В', С' нукталар мос равишда Л,
В, С нуцталарнинг образлари булсин, десак, ^аракатда х,ар цандай 
икки ну^та орасидаги масофа узгармагани учун:

р (Л\ В ')= р (А , В), р (В\ С') =  р (В, С), р (Л\ С') =  р {А, Су, 

шунга кура
р(Л', Б') +  р(В ', С ) — р (А., С')=>В' ну^та А' ва С' нукталар ора
сида ётэди. Демак, А', В', С' нукталар битта турри чизи^а те
гишли.

Энди А, В, С нукталар битта турри чизицда ётмасин^ р(Л, В) + 
4~р(В, С ) > р ( Л ,  С). У холда уларнинг А', В', С' образлари хам 
битта турри чизик;да ётмайди. Аксинча, агар А', В', С' нукталар 
битта турри чизи^да ётади ва В' ну^та А', С' нукталар орасида ёт
син десак, р (А', В') + р(В ', С') = р  (А\ С') тенглик уринли булади. 
Харакатда хар ^андай икки ну^та орасидаги масофа сацлангани учун 
р(Л, Б )+ р (Б , С ) = р ( Л ,  С), бу эса Л, В, С ну^таларнинг бир 
турри чизи^да ётмаслигига зид. А
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2°. Харакатда турри чизицдаги х;ар цандай уч нудтанинг оддий 
нисбати сацланади.

И с б о т .  А, В, С бир турри чизикнинг уч нуцтаси булсин. Бу 
уч нудтанинг оддий нисбати:

АИ
Х =  (АС, В) =  ^ -  (II боб, 15- §). 

вс

р (АВ)
В нуцта А, С нуцталар орасида ётганда бу нисбат 1 ~w сонга ва

Р (ВС)

В нуцталар АС кесмага тегишли булмаган з р л д а---" сон’

га тенг.
F з^аракат булгани учун р(Л, £) =  p(F(/l), F (В)) ва р (В, С) =  

=  р (F(B), F(C)), бундан (АС, В) =  (F(A )F (С), F(B)).
3°. Харакатда нурнинг образи нурдан иборат.
И с б о т .  Учи О нуцта булган I — О А нурни оламиз. F з̂ аракат- 

да .0' = F { 0), А' =  F (А) булсин. F ( l)= 0 'A ' нур эканини курсата- 
миз В £ /, В Ф  А нуцтани оламиз, у з̂ олда ё А нуцта О, В нуцта- 
лар орасида, ёки В нуцта О ва Л нуцталар орасида ётади. 1°- хос- 
сага кура А' нуцта О' ва F (В) нуцталар орасида ёки F (В) нуцта 
О' ва А' нуцталар орасида ётади.

Бундан F (В) нинг О'А' кесмага тегишли экани келиб чицади. 
Аксинча, О'А' нурга тегишли С' (С' Ф  А') нуцтани оламиз. I нурда 
О С — О'С' тенгликни цаноатлантирувчи С нуцтани ясаймиз. 1°- хос- 
сага кура F (С) нуцта О'А' нурга тегишли ва F з^аракат булгани 
учун

O'F (С) =  ОС =  О'С' =>С' = F  (С).

Шундай цилиб, B£l=>F(B)£ O'А' нурга ва С' £ О' А' нурга => С' =  
=  F (C ) ,C £ L '

Демак, F (I) — О' А' нур. А
4°. Харакатда тугри чизицнинг образи яна тугри чизицдир.
И с б о т .  Бирор а тугри чизицда А, В нуцталарни белгилаймиз. 

а тугри чизик; АВ ва В А нурларнинг бирлашмаси булсин. 3°- хос- 
сага асосан F з^аракат АВ нурни А'В' нурга ва В А нурни В' А' нур
га утказади десак, бу з̂ олда F(a) =  A'B' (J В'А' = а '  тугри чизиц 
з̂ осил цилинади. А

5°. Х аРакатДа параллел тугри чизицларнинг образ лари .\ам парал
лел тугри чизицлардан иборат.

И с б о т .  Текисликдаги икки 1Х, /2 тугри чизик; учун f| h =  
=  0  булсин. F з^аракат биектив акслантириш булгани учун

F ( l i) П F ( l 2) =  0 ^ F ( l x) || F ( l t ). A

6°. Харакатда бурчакнинг образи бурчак булади ва унинг катта- 
ли ги сацланади.

И с б о т .  Ихтиёрий Z-LON берилган булсин. OL ва ON нурлар 
унинг томонлари. F з^аракатда O' =  F (О), N' =  F (N), L  =  F (L) 
булсин. 3°- хоссага кура ON ва OL нурларнинг образлари мос ра-
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вишда'О'ЛГ ва O 'L  нурлар булиб, бундан Z_ L'O'N' — F (Z_ LON).
OL ва ON нурлар да мос равишда А, В ну^таларни оламиз. А' =  

=  F(A), В' =  F (В) булсин, у ^олда уч томони буйича А ОАВ =

=  Д О'А'В' булиб ̂ Z .A 0 B ^ Z .A '0 'B ',  демак, (LO N)={L'0'N '). ▲
Бу хоссадан ^ар цандай F ^аракатда ушбу ^олларнинг бажари- 

лиши келиб чикади:
а) lxJ- l2=>F (/j) _L. F (l2);
б) My ну^та M ну^танинг l турри чизицдаги ортогонал проек- 

цияси булса, нуцта F (М) ну^танинг F (I) тугри чизшущги 
ортогонал проекцияси булади.

Т а ъ р и ф .  Агар икки фигура дан бирини иккинчисига утказади- 
ган ^аракат мавжуд булса, бу фигуралар конгруэнт дейилади.

^аракат таърифи ва унинг хоссаларига кура конгруэнт фигура
лар текисликда тутган уринлари билангина бир- биридан фарк, кила- 
ди, холос.

1- т е о р е м а .  Текисликдаги хар кандай F харакат декарт ре- 
пери S  ни яна декарт репери $ ' га утказади ва М ' =  F (М) 
нуцтанинг S ' репердаги координаталари М нуцтанинг S  репер- 
даги мос координаталари билан бир хил булади.

И с б о т .  $  — (0, Аг, А2) текисликдаги бирор декарт репери 
(78- чизма), F эса текисликдаги ^аракат ва О' =  F (О), А'г =  F (Ау), 
A'2 =  F(A2) булсин. 1°-хоссага кура, О', А[, А'2, нукталар битта

у

м/

'

------------V
— -----------

!
1

| А'

!
1

А1 ! :
!

/
— ■ >  1 !

1
О L А{ уч q /

78- чизма 79- чизма

тугри чизи^да ётмайди. 6°-хоссага кура (А20'А{) =  90°. Демак, Ш

(79- чизма).
Текисликнинг ихтиёрий М ну^тасини оламиз. х, у бу ну^танинг 

$  реперга нисбатан координаталари булсин, яъни

*  =  _  ( A l ,  А» О ), у =  ^  =  -  % f =  - ( / V I ,  А„  О ).
О Ау О Ах О А 2 иА2

83



F ^аракатда

M' =  F (М), М[ =  F (Мг), М '2 — F (М2)

булсин; 2°- хоссага кура {МХА Ъ О) =  (МД', О'), ва (М2А 2, О) =  
=  (М'2А20 '), лекин

о 'л ; о'л2
булардан:

х =  х\ у =  у'. А 

Энди тескари теоремага утайлик.
2- т е о р е м а .  Текисликни бирор f алмаштиришда М' =  /(Af.) 

/ нуктанинг ЗУ декарт реперига нисбатан координаталари М нук- 
танинг 3$ декарт реперига нисбатан координаталари билан бир 
хил булса, f алмаштириш х1аракатдан иборат булади ва 33’ — 
=  f№).

И с б о т .  Текисликда 3$, 3!' декарт реперларини оламиз. Текис
ликдаги шундай / алмаштиришни ^араймизки, М ну^та 31 реперга 
нисбатан. кандай координаталарга эга булса, унинг / алмаштиришда- 
ги М' образи $ ' реперга нисбатан худди шундай координаталарга 
эга дейлик; бундан тацщари, М х, М2 — текисликнинг турли икки 
нуктаси, М\, М2 — бу нукта ларнинг f алмаштиришда ги образлари 

булсин, / алмаштиришни танлашимизга кура $  реперга нисбатан 
М-х(хх, Уу) ва М2(х2, у2)=>31' реперга нисбатан y j  ва

М' (х2, у2). 31, 3У декарт реперларида р ( М х, М 2), р(М\, М2) масо

фа ларни ^исоблаймиз:

р (М „  М 2) =  v (Х2 —  *i)2 +  {уг —  й ) 2, 
р (м ; ,  м 2) =  +

булардан p (M lt М2) =  р (MJ, М'^. Демак, / харакат экан, яъни / =  

=  F. еЪ реперда 0(0, 0), А1(\, 0), Л2(0, 1), ЗУ реперда эса 
О ' (0, 0), А '(1 , 0), А2{0, 1), яъни

о' =  /  (О), л; =  /(4 ), л' =  / ( л а)= > ^  =  /(Л). А

1- теоремадан бундай хулоса келиб чи^ади: текисликдаги хара
кат бир жуфт декарт реперининг берилиши билан тули^ аншуюнади.

34- §. Х>аракатнинг аналитик ифодаси

Текисликда ихтиёрий иккита (О, i, j'), (O', {.', j') декарт репе- 
рини цараймиз. Улар текисликдаги F ^аракатни ани^лайди ва

F ($) =  ; Фараз ^илайлик, (i, i') =  а  булсин. М текисликнинг их
тиёрий нуктаси, М' эса унинг F харакатдаги образи булсин. М ну^- 
танинг 3$ реперга нисбатан координаталарини х, у билан белгилай-
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миз. У  ^олда, 33-§ даги 2-теоремага кура, ЛГ =  F (М) нуцта ЗУ 
реперда шу х, у координаталарга эга булади. М' нуцтанинг ре
перга нисбатан координаталарини х , у' орцали белгилаймиз.

Маълумки (II боб, 19-§), $ , $ ' реперлар декарг реперлари бул
гани учун текисликнинг ихтиёрий М нуцтасининг $  реперга нисба
тан координаталари х, у, унинг «$' реперга нисбатан координатала
ри х ', у' орцали

jx =  ; t 'c o s a .— гу ' s in a  +  Cj, / i \
[у  =  х' sin а  +  гу ' cos а  -Ь с.г

формулалар билан ифодаланар эди. Бу ерда <$, X  реперлар бир хил 
ориентацияли булса, г =  + 1 , акс з;олда е =  — 1 . (1) формулаларни 
царалаётган з̂ олда М' нудтанинг координаталари учун ёзамиз:

(V=.x:cosa— ег/sina + Cj,
\у' — х s in а  + е у cos а  + с2.

(2) формулалардаги х, у бир вацтда М' нудтанинг F з^аракатдаги 
асли М нинг $  реперга нисбатан кеординаталари эди. Шунга кура
(2) формулалар F харакатда битта реперга нисбатан М' =  F (М) 
нуцтанинг координаталарини М нудтанинг координаталари орцали 
ифодасини беради. ,

Аксинча, текисликдаги бирор / алмаштиришда М ва М' =  F (М)

нуцталарнинг битта (О, i, j ) реперга нисбатан координаталари (2) 
формулалар билан богланган булсин; / нинг з^аракат эканини курса- 
тамиз.

Бунинг учун текисликда ихтиёрий икки М, N нуцтани оламиз. 
М, N' бу нуцталарнинг / алмаштиришдаги образлари булсин; / нинг 
^аракат эканини курсатиш учун

р (М\ N') =  p(M, N) 

булишини курсатиш етарли. Бу реперга нисбатан

М (х ̂  Ум)' ^  (XN, Уы)' М (хм, Ущ), N (Xfl, уyV) 

булсин. У з̂ олда р (М\ N') =  у  [x'N — х м)2 + (yN — yMY =

=  у (x^cosa — ef/^sina+Ci — xMcosa+8i/Msina — c ^ + ^ s in a - f*  

+ 8 yN cos a  + c2 — xM sin a — гум cos a — c2)2 =  у  (% + xM)2 cos2 a + 

+e2 (yN — yMf  sin2a  — 2e {xN — xM) (yN— yM) sin a cosa+ (% — xM)2X

X sin 2a  + e2 (yN — yMf  cos2a + 2e (xN — xM) (yN — ум) cos a sin a =

=  Y {xn ~~ xm)2 (cos2 a + sin’2°^ + №n ~  Ум¥ (sin"a + cos2a) =

=  У (XN — XM)2 + (yN — yM)2 =  p (M, N)=>f ^аракатдир. Демак, (2)

формулалар з^аракатнинг аналитик ифодасидир.
(2) формулаларда сх, с2 сонлар О нуцтанинг $  реперга нисбатан

координаталари.
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Т а ъ р и ф .  >^аракатни ани^лайдиган S, S ' — F (S) декарт репер- 
лари бир хил ориентацияли булса, ^аракат биринчи тур, ^арама-^ар- 
ши ориенгаиияли булса, иккинчи тур харакат дейилади.

1 . П а р а л л е л  к у ч и р и ш .  Текисликда а ф  0 вектор берил
ган булсин.

Т а ъ р и ф .  Текисликнинг ^ар бир М нур^тасига ММ' =  а шарт

билан аникланувчи М' ну^тасини мос келтириш текисликда а век
тор кадар параллел кучириш дейилади. Уни Т-+ куринишда белги-

ланади, а ни кучириш вектори дейилади. Текисликда а вектор 
к;адар параллел кучириш текисликнинг ^ар бир М ну{\тасига бирги- 
на М' ну^тасини мос келтиради. Шунга кура параллел кучириш те

кисликдаги алмаштиришдир. Таърифга кура текисликда а вектор а̂- 

дар параллел кучириш Г-»- да текисликнинг барча нукталари а век-
— V

тор йуналишида |а| масофага силжийди.
80- чизмада Д А'В'С' Т->- даги д ABC нинг образидир, яъни

д А'В'С' =  ^ ( Д  ABC).

Параллел кучиришда айлананинг образини ^осил к̂ илиш учун 
унинг марказини кучириш вектори кадар параллел кучирилади (81- 
чизма). ч

Параллел кучириш ^аракатдир. ^а^ицатан, М, N текисликнинг 
ихтиёрий икки ну^таси ва AT, N' бу нукталарнинг Г-v даги образ-

лари булсин. У ^олда ММ' — a, NN' — а булиб, бунда ММ' =

35- §. ^аракатнинг асосий турлари

80- чизма 81- чизма
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=  NN' => MNN'M' туртбурчак параллелограмм. У ^олда р (М, N) =  
=  р (М', N'). Бундан параллел кучиришнинг ^аракатдан иборатлиги 
ва унинг I тур ^аракат эканлиги тугрисида хулоса чи^арамиз.

М а с а л а .  А^оли яшайдиган А ва В пунктлар ^ирго^лари парал
лел булган каналнинг икки томонида жойлашган (82-а чизма), А 
ва В пунктларни энг цисца йул оркали туташтириш учун цайси ер- 
га куприк ^уриш керак?

h
—о—

Я*  
/ 1 

/ р

К
/

/

/N
/

'В
S)

82- чизма

Е ч и ш .  APQB чизи^ А ва В пунктларни туташтирувчи бирор 
-- >

йул булсин. АР кесмани PQ вектор к>адар параллел кучирсак, у 
A'Q кесмага утиб, A'Q =  АР ва АА' =  PQ дан

АР + PQ + QB =  АА' + A'Q + QB ,

булади. Бундан куринадики, APQB йул энг к;иск;а булиши учун 
A'QB сини^ чизикнинг узунлиги энг цис^а булиши керак. Бу (икки 
нуцта орасидаги энг цисца масофа уларни туташтирувчи кесма узун- 
лигидан ибораг булишини эътиборга олсак), A'QB синик; чизик; А' ва 
В ни туташтирувчи кесмага айланганда, яъни Q ■= IV булса бажари- 
лади. Бу ерда N нуцта А'В кесма билан каналнинг В пунктга я^ин 
^иргогининг кесишган ну^таси. Юк;орида к;илинган та^лил буйича из
ланган нуцтани топайлик. Канал ^ирго^ларига перпендикуляр утка- 
зиб, канал кенглиги KL ни топамиз (82- б чизма). К утказилган 
перпендикулярнинг А пунктга я^ин ^иргоги билан, L эса В га я^ин

киргоги билан кесишган нукргаси. А ну^тани ЛХ ^адар параллел ку
чирсак, А' ^осил булади. А'В кесмани утказиб, унинг канал
нинг В пунктга я^ин к;иргоги билан кесишган N ну^тасини топамиз. 
N дан каналнинг иккинчи ^иргогига ту ширил ган перпендикулярнинг 
асоси Е куприк куриш учун изланган ну^та булади.

Х^и^атан, каналнинг А пунктга яцин киргогида \/~F ф Е ну^та- 
ни олсак, AFT В (Т ну^та F дан иккинчи ^иргок^а туширилган пер-
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/

83-чизма

пендикулярнинг асоси; йулнинг AENB дан узун эканини куриш 
мумкин:

АЕ + EN + NB =  EN + Л W  + MB =  + Л '£  <

+ ТВ =  AF + FT + ТВ

Даракатнинг аналитик ифода

си (34- § даги (2) формула), (О, i,

/), (O', /, /) декарт реперлари учун 
(83- чизма) а =  0, е =  +  1 булга- 
нидан

fx' ==x + clt 

\у' — У +  С2 
куринишни олади. Бу формула- 
ларда (clf с2), (л:', у '), (х, у) лар

O', М', М ну^таларнинг (О, i,

/) реперга нисбатан мос коорди
ната ларидир.

Т -> куйидаги хоссаларга эга. 
—̂

1°. а — 0 вектор ^адар па
раллел кучириш Т_+ текисликда-

а
ги х;ар бир нуцтани узини- узига алмаштиради, демак, у айнан ал
маштириш дир.

2°. Т-+ да тугри чизик; узига параллел турри чизик;к;а утади.

Хусусий хрлда а векторга параллел булган турри чизи^ уз- узига 
утади.

И с б о т .  I || а булсин. Ихтйёрий М £ I нуцтани оламиз. Бу нук;- 

танинг Т_+ даги М' образи ММ' =  а шартни к,а ноатлантир га ни
а

учун М' £ I булади. Бундан а вектор „цадар параллел кучиришда

V  I II а турри чизикнинг образи унинг узи булади.

/ i- а булсин. М, N£1  нуцталарни оламиз. М ', N' бу ну^та- 

ларнинг Т-+- даги образлари булсин. У х;олда ММ' =  NN' =  а бу

либ => ММ' N'N туртбурчак параллелограммдир. Демак,

M'N' =  1' || /. А .

Текисликда параллел кучириш кучириш векторининг ёки бир жуфт 
мос ну^таларнинг берилиши билан ани^ланади. Агар параллел кучи
риш бир жуфт мос Л, А' нукталар билан берилган булса, у ^олда

А А' векторни параллел кучириш вектори сифатида ь>абул к̂ иламиз. 
Текисликда барча параллел кучиришлар туплами группа ташкил эта- 
ди (буни 32-§ даги 1- мисолда курдик).
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Адг'

84- чизма

2 . Ту г ри  ч и з и ^ ^ а  нис 
батан  с им ме тр ик  алмаш
тириш.  Т екисликда бирор I 
турри чизи^ берилган булсин.

1-т а ъ р и ф .  Текисликдаги 
М, М' нукталар учун ММ' 
кесма I га перпендикуляр булиб. ^
ММ' кесманинг уртаси I тугри ------
чизи^да ётса, у ^олда бу нуцта- 
лар I тугри чизища нисбатан 
симметрик деб аталади.

Бу таърифга кура текисликда 
берилган ихтиёрий М ну^тага 
шу текисликдаги бирор / тугри 
чизи^ка нисбатан симметрик бул
ган М' ну^та цуйидагича топи- 
лади (84-чизма): 1) М нуцтадан
I тугри чизища перпендикуляр утказамиз, унинг / тугри чизщ би
лан кесишган ну^таси М 0 булсин; 2) бу перпендикулярда узун
лиги ММ0 кесма узунлигига тенг М0М' кесмани ажратамиз (М ф  
Ф М '). М' нуцта I тугри чизища нисбатан М  ну^тага симметрик 
нуцта булади.

2- таъ риф .  Текисликнинг ^ар бир М нуктасига I турри чизшу 
кр нисбатан симметрик булган М' ну^тасини мос келтирувчи алмаш
тириш текисликда I тугри чизиеда нисбатан симметрик алмашти« 
риш ёки / укли симметрия деб аталади. / у*\ли симметрия St ку

ринишда белгиланади. I тугри чизи^ симметрия уци дейилади. 
бир М £ I ну^та I тугри чизшда нисбатан уз- узига симметрик 
.\исобланади.

I у^ли симметрияда М' ну^танинг М ну^та учун образ эка

нини куринишда белгилаймиз.

Бирор Ф  фигу рани ташкил этувчи барча ну^таларга I тугри чи-

Х,ар
деб
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У зицца нисбатан симметрик нуцта-

тугри чизиада нисбатан Ф  фигу- 
рага симметрик дейилади ва 
St (Ф) =  Ф ' куринишда ёзилади. 

Масалан, 85- чизмада St да АВ 

кесмага симметрик фигура А'В'
*  кесма: St (АВ) =  А'В\ ABCD 

трапецияга симметрик фигура 
A'B'C'D' трапеция, (О, г) айла- 
нага симметрик фигура (O', г)

г

айлана экани тасвирланган.

86- чизма

I уцли симметрия ^аракатдир. 
Буни курсатиш учун иккита шун

дай (О, i, j), (О, /') декарт

реперини танлаймизки, О £ I, i || /, i' =  i ва /' = —/ булсин (86- чизма).

Текисликда I тугри чизицца нисбатан симметрик алмаштиришда 
S t (S) =  S ' булади. М — текисликнинг ихтиёрий нуцтаси, М' унинг 

S l даги образи, яъни S l (M) =  M / булсин. М нудтанинг & реперга 

нисбатан координаталарини х, у билан белгилаймиз. I уцли симмет
рия таърифига ва реперлгрнинг танланишига кура М' =  S^M ) нуц- 

та ЗУ реперга нисбатан шу х, у координаталарга эга булади. 33- § 
даги 2- теоремага кура I =  Ох уцли симметрия ^аракатдан иборат 
экан, шу билан бирга у иккинчи тур ^аракатдир, чунки уни аниц- 
ланаётган Ш, Si' реперлар царама-царши ориентацияли.

М' =  S l (М ) нуцтанинг реперга нисбатан координаталарини 

у ' билан белгиласак, ММ' кесма Ох уцца перпендикуляр ва

унинг уртаси М 0 нуцта Ох уцца тегишли булгани учун М0М' =

=  — М0М =  — у /. Бундан ушбу формулага эга буламиз:

Бу текисликда Ох уцли симметрия формуласидир. Худди шу тартиб- 
да текислида Оу уцли симметрия

формулалар билан ифодаланиши курсатилади.
Юцорида нинг ^аракат эканини курсатишда О £ I шартини 

цуйган эдик. Аслида О $ I булганда ^ам St нинг ^аракат эканини 

курсатиш мумкин. Дацицатан, текисликда (О, Ах, Л2) декарт репе
рини оламиз, 0$1 булсин (87- чизма). Текисликда I тугри чизикка 
нисбатан симметрик алмаштиришни царайлик. Sl (0) =  0 , (Аг\ =  

=  А[, S t (Л2) =  А’2 булсин.
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87- чизма 88- чизма

Бу ^олда 1-таърифга кура

р (О, Аг) =  р (O', А{) р (О, Аг) =  р (O', а :,) ва

р (Лх, Л2) = ; р(Лр Л2) (3)

муносабатларга эга буламиз.

(3)=> А ОА1А2 =  А 0'Л|Л'2=> (Л^О'Лз) =  90°. (4)

(3), (4) муносабатлардан куринадики, S l алмаштириш (О, Аг, Л2), 

(O', !Л|, Л') декарт реперлари билан аникланувчи ^аракат экан. Шу 

билан бирга у иккинчи тур ^аракат, чунки бу реперлар ^арама- дар
или ориентациялидир.

М и с о л .  I тугри чизи^дан бир томонда Л ва В нукталар бе
рилган (88- чизма). / тугри чизи^да шундай N ну^та топингки, 
р (Л, iV) + p(/V, В) ми^дор энг кичик булсин.

Еч иш.  Л ну^тани I тугри чизикда нисбатан симметрик алмаш- 
тирамиз. St (Л) =  А' булсин. А'В [} I =  N ну^тани топамиз.

р(Л, N)-\-p(N, В) йиринди  энг кичик булади. ^а^и^атан, ихти
ёрий l^ N ' ф Ы  ну^тани олайлик.

р (Л, N) +  р (N, В) =  р (Л', N) + р (N, В) =  р\А\ В) <  р (Л'# АГ) + 

+  р(ЛГ, Я)* =  Р(Л, N') +  p(/V\ В).

I у ^ли  с и м м е т р и я  куйидаги х о с с а л а р г а  эга :

1°. I турри чизи^ уз-узига симметрик, чунки 2- таърифга кура 
унинг хар бир ну^таси уз- узига симметрик.

2°. I турри чизиода перпендикуляр >̂ ар ^андай турри чизи^ уз- 

узига симметрикдир.
^аци^атан, a JL l булсин (89-чизма). Ихтиёрий М £ а  ну1\тани 

оламиз. да унга мос келган М' ну^та учун ММ' кесма I га

* Учбурчак икки томонинянг йириндиси унинг учинчи томонидан катта.
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, 89- чизма 90- чизма

перпендикуляр ва Л40 ну^та ММ' кесманинг уртаси. Бундан 
М '£а .

а тугри чизи^ Ихтиёрий М нуктасининг М' образи а тугри чи- 
зивда тегишли булгани учун а тугри чизи^ уз- узига утади.

3°. Симметрия у^ига параллел тугри чизицнинг образи шу уода 
параллел тугри чизиь̂  булади, яъни т  || / => т ' =  St (т ) |] I. Да^и- 

^атан, т  тугри чизи^да А Ф  В нуцталарни оламиз. А', В' бу нуь̂ та- 
ларнинг даги образлари булсин (90- чизма).

У >̂ олда А А' ^амда В В' кесмалар I тугри чизи^а перпендику
ляр ва АА0 =  А0А', ВВ0 =  В0ВГ. Шу билан бирга т  || I. Булгрдан 
т ' || I.

Тугри чизи^ца нисбатан симметрия симметрия у^и ёки бир жуфт 
мос нуктани бериш билан бир кийматли аншуюнади. ^акдоатан, те
ки с лик д?ги бирор / тугри чизи^ симметрия у^и учун г̂ абул ^илинса,
1- таърифга кура текисликнинг ^ар бир М ну^тасига I уь^а нисба
тан симметрик булган ягона М' ну^та топилади. Агар тугри чизи^-

Ао

к -

9 М' 
i
1
! м
г ?

€

I * А=А‘ В=д!

i >> * ' I
о rt I j

1 м  •

91-чизма 92-чизма

I



ца нисбатан симметрик алмаштириш бир жуфт А, А' мос нуцталар 
билан берилган булса, А А' кесманинг уртаси А0 дан А А' кесмага 
перпендикуляр цилиб утказилган / тугри чизиц симметрия уци бу
лади (91 - чизма).

Агар уцли симметрия узи-узига аксланадиган икки А-+А, В ->■
В нуцталар билан берилган булса, у холда АВ тугри чизиц сим

метрия уци булади (92- чизма).
3. Б у р и ш .  Ориентация ли текисликда О нуцта ва (ориентация-

ли) ABC бурчакни белгилаб цуяйлик: (ABC) =  а.
Т а ъ р и ф .  Текисликдаги ^ар бир М нуцтага унинг
1) р (О, М )=  р(0, М%

2) (МОМ') =  а  ва МОМ' бурчак ЛВС бурчак билан бир хил 
ориентацияли булиш шартларини цаноатлантирадиган М ' нуцтасини 
мос келтирувчи алмаштириш текисликда О нукта атрофида берил
ган а  бурчакка буриш дейилади. О нуцта буриш маркази, а  бу
риш бурчаги дейилади.

Текисликда О нуцта атрофида а  бурчакка буриш R'XQ билан бел

гиланади. 93-чизмадаги А'В'С' учбурчак берилган А ЛВС ни текис
ликда О нуцта атрофида а  =  90° бурчакка буришдаги, яъни R ^ J 

даги образидир.
R**1 ва Rq1 текисликда О нуцта атрэфида мос равишда а х, а 2 

бурчакларга буришлар булиб, бунда

93- чизма 94- чизма

_  (ах — 2л, агар а х >  0, 
[а! +  2л, агар а х <  0

булсин (94- чизма). У  з о̂лда R% буриш ^ар цандай М нуцтани М ' 

нуцтага утказса, R%* буриш ^ам М нуцтани шу М' нуцтага утказа

ди, бундан R% р а2 А0 •

93
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Демак, О ну^та атрофида 
Rq1 буришнинг а х бурчагини 

^ар ва^т шундай танлаш мум- 
кинки, I а г | <  л булади. Шун
дай к;илиб, буриш бурчаги 
О <  а  <  л; орали^да олинади.

а  =  0° бурчакка буриш Rq 

текисликнинг барча ну^талари- 
ни уз урнида ^олдиради. Де
мак, текисликда RQ0 буриш 

айнан алмаштириш экан.
Текисликда буришдан ибо

рат алмаштириш ^аракатдир.
Дар^ак;ицат, координаталар 

боши умумий О ну^та булган 
бир хил ориентацияли иккита

(О, i, j), (О, i\ j') декарт реперини оламиз. (г, i ') =  а  булсин (95- 
чизма).

Текисликда О ну^та атрофида а  бурчакка буриш Rq 33 реперни 

33' реперга утказади (чунки реперлар ~бир хил ориентирланган ва 

(г, V) =  а).
М текисликнинг ихтиёрий ну^таси, М' бу нуцтани Rq буришда- 

ги образи булсин. Буриш таърифига кура

=  (М[ ОМ ') =  а  + р,

У ^олда

д М хОМ =  А М[ОМ'=>ОМх =  ОМ[ ва М 1М = М [М '.

Демак, М  ну^танинг 33 реперга нисбатан координаталари билан 
унинг образи М' нинг ЗУ реперга нисбатан координаталари бир хил. 
37- § даги 2- теоремага кура Rx0 буриш биринчи тур ^аракатдир. Бу. 

ришда буриш марказигина инвариант нук;та булади.
Буришнинг аналитик ифодаси билан танишамиз. Текисликда R%

буриш натижасида ундаги (О, г, /) репер (О, Г, /') реперга утиб (бу

ерда [i, i') =  a), 33 реперга нисбатан х, у координаталарга эга бул

ган Y  М  ну^танинг М' образи 33' реперга нисбатан шу х% у коор
динаталарга эгалиги курилган эди. М' ну^танинг 33 реперга нисба
тан координаталари х ', у' булсин. Буриш маркази О инвариант, яъни 
О — О' ва 33, 33' реперлар бир хил ориентацияли булгани учун 34- § 
даги ^аракат формулалари

(х' =xcosa — ег/sin a -j- 
[у' =  х sin а  + е у cos a  + с% 

ушбу



х' — л: cos а  — у sin а , 
у' — х sin а  -f-.г/ cos а

куринишни олади. (5) формулалар текисликдаги R% буришци ифода- 

лайди.
Текисликда буриш буриш маркази ва буриш бурчагининг берили- 

ши билан, шунингдек, буриш маркази ва бир жуфт мос ну^талар- 
нинг бери лиши билан ягона равишда ани^ланади.

Агар буриш маркази ва буриш бурчаги берилса, буришга берил
ган таъриф асосида текисликнинг ^ар бир М ну^тасининг биргина 
М' образи топилади. Агар буриш буриш маркази О ва бир жуфт 
мос А, А' нукталар билан берилса, у ^олда Z . АО А' нинг ми^дори

(АОА') ни буриш бурчаги деб ^абул ^илиб, шу буриш бурчаги ва 
буриш маркази буйича текисликдаги М ну^танинг М' образи топи-
лали.

М ис о л .  Квадратнинг ва тенг томонли учбурчакнинг уз-узига 
уткаяадиган барча буриш марказлари ва буриш бурчакларини топинг.

Еч иш .  Квадрат диагоналларининг кесишган ну^таси О ни бу
риш маркази ва соат мили буйича ёки унга ^арама- царши йуналиш- 
да 90° ва 180° бурчакни буриш бурчаги деб к,абул ^илсак, квадрат 
уз-узига алмашинади. Демак, квадратни }3- узига утказувчи 4 та 
буриш мавжуддир:

а  =  90°, 180°, — 90°, — 1£0°.

Тенг томонли учбурчак баландликларининг кесишган О нуцтаси- 
ни буриш маркази, соат мили йуналишй буйича ва унга царама- 
к;арши йуналишда 120° бурчакни буриш бурчаги деб к,абул цилсак, 
тенг томонли учбурчак уз- узига утади. Демак, тенг томонли уч- 
бурчакни уз- узига утказадиган 2 та буриш мавжуд: бири О нуцта 
атрофида а  =  120° бурчакка, иккинчиси шу ну^та атрофида а  =  
=  — 120° бурчакка буришдир.

Т а ъ р и ф .  Текисликда О нуцтаси атрофида а  =  180° га буриш 
О марказли симметрия деб аталади. О нуцта симметрия маркази 
дейилади. ,0 марказли симметрия ZQ ёки билан белгиланади.

у- М нуцтага О марказга нисбатан симметрик М' нуктани ясаш 
учун ОМ тугри чизицни утказиб, бу тугри чизивда О ну^тадан ик
кинчи томонда ОМ' =  ОМ кесма цуйилади.

Ихтиёрий Ф  фигуранинг О 
марказли марказий симметриядаги 
образини топиш учун унинг ^ар 
бир ну^таси ю^оридаги цоида 
буйича алмаштирилади. 96- чиз- 
мада текисликдаги О марказли 
марказий симметрия R18̂  да бе

рилган ABC учбурчакнинг А'В'С' 
учбурчакка утиши тасвирланган 
(96- чизма).

Марказий симметрия 180° га
96- чизма
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буриш булгани учун у хрм биринчи тур ^аракат ва (5> буриш фор- 
мулаларига кура декарт реперида

формулалар билан аницланади.
(6) да х, у лар М  нуцтанинг, х', у' эса бу нуцтанинг да

ги М' образининг битта реперга нисбатан координаталаридир. Мар- 
казий симметрия таърифи ва симметрик нуцталарни ясаш цоидасидан, 
у, симметрия марказининг ёки бир жуфт мос нуцталарнинг берили- 
ши билан ягона равишда аницланади, деган хулоса чицарамиз.

Агар марказий симметрия бир жуфт мос А, А' нуцталар билан 
берилган булса, АА' кесманинг уртасини симметрия маркази сифати- 
да цабул циламиз.

4. С и р п а н у в ч и  с и м м е т р и я .  S l текисликдаги уцли сим-
— ■—У" t

метрия, Т-* эса р Ф  0, р |'| I вектор цадар параллел кучириш бул

син.
Т а ъ р и ф .  f~T-*-Sl алмаштириш текисликнинг сирпанувчи сим

метриям дейилади-
Текислик у м  нуцтасининг f=T-*~Sl сирпанувчи симметрияда-

ги образи цуйидагича топилади: аввал М нуцтанинг Sl даги образи 

Мг ни топамиз, сунгра М х нуктанинг Т-+ даги образи М' ни топа- 

миз. М' изланган нуцта, яъни f (М) =  М ' булади.

97-чизма даги А'В'С' учбурчак ЛВС учбурчакнинг f =  T-*-S.
р 1

сирпанувчи симметриядаги образидир.

Текисликда I тугри чизиц ва р Ф  0 векторни белгилаймиз, бунда

р \\-1 булсин. Декарт реперини 0£1  ва i \\ I 'шартларда] оламиз 
(98-^чизма). Текисликнинг ихтиёрий М нуцтаси х, у координаталарга

97- чизма 98- чизма



эга булсин. М нуцта М ну^танинг Sl даги образи, М' эса М ну^- 

танинг Т-+- даги образи булсин, яъни 5^(714) =  М, Т-+- (М) — М '.

М , АГ нукталар 35 реперда ушбу координаталарга эга булсин- 

М (х, у), М '(х ', у'), р il I — Ох булгани учун р — х0 i => (О, i,

да р (x0, 0). Тугри чизиеда нисбатан симметрик алмаштириш ва 
параллел кучириш формулаларига кура SL, Т->- алмаштиришлар ушбу

формулалар билан ифодаланади:

S,: =  х * (a), 7V: I х ' =  £ +  *о (б) 
ty =  — у р W  =  у,

булардан
г. [х —  X -)- Х0, ,уч

\у' =  — У- ’

(7) формулалар сирганувчи симметриянинг аналитик ифодаси булиб, 
улар битта реперда М' =  f(M) ну^танинг координаталарини М нуц- 
танинг координаталари ор^али ифодалайди. Сирпанувчи симметрия 
тугри чизивда нисбатан симметрик алмаштириш билан параллел ку- 
чиришнинг купайтмасидан иборат булгани сабабли бу икки алмашти
риш учун умумий булган хоссалар сирпанувчи симметриянинг хам 
хоссалари булади.

Бу хоссалар дан айрим лари ни келтирамиз.
1 . Сирпанувчи симметрияда тугри чизикнинг образи унинг узи* 

дир:
/(/) =  /.

2 . t га параллел булган m тугри чизикнинг образи хам I га па
раллел, яъни m || || I.

3. I га перпендикуляр булган m тугри чизикнинг образи хам I 
га перпендикуляр, яъни m Л  / =>- / (m) _L I.

SL ва Т-r- харакат булгани учун уларнинг купайтмаси / ^ам ха

ракатдир. Шу билан бирга сирпанувчи симметриянинг (7) аналитик 
ифодасидан куринадики (е =  — 1), у иккинчи тур харакатдир.

36- §. ^аракатлар таснифи (классификацияси)

Бу параграфда ^ар ^андай ^аракат юкорида курилгаи беш тур- 
нинг биридан иборат эканини курсатамиз.

1-т е о р е м а .  \ар цандай биринчи тур харакат ё параллел 
кучириш ёки буриш, ёхуд марказий симметриядир.

Исб от .  F текисликдаги бирор биринчи тур харакат булсин. 
А шу текисликдаги бирор нуцта, F харакат А нуцтани В ну^тага, 
В ну^тани эса С нукта га утказсин. У >;олда А В кесма ВС кесмага 
утади ва р(Л, В) =  р(В, С). Бунда куйидаги уч ^ол булиши мум
кин: __

1) АВ, ВС кесмалар бир хил йуналишли (99-чизма). Текисликда
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А В вектор цадар параллел кучириш ни бажарамиз. АВ =  ВС 

булгани учун Т ^ам А нуцтани В га, В нуцтани эса С нуцтага 

утказади. Шу билан бирга Т биринчи тур харакатдир. Бундан 

F =  T Шундай цилиб, АВ, ВС кесмалар бир хил йуналишли 

булганида F ^аракат параллел кучириш экан.

А„----------- о-----------в<г * £ ____________ О_____________ з
&

99-чизма 100-чизма

2) АВ, ВС кесмалар царама-царши йуналишли (100-чизма). Бу 
^олда р [А, В) =  р(В, С ) ^ С = А .  О нуцта АВ кесманинг уртаси 

булсин.
Текисликда О нуцтага нисбатан симметрияни бажарсак, А нуцта 

В нуцтага, В нуцта эса С — А нуктага утади. О марказли симме
трия биринчи тур ^аракат. Бундан куринадики, F ^аракат ва у О

3) АВ, ВС кесмалар битта 
тугри чизицда ёхмайди (101-чиз

ма). АВ, ВС кесмаларнинг урта 
перпендикулярларини утказамиз. 
Уларнинг кесишган нуцтаси О 
булсин. У ^олда АО =  ВО =СО . 
Бу муносабат ва АВ =  ВС тенг
ликдан => Д АОВ =  д СОВ =>

=>■ (АОВ) =  (ВОС). Текисликда О
л

нуцга атрофида а  =  (АОВ) бур

чакка бурамиз. Бу R“ да Ra0(A)= 

=В, Rq(B) =  С. Шу билан бирга 

Ro биринчи тур ^аракат ^ам.

Бундан => F =  Rq . Демак, бу 

^олда t  буришдир. ▲.

2-теорема .  \ар кандай иккинчи тур харакат ёки турри чи- 
зикка уисбатан симметрик алмаштириш, ёки сирпанувчи симме
трия булади.

И с б о т .  F текисликда бирор иккинчи тур ^аракат булиб, у те
кисликнинг ^ар цандай А нуцтасини В нуцтага, В нуцтасини эса С 
нуктага утказсин. Бунда цуйидаги уч хол булиши мумкин:

1) АВ, ВС  кесмалар бир хил йуналишли (102-чизма). Ушбу ал- 
маштиришни бажарайлик; аввало текисликда АВ =  I тугри чизицца 
нисбатан симметрик алмаштиришни бажарамиз, бунда ^ ( .4 ) =  /!,

марказли симметрия экан. 

8

101- чизма
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Sl (B) =  B, Sl {C) =  C. Сунгра A°---------- ------------°C
— Ь
АВ вектор ^адар параллел кучи-
рамиз. Бу алмаштириш А ну^- 102- чизма

тани В га, В нуцтани С га ут-

щзади. Бу икки алмаштиришнинг купайтмаси T^BSl сир пану вчи сим

метрия булади, у иккинчи тур ^аракатдир. Демак, бу ^олда F сир- 
пану вчи симметриядан иборат.

2) АВ, ВС кесмалар царама-.царши йуналишли (103-чизма) 
Р (А, В) =  р (В, С) булгани учун С ну^та А ну^та устига тушади. 
АВ кесманинг урта перпендикуляри / ни утказамиз. Текисликда / туг
ри чизида нисбатан симметрик алмаштиришни бажарсак, А ну^та" В 
га, В ну^та С (=  А) нуцтага утади. Шу билан бирга 5, — иккинчи 

тур ^аракат. Демак, бу ^олда F — St алмаштириш / уцли симмет- 

риядир.

3) АВ, ВС кесмалар бир тугри чизиь̂ да ётмайди (104-чизма). Бу 
кесмаларнинг урталари оркали I тугри чизицни утказамиз. D нукта 
АС кесманинг уртаси булсин. АВ =  ВС => BD кесма АС кесмага 
перпендикуляр.

Текисликда / тугри чизикка нисбатан симметрик алмаштиришни 
бажарсак, у А ну^тани А' ну^тага утказади. В ну^тани эса D нук- 
тага утказади, чунки I тугри чизго̂  aABD  нинг АВ томони уртаси-

дан утади ва AD томонига параллел. А 'В (=  AD) вектор ^адар па
раллел кучириш А' нуцтани В ну^тага, D ну^тани С ну^тага ут
казади. Бу икки алмаштиришни купайтирсак, сирпанувчи симметрия 
^осил булиб, у А ну^тани В га, В ну^тани эса С ну^тага утказа
ди. Демак, бу ^олда F сирпанувчи симметриядир.

Шундай ^илиб, текисликда ^аракатларнинг ушбу таснифи хосил 
килинади:
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I I I I

37-§. ^аракатни уцли симметриялар купайтмасига ёйиш

1-теорема .  Агар иккита у^ли симметриянинг 1Х ва 12 уцла- 
ри О нуктада кесишиб <р бурчак уносил цилса, уларнинг купайт
маси О нуцта атрофида 2 <р бурчакка буриш булади ва, аксинча, 
текисликни О нуцта атрофида ф  бурчакка буриш учлари О нуц-

тада кесишиб, узаро бурчак хрсил келувчи иккита щли сим-

И с б о т .  О нуктада узаро 
Ф бурчак ^осил ь̂ илиб кеси
шувчи /ц /2 турри чизиклар 
текислигида ихтиёрий М нуц- 
та оламиз. М' ну^та текис
ликнинг 1Х укли симметрия- 
да М ну^танинг образи, М" 
ну^та эса /2 у в, ли симмет- 
рияда М' нук;танинг образи 
булсин (105-чизма).

Бу икки yiym симметрияни 
кетма- кет бажарсак, М ну^та 
М" нуцтага утади. У^ли сим
метрия ^аракат булгани учун 
^уйидагиларни ёза оламиз: 
р (О, М) =  р(0 ,М '), Р(0,М') =  
=  pjO, М") =► р (О, М) =

=  р (С/, м."). шунингдек, 1 — 2 ва 3 =  4, лекин 1 + 3 =  ф=>

=ф- 2 -f 4 =  ф. Шундай ^илиб, М ну^тани М" ну^тага утказувчи 
, Sti алмаштириш учун куйидаги икки шарт бажарилади:

метрия купайтмасига ажралади.

105-чизма

/ Г\ Я ЯП\ ТТТ ___  1
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р(0, М) =  р(0, М"), (МОМ") — 2 (р.

Демак, S L, St алмаштириш текисликда О нуцта атрофида 2ф бур

чакка буришдаи иборат.

Аксинча Rq текисликда О нуцта атрофида а  бурчакка буриш 

булсин. О нуцта оркали шундай икки lv /2 тугри чизицни утказа- 

мизки, улар орасидаги бурчак (lv /2) =  булсин. Текисликни ав-

вал 1Х тугри чизицца нисбатан, сунгра /2 тугри чизшда нисбатан 
симметрик алмаштириш га дуч келтирамиз. Теореманинг биринчи цис- 
мига кура бу уцли симметрияларнинг купайтмаси Slt алмашти

риш текисликда О нуцта атрофида 2 j =  Ф бурчакка буриш бу

лади, бундан R® =  S; Slt.

2-т е о р е м а .  Агар иккита уцли симметриянинг учлари 1Х, /2 
параллел булса, у \олда уларнинг купайтмаси узунлиги 2р(1л, 12)

булган ва бу уцларга перпендикуляр р Ф  0 вектор цадар параллел 

кучиришдир ва аксинча текисликни р = 0 вектор цадар параллел ку

чириш, уцлари параллел ва учлари орасидаги масофа булган

иккита щли симметрия купайтмасига ажралади.
Ис бот .  1Х || /2 тугри чизицлар текислигида ихтиёрий М нуцта 

оламиз. Текисликда аввал 1Х тугри чизицца нисбатан, сунгра /2 туг
ри чизицца нисбатан симметрик алмаштиришни бажарайлик.

Slt(M) =  M ', Slt(M!)=-М\

булсин (106-чизма). Sn  ни кетма-кет бажарамиз. Натижавий 

St Slt алмаштириш М нуцтани М" нуцтага утказади.

Уцли симметрия таърифига кура р(Ох, М) =  р (Ох, М'), р (02, М ' > —
— Р (02, М"). Бу ерда Ох нуцта ММ' кесманинг, 0 2 нуцта эса 
М 'М ” кесманинг уртаси:

l l .

М"

и2\

М'

ТаI
А М

106-чизма

-т
n 2

N,

107-чизма

А
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p(M , M") =  p(M, O J + p ^ ,  02) + p ( 02, M") =  p(0lf M ') +
+ p (O i, 02) + p(M ', 0e) =  2 p(0 lt 02). (8)

M ну^та llt l2 турри чизиклар билан чегараланган полосата те
гишли булганда хам (8) тенгликнинг бажарилишига ишонч хосил 
^илиш мумкин. (8) дан куриниб турибдики, текисликда 5 { Sti ал

маштириш уни 2 р(Ох, 02) узунликдаги вектор к;адар параллел кучи- 
ришдан иборат.

Аксинча, Т-£ текисликда р вектор ^адар параллел кучириш бул

син. Текисликда шундай Nlt N2 нуцталарни оламизки, NXN2 =  — Р

булсин. Nx,N 2 нукталар орк^али NXN2 тугри чизивда перпендикуляр
1У, /2 тугри чизи^ларни утказамиз (107-чизма). У холда 1Х || /2 Еа
p(/lt /2) =  - 1  \р\ булади, Sti, ни бажарсак, теореманинг биринчи 

к,исмига кура St St алмаштириш текисликда р вектор йуналишида

2 ( j \ P \ )  =  \Р\ ма

Т р = $ l2 SU- А

2 I — \р\ | =  \р\ масофа к;адар параллел кучириш булади. Демак,

38-§. Текисликда ^аракатлар группаси ва унинг 
^исм группалари

D орк;али текисликда барча ^аракатлар тупламини белгилайлик. 
Р г, F2 шу D тупламдан олинган хаР ^андай икки ^аракат булсин. 
Fx ^аракат текисликдаги хаР к̂ андай М, N нукталарни М', N' ну^- 
таларга утказсин, F2 харакат эса AT, iV нукталарни М", N" ну^- 
таларга у тказсин. у  холда хаРакат таърифига кура

р (уИ, N) =  р (М \ N), р {М!, N') =  р (AT, АТ). (9)
Fj, F2 алмаштиришларни купайтирсак (яъни кетма-кет бажарсак), 

текисликда F2FX алмаштириш хосил булади. Бу алмаштиришда 
F l (M) =  M", Fx (iV) — N" ва (9) га кура р(Л4, N) =  p(M", N")=► 

=ф- F.2F1 алмаштириш харакатдир. F х харакат га тескари F~l алмашти

риш AT, N' нукталарни М , N нуцталарга утказади ва р (AI, N) =  

=  р(ЛГ, N')=>p(M', N') =  p(M, N) га кура F~l харакат булади. 

Шундай ^илиб
1) F F ^ D ^ F J ^ D .

2) F ^ D ^ F - ’ tD .

Бундан куринадики, текисликдаги барча хаРакатлаР туплами груп
па ташкил этади, бу группанинг к̂ исм группалари билан тани- 
шамиз. Dx ор^али текисликдаги барча биринчи тур хаРакатлар туп
ламини белгилаймиз. Dx туплам D тупламнинг ^исм туплами була
ди. у / 7!, F2£D x алмаштиришларни оламиз.

Fx текисликдаги бирор S3 декарт реперини у билан бир хил

102



ориентацияли 33' декарт реперига утказади (биринчи тур ^аракат 
таърифига кура). F2 эса 33' ни у билан бир хил ориентацияли 33" 
реперга утказади. Fx ва F2 нинг купайтмаси ^аракат булиб, у 33 
реперни 33" реперга утказади ка 33, 33" реперлар бир хил ориента- 
циялидир. Бундан => F2FX— биринчи тур ^аракат, Fx\33-+33'^ 

=ф- F~l : 33' —> 33 ва 33', 33 реперлар бир хил ориентацияли, бундан 

F~l нинг биринчи тур ^аракатлиги ойдин булади. Шундай килиб

1) FХУ F2£ D x=>F2Fx£ D xt

2)

Демак, D x группа ташкил этади. К̂ исм группа таърифига кура (32-§ 
Dx группа D группанинг цисм группасидир.

Энди D2 текисликдаги барча иккинчи тур харакатлар туплами 
булсин.

Иккита Fx, F2 £ D2 алмаштиришни оламиз. 33 текисликдаги бирор 
декарт репери, Fх: 33 -*>• $ '  ва 33, 33' реперлар царама- карши ориен
тацияли булсин. F2\33'-+33" ва 33', 33" реперлар царама-царши 
ориентацияга эга; Fx, F2 алмаштиришларни купайтирсак, F2FX ал
маштириш зрсил булиб, F2Fx \33-+ 33” ва 33, 33" реперлар бир хил 
ориентацияли булади. Шунинг учун F2FX — биринчи тур харакат. 
Хуллас, D2 туплам группа ташкил этмайди.

Dx (М0) оркали текисликни М0 нуцта атрофида барча буришлар 
тупламини белгилаймиз. Дар бир буриш биринчи тур ^аракат булга
ни учун D j(M 0) туплам D x учун цисм тупламдир. у  /х, iM > ) 
буришларни оламиз. f x алмаштириш М 0 нуцта атрофида а  бурчакка, 

/ 2 эса (3 бурчакка буриш булсин, яъни fx =  R ^g, / 2 =  7?^ . Текис

ликнинг ихтиёрий М  нуцтасини R^  буриш М ' нуцтага утказсин. 

■̂Af0 буриш эса М' нуктани М" нуцтэга утказсин. У ^олда RMg R^  

алмаштириш М  нуцтани М" нуцтага утказади ва у М 0 нуцта атро

фида |3 + а  бурчакка буриш булади. у  ^м0 буришга тескари /_1 ал

маштириш А10 нуцта атрофида — а  бурчакка буриш булади. Шун
дай цилиб,

1) *S .. < „  6^1 ( « .)  -  <  R 1 .6 я .  (АУ;

2) Я D, (М0) =► /-■ =  6 O t (М0).

Демак, Dx (Afp) туплам группа ташкил этади, у Dx группа учун 
цисм группадир.

Т текисликдаги барча параллел кучиришлар туплами булсин. 
Хар бир параллел кучириш биринчи тур ^аракат булгани учун (39- §) 
Т туплам Dx тупламнинг цисм тупламидир. fx, /2 лар Т тупламнинг

^ар цандай икки алмаштириши ва [х текисликда р вектор цадар па

раллел кучириш, / 2 эса текисликда q вектор цадар параллел кучи
риш, яъни fx =  T-л / 2 =  7— булсин. Ихтиёрий М  нуцтани оламиз:
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=  p ~r q =>Т-*Т-  ̂ алмаштириш текисликда р + Ч вектор ь^адар па

раллел кучиришдир. у /1 га тескари алмаштириш /j- 1 : М' — М ва

ММ' =  р=^М 'М  =  — р=^[~~1{ алмаштириш текисликда — р вектор 

цадар параллел кучириш экан.

Шундай цилиб, 1) /,, 2) Д £ 7  = > £  Г Демак,

Т группа булиб, у Dx группанинг кием группасидир.
Шундай цилиб, биз ^аракатлар группаси ва унинг ^исм группа- 

ларининг ушбу схемасини ^осил циламиз:

G бирор алмаштиришлар группаси, Ф  текисликдаги бирор фигура 
булсин. Ф  фигурани G группанинг барча алмаштиришларида узгар- 
май ь^оладиган хоссаларини G группанинг инвариант хоссалари ёки 
инвариантлари дейилади. G0 туплам G группанинг ^исм группаси 
булса, G группанинг барча инвариантлари G0 нинг ^ам инвариантла
ри булади. Лекин С0 ^исм группанинг узига хос шундай инвариант
лари буладики, улар энди G группанинг инвариантлари булмайди. 
Ю^орида баён этилган ^аракатлар группаси ва унинг к;исм группа- 
ларининг инвариантлари билан танишамиз.

Харакатлар группаси D нинг асосий инварианта икки ну^та ора
сидаги масофа дир.

Фигуранинг кесма, нур, тугри чизиц, бурчак булиши, тугри чи- 
зикдаги уч нуцтанинг оддий нисбаги, тугри чизикларнинг параллел- 
лиги, бурчак ва юз катталиклари харакатнинг инвариантларидир.

D группанинг барча инвариантлари унинг Dx ^исм группасининг 
(биринчи тур ^аракатлар группасининг) ,̂ ам инвариантлари булади. 
Бундан таш^ари, D x группада бурчакнинг ориентацияси са^ланади. 
Демак, Dx группанинг узига хос инварианти бурчак ориентациясидир.



Dx (уИ0) ва Т группалар Dx группанинг цисм группалари булгани 
учун Dx группанинг барча инвариантлари D 1 (M0) группанинг, шу- 
нингдек, Т группанинг ^ам инвариантлари булади.

D j (УИ0) группанинг узига хос инварианта (М0 нуцта уз- узига 
утгани учун) М ну^танинг М0 марказгача булган масофаси р (М0, М) 
дир. Т группанинг узига хос инварианта йуналишдир (чунки ^ар 
кандай параллел кучириш нурни узи билан бир хил йуналишли нур- 
га утказади).

39-§. Геометрик фигураларнинг симметрия группалари

Ф  текисликдаги бирор фигура булсин. йф оркали Ф  фигурани 

уз- узига утказадиган текисликдаги барча ^аракатлар тупламини бел
гилаймиз. Масалан, Ф  фигура тенг ёнли ЛВС учбурчак (бунда 
АВ =  ВС, АС Ф  А В) ва BD тугри чизик; унинг симметрия у^и бул
син. Текисликда айнан алмаштириш ва BD у^ли симметрия д ABC 
ни уз-узига утказади. Демак, D ^ABC иккита элементдан ташкил 

топган: бири Е0 айнан алмаштириш, иккинчиси BD у^ли симметрия.
V / 1, /2 £ £)ф ни олайлик. /х (Ф) =  Ф, /2(Ф) =  Ф  булгани учун

/2/1 (Ф) — Ф  дейиш мумкин. Д(Ф) =  Ф, бундан f~l (Ф) =  Ф.

Шундай килиб, 1) fv 2) fx 6 Вф =► ./-• СОф.

Демак, Оф группа ташкил ^илади.

Агар Е)ф группа Е0 айнан алмаштиришдан фаркли элементга эга 

булса, у холда Иф ни Ф  фигура симметрияларининг группаси 

дейилади. Агар £ ф факатгина Е0 айнан алмаштиришдан иборат, яъни 

Оф =  {£0} булса, у ^олда Ф  фигура симметрияларга эга эмас 

дейилади. Масалан, Ф  фигура турли томонли ABC учбурчак булсин, 
текисликда айнан алмаштиришгина Д ABC ни уз- узига утказади. 
Демак, ихтиёрий д ABC симметрия элементларига эга эмас.

Агар бирор I у^ли симметрияда Ф  фигура инвариант, яъни 
S/ (Ф) =  Ф» булса, I тугри чизи!  ̂ Ф  фигуранинг симметрия ук;и 

дейилади, бу холда Ф  фигурани I тугри чизшда нисбатан симмет
рик деб айтамиз. Масалан, ромбнинг диагоналлари унинг симметрия 
учлари булади, чунки бу диагоналларнинг ^ар бирига нисбатан сим
метрик алмаштиришни бажарсак, ромб уз-узига утади.

Агар бирор М0 ну^тага нисбатан симметрик алмаштиришни Та
раса к ва унинг натижасида Ф  фигура инвариант булса, М0 ну^та Ф  
фигуранинг симметрия маркази дейилади, бу ^олда Ф  фигурани 
М0 ну^тага нисбатан симметрик деб айтамиз. Масалан, параллело
грамм диагоналларининг кесишган М0 ну^таси унинг симметрия мар- 
казидир.

2 jx
Агар текисликда 5 нук;та атрофида а  =  —  бурчакка буришда

tl
Ф  фигура инвариант булса, 5 ну^та Ф  фигуранинг п- тартибли 
буриш маркази дейилади, бу ерда п — бирдан катта з,ар цандай 
натурал сон. Масалан, тугри туртбурчак диагоналларининг кесишган
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M Q ну^таси унинг 2-тартибли буриш марказидир, чунки М0 ну^та 

атрофида а  =  -у — л бурчакка буришда тугри туртбурчак инвариант

булади. Ф  фигура мунтазам купбурчак булганда буриш маркази S 
унинг марказидан иборатдир.

Ф  фигуранинг симметрия уки, симметрия маркази ва п- тартибли 
буриш маркази унинг симметрия элементлари дейилади.

М и с о л л а р .  1) Ф  мунтазам учбурчакнинг (108-чизма) симмет
рия элементлари учта симметрия уки Л5, BS, CS ва учинчи тартиб

ли буриш маркази 5 дан иборат |а =  =  120°J , бу ерда 5 —

мунтазам учбурчакнинг маркази: симметрия группаси: йф =  {Е0, 

AS, BS, CS, Sj.

108- чизма 109- чизма

2) Ф  квадратнинг (109-чизма) симметрия элементлари туртта 
симметрия у^и 11г /2, 13, 14, симметрия маркази М0 ва иккинчи, тур-

/ 2 л
тинчи тартибли буриш маркази 5 =  М0 дан иборат (а 1 =  —  =

2 д \
=  180°, а 2 =  ~  =  90°). Унинг симметрия группаси £>ф =  {£0, 1г,

2̂» 3̂* 4̂» 5}.
В а з и ф а .  Тенг ёнли трапеция, ромб ва мунтазам олти бурчак - 

нинг симметрия элементлари топилсин.
3) Ф  тугри туртбурчакнинг (110-чизма) симметрия элементлари 

симметрия маркази М0, иккита симметрия уци /х, /2 ва иккинчи 
тартибли буриш маркази М0 =  S дир. Унинг симметрия группаси 
£ ф =  {£0, М0, /г, /2, 5} булади.

4) Ф  параллелограмм булганда (111-чизма) унинг симметрия 
элемента иккита марказ: бири симметрия маркази М0, иккинчиси
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иккинчи тартибли буриш маркази М0 =  5 дан иборат булиб, Иф =  

=  {Е0, М0, S}.

40-§. Ухшаш лик алмаштириши, гомотетия

& > 0  сон берилган булсин.
1-таъриф.  Текисликнинг >̂ ар ^андай икки М, N нуцтасига

р (М\ N') =  kp(M, N) (11)

шартни ^аноатлантирувчи М', А^ну^таларини мос келтирадиган ал
маштириш текисликда /г> 0  коэффициентли ухшашлик алмаштири

ши дейилади ва р куринишда белгиланади. k сон ухшашлик 
коэффициенти дейилади.

Текисликда ухшашлик алмаштириши барча масофаларни k > 0  
марта (^адар) узгартиради.

2-таъриф.  Агар <|> фигурани унинг исталган икки ну^таси ора
сидаги масофани k >  0 сон марта узгартирадиган килиб Ф ' фигура- 
га биектив акслантириш мавжуд булса, Ф ' фигура Ф  фигурага k 
коэффициентли ухшаш дейилади.

1-таърифдано^, ухшашлик алмаштириши хаР КанДай берилган 
фигурани узига ухшаш фигурага утказиши равшан.

Агар ухшашлик коэффициенти k =  1 булса, текисликда хаРакат 
хосил к̂ илинади. Демак, хаРакат ухшашлик алмаштиришининг хусу- 
сий холидир.

Ухшашлик алмаштиришига яна бир мисол сифатида гомотетия 
билан танишамиз. Текисликда 5 ну^та ва k Ф  0 сон берилган бул
син.

3-таъриф.  Текисликнинг хаР бир М ну^тасига

5Л? =  £5А1 (12)

шартни ^аноатлантирувчи АГ ну^тани мос келтирадиган алмаштириш 
текисликда k коэффициентли ва S марказли гомотетик алмашти
риш, кискача гомотетия деб аталади. 5 ну к, та гомотетия маркази, 
k сон гомотетия коэффициенти дейилади. 5 марказли ва k коэффи

циентли гомотетия Hhs билан белгиланади.

Гомотетия маркази 5 узига-узига мос ^исобланади. k =  1 коэф-
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фициентли гомотетия текисликда айнан алмаштириш булади, чунки 

k — 1 да SM ' =  5М, бундан М' =  М.

Агар k >  0 булса, SM, SM' векторлар бир хил йуналишли бу
либ, мос М, М' нуцталар гомотетия марказидан бир томонда ётади 

( 112-чизма).

112- чизма

& < 0  булган з̂ олда SM, SM' векторлар ’царама-царши йуна
лишли ва мос М, М' нуцталар гомотетия марказидан турли томон
да ётади (113-чизма).

114-чизмада берилган М нуцтани 5 марказга нисбатан k = 2  
коэффициент буйича гомотетик алмаштиришдан хосил булган М х

нуцта =  2-SM талабга жавоб беради ва 5/И тугри чизицда М 
нуцта билан 5 дан бир томонда ётади. М2 нуцта М  нуцтани 5 мар-

каздан k = коэффициент

Mi SЧ?
-0— 0-

м
-о—

/V/ билан гомотетик алмаштириш -

дан з^осил булган, у 5М 2 =
114- чизма 1 ---*

=  — y  талабга жавоб бе

ради ва SM тугри чизицда М нуцта билан 5 дан турли томонда 
ётади.

Берилган фигурани ташкил этувчи барча нуцталарни берилган 5 
марказ ва берилган k Ф  О коэффициент билан гомотетик алмашти
ришдан зфсил булган нуцталар туплами берилган фигурага гомоте-- 
тик фигура дейилади.

115-чизмада 5 марказли ва k = — 2 коэффициентли Н~2 гомо

тетияда берилган ABCD трапецияга гомотетик A'B'C'D' трапеция 
ясалган.

Гомотетиянинг ухшаш алмаштириш эканини курсатамиз. Hks (кф=0) 

гомотетия М нуцтани М' га, N нуцтани N' нуцтага утказсин, яъни

S M '= k S M , SN' =  kSN . (13)
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Векторларни к;ушишнинг учбур
чак коидасига ва (13) га кура

W n ' =  s i r  — 5Л? =  kSN —

— k~SM =  k(SN — SM) =  kMN,

_  _  (14) 
бундан |M'N'\ =  \k\ \MN\, бу тенг-

ликдан Hks гомотетиянинг \k\ ко

эффициентли ухшаш алмаштириш 
экани келиб чикади. . 115-чизма

Гомотетия куйидаги хоссалар- 
га эга.

Г . Гомотетия тугри чизи^даги уч нук;танинг оддий нисбатини 
са^лайди.

Исб от .  Hks гомотетия MN тугри чизида тегишли U  ну^тани 

L ну^тага утказсин, яъни Hks (L) =  L' булсин. У ^олда (14) муно- 

сабат сингари

~N4J =  kNL (15)

ни ^осил циламиз, бунда (14), (15) муносабатлардан ,

N 'U  лх
бундан эса (M 'L', N') — (ML, N). ▲

Бу хоссадан куйидаги натижалар келиб чикади: гомотетия кесмд- 
ни кесмага, нурни нурга, тугри чизикни тугри чизшда алмаштиради.

2°. Гомотетияда тугри чизиц узига параллел тугри чизиь^а ута
ди. Хусусий ^олда гомотетия марказидан утувчи тугри чизи^ уз- узи
га утади. * 

И с б о т .  Hs гомотетияда акслантирилаётган / тугри чизи^ гомо

тетия марказидан утсин. Гомотетия таърифига кура I тугри чи- 
зикда ётувчи ихтиёрий М ну^тага гомотетик М' ну^та шу / туг
ри чизи^да ётади. Иккинчи томондан, / тугри чизи^да ётувчи ихтиё
рий М' ну^та учун шу I тугри чизи^да шундай М нукта топилади- 

ки, Нк3(М) =  М' булади, демак, бу х;олда Ик5(1) =  /.

Энди берилган I тугри чизик, гомотетия марказидан утмасин ва 
k > 0  булсин (116-а чизма). Берилган / тугри чизикнинг ихтиёрий 
А, В ну^таларини олиб, уларга гомотетик нукталар ни А', В' билан

белгилаймиз. Гомотетия таърифидан: SA' — kSA  ва SB' ^  k SB.

Булардан фойдаланиб, А'В' =  k АВ тенгликни ёза оламиз. У ^олда

А'В' I! АВ, бундан А'В' ва АВ тугри чизикларнинг параллеллиги 
келиб чикади.

А'В' тугри чизикнинг А В — I тугри чизиь̂  учун образ эканини 
курсатамиз (116-а чизма).
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116-а чизма 116-6 чизма

Бунинг учун АВ тугри чизивда тегишли хаР ^андай N ну^тани 

оламиз. N' бу ну^танинг Hks даги образи булсин, яъни"\5ЛГ =  kSN, 

у холда A'N' =\kAN => A'N' li AN, лекин AN Ц AB ,

~AB il ~/V~B' => ~АЧГ. || A 'B '^  N' £ A'Bf.

Демак, V — А'В' тугри чизи^ AB =  l тугри чизикнинг образи 
экан. а

Берилган тугри чизик; гомотетия марказидан утмаса ва k <  0 бул
са, I турри чизиь^а гомотетик фигура унга параллел I' тугри чизи^ 
булади (116-6 чизма). Бунинг уринлилиги >̂ ам айнан ю^оридаги каби

3°. Гомотетик алмаштириш
да бурчакиинг катталиги уз- 
гармайди.

И сб о т .  /г >  0 булганда 
алмашинувчи нур билан унинг 
образи бир хил йуналишли, 
k <  0 булганда улар царама- 
1̂ арши йуналишли булади. Бун
дан иккала холда хам ^ар ь̂ ан- 
дай MON бурчак узига кон- 
груэнт ва у билан бир хил 
ориентацияли M'O'N' бурчак
ка утади деган хулоса чи^а- 
рамиз (117-чизма).

4°. Гомотетияда тугри чи- 
зируларнинг параллеллиги са^- 
ланади.

Курсатилади.

117- чизма

110



И с б о т .  Агар I I! т  булса, V || /, т ' || т  булгани учун V Ц т '
булади. А.

5°. Гомотетик алмаштиришда кесманинг узунлиги \k\ марта узга- 

ради.

И с б о т .  Hks да Y  АВ кесманинг образи А'В' кесма булсин. 

Гомотетия татрифига кура

SA ' = kSA, SB ' = kSB ,

бу тенгликлардан А'В' =  k АВ муносабатни ёза оламиз. Бундан 

k >  О булганда А'В' =  kAB, k < 0  булганда А'В' =  |&| ЛВ. Демак, 

Нк да Y  ^  кесманинг узунлиги (яъни А, В нуцталар орасидаги

масофа) \k\ марта узгаради.
Гомотетия унинг маркази ва коэффидиентининг берилиши еки го

мотетия маркази ва бир жуфт мос нуцталарнинг берилиши билан 

ягона равишда аншушнади.

118-а чизма 118-6 чизма

Гомотетиянинг маркази билан коэффициента берилса, текислик
нинг хар бир М нуктасига гомотетик М' нуцта 3-таъриф асосида 

топилади. Агар гомотетия 5 —  гомотетия маркази ва бир жуфт мос 

А, А нуцталар билан берилса (118-а, б чизма), -у N нуцтага го

мотетик N нуцта цуйидагича топилади: гомотетия таърифига кура

S, А, А' нукталар битта тугри чизицда ётади. AN тугри чизицни 

утказамиз. А нуцтадан A'N' || AN тугри чизикни утказамиз. A'N' f)

Д  SN =  N' изланган нуцта булади, чунки SA' Ц SA булгани учун 

SA' ,
— k булсин десак, д  SAN ~  д  SA'N' булганидан SN' — kSN.

I l l



41-§. Ухшашлик алмаштириши — гомотетия билан 
^аракатнинг купайтмаси

Т е о р е м а .  & > 0  коэффициентли ухшашлик алмаштириши 
шу коэффициентли гомотетия билан х1аракатнинг купайтмаси- 
дан иборат.

И с б о т .  Р текисликни k >  О коэффициентли ухшаш алмаштириш, 
AT, N' нукталар текисликнинг М, N ну^таларини бу ухшаш ал- 
маштиришдаги образлари булсин, яъни

Р*(М) =  М\ Pk(N'), =  N\ у *олда

р (М ', N’) =  kp(M , N).) (16)

Текисликда бирор 5 ну^тани оламиз хамда шу текисликда 5 мар

казли ва k коэффициентли Hs гомотетик алмаштиришни бажарамиз. 

Бу алмаштиришда Hks (M) =  M", Hks (N) — N" булсин. Гомотетия

таърифидан, M"N" =  k MN, бундан

р(М", N") =  kp(M, N). (17)

(16), 47) муносабатлардан

p(M 'N 'j =  p(M", N"). (18)

Hks гомотетик алмаштиришга тескари /-1 алмаштириш текисликни
_i

5 марказли ва —  коэффициентли И s гомотетик алмаштириш булиб, 

н£(М") =  М, H*(N") =  N.

j_

Аввало Н*  алмаштиришни, сунгра Pk алмаштиришни бажарайлик:

_i_ 2 

Pk {Hs (AT)) =  Pk Щ  = М ', Pk (Hs Ю )  =  Pk <N) =  N ', 

шу билан бирга р (М", N") =  р (AT; N'), бундан Pk Hks купайтма би

лан ифодаланган алмаштиришнинг хаРакат эканини курамиз, яъни

pk Hsk =  F => Рк =  FHhs. а

Бу теоремага асосан хаРакат ва гомотетия учун умумий булган 

хоссаларни ухшашлик алмаштиришининг хоссалари деб к>абул килиш 

мумкин.
Бу хоссаларнинг баъзиларини келтирамиз:

1°. Ухшашлик алмаштиришда тугри чизикдаги уч нуцтанинг од- 

дий нисбати са^ланади.
Бундан ухшашлик алмаштиришда кесма кесмага, нур нурга, тур

ри чизик; тугри чизи^а, бурчак бурчакка, ярим текислик ярим те

кисликка утади деган натижани хосил циламиз.
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2° Ухшашлик алмаштириши бурчакни унинг узига конгруэнт 

бурчакка утказади.
. 3°. Ухшашлик алмаштиришида параллел тугри чизицларнинг об- 

разлари ^ам параллел булади.

42- §. Ухшашлик алмаштиришининг аналитик ифодаси

Текисликда $  =  (О, i, j ) декарт реперини оламиз. Текисликни 

k >  0 коэффициентли Рк ухшашлик алмаштириши бу реперни шун

дай =  (O', elt е2) реперга ут- 
казадики (119-чизма), бунда

_1_е2 ва | ех | =  \е21 =  k булади 
(ухшашлик алмаштириши таърифи 

ва 45- § даги 2°- хоссага асосан).

М —  текисликнинг ихтиёрий нуц- 

таси, М' эса унинг Рк даги об

рази булсин. М нуцта биринчи 

реперга нисбатан х, у координа

таларга эга булганда унинг М' 
образи иккинчи реперга нисбатан 
шу х, у координаталарга эга бу

лади. ^ацицатан, фараз цилайлик,
М' нуцта «$' реперга нисбатан 

х*, у* координаталарга эга бул

син. ММг || ОА2 ва ММ2\\ОА1 пд -чизма 
тугри чизицларни утказамиз, бун

да М г нуцта ОАх тугри чизицца тегишли, у з^олда

х =
OMj,

— {Мх Alt О), у
ОМо

— —  (М2 Л2,0 ).

ОА1 ОА2

Рк(Мг) —М\, Pk{M2) = M 2 булсин. Ухшашлик алмаштиришида нуц- 

танинг тугри чизицда ётиши ва тугри чизицларнинг параллеллиги 
сацлангани учун:

М J нуцта 0'А\ тугри чизицца тегишли, N2 нуцта О'А'2 тугри чизикда

тегишли ва M 'M j i! О'А2, М'М'2 || О' Л'2=^х* =  =  — (y\/f̂  Q'y

* О' М2 
У* =  = г -

О'Ао
(м: л;  о').

Ухшашлик алмаштиришида тугри чизицдаги уч нуцтанинг оддий нис

бати сацлангани учун (М,'Л[, 0 )= (М 1Л1, 0 Х), (М2А2, 0 ')= (М 2 Л2, О) =>

f' реперда М' = Р к(М) нуцта уша а', ух* = х , у* — у. Демак,

координаталарга эга. (г, ех) 

8—2818

а  ва I  реперга нисбатан М' (*', у'),
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О'(х0, у0) булсин. У  хрлда i , j  базисга нисбатан вх(/г cos a , £sin а), 

е2 (— e^sina,  е 6 cos a) (II боб, 19-§ га ^аралсин):

ОМ' =  х' i =  у' j , 00' =  x0i -f yQ j. (19)

Бу ерда 33, 33' реперлар бир хил (^арама-к>арши) ориентацияли бул
ганда б = 1  (е =  — 1) булади ва (19) тенгликларни хисобга олиб,

ОМ' =  00' + 0 'М ' ва 0 'М '= хе1 +  уе2 дан x'i +  y'j =  [х0 +

+ k(x cosa —  е у sina)] i +  [y0 +  k (x sin a  +  e у cos a)] j 
ёки

x ' = & ( x c o s a — ei /sina)  +  *0 ^

y' =  k (x sin a  +  e у cos a) +  y0

муносабатларга эга буламиз.

Битта реперда М ’ нуцтанинг х , у' координаталари М ну^та- 
нинг х, у координаталари оркали (20) формулалар буйича ифодала- 

нади. (20) формулалар ухшашлик алмаштиришининг аналитик ифо- 

дасидир.

43-§. Ухшашлик алмаштиришлари группаси ва унинг 
^исм группалари

Р оркали текисликнинг барча ухшашлик алмаштиришлари туп
ламини белгилайлик. y P k, Pk* £ Р  ухшашлик алмаштиришларни ола
миз. М, N' текисликнинг ихтиёрий икки ну^таси булсин. Ркх ухшаш

лик алмаштириши бу ну^таларни М ', N' ну^таларга, Рк* ухшашлик 
алмаштириши М ', N' нуцталарни М", N" ну^таларга утказсин. У ^ол- 
да ухшашлик алмаштириши таърифига кура

р(М\ N ')= k 1p{M,N) ва р (М", N " )= k 2p(M', N'). (21)

Текисликда Pk* Pkl алмаштириш М, N нук;таларни М'\ N" ну^талар- 

га утказиши билан бирга (21) га кура

р (М", N") =  k2k1p(M, N) (22)

шартни ^ам цаноатлантиради! (22) муносабатдан Рк2 Pkl нинг k2 kx 
коэффициентли ухшашлик алмаштириши деган натижага келамиз.

Текисликда ^ар ^андай Рк* ухшашлик алмаштиришига тескари 

/-1 алмаштириш М', N' ну^таларни М, N ну^таларга утказади ва 

(21) дан

p (M , , /V )=- ^p (M ' ,  АТ),
«1

бундан f~l алмаштириши —  коэффициентли ухшашлик алмашти- 

риши экани келиб чикади. Шундай к;илиб,

j_

1) Pk' , Pk* £ P ^ P k> Рк' £ Р ,  2) Pk'£ P ^ f ~ l = P k\£P.
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Демак, Р  группадир, биз уни текисликнинг ухшашлик алмашти
ришлари группаси деб атаймиз.

Х,ар бир ухшашлик алмаштириши бурчакни узига конгруэнт бур
чакка утказгани учун бурчак катталиги Р группанинг асосий инва- 

риантидир.
Энди Р группанинг ^исм группалари билан танишамиз.
1. Х,ар ^андай харакат ухшашлик алмаштиришининг хусусий хо

ли (k =  1 булган хол) булгани учун текисликдаги харзкатлар груп
паси ухшашлик алмаштиришлари группаси Р  нинг ^исм группаси- 

Дир.
Агар ухшашлик алмаштириши бурчак ориентациясини caiyiaca 

(^арама-^аршисига узгартирса), у биринчи тур (иккинчи тур) ух
шашлик алмаштириши дейилади.

41- § даги теоремага кура Pk ухшашлик алмаштириши ^уйида- 

гича ёйилади:
Pk — F -Hks.

Гомотетияда бурчак ориентацияси са^ланади. Демак, ухшашлик 
алмаштиришининг тури унинг ёйилмасидаги F харакатнинг турига 

богли^. F харакат биринчи (иккинчи) тур булса, Pk ухшашлик ал

маштириши хам биринчи (иккинчи) тур булади.

2. Р0 текисликда барча биринчи тур ухшашлик алмаштиришлари 
туплами булсин. ни оламиз.

Z_ MON текисликдаги ихтиёрий бурчак булсин

Рг (Z. MON) =  Z . M'O'N' => Z-MONzzz Z . M'O'N' (23)

ва улар бир хил ориентация ли, энди

Р2 (Z_ M'O'N') =  Z_ M"0'rN"=>Z- M'O'N' =  /-MvO"N", (24)

булар хам бир хил ориентацияли булади.
Р2РУ алмаштириш Z_MO/V ни Z-M"0"N" га утказади; (23), (24) 

га кура /LM0N=/LM"0"N", шу билан бирга улар бир хил ориента

цияли булади. Бундан Р.гР х нинг биринчи тур ухшашлик алмашти
риши экан деган хулоса чи^ади.

Ш у каби хаР и,андай Р х ухшашлик алмаштиришига тескари Я]-1 

алмаштиришнинг ухшашлик алмаштириши эканига ишонч хосил килиш 

мумкин.
Шундай ь>илиб, 1) Plt Рг£ Р о ^  Р2Рх£Р 0, 2) Рг£ Р0=> Р~]£Р0. 

Демак, Р0 группа булиб, Р группанинг цисм группаси. Ориентация

ли бурчак катталиги бу группанинг асосий инвариантидир.

3. Н (5) текисликда S марказли барча гомотетиялар туплами бул

син. Hks, лар Н (5) тупламнинг мос равишда kly k2 коэффици

ентли икки гомотетияси, М текисликнинг ихтиёрий нуцтаси булсин. 

//|‘ гомотетия М нуцтани М' ну^тага, Hkg гомотетия М' ну^тани

М" ну^тага утказсин. У  холДа



Я|\ Я I* гомотетияларнин г купайтмасидан иборат Я*« Я ^  алмашти

риш М нуцтани М " нуцтага утказади ва (25), (26) тенгликларга 

кура

~SM" =  k2k l SA4.

Бундан Я*. Я**] алмаштиришнинг k2 kx коэффициентли гомотетия 

эканини курамиз.

Шунингдек, текисликни Я|* гомотетия га тескари /_1 алмашти

риш АГ нуцтани М  нуцтага утказиши билан бирга SM =  ~~ SM'

 ̂ j _1 

шартни ^ам цаноатлантиргани учун у —  коэффициентли Я*» гомо-
kx S

тетиядир.

Шундай цилиб, 1) Я^*, Я*» £Я (5 )->- Я ^*Я *»£Я (5 ).

i_

2) Y  Hs €^(5) =^/~1= Я*‘ £ Я  (5). Демак, Я  (5) группа ‘булиб,

у Р  группанинг цисм группасидир. Ориентацияли бурчакнинг катта- 
лиги бу группанинг асосий инвариантидир.

44- §. Аффин алмаштириш

Текисликда ихтиёрий иккита =  (О, elt е2), (О' ё / ,Т 2') аф
фин реперни оламиз. Текисликнинг ихтиёрий М нуцтаси реперга 
нисбатан х, у координаталарга эга булсин (120- чизма)

Т а ъ р и ф .  Текисликнинг $  
реперга нисбатан х, у координа
таларга эга булган М нуцтасига 
$ '  реперга нисбатан шу х, у 
координатали М' нуцтасини мос 

келтирадиган алмаштириш текис

ликда аффин алмаштириш, де

йилади. Уни d  куринишда белги
лаймиз.

d  текисликда аффин алмашти

риш булса, d\ М (х, у)$-*~ М'{х, 

y)jS' булади. $  реперга нисбатан 

унинг координаталар боши О ва 

координата векторларининг охир- 

лари Ах, Аг нуцталар ушбу ко- 

12 0-чизма ордннаталарга эга: 0(0 ,0) ,  Ах( 1,
0), Л2(0, 1). Шу каби реперда 

О' (0, 0*, л; (1,0), Л' (0, 1) булгани учун текисликда d  аффин ал

маштириш О, Ах А о нуи(таларни мос ^олда О', Л[, Л2 нуцталарга ут

казади: d  (О) =  O', d  (Ах) =  Aj, d  (Л2) =  А'у, ЯЪНИ d  {$) =  S '. 

Текисликда бир жуфт S, S ' аффин реперни бериш билан ъВ ни
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S ' га утказувчи <& алмаштиришга эга булдик. Бундан куйидаги ху- 
лоса келиб чикади. Текисликда аффин алмаштириш бир жуфт аффин 

репернинг берилиши билан тули^ аник,ланади. Хусусий ^олда S  де

карт репери, S ' эса шундай реперки, бунда е\ _L е’2 ва \e[\=\ê =-k 

булса, бу S, S ’ реперлар билан аникланган <Л : S-+- S ' аффин алмаш

тириш k коэффициентли ухшаш алмаштириш булади (42 -§). Демак, 
ухшаш алмаштириш аффин алмаштиришнинг хусусий ^олидир.

А ф ф и н  а л м а ш т и р и ш н и н г  х о с с а л а р и .  Текисликда Б а ф 

фин алмаштириш S  =  (0, ev е2), S  — (0\, е[, е'2) аффин реперлар 

билан берилган булсин.

Аффин алмаштиришнинг ^атор хоссаларини курайлик.

Г . <& алмаштиришда тугри чизикнинг образи тугри чизиц бу

лади.
И с б о т .  Текисликда бирор / тугри чизик;ни ^араймиз. I тугри 

чизик; S  реперда Ах + By +  С =  0 тенглама билан аникланган бул

син. у-М£1 ну^танинг S  реперга нисбатан координаталари х, у бул

син. Текисликда аффин алмаштириш М ну^тани шундай М' ну^тага 

утказадики, S ' реперга нисбатан М' (х, у) булади. S ' реперда барча 

М'(х, у) нукталарнинг координаталари Ах-\-Ву-\-С =  0 тенгламани 

^аноатлантиради. Бу тенглама тугри чизик;ни аншуийди. Демак, I 
тугри чизицнинг образи I — тугри чизи^дир. А

2°. Аффин алмаштиришда параллел тугри чизикларнинг. образла- 

ри параллел тугри чизиклар булади.

И с б о т .  1Х, /2 тугри чизиклар

шарт бажарилади. lv 12 тугри чизикларнинг текисликда d  аффин 
алмаштиришдаги 1\, 12 образлари 1 °- хоссага асосан мос равишда 

шу (27), (28) тенгламалар билан ифодаланганидан улар учун х;ам 

параллеллик шарти бажарилади. Демак, 1Х || /2 => 1\ || Г2. а

Бу хоссадан ушбу натижага эга буламиз: текисликдаги аффин 

алмаштиришда кесишувчи тугри чизиклар кесишувчи тугри чизи^лар- 

га утади. Шу билан бирга, турри чизикларнинг кесишган нук;таси 

улар образларининг кесишган нуцтасига утади.
3°. Аффин алмаштиришда тугри чизи^даги уч ну^танинг оддий 

нисбати сацланади.
И с б о т .  Mlt М2, М3 лар / турри чизикнинг турли учта ну^таси

булсин ва М3 ну^та йуналган МХМ2 кесмани

1Х: Ахх +  Вху +  Сх — О,

/2: А2х +  В2у +  С2 =  О 

тенгламалар билан аникланган ва 1Г || /2 булсин. У  ^олда

(27)

(28)

(29)

(*)

М 3 М 2
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нисбатда булсин. Агар Мх, М2, М3 нукталар $  реперда Мх(хх, ух), 
M t (х2, у2), М3 (х3, у3) координаталарга эга булса, аффин алмаштириш 

таърифига кура уларнинг М[,М2, М3 образлари ЗУ реперда М[(хх,у^), 

у2), М3(х3, у3) координаталарга эга булади. У  холДО 

——————► —► —>

МХМ3 (х3 — хх, у3 — ух) =  (*3 — хх) ех +  (у3 —ух)е2,

М\ М3 {х3 — хх,у 3 — ух) =  (x3—Xj) е,' + (у3 — ух) е'2, (30)

М3М2 (х2 — х8, у2 — у3)=  (х2 —  х3) ех+ (у2 —у3, е2,

М3 М2 {х2 — х3, у2 — у3) =  (х2 — х3) е; +  (у2 — у3) е2.

(30) тенгликлар ва (*) дан куринадики, МХМ3 — ХМ3М2=>

=*■ М\М'3 =  ХМ3М2, яъни аффин алмаштириш тугри чизшушги уч 

нуктанинг оддий нисбатини сацлайди, бу нисбат аффин алмаштириш- 
нинг асосий инварианта булади. А

Бу хоссадан аффин алмаштиришда кесма кесмага, нур нурга, 
бурчак бурчакка, ярим текислик ярим текислркка утади деган на- 

тижа келиб чи^ади. Шундай к>илиб, <А текисликда 3$, ЗУ аффин ре

перлар билан ани^ланган афйин алмаштириш булса, у Г , 2°, 3°- 

хоссаларга эга булади, Энди бунинг тескарисини исботлаймиз.
Т е о р е м а .  Агар текисликдаги бирор f алмаштиришда уч нуц- 

танинг сддий нисбат,и сакланса, у аффин алмаштириш булади.
И с б о т .  Текисликда / алмаштириш тугри чизи^даги уч ну^та- 

нинг оддий нисбатини са^лагани учун бу алмаштиришда кесма 
кесмага, нур нурга, тугри чизи^ тугри чизи^ка, бир тугри чизи^да 
ётмаган уч нуцта бир тугри чизи^да ётмаган уч ну^тага утади, шу 
билан бирга f натижасида узаро параллел тугри чизи^ларнинг об

разлари хам параллел булади.
Шунга кура агар текисликда бирор 33 =  (О, Ах, Л2) аффин репер

ни олсак ва текисликнинг ихтиёрий М нуцтаси б у реперга нисбатан 

х, у координаталарга эга булса, яъни

ОмГ Mi О ОМя
х =  — =  — -±— =  — (M j Av О), у - — * =

ОАх О Ах иОА2

= - ^  =  - ( М 3 As, О)

ОАГ

булса, у хрлдд

(Я  = (О, Л !, А2)-+Я' =  (0[А\, А2), М-+М', 

м ^ о л х-+ м ;£ 0 'л ; ,  м 2е о л 2- + м 'е о 'л ;  
[ м хм  il о л а-> м\№ il о 'а :2, м 2м  ц о а х-+ м :2м г и о л;
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булади (бу ерда 0ЛУ, О'А\, 0А2, О'А'2, М , М\ АГ, М2 М, Af'AT 

лар тугри чизицлардир).

АГ нуцтанинг 3$ реперга нисбатан координаталари х', у' булсин 
десак, у ^олда

* ' =  Г = Г ^=  -ЛМ[А\,0') =  - (М 1А1, 0 ) = ^ ~  =  х.

О'А '7 о а/*

Худди шунингдек, у' =  у эканини курсатиш мумкин.

Демак, М. нуцта $  реперда х, у координаталарга эга булса, АГ =  

=  / (М) нуцта Ш' реперда шу х, у координаталарга эга булялти. 
Бундан / нинг аффин алмаштириш экани куринади. ▲

1-лемма .  Текисликда турри чизицни турри чизицца утказа- 
диган хар цандай f алмаштиришда параллел турри чизи^ларнинг 
образлари параллел турри чизиклар булади.

И с б о т .  а || Ь{афЬ) ва f{a) =  a', f(b) =  b' булсин. У з;олда, а' || Ь' , 

акс ^олда а' {] Ь', =  АГ десак, / текисликда узаро бир цийматли 

акслантириш булгани учун / (М) =  АГ ва а П b — М булади, бу эса 
фаразга зиддир. Демак, / : а || Ь-+ а' || Ь'. А

2-лемма .  Текисликда турри чизицни турри чизища Г/тказа- 
диган хар кандай / алмаштириш кесманинг уртасини шу кесма 
ибразининг уртасига утказади.

И с б о т .  АВ кесма берилган ва С нуцта унинг уртаси булсин.
А _ АГ

f : * ^ £ ,= > f ( A B ) = A 'B '  кесма. Диагонали АВ кесмадан иборат

булган ихтиёрий AL BN парал
лелограмм ясаймиз (121- чизма).

Бу параллелограммнинг иккинчи 
LN диагонали АВ кесманинг ур

таси С дан утаДи> яъни АВ П 
f\LN =  C. 1-леммага кура хр- 
сил цилинган параллелограммнинг 

образи иккита царама-царши учи 
А', В' нуцталар булган A'L'B'N' 
параллелограммдир; бу параллело
грамм диагоналларининг кесиш

ган нуцтаси С нуцтанинг образи 

С' булади, чунки АВ fl LN =  С=>.

=> А'В' U L N' — С' ва икки
тугри чизик, биттадан ортиц булмаган нуцтада кесишгани учун 

f(C) =  C'. Демак, С' нуцта А'В' кесманинг уртаси. А
Бундан цуйидаги натижа келиб чицади. Агар C lt С а, . . . , Cn_ i 

нуцталар АВ кесмани п та тенг булакка булса, у ^олда уларнинг f 
алмаштиришдаги С / ,  С2 , . . . , С'п_ { образлари А'В кесмани п та

тенг булакка булади, бу ерда

А' — f (Л ), В' =  / (В).

Т е о р е м а .  Турри чизикни турри чизщка утказадиган х(арк1ан- 
дай f алмаштириш аффин алмаштиришдир.
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И с б о т .  f алмаштириш текисликдаги \f-l тугри чизи^ни Г туг
ри чизикда утказсин. / нинг аффин алмаштириш эканини курсатиш 

учун бу алмаштиришда уч ну станин г оддий нисбати са^ланишини кур
сатиш кифоя. А, В, С лар тугри чизикнинг турли учта ну^та- 
си. А', В , С эса мос равишда бу нукталарнинг f алмаштиришдаги 

образлари булсин, у ^олда А ' , В ' , С '£ Г . С ну^та АВ йуналган 

АС
кесмани X =  —̂  ■ нисбатда булсин (теоремани С нуь̂ та А ва В нук;- 

СВ

та лар орасида ётган ^ол учун исбот лаймиз). Фараз цилайлик. Я —

=  рационал булсин, яъни X =  — , бу ерда р, q — бутун мус- 
СВ ч

бат сонлар. АВ кесмани Dv D2, . . . , D'p+_ { нукталар билан р + 

+  q та тенг булакка буламиз, =  —  булгани учун D ну^та С
--*■ а
СВ 1

ну*\та устига тушади. D[, DJ, . . . , D ’p+q_ x нукталар D lf D2 . . .  , 

Dp+q_ x нукталарнинг f алмаштиришдаги образлари булсин. У ^ол- 

да 1- леммадан келиб чик^ан натижага кура D[, D'v . . .  , DpJrq_ , 

нукталар А'В' кесмани р Л-q та тенг булакка булади:

A'D\ =  D[D; =  . . . =  D' .D' =  D'D'
1 1 2 p _ j  p p p+1 P+Q— l

-- *• ---> -->

Шундай цилиб, =  ^ £ 1  ёки (ЛЯ, С; =  (Л/В /, С'), сон

СВ q С '&  СВ

иррационал булган хол .\ам шу тартибда исботланади ([14] га а̂- 
ралсин). ▲

Бир жуфт (Лх, Л2, Л3), (Л[, Л ', Л') нукталар учлигини ^арайлик. 

Хар бир учликнинг нукталари бир тугри чизиеда ётмасин. Коорди

наталар боши Ах ну^та ва бирлик векторлари ех — Л1Л2, е2 =  ЛХЛ3 

булган & =  (Лх, ev е2) реперни, шунингдек, координаталар боши 

А[ ну^та ва бирлик векторлари е[ =  Л[Л2', — А[А’3 булган S ' =

=  (Л,\ ej, gg), реперни ^араймиз. Бу реперлар билан улардан бири

ни иккинчисига утказувчи биргина аффин алмаштириш ани^ланишини 
биз биламиз. Х>ар бир учликнинг нукталари бир тугри чизицда ётма- 

гани учун улар учбурчакларни ани^лайди. Демак, текисликда ихти

ёрий икки Л 1Л2Л3 ва А\ Л' Л3' учбурчаклар берилса, улардан би

рини иккинчисига утказувчи аффин алмаштириш мавжуд.

Т а ъ р и ф .  Агар текисликдаги икки фигурадан бирини иккинчиси

га утказадиган аффин алмаштириш мавжуд булса, бу фигуралар 

аффин эквивалент фигуралар дейилади.



Бу таърифга кура текисликда берилган ,\ар ^андай икки учбур

чак бир- бирига аффин эквивалент, шунингдек, берилган хар ^андай 
икки параллелограмм аффин эквивалентдир.

Энди ихтиёрий A BCD туртбурчакни ^араймиз. Е унинг AC, BD 
диагоналларининг кесишган нуктаси булсин. Аффин алмаштириш 

ABCD туртбурчакни шундай A'B'C'D' туртбурчакка утказадики, Е 
нук;та АС ва BD кесмаларни цандай нисбатда булса, унинг Е' об
рази А'С' ва B'D' кесмаларни ^ам худди шундай нисбатда булади, 

яъни (3- хоссага кура)

(АС, Е) =  (А'С\ Е'), \BD, Е) =  (B'D', Е'). (31)

Аксинча, иккита ABCD, A'B'C'D' туртбурчак учун (31) бажа- 

рилса, улардан бирини иккинчисига утказадиган аффин алмашти

риш мавжуд (теоремага цараиг). Демак, ихтиёрий иккита ABCD, 
А В 'С 'D' туртбурчак аффин эквивалент булиши учун (31) шартнинг 

бажарилиши зарур ва етарли, бунда Е, Е' мос равишда бу туртбур- 

чаклар диагоналларининг кесишган нукталари.

45- §. Аффин алмаштиришнинг аналитик ифодаси

Текисликда ихтиёрий иккита $  =  (О, ех е2), <$' =  (0 ,', е\, е2) аф

фин реперни цараймиз (22- чизма). Улар текисликда бирор d  (Ш) =-ЗУ 
алмаштиришни аник лай ди.

$  реперга нисбатан М ну^та- 

нинг координаталарини х, у би
лан, унинг M' =  d  (М) образининг 

координаталарини эса х', у ' билан 
белгилаймиз. Аффин алмаштириш 
таърифига кура М ну^та Ш ре

перга нисбатан х, у координата- 
ларга эга.

S ' репернинг е\, е2 коорди

ната векторлари $  реперга нис-
—У- —

батан е\(ах,а.у) , е'2(Ьг, Ь2) коорди- 

наталарга эга, яъни

е"= ах ех -f а2 е2,
(32)

?2 =  Ь1ех + 62 е2, 

сх, с2 эса О ’ координаталар 

бошининг е8 реперга нисбатан координаталари булсин. У  ^олда

ОМ' =  х' ех + у' е2, О'М ' =  хе\ +  у <?', 00' =  ciei +  с 2 ег• (33) 

Лекин

ОМ' =  00' + О'М'. (34)
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^32), (33) тенгликларни эътиборга олсак, (34) тенгликдан ушбу 
муносабатни з^осил циламиз;

Х' е1 У е2 — (а1Х "Ь 1̂У + Cl) ei~h (а2х ~Ь 2̂У ~Ь С l) e2i 
бундан

( х '=  ахх +  Ъху +  си 

[ у' =  а2х + Ь2у-\- с2.

е\, е'ъ векторлар коллинеар булмагани учун (35) формулаларда

ах Ъх

«2 2̂
0.

(35)

(36)

Шундай цилиб, текисликдаги <Л алмаштиришда $  реперга нисбатан 
М ‘ =  <Л (М) нудтанинг координаталари М нудтанинг координаталари 

оркали (36) шарт бажарилганда (35) формулалар буйича ифодала- 
нади.

Аксинча, текисликни бирор / алмаштириш (35) формулалар би-

0,1 Ф  0 булсин. Бу алмаштиришнинглан аницланган ва унда
а* Ьп

аффин алмаштириш эканини курсагамиз. IUy. максадда реперга 

нисбатан Ах-\-Ву-\-С =  0 тенглама билан аницланган (бунд? А, В 
нинг камида бири нолдан фаркли) бирор I тугри чизицни оламиз.

/ алмаштириш / тугри чизикни V фигурага утказади, Г фигура 
нинг тугри чизиц эканини курсатсак, мацсадга эришган буламиз
(35) ни цуйидагича ёзамиз:

( ахх +  Ьху=х ' — сх,

[ а2х +  Ь2у =  у' —с2,

Ql ф 0  булгани учун бу система биргаликда, уни ечиб,бу ерда 

х, у ни топамиз:
х2 Ь2

X —

У =

1 at bi I
: х _ \ai ьл

1 Я2 b-г 1 1 а2 2̂|

b 1 сх
Ь2 с2

ах Ьх 
а2 Ь2

|«1 Ь\\ К М
1 «2 ь21 1 а2 Ь2 1

У' +

«1
С2«2

fll Ьх
а2ь2

(37)

(37) дан х ва у нинг кийматларини Ах +  By +  С =  0 га цуйиб их- 
чамласак,

{АЬ2 —  Ва2) (Вах — АЬХ)

I ai Ьх I 
I С2 Ь2 I

\Ь1 ci 1 в \Cl аЧс2 | \ С2 а21

1 bi\
1

«1 Ьг I
1 а2 Ь»\ | й2 Ь2 \

+  с =  о
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+  В !Cl + с
ai ьх

! с2 а2 а2

еки

(.Ab2 — Ва2) х' +  {Вах —  АЬг) у' +  (Л\ bl° 1
\ \ Ь.г с2

0. (38)

(38) да ЛЬ2— Ва2, Вах —  АЬХ сонларнинг камида бири нолдан

фар^ли, чунки акс холДа

АЬ2 — Ва2 =  0, Вах —  АЬХ =  0

тенгликлардан а1Ь2 —  а2ЬхФ  0 бу агани учун А =  В — 0 келиб чи- 

к̂ ади. Бу эса цилииган фаразга зид, чунки А~ + В--ф 0. Шундай к>и- 

либ (38) тенглама (узгарувчи х, у ларга нисбатан биринчи даража

ли булгани учун) тугри чизикнинг тенгламасидир. Демак, V фигу

ра—тугри чизик̂ .
Биз куйидаги фактни исботлашга муваффац булдик: х>аР ^андай 

аффин алмаштириш координаталарда (35) чизидли формулалар буйи

ча ифодаланади, бунда

! ах Ьх
L  и (*)
I 2̂ 2̂

ва, аксинча (35) чизидли формулалар (*) шартда .^ар ва^т текислик

даги аффин алмаштиришни ифодалайди.

А ф ф и н  а л м а ш т и р и ш г а  м и с о л  л ар.

1. Текисликда шундай иккита Ш =  (О, е[ч е,) аа =  (О, е', е2)

аффин реперларни ^арайлик, бунда e\ =  kev е2 =  ke2 булсин. Бу 

икки аффин репер бирор d  аффин алмаштиришни ани^лайди, яъни 
оЛ: Ш Ш'\ бу вактда ва М' =  d  (М) нукталар учун

ОМ — хе{ + у е2, ОМ' =  хе\ +  у е2 =  kx е{ +  ky е2 =  k ОМ.

>^ар ^андай М, М' мос нукталар жуфти учун ОМ' =  kOM шарт

ни ^аноатлантирадиган алмаштириш текисликда О марказли ва k 
коэффициентли гомотетия эди (40- §, 3-таъриф). Демак, гомотетия 

аффин алмаштириш дир.

2. d  алмаштириш «В =  (О, elt е2) ва $ '  =  (О ', ех, е2) аффин 

реперлар билан ани^ланган булсин. У  ^олда ХаР ^андай М ну^та 

ва унинг d  алмаштиришдаги М' образи учун

ОМ =  х ех +  у е2, О'М' =  х ех +  у е2 => ОМ — О'М';

лекин

ММ' =  МО +  007  + О'М' =  0 0 Г  .
> — *—►

Хар цандай М, М' мос нукталар жуфти учун ММ' — ОО' шарт
-- ►

ни каноатлантирадиган алмаштириш текисликда ОО' вектор к;адар-



У

м

X
. > м'
*

Aj,

5
0 "А’а; р х=а

параллел кучириш эди (35-§
1-банд). Демак, параллел ку

чириш аффин алмаштиришдир.

3. Текисликда а турри чи- 
зи^ ва координаталар боши 

умумий булган шундай икки

я  =  (0 ,7 ,,  X ), &  =  {о, ^  
—►

е2) аффин реперни олайликки,

а,

123- чизма

= Я е2 ва е1±.е2(кф  1) булсин 

(123-чизма).

Бундай икки аффин репер 

билан аникланган d  аффин 
алмаштиришда ^ар ^андай мос 
М, M '= d (M )  нукталар жуф- 
ти учун

ОМ — х е, +  у е2, ОМ' =  х е[-\-у е' =  х е х-\-'ку е2 (39)

муносабатларни ёза оламиз. (39) муносабатлардан куринадики, S  ре
перда М , М' нукталар ушбу координаталарга эга: М (х, у), М' (х, 
К у). Бундан эса Ох — а тугри чизикнинг нукталари d  алмашти
ришда цузгалмас деган хулоса келиб чикади.

ММ' =  ОМ' — ОМ (X ММ' е2 => ММ' Ох.1)уе 2-

ММ' тугри чизи^ билан Ох — а тугри чизикнинг кесишган ну^- 
тасини Р  билан белгилайлик.

<28 реперда Р (х, 0) булади, у ^олда МР =  
бу икки тенгликдан

у е2, РМ ' =  Куеа,

МР — -- - РМ' ёки РМ' =  ХРМ
"К

муносабатга эга буламиз. Шундай цилиб, царалаётган d  аффин ал

маштириш ушбу хоссаларга эга:

1) Ох — а тугри чизикнинг ^ар бир ну^таси ^узгалмас;

2) Ох га тегишли булмаган ^ар бир М нуцтага мос М' нуцта 

учун ушбу 'икки шарт бажарилади:

а) М М '-LOx =  а;

б) ^ар бир Р — ММ' П Ох нук;та ММ' кесмани бир хил (—

нисбатда булади.

Шундай хоссаларга эга булган аффин алмаштиришни А, <  1 бул

ганда текисликни Ох — а тугри чизища цисиш, Я >  1 булганда те

кисликни Ох =  a myFpu чизикдан чузиш деб аталади. Бунда X ки- 
сиш ёки чузиш коэффициентидир.
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46- §. Текисликдаги аффин алмаштиришлар группаси

ва унинг к;исм группалари

А орцали текисликнинг барча аффин алмаштиришлари тупламини 
белгилаймиз. d x, d 2 эса А тупламдан олинган ихтиёрий икки аффин

алмаштириш булсин. $  =  (О, ех, е2) текисликдаги бирор аффин ре
пер, М текисликнинг ихтиёрий нуцтаси булиб, унинг реперга 
нисбатан координаталари х, у булсин. d x алмаштириш ни $ ' =

=  (0', е\, е'2) аффин реперга, М нуцтани М' нуцтага утказсин, d 2 эса <#'

реперни $ 'г — (О ", е2 ) аффин реперга, АГ нуцтани М "  нуцтага 

утказсин, у ^олда аффин алмаштиришнинг таърифига кура

М(х, у)а =>МЧх, у)^„ М'(х, у)а ,=>М"(х, у)я ,. (40)

d x, d 2 алмаштиришларнинг d 2d x купайтмаси ^ам текисликдаги 

алмаштиришдир. d 2d 1:M —̂ M " ,  ва (40) га асосан М (х,
у)^=> М " (х, у)^,,, бундан d 2d x нинг аффин алмаштириш эканлиги

куринади.
Текисликдаги V  «^i аффин алмаштириш реперни ёВ' реперга,

Y  М {х, у)^ нуцтани АТ (х, у)^, нуцтага утказганда унга тескари

/_1 алмаштириш реперни $  реперга ва АГ (х, у)^ , нуцтани 

М (х, у)^ нуцтага утказади. Бундан f~l нинг аффин алмаштириш 

эканлиги келиб чицади. Шундай цилиб, d x, d 2 £ А =>■ d 2d x £ А ва 

d { £ А=> f^ 1 =  d~ l £ А. Группа таърифига кура А туплам груп

па ташкил этади. Уни текисликда аффин алмаштиришлар группа
си дейилади. Бу группанинг асосий инварианта тугри чизицдаги уч 
нуцтанинг оддий нисбатидир. Текисликдаги ухшаш алмаштиришлар 
группаси Р  аффин алмаштиришлар группасининг цисм группасидир 

(43- §).

47-§. Инверсия» унинг аналитик ифодаси ва хоссалари

Биз юцорида куриб утган" барча алмаштиришлар (аффин алмаш

тириш ва унинг хусусий ^оллари, ухшаш алмаштириш, ^аракат) 
чизицли алмаштиришлардир, чунки бу алмаштиришларда тугри чи- 

зицнинг образи тугри чизиц эди. Булардан ташцари, шундай алмаш

тиришлар хам борки, улар да тугри чизикнинг образи ^ар вацт туг

ри чизиц булавермайди. Бундай алмаштиришларга мисол сифатида 

инверсия билан танишамиз.
Текисликда О марказли ва г радиусли (О, г) айланани оламиз. 

Т а ър иф .  (О, г) айлана ётган текисликнинг О дан бошца1 ^ар 

бир М нуцтасига ОМ нурда ётувчи ва

1 0=М  булганда 00 ноль векторнинг >s;ap цандай векторга купайтмаси ноль 

вектор булиб, (41) шартни цаноатлантирувчи хеч цандай М нуцта мавжуд бул- 

майди.



шартни цаноатлантирувчи М' нуцтани мос келтирадиган алмаштириш 
инверсион алмаштириш ёкг инверсия дейилади. (О, г) айлана ин
версия айланаси, унинг О маркази инверсия маркази, радиуси эса 
инверсия радиуси дейилади. (О, г) айланага нисбатан инверсияни иг0 

куринишда белгиланади.

Инверсия таърифига кура мос М , М' нукталар битта ОМ нурда 

ётгани учун

ОМ f f ОМ' => ОМ • ОМ' =  | ОМ || ОМ' |.

Шунга кура (41) шартни ОМ-ОМ' =  г2 куринишда ёзиш хам МУМ* 

кин.
X  бирор туплам Gx унинг бирор алмаштиришлар туплами бул

син / £ Gx ни олайлик. / Ф Е0 булсин. Бу шарт да ff =  Е0 булса, f 

инволюцион алмаштириш дейилади. Ю^орида курилган алмашти- 

ришлардан укда нисбатан симметрия, марказий симметрия инволю

цион алмаштириш мисол лари дир.

Инверсия >;ам инволюцион алмаштиришдир. Ха^и^атан, (О, г) 
айланага нисбатан иг0 инверсия М нуцтани М' ну^тага утказсин.

Таърифга кура 1) М' нуцта ОМ нурга тегишли, 2) ОМ ■ ОМ' =  г2. 
Ш у айланага нисбатан иккинчи марта иг0 инверсия М' ну^тани М "  

ну^тага утказсин дейлик, у холда 1) М "  нуцта ОМ' нурга тегиш'

ли, 2) ОМ'-ОМ" =  г2 булиб,

Ш '  ОМ" =  ОМ-ОМ' => М "  =  М=>иг0-иг0 :М =>М .

Демак, икки карра инверсия айнан алмаштириш демакдир.
Н у  к; та г а и н в е р с и о н  н у ^ т а н и  топиш.  1. Берилган М 

ну^та (О, г) инверсия айланаси билан ани^ланадиган доирага тегиш
ли булсин (124-чизма). М ну^та ор^али ОМ нурга перпендикуляр 

цилиб / тугри чизицни утказамиз. / П (О, г) =  Г  булсин. Т нуктада

ОМ  • ОМ' =  г2 (41)
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(О, г) айланага t уринмани утказамиз. Унинг ОМ нур билан кесиш
ган ну^таси М' булсин. М' ну^та М га инверсион мос ну^та бу

лади, яъни М' =  ur0 (М), чунки 1) М' ну^та ОМ нурга тегишли;

2) тугри бурчакли ОТМ , ОТМ' учбурчаклар ухшаш булгани учун

ОМ =  ОТ_^оМ - ОМ' =1 ОТ2 =  г2.
ОТ ОМ’ 1

2. Берилган М нуцта (О, г) инверсия айланасига нисбатан таш- 

ци ну^та булсин (II боб, 22-§ га к;аралсин). Унга инверсион ну^та 

^уйидагича топилади. ОМ кесмани диаметр к;илиб, ёрдамчи айлана 

чизилади (125-чизма). Икки айлананинг кесишган А, В ну^таларини 

туташтирувчи АВ ватарнинг ОМ нур билан кесишган нуцтаси М' 
изланган нук;та булади. Х^иь^атан, М' ну^та ОМ нурга тегишли 

ва ясалишига кура АО AM тугри бурчакли ^амда АВ ва ОМ тугри 
чизиклар перпендикуляр булгани учун | ОМ | • I ОМ' I =  г2.

3. Агар берилган М ну^та инверсия айланасида ётса, унга мсс 

ну^та шу нук^танинг узи булади, чунки М £ (О, г)=>ОМ =  г, у 

хрлда (41) ги асосан ОМ' — г ва М' ну^та ОМ нурга тегишли эка- 

нига кура М' — М. Демак, инверсия айланасининг ^ар бир ну^таси 

бу инверсияда инвариант ну^та булади.
И н в е р с и я н и н г  а н а л и т и к  и ф о д а с и .  Координаталар боли 

инверсия айланасининг маркази сифатида булган ^олни царайлик.

М текисликнинг ихтиёрий ну^таси, М' эса унинг иг0 даги образи

булсин. S ~ (0 ,  i, j )  реперга нисбатан М(х, у), М' {х , у') дей-

лик. х , у' координаталарни х, у оркали ифодалайлик. ОМ, ОМ' 
векторлар коллинеар булгани учун

ОМ' =  I  ОМ (X £ R). (42)

. [4\)=>Х~ОМ2 =  г2̂ 1 =  ~^— =>ОМ' =  - 5 — • ОМ; (43)
ОМ 2 ОМ2

X п

^ ' (44)
У О — -- Г2

* 2+ У 2

(44) инверсион алмаштириш формуласидир.

И н в е р с и я н и н г  х о с с а л а р и .  Г.  Текислик ну^таларини ин

версион алмаштиришда: а) инверсия айланасининг нукталари узи узи

га утади; б) инверсия айланаси ташцарисидаги нукталар инверсия 

айланаси ичидаги ну^таларга, инверсия айланаси ичидаги (марказдан 

бош^а) нукталар инверсия айланаси таш^арисидаги нук^таларга ута

ди.
И с б о т .  Агар М ну^та инверсия айланасидан таш^арида ётса, у 

^олда ОМ >  г булиб

ОМ ■ ОМ' =  г2 * (45)

(43) =>х' i +  у'j  =  ——  {xi + у j
х -\-у2
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муносабат уринли булищр учун ОМ' <  г булиши, яъни М' нуи̂ та 

(О, г) айлана ичида ётиши шарт. Агар М ну^та инверсия айланаси 
ичида ётса, ОМ <  г булиб, (45) муносабатга кура ОМ' >  г булиши, 
яъни М' ну^та (О, г) айлана таш^арисида ётиши шарт. м

2°. Инверсия марказидан утувчи турри чизиц^а инверсион мос 
фигура шу тугри чизикнинг узидир.

И с б о т .  / тугри чизи^ инверсия маркази О дан утсин. у  М £ I 
ну^тага инверсион М' нукта учун М' £ ОМ (ОМ— нур) шарт бажа- 

рилгани сабабли М' £ / булади =*>■1 тугри чизи^ уз- узига утади. ▲ 
3°. Инверсия марказидан утмайдиган тугри чизиеда мос фигура 

инверсия марказидан утувчи айлана булади.

И с б о т .  / тугри чизи^ инверсия марказидан утмасин ва

Ах + Ву'+С =  0 (С ф  0) (46)

тенглама билан ани^ланган булсин. Инверсиянинг (44) аналитик 
ифодасидан х, у ни х\ у' ор^али ифодалаймиз:

, / о г 4 X2 . Г*у2 Г4 2 1 2  г 4
х 2 +  у — ------- 1--------= -----=> х2 +  у2-------

Бундан

(х * + у  2)2  (Х * + у  2)2 Х * + у  2 Jt '2 + y ' t

х (*2 + У2) ;:, Г* Х' _  Г2

{х'2+у'2)г2 х '2 + у '2

<iLh8!L£l =  у> т

(46) даги х, у урнига (47) дан х =  — -— — х', у =  — —-- и' кий-
х~\~у * '2т У 2

матларни ^уйиб, ихчамласак, ^уйидагини ^осил циламиз:

С (х/2 +  у'2) +  г2 (Ax' + By') =  0

ёки

У + Л  У + (у> 4- ̂  1г =  / с ц т а  )г.
2 С ) V  2 С J \ 2 С )

~ ( Аг2 Вг2\ г2 У  А2 +  52 
by тенглама маркази I —  ---) НУ^Tâ a радиуси ------------

га тенг айланани ифодалайди, фа^ат ундан О ну^тани чикариш ке

рак. Шундай ь̂ илиб, инверсия маркази О дан утмаган тугри чизикка 

инверсион мос фигура инверсия марказидан утувчи (О ну^тасиз) ай- 
*лана экан. А

Инверсиянинг инволюцион хоссага эгалиги сабабли инверсия мар

кази О дан утувчи (О ну^тасиз) айлананинг образи О нуцтадан ут
майдиган тугри чизи^дан иборат.

4°. Инверсия марказидан утмайдиган айланага мос фигура инвер

сия марказидан утмайдиган айланадир.

И с б о т .  (O', R) айланани ^араймиз, унинг тенгламаси

(х —  х0)2 +  (у — г/0)2 •■= R2 (48)

булсин. Бу тенгламани ^уйидагича ёзиш мумкин:
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х2 +  у2 -f ах + by +  с == 0, (49

а =  — 2*о’ ь =  — 2^0, с =  *02 4- ̂  — Я2.

(49) айлана О нуцтадан утмасин, яъни с ф  0 булсин. (49) айла. 

нанинг иг0 даги образини топиш учун %, у нинг (47) дан ани^лан. 

ган кийматларини (49) га ^уйсак,

бу ерда

г̂ х'

X +У i 4-
г*у Г2

/2 | /2
х 4  у

+ Ь

-J- с =  0=> с(х '2 4- у'2) 4- г2 (ax' +  by') +  г4 

=> х'2 +  у '2 +  — (ax' +  by') 4- — =  О,

х'2+ у'2 

О =S

126-чизма

Бу тенглама билан О 

нуктадан утмайдиган ай

лана ани^ланади. Демак, 

инверсия марказидан ут- 

майдиган айлана инвер

сия марказидан утмайди

ган айланага алмашина- 
ди. А

5°. (02, г2) айлана 

(Ох, Гу) айлананинг иг0 

инверсиядаги образи бул
син.

Л  € (Ov гг) нуцтани 
оламиз, ОЛх П (Ох, ^])=
=  {Лх, Вг} булсин (126-
чизма). Агар иГ0 (А{) =  А2, щ(Вх) =  Я, булса, у хрлда {Л2, В2} =  

=  ОЛг П (02, ^г) булиб, ОхЛг тугри чизи^ 0 ?В 2 тугри чизшда 
ва 0 1В1 тугри чизи^ 0 2Л2 тугри чизикда параллел булади. иг0 (А]) =

=  Л2, (В,) =  В2 булсин, у холда ОЛ, • ОЛ2 =  г2, ОВ{ ■ ОВ2 =  г2. 

Булардан

ОАх ■0Аг= '0 В 1 -0^В2=^г2. (50)

Av А2, Б х, 5 2 нукталар битта тугри чизицда ётгани учун ОВ2 !|

|| ОЛх ва ОА2 || ОВу=> О В2 =  Я ОЛх ва OA2 =  \iOB  ̂ у ^олда (50) дан 

(л ОЛх • ОВх — 1кОА1-ОВ1, бундан Я =  га эга буламиз. ОВ2 =  Я OAlt 
———> —*—►
ОЛ2 =  Я 0 5 х тенгликлардан куринадики, О марказли ва А, коэффи

циентли гомотетия ^ам (Ор r t) ьйланани (02, г2) айланага утка- 

залп. Бунда Нк0 (/1,) =  В2, Н'0 (В,) =  А ,, Н10 (О,) =  0 2 булади. Го- 

могетияда тугри чизи^ узига параллел тугри чизиеда утгани учуй

9—2818 129



ОгАг Н 02В2, 0 УВХ || 0 2Л3. (51)

(51) муносабат бир жуфт ииверсион мос айлаиаларга тегишли ва бир 
тугри чизи^да ётгаи икки жуфт мос нукталар учун уринли булган 
асосий хоссадир.

6°. Берилган икки чизиь  ̂ орасидаги бурчак1 улар га инверсион 
мос чизи^лар орасидаги бурчакка конгруэнт булади.

Бу хоссани ^аралаётган чизи^лар айланалар ёки тугри чизи^лар 
булган ^ол учун исботлаймиз.

И с б о т .  Инверсия маркази
О дан уташган (0 1? гх), (02, 

/■2) айланаларни карайлик. иг0 

инверсияда r t), (02, г2 )

айланаларнинг образлари мос 

равишда (О, , г,'), (02, г2) ай

ланалар булсин. Агар А £ (О,, 

r\) п 102, г2) ва ио(Л) = Л ’ 
127- чизма булса, А £ (О,. /”|) П (0'2 1 ^2)

булади (127-чизма).

Агар ОА тугри чизиц (Ох, гх) айлана билан А, В ну^таларда ке- 

сишса, 5°- хоссага кура ОхВ ва 0\ А тугри чизи^лар параллел бу

лади. Бундан л ОВО{ ~  Д  О А' О j , у .\олда

Z . ОВОх =  Z . 0А'0\ . (52)

д  ВОхА тенг ёнли =4- АВОх =  Z . BAOv у ^олда

Z - O B O ^ O ^ A '.  (53)

(52), (53) дан

/ _ 0 1АА' =  /-0\ А'А (54)

ва бу бурчаклар царама- царши йуналган.

Худди шу каби 02В ва 02 А' тугри чизи^лар параллел булга- 

нидан

Z. 02АА' =  Z . 0 2А'А (55)

эканини келтириб чи^ариш мумкин, бу бурчаклар хам ^арама- царши 

йуналган. (54), (55) тенгликлардан Z . 0 {А02 =  Z . О, А'02 ва улар 

г̂ арама- ^арши йуналган.

1 Икки чизик; орасидаги бурчак деб, бу чизикларнинг кесишган ну^таларида 
уларга утказилган уринмалар орасидаги бурчакка айтилади. Агар икки чизик ке- 

сишмаса, улар орасидаги бурчак мавжуд эмас.
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23-§ да алгебраик чизщ ва унинг тартиби тугрисида тушунча 

келтирилган эди. 24 —  30-§ лар да биринчи тартибли алгебраик чи
зикнинг хоссаларини унинг тенгламасига асосланиб текширдик. Бу 

бобда иккинчи тартибли алгебраик чизикларнинг геометрик хоссала

рини урганишга утамиз1. Айрим «айниган холларни» (икки тугри чи- 
зиг\̂ а айланиб кетиш, мавхум чизиклар ва х. к.) назарга олмасак, 
иккинчи тартибли чизиклар учтадир (эллипс, гипербола, парабола). 

Бу чизикларнинг талай хоссалари цадимги Греция олимлари томонг- 

дано^ очилган эди (Менехм, Аполлоний ва бош^алар, эрамиздан 

олдинги IV  — I I I  асрлар). Бу чизиклар астрономия, механика фан- 

лари ва техникада кенг ^улланьлади.

48- §. Эллипс

1. Т а ъ р и ф  и, к а н о н и к  т е н г л а м а с и .  Текисликда ^ар бир 

нуктасидан фокуслар деб аталувчи берилган икки Fx, F2 нуктагача 

булган масофалари йигиндиси берилган PQ кесма узунлигига тенг 

булган барча нукталар туплами эллипс деб аталади. Берилган кесма 

узу н лиги фокуслар орасидаги масофа дан катта2.

Берилган кесманинг узунлигини 2а (а >  O'! билан, фокуслар ора
сидаги масофани 2с (с >  0) билан белгиланлик. Таърифга кура3 а > с.

Эллипсдаги ихтиёрий М ну^танинг Fy ва F2 фокуслардан масо- 

фалари унинг фокал радиуслари дейилади ва мос равишда rv г2 би

лан белгиланадн, яъни

^i=P(-^i, м ) ва r2 =  p(F2,M). у

Эллипснинг таърифига ку
ра гг, г2 фокал радиусларнинг 
йигиндиси узгармас булиб, бе

рилган кесма узунлигига тенг, 
яъни

р (Fy, М) + p (F 3, М )=  2а ёки

ry + r2 =  2a. (1)

(1) тенглик эллипсга те

гишли ихтиёрий нуь̂ та учун 

уринли булиб, уни координа

та ларда ифодалайлик.

Декарт реперини тенглама-

IV  Б О Б . ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛАР

1 Текисликдаги элементар аналитик геометрияда асосан 1-ва 2-тартибли ал
гебраик чизиклар урганилади, холос.

2 Берилган кесманинг узунлиги (PQ =  2а) фокуслар орасидаги масофадан кат
та булмаган ^олда эллипс мавжуд булмайди, чунки учбурчак ^оидасига Kvpa 
p{Fy, M) + p(F2, М) >  р (Flt F2) холда эллипс кесмага айланади.

3 а =  с холда эллипс кесмага айланади.
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нинг содда булишига имкон берадиган ^илиб танлаймиз: абсциссалар 

укини фокуслар оркали F2 дан Fx га йуналтириб утказамиз. Fx F2 
кесманинг урта перпендикулярини 128-чизмада курсатилган йуна-

лишда ординаталар у^и деб оламиз. Танланган бу (О, г, /) репер
да Fx ва F2 нуцталарнинг координаталари мос равишда (с, 0) ва 

(— с, 0) булади.
Эллипсдаги ихтиёрий М нудтанинг координаталарини х, у билан 

белгиласак, икки ну^та орасидаги масофа формуласига кура

Г\ = V (x  — с)2 + У2, (2)
Г 2 — У (Х +  6')2 +  у2- 

rv г2 нинг (2) муносабатлардаги цийматларини (1) тенгликка ^уйиб, 

ушбу тенгламага эга буламиз:

У (х  —  с)2 +  у2 +  У(х  +  с)2 4* у1 =  2а. (3)

(3) тенглама танланган реперга нисбатан эллипснинг тенгламасидир, 

чунки М {х, у) нудтанинг координаталари бу тенгламани фацат М 
ну1\та эллипсга тегишли булган з^олдагина цаноатлантиради.

(3) тенгламани каноник тенглама деб аталувчи куринишга кел- 

тирамиз.
(3) тенгламанинг биринчи ха дин и унг томонга утказиб, з^осил 

булган тенгламанинг иккала томонини квадратга оширсак.

х2 +  2сх +  с2 4- у2 =  4а2 —  4а У  (х — с)2+г/2 4- х2 —  2сх 4- с2 4- У2. 

Бундан

2 сх =  4а2 — 2 сх — 4 а У  (а* — с)2-\-у2

ёки

а У (х  —  с)2 -\-у2 =  а2 — сх.

Хрсил ^илинган тенгламанинг иккала томонини яна квадратга оши- 

рамиз:

а2х2 — 2а2сх +  а2с2 4- а2у2 =  а4 —  2а2сх 4- с2х2,

бундан

(а2 —  с2) х2 4* а?У2 =  «2 (я2 —  с2). (4)

а >  с=> а2 >  с2, демак, а2 —  с2 >  0, бу мусбат сонни ' b2 деб олай

лик:

Ь2 =  а2 —  с2, (5)

у з^олда (4) тенглик ^уйидаги куринишда ёзилади:

62%2 4- а2у2 — а2Ь2. (6)

(6) ни а2Ь2 га булиб, ушбу тенгламага эга буламиз:

— + i 2 =  l. (7)
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Энди (7) тенглама хаки^атан хам эллипсни ифодалашини исбот 
к;иламиз, чунки эллипс тенгламаси /3) куринишда олинган эди. (7) 

тенглама (3) тенгламани икки марта радикаллардан ^утцариш билан 

^осил цилинди. Демак, (7) тенглама (3) тенгламанинг натижаси, 

бошцача айтганда, координаталари (3) ни ^аноатлантирадиган хар 
бир ну^та (7) тенгламани хам каноатлантиради. Лекин (3) тенглама-
(7) тенгламанинг натижаси экани равшан эмас. (3) тенглама (7) тенг 

ламанинг натижаси эканини курсатамиз.

М х (;q, ух) (7) тенгламани ^аноатл.штирувчи ихтиёрий ну^та бул

син, яъни

=  1. (8)
f i  +  У\_
а? №

М х нукта учун гх-\- г2 =  .2а тенгликнинг бажарилишини курса

тамиз.
М х нуцтанинг фокал радиуслари,

Г 2 =  V  (*. + cf +у\.

Г\ =  У{х{ — с)2+г/р (9)

(10)

(8) тенгликдан у\ =  Ь2 ( 1--- ], бу ^ийматни (9) ва (10) тенглик-

ларга куйиб,

ri =  \ ~—~  А  —  %сх\ +  +  с~)-
а2

V Q2—Ь2 

й2
х~, -f- 2сх, -(- (Ь~ -j- с-)

тенгликларга эга буламиз. (5) муносэбатдан с1 — а2 — Ь2 ва а2 =. 
=  Ь2 +  с2, шунинг учун юкоридаги тенгликлар ушбу куринишни 

олади:

гл = 1 1

~ а  Г =
с

—а —
с

а ---- хл
а 1 а а

V хх-{-а а-г —х 1 
а

(П)— Хх~\~а 
а

Юкоридаги сабабларга кура 0 <  — <  1, (8) тенгликдан =>■ | хх I <  а.

У  ^олда — | хх | <  а, шунинг учун а —  — хх>  0 ва а +  — хх> 0 . Бу- 

ларни эътиборга олсак, (11) тенгликлар ушбу куринишни олади:

(12)Хл, Г, а Н—  х: 
а

(12) тенгликларни ^адлаб ^ушсак,

гх +  г2 =  2 а
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га эга буламиз. Демак, координаталари (7) тенгламани ^аноатланти- 
радиган угар ^андай М х (х1( ух) ну^та эллипсга тегишли.

(7) тенглама эллипснинг каноник тенгламаси дейилади.

(12) тенгликлардан ушбу хулоса келиб чи^ади: эллипснинг ихти
ёрий М (х, у) нуктасининг 
абсциссаси* оркали

rlf г 2 фокал радиус лари бу нуцтанйнг

гх — а ----х ва г2 — а
а

(13)

куринишда чизикли ифодаланади.

Агар хусусий холда а =  b булса, эллипснинг тенгламаси

х" у  =  а~

куринишни олади. Бу тенглама маркази координаталар бошида ва 

радиуси а га тенг айланани ифодалайди. Демак, айлана эллипснинг 

хусусий ^оли. а =  b булганда Ь2 — а2 — с2 дан с =  0. с ф  0 булганда
а~ Ь2 =  с2 => а >  Ь.

М и с о л .  Х^ар бир нуктасидан /71(4, 0), F2(— 4,0) нукталаргача 

булган масофалар йигиндиси 10 га тенг нукталар тупламинииг тенг
ламасини топинг.

Е ч и ш .  Изланаётган нукталар туплами берилишига кура эллипс

дир ва 2а — \0=>а — о, с =  4, Ь2 — а2— с2 муносабатдан Ь2 =  9, 

b =  3. Демак, изланаётган эллипснинг каноник тенгламаси цуйида- 
гича булади:

v- +  —  =  1 •
25 9

д-2 у 2
2. Э л л и п с  шакли .  Эллипснинг--- 1--- = 1  П) каноник

а- Ь-
тенгламаси буйича шаклини урганамиз.

1. (7) тенгламадан куринадики, эллипс иккинчи тартибли чизик;.

2. Эллипс чегараланган чизик; (агар фигуранинг барча нукталари 
бирор доирага тегишли булса, уни чегараланган фигура деб атала

ди). (7) тенгламадан куриниб ту- 

рибдики, унинг чап томонидаги 

ифода доимо мусбат булиб, ^ар 

бир д;ад ^уйидаги шартни ^аноат-

X- и-
лантириши керак: —  <  1, -^-<1.

Бундан |х| <  а, \у\ <  Ь.
Демак, (7) тенглама билан 

аницланган эллипснинг барча ну^- 

талари томонлари 2 а, 2 b булган 

тугри туртбурчак ичига жойлаш- 

ган.
3. (7) тенглама билан аниц- 

ланган эллипс координаталар ук- 

ларига нисбатан симметрик дир. 

129-чизма ^авдатан, М(х, у) шу эллипс-
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нинг бирор нуктаси булса, яъни х, у сонлар (7) тенгламани ка- 
ноатлантирса, у вактда (7) тенгламада узгарувчи х, у нинг факат 

квадратлари цатнгшгани учун бу тенгламани Мг (— х, у), М2(х,
— у) ва М3(— х, — у) нукталарнинг координаталари ^ам к;аноатлан- 
тиради. Му ну^та Оу укда нисбатан, М2 нукта Ох укка нисбатан 
М ну^тага симметрикдир (129-чизма). Шунинг учун координата ук- 
лари эллипснинг симметрия укларидир. Симметрия укларининг ке- 
сишган ну^таси О (0, 0) эллипснинг маркази дейилади, фокуслар 

ётган уки унинг фокал уки дейилади.

4. Эллипснинг координата учлари билан кесишган ну^таларини 

топамиз. Масалан, Ох у^ билан кесишган ну^таларини топиш учун 

ушбу тенгламаларни биргаликда ечамиз:

(14) системанинг иккинчи тенгламасидан у =  0 ни биринчи тенгла- 

масига ^уйсак, х =  ± а ^осил булади. Шундай цилиб, эллипс Ох 
у^ни Ау(а, 0) ва Л2(— а, 0) нукталарда кесади. Шу сингари 

эллипснинг Оу у^ билан кесишган В , (0, b) ва 5 2(0, — Ь) ну^тала- 

ри топилади. Эллипснинг координата учлари билан кесишган нукта- 

ларини унинг учлари дейилади. Эллипснинг туртта учи бор, улар:

AtA2 кесма ва унинг узунлиги 2 а эллипснинг катта уки, ОАг 
кесма ва унинг узунлиги а эса эллипснинг катта ярим дци дейи

лади. ВуВ2 кесма ва унинг узунлиги 2 b эллипснинг кичик уци, ОВг 
кесма ва унинг узунлиги b эса эллипснинг кичик ярим уки дейи
лади.

5. Энди (7) тенгламани у га нисбатан ечайлик:

Эллипс координата укларининг ^ар бирига нисбатан симметрик 
булгани учун унинг биринчи координата чорагида ётган ь^исминигина 

текшириш етарли. Биринчи чоракдаги нукталар учун х >  0, у > 0  
булиб, эллипснинг бу чоракдаги цисми учун

Бундан (16) функциянинг монотон камаювчи эканлиги ва а2— х2 >  

>  0 булиши, яъни а2 >  х2 ёки \х\ <  а булиши бевосита куринади. 

Демак, фацат биринчи чоракда иш кураётганимиз учун х < а .  Юк>о- 

ридаги ^олларни эътиборга олсак, эллипснинг биринчи чоракдаги 

^исмини 130-чизмада курсатилган ВуАх ёй деб тасаввур цилиш мум

кин. Эллипснинг координата уКлаРига нисбатан симметриклигидан 
фойдаланиб, унинг биринчи чоракда ^осил цилинган кисми буйича 

шаклини 131-чизмадагидек тасаввур килиш мумкин (131-чизма).

(14)

Ау, А2, By, В2.

(15)

У =  — х2 . (16)
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Э с л а т м а. Агар эллипснинг фокуслари ординаталар у^ида жойт 

лашиб ^олса, унинг каноник тенгламаси ^ам (7) куринишда булади, 
бу ерда Ь >  а.

3. Э к с ц е н т р и с и т е т .  Т а ъ р и ф .  Эллипснинг фокуслари ора
сидаги масофанинг катта у^ининг узунлигига нисбати эксцентриси
тет  дейилади ва эксцентриситет е харфи билан белгиланади.

2 с с
Таърифга кура е =  —  =  — ^амда с <а=$- 0 < е  <  1.

2 а а

Эллипснинг эксцентриситета унинг шаклини ани^лашда му^им 
роль уйнайди. Да^и^атан ^ам, (5) дан с2 =  а- — b2, шунинг учун

бундан

-  = V l —е2 .

Эксцентриситет е->- 1 да (ле

кин е <  1) ——*- 0 булиб (бу ер-
а

да а узгармайди деб фараз фи

лина ди), b кичиклашади ва эл

липс Ох уцца ^исила боради, ак-

синча е-+- 0 булса, -— *-1 =»■
а

=>■ Ь-+а. Бу ^олда эллипс айлана

га я^инлаша боради. 132- чизмада 

у айлана ва у1У у2, 73 эллипслар 

тасвирланган булиб, ev е2, е3 бу 

эллипсларнинг эксцентриситетла- 

ри: ех >  е2~> е3.
М и со л .  1) 16х2 +  25 у2 — 

- 4 0 0 = 0 ; 2) 9 х2+25 у2— 225=0.

а
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16 х2 +  25 г/2 =  40(W  =  1; бу ерда ах =  5, Ъх =  4, сг =

=  1^25 —  16 = 3 ,  - . 9 х2+ 25у2—22Ъ=> —  +  ^  =  1 ^  а =
5 25 9 2

=  5, Ь2 =  3, с2 = 'К 25 —  9 =  4;

=  ~  • е 2 >  ei =*- биринчи эллипс иккинчисига нисбатан узининг

катта уки га си^илган, яъни чу-

ЗИЬфОК.

4. Э л л и п с н и н г  ф о к а л  
р а д и у с л а р и. (7) эллипсдаги 

ихтиёрий М (х, у) ну^танинг 

фокал радиуслари (12) формула

лар оркали ифодаланар эди.

— =  е эканини эътиборга олсак,
а

бу формулалар куйидаги кури

нишни олади:

гх =  а — ex; r2 =  а +  ex. (17)

5. Э л л и п с н и  я с а ш ,  па 

р а м е т р и к  т е н г л а м а л а р .  

Каноник тенгламаси билан берил

ган эллипсни ясашни курсатай- 133- чизма



лик. Марказлари координаталар бошида ва а >  b радиусли иккита 
Y1( у2 айлана чизамиз (133-чизма). Координаталар бошидан ихти

ёрий нур чикарайлик, унинг абсциссалар у^ига огиш бурчаги ср бу

либ, Yj, Y2 айланалар билан кесишган нуцталари L, N булсин.
L, N нукталар дан О у ук^а параллел /, т  тугри чизикларни ут- 

казамиз. I П Ох — Lx, m{]Ox =  N1 булсин. N нуцтадан Ох укка па

раллел тутри чизик; утказамиз, унинг I турри чизи^ билан кесишган 

ГМ нуцтаси эллипснинг ну^таси булади. Х^и^атан, М ну^танинг 

координаталарини х, у десак, ушбу муносабатни хосил киламиз:

. . . .  х у
х =  a cos ф, и — b sin ф еки — =  cos ф, — =  sin ф,

а Ь

бу тенгликларнинг ^ар иккала томонини квадратга оширамиз ва хад-

лаб ^ушсак,
и

+ —  =  1 М нуцта эллипснинг нуктасидир. О дан
а2 Ь2

чи^арилган ^ар бир нур эллипсдаги нуцтани беради. ф =  О,
я

Ф =  ~  , Ф =  ЗТ, Ф — л ^ииматларга эллипснинг учлари мос кела

ди. ф нинг 0 <  ф <  я  орали^даги цийматларида эллипснинг Ох у к; 

билан чегараланган юкрри ярим текисликдаги ну ̂ талари, ф нинг 

л <  ф <  2 я цийматларида эса г̂ уйи ярим текисликдаги нукта лари 

хосил булади. Факат эллипс устида ётган М (х, у) нукталарничг 

координаталаригина

х — a cos ф, 
у =  bsin ф

(А)

134- чизма

тенгламалар системасини каноат- 
лантиргани учун бу система эл- 

липсни ани^лайди, (А) тенглама
лар эллипснинг параметрик 
тенгламалари дейилади. Бу тенг
ламалар эллипсни ю^орида курса- 
тилган усулда ясаш учун асос 

вазифасини бажаради.

6. Э л л и п с —айл ан ани нг  

а ф ф и н  о б р а з и .  Т е о р е м а .  

%ар цандай эллипсни бирор ай
лананинг диаметрига цисиш ал- 
маштиришдаги образи деб ка
рам мумкин.

И с б о т .  Т екис лик даги бирор

(О, i , j )  декарт реперига нис- 

бати маркази координаталар бо

шида ва радиуси а булган бирор айланани ^араймиз (134-чизма):

*2 + у-
а'2

х2 +  у2 =  а2 ё к и --- ]—— =  1
а2

(18)

Текисликни k ~  — 
а

коэффициент билан Ох укда ^исиш алмаштириш-
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ни бажарайлик (45- §).. Натижада текисликнинг ^ар бир М(х, у) 
нуктаси шундай М '(X , К) нуктага утадики, улар учун

PM' =  kPM  (19)

булади, бунда М М ' тугри чизиц Ох ущи перпендикуляр ва 

Р =  ММ' П Ох, М, М ', Р ну^талар бир хил абсциссага эга ва 
Р£Ох  булгани учун (19) муносабат координаталарда ушбу куриниш

да булади:

{XI- х) 7+ (Y - 0) Т =  k [(X - х7 +(у- 0)7 ]

ёки

'х =  Х

I у =  т у . (*)

Текисликни k — — коэффициент билан Ох укда 1\исишда (18) 
а *

айланага мос келган чизикнинг тенгламасини топиш учун (*) дан

х, у нинг ^ийматларини (18) га ь^уямиз:

X 2 . Y2 . .. X 2] , У 2 ,
--- 1--- =  1 е к и ---- !--- =  1.
а2 №а2 - а°- Ь2

Бу тенглама ярим учлари а, b булган эллипсни ифодалайди. =>■ айла- 
нани диаметрига кисиш алмаштиришида айлана эллипсга алмашинади.

Тугри чизикда ^исиш аффин алмаштириш булгани учун хар ^ан- 
дай эллипсни бирор айлананинг аффин образи деб ^араш мумкин. А 

М и с о л .  х2 у2 =  16 айланани Ох укда ^исиш натижасида
Х% п%
—  =  1 эллипс з^ссил булган. 1\исиш коэффициентини топинг.

Ь 3
Е ч и ш .  Эллипс тенгламасидан: а =  А, b — 3, k =  —  =  ■— .

а 4

49- §. Гипербола

1. Т а ъ р и ф и ,  к а н о н и к  т е н г л а м а с и .  Текисликда хар бир 

нуцтасидан фокуслар деб аталувчи берилган икки Fx, F% ну^тагача 

булган масофалар айирмасининг абсолют киймати берилган кесма 

узунлигига тенг булган барча ну^талар туплами гипербола деб ата

лади.

Гипербола таърифидаги берилган кесма узунлигини 2 а ( а > 0 )  би

лан, фокуслари орасидаги масофани 2 с ( о  0) билан белгилаймиз. 

Албатта

2а < 2 с .  И 1

1 Учбурчак коидасига кура икки томон айирмаси учинчи томондан кичик. 
Биз а =  0 ва а =  с дан иборат «айниган» доллар ни ^арамаймиз.
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Г иперболадаги М нукта- 
нинг Flt F2 гача масофалари 
унинг фокал радиуслари де
йилади ва гъ г2 билан белги- 

ланади, яъни

rx =  p (F lf /И), г2 =-. p (F2, М).

Гиперболанинг таърифига 

биноан

| гх — г21 =  2 а. (20)

(20) тенглик фа^ат гипербола- 

ди ётган М нукталар учунги- 

на уринли. Бу тенгликни ко- 

ординаталарда ёзамиз. Бунинг 

учун декарт реперини эллипс 
билан иш курганимиздек цилиб танлаймиз (135-чизма).

Фокуслар орасидаги масофа р (/г1, F2) =  2 с булгани учун олин
ган реперга нисбатан Fx (с, 0), F2(— с, 0). Шу реперга нисбатан 

гиперболадаги ихтиёрий М ну^танинг координаталарини х, у билан 
белгилайлик: М (х, у). У  холда

(21)

135-чизма

r1 =  V{x — С)2 +  у1 , \г2 =  У  (х +  с)1 4- у2 

булиб, (20) ва (21) дан

\V(x —  cf +  у2 — V  (х +  с)2 +  у'11 =  2 а

ёки

! —  / 2 — ± 2 а -*==> У (х  — с)2 +  у2 —  V(х  +  с)2 у2 =  ± 2 а. (22)

Гиперболани ифодаловчи (22) тенгламани соддарок куринишга кел- 
тирайлик. (22) дан:

У  (х — с)2 +  у2 =  ± 2 а +  У(х  +  с)2 +  у .

Бу тенгликнинг иккала томонини квадратга кутариб, соддалаштира- 
миз:

± а У  (х +  с)2 +  у2 =  сх — а2.

Бу тенгламани яна квадратга кутариб, сунгра соддалашгирсак, 

(с2 —  а2) х2 —  а2у2 =  а2 (с2 — а2). (23)

а2< с 2=>с2— а2 >  0; бу айирмани b2 билан белгилаймиз:

&2 =  с2_ а2в (24)

У  ^олда (23) муносабатдан ушбу содда тенгламага келамиз:

(25)
х2 г/2 __ ^

a2 ft2

Демак, гипербола иккинчи тартибли чизицдир. (25) тенглама гипер

болани ифодаловчи (22) тенгламанинг иатижаси, шунга кура коор-
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динаталари (22) тенгламани к;аноатлантирадиган ^ар бир М (х, у) 
нукта (25) тенгламани х,ам ^аноатлантиради.

Энди бунинг тескарисини исбот ^илайлик. М х(хх, ух) (25) ни 
^аноатлантирувчи ихтиёрий нук;та булсин, яъни

2 2 
х\ У[

<26>

М х нуцтанинг Fx, F2 фокуслардан масофалари:

=  V(xx — с)2 + у], r2 =  Y \хх +  с)2 +  у\ . (27)

(26) тенгликдан у\ =  —  (jcJ—  а2). Бу цийматни (27) тенгликларга 

цуйиб, Ь': =  с2 —  а2 муносабатни эътиборга олсак,

^  =  ± хх — a'j, (28)

r'2 = ± a X i+ а) (29)
тенгликларга эга буламиз, г2 мусбат сонлар, шунга кура ^авсллр 

олдидаги ишораларни шундай танлаш керакки, (28) ва (29) тенглик- 

ларнинг унг томонлари ^ам мусбат булсин. (26) дан =>- \х̂\ >  а. Бун-
С С

дан ташкари, с > а = > — > 1 .  У  хрлдг, агар хх^ а  булса, — х , — 
а а

Г
— а > 0  ва —x1-ha>  0 булиб, (28) ва (29) тенгликлар даги кавс-

а

ларни +  ишора билан оламиз, яъни

Гл — ~~х1 — а, г2 =  — хх +  а. (30)
а а

С с
Булардан гх — г2 — —  хх —  а ----хх —  а =  —  2 а; хх <  — а булса,

а а
С С
— хх — а < 0  ва — хх +  а <  0 булиб, (28), (29) тенгликлардаги ^авс-
а а

ларни — ишора билан оламиз, яъни 

булардан

с с
гх =  а ----хх, г2 — — а ---- хх,

а а

гх —  г2 =  а -- — хх -\-а +  —  хх =  2 а. (31)
а а

Демак, (25) тенгламадан (22) тенглама келиб чи^ади. Шундай к*и- 

либ (25) тенглама гиперболанинг тенгламасидир. (25) тенглама ги- 

перболанинг каноник тенгламаси дейилади.

(30) ва (31) тенгламалар дан куйидаги натижа келиб чи^ади: гипер- 

боладаги ихтиёрий М [х, у) ну^танинг гх, г2 фокал радиуслари 

унинг х абсциссаси ор^али



л: >  0 булганда гх =  — х — а, г2 =  — х + а , (32)
а а '

х <  0 булганда гх =  а ---- х, г2 =  —  а ---- х (33)
а а

куринишларда чизикли ифодаланади.

М и с о л .  Гиперболанинг F i j i  0, 0), F2 (— 10, 0) фокусларинн ва 

ну^таларидан бири А (12, 3 ] /5 )  ни билган ^олда унинг тенглама
сини тузинг.

Е чи ш .  Бу ерда

гх -- р (Fx, А) =  V 4 +  45 =  У  49 =  7, 

r2 =  р (F2, А) =  У 484 +  45 =  J/529 -  23.

|7 — 23| =  2 а=> а =  8.

Гипербола учун Ь2 =  с2 — а2 — 100 —  64 =  36 =>- b =  6. Демак,

i i  _ j d  =  j 
64 36

2. Г и п е р б о л а  ша кли .  Гиперболанинг

—  _  =  1
a2 £>2

тенгламасига асосланиб унинг шаклини аниклаймиз.
Эллипс тенгламаси устида олиб борилган мухокамаларни такрор- 

лаб гиперболанинг координаталар боши, координата укларига нисба- 
ТсШ симметриклиги ани^ланади.

Гипербола Ох уцни Ах(а, 0) ва Л2(— а, 0) ну^таларда кесади. 
(25) тенглама билан аницланган гипербола Оу у^ билан кесишмайди.

Х^и^атан (25) тенгламага л: =  0 ни куйсак, — — =  1. Равшанки,
Ь2

бу тенглик ха^и^ий сонлар со^асида уринли булмайди.
Ац А2 ну^талар гиперболанинг учлари дейилади. Шундай килиб, 

гиперболанинг иккита учи бор экан. Гиперболанинг учлари орасида

ги масофа унинг цацщий уки дейилади.

Ординаталар у^ида О дан b масофада турувчи Вх (О, b) ва В2 (О,
— b) ну^таларни белгилаймиз. ВхВ2 =  2 Ь ш  гиперболанинг мавху.и 

уки дейилади.
Агар М (х, у) ну^та гиперболада ётса, унинг учун (25) тенгла

мадан: |х| >  а. Демак, х — ± а  тугри чизи^лар билан чегараланган

— а < х < а  полосада гиперболанинг нукталари йуц.

(25) тенгламани у ординатага нисбатан ечамиз:

у =  + —  У х 2 — а1 . (34)
а

Бу тенгламадан куринадики, х микдор а дан +  оо гача ортганда ва

— а дан — оо гача камайганда у микдор — оо < у <  +оо оралпк-



даги ^ийматларни ь^абул к^илади. Демак, гипербола икки кисмдан 
иборат булиб, улар гиперболанинг тармсщлари дейилади.

Гиперболанинг бир (унг) тармоги х >  а ярим текисликда, иккин

чи (чап) тармоги — а ярим текисликда жойлашган.
Э с  латмз .  Агар гиперболанинг фокуслари ординаталар у^ида жой-

£/2 о
лашган булса, унинг каноник тенгламаси —----- =  1 куринишда бу-

Ь2 а2

лади.
3. Г и п е р б о л а  а с и м п т о т а  лар  и. Гиперболанинг шаклини яна 

аникро^ тасаввур ^илиш ма^садида текис (ясси) чизикнинг1 
асимптотаси тушунчасини киритамиз.

Т а ъ р и ф .  Агар / И £ Г  нур;та шу Г чизик, буйлаб ^аракатланиб 

борганида унинг и тугри чизицкача булган масофаси нолга интилса, 

тугри чизиь  ̂ Г чизикнинг асимптотаси дейилади.
~ ь Ь х1 _ у2 
Т е о р е м а ,  у =  —  х, у = ----х тугри чизиклар----- —  =

а а а2 №
— 1 гиперболанинг асимптоталаридир.

И с б о т .  Гипербола координата у^ларига нисбатан симметрик бул

гани учун гиперболанинг биринчи чоракдаги цисминигина олиш етар

ли. Шу мацсадда х ^  а да гиперболанинг биринчи чэракдаги цисми- 

ни аниклайдиган

У = ~ +-±1, х* (35)

тенглама оилан

у =  —  X 
а

:б)

тенгламани солиштирс.миз. у х тугри чизик, координаталар

бошидан утади ва бурчак коэф-

фициенти k =  —  . 136- чизмада 
а

тугри чизикнинг биринчи чорак
даги булаги тасвирланган булиб, 

унда О А =  а, АВ =  Ь. Гипербо-
ь

ла ва у =  — х тугри чизи^да мос
а

равишда жойлашган бир хил абс- 

циссали М(х, у), N (х, Y) нук- 

таларни ^араймиз. Бу икки нук,- 

танинг мос ординаталари:

у — Н---У х2 —  а-
а

Y =  — х
а 136- чизма

1 Барча нукталари битта текисликда ётган чизи^ текис (ясси) чизщ деб ата
лади.



булади. MN  кесманинг ^узунлигини ^исоблаймиз:

Y =  - x  =  — V x2 >  —  Ух*
а а а

У =>Y >  у

ёки Y —  у >  0, демак, р (М , N) =  Y —  у. Лекин

гки

=  — (х — У  х2 —  а1 ) —

Y - y  =

Ъ_ (х_

а

ab

У х 2 —  а2) (х +  У х 2 —  а2)

х -j- у х2 — а2

х +  У х2 —  а2

Гиперболадаги М ну^тадан (36) тугри чизида туширилган пер- 
пендикулярнинг асоси Р  булсин, у ^олда

р(М , Р )< р (М , N )^p (M , Р )<  „ ° 4 - =  .
х 4- У х- —  а2

г- ифодани текширайлик. Унинг махражи чексизlim —
-*•+0" X ■

ab

]/ х2
ортиб борувчи икки мусбат цушилувчининг йигиндисидан иборат бу
либ, сурати эса узгармас ab мицдордир, демак,

ab
lim

х 4- У а - а2
=  0 .

У >̂ олда

р(/И, Р) 0.р (М, N) дан p(/W, Р)-

Демак, гиперболадаги М нук

та гипербола буйича ^аракат- 
ланиб, унинг учидан етарлича 
узо^лашса, М нуцтадан (36) 
тугри чизир^ача булган масо- 
фа нолга интилади. Ю^орид^- 

ги таърифга кура гипербола- 

нинг ^аралаётган цисми учун

(36) тугри чизи^ асимптота 

булади.

Гиперболанинг координата 

уцларига нисбатан симметрик- 
Ъ

лигидан у — ----* тугри чи-
а

зи^ хам гиперболанинг асимп- 

тотасидир. Шундай ^илиб,

I ?. =  — *, у = — — х (37)
а а

тенгламалар билан ани^ланадиган тугри чизиклар гиперболанинг 

асимптота лари дир (137-чизма).

М и с о л. Асимптоталари 2 х — у — 0, 2х +  г/ =  0 тенгламалар 

билан берилган ва фокуслари марказдан 5 бирлик масофада булган 

гиперболанинг каноник тенгламасини тузинг.

137- чизма
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Е ч и ш .  Беридган тенгламаларни у — 2х, у — —  2х куринишда 

ёзиб олсак ^амда (37) тенгламалар билан солиштирсак, —  =  2 ёки
а

Ь — 2а  булади. Фокуслар марказдан 5 бирлик масофада булгани 
учун с =  5 булиб, Ь“ =  с1 —  а2 тенгликдан фойдалансак, 4 а2 =  25 —

— а2, бундан а2 =  5, а =  ] /5  , У ^олда b =  2 ] /5  . Шуларга асосан 
гиперболанинг изланаётган тенгламаси:

f i ___ У̂_ =  j

5 20

4. Т ен г  т о м о н л и  г и п е р б о л а .  Ярим учлари тенг булган 
гипербола тенг томонли деб аталади.

X̂
---- —  =  1 тенгламада а =  b булганда:
a2 ft2

хг— у2 =  а2. (38)

Тенг томонли гипербола асимптоталарининг тенгламалари у — х, 
у =  — х куринишда булиб, улар узаро перпендикуляр (kxk2 =  — 1). 
Бу асимптоталарни янги координата учлари сифатида цабул ^илсак, 

тенг томонли гипербола тенгламаси урта мактаб курсида к\'рилади- 

ган ихчам ху =  а куринишни олади.
Х^и^атан, Ох у^ учун у =  — х асимптотани, Оу у^ учун эса

у =  х асимптотани олсак, у ^олда ф =  ( i , i') =  —  45°.
Эски х, у координаталардан янги координаталарга утиш форму" 

лаларидан (II боб, 19-§):

x = 4  + » l ,  4 ---*-±yL_
V  2 ’ ' У~2

Энди х, у координаталардан х\ у' га утсак, тенг томонли ги
перболанинг янги тенгламасини ^осил ^иламиз:

х'у' =  —  еки у' =  —  .
У 2 2х'

М и с о л .  ху == 2 гипербола тенгламасини каноник куринишга 

келтиринг.
Ечиш.  Координаталар бошини цузгатмаган холда координата 

уцларини + 45° бурчакка бурамиз:

х =  х' cos 45° —  у' sin 45° =  {х' —  у'),

у =  х' sin 45° +  у' cos 45° == (х' +  У')- 

х, у нинг бу ^ийматларини ху — 2 тенгламага ^уямиз:

- У " )- Ц - (х’ +У‘) =  2.

Соддалаштиргандан сунг, ушбу каноник тенглама хосил булади: 
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х'2— у'2

5. Э к с ц е н т р и с и т е т .  Гиперболанинг фокуслари орасидаги 

масофани а̂к>и̂ ий у^ининг узунлигига нисбати гиперболанинг экс
центриситета дейилади.

Эксцентриситетни эллипсдагидек е ^арфи билан белгиласак.

2 с 

2а

Гиперболада с >  а^-е >  1.
Эксцентриситет гипербола шаклини аницлашда му^им роль уй-

ганайди. Да^и^атан ^ам, е =  —  дан с =  еа, буни Ь~ — с- —  а 2
а

булиб, бундан куринади-к;уйсак, Ь2 =  а2 (е2 — 1) ёки У е2 —  1

ки, эксцентриситет е цанчэлик

кичик, яъни е 1 булса, —
а

ь лшунчалик кичик, я ъ н и -- >- О
а

булади (бу ерда а узгарм.-шди 

деб фараз ^илинади) ва ги

пербола узининг ^а^иций у^и- 

га си^илган булади, аксинча,

е катталашиб борса, —  хам
а

катталашиб, гипербола тармоц- 
лари кеигайиб боради. 138- 
чизмада ух, у2, у3 гипербола- 

лар тасвирланган булиб, улар
нинг ev е2, е3 эксцентриси
тет лари учун ех <  е2 <  е3. 

М и с о л .  Тенг томонли гиперболанинг эксцентриситетини ^исоб- 

ланг.
Е чи ш .  Тенг томонли гиперболада а =  b булгани учун Ь2 =  с2 —

— а2 дан с2 — 2 а 2, бундан с =  У  2 а. У  ^олда эксцентриситет:

с __ 1 / 2  а

а а
V  2.

6. Г и п е р б о л а н и н г  ф о к а  л р а д и у с  л а р и .  (25) гипер- 

боладаги ихтиёрий М {х, у) нудтанинг фокал радиуслари х >  0 бул

ганда (32) формулалир оркали ва х <  0 да (33) формулалар оркали
Q

ифодаланар эди. —  — е эканини эътиборга олсак, бу формулалар 

ушбу куринишни олади:

х >  0 булганда г1=ех  —  а, г2 =  ех +  а, (39)

х <  0 булганда гг — а — ех, г2 =  — а — ех. (40)
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7. Г и п е р б о л а н и  я с а ш .  Декарт реперида

X2__ у̂ _
Q2 62

1

139- чизма

тенгламаси буйича гиперболани ясаш масаласини ^арайлик. Аввало 

бу тенглама буйича унинг Лх(а, 0), Л2 (— а, 0) учларини ва с2 —
— а2 — Ь~ муносабатдан фойдала- 

ниб Fx (О, 0), F2(- C ,  0) фо- 
кусларини топамиз. Fx фокусни 
марказ ^илиб, ихтиёрий гх радиус- 

ли 5 (Fx, гх) айлана, F2 фокусни 

марказ цилиб, г2 =  гх -f 2а ра- 

диусли 5 {F2, г2) айлана чизамиз.

Бу икки айлананинг кесишган 

нукталари гиперболада ётади, 
чунки бу ну^талар учун

I г2 — гх | =  | гх +  2 а — гх | =  2а.

Марказларнинг уринлари алмаш- 

тирилса, гиперболанинг яна икки 

нуктаси хосил булади. Шундай 

к>илиб, гх нинг >̂ ар бир янги и̂й- 

мати буйича гиперболанинг турт- 

та ну^тасини ясаш мумкин.

Шу усулда етарлича ну^таларни ясаб, уларни туташтирсак, ги

перболанинг шакли 139-чизмадагидек тахмин цилинади.

50- §. Парабола

1. Т а ъ р и ф и .  К а н о н и к  т е н г л а м а с и .  Текисликда ^ар бир 
ну^тасидан берилган ну^тагача ва берилган тугри чизи^ача булган 
масофалари узаро тенг булган барча ну^талар туплами парабола деб 

аталади. Берилган ну^та берилган тугри чизикда ётмайди деб оли

нади. Берилган ну^та парабо- 
ланинг фокуса, берилган тугри 
чизик эса параболанинг дирек - 
трисаси дейилади.

Параболанинг фокуси ва ди- 

ректрисасини мос равишда F ва 

d билан, фокусдан директрисага- 

ча булган масофани р билан бел

гилаймиз. Таърифдан фойдаланиб, 

парабола тенгламасини келтириб 

чи^арайлик: бунинг учун декарт 

реперини ^уйидагича танлаймиз: 

абсциссалар уци деб F нуктадан 

утувчи ва d тугри чизи^ка пер

пендикуляр булган тугри чизиц- 

ни ^абул киламиз, унинг мусбат



йуналиши 140-'чизмада курсатилгандек булиб, абсциссалар у клининг 

d турри чизи^ билан кесишган ну^таси N булсин. Ординаталар уци- 
ни FN кесманинг уртасидан утказамиз. Танланган реперда дирек

триса тенгламаси л: = ---—, F фокус эса Н— ~  , 0 координаталарга

эга булади.

Параболанинг ихтиёрий ну^таси М (х, у) булсин. М ну ̂ тадан ди- 

ректрисага туширилган перпендикулярнинг асосини L билан белги

лайлик. У  хрлда параболанинг таърифига кура

р (F, Af) =  p(L, М). (41)

<Ч1) тенгликни координаталарда ифодалайлик. Икки нуцта ораси
даги масофа формуласига кура

p ( f ,  М ) =  -1/ (л г --- + i/2;

р (L, М) =  т /  (х + -j-J +<У — У? =

Бу кийматларни (41) муносабатга цуямиз:

у- =
* + т

(42)

(42) тенглама параболанинг танланган реперга нисбатан тенгла- 

масидир, чунки уни фа^ат параболада ётган ну^таларнинг координа- 
таларигина ^аноатлантиради.

(42) тенгламани соддарок, куринишга келтирамиз. Бунинг учун 

унинг иккала томонини квадратга кутариб, ихчамлаймиз:

2 __
х — ~y J  + у2 =  ( *  +  -у)2 ёки *2 —  Рх +  ("|")2 +  У

бундан

у2 =  2 рх. (43)

(43) тенгламани (42) тенгламанинг натижаси сифатида келтириб чи- 
цардик.

Энди уз навбатида (42) тенгламани (43) тенгламанинг натижаси 

сифатида келтириб чи^ариш мумкинлигини курсатамиз. Бунинг учун 

координаталари (43) тенгламани цаноатлантирадиган ^ар бир ну^тэ 

параболага тегишли эканини курсатиш кифоя. М х(хъ ух) ну^танинг 

координа?алари (43) тенгламани ^аноатлантирсин, яъни у] =  2рхх

сонли тенглик бажарилсин. Шу билан бирга х = ---тенгламага

эга булган d турри чизи^ ва О j  ну^та берилган булсин.

М г ну^танинг F ва d дан бир хил масофада туришини курсатиши- 
миз керак:
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p (F, M 1) = y r (x1--t-'} +у\.

ва

p(L, М г) = * ! + - £ -

Бу тенгликларга =  2рхх ни ^уйсак,

р {F, М ,) =  - у / х? — p q +  ^-+  2рХу =  | /   ̂ J

=  I*1 +  ~  =  р(£ .  Mi)-

Бундан ну^та параболага тегишли. Демак, (43) парабола тенг
ламаси булиб, у каноник тенглама дейилади.

2. П а р а б о л а  ш а к л и .  Параболанинг шяклини унинг (43) тенг- 

ламасига кура текширамиз.

у2 > 0  ва р >  0 булгани учун у2 =  2рх тенгламада х >  0 були

ши керак. Бундан (43) параболанинг барча нукталари унг ярим те
кисликда жойлашганлиги келиб чикади;

х =  0 да (43) =>■ у =  0 => парабола координаталар бошидан утади. 
Координаталар боши параболанинг учи дейилади;

х нинг ^ар бир х >  0 ^ийматига у нинг ишоралари царама- цар- 

ши, аммо абсолют микдорлари тенг булган икки циймати мос кела- 

ди. Бундан параболанинг Ox у^к;а нисбатан симметрик жойлашган
лиги аницланади. Ох уц параболанинг симметрия уки дейилади. 
У  шу билан бир вацтда параболанинг фокал уки з^амдир.

(43)=>г/ =  ± V"2рх. Бу тенгламадан куринадики, х ортиб борса, 
\у\ ^ам ортиб боради, яъни х - > +  «> да |z/| —̂— Ь о о . Курсатилган 

бу хоссаларга асосланиб параболанинг шаклини 141 - чизмадагидек 

тахмин к;илиш мумкин.

d

141- чизма 142-чизма
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Параболанинг тенгламасини хосил килиш учун декарт реперини 

махсус танладик, яъни Ох у^ни фокус оркали директрисага перпен

дикуляр к̂ илиб утказдик. Агар декарт реперини бош^ача усулда тан- 
ласак, албатта, параболанинг тенгламаси >̂ ам (43) куринишдан фарк;- 

ли булади. Масалан, агар парабола координаталар системасига нисба

тан 142- чизмада курсатилгандек жойлашган булса, унинг тенглама
си х2 = 2 ру куринишда булади. 143 ва 144- чизмаларда тасвирлан- 

ган параболанинг тенгламалари мос равишда у2 =  —  2рх, х2 =  

=  —  2ру куринишда булади.

143- чизма 144-чизма

М и с о л .  у'2 =  4х параболада фокал радиусининг узунлиги 26 бул
ган ну^тани топинг.

Е ч и ш .  Изланган М (х, у) ну^та учун р (F, М) =  26. у2 =  
=  4 х ^  р =  2, у з^олда

F{ 1, 0); 26 =  V{x — l )2 +  У2 =  V{x— l )2 +  4x 

ёки 676 =  x2 +  2x + 1, бундан x2 +  2x — 675 =  0.

xu 2 =  — 1 ± ) / 1 +  675 =  — 1 ± 26, x± =  25, *2 =  — 27.

x2 =  — 27 илдиз ярамайди, чунки у2 =  4x параболадаги барча 

нуцталарнинг абсциссалари мусбат булиши керак. хх =  25 ни у2 =  
=  4х га цуйиб, у ни топамиз:

У\ =  +  Ю, у2 =  — 10.

Шундай ^илиб, изланаётган ну^талар иккита экан:

М х(25, 10), М, (25, — 10).

3. П а р а б о л а н и  я с а ш .  Парабола декарт реперида у2 — 2рх 
тенглама билан берилган булсин. Аввало параболанинг фокусини ва 

директрисасини ясаймиз, бунинг учун Ох у^да координаталар боши-
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дан унгда ва чапда узунлиги —

га тенг булган OF ва ОК кес- 
маларни оламиз. К нукда оркали 
Ох укда перпендикуляр цилиб d 
тугри чизи^ни утказамиз. F нуц- 

та параболанинг фокуси, d эса 

директрисаси булади (145-чизма).

Фокусдан бошлаб параболанинг 
симметрия ук,ига перпендикуляр

ва ^ар бири олдингисидан —  ма-

софада- турувчи турри чизицларни 

утказамиз. Утказилган турри чи

зик, ларнинг хар биридан дирек- 
трисагача булган масофани ради

ус цилиб, F марказли айлана чи- 

замиз. Бу айлана тегишли турри

чизи^ни парабола уцига симметрик булган икки нуцтада кесади. 

Булар параболанинг ну^таларидир. Бу жараённи кераклича да- 
вом эттириб, параболанинг кераклича ну^таларига эга буламиз. 

Уларни туташтириб параболанинг графигини хосил киламиз.

4. у =  ах2 +  Ьх +  с т е н г л а м а  билан  б е р и л г а н  па-, 
р а б о л а .

Т е о р е м а .  Ушбу

у =  ах2 +  Ьх + с (44)

тенглама симметрия уци ординаталар укига параллел ва учи 
q ,  ̂ Ь 4ас— Ь2

145-чизма

2 а 

дир.
. И с б о т  

таМиз.

4 а
нуктада булган параболанинг тенгламаси-

(44) тенгламанинг унг томонидан тула квадрат ажра-

у=а\х*+ 2 

Бундан

2 а
X +

Ь2

4а2
11 
4а2

-----+ с =  а\х

4 ас —  № 

4 а
=  а х +

2 а

2 а

Декарт реперининг координаталар бошини О' (—

нуцтага

ь_

2 а

4 ас — 62 

4 а

4ас-

(45)

■6*

4 а

X =  х —

У =  У

2 а 

4 ас 62

4 а
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формула буйича параллел кучирамиз. Янги реперда (45) тенглама 
^уйидаги куринишни олади:

у '=  ах'2 ёки х'2 =  —  у'. (46)
а

Ушбу р =  белгилашни киритиш билан

х 2 =  2 ру' (47)

тенгламага эга буламиз. (47) тенглама симметрия у^и О'у’ у^ ва

учи О' (---—, -4ас~ Ь- \ нуцтада булган параболани ифодалайди.
\ 2 а 4 а )

Бу ерда О'у’ || Оу. ▲

Шундай Р̂ илиб, у =  ах2 + Ьх -f с параболани ясаш учун х2 =
1 ^ , / ь 4ас — Ь2 \

— —  у параболани ясаб, унинг учини U I ----— , — -----1 ну^-

та уст ига тушгунча параллел кучириш керак.

146-а ва б чизмада а параметр мусбат ва манфий булган дол
лар учун у =  ах2 +  Ьх +  с парабола тасвирланган.

М и с о л .  у х2 2х +  3 парабола тенгламасини каноник

куринишга келтиринг ва янги координаталар бошининг координата
ларини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламани ^уйидаги куринишда ёзамиз:

У -  y  (* +  2)2 +  1 ёки у —  1 =  у  (х +  2)2;

координаталар бошини О' (— 2, 1) ну^тага

(х =  х' — 2,

\У =  У' +  1
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формула буйича параллел кучирамиз. Янги реперда парабола тенгла

маси у' — —  х'г ёки х'г — Ъу' каноник куринишни олади. О ' (— 2, 1) 

ну^та янги координаталар боши.

51- §. Эллипс ва гиперболанинг директрисалари

Т а ъ р и ф .  Эллипс (гипербола) нинг берилган F фокусига мос 

директрисаси деб, унинг фокал у^ига перпендикуляр ва марказидан

шу F фокуси ётган томонда —  масофада турувчи тугри чизицни
е

айтилади. Бу ерда а —  эллипс (гипербола) нинг катта (^ациций) 

ярим ук;и, е — эксцентриситета.

Директрисаларни dx, d2 билан белгилаймиз >̂ амда уларни Flf 
F2 фокусларга мос директрисалар деб атаймиз. Директриса таъри- 

фига кура эллипс (гипербола) нинг тенгламаси каноник куринишни 

оладиган цилиб махсус танланган декарт реперида Fx (с, 0), F.2 (— с, 0) 

фокусларга мос директрисалари

dx:x ---— =  0,
е

d2 • х —  =  0
г

тенгламаларга эга булади. Эллипс учун е <  \ => —  >  а, гипербола
е

учун е >  1 =>- —  с  а. Демак, эллипснинг хам, гиперболанинг >̂ ам
е

директрисалари уларни кесмайди (147- чизма).
Эллипс (гипербола) директрисаларининг а^амияти куйидаги теоре

ма билан белгиланади.

147- чизма



Т е о р е м а .  Эллипс (гипербола) текисликдаги шундай нуцта- 
лар тупламики, бу нуцталарнинг хсар биридан фокусгача булган 
масофани уша нуцтадан шу фокусга мос директрисагача булган 
масофага нисбати узгармас мицдор булиб, эллипс (гипербола) 
нинг эксцентриситети е га тенг.

И с б о т .  Бирор эллипс (гипербола) берилган (147- чизмага га
рант) ва Рх унинг фокуси, dx шу фокусга мос директрисаси булсин:

Fx{c, 0), dx:x ~  —  =  0.
е

М (х, у) эллипс (гипербола) нинг ихтиёрий ну^таси булсин. Бу нук,- 

тадан Fx фокусгача булган масофа р (Fv М) — \а — ех\ [48- §, (17) 

формула, 49- §, (39), (40) формулалар]. Ш у нуцтадан dx директриса

гача булган масофа

P(Fi, М) 

p(di, М)

р (dx, М) =

|а — ех\ | а —  ех\ 

\а —  ех\
— е. ▲

Эллипс ва гиперболанинг юк;оридаги теорема билан ифодаланган 

хоссасини бу чизи^ларни бошкача таърифлашга асос цилиб олиш 

мумкин. Х^и^атан, текисликда шундай нукталар тупламини кура- 
мизки, бу ну^таларнинг ^ар биридан бирор F ну^тагача ва бирор I 
тугри чизи^кача булган мзсофалар нисбати узгармас е га тенг бул

син. Бундай нукталар туплами 
е <  1 булган ^олда эллипс, е>  1 
булган ^олда гипербола ва е — 1 
булгянда парабола булишини кур

сатамиз. Декарт реперини ^уйи- 
дагича танлаймиз. F ну^тадан I 
тугри чизиеда утказилган пер- 

пендикулярни Ox yi\, I турри чи- 

зицни эса О у у^ деб кабул ци-

ламиз (148-чизма). ОЕх =  i,

ОЕ2 — j координата векторлари 

булсин, бунда EidOF. М(х, у) 
текширилаётган нукталар тупла- 

мининг ихтиёрий ну^таси булсин. 

У  ^олда бу ну^та учун

Р {F, М)
148-чизма

р (/, М)
=  е. (48)

(О, i, j) репернинг танланишига кура р (/, М) =  х. Агар р(/, F) =  

=  р булсин десак, =>p{F, М) =  У  [p — x f +у'-.' У  ^олда (48)=^ 

=>]/ (р — х)2 +  У2 =  р-х ёки х2 — 2рх +  р2 +  уг =  х2&=>х- (1 ■ t -)—
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— 2 рх +  р2 +  у2 =  0. (49)

а) е = ’ 1 булса, 1 —  е2 =  0 булиб, (49) тенглама куйидаги кури
нишни олади:

у2 =  2р[х-- р-

0 координаталар бошини О' ® j ну^тага параллел ку чи

ра йлик. Ушбу

* =  -£- + х ,  у =  y
2

формулалар буйича (О, t, /) декарт реперидан (O', г, /) декарт ре- 

перига утайлик, у ^олда текширилаётган нукталар тупламининг тенг
ламаси <$' реперда V2 =* 2/?Х куринишга келиб, бу параболанинг 

каноник тенгламасидир. К,аралаётган нукталар туплами е =  1 да па

рабола экан.
б) 1 булса, 1 — е2 Ф  0, бу ^олда (49) тенгламани куйидаги 

куринишда ёзиш мумкин:

• О - * 2)

бундан

х ----- El----] ---- р—  +  р* +  у* =  о,
1 — е2 (1— е2)2 J 1 —е2

( l - f i 8)/ +  */2 =  р2е2
1 — е2/ 1— е2

О координаталар бошини х =  — -—  +  X , у =  Y , формулалар буйи-
1 — е2

ча О' ————, 0 j  нуцтага параллел кучирсак, янги реперда кара- 

лаётган нукталар туплами учун ушбу тенглама ^осил булади:

(1 — е2) X 2 + У2 =  ёки — — ---Н---- — —  =  1. (50)
v 7 1 — <?2 р2р2 е2р2

(1 — f2)2 1 — е2

в <  1 булганда 1 —  е2 >  0 ва (50) тенглама

—  +  =  1
а2 62

g2n2 С2/?2
куринишни олади, бунда а2 =  _  ,2;7~ » (—  ь> =  _  2~

( l c )  1 6 “

Бу ^олда ^аралаётган нукталар туплами эллипсдир. е >  1 бул;анда 

1 —  е2 <  0 булиб, (50) тенглама

— XI =  1
а3 ~

о w о С̂ Р"1 / t-\̂ _  ̂Р
куринишни олади, бунда or =  —— j—— •



Бу ^олда каралаётган нуцталар туплами гиперболадир.
1- м и с о л .  х =  ± 8 турри чизицлар кичик у^и 8 га - тенг бул

ган эллипснинг директрисаларидир. Ш у эллипснинг тенгламасини 

тузинг.

Е ч и ш .  Эллипснинг директриса лари х =  ± —  тенгламалар би-
е

лан ифодзланади. Масала шартига кура ± — = ± 8, бундан —̂ -—8,
е е

С О?
лекин е =  — , у ^олда —  =  8 ёки а2 =  8с, кичик у^ 2b — 8=>Ь — 4. 

а ‘ с

Эллипс учун Ь2 =  а2 —  с2; а, b нинг ^ийматларини бу тенгликка 

^уйсак, 16 =  8с — с2 ёки с2 — 8 с + 1 6  =  0, сх 2 =  4 ± ]/16 — 16= 

=  4. а2 — 8с =  8-4 =  32, а — ]/ 32 =  4 |/ 2. Эллипснинг тенг-

X2 и2
ламаси:---- г =  1.

32 16

2- м и с о л .  Директриса лари х =  ± 3 ]/' 2 тенгламалар билан

берилган ва асимптоталари орасидаги бурчак тугри бурчак булган 
гиперболанинг тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Асимптоталарнинг узаро перпендикулярлигидан гипер

боланинг тенг томонли экани, яъни х2 — у2 — а2 тенглама билан 
ифодаланиши келиб чи^ади. Гиперболанинг директрисалари х =

=  4= —  тенгламалар билан ифодаланади. Масала шартидан —  =
е е

=  3 У  2, с =  —— ни хисобга олсак, —  =  3 \/ 2, бундан а2 —
’ а 1 с '

=  3]/2с; Ь2 =  с2 — а2 тенгликка кура а =  Ь булгани учун 6 |/ 2с =  

=  с2 ёки с =  6 У  2 га эга буламиз. У  ^олда а2 — 3 у  2с =

=  3 | /2  • 6 ] / 2  =  36, а =. 6; гипербола тенгламаси: х2— у2 =  36.

52-§. Иккинчи тартибли чизи^ларнинг цутб координаталардаги 
тенгламалари

Биз бу ерда иккинчи тартибли чизи^лар (эллипс, гипербола ва 

парабола) нинг олдинги параграфда баён этилган хоссаларидян фой- 

даланиб, махсус танланган ^утб координаталардаги тенгламасини 

келтириб чи^арамиз. 'Бизга айтилган чизи^лардан бирортаси: эллипс, 

гипербола ёки парабола берилган булсин (агар берилган чизик; ги
пербола булса, унинг унг тармогини ^араймиз, чунки келтириб чи- 

цариладиган к>утб тенглама биз к^араётган холда гиперболанинг фа- 
к,ат битта тармогини аниклайди).

Берилган чизи^ни у билан белгилаймиз. F бу у изи^нинг фо- 

куси, d шу фокусга мос директрисаси булсин (149- чизма). (у чизиц
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гипербола булганда F ва d учун 

каралаётган тармогига яцин фо- 

куси ва директрисаси олинади).

Кутб координаталар системасини 
к;уйидагича киритамиз. FL _L d

тугри чизицни утказамиз, FE —

=  i, L =  FL()d  булсин, бунда Е 
ну^та FL тугри чизикда ва F 
нуктадан L ну^т? ётмаган томон- 

да ётади. F ну^тани ^утб, FE 
нурни ^утб уь̂ и деб цабул 

^иламиз. М 0 ну^та F ну^та- 

да к,утб укига утказилган пер- 

пендикулярнинг 7 билан кесиш

ган ну^таси булсин. р (М 0, F) 
масофани р билан белгилаймиз 

ва у чизикнинг фокал парамет
ры деб атаймиз. Танланган цутб 
тан у чизикнинг ихтиёрий М нуктасининг координаталарини г, ф

билан белгилаймиз: r =  p(F, М), ф =  (EFM). у чизикнинг 51-§ 

даги асосий хоссасига кура \

Р (F, М)

149-чизма

координаталар системасига нисба-

Р (d, М)
- е.

=  PW, м о) =  elLJHsL
Р {d, М0) е

(51)

Агар ф >  —  булса,

р (d, М) =  р (d, М0) —  г cos (180° —  ф) =  — + г cos ф.
е

Агар ф < - |  булса, ,

р (d, М) =  р (d, М0) +  р (F, М х) =  +  г cos ф.

(Мх ну^та М нуктадан цутб ук;ига туширилган перпендикуляр- 

нинг асоси.)

Демак, иккала ^олда хам

р (d, М) =  -у +  г cos ф. 

р (d, М) нинг бу ^ийматини (51) га цуйсак,

г
--------- =  е
р ,

—  +  Г CCS ф

е

тенгликка эга буламиз. Бундан



г -  ----- р------ . (52)
1 —  г cos ф

(52) тенглама у чизикнинг цутб координаталардаги тенгламаси
дир.

Бу тенглама:

а) е <  1 булса, эллипсни аниклайди. ср бу х;олда 0 <  ф <  я  ора- 
ли^даги барча ^ийматларни ^абул цилади;

б) е =  1 булса, параболани аницлайди, ф бу ^олда 0 <  ф <  л 

орали^даги барча цийматларни ^абул ^илади. ф =  0 ^ийматга пара
боланинг ^еч бир нуктаси мос келмайди;

в) е >  1 булса, гиперболани (биз ^араётган тармогини) аниклайди1. 

Бу ^олда ф нинг кайси оралик,да узгаришини текширамиз. 2ф0—

асимптоталар орасидаги тармок> жойлашган бурчак булсин, у ^олда

*§Фо =  Т  =  V C±̂  =  ~  =  1 =>e2c o s 4  =  1

ёки соб2ф0 =  — ; фп <  —  булганидан соБфп =  — .
е2 2 е

(52) тенгламада г >О  учун 1 — есоБф>0 ёки cos ф < — =  cos ф0
е

булиши керак. Бундан гиперболанинг каралаётган тармогидаги нук>- 

талар учун ф0 <  ф <  2л — ф0 тенгсизликлар бажарилади, деган на

тижа келиб чи^ади. (52) тенгламадаги р =  р (М0, F) сон фокал па
раметр дейилади. Парабола учун бу р фокал параметр унинг ка

ноник тенгламасидаги р дан иборат. Эллипс (гипербола) учун р нинг 
маъносини, яъни ярим у^лар орцали ифодасини топайлик. FM0 туг
ри чизи^ эллипс (гипербола) нинг фокал у^ига перпендикуляр бул

гани учун М0, F ну^талар бир хил абсциссага эга. Af0 (х0, у0) коор
динаталарга эга булсин десак, х0 = — с (гипербола булса, х0 =  +с). 
М0 эллипс (гипербола) га тегишли булгани учун

2 2 / 2 2 \ 
х 0  _L  ^ 0  1 I  Х 0  У 0 1 \ I  А Л  г\

4  + ^  =  ‘ =  1 B a p  =  p (M 0,F )  =

-  V {—с +  с)2+у20=  Iу,

ни хисобга олсак, —  +  —  =  1, бундан 
а2 Ь2

Р* =  Ь2(\ — — ) = b2/Q2_c2' bi
а2 ) \ а 2 ) а2 '

b2
Демак, эллипс (гипербола) да фокал параметр р =  —  га тенг.

а

М и с о л .  г~  —— —---  чизикнинг декарт реперига нисбатан ка

ноник тенгламасини ёзинг.

1 Аналитик геометриядан муфассалро^ ёзнлган китобларда гиперболанинг ик-
кала тармогини ифодаловчи тенглама келтирилади; бу тенгламанинг куриниши (52) 
дан кам фар^ ^илади (масалан, (5) га каранг).
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Еч и ш.  Берилган тенгламани (52) г — --- -----  куринишга
1 —  е cos ф

келтириш учун унг томонининг сурат ва махражани 13 га буламиз:

25

13
г —-----

12
1 — ---  COS ф

13 Y

12
буни (52) билан такдосласак, курамизки, е =  <  1, демак, эгри

чизик, эллипсдир. Унинг каноник тенгламасини ёзамиз. Тенгламадан
25 Ь* .  bа 25 25 с

р — ---, лекин р = —  эди, бундан —  = ---, Ь* = —  а\ е — —  =
13 a J а 13 13 а

12 12
=  —— =4- с =  а. Ь, а нинг бу ^ийматларини Ь2 =  а2 —  с2 тенг-

25 144 25 25 
ликка куйсак, --  ■ а =  а2-------а2, бундан —  = ----а ёки а =

^  13 169 :  13 169
25 25

=  13, Ь2 =  —  а =  —  * 1 3 =  25, 6 = 5  берилган эллипснинг ка-
13 13 > к

ноник тенгламаси

Т~  +  — =  1.
169 25

53-§. Иккинчи тартибли чизи^ларнинг умумий 

тенгламаси

Текисликда бирор аффин (ёки декарт) реперда координаталари 

а1Хх2 +  2ах2 ху +  а22 у2 + 2 а10 х + 2 а20у + а00 =  0 (53)

тенгламани цаноатлантирувчи нукталар туплами иккинчи тартибли чи- 

зик; деб аталиши маълум1 (23- §). Бунда ахх, а Х2, а22, а 10, а 20, а00 коэф- 

фициентлар ^а^и^ий сонлар булиб, ап, а12, а 22 лардан камида бит- 
таси нолдан фар^лидир (бу шартни бундан буён а2[{ +  а~2 +  а%Ф О 

куринишда ёзамиз).
Биз 48— 50- § ларда учта чизик;: эллипс, гипербола ва параболани 

ургандик, бу чизиклар ^ам иккинчи тартибли чизи^лардир, чунки

(53) тенгламада ахх =  — а22 =  а00 =  — 1 булиб, к;олган барча 

коэффициентлар ноль булса, у эллипснинг каноник тенгламаси, шу

шартларда яна а22 = --- — булса, (53) тенглама гиперболанинг ка-
ft2

ноник тенгламаси, ах0 =  р\ а22 =  1 булиб, долган коэффициентлар 

ноль булса, (53) тенглама параболанинг каноник тенгламасидир.

1 Иккинчи тартибли чизи^ларнинг умумий назариясини декарт реперида ка- 

раймиз.



Куйидаги табиий савол тугилади: текисликда курилган бу чизик
лар дан бош^а яна иккинчи тартибли чизиклар борми? Бу савол га 

к,уйида жавоб беришга ^аракат ^иламиз. Аввало шуни таъкидлайм"з: 
23- § дан бизга маълумки, чизикнинг тартиби координаталар система- 

сининг олинишига боглик, эмас. Бундан фойдаланиб, координаталар 

системасини тегишлича танлаш ^исобига барча иккинчи тартибли чи*- 

зи^ларни тула геометрик тавсифлаб чицамиз. Иккинчи тартибли у

чизиц S  =  (О, i, j) декарт реперида (53) умумий тенгламаси билан 

ифодаланган булсин. Шундай реперни танлаймизки, унга нис

батан у чизикнинг (53) тенгламаси мумкин цадар содда —  «каноник» 
куринишга эга булсин, яъни

1) узгарувчи координаталар купайтмаси цатнашган ^ад булма-
син;

2) биринчи даражали ^адлар сони энг оз булсин (иложи булса, 
улар бутунлай ^атнашмасин);

3) мумкин булса, озод ^ад ^атнашмасин.

Агар (53) тенгламада а12Ф  0 булса, соддалаштиришни куйида- 
гича бажарамиз. S  репернинг укларини О ну^та атрофида ихтиёрий

а  бурчакка буриб, янги S ' =  (О, V, /') декарт реперини ^осил цила- 
миз. S  репердан S ' реперга утиш формулалари (19- §)

| х =  х' cos а — у' sin а, ^

\ у =  х' sin а  +  у' cos а

дан х, у ни (53) га к,уйсак ва ухшаш ^адларини ихчамласак, у чи- 
зи^нинг (53) тенгламаси S ' реперда ушбу куринишни олади:

а\ {х'2 +  2а\2х'у' +  а22 у'2 +  2 а[0х' +  2а '0 у' +  а’00 =  0, (55)

бунда:
а'и =  а1Х cos2 а  + 2 а12 cos a  sin а  +  а22 sin2 а,

а[2 =  —  аХ1 sin а  cosa +  а12 cos2a  —  а12 sin2a  +  а22 sin a  cos а, (56)

а2-> =  аи sin2a  —  2а 12 sin a  cos а  +  а22 cos2a,

a;o =  a10cosa +  a2()s ina , a2Q = — a10sina +  a20 cosa, a'Q0 =  a00.

(56) белгилашлардан куринадики, (55) тенгламадаги a{{, a'l2, a22 ko- 

эффициентлар (53) тенгламадаги a llf a12, a22 коэффициентларга 

ва a  бурчакка боглиц, шу билан бирга а'п, а\2, а'22 нинг камида 

бири нолдан фарцли, чунки

cos2a 2 cos a  sin a sin2a

sina cosa cos2 a — sin2 a s in a  cosa =

sin2a -2 sin a  cos a cos2 a

cos2 a sin 2 a sin2 a

1 • о---- sin 2
2

a  cos 2 a —  sin 2a  
2

=

sin2 a —  sin 2a cos2 a
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cos2 a  sin 2a sin2 a cos2 a sin 2 a 1

— —— sin 2a  cos 2a —  sin 2a — —  sin 2a cos 2 a 0
2 2 2

1 0 1 1 0 2

=  2 cos2 a  cos 2a  —  cos 2a-fsin2 2a  =  cos 2a  (2 cos2a  —  sin2a  — cos2a) +

+  sin2 2a =  cos 2a • cos 2a +  sin2 2a =  1 Ф  0.

a  бурчакнинг ихтиёрийлигидан фойдаланиб, уни шундай танлаб ола- 

мизки, алмаштирилган (55) тенгламадаги а\2 коэффициент нолга тенг 

булсин, яъни

а\2 =  — an  sin a  cos a  +  al2 cos2 a  —  a12 sin2 a  + a22 sin a  cos a  =

—   («11 C0S a  +  «12 Sin  a ) s in  a  +  («21 cos a  +  «22 s ' n  a ) C0S Ct =  0

ёки

an  cos a -f- a12 sin a a21 cos a +  O22 a
— - . (,0/)

cos a sin a

(57) муносабатни бирор А га тенглаб, уни цуйидаги куринишда 
ёзиш мумкин:

(ап — X)cosa + a 12s ina  — 0, (58)

а21 cos a  +  (a22 — X) sin a  — 0.

Бу система бир жинсли, шунинг учун унинг детерминанта нолга 
тенг, яъни

^  =  0  ё к И  ^  ~  +  ^  +  0,22 ~  а ^  = 0  (5 9 )  
21 а 22 ^

булгандагина система нолдан фаркли ечимга эга булади.

(59) тенглама у чизикнинг характеристик тенгламаси дейилади. 
(59) тенгламанинг илдизлари.

^ 1,2“
{ац-\- а22)±  j/~(an о22)2—  4 (an  а2 а\2)

4af2 >  0.

а12 ± 0 булгани учун унинг дискриминанта:

D =  (« 11  +  «22У2 —  4 (« 11  «22 —  « У  =  (а И  _  а 22)2

Демак, (59) тенгламанинг >4 , Х2 илдизлари турли ва ^аци^ийдпр.
(57) дан

'аи cos a  +  a ^ s i n a  =  X cos a,
(c0)

a21 cos a  +  a22 sin a  — A, sin a  

тенгликларни ёза оламиз. Уларнинг .\ар бирини c o s a ^ O  га булиб

(cos a  =  (W  a  = —  ва a\c (au cosa+ al2sinpc) sina-f (a21cosa+
2 12'

+ a22 sin a) cos a  =  0 =>- a12 =  0,

(яъни a12 азалдан 0 га тенг экан) ушбуни з^осил циламиз:
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tg «  =  — , (61)
й ̂2 /. — O22

(61) муносабатга навбат билан (59) характеристик тенгламанинг Хх, Х2 
илдизл1рини ^уямиз:

tg « 1 =  Л ~ а» , tg a 2 =  Х8~ ап • (62)
°12  a 12

Виет теоремасига кура (59) дан

“j- Я-2 = йхх ~Ь Й2 2 » 1̂̂-2 = ̂ 11 ̂ "22 ^2' (̂ 3)

(63) ва (62) формулалардан ушбуга эга буламиз:

+ гг гч + гг г, '̂1̂ 2 all(^l + ^2) + а\\ I „ I я
t ga i - t ga2 = ---------- ---------— =  — l=^|a2 — a il =  —  •

а12 2 

Шунга кура tg a  Ох' у^нинг $  даги бурчак коэффициенти бул- 

ганда tg a 2 =  tg ^a1H— Оу' уцнинг шу репер даги бурчак коэф

фициенти булади. У  х,олда Ох' уцнинг V бирлик векторининг ко

ординаталари булмиш cosaj, sinc^,

tg a, 1
sin a , =  — cos a.

tg2a x у 1 +  tg2a x

формулалардан, Оу' у^нинг j '  бирлик векторининг координаталари 
cosa2, s in a 2

sin a 2 =  sin +  -j- j =  cos a x, cos a 2 =

=  cos =- —  sin ax

тенгликлар дан ани^ланади. X =  булганда (60) дан 

а хх cosat +  аХ2 sin ax =  cosalt 

a2x cos a x +  a22 sin ax =  sin ax,

у хрлда

a'n =  (flu cos a x + a 12 sin a }) cos ax +  (a21 cos a x +

-f a22 sin a x) sin a x =  cos a x cos 0̂  +  sin ax sin a x =  X.

(56) муносабатда 1- ва 3- тенгликларни ^адлаб.цушсак, а'п -{-а'22 =  

=  clxx (sin2 сс Н- cos“ ct) -j- cl22 (sin2 cl + cos- a) ёки (#jj +  <2.22 =  ~Ь &22‘

(63) дан axx + a22 =  Xx +  X2 ва a{[ =  эканини ^исобга олсак, a '2=  

—Х2 келиб чи^ади. Шундай цилиб, координаталар системасини (62) 

форму ладан аникланувчи а  =  а х бурчакка (бу ер да а х янги Ох' у^-

нинг эски Ох у ^ а  ориш бурчаги) буриш билан $  — (О, i, /) репер-
дан шундай <$', =  (О, V, /') реперга утиш мумкинки, унга нисбатан

(53) тенглама соддалашиб, ушбу куринишга эга булади:
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^  x'2 +  X2 у'2 -f 2a', 0 x' +  Za'20 y' +  a00 =  0. (64)

Агар Ox' у^нинг бурчак коэффициента учун tg a 2 =  -ft3~ai1
а12

ни цабул килинса, у ^олда а , , =  Я2, а22 =  эканини айнан ю^ори- 

даги каби курсатиш мумкин. Шуни айтиш лозимки, агар (53) тенг- 

ламада а12 =  0 булса, координаталар системасини буриш билан ал- 
маштиришга хожат колмайди.

Энди 3 ' =  (О, V, j' репердан шундай реперга утамизки, унга нис
батан у чизикнинг (64) тенгламасида биринчи даражали ^адлар катнаш- 

масин. Бу ишни координаталар бошини кучириш билан бажариш 
мумкин.

(64) тенгламада А.1( Х2 коэффициентларнинг камида бири нолдан 
фаркли, чунки агар =  А,2 =  0 булса, (64) тенглама биринчи дара

жали тенгламага айланар эди. Демак. бу ерда куйидаги уч ^ол бу
лиши мумкин:

1. ХуфО, (Я1Я,2^ 0)

Бу ^олда ^^Я/2 — « ц  « 2 2  a~j2==̂ ’ « 11 «22 « 1 2 ® • (64) тенгламанинг 

чап томонидаги ^адларни х', у' га нисбатан]тулиц квадратга келтирамиз:

(х '2 +  2 • _̂ L° х '+  + к ( у '2 + 2- ° ^ _ у ' +
\ К Я? ) \ Я2 л2

К
бундан

X, ( X' +  ^  ) +  Ц  У' +  ^  ] 4- а"о= 0, (65)
A>i / \ Я>2

^ » “10 20 
бу ерда «оо =  ^оо —

Энди (О, j') ни у куйидаги формула билан аникланадиган 
параллел кучиришни бажарайлик:

a,n *
Х  =  х' + +,

Ai

а,о (*)

Y =  y' + ~г-л2

У  ^олда янги (O', i ' , j') репер хосил булиб, чизикнинг тенгла

маси соддалашади:

Х1Л 2 +  Я,2У 2 +  а ^  =  0; I

2. =  0 (Х2 Ф  0), а\{уФ 0 ёки Я2 =  0 ( 0), «20̂  0- 

Бу ^оллардан бирини курсатиш етарли; чунки



х =  у ,

У =  х '

алмаштириш ёрдамида уларнинг бирини иккинчисига келтириш мум

кин.
Биринчи ^олни к̂ араймиз:

Х1 =  0(Х2# :0 ) ни ^исобга олиб, (64) тенгламанинг чап томони- 

даги ^адларни у' га нисбатан тулиц квадратга келтирамиз:

l 2 ty>° + 2 - i!° y '+ aJ± \ + 2a:a ( Х'+  =

еки

Я,2 1*2 / \ ^аЮ

К  ( У' +  -тр- ) +  2 а]0 (xf +  а') —  О,

бунда а' — 0 * —  ——  белгилашни киритдик.
Ю 2а10А,2 ,

Ушбу
X  =  х' +  а\

у =  у ' Лап
i к

формулалар буйича координаталар системасини алмаштирамиз, яъни

( 2̂0 \
координаталар боши О ни О' у —а , —— j ну^тага кучирамиз. У  з̂ ол-

да з^осил булган [O', i ' , j') реперга нисбатан чизикнинг тенгламаси 
ушбу содда куринишни ^абул к;илади:

Х2 У2 +  2aj0 X =  0. II

3. =  0, а[0 — 0 ёки Х2 =  0, а'20 =  0.

Бу доллар ^ам бир-бирига ухшаш булиб, шунинг учун уларнинг 

бирини ^араш етарли.

Биринчи ^олни ^араймиз. =  0, а\0 — 0 да (64) тенглама ушбу 

куринишни олади:

Х2 у'2 +  2 а2ь у' +  а00 =  0, (66)

бу ерда 0 булгани учун (66) ни цуйидагича ёзиш мумкин:

еки

бунда
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Ушбу | у  _  и/ °2о формулалар буйича (О, j ') 

Я2

репердан (O', Г, /') реперга утамиз, яъни координаталар боши О ни

20 1
O' I 0, -у- j нуцтага кучирамиз. Янги реперда 7 чизикнинг содда 

тенгламаси хосил булади:

Я2У 2 +  а"0==0. I I I

Х у л  ос а .  Агар иккинчи тартибли у чизиц бирор декарт реперда

(53) тенглама билан берилган бу;ха, янги декарт реперини тегиш- 

лича танлаш билан у нинг тенгламасини I, II, I I I  тенгламаларнинг 

бирига келтириш мумкин.

54- §. Иккинчи тартибли чизицларнинг таснифи 
(классификациям)

Юкррида ^аралган (I, II, III) куринишдаги тенгламаларни муфас- 

салрок текширамиз.

I. х2 +  "К2 у2 +  clqq = 0 .  I

I тенгламада 0, Х2 Ф  0, лекин a'Q'Q — ихтиёрий. куйидаги

икки хрл булиши мумкин:
а) а00 ф  0. I дан:

о А2 „ - .. х2 ;у2 < / с'ш7\
— -Ф- х2--- - у  =  1 еки ——  +  —V- =  1 • (Ь7)

аоо аоо аоо аоо

Агар A,j, а2 бир хил ишорали, а"0{) эса улар билан царама-царши

о̂о 3оо 
ишорали булса, у х>олда----- >  0, --- >  0.

#оо #оо
Энди----- =  а 2, ------=  Ь2 белгилашни киритсак, (67) дан

Ai Я2
v2 ii2

—  + -м-  =  1 
G2 b2

ни, яъни эллипснинг каноник тенгламаси хрсил ^илинади.

Агар Xlt Я,2, а00 нинг учаласи ^ам бир хил ишорали булса, у
ГГ п Я П

а00 ^ л Q00 ~ * °00 О а00 10
^ол да---—  <  0, —— <  0, бу е р д а---—  =  —  а2, --- —  =  — Ь~

Ai Л2 А2

белгилашни киритсак,--- 4- -У— =  — 1 тенгламага эга буламиз. Бу
а2 62

тенгламани каноатлантирувчи битта хам ^а^и^ий ну^та мавжуд эмас,



лекин бу тенглама эллипс тенгламасига ухшашлаги сабабли, у мав- 
хум эллипсни аниклайди, деб айтилади. Агар Я,, Х2 царама-̂ арши
ишорали ва а '0 ф  0 булса, у ^олда — ва — лар царама.

А-1 Я,2
#оо а00карши ишорали булади.-----> 0, лекин — --- < 0 булиб, уларни

мос равишда а2 ва — Ь- деб4 белгиласак, (67) тенглама —  — —  = 1
Q2 Ь2

куринишда булиб, бу гиперболанинг каноник тенгламасидир; худди
« #00 #00 шунга ухш аш ,----— < 0 , -----> 0 булса, уларни а̂м мос ра-Ai

вишда — а2 ва Ь2 деб белгиласак, (67) тенглама ушбу куринишни
X2 I/2олад и :------)- -— = 1; бу хам гиперболанинг каноник тенглама-а2 Ь2

сидир.
б) а00 = 0 булсин. У холда

д*2 //2
I => —  + -У— = 0. (68)1 _1_ ’

Я.1, Я2 а̂рама-карши ишорали булса, тегишли белгилашни киритиш 
билан (68) ни ушбу куринишда ёзиш мумкин:

— = 0 ёки ( —  -f = о. (69)
а2 Ь2 \ а b >\ а Ь )

(69) =>. —  -У— = 0, —  — —  = 0, бу тенгламалар координата-
а b а Ь

лар бошида кесишувчи иккита а̂^иций тугри чизи^ни аниклайди. 
Агар Х2 бир хил ишорали, масалан, < 0, Х2 < 0 булса, у о̂л-
да —  = — а2, —  = — Ь2 белгилашни киритиш билан (68) ни у̂йи- 

К1  ̂ 2̂ 
даги куринишда ёзиш мумкин:

— + = 0  ёки ( —  +  / ^ (  —  — = —  + i —  = 0,
о2 h2 \ а b )\  a b ] а Ь

~ - ; ^ =  о,
о b

бу тенгламаларнинг ?;ар бири биринчи даражали булгани учун улар 
тугри чизи^ни аниклайди, лекин бу икки тугри чизик; фа^ат битта 
ха^иций ну^тага эга дир (координаталар боши). Шунинг учун уларни 
битта ^ациций нуцтада кесишувчи иккита мав^ум тугри чизиц тенг
ламаси деб айтиш мумкин. Шундай р̂ илиб, иккинчи тартибли у чи
зикнинг (59) характеристик тенгламасининг илдизлари Ф  0, Х2Ф 0 
булса, куйидаги беш тур чиз.щ ^осил булади: эллипс, мав^ум эл
липс, гипербола, кесишувчи мав^ум икки тугри чизиц, кесишувчи 
^а^рций икки тугри чизик;.

2. Х2у2 -+ 2а'[0х = 0 (И)
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тенглама билан берилган иккинчи тартибли чизи^ларга утамиз, II 
тенгламада Я,2 ф  О, а\0 Ф  О булгани учун уни к;уйидагича ёзиб ола-
миз: у2 = — 2 • к; р = — —  белгилашни киритсак, у2 = 2рх, 

2̂ -̂2 
бу параболанинг каноник тенгламасидир.

3. 1 2у2 + а '0 = О Ш
тенглама билан берилган иккинчи тартибли чизик;ларни таснифлашга 
утамиз. Бу тенгламада Х2ф 0, а'00— :̂ ар а̂ндай сон. Куйидаги дол
лар булиши мумкин.

п п а00а) а00ФО-'к2 билан а00̂ ар хил ишорали булса,---- > 0 була-
а,2//

ди. Тенгламани —  = — а2 фараз ^илиб,А.2
у2 = а2 ёки (у — а) (у + а) = О

га келтирамиз. Бу тенглама эса узаро параллел икки тугри чизикли 
ани^лайди. Х2 билан а" бир хил ишорали, яъни Х2 > 0, Qq0> 0 (А,2<с
< 0, а"0 < 0) булган о̂лда

II I  =ф- у2 — — а2 ёки (у — ш) (у + ш) = О,
бу тенглама иккита мавхум параллел тугри чизик;ни аник;лайди, деб 
юритилади.

б) а00 = 0. У ^олда 111=»- Я2 у2 — 0 ва Х2ф  0 булгани учун у2=  
= О ёки у — 0, у — 0 =>- икки карра олинган тугри чизиц ^осил к;и- 
линади. Шундай ^илиб, I I I  тенглама билан берилган иккинчи тар
тибли чизи  ̂ куйидаги уч турга булинади: а̂к;ик,ий параллел икки 
тугри чизик,, мавхум параллел икки тугри чизик;, устма-уст тушувчи 
икки турри ЧИЗИ!̂ .

I, II, I I I  тенгламалар билан берилган иккинчи тартибли чизик; 
куйидаги туедизта турга булинади:

Каноник тенгламалар Чизикларнинг номлари

1 2

+
'м 

1̂=
5

1! ЭЛЛИПС

хг у2 
2. —  + —  = — 1 fl2 £2 мавхум эллипс

X2 Z/2
3 —  — —  ± 1

а2 b2
гипербола

*2 у24 . -----—  = 0а2 62
кесишувчи икки тугри чизиь*

СП

%
\ъ + л о нуцта (координата бошида кесишувчи мавхум 

икки тугри чизик;)

6 . у* =  2рх парабола
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7. г/2 — a2 =  0
8. у2 +  о2 = 0
9. /у2 =  0

турли параллел икки турри чизик; 
мав.\ум параллел икки турри чизиь̂  
устма-уст тушган икки турри чизик

55-§. Иккинчи тартибли чизи^ни унинг тенгламаси буйича ясаш

Иккинчи тартибли чизик; (О, г, /) декарт реперида (53) умумий 
тенгламаси билан берилган булсин. Уни ясаш учун тенгламасини ол- 
динги параграфда баён к;илинган усуллар буйича соддалаштирамиз: 

1) (53) тенгламада а12Ф  0 булса, чизикнинг
V- — (ап + а22) I  +  CLn a22 — а]2 = О

характеристик тенгламасини тузамиз ва унинг илдизлари Я2 ни 
топамиз.

tg а 1 = —— —1 формула буйича tg а, ни, сунгра
«12

tg ос, 1Sin ССХ = - — , COS =
V 1 +  tg2 « j f 1 +  tg2 «1

ни ^исоблаймиз. Бу билан реперни а 1 бурчакка буришдан ^осил
цилинадиган (О, j') репернинг V , /' координата векторлари аник- 
ланади:

V = I cos ах + / sin а х, /' = — i sin ах + j cos а х.
3) Янги реперда чизикнинг тенгламаси

XjX'2 -f А2£/'2 -f- 2а10х' + 2a2Qy' + а00 — 0 (64)
куринишда булиб, бунда aj0, а'20 коэффициентлар ушбу формула
лардан топилади:

а\о = а[0 C0S a i + a20 S‘n a i’ a20 = — °10 S n̂ a i + аЮ C0S a r
4) Я ' репернинг координаталар боши О ни 53-§ даги (*) форму- 

ладан топиладиган О' нуцтага кучириш билан Ш’ репер дан 3S" ре
перга утамиз. 3S" реперда чизикнинг тенгламаси каноник куриниш
га келади. Агар (53) тенгламада а12 = 0 булса, соддалаштириш ко
ординаталар бошини кучиришдан иборат, холос. Бу ишларни мисол- 
лард  ̂ курамиз.

1 - м и с о л. Чизикнинг ушбу х2 + 6ху + у* + 6х + 2у — 1 = О 
тенгламасини каноник куринишга келтириб, чизмасини ясанг.

Ечиш . Бу ерда: аХ1= 1, а12 = 3, а22 = 1, a10=3, а20= 1, af0= 
= — 1. a12 = 3 Ф  0; берилган тенгламани каноник ^олда ёзиш учун 
куйидаги ишларни бажарамиз:

1) характеристик тенгламани тузамиз: Я2— 2Я— 8 = 0, Я, 2 =
= 1 ± У 1 -f8 = 1 =ь 3 =>- Ях = 4, Я,2 = — 2;

2) tg a i= - ? i^ i i - = i+ = l^ a  = 45°,Gl2 3
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3) (0, i, j ) реперни a x = 45° бурчакка буришдан (О, Г , /') 
репер хосил булади, унинг координата векторлари:

-Г, У  2 Т  . У  2i = —  i Н----/,
2 2

~р У  2 ~Т У 2 ~t= -----i Н----- /.
2 2

4) а'0 = о|П cos a, + a9n sin a,, a '0 — — aln sin a, + a c
*20 cos a

формулалар буйича aj0, a' коэффицгентларни топамиз:

2^2 , а;0
2 2

Ш реперда чизикнинг тенгламаси:
4Х'2 _  2у'г + 4 у  2х' —2 / 2 /  — 1=0.

5) Бу тенгламани координаталар боши О ни кучириш билан сод- 
далаштнрамиз. Бунинг учун тенг лазании г чап томонидаги .\адлар- 
дан х', у' га нисбатан тула квадрат;:ар ажратамиз;

4х п Ч г ,  ( Щ ( Г £
2 / 

у 2 \2
2 / I 2 / 
1̂ 2*'2

т Ф  - i = o .+

4 х'* + К 2 х '+  V 4  1 - 2 U ' 2+ K 2 i /  + ?)'
2+1 — 1 = 0, 4 ( * ' + ^ ) ‘' - 2 ^ ' + ^ - ) ' - 2  = 0;

V 2

У  2Y  = у' + —  У 2

х' = X  +

У’ = К-+

- ? ) ■  
К  2 \
2 /’»

Чизикнинг тенгламаси каноник куринишга келади:
и V 2 o v 2 о •• 4 X 2  2 У '2 1 ^  * 2 Г 2  1 4А2 — 2Y- = 2 еки---------= \=>----- — = 1.

2 2 1 1

/
1 V  2- - = -у-, 6=1; гиперболанинг каноник тенгла

маси ^осил килинди. 150-чизмада бу гипербола ясалган.
2- м и с о л. 4х2 — 4ху + у2 — 2х — 14г/ + 7 = 0.
Ечиш. Бу ерда: ап = 4, а12 = — 2, a22 = 1, я,о = — Ь а2о —

— «00 = 7 •
1) характеристик тенглама № — 5Х = 0, илдизлари:



= 0, К2 — 5;

2) tga1= i l^ u - = ^ i  =
а12 — 2

о 2 1 •=  z =>• sin cti =  -7-=, cos a, =  — ’
1 V b  1 V  5

3) (О, г, /) реперни 
tga1 = 2 дан ашцланадиган а г 
бурчакка буришдан >;осил бу-
ладиган (О, i\ j') репернинг 
координата векторлари:

2 Vb

2 V 5
1> 1о

Т ,  V  5 J

4) ajю 3|/5, a20 = —У 5.

е» реперда чизикнинг тенгламаси:
5 у ' 2 — бУЬх ' — 2 V W  + 7 = 0;

5) энди координаталар бошини кучирамиз. Бу тенгламанинг чап 
томонидаги хадлардан у' га нисбатан тула квадрат ажратамиз:

^5
5 /, 

Х  = х' — Уъ_
5 ' 
У Т  
5

Чизикнинг 0 ни О'

х' = Х  + 

у' - У  +

ну^тага кучиришдан ^осил бул-'/ 5  £ 5  
5 ’ 5

ган (O', V , j') репердаги тенгламаси: 5F2 — б У Ь  X  = 0 ёки У 2 = 
= 6У Б Х .

5
Бу тенглама 151-чизмада тасвирланган параболани ифодалайди.

3-м и со л. 9х2 + 16 у2 — 24л# 4- ЗОх — 40 у — 25 = 0.
Ечиш .  Бу ерда: an - 9, a12 = — 12, a22 = 16, a10 = 15, «20= 

= — 20, a00 = — 25.
1) чизикнинг характеристик тенгламаси:
X2 — 25Ь = 0 ^  = 25, Х2 = 0;

4 4 32) tg а х = — — =► sin ax = -- -, cos а г = — ;
3 5 5

3) (О, i', j') репернинг координата векторлари, Г  = — i —
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151- чизма 152-чизма

4) а|0 = 25, а20 = 0 чизицнинг тенгламаси х' 2 + 2х' — 1 = 0 ку- 
ринишида булади. Бундан

(х' + I)2 — 2 = 0;

О' (— 1, 0) ну^тага кучирсак, чизик, тенгламаси X 2— 2 = 0 курини- 
шини олади. Бу тенглама ординаталар ук,ига параллел икки турри 
чизицни аницлайди (152-чизма).

Биз 48- § да чизикнинг симметрия маркази тушунчаси билан та- 
нишган эдик. Энди шу тушунчага асосланиб иккинчи тартибли чи
зикнинг маркази тушунчасини киритамиз.

Таъриф. Иккинчи тартибли чизикнинг симметрия маркази шу 
чизикнинг маркази деб аталади.

Таърифга кура М0 чизикнинг маркази булса, V  М £ у нуцтага 
М 0 га нисбатан симметрик М ' нуцта а̂м у га тегишли булади. Ик
кинчи тартибли чизи^

умумий тенгламаси билан берилган булсин. Аввало а̂ндай шарт ба- 
жарилганда координаталар боши марказ булишини аниклаймиз.

Фараз ^илайлик, 0(0, 0) ну^та чизикнинг маркази булсин, у 
^олда марказ таърифига кура М (х, у) £ у=>М' (— х, — у) £ у (чун
ки бу нукталар О га нисбатан симметрикдир), яъни

5) координаталар формулалар буйича

56- §. Иккинчи тартибли чизи^ маркази]

а1гх2 + 2 а12ху + а22у2 + 2а10.\: + 2 а20у + а00 = 0 (53)

Яц (— х)2 + 2а12 (— х) (— у) + а22 (— у)2 + 2а10 (— х) +
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+ 2 а20 (— у) + а00 = О
ёки

аих2 + 2ад 2ху + а22уг — 2а10х — 2а20г/ + а00 = 0. (70)
(53) ва (70) дан:

а1Хх2 + 2а12ху + а22у2 + а00 = 0.
Демак, координаталар боши чизикнинг маркази булса, унинг тенг
ламасида 1-даражали а̂длар иштирок этмайди:

а10 — 0, а2 о = 0.
Аксинча чизикнинг (53) тенгламасида биринчи даражали а̂длар иш
тирок этмаса (а10 = а20 — 0). х, у ни — х, — у га алмаштирганда 
тенглама узгармайди, демак, М (х, у)£у=>М ' (— х, — у) £ у.

М , М ' нукталар 0(0, 0) ну^тага нисбатан симметрик. Бундан коор
динаталар боши чизикнинг марказидир.

Шундай ^илиб, координаталар боши иккинчи тартибли чизикнинг 
маркази булиши учун бу чизицнинг тенгламасида х, у ларга нисба
тан биринчи даражали ^адлар иштирок ^илмаслиги зарур ва етарли.

Энди чизикнинг марказини цандай к*илиб топиш йулини курса
тамиз. М 0 (х0, у0) нуцта чизикнинг маркази булсин. Координаталар 
боши О (0, 0) ни М 0 ну^тага кучирамиз:

I х = X  -(- х0, (71)
\У=У+У0.

Бунинг учун (71) дан х, у ни (53) га-цуямиз:
ЦцХг + 2а12 X Y  + а22К 2 + 2 (апх0 + сг12у0-\-а10) Х  +

+ 2 (а12х0 + а22у0 + а20) Y  + F  (х0, у0) = 0,
бу ерда

F K  У о) = «22^0 2«ю *0 ~Ь 2 2̂0^0 «оо* (̂ 2)
Ю^орида келтирилган зарурий ва етарли шартга кура М э ну^та чизи̂ - 
нинг маркази булиши учун куйидаги шарт бажарилиши керак:

|  « 1 1 *0  ~Ь #12*/о “ Ь « ю  ~  \ « 1 2 *0  "Ь  «2 2 ^ 0  “ Ь  «2 0  ~

Демак, чизи  ̂ марказининг мавжудлиги масаласи (73) система- 
нинг ечимини топиш масаласига келтирилди. Бу система коэффи- 
циентларидан ушбу детерминантларни тузамиз:

О
о II «11 «12 , 6 , =

а ю  а12 , б2 = «и «10
«21 «22 - а20 й22 «21 «20

Бу ерда куйидаги доллар булиши мумкин.
1. 6 = ап а22 — а?12ф  0.
(73) система биргина (х0, у0) ечимга эга ва шунга мос ^олда
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биргина марказ мавжуд. Бундай чизи^ни марказли чизщ деб атай- 
миз. Чизик; марказининг координаталари

61

формуладан топилади.
2. 6 = 0 ва 61? б 2 нинг камида бири но л дан фаркли.
(73) система битта а̂м ечимга эга эмас, чизи  ̂— марказсиз.
3. 6 = бх = б2 = 0 =*- -1- = —  = —  =>- (73) система биринчи да-

а 12 а 22 й 20
ражали битта тенгламага келади. Унинг ечимлари чексиз куп =>- чи
зик чексиз куп марказларга, аницроги, марказлар тугри чизирига 
эгадир.

Эслатма:  (73) системани чизик тенгламасидан х, у га нисба
тан хусусий косила олиш йули билан тузиш мумкин. Хдаикатан, 
(53) тенгламадан х га нисбатан косила олсак, *

2 апх + 2 а12у + 2 а10 

ва у га нисбатан ^осила олсак,

2 а12х + 2 а22у + 2а20.
Декарт координаталар системасини тегишлича танлаш йули би

лан иккинчи тартибли чизикнинг (53) тенгламасини ^уйидаги кури- 
нишларнииг бирига келтирган эдик (53-§).

I . Xj X 2 -j- %2 Y 2 +  й00 =  0, (Xj ф  0, Л2 Ф  0),
II.  Я2 Y 2 -f- 2а[0 X  = 0, (Я2 Ф  0, а10 Ф  0),
I I I .  K Y 2 +  a '0=  0, (Х2Ф  0).

I тенглама учун б = X,jA,2 ф  0. Демак, фак;ат эллипс,
мавхум эллипс, гипербола, кесишадигаи ха^икий иккита тугри чи
зик, кесишадиган мавхум иккита тугри чизик> марказли чизицлардир.

II тенглама учун 6 = = о, 6, =
о

Ф  0, б2 10 — а
!0 0 

I I I  тенглама учун

= 0=> парабола марказсиз чизиц экан.

б = О
Х2

= О, 6i = о,

= 0. Бундан куринадики, иккинчи тартибли чизик; иккита
параллел тугри чизи^ларга ажралганда марказлар чизигига эгадир, 
холос.

М и с о л. х2 2ху + у2 + 2х + 2у — 4 = 0 чизикнинг маркази ни 
топинг.

Ечиш.  Бу ерда а1Х = 1, а12 = 1, а22 = 1, al0 = 1, а20==1, а00=
II 4. Берилган эгри чизи^ марказининг координаталари ушбу
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х ~Ь У + 1 = 0, х + г/ + 1 = О
тенгламалар системасининг ечимлари булади. [Бу системанинг икка- 
ла тенгламаси бир хил, демак, система бгтта тенгламага келади, 
унинг ечимлари чексиз куп =>■ берилган чизи  ̂ марказлар тугри чи- 
зигига эга булиб, унинг тенгламаси л: -f- У + 1 = 0.

57-§. Иккинчи тартибли чизикнинг турри чизи^ 
билан кесишиши

Декарт реперида
апх2 + 2 аХ2ху + а22у2 + 2 а10х + 2 а20у + а00 = 0 (53)

иккинчи тартибли чизи  ̂ ва
lx  = x0 +  a j,  (74)
\у = уъ + а4

тугри чизик; берилган булсин. Бу эгри чизикнинг шу тугри чизик; 
билан кесишиш масаласига утамиз. (53) ва (74) дан:

«и (*о "Ь ai02 + 2« i2 (-̂0 att) (у0 + a2t) + а22 (у0 + a2t)2 +
+ 2 а10 {х0 + axt) + 2 а.20 (у0 + a2t) + а00 = 0

ёки
Pt2+2 Qt R = 0. (75)

Бу ерда куйидаги белгилашлар киритилган:
Р  = Яц + 2а12 «j «2 а 22 а2*

Q  — «n«iX<) "Ь «1 2 «1 ^ /о  “ I-  « 2 1 « 2 '^ 0  “ I-  « 2 2 ^ 2 ^ 0  “ I-  « 1 0 « 1  « 2 0 « 2  =

= Я] (аиХ0 ~Ь С1\2Уо + «ю) + «2 («21̂ 0 “Ь «22̂/о "Ь «2о)> (76)
= Ац Xq -f- 2а12х0*/0 «22 ̂ 0 2«[0x0 + 2a20y0 “I-«ос*

(75) тенгламани ечиб,  ̂ нинг топилган ^ийматларини (74) га у̂й- 
сак, чизиц билан турри чизикнинг кесишган нукталари топилади. 
куйидаги ^олларни текширайлик. *

1. Р Ф  0. Бу ^олда (75) тенглама иккита илдизга эга.
, — Q ± V  a* — R P

Бу ернинг узида учта ^ол булиши мумкин:
а) D = Q2— PR  > 0; (75) тенглама иккита ^иций турли илдиз

га эга — чизик, билан тугри чизик; иккита ^акдаий турли ну т̂алар- 
да кесишади.

б) D = Q2 — PR  < О; (75) тенглама иккита цушма комплекс 
илдизга эга, шунинг уЧун (53) чизик; билан (74) тугри чизик; икки
та цушма комплекс ну^таларда кесишади, демак, турри чизи  ̂ билан 
(53) чизи  ̂ умумий ^а^и^ий ну^таларга эга булмайди.

в) D = Q2 — PR  = 0; (75) тенглама устма-уст тушган иккита ил-



дизга эга — чизи  ̂ билан турри чизш; устма- уст тушган иккита Hyif- 
тада кесишади. Бу ва^тда и турри чизи  ̂ у чизиеда уринма деб 
аталади.

2. р = 0. Б у >рлда (75) тенглама
2 Qt + R  = 0 (77)

куринишни олади.
Уз навбатида куйидаги доллар булиши мумкин:
a) Q=T^0, R  — ихтиёрий сон. (77) тенглама ягона илдизга эга:

чизик билан турри чизик; битта нуктада кесишади.
б) Q = 0, R Ф  0. (77) тенглама ечимга эга эмас. Чизи^ турри 

чизик; билан битта ^ам умумий ^аки^ий ёки мав^ум ну^тага эга 
эмас.

в) Q = О, R — 0, бу ^олда t нинг а̂р ь̂ андай циймати (77) тенг
ламани к,аноатлантиради =>- чизи  ̂ ва турри чизик, чексиз куп уму
мий нук;таларга эга, яъни (74) турри чизи  ̂ барча нук,талари билан 
(53) чизир^а тегишли: uczy. Шундай к,илиб, (75) тенгламада Р =О 
булса, у чизик; и тугри чизиц билан фа̂ ат битта умумий ну^тага 
эга ёки битта х,ам умумий нуцтага эга эмас, ёки и а  у.

Гу  —  /
Ми со л. хг—2 ху—3 у1—4х — 6̂/ 4-3 = 0 чизикнинг и:{

\у = Ы — 5
турри чизи  ̂ билан кесишиш ну^таларини топинг.

Ечиш. Бу ердаап =1, avl = — 1, а22 = — 3, а10 = — 2, а.20 =
=  — 3, cLq0 =  3; М 0 (0, — 5), и (1 , 5) =>- cl̂  =  1 , а., =  5. P i2 4-  2 Qt-|- 
4- R = 0 нинг коэффициенглари: Р  — 1-1 — 2• 1 • 1 • 5 — 3-25 = 
= — 84, Q— 1 • (1 -0 — 1 • (— 5) — 2) + 5 ■ (— 1 -0 — 3 • (— 5) — 3) = 
= 3 4- 60 = 63, R = 1 • 0 4- 2 • 0 ■ 5 — 3 • (— 5)2 — 4 0 — 6 • (— 5) 4- 
4- 3 = — 75 4- 27 = — 42. Тенгламанинг дискриминанти: D = Q- —
— R P = (63)2 — (— 84) • (—42) = 3969 — 3528 = 441 > 0 =>- турри чи- 
зщ у ни иккита хак;ик;ий нуктада кесади: шу нуцталарни топайлик:

_  — 63 ± у  4 41 _  — 63 г '̂21 t _  — 63 ±_ 2 1 _____ 42 _  _1_.
— 84 ~  — 84 ’ 1 _  — 84 84 2 ’

, — 63 — 2 1 __84 _  ,
Ley - ' I •
2 — 84 84

t нинг к,ийматларини турри чизик, тенгламаларига к,уйиб, М г ( — ,
5 \

— Т ) ’ ^ 2^ ’ ^  нук,таларни хосил ^иламиз.

58-§. Асимптотик йуналишлар. Уринма ва асимптоталар

Ноль булмаган а̂р бир и (а1} а.) вектор бирор йуналишини ани̂ -
лайди. и векторга параллел булган барча турри чизикларни к,арай- 
лик.

175



* Таъриф. Агар и векторга параллел а̂р бир и тугри чизиц у 
иккинчи тартибли чизи^ни биттадан орти  ̂ булмаган нуцтада кесса
ёки и £ у булса, у ^олда и вектор ани^лайдиган йуналиш иккин
чи тартибли чизи^а нисбатан асимптотик йуналиш, и вектор 
эса асимптотик йуналишнинг вектори дейилади.

Бу таъриф ва 57- § даги 2- ^олга асосан и (а,, а2) вектор ани̂ - 
лаган йуналишнинг у чизикда нисбатан асимптотик йуналиш булиши 
учун Р  = О булиши, буни очиб ёзсак,

ап а\ + 2а[2 а1 а2 + а22 а\ = 0 (78)
тенгликнинг уринли булиши зарур ва етарли. (73) тенгликни к;уйи- 
даги куринишда ёзамиз (а1 Ф  0):

«22 + 2«i2 j + «ц = 0. (79)

(79) тенгламада — нисбат и векторнинг йуналишини, демак, 
ai

асимптотик йуналишни аниклайди. (79) дан

( а2 \ - d12 zt У  а12 ~~ аИа22
\ а1 ) ] ;2 Q22>

Бу ерда ^уйидаги доллар булиши мумкин.
1) -ё = ап а22 — а\2 < 0; (79) тенглама иккита турли ^а^и^ий ил- 

дизга эга. б чизик; иккита асимптотик йуналишга эга.
2) б — а{j а22 — а212 > 0; (79) тенгламанинг иккала илдизи тенг. 

у чизи!̂  битта асимптотик йуналишга эга.
3) б = «j j а22 а22 > 0; (79) тенглама ^а^икий илдизларга эга 

эмас, у чизи^ асимптотик йуналишга эга эмас.
Юкррида олиб борилган му^окамаларга таяниб, к;уйид!ги хулоса- 

га келамиз; гипербола ва ^а^иций кесишувчи икки тугри чизы\ ик
кита асимптотик йуналишга эга (153-а чизма). Иккита ^а^и^ий ёки 
иккита мавхум параллел тугри чизи ,̂ устма- уст тушган икки тугри 
чизик;, парабола битта асимптотик йуналишга эга (153-6 чизма).

Мисол. 4х2 — 5ху + у2 — Зл; + 7 = 0 чизик; берилган. Асимп
тотик йуналишларнинг векторларини топинг.

5 3Ечиш.  Бу ерда ап = 4, а12 = — • — , а.22= 1, а10= — —, а20=
= О, ав0 — 7; асимптотик йуналиш (ах, а2) векторининг бурчак коэф
фициента —:

___________  5 т /2 51Г  2 — ±  [/ — — 4
/а2\ __ — а12 ± ' а12 аи а22 2  ̂ 4 5 3
' 1'1,2 а22 1 2 2

Бундан:



153-а чизма

$

I
I
I
«о

153-6 чизма

*! = ( - )  = -  + -  = 4; = - — 4  = !-U i  А  2 2 2 \а1 А  3 2
Демак, берилган чизиц иккита асимптотик йуналишга эга.

И кк и н чи  тартибли  чизик^а  уринма. Биз 57-§ нинг 1- 
бандида чизикнинг уринмаси тушунчасини киритган эдик. Шунга 
асосланиб, уринма тенгламасини чи^арайлик.

Агар декарт реперида у чизик; (53) тенгламаси билан и тугри 
чизи  ̂ эса (74) параметрик тенгламалари билан берилган булса, 
цуйилган масала мазмунига асосан и тугри чизи^ у нинг М 0 
ну^тасида1 ури-лма булишлиги учун А = /2 => М 0 = М  булиши 
керак, бу эса (75) да Q = О, R — О булганда юз беради. Q нинг 
ифодасидан:

Q = CL 1 («ijXq -j- “Ь «ю) Н- «2 1«2]Ло “I- «22̂ 0 «2о) 0 =>-

М 0 ну^та у учун марказ эмас деб фараз цилинади.
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x — x0 ^ a lt , y  — yQ = a2t. (**)
(*) ва (**) дан ушбу тенгламани ёза оламиз:

х Х0 ____а?:х(\ 4~ °22//0 fl20 .
У Уо аи хо +  аиУо +  аю

(апх0 + а12у0 + а10) (х — х0) + (а21х0 + а22у0 + а20) {у — у0) = 0. 
Буни

R = а^ Xq 2al2 х0 у0 -f- а22 у\ + 2«10 xQ + 2а20 у0 -f- а00 = О
эканини эътиборга олиб, ^уйидагича ёзиш мумкин:

[cluXq + а12у0 + а10) х + (a2i*o + а22у0 + а20) у 4-
+ («ю*о + «гоУо + «оо) = 0.

(80) у чизикнинг М 0{х0, у0) нук;тасидаги уринмасининг тенгла
масидир, чунки х, у олдидаги коэффициентлар нолдан фар^ли (уИ0— 
чизи!̂  маркази эмас!)2.

Эллипс,  гипербола ва параболага  уринма. Эллипс, 
гипербола ва параболанинг а̂р бир М 0 нуктаси да тайин битта урин
ма мавжуд.

tp1а) — + — = 1 эллипсга М 0 (х0, у0) ну^тасида уринма. Бу ерда:

«11 — ~ » «12 = 0* «22 = 77 ’ «Ю = «20 = 0, «00 = '  ̂•а2 Ь1
У холда (80) тенглама ^уйидаги куринишни олади:

^  х0 + 0 -г/0 + Ojx + |0 ■ х0 + ~ у0 +0Jу + (0-х0 + 0■ г/0 — 1) =0

ёки
ххо | УУо __ j
а2 ' 62 ~

Бу тенглама эллипснинг М 0(*0, у0) ну^тасидаги уринмасининг тенг
ламасидир.

Х 2
б )  -- = 1 г и п е р б о л а г а М 0 (х0, у0) нуцтасидаурин-

а2 Ь-
ма. Айни эллипсдагигл ухшаш, гиперболанинг М 0(х0, у0) нуцтаси-
даги уринмаси х—— —  — 1 тенглама билан ифодаланади (буни 

а2 б2
мустацил курсатинг).

1 М 0 нуцта у учун марказ эмас деб фараз ^илинган, демак касрнинг сурат 
ва махражн бкр ва т̂да нолга тенг эмас.

2 М 0 нукта чизи!̂  маркази булса, уринма тушунчаси бу .̂ олда маъносини йу- 
^отади.



в) у2 — 2рх параболага М 0 (хс, у0) ну^тасида  уринма. 
у2 = 2рх парабола учун ах1 = О, а12 = 0, а22 — 1, а10 = — р, а20= 
= а00 = 0. У о̂лда (80) тенглама

(О • х0 4- 0 • у0 — р) х -4- (0 • х0 + 1 • г/о + 0) у +
+ (— рх0 + 0 • у0 + 0) = 0 ёки г/г/о = Р (х + х0)

куринишга келиб, у параболанинг М 0 (х0, у0) ну^тасидаги уринмаси- 
нинг тенгламаси булади.

Л'2Мисол. Ах-\-Ву-{- С = 0 тугри чизикнинг а) — {- — = 1 эл-а2
липсга, б) — — - = 1 гиперболага, в) у2 = 2рх параболага уринма
булишлиги учун тегишли шартларни аншупнг.

Ечиш. а) турри чизик, тенгламаси билан эллипс тенгламасини
А Сбиргаликда ечамиз. Тугри чизик; тенгламасидан у = --- х ---- ни
В  В

эллипс тенгламасигз ^уйсак,

Ь2х2 + а2 ( — х2 + 2 — х + - )  — а2Ь2 = 0=̂
\В2 В2 £2,1

=*• (Ь2+а2 ■ ~ ) х2 + 2а2 — х+а2 — — а2Ь2= 0 =>
\ 52/ В 1 £2

=

ЛС 1 /  Л2С2 / Л2 \ / С2
— а2 —  ±  1/ а4 ------ 6- -f а- —  ( а2 —  —а*Ь-

В2 * В4 \ В2 / \ В2
82 Л2

f t 2  - j -  f i 2  —  дз

Агар

«4 + = °  (81)
булса, у о̂лда хх = х2 булиб, берилган тугри чизи^ эллипсга ури- 
нади. (81) дан

— Ь2 -  + Ь4 + а2Ь2 Л- = 0,Б2 В2
Л2 С2бунинг иккала томонини b2 га булсак, г^Ь2 + а2—--- - = 0 ёкиВ'2 В2

Л2а2 + 52Ь2 = С2, бу берилган турри чизикнинг эллипсга уриниш 
шартидир.

б) айнан юкрридаги каби ишни бажариш билан берилган турри
чизикнинг ----— = fa гиперболага уриниш шартиа2 Ь2

А2 а2 — В 2Ь2 = С2 
эканига ишонч ^осил к;илиш мумкин.

в) берилган турри чизи  ̂ тенгламасидан топилган у = — — х —
В



— ни t/2 = 2рх парабола тенгламасига к;уйсак, —о *2 +2/ — р]*+
С2 '+ -_2 = 0 квадрат тенгламага эга б\ ламиз. Унинг илдизлари:

Х1;2
§ )± /' ЛС\2 Л2 С2

Р -Ь —  1=ь |/ I р

Бу ерда а̂м, агар

1Р

В 2 j ~ f \ В 1)  В 2 Я2
■

В 2

- f —- - -  = 0 (82)
В 2] В 2 В 1

булса, хх = х2 булиб, берилган т>три чизи  ̂ параболага уринади. 
(82) дан /?(/? — 2 ^ j = 0, булгани учун р — = 0, бун
дан ушбу тенгликка эга буламиз:

р — — 2 — ёки рВ2 = 2ЛС,
В 2

бу берилган тугри чизикнинг параболага уриниш шартидир.
Асимптота .  (Эгри) чизикнинг асимптотасига юкррида таъриф 

берилган эди (49-§).
Бу таъриф буйича асимптотани у чизикнинг чексиз узоклашган 

ну^тасидаги (яъни М, = УИ2оо ну^тадаги) уринмаси деб к̂ араш мум
кин. Буни эътиборга олсак:

1) (75; тенгламанинг tlt t2 илдизлари бир-бирига тенг {tx = t2) 
ва tx = t2 = оо булган хрлда квадрат тенглама Pt2 + 2 Qt R = 0 
нинг олдинги иккита Р, Q коэффициента нолга тенг булиши керак;
^аци^атан, (75) да t = — десак, => Р  + 2QX + Rh2 = 0; бу ерда

У
Р=0=>/1-^оо ва Q = 0 /2 оо. Йуналишнинг иккинчи тартиб- 
ли у чизик^а нисбатан асимптотик булиш шарти Р  — 0 эди. Бундан 

хар к;андай асимптота асимптотик йуналишга эга.
Бу му^окамаларни гиперболага татбик; ^илсак, гиперболанинг

ью^орида царалган иккита асимптотаси у = ± — л: ни ^осил ^иламиз,
а

парабола учун эса асимптота ларнинг йу^лигини курамиз.

59- §. Иккинчи тартибли чизикнинг диаметрлари
—>- •
и (их, и2) вектор (53) чиздала нисбатан асимптотик булмаган

йуналишнинг вектори булсин. и {их, и2) векторга параллел булган 
барча тугри чизицларни цараймиз. Бу тугри чизикларнинг ,\ар бири 
(53) чизик; билан иккита (турли а̂̂ иций, устма-уст тушган ёки
к;ушма комплекс) нуктада кесишиб, и векторга параллел ватарни
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^осил к;илади. Хосил ^илинган а̂р бир ватарнинг уртаси а̂ци^ий 
нуцта1 булади.

и векторга параллел булган барча ватарлар уртал^рининг туп
ламини билан белгилаймиз ва унинг тенгламасини тузамиз. Шу 
ма̂ садда D~y тупламнинг ихтиёрий М  (х, у) ну^тасини оламиз. М
нуктадан и (и[, и2) векторга параллел битта и тугри чизик, утади. 
М  ну^тани бу тугри чизикнинг бошлангич нуктаси десак, унинг 
параметрик тенгламалари

J X  = х + u j,
{ Y = у + и21

куринишда булади.
Fj), М 2 (Х 2, Y 2) оркали (83) тугри чизикнинг у' чизи  ̂

билан кесишган нук,таларини белгилаймиз:

X j = х -)- Wjtx, [ X 2 — х -I- uxt2, (84)
Y i — у ~h w2̂ i, 1^2 — У “Ь m2̂2>

бу ерда tv t2 (83) билан (53) тенпгамаларни биргаликда ечишдан 
хрсил булган

Pt2 + 2Qt + R = 0  (85)
квадрат тенгламанинг илдизларидир. М (х, у) ну^та М ХМ 2 кесма
нинг уртаси булгани учун

(84) га асосан:
2̂ 1 1̂ 4“ 2̂

еки

«1. У = У + —п— ич

' , + ' * Ul = 0, ' i± i a ,  = 0.2 2
Бу муносабатларда и2, и2 нинг камида бири нолдан фар л̂и, чунки
и ф  0, у зрлда tx + t2 = 0 булади.

Иккинчи томондан, t2 (85) квадрат тенгламанинг илдизлари, 
бу з̂ олда Виет теоремасига кура

яъни
их (апх + а12у + а10) + и2 (аг1х + а22у + а20) = 0. (86)

Шундай цилиб, тупламнинг ихтиёрий нуктаси М (х, у) нинг

1 Агар М х ва М2 нуцталар ^ушма комплекс, яъни M1(aj-bi, с + di), М2{а—
— bij с — di) булса, у >;олда уларнинг уртаси а̂^и^ий М  \а, с) ну^та булади.
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координаталари (86) ни к;аноатлантиради. Шундай цилиб, (86) D-+ 
тупламнинг тенгламаси экан. Энди (86) тенгламасига кура D-+ туп
ламнинг тугри чизик; эканини курсатамиз. (86) ни ^уйидагича шакл 
узгартириб ёзамиз.

{a^Uy + а12и2) х + (а21и[ 4- а22и2) у + (а 10иг -f- а20и2) = 0. (87)
(87) да узгарувчи координаталар олдидаги коэффициентлардан ками- 
да бири нолдан фаркли, акс о̂лда

«11̂ 1 —I- «12̂ 2 == «21̂ 1 «22̂ 2 ^

Р  := = й ,  j U\ 2 f l ! j 2  « 1  ^ 2  ~ ^ " 2 2  ^ 2  ( ^ 1 1  ^ 1  ^ 1 2  ^ 2 )  ^ 1  4 ”

Ч~ («21и1 ~~Ь U22W2) = 0
булиб, бу зидликдир (чунки 
« — асимптотик йуналишнинг
вектори). Бундан и векторга 
параллел барча ватарларнинг 
урталари ту печами тугри чизик; 
экан деган хулоса келиб чик>а- 
ди (154-чизма). Бу тугри чи- 
зик>ни берилган (и1У и2) йуна
лишнинг ватарларига (ёки и 
йуналишга) цушма диаметр 
дейилади. (86) ёки (87) тенг
лама бу диаметрнинг тенглама- 
сидир. Параллел ватарларнинг 
йуналиши билан бу ватарларга 
к>ушма булган диаметрнинг 
йуналишини берилган (53) чи- 

зик,к;а нисбатан кушма йуналишлар дейилади.
Маълумки, иккинчи тартибли у чизикнинг маркази

| аххх -f- аХ2у -j- й10 = 0,
| а21х + а22у + ам = 0

тенгламалар системасидан ани^ланар эди. Бу система билан (86) 
диаметр тенгламасидан у чизикнинг маркази диаметрга тегишли де
ган хулосага келамиз. Демак, марказли чизикнинг барча диаметрла- 
ри унинг марказидан утади.

Агар у чизик* марказлар тугри чизирига эга булса, у у нинг 
диаметры хам булади, бу о̂лда у чизик; ягона диаметрга эга була
ди. Марказсиз чизи  ̂ биргйна булиб, у хам параболадир.

Параболанинг диаметр ларини текширамиз. Парабола у2 = 2 рх 
тенглама билан берилган булсин. (86) тенглама бу парабола учун 
ушбу куринишни олади:

их (0 • х + 0 • у — 2р) + и2 (0 • х + 1 • у + 0) = 0
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еки
— 2 риг + и2 У = 0» (88)

бу ерда и2 Ф  0; агар и2 = 0 булса, (88) дан 2рих = 0, р Ф  0 бул- 
ганидан иг = 0 булади, бу мумкин эмас, чунки

и (и I , U2) О
тенгламанинг иккала цисмини и2 га булиб, ушбуга эга буламиз:

У + Ь = 0 (89)
бу ерда 6 = — 2р — белгилашни киритдик. (89) тенглама i вектор-

га параллел тугри чизиклар дастасини аницлайди. i вектор 58- § га 
кура асимптотик йуналишнинг вектори а̂мдир.

Демак, парабола битта асимптотик йуналишга эга булиб, бу йу- 
налишдаги а̂р бир тугри чизи  ̂ параболанинг диаметри булади. Де
мак, параболанинг' барча диаметрлари узаро параллелдир.

Мисол. + =  ̂ эллипсни Зх + 2у — 6 = 0 тугри чизиц
икки М х, М 2 нуктада кесиб утади. М гМ 2 ватарнинг уртасидан 
утувчи диаметрни топинг.

Ечиш. Берилган эллипснинг маркази координаталар бошида. 
Демак, изланаётган диаметр координаталар бошидан утади. Ватар
нинг уртасини топиш учун эллипс билан тугри чизикнинг кесишган
ну^таларини топамиз: Зх -j- 2у — 6 = 0, — + ~  = 1 дан

3 _\2
*  к * + 3)2— 4-v— ----- = 1=5. Зх2+ 4 ( - х 2 — 9х + 9 ] = 48:
16 12 U  )

=► 12х2 — 36х — 12 = 0 --> х2 — Зх — 1 = 0, 
з ± / 9 + 1  з ± /ГЗ

Х| .г,

Хл  -----

2 2 
з + / Б  з — /Тз

3 . о 3/3+  /13 \ , qу = _  - Х + 3 дан Ух = — ------ j + 3,

3 / З - / Т З  \ . Q
У2=  2 ( 2 )

,MtM 2 ватарнинг уртасини М 0 де:сак, унинг х0, у0 координата
лари к,уйидагича ^исобланади:

Х1 Х2 3 + /13 + 3 Iх 13 3 _ Уу + 1/2 __
*0 -  —  4 -  2 ’ У °  ~

9
2 +6 _  3

~  2 4 *
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Изланган диаметр О ва М 0 ну т̂алардан утгани учун унинг тенгла
маси:

х и 1— = — >у = — X.
3 3_ 2
2 4

Р^ушмадиаметрлар. у иккинчи тартибли марказли чизи ,̂
унинг асимптотик булмаган и (ult и2) йуналишга ^ушма диаметри 
Ъ-+ булсин. У х>олда D-+ (87) тенглама билан ифодаланади, у чи-
зи^нинг D-+ диаметрга параллел ватарларини утказамиз. Барча бун

дай ватарлар урталарининг туплами бирор и (uv v2) йуналишга куш- 
ма иккинчи бир D-+ диаметрни берзди, у D-+ диаметрга кушма деб

аталади. D-+ v йуналишга к;ушма ва D-v га параллел барча ватар

ларнинг уртаси булганидан D-+ тугри чизикнинг а (— (м^^Н-«2я22),

{игаи -j- и2а12) йуналтирувчи вектори v векторга коллинеар булади. 
Бундан ушбуни ёза оламиз:

О (I боб, 8- §)Ui и2
- (Ui<212 -f- «2̂ 22) 1̂̂ 11 ~Ь «2«12 

ёки
У 1 ( ^ 1 1  +  « 2 f l l 2) +  'J 2 ( U i a U  +  U 2a 22) =  ( 9 0 )

(90) тенг лик D-+ диаметрнинг D->- диаметрга цушма булишлик 
шартидир. Энди Z)-> диаметрга ^ушма булган диаметрни излаймиз.

у D-*- булсин. D-+ бирор асимптотик булмаган w (wly w2) йуналиш

га ^ушма. У  холда D-+ тугри чизи  ̂ (87) га асосан Ь ( — (и Ха 12 +

+и2а22)> (L'iau+ y2ai2) йуналтирувчи векторга эга ва w || b булади =>- 
=> (yifln + ^ 12) + Щ (v&u  + v2a22) = 0. (91)

(90) дан — = — >{iany u2av2 ни топи5? уНИ (91) га ^уйсак, 
t'i и1а12 и2а22

{ „  „  и 1а 11 и 2а П  \  . . . .  (  +  И2°1 2  \  лw 1 ап — а12 ---- ----- )-гЩ\ 12 — «22-----;----  = 0.
Ul a 12 +  “ 2°22 /  V U1Q12 ~Ь U2a 22 /

Бундан
^ 1  ( « 1 1 ^ 1 « 1 2  “ Ь  « ц ^ 2 « 2 2  « 1 2 ^ 1 « 1 1  « 12^ 2^ 12) +

Н- 2̂ («12̂ 1«]2 ~~Ь «12̂ 2̂ 22 «22̂ 1̂ 11 «22̂ 2«12) =: ^
ёки

(°11 °22 — а?2) (Ш1 U2 — W2Ul) =0- (92)
а \ \ а22 — а \2 ^  0 (чунки у чизик; марказли) булганидан (92) дан,

184



Демак, марказли у чизикнинг икки диаметридан бири иккинчисига 
цушма булса, иккинчиси хам биринчисига к;ушма булади. Шу сабаб- 
ли бундай диаметрлар узаро кушма диаметрлар деб аталади. Шун
дай к;илиб, иккинчи тартибли у чизикнинг узаро ь̂ ушма диаметрла- 
ри унинг шундай икки диаметри буладики, уларнинг >̂ар бири ик
кинчисига параллел ватарларларнинг уртасидан утади.

(90) муносабат икки диаметрнинг узаро цушма булишлик шарти- 
дир. (90) муносабатни бошцача

a i l UlVl 4" «12^1^2 +  a 21Ul V2 +  «22U2W2 =  0
куринишда ёзиш а̂м мумкин.

Агар у марказсиз ёки марказлар тугри чизктига эга чизик, бул
са, унга нисбатан барча асимптотик булмаган йуналишларнинг хф 
бирига цушмаси биргина асимптотик йуналиш булади.

Параболанинг барча диаметрлари узаро параллел, параллел икки 
тугри чизик^а ажралган у чизи  ̂ эса биргина диаметрга эга булгани 
учун парабола хам, параллел икки тутри чизик; а̂м узаро кушма 
диаметрларга эга эмас.

Мисол. Ушбу 5x2 -j- Аху + 8у2 — 32х — 56у 4- 80 = 0 чизик;-*. 
нинг шундай иккита цушма диаметрини топиш керакки, уларнинг 
бири оодинаталар уцига параллел булсин.

Ечиш.  Бу ерда ахх = 5, а12 = 2, а22 = 8, а10 = — 16, а20 =
— — 28, а00 = 80. Мос равишда и (и[% и2), v (vx, v2) йуналишларга 
ь̂ ушма булган D~  ̂ ва D-+ диаметрларни цараймиз. (87) тенгламага
кура бу диаметрлар ушбу тенгламаларга эга булади:

D : (5и{ + 2и2) х + (2и{ + 8и2) у — (16wt + 28u2) = 0,

D-+ : (5i)j + 2v2) x + (2d, + 8a.) у — (16у( + 28у2) = 0.

D-+, D-+ диаметрларнинг бири, масалан, D-+ диаметр Оу увда 
параллел булсин ва D-+, D узаР ° ^ушма булсин. Бу шартлар 
цуйидаги куринишда ифодаланади:

2i»i + 8v2== 0, С)
чунки D-+\\ Оу булгани учун унинг йуналтирувчи вектори (—(2t»! + 8u2), 
5их + 2и2) нинг биринчи координатаси нолга тенг булади.

5uxvx “I- 2vxu2 -j- 2uxv2 4' 8v2u2 = 0 (* )
(бу D-+ ва D-+ диаметрларнинг ^ушмалик шарти). (*) дан vx —
— — 4l>2, буни (**) га ь̂ уйсак,

— 20^!^ — 8и2«2 + 2uxv2 4- 8и2и2 = 0 => 1 8ихи2 = 0 и2 ф  0,

акс >̂ олда vx = 0 булиб, и = 0, бу sea мумкин эмас У  ^олда их =



= 0, и Ф О  булгани учун иг = 0=̂  и2ф 0. Топилган бу и̂йматлар- 
ни D-v, D-* нинг тенгламаларига куйсак,

D-v : (5-0 + 2и2)х + (2-0 + 8г/2) г/ — (16-0 + 28и2) = 0=> х +

+ 4 у — 14 = 0,
D-+ : (— 20и2 + 2v2) х + (— 8и2 + 8у2; у — (— 64и2 + 28 и2) =

= 0 ^ л  — 2 = 0.

1-таъриф. и («j, и2), и(ух, и2) векторлар билан ани^ланган 
икки йуналиш ва иккинчи тартибли у чизи  ̂ учун ушбу

1̂ («11̂ 1 «12̂ 2) ~ 2̂ («21̂ 1 «22̂ 2) == ®
шарт бажарилса, и, и йуналишлар v га нисбатан г/за/?о цушма йуна- 
лишлар деб аталади.

2- таъриф. Бир ва^тда ь̂ ушма ва узаро перпендикуляр бул
ган йуналишлар иккинчи тартибли чизикнинг бош йуналишлари 
дейилади.

Теорема.*  Иккинчи тартибли ,\ар кандай чизщ бир жуфт 
уациций бош йуналишга эга.

И сбот .  и(их, и2), v (Uj, v2) иккинчи тартибли чизикнинг бош 
йуналишлари булса, ушбу шартлар бажарилади:

1) их (^i 1̂ 1 ^12̂ 2) 2̂ («2x̂ 1 ~Ь «22̂ 2) = 0-
Буни ^уйидагича ёзиш мумкин:

U v

60- §. Иккинчи тартибли чизикнинг бош йуналишлари ва симметрия
учлари

ёки

(бу и ва v йуналишларнинг узаро ^ушмалик шарти).

au + a 12(k + k*) + a22kk* ^ 0

куринишни олади.
(94)

2) “2_ . = — 1 ёки kk* = — 1 (95)
их vx
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(95), (94) дан k + k* = —— муносабатга эга буламиз, бун-
С12

дан

k* = Q22~ Ql1 — k. (96)
G 12

(96) тенгликни ^исобга олганда (94) дан

(бу и, v йуналишларнинг узаро перпендикулярлик шарти).

а90 + а22 k I — — — ---- k | = 0 ̂ а 22

= 0 а12к2 + (ап — аг2) к — а12 = 0 (97)
ёки

+ Ы . . k — ! = о. (98)
а 12

(97) ёки (98) тенгламалар дан 7 чизикнинг бош йуналишлари ани̂ ла- 
нади. (97) дан

 ̂ _ (а22 — Оц) ± У (<?22 an)2 4- 4q212 (99)
1:2 2а12

Равшанки, (99) да дискриминант (а22 — ап)2 -4- 4а22 > 0. Бундан (97) 
тенгламанинг kx, k2 илдизлари ^а^и^ий, шу билан бирга Виет тео- 
ремасига кура 9̂8) дар kxk2 = — 1 => (дискриминант нолдан катта 
булганда) kv к2 бурчак коэффициентли бош йуналишлар узаро пер
пендикуляр.

Шундай ^илиб, иккинчи тартибли ?̂ ар к>андай у чизи  ̂ бир жуфт 
а̂к(икий бош йуналишларга эга. Агар (а22— аи )2 + 4а212 = 0 булса, 

kx = k2, лекин дискриминант
1̂2 = 0, а22 (21г = 0 (,100)

булгандагина нолга тенг булади. Бу холда (97) тенгламани k бур
чак коэффициентининг а̂р ь̂ андай ^иймати ^аноатлантиради. Демак, 
бу холда к бурчак коэффициент ихтиёрий булади. (100) шартга эъти- 
бор берсак, ап = 0 булган х,олда =^а22 = 0, бу эса мумкин эмас, 
чунки ап , а12. а22 коэффициентларникг камида бири нолдан фар л̂и 
эди.

Демак, ап Ф  0 да (100) муносабгтдан ап = а22. у чизикнинг 
тенгламасини ап = а22 га булиб, ушбу

*2 + у2 + 2 Ь10х + 2Ь20у + Ьсо = 0 (101
тенгламага эга буламиз. Бу ерда

1 _ а-\п г _ °20 и _ а00— > о20 — , и00 —а-у 1 оп <2ц
(101) тенгламадан

(* + ^ю)2 + (У + 2̂о)2 = Що ”Ь 2̂0 0̂0
ёки



(х +  b10)2 +  (у +  Ь20у  = ( у  Щ0 +  Щ0 —  b00j 2. (102)

Бу ерда к,уйидаги доллар булиши мумкин:
1) — bQQ > 0. Бу з<рлда (102) тенглама маркази (— Ь10,

— Ь20) нуцтада ва радиуси г — ]/ Ь210 + Ь20 — Ь00 булган айлана- 
ни аниклайди.

бу тенгламани биргина (— 610, — Ь20) нуцта к,аноатлантиради. (103) 
тенглама ха^икий (— Ь10, — Ь20) нуцтада кесишувчи мавхум икки 
тугри чизи^ни аниклайди.

3) Щ0 4- Щ0 — Ь00 < 0. Бу >̂ олда (102) тенгламани текисликдаги 
бирорта з̂ ацикий нудтанинг координаталари к,аноатлантирмайди — 
тенглама бу з̂ олда мавхум айланани аниклайди деймиз.

Демак, бош йуналиш аник, булмаса, яъни k ихтиёрий булса, 
иккинчи тартибли чизик, хак,иций айлана ёки мавхум айлана, ёки 
кесишувчи мавхум икки тугри чизш^дан иборат.

Шундай килиб, айлана (з̂ ациций, мавхум, кесишувчи мавхум 
икки тугри чизик;) дан фар л̂и з̂ ар -̂ андай иккинчи тартибли чизи  ̂
бир жуфт бош йуналишга эга, айлана учун эса узаро перпендику
ляр булган барча йуналишлар жуфти бош йуналишлардир.

Бош йуналишларга оид маълумотни характеристик тенглама ёрда
мида з̂ ам з̂ осил цилиш мумкин. (94) ва (95) тенгламалар дан k* ни 
ани^лаймиз. (94) дан

2) Ь20 + b20 — b00 = 0. Бу з̂ олда (102) =̂
^  (* + М 2 + (У + Ь2о)2 -  0, (103)

_ _аи 4  Q12&

а12 4  а2Я.к

(95) дан k* = ---—, бу икки тенгликдан,
k

еки

(104) системанинг биринчи тенгламасидан k — ---— — — , иккинчи

тенгламасидан k = -----— — . Бу икки тенгликдан
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Бу у чизикнинг характеристик тенгламаси булиб, унинг дискрими
нанта 0  = («11— ■я22)2 + 4> > о. Б у ерда икки з̂ ол булиши мумкин.

1) D = 0 <=> ап —а22 = 0, а12=0, бундан аи =а22, а12=0, бу ^олда 
Х1 = Х2= а11— а2г булиб, (104) системада k а̂р ^андай ^ийматни ^абул 
к;ила олади. Маълумки, бу ^олда y чизиц айлана булади ва узаро 
перпендикуляр булган а̂р икки йуналиш бу айланага нисбатан бош 
йуналишлардир.

2) D > 0 ̂  характеристик тенгламагл турли а̂^и^ий Х2 ил- 
дизларга эга. Бу ^олда бир жуфт бош йуналиш мавжуд булиб, улар 
(104) системадаги икки тенгламанинг биридаги X нинг урнига
Х2 ни к;уйиш билан ^осил ^илинади. Шундай ^илиб, 'к1Ф'к.2, яьни 
чизик; марказли булса, унга нисбатан бир жуфт бош йуналиш мав
жуд. V параболик типли чизиц булганда D = 0 билан бирга харак
теристик тенглама илдизларининг бири нолга тенгдир. Лекин тенгла
манинг иккинчи илдизи нолга тенг була олмайди, акс х>олда = 
= Х2 = а1г = а22 = 0 ва а12 = 0 булиб, чизи  ̂тенгламасида узгарув- 
чиларга нисбатан иккинчи даражали а̂длар цатнашмай к;олади. (104) 
да X — 0 десак, параболик типли чизик; учун:

£ _ _  а11 _ _  й12
1̂2 2̂2

k нинг бу циймати у чизи^^а нисбатан асимптотик йуналишни 
аншутр эди. Шундай ^илиб, параболик типли чизиклар учун асимп
тотик йуналиш бош йуналишнинг биридир. Иккинчи бош йуналиш 
эса асимптотик йуналишга перпендикуляр булади ва у kk* = — 1 
шартдан аницланчди, яъни

______ |___Q12 __ g22
k а.ц а12

Иккинчи тартибли чизикнинг бош йуналишга эга булган диаметри 
унинг уци дейилади. Демак, иккинчи тартибли чизикнинг уци унинг 
симметрия у^идир. Хуллас, айланадан бошь̂ а цандай марказли 
чизи  ̂ бир жуфт ук^а эга, айлана эса чексиз куп жуфт уцларга эга. 
Иккинчи тартибли чизикнинг у^и унинг бош йуналишга эга булган 
диаметри булгани учун 59- § даги (86) тенгламага кура марказли чи- 
зи^нинг у^и ушбу

(апх + а12у + а10) + k (а2Ух + а22у + а20) = 0 (105) 

тенглама билан анир̂ ланади ^бу ерда k = (105) тенгламадаги k

k* + * u - a4. k _ l _  Q 
G12

тенгламадан топилади ((98) формулага к;аранг).
Параболанинг барча дизметрлари узаро параллел, шунинг учун 

уларнинг а̂мм с̂и бош йуналишга эга. Лекин бу диаметрларнинг 
биттасигина узига перпендикуляр булган йуналишга ^ушма, биноба- 
рин, парабола биргкна ук^а эга, у ^ам булса унинг симметрия у̂ и-
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дир. Параболик чизиклар учун а̂м уларнинг у^и (105) тенгламадан
аникланади, фа^ат k бу ерда k = —  = —  тенгликдан топилади.

Q 11 fl12

Мисол.  Зх2 + 2ху + 3у2 + 6л: — 2у — 5 = 0 чизикнинг у̂ лари- 
ни топинг.

Аввало берилган чизи  ̂ марказли ёки марказсиз эканини текши- 
рамиз. Бунин г учун

б - |аи а  

1 « 2 1 «
ни тузамиз (56- § га ^аранг). Берилган чизиц тенгламасидан аи = 3,

О 1

«12 ~  1* «22 == 3, «ю = 3, «20 = 1» «00 = 5 буЛИб, б = = 
= 9 — 1 = 8 # 0 .
Демак, чизи  ̂ марказли, у ^олда унинг уци (105) га кура

(Зх -(- У 3) -f- k (х 3у — 1) = 0
тенгламадан аникланади. Тенгламадаги k ушбу k2 — 1= 0 нинг ил- 
дизларидир. Бундан kx = 1, k2 — — 1. k нинг урнига kx = 1, k2 = 
= — 1 ни ^уйиш билан берилган чизиц уцларининг 2х + 2у -f 1 = 
= 0, х — у 2 = 0 тенгламалари ^осил булади.



I I  Б У Л И М

I Б О Б . ФАЗОДА КООРДИНАТАЛАР МЕТОДИ.
ВЕКТОРЛАРНИНГ ВЕКТОР ВА АРАЛАШ КУПАЙТМАСИ

/ *
^  1-§. Фазода координаталарнинг аффин системаси

Координаталар системаси текисликда а̂ндай киритилган бул
са, фазода хам шу усулда киритилади. Ани^роги, координаталар
нинг аффин системаси (аффин репер) бирор О нуцта' ва шу ну т̂а-
дан ^уйилган маълум тартибда олинган учта нокомпланар е1У 
е2, е3 векторлар системасидан иборат, бу системани «$(О, 
ev e2i ез) куринишда белгилаймиз. О ну^тадан утиб, ех, е2, е3 век
торлар билан ани^ланадиган 
тугри чизиклар мос равишда 
Ох, Оу, Oz деб белгилаб, улар 
координата учлари, биринчи- 
си абсциссалар уци, иккинчи
си ординаталар $ци ва, ни̂ о- 
ят, учинчиси аппликаталар 
уки деб аталади. Б у у̂ лар- 
нинг х,ар иккитаси билан ани̂ - 
ланадиган учта текислик хОу, 
xOz, yOz деб белгилаб, улар 
координата текисликлари деб 
аталади (155- чизма).

Ш система берилганда, фа
зодаги а̂р бир М нуцтага 
аник бир ОМ векторни доимо 
мос келтириш мумкин, яъни 
боши координаталар бошида, 
охири эса берилган М нуктада булган векторни мос келтирилади.

О М векторнинг координаталари {х, у, г) булса, у ^олда бу уч
та х, у, z сон М  ну^танинг аффин репердаги координаталари бу
лади:

ОМ(х, у, z) о  М(х, у , z). (  (1)
Демак, фазо ну^талари туплами билан маълум тартибда олинган ĵ a- 
^и^ий сонлар учликлари туплами орасида биектив мослик мавжуд.

Берилган нуь̂ танинг координаталарини топиш учун шу нуцта ра-
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диус- векторининг координата
ларини топиш кифоя ва аксин- 
чаПМасалан, 156- чизмада ко
ординаталари (2; 3; 2) булган 
ну^тани ясаш усули курсатил- 
ган.

Умуман, М {а, Ь, с) ну̂ - 
тани ясаш учун, яъни

ОМ = аех + Ье2 + се3 (2)

векторнинг охирини топиш 
учун ^уйидаги крида дан фой- 
даланилади: координаталар бо
шидан Ох уц буйича аех век
тор, унинг охиридан О у укда

параллел з̂ олда Ье2 вектор ^уйилади, сунгра унинг охиридан се3 век
тор, ясалса, шу векторнинг охири изланган нуцта булади.
^/'Учта координата текислиги биргаликда фазони саккиз цисмга аж- 

/ратади, уларнинг з̂ ар бири октанталар деб аталади. К,уйидаги жад- 
валда октанталар ва ундаги ну^та координаталарининг ишоралари бе
рилган Л,

2- §. Кесмани берилган нисбатда булиш

Бирор аффин реперда М х(хг, ух, zx), М 2 {х2, у2, z2) (Мхф М 2) 
ну^талар ва бирор а̂^и^ий X (АФ  — 1) сон берилган булсин. 

Таъриф. М Hyiyra учун

М^М - X ММ2 (3)

шарт бажарилса, М нукта М ХМ 2 кесмани X нисбатда булади 
дейилади.

М х, М 2 ну^таларнинг координаталари оркали М нудтанинг х, у, z 
координаталарини топайлик. (2) га асосан
192



Бу ифодаларни (3) га куйиб ва ех, е2, е3 нинг чизикли эрклили- 
гини эътиборга олсак,

х _  Xl =  к [х2 — A'), y —  yi =  h(y2 —  y), z —  2x = \  (z2 — 2). 
Булардан

Берилган кесмани берилган нисбатда булувчи нудтанинг координата- 
ларини топиш формулалари шулардир. М нукта М ХМ 2 кесманинг 
уртаси булса, (4) формулалар ^уйидаги куринишни олади:

Бу формулалар кесма уртасининг координаталарини топиш формула- 
ларидир.

М исол .  <ffi(0,ex, е2, е3) аффин реперда Л (2, 3, — 1), 5(3, О,
— 1), С(1, 1, 1) ну^таларни ясаб, ABC учбурчак огирлик маркази- 
нинг (медианаларининг кесишган нуктаси) координаталарини топинг.

Л'} - f  Л X;
У У\ -^лу2 

1 + К ’ (4)1 —\- К 1 + л

Е ч и ш .
А {2, 3, — 1) =>0,4(2, 3, — 1)-,

=>■ О А = 2ех -f- Зв2 — e:i,

в ( з, о, — \ ) = > д в ( з, о, —])=>■
2 \

^ О В = 3 ех — е:},

С(1, 1, 1)^ОС(1, 1, \)=>

ОС = ех + е2 + е:}.
А , Б, С ну^таларни ясаш на- 

тижасида 157- чизмадаги Д£>С 
учбурчак хосил килинади. ВС 
кесманинг уртаси D нинг коор
динаталарини топайлик:

В
157- чизма



Медианаларнинг кесишган ну^таси AD ни А дан бошлаб X — 2:1 
нисбатда булгани учун изланган N ну^та AD кесмани X — 2:1 нис
батда булади, яъни

1
3 4-2- —

2 +  2-2 ^ _  2 4 — 1 +  2 0 1
Л _  1 +  2 “  ’ У  ~ ~  1 +  2 “  3 ’ 1 + 2 ~  ~  Т ’

N ( 2, — , — -
3 3

3- §. Турри бурчакли декарт координаталар системаси

Аффин системанинг хусусий ^олларидан бири тугри бурчакли де
карт системасидир.

Аффин системадаги базис векторлар ортонормаланган булса, яъни 
уларнинг х>ар иккитаси узаро перпендикуляр булиб, хар бири бирлик
вектор булса, (О, i, j, k) декарт репери хосил ^илинади, бу ерда

T2 = f ? = ^ = l .  (6)

i j = j k = i k = 0. (7)

Бу реперда метрик характердаги масалаларни ечиш анча ^улай,
а) а — {хх, уу, Zy) векторнинг узунлигини хисоблайлик. Вектор

нинг узунлиги I булим, I боб, 13- § га асосан

И  = \ 4  + у ? + 4  (8)

б) Икки а (хг, у Zy), b {х2, у2, г2) векторнинг скаляр купайтма- 
си I булим, I боб, 13- § га асосан

ab = ХуХ2 + ууу2 + ZyZ2. (9)

в) Шу икки вектор орасидаги бурчакиинг косинуси:

cos ф = ------ -- -- — --- - ■ (10)
а Ь\ | x{ ~r y\-T z[ |/ х2 +  у2 2

Му (х, у, г), М 2 (х2, у2, z2) нукталар берилган булса, улар орасида

ги р (М 1( М 2) = \МуМ2{ масофани топиш мумкин:
р (Мг, М 2) = ]/ (а-2 -  Xj)2 + (уг -  у У  + (га -  ztf. (11)



Мисол .  S ( 0 , i, /, k)pe. 
перда учлари A (7, 2, 4)
Б (4, - 4 , 2), С (6, - 7 . 8), 
D ( 9 —1, 10) нукталар да бул
ган туртбурчакнинг квадрат 

j ;  эканлигини исботланг.
Е ч и ш .  Аввало АВ, DC 

векторларнинг координаталари
ни топайлик:

А В (— 3, - 6 , -2 ) ,

D C (-  3, - 6 ,  — 2),

булардан куринадики, АВ  =

= DC, демак, ABCD туртбур- 
чак параллелограмм экан, унинг 

квадрат эканлигини курсатиш учун диагоналлари узаро тенг ва 
перпендикуляр эканлигини исботлаш кер?к (158-чизма). ^а^икатан 
^ам, р(/4, С) ва р (D, В) ни (11) формула буйича ^исобласак,

р (А, С) = ]/ (6 -  7У + (-  7 -  2)* + (8 -  4)2 =

= | 1 +81 + 16 = ) 987

бундан

р (£>, В )=  |/ (4 - 9 )2 + ( - 4 +  1)2 + (2-10)- =

= [ '25-9+64 = | 98,

р(,4, С) = р (Д  В)

3, — 8) булгани учун (9) га асо-АС {— 1 , - 9 ,  4), DB  (— 5, 
сан:

AC-DB = (-  1) ( -  5) + (-  9) ( -  3) + 4 
демак,

8) = 5 + 27 — 32 = 0,

AC _L DB.

4-§. Фазода координаталарнинг бош^а системалари

Фазода ю о̂рида курилган аффин ва декарт системалари билан 
бир каторда бошка системалар хам мавжуд булиб, улардан баъзила- 
рини куриб чи^амиз.

1. Цилиндрик  координаталар .  Бу система цуйидагича
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^осил цилинади. Фазодаги бирор П текислик ва ундан тайин бир О 
ну^та олинади. П га тегишли ва учи шу О да булган I нур белги
ланади а̂мда / нурнинг йуналишини аншуювчи i бирлик вектор оли
нади (яъни П да координаталзрнинг ^утб системаси киритилади).
п бирлик вектор П нинг О дан ^уйилган нормал вектори булса,
п нинг учидан Караганда Г1 ни шу вектор атрофида буришдаги а̂- 
ракатнинг йуналиши соат мили ^аракатига тескари булса, буриш бур- 
чагини мусбат деб олинади. Бу вацтда фазодаги >̂ар бир нудтанинг 
урнини ю^оридаги берилганларга нисбатан учта сон билан тули1\ 
аниклаш мумкин. Х^иь^атан, М фазодаги бирор нукта булса, унинг

П даги ортогонал проекциясини М' деб белгиласак, М М' || п, де

мак, М М ' — hn. М ' нудтанинг Г1 даги кутб системасига нисбатан 
координаталарини г, ср десак, (г, ф, Н) сонлар М нудтанинг цилинд
рик координаталари деб аталади.

Декарт системасини 159- чизмада курсатилгандек ^илиб танлаб 
олинса, М нудтанинг декарт координаталари х, у, z ни шу ну̂ та- 
нинг цилиндрик координаталари г, ф, h орр̂ али ифодалаш мумкин:

х — v cos ф, у — г sirup, z = h. (12)
2. Сферик координаталар. II текисликда ь̂ утб коорди

наталари системаси киритилади, п _L П бирлик вектор к,уйилади. 
Фазодаги >̂ар бир М нудтанинг урнини учта г, ф, В сон билан ани̂ -

лаш мумкин, бунда г = \ОМ\, ф — бу М  нуктанинг ГГ текисликдаги

ортогонал проекцияси М' нинг цутб бурчаги, 0 — бу ОМ, ОМ' век
торлар орасидаги бурчак, бу уч сон М нуктанинг сферик координа
талари дейилади ва М (г, ф, 0) куринишда ёзилади. Биз г > О, 0 <
<  Ф <  2л деб фараз киламиз, бундан ташцари, хОу координаталар

я
текислигидан «юкррн» турган нуцталар учун 0 < 0 < ва « у̂йи»
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ярим фазога тегишли нукталар у ч у н ---—  <0=^0 олинади (160-
чизма).

Координаталарнинг декарт системаси 160- чизмадагидек танлаб 
олинса, сферик ва декарт координаталарини богловчи ушбу формула- 
ларни топиш мумкин:

х — | ОМ' | cos ср = г cos 0 cos ф,

у = ОМ'. sin ф == г cos 0 sin ф, (13)
z =-- \ММГ\ = г sin 0.

Цилиндрик ва сферик координаталар асосан механика, математик 
физика фанларида купрок ишлатилади. Биз улардан чизиклар ва сирт
лар назариясида фойдаланамиз.

5- §. Аффин координаталарни алмаштириш

Фазодаги бирор ну^танинг тайин бир системадаги координаталари- 
дан бошца системадаги координаталари га утишга тугри келади. Биз
шу масалани иккита аффин репер учун а̂л ^нламиз. Ш = (О, е1, е2, 
е3), <%' = (О' , е[, е'„ е',) аффин реперлар берилган булсин.

I х о л . Реперларнинг бошлари хар хил булиб, базис векторла
ри мос равишда коллинеар булсин, яъни ОфО\ ех || е[, е2 ;| е'2,
е3 || е'3 а̂мда О' нинг 3$ га нисбатан координаталари а, Ь, с булсин 
(161-а чизма). У холда фазодаги ихтиёрий М  нуцтанинг 33 ва Ш' га 
нисбатан координаталари мос равишда .г, у , z ва х', у', z' булса, 
шулар орасидаги богланишни излаймиз:

--> --> —► —►
М (х, у, z) =► ОМ (а-, у , z) => ОМ = хсх + уе2 + ze3,

М (х', у', z')=> О'М (х ', у', z')=> О'М — х'е\ + у'е2 + z'e' 3,

0 0 ' (а, Ь, с) => 0 0 ' = ае-ц -f be2 + се3,

Лекин ОМ = 00' -f О'М булгани учун

х ех + уе2 + ze3 = аех + Ье2 Ч- се3 + х' е\ Ч- у'е2 Ч- z' е3.

Бундан ташцари, базис векторлар мос равишда коллинеар булгани 
учун



демак,

х ех + У ег + гс3 = (Ххх' -f а) ех + (Xty' -f b) е2 + ( l3z' + с) е3. (14) 
Бундан

х = Ххх' + а, у = Х2у' + b, z = hAz' + с. (15)
лх = л2 = Л3 = 1 булса, яъни базис векторлар мос равишда узаро 
тенг булса, (15) куйидаги куринишни олади:

х = х' -т а, у = у' 4- b, z — z' -\- с. (16)
Бу формулалар баъзан координаталар системасини параллел 

кучириш формулалари деб юритилади.
II хол. Реперларнинг бошлари бир хил, базис векторларнинг 

йуналишлари эса а̂р хил булсин, у о̂лда (161-6 чизма)



О — О , еj — ^ii^i “Ь ^21̂2 ~Ь а31е3, е2 •— ^12̂1 ~Ь ^22̂2 ~Ь ^32̂ 2’

3̂ = «13̂ 1 2̂3̂ 2 ~Ь а33в3
булсин. Энди

А — I а11 ° 21 ° 31 ах2 а22 CI32
d  1 о CL 90 2̂

(17)
43 ы23 “ 33'

матрицани тузамиз. Бу матрицани бир базисдан иккинчи базисга 
утиш матрицаси деб атаймиз, е\, е'2, е’3 базис векторлар булгани 
учун (17) матрицанинг детерминанта нолдан фар л̂идир.

fll l  ^21 ^31 
a jo 2̂2 3̂2 
а 13 а 23 a 33

(18)

Акс >̂сглда, детерминантнинг бир сатри долган икки'сатрининг чизи̂ - 
ли комбинациясидан иборат булиб, е\, е2, е'3 а̂м чизикли богли  ̂
булар эди.

Фазода ихтиёрий М  нудтанинг Ш ва $ ' реперларга нисбатан ко
ординаталарини мос равишда х, у, z ва х ', у', z' деб олсак,

ОМ = хе1 + уе2 + г е3,

ОМ = х'е' + у' е2 + z'e'3,
яъни

хех + у е2 + z е3 = х' е\ + у' е2 + г' е'ъ.

Энди бу тенгликка е\, е2, е'3 нинг ^ийматларини к>уйиб, ev е2, е3 
га нисбатан группаласак,

хех + у е2 -f г Т3= [апх' + аХ2у' + al3z') ех + (а21 х' + а22у' +
4- a23z') е2 4- [а31х' + а32у' 4- a33z') е3,

бундан
х = апх 4- аХ2у 4- aX3z , 
у = а2Хх' 4- а22у' + a23z', 
z = азхх' 4- а.Л2у’ 4- a33z'.

Ушбу
а1х аХ2 ахз
а  21 а 22 а 23

а3 г а32 а33

(19)

(20)
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матрица алмаштириш матрицаси деб аталади. (20) ва (17) матри- 
цалар узаро транспонирланган матрицалардир. Бу матрицалар квад
рат матрицалар булгани учун уларнинг учинчи тартибли детерминант- 
лари узаро тенг булиб, (18) га асосан (20) нинг детерминанта нол- 
дан фар л̂идир, демак, (19) ни х\ у ', г' га нисбатан ечсак,

х = апх + а12у

У' = а21Х + а22У ' 
г' = аъ[х + а':у2у

-а13г,
а23г9

a\~z
(21)

хосил булиб, бунда

а... А»
det А

; (г, k = 1,2, 3),

Aki эса А матрица ак1 элементининг адъюнктидир, яъни алгебраик 
тулдирувчисидир.

I I I  хол. Реперлар фазода ихтиёрий вазиятда жойлашган. Ш ре
пер берилган булиб, шу системага нисбатан репер элементлари- 
нинг координаталари цуйидагича булсин:

е\ а11 1̂~Ь «21̂ 2 “Г «31̂ 3> « 1 1 « 2 1 «31

^2 ~  « 12^1 «09 @2 «30 e.i' « 1 2 « 2 2 «32 # 0 , (*
—У- —*- —*-

а13е1^Г «23 е2+  «336*3 , «13 «23 «33

S  дан Ш' га утиш учун биз яна шундай учинчи $" (О", ej, ev
е”)  аффин реперни караймизки, у Ш ни 0 0 ' вектор кадар параллел 
кучиришдан хосил булсин. У холда фазодаги ихтиёрий М ну^та- 
нинг координаталарини бу системаларга нисбатан мос равишда х, у, г\ 
х", у", г' ва х' у' z' деб белгиласак (161-г чизма), S  билан ора
сидаги богланиш (16) га асосан

х = х" + а, у = у" + Ь, z = г ’ 4- с, (22)
а "  билан орасидаги богланиш эса (21) га асосан

х' = апх -Н 
У " =  «21 х ' +  
z" = а,, х' +

«12 У
«22 У'
«3 2У ' +  «33 z’

u13
«94

буни (22) га к>уйсак, изланаётган куйидаги ифода хрсил к,илинади: 
х = аЛЛ х' + а12у' + al3z' + а,
У

41
« 2 1  х ' «22 У 

«32 У
+  «23 Z' +  Ь,
+  «33 Z “Г С.

(23)

(23) ни х\ у', z' га ((*) шарт уринли булгани учун) нисбатан а̂м 
ечиш мумкин, демак, М ну^таниьг Ш га нисбатан координаталари 
маълум булса, шу ну^танинг координаталар,1ни Ш' га нисбатан а̂м 
топиш мумкин.



Бир аффин системадан иккинчи аффин системага утиш 12 та па- 
раметрга богликдир, чунки (23) га шу алмаштиришни ани^лайдиган 
ушбу 12 та параметр киради: а, Ь, с, alv а12, а13, а21, а22, а23, а31,
а '1-2' а 33-

Агар декарт реперлари булса, уларни алмаштириш 12 та 
параметрга эмас, балки энг купи билан 6 та параметрга богли  ̂ бу
либ крлади. Ха^и^атан хам, ех = г, е2 — /, е3 = k Baej = i ' , е\ = /\ 
е '3 =■ k' булса, (6) ва (7) ни эътиборга олсак,

-f- Cl̂ j ~Г аз1 == 1 j ^11̂ 12 ^21̂ 22 ^31̂ 32 =

ai2 + а 22 + аз2 = 1» (24) апа13 + а21а23 + а31а33 = 0, (25)

а \о a h  ~  a ~S3 =   ̂ ’ ^ 1 2 ^ 1 3  “ Ь  а 22 а 23 ~ Ь  а 32а 33=

Демак, (23) даги 12 та параметр (24) ва (25) даги 6 та шартнн 
цаноатлантириши керак, у холда жами 6 та ихтиёрий параметр о̂- 
лади. «Алгебра ва сонлар назарияси» курсидан маълумки, (20) кури- 
нишидаги квадрат матрицанинг элементлари (24) ва (25) шартларнинг 
барчасини а̂ноатлантирса, бундай матрица ортогонал матрица деб 
аталади. Бундан куйидаги хулоса келиб чи^ади: бир декарт репери- 
дан иккинчи декарт реперига утиш матрицаси ортогонал матрицадан 
иборат.

1-ми со л. Янги аффин репернинг боши эски реперга нисбатан 
0'(0, 3, — 1) нуцтада, базис векторлар ег{ (1, 3, 0), е'2(0 , —3, 1),
е’л {1, 1, — 2) булса, бу реперларни алмаштириш формулаларини 
ёзинг:

Е ч и ш. Берилишига кура:
а = 0, b = 3, с = — 1,
Я п = Ь  а21*= 3, а:п =0, 
а 12 =  ̂22 = 3, а32 == 1, 
ахз - - 1, а23 = 1, а33 = 2.

Бу кийматларни (23) га цуйсак,
х — х' -\- zr,
у = 3х' — 3 у' + z + 3, (26)
г = у' — 2z' — l.

Энди эски базисдан янги базисга утиш формуласини топиш учун бу 
системани х', у ' , г' га нисбатан ечамиз:

( ^  _  5 v , 1 , 3



2-мисол. Кирраси а га тенг булган ABCDA'B'C 'D ' куб бе
рилган. $  (Л, i, j, k) ва $ '(С \  V j ',k ')  декарт реперлари 161-д 
чизмада курсатилганидек ани^ланган. Шу реперларни алмаштириш 
формулаларини ёзинг .̂ амда Е  нудтанинг координаталарини иккала 
реперда аник;ланг.

Ечиш. Аввало С' нудтанинг $  реперга нисбатан координата
ларини топайлик.
АВ = ai, ВС  = aj, СС' = ak,

А С  = АВ + ВС  + СС' = ai + aj + ak, С' (а, а, а).

Энди Г, /', k' нинг координаталарини топайлик, чизмадан i' =
= —’I  F = —£  ? = —Г= > ?(о ,— 1, о), п о , о , — ] ) , ! ' (— 1, о, о).
е\ = V , е' = /', eg = k' десак, (23) формула цуйидаги куринишни 
олади:

х = — г' + а, у = — л/ -f a, z = — у' + а. (д )
Бу изланаётган формуладир.

— *■ — > — > а --*■ а / а а \
АЕ  = AF  + FE  = —  / + —  /=><$ реперда £ ( — , — , 0j.

Е  нинг Ш' репердаги координаталарини топиш учун Е  нинг $  
даги координаталарини (л) даги х, у, z нинг урнига к>уямиз:

а , г а—  = — z + а, х = —
2 2 ’

—  = — х' + а, к̂и у ' = а,
2

0 = — г/ + а х' а
2

булардан

6- §. Фазода ориентация

Фазода икки аффин репер берилган булиб, улар орасидаги 6o f - 
ланпш (23) формулалар билан аншуганган булсин.

Таъриф. (23) формулалардаги утиш матрицасининг детерминан- 
ти мусбат булса, у холда Ш, ЗУ реперлар бир исмли деб аталади, 
акс ^олда, яъни детерминант манфий булса, Ш, ЗУ %ар хил исмли 
реперлар деб аталади.

5- § даги 2- мисолда олинган $, ЗУ реперлар а̂р хил исмли- 
дир, чунки (А) нинг утиш матрицасининг детерминанта
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0 0 — 1
— 1 о 0 = — 1 <0.

0 — 1 о
Худди шу параграфдан 1-мисолда топилган (□ ) алмаштириш утиш 
матрицасининг детерминанта

1 0 1
3 —3 1
0 1 —3

8 > 0

булгани учун бу реперлар бир исмлидир.
Бундан куринадики, фазодаги барча аффин [реперларни бир ием- 

лилик тушунчасига асосланиб икки синфга ажратиш мумкин, бу 
синфларнинг бирига тегишли барча реперлар узаро бир исмли бу
либ, .̂ ар хил синфга тегишли икки репер бир исмли булмайди. Шу 
синфларнинг хар бири ориентация деб аталиб, ундаги реперлар 
ориентирланган репер деб юритилади, баъзан бу синфларни бир- 
биридан фарк;лаш учун «унг» ориентация ёки «чап» ориентация 
деб хам юритилади. Репернинг ориентацияси маълум булпн фазо 
ориентир ланган фазо деб аталади.

7-§. Координаталарни богловчи тенглама ва тенгсизликларнинг
геометрик тал^ини

Биз I булимда икки узгарувчили биринчи ва иккинчи даражали 
тенглама ва тенгсизликнинг геометрик маъноси билан танишиб 
утганмиз. Шу тушунчаларни энди фазо учун умумлаштирамиз.

Фараз ^илайлик, фазода бирор <$= (О, е1У е2, ег) аффин репер бе
рилган булиб, F  ( а , у, z) ифода а̂м берилган булсин (бу ифодада 
х, у , z узгарувчилардан камида биттаси иштирок этсин).

а 0, y0,z0 сонлар учун F (х0, у0, z0) ифода а̂̂ ик;ий сондан иборат 
булса, а'0, уа, z0 сонлар F(x ,y ,z ) ифоданинг ани^ланиш со^асига 
тегишли дейилади, бу сонлар учлиги эса берилган репер да фазода
ги тайин битта ну^танй аницлайди. Демак, F  (а , у , z) ифода аник;- 
ланиш со^асининг геометрик маъноси фазодаги бирор геометрик фи- 
гурадан иборат, жумладан, бу фигура бутун фазодан, фазонинг бир 
цисмидан, буш туп лам дан ва х. к. лар дан иборат булиши мум
кин.

1-мисол. F  (а , у, z) = х2 + 2у — z. Бу ифода х, у, z нинг а̂р 
к̂ андай а̂ци̂ ий кийматларида маънога эга, демак, унинг аницланиш 
сохаси барча а̂^и^ий сонлар тупламидан иборат булиб, у фазодаги 
барча нукталар тупламидир.

2--м и с о л. F  (а , у, z) = — .+ —---z ифода маънога эга булиши
х У

учун а ф  0, у ф  0 шарт бажарилиши керак, демак, бу ифоданинг 
аншуганиш сохаси фазодаги лOz, yOz координата текислик/аридан 
бошца барча нукталар тупламини ташкил ^илади.
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3- м и с о л. F (х, у , г) = У  — х2 — у2 — z4 ифода факатгина х =
— у = z — 0 учун \щщ\ш ^ийматга эга булиб, унинг фазодаги 
тасвнри биттагина ну т̂адан иборат.

Энди
F(x ,y ,z ) = О (26)

куринишдаги тенгламани курайлик, бу тенгламани цаноатлантирувчи 
барча сонлар учлиги унинг ечимлари дейилиб, фазода бирор нуь̂ та- 
лар тупламини ани^лайди (шуни таъкидлаш зарурки; агар х, у , z 
нинг ^абул к̂ илиши мумкин булган барча ^ийматларида (26) тенг
лама ^аноатлантирилса, у айниятдан иборат булиб колади). Бундан 
тупламни биз ^озирча сирт деб атайлик (бу сиртнинг цони а̂рли 
таърифи эмас, албатта, сиртнинг к̂ атъий математик таърнфини топо- 
логияда берилади).

Энди сирт тенгламасининг таърнфини берайлик.
Таъриф. Агар Ф  сиртга тегишли ,%ар бир нуктанинг коорди

наталари F (х, у, z) = 0 тенгламани ^аноатлантириб, Ф  га тегишли 
булмаган бирорта хам нуктанинг координаталари уни каноатлантир - 
маса, яъни Y(̂ o> */о> zo) £ Ф  °  F (х0, у0, z0) булса, бу тенглама Ф 
сиртнинг тенгламаси деб аталади.

Бу таърифдан куринадики, сиртнинг тенгламаси берилган булса, 
фазодаги а̂р бир нукта шу сиртга тегишли ёки тегишли эмасми 
деган саволга ягона жавоб топилади. Буни аниклаш учун нукта
нинг координаталарини тенгламадаги узгарувчилар урнига мос ра
вишда ^уйиб ^исоблаш керак, агар тенглик уринли булса, ну^та шу 
сиртга тегишли, акс ^олда эса тегишли эмас.

1-мисол. Фазода F (x ,y ,z ) = x = 0 тенглама билан аник- 
ланувчи нукталар тупламини (сиртни) топайлих. Тенгламанинг бе- 
рилишидан куриниб турибдики (у ва z лар иштирок этмагани учун 
ихтиёрий сонлар деб олиш мумкин), пзланаётган нукталар туп- 
ламининг х>ар бир ну^таси учун унинг биринчи координатаси, яъни 
абсциссаси нолга тенгдир. Фазодаги бундай нукталар туплами yOz 
координаталар текислигидан иборатдир, демак, берилган тенглама 
билан ани^ланган сирт yOz текисликдан иборат экан.

2- м и сол. F (х, у, z) = x'2jry 2jrzl j r 1 = 0 тенглама буш тупламни 
ифодалайди, чунки фазода координаталари бу тенгламани а̂ноатлан- 
тирувчи бирорта хам ну^та йуту

3- м и с о л. F (х, у, z) = (х — а)2 + (у — b2) + (г — с)'1 — г2 = О 
тенглама маркази (а, b, с) нуцтада ва радиуси г га тенг сферани 
аницлайди.

Энди F (х, у, г )> 0 (< 0 )  ифодани текширайлик. Бу ифода хам 
F (х, у, z) функция аникланиш со^асининг шундай цисмини аницлай- 
дики, унинг барча ну т̂аларида ва фа^ат шу нуцталарда юкоридаги 
тенгсизлик уринли булади. Буни мисолларда курайлик.

4-ми со л. F (х, у, z) = z>  0. Бу тенгсизлик шундай нукталар 
тупламини аницлайдики, у ну^таларнинг бирининг аппликатаси 
мусбат сондан иборат. Равшанки, бундай нуь;талар туплами хОу ко
ординаталар текислиги билан чегараланиб, аппликаталар уцинннг
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мусбат кисмини уз ичига олувчи ярим фазодир, хОу текислик нуц- 
таларь бунга кирмайди.

5. F (х, у, z) = А'2 ~\~ у '2 -f- z~ — 1 < 0. Фазода бу тенгсизлик би
лан аникланувчи ну^талар туплами радиуси 1 бирликка тенг, маркази 
координаталар бошида булган сфера билан чегараланган ва шу сфера 
марказинь уз ичига олувчи фазо ^исмидир.

Баъзан биргина тенглама ёки тенгсизлик билан ани^лзнадиган 
шаклгина эмас, балки тенгламалар системаси билан, ёки тенглама 
ва тенгсизликлар системаси билан, ёки фа̂ ат тенгсизликлар система
си билан аникланадиган шаклларни текширишга тугри келади, ма
салан,

jF^x, у , z) = 0,
\F2 {х , у, z) = 0

система билан аникланадиган шакл а̂р бир тенглама билан ангщ- 
ланадиган шакллар кесишмасидан иборат шаклни аниклайди, бун
дай шаклни биз хозирча чизик> деб атайлик (чизи^нинг >̂ам цатьий 
таърифи топологияда берилади); демак, фазодаги чизик умумий хрл- 
да икки сиртнинг кесишмаси деб царалади.

6- м и со л.
F x (х, у, z) = х = 0,
F 2 (а-, у,г) = у = 0.

Бу система билан аникланадиган чизиь̂  аппликаталар чизигидир, 
чунки биринчи тенглама yOz текисликни, иккинчи тенглама эса xOz 
текисликни гни^лаб, уларнинг кесишмаси yOz П xOz = Oz ни ainiiv 
лайдн.

7- мисол.

j F x (а, у, z) = z  = 5,
1 F, (х , у, Z) = (х -  1 У-+ (у +  2)2 4- г”—  36 = 0

тенгламалар системасининг биринчи 
тенгламаси аппликатаси фа кат 5 га 
тенг булган ну^таларни аниклайди: 
бундай нукталйр туплами Oz у̂ - 
нинг мусбат кисмини координаталар 
бошидан 5 бирлик масофада кесиб 
утиб, хОу текисликка параллел те- 
кисликдир (162- чизма).

Иккинчи тенглама эса маркази 
(1, — 2, 0) нуцтада ва радиуси 6 
бирлик булган сферани аниклайди.
Демак, бу фигураларнинг кесишма
си 2 = 5 текисликдаги (х— I)2 4~
+ (у -f 2)2 = 11 тенглама билан 
аникланувчи айланадир. 162-чизма
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163-чизма

8- м и с о л.
Fг (х, у,г) = г = О,

1̂ 2 (х, у,г) = х > 0 .
Бундаги биринчи тенглама хОу 
текисликни, иккинчи тенгсизлик 
эса yOz текислик бшън аншуга- 
нувчи ва абсциссалар укининг 
мусбат ^исмини уз ичига олувчи 
ярим фазодир. Бу ярим фазонинг 
хОу текислик билан кесишмасн 
Оу тугри чизик> билан аншут- 
нувчи ва абсциссалар узининг 
мусбат цисмини уз ичига олган 
ярим текисликдир (163-чизма).

8- §. Икки векторн ииг вектор купайтмаси ва унинг хоссалари. 
Учбурчакнинг юзи

Биз I булимда векторлар устида бажариладиган чизикли амаллар 
(^ушиш, айириш, векторни сонга купайтириш) ва икки векторнинг 
скаляр купайтмаси тушунчалари билли иш курган эдик. Биз энди 
икки вектор устида бажариладиган янги амални—вектор купайтмани 
таърифлаймиз.

Таъриф. а ва b векторларнинг вектор купайтмаси деб к,уйида- 
ги учта шартни каноатлантирадиган р векторга айтилади:

1. | р | -  | а Щ Ъ [ sin (а, Ь).

2. р -La, р _LЬ.
3. а, Ь, р, векторлар умумий бошга келтирилиб, р нинг учидан

а, b векторлар ётган текисликка а̂ралганда а вектордан b вектор то- 
монга ь̂ араб энг ^ис^а йул билан бурилиш соат мили ^аракатига
тескари булсин. а ва b векторларнинг вектор купайтмасини [а Ь]
билан белгилаймиз: p=[ab\.

Аввало бу таърифда келтирилган уч шартдан >̂ар бирининг гео
метрик маъносини ани^лайлик.

1-шарт р векторнинг узунлиги а ва b векторларга курилган па
раллелограмм юзи неча квадрат бир лик булса, шунча узунлик бир-

лигига тенглигини билдиради (164-чизма) (чунки \а\ |b)sin (а, Ь) век
торларга курилган параллелограмм юзидир).

2- шарт вектор купайтма а ва b векторлар билан аникланадиган 
текисликка перпендикуляр эканлигини билдиради,

Нихоят, 3- шарт вектор купайтманинг йуналишини аницлайди.
Одатда a, b, [ab] векторлар учлигини унг учлик деб аташ к̂ абул
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c=[a6j

164- чизма 165-чизма

ь̂ илинган (физикадан унг к;ул ^оидасини эсланг). У хрлда а, Ь,— [а,
Ь] векторлар учлиги чап учликдир (физикадан чап ^ул цоидасини 
эсланг, 165- чизма).

Вектор купайтма бир цатор хоссаларга эга булиб, биз шу хсс- 
салар билан батафсил танишиб чицамиз.

Г.*Купайтувчи векторлардан камида биттаси ноль вектор ёки
а || b булса, у ^олда [ а Ь] = 0.

Исбо т. Хаци^атан х,ам, а || b булса, {а, b) =0° ёки 180° булиб,
биринчи шартга асосан \р = 0 булади, модули нолга тенг вектор 
эса албатта ноль вектордир.

2'. [а 6 ] = — [Ь а], яъни вектор купайтма антикоммутативдир. 
Исбот. Х^ки^атан, вектор купайтма таърифининг 1 ва 2-шарт-

ларпга асосан [ а Ь] ва [ b а] векторларнинг узун лик лари тенг ва 
иккаласи хам битта текисликка перпендикуляр, йуналишлари эса
учинчи шартга асосан [ а Ь] вектор учидан ^аралганда а дан b век
тор томонга цараб энг и̂ск;а йул билан бурилиш соат мили а̂рака-
тига тескари булса, b дан а вектор томонга а̂раб ^ис^а йул би
лан бурилиш эса соат мили ^аракати буйича булиб к;олади, демак,
йуналиш аввалгига ухшаш булиши учун [Ь а) вектор [а Ь] га нис
батан карама-̂ арши йуналган булиши керак.

3'. [(a -f b)c] = [а с] -f [Ь с], яъни вектор купайтма ь̂ ушиш ама- 
лига нисбатан та^симот цонунига буйсунади.

Исбот. Бу хоссани исбот и̂ илиш учун вектор купайтмани то- 
пишнинг бошь̂ ачаро̂  усулини курайлик (166-чизма)

Узаро коллинеар булмаган т  ва п векторларни олайлик. Бу век
торларнинг бошларини бир О ну^тага келтириб, О ну^тадан т  век-
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в

166- чизма 167-чизма

торга перпендикуляр булган П текисликни утказиб, п векторнинг П
текисликдаги ортогонал проекцияси пх ни хосил циламиз, сунгра пг
ни О нуцта атрофида 90° га шундай бурамизки, т  нинг учидан ь̂ а- 
раганимизда буришнинг йуналиши соат милининг ^аракати билан бир
хил булсин, штижада п2 вектор хосил булади, у холда

[т  п] = | т  | п2, (*)
чунки: 1) \\т\ п2\ = \т\\п2 | = | т  | \пх | , бу эса т, п га курилган 
параллелограммнинг юзини аниклайди;

2) (|m|n2)_Lrt, (|m Jn2)_Lm ;

3) т , п ва | т  | п2 векторлар учлиги унг учликни ^осил ки- 
лади.

Энди 3°- хоссани исботлашга утайлик. а, Ь, с векторлар берил
ган булсин. с нинг бошини 0  деб белгилаб, шу нуктадан с га пер
пендикуляр Г] текисликни утказайлик, а нинг бошини хам О нуцта-
га келтириб а-\-Ь — ОВ ни (167-чизма) яеаб ва аО Л В  ни П те- 
кисликка ортогонал проекциялаб, а О А 1В 1 ни хосил килайлик. 
а О А 1В 1 ни П да О нукта атрофида 90° га шундай бурайликки, бу
буриш йуналиши с нинг учидан а̂ралганда соат мили ^аракати буйи- 
ча булсин, натижада д ОА2В 2 хосил булади. Шу учбурчакнинг ;уф
бир томонини | с | га купайтириб, аО А 2В 2 га ухшаш аО Л 3В 3 ни 
хосил ^иламиз. Ю^орида исбот килинган (*) га асосан:

ОА3 = ! с | ОА2 = [а с],
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А3В 3 — \с\А2В 2— [Ьс], 0В3 

Бундан таищари, бу чизмадан
с | 0В2 — [(«+ b) с].

0В3 = 0А3 4- А3В3, (***)
бундаги векторлар урнига (**) даги ифодаларни цуйсак,

[ (а+?)с ]  = [ас] + [ь7]
га эга буламиз. А

Натижа.  [с(а + Ь)\ =[са]+ [с Ь\. Буни курсатиш учун исбот 
^илинган 3°- хоссага 2°- хоссани татби  ̂ цилиш кифоядир.

► *—> —> —►
4. \ fX £ R  учун [X a b] = X [а Ь], яъни вектор купайтма скаляр 

куиайтувчига нисбатан грухлаш ^онунига буйсунади.
Исбот. [ХаЬ] ва X [ab] век-

;гаЪ~

ла

'Ао. о;

торларнинг модуллари тенгдир, 
йуналишлари эса X > 0 бу л ганда 
—> —*
[а Ь] вектор билан бир хил, Х<0 \ ;г<̂■в?
да эса [а Ь] нинг йуналишига ка- 
рама-1\аршидир (168-а, б чизма).

Э с л а т м а. 3°- хосса икки 
цушилувчи вектор учунгина эмас, 
балки исталган сондаги ^ушилув- 
чилар учун а̂м уринлидир, бун
дан ташцари, вектор купайтма- 
нинг а̂р бир вектори бир неча 
векторларнинг чизикли комбина- п1
циясидан иборат булса, уларни 
алгебрадаги куп^адни к у п хадга
купайтириш к;оидаси буйича очиш 168-чизма
мумкин, бунда фа^ат векторлар
тартибининг са^ланишига эътибор бериш керак.

Энди декарт реперидаги базис векторларнинг вектор купайтмаси- 
ни топайлик.

Вектор купайтманинг таърифига асосан,

U 7] = 0, [//i=0, [kk] = 0.
—> —> —>. —v —> — —> —>-

j [ i /]| = \ it\j\ sin90° = 1.1 • 1 = 1 а̂мда i _1_ k, j J-k  эканини эъти-
борга олсак, [i /]= k. Шунга ухшаш [k i] = /, [jk ] = i а̂м урин
ли. 2° га асосан

—у —> •>—► —>■ —* «—> ■»—> —►
[/ i\ = — k, [k j] — i, [ i k) = — /.

Энди декарт реперида координаталари билан берилган а (%, уъ zx), 
14-2818 209



b (x2, y2, z2) векторлар вектор купайтмасининг координаталарини то- 
пайлик:

—►
а = хх i-\- Ух j + zx k,

-► —> -► *w—►
Ь = x2 / -f- y2 j -(- z2 k.

Вектор купайтманииг хоссаларини] а̂мда базис векторларнинг вектор 
купайтмаларини эътиборга олсак,

—> —* —> —► —* —>
[ab] = [xxi + y xj + zxk х2 i + у2 /+ г2 k] =

= (У i z2 — y2zx) i — (xt z2 — x2 zx) j+ {xx y2 — *2 yx) k =

I - *1 21
X , Z0 j + *1 Ух

X2 У 2 ky
демак,

[a b] ( I Ух *i 1 __ *1 Zi Ч  Ух )
\ 1 У 2 Z2 1 х2 z2 X2 У 2 1

(27)

а ва b векторлар вектор купайтмасининг модули томонлари шу век- 
торлардан иборат параллелограмм юзига тенг булганлиги учун унинг
ярмиси шу а ва b векторларга ^урилган учбурчакнинг юзига тенг 
булади, демак, учбурчак юзи

M l . (28)

Бу формулагш координаталар да ёзмасдан, мисоллар кура ^олайлик.
1- ми со л. Л(1, — 1,2), В  (2, 1 — 1), С (1, 0, 3) нукталар берил

ган. ABC учбурчакнинг юзини хисобланг.
Ечиш. АВ ва АС нинг координаталарини х̂ исоблайлик, (27) га 

асосан

А В ( 1,2, -3), 

Л С (0, 1,1), [ABAC]

[АВ АС] (5,

( 2 —3 1 - 3 11 2 \
1 1 1 У 0 1 •|0 1 1

1 ,1),

[АВ AC] I = У  52 + (— I)2 + 1

(28) =>. S , АБС = —  У 27 кв. бирлик.
2-мисол. Учбурчакнинг учлари А (5, —6, 2), 5(1, 3, — 1), 

С(1, — 1, 2) ну^таларда. Унинг А учидан чикдан баландлигининг 
узунлигини топинг.

Ечиш.  Аввалги мисолдагидек ^исобласак,



~  • 25 k f .  бирлик. 

Энди ВС томоннинг узунлигини ^исоблайлик:

р(ВС) = V{\  -  I)2 + (- 1 - 3 )2 + (2 + 1)г= v 25 = 5.
Агар А учдан чи^цан баландликни h десак,

= - Y h7BC = у  л-5.

У ^олда ~  h- 5 = - j -25, бундан h — 5 узунлик бирлиги.

3-мисол. т , п бирлик векторлар булиб, улар орасидаги бурчак
30° га тенг. а = т  — 2п, b — 2т  + Зп векторларга ^урилган пара л- 
лелограммнинг юзини ^исобланг.

—> —►
Ечиш. [a b] = [ т  — 2 л 2 т  + Зп] = [т  2т]4- [—2 я 2m]-f 

+ [т  3я] + [ — 2п Зп] = 0— 4 [п т ]  + 3 [т  п ] + 0 = 4 [ т  н] + 

+ 3 [ т  п] = 7 [т  и];

I [а Ъ ] | = | 7[т/г]| = 7 \т  || лг|sin 30° = 7-1 -1-~J = у  кв/бирлик.
—> —>

4- мисол Ихтиёрий а ва b векторлар учун ушбу айният ис
бот лансин:

[a b ]2 -j- (а Ь)2— а2Ь2.
—►

И с’б о т (а Ь) = Ф десак,
—* —► —v —> —> -> —> —>
а Ь = | а || b | cos ф, \[ab]] = j а j ; b \ sin ф, 

бу икки тенгликни квадратга кутариб, хадлаб кушсак,

[a b]2 + [а b )2 = \а2 b- (cos2 ф -f- sin2 ф )=  а 2 Ь 2 = а2 b2- А
*""► > —► - —► —> —> —У —V —>

5- м и с о л. а + 6 + с = 0 булса, [а Ъ ] = [Ь с ] = [с а] исбот лан
син.

—> —*
Исбот.  а + Ь + с = 0ни аввал b га, сунгра с га вектор купай-

—► —► —► —> —> —> —► ■—v —> —> —> —> —> —>. —>
тирайлик: [(а + b -f с) Ь] = 0 ёки [а Ь]+ [с Ь]= 0, [(а + b с)с] = 0, 
ёки [ас] + [Ьс] = 0, булардан [ab] = — [cb] = [be], [be] =
= —[а с] = [с а], демак,

—V—► >—► —V —► —>
[а b ] = [Ь с] = [с а]. А



Э сла тма .  [а х\ — р векторли тенглама ечимга эгами деган са- 
вол тугилади, яъни а, р лар берилса, юцоридаги шартни ^аноатлан- 
тирувчи х вектор мавжудми?

Бунинг учун а векторни
ва ихтиёрий b векторни олай- 
лик (169-чизма). Бу икки век- 
торнинг бошларини битта О
ну^тага келтириб, b нинг охи-
ри В  дан а га параллел туг
ри чизик; утказиб, унда их
тиёрий В х ну^тани олсак,
_------—>
Ьх = ОВх вектор ^осил була

ди, у ^олда [а Ь] ва [а Ь{] векторларнинг йуналишлари бир хил бу
либ, модуллари тенг (чунки ОАСВ ва ОАСхВ х параллелограммлар- 
нииг асослари ва баландликлари тенг булгани учун уларнинг юзла- 
ри хам тенг).

Демак, [ ab \ = [a b x] булиб, В х нукталарнинг чексиз куплнгидан 
Ьх вектор хохлаганча купдир. Бу эса берилган тенгламанинг чексиз 
куп ечимлари борлигини билдиради. Бундан таущари, векторлар ус
тида булиш амалининг уринли эмаслигига яна бир бор ишонч ^осил
килдик. [а х\ = р куринишдаги тенглама фазода тугри чизи^ни, ах =
= р тенглама эса текисликни аннклайди, бу ерда ар  ва а, р маълум,
х номаълум. Буларнинг исботига биз тухталмаимиз.

9- §. Уч векторнинг аралаш купайтмаси. 
Тетраэдрнинг х(ажми. Уч векторнинг компланарлик шарти

Учта а, Ь, с вектор берилган булсин.
Таъриф.  Биринчи икки векторнинг вектор купайтмасидан ибо

рат векторни учинчи векторга скаляр купайтиришдан хосил килинган 
сон шу уч векторнинг аралаш купайтмаси деб аталади, яъни
[а Ь] с, бу купайтма (а b с) куринишда белгиланади.

Аввало аралаш купайтманинг геометрик маъноси билан танишаи-
лик. а, Ь, с, бир О нуктадан куйилган булиб, компланар булмасин 
хамда унг учликни хосил килсин.

Кирралари шу берилган векторлардан иборат параллелепипедни
ясасак, | [а Ь\ ] ми^дор шу параллелепипед асосининг юзини билди-



к х / 1 у \
\ J  I i I/ /! / / / / 
|L i\}ггУ--
___

170-чизма

ради, таърифга асосан [a b ]с= ][ a b]\]c\ cosrp, Ф = ([а, 6], с) булиб, !с| собф 
—* —>- —>

ми̂ дор с нинг [а b] вектор йуналишидаги тугри чизикдаги проек-
циясига тенг булиб, параллелепипеднинг баландлигидир: \ с\ cosq = h 
(170- а чизма). У  ^олда

[а Ь)с = S ac-h=V, (*)
бу сон эса параллелепипеднинг ^ажмини ани^лайди.

—► —► —У —* —► *»->
а, Ь, с лар чап учликдан иборат булса, [ а Ь] вектор билан с ора- 

сидаги бурчак ф > “  =*► cos ф < 0 (170- б чизма). У ^олда [а Ъ] с — 
= — V, демак,

| [а Ь] с ; = V. (29)
Биз цуйидагини исбот цилдик: уч векторнинг аралаш купайтмасидан 
иборат соннинг абсолют киймати кирралари шу векторлар дан иборат 
параллелепипед ^ажмига тенг.

Энди аралаш купайтманинг хоссалари билан танишайлик.

1°. (а b с) = (Ь с а).
^аки^атан а̂м, бу уч векторга ^урилган параллелепипед хажм- 

ларининг абсолют ^ийматлари тенг, ундан таш^ари, а, Ь, с учликби- 
■—► •—> —>

лан Ъ, с, а учликнинг ориентациялари бир хил. Шунинг сингари 
(а b с) = (Ь с а) = (с а Ь) .

—► —у —* —►—> —у —►—► —► —► •—У —> —У —> —>—►

2°. (а bc) = —(b ас), чунки (a bc)=  [ab] с— — [Ь а]с ——(Ьас),
——V —► —у —► —> —У —У —♦ ■—У —> ♦ —♦ —У •—У-—У

демак, (а b с) = — (Ь а с), (Ь с а) = — (с b a), ( c a b )— —(а с Ь).



5°. а, b, с компланар булса, уларнинг аралаш купайтмаси нолга 
тенг, чунки улар га ^урилган параллелепипед текисликда жойлашиб 
крлади, бундай параллелепипедгинг баландлиги нолга тенглигидан
з̂ ажми а̂м нолга тенг; аксинча (а b с) = 0 =>- а, Ь, с векторлар комп
ланар. Х^ик^атан (ab с) = 0 =>[а, Ь] с = 0 ёки [а Ь]А- с. Лекин 
вектор купайтманинг таърифига асосан [a b\ _L a, [ab]A_b, бундан 
—* —> —► —>■ —►
[ab] векторнинг а, Ь, с нинг >̂ар бирига перпендикулярлиги келиб
чи^ади, демак, а, Ь, с компланар. А

Энди координаталари билан берилган учта векторнинг аралаш
купайтмасини топайлик: а = хх i + ух / + zx k, b = х2 i + y2j + z2k,
c = x3i + y3j + z3k.

8- § даги (27) га асосан

[ a b ]

[a b] билан с векторнинг скаляр купайтмаси мос координаталари 
купайтмаларининг йигиндисига тенг:

( Ух 2х Х х Z, 1 1*1 Ух
\ Уг Z2 *2 Z2 1 1*2 ^2 )

[ab]c = Ул Z X
'

* 1  Z i

Уз + * 1 Ух
z 3 ,

У 2 Z2 *2 *2 У*
демак,

(а b с) (30)
хх У1 zi 
* 2  У 2 Z 2

* 3  У 3 2 3

Бу формуланинг татби^и сифатида учларнинг координаталари 
буйича тетраэдр ^ажмини хисоблаш формуласини келтириб чи̂ арай- 
лик.

A (xv yv zt), В (х2, у2 г2), С {х3, уя, z3), D (*•, yi} z4) 

нуцталар тетраэдрнинг учлари булсин.



AD (xA — xlt yA — y „  z4 — Zj).
Тетраэдрнинг ^ажми тетраэдрнинг бир учидан чивдан учта цир-

расига курилган параллелепипед ^ажмининг 
гани учун а̂мда (30) формулага асосан

^исмига тенг бул-

Ктет \(ЛВ ЛС AD)
1 mod

с2—хх у2—у1 z2—гх
(31)*з '*1 У з У1 23 Zx

*4—*1 г/4—i/i Z4—Zj
(31) форму лани баъзан ундан кура ^улайро  ̂ цуйидагича ^олда ёзиш 
маъ^улдир:

V, mod
Уа 1

(32)х2 у2 z2 1 
*3 Уз 23 ^
*4 уА *4 1

(31) ёки (32) формула изланган формуладир.
Энди цатор мисоллар курайлик.
1. а, Ь, с—ихтиёрий векторлар ва а, р, у — ихтиёрий хдои̂ ий сон-

■—> ► —► *—► —► —> 
лар булса, а а— fib, yb — ас, $с— уа векторларнинг компланар экан- 
лиги исботлансин.

Исбот. Шу учта векторнинг (аа— fib yb—а с (к— у а) аралаш 
купайтмасини ^исоблайлик. Бунинг учун ю^орида келтирилган 
1° — 5°- хоссаларни назарда тутсак,

-+ —> —► *—> —> —>• —► —► —► ■*-> •—► ■—> * ►
(а а— р b yb—• а с (к—у а) =(а а (76 —ас) (рс — 7а)]— (fib(yb— а с)фс—

—> —» —V—► —» —* —►—> —V —» —> —► —»
— уа)) = (аа у bfic — 7 а)— (а а ас ft с — у а) — (fib у b Рс — уа) +

—► —У —► —> —> -—► —► —► —> —►  ̂ ►
+ (pb а с р с— уа) = ауР (а b с) — ауу (aba) — aafi(a с с) +

+ аа у (а с а) — РуР (b b с ) + Р уу (b b а) + рар (Ь с с) —

— Рау (Ь с а) — ару (а b с) — ару (а b с) = 0.
Аралаш купайтмаси нолга тенг булгани учун 5° га асосан улар 
компланардир.

2. АВ ( 2, 0, 0), АС (3, 4, 0), AD (3, 4, 2) векторларга курилган тет
раэдр берилган. Куйидаги лар топилсин: а) тетраэдрнинг хажми,
б) ABC ёцнинг юзи, в) D учдан туширилган баландлик, г) АВ ва ВС  
^ирралар орасидаги фх бурчак косинуси, д) ABC ва ADC ё л̂ар ора
сидаги ф2 бурчак косинуси.



Ечиш. а) (31) формулага асосан
2 0 0

17тст = — mod 3 4 0о
3 4 2

б) 8- § дагк (28) га асосан

/j ABC [ABAC] 1 2 , 2 О,2 
+ 3 о Г

2 О
3 4 = 4.

в) Тетраэдрнинг ^ажми асосининг юзи билан асосга туширилган 
баландлиги купайтмасининг учдан бирига тенг: VTer —  s ■ h\

А  3
а), б) ларни ^исобга олсак, _3_ = —  ■ 4-h=>h = 2 .

г) АВ, ВС и̂рралар орасидаги бурчак косинуси А В, ВС вектор
лар орасидаги бурчак косинусига тенг булгани учун

cos ф1 А В ■ ВС =  2 • 1 -f- 0 • 4 -j- о ■ о
V  X  ■ у 17\АВ\ \ВС\ У  ̂ • У и  у  17

д) ABC  ва A DC ё^лар орасидаги ф2 бурчак шу ёкларга перпен
дикуляр векторлар орасидаги бурчакка тенг. ABC ёь^а перпенди
куляр вектор

pi = [ABAC] ( 0 0 2 0! 2 0 \
[ 4 3 3 о|, 3 4 Г P i  (0, 0, 8).

ADC ёкка перпендикуляр вектор р2= [AC AD ](8,—6, 0), демак, 
Pl Pi 0 •С05ф2

дикуляр.
IP il \Рг

4- 0 • (—6) +8-0 ..—=4— -=--- = 0 =>. бу е л̂ар узаР ° перпен-у 82 • | 100

216



п б о б . т еки с л и к  ва  ф а зо д а ги  т у рр и  чизик;

Биз I бобда сирт тенгламаси тушунчасини киритиб, унга дойр 
мисоллар курдик. Фазодаги энг содда сиртлардан бири текисликдир. 
Нукта ва тугри чизик; билан бир а̂торда текислик геометриянинг 
таърифланмайдиган асосий тушупчалари хисобланади. Биз текислик
нинг фазодаги вазиятини тулик аникловчи баъзи ми̂ дорлар ёрдамида, 
унинг турли куринишли тенгламалари билан иш куриб, текисликка 
оид ь̂ атор масалаларни р̂ араб чицамиз. Фазодаги тугри чизик эса 
икки текисликнинг кесишган чизиги деб каралади.

10-§. Текисликнинг аффин репердаги турли тенгламалари

1. Ноколлинеар икки рх, р, вектор ва битта М0 нуцта 11 текис
ликнинг вазиятини тула аниклайди.

нуцтани олайлик. У _________________________

холда М0М вектор рх, р2 вектор- / j  ̂J
лар билан компланар булади, де- / I т  /
мак, бу векторлар чизикли 6o f - /  Г* J
лик булиб, бундан уларнинг /  r-ij '
координаталаридан тузилган учин- / /
чи тартибли детерминант нолга - J
тенг булиши келиб чикади (171-
чизма), шуни координаталарда 171-чизма 
ёзайлик.

К  (ло, Уо, 20), рх («j, blt ct), р2 {а2, b2, с2) (1)

булсин. М нинг координаталарини х, у , г деб белгиласак, М 0М (х—
— х0, у — г/0, г — г0) булиб, цуйидаги тенглама ^осил булади:

х А'о У У о z 
а 1 Ьх сх
а2 Ь2 с2

= 0. (2)

Аксинча, (2) шарт бажарилса, М ну^та албатта II текисликка тегиш
ли булади. Демак, (2) II нинг тенгламаси. Бу тенглама берилган 
нуктадан утиб, берилган (ноколлинеар) икки векторга параллел бул
ган текисликнинг тенгламаси деб юритилади.

Бундан ташцари, М 0/И, рх, р2 векторлар бир текисликда ётгани 
учун улар чизикли боглицдир, яъни

М0М = upi + vp2, и, v 6 R , (3)
бу ерда и, v сонлар параметрлардир. (3) дан



х —■ х0 = иах + ш 2, х — axii + a2v 4- *0>
У = Уо = иЬг + vb2, => у = bxu + b2v + у0, (4)
z — 20 = исх + vc2. z = схи + c2v + z0.

(4) текисликнинг параметрик тенгламалари деб аталади (и ва v 
га исталгаи ^ийматлар бериб, текисликнинг шу параметрларга мос 
нук;та ларини топиш мумкин).

Энди (2) тенгламани цуйидагича ёзайлик:
А (х — x0)-j-B (.у — у0) 4- С (z — г0) = О, (5)

бундан
А

(5) Ах 4- By 4- Cz — (Ах0

десак,

Ьх <il В = h  Ч С = \а ' Ь1
ь2 с2г \с2 а21 \а2 ь2

- Вуо 4~ Cz0) 
4- Cz0) = D

(6)

О, бунда — (Ах0 + Ву0 +

Ах + By 4- Cz 4- D = 0 (7)
тенглама хосил булади. (2) -<==► (7) булгани учун (7) хам текислик
нинг тенгламасидир. (6) да А, В, С ларнинг камида биттаси нолдан 
фаркли (Л2 4- В 2 4- С2 ф  0), акс ^олда А = В = С = 0 булса, (6) дан

= Ха2, Ьх = ЯЬ2, = Хс2=̂ || р2, бу эса рх, р2 ларнинг берн- 
лишига зид. Шундай ^илиб, текислик аффин реперда (7) чизикли 
тенглама билан ифодаланади. Бу хулосанинг тескариси а̂м уринли
дир, яъни (7) куринишдаги а̂р а̂ндай чизикли тенглама фазодаги 
бирор аффин реперга нисбатан текисликни ани л̂айди.

Хаци^атан, Ах + By 4- Cz + D = 0 (А2 4- В 2 + С2Ф  0) тенглама 
бирор аффин реперда бирор нукталар тупламини аннцласин. Уч уз- 
гарувчини боглаган бу тенгламанинг ечими чексиз купдир, уларнинг 
бири (*0, у0, 20) булса, у холда Ах0 4- Ву0 4- Cz0 -f- D = 0, бундан 
ва (7) дан => А (х — х0) 4- В (у — у0) + С (г — z0) = 0 — текислик тенг
ламасидир.

(7) тенглама текисликнинг умумий тенгламаси деб аталади.
2. Бир тугри чизикда ётмаган учта ну^та текисликнинг вазияти

ни тула ани^лайди. Шу маълумотларга кура унинг тенгламасини ту- 
зайлик. Берилган нукталар М х(хх, ух, zx), М 2(х2, у2, z2), М 3 (х3, уъ,
z3) булсин. Биз М 0 = М х, рх = М ХМ 2, р2 — М ХМ 3 десак, .̂ амда

М хМ 2 (х2 — хх, уг — ух, z2 — zx), М ХМ 3 (х3 — хх, У9~Ух> zz — z  ̂
ни эътиборга олсак, (2) тенглама куйидаги куринишни олади: 

х — хх у — Ух z — zx

Хп — А,
У 2 Ух 
Уз — Уг

(8)

Уч нуктадан утган текисликнинг тенгламаси шудир.
Агар текислик координаталар бошидан утмаса, у Ох, Оу, Oz у̂ - 

ларни учта М х(а, 0, 0), A42(0, b, 0), М3(0, 0, с) ну^тада кесади. 
бу ерда а, Ь, с текисликнинг шу у^лардан ажратган кесмаларидир. 
Бунга (8) куринишли тенгламани татбиц циламиз:
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х — а у
— а b
— а О

= О,

бундан
_  J __У_ ! ±___ 1: I Г ’а b с (9)

бу тенглама текисликнинг координата уцларидан ажратган кесма- 
лари буйича тенгламаси деб аталади.

Биз бу параграфда текисликнинг б хил куринишдаги (2), (3), (4), 
(7), (8), (9) тенгламаларини курдик.

1-ми со л. Текислик А (2, 0, 3) ну^тадан утиб, (1, 0, 1),
р.2{2, 1, 3) векторларга параллел булсин. Шу текисликнинг пара
метрик ва умумий тенгламаларини тузинг.

Е ч и ш .  Берилганларни (4) куринишдаги параметрик тенглама би
лан солиштирсак, х0 — 2, у0 — 6, 20 = 3, ах = 1, Ьх — 0, сх= 1, 
а2 = 2, b2 == 1, с2 = 3; буларни (4) га цуямиз:

х = ц + 2с + 2, у = и, г — и + Зу -j- 3.
Энди текисликнинг (2) куринишдаги тенгламасини ёзайлик:

х — 2 г/ — 0 г — 3

Бундан
(г — 3) -j~ 2у — (х — 2)—3у=0 
ёки х + */ — z + 1 — 0.

2- мисол.  ABCD тет
раэдр берилган. А учни коор
динаталар боши а̂мла ел =
=АВ, е,? = А С, е3 = AD деб 
олиб, BDC ва EDC текислик- 
лар тенгламаларини тузинг 
(бунда Е  ну^та АВ  ^ирранинг 
уртаси) (172-чизма).

Е ч и ш .  Берилишига кура
В = (0,е1, е2, е3) = (А, АВ, АС,
AD) булиб, тетраэдрнинг учла
ри ва Е  ну^та бу реперга 
нисбатан куйидаги координа- 
таларга эга:

0.

А {0, 0, 0), 5(1, 0, 0), С (0, 1, 0), D (0, 0, 1),

E l j ;  0, 0),

у ^олда BCD текисликнинг тенгламаси (8) га асосан
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х — \ у 
— 1 1 
— 1 О

О
Z

0=^(х— \) + z + y = 0 =>

+ у + Z — 1 = 0.
Шунинг сингари EDC нинг тенгламасини тузамиз:

2,х —р у —р z •— 1 = 0.

3-мисол. Текислик (2) ёки (7) тенглама билан, р вектор (а,
Р, у) координаталари билан берилган булса, р векторнинг текис
ликка параллеллик шартини тоиинг.

Бу детерминантни биринчи йул элементлари буйича ёйсак ва (6) ни 
эътиборга олсак,

Бу изланган шартдир.

11- §. Текисликнинг умумий тенгламасини текшириш

Биз аввалги параграфда Ах + By + Cz 4- D = 0 тенгламани те
кисликнинг умумий тенгламаси деб атадик а̂мда А, В, С, D пара- 
метрларнинг тайин цийматларида бу тенглама тайин текисликни ифо- 
далашини курдик.

Энди баъзи хусусий .̂ олларни куриб чицайлик.
1) D = 0 =>Ах -г- By -j- Cz = 0 — текислик координаталар бошидан 

утзди (173-а чизма).
2) С = 0 ̂  Ах + By D = 0 — бу текислик (10) га асосан е3 (0,

а  р у
Ечиш :  р !| П => (р р1р2)— 0=̂  ai с\ = 0-

а2 Ь2 с2

Аа. -\- В$  С у = §. (Ю)

173-чизма
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О, 1) векторга параллел булади, демак, Oz уода хам параллел (173-
б чизма).

Шунга ухшаш (7) да В  = 0 (ёки А = 0) булса, текислик Оу }%- 
^а (ёки Ох уща) параллелдир. Бундан к;уйидаги умумий хулоса ке
либ чи^ади: текисликнинг умумий тенгламасида к̂ айси узгарувчи а̂т- 
нашмаса, бу тенглама билан ани^ланадиган текислик шу узгарувчи 
билан бир исмли координаталар укига параллелдир.

3) С = D = Ах + В у  = 0, О £П ва П |] Ог=  ̂ текислик Oz 
уцдан утади (173- в чизма).

1-м исол .  Бирор аффин реперга нисбатан ^уйидаги текисликлар- 
нинг вазиятини ашщланг:
а) х — г +  1 = 0; б) х + -2у +  Зг = 0;
в) х — 2 = 0; г ) 2у — г = 0.

Е ч и ш .  а) х — z ~Г 1 — 0, бу ерда В  = 0, яъни 2- ^ол: текислик 
Оу укда параллел (174-а чизма).

б) х + 2у + Зг = 0, бу ерда D = 0 =>■ текислик координаталар 
бошидан утади (174-6 чизма).

У ш у  \ j \ Bit

ег\; е< X/

L
е.

а)

у у / о
\ ф .

/о $ - -?х-х
лX •'X

д)

174- чизма

в) х — 2 = 0, бу ерда В  = С = 0 текислик yOz текисликка па
раллел булиб, абсциссалар у^ини мусбат йуналишидан 2 бирлик 
кесма кесиб утади (174-с чизма).

г ) 2у —  z = 0, бу холда А — D = 0 булиб, текислик Ох у^дан 
утади (174- д чизма).

Э с л а т м а .  Агар текислик тенгламаси берилиб, унинг бирор ре- 
пердаги тасвирини чизиш талаб килинса, умумий холда ^уйидагича 
иш курилади: тенгламада уч номаълум булгани учун улардан икки- 
тасига ихтиёрий кийматлар берпш билан унинг чексиз куп ечим- 
ларини топиш мумкин. Шу ечимлардан ихтиёрий учтасини олиб, ко
ординаталари шу сонлардан иборат (бу уч нук̂ та бир тугри чизи^да 
ётмайдиган цилиб олинади) учта нукта ясаймиз.

Текислик тасвирини чизишда купинча унинг координата ук4лари 
билан кесишган ну^таларини топиш ^улайдир, бунинг учун узгарув-
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чиларнинг иккитасига ноль ^ийматлар бериб, учинчи узгарувчини бе
рилган тенгламадан топилади (D Ф  0 шартда).

12- §. Ах +  By + Cz +  D ишорасининг геометрик маъноси

Ах + By  +  Cz + D  = б булсин. 6 = 0 булган ^олда тенглама би
рор П текисликни ани^лайди. Табиийки, П га тегишли булмаган х̂ р 
к̂ андай ну^та учун 6 ^ 0 .  Маълумки, П текислик фазонь икки ^исм- 
га ажратади, буларнинг бирини Ф х, иккинчисини Ф 2 деб белгилай
лик.

Т е о р е м а .  M l (x1, уг, г^ ^ Ф ^  М 2(х2, у2> г2)£ Ф 2 булса, Ахг + 
+ В ух +  Czx +  D = Ьм , Лх2 + Ву2 + Cz2 -[- D  = 6М сонларнинг 
ишоралари xiap хил булади.

И с б о т .  ^а^щатан, бу вацтда М ХМ 2 кесма П текислик билан 
бирор M q(xq, у0, 20) ну^тада кесишиб, бу ну^та М ХМ 2 кесмани би
рор Я нисбатда (Я > 0, чунки М 0£ (М Х Af2)) булади, яъни

v __ *i 4- Я *2 __ y i4 - X / /2  „ __ z i +  Яг2
У о1 4-Я " 1 + Я " 1 + я

Лекин М 0 £ П => Ах0 -f- Ву0 + Cz0 + D  — 0. Бу тенгликка х0, у0, z0 
ни ^уямиз:

xi + Я х2 у ^  ^  / ух -+- Я у2 \ _j_ q  / г х +  Я г2 \ q _ q
1 + Я / \ \ 

бундан
А (xi 4~ Яя2) +  В  (ух +  Я г/2) +  С (zx + Я г2) +  D (1 +  Я) = 0

ёки
Ах 1 -j- Вг/! + Сгх +  D  -j- Я (Ax2 +  B y2 -f- Cz2 + D) = 0. 

Юцоридаги белгилашимизга асосан:

шартга кура Я > 0 => 6И( ва 6Mj сонлар х̂ ар хил ишоралидир. А 
Бундан куйидаги хулосага келамиз: Ф х нинг бирор ну^таси учун 

б > 0 (ёки б < 0) булса, унинг колган барча нукталар и учун ^ам
6 > 0 (ёки б < 0); Ф 2 учун ^ам шуларни айтиш мумкин.

Демак, текислик фазони икки ярим фазога ажратиб, шу текис
лик тенгламасидаги узгарувчилар урнига ярим фазолардан бирига те
гишли барча нуцталарнинг координаталарини ^уйганимизда ^осил бу
лади ган сонларнинг ишоралари бир хилдир.

М и с о л .  Зх— у + 4г 4- 1 = 0  тенглама билан ани^ланадиган те
кислик учлари Mj_(1, 2, 1), М 2{— 1, 2, — 5), М 3( 1, I 2, 5) нук- 
таларда булган учбурчакнинг томонларидан ^айси бирини кесади? 

Е ч и ш .

Mi
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6М' = 3-1 — 1/'2' + 4-5+ ! = 24 — \ / Т  > 0.

Бундан куринадики, М ^ Ф ^  М 2£ Ф 2 булиб, берилган те
кислик М 1М 2М 3 учбурчакнинг М ХМ 2, М 2М 3 томонлари билан кеси- 
шади.

13-§. Декарт реперида текисликка дойр баъзи масалалар

Биз 10- § да текисликнинг аффин репердаги тенгламаларини ку- 
риб утдик. Декарт репери аффин репернинг хусусий ^оли булгани 
учун аффин реперда чи^арилган тенгламалар декарт реперида а̂м 
уз кучини са̂ лайди, лекин декарт реперида текисликка дойр метрик 
характер даги масалаларни ечиш мумкин.

1. Ах + By  + Cz + D = 0 тенглама аффин реперда текисликнинг 
умумий тенгламасидир, шу тенгламани декарт реперида ^арасак, А, 
В, С параметрларнинг му^им геометрик хоссаси аён булади.

Х,а̂ ик;атан, берилган тенгламага эквивалент булган ушбу тенгла
мани олайлик:

А(х — х0) +  В  (у — у0) + Cjz — z0) = 0.

Энди п (А, В, С) ва М 0М (х — х0, у — y0t z — z0) деб олинса,

охирги тенгликнинг чап томэни п ва М 0М векторларнинг скаляр 
купайтмасини ифода к;илади. Демак,

n»M0M = 0=> n.LM 0M£ П => tiJLU .
Хуллас, А, В, С сонлар берилган текисликка перпендикуляр век

торни ани^лайди. Шу вектор текисликнинг нормал вектора деб ата
лади. Биз

А(х — х0) + В {у  — у0) + C (z — zQ) =  0 (И )

тенгламани берилган М 0(х0, у0, z0) ну^гадан утиб, берилган п (Л, В , 
С) векторга перпендикуляр текисликнинг тенгламаси деб аташга 
^а^лимиз.

Э с л а т м а . Текисликнинг А (х — х0) + В  (у — у0) + С (z — z0) =
— 0 тенгламасини вектор куринишда ёзсак,

(г — г0) п = О, (бунда г (xf у , z), r0(x0, yct z0), 

п(А, В, С ) )

ва уни ушбу

г п — г0п =  0, г0 п = р, г п = р (р — const)
шаклга келтирсак, векторлар алгебрасида «булиш» амалининг мавжуд 
эмаслигига ишонч ^осил ^иламиз. (î . [1], 329- бет). Х^и^атан

e M< = 3-(— 1) — 2 + 4(— 5) + 1 = — 24 < 0.
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г п = р (*)

тенгламада п вектор ва р скаляр маълум, г вектор эса номаълум
^исобланса, бу тенгламанинг г га нисбатан ечими чексиз куп — 
^утбдан цуйилган радиус- вектор охирлари туплами текисликни «тул-
диради», ечим ягона эмас, демак, а х = р куринишли тенглама 
ечимга эга эмас (д. [1], 388-бет).

2. Энди берилган нуктадан берилган текисликкача булган масо- 
фани топиш масаласини ^арайлик.

Таъриф. Берилган М х нуктадан берилган П текисликкача 
булган масофа деб, шу нуктадан текисликка туширилган перпенди
куляр тугри чизицнинг текислик билан кесишган нуктаси орасидаги 
масофага айтилади.

П текислик умумий тенглама билан берилган булиб, М х(хх, у j, 
zx) € П булсин. М х дан П га перпендикуляр тушириб, унинг асоси- 
ни М 0(х0, у0, г0) десак, М0£П булгани учун

Лх0 -j- Ву0 + Cz0 + D = 0. (12)

У ^олда п (А, В , С) вектор Г1 нинг нормал векторидир.

п II М 0М Х, демак, М 0М х-п = \М йМ х\\п\ cos [MQM X, п) =

= р (Mi, п) и  - (± 1),
бундан:

р (М х, Г1) = ' Я  (13)

(14)

М 0М х{хх — х0, Уг— Уо, гх — г0); (13) дан

р (М П) = X̂l А'°'  ̂ ^   ̂ г ^  z  ̂ _ 
У  А* ■ в- с-

_  \А х х -j-- В у х h С гх — ( Лл'„ г  В у 0 Сг0)|

| /1- •' В1 • (?
(12) га асосан

Р (М ,.  m =  . 1 ^ . + % ■ -г с г,_+ л  (]5 )
}  А “ -г В- С 2

Бу изланган формуладир. Хусусий холда, координаталар бошидан 
текисликкача булган масофа:

р(0, П ) = - ---т  (16)
у  Л2 +  В- -у С-

1 - м и с о л . А1Х (1, — 2, 2) нуктадан 2х + у -f 2z — 7 = 0 те
кисликкача булган масофани топинг.
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Е ч и ш .  (16) форму лага асосан:
\Ахг 4- Вух 4- Сгх + D\ |2 • 1 4- (— 2) 4- 2-2 — 7|

Р (A flt П )  =
/  Л2 4- В2 4- С2 V  22 4- 1- 4- 22

1-3|
3

2-ми со л. 5Л5С пирамиданинг 5 учи декарт реперининг бо- 
шида, ён ёклари эса координата текисликларидан иборат. 5 Л : S B : 
\ SC  — 1:3:2 шартни бажариб, пирамиданинг баландлиги SH  = 6 
булса, ABC  текисликнинг тенгламасини тузинг (Л, В, С учларнинг 
координаталари мусбат).

Е чи ш .
SA : S B  -.SC =  1 : 3: 2=>SA = К  S B  = ЗА,, SC = 2Х (17)

десак, шартга кура А, > 0. Л5С текисликни тенгламаси (9) га асо
сан:

х  у  Z 1 ёки х 4--- У +  —  z —  Я =  0.
А ЗА, 2л 3 2

Энди А, ни топайлик. Пирамиданинг SH  баландлиги координаталар 
бошидан ABC  текисликкача булган масофага тенг. (15) дан:

р (О, ABC) =-. SH  = l“ Х] А 6 А

V 3 / V 2

SH  = 6=>-^- = 6=>Л = 7.

Изланган тенглама:

14- §. Текисликларнинг узаро вазияти

1. И к к и  те ки сл и кн и н г  у заро в а зияти. Бирор = (О*
Cj, е2, е3) аффин реперга нисбатан П1} П2 текисликлар умумий тенг- 
ламалари билан берилган булсин.

Агх\+ В ху 4- Cxz -f D x — 0,
П2 : А 2х  -f В 2у 4- C2z 4- D 2 = 0. (18)

Икки текислик ё тугри чизиц орк̂ али кесишади, ёки улар узаро 
параллел булиб, умумий ну^тага эга эмас, ёки устма-уст тушади. 
Бу ^олнинг кай бири юз беришини билиш учун П1? П2 га тегишли 
тенгламалар системасини текширамиз. Аввало куйидаги матрицаларни 
тузиб оламиз:

j\/[ — M i В х Д/|* — M i Ci D x 
U  В2 c j ’ \Л2 в 2 с 2 d 2)
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М  матрицанинг рангини г, кенгайтирилган М* матрицанинг рангини 
эса г* деб белгилайлик. Бу ерда куйидаги доллар булиши мумкин.

1. rij, 112 текисликлар устма- уст тушса, уларнинг тенгламала- 
рида

/1 ] -= /„ Л2, В х = К В 2, Сг =  а С 2, Dy = \D.2i
яъни

г = г* = 1. (19)

$

175-чизма

Аксинча, (19) шартлар уринли булса, (18) тенгламалар эквива
лент булиб, П2 = П2, демак, ГГ, = П2 — г = \  (175 -а чизма).

2. П], П2 лар а̂р хил, лекин параллел булса, у ^олда (19) 
шартлардан биринчи учтаси бажарилади, лекин D l =/=’k D 2 (175-6 
чизма), бу ва т̂да г* — 2, г — 1.

3. г* = г = 2 булган холда тенгламалар системаси биргаликда 
булади, бош^ача айтганда, П1, П2 текисликлар умумий нуцтага эга,
демак, улар бирор тугри чизш\

1/6- чизма

ликларнинг п1(Л1, В 1У Сх), п2 
орасидаги бурчакка тенг булади 
л яр булган бурчаклар тенгдир). 

rij, П2 орасидаги бурчакни ф

ича кесишади (175-с чизма).
Метрик характерли масалалар- 

дан бири икки текислик орасида
ги бурчакни топиш масаласидир.

Йкки текислик кесишганда 
туртта икки ёцли бурчак ^осил 
булиб, улардан узаР ° вертикал 
булганлари тенг (176-чизма). 
Демак, иккита .̂ ар хил бурчак 
хосил булиб, буларнинг бири 
иккинчисини я га тулдиради. 
Шунинг учун шу икки бурчакдан 
бирини топсак кифоя. Икки ёк;- 
ли бу икки бурчакдан бирининг 
чизикли бурчаги берилган текис-

(Л2, В 2, С2) нормал векторлари 
(мос томонлари узаРО перпендику-

десак,
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— __________________ -4î 2 В хВ2 -}~ CxC-z_ (O'!'»
COS ф =  COS (пл, no) =  , , ;; д2 _  C 2 | ^  ' 1 ’

Бурчак косинуси маълум булса, бурчакиинг узини ^исоблаш осон- 
дир.

2. У ч т а  т е к и с л и к н и н г  узаро ваз и яти. Бирор аф
фин реперда текисликллр умумий тенгламалар билан берилган бул
син.

I I ] : А гх + В ху -{- Cxz -f D x = О,
П 2 : А 2х  +  В 2у +  C2z ~  D 2 = 0, (21)
П з: А3х г  В 3у + C3z + D3 = 0.

Бу уч текисликнинг узаро вазиятини аницлаш бу тенгламалар систе
масини текширишни такозо килади. Берилган тенгламаларнинг коэф- 
фициентларидан куйидаги матрицаларни тузамиз:

М
( А х в, сл 1 By С!

л 2 В , С2 \, М* = А* В  2 Со D, 1
\ 4 в3с3 U в3 с з D s !

Бу матрицаларнинг рангларини мос равишда г, г* деб белгилайлик. 
Равшанки, 1 < г < 3, 1 < г* < 3 хам да г < г*.

куйидаги холларни айрим- айрим куриб утамиз:
1. г — 3, г* =  3. Бу вактда юкоридаги учта тенглама биргалик

да булиб, ягона ечимга эгадир, демак, берилган учта текислик бит
та умумий ну^тага эга (117-а чизма).

2. г = 2, г*-= 3. М, М* матрицаларнинг ранглари узаро тенг бул- 
магани учун берилган система ечимга эга эмас, демак, текисликлар
нинг учаласига тегишли нуь̂ та мавжуд эмас. Лекин бу вактда куйи
даги икки хол булиши мумкин.

а) М  матрицанинг ихтиёрий иккита сатрининг элементлари про- 
порционал эмас, у холда учта текисликнинг хар иккитасн кесишиб, 
хосил булган учта тугри чизик параллелдир (177-6 чизма).

б) М  матрицанинг тайин икки сатри элементлари пропорционал 
булса, шу сатрларга мос текисликлар параллел булиб, учинчи текис- 
лик уларни албатта кесиб утади (177-е чизма).

3. г = 2, г* = 2. Бу вацтда М, М* матрицаларнинг фа^ат икки 
сатри элементлари пропорционал булмасдан, колган бигта сатри шу 
икки сатр элем ентларнинг чизикли комбинациясидан иборат булади, 
демак, учала текислик битта тугри чизик оркали кесишади (177-г 
чизма).

4. г — 1, г* = 2. Бу холда система биргаликда булмайди, демак,
П2, П3 лар умумий нуктага эга эмас. Лекин г* = 2 булгани

учун куйидаги хулосани чикарамиз: П], П2, П3 дан иккитаси парал
лел булиб (умумий нуцтасиз), учинчиси булардан бири билан устма- 
уст тушади (177-е чизма), ёки уларнинг учаласи параллел (умумий 
нуцтасиз) (177-5 чизма).
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miff/»i \ \ v'// ///III/ / /if/ /î K

a)
'////

177-чизма

5. r — 1, r* = 1. Бу вак,тда берилган тенгламалар системаси чек
сиз куп ечимга эга булиб, у система фа^ат битта чизикли эркли 
тенгламадан иборат булиб крладн, демак, ГТ1, П2, ГТ3 текисликлар- 
нпнг учаласи устма- уст тушиб ^олади.

1-мисол. Декарт реперида П1:2А'4-5г/ + 4г-4-15 = 0 ва 
П2:6.г- — 3z + 2 = 0 текисликлар берилган. Бу текисликларнинг уза
ро вазиятини аншуганг хамда улар орасидаги бурчакни хисобланг.

Е ч и ш. Берилган тенгламаларнинг коэффициентларидан у̂йидаги 
матрицалар тузамиз:

5— 3 Г  6 0 -М  = 2 5 
6 0

2 4
6 — 3

15 ̂
2.1,1

— — 30 =>- г = 2 ва г* — 2.

Демак, берилган текисликлар кесишади.
Энди (20) формула буйича шу текисликлар орасидаги бурчакни

топайлик: пу(2, 5, 4), п2(6, 0, — 3);

cos ср 2-6 +  5- 0 +  4 (— 3)
у  22 + 52 + 42 у 62 +  02 + ( — 3)2 J 45 

= 90° J_ n 2.
у  45 Ф =
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2- м и с о л. Аффин реперда берилган

Yll : 2 х — у + z — 4 = О, 
П 2: х -Ь у — z — 2 = 0, 
U 3:2x — у -\-3z — 6 = 0 (*)

текисликларнинг узаро вазиятини ашщланг хамда уларнинг кесиш- 
масини топинг.

Ечиш.

( 2 - 1  1\ /2 — 1 1 ” 4\М = \  1 1 - 1  J, М* = 1 1 --  1
“ 2\2 — 1 3/ \2 — 1 3 — 6/

матрицаларни тузиб, уларнинг ранглариии ^исоблайлик:

2 — 1 1
1 1 — 1

1 3
демак, г* = 3. Юкррида курилган 1- хол га асосан бу текисликлар 
битта нуцтада кесишади. Шу нуцтани топайлик, унинг учун (*) сис
темани ечамиз. Системадаги биринчи ва иккинчи тенгламаларни у̂ш- 
сак,

3 х — 6 = 0 =ф- х =  2, 
у хрлда иккинчи ва учинчи тенгламаларга х — 2 ни куйсак,

У — 2 = 0,
— у Л-3z — 2 = 0.

Бундан 2г — 2 = 0=>г = 1=*-г/ = 1. Текисликлар (2, 1 
кесишади.

3-ми с о л. Аффин реперда берилган
Пх '■ х ~\- у — z -г 1 =0,
П2: а + у — 2 = 0,
П3: — х — у + z — 1 = 0

текисликларнинг узаро вазиятини ани^ланг.
Ечиш.

1) нуцтада

М 1
V— 1

1 — 1 
1 — 1 
1 1

1 1 — 1
1 1 
1 — 1

Бу матрицаларнинг ран г ларини хисобласак,

г = 1, г* = 2.
Бундан куринадики, бу текисликлардан иккитаси, аншфоги Пх, П3 
устма- уст тушади, лекин || Г12, П2 || П3 (Щ П П3 ф  0 , П2 П П3 = 0 ).



Бирор аффин реперда кесишувчи иккита текислик берилган бул
син:

lTj : Ахх 4- В ху 4- Cxz 4- D, =0, Г12: Агх 4- В 2у 4- C.2z D2 = 0,

бунда М  = (ф  £0  матрицанинг ранги 2 га тенг. Маълумки,\л2 ь 2 ц /
икки текисликнинг кесишмасн турри чизикдан иборат, уни Пх П П 2 = 
= и деб олайлик. П, нинг тенгламасини А га (А=й=0), П 2 нинг тенг- 
ламГ'Сини ц га (ц Ф  0) купайтириб, кушсак,

X (Ахх 4- В ху 4- Cxz 4- D x) 4- u (А2х 4- ^ 2// 4- С2г 4- = 0
ёК1[
(X Ах4-j.i А 2) л -Ь (А, 5 х4-ц Я>) У 4- (Я С’1 4-ц С2) 2 4-A D 1 4-1u D2 = 0. (22)
Бунда а , у , г нинг коэффпциентларидан камида биттаси нолдан 
фар^лидир, акс холда А Лх — и Л2 = 0, А 4- ji В 2 = 0, А Сх 4-
4- (.1 С2 = 0 булса, бу лар дан

.41:.42 = B 1: B 2 = C1:C2 = - ( l i :A) (23)

булиб, /И матрицанинг ранги 2 дан кичик булар эди, бу эса фараз- 
га зиддир. Демак, (22) чизикли тенглама бирор ГГ текисликни аник;- 
лайди. Шуниси ди^катга сазоворки, и тугри чизикнинг хар бир ну^- 
тасининг координаталари берилган системани ь^аноатлантиргани учун 
у координаталар (22) ни хам каноатлантирадн. X ва ц га хар хил 
кийматлар бериш билан (22) тенглама оркали аникланадиган ва и 
тугри чпзикни уз ичига олувчи текисликлар ^осил булади. Бундай 
текисликлар туплами и укли текисликлар дастаси ва (22) эса дас- 
т а  тенгламаси дейилади. Равшанки, фазода и га тегишли булмаган 
ну^та берилса, бу нуктадан и у к. л и дастага тегишли битта текислик 
утади.

Бирор Г1 текисликка параллел булган фазодаги барча текислик
лар туплами хам текисликлар дастаси дейилади. Бундай дастанинг 
берилиши учун шу дастага тегишли тайин битта текисликнинг бери
лиши кифоядир. Хакикатан хам, Г1: Ах 4- By  + Cz + D — 0 шундай 
дастага тегишли тайин бир текислик булса, у холда Ах 4- By  4~ 
--Сг ■ X - ; 0 тенглама шу дастанинг тенгламаси булади. А, га тур- 
ли кийматлар бериш билан П га параллел текисликлар топилади. 
Хусусий холда А — D булганда П текисликнинг узи, хосил булади.

Фазодаги ихтиёрий нуктадан дастага тегишли факат битта текис
лик утади.

Энди текисликлар боглами тушунчасига тухталамиз.
Т а ъ р и ф. Фазодаги тайин /Й0 нуктадан утган барча текисликлар 

туплами текисликлар боглами деб аталади. /VI0 нукта б иглам нинг 
маркази деб аталади.

Марказининг берилиши билан боглам тула аницланади. Марказ 
М 0 (а'0, у0, г0) берилган булса, боглам тенгламасини тузайлик. 
П : Ах -j- By  -j- Cz 4- D =  0 текисликни /VI0 нукдадан утказсак,

15- §. Текисликлар дасгаси ва борлами
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Ах0 + By о + Cz0 + D = 0 булади, бу айниятни Ах + В у + Cz +
D — О тенгламадан хадлаб айирсак,

Л (х — х0) ~  В  (у — у0) + С (2 — 20) = 0. (24)
Бу тенглама М 0 нуктадан утган текисликни ифодалайди, Л, В), 

С га цар хил цийматлар (албатта учаласи бир вактда ноль булмаган) 
бераверсак, богламга тегишли текисликлар хосил килинади. Шунинг 
учун (24) ни маркази М 0 нуктадаги боглам тенгламаси деб айтиш 
мумкин.

Боглам марказидан утмайдиган i хтиёрий тугри чизик оркали шу 
богламга тегишли фа цат битта текислик утади. Богламни битта нуц- 
тада кесишган учта текислик хам аниклаб бера олади, чунки бундай 
хрлда боглам маркази маълум (берилган учта текисликнинг кесиш
ган нуцтаси).

Таъриф. Фазодаги тайич и тугри чизицка параллел булган бар
ча текисликлар туплами текисликларнинг марказсиз боглами, тугри 
чизик эса боглам йуналтирувчиси дейилади.

Марказсиз богламни йуналтирувчи тугри чизиц тула аницлайди. 
Масалан, и берилса, унга айцаш булган тугри чизиц орцали шу бог
ламга тегишли факат битта текислик утади. Бу богламнинг асосий 
хоссаларидан бири шуки, и га параллел булмаган Щ ) бир тугри 
чизиц орцали богламга тегишли флутг битта текислик утади (чунки 
и билан бу тугри чизик узаро айкаш тугри чизиклар булиб, улар
нинг бири оркали иккинчисига параллел фа цат битта текислик утади).
и тугри чизицнинг йуналтирувчи и вектори цам марказсиз текис
ликлар богламини тула аниклайди.

1-мисэл. 4х — г/ + 3 2 — 1=0,  х +  Ьу  — 2 + 2 = 0 текислик
лар аниклаган марказли даста берилган, бу дастанинг (1, 1, 1) нук
тадан утувчи текислигини топинг.

Ечиш. Даста тенгламасини ёзамиз:

^(4 х — у + 3 г — 1) + (х + 5у — z + 2) = 0.
Шартга кура

X (4 — 1+3-1 — 1) + и (1+5-1— 1+2)  = 0 ёки X 

Булардан:

---- ц (4 х — у + 3 2 — 1) + и (л- + 5 у — 2 + 2) = 0;
5

— 7 (4 л' — г / тЗ г  — 1) + 5 (л* + 5 у — z + 2) = 0

— 23% + 32 г/ — 262 + 17 = 0.
2- ми со л. х + 4 у — 2 2 + 5 = 0 текислик билан аницланадиган 

марказсиз даста берилган. Шу дастага тегишли ва (2, — 1, 3) нуцта- 
дан утувчи текисликни топинг.

Ечиш. Дастанинг тенгламасини ёзамиз: Ах + By  + Cz + /. = 0.

(25)

7— u.
5
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Текисликларнинг параллеллик шартига асосан бу тенгламани цуйи- 
дагича ёзиш мумкин: х + 4 у — 2г + А, = 0. Бу текислик (2, — 1, 
3) ну^тадан утади: 2 + 4 • (— 1) — 2-3 + Я = 0 ^ Я  = 8. Изланган 
текислик: х + 4// — 2 z + 8 = 0.

3-м и со л. Текисликларнинг марказли боглами битта ну^тада 
кесишадиган

л- + у — z + 2 = О,
4 .г— 3 у -г z — 1 = 0,

2 х Л- у — 5 = 0

текисликлар ёрдамида берилган. Шу богламга тегишли ,\амда хОг 
текисликка параллел текислпкни топинг.

Ечиш. Боглам маркази берилган учта текисликнинг кесишган 
ну^таси булади: (1, 3, 6).

Энди (1, 3, 6) нуцтадан утиб, у = 0 текисликка параллел текис
лик тенгламасини Ах + By + С г + D = 0 куринишда излаймиз. Бу 
текислик у = 0 текисликка параллел булгани учун А = С — О, В  — 
■— 1 булиб, у + D = 0; бу текислик шартга кура (1, 3, 6) ну̂ та- 
дан утади, яъни 3 + D = 0, D = — 3. Изланган текислик: у —
— 3 = 0.

16-§. Фазодаги т$три чизиц

1. Фазодаги тугри чизи  ̂
узининг нуктаси ва шу чизик;-
ка параллел бирор иф О  век
тор билан ту л а аншуланади 

г- (178- чизма).
\  (О, е2, е3) реперда М 0

\

\_____________ г (.v0, г/0, г0), и (/, т ,  п) бул-
+ е, син. Тугри чизикнинг ихтиё

рий М {х, у, г) ну т̂асини 
А  олайлик:

/<?, ____+ + ____+
/  М 0/Й I! 2=>М0М  = iu {t£R ).

(26)
'  _____* - V ___ >

ОМп = гп, ОМ = г десак 
178- чизма _____ , . ___ * ____

>̂ амда М 0М — ОМ — ОМ0 ни
^исобга олсак, (26) ни цуйидагича ёзиш мумкин:

г = r0 +  t и. (27)
(27) тенглама тугри чизикнинг векторли тенгламаси деб атала

ди, t га а̂р хил кийматлар бериш билан тугри чизиь^а тегишли 
нуктанинг радиус- вектори топилади.



М 0М (х  — х0, г/ — г/0, г 
X —  Х0 =а t-l,
У — У0 = t-m, ёки 
г — гп = 1-п

— г0) ва (26) дан
х = Xq -f-1 • /,
у = г/о +
2 = 2n + t -п.

(28)

Бу (28) тенгламалар системаси тугри чизицнинг параметрик тенгла
малари деб юритилади. М 0 — берилган нукта, и эса и нинг йунал
тирувчи вектори деб аталади.

Агар l-m-п Ф  0 булса, у ^олда (28)=  ̂t — —- х° , t = у-~  Уо ,
I т

t = -— — , булардан 
п

х л'о _у у о __£ (29)
I т  п

Бу тенгламалар тугри чизикнинг каноник тенгламалари деб ата
лади.

2. Тугри чизикнинг икки нуцтаси унинг фазодаги вазиятини тула 
аницлайди: фараз этайлик, М х(хх, ух, zx), М 2 (х2, у2, г2) нукталардан 
и т\три чизиц vтеин (М 1ф М 2). Олдинги банддаги М 0 нуцта урни-
га М х ва и — М ХМ 2 олинса, (29) га асосан: 

л —хг у — ух

(31)
С2 шарт бажа-

-— -  . (30)
Х2 ~  Х 1 У-z- У\ Z'2 Z1

Берилган икки нуцтадан утган тугри чизицнинг тенгламалари (30) 
дир.

3. Фазодаги цар бир тугри чизицни икки текисликнинг кесишиш 
чизиги деб цараш мумкин. Шунга мувофиц.

Г1Х: Лхх -f В ху + Cxz -J- D x = 0,
Г12: А 2х  -)- В 2у C2z L)2 — 0

тенгламалар системаси U X% U 2=̂  АХ:В Х:СХФ  Л2: В 2 
рил ганда тугри чизицни аниклайди (179-чизма).

Тугри чизицнинг юцорида курилган (27) — (30) тенгламаларининг 
биридан нрлганларига утиш мумкин. Лекин у (31) куринишдаги тенг
ламалари билан берилса, каноник 
куринишга бевосита утиш мум
кин эканлиги очикдан- очик раг- 
шан эмас. Биз хозир шу масала- 
га тухталамиз. Каноник тенгла- 
маларни ёзиш учун тугри чи
зикнинг битта нуктаси ва йунал
тирувчи векторини билиш керак.
(31) уч номаълумли икки тенгла
ма. демак, узгарувчилардан бири
га, масалан, z га 2 = 20 циймат 
бериб ва хосил килинган икки 
номаълумли иккита тенгламани 179-чизма
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ечиб, х = а 0, у= у0 кийматларни топамиз (бунда биз =7̂0 дебАх As 
В 1 Ва

фараз цилдик). Натижада (х0, у0, z0) нукта (31) турри чизиида те
гишли булади, у холда (31) ни ^уйидагича ёзиб олсак булади.

(х *0) + В х (у — у0) + Cv(z 20) = 0,
А2 (х а0) -f- В 2 [у - у0) ~h Со (z z0) = 0.

Бу системадан цуйидагиларни топамиз:

а — ^  

Булардан

х0 =  1  ̂ У  —  У  о

X —  А'о у — У п Z —  г п

H i fill
1 В.г c j | с2 а 2\ U , s 2|

(32)

Агар (31) тенгламаларни декарт реперида ь̂ арасак, /2Х (.4Х, В х, С})
вектор П] текисликнинг п2(А2, В 2, С2) вектор П2 текисликнинг нор
мал вектори булади. (32) тенгламалар даги махражларда турган ифо- 
далар n it П2 текисликлар нормал векторларининг вектор купайтма
сининг мос координаталаридан иборат, яъни и = [пг, п.2\.

1-м и со л. М 0(1, 0, — 4) ну^тадан утадиган ва и (1, — 3, 2) 
векторга параллел турри чизикнинг параметрик ва каноник тенглама
ларини ёзиб, унинг учта нуктасини топинг.

Ечиш. Бу ерди х0 = 1, у0 = 0, 20 = — 4 ва / = 1, т  = — 3, 
п = 2; тегишли тенгламалар куйидаги куринишни олади:

х = \ +  /, 1 _  У _  12 _1
у = — 3 1, 1 — 3 2 '
2 = — 4 т  2 /;

Энди шу турри чизикнинг М 0 дан ташкари яна икки нуктасини 
топиш учун t га иккита киймат берамиз:

t — 1 => а  = 2, у = — 3, z = — 2, М] (2, — 3, — 2), 
t = — 1=>.х = 0, у = 3, z = — 6, М 2(0, 3, — 6).

2- мисо л.
2 а  — у -г 2 — 4 = 0,\ 
а  + у + 5 2 — 2 = 0 J

турри чизикнинг каноник тенгламаларини ёзинг.
Е чи ш .  Бу тугри чизикнинг бирор нуктасини топамиз, 2=0 деб 

фараз цилиш билан хосил килинган
12 х — у — 4 = 0,
[х -h У — 2 = 0

системадан х = 2, у = 0=> М 0(2, 0, 0).
Энди йуналтирувчи векторнинг координаталарини топамиз. Бу 

ерда
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А х = 2, В х = — 1, Сг =  1, А2 = 1, В 2= 1 , С2 = 5 
1 1/ = — 6, т  =1 5

Бу кийматларни (32) га ^уямиз:
х — 2 __ у __ z

3

1 2: = — 9 п = \2 - 1 5 1! ’ 1 1 =  3.

6
еки

17-§. Икки тугри чизикнинг узаро вазияти. Икки тугри чизик 
орасидаги бурчак. Тугри чизи^лар боглами

Фазода uv и2 тугри чизик лар бирор аффин реперда ушбу пара- 
метрик тенгламалари билан берилган булсин:

X' = А'] + lxt, х — х2 +  /2Л
“ i 'У = Ух + Щ и2:У = У2 + 

z = zx -\~ tixt, Z — Z2 ~f~ ^2 »̂

бу ерда (/1т т ,, лгг), м2(/2, т 2, п2).
Фазода икки тугри чизи^ узаро параллел, кесишувчи ва айь̂ аш 

булиши мумкин. Шу ^олатларни айрим-айрим курайлик.
1. и, |! н2=>. г/j у г/2 о  — =  —  = —  . (33)

/ 2 /гг2 п2
2. г4!П«2# 0 ,  яъни и,, и.2 тугри чизик, лар кесишсин. Бу холда 

бу икки тугри чиз1Щ бир текисликка тегишли булиб, иг, и2, М ХМ 2 
векторлар компланар, яъни (ихи2 М ХМ^) =  О ёки

/х т л плх
/2 т 2

\Х 2 Х Х У  2 Ух—  U л Z,

(34)

(34) тенглик их, и2 тутри чизикларнинг бир текисликка тегишлилик 
шартидир.

Агар (34) шарт бажарилиб, (33) бажарилмаса, uv и2 лар битта 
нуктада кесишади.

3. ил ва и.2 кесишмаса ^амда параллел булмаса, улар айкаш, де
мак, айцаш икки тугри чизик, учун

1х
L

т ,
ГП: п.

А о А | У 2— У1 Z2~~ZX

0. (35)

и j, и 2 тугри чизикларнинг декарт реперида к,арасак, метрик харак- 
терли баъзи масалаларни хал к,илиш мумкин.

4. Ф а з о д а г и  и к к и  т у г р и  чизик, орасидаги  бурчак .  
Икки тугри чизиц орасидаги бурчак деб, бу тугри чизикларнинг 
йуналтируЕчи векторлари орасидаги бурчакка айтилади.

Параметрик тенгламалари билан берилган их, и2 тугри чизшутр
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учун их (1Х, т х, пх), и2 (/2. т п п2) бу тугри чизицларнинг йуналтиру- 
чи гекторларидир, демак,

/1 /2 “4~ 2 —(- П.-±Г12<ZOb(uly и2) (36)К/? + + nj • К  l\ 4- + «2 ’
Бурчакнинг косинуси маълум булса, бу бурчакни топиш осондир.

(и1? и2) = —булса, u x-Lu2 булиб, (36) /х/2 + mxm2 + nxti2 = 0. (37)

Бу шарт икки тугри чизикнинг перпендикулярлик шартидир.
5. Фазодаги айцаш икки их, и2 тугри чизикнинг умумий перпен- 

дикулярини топиш масаласини царайлик. Икки айцаш тугри чизик 
битта умумий перпендикулярга эгадир.

их, и2 тугри чизицларнинг тенгламалари параметрик куринишда 
берилган булсин, у цолда уларнинг умумий перпендикулярининг
йуналтррувчи вектори и = [их и2] вектордан иборат, и вектор ва их
тугри чизик; билан аницланадиган текисликни П] билан, и вектор ва 
и2 тугри чизиц билс'н аникланадиган текисликни Г12 билан белгила
сак, бу текисликларнинг кесишмасидан хосил киличган тугри чизи  ̂
изланган тугри чизицдир.

Аниц мисолда бу тенгламалар содда куринишда булади. Ш у
нинг учун биз бу ерда куриниши анча мураккаб тенгламани келтир- 
маймиз.

1-м и сол. Куйидаги тугри чизицларнинг узаро вазиятини аник- 
ланг:

х = 1 + 2 t, 
Mi -У =  7 + t 

z — 3 + 4 t

x = 6 + 31, 
iw .y = — 1 — 2 t, 

z = — 2 + t.

Ечиш. ux тугри чизицда: M x( 1, 7, 3), ux (2, 1, 4); u2 тугри
чизицда; M 2(6, — 1, 
рамиз:

__ ^ 2
(ихи2 М ХМ 2) = 3 — 

5 -

2), и2(3, — 2, 1). Энди (34) шартни текши-

4 !

51
20 — 96 + 5 + 40 + 16 + 15 = 0,

демак, бу тугри чизицлар бир текисликка тегишли.
2-мисол. Ушбу икки тугри чизиц орасидаги бурчакни топинг 

(декарт реперида).
1 = 0, „ . х=0,и о 1 = 0.

Ечиш. Бу тугри чизицларнинг йуналтирувчи векторларини топа-
миз:

В х Сх
В , с,

Сх А х
С0 А ,

Ах В х
А о В

1 0
0 2

0 0 
0 2
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0 1
1 о

( 0 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 0 )

демак, и2 = — /.

(36) га асосан cos ср = cos (ы15 г/2) = О
л- —  23- м и с о л. ил : ---

- ф = 90° =
г/ +  1 2 — 1 х +  4"--- = --- ; и.у: — 1—1 1 2

I. w2 (0, —1,0),

- и2.
2 г+2

айкаш тугри чизиклар умумии перпендикулярининг тенгламасини ту
зинг.

Е чиш .  (4, 1, — 1), «2 (2, — 2, — 3) векторларнинг вектор
купайтмаси а = [и у и2 ] изланган тугри чизикнинг йуналтирувчи 
вектори булади:

и 1
__2

— 1
— 3 ’

— 1 4 И 4 11 -►
! > и (— 5, 10, — 10). 

- 3  2 I 2 — 2 '
-V-

иг, и, Иг (2, —  1,1 ) орк,али аникланувчи текислик тенгламаси (2)
га асосан

.V — 2 г/ | - 1 z — 1 
4 1 — 1 

— 5 10 — 10
0.

эса

= 0 ёки у г

и2, и, М 2(— 4, 2, — 2) билан аникланувчи текислик тенгламаси

0 ёки 10х + 7у + 2г + 30 -- 0.
Л'+ 4 г/ — 2 г + 2 

2 — 2 — 3 
— 5 10 — 10 

Демак, изланган тугри чизик тенгламаси: 
j у 2 = 0.
I 10.x: -р 7у +  2z +  30 = 0.

Энди тугри чизиклар боглами хакида фикр юритамиз.
Таъриф.  Фазодаги тайин /V/ 0 нукта дан утган барча тугри чи

зиклар туплами М 0 марказли турри чизиклар борлами деб аталади. 
М 0 (а'0< у 0 г 0) марказли боглам ушбу

.V = А'о + It, у = у0 + mt, z = z0 +  nt
параметрик тенгламалар билан ифодаланади, бу ерда /, т , п бог
лам даги хар бир тугри чизик; учун тайин кийматларга зга.

Фазода М 0 нук,тадан фаркли бирор М  нукта берилса, шу М  
нуктадан богламга тегишли фа^ат битта тугри чизик утади.

Таъриф. Агар фазода тайин и тугри чизик, берилган булса, 
унга параллел барча тугри чизиклар туплами параллел турри чи
зиклар боглами деб аталади.
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Декарт реперида и турри чизик> параметрик тенгламалари билан, 
П текислик умумий тенгламаси билан берилган булсин:

х ■= х0 + //
У — Уо + mU (38) и (/, т ,  п),
z — z0 + nt, _

П :Ах +  Ву  +  Cz +  D = 0 (39) 7Г(Л, Я, С).
Аввало, тугри чизи  ̂ билан текисликнинг кесишиш ну^тасши 

топиш масаласига тухталайлик: бунинг учун берилган тенгламалар- 
ни система деб а̂раш керак. (38) ва (39) дан

АхQ -j- Ву0 ~b Cz0 -j- D -f-1 (Al -f- В т  -j- Cn) — 0. (40)
Al + В т  + Cn Ф  0 шартда

Ax„ -j- By0 -t Cz0 -f D

18-§. Фазода турри чизи^ билан текисликнинг узаро вазияти

(4])
Al -j- В т  -f Cn

булади. t нинг бу цийматини (38) га к̂ уйсак, изланган ну^та топи- 
лади. Лекин

А1 + В т  + Сп — 0 (41')
—у- —

шарт бажарилса, яъни и _L п булса, и тугри чизи  ̂ П га параллел
булади. Аксинча, и \ 1 П=> и _1_ п и ■ п = 0.

Демак, и • п — А1 + В т  + Сп = 0 шарт тугри чизиц билан те
кисликнинг параллеллигини билдиради.

-  — / т  п (42)и Г1: и п _ т  _ п
~А ~  В  ~С'

бу (42) шарт тугри чизикнинг текисликка перпендикулярлигини бил
диради.

и £ П булган ^ол учун тугри чизи  ̂ билан текислик узаро ва- 
зиятининг хусусий ^олидир. Бу ва т̂да (417) шарт бажарилиб,

ундан ташкари М 0 £ П булиши 
лозим, яъни
Ах0 -f- Ву0 -f Cz0 + D =  0. (43)

Демак, « с П о  (4Г), (43). 
Энди тугри чизик билан те

кислик орасидаги бурчакни то
пиш формуласини берамиз.

Таъриф. Тугри чизик би
лан текислик орасидаги бурчак 
деб, тугри чизиц билан унинг 
шу текисликдаги ортогонал про- 
екцияси орасидаги бурчакка ай- 
тилади (180-чизма). Биз 0<ф ^

71< — деб фараз к>иламиз.
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180-чизмадан куринадики, ф н и н г  урнига (п, и ) бурчакни ца- 
бул килиш мумкин. Бу бурчак ^— ф га ёки +  ф га тенг. Де

мак, cos ( j  —  ф j =  sm q , cos +  ф j =  —  sin ф, шунинг учун

I / ■ | АI +  В т  +  С л I ,sin ф = cos ( /г, и ) = ■ — }= = = = = ..  (44)
* ' V У  А  +  В* +  С2 • У  I* +  т>  +  1 '

1-мисол. Ушбу
а: = 1 +  21, 
у =  3/,
г = — 2 -И

тугри чизиц билан 2х — у + z + 1 = 0  текисликнинг кесишиш нуц- 
тасини топинг.

Е чи ш .  Тугри чизии, тенгламаларидаги х, у. z нинг цийматлари- 
ни текислик тенгламасига куямиз;

2(1 -f 2/) — 3/ + (— 2 + /) + 1 = 0 ёки —

У холда а: = 1 4- 2 ( ---=  0, у — — —, z — — 2 ----- - = — —;
\ 2 / ~ 2 2 2

изланган нукта 0̂, — -̂ , — y j .
п л: -г- .3 г/ —  2 2 4  1 ^  ^2-ми со л. —-— = тугри чизиц билан 4х + 2у +

+ 2z — 5 = 0 текислик орасидаги бурчакни топинг.
Е ч и ш .  и (1, — 2, 2), п (4, 2, 2),

|4-1 4  (— 2) • 2 +  2 ■ 2| 4sin ц =
} Г- +  2- +  2 - • ] I 3 +  (—  2)2+  2 ' |  24  ■ ! 9

)/'б . Уб= -- =>- ф ■■= arc sin _ _ .
У 9

3-мисол. Р  (7, 9, 7) нуцтадан = у- ~  = тугри чизиц-
кача булган масофани топинг.

Ечиш.  Нуцтадан турри чизикдача булган масофани топиш учун 
биз формула берганимиз йуц, бундай масала цуйидагича осон цал 
цилина ди:

а) берилган нуцтадан утиб, берилган турри чизицца перпендику
ляр текислик тенгламаси тузилади;

б) шу текислик билан берилган тугри чизикнинг кесишган нуц- 
таси топилади;

в) бу топилган нуцта билан берилган нуцта орасидаги масофа 
топилади.

Шу йусинда масалани ечишга киришамиз.



а) Р  (7, 9, 7) нуктадан утиб, п ~ и (4, 3, 2) векторга перпенди
куляр текисликнинг тенгламасини тузамиз: 4 (х — 7) + 3 (у — 9) + 
+  2 (г — 7) = 0 ёки

4х + Зу + 2г — 69 = 0, (*)
б) берилган тугри чизик; тенгламасини параметрик куринишда 

ёзамиз: х = 2 +  4/, у = 1 + 3/, г = 2/ ва буларни (*) тенгламага 
к;уямиз:

4(2 + 40 + 3(1 +30 + 2-2/ — 69 . = [0,
29/ — 58 = О, 

t = 2.
х =  2 + 4-2= 10, j
у =  1 + 3-2 = 7, (10, 7, 4) нук,та тугри чизик, билан текис-
2 = 2- 2 = 4 J
ликнинг кесишган ну^тасидир.
р (Р, Q) =  1/(10 — 7)г + (7 — 9)2 + (4 — 7р = V  9 + 4 + 9 = 22.



III  Б О Б . ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ СИРТЛАР ВА УЛАРНИ КАНОНИК 
ТЕНГЛАМАЛАРИ БУЙИЧА УРГАН ИШ

19- §. Иккинчи тартибли сиртларнинг тугри чизи^ ва текислик 
билан кесиашши

Биз I бобда сирт тенгламаси ха^идаги тушунча билан танишган 
эдик.

Таъриф. Бирор аффин реперда иккинчи тартибли алгебраик 
тенглама билан аникланадиган нукталар туплами иккинчи тар тиб 
ли сирт деб аталади:

5 : ахух2 -J- а22у" “I- «зз̂ ~ ^«12ХУ ~г- 2aX3xz -f~ 2a23yz “I- 2aXAx ~f“
~h 2a2iy + 2a3lz + an = 0, (1)

бунда
a \\ “Ь a22 a33 a<2\2 а Ъ а2?,Ф a ij ~  a ji' i  ~   ̂ 3) 4.

(2)

Аввало, бу сиртнинг бирор и тугри чизик* билан кесишиши масала- 
сини куриб чи^айлик. Фараз ^илайлик, и тугри чизи  ̂ S сирт к,ара- 
лаётган аффин реперда куйидаги параметрик тенгламалар билан бе
рилган булсин:

X = Xq + t t,
и ■ У = Уо +  (3)

2 =  Z0 +  nt
S  билан и нинг кесишмасини топиш учун уларнинг тенгламаларини 
биргаликда ечиш керак. Шунинг учун (3) даги х, у, z нинг к>ий- 
матларини (1) га цуямиз:

ап (х0 + It)2 + а,2 (у0 + mtf + а33 (z0 + nt)2 + 2а12 (х0 + It) (Уо +
-j- mt) -{- 2а,з (x0 -f- It) (z0 -- nt) -j- 2a23 (y0 mt) (z0 -1- nt) -f-
+  2a14 {xQ + It) +  2a,! {y0 +  mt) + 2an (z0 + nt) + a44 = 0.

К,авсларни очиб, ухшаш хадларни ихчамласак, t га нисбатан уш
бу квадрат тенглама ^осил булади:

P t2 + 2 Qt + R = 0, (4)
бунда:

р = ап 12 +  а22пг~ +  а33п2 f  2а121т + 2а23тп  +  2al3til,
Q = / (anxQ + а12у0 + a13z0 + au) + т  {a2lx0 + а22у0 +

+  « 2 3 г 0 ~ Ь  « 2 4 )  +  П  ( « 3 1 * 0  +  °3 2 У о  « 3 3 2 0 « 3 i)>  ( 5 )

R  = a j j Aq -I- «22 ̂ 0 з̂з 2о 2«[2 *0 У о 2«i3 xq 4~ 2a23 Уд Zq -f- 
+ 2 апх0 + 2аиу0 + 2 a3iz0 + «44.

(5) дан куриниб турибдики, Р  коэффициент и тугри чизикнинг
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(*0, Уо, г0) нуктасига борлик; булмасдан, и нинг фак;ат йуналтирувчи 
векторигагина богликдир.

Таъриф. Йуналтирувчи векторлари Р  = О шартни к,аноатланти- 
радиган барча турри чизиклар берилган сиртга нисбатан асимпто
тик  йуналишга эга булган тугри чизиклар дейилади, йуналтирув
чи векторларни эса асимптотик йуналишли векторлар дейилади.

Агар и турри чизик, S сиртга нисбатан асимптотик йуналишга 
эга булмаса (яъни Р  ф  О булса), у холда (4) квадрат тенглама ик- 
кита tx, t2 илдизга эга булади, бунда tx, t2 иккит? турли хакик,ий 
сон булса, турри чизик; сирт билан иккита умумий нук,тага эгадир.

tx, t2 цушма комплекс сонлар булса, у холда турри чизиц сирт 
билан иккита мав^ум умумий нук;тага эга, tx = t2 да турри чизик, 
сирт билан устма- уст тушадиган иккита умумий нук,тага эга булиб, 
бу вак,тда турри чизик, сиртга уринади дейилади.

Агар и турри чизик, 5 сиртга нисбатан асимптотик йуналишга 
эга б>лса (яъни Р  — 0 булса), у холда (4) дан

2Qt +  R  = 0 (6)
булиб, бу ерда турли холлар юз бериши мумкин.

Rа) 0 .Ф  0, (6) =► t = ---- булиб, и турри чизик; <S сирт билан
2 Q

битта нуктада кесишади.
б) Q = О, лекин R Ф  0 булса, (6) тенглама маънога эга эмас, 

бу хол S сирт билан и турри чизикнинг кесишмаслигини билдиради.
с) Q = О, R  = 0 булса, (6) тенглама t нинг а̂р ь;андай кийма- 

тида уринли, бу эса и турри чизикнинг хамма ну ̂ талари 5 га те
гишли, яъни турри чизик; 5 сиртнинг таркибида эканлигини билди
ради (бундай турри чизик, 5 сиртнинг ясовчиси деб аталади). Энди 
Р Ф  0 булиб, tx = t2 ^олга к;айтайлик, бу холда и турри чизик, 5 
сиртга уринма деб аталган эди. Бу вак,тда и турри чизикнинг (х0, 
у0, 20) ну^таси сифатида шу уриниш нуктасини олсак, бу нук,та S  
га хам тегишли булгани учун (5) дан R  = 0. У холда (4) дан

Pt2 + 2 Qt = 0 ёки t (Pt + 2 Q) = 0.
20Бу тенгламанинг битта илдизи tx = 0, иккинчиси эса t2 = ---- дир.

Равшанки, tx — /а = 0 булиши учун Q = 0 булиши зарур ва 
етарлидир, яъни

~Ь а 1 2 У о  “Ь <*13Z0 “Ь   ̂ “Ь ( а 21*0 "Г а 22 У о  +  a 23Z 0 +  a 2 l)  m ..J T  
+ (а31х0 + a32i/0 -f a33z0 + a34) n = 0. (7)

Бу тенглик и турри чизик, 5 сиртга нисбатан асимптотик йуна
лишга эга булмаганда унинг S сиртга (х0, у0, zQ) нуктада уриниши
учун йуналтирувчи и вектор координаталарини к,аноатлантириши 
керак булган шартдир. Равшанки, (7) ни цаноатлантирувчи /, т ,  п 
лар чексиз купдир (чунки уч номаълумли битта тенгламадир), демак 
М 0 нуктада сиртга уринувчи чексиз куп турри чизиклар мавжуд. 
Бу уринмалардаи бирига тегишли ихтиёрий М  (х, у, z) ну^тани ол-
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сак, М 0 М (х— х0, у — у0, г — 20) вектор шу уринманинг йуналти
рувчи вектори булади, у холда унинг координаталари (7) шартни ка- 
ноатлантириши керак:

(«п*о +  а12г/0 +  « 1320 + аы) (х х0) +  (а21х0 +  « 22У0 ~г
+  «23^0 +  « 2  l) ( У  У о )  +  (« 3 1 * 0  +  « :12*/о +  «33^0 +

+ а,4) (2 — 20) = 0. (8)
Шундай цилиб, сиртнинг М0 нуктасига утказилган хар бир уринма 
тугри чизикдаги ихтиёрий нуцтанинг координаталари (8) ни каноат- 
лантириши керак. (8) тенглама х, у, г га нисбатан чизикли тенгла
ма булгани учун у М 0 нуцтадан утувчи бирор текисликни аниклай
ди, худди шу текислик 5 сиртнинг М 0 нуктасига утказилган урин
ма текислиги деб аталади. Демак, иккинчи тартибли сиртнинг би
рор нуктасига утказилган барчэ уринма тугри чизиклар туплами бир 
текисликка тегишли булиб, бу текислик сиртнинг шу нуцтасига ут
казилган уринма текисликдан иборат. Шундай цилиб, (8) тенглама 
иккинчи тартибли сиртнинг М 0 (х0, у0, 20) нуцтасига утказилган 
уринма текислик тенгламасидир.

Агар (8) даги (х — хп), {у — у0), (2 — г0) нинг коэффициентлари 
бир вацтда нолга тенг, яъни

«11*0 “Ь «12̂ 0 ~Ь «1320 + «14 =
«21*0 «22̂ 0 + «23̂ 0 + «24 ~
«31*0 ~Ь «321/0 “Ь «33̂ 0 ~\~ «34 = 0 (9)

булса, уринма текислик ноаницдир.
Бу (9) шартларни каноатлантирувчи (х0, у0, г0) нуцта сиртнинг 

махсус нуктаси деб аталади. Демак, сиртнинг махсус нуцтасида 
унинг уринма текислиги аниклаимаган булади.

Энди иккинчи тартибли сирт билан текисликнинг кесишиш маса- 
ласига утайлик.

5 иккинчи тартибли сирт ва П текислик берилган булсин. Аф
фин реперни шундай танлаб оламизки, ГГ = х О у булсин, у холда 
шу реперда П текислик

2 = 0 (10)
тенглама билан аницланади. S сиртнинг тенгламаси эса шу реперда 
умумий холда, яъни ( 1) куринишда булсин. ( 1) ва ( 10) тенгламалар- 
ни биргаликда ечсак,

апх2 -f- 2aV2xy + а22у2 +  2аих +  2а2Ху 4- аи = 0. (11)
5 сиртга ва П текисликка тегишли булган барча нуцталар (11) 

тенгламани цаноатлантиради.
К,уйидаги доллар юз бериши мумкин. 1) а2п 4- «?2 +  «22^ 0 , бу 

вацтда умуман олганда ( 1 1 ) тенглама 2 = 0 текисликда иккинчи 
тартибли чизикни аницлайди.

2) а1Х = а12 = а22 = 0, бу ерда: а) аи ёки а24 дан камида бит- 
таси нолдан фарцли булса, ( 1 1 ) тенглама 2аых 4- 2а24г/ +  аи = 0
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куринишда булиб, z — 0 текисликда турри чизи^ни аницлайди, де
мак, бу ^олда 5 сирт билан П текислик турри чизи  ̂ буйича кеси
шади;

б) аи  = «24 = «14 = О =>. (1) тенглама 2 (2ахз х + 2а23 у + а33 г + 
+ 2а34) = 0 куринишда булиб, у г = 0, 2а13А + 2а.гзу + a33z + a3i= 
= О текисликларга ажралиб кетадн (равшанки, бу ва т̂да берилган 
П текислик шу сирт таркибида булади);

с) аи =  «2) = а и Ф   ̂=> (И ) тенгламадан аи = О келиб чи- 
ь̂ иб, зидлик руй беради, бу эса S сирт билан II текислик бирорта 
а̂м умумий нуцтага эга эмаслигини билдиради.

Шундай килнб, икинчи т-артибли сиртнинг текислик билан кеси-
ми:

а) иккинчи тартибли чизикдан:
б) битта тутри чизикдан;
с) текисликдан (бу вацтда сирт иккита текисликка ажралиб, бе

рилган текислик шу текисликлардан бири булади);
д) буш тупламдан (яъни сирт билан тсислик битта а̂м умумий 

нуцтага эга булмайди) иборат экан.
1 О Г А  гг X - 10 У - 51 - м и с о л. х- — ху — zy — 02 = 0 сирт билан ———  = —— - -

= турри чизикнинг кесишган ну^таларини топинг.
Ечиш. Берилган турри чизик тенгламасини параметрик кури

нишда ёзамиз: х = 10 + 7/, у = 5 + 3/, z — — t, буларни берилган 
сирт тенгламасига ^уйсак, (10 + 7i f  — (10 + It) (5 + 3/) — t (5 + 
+ 3t) + 5/ = 0. Бу тенгламани соддалаштирсак,

t- + 3/ + 2 = О,
бу квадрат тенгламанинг илдизлари: /, = •— 1, t2 = — 2. Бу кнй- 
матларни турри чизикнинг параметрик тенгламалар!щаги / нинг ур- 
нига ^уйсак,

tx = — 1 да л- = 10 + 7 (— 1) = 3, у = 5 + 3(— 1) = 2,
2 =  — ( _  I) =  1 ;

/2 = — 2 да а = 10 + 7 (— 2) = — 4, у = 5 + 3(— 2) = — 1,
2 — ( 2) =  2.

Демак, изланган нукталар: (3, 2, 1) ва (— 4, — 1, 2).
2-ми со л. х2 — у2 — 2а + 2 — 3 = 0 сиртнинг (1, 1, 5) нуцта- 

сидаги уринма текислик тенгламасини ёзинг.
Ечиш: Бу ер да: аи  = 1, а22 = — 1, а33 = 0, а12 = 0, а13 = О,

«23  —  « 1 4  —  1 * « 0 4  — ■ 0 , « 3 4  «14  —  3 ,

*о = 1» Уо = 1 *  ̂■
Буларни (8) га к̂ уйсак,

— (У — 1) + (г — 5) = 0 ёки 2t/ — 2 + 3=0,



бу изланган уринма текислик тенгламасидир.
3- м и с о л. х2 + 3у2 — 4xz — 2yz + z — 6 = 0 сиртнинг z — 0 те

кислик билан кесимини топинг.
Ечиш: z — 0 ни берилган сирт тенгламасига куйсак,

х~ 4- 3у- 6 = а0.
Буни соддарок; холга келтирамиз:

-  4-^ = 1,
6 ’ 2

демак, кесимда ярим учлари ]^6 ва У  2 булган эллипс хосил ци- 
линади.

20- §. Сферик сирт

I бобда сирт тенгламаси тушунчасичи берганпмизда сфера таъри- 
фини бериб, унинг куйидаги каноник тенгламасини декарт реперида 
келтириб чикарган эдик:

(х — a)2 +  {у - b )2 +  {z — с)2 = R 2, (12)
бунда (а, Ь, с) — сфера маркази, R  — сфера радиуси.

(12) ни куйидагича ёзамиз:
х2 4- У2 + z2 — 2ах — 2by — 2cz 4- cr 4- b2 4- с2 — R 2 = 0. (12')

Бундан: 1) сферанинг иккинчи тартибли сирт эканлигини курамиз,
2) (12') да ху, xz, yz купайтмалар катнашган хадлар йуцлигини,

3) х2, у2, z2 олдидаги коэффициентларнинг 1 га тенглигини куриб 
турибмиз.

Энди (1) да а12 = а13 = а =- 0 ва а1Х — а22 = а33 деб фараз 
^илинса,

аих2 + апУ~ 4* a\\Z~ 4- 2а14х + 2a2iy 4- 2a3Az -j- a.u = 0 (13)
тенглама сферани ифода и̂ ладим и деган саволга жавоб излайлик. 
аи Ф  0 га булиб юбориб,

2 ^ 1 4  ___  Д  2 6 ?3 j ___  q  ^ 4  4 ___

°11 С,11 а11 а11 
белгилашларни киритсак,

х2 4- у2 -г z2 4- Ах + By f  Cz 4- D = 0. (14)
Бу тенгламани куйидагича ёзиш мумкин:

•2 I / 1 - 1  ( А \2 /Л  Y -1 -  г/2 j _  R i ,  _L  I —  \2 —  (Л  Г  J -  4-



^уйидаги холларни цараб чицайлик:
а) А2 + В'2 + С2 — 4 D > 0; бу холда 

А № , f , в \а , / , с  \ 2

с +  y ) 2 +  [у  +  ^  )2 +  (z +  j ) 2 =  J  ('4'2 +  В г + С -  — A D). (15)

•v + 7 j  + + (г + т ]  = ( j l ' » * + f l *  + c « - 4 D
/ Л  А С бу тенглама эса маркази ( — у ,  — — , — -| нуцтада ва радиуси

/? = у  l^/T2 -f В 2 -- С'2 — 4 D га тенг сфера тенгламасидир.
б) /Г2 -f В 2 + С2 — 4 D = 0, бу холда (15) тенглама

^  + t ) 4 | ,i/ + ^ )2 + U  + ^ )2 = o2 ' Г  2 / 2 /

куринишда булиб, уни цаноатлантирувчи фа цат битта ^— у ,  — у ,  

с  \— — нуцта мавжуддир.
с) А2 -j- В 2 — С2 — 4D< 0 .  Бундан куринадики, фазода (15) ни 

цаноатлантирувчи битта хам нукта мавжуд эмас. Умумийликни буз- 
маслик учун бу вацгда (15) тенглама мавхум сферами аниклайди 
деймиз.

Демак, (14) тенглама фа цат г и на .42 4- В 2 + С2 — 4 D > 0  шарт да 
сферани аниклайди.

1 - м и с о л. 2х2 + 2у2 4- 2z2 — 2х 4- 4у 4- 2г — 5 = 0 сферанинг 
маркази ва радиусини топинг.

Е ч и ш .  Тенгламадан:

х2 + у- 4- г2 — х -г 2у + z — — = 0,
2

л*2 — * + 7  — 7 + у- -Г 2у -Г 1 — 1 4- г- + г+ у  — у  — |  = 0,
4 4 4 4 2

4 Г - Ь ' г / ^ 1 )2 + ( г - т Г - 4  = о-

Демак, сферанинг маркази [ у ,  — 1, — у |  нуцтада, радиуси эса 2 
га тенг.

2-мисол.  (х — 2)2 4- у2 -f z2 = 4 сферанинг М  (3, \/Г2, 1) нуц- 
тасида унга утказилган уринма текислик тенгламасини ёзинг.

Е ч и ш .  (8) тенгламага й(/(/, / = 1, 2, 3, 4) нинг цийматларини 
цуйиб, уринма текислик тенгламасини ёзиш цам мумкин эди, лекин 
биз бу ерда бошцача йул тутамиз. Бу ерда, сфера маркази 0 (2, 0,
0) нуцтада, радиуси эса 2 га тенг. Сферанинг М  нуцтада утказил
ган уринма текислиги сфера радиусига перпендикулярлиги сабабли
МО' вектор уринма текисликнинг нормал вектори булади. Аммо



МО' (— 1, — 12, — 1) демак. изланган текислик тенгламаси (II 
боб, 13- §):

— 1 (х — 3) — у 2 (у — К2 ) _  1 (2 — 1) = О
ёки

х + J 2у -\- z 6 = 0.

21-§. Иккинчи тартибли цилиндрик сиртлар

Бирор П текисликда L  иккинчи тартибли чизрц хам да шу текис- 
ликка параллел булмаган и тугри чизш\ берилган булсин.

Таъриф. и тугри чизир^а параллел хамда L  чизиц билан ке- 
сишувчи фазодаги барча турри чизиклар туплами иккинчи тартиб 
ли цилиндрик сирт деб аталади.

Таърифда цатнашаётган L чизии, шу цилиндрик сиртнинг йунал- 
тирувчиси, тугри чизиклар эса унинг ясовчилари дейилади.

Таърифдан фойдаланиб, аффин реперда 5 цилиндрик сирт тенг- 
ламасини келтириб чикарайлик. Соддалик учун, йуналтирувчи чизик- 
ни хОу текисликда оламиз:

L :F {x ,  у) = 0. (16)

и турри чизикнинг йуналтирувчи вектори и (/, т ,  п) (181-чиз
ма).

Ихтиёрий М  (.х, у , г) G 5 ну^тани оламиз. Шу М  ну^тадан ут- 
ган ясовчининг хО у  текислик билан кесишган ну^таси N {хх, у х, 0)
булсин. У холда M N  (х, — х, у х— у , — z) ва M N  ;| и, яъни Л IN — 
= X и. Бундан: хх — х = XI, у х — у = Хт, — z = Хп (п Ф  0, чунки 
и % х О у ) .  — z = Хп дан X ни топиб, олдинги икки тенгликка куя- 
миз:

- X --- 2, ух
п = У

т
— Z.
п
(17)

= о,Аммо N £ L=> F  (хА, 
демак,

F ( x  — - 2, y - - z \  = 0. (18)' п tl 1
Шундай р̂ илиб, (18) тенг

лама цилиндрик сиртнинг тенг- 
ламасидир.

Демак, йуналтирувчиси F  (х, 
у) = 0 куринишдаги тенглама 
билан берилган, ясовчилари 
эса (/, т ,  п) векторга парал
лел цилиндрик сирт тенглама- 181-чизма
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сини ^осил килиш учун (16) даги л', у урнига мос равишда а -- - z,
п

у — —г ифодаларни куйиш керак экан. и || Oz дан иборат хусу- п
сий холда и У (0, 0, п ) ва (18) тенглама ушбу куринишни
олади:

F (x , y )  = 0. (19)
Ажойиб хулосага келдик: ясовчилари Oz yi^a параллел цилинд

рик сирт тенгламаси йуналтирувчи тенгламасининг узгинасидир.
X̂  tfiМасалан, а  О у текисликда эллипс----г  — = 1 тенгламаси билан
а' ft-

берилган булса, бу тенглама фазода ясовчилари Oz укда параллел 
цилиндрик сиртдан иборат.

Иккинчи тартибли цилиндрик сирт Ш = (0, ех, е.,, е3) аффин ре
перда берилган булсин: равшанки, бу тенглама иккинчи даражали- 
дир, сиртнинг ясовчиларига параллел булмаган П текислик билан 
кесимин I текширайлик.

Янги Ш’ = (O', е[, ev е3) афс}:ин реперни шундай танлаб оламиз-
ки, О нукта билан е\, е\ базис векторлар П да жойлашсин, е'3 эса 
и га параллел булсин. У холда Ш дан Ш! га утишда тенгламанинг 
даражаси саклангани учун 5 сирт ЗУ да хам иккинчи тартибли ци
линдрик сиртни анг.клайди, лекин бу тенгламада учинчи узгарувчи
z' катнашмайди (О' г' !1 и булгани учун).

Унинг ЗУ репердаги тенгламасини умумий холда ^уйидагича 
ёзиш мумкин:

Q||A',“ 2я,9а у -j- a.-,r,y'~ ~Ь Qa^x -f- l̂a^y ~Ь «33 ”  0. (20)
Демак, S билан П нинг кесишмасидан хосил булган геометрик об
раз умумий холда (20) тенглама билан ани^ланади. Бу (20) тенгла
ма эса П тек исли к даги иккинчи тартибли чизикнинг умумий тенгла- 
масидир, шу иккинчи тартибли чизикнинг турига а̂раб иккинчи тар
тибли цилиндрни синфларга ажратиш мумкин. Бундан ташкари, (20) 
билан аникланадиган чизицни 5 нинг йуналтирувчиси сифатида ца- 
бул ^илсак хам булади. Демак, иккинчи тартибли цнлиндрнинг йу- 
налтирувчнлари: эллипс, гипербола, парабола, иккита кесишувчи тур
ри чизшу иккита узаро параллел (устма-уст тушмаган) тугри чизшу 
лардан иборат булиши мумкин. Йуналтирувчилари шу чизшугардан 
иборат иккинчи тартибли цилиндрик сиртлар мос равишда эллиптик 
цилиндр, гиперболик цилиндр, параболик цилиндр, иккита кеси
шувчи текислик, иккита узаро параллел текислик (устма-уст туш
маган) деб юритилади (охирги иккитаси баъзан айниган цилиндр 
деб хам юритилади). Бу цилнндрларнипг тенгламасини декарт репе
рида (каноник холга келтириб) ёзамиз:

Эллиптик цилиндр — - f— = 1  (182-а чизма).
а~ Ь-
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182- чизма

Гиперболик цилиндр ----— = — 1 (182-б чизма).
а2 b2

Параболик цилиндр г/2 -2рх (182-с чизма).
Икки кесищувчи текислик — О (182-(3 чизма).

£

Икки параллел текислик х2 — а2 — 0 {а фО) (182-е чизма).
М исол. Йуналтирувчиси (хО у ) текисликда х1 2ху — Зу2 —

— л: ■■= 0 тенглама билан аникланувчи, ясовчилари (1, 0, 1) вектор
га параллел цилиндрик сирт тенгламасини ёзинг.

Ечиш. Берилганларга асосан: F  (х, у) = х2 4- 2ху — 3у2 — х=0,
и =(1, 0, 1), / = 1, т  = 0, п =  1. У холда бу сирт тенгламаси:

F  (х — г, у) = (х — г)2 + 2 (х — z) у — Зг/2 — (х — z) = 0.
Энди иккинчи тартибли сирг

5 :апх2 а22у2 + a33z2 + 2 а12ху + 2 апхг + 2 а23уг + 2а14% + 
+ 2й24У ~Ь 2a3_iZ 4' «м — О (1)
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умумии тенглама бил ан бершиан б^лса, кап дай шарт бажарилганда
бу тенглама ясовчилари и (/, т ,  п) векторга параллел иккинчи тар- 
тибда цилиндрик сиртни аниклаш масаласига тухталайлик.

12-§ да иккинчи тартибли сирт билан тугри чизикнинг кесишиш 
масаласини тулик куриб чиккан эдик, бу масаланинг хал килиниши 
Pt1 4- 2 Qt -f R  = 0 квадрат тенгламага бсглик булиб, уни биз му- 
фассал текширган эдик.

(1) сиртнинг ясовчилари и (/, т , п) векторга параллел булсин. 
М (л'1т у г, Zj) фазодаги ихтиёрий нукта булсин, М  нуктадан утиб
и га параллел тугри чнзи^ ё (1) сирт таркибида булади, ёки у би
лан битта хам умумий нукта га эга булмайди. У  холда 19-§ даги
б) ёки с) холга асосан Q = 0 ёки

a'i (ап 1 + а12т  +  а13п) -г уу (,а.п 1 + а22т  + ^2з/2Н- 
4- (а311 + а32т  + а33п) + (ап 1 + а ^ т  +  ахзп) = О

булади. М  нукта хар кандай булганда хам шу шарт доимо бажари- 
лиши учун

°i\ l + а12т  + а13п = 0, аг11 -f а32т  + а33п = О, 
a2ll -j- а22т  + а23п = 0, ап 1 + а±2т  +  а43п = О

булиши лозим. Аксинча /, т , п лар (21) ни каноатлантирсин, у
^олда и (/, т , п) векторга параллел булган тугри чизик (1) нинг 
ясовчиси эканлигини исботлаймиз.

Хаки^атан хам, (1) сиртнинг ихтиёрий М (х1; уъ zx) нуктасини
олайлик, у нуктада и га параллел килиб утказилган и' тугри чи
зик (6) нинг ясовчиси эканини курсатайлик, и' нинг параметрик 
тенгламалари куйидагича булсин:

х = хг -г] It, у — Ух -f tnt, z ----- z-х -f п!.

Бу кийматларини (1) га куйсак хамда (21) ни ва '5) ни эъти- 
борга олсак, Р  — Q = 0 булади. М ну^та (6) га тегишли булгани 
учун (9) дан R — 0 эканлиги келиб чи^ади, демак, 19-§ даги с) 
холга асосан и тугри чизик (1) нинг ясовчиси экан.

Куйидаги мухим хулосага келдик: (1) тенглама билан аникла
нувчи сирт ясовчилари и (/, т ,  п) векторга параллел булган ци
линдрик сирт булиши учун (21) шартларнинг барчаси бажарилиши 
зарур ва етарли экан.

М и с о л. л:2 +  у2 -г 2z2 2ху - 4z = 0 тенглама билан анчклан- 
ган сиртнинг цилиндрик сирт эканлигини исботланг.

Е ч и ш .  (6) билан солиштирсак: aLl = 1, а22 = 1, а33 = 2, а12 —
— 1* a3i — 2, а13 = а23 = = а21 = аи  ~  0. (21) системани туза- 
миз:
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m, I — 1 десак, т =  — 1,
/ + т  = О,
I 4- т  = О, =>/1 = 0, I =■

п =■ О,
2/г = О,

демак, и (1, — 1, 0) вектор берилган сирт ясовчилари учун йунал
тирувчи вектор булар экан.

22- §. Иккинчи тартибли конус сиртлар. Конус кесимлари
Бирор П текисликда L иккинчи тартибли чизик ва бу текисликка 

тегишли булмаган М 0 нукта берилган булсин.
Таър и ф .  Фазодаги М 0 нуктадан утиб, L ни кесиб утувчи 

барча тугри чизи^лар туплами иккинчи тартибли конус сирт (ёки 
конус) деб аталади. М 0 конус учи, L чизик эса конус йуналтирув- 
чиси, конусни хосил килувчн тугри чизи^лар унинг ясовчилари деб 
аталади.

Конус ясовчилари маркази 
конус учида булган тугри чи- 
зиклар борламига тегишлидир.

Энди конус тенгламасини кел- 
тириб чикарайлик. Аффин репер- 
ни шундай танлаб оламизки, ко
нуснинг йуналтирувчиси ётган 
текислик П = хОу текисликдан 
иборат булиб, М 0 (д'о, У01 2о) нук
та эса фазонинг хОу да ётмаган 
ихтиёрий нуктаси булсин (183- 
чизма).

L : F (x ,  у) = 0. (22)
Конуснинг ихтиёрий М  (а , у, 

z) ну^тасини олайлик, у холда 
М 0 М  туррр ЧИЗИК; конуснинг
ясовчиси булиб, L  билан (яъни хОу текислик билан) кесишган нуц- 
таси (л'р у у, 0) булсин. УИ0, М, Му нукталар бир турри чизщ-

да ётгани учун М 0М Х || М 0М ёки М 0М х= Х М 0М=>

183- чизма

еки
-  Хо = X {х — а0) , у у — у0 = X {у — у0), 0 — г0 = X (z — zQ) 

А'! = а'о + X (а  — А0), у у = у0 г  Я (у — I/o). Zo +  X (z — z0) = 0.
^унгги тенгликдан к ни топиб, аввалги икки тенгликка цуямиз:

хп , у — УпA i — ло " t ' Z0, у у — 1/ц —
г0 — г

Му £ L=> F  (Aj, у у) = 0
Zn —

z0.

еки

(23)
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Равшанки, конусга тегишли барча нуцталарнинг координаталари 
(24) ни цаноатлантиради, конусга тегишли булмаган цеч цандай нук
танинг координаталари (24) ни цаноатлантирмайди, демак, (24) ифод-а 
конус тенгламасидир.

Конуснинг учи координаталар бошидан иборат булган холни тек- 
ширайлик. Бунинг учун аввало алгебрадан функциянинг бир жинс- 
лилиги тушунчасини эслайлик: агар исталган t учун F(xt, yt, zt) — 
= tkF  ( а , у, z) шарт бажарилса, F  (x, у, г) функция k- даражали бир 
жинсли функция деб аталар эди, масалан, F  (х, у, z) х2— у2 -j- z2 
функция иккинчи даражали бир жинсли функциядир:

F  (tx, ty, iz) = (/х)2 — (ty)2 + (/г)2 = f~ (а 2 — у2 + г2) =
= t2F  (а, у, г ). (25 )

F  (а , у, г) = О
бир жинсли тенглама булиб, бирор 5 сиртни аницласин хамда М х (а х, 
ух, 2j )^S  булсин, ОМх тугри чизицни утказамиз, унинг параметрик 
тенгламалари:

а  = /а ,, у = tyXy z = tzx. (26)
ОМх нинг нктисрий М  (а, у , z) нуцтасини олайлик, (26) га асосан 
M (txx, tyx, tzx).

Элдн М нуцтанинг координаталарини (25) га цуйиб, F  (х, у , г) 
нинг бир жинсли эканини эътиборга олайлик:

F  (tx, ty, tz) - = tk F  (a, y, z) = 0; демак, OMx cz 5.
Х у л  oca.  (25) куринишдаги бир жинсли тенглама учи коорди

наталар бошида булган конуснинг тенгламасидан иборат.
Агар
F  (а , у) = ах Хх2 4- 2а12ху + а2,/у- + 2а13А + 2а23г/ + а33 -  0

булса, конуснинг учи сифатида, соддалик учун, М 0(0, 0, 1) ни ол
сак, (24) тенглама цуйидаги куринишни олади:
апА2 + 2а12ху + а22у2 + 2 а13А (1 — z) 4- 2а.,3у (1 — z) 4-

4- а33(\ г)2 = 0. (27)
Энди (1) куринишдаги тенглама цайси шартлар да конусни аник- 

лаши мумкин деган саволга утайлик.
5 конуснинг учи М 0(х0, у0, z0) нуцтада дейлик. Ихтиёрий и (/, 

т ,  п) векторни олиб (бу вектор асимптотик йуналишга эга булма-
син), М  нуцтадан и га параллел и тугри чизиц утказайлик, унинг 
параметрик тенгламалари:

X  = хо Y  = У о т Z — z0 4- nt, (28)
(28) билан (1) нинг кесишиш нуцтасини изласак, (4) тенглама цосил 
булади. булса, (5)=>/? = 0. У цолда



(4) =► Pt2 + Qt = 0. (29)

Конуснинг таърифига асосан и тугри чизик; S га тулик; тегишли ёки 
фа̂ ат битта М  умумий ну^тага эга, бу деган суз (29) тенглама чек
сиз куп ечимга эга ёки фак>ат битта t = 0 га эгадир, (29) дан ку- 
риниб турибдики, бу шартлар бажарилнши учун Q = 0 булиши ке
рак, буни ёйиб ёзсак,

{а.пхо 4 а12у0 4  aX3zo 4  « 14) t 4  (а2i vo 4  « 22^/0 4~ «2зго 4  « 2 1) т  4

Бу шарт асимптотик йуналишга эга булмаган хар к;андай и вектор 
учун бажарилганлигидан:

Демак, (1) тенглама конусни ифодалаганда конус учининг координа
талари (31), (32) шартларни ^аноатлантириши керак.

Аксинча, (1) тенглама берилган булса хамда бирор М 0 нуцта 
учун (31), (32) шартлар бажарилса, берилган тенглама учи М 0 нук;- 
тадаги конусни ифодалайди. Х^ицзтан хам, М 0 нинг координатала
рини (1) га цуйиб хисобласак а̂мда (31), (32) ни эътиборга олсак, 
Л40 £ S эканига ишонч хосил киламиз.

Энди М 0 нуктадан ихтиёрий (28) тугри чизи^ни утказио, у билан
S нинг кесишган нуктаспни топишга харакат килсак, (4) тепгламада 
Q = R  = 0 булиб, Pt'1 --- 0. Бундан и тугри чизик 5 билан фа
кат битта М 0 нуктада кесишади ёки бу тугри чизик 5 га тулик, те
гишли деган хулоса чикади, демак, S  конусдир.

Хуллас, S сирт учи нуктада булган конусдан иборат булиш- 
лиги учун М 0 нинг координаталари (31), (32) шартларни каноатлан- 
тириши зарур ва етарли.

(31), (32) дан куйидаги матрицаларни тузамиз:

Маълумки, (31), (32) даги тенгламаларнинг биргаликда булиши 
учун бу матрицалар рангларининг тенг булиши етарли ва зарурдир.

Шунинг учун (1) тенглама конусни ифодалаши учун (33) матри
цалар рангларининг тенг булиши кифоя.

Агар (1) тенглама конусни ифодаласа, у холда (33) матрицалар 
рангларининг энг каттаси 3 га тенг, демак, конус учун

4  («31*0 4  <НгУо + «зз̂ о + «34) п = 0. (30)

«11*0 4  «12?/о ~Т «13̂ 0 1 «14 — 0.
«21*0 4 «22//0 4"" «23̂ 0 4“ «2‘1 — 0» (31)
«31*0 4“ «32У0 л- «33*0 4 «34 — 0,

M 0£*S ни хамда (31) ни эътиборга олсак,

(1) «41-V0 4  «42̂ 0 4- «43̂ 0 4~ «44 = 0* (32)

(33)
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1̂2
а22
&32

14

а о

41 а42

а2\
а:),
а44

а

(34)

шарт бажарилиши керак.
Энди декарт реперида берилган конуснинг баъзи текисликлар 

билан кесимини текширайлик. Бу реперда иккинчи тартибли конус
нинг энг содда тенгламаси

v-2 / / ‘2 у'2 /  v 2 / / 2  у2  v ‘2

- + 2---— = О
2 с2

еки х̂ 
а 2 

2 2

У—
ь2

+ -  = 0 с-
(35)

куринишда булади, хаки^атаи а̂м, бу тенглама иккинчи даражали 
бир жинсли тенглама булгани учун у ю^орида чи^арилган хулосага 
асосан учи координаталар бошида булган конусни ани^лайди. Шуни- 
си ди^катга сазоворки, (35) конусни танлаб олинган баъзи текислик
лар билан кессак, кесимда иккинчи тартибли чизикларнинг хамма 
турини .\осил ^илиш мумкин.

1. z = h (h >  0) текислик билан кессак, кесимда —-- j— —  =
hl
с2

еки hb —
с

1 эллипс хосил булади.

2. У h (h > 0) текислик билан кессак, кесимда
х 2 г2 /г2 .. х 2 , z 2----- = ---- еки------f- с2 ь2 /г

b
гипербола хосил булади.

3. — —
а

бунинг учун

— = h (h > 0) текислик билан кесимини текширзйлик,

= 0,X2 У2 Z’
и2 ' ь 2 с 2

X Z = h
а с

системани ечамиз. Биринчи тенгламани ^уйидагича ё зи б ,------ j х
\ у с 1

(  X  Z \ IJ~“ IJ*X ---1---Ы- — — 0 иккинчи тенгламани хисобга олсак, — =
\ а  с )  ь2 ь 1

/ х  Z \= — h -̂--J---j .  Энди бунга иккинчи тенгламадан z ни топиб куй-
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сак, у- = — b*h ^2— — hj тенглама хосил булиб, у параболани аник;-
лакди.

4. у = 0 текислик билан кессак, кесимда — — — = 0 тенгла-
а- с2

ма билан аникланувчи кесишувчи иккита тугри чизи^ хосил бу
лади.

5. _£----- — о текислик билан кессак, кесимда — = 0 ёки у2 —а с
— О тенглама билан аникланувчи устма- уст тушган иккита тугри 
чизи  ̂ хосил булади. Бу хулосалар иккинчи тартибли чизи^ларнинг 
конус кесимлари деб аталиши боисидир.

1-мисол. Декарт реперида йуналтирувчиси хОу текисликда. и 
л:2 — 2у-=  1 гиперболадан иборат, учи (— 1, 2, 1) ну^тадаги конус 
тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  F (х, у) = х2 — 2у2 — 1=0,  х0 = — 1, у0 = 2, г0 = 1.
,,,, х 4- 1 , х A- z .. и — 2 , 0 (14) га асосан х ни --- — 1 = ----  билан, у ни £---- 2 =

1 — z 1 — г 1 — г

= билан алмаштирсак,  ̂ '■ j — 2̂ -у— =  ̂бу-

либ, уни соддалаштирсак, конус тенгламаси ^осил ^илитади:

х2 — 2 у2 — 8г2 + 8 уг + 2хг + 2г — 1 = 0.
2- мисол. Аффин реперда берилган

х2 — 5z2 + 3 ху + 2 yz — 7х — 6 у — 2z -г 10 = 0

сиртнинг конус эканлигини исботланг ва учининг координаталарини 
топинг. 3

Ечи ш  . Бу ерда ап = 1, а22 = 0, а,, = — 5, а12 = у ,  а13 = 

= 0, а23 ~  1, аи = — у , а.и = — 3, a3i = — 1, а44 = 10. Бу ций-

матларни (31) ва (32) га цуямиз:
3 7 ^

*о + у  У о у  — 0»

~  х0 + г0 3 = 0,

у0 — 5z0 — 1 = 0, (*)

-- 7- *о — Зг/0 — 2о-г10 = 0, |
2 I

бу системадан (33) матрицаларни тузиб, рангларини ^исобласак, ик- 
каласииики а̂м 3 га тенг, демак, сирт конусдир, (*) тенгламалар



системаси биргаликда, шу системани ечсак, х0 = 2, у0 = 1, z0= 0 бу
либ, (2, 1, 0) нук̂ та конус учидир.

23- §. Айланма сиртлар

П текисликда бирор / чизи  ̂ ва и турри чизик, берилган булсин.
Таъриф. L  чизикнинг и турри чизи  ̂ атрофида айланишидан 

^осил булган Ф  фигура айланма сирт деб аталади (яъни L ни и 
атрофида 2 л бурчакка буришдан ^осил булган фигура). Бунда /.ай
ланма сиртнинг меридианы, и айланиш уци деб аталади.

Равшанки, L нинг хар бир ну^таси и атрофида айланишида би
рор айланани хрсил килиб, бу айлананинг маркази и турри чизикда 
булади.

Энди айланма сиртнинг тенгламасини келтириб чицариш билан 
шурулланайлик. Бу ишларни декарт реперида куриб, П ни бирор ко

ординаталар текислиги деб, и 
тугри чизи^ни эса координата 
у^ларидан бири (яъни П да ёт
ган икки координата увидан би
ри) деб оламиз.

Масалан, П = yOz ва и = Oz 
а̂мда

L : F { y t z) =  0 (36)
булсин. L  чизикнинг Oz у\̂  атро
фида айланишидан 184- чизмада- 
гидек Ф  сирт ^осил цилинган 
дейлик. М (х, у, г) шу сиртга 
тегишли ихтиёрий ну^та булсин. 
М. нуктадан Oz га перпендику
ляр текислик утказсак, кесимда

184-чизма маркази O x^O z  нуктада булган
бирор айлана хосил ^илинади, у 

айлана L чизи  ̂ билан М } (0, ух, z) нуктада кесишсин. У ^олда Ох 
нинг координаталари (0, 0, z). Кесим айланадан иборат булгани 
учун

р(0„ М) = р(0„ М,). (37) 
Бу масофаларни хисоблайлик

р(Ох, М) = у ( х  — О)2 + {у — О)2 + (z — z)2 =  ] / V  + у2,

р (Ох, М х) = У {0 — О)2 + (ух — О)2 -f (z — z)2 = y i f i  = \yx\,

буларни (37) га куйсак, \ух\ = ]/"х2 у2 ёки ух — ± У х 2 + у2. 
Энди М х £L=> F  (ух, г) =  О ёки

F  (± | А 2 + <г, г) = 0. (38)
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Демак, Ф  га тегишли хар бир нуцтанинг координаталари (38) ни ка- 
ноатлантиради. Лекин М  g Ф  булса, (37) шарт бажарилмайди, демак,
(38) а̂м уринли эмас. Шунинг учун (38) ни Ф нинг тенгламаси дея 
оламиз. Шу (38) тенгламага асосланиб, L нинг б о ш к^ а  координата 
учлари атрофида айланишидан хосил цилинган айланма сирт тенгла- 
масини осонгина ёзиш мумкин: масалан, L  нинг Оу ук атрофида 
айланишидан хосил этилган сирт тенгламаси:

F (y , ± j/~(x2 + z2) = 0.

L  чизик хОу да олинса, унинг тенгламасини F(x, у) = 0 куриниш
да олсак, L  нинг Ох у к атрофида айланишидан F(x, ± У  (у2-\-z2) — 0
сирт, Оу ук атрофида айланишидан эса F(± Y х2 + г2, у) = 0 сирт 
хосил булади.

Мисол тарикасида уОг текисликда жойлашган куйидаги чизик- 
ларнинг Oz у к атрофида айланишидан хосил килинган айланма сирт
ларнинг тенгламаларини ёзайлик: 1) -— f- — = 1 эллипс; 2) ----

Ь- с- ь-2̂
— — =1 гипербола; 3) у'2 — 2рг парабола.

с2

(33) га асосан: 1) эллипсни Oz ук атрофида айлантирсак:

сирт ^осил булиб, у айланма эллипсоид деб аталади;
2) гиперболани Oz у к атрофида айлантириш натижасида

(Ух> -+- у2)2 = j ёкн л:Ч- f  _  _£_= j
Ь2 С2 и- с2

сирт ^осил килиниб, у айланма гиперболоид деб аталади;
3) параболани Oz ук атрофида айлантирсак,

(± ] х~ + у'2)'2 = 2pz ёкн х2 4- у2 = 2 pz

сирт хосил килиниб, у айланма параболоид деб аталади.
Шуни таъкидлаймизки, цилиндрик ва конус сиртларнинг йунал- 

тирувчилари иккинчи тартибли чизик булса, шу сиртларнинг узлари 
хам иккинчи тартибли сирт булар эди, лекин иккинчи тартибли хар 
кандай чизикнинг бирор у к атрофида айланишидан доимо иккинчи 
тартибли айланма сирт хосил булавермайди. Масалан, юкрридаги 
у2 = 2pz параболани Oz атрофида айлантиришдан хосил килинган 
сирт тенгламаси /у2 = 2/?( + ]/ х2 + у2), ёкн р >  0 булган холда у2 =
= 2р | х2 + у2 ва р < 0 булган холда эса у 2 = — 2р у  х2 — у
бу эса иккинчи тартибли сирт эмас.

Юкорида биз сиртнинг таърифига асосланиб, унинг тенгламала
рини чикариш билан шугулландик, энди танлаб олинган реперда
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тенгламалари билан берилган иккинчи тартибли сиртнииг шаклини ва 
баъзи геометрик хоссаларини текшириш билан шурулланамиз.

24- §. Эллипсоид

Т а ъ р и ф . Танлаб олинган декарт реперида
хг у2 
а2 Ьг

-  = 1
с2

(39)

тенгламани каноатлантиРУвчи фазодаги барча нуцталар туплами 
эллипсоид дейилади.

(39) тенглама буйича эллипсоиднинг шаклини ва баъзи геомет
рик хоссаларини аниклайлик.

1. (39) тенглама иккинчи тартибли алгебраик тенглама булгани 
учун эллипсоид иккинчи тартибли сиртдир.

2. (39) тенгламанинг чап томонига назар ташласак, учта мусбат 
соннинг йириндиси 1 га тенгдир, демак,

(40)
еки

булардан:
— а < х < а, — b ^ y ^ b ,  — с < с. (41)

Эллипсоид чегараланган сирт булиб, кирралари 2а, 2b 2с хамда сим
метрия маркази координаталар бошидаги турри бурчакли параллеле
пипед ичига жойлашган фигурадир (185- чизма).

3. (40) ва (39) дан куринаднки, кушилувчилардан биттаси 1 га
тенг булса, долган иккитаси ноль
булиши керак: — = 1, — =

а2 Ь-
= 0, — = 0 , бундан х = ± а,

с2
у = 0, г = 0 ва эллипсоид Ох 
ни А1{а, 0, 0), Ао(— а, 0, 0) 
нуцталарда кесиб утади.

Худди шунга ухшаш, бу эл
липсоид Оу ни В х (0, Ь, 0), В 2(0,
— Ь, 0) ну^та лар да, Oz ни эса 
С1(0, 0, с), С2 (0, 0, — с) нук- 
таларда кесиб утади. Бу А г, Аг, 
Bj, В 2, Cv С2 нукталар эллипс
оиднинг учлари деб аталади.

4. Энди эллипсоиднинг коор
дината текисликлари билан ке- 
симини текширайлик:

а) хОу текислик билан кесиш-
185-чизма маси:
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хОу даги эллипсдир.
б) xOz текислик билан кесишмаси:

X2 , у2 , 22 
“ Г ~г ~  Г ~~~ ' >а- b1 с2

у = 0 
хОг да: и эллипсдир.

с) г/02 текислик билан кесишмаси:
j_ ! l  = 1 ] 

tf2 ' 6’ ‘ С2 ’ I t

2 = 0 ]

ojа:
/̂02 даги яна эллипсдир.

Х ул  оса. (39) эллипсоиднинг координата текисликлари билан 
кесишмаси эллипслардан иборат.

5. Энди эллипсоиднинг координата текисликларига параллел те
кисликлари билан кесимини текширайлик.

хОу текисликка параллел булган z = h [h£R ) текислик билан 
кесимини курайлик:

X̂   ̂ \
----Ь ---- Ь '—  =  1 х2 и- h2а2 ft2 с2 U  -  + У-  = 1 — —; <*)а2  ̂62 с2 ’ 1 '

z = hJ
бу ерда уч хол булиши мумкин.

h2а) — с < h с  с^- 1--- > 0 булиб,

К 1- ”\ с
махраждаги мусбат сонларнн а '2, Ъ’2 деб белгиласак, — -f — = 1,

a"1 b /;l
бу эса маркази (0, 0, h) нуцтада ва узи z = h текисликда ётган 
эллипсдир.

X е’б) h = с ёки h — — с булса, (*) ---Ь — = 0 булиб, бу шарт-
аг Ь1

ни факатгина х =  0, у — 0 а̂ноатлантиради, демак, z = с текислик 
бу холда сирт билан (0, 0, с) ну т̂ада кесишади.

с) h > с ёки h < — с=> 1 — h < 0 булиб, (*) нинг унг томони
да манфий сон хосил булади, чап томони эса доимо мусбат, демак, 
z = h текислик эллипсоид билан бу долда кесишмайди.

Худди шунга ухшаш, х = h ёки у = h текисликлар билан (39) 
сиртнинг кесимини аницлашни уцувчига давола ^иламиз.



186- чизма

6 . Эллипсоидга теплили (jt1( 
Уп гх) нуцта билан бир ва т̂да 
(— xlt — ylf — г,) иу^та ^ам 
унга тегишли: бундан куринади- 
ки, эллипсоид координаталар бо- 
шига нисбатан симметрик жой- 
лашган (координата текисликла- 
рига нисбатан ^ам симметрик 
жойлашганлигини курсатинг).

Бу маълумотлар эллипсоид
нинг (186-чизма) тузилишидан 
дарак беради.

Хусусий а — b ф с  о̂лда
х~ У1 _  j

айланма эллипсоид хосил булади.
а = Ь = с да х'2 + У~ + г"2 = а-

булиб, маркази координаталар бошидаги ва радиуси а га тенг сферани 
аникланади.

а ф Ь ф  с шартда эллипсоид уч укли дейилади.
Мисол.  Декарт реперида учлари координата у^ларида жойлаш-

х2ган хамда М (2, 0, 1) нуктадан утиб, хОу текислик билан -— \-

и~- = 1 эллипс буйича кесишувчи эллипсоид тенгламасини тузинг. 
Е ч и ш . Изланган тенглама

1х“ , у- , г-
а- Ь2 с'2

куринишда булиб, а, Ь, с ни топиш кифоя, (**) ни г — 0 текислик

рилган ir
билан кессак, кесгмда — -4- - = 1 эллипс хосил булади, уни бе-

а1 ' Ь1
= 1 эллипс билан солиштирсак, 

а- = 8, Ь'2 = 1.

М  (2, 0, 1) е (**); 4- + "г т  = 1 ^  7Г + Т  = 1 ^  с°‘ = 2’а2 Ь- сг 8 сt

изланган тенглама: z = 1.

25- §. Гиперболоидлар

Гиперболоидлар икки хил булади. Бирор П текисликда гипербо- 
лани олиб, уни мавхум уци атрофида айлантирсак, ^осил цилинган 
сирт бир паллали айланма гиперболоид деб аталади, лекин шу ги- 
перболани ^авдий ук атрофида айлантирсак, хосил цилинган сирт
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икки паллали айланма гиперболоид деб аталади. Бу сиртлар nintp- 
болоидларнинг хусусий холидир, биз к̂ уйнда шу сиртлар билан ай- 
рим-айрим танишамиз.

I. Декарт ре пери да
HL
ь°- 1 (42)

тенгламани каноатлантирувчи фазодаги барча нукдалар тхплами 
бир паллали гиперболоид деб аталади.

Бир паллали гиперболоиднинг шаклини ва баъзи геометрик хос- 
саларини аниклайлик.

1. Эллипсоид сингари бир паллали гиперболоид дам иккинчи 
тартибли сиртдир.

2. М х{хл, yv 2j) билан бир ва^тда М 'х(± хг, ± ух, ± 2Г) хам 
гиперболоидга тегишли, демак, бир паллали гиперболоид нукталари 
координаталар бошига, координата текисликларига нисбатан симмет
рик жойлашган.

а) Ох ук> (у = 0, 2 = 0) билан кесимини текширайлик:
У1
ь-

у = 0, 
2= 0

= 1 => х = ± а=> Лг(а, 0, 0), Лг (— аУ 0, 0);

б) Шунинг сингари Оу у к (х = 0, 2 = 0) билан В г (0, Ь, 0), 
В 2 (0, — Ь, 0) нукталарда кесишади, чунки:

-  = К 2

х = 0, 
2 = 0

= 1 =*, у = ± Ъ => в х (0, Ь, 0), В2(0, — Ь, 0);

в) Oz у к; билан (х = 0, у = 0) кесишмайди, ха^ицатан,

х~
о2 = 1,

х = 0, 
у = 0

Да^и^ий со̂ ада бу тенгликнинг булиши мумкин эмас.
Шунинг учун Oz ук бир паллали гиперболоиднинг мав%ум уки 

деб аталади. Юкорида досил цилинган Av А2, В х, В 2 ну^талар бир 
паллали гиперболоиднинг учлари дейилади.

3. Энди координата текисликлари билан кесимини текширайлик.

а) хОу: ~ ь-
0

х~ I f  
~  +  =  а- ~  Ь2

кесим — эллипс.
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кесим — гипербола,

в) yOz: ^

у = О

у 2 Z1

с-х = 0J 
кесим — гипербола.

4. хОу текисликка параллел г = h текислик билан кесимни ани̂ -
лаилик:

и1 Z1
4 -  ----------—  =  1
' Ь* с* 4 .^ 1  =  j , *а

z =- h Ь3 са

еки
.V1

h2 \ /14- —- j

бу тенглама 2 = h текисликда эллипсни аницлайди, \h\ сон катта- 
лашган сари эллипснинг ярим учлари я,ам катталашиб, фа^ат h = О 
учун эллипс энг кичик уцли булади.

5. xOz текисликка параллел у = h текислик билан кесимини тек- 
ширайлик:

х2 , и2 г* _  j

* ___ i l  = j __ (**)
а2 с2 Ь2 У

а1 Ь- с

У =  h

Бу ер да куйидаги доллар юз бериши мумкин:

а\ h = b булса, (*) =>- ---- — = Оаа са
ёки

“  — — + — ) = 0а с ) \ а с j

булиб, кесим иккита кесишувчи тугри чизи^дан иборат.
б) — b < h < b  булса, 1 — ^-> О булиб, (*) куйидаги кури-ь2

нишни олади:



b2

бу эса у = h текисликда мав- 
^ум уки Oz га параллел ги- 
перболани аниклайди.

с) \h\ > b булса, 1
< 0 булиб, (*) тенглама 
йидаги куринишни олади:
х 2 z 2 I К1

а1 с2 \Ь2

----1 > 0), бундан
ь1

ку-

1 (бунда

-  +
—  1

'  hr -1 I
Ь2 j

бу тенглама у = h текислик
да гипербола тенгламаси бу
либ, мавхум уки Ох укда па- 
раллелдир.

Худди шу доллар гипербо- 
лоидни х — h текислик билан 
кесганда а̂м содир булади 
(буни узингиз текшириб ку- 
ринг).

Шу маълумотларга асосан, 
бир паллали гиперболоиднинг 
шакли намоён булади (187- 
чизма).

а — b да (42) тенглама
—(— Ip*-- —------ - = 1 га келтирилади, бу эса бир паллали айланма

гиперболоидни аниклайди:

Х‘

а-
еки

HL
ь2 1с-

(43)

(44)

тенгламалар а̂м бир паллали гиперболоид булиб, улар мавхум ук;- 
лари билангина фарк килади ((43) учун мавхум ук Оу, (44) учун 
мавхум ук Ох дир).

II. Фазонинг
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тенгламани ^аноатлантпрувчи барча нукталари туплами икки палла
ли гиперболоид деб аталади.

(45) тенглама буйича бу сиртнинг шаклини ва баъзи геометрик 
хоссаларини аниклайлик.

Юкоридаги бир паллали гиперболоид тенгламасини текширишдаги 
баъзи холларни бу ерда муфассал курмаймиз, чунки улар бевосита 
такрорланади:

1) икки паллали гиперболоид иккинчи тартибли сиртдир;
2) икки паллали гиперболоид координаталар бошига ва коорди

ната текисликларига нисбатан симметрик жойлашган;
3) факатгина Ох у к билан А х(а, 0, 0), Л2{— а , 0, 0) ну т̂алар- 

да кесишиб, бошка координата учлари билан кесишмайди, демак, yOz 
текислик билан хам кесишмайди, демак, Оу, Oz мавхум уцлзр хисоб- 
ланади. Бундан куриниб турибдики, икки паллали гиперболоид икки 
ь̂ исмдан иборат булиб, улар yOz текисликка нисбатан симметрик 
жойлашгандир.

4) (45) нинг yOz текисликка параллел х = h текислик билан ке- 
симини текширайлик:

f l  ___£1
а~ Ь’- с2

.V = h
еки

и- ~2 h1

Ь2 с2 а 2

\h] > а =►h 1 > 0; (*) тенглама [/- = 1а

куринишни олиб, х = h текисликда эллипсни аниклайди.

L

h — а да кесим фа а̂т бит
та Ах(а, 0, 0) ёки А2(— а,
0, 0) нуцтадан иборат.

и Бошца координата текис- 
ликлари ва бу текисликларга 
параллел текисликлар билан 
кесимлари хам гиперболадан 
иборат.

Икки паллали гиперболо- 
иднинг шакли 188- чизмада 
курсатилган. Ь = с шартда (45)

*•- и -t- z- , тенглама---------= 1 кури-
а1 Ь'1

х - г2нншни олади ва у ------= 1
" ci2 с'2188- чизма



гиперболанинг [у =  0 текисликда) Ох ук атрофида айланиши- 
дан хосил килинади, у айланма икки паллали гиперболоиддир. (45)
тенглама — -----— Ь — = 1 ёки — -— \- ---- — = 1 куриниш-

аJ b~ с- а2 Ь- с'2
ли булса, булар хам икки паллали гиперболоид булиб, биринчиси учун 
Ох, Оу уклар, иккинчиси учун Ox, Oz у^лар мавхум уклар булади.

Ми сол. Декарт реперида М 1(0, 0, 3) ва М 2(0, 0 — 3) ну̂ - 
талар берилган. Фазодаги шундай нук̂ талар тупламини топингки, 
уларнинг хар биридан М х, М 2 нукталаргача булган масофалар айир- 
масининг абсолют к̂ иймати 4 га тенг булсин.

Е ч и ш .  Фараз к̂ илайлик, М (х, у , z) нук/га суралган хоссага 
эга булган нукта булсин, яъни | р (М х, М) —  р {М 2, М) j = 4, маса- 
ла шартини координаталарда ёзамиз:

I j - V + (г-3)- -  ] А 3 + У- +  (2 + З2) I = 4

ёки
У  X2 + у2 + {z — З)2 — Y X2 + У2 + (г + З)2 = ± 4,

бундан
х2 4- у2 + г2 — 6г +  9 = хг 4- у2 + г2 +  6г + 9 ±

± S V  х2 + у2 + (г + З)2 + 16
ёки

+ 8 j х2 4-fу2 + (г 4- З)2 = 16 + 12 г.

Яна бир марта квадратга кутариб соддалаштирсак,

бу тенглама икки паллали гиперболоидни аншушйди.

26- §. Параболоидлар

Энди иккинчи тартибли сиртларнинг яна бир синфи — параболо
идлар билан танишамиз. Бу сиртлар дам икки турдан иборат булиб, 
уларни айрим-айрим куриб чикамиз.

I. Декарт реперида

—  + = 2г, (р > 0, q > 0) (46)
р q

тенгламани каноатлантирувчи фазодаги барча нукталар туплами 
эллиптик параболоид деб аталади.

Бу параболоиднинг хам шаклини ва баъзи геометрик хоссаларини
(46) тенгламани текшириш йули билан ани^лаймиз.

1. Эллиптик параболоид хам иккинчи тартибли сирт, ундан таш- 
кари, бу сирт координаталар бошидан утади.

2. Координата учлари билан кесишган ну^таларини топайлик:
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а) Ox : — + — = 2z,
P я

у = О 
2= 0

р О, х = 0 =**■ (О, О, 0);

Y- /У 2б) Оу: —  + у— = 22,
р я

f  = 0, у = 0= (̂0, О, 0);
2 = О

с) О2: — + y— = 2z
Р Я

л [=> 22 = О, 2 = 0=>(0, О, 0).

Демак, эллиптик параболоид координата уклари билан фа^ат ко
ординаталар бошидагина кесишади.

3. Координата текисликлари ва уларга параллел текисликлар бн- 
лан кесимичи текширайлик:

а) хОу билан к е с и ш и ш  ч и з и р и :

бу тенглама xOz текисликда симметрия уки Oz дан иборат парабо
ла дир:

С) yOz билан кесишиш ч и з и р и :

бу ^ам симметрия уци Oz дан иборат yOz текисликдаги парабола- 
дир;

д) 2 =  h текислик билан кесишиш чизир и :

h = 0=*- 2  = 0; а) ^олига кайтдик. h < 0 булса, р ва q шартга 
асосан мусбат, шунинг учун, (*) тенглик уринли булмайди: h > О

б) xOz билан кесишиш ч и з и р и :
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да (*) г 1 бу-
p-2h q-2h

либ, бу тенглама z = h текис
лик даги эллипсни билдиради.

Бундан ташкари, х, у узга- 
рувчилар (4G) тенгламада жуфт 
даражада катнашганлиги учун 
эллиптик параболоид xOz, yOz 
текисликларга нисбатан симмет
рик жойлашади.

Бу текисликларнинг кесишма- 
сидан хосил булган Oz тугри чи
зик эллиптик параболоиднинг 
уки деб аталади.

Эллиптик параболоид 189- 
чизмада тасвирлаиган. р — q да 189- чизма
тенглама а 2 -+- у 2 =  2pz куриниш
да булиб, айланма параболоид булади. Учлари Ох ёки Оу дан ибо
рат эллиптик параболоиднинг тенгламалари мос равишда ушбу тенг- 
ламалар билан ифодаланади:

t  + ?L = 2а ёки + -  = 2у.
Р Я Р я

II. Декарт реперида

—-- —  = 2г(р > 0, <?]> 0)
Р Я

(47)

тенгламани каноатлантирувчи фазо нукталари туплами гиперболик 
параболоид деб аталади, тенгламаси буйича гиперболик параболоид
нинг шаклини ва баъзи геометрик хоссаларини аншулаш мумкин. 
Куйида биз баъзи хулосаларнигина берамиз, уларнинг уринли экан- 
лигини узингиз текшириб куринг.

1. Гиперболик параболоид иккинчи тартибли сирт булиб, ко
ординаталар бошидан утади.

2. Координата уцлари билан 
фа^ат координаталар бошида ке- 
сишади.

3. а) а  О у текислик билан ке- 
силганда кесимда иккита кеси- 
шувчи тугри чизик ^осил кнли' 
нади;

б) xOz текислик билан кесил- 
гаида кесимда симметрия ук>и Oz 
дан иборат а 2 = 2 pz парабола 
хосил булади;

с) yOz текислик билан кесил- 
ганда кесимда симметрия уци Oz 
дан иборат i f  = — 2qz парабола 
х, сил булади. 190-чизма
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4. z — h текислик билан кесилганда кесимда
д;2 ij'2

а) h > 0 шартд?------ -— = 1 гипербола.
2 ph. 2 qh 
X *" //2б) h < 0 д а ------ 1- = 1 гипербола хосил цилинади.

2 ph 2 qh
5. Бошца координата текисликларига параллел текисликлар билан 

кесилганда кесимда доимо парабола ^осил булади.
Шу маълумотларга асосланиб гиперболик параболоидни 190-чиз- 

мадагидек сирт куринишида тасаввур килиш мумкин, баъзан бу сирт- 
ни «эгарсимон» сирт деб хам юритилади.

27-§. Иккинчи тартибли сиртларнинг турри чизикли ясовчилари

Биз юДорида иккинчи тс ртибли сиртларнинг турли синфлари би
лан танишдик. Унда сиртлар бир-биридан тенгламалари ёки таърнф- 
лари билан фар̂  килар эди. Энди бу сиртларни биз бошка нуцтаи 
назарднн икки синфга ажратамиз: улардан бирига иккинчи тартибли 
шундай сиртларни киритамизки, улар уз таркибига тугри чизицларни 
тулик, олеин, бундай сиртлар тугри чизикли сиртлар дейилади; 
иккинчи тартибли цилиндр ва конуслар буларга якдол мисол була 
олади. Иккинчи синфга эса таркибида битта хам тугри чизиц булма- 
ган иккинчи тартибли сиртларни киритамиз, равшанки, эллипсоид 
чегараланган сирт булгани учун унинг таркибида тугри чизик йуц, 
демак, эллипсоид иккинчи синфга киради. Сиртлар таркибидаги туг
ри чизшутр шу сиртларнинг ясовчилари деб аталади. Таркибида чек- 
сиз куп тугри чизи^лар мавжуд булган сиртлар (конус ва цилиндр- 
дан бошца) яна борми деган саволга жавоб излаймиз1.

Бунинг учун гиперболик параболоидни текшириб курайлик:

— — ^  = 2г, р>  0, q > 0. (48)
р я

Шу сиртга тегишли тайин Af0 (х0, у0, z0) нуцтани олайлнк. М () 
нуцтадан утиб (48) гиперболоид таркибида булган тугри чизицларни 
излайлик, бунинг учун М 0 ну^тадан утган тугри чизикнинг пара
метрик тенгламаларини ёзайлик:

X = А'о It,
и ■ У = У0 + mt, (49)

2 =  Z0 -f lit,

бунда I, m, n йуналтирувчи векторнинг координаталари булиб, шу- 
ларни ва А10 ни бериш билан и тугри чизикнинг вазияти аник> була
ди; бу йуналтирувчи векторнинг йуналиши хаттоки, 1 :т :п  нисбат- 
лар билан хам тулиь* аницланади. Шу нисбатни излайлик.

(48), (49) дан:

1 Биз факат 2-тартибли сиртлар билан иш кураётганимизни эслатиб \тами?. 
Масала умумий .холда дифференциал геометрия курсидан муфаееал ёзилган адабиёт- 
да баён цилинади (к. мае. М. А. Собиров, А. Ё. Ю с у п о в ,  Дифференциал гео
метрия курси, 2-нашри, 1959 й. , Т, , 74- §, 99- §).
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М 0 гнперболоидга тегишли булгани учун учинчи цавс ичидаш ифо
да нолга тенгдир, шуни эътиборга олсак,

I —-- —  Iх—----—  — я ) ; = 0. (50)
V Р Я ) \ Р q )

Агар и тугри чизик гиперболик параболоид таркибида булса, у хол- 
да (50) тенглик t нинг дар а̂ндай ^ийматида уринли булиши керак,
демак,

/2 т 2- - — =0,  (51)
р я

V  _  lorn _  _  q 
Р Я

Аксинча, (51) бажарилса, (48), демак, (51) шартлар тугри чизи^- 
нинг гиперболик шраболоидга тулик̂  тегишли булиши учун зару- 
рий ва етарли шартлар экан.

(51) нинг биринчисидан: т  — ± ]/  -у I ёки т 1 = |/  /1( т г =

= — У  у  булардан:

l l \m1 =  V р  : Y q  ; 12: т 2 = У р  : — У q . (52)

(52) нинг хар бирини (51) нинг иккинчиси билан биргаликда ечилса,

I , :nh ■ ,h =  V J  : Y q  ■ ■ ( $ = - .  (53)
V I  P у я

/2: m2: n.2 = V  j  : Yq  : [-^= +  t?=
\1 P V я

Бундан куринадики, параболоиднинг М 0 нуктасидан йуналиши (53) 
тенгликлар билан аникланадиган иккита тугри чизик утиб, улар ги
перболик параболоиднинг ясовчилари ролини уйнайди.

Энди иг (/1, т г, thj векторга параллел булган ясовчи билан

I I , : -  J L  = 0 (54)
\ р У я

текисликнинг узаро вазиятини текширайлик. Бу текисликнинг нор-
мал вектори n1[—L -, — —L r , о) булгани учун (53) нинг биринчи-

\ 1/ У я



сини эътиборга олсак, У  р ■ + (~  У  Я ) ■гт^+('^=г-- т~ ) -0 =
У р У q v У р V q !

--=0=>и1-пх = их ясовчи (54) теккисликка паргллелдир.
Худди шунга ухшаш, и2(12, т 2, п2) векторга параллел булган

и2 ясовчи П „: = 0 текисликка параллел булади.
V р > ч

Гиперболик параболоиднинг барча ясовчиларини икки оилага шун
дай ажратамизки, биринчи оилага факатгина Г1, текисликка параллел 
булганлари киради, иккинчи оилага 1~12 текисликка параллел булган- 
лари киради. (Шуни эслатамизки, бу икки оилага кирмаган ясовчи 
Колмайди, чунки биз ю^орида гиперболоиднинг хар бир нуктасидан 
факатгина иккита ясовчи утишини ва бу ясовчилардан бири Пх га, 
Иккинчиси П2 га параллел эканлигини исботладик.) У ^олда

V P Vq ’ I 
z = 0J

тугри чизик биринчи оилага,

2 = 0
тугри чизик эса иккинчи оилага тегишли булади.

Шуниси а̂м диккатга сазоворки, бир оиланинг битта тугри чизи- 
гининг а̂р бир нуктасидан иккинчи оиланинг битта тугри чизиги 
утади.

Энди гиперболик параболоиднинг ясовчиларидан а̂р хил оилага 
тегишли икки ясовчисининг доимо кесишишлигини курсатайлик.

Х^кикатан а̂м, (48) нинг М 1(х1, ух, гх) нуктасидан утиб,
(/х, Шу, п}) векторга параллел булган их ясовчининг тенгламаси 

((53) га асосан)
• х — xi _  У ~  _  1 ~~

U l' У р  ~~ V J  ~  __ 
V T  У  Я

(48) нинг М 2 (х2, у2, z2) нуктасидан утиб, и2 (/2, т 2, п2) векторга 
параллел булган и2 ясовчининг тенгламаси

X — Х-2 __ у  — у  2 __ 2 %2 
~ ,______"Гг ,,2У Р — J q _±__ I Л._

}  p Vq
булиб, мх биринчи оилага, а2 иккинчи оилага тегишлидир.

Булардан куринадики, и1 % и2 (чунки мос координаталари про- 
порционал эмас). Энди бу икки тугри чизикнинг бир текисликда 
ётишлнк шартини текширайлик (II боб, 17-§, (34)):



са —  X, У2 —  У 1

V J Vq

Vp -Vq

■ V±-11 у р - У х  j -

■ (г.2 — zx.) (—  2 у

'1
У i

V' Р I q
X\ I 2̂

2V>? (*a- 

= V m

v  p

\У 2 — * 

M )  =

- Vpq

Vq

= (*2 — *l)(*2 + #2 +

*. + V  £  * - * >  + ] / - »  +

4 ) _9_
p
2

У2 y\ — 2z2 +  2zx =

У 2— —  — 22, *̂1 1/1 —  — —  — 22! 
P q

— Vpq (0 — 0) = 0.
К,авс ичидаги ифодалар нолга тенгдир, чунки М 1? М 2 нуцталар 

гиперболик параболоидга тегишлидир. Демак, их, и2 бир текисликда 
ётади ва кесишади.

Гиперболик параболоиднинг бир оилага тегишли икки ясовчиеи 
узаро айкаш жойлашгандир.

Х^ицатан а̂м, бир оилага, аншфога, биринчи оилага тегишли 
икки их, и', ясовчини олсак, уларнинг хар бири 11х текисликка па- 
раллелдир хамда u[ f)u'l ^=0 (агар улар кесишиб цолса, икки оилага 
тегишли булиб цолади, бу эса и, и[ нинг олинишига зиддир), лекин 
улар агар «, || и\ булиб ^олса, иккинчи оилага тегишли бар
ча ясовчилар бу икки чизш н̂и кесиб, шу тугри чизшушрдан утган 
текисликка жойлашиб нрлади, бунинг булиши мумкин эмас. Де
мак, и j ва и\ лар узаро ай{\аш жойлашган.

Агар гиперболик параболоид (48) куринишдаги тенглама билан 
аникланса, унинг биринчи оилага тегишли тугри чизицларини А,2 + 
+ v- Ф  0 шартда)

К 1-4= + - JQ  -  2 v z, (55)
\ У р  V q )

У р
--- -  X

I я I
куринишда излаш ^улайдир, X ва v га хар хил кийматлар бериш би
лан шу оилага тегишли ясовчилар топилади. (55) тенгламанинг туг- 
ри чизи^ни аницлаши равшан, агар иккала тенгламанинг чап томони- 
ни чап томонига, унг томонини унг томонига купайтирсак ва A,v 
га булиб юборсак, (48) хосил булади, демак, (55) ни а̂ноатланти- 
рувчи нукталар (48) га хам тегишли экан.

Иккинчи оила ясовчиларини эса ушбу куринишда излаш мумкин:
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(56)

Энди бир паллали гиперболоидни олайлик:

Бу сиртнинг тугри чизикли ясовчиларининг мавжудлигини исбот- 
лаш ва уларни топиш масаласини муфассал текширмасдан, биз бу 
ишда цуйидагиларнинг уринли эканини таъкидлаймиз, холос.

1. Бир паллали гиперболоиднинг хар бир нуцтасидан унинг фа- 
ь̂ ат иккита ясовчиси утади.

2. Бир паллали гиперболоиднинг тугри чизикли ясовчилари хам 
икки оилага ажралиб, биринчи оилага тегишли тугри чизицлар

тенгламалар билан, иккинчи оилага тегишли тутри чизиклар эса

тенгламалар билан аникланади ва Я, v га турли кийматлар бериб, 
турли тугри чизикли ясовчиларни досил килиш мумкин.

3. Бир паллали гиперболоиднинг бир оилага тегишли икки ясов
чиси узаро ай̂ ашдир.

4. Бир паллали гиперболоиднинг хар хил оилага тегишли икки 
ясовчиси узаро кесишади.

Биз юь̂ орида эллипсоиднинг тугри чизикли ясовчиларининг й у ка
лиги ни курсатган эдик, шунга ухшаш, икки паллали гиперболоид 
дам тугри чизикли ясовчиларга эга булмайди. Ха^икатан хам, икки 
паллали гиперболоидни x — h{k2>a-) текислик билан кесилганда, 
равшанки, кесимда айнимаган иккинчи тартибли чизиц хосил булиб, 
бунинг таркибида тугри чизик йуцдир, демак, икки паллали гипер
болоидни yOz текисликка параллел тугри чизикли ясовчиси йук, 
агар у Oz га параллел булмаган тугри чизикли ясовчи бор булса, 
у тугри чизиц бу текислик билан кесишади, кесимда хосил булган 
нуцта тугри чнзик^а тегишли булиб, икки паллали гиперболоидга 
тегишли эмас. Демак, икки паллали гиперболоид тугри чизикли 
ясовчиларга эга эмас.

Худди шу усул билан эллиптик параболоид учун хам ясовчилар- 
нинг мавжуд эмаслигини курсатиш мумкин.

(58)

(59)
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28-§. Иккинчи тартибли сиртнинг уринма текислиги

Иккинчи тартибли сиртлар тенгламаси
апх2 + а22у2 + a33z2 + 2 а12ху + 2 a13xz +  2 a23yz +

+  2 аых + 2 аиу + 2 a3Xz -J- аи = О (1)
куринишда берилганда унинг М 0(х0, //G, z0) нуктасига утказилган 
уринма текисликнинг тенгламаси

( « 11 * 0  + а1?.Уо + «1 3 2 0 + « и )  (Х ~ хо) + ( « 21Л'о + « 2 2 ^ 0  + «2 3 2 0 ~Ь
+ «24) (У — У о) + («31*0 + а32у0 + a33z0 + ап) [г — г0) = О

куринишда булишини курсатган эдик. Агар ( 1 ) нинг чап томонини 
F (х, у, z) деб белгилаб, (1) дан аввал х буйича (у ва z ни узгаР* 
мае хисоблаб), сунгра у буйича (бунда х ва z ни узгармас ^исобла- 
нади), нихоят z буйича (х, у ни узгармас деб олиб) ^осилалар олсак,

Fy {х, у, г) = 2 а21х +  2 а22у + 2 a23z +  2 а,л =
= 2 {а21х + а22у +  a23z + а2А),

Рг (х, у , г) = 2 а31х +  2 а32у + 2 a33z +  2 а34 =
= 2 {а31х -1- а32у + a33z + а34).

Бу функцияларнинг М 0 (х0, у0, г0) ну^тадаги цийматларини топ- 
сак,

F ’x{х, у , г) = 2 апх + 2 аУ2у + 2 а13г + 2 аы 
= 2 (апх + ах2у + а13г + а14\ (60)

(х0, //о, г0) = 2 (ап х0 + «12г/0 + « 13̂ 0 + « 14), 
F (*0- У0' г0) — 2 (fl.21A'0 Н- «22̂ /0 “Ь «23̂ 0 «24)»
- ^ г> (*0> ^0*  ^ о )  ~  2  ( « ; л * е  +  « 3 2 ^ /О ~ Ь  « 3 3 * 0  ~Г « 34) '

булардан

Буларнинг цийматиии (8) га куйсак,

J  (*о> г/о. 20) ~  А'о) +  4  ^  ^  ~  ^  Г

+  7 f i9(A'o. l/o. Z0) ( z —  20) =  0

ёки кис^арок ёзсак,
Fx {х — х0) + F ' (у — г/0) + F ' (z — г0) = 0.
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Бу тенглама иккинчи тартибли сиртга утказилган уринма текислик
нинг эн г ^улай куринишдаги тенгламасидир.

Шуни таъкидлаймизки, F ' , F ' ) нинг учаласи бир вацтда 
нолга тенг булиши мумкин эмас, акс холда М ну^та сирт учун 
махсус ну^та булиб цолади.

(61) дан фойдаланиб, каноник тенгламалари билан берилган ик
кинчи тартибли сиртга утказилган уринма текислик тенгламасини 
ёзайлик.

X 2“а ) --- \- -— |---= 1  эллипсоиднинг М 0 (х0, у0, г0) нуктасига
а2 Ь- с2

утказилган уринма текислиги тенгламасини ёзайлик.
Бу ерда

F {х, у, г) = —  + У- -f— 7 — 1 = 0,
a с-

Демак,

г» 2 с . 2 2г = — х, г - — и, F  — — z.
х а* у Ь2 У г с*

Г '  2 Г '  2 с- 2F  = — хп, г = — ип, t  = —  zn;
"’о а2 Ь2 г° с2

буларни (61) га цуйсак ва М 0 нуцтанинг эллипсоидга тегишли экан- 
лигини хисобга олсак,

2 2 2— А'0 (х — Х0) + —  Уо {у — Уо) + — г0 (2 -  z0) = 0,а- с
бундан

- °̂ I ££о___ j (62)
Q2 Ь2 С2

б)  --- — = 2 г гиперболик параболоиднинг М 0 (л'0, г/0, г0) нуц-
р q

таенда утказилган уринма текислик тенгламасини ёзайлик. Бу ерда 

F(x , у, г )=  —  - ^ - - 2 г  = 0, 
р q

2  2F'x — — х, F ’ = ----у , F'z — — 2, буларнинг М 0 нуцтадаги ций-
матлари

^ = - 2.

Буларни (61) га цуйсак,
2 / 2
-  х0 (х — х0) 4 - --- г/о I (у ~  i/o) + (— 2) (2 — 2о) = 0.
р \ q /

УИ0 нинг шу сиртга тегишлилигини дисобга олсак, изланган тенгла
ма куйидагича булади:

^  ^  = г -  г„. (пЗ)
р q



с) — + — = 1 цилиндрик сиртга унинг M Q (х0, у0, z0) нуцтаси- а1 Ъг
да утказилган уринма текислик тенгламасини ёзайлик.

2 2F ’ = —  х, F ' =  —  у, F  — 0; буларнинг М 0{х0, у0, 20) ну^тадагиА а2 У
2 , 2цийматлари F'x = —  х0, F ŷ  = —  y0, F'  ̂= 0 булиб, буни (61) га 

цуйсак,
2 2 »,

—  А'о (х —  А'0) +  —  \у0 {у — у о) +  0 (2 —  2 о) =  О а2 б2 |

(64)
а2 о2

Худди шунга ухшаш форму лаларни бошка сиртлар [учун му ста
вил келтириб чицариш машц сифатида уцувчига хавола этилади.



29-§. Зекгор фазо

£ г̂ увчига «Алгебра ва сонлар назарияси» курсидан вектор (чизи!у 

ли) фазо тушунчаси маълум. Шу тушунчапинг мухимлигини эътг- 
борга олиб, уни киск;ачя такрорлаб утамиз.

Элементлари вектор деб аталган (бу ерда вектор сузи кенг маъ- 

нодадир, хусусий ,\олда геометрия курсининг I булимида курилган 

вектор ;\ам булиши мумкин) буш булмаган V туплам берилган бул

син. Бу тупламнинг элементларини уетига стрелка цуйилган кичик

лотин харфлари а, Ь, . . . , х, у, ..  . билан белгилайлик. Бундан 

ташкари, ха^и^ий сонлар туплами R берилган булиб, V ва R эле

ментларини богловчи маълум муносабатлар урнатилган булсин, жум- 
ладан:

I. V нинг ихтиёрий икки а , Ь вектори учун уларнинг йигинди- 
си деб аталган, шу тупламнинг элементидан иборат учинчи бир век

тор мос келтирилган булсин, бу векторни а +  Ь куринишда ёзай- 

лик.

II. V нинг ихтиёрий а вектори ва ихтиёрий k а̂̂ ш\ИЙ сон учун

V пинг шундай бир элемент мос келтирилган булсинки, бу элемент

а векторни k сонга кунайтиришдан хосил килинган дейилиб, уни

k а куринишда ёзайлик. Киритилгап бу икки амал куйидаги 8 та 

аксиомани ^аноатлантирсин.
\х. Векторларни кушиш коммутативлик цоиунига буйсунади, яъни

Y  a, b £ V учун а -г Ь =  Ъ -f а .
12. Векторларни куши:п гурухланиш ь^онунига буйсунади, яъни

У  а, b , с £ V учун ( а Ь) + с =  а ~г ( Ь -f с ).

13. V да ноль вектор деган 0 элемент мавжуд булиб, y a £ V  

учун а +  0 =  а .

14. V нинг ихтиёрий а вектори учун V да шундай а' вектор мав

жуд булпб, а 4- а = 0. Бундай а вектор одатда а вектор га ш ра

ма- карши вектор деб аталади ва у — а билан белгиланади. Бу 

туртта аксиома векторларни кутит аксиомалари деб аталади.

IIj_. V  k € R ва у  а , b £ Г учун k ( a -j- b ) =  k a -f k b.

112. у  k, t £R  ва Y  a € V учун (k -f t) a =  ka-\- ta .

Из- V ^>  t £R,  Y a ^ V  учун k(ta) =  (kt)a.

I I , . y a ^  учун 1 a =  a .
Бу туртта аксиома векторни сонга купайтириш аксиомалари деб 

аталади.

Т а ъ р и ф .  Элементлари шу саккиз аксиома шартларини ^аноат- 

лантирувчи V туплам вектор (ёки чизикли) фазо деб аталади.

IV Б О Б .  п УЛЧОВЛИ АФФИН ВА ЕВКЛИД ФАЗОЛАРИ



Векторларпи кушиш ва векторни сонга купайтириш амаллари 
биргаликда чизик ли амаллар деб аталади.

Бу саккиз аксиома геометрия курсининг Г. Вейль аксиомалари 

буйича баён цилишдаги биринчи ва иккинчи гурух аксиомаларидир 
(бу аксиомалар системаси билан IV булимда батафсил танишамиз;.

Юкорида келтирилган аксиомалардан бевосита куйидаги икки на- 
тижа келиб чикади:

1-натижа.  13 аксиома шартини каноатлантирувчи 0 элемент V 
да ягонадир.

И с б о т. V да 0 дан фаркли ва шу аксиома шартини каноат- 

лантирувчи 0' элемент мавжуд деб фараз ^илсак,

-\/ а £ V учун a 0 =  а, а + 0' =  а , хусусий холда, 0 +  0' =  

=  0, (У+ ? = ! 0".

1Х га асосан, коммутативлик конунининг уринлилигидан, 0 =  0'. А

2-и эти ж а. 14 аксиомадаги хар бир а векторга царама-карши 

а' вектор V да ягонадир.

И с бот.  а векторга карама-^арши а вектор дан фаркли яна 

битта а" вектор мавжуд деб царасак, яъни

а +  а' =  0, а + а ' =  0

десак, бу тенгликлардан биринчисининг иккала томонига а" ни ку- 

шиб, 1г, 12 ни эътиборга олсак, {а" +  а) +  а' =  0 + а'- Лекин

а +  а" =  а + 0 ’ =  0 +<з7 ёки а =  а ' . А

Вектор фазога мисоллар келтирамиз.

1 . Биринчи булимда куриб утилган геометрик векторлар туплами 
чизшули фазо .\осил кплади, чунки бу векторлар учун ю^оридаги 

8 та аксиомгнинг химмаси бажарилади.
2. Элементлари хакикпй сонлардан иборат булган п та устун ва 

т  та сатрдан ,\осил цилинган барча матрицалар туплами (душиш 

амали деб матрицаларии кушпшни, векторни сонга купайтириш ама- 

ли деб матрицами сонга купайтиришни олсак) хам вектор фазо хосил 

цилади, бунда вектор сузи т ■ п та элементли матрицами билдиради. 

(Бу тупламнинг вектор фазо экани «Алгебра ва сонлар назарияси» 

курсида исбот цилинади.)

Э с л а т м а .  Юкррида биз векторни сонга купайтиришда фа^ат 

хакикмй сонлар туплами билан чегараландик, шунннг учун бу век

тор фазо хакикий он  лар майдони устидаги вектор фазо деб ата

лади. Биз бундан буён фацаг шундай чизикли фазони кузда тутамнз 

ва уни ^искана вектор фазо деб атайверамиз.

Агар I I j_4 шартлар комплекс сонлар учун хам бажарилиши талаб 

^илинса, у холда V комплекс сонлар майдони устидаги вектор 
фазо деб юритилади.
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Т а ъ р и ф .  V' с :  V булиб, V да ани^ланган векторларни кушиш 

ва векторни сонга купайтириш амалига нисбатан V' дам вектор г- азо 
хосил к>илса, у холда V ни V нинг кием фазоси деб аталади, ма
салан, фа^ат битта ноль векторга эга булган туплам хар кандай 
вектор фазонинг к,исм фазосидир.

К(уйидаги содда теоремани мустацил исботланг,

Т е о р е м а .  V вектор фазонинг иккита ь̂ исм фазоечнинг кесиш
маси хам вектор фазо булади.

Энди вектор фазодаги векторлар учун чизикли эрклилик тушун-

часини киритайлик. ах, а2, . . .  , ап векторлар V нинг элементлари 

булсин.

Т а ъ р и ф .  Камида биттаси нолдан фарцли ха^икий kx, k2, . . . , 
kn сонлар мавжуд булиб,

k\a\ 4" k-2a2 “Г  • • • +  kn ап =  0 (1)

тенглик бажарилса, ал, а2, . . .  , ап векторлар системаси чизикли 

бпглик дейилади: агар (1) тенглик фа^ат kx =  k2 =  . . .  =  kn — О 

булгандагина бажарилса, берилган векторлар системаси чизщли эрк- 
ли дейилади.

Бу таърифдан куринадики, V вектор фазода камида битта вектор

булса, >̂ ар кандай k Ф  0 сон учун хам ka£V.
Энди гектор фазонинг улчовини ани^ловчи куйидаги аксиомалар- 

ни киритайлик.

1П1. V вектор фазода п та чизикли эркли вектор мавжуд.
Ш 2. V вектор фазодаги хар кандай п 4- 1 та вектор системаси 

чизикли богликдир.

Келтирилган 10 та аксиома ( I ,_ 4, I I j _ 4, Ш ,_ 2/ шартларини цано- 

атлантирувчи вектор фазо п улчовли вектор фазо дейилади ва у Vп 

билан белгиланади.

п — 1 га мос хусусий холда бир улчовли Vx вектор фазо хосил 

булади (бунга мисол тари^асида бир тугри чизш^а параллел барча 

геометрик векторлар тупламини олиш мумкин), п — 2 да икки ул

човли V2 вектор фазо хосил булади (мисол тари^асида бир текис- 

ликка параллел барча геометрик векторлар тупламини курсатиш мум

кин), п =  3 да уч улчовли V3 вектор фазо хосил булади (бунга 

мисол тарикасида фазодаги барча геометрик векторлар тупламини 
олиш мумкин).

Лекин 111 !_2 аксиомалар шартларини ^аноатлантирувчи п сон

мавжуд булмаса (албатта I j_ 4, 111_t нинг барча шартлари каноат-

ланганда), у холда бундай вектор фазо чексиз улчовли вектор фазо 
деб юритилади; бу долда чексиз улчовли вектор фазода етарлича 

куп векторлардан ташкил топган чизицли эркли векторлар система- 

сини досил килиш мумкин. Чексиз улчовли вектор фазо тушунчаси 

айникса функционал анализ булимида кенг урганилади.

Биз бундан буён чекли улчовли вектор фазо билан иш курамиз.



В е к т о р н и н г  к о о р д и н а т а л а р и .  Т а ъ р и ф .  п улчовли век
тор фазонинг ихтиёрий п та чизикли эркли векторлари системаси шу 

фазонинг базиси дейилади. Бундан буён биз базис векторларни

ел, е2, . . , еп деб белгилаб, уни Б =  (ех, е2, . . .  , еп) куринишда

ёзамиз, шуни таъкидлаймизки, базис векторлар орасида ноль вектор

йукднр, чунки е, =  0 булиб колса, хусусий долда k1 — k2=  . . .  =

=  /г._, =  ki+l =  . . .  =  kn =  0, /г. Ф  0 сонлар учун

kxex + k2e2 -г . • ■ + /г(- <?, +  . . .  +  kn еп =  О

булиб, е2 , . . . , еп чизикли боглик, булиб цолади.

Т е о р е м а .  Vn нинг ихтиёрий а вектори шу фазонинг базис 

векторлари оркали биргина куринишда ифодаланади.

И с б о т .  ех, е2, . . .  , еп лар Vn нинг базиси булсин, у долда

а , ех, е2, . . .  , еп векторлар системаси Ш 2 аксиомага асосан чизиц- 

ли боглш\, демак, шундай k, kx, k2, . . . , kn [k- +  k\ +  . . . +  

+  k2n ф  0) сонлар мавжудки, улар учун

ka -j- kxax -j- k2a2 knan — 0 (2 )

бунда k Ф  0, чунки k — 0 булса, ex, e2, . . . , en чизикли 

богланган булар эди, бу эса базис тушунчасига зиддир. (2) 

нинг иккала цисмини —  га купайтириб ( — • 0 =  0 ни дисобга
k \ k 

олиб), иккинчи цушилувчидан бошлаб барча дадларни унг томонга 

утказсак,

k-па = --- -ех---- е2 — . . .  — JL е
k k k

Б у н д а -- y  =  хх> — у  =  х2> ■ ■ ■ » ~  у- =  х п ~~ белгилашларни

киритиб, сунгги ифодани цуйидагича ёзиш мумкин:

а =  ххех + х2 е, -\~ . . .  +  хп еп. (3)

Бундан берилган а векторнинг базис векторлар оркали ифодалани- 

ши куриниб турибди.
Энди (3) ёйилманинг ягона эканлигини курсатамиз. Фараз к и -

лайлик, а вектор ех, е2, . . . , еп базис векторлар оркали иккинчи 

куринишда ифодалансин:



У  .40 л да (3) дан (4) ни хадлаб айирсак, (14 га асосан а — а =  а + 

+ (— а) — 0 хамда П 2 га асосан):

Уi) ei + (а2 У-г) е-2 • • • + (хп Уп) еп ~ (5)

Лекин базис векторлар чизидли эрклилиги сабабли:

Х1 У\ — О' Х2 У2 =  0» • ■ • * Хп Уп — ^

ёки хл =  у1% х2 =  у.2, . . . , хп =  уп. Бу эса (3) ёйнлманинг ягонали- 

гини тасдицлайди.

Т а ъ р и ф .  (3) ёйилмадаги а,, а2, . . . , хп сонлар а век

торнинг е1У е.2, . . . , еп базисдаги координаталари деб аталади ва 

у a(xv х2, , хп) куринишда белгиланади. Демак,

а (х1} а'2, . . . , хп) а =  ххех + х2е2 +  . • • +  хп еп.

Хусусий холда

а =  е1 =>е1( 1 , О, 0, . . .  , 0), 

а =  е.у => е2 (О, 1 , 0, . . . , 0),

а = е„=>е„(0« 0, . . . , 0, 1), 

ёГ= (Г=>7) (0, 0, . . . , 0).

Т е о р е м а .  Бир базисга нисбатан берилган векторларни цу- 
шишдан х1осил килинган векторнинг координаталари кушилувчи 
векторлар мос коирдинаталарининг йигиндисига тенг, векторни 
сонга купайтиришда эса унинг барча координаталари шу сонга 
купайтирилади.

И с б о т .  a(xv х2, . . . xn), b(yv у.2, . . . , уп) векторлар ёйилма- 

лари

а =  Xlex +  а / ,  -г . . . +  хп еп, Ъ =  у1е1 +  у.2е, + . . .  + УП еп, 

бундан:

а + b =  (а, + ух) с, + (х2 + У2)е2+ . . .  + (хп +  уп) еп,

(Q+ Ь) (А'х - ух) (Х2 ~Г у.2, . . .  , Xп +  Уп) (6)

Энди а — х1е1 +  х2с2 + • • ■ +  хп еп ифоданинг иккала кисмини 

k га купайтирамиз:

2S0



k a =  kxxej +  kx2 e2 +  . . . +  kxn en

ka(kxlt kx2, . . . , kxn) (7) A

Эслатма .  Кушилувчи векторлар сони иккитадан ортик булса 
Кам теорема уз кучини саклайдп. Буни машк сифатида исботлашни 
укувчига ха во л а киламиз.

Vn да бирор {ех, е2, . . .  , еп) базисга нисбатан

1̂ (^11> ^12' • • ■ * Ь\„)' b2(b2i, Ь2О, . . . , 62п), - . . ,

M V  bnvl.....

векторлар берилган булсин. куйидаги матрицани тузайлик:

Б -

/Ьц Ь12 . .

• Ь \
ь22 . .

■*'

(8)

\Ьт\Ьm2 ' • • и

Т еорема .  Берилган Ьх, Ь2, . . . , Ьп векторлардан олинган чи

тали эркли векторлар сони (8) матрицанинг ран гига тенгдир.
Ис бот .  Фараз килайлик, берилган векторлар чизикли бог лик 

булсин, у холда шундай kx, k2, ■ • • , km сонлар мавжудки,

ky by -j- k2b2 -f- . . . ~f- krn bm — 0, -f- k:2 -j- • ■ ■ ~r ^

бу тенгликни координаталарда ёзайлик:

{buex “t” bi2e2 -j- . . . 4- b[n en) -j- k2 {b2xex -(- b22e2 4- . . .

+  b2n er) +  • • ■ + km (bml ex + bm2 e2— . . . + bmn en) =  0 

ёки {kybu -j- k2b2X + . . . + kmbm) ex + {kxbV2 + k2b22 -f- • • •

+ ЬщЬm2' 62 + • • • + j + k2b.2n + ■ • • — km Ьщц) en =  

ev e2> . . . , en базис векторлар булгани учун

k xbn  +  k2b2l +  . . . +  km bm[ =  0, 

kyby-2 -f k2Ь22 — . . .  — krnbm2 =  0,

k\bXn +  k2b.2n -f . . . +  km bmn — 0; 

бу тенгликларнинг барчасини кушайлик:
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k\ (^11 + 1̂2 + • • • +^|П) + &2 Ф 21 + 2̂2 + • • • + Ь2п) +

+ . . . + kn (bml + bm, 4- . . .  4- bmn) =  0 (**)

Бу эса В матрица сатрларининг чизикли боглицлигини курсатади. 
Аксинча, (**)=>(*) хам уринлидир.

Демак, берилган векторлар системасидаги чизицли эркли вектор
ларнинг максимал сони В матрицаминг чизикли эркли сатрлари сон- 
ларининг энг каттасига тенг. а

Агар т  =  п, яъни берилган векторлар сони фазо улчовига тенг 
булса, В матрица квадрат матрица булиб, ю^оридаги теоремадан 
куйидаги натижа келиб чикади.

Н а т и ж а .  п улчовли вектор фазода берилган п та векторнинг 
чизикли богли!\ булиши учун уларнинг координаталаридан тузилган 
п- тартибли детерминантнинг нолга тенг булиши зарур ва етарли- 
дир.

Энди бир базисдан иккинчи базисгл утиш масаласига тухталай- 

лик. Б =  (ех, е2.......... еп), Б' =  [е[, е'2, . . . , еп) лар Vп нинг икки

базиси булсин. a £ V n нинг шу базислардаги координаталари мос ра- 

вишда

(*i, х2, . . . , л-п), [xv х2, . . . , х'п),

а =  хг ег + х2е2 + . . . + хп еп, а =  х[ е\ + х2 е'2 + . . . + х'п е'п. (8')

Бундан ташцари, е[, е2, . . . , еп лардан дар бирининг Б базисдаги 

координаталари маълум булсин:

£?. — С11 £*1 С21̂ 2 + •

Бунда

вх 4- С С 2 +  ■ • . +  с

1б 1 +  С2п е 2 4 "  • • • +  С

С\\С2 1 • ' '

С 12С22 • • • Сп2 Ф О ,

С In С2п ' • Сцп

(9)

акс долда е\, е2, . . . , еп векторлар чизикли богли^ булар эди. Бу 

^ийматларни (8') нинг иккинчисига куямиз:

CL Х\ (c x i ex -j- С-21^2 ~Ь • • • 4* 4 i l  +  Х 2 (^12 ^1 "Ь  ^22 ^2 _1~

• . .  -г 'v,(ei„«i+  с,„ег + . . . + с е ).

by и дан 
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а ~~ (ci l * i  “b С12 Х2 • • • Н- Cln Xiu ei “Ь (с21 х 1 ~Ь С22 4  “Ь

+  • • • +  С2пХ п) е2 +  . . . +  (Сп\Х'\+ Сп2Х 2 +  ■ • • +  Сппх ’г ) еп

(8') ва (9) дан:

Х1 С! Iх\ + С12Х2 _Г ■ • ■ + ci пхп, 

Л 'о =  Г о 1 A 'j +  с 2 2 х 2 ~ ~  ■ • • 4 "  С 2 п Х п ' (10)

* «  =  Cn\x  1 +  С„2*2 +  • • • +  СппХ п-

Бу формулалар а нинг Б базисдаги координаталарини шу вектор
нинг Б' базисдаги координаталари билан боглагани учун (10) ифода- 
лар вектор координаталарини алмаштириш формулалари дейи
лади.

С
( с
' С\ 1 С12 

Con
'In

\
(II)

Бу айнимаган матрицадир, чунки унинг детерминанта ((9) дан кури- 
ниб турибдики) нолдан фарруш. Б у  матрицани (9) н и н г  матрицаси

/  сп с21 . . . с

С* =

Иг 2 п ■ • с..

билан солиштирсак, (11) матрица С* нинг транс понирлониши дан хо
сил булганлиги ошкор булади.

1-м и со  л. Куйида берилган туртта векторнинг V4 вектор фазо

учун базис булишини исботланг: а х (2,3,4, — 3), а2 (5, 4, 9, — 2),

аз (1, 0, 0, 0), ^ ( 3 ,  5, 5, 3).
Е ч и ш. Берилган векторлар системасининг У4 учун базис були

шини курсатиш учун уларнинг чизидли эркли эканлигини курсатиш 
кифоядир. Даки^атан,

2 3 4 — 3

5 4 9 — 2 3 4 — 3

1 0  0 0 - 4 9 — 2 =  98 ф  0,

3 5 5 3 5 5 3

демак, берилган векторлар чизидли эркли.
2-мисол.  Элементлари иккинчи тартибли квадрат матрицалардан

/1 2\ / 2 3\ (3 1 \ 
иборат вектор фазо берилган. Бу фазода а, I А  а2^  aay __^J,
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v— 1 — 6/
векторларнинг базис ^осил кнлишини курсатинг ва

2 8
3 5

векторларнинг шу базисдаги координаталарини топинг.

Ечкш.  Берилган векторларнинг базис эканлигини курсатиш учун 
уларнинг

чизикли 
О О*
О о

ку а \ к2а., ~г k3a3 - г А’4й4 

комбинацияси факат ку =  k2 — k3 =  k 

матрица хосил булишини курсатиш керак. (и

(*)

= 0 шартдагина 

ни берилганлар

'О Ооркали езсак ва уни матрицага тенглаштирсак,

К
1 2 
1 1 k-A

3 Г
4̂ 1 4 2") 1° °)1—1 — 6 ~ 0 о!

'2 3\

1 0j ' 1 — 2 ,

булиб, матрицаларни кушиш ва матрицанн сонга купайтириш конда- 
ларига асосан:

К
kx

2k,
к., ■

h 3/?3 +  Aki
А’з кх

2 кч + 3/г2 + к3
ку — 2к3 — 6/?4 а ‘ ) =  (

О О 
О о

Бундан

(**)

к х +  2к2 +  ЗА’з -{- 4 к у — О,

2ку + 3к, + к.л + 2kx -  О, 

к у + к 2 + к3 к± =  О, 

ку —  2к3 — 6/г, =  О

система косил булади. Бу система бир жинсли булгани учун kx =
— к 2 =  к3 =  ki =  0. Бу ечимдан бошка ечнмнинг мавжуд эмаслиги- 
ни курсатайлик. Бунинг учун (**) системанинг асссий детерминантини 
хисоблайлик:

1 2 3

2 3 1 
1 1 1 
1 0 —2

2 1 -1 
1 О О

1 - 1 - 3

1 2 5 

1 — 1 4

•1 — 3 - 5

1 фО.

Алгебрадан маълумки, бир жинсли система нолдан фаркли ечим
га эга булиши учун унинг асссий детерминанти нолга тенг булиши 
зарур ва етарлидир. Мисолимизда бу детерминант — 1 га тенг. Де
мак, (**) система факат ноль ечимга эгадир. Бундан куринадики (*) 
чизикли комбинация факатгина ку — к2 =  k3 =  ку =  0 шартда ноль

матрица хосил цилади, бундан av а2, а3, а4 векторларнинг базис век-
— /о О)

торлар эканлиги келиб чикади. Энди шу базиеда х '
3 5

вектор

нинг координаталариии топай лик. 
Фараз килайлик,
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x (xx, x2, x3, хл) = x x ax H- x̂  a, +  *3 a3 +  xxax 

булсин. Берилганларни эътиборга олсак,

f1 2 ) +  X* (2 3 ) +  г■J3 M + V ,
/ 4 2\

~ ( 2
U  1/ 21 1 0/ 4 l —21 : 4 1—1 — 6 ~  1 3 5Xi

Буни хам (**) га ухшаш система ь;нлиб ёзайлик: 

хх ■- 2.v, -г Зх3 + 4,v, =  2,

За 1 + За'2 + А'з + 2х4 =  8, /***\

А ] -)- А'., ~р  A'.j A’ j =  3 ,

a ,  —  2хя —  6а4 - 5 .

Крамер формулаларига асосан;

А ̂  —  3 , X о —  1 . A*-j —  1, A i —  0 •

Демак,

х(3, 1, 1 0).

3-м и с о л. Уд вектор фазода янги базиснинг координаталари эс-

ки базисга нисбатан е[(\, 2,3 ), е'2(\, 0, 2), е':] (— 1, 4, — 3) булса, шу 

фазодаги векторнинг эски ва янги базисдаги координаталарини 6 o f - 

ловчи муносабагларни топинг.

Ечиш.  а векторнинг эски ва янги базисдаги координаталарини 
мос равишда хи х2, х:1 ва х\, х2, хg десак, у холда изланган богла- 

ниш (10) формулага асосан:

ХЛ =  Х\ + Л"з ’

х  2 =  2 а ;  +  4 а ' ,  

а-3 =  Зл-; +  2 а - ; —  З а ' .

30- §. Аффин фазо ва аффин координаталар системаси

Vп вектор фазо ва элементлари нукталар деб аталган (бу эле- 
ментларни биз бош лотин ^арфлари билам белгилаймиз) Q =  {А, 
В, . . . }  туплам берилган булсин. Q  туплам билан V п туплам ора- 

сида шундай мослик урнатамизки, Q дан маълум тартибда олинган 

икки М, N нукта учун Vп даги ашц битта а вектор мос келсин,

буни а =  MN  деб белгилаймиз. Лекин шуни таъкидлаш зарурки, 
Vn даги хар бир векторга Q да нукталарнинг тартибланган турли

жуфтлари мос келиши мумкин. Масалан, a =  M N = P Q ~ K L ,  бун
да М, N, Р, Q, К, L ларнинг барчаси Q га тегишлидир.

а =  MN  ёзувини ^уйидагича ифодалаймиз: а векторни М нукта- 
дан цуйиш билан N ну^та хосил ^илинади.



Юкорида келтирилган Q билан Vп орасидаги мосликнинг цуйи- 

дагп икки аксиомани каноатлантириши талаб ^илинади.

IVj. у-1S\£Q ва \f-a^Vn учун ягона шундай N£Q мавжудки, 

унинг учун a =  MN.

IV2. у-А, В, С, £0 учун АВ + ВС =  АС.
Бу икки аксиома баъзан векторни нуктадан бошлаб куйиш 

аксиомалари деб юритилади.
Таъриф .  Элементлари юцоридаги I[_4, I I 1—1, I I I i_ 2, IV [_2 ак- 

сиомаларни ^аноатла ;тирувчи буш булмаган туплам п улчовли хаки- 
щй аффин фазо деб аталади. У пи Ап ор^али белгилаймиз. Агар Vn 

вектор фазо комплекс вектор фазо булса, у долда Ап хам комплекс 

аффин фазо деб аталади.
Демак, п улчовли аффин фазони символик равишда куйидаги 

куринишда ёзиш мумкин экан: An — Vn\jQ.

Vn вектор фазо Ап нинг элтувчиси дейилади.

Хусусий холда, п =  2 булса, А2 икки улчовли аффин фазо бу
либ, V2 нинг злементларини одатдаги геометрик векторлар деб олсак,
I булимда ^аралган аффин текислик досил булади.

Юкорида келтирилган жами 12 та аксиома Вейль киритган (1918 
йил) аксиомаларнинг бир цисмидир.

Ап нинг барча хоссаларипи исботлашда биз фа^ат юкоридаги 12 та 

аксиомага ва улардан келиб чикдан натижаларгагина суянамиз (ле- 
кин Vп хоссаларининг купчилиги «Алгебра ва сонлар назарияси» к\гр- 

сида тула исботлангани учун улардан керак долларда исботсиз фой- 
даланаверамиз).

Мисол тари^асида куйидаги теоремаларни исботлайлик,
1-теорема .  Q нинг устма-уст тушган икки нуктасига Vп

нинг ноль вектори мос келади, яъни АА=  0.

И сб от .  булсин. А, А нукталарга Vn дан бирор а мос

келсин: \f-b£Vn ни олсак, 1Уг га асосан, шундай В ну^та мавжудки, 

АВ =  Ь, энди IV2 ни татби^ килсак а + b + ЛЛ+ АВ =  Ь. Бундан 
—> —>

13 га асосан а =  0. д
— —► —► --> —>

2-теорема .  АВ =  а => В А =  — а.

Исб от .  В А — b десак, IV2 га асосан а + b =  АВ + В А =  АА =
—> —* —у-

=  0, бундан b — — а.

3-теорема.  СА' =  k-OA, OB' =  k-OB => А 'В '=  k-АВ.
И с б о т .  IV2 га асосан

АО+ОВ =  АВ, А'О +  О В' =  А'В' (*)
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Лекин А'О =  — О А' => А'О + OB' =  — ОЛ' 4- 0 5 ' =  — £0Л +

-+-&0В =  k (— О А + 0В )=  k{A0 + OB) =  k АВ, бундан ва (*) дан:

А'Ъ' =  k-AB. А

Энди аффин координаталар системаси тушунчасини киритайлик,

Ап да ихтиёрий бир О ну^тани олайлик, Vn нинг бирор (elt е2, . . 

е п) базнсининг барча векторлари О нуктадан цуйилган булсин, нати- 

жада О ну^та ва е1У е2, е3, . . . , еп базис векторлардан ташкил топ

тан (О, е}, е2, . . .  , еп) туплам хрсил булади. Бу туплам аффин
—> —>

координаталар системаси деб аталиб, уни Ш — (О, ev е2, . . . , еп)
—* —► —*

билан белгилаймиз. О нук>та координаталар боши, е1У е2, . . .  , ко- 

ордината векторлари деб аталади.
Аффин координаталар системаси дейиш урнига бундан буён цис- 

1̂ ача аффин репер деймиз. Демак, аффин репер икки турдаги объекг- 
дан — нуцта ва векторлардан ташкил топган системлдир. Ап нинг их

тиёрий М  ну^тасини олсак ва аффин репер Ш =  (О, е1У е2, . . . , еп) 
--►

маълум булса, ОМ вектор ^осил киллчио, бу вектор М  нуцтанинг 
радиус- вектори деб аталади.

--> —► —► —►

У .^олда OM^Vn булгани учун унинг (elt е2, . . . .  еп) базисдаги 

координаталарини хх, х2, . . . , хп десак,

ОМ =  х1е1 + х2еа + . . . г хп еп. (12)

Таьриф .  М нуцта радиус-векторинияг координаталари шу нук,- 
танинг аффин координаталари деб аталади: у М{хи х2, . . . , хп). 

курини нда белгилачади, демак, (12) о  М (хх, х2, . . . , хп).

Хусусий ^олда О.М1 =  ег, 0М 2 =  е2, . . . , 0М п =  еп булса, 29-§ 

га асосан М у (1 , О, 0 . . .  0), М 2 (0, 1 , . . .  0), . . . , Мп{0, 0, . . .  1;. 

Ап даги Ш аффин реперга нисбатан М{хх, х2, . . . , хп), N (уг,
--►

у о, . . • , уп) нукталар берилган булсин. MN  векторнинг координата-

ларини MN  =  МО + ON ёки MN  =  ON — ОМ га асосан базис век
торлар оркали ифодалайлик:
— -—► — —*-> —♦ “♦

MN  =  y1el + у2 е2 -f- . . . + уп еп — (хг et 4- х2 е2 + . . .  + *п еп) =  

=  {У у — xi) ei + (Уг— х2)е2 + . . .  + (Уп— *„) еп,

бундан:



Таъриф .  An нинг учлари М, N ну^таларда булиб, М Р — t PN 

( 0 < £ < 1 )  тенгликни ^аноатлантирувчи барча нукталар туплами MN  
кесма дейилади.

MN  кесма берилган булиб,

М Р =  kPN (*)

(бунда к ф  1) булса, Р нукта берилган кесмани к нисбатда

булади деймиз. (*) дан МР =  h(M N  — МР) ёки М Р =  г—- M N .1 -f- А
}^ар бир К ф  1 учун MN  кесмани А, нисбатда булувчи ягона нуцта 
мавжуд; А, ;> 0 булган ^олда булувчи нуцта кесманинг ички нуцта- 
сидир.

Ап даги 33 реперда учлари М х{хх, х2, . . . , х„), N (уг, 
у2, . . .  , уп) ну^талардаги MN  кесмани А- нисбатда булувчи Р  нук- 
танинг координаталарини zlt г2, . . . , г„ десак,

„ __ Х 1 +  Я //! ^ _  АГо +  Я//2 ___ Хп +  А у п

1 + А ’ 1 + А ’ ‘ 1 + А '

X =  1 да Я нук>та кесманинг урта ну^таси булади:

Х1 +  Ух х  —  У -2 „ х п ^ г  Уп

MN{yl — x1, y 2 — x2, . . . , y n — xn). (13)

2, = 2 ’ *2 2 п 2 
Энди ну^танинг аффин координаталарини алмаштириш формула -

ларини топайлик. Ап да S3 — (0, ег, е2, . . . , еп) ва <$' =  (0',^ь 

. . ., ег') аффин реперлар берилган булсин. -у М £ Ап нинг шу базис- 

лардаги координаталари мос равишда хх, х2, . . . , хп ва x'h x',, . . . , х'п 

булсин ^амда репер элементлари 33 реперга нисбатан ^уйидагича 
ани^ланган булсин:

О (с10, с20, . . . , бп0), е1 (сп , с12, . , с1п), . . . ,

еп (сп,, с,.2, . . . , с/ш). (14)

--> -- > --- >

ОМ =  00 ' ~р О М  ни координата л ар да ёзайлик:

-+ - * —► —►

л^-г Л'о е2-Г . . .  + еп =  с10 -f

“Г ^20 ^2 ”Г • • • ~Г С„о бя -гЛ| ^  Т* • • • "1“ Хп^'п ’

е е ', . . . , ^  ни е\,е2, . . .  , еп орцали ифодалаб,

( X l  “Ь ^10 ~Ь ^11 Х \ ~Г • . • “Ь СпJ A',,) f?j "Г ( -̂ 2 "Т’ ^20 “Ь



+ с21х; + . . . + С2пх'п) е2 + . . .  4- (—Хп + сп0 + сп1 х\ + 

+ . . . + с х )  е — О1 1 пп п> п

ни досил ^иламиз. ех, е2, . . .  , еп — чизикли эркли булгани учун 

уларнинг бу ифодадаги барча коэффициентлари нолга тенг булиши 
керак, яъни

(15)

-- Clt X + С21 х2+  • • + Сл1 + с10,

=  С12 Xj ~!~ С22 Х2 ~Г . • +  Сп2 Хп +  С20>

=  cln*i +  С2п *2
1

• • +  Спп Хп +  Сп0

ларга нисбатан координаталари орасидаги богланишни ани^лайди. 
Бу формулада

С11 с21 . • • Сп1

А = С12 С 22 • • Сп2

с т С2п • ■ Спп

Ф  0. (16)

Акс долда А =  0 булса, базис векторлар чизикли богли^ булар эди. 
А Ф  0, шунинг учун (15) ни х', х2, . . .  , х'п га нисбатан дам ечиш

—> —» —► —► —* 

мумкин. Хусусий долда О ф О ' ег =  е', е2=  е2> . . . , еп=  е'п булса, 

(14) дан:

с12 =  с13 =  . . . =  с, =  0и

0, Со 1 » С23 — С24 С2п =  0 ,

демак,

хл — X, + с10,

х2 =  Х2 4- С20,
(17)

Х п —  Хп + Сп0.

Буни баъзан координаталарни параллел кучириш формулалари деб 
аталади.

1-мисол.  Л4 фазода $  =  (О, ег, е2, е3, е4) penepi'a нисбатан 
бешта ну^та берилган: С0(1 , 0, 0, 2), С1(0, 1, 2, 0), С2(2, 0, 0, 2),

С3(0, 2, 1 , 0), С4 (2, 0, 0, 1). Янги репер сифатида — (С0, C0Clt
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С0С2, С0С3, С0 С4) ни олиб, ихтиёрий ну^танинг координаталарини 
алмаштириш формулаларини ёзинг.

Ечиш.  Аввало янги базис векторларининг S  га нисбатан коор

динаталарини топайлик. (13) га асосан С0С1 (— 1, 1 , 2, — 2), 

С0С/(1, О, 0, 0), С0С3 (-1, 2, 1 — 2), С0с7(1, 0, 0, — 1). У  ^олда бу 

кийматларни (15) га ^уйсак (>̂ амда О' — С0, е\ =  C0CV е2 =  С0С2, е’ъ— 

=  С0С\„ е; =  С0С4 деб олсак),

хх =  — х[ + х̂  — Х3 — 2х̂  -f 1 , х2 =  х[ + 2Хд, 

х3 - 2х[ + Х3 — 2х ,̂ х4 =  — 2х| — 2Хд — х'

бу изланган формулалардир.
2-мисол.  К>уйида берилган формулалар системаси А3 да бирор 

ну^танинг аффин координаталарини алмаштириш формулалари вази- 
фасини бажарадими: хг = х ' + 2х2' — х' — 1 , х2 =  2х[ + х2 +  х'3, х3 =  

=  х[ — Зх2 + 1 ?
Ечиш.  Бу формулалар ну^та координаталарини алмаштириш 

формулалари вазифасини бажариши учун Д=^0 булиши керак; ^а^и- 
катан ^ам, бу ер да

1 2 —1
А =  2 1 1 =  12=^0.

1 — 3 0
Энди берилган формулаларни (15) билан та^ослаб ^уйидагиларни 
топамиз:

О '(— и 0, 1), < ( 1 , 2, 1), 7' (2, 1 ,-3 ), ? ' ( - 1 , 1 , 0).

31- §. п улчовли аффин фазоларнинг изоморфлиги

Аввало икки вектор фазонинг изоморфлиги тушунчасига таъриф 
берамиз.

Фараз ^илайлик, V, V' вектор фазолар берилган булсин.
Та ър иф .  (p:V-*-V' акслантириш узаро бир ^ийматли булиб, 

куйидаги икки шартни каноатлантирса, у чизикли изоморф акслан
тириш деб аталади;

1 . V a> b £ V учун ф (а + Ь) =  ф(а) + <р (Ь) булса, яъни V даги ик
ки ихтиёрий вектор йигиндисига V  да шу векторларга мос келган 
векторларнинг йигиндиси мос келсин.

2. Y  а£У учун ва y b £ R  УЧУН Ф (М  =  Я, ф(а) булса, яъни V 

даги а векторни бирор % сонга купайтиришдан >̂ осил булган век-
—►

торнинг образи а га V' дан мос келган векторнинг I  сонга купай
тиришдан хрсил булган вектор дан иборат булсин.



Бу таърифдан ^уйидаги натижа келиб чи^ади: V билан V  изо
морф булса, V даги чизикли эркли векторларга V' да мос келган 
векторлар дам чизикли эркли булади, хусусий долда V нинг ноль 
векторига V' нинг дам ноль вектори мос келади.

Т е оре ма .  Икки вектор фазонинг изоморф булиши учун улар- 
нинг улчовлари тенг булиши етарли ва зарурдир.

И с б о т .  Етарлилиги .  V, V' вектор фазоларнинг улчовлари 
бир хил булсин, яъни V =  Vn, V' =  V'n. Бу фазоларнинг изоморф

эканлигини исботлаймиз. Vn нинг базиси Б =  ( е[, е2, . . . ,  е'п), V'n нинг
—> —► —> —v —>

базиси Б '— (е',е2, . . . , еп) булсин. \/-а£ Vn булса, у долда а нинг 

Б базисдаги координаталарини хх, х2, . . . , хп дейлик:

а =  хх ех -f х2 е2 -j-. . . + хп еп.

—*
Шу а векторга Vn да шундай а' векторни мос келтирамизки, унинг 

Б' даги координаталари хх, х 2, . . .  , хп булсин, бу мосликни ср деб 

белгилайлик, у долда

а' =  ххе[-\- х2е2 + . . . + хпеп,

Топилган бу ф мослигимиз узаро бир ^ийматлидир, чунки дар бир 
вектор ягона усулда базис векторлар буйича ифодэланади. Энди 
ю^оридаги икки шартнинг бажарилишини текширамиз.

а =  хх ех + х2е2 -f- . . .  + хп еп,

а , b£ V

>

b =  Ух ei + Уч е2 + ■ • • + У п еп>
 ̂ —*

бу векторларга V'n да мос келган ф (а )= а ',  ф (Ь) =  Ь' векторлар Б ' 

да ^уйидагича ёйилмага эга булади:
—► —> —> —*

а' =  хх е\ + х2 е>2 + . . .  + хп еп, Ь' =  ух е\ + у2е2 + . . .  + упе'п, 

у долда
► *—► ^

а b =  [хх у i) ех+(х2 + у2) е2 4- . . .  -f (хп + уп) еп

ва

а' b — ф (а) -4- ф (Ь) — (хх + ух) е1 + (х2 + г/2) е2 + • • • +

+ (Хп + Уп) еп =  ф(а + ЬУ’ 

демак, биринчи шарт бажарилди.



Энди иккинчи шартнинг бажарилишини текширайлик. \f-k £ R  ни 
олсак,

А, а =  Aotj ех + 'кх2е2 + . . . + Ххп еп,
•—► — •—► —V

Я • ф (а) =  X а' =  А, (хг ej + х2 е2 4- . . . 4- ап ==

—► —* —► —►

=  + Кх2е2 4-. . Л-Ххпе’п =  ф(Я,а), 

демак, Кп, изоморф.

Зарурийлик.  | : У->- К' акслантириш изо морф мосликдан ибо
рат булса, уларнинг улчовлари тенг эканлигини курсатайлик. Фараз 
цилайлик, V =  Vn, V' =  Vm булиб, аницлик учун m e n  булсин. 

V„ нинг улчови п булгани учун унда п та чизикли эркли вектор 

мавжуддир, ю^оридаги натижага асосан шу векторларнинг образла- 
ри хам чизикли эркли булади, демак, Vт нинг х>ам улчови п були
ши керак, бундан п =  т.

Хуллас, бир хил улчовли барча вектор фазолар узаро изо- 
морфдир, яъни бирор вектор фазога тааллукли даъво (ёки тас- 
дик) шу фазога изоморф барча фазолар учун хам уринли бу
лади.

Т а ъ р и ф .  Элтувчи вектор фазолари узаро изоморф бул- 
гаи икки аффин фазо изоморф деб аталади.

Бу таърифдан куринадики, икки аффин фазо узаро изоморф 
булиши учун улар бир хил улчовли булиши зарур ва етарли- 
дир. Бундан эса бир хил улчовли барча аффин фазоларнинг 
узаро изоморфлиги келиб чикади.

32-§. k улчовли текислик

Аффин фазода М0, М ,, . . . , М т нукталар системаси берилган 

булсин.

Т аъ р иф .  Агар М 0МУ, М0М2, . . . , М 0М т векторлар система

си чизикли эркли булса, берилган нукталар системаси чизщли 
эркли дейилади, акс ,\олда берилган нукталар системаси чизикли 
o o f  лик дейилади.

Бу таърифдан куринадики, берилган нукталар системаси чизикли 
эркли булса, унинг хар ^андай кисми хам чизикли эркли булади, 
бундан таш^ари, III] аксиома га асосан Ап да п 4-  1 та чизикли 

эркли нукталар мавжуд булиб, сони п + 1 тадан куп булган ^ар 
кандай нукталар системаси чизикли боглик булиши келиб чикади.

Хусусий холда икки нуктадан ташкил топган нукталар сис- 
темасининг чизикли эркли булиши учун, равшанки, улар турли 
булиши (устма-уст тушмаслиги), уч нуктадан ташкил топган 
нукталар системасининг чизикли зркли булиши учун уларнинг 
бир тугри чизицда ётмаслиги зарур ва етарлидир.

Апп улчовли аффин фазо, унинг элтувчиси Vп вектор фазо ^ам-

да Ап нинг кием фазоси Ak булиб, унинг элтувчиси Vkcz Vп булсин. 

Ап нинг тайин Р  нуцтасини олайлик.
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Т а ъ р и ф .  Ап фазодаги P N £V k шартни ^аноатлантирувчи барча 

N нукталар туплами k улчовли текислик деб аталади ва IT, деб 

белгиланади.

Бу таърифдан куринадики, Vk а  ПА, булиб, Р £ П/е дир, чунки 

N =  Р  булса, PN =  РР  =  0 булиб, Vk i^hcm фазо булгани учун 
—>

0 £ П /г дир. Р  ну^та 11/г нинг бошлангич нуцтаси, Vk эса элтувчиси 

дейилади.

Хусусий холларда: 1) k = 0  булса, у >̂ олда П0 текислик битта 
Р  нукта да и иборат, демак, Ап даги хар бир нукта ноль улчовли 

текисликдир; 2) k =  1 булса, П, бир улчовли текислик булиб, биз 
уни тугри чизик; деб атаганмиз; 3) k — 2 булса, П2 икки улчовли 
текислик булиб, уни биз бевосита текислик деб атаганмиз; 4) k — 
=  п —-1 булса, Пм1 текисликни, махсус ном билан, яъни гипер- 

текислик деб юритилади.
Текислик таърифидан куринадики, k =  п булган ^олда Ап ^ам 

п улчовли текислик экан.

1-теорема .  П/г текисликда (&+1) т а  ну^тадан иборат ка
мида битта чизидли эркли нукталар системаси мавжуддир.

И с б о т .  Агар a £ V k [аф 0) булса, РМ 0=  а билан аникланувчи
—* —У —У

М0 нуь̂ та Y\k текисликнинг нуктаси булади. Vk нинг ех, е2, . . . , ek 

базис векторларини олиб, М йМ г =  ev М 0М 2 =  е-2, . . .  , M 0M k — ek 

десак, хосил булган М0, М г, М2, . . . , M k нукталар системаси (еи
—> —У

е2, . . . , ek базис векторлар чизидли эркли) чизидли эркли бу
лади . А

2-теорема .  Y\k нинг таърифидаги Р нукта ало.\ида ажра- 
тилган нукта булмасдан, балки Uk даги барча нуцталарнинг хар 
бири %ам шундай хоссага эгадир (боищача айтганда, Р нукта П 
нинг цаерида олинишига бог лиц. эмас).

И с б о т .  Р дан фар^ли ни олайлик. Агар булган-
----У

дагина QN £V k эканини курсатсак, теоремани исботлаган буламиз. 

Х^икатан ^ам QN £ Vk булсин, у холда P Q ^V k булиб (текислик 

таърифига кура), IV2 га асосан PQ + QN =  PN £V k булади, демак,

N £ n ft, аксинча N £Y\k булса, PN £ Vk -> QN £ Vk A

3-теорема .  Аффин фазодаги yap цандай k улчовли Пл те
кислик уз йулида k улчовли Ak аффин фазодир.

Исб от .  ПА, нинг аффин фазо эканини курсатиш учун IV], IV2 
аксиомалар шартларининг каноатланишини курсатиш кифоядир. Y  ;М, 
N£Uk ни олайлик, у ^олда
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PM  £ Vk, PN M N  =  MP + P N =  P N — PM k. Демак,

Y\k да маълум тартибда олинган икки М, N ну^тага Vk да 
аник битта вектор мос келади (1Уг нинг шарти бажарилади). IV2 
нинг шарти Ап учун бажарилгани сабабли ПА учун хам бажари
лади. А

4- теорема .  Ап да Р ну^та ва elt е2, . . ., ek(k^n) чизикли эрк
ли векторлар факат битта П/г текисликни аниклайди.

И с бот. Базис векторлари ех, е2, , ek дан иборат Vk ^исм 
вектор фазони царайлик, бу вактда текислик таърифига асосан Р  
нукта ва Vk бирор текисликни аниклайди. Шу текисликнинг ягона

эканлигини курсатамиз. Фараз килайлик, Р  ну^тани ва ev е2, . . ., ek 
векторларни уз ичига олган бошка текислик мавжуд булсин, 

унинг бошлангич ну^таси Р  ва элтувчиси V'k булсин. Аввало шуни

пайцаймизки, Vk ва V'k нинг иккаласи .\ам чизикли эркли еъ е2, . . .  , ek 

векторларни уз ичига олгани учун улар устма-уст тушади. Бундан 
таищари, P £ V k булгани учун 3-теоремага асосан А

Бу теоремадан куйидаги икки натижа келиб чикади.
1-натижа .  Ап даги (k 4- 1) та чизикли эркли нукталар систе

маси фацат битта k улчовли текисликни аниклайди.
2-натижа .  Ап даги >̂ ар ^андай п та чизикли эркли нукталар 

системаси фа^ат битта гипертекисликни аниклайди.
Энди k улчовли текисликнинг аналитик ифодасини, яъни тенгла- 

маларини келтириб чи^ариш билан шугулланайлик.

Ап да бирор аЪ— {0,ех, е2, . . . ,е п) аффин репер берилган бул
син. 5- теоремага асосан Пл, текислик битта нуцта ва k та чизикли 
эркли вектор билан тулиц ашцланади. Пй ни аницловчи ну^та Р  ва

чизикли эркли векторлар рх, р2, . . ., pk булсин. У ^олда П* нинг их-
--►

тиёрий ну^таси N ни олсак, PN вектор хосил булиб, бу вектор П*.
—f

нинг элтувчиси Vk га тегишли булади, демак, ундаги р1У р2, . . ., pk 
чизикли эркли векторлар оркали ифодаланади.

PN =  t1pl + t2 р2 4- . . . + tkpk, i l8 )

бунда tlt t2, . . .  , tk £ R. У .\олда ON =  OP 4- PN уринли булгани 

учун

ON =  OP 4- tx p x 4- t2p2 -f . . . + tk pk. (19)

Равшанки, бу тенглик факатгина N £ Пп бу л ганда уринлидир. 

шунинг учун (19) ни Y\k нинг векторли тенгламаси деб аташ мум

кин. Агар Б базисда ON (,vlt х2, . . .  , хп), OP(av a2, . . . . ,  ап) ва 
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Pi (Цц, W2i, . . . , Unl), Pj (̂ 1 2> 2̂1> • • • n̂2̂ ’ • • • » Pk (̂ \k' 2̂Л’ • * • >

u лА) булса, буларнинг ev e , . . . , ел базис векторлар ор^али ифс- 

дасини (19) га ^уямиз:

—> —> -4 —*■

1̂ ̂ 1 ”"Ь *̂ 2 2̂ “~Ь • • • “Ь Х п€п =  4“ 2̂̂ 2
+ и21 е2 + - ■ . + «л1 ел) + /2 (и12е1 + Ы22 е2 + . • • + «п2 еп) + . . . + 

+ tk (u]ke1 -f u2k е2 + . . . + unk еп).

—v —у —̂

Бу ифодадаги кавсларни очиб ва ех, е2, . . . .  еп га нисбатан гуруд- 

лаб, бу векторларнинг чизикли эрклилигини дисобга олсак,

Х1 =  а1 + t\ Ч~ 2̂ U12 + • • • ~Ь ^

*2 =  + 1̂ и21 ~Ъ 2̂ W22 + • • • + W2*, ^20)

*л =  ап + Л + *2^2 + • • ■ + ^

Бу изланган тенгламалардир. (20) дан куринадики, ПА нинг ихти

ёрий нуктаси булган N нинг координаталари tx, t2 . . . , tk параметр- 

ларга ихтиёрий ^ийматлар бериш билан га тегишли ну^таларни 

топиш мумкин. Шунинг учун (20) ни Пл нинг параметрик тенг- 

ламалари деб аталади. Хусусий х1олда k =  1 булса, Пх тугри чи- 
зицдан (яъни бир улчовли текислик) иборат булиб, унинг Ап даги 

параметрик тенгламалари куйидати куринишда булади:

хх — ах -\- tx Мц,

Х2 ~ а2 "Ь 1̂ U21> .

Х п =  an + i 1ип-

ип -и21 . . .  ип{ Ф  0 шартда (21) нинг дар биридан tx ни топиб 

уларни тенглаштирсак,

*1 а1 _ fl,2 _ _ ХП &П (92)

Ul\ U21 Uni

Булар Ап даги Пх тугри чизи^нинг каноник тенгламалари деб ата-
—►

лади. Бунда Р ну^та Пх нинг бошлангич нуктаси, рх вектор эса 
унинг йуналтирувчиси дейилади.

k — 2 да П2 икки улчовли текислик булиб, унинг параметрик 
тенгламалари ^уйидаги куринишда булади:

a'i — а х -j~ t\Uxx -)- ^ 12*

я  2 == ^2 ~Ь ^1^21 t2 и22, (23)

Х п =  а п +  ^1 и л1 +  ^2Ып2.
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п =  3 да Л3 даги оддий текисликнинг параметрик тенгламалари 
^осил булади.

Энди (20) системага яна к;айтиб келайлик. Бу системада t v t2, 
. . tk лар параметрлар .\исобланиб, уларнинг сони k дир (равшан

ки, k <  п), лекин тенгламалар сони п тадир. рг, р2,. . ., pk вектор
лар чизидли эркли булгани учун (20) даги tlt t2, . . . , tk ларнинг 
козффициентларидан тузилган матрицанинг ранги k га тенг булади, 
у .\олда (20) даги биринчи k тенгликдаги tlt t2, . . . , tk ларнинг 
коэффициент лари дан тузилган детерминантни нолдан фар^ли деб ол- 
сак, шу системадан tlt t2, . . . , tk ларни топиш мумкин, бу то- 
пилган ^ийматларни (20) даги долган (п — k) та тенгламадаги tlt t2,
. . . , tk урнига цуйсак, параметрлар ^атнашмаган тенгламалар сис
темаси хосил булади. Бу системани умумий холда цуйидагича ёзиш 
мумкин:

Хк-~\ Wj j А' ] ~r U12 ДГо Л- . . .  -р ulk Xk + ak =  0,

AVt-2 +  U 2\ Х1 +  и 22 +  А- 2 . . . —  U2k xk +  a k+[ =  0 ,
(24)

Х п U n- k , 1 х 1 +  Un - k ,2 х 2 +  •••■+- и п^ к , к ХкГ^~ а п ~ ^ '

(2) системадаги >̂ ар бир тенглама чизидли эркли булгани учун ун- 
дан хосил ^илинган (24) системадаги тенгламалар >;ам чизидли эрк
ли булиб, биргаликда булади, бу система .\ам Г1/г нинг тенглэмала- 
ридир. Демак, куйидаги теоремани исботладик.

5- т е о р е м а. Ап да k улчовли текисликнинг хар бири биргаликда- 

ги чизидли эркли (п—k) т а тенглама системаси билан аницланади.
Бу теореманинг тескариси ^ам уринлидир.
6-теорема .  Ап даги бирор аффин реперга нисбатан берил

ган (п—k) т а  чизидли эркли (биринчи даражали) тенглама сис
темаси биргаликда булса, Ап даги бу системани каноатланти- 
рувчи барча нукталар туплами k улчовли текисликни аницлайди.

Исб от .  Фараз ^илайлик, куйидаги (п — k) та чизидли зркли, 
биринчи даражали тенглама системаси берилган булсин:

Wj i  А'х +  w12 х2 —  . . .  +  и[п хп -j- — 0,

U 21X 1 U 22X 2 Л~ • • • + и 2 п х п А‘Г а 2 — (25)

и п-к, 1 Х 1 +  и п-к,2 х 2 +  • • • +  и п-к,п *л +  а п-к =  °*

Бу система чизидли эркли ва биргаликда булгани угчун xlt х2, . . хп 

узгарувчилар олдидаги коэффициентлардан тузилган

1112 * • • • » и{п

и22, • ■ . , и2п

4 к,\ U n—k.2' ’ - ’ U n —k .n

матрицанинг ранги ri — k га тенгдир, демак, шу матрицанинг (п—k)- 
тартибли детерминантларидан камида биттаси нолдан фар^ли, уму- 
мийликни бузмаслик учун шу детерминант



и\, k +1 U\, k + 2 ’ ‘ • • -

U2, k + 1 U2, k +2 ’ • • ■ ’ U2n Ф  о

^ n —k, k^~ U n ~ k , *+2 , • • • , Unn

булсин. Ъ холда берилган системани xk , v xk ,2, . . ., хп га нисбатан 

ечсак,

Xk- 1 =  и\[Х\ + и\2 х2 + • • . +

Xk f :  =  w21 *1 W22 *2 +  ■ • • +  U2kXk -Т CLk__О,

АЛ =  Un-*. 1 Х1 + Wrt-£, 2 *2 + • • ■ + un-k,k Xk + °V

Агар xv x2, . . . , xk ни параметрлар деб ^абул ^илсак, яъни улар- 

ни хх =  /1( а'2 =  /2, . . . , л'̂  =  tk деб белгиласак, сунгги системани 

^уйидагича ёзиш мумкин: 

хг =  tx
А2 — t2

А'̂ __! =  «и 2е 1 + «12 t2 + . . .  + Ulk tk + aA_j_[,

=  1 *1 + 2 *2 + • • • + * C +  fln*

(26) ни (20) билан та^ослаб курсак, (26) система (20) системанинг 
хусусий холи экэнини курамиз. Шунинг учун (26) система бирор 
[п — k) улчогли текисликнинг параметрик тенгламаларидир. Бу сис
тема берилган системага эквивалентлиги учун у дам шу текислик
нинг тенгламалари дисобланади. (25) тенгламалар системаси (п — k) 
улчовли текисликнинг умумий тенгламалари деб аталади.

Хусусий долда, k =  n — 1 булса, исботланган 6-теоремадан 
цуйидаги натижа келиб чицади.

Н а т и ж а .  Гипертекисликнинг умумий тенгламаси битта айни- 
маган чизикли тенгламадан иборат (айнимаган чизикли тенглама— 
узгарувчиларининг олдидаги коэффициентларидан камида биттаси 
нолдан фар^ли булган тенгламалардир).

Демак, Ап да k та чизикли тенглама системаси берилган булса, 
улардан дар бирини шу фазодаги гипертекислик деб ^арасак, у долда 
берилган тенгламалар системаси (агар система биргаликда булса) k 
та гипертекислик кесишмасидан досил булган текисликни ани̂ лай- 
ди. (Бунга мисол тари^асида А3 да икки текисликнинг кесишмаси
дан тугри чизи^ досил булишини эслаш кифоядир.)

Мисол.  (О, ех, е2, е3, е4) репер берилган. Координата текис- 
ликларининг тенгламаларини ёзинг.

Ечиш.  О ну^та ва ех вектор билан ашцланадиган бир улчовли 
координата текислиги (яъни координаталар тугри чизиги) (21) га асосан 

а 2 — 0, х3 =  0, х4 =  0.

Па =  (О, ev е2) текислик тенгламаси эса (25) га асосан
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П3 =  (О, Й1, е2, е3) текислик тенгламаси (шу фазо учун гипер- 
гекислик)

х4 =  0.

Долган текисликларнинг тенглама ларини ёзишни машц сифатида 
у^увчига .^авола ^илинади.

х3 =  О, х4 =  0.

33-§. Икки текисликнинг узаро вазияти

1-таъриф.  Ап даги икки текислик камида битта умумий ну^та- 

га эга булса, улар кесишувчи текисликлар деб аталади.
Демак, икки текислик кесишса, кесимда ну^та — ноль улчовли 

текислик, турри чизи^— бир улчовли текислик, икки улчовли те
кислик ва к. лар >̂ осил булиши мумкин.

2-таъриф.  Икки текисликнинг элтувчи вектор фазоларидан би- 
ри иккинчисининг кисми булса, бу текисликлар узаРО параллел деб 
аталади (бу таърифни А3 даги икки турри чизикнинг параллел лиги, 
икки текисликнинг параллеллиги таърифлари билан такдосланг).

3-таъриф.  Агар Ап да Пл, l ls текисликлар кесишмаса хамда 

параллел булмаса, улар айкаш текисликлар деб аталади (А3 даги 
икки ай^аш турри чизиц таърифини эсланг).

1-те о рем  а. Ап даги П^, П5 текисликлар узаро параллел бу

либ, умумий нук̂ тага эга булса, улардан бири нккинчисига тегиш
ли дир.

И с б о т .  Ани^лик учун k <  s булсин, у >̂ олда параллелликнинг 
таърифига асосан бу текисликларнинг элтувчи вектор фазолари учун 
Vk cz Vг уринли булади. Бу вактда cz П,. эканини курсатайлик.

ПА П П5 =  Р  нукта булсин. М £ булса, равшанки, PM  £ Vк,

бундан VkczVs\ демак, РМ  £ У3 ва М £ I IS. Хуллас, нинг их

тиёрий ну^таси П3 нинг >̂ ам ну^тасидир, шундай к̂ илиб n^czFT.

Н а т и ж а .  Улчовлари тенг икки текислик параллел булиб, ка
мида битта умумий ну^тага эга булса, улар устма- уст тушади.

Энди умумий тенгламалари билан берилган икки текисликнинг 
кесишиш шартини излайлик. П^, текисликларнинг умумий тенг

ламалари:

Wjl Х[ -J- Mj2 х 2 -f- . . . +  U ln Хп +  «| =  0> 

и-2\ Х1 Х2 U2n Хп “Ь а2 ==

п * : . . . 7 ..................... ‘ ...........................

Uk\ X l +  Uk2 Х2 +  ' ' * +  Пкп Хп +  а ч =  0

298



V2l X l +  V22 X 2 +  * • * +  V2n Xn +  Ь2 =  0.

Г Г  : .......................................................................................................................................

"si *1 +  0 s2*2 +  • ■ • +  Vs n Xn +  К  =  °*

Бу икки системани бирлаштириб, жами k + s та тенгламадан ибо
рат У  системани >̂ осил цилиб оламиз. Агар f| Hs ф  0  булса, 2  

система ечимга эга булиши керак, демак, шу системадаги узгарув- 
чилар олдидаги коэффициентлардан тузилган матрицанинг ранги г 
кенгайтирилган матрицанинг ранги г* га тенг ва аксинча. Равшан- 
ки, кесимда хосил цилинадиган текисликнинг улчови п — г га тенг. 
Демак, умумий тенгламалари билан берилган икки текисликнинг ке- 
сишиши учун уларнинг тенгламаларидан бирлаштириб тузилган тенг- 
ламалар системаси да г =  г* булиши зарур ва етарли экан.

Умуман, Ап даги икки ва П5 текисликнинг узаро вазиятини 

куйидаги жадвал оркали ани^лаш мумкин ('бунда V =  Vk f] Vs, П =  

=  П4 П l ls):

I'll *1 +  V12X2 +  • * ‘ - r Vl n Xn + b l =  0 ’

dim V П - 0 П ^ 0

0 I l fe ва П $ айкаш ва битта умумий ну^та- 
га эга.

0 <  г <  min 
(k, s)*

n * t  n s Щ  ва Г15 нинг кесими г улчов
ли текислик

min (k, s) П* II n s k <  s булса, П л с : 
k >  s булса, Пд гэПу

П2: *3 =  2 По

Х у --  Х 2 “Г" * 4 — 4 .

Мисол .  П2, П2 текисликлар мос равишда куйидаги тенглама- 

лар билан берилган:
x1 =  t1 — t2, 

х2 =  1 — /1(

2 *3 — 1̂ + 4 ’

*4 =  2̂ ■

Шу текисликларнинг узаро вазиятини аникланг.
Ечиш.  ГГ, нинг тенгламаларини умумий куринишда ёзамиз, 

яъни иккинчи ва учинчи тенгламадан tlf t2 ни топиб, биринчи ва 
туртинчи тенгламаларга ^уямиз:

—Ь 2х2 И- х3 == 2,

— 2х2 — х3 -J- х± - - 2 .

П2 билан II., тенгламаларини бирлаштириб ёзсак,

П„ :

min {k, s) белгиси k, s сонларининг кичигини англатади.
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система хосил булади. Бу системанииг матрицаларини ёзамиз: 

/ 1  0 — 1 0 \

1 —1 0 1 \ . . .
м = . п л , м*=

/ 1  0 —1 0  2
1 — 1 0 1 4 

1 2  1 0  2 
\ 0  — 2 —1 1 — 2 /

М нинг ранги г =  4, у холда М* нинг ^ам ранги г* =  4. Демак, 

(2) система ягона ечимга эга, бу эса П,, П , текисликларнинг фа^ат 

битта ну^тада кесишишидан дарак беради. (2 !) системани ечсак, хл =̂
— 6, Хс, =  — 4, х3 =  4, =  — 6 булиб, изланган нукта (6, — 4, 4,
-  6) .  '

34- §. Аффин алмаштиришлар

Текисликдаги аффин алмаштиришлар билан I булимнинг III бо- 
бида танишган эдик, энди п улчовли аффин фазодаги алмаштириш
лар билан танишайлик.

Ап да икки &В =  (О, ел, е0, . . . , е;г) ва =  (О, ej, f9', . . . .

репер берилган булсин. Бу реперлар ёрдамида Ап нинг нуцта- 

лари орасида шундай f мослик урнатамизки, ихтиёрий М  £ Ап нуц- 

та $  реперда 1\андай координаталар га эга булса, унинг образи М '— 
=  / (М) нукта ЗУ реперда худди шундай координаталарга эга бул
син, равшанки, бу мослик узаро бир кийматли булиб, Ап ни уз-узи- 

га утказади, демак, / бирор алмаштиришдир.
1-таъриф.  Ю^оридагича аницланган / алмаштириш Ап ни аф

фин алмаштириш деб аталади.
Бу таърифдан куринадики, аффин алмаштириш бир жуфт аффин 

реперларнинг берилиши билан тула аникланади.
Энди аффин алмаштиришнинг катор хоссалари билан танишай

лик.

Г . / аффин алмаштиришда a £ Ап вектор шу фазонинг бирор

f{a ) =  a' вектори га алмашади, чунки IV t га асосан a =  MN  де- 
сак, М, N нуцталарнинг образлари / (М) =  М ' , f(N) =  N' булиб, 
бу нукталар хам Ап га тегишли булгани учун улар га мос келган

а' вектор / (а )  булади.
Хусусий холда ноль вектор яна ноль векторга алмашади.

2°. / аффин алмаштиришда а векторнинг координаталари $  да

к̂ андай булса, унга мос келган а ' векторнинг хам координаталари 
S ' да худди шу сонлардан иборат булади.



Бу хосса f нинг таърифи ва Г  дан бевосита келиб чицади.
3°. / аффин алмаштиришда икки векторнинг йигиндиеига мос 

келган вектор душилувчи векторларга мос келган векторлар йигин-

дисндан иборат, яъни а + Ъ =  с => f ( с )  =  f (а )  f (Ь).
Бу хоссанинг уринли эканлигига ишонч досил дилиш учун коор

динаталари билан берилган векторларни к>ушиш доидасини эсласак 
ва f нинг таърифини эътиборга олсак, кифоядир.

4°. к а векторга мос келган вектор k f ( a )  — k а' вектордир.

Бу икки 3°, 4°- хоссадан [ алмаштиришда кх ах + к2 а2 + . . . -f-

4- kk ak векторга Я,, а[ + к2 а' + . . . + kk a’k векторнинг мос келиши 

келиб чидади, яъни f да векторларнинг чизикли комбинацияси сад- 
ланади, демак, чизикли эркли векторга яна чизикли эркли векторлар 
мос келади. Бу хоссаларни ва 4-§ даги икки аффин фазонинг изо- 
морфлиги таърифини эътиборга олсак, аффин алмаштиришнинг дуйи- 
даги иккинчи таърифи келиб чидади.

2-таъриф.  Ап фазонинг уз-узига изоморф аксланиши Ап даги 

аффин алмаштириш деб аталади.
3-таъриф.  MN  кесмани Р нудта к нисбатда булса (яъни

М Р =  к PN булса), у долда X сон М, N, Р  нудталарнинг оддий 
нисбати деб агалиб, уни одатдагидек к =  (МN, Р) куринишда бел
гиланади.

Демак, МР =  к PN о  к — (.M N ,P ), у долда 4-хоссани эъти
борга олсак, аффин алмаштиришда нудта берилган кесмани дандай 
нисбатда булса, унинг образи дам берилган кесма образини шу нис
батда булади, деган хулосага келамиз, демак, аффин алмаштиришда 
уч нудтанинг оддий нисбати садланади.

54 / аффин алмаштиришда k улчовли П/г текислик яна k улчов

ли ГГ, текисликка алмашади. яъни текисликнинг улчови f учун и i- 

вариантдир.
Хадикатан дам, нинг умумий тенгламаси Ш реиерда (25) ку

ринишда булса, / аффин алмаштиришда М нудтага мос келган М' 
нудтанинг координаталари бир хил булгани учун М £ (25) М ' £ 
£ (25), демак, ГГ текислик Ш га нисбатан дандай тенгламалар би- 

лан аникланса, унинг аффин образи хам S ' реиерда худдн шу тенг
ламалар билан анидланади. Бу эса текисликнинг улчови аффин ал- 
маштиришда узгармаслигини билдиради.

Хусусий холда k =  1 булса, аффин алмаштиришда тугри чизид 
яна тугри чизидда алмашинади. Бу хоссани биз I булим III бобда 
аффин алмаштиришнинг таърифига эквивалент эканлигш и курсатган
ЭДИК.

6°. / аффин алмаштиришда параллел текисликлар яна параллел 
текисликларга утади.

Бу хосса аффин алмаштиришнинг узаро бир дийматли эканлиги- 
дан келиб чидади (буни тулид исботлашни удувчига тоиширамиз).
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Энди аффин алмаштиришнинг координаталардаги ифодасини ку- 

райлик. Лп да $  =  (О, е,, е2, . . . , еп) репер берилган булсин.

Y  М  6 ни олиб, унинг шу репердаги координаталарини xlt х2, 

. . . , хп, f (М) =  М ' ну^танинг ^ам шу $  реперга нисбатан коор

динаталарини х[, х'2, . . . , х'п деб белгилаймиз. Бизнинг ма^садимиз 

xv х2, . . .  ,хп ва х\, х'0, . . . , х’п ни бог ловчи муносабатларни то- 

пишдир.

Фараз цилайлик, / (О) =  0\ f (ех) =  е', . . . , f{en) =  е'п булиб, 

буларнинг $  га нисбатан координаталари О' (с,, с2, . . . ,с п), е', (си ,

с 12» • • • * С1«)* е2 (с 2 1’ С22’ * ' * » С2п)> • • • > вп (CnV Сп2' ■ • • • сПп) 

булсин. У ^олда =  (O', ej, с2, • • • , О  аффин репер ^о-

сил булиб, / ($) =  ЗУ\ хусусий ^олда f (ОМ) =  О'АГ дир. У ^ол- 
да М  ну^танинг координаталари аффин алмаштиришнинг таърифига 
кура $ '  реперга нисбатан xv х2, . . . , хп булиб, (15) га асосан

С\ \ Х\ +  С2\ Х2 -f- . . .  +  Сп , хп -j- Cj,

С\2 Х\ С22Х 2 -+- . . .  -г Сп2Х п "Ь С2'

Х п =  С1п *1 +  С2п Х 2 +  • * * +  Спп Х п +  Сп

(27)

ва (16) шарт уринлидир.
Бу (27) формулалар аффин алмаштиришнинг координаталардаги 

ифодасидир. Бунинг тескариси .%ам тугридир, яъни (27) куринишда
ги ^ар ^андай формулалар ((16) шарт бажарилганда) А п да бирор 

аффин алмаштиришни ани^лайди. Х^и^атан ^ам, (27) берилган бул
син. У ^олда ихтиёрий М (х{, х2, . . . , хп), N (у1, у2, . . . , уп), 

нукталарнинг (27) алмаштиришдаги образлари М ' (х{, х2, . . . , хп),

N' {у[, у2, . • • , Уп) булса, MN (y{ — xv у2 — х,, . . . , уп — хп),

M 'N ' (у\ — х у 2 — х У п — хп),

X , =  См X , С21 Х2 +  • • • +  Сп] хп +  с,,

ва

4  — С12 х{ + с22 *2 + . . .  + Сл2 Xrt + С2, 

Х п =  С\п *1 +  С2п Х 2 +  • • • +  Спп Х п +  Сп

У\ =  С11 ^1 +  С2\ У2 +  * • * +  Сп\ Уп  +  С1> 

У 2 =  С\2 У\ +  С22 У 2 +  * • • +  Сп2 Уп  +  С2’

, У п  =  +  С2л^2 +  * * • +  Сп а ^ п  +  Сп
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дан:

у\ — х\= j (г/,— %,) + с21(у2 — х2)+  . . .  + с п1{уп — хп), 

У2 Х2 С\2 У̂[ ^i) ~Ь с22 (г/2 х2) -j- . . . -j- сп2 (уп хп),

Уп -  Хп =  С1п (У 1 -  *l) + С2п (У2 — Х2)+  • • • Спп (Уп -  Хп).

Бундан куринадики, (27) билан ани^ланадиган алмаштиришда MN  

вектор M 'N ' векторга утади. Худди шунга ухшаш, (27) куринишда

ги алмаштиришда К MN вектор X M 'N ' векторга алмашинишини ёки, 
умуман, векторларнинг чизидли кохмбинацияси (27) алмаштиришда 
яна шу коэффициентли векторларнинг чизидли комбинациясига утиш- 
лигини курсатиш мумкин. У холда 2-таърифнинг шартлари бажари- 
лади, демак, (27) ифода аффин алмаштиришни ани^лайди. Шу (27) 
ифоданинг х,, х2, . . . , хп олдидаги коэффициентлари хамда сл, с2,

. . . , сп сонлар биргаликда (26) шарт уринли булганда аффин ал- 

маштиришнинг характерини билдиради, шу сонларнинг ^ар хил бе- 
рилиши билан турли аффин алмаштиришларни ^осил ^илиш мумкин. 
Демак, Ап нинг чексиз куп аффин алмаштиришлари мавжуд. (27) 

формулани (15) билан тац^осласак, уларнинг таш^и куринишида 
фарк йукдек туюлади, аслида эса 05) формула битта нуцтанинг ик- 
кита аффин реперга нисбатан координаталари орасидаги богланишни 
аниклайди, (27) эса мос нукталар орасидаги богланишни ани^лайди.

35-§. Аффин алмаштиришлар группаси ва унинг цисм 

группалари

Маълумки, алмаштиришлар тупламининг группани хосил килиши 
учун куйидаги икки шарт бажарилиши керак.

1 . Шу тупламдаги ихтиёрий икки алмаштириш купайтмаси (ком- 
позицияси) яна шу тупламга тегишли алмаштириш.

2 . Шу тупламдаги хар бир алмаштиришга тескари алмаштириш 
хам шу тупламга ^арашли.

Ап нинг барча алмаштиришлари тупламини А билан бел

гилайлик. Бу туплам буш булмасдан, балки унинг элементлари 
аввалги параграфдаги му^окамамизга асосан чексиз купдир. А туп
ламнинг элементлари ю^оридаги икки шартни ^аноатлантиришини 

курсатамиз.
Равшанки, f аффин алмаштириш булса, у бир жуфт S, S' аф

фин реперларнинг берилиши билан тула аникланади (аффин алм-ш- 
тириш таърифига асосан) ва, аксинча.

1 . Агар f аффин алмаштириш S , S ' реперлар билан ани^лан- 
ган булиб, g аффин алмаштириш S ' , S "  реперлар билан ани^лан- 
са, у холда S, Ш" реперлар билан ани^ланган аффин алмаштириш 
берилган аффин алмаштиришлар купайтмасидан иборат:
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f> g £ £ A.

2 . / аффин алмаштириш S , £B' билан аницланса, £B', $  билан 
ани^ланган аффин алмаштириш / нинг тескариси f~x, яъни

f Z A = > r l $! А.

Демак, А туплам группа ташкил ^илади, у цисцача аффин группа. 
деб аталади.

Энди алмаштиришлар группасининг инварианта тушунчасини ки- 
ритамиз. G бирор алмаштириш группаси булиб, F ихтиёрий фигура 
булсин. G нинг исталган алмаштиришида F фигура бирор F' фигу- 
рага алмашганда F нинг F' учун х^м уринли булиб к;оладиган хос- 
салари F нинг G группага нисбатан инвариантлари деб аталади. У 
хрлда аффин группанинг инвариантлари олдинги параграфдаги хос- 
саларини эътиборга олсак цуйидагилар булади:

1 . > а̂р дандай аффин алмаштиришда k улчовли текислик яна k 
улчовли текисликка утгани учун текисликнинг улчови А га нисба
тан инвариантдир.

2 . Х>ар дандай аффин алмаштиришда уч нудтанинг оддий нисба
ти А га нисбатан инвариантдир.

3. Аффин алмаштиришда параллел текисликлар яна параллел те- 
кисликларга утгани учун параллеллик муносабати А га нисбатан 
инвариантдир.

Бу тушунчаларга асосланиб аффин геометрия нимани урганади 
деган саволга жавоб бериш мумкин.

Аффин геометрия п улчовли аффин фазо фигураларининг шун
дай хоссаларини урганадики, бу хоссалар аффин группага нисбатан 
инвариант булади (ёки геометриянинг аффин алмаштиришда фигу
раларнинг шу алмаштириш группасига нисбатан узгармай цоладиган 
хоссаларини урганадиган булими аффин геометрия деб аталади).

Энди аффин группанинг баъзи ^исм группалари билан танишай- 

лик.

а) П а р а л л е л  кучириш.  Ап да бирор и вектор берилган бул

син.
Таъриф .  Ап нинг ,\ар бир М  нуктасига

М М ' =  ~и (28)

шартни ^аноатлантирувчи М ' £ Ап ну^та мос келтирилган булса,

бу мослик алмаштиришдан иборат булиб, у Ап ни и вектор цадар

параллел кучириш деб аталади.
Ап ни параллел кучириш аффин алмаштиришдир. ^аци^атан,

Ш =  (0 , ~ev 7V . . . , еп), и (и{, и2,

М {хг Х2, . . . , Хп), М ' Ц\ Х'2, .

М М ' (х[ — х, х2— х2, . . .  , х'п — хп)
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учун (28) га асосан:

и, =  х\ ■Xj,

xv еки

и — х — X ,
п п п у

Х\ — +  Wj, 

х2 =  х2-\- и2,

Хп —Хп-\-и„.

(29)

Бу формулаларни (27) билан таадосласак, с, =  их, с2 — и2, . . . , 

е„ =  “„. СИ =  с22 =  • • •  =  ст  =  ‘ - cn= 0 ( i * j ,  i, / = 1 , 2 , . . . , л). 
(16) шарт бу ^олда:

* 0.

С!1 °12 • • • • С1„ 1 0 0 . . 0

С21 С22 ■ • * С2п 0 1 0 . . 0

СШ Сп2 ' • Спп 0 0 0 . . .  1

Демак, (29) формулалар билан ани^ланган алмаштириш (яъни парал
лел кучириш) аффин алмаштиришдан иборат дир.

и =  0 булган ^олда М =  М ' , бу эса нинг ^ар бир ну^та-

сини О вектор к,адар параллел кучирилганда шу ну^та уз- узига 
утишини англатиб, айнан алмаштириш х>осил к;илинади, демак, айнан 
алмаштириш параллел кучиришнинг хусусий ^олидир.

Энди Ап ни барча параллел кучиришлар туплами группа ташкил

этишини курсатайлик.

1 . Ап ни и вектор ^адар параллел кучириб, сунгра v вектор ца-

дар параллел кучирсак, натижада и -f v вектор билан аницлана- 
диган параллел кучириш ^осил булади, демак, икки параллел кучи
ришнинг композицияси яна параллел кучиришдан иборат.

2 . и вектор цадар параллел кучириш берилган булса, —и вектор 
билан ашцланадиган параллел кучириш унга тескари параллел ку-

чиришдир (чунки и -f ( — и) =  0 ).
Демак, Ап ни барча параллел 

кучиришлар туплами группа таш
кил этиб, у Ап нинг ^исм груп- 

пасидан иборат.
б) Гомотетия .  Ап нинг та- 

йин S нуктаси ва тайин k Ф  0 
сон берилган булсин.

Т аър иф .  Ап нинг х;ар бир 

М  нуктасига

S M ' =  kSM (30)
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шартни ^аноатлантирувчи М ' £ Ап ну^та мос келтирилган булса, 

Ап да 5 марказли ва k коэффициентли гомотетия берилган деб 

аталади (бунда 5 ну^та уз- узнга утади деб олинади) М, М ' ну^- 
талар узаро гомотетик дейилади.

S, М нукталар ва k сон берилса, (30) ни ^аноатлантирувчи М ' 
нук;та ягоналиги учун гомотетия — алмаштиришдан иборатлигига 
ишонч ^осил циламиз (191-а, б чизмалар). Энди шу алмаштиришни, 
яъни гомотетиянинг аффин алмаштириш эканлигини курсатамиз.

& =  (О, et, е2, . . .  , еп) реперга нисбатан 5 (sp s2, . . . , sn), М (*,,

х2 . . .  , хп), М ' (*,', х2% . . . , хп) булсин. У ^олда S М  (х,— s,, х2—

— s2, . . . , хп — sn) булиб, (30) га асосан

S. =  k(x. sl)’ 

■ s2),

еки

х'2 — s2 =  k (х2 

х' — s„ =  k (хп — s).п п ' п п

х[ =  kx{ — ks{ -j- Sp 

х2 =  kXcy — ks2 4“ s2,

x — kx — ks —j— S щn n n 1 n

(31)

Буларни (27) билан ‘такдосласак, с, =  s, — ksr c2 =  s2 — ks2, . . . , 

’cn = j n — ksn Eacu =  c22=  . . .  = c nn =  k, сп (1 Ф }\ i, j = l ,  2 ,

. . . , n), демак,

=  kn Ф 0

Сц С,2 . • k 0 . . . 0
с21 с22 . ' С2п :

0 k . . . 0

°п\ Сп2 • ■ ■ Спп 0 0 k

ва (31) формулалар билан ани^ланган алмаштириш, яъни гомотетия 
аффин алмаштиришдир.

Хусусий холда =  0 st =  s2 =  . . .  =  sn =  0 булиб, (31) 

куйидаги куринишни олади:

х[ =  kxv х2 =  kx2, . . .  , хп =  kxn.

Энди битта S марказли барча го
мотетия л ар туплами группа таш-
кил этишини курсатамиз.

1 . /?!, k2 коэффициентли 5 
марказли гомотетиялар компози- 
цияси kr-k2 коэффициентли ва 5

« Г 2 ; «2 =7

М М‘

192- чизма
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марказли гомотетиядир (192-чизма), чунки kx коэффициент ва М 

нуцта учун SM 7 — S M , k2 коэффициент ва М ' ну^та учун 

S M " — k2SM ' булиб, бундан SAT =  т~ S M ", уни аввалги тенг-

ликка ^уйсак, — 5 M r/ =  kx SM  ёки S M " =  {kx-k^ SM  булади, бу
k 2

эса kx-k2 коэффициентли ва 5 марказли гомотетияни билдиради.
2 . kx коэффициентли 5 марказли гомотетияга тескари гомотетия

— коэффициентли ва yum 5 марказли гомотетиядир, чунки k =  кгХ
kx

1  * -- *
X — =  1 булиб, (30)=>- SM ' =  SM, М ' =  М, бу эса айнан алмэш- 

kx
тиришдир.

Демак, бир марказли барча гомотетиялар туплами группани таш
кил этиб, бу группа А нинг цисм группасидан иборатдир.

Ми[сол. А нинг аффин алмаштириши цуйидаги формулалар би
лан берилган:

х\ =  — х1 + 2 , 

х'2 =  х2 — Зх3 — 1 ,

Xg —  X  j Xг, 3Xg “j- 3 .

1) Р  (3, — 1 , 2), Q ( — 1, 4, 0), 7(0,  0, 0) нуцталар образлари- 
ни топинг.

2) Шу аффин алмаштиришнинг ^узгалмас (уз урнида ^оладиган) 
нукталари борми?

3) 2хх + х2 +  *3 — 4 текисликнинг образи ^андай текислик?
( £  - j —7 2

4) I 1 2 3 тугри чизикнинг образини топинг.
( хг — х3 =  1

Ечиш.  1) Берилган формула л ар даги хх, х2, х3 лар урнига Р,
Q, Т нукталарнинг координаталарини к;уйиб, xj, х2, х3 ларни топа- 

миз. Р  нинг образи:

Xj =  — Х[ + 2 =  —■ 3 + 2 =  — 1 , j

х'2 =  х2 — Зх3— 1 =  — 1 — 3-2 — 1 =  — 8, | = ^ Я ( — 1 ,— 8, 11 ).

х3 =  Х| -f- х2 4" Зх3 —f— 3 =  3 — 1 + 3- 2 + 3 =

Шунга ухшаш, Q, Т нинг образлари Q' (3, 3, 6), Т' (2, — 1, 3);
2) аффин алмаштиришда уз- узига утадиган цузгалмас нукталар 

учун: Xj =  х[, х2 =  х2, Xj =  х3; шунинг учун улар ушбу

хх =  хх 2 ,
х2 =  х2 — Зх3 — 1 ,
Хд =  Х х -}- Х 2 3 Xg -}- 3

системанинг ечимидир. Бу системадан ушбу ^узгалмас ну^та топи- 

лади:



J ___ 1_ ___ 10 '
3 ’ 3

3) текисликнинг образини топиш учун берилган системани хх, х2, 
х3 га нисбатан ечиб, уларнинг цийматларини 2 xt + *2 + хз =  4 тенг- 
ламага к>уямиз. Берилган системадан:

хх =  — х\ + 2 , 

х2 — — (Xj + х2 + х3) 2 ,

х3 =  (х\— х + * з— 6).
о

Топилган бу ^ийматларни берилган текислик тенгламасига ^уйиб уни 
соддалаштирсак,

— 4Xj -(- 2 х3 =  9;

4) берилган тугри чизи^нинг образини топиш учун хам хх, х2, 
х3 нинг юцорида топилган цийматларини берилган тенгламаларга ^уя- 
миз:

11 л'| -}- 7 х9 -f- 5 х3 ss 18,

7 xj — х9 + Xg 12.

36- §. n улчовли векторли евклид фазоси

Биз I ,_ 4, I I ,_ 4, III]_2 аксиомалар ёрдамида п улчовли вектор

фазо тушунчасини киритган эдик х̂ амда чизикли амалларга асосла- 
ниб, шу фазо хоссаларини ургангандик, лекин бу фазода векторнинг 
узунлиги, икки вектор орасидаги бурчак, икки векторнинг перпенди- 
кулярлиги каби тушунчалар киритилмаган эди. Шунинг учун I j_ 4,

11,-4- HIj- _2 аксиомалар цаторига янги аксиомалар киритиш билан 

янги вектор фазоларни хрсил ^иламиз, шулардан бири векторли ев
клид фазосидир.

Таъриф .  Vn вектор фазонинг ихтиёрий икки а, Ъ вектори учун 

уларнинг скаляр купайтмаси деб аталган х^ик^ий сон мос келти

рилган булиб (купайтмани а ■ Ъ билан белгилаймиз), цуйидаги турт- 
та аксиома бажарилса, бундай фазо п улчовли векторли евклид фазо
си деб аталади (уни V Е билан белгилаймиз):

Vj • Y  ^ 6 Уп учун а • b =  b ■ а,

V 2 • Y  a , b , с £ Vn учун { а+  Ь) с =  а ■ с + b • с ,

V3 • Y  а > b £Vn ва Y  k £ R учун ka ■ b =  k{ab),

V4- Y a ^ 0 £ V n учун а - а >  0 .



Бу аксиомаларни одатда векторларнинг скаляр купайтириш аксио- 
малари деб юритилади.

Аввало юцоридаги аксиомалардан келиб чикади га н баъзи натижа- 
ларни курайлик.

1-натижа .  V2 аксиомадаги ассоциативлик к̂ онуни икки куши- 
лувчи вектор учун уринли булса, у исталган сондаги ^ушилувчилар

учун уринлидир, (ах + а2 -f . . .  + ат) ■ b =  ахЬ + а26 + . . . + а b 

(ифодадаги барча векторлар VE га тегишли).

Х^и^атан хам, а2 + а3 — . . . + ат =  Ьх десак, V 2 га асосан 

(а4 + Ьл) b =  axb + byb, бу ифоданинг иккинчи кушилувчисидаги 

Ьх ни а., + Ь2 деб олсак, бунда Ь2 =  а.3 + а4 -г . . .  + ат, у холда 

V2 ни яна татби^ ^илсак, (о , + Ьх) Ь =  a i Ь 4  а2 b 4  Ь2 Ь\ энди шу 

ишни учинчи цушилувчи учун такрорлаймиз ва ^.к. а,, а2, . . ат 

нинг сони чекли булгани учун маълум кадамдан сунг изланган 
тенглик ^осил булади.

2-натижа.  О векторнинг ^ар кандай вектор билан скаляр купайт

маси нолга тенгдир, чунки V3 га асосан (0- а)—(0 b-a)=^0(ba) =  0.

3-натижа .  а- а  скаляр купайтма фацат а =  0 булгандагина 
нолга тенгдир, бу бевосита V4 аксиома ва 2- натижадан келиб чита

ли. ___

а • а >  0 ^ ] /  а а — хаки^ий сондир.

Таъриф.  V  а а хачикий сонни а векторнинг модули (узунли- 

ги) дейилади ва уни 1 а а =  \а\ куринишда белгиланади. Хусусий

^олда \а \ =  1 булса, бундай а вектор бирлик вектор деб аталади, 
буьдан гаш^ари, ноль векторнинг модули нолга тенглиги хам рав- 
шандир.

4- н а т и ж а. b =  X а => 1 b \ — (X,; \ а I, чунки

| b | =  V Ка ■ Ха I X (а ■ Xа ) =  I X X [а а ) =

— \ X2 а ■ а =  (л | a L 

Те орема .  Y  a, b £V E УЧУН

! а ■ b | <  I а | \Ь | (32)

уринлидир (Коши — Буняковский тенгсизлиги).

И с бот. а,  b ^V E берилган булсин. а — ХЬ куринишдаги век

торни текширайлик. | а —  ХЬ | > 0  дан: (а —  ХЬ) (а —  а  Ь) >  0. Бу 
тенгсизликнинг чап томонига Vj_4 аксиомаларни ва ю^орида келти

рилган натижаларни татби^ килиб, а а — а1, Ь ■ Ь — Ь2 десак,



бундан куринадики, к га нисбатан квадрат уч^ад к нинг ^ар к̂ андай 
^ийматида манфий эмас, у хрлда бу уч^аднинг дискриминанта мус-

бат булиши мумкин эмас, яъни (a b )2 — arb2 <  0, бундан ( а b )2 <
<  агЬ- ёки I a b \ <  \а 11 b |.

Шуни таъкидлашимиз зарурки, (32) тенгсизликдаги тенглик бел-

гиси а , b коллинеар булгандагина уринлидир. ^акикатан ,\ам,

а — к b=> \ а b \ =  \kb b \ =  \к(Ь Ь)\ — \к\\Ь Ь\ =

=  iXI \b\- =  \Сь\ \Ь\ =  \ а\\Ь\, (34)

акс холда а — к Ь ф  0 булса, (33) нинг чап томонидаги к га нис
батан квадрат учхаднинг дискриминанта манфий буладг, яъни катъий 
тенгсизлик руй беради.

Коши — Буняковский тенгсизлигини а Ф  О ва Ъ Ф  О векторлар

учун цуйидагича ёзиб олайлик: — 1 <  <  1 • Бундан
М Ы  \а\\ь\

касрни бирор ф бурчакиинг косинуси деб олиш мумкин, яъни

cos ф =  ■ • (35)
I о. 11 ь I

Таъриф.  (35) тенглик билан ани^ланадиган бурчакларнинг энг 

кичиги а , Ь векторлар орасидаги бурчак деб аталади.
тс — ^

Ф —  — да а , b векторлар ортогонал деб аталади. (35) дан ку-

риниб турибдики, ноль булмаган икки вектор ортогонал булиши 
учун уларнинг скаляр купайтмаси но л га тенг булиши зарур ва етар- 
ли экан.

(35) да ф =  0 ёки ф =  л булса, а ■ b =  \а\\Ь[, (34) га асосан 

а =  kb ёки а I! b ,

(35) =>- а b =  | а\! b | cos ф , (36)

Демак, икки векторнинг скаляр купайтмаси шу векторлар модулла- 
ри билан улар орасидаги бурчак косинусининг купайтмасига тенг. 

Энди VE нинг базиси масаласига тухталайлик.

Т аъриф .  VЕ даги е1} е2, . . . , еп базис векторларнинг ^ар бири 

бирлик вектор булиб, уларнинг исталган иккитаси узаро ортогонал 
булса, бундай векторлар системаси ортинормаланган базис (ёки де



карт базиси) деб аталади, уни хам одатдагидек Б =  (ех, е2, . . , еп) 

деб белгилайлик.
Демак, ортонормаланган базис учун

=  f 1 . агар < =  / булса, {37)
О, агар i ф  j булса,

бунда /, / =  1 , 2 , . . . , п.
Энди ортонормаланган базисда координаталари билан берилган 

икки векторнинг скаляр купайтмаси, векторнинг узунлиги, икки век
тор орасидаги бурчакни хисоблаш формулаларини топайлик.

Фараз килайлик, бирор декарт базисида

а{хх, х2, . . . , хп) =  а д  + а д  + . . . + хпеп,

Ь(г/1, г/2, . • • , */„) =  г/i^ i +  У2̂  +  • • • + ^ еп-

У холда скаляр купайтманинг хоссаларини ва (37) ни назарда тут- 
сак,

а ■ b =  [х1е1 + х2е2 + . . . + хп еп) [ухех + у2е2 + . . .  + уп еп) =

~  Х\У\ (^1 ^l) Х\У-2 (е1 ^2) • “Г Х1Уп (е1 £/г) ~Ь ХчУ\ (e 2^l) ~Ь

+ х2у2 {е, е2) + . . . + Х2£/П (е2 еп) + . . . + хпух (еп ех) +

+ хпу2 К~е2) + . . . + хпуп (еп еп) =  ххух -J- х2у2 + . . . + хпуп, 

яъни

a b  =  х:хух + х2у2 + . . .  + хп у п. (38)

Демак, VЕ да икки векторнинг скаляр купайтмаси шу векторлар мос 

координаталари купайтмаларининг йигиндисига тенг.

а =  Ь=>х1 =  у1, х2 = у 2, . . . , хп =  уп => а а =  х\ + х\ + . . .  + х2п. 

ёки

I а а =  у  *1 + х\ “Ь • • • + хп * 

вектор узунлигининг таърифига кура

| а | =  \ х~{ + х 22 + . . .  + X" . (39)

Демак, векторнинг узунлиги унинг координаталари йигиндисндан 
олинган арифметик квадрат илдизга тенг.

(38) ва (39) ни эътиборга олсак, икки вектор орасидаги бурчакни 
^исоблаш (ани^роги, шу бурчакнинг косинусини топиш'1 формуласи 
топилади. (35) дан:

*i«/i +  х*Уз +  • • • хп Уп



Коши — Буняковский тенгсизлиги эса куйидаги куринишни олади: 

{Х\У\ “г х2у2 +  . . . + хпуп)2 <  (л'у 4- х\ +  . . .  +  х%) (у\ +

+ 0? + . ■ ■ + £ # .  (41)

1-ми с о л. Турт улчовли векторли евклид фазосидаги декарт ба

зисида а (3, 2, 1, 1), 6(4, — 2, — 1, 1) берилган. 1\уйиДагиларни

топинг. а) шу векторларнинг узунликлари; б) а b скаляр купайтма; 
с) векторлар орасидаги бурчак.

Е ч и ш. а) (39) га асосан

|а| =  1/ 32 + 22 + 12 + Г2 =  К 15 ,

\Ь\ =  V"42 + (— 2)2 + (— I )2 + I 2 =  >а22 ; 

б) (38) га асосан

~а~Ь =  3• 4 + 2■ (— 2) 4- 1 ■ (— 1) +1-1 =  12 — 4 — 1 + 1 =

~а~Ь 8 8
с) (40) га асосан cos ф =

У 15 • У  22 V  330 '

Ф =  arccos
У  ззо

2-ми сол. а (  1 , 3, 2, — 1), Ь{5, 1, — 4, 0), с (0, 4, 1, 14) век
торларнинг ортогонал системани хосил килишини исботланг.

И с б о т .  Умуман, ал, а2, , ап векторлар системасида ихтиё

рий икки ректор ysapo сртогснал булса, бундай векторлар системаси 
ортсгонал система деб аталади. Бу ерда ахвол шундай, ^ак^атан,

~7b =  1-5 + 3 1  + 2-(— 4) + (— 1)0 =  8 — 8 =  0,

~а~с =  1-0 + 3- 4 + 2-1 + (— 1/14 =  14 — 14 =  0.

1 7 =  5 0  + 1 4  + (— 4)1 + 0-14 =  4- 4 =  0.

37- §. п улчовли евклид фазоси

Таъриф.  Элтувчиси V Е булган (п улчовли векторли евклид фа

зоси) п улчовли аффин фазо п улчовли евклид фазоси деб аталади 
ва Еп билан белгиланади.

Демак, элементлари ну^та ва вектор деб аталган буш булмаган 
туплам I j_ 4, II|_4, I I I , ^ ,  IV ,_2, Vj_4 аксиомаларни ^аноатлантирса, 

у туплам п улчовли евклид фазоси булади.
Таърифдан куринадики, п улчовли аффин фазонинг барча таъриф 

ва теоремалари Еп да хам уз кучини сацлайди.

Еп даги нуктанинг координаталарини 30- § дагидек таърифласак

хамда декарт реперини 3$ =  (О, ev е2, . . . , еп) деб олсак (<?1( е2, . . . ,



еп ортонормаланган базис), у ^олда уч улчовли евклид фазоси 

сингари Еп да ^атор масалаларни ^ал цилиш мумкин. Бирор декарт 

реперида А(хг, х2, . . .  , хп), В (уХ) у2, . . .  , уп) ни олайлик.

Таъриф.  Еп даги А, В нукталар ашцлаган АВ вектор узунли- 

ги шу икки ну^та орасидаги масофа деб аталади ва р (А,В) би
лан белгиланади.

Таърифга асосан р(Л, В) =  \АВ\. 30-§ даги (13) ни эсласак,

АВ{ух — х 1, у2, — х2, . . . , уп — хп), (39) формуладан:

р {A, B) =  V {y1— xxf  + (у2 — х2)- + . . .  + (уп — хпУ •

Бу формула Еп даги икки ну^та орасидаги масофани топиш форму- 

ласидир.
Т еорема .  Еп даги ихтиёрий учта А, В, С нуцта учун 

р (А, С) < р ( Л ,  В) + р {В, С)

уринлидир.

Х^и^атан, IV2 аксиомага асосан АС — АВ 4- ВС. Бу тенглик- 
нинг икки томонидаги векторларни уз- узига скаляр купайтирамиз:

АС-АС =  {АВ + ВС){АВ + ВС)

АС2 =  АВ2 4- 2АВ-ВС 4  ВС2,

бундан

\АС\2 =  |АВ|2 + 2 ~АВВС + \ВС\2.

Лекин АВ ВС К \АВ\ \ВС\ (чунки АВ ВС <  0 ^олда тенгсизлик рав- 
--» --►

шан, АВ • ВС >  0 хрлда эса Коши — Буняковский тенгсизлиги асоси- 
да). У ^олда

|ЛС|2 <  |ЛБ|2 + 2 \АВ\ |ВС\ 4- |£С|2,

|ЛС|2 < \АВ\2 4  IВ С 2,

бундан

\АС\ <  |АВ\ 4  \ВС\

р(А, С) < р ( Л ,  В) + р(В, С). (42)

Бу ердаги тенгликнинг уринли булиши учун В нук,та А ёки С би
лан устма- уст тушиши, ёки В ну^та А билан С нинг орасида ёти- 

ши лозим (буни муста^ил исботланг).



Табиийки, k улчовли текислик таърифи ва хоссалари Ап да кан

дай булса, t n да шундай са^ланиб колади, бундан ташкари, бу 

фазода шу хоссалар ёнига янги хоссалар кушилади. Бу хоссалар мет
рик характерга эга булиб, уларнинг барчасини биз бу ерда келтир- 
маймиз (икки текислик орасидаги масофа, тугри чизик; билан те
кислик орасидаги бурчак ва х. к.). Мисол тари^асида ^уйидаги 
масалини куриб чикайлик.

Декарт реперида берилган нуктадан берилган гипертекисликкача 
масофа ^исоблансин.

Таъриф .  Еп да нуктадан гипертекисликкача масофа деб, шу

нуктадан гипертекисликка туширилган перпендикуляр тугри чизик;- 
нинг бу текислик билан кесишган нуктасигача булган масофага ай- 
тилади.

Шуни таъкидлаймизки, гипертекислик узига перпендикуляр туг
ри чизик билан факат битта нуктада кесишади, чунки гипертекислик 
битта чизикли тенглама билан, тугри чизик* эса (п — 1) та чизикли 
тенглама билан аникланиб, уларнинг умумий нукталарини топиш 
учун жами п та чизикли тенгламани (бу система албатта биргаликда) 
ечилади. Умумий холда п та тенгламада п та номаълум булгани 
учун тегишли системани ечиб, изланган ну^та топилади.

M q (xq{, а°, . . . , х°) нукта ва

n a_! '■alxl + а2х2 + . . .  + ап хп + а0 =  0 (43)

гипертекислик берилган булсин. р (М0, Пп_,) ни излаймиз.

М 0 нуктадан Пл_, га перпендикуляр тугри чизик> утказиб, унинг

Пп_] билан кесишган нуктасини N0 деб белгилайлик, у хрлда M 0N0 

вектор хосил булади, N0 нинг координаталари х[, х'2 . . .  , х'п булсин.

No €П/г_] =ф- а1х1 -]- а2х2 + . . .  -j- ап хп + а0 =  0. (44)

Бу айниятни (43) тенгламадан хадлаб айириб, куйидагиии хосил ри
лами з:

ах [хг — х[) + а2 (х2 — х'2) + . . .  ап (хп — х') =  0, (45)

Бу тенгликнинг чап томогини узаР° перпендикуляр а (ах, а2, . . .  ,

ап Еа NCP ( jj — А'р а2 — х ’2, . . . , хп — хп) векторнинг скаляр 

купайтмаси деб караш мумкин, бу ерда

=*► о, _1_ Пл_], чунки Р  нуцта Пп 1  нинг ихтиёрий нуктаси дир. Демак, 

нинг (43) тенгламасидаги узгарувчилар олдидаги коэффициент- 

j  ар шу текисликка ортогонал векторнинг координаталаридан иборат,

дзмак, а || M 0N0. У холда

M 0N0-a =  \M0N0\[a | coscp =  ± =  0 ёки л),

бунда н



M 0N0-a =  a1 (х[ — х°) + аг (х2 — х°) + . . .  + ап (х'п — xj) =

=  ахх\ -Ь а2х'2 + . . .  + а пх’п — (ахх° + агх°2 + . . .  + ап х°п)

ни эътиборга олсак, M 0N0- а =  — (axxf -f а2х°2 + . . .  + а пх°п) — а0,

1а,лг? -4- а«х® 4- • • • 4- xQ„ -}- а0\

Р (Я , Пп_ ^  - - Ч  • (46)
У  а 1 +  а 2 +  • ■ • +  ° п

Бу формула Е3 даги ну^тадан текисликкача масофани топиш форму- 
ласининг умумлашган .^олидир.

Энди Еп даги бир декарт реперининг иккинчи декарт репери би

лан ^андай борланганлигини курайлик.
Бу борланиш умумий холда 30-§ даги (15) формуладан аншут- 

нади. У формуладаги иккинчи аффин репернинг базис векторларини 
биринчи аффин реперга нисбатан координаталари булган си , с12, . . ., 
с[п, с21, . . . , спп сонлар энди реперлар декарт реперларидан ибо

рат булганда маълум шартларни к^аноатлантириши керак. Х^и^атан 

^ам, энди е[, е2, . . . , е'п лар бирлик векторлардан иборат:

C j , + C ? 2 +  . . .  +С\п =  1,

С21 "Ь С22 С2п =  1»

Бу формулани координаталарда ёзиш учун

С1\ + Сл2 -Г • • • + С1п ~  1 ‘
Ундан таш^ари, бу базис векторларнинг ихтиёрий иккитаси узаро 
перпендикуляр:

С11С21 4* СГ2С22 С[п С2п =  0,

С 11С31 4 “  С 21С32 +  • • • С [п п ~

(48)

'п —1,1 пСп\ 4“ Сп-\,2 Сп2 Сп - 1 ,п Спп

(47) да п та тенглама, (48) да эса (л — 1) та тенглама булиб,

, п , 1Ч п2 4- « гг (п 4- 1)
улар жами /г -f-- {п — 1) =  — -—  =  ——— L та тенгламани ца-

2 2 2



ноатлантириши керак экан. 30-§ даги (15) формулага диктат билан 
назар ташласак, ундаги барча ct j (i, j  =  1 , 2 , . . .  , п) нинг сони 

я2 4- п =  п (п 4- 1) тадир; бу cij коэффициентларни параметрлар деб 

атасак, куйидаги хулосаларга келамиз:
1 . Ап да бир аффин репердан иккинчи аффин реперга утиш 

п(п-\- 1) та параметрнинг берилиши билан тула ани^ланади (бу па
раметрлар албатта 30-§ даги (16) шартни ^аноатлантириши керак).

2. Еп да бир декарт реперидан иккинчи декарт реперига утиш 

п(п+ 1) - .
--- ---  та параметрнинг берилиши билан ани^ланади, чунки с.. лар

п { п +  1)
юкоридаги-- ---  та шартни каноатлантирса, у ^олда

/ I 1 \ п2 -j- п ,  , п- +  п п (п 4- 1)
п (п-4- 1) ---- —  =  гг 4- п-----—  =  —-— —  .

; 2 2 2
Хусусий ^олда п =  2 булса, текисликдаги икки аффин реперни бог- 
ловчи формулалар

Х\ =  Ci 1х1 4~ с12х2 +  с10, j с121 ^

Х2 =  С2ЛХх +  С22Х2 4“ С20 j с.21 с22 !

билан ани^ланиб, жами 6 та сп , с12, с10, с21, с22, с20 параметрга 
боглшушр (чунки п(п 4~ 1) =  2(2 4- 1) =  2-3 =-• 6). Декарт реперла-

,  п (п +  1) 2 (2 +  1) 0
ри орасидаги богланиш эса -- --------- ----=  3 та параметр-

ларга богли^ (улар с10, с20 ва буриш бурчаги а).
1-м и со  л. Еъ да А (А, 3, 3, 4, 5), В (— 2, — 2, 2, 5, 4) ну^- 

талар берилган. Шу нукталар орасидаги масофани топинг.
Ечиш.  (41) формулага асосан

Р (А, В) =  V (— 2 —4)'2 4- ( - 2  -  З)2 + (2— З)2 + (5 -  4f  +  (4 -  5)2 =  

=  / 3 6  4- 25 4- 1 + 1 4- 1 =  / 6 4  =  8.

2-ми сол. Еъ да Л (3, — 2, 1 , 4, 1) ва В (2, 4, — 3, 1, 2) ну^- 
талардан тенг узо^ликда ётган нуцталар тупламини топинг.

Ечиш.  Изланган нукталардан бирини N (хх, х2, х3, х4, х5) де
сак, куйидаги шарт бажарилиши керак:

р (A, N) =  p(B, N).

Буни координаталарда ёзсак,

У ( х , -  З)2 + (х2 +  2)2 +  (А'з -  1 )2 + (X, -  4)2 +  (*, -  1 )2 =

=  V (X , 2)2 -р (х2 '— 4)2 — (х3 - З)2 -f- (X; — I)2 +  (х5 — 2)2 .

Иккала цисмни квадратга кутариб, ^авсларни очиб, ихчамлаб чик,- 
сак,



хх 6 х2 + 4 х3 4- 3 xi  — хь + — — О,

бу чизикли тенглама Еъ да турт улчовли текисликни, яъни гипер- 
текисликни ани^лайди. Демак, изланган ну^талар туплами гипер- 
текисликдан иборат.

3-м и со  л. М(1, 4, — 5, 3, 2) нуктадан П4: 3 х1-\-х2-\~ 2 х3 — х4+ 
4~ х.ь — 3 =  0 гипертекисликкача булган масофани ^исобланг.

Ечиш.  (46) формула га асосан

р (М, П4) =  |3' ’ - -•4 2( ~ 5) - 3 - 2  - 3) =  I- Д  =  _15
V 32 4. 12 J_ 22 -  (— 1)' — Г- У 16 4

38- §. Х^аракат

—> —*■ —► —► —* —>

Еп да иккита $  =  (О, ev е2, . . .  , еп), 3)' =  (0', е', е'2, . . .  , е'п) 

декарт репери берилган булсин.
Еп нинг хрр бир /И ну^тасини шу фазонинг шундай М ' ну^та- 

сига акслантнрамизки, 33 реперда М  ну^та ^андай координаталар га 
эга булса, ЗУ реперда AV ну^та шундай координаталарга эга 
булсин. Бу ерда Еп нукталари яна шу фазо ну^таларига мос у̂йи- 

либ, бундай мослик 5'заро бир цийматлидир. Демак, Еп да алмаш

тириш хосил цилинди, у Еп нинг харакапги (силжиши) деб атала

ди. Еп даги ^аракат иккита декарт реперининг берилиши билан 

тула аник;ланади. Бу таърифни аффин глмаштиришнинг таърифи би
лан такдосласак, ^аракат аффин алмаштиришнинг хусусий ^оли эка- 
ни аён булади. Шу сабабли фигуранинг барча аффин хоссалари 
харакатда сацланиб крлади.

Ундан ташкари харакат яна цуйидаги хоссага эга:
Харакатда икки нуцта орасидаги масофа сакланади. Х^ицатан, 

$  репердаги М (xlt х2, . . .  , хп), N (yv у 2, . . . , уп) ну^таларга >̂а- 

ракат натижасида ЗУ реперда мос келган М',М' нукталар таърифга 
асосан худди шундай координаталарга эга, яъни М (xt, х2, . . . , 
хп), N '{ylt у2, , уп) у холда р(М, N) =  p{M\ N ).

Масофа ^аракатнинг асосий инварианти ^исобланнб, баъзан . а̂ра- 
кат шу инвариант ор^али таърифланади. Фикримизнинг тасдиги учун 
^уйидаги теоремани курайлик.

Теорема .  Еп нинг бирор f алмашгпиришида икки нуктаси 

орасидаги масофа сакланса, бу алмаштириш хапакатдир.
Исбот .  Еп да ихтиёрий учта О, А, В нуктанн олайлик, у хол-

да IV2 аксиомага асосан

АВ =  АО + ОВ (49)

ёки
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АВ =  OB — ОА.

Бу тенгликнинг чап ва унг томонида турган векторларни уз- узи-

га скаляр купайтирайлик: АВ-АВ — (ОВ — ОА) (ОВ — ОЛ)=>- АВ2 =  

=  ОБ2 — 2 (ОВ- О А) + О А2 2 (ОА- ОВ) =  О А 1 + ОВ2 — АВ2. (50)

/ (О) =  О ', f(A) =  A', f(B) =  B' булсин, у хрлда О', А', В' нукта
лар учун ^ам IV2 ни татбик; цилиб ва (49) сингари тенглик ёзиб, 
тегишлича ихчамласак,

2 (О'А'-О'В') -  О7А 2 -f O'В'* — ~А'В'\ (51)

Лекин теорема шартига кура р(0, А) =  р (O', А'), р (О, В) =  р(0 ',В '), 
р (А, £) =  р(Л', В') булгани учун (50) билан (51) нинг унг 
томонларини таэдосласак, улар узаро тенгдир, демак, чап томонла- 
ри ^ам тенг булади:

(0 'А '- аВ ') =  (0А-0В). (52)

Еп да бирор $  — (О, ег% е2, , еп) декарт реперини олайлик,
- ТГ> •-> -> —> -*—► f->

у ^олда ОЛх =  е1г ОЛ2 =  е2, . . . , ОАп =  еп десак, $  реперни у̂йи- 

дагича ёзиш мумкин: $  =  (0, Аг, А2, . . . , Л^). Шу реперни / буйи- 

ча алмаштирсак, /(О) =  O', f (Аг) =  А\, . . . , /(Лл) =  А'п булгани 

учун бу нуцталар системаси ^ам бирор Ш' =  (O', . . .  , Лл) ре

перни аниклайди. Бу репер .\ам декарт реперидан иборатдир, чунки
1) алмаштиришга асосан р (О, Л.) =  р(0 ', Л'.), (i =  1 , 2, . . . , л) 

яъни бирлик вектор образи яна бирлик вектордир;
2) (52) шартга асосан узаро перпендикуляр векторлар яна пер

пендикуляр векторга утади.
Еп даги ихтиёрий М  ну^тани олайлик, унинг $  декарт репери- 

даги координаталари хх, х2, . . . , хп булсин. М ну^тага / алмаш

тиришда мос келган М ' ну^танинг шу репердаги координаталари 

Ух^Уя, • • • . Уп булсин. У ^олда

0М-0Ах — \ОМ\ {ОА^ cos ф — \0М\ ■ \ех\cos ф =  

t— > — ».
=  \0М\cos ф =  IOMjI =  хх

А __ _

(бунда ф =  (ОМ, ОЛх), ОМх вектор^ОМ нинг Ох уцдаги проекция- 
си) булгани учун

х1 =  т  OAv (53)

шунга ухшаш



х2 =  ОМ О А.2, 

х3 =  ОМ 0Л3,

* =  ОМ О А ,п п

ух =  О 'М ' 0'~А\, 

у2 =  г м '  ~о ;а '2<

(54)

*i =  У1,
*2 =  2 

(52) — (54) =►.............

Х п —  Уп

уп =  О'М ' 0'А'п.

f харакатдан иборат.

Х^ракатнинг координаталардаги ифэдасини топиш учун ^аракат 
аффин алмаштиришнинг хусусий холидан иборатлигини эслаш керак. 
Демак, харакатнинг аналитик ифодаси 34-§ даги (27) формулалар 
куринишида булиб, унинг характерини ани^ловчи с.. сонлар ^ушим- 

ча шартларни каноатлантириши керак, бу шартлар эса 37-§ даги 
(47), (48) дир.

«Алгебра ва сонлар назарияси» курсидан маълумки, квадрат мат
рицанинг элементлари (47), (48) шартларни ^аноатлантирса, бундай 
матрица ортогонал матрица деб аталади, унинг детерминанта ± 1 
га тенг, яъни 34-§ даги (27) нинг детерминанта д =  ± 1.

Агар ^аракатнинг аналитик ифодасида Д =  + 1 булса, бундай 
харакат биринчи тур %аракат деб аталади, бу тур ^аракатда иккита 
мос репер бир хил ориентацияли булади. Д = — 1 ^олда бундай ^аракат 
иккинчи тур %аракат дейилиб, ундаги мос реперлар ^ар хил 
ориентацияли.

Еп нинг барча харакатлари тупламини Е билан бглгилайлик 

^амда -у-/, g £ E  ни олайлик; ^аракатда икки нуь̂ та орасидаги ма- 
софа узгармаганлиги учун кетма- кет бажарилган икки /, g ^аракат 
натижасида хам икки ну^та орасидаги масофа узгаРмайДи> демак, 
g-f «купайтма» ^аракат булиб, Е га тегишлидир. / да икки ну^та 
орасидаги масофа узгармагани учун унга тескари да ,%ам масо
фа узгармайди, демак, f~l £ Е. Хуллас, Еп нинг барча ^аракатлари 

туплами Е группа ^осил к̂ илади, у Еп нинг харакатлар группаси 

деб аталади. Х>аракат аффин алмаштиришнинг хусусий холи экан- 
лигидан ^аракатлар группаси аффин группанинг ь̂ исм группаси 
булади. Демак, А нинг барча инвариантлари Е учун хам инвариант 
булади, лекин бунинг тескариси доимо тугри булавермайди; масалан, 
Е нинг инвариантларидан бири икки нун;та орасидаги масофадир, бу 
эса А да инвариант эмас, шу ну^таи назардан Еп даги фигура гео-
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метрик хоссалар нук,таи назаридан / п даги фигурага нисбатан бой- 

ро^дир.
Энди Евклид геометриясига ^уйидагича таъриф бериш мумкин.
Евклид геометрияси геометриянинг ^аракат натижасида фигура- 

нинг узгармай крладиган хоссаларини урганадиган бир булимидир.
Урта мактаб геометрия курсида икки ва уч улчовли (Е2, Е3) 

евклид фазолари геометрияси урганилади.
п улчовли (п >  3) евклид геометриясида ^ам урта мактаб гео

метрия курсида 1\араладиган баъзи тушунчаларни умумлаштириш 
мумкин. Масалан, конгруэнтлик тушунчаси Еп да цуйидагича кири- 

тилади: F, F' фигуралардан бирини иккинчисига утказувчи ^аракат 
мавжуд булса, бу фигуралар конгруэнт деб аталади, ёки оддий 
сферани умумлаштириб, Еп да гиперсфера киритилади: Еп нинг 

марказ деб аталган С нуктадан берилган г масофада ётган барча 
нукталари туплами гиперсфера деб аталади ва к.

Энди ^аракатлар группасинннг баъзи ^исм группалари билан 
танишайлик.

1 . I турдаги барча ^аракатлар тупламини Е х деб белгиласак, бу 

туплам группани хрсил ^илади, чунки 1) Е { нинг >̂ ар бир алмаш- 

тиришида репер ориентацияси (демак, фазо ориентацияси) узгарма- 
ганлиги учун унга тегишли икки ^аракатнинг композицияси натижа
сида ^ам ориентация узгармайди; 2) Е 1 нинг ^ар бир ^аракатига 

тескари ^аракат ^ам ориентацияни узгаРтиРманДИ, демак, Е { хам 

Е нинг ^исм группасидир.
2 . £ j  даги барча параллел кучиришлар тупламини олайлик. 

(параллел кучиришнинг таърифи 35- § да берилган булиб, у таъриф 
бу ерда ^ам уринлидир); бу тупламнинг группани ^осил цилишиьи 
35- § дан биз биламиз. Аввало параллел кучиришнинг ^аракат экан-

лигини исботлайлик. М, N нукталар М', N' ну^таларни и вектор

буйича параллел кучиришдан (ММ' — и, NN' — и) ^осил ^илинган

булса, 1,АШ| =  |М'Л^'1=>р (М, N) =  р (М ', N'). Демак, параллел ку- 
чириш ^аракатдир. У ^олда бундай ^аракатларнинг туплами ^ам Е  
нинг ^исмидир.

3. Е нинг шундай харакатлари тупламини ^араймизки, бу хара- 
катлар натижасида Е нинг бирор О ну^таси уз- узига утсин, бун
дай хоссага эга булган ^аракатларни Еп ни О ну^та атрофида бу

риш. дейилади,, бу тупламни Е0 деб белгиласак, Е0 нинг группа 
^осил цилишини курсатиш осондир (буни курсатишни у^увчига ха- 
вола ^иламиз); демак, Е0 ^ам Е нинг цисм группасидир.

39-§. Е3 нинг ^аракатлари ^а^ида цисцача маълумот

1 . Т е к и с л и к к а  н и с б а т а н  сим ме тр ия .  Е3 даги ихтиёрий 
бир П текисликни олайлик.

Таъриф.  Е3 даги икки М, М ' ну^та куйидаги икки шартни
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^аноатлантирса, бу нуцталар П 
текисликка нисбатан симмет
рии дейилади (193- чизма). 

а) М М '±  П;
б) М М ' ПП =  М0 булиб, [>(М,

М 0) =  р (М\ М0) булсин.
Бу таърифдан куринадики, П 

текислик берилган булиб, \f-M£E3 
нуцта учун П га нисбатан сим- 
метрик ну^тани топиш учун М 
дан П га перпендикуляр туши- 
риб ва унинг П билан кесишган
М 0 ну^тасини топиб сунгра 193-чизма

(М, М 0) тугри чизи^да р{М, М0) =
=  р (М\ М 0) шартни цаноатлантирувчи М  дан фар^ли М ' нуктани 
топиш керак. М ^П  холда М  ни уз-узига симметрик деб олинади.

Бирор F фигура берилиб, унга П текисликка нисбатан симмет
рик фигурани топиш талаб ^илинган булса, бу фигуранинг барча 
ну^таларига симметрик ну^таларни топиш керак, лекин баъзан фи- 
гураларни ашцлайдиган чекли сондаги ну^таларнинг образларини 
топиш билан чекланиш мумкин (чунки шу нукталар F га симмет
рик фигурани тула аницлайди). Масалан, учбурчакка Г1 га нисбатан 
симметрик фигурани топиш учун шу учбурчакнинг учта учига П га 
нисбатан симметрик булган учта нуцтани топиш кифоядир. Г1 те
кисликка нисбатан Е3 даги симметрия Е:) нуцталарини яна шу фазо 
нуцталарига утказгани ^амда бу аксланишнинг узаро бир цийматли 
эканлиги сабабли уни симметрик адмаштириш (текисликка нисбатан 
симметрия) деб атаймиз.

Шу алмаштиришнинг аналитик ифодасини топайлик. Ш — (О, 
—> —> —► —>■ 

ех, е2, е3) декарт реперини анъанани бузмаслик учун Ш =  (О, i , /',

k) деб олиб, П текисликни бирор координаталар текислиги билан 
устма-уст тушсин десак, масалан, хОу — П булса, бу холда М  (л\ 
у, z) ва М '(х ', у', z ') нукталар П текисликка нисбатан симметрик 
булиши учун:
I ..

; x =  x't у = У ,  z =  —[z\ (55)

(55) ифода танлаб олинган декарт реперидаги симметрик алмашти
ришнинг аналитик ифэдасидир; (П =  xOz ^олда (55) формула х — х\ 
у =  — у', z =  z ва П =  yOz булса, х =  — л*', у — у', z — z).

Симметрия алмаштиришининг харзкат эканлигини курсатайлик. 
М{хj, уг, 2,), N (х2, у2, z2) нуцталарни П текисликка нисбатан 
симметрия алмаштиришга дуч келтирилса, (55) га асосан, М '(хь у и
— гх), N ’ {x2, у2, — г2). У ^олда

р (М, N ) = V (х2 — x j 2 + {у2 — Ух)2 + (z2 — zxf  , 

p(M ', N') =  У (х 2 — A'j2 + {у2 — Ух)- + (— 22 + 2r)2 .
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р (М, N) =  p (M ', N').

Демак, бундай алмаштиришда икки нуцта орасидаги масофа узгар- 
май ь̂ олади, бу эса симметрия алмаштиришининг ^аракатдан иборат 
эканлигини билдиради. Равшанки, ю^оридаги алмаштиришда &В =. (О,

i , / ,  k) декарт репери S ' =  (О, i , / , — k) декарт реперига утади. 
Бу реперлар хар хил ориентирланган булгани учун (А — — 1) ал- 
маштириш иккинчи тур ^аракатга киради.

Фазодаги барча текисликларга нисбатан симметрия алмаштириш- 
лари туплами группани ярсил цилмайди, чунки кесишувчи икки 
текисликнинг ^ар бирига нисбатан шундай алмаштиришлар компози- 
цияси бирор текисликка нисбатан симметрик алмаштириш булмайди, 
лекин бир текисликка параллел барча текисликларга нисбатан сим
метрия алмаштиришлари туплами группа >̂ осил цилади (исботланг); 
хатто битта текисликка нисбатан шундай алмаштиришлар ^ам группа 
хосил к̂ илади; ^аци^атан ?̂ ам, /п бирор П текисликка нисбатан сим

метрия алмаштириши булиб, айнан алмаштиришни f0 деб белгиласак, 
®  =  {/п. w  туплам группа >̂ осил цилади. Чунки бу ^олда /п =  

булиб (П га нисбатан алмаштиришга тескари алмаштириш ^ам шу 

П. га нисбатан алмаштиришдир), / “ 1 6Ф  ва /п '/о=/о7п  =  / п ^ '

2. Т у г р и  чизи^  а т р о ф и д а  буриш.  Е3 да бирор и тугри 
чизи^ ва тайин а  бурчак берилган булсин

Та ър иф .  Е3 даги М, М' ну^талардан утиб, и тугри чизиеда 
перпендикуляр булган П текисликда (П П и =  А10) ^  М М 0М' =  а  ва 
р ш ,  М0) =  р(М ', М0) булса, М' ну^та М нуцтани и тугри чи- 
зик; атрофида а бурчакка буршидан хосил цилинган дейилади 
(194- чизма).

и тугри чизи^даги ну^талар уз- узига мос хисобланади. Бу таъ- 
рифдан берилган ну^тани берилган тугри чизи^ атрофида а  бурчак
ка буришдан ^осил к>илинган ну^тани топиш цоидаси келиб чи^ади. 
М  берилган ну^та булса, М' ни топиш учун М дан утувчи ва 
и тугри чизицца перпендикуляр булган П текисликни утказиб,

унинг и билан кесишган М0 ну^- 
таси топилади, сунгра шу те
кисликда М 0 атрофида М ни а  
бурчакка буриш керак (I булим, 
35-§ га асосан). F фигурани и 
тугри чизиц атрофида а  бурчак
ка буришдан ^осил булган фи
гурани топиш учун унинг барча 
нукталариьи и тугри чизик; атро
фида а  бурчакка буриш керак; 
хусусий хрлда F фигура тугри 
чизи^дан иборат булса, уни и 
тугри чизиц атрос} ида буриш 

194- чизма учун унинг инкита нуктасининг

Бу ифодаларнинг унг томонлари тенг:
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образини топиш кифоядир, уч- 

бурчакни и турри чизик; атрофи- 

да буриш учун унинг учта учи- 
нинг образини топиш етарлидир 

ва х. к.
Турри чизик; атрофида буриш 

Е3 ни уз- узига бир цийматли 
акслантиргани учун у Е3 ни ал- 
маштиришдир, а  =  л холга мос 

буриш и турри чизища нисба- 
тан симметрия деб аталади. 195-чизма
Агар и турри чизик* сифатида Oz

ни кабул ^илсак (195-чизма) ва $  =  (О, i , / ,  k) реперни Oz атро

фида а  бурчакка бурсак, ЗУ — (О, Г, k') репер хосил булиб, улар 

орасидаги борланишни куйидагича ёзнш мумкин:

х' =  л' cos «  — у sin а ,

у' =  a sin а  +  у cos а , (56)
г' =  2.

Олдинги икки борланиш бизга маълум.

(56) формулалар ёрдамида турри чизи^ атрофида буришнинг ха- 

ракат эканлигини курсатайлик. Агар М{хх, ух, zx), N (а2, у2, z2) 

ну^талар берилган булиб, бу ну^таларни и турри чизиь̂  атрофида 

а  бурчакка буришдан хосрл ^илинган нуцталар (56) га асосан

М' (a, cos сс — f/jSina, хх sin а  +  ух cos а , zx),
N' (a2coscc— г/2 sin a , A2s ina + z/2cosoc, z2)

булади, у ^олда:

р (/И, N) =  V (х2 — Ах)2 Т  {У 2 — У г)'1 + (Z2 —  ZXY2 .

р (М', N') =  {(а2 cos a  — у2 sin a  — хх cos a  +  yx sin a )2 +  (a2 sin a +  

+  y2 cos a  — A'i sin a  — yx cos a )2 +  (г2 — 2г)2} 1 /2 =  {[(a2 — ax) cos a  —

—  {Уг — У\) sin a )2 +  K*2 —  A' i ) sin a  +  (У2 —  У1 ) cos a]2 +  (z2 —
— 2,)2}1/2 =  {(a2 — A])2 cos2 a  — 2 (a2 — xx) (y2 — yx) sin a cos a  +

+ (У2 — У\У~sir]2 a  Ь (a2 — a j)2 sin2 a  +  2 (a2 — xx) (y2 — yx) sin a cos a + 

+ (У2 ~~ У1 ) 2 cos2 a  +  (z2 — z^ 2} 172 —
=  У  (a2 — Aj)2 + (y2 — yxf  + (22 — zxf  .

Демак, p (M, JV) =  p (M ', N'). Ю^оридаги Ш, S ' реперлар бир хил 

ориентацияли булгани учун турри чизик атрофида буриш 1- тур ха- 

ракат деган хулоса чикарэмиз.

Битта турри чизик атрофидаги барча буришлар туплами группа 

^осил цилади (буни му ставил исбогланг).

3. Нуь^тага  н и с б а т г н  с и м м е т р и я .  Е3 да танин S нук- 

та берилган булсин.
Т а ъ р и ф .  Е3 даги М, М ' нуцталар учун S нукта М М ' 

турри чизикда тегишли булиб, р (5 , М) =  р(5 , М') булса, 

М, М' нукталар 5 нуцтага нисбатан симметрии дейнлади, Бу
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196-чизма

акслантиргани учун ну^тага

иборатлиги келиб чи^ади. - 
олайликки, 5 =  0 булса, М  (х, 
метрик ну^та М' (— х, — у, - 
нуктасининг координаталари:

х + (—х) л У +

таърифдан куринадики, икки нуц- 
танинг 5 га нисбатан симмет- 
рик булиши учун S нуцта учла- 
ри шу ну^тадаги кесманинг ур- 
таси булиши керак, бундан нуг̂ - 
та берилган булса, унга симмет- 
рик ну^тани ясаш усули келиб 
чицади:

5 ну^та уз- узига симметрик 
деб ^исобланиб, уни симмет
рия маркази к̂ илиб олинади 
(196- чизма).

Бу акслантириш .\ам Е3 ну^- 
таларини уз- узига бир ^ийматли 

нисбатан симметрия алмаштиришдан

(О, i, j , k) реперни шундай танлаб 
у , г) ну^та учун О га нисбатан сим- 
z) булади, чунки М М ' кесма урта

=  0, (— у) 0,
г -f (— г)

=  0.

Демак, ю^оридаги реперда О нуцтага нисбатан 
аналитик ифодаси ^уйидагича булади:

симметриянинг

х' =  — х, у' =  — у, z =  — г. (57)

Лекин М  нуь̂ тадан М' ну^тага 'утишни ь̂ уйидагича >̂ ам бажариш 
мумкин: М-*- М "  М ', бунда М "  нукта М' нинг хОу текисликка 
нисбатан симметрияси булиб, М "  ни Oz атрофида а  =  я бурчакка 
буриш билан М' хосил ^илинади.

Демак, марказий симметрия текисликка нисбатан симметрия би
лан тугри чизик атрофида а  =  л бурчакка буришнинг композицияси- 
дан иборат экан, бундан эса ну^тага нисбатан симметрия иккинчи 
тур харакат эканлиги келиб чицади.

Е3 даги харакатлардан бири параллел кучиришдан иборат .^олга 
тухталмаймиз, чунки текисликда курилган параллел кучиришнинг 
таърифи ва хоссалари Е3 да хам тула са^ланади.

Параллел кучириш, текисликка нисбатан симметрия, тугри чизи^ 
атрофида буришларни асосий ^аракатлар деб атайлик. Буларнинг ^ар 
хил композицияларидан Е3 нинг турли харакатларини хосил цилиш 
мумкин.

Масалан,
1. Тугри чизик> атрофида буриш билан шу тугри чизи^ка парал

лел вектор ь̂ адар параллел кучиришнинг композицияси х̂ ам харакат 
булиб, у винт буйича \аракат деб аталади; равшанки, у биринчи 
тур харакат булади.

2. П текисликка нисбатан симметрия билан П га перпендикуляр 
тутри чиз1Ц атрофида сс =  я бурчакка буришнинг композицияси бу-



puiu симметрияси деб аталган ^аракатдан иборат булади, равшан- 
ки, бу иккинчи тур харакатдир.

3. П текисликка нисбатан симметрия билан а вектор (а || П) 
к̂ адар параллел кучиришнинг композицияси сирпанувчи сим
метрия деб аталадиган харакатдир, бу хам иккинчи тур .\аракат бу
лади.

40- §. Ухшашлик алмаштириш. Ухшашликлар группаси

/ алмаштириш Еп нинг алмаштиришларидан бири булсин.

Т а ъ р и ф .  Агар Y  В £ Еп УЧУН ^амДа £> 0  сон УЧУН Р ( /И) ,  

f(B)) =  k p (Л, В) шарт бажарилса, / алмаштириш Еп нинг ух- 

шашлик алмаштириши деб аталади.
k >  1 да икки ну^та орасидаги масофа ухшаш алмаштиришда ор- 

тади, k <  1 да камаяди, k =  1 да / ^аракатдан иборат. F, F' фигу- 
радан бири иккинчисидан ухшашлик алмаштириши натижасида ^осил 
килинса, улар ухшаш фигуралар дейилади.

Ухшашлик алмаштиришининг яна бир хусусий ^оли гомотетиядир 

(35- §).
Гомотетияда бир-бири га гомотетик ну^талар билан гомотетия 

маркази 5  бир тугри чизицда ётади. k коэффициентли 5 марказли 
гомотетияни H ks билан белгиласак, бир- бирига гомотетик А, А' нук- 

таларни H ks (Л) =  А' куринишда ёзиш мумкин:

Y  М, N 6 Еп хамда Щ (М ) — М ', H*(N) =  N' десак, =>

=> SAT =-• kSM, SN' — kSN, булардан:

АГАТ =  M'S + SN' =  SN' — SM ' =  k{SN --SM) =  k-MN. (58)
MN  тугри чизикдаги бирор Р  ну^тани олсак, Hks(P) =  Р ' нуцта 

учун (58) га асосан

ATP' =  kMP, (59)

лекин М Р  || M N => M P — XMN  ёки X =  (.MN; Р), демак,

М 'Р ' =  X M 'N ' ёки X =  (М' N', Р'). Бу муло^азалар уч нуцта од- 
дий нисбатининг гомотетияда са^ланишини курсатади. (MN, Р) =
■ =(M 'N\  Р') дан эса гомотетияда кесма образи кесма, нур образи 
нур, тугри чизи^ образи тугри чизиц, ярим текислик образи ярим 
текислик деган хулоса келиб чи^ади.

Йуналтирувчи вектори М N дан иборат и тугри чизицнинг обра

зи учун H ks (u) — u'\ (58j га асосан M 'N ' || MN  => гомотетияда 

тугри чизи^нинг образи узига параллел тугри чизи^дир.
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Бундан ташк;ари, гомотетияда т  улчовли текисликнинг образи 
яна т  улчовли текислик, бурчак образи ту бурчакка конгруэнт бур- 
чак эканини исботлаш мумкин (буни мустацил магщ сифатида ис- 
ботланг).

Декарт ре пери учун гомотетия маркази координаталар бошидан 
иборат булса (5 =  0), мос А (х,, х2, . . .  , хп), А'(х , х ’2, . . . , 

х п) нукталар координаталарини 6 o f ловчи муиосабат куйидагича бу

лади:

х\ =  kxx\ х’2 =  kx2, . . .  , хп =  kxn.

1-теорема ,  k коэффициент ли гомотетия \k\ коэффициентли 
ухшашл ик алм ашти риш дир.

И с б о т .  Декарт реперида олинган А(х1У х,, . . . , х ), B(ylf

У-2...........уп) нукталарга гомотетияда мос келган нукталар A' (kxv

kx2, . . . , kxn), В' (kyj, ky2, . . . , kyn) дан иборат. У ^олда

Р (А, В) =  j  {уj — л'х)2 -f- (у2 — х2)2 4- • • • +  (уп — хп)~ ,

р (.4', В') =  у  {ky1 — kx^f + (ky, - kx,)~ 4- . . . + (kyn — kx^2 =

=  1б|р(Л, fi),

демак, p (Л',5') =  |£j p (Л, £).
2- т е о р е м а ,  кандай ухшашлик алмаштириш гомоте

тия билан харакатнинг композициясидан иборатдир.
И сб о т .  Айтайлик, / алмаштириш Еп нинг k коэффициентли ух

шашлик алмаштириши булсин (&>0). Еп да ихтиёрий S марказли ва 

k коэффициентли /У* гомотетияни ^арайлик. А/ Д  В, <^Еп учун р(/(Л), 

/(Я)) =  р (А', В') =  &р(Л, Я;. гомотетияда УУ^(Л) =  А ", /У*(В) =

== В "  =>А"В" =  kAB, булардан \A'4B"\ =  k\AB\^~p(A", В " )  =  

=  &р(Л, Я)=*р(Л" ,  В ") =  р(Л ', Б'), демак, Л "Б "  =  Л'Я\ у ^ол-

да шундай d ^аракат мавжудки, у А "В "  ни А'В' га утказади; 
f =  dHks. А

Бу теоремадан му.\им натижаларни чи^ариш мумкин.
1- н а т и ж а .  Коэффициенти нолдан фар^ли гомотетия билан 

харакат композициями ухшашлик алмаштиришдир.
2- н а т и ж а .  Ухшаш икки фигура учун шундай учинчи фигура 

мавжудки, у биринчи фигурага гомотетик булиб, иккинчисига кон- 
груэнтдир.

3- н а т и ж а .  Ухшаш алмаштиришда уч ну^танинг оддий нис- 
бати сацланади, демак, ухшаш алмаштириш аффин алмаштиришнинг 
хусусий холидир.

4- н а т и ж а .  Ухшашлик алмаштиришда бурчак кагталиги са^- 
ланади (чунки гомотетия билан ^аракатда бурчак катталиги сацла- 
нади).



5- н а т и ж а .  Ухшашлик алмаштиришда текисликнинг улчови 
са^ланади.

Энди ухшашлик алмаштиришнинг координаталардаги ифодасини 
курайлик. Еп даги декарт реперида / ухшашлик алмаштиришни тек- 

ширайлик, у ^олда юцоридаги муло^азаларга асосан f =  d-Hks. Бу 

реперга нисбатан А(хи х2, . . . , *;i), / (А) =  А' (х[, х2, . . ., хп) бул- 

сян. Гомотетия маркази коордиьаталар боши деб цабул килинса, 

Н*(А) =  А "(х ; 'у х ''} х"), 

бундан х ' — kx1э х2 =  kx2, . . . , х\[ =  kxn.

d ^аракат А "  ни А' га утказгани учун бу нуцталар координа- 
таларини богловчи муносабатлар:

х\ --- су1х'’ + с12х'■ + • • • + с[пх п -г с10,

.г.; =  c21.v;' + с22х'' -  . . .  + с2„л-;; 4- с2(), 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (60)

л'„  Сп1 *1 ^  ^/21 -V2 +  • • • 'Г/г “1“ Слг0

булиб, 6. лар (47) ва (48) шартларни цаноатлантириши керак. На- 

тижада:
х{ =  /г (Cj^Tx +  с12х2 +  • . • +  с[пхп) -г с10, 

л'0 =  k(c21xl + с22х2 с2пхп) -f- с20,

• " ........................................................................................................... (61)
Л'п =  k (сл1 + ^2 *2 4- • • • -Г слп A-J + сп0.

Булар изланган формула лар дир.
3- т е о р е м а .  Е п нинг барча ухшаш алмаштиришларининг Ф  

туплами группани .\осил цилади.

И с б о т .  V / i ’ Де^ олсак, улар мос равишда kx, k2 ко
эффициентли ухшашлик алмаштиришлар булсин, у- А, В £ Е п учун

/г Да Р(А\ B') =  klP (A, В); / 2 да р (А", В ") =  йяр(А ', В'), f j 2 
да эса р [А", В " )  =  k2p (A ', В') =  k2 [kx р (Л, В) ] =  k2kxp (А, В), 
бундан f l / 2 алмаштириш kxk2 коэффициентли ухшашлик алмашти-

ришдир; /г ухшашлик алмаштириш kx коэффициентли булса, — ко-

1 " kl 
эффициентли ухшашлик алмаштириш f y  булади, чунки /х да р(Л' ,

В') = k 1p (Л, Б) булиб, / г / 7 1 да р (Л, B) =  kx. —  р(Л, Б) =

=  р (Л, Б), бу эса /V /7  1 алмаштиришнинг айнан алмаштириш эканли- 

гини билдиради. Ф туплам Еп нинг ухшашлик группаси деб ата

лади.
Дар бир ухшашлик алмаштириш бирор аффин алмаштиришнинг 

хусусий холи булгани учун цуйидаги натижага келамиз.
Ухшашлик группаси аффин группанинг кием группасидир. Де

мак, аффин группанинг барча инвариантлари Ф учун ^ам ин
вариант ролини бажаради, лекин бунга цушимча равишда Ф нинг 
узига хос инвариантлари ^ам мавжуддир, масалан, Ф даги хар бир 
алмаштиришда бурчак узига конгруэнт бурчакка утади.



41-§. Чизицли формалар

V вектор фазо, R ха^иций сонлар туплами берилган булиб,

Ф : !/->- R акслантириш ани^ланган, яъни V нинг >̂ ар бир .v вектори 

учун R дан тайин битта сон мос келтирилган булсин. У  ^олда V да 

вектор аргументли скаляр функция берилган дейилади. У ни ср =

=  Ф (а-) деб белгилаймиз. Масалан, ф (х) — \х\, бу ерда V нинг j^ap 

бир векторига унинг модулини мос келтирилиб, вектор аргументли 

скаляр функция ,\осил ^илинган, бу функциянинг аницланиш со^аси 
векторли евклид фазоси булиб, ^ийматлар сохаси номанфий ^ацикий 
сонлар туплами дан иборат.

Т а ъ р и ф .  Агар вектор аргументли ф (х) скаляр функция цуйи- 

даги икки шартни каноатлантирса, у чизщли функция дейилади.

1 • V * »  У € V УЧУН Ф (х т  У) =  ф(л) +  Ф (уУ̂

2 . \f-x£V ва Y  k £ R  учун ф(Ха'). =  Хф (а).

1- ми с о  л. Векторнинг укдаги проекциясини олсак,

пр/ (х + у) =  пр,А + пр; */, 

ир 1(А,а) =  [А, пр 1х.

Векторнинг укдаги проекцияси чизи^ли функциядир.

2- ми с о л .  V да а эркин вектор, х, у эса узгарувчи вектор-

лар булса, ах, а у скаляр купайтмалар чизи^ли функция булади, 

чунки скаляр купайтманинг хоссасига асосан:

а ■ (х +  у) = а  х + а у, 

а (X х) — X (ах).

Vп да ф (а ) чизшуш функция берилган деб фараз цилайлик. Шу

фазодаги тайин Ь =  (е1У е2, . . . , еп ) базисда >̂ ар бир вектор аник; 

координаталарга эга, яъни

х (хх, х2, . . . , *п) =  х1е1 +  *2 е2 +  . . .  +  хп еп,

У холда ф (а) чизицли булгани учун

Ф (х) =  ф (X& + х2е2 +  . . .  +  хп еп) =  ф (х^ )  +  ф [х2е2) +

+  . . . +  ф (хпеп) =  Aj ф {ej + а-2 ф (е2) 4- • .  • +  хп ф {еп). (1)

еи е2> ■ ■ ■ ’ еп лаР нинг векторлари булгани учун ф 1̂ ) , ф(е2),

• • ■ г ф (еп) ^аци^ий сонлар дан иборат, уларни мос равишда аг,

V Б О Б .  КВАДРАТИК ФОРМАЛАР В А КВАДРИК АЛАР



а2, . . . , ап деб белгилайтак. У ярлда (1) тенглик цуйидаги кури- 

нишда ёзилади:

Ф (а) =  а ххл + а2х2 + . . .  + ап хп, (2)

демак. ф (л-) функция х нинг бирор базисга нисбатан координатала- 
ри орцали (2) куринишда биринчи даражали бир жинсли купхад шак- 
лида ифодаланади.

Т а ъ р и ф . Биринчи даражали бир жинсли купхад чизщли фор- 
ма деб аталади (баъзан биринчи даражали форма деб ^ам юрити- 
лади).

(2) ифода чизик л и формадир.
Чизик ли форманинг мухим геометрик хоссалари бор.

1 . Ф (а) =  const Q]х-[ -f- а2х2 -f- . , . -j- апхп =  с (3)

булсин. п номаълумли чизи^ли тенглама п улчовли Евклид фазоси- 
да гипертекисликни ифодалайди.

2е. ф (а) =  с даги с га турли к̂ ийматлар бера бориб, параллел 
гипертекисликлар хреил киламиз.

Б и чизик л и ф о р м а ,  ф: V XV-*-R акслантириш берилган бул
син (бунда V V ифода V фазонинг уз-узига декарт купайтмаси),

яъни V нинг ихтиёрий икки х, у векторига табиий битта ^а^и^ий 
сон мос келтирилган булсин, бу ва^тда V да икки вектор аргумент-

ли скаляр функция аницланади. Уни Ф =  ф (а , у) деб белгилаймиз.

1-мисол .  ф (а , -у) — х- у\ Vn даги ихтиёрий икки векторга 

уларнинг скаляр купайтмасидан >̂ осил ^илинган сонни мос келтир- 
сак, икки вектор аргументли скаляр функция ^осил цилинади.

2- м и с о л . V3 да а эркин вектор берилган булсин, V3 нинг 

ихтиёрий а , у векторлари ор^али ани^ланадиган [а , у] вектор 

билан а нинг скаляр купайтмаси (аралаш купайтма) икки вектор ар

гументли скаляр функция ф (а , у) =  (а, а у) булади.

Т а ъ р и ф . Икки вектор аргументли ф (а , у) скаляр функция ^ар 
бир аргументига нисбатан чизи^ли булса, у бичизицли функция деб

аталади, яъни х,у, z £V n ва учун ь̂ уйидаги шартлар ба-

жарилади:

1. ф (a  -f  у, z) =  ф (a , z) - f  Ф(у,г),

2. ф (к х, у) =  X ф (а , у),

3. ф (а, у +  г) =  ф (а ,у) +  ф (а ,г), (4)

4. ф(л, Я.г/) =  Я,ф (а ,у).

1- ми со  л. Vn даги икки векторнинг скаляр купайтмаси бичи-



зи^ли функцияга мисол була олади, чунки икки векторнинг скаляр 

купайтмаси юкрридаги шартларга буйсунади.

2-м и с о л .  ф(а'), ф (у) чизицли формалар булса, (р(х) ф (у) =  

=  f (х,у) ифода бичизицли функция булади, хакикатан хам,

1 . /  (а- +  z,y) =  ф  ( а  +  г) • \|э <у) =  Ф (а )  г|> {у) ф  (г) \|; (г/) =

=  /  (*,*/) +  f(z,y).

2. / (Ха, //) =  ф ( I  х) я|э [(у) =  X ф (а) • \|з (i/) =  X /(а, г/),

бу ерда (4) даги 3- ва 4- шартларнинг бажарилишини хам курса- 

тиш мумкин.

Энди икки вектор аргументли скаляр функциянинг координата- 

лардаги ифодасини топайлик. Vn даги Б =  iev е2, . . .  , еп ) базис-

да x £ V n, y £ V n векторлар мос равишда а , ,  [а 2, . . . , хп, yv у2, 

. . .  , уп координата лар га эга дейлик хамда (4) шартларни эъти бор

та олсак:

d) (х,у) =  ф (х1[е1 -г А2 ег +  . . . +  хп еп, у , е1 +  у2е2 + . . . + уп еп) =  

=  *i*/i ф tel, е2) +  а 1 //о Ф tel, е2) +  . . .  4- Х\Уп ф tel, еп) +

-гА2г/х ф te2A )  + А2у2 Ф (е2,е2) + . . .  +  хпу п Ф (еп, епу, 

ех, е2, , еп лар Vn нинг векторлари булгани учун ф (е1, е2),

Ф tei, з̂)» • ■ • , Ф te„> еп) ~  тайин сонлардан иборат, уларни afj =  

=  ф tej, б-), (/, j 1, 2, . . .  , /г) деб белгилайлик, натижада 

Ф(а, у) =  а пх1у1 +  а12х1у2 +  . . . +  апп хп у:Г ёки цисцачаро^

фix>y)=2i ^  х‘у г (5)
«. j = i

(5) нинг унг томонидаги иккинчи даражали (а . , у — узгарувчи-

лар) куп^ад бичизи^ли формадир, at. эса шу форманинг берилган

базисдаги коэффициентларидир; шу коэффициентлардан куйидаги 
квадрат матрицани тузамиз:

/ \а \2 • ■ ■ а\п 

а21а22 . . . а.2п
М (6)

\ а т ап2 ■ ■ ■ а„
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Бу матрица бичизикли форманинг матрицаси деб аталади. Де
мак, Vп да хар бир бичизикли формага тайин базисда п- тартибли 
аник квадрат матрица тугри келади. Хусусий ^олда Vп даги орто-
нормаланган базисда ср (х, у) = ххух +  х2у2 + . . . -f- хпУп булиб, 
унинг матрицаси:

/1 0 . . .  О
М  = 0 1

\0 0 . . .  1

Т а ъ р и ф . Агар у- х, у £Vn векторлар учун ср (х, у) = ср (у, х) 
шарт уринли булса, ф ни симметрик бичизикли форма деб атала.
ли, (\ (.V, у) = — ф iy,x) хслда зса антисимметрик бичизикли 
ф< рма дейилади. Симметрик бичизикли форма учун ац — а..

(чунки ф (е ., ej  — ц\[е . е.), антисимметрик бичизикли форма учун 
a ij — — а / ; ; i / ^олда аи. = — аи ёки аи — 0). Демак, симмет
рик бичизикли форманинг матрицаси хам симметрикдир, антисимметрик 
бичизикли форма матрицасининг бош диагоналидаги элементлари нол- 
га тенг; (6) матрицанинг ранги (5) бичизикли форманинг ранги деб 
юритйлади.

42- §. Квадратик формалар

Симметрик бичизикли ф [х, у) форма берилган булсин.
Т а ъ р и ф . Симметрик бичизикли ф (х, у) формадан х = у [хол-

да хосил килинган ф (х, х) форма квадратик форма деб аталади.
Ф (х',А') ни бичизикли форманинг квадратик формаси деб юритилади;
ф (х, у) бу холда ф(х,л') учун цутбий форма дейилади.

Ми со л. Иккита хх, х2 узгарувчили квадратик форманинг уму- 
мий куриниши

ф (л',л'))= а1Ххххх-\- 2а12хгх2 а22х2 х2, 
учга л*], а'о, А'з узгаруьчили квадратик^форманинг умумий куриниши 
эса ф(а*, а') = а11х1х1 +  2а12х1х2 2а1?ххх3 + 2й2£а'2а'3 + а22х2х2 +
И- a^-\-х%Хо.

Т е о р е м а .  Бичизикли кутбий форма узининг квадратик фор
маси билан тулик аницланади.

И с бот .  ф (х, х) = F(x) деб белгилаб, F  (х +  у) ифодани тек-
ширайлик, бунда хем y£ V , белгилашимизга асосан, F  (а- + у) =
= ф (а* + 1/. х +  у)\ бичизикли форманинг хоссалари ва симметрик - 
лигини хисобга олсак,

ЗЯ1



ф (х +  у, X +  у) = ф(л-, л') + Ф  (х, у) + ф[у,х) 4- ф (у, у) = F(x) +

^  + 2 ф  (х, у) +  F  (у),
бундан ф (х,у) = у  (х + У) — F(x) — F(y)]\ бу изланган ифода - 
дир. А

Энди квадратик форманинг координаталардаги ифодасини курай- 
лик.

(5) ни симметрик бичизикли форма деб олсак хамда х = у шарт- 
ни эътиборга олсак,

Ф  (х, х) - ciy ̂ Xj 4~ 2(2] 2-^1 л'2 ~г • • • “4 2(2j л'| хп -j- о.,0 л':, -)- 2а.,3х,х3 4~
4- . . .  4- 2а2п х2 хп 4- . . . +  апп х;г (7)

(7) квадратик форманинг матрицаси деб, унинг кутбий формасининг
(6) матрицасига айтилади, (6) матрицанинг ранги (7) квадратик фор
манинг ранги деб аталади. Агар бирор базисда (бундай базиснинг 
мавжудлигини кейинро  ̂ курсатамиз) барча а г =  0 (г Ф  /) булса,
(7) квадратик форма цуйидаги куринишни олади:

ф (х, х) = ап х~ 4-[a22x2 + . . . 4- апп л;ь (8)
(8) каноник куринишдаги квадратик форма деб аталади. У  холда 
каноник куринишдаги квадратик форманинг матрицаси ушбу

/аУ1 0 . . .  О
О а22 . . .  О

\о 0 . . . ап„
куринишни олади.

Биз биринчи булимда иккинчи тартибли чизи^нинг умумий тенг- 
ламасини соддалаштиришда

Ах2 4- 2Вху-\-Су~ (*)
уч^адни координаталар системасини буриш билан А 'х '2 4- В ’у '2 ку- 
ринишга келтирган эдик, шунинг билан (*) куринишдаги квадратах 
формани каноник куринишга келтирган эканмиз. Квадратик формани 
каноник куринишга келтириш мухим назарий ва амалий ахамиятга 
молик масалалардан биридир.

Бу масалани хал килишда бир неча усуллар мавжуд булиб, биз 
улардан бирини ^уйида куриб утамиз.

1- теорема .  Агар (7) квадратик формада бирорта хам уз- 
гарувчининг квадрати катнашмаса, уни чизикли алмашгпиришлар 
ёрдамида камида би тта  узгарувчининг квадрати катнашган квад
ратик фор мага келтириш мумкин.

И с б о т .  Теорема шартига асосан (7) да ап = а22 = . . .  ~  апп = 
= 0, у холда (7) квадратик форма ^уйидаги куринишни олади:



Ф (х,х) — 2а 12х1х2 + 2а13хгх3 + . . 2 а (9)п л  п — 1 п '

бу ерда ац (i Ф  /) лардан камида биттаси нолдан фарк;ли, умумият-
ликни бузмаслик учун а12 ф  0 булсин дейлмк. У  ^олда ^уйидаги 
чизи^ли алмаштиришни бажарамиз:

х \ — У 1 +  У 2* 
Х2 = У1 У~2> 

Хз =  Уз*

(Ю)

Х п =  Уп-

Бу чизик л и алмаштириш айнимагандир, чунки унинг детерминанта

Ф О .
1 1 0 . . . 0
1 —  1 0 . . . 0
0 0 1 . . 0

0 0 0 ’ . ' 1
(10), (9) дан

Ф (х,х) = 2а12 у] 2а12у\ + 2ax3yxy3 + 2а23у2у3 -f

+  2а„-| ,п’ Уп-1Уп-
Бу квадратик форманинг биринчи икки хади изланган куринишдадир. 
Бу хадлар йу^олиб кетмайди, чунки долган ^адларда бунга ухшаш 
хадлар йук (колган хадлар бир- биридан камида битта г/, билан фар^
цилади). А

Ми со л . ф = 2х1х3— х2х3 ни узгарувчиларнинг квадратлари цат- 
нашган холга келтиринг.

Е ч и ш . Куйидаги алмаштиришни бажарамиз:
xi = У\ + У 2i

Х2 — У\2» 
х3 = У\ У 31

бу чизикли алмаштиришнинг детерминанти айнимаган, чунки 

1 0 1
1 — 1 = — 2 * 0.1 0

0 — 1

у хслда 
Ф = 2 (i/j Уз) (У 1 Уз) У 2 (Уг Уз) 2t/j 2t/g У 2У 1 1 УгУз-

2-теорема.  Агар ( 7) квадратик формада бирор узгарув- 
чининг квадрата ва ундан бош^а шу узгарувчи иштирок этган 
%адлар мавжуд булса, чизикли алмаштириш с [да;, и с а улар-



нинг барчасини битта узгарувчининг квадрати цатнашган квад
ратик формага келтириш мумкин.

И с бот. (7) да аи Ф  0 булсин ^амда долган хадларда хх 
иштирок этсин (агар бопща хадларда хх иштирок этмаса, у 
холда (7) шу узгарувчига нисбатан каноник куринишига келти- 
рилган булади, ‘бу холда теореманинг исботи равшан булиб, 
бош^а узгарувчилар учун исботлаш керак). Энди (7) ни куйи- 
даги куринишда ёзиб оламиз:

Ф {х, х) = апх2{ + al2.xvx2 +  . . . -f 2alnxlxn+ ^  (х2, х3, . . . , хп), (11)
бунда vj)(x2, х3, . . . , хп) ифода цатнашмаган квадратик форма- 
дир. К,уйидаги чизи^ли алмаштиришни бажарамиз:

У1 — а11 Х1 "Ь а12 Х2 "I- • • + Q х
1 J п п

У 2 ~  Х2 > (12)

У п = Хп,

бу чизицли алмаштиришнинг детерминанта а1Х га тенг булиб, шарт- 
га асосан у нолдан фар^лидир.

У холда (12)=>—  у] = —  (ап х1 4- а12х2 +  . . .  + ах хп)2 = 
а 1 1  йп

= aiXx\ +  2а12х1х2 + . . .  +  2а,п xlxn + f(x,, хя, . . .  , хп). (13)

Бунда f (хо, х3, . . . , .*„) ифода хх ни уз ичига олмаган квадра

тик формадир. (11) дан (13) ни хадлаб айирсак, ф {х,х) — —— у\ —
аи

= ip (х2, х3, . . .  , xn) — f(x2, х3, . . . , хп)\ бу тенгликнинг унг

томонидаги ифода ^ам квадратик фэрмадир, уни а (у2, у3) . .  . , уг)  
деб белгилаймиз:

Ф(х, х) = —  у\ + а (у 2, у3, . . . , уп). А (14)
аи

М и с о л , ф = xj +  3.\-“ — 4л'1х2 — 4л'1л'3 квадратик формага иккин-

чи теоремани татби^ цилайлик (аи = 1 Ф  0, бу ерда хг узгарувчи 
учинчи ва туртинчи ^адда иштирок этмо^да).

хл ^атнашган хадларни гуру^лаймиз:

Ф = л'] — 4х ±х 2 — 4xvXo +  За- .
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К,уйидаги алмаштиришни бажарамиз:

тегишли детерминант:
1 - 2  
О 1 
О О

О
Г

= 1 Ф  О,

у j — х2 “I- Ах~0 4 л'о — 4л'1л'о — 4Л]Л'з 8a'2a'3,
Ф — У] = — 4  — 44 — 8 л-2л'з  = — у\ — \у\ — 8у2у3

еки
Ф = У] — У\— Ч'1 — $У 2Уз-

3- т е о р е м а. Чизш{ли алмаштириш ёрдамида -\ар ц,андай 
квадратик формани каноник куринишга келтириш мумкин. 

И с б о т .  Бу теоремани исботлаш учун математик индукция

ринишда булиб, бу бир узгарувчили квадратик форманинг каноник 
куринишидир. Энди (п — 1) та узгарувчи учун квадратик форма ка
ноник куринишга келтирилган деб, уни п та узгарувчи учун кано
ник куринишга келтириш мумкинлигини исботлаймиз. (14) даги а 
(у г/3, . . . , уп) да (п — Г) та узгарувчи булгани учун шундай

айнимаган чизицли алмаштириш мавжудки, у а (у2, у3, . . . , уп) ни 
цуйидагича ёзиш имконини беради:

и

Z-1 — Ь22у2 I Ь2зУз ~Г ■ • . I Ь.2п Уп,
2-J = ьз,у2 -f b33y3 4- . . . +Ь3п уп, (15)

= Ьп2 Уп + п̂З Уг + ~  Ьпп У,

а (//2, у2, у п) = с224  + с;{3г2 +  . . . 4- с ш г2.

(15) ни куйидагича тулдирамиз:
*i = У и
Z-2 =  Ь о э У 2 & 2зУ з  “ Ь  • • • “ Г  Ь 2п У п ,

(К)

(17)

Zn = Ьп2 У2 +  ЬпЗ Уз +  • • • + Ьпп Уп- 
xlt л'2* . . . , хп узгарувчиларни аввал (12) буйича yv у2, . . .  ,



у п га, буларни эса уз йулида (17) буйича гх, г2, . . . , гп га ал- 
маштирсак, (7) к;уйидаги куринишни олади:

ф (х, х) = z] +  c.£!z\ + с332* +  . . .  +  с г;;
“ 11

бу изланган формадир. А
Квадратик формани каноник куринишга келтириш мумкин- 

лигини ю^орида келтирилган 3 та теорема тасдидлайди. Бу 
теоремани исботлаш усули француз математиги Лагранж то- 
монидан таклиф цилингани учун уни квадратик формани Лаг
ранж усули билан каноник куринишга келтириш дейилади. 
Демак, Лагранж усулининг мо^ияти куйидагича: агар п та 
узгарувчили квадратик формада бирорта хам узгарувчининг 
квадрати цатнашмаса, биринчи теоремага асосан тайин чи- 
зн^ли алмаштиришни танлаб олиб, камида битта узгарувчининг 
квадрати цатнашган форматга келтирилади, сунгра иккинчи 
теоремани татби^ цилиб, (14) куринишга келтирилади, бунда 
Хосил ^илинган (п— 1) та узгарувчили а (у2, у3, . . . , уп) квадра
тик форма учун шу иш яна такрэрланади ва х. к.

Баъзи холларда квадратик формани каноник куринишга 
келтиришда «тулик; квадратларга келтириш усули» деган усул- 
дан хам фойдаланилади.

Масалан, <р = х2 +  2xtx2 + 2х~ +  4л'2л'3 + 8л| ни каноник кури
нишга келтириш талаб ^илинган булси", Берилган квадратик форма
ни куйидагича ёзиб олайлик:

Ф = х2{ + 2х хх2 + х\ -f х2 + 2 • 2 x3x2 +  (2.v3)2 +  4.i'~ —

— (*i +  А'2)2 + (л'2 + 2.1'3)2 -f 4л-].
куйидагича чизи^ли алмаштиришни оламиз:

Уз — а3;
У2 == х2 -г 2х;}, 
ух = Хх + х2,

бунинг детерминанти
1 1 О
О 1 2
О 0 1

1 Ф  О,

у .\олда ф = у2 +  у\ +  4у\.

Э с л а т м а .  Битта квадратик формани Лагранж усули ва 
тулик; квадратлар усули билан каноник куринишга келтирга- 
нимизда жавоблар хар хил булиши мумкин, бунга таажжубла- 
ниш керак эмас, чунки улар турли базисларда ифодаланиши 
мумкин.
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43- §. Нормал куринишдаги квадратик форма. Инерция конуни. 
Мусбат аницланган квадратик форма

—* —>
Фараз ^илайлик, ф (х, х) квадратик форма каноник куринишга 

келтирилган булсин, яъни

4>(х, х) = аг1х\ + а22х- + . . . +  аппх2п. (18)
Квадратик формани каноник куринишга келтирганимизда унинг мат- 
рицаси хам узгаради, лекин бундай узгаришда «Алгебра ва сонлар 
назарияси» курсьдан маълумки, матрицанинг ранги узгармайди, яъни

rang М = rang .Mi,
бунда М  берилган квадратик форма матрицаси, М х эса шу квадра
тик форманинг каноник >̂ олга келтирилгандаги матрицаси (бу, ал- 
батта диагонал куринишдаги матрица).

Агар М  нинг ранги г булса (г < п), М л нинг ^ам ранги г бу
либ, М х нинг диагоналида нолдан фаркли г та элемент булади. 
Узгарувчилар уринларини (агар шу талаб цилинса) алмаштириш би
лан М х ни ^уйидаги куринишда ёзиш мумкин:

аи О
О а».

[ О О

\ О О

0\
о\

. о

Энди ф (х, х) ^уйидаги каноник куринишни олади:

Ф {х, х) = О-ц X2 4“ ^22 . • • +  хг. (19)
Бу квадратик формадаги ап коэффициентлар мусбат ва манфий 

^аци^ий сонлардан иборат булиши мумкин. Фараз [^илайлик, шу 
коэффициентлардан k таси мусбат, долган л ар и манфий булсин, яъни

ф {х, х ) = Ьп х2 Ь-22 Х22 + +  bk k 4 ~ b
Ь х2игг лг'

£+ь£-Ы k - \ - \

бунда Ьи > 0, i = 1, 2, . . . , г.
К,уйидаги чизи^ли алмаштиришни бажарамиз:

1 1 1
*1 = — F -  Ун Х% = - =  у2 , . . . , Хг = - =  Уг •

¥  ь п  V  0-22 V  ЬГГ

Натижада

Ф = У] + У\ + • • • + У\ — У1+1 — • • • — Уг (20)
Квадратик форманинг бундай куриниши унинг нормал куриниши 
дейилади. (20) даги мусбат ^адлар ва манфий ^адлар сони мос ра
вишда шу форманинг мусбат ва манфий индекслари деб аталади:
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1\уйидаги теорема уринлидир (бу теорема ^а^и^ий квадратик фор- 
малар учун инерция конуни деб ^ам юритилади).

Теорем а, квадратик формани кайси усул билан каноник 
куринишга келтиришдан кагпъи назар, унинг мусбат ва манфий 
индекслари узгармасдир, яъни бу индекслар квадратик форманинг 
кайси базисда олиниишга боглик эмас.

И сб о т . Фараз цилайлик, ср бирор базисда (20) куринишда, бош- 
ь̂ а базисда эса

булсин. k = т  эканини исботласак, ма^садга зришамиз. Фараз и̂- 
лайлик, k Ф  т  аник̂ роги k>m булсин. Узгарувчиларни алмаштириш 
формулалари ^уйидагича]

булиб, бу айнимаган алмаштиришдан иборат дейлик, (22) нинг ций- 
матларини (21) га ^уйсак> табиийки, (20) ни хосил циламиз, яъни 
zv г2, . . .  , г лар (22) буйича ифодаланганда цуйидаги айният хо- 
сил булади:

Куйидаги ёрдамчи бир жинсли тенгламалар системасини туза- 
миз:

k>m  булгани учун бу системада тенгламалар сони номаълум- 
лар сонидан камдир, демак, бу система ноль булмаган ечимга 
эга. Улардан бири y lt у,, . . . , у!г булсин. Бу ечимларни (23) ай- 
ниягга куйсак хамда улар ёнига

системани ^ушсак, у холда (23) — (25) дан цуйидагиларни хосил 
циламиз:

Лекин (26) тенглик уринли эмас, чунки унинг чап кисми 
катъий мусбат, унг томони эса манфий ёки нолдир. Шунга

2“  —  2”т  т  4-1 (21)

Р\\У\ Р\2 У2 Л- • • • 1 Р [п Уп' 
z -2 =  Р-г\У\ 4  Р 2 2 У 2 4  • • • 4  Р2пу п,

(22)

(23)

Рп У\ 4  р\2.У2 4- • . . +  P\k yk — 0, 
р2\ У\ 4  Р2 2 У2 4 ’ • • • 4  P2k уk — 0, (24)

Р.щУу ^  Р ш 2 У 2 +  • • • +  Pmk У k =0.

^+1 = 0, yk+2=  о, . . . , уп =  0, 
zx = 0, z2 — 0, . . . , zm = 0 (25)

Z — 2“т-\-\ 4т + 2 — г . (26)
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ухшаш, k<m  нинг хам юз бермаслигини исботлаш мумкин 
(исботланг).

Демак, m =  k. А
Шуни таъкидлаймизки, квадратик форманинг каноник ку

риниши дар хил базисда умуман дар хил куринишда булади, 
лекин шу квадратик форманинг нормал куриниши барча базис- 
ларда бир хилдир.

М и с о л. ф = х\ +  1 8х:> + 9.V-’ — 6ххх2 + 4л'гА3 — З0х2х3 квадратик
формани нормал долга келтиринг.

Е ч и ш. Аввало ф ни каноник куринишга келтирамиз Бу- 
нинг учун берилган формани диадат билан куздан кечирсак, 
Х\ узгарувчининг квадрати ва ундан ташдари бошда хадларда 
хам хх датнашмодда, у долда 2- теоремага асосланиб иш кура- 
миз: х\ катнашган дадларнинг барчасини туплаб ёзамиз:

Ф = (а , — 6ххх2 + 4л'1л'3) + 18х-> + 9х] — 30 х2х3; 
куйидаги айнимаган чизидли алмаштиришни оламиз:

Ух = хл — За'2 + 2а,,; у2 = х2; у3 = х3.
Бундан

У2\ = х\ + + 4л'] — 6ajA2 + 4а1а'3 — 12а2 х3, 
бу ерда аи = 1 булгани учун

Ф —  У\ =  У х2 +  5л1 —  1 8х 2х 3.

Демак,
Ф = У'\ + 9 У2 + Щ  ~~ 18 УгУъ-

Энди а = 9у2} + 5г/- — 18у.2у3 формани каноник куринишга келти
рамиз:

*1 = уи 22 = 9у2 — 9у,, 2, = у3
десак,

2̂  =81 <у22 — 2у2у3 + у1).
У долда

а ---^ z'l = 9y'l — 18у2у3 + Ъу'1 — 9у\ +  18у2у3 —

9y~i 1 42], а = 22 42]

ва ф = 2у + г\ — 42]. Куйидаги чизидли алмаштиришни бажарай- 

лик:

их == 2 р U2 == 3z2, tl3 ~  2 д, 

берилган квадратик форма дуйидаги нормал куринишни олади:



ф = и] + и\ — и2.
Равшанки, бу форманинг мусбат индекси 2 га, манфий индек- 
си эса 1 га тенгдир.

Нормал куринишга келтирилган квадратик форма барча 
хадларининг сони г шу форманинг ранги деб аталади.

Квадратик форма мусбат ^адлари сонидан (уни k билан 
белгилайлик) манфий хадлари сонининг (уни / билан белги- 
лайлик) айирмаси шу квадратик форманинг сигнатураси деб 
аталади. Бундан куриниб турибдики, квадратик формани кайси 
усул билан каноник куринишга келтирилганда хам сигнатура 
узгармас экан. ф нинг сигнатурасини 5 билан белгиласак, таъ- 
рифга асосан k — / = s, лекин k + I = г булгани учун

k = Y ^ r +  s)’ Т  r̂ ~
булади. Бу тенгламалардан куринадики, k, I, s, г дан иккитаси бе- 
рилса, долган иккитасини топиш мумкин.

М и с о л. ф = х\ — х\ + х2 + х\ да £ 3, I = 1, г = 4, s = 2 
дир.

Т а ъ р и ф. хф  0 ^о л даги барча х векторлар учун ф (х, х) квадра
тик форма доимо мусбат булса, бу квадратик форма мусбат anuf\- 
ланган деб аталади.

—У- —У-
Масалан, а) ф (х, л') = Зх2 + 4х2 квадратик форма мусбат аниц- 

лангандир, чунки A'x ва х2 нинг бир ва^тда ноль булмаган барча
цийматларида (яъни х Ф  0 да) ц>(хх) > 0.

-  -  1 
б) ф(лг, х) — хг + хг х2 + —  х'2 квадратик формани олайлик. Уни

Ф (* ,  х) =  [ х х x2j куринишда ёзсак, xL — — “  х2 шартни ца-
—> —►

ноатлантирувчи барча хг, х2 учун ф (х, х) =  0 булади, демак, бу 
форма мусбат ани^ланган змас.

Т е о р е м а ,  п та узгарувчили квадратик форманинг мусбат 
ани^ланган булиши учун бу форма мусбат хадларининг сони п 
га тенг булиши зарур ва етарлидир (бунда п — dim V).

И с б о т. Фараз ^илайлик, квадратик форма

Ф 0

У\ — ci i xi ! СцХ2 + . . . 1 с\пхп С11 С12 •• ■ С!л
У 2 — С21Х1 +  С22 Х-2 + . . . т  С2пХп,

бунда ^21 2̂2 • • • С2п

Уп = Сп\Х1 + Сп2 Х 2 + • • • +  СппХп Сп\Сп2 ' ■Спп
чизицли алмаштириш ёрдамида

Ф = bn y2 +  b22y2 4- • • • + Ьппу2п (27)
каноник куринишга келтирилган булсин.
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З а р у р и й  шар т. ф мусбат ани^ланган булсин, у холда барча 
Ьи ларнинг мусбат эканлигини исботлаймиз. у1, у2, . . . , уп уз-

гарувчиларнинг ух =  1, у2 = 0, . . . , уп — 0 (х Ф  0) кийматларида 
Ф = Ьп , бундан ташкари ф > 0=>6П > 0; ух =  0, у 2 = 1, уя=  О, 
. . .  , уп = 0 кийматларида ф = Ь22, ф > 0 => Ь22 > 0 ва х. к. Худди 
шунга ухшаш, Ь33 > 0, Ь.и > 0 , . . . , Ьпп > 0; бу эса (27) да мусбат 
^адлар сонининг п га тенглигини билдиради.

Е т а р л и ш а р т. (27) да мусбат ^адлар сони п та булсин, яъни 
Ьп >0, Ь22> о, . . .  , Ьпп > 0. У  холда yv у2 , . . . , уп нинг бар-

—> —*
часи нолга тенг булмаган хамма кийматларида (яъни х Ф  0 да)
Ф >  0. ▲

Мисол .  ф = х\ — 4а1 а2 + 5а2 квадратик форма мусбат аниклан- 
ганми?

Е ч и ш .  ф ни цуйидагича ёзиб олиб, каноник куринишга келти- 
рамиз:

Ф = х\ — 2-2 ххх2 4- Ах\ + х22 = (л | — 2х2)2 + х2.
ух = лх — 2х2, у2 = а 2 десак, ф = у] + у2, бу эса ф нинг мусбат 
аникланганлигини билдиради (п = 2, k = 2).

44- §. Аффин фазодаги квадрикалар. Квадрика тенгламасини 
каноник куринишга келтириш

Ап бу п улчовли аффин фазо булсин.

Таъриф.  Ап даги бирор <$ = (0, ех,е2, . . . , еп) реперда ^уйи- 
даги иккинчи тартибли алгебраик тенгламани ^аноатлантирувчи 
Ап нинг барча ну^талари туплами квадрика (ёки иккинчи тартибли 
сирт) деб аталади (уни Q билан белгилайлик):

Q ■ ЯцХ-̂ Х} -\~2ах2 ххх2 I - . . « ~f~ 2aln хххп -I- 2̂2 А2 А2 ~т~ 2о2з х2 х3 ~f- 
+ . . . + аппхпхп + 2аххх + 2а2х2 + . . . + 2апхп + а 0 =  0, (28)
бунда а.. = а ч булиб, булардан камида биттаси нолдан фар^ли. п =
2 булган .̂ олда Q нинг тенгламаси:

*@цХ̂ ~т~ 2а12 а,а2 И- а%2х2 -f- 2аххх ~т~ 2а2х2 - О,
бу ерда хх — х, х2 = у десак, ах1х- + 2а12ху + а22у- + 2агх + 2а2у +  
-f а0 = 0 тенглама хосил цилиниб, у аффин текисликда иккиьчи 
тартибли чизи^нинг тенгламасидир. Демак, аффин текисликда квад
рика иккинчи тартибли чизшуцир. п =  3 да (28) тенглама уч узга- 
рувчили булиб, А] --= а, а., — у, а3 = z десак,

ап х2 + aw/1 -i- а33 z'2 + 2avlxy + 2a13xz + 2а23 yz +  2ахх +
-J- 2а2у -г 2a3z ~Ь а§ = О



куринишда булади. Бу эса уч улчовли аффин фазодаги иккин
чи тартибли сиртнинг тенгламасидир.

(28) тенгламани цис̂ ароь* цуйидагича ёзиб олайлик:

ф2 + 2ф1 + а0 = 0, (29)
п п

, Y  V*
бунда Ф 2 = ац х{У/' Z aixr булиб, ф2 квадратик форма,

!, /= 1 1 = 1
Ф! эса чизидли формадир.

Шуни >;ам таъкидлаймизки, Л даги квадрика тушунчаси 
координаталар системасини алмаштиришга нисбатан инвари- 
антдир, бир реперда берилган иккинчи даражали тенглама 
бош^а реперда ёзилганда хам иккинчи даражали тенгламадан 
иборат булади (чунки бир аффин репердан иккинчи аффин 
реперга утишда тенгламанинг даражаси ошмайди ва камай- 
ди).

Энди (29) тенгламани соддалаштириш билан шугулланай- 
лик. Бу тенгламанинг чап томонидаги ифода биринчи куши- 
лувчи фг квадратик формадан иборатлиги сабабли, уни ало.\ида 
ёзиб олиб, 43- § да курсатилган усул билан каноник куринишга 
келтирамиз; фараз ^илайлик, у куйидаги куринишга келсин:

Ф 2 Ьх у~\ Ь2 у2 “Ь • • • + bkyk, k ^ n , byb.y . . .  • Ф- 0. (30) 
у холда шу (30) квадратик форма ёзилган реперда (29) ни ёзайлик: 

КУ'\ + Ь2 у\ + . . . + bky\ +  2 сгух + 2с2у2 +  . . . +

+  2 с п У п +  а  о =  0 ( 31)
равшанки, янги реперга утилганда фх чизицли форманинг хам коуф- 
фициентлари узгаради, уларни биз сх, с2, . . . , сп деб белгиладик. 
(31) даги хадларни гурухлаб, тула квадратга келтирамиз:

2 2 \ / о

С1 .. , Г 1 СЛ < и  ..2 ! О С-2 Ъ  Сbt [У\ + 2 f  — j  +  М  $ + 2 f y t +  f  -
V 1 b\ b\ )  \ 2 2 2

+  • • • 4 b i  y\ + 2 Y  yk -f —; --- j  \ + 2ck+{ yk+[ +  . . . +
\ пь Ьг Ы /

+ 2СпУ„ +  а«
еки

b i  [Ух  +  j +  b2 [y2 -I- y- J bk [̂ у k + k
bk

c',
2ca+1 yk+[ + . . . -f 2cn yn 4- a0 — ( - +  . . .  + -4- I -  0.

v b\ Щ k!
Энди куйидаги формулалар оркали янги реперга утамиз:
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хам да а = — а0 + — т  + • • • Н— г белгилашни киритамиз;

2c„z„ = fl. (32)

ч Ь\ Ь2 Ьк .
натижада:

btf + b24  +  . . .  +  bkz\ +  2ckM zkM г 
Агар k — п булса, бу (32) тенглама

b1 Z] + b2 г\ -г . . .  + b n z2n = а (33)
куринишни олади. К,уйидаги долларни куриб чицайлик.

1- хол.  (32) да ck+x — ck,_2 = . . . = сп = 0 ва аф  0 булса,
bL zj + b2 z\ +  . . . + bk z~k = a. (34)

Чап томондаги каноник куринишдаги квадратик формани 
нормал куринишга келтирамиз, бунинг учун узгарувчиларни 
цуйидагича алмаштирамиз:

Г а Ml, 2о V И2, • • • , 2, =

л / а
V

1 ̂
 

О Mb' к-fl М., . . Ч-,

буларни (34) га ^уйсак,
Е-i и\ +  е2 и2 ■ ekul = 1, (35)

бунда е 1 а2, . . . , лар ёки +  1 ёки — 1 дир, ани^роп! —  >  О
bi

1, —  < 0  булса, £; = — 1.
bi

оулса, et-=

2- хол.  сА+1 = ск 2 = . . .  = = 0 ва й = 0 булса, (32) цуйи- 
даги куринишни олади:

• +  Ь к  2 а =  ° -
+ b2 zi

Узгарувчиларни куйидагича алмаштирамиз:

2i = 77=  llv z,=  М2, . . . , 2Ь =
У холда

-■/-- =■ «1. 2о=  —: - =  М2,
V > ii * г |Л21 IЬ-

£, М,1 441 I е 2 М2 | . . . | ^  ^

бунда bt > 0 булса, Ei = 1 ва bj < 0 булса, е. = — 1.
З-^о л. /г < п булиб, ck+v ск+2, . . . , сп лардан камида битта 

си нолдан фар^ли, ани^роги cki_{ Ф  0 булсин. Узгарувчиларни ^у 
йидагича алмаштирамиз:

е, иг О, (36)



У£-М’ Zk+2 Vk+2» • • • ' Zrc ~
У холда (32) куйидаги куринишни олади:

(37)

V-

десак,
(38)

булади, бунда хам е. лар + 1 ёки — 1 . (35), (36) ва (38) кури- 
нишдаги тенгламалар квадриканинг нормал куринишдаги тенг- 
ламалари деб аталади. Хулоса цилиб шуни айтиш мумкинки, 
(28) куринишдаги хар цандай тенгламани янги реперга утиш 
йули билан куйидаги уч куринишдан бир ига келтириш мумкин 
экан:

I. и\ +  е2 и\ +  . . . +  ek и\ = 1 , k < п, е . = ± 1 .
II. е  1 п\ + г2и\ +  • • • +  ekul = 0, k < п, е• = ± 1. (39)

I I I .  и\ + е 2 -f . . .  + Ek u~k — 2 uk+[, k < n, e'c— ± 1.

M и с о л. 8 ху — 4\\х2 + 5л| + 6х2 = 0 кЕадриканинг тенгламасини 
каноник куринишга келтиринг.

Е  ч и ш. ф2 = 8х\ — 4хлх2 + Ъх\, Ф1 = Зх2, а — 0. ср2 ни каноник 
куринишга келтирамиз. ух = 8хх — 2х2, у 2 — х2 десак, у j — 64xj—
— 32 A'x х2 + 4 х\ булиб,

1 Г) Z7 Г) •• 1 Г ) г « /  О
Ф2---- У\ = т Ч  еки У\ +  —  У2'й ц  2. о Z

9 9

У холда берилган тенглама куйидаги куринишни олади:

—  У\ + у  У\ + 6 У 2 — 0

ёки тули^ квадратга келтирсак,
1 о , 9 / , 2  \2



45- §. Квадриканинг маркази

Кесманинг у рта нуктаси аффин алмаштиришда шу кесма образи- 
нинг урта нуктасига утади, шунга асосланиб Ап да квадриканинг 
симметрия маркази тушунчасини киритиш мумкин.

Т а ъ р и ф. Квадриканинг хар бир нуктасига унинг бирор S 
нуктага нисбатан симметрнк нуктаси мавжуд булса, S  нукта 
квадриканинг симметрия маркази деб аталади.

Масалан, Л3 даги реиерда каноник тенгламаси билан берил
ган эллипсоид, бир ва икки паллалн гипсрболоидлар учун 
координаталар боши симметрия марказидир. Двадрика (35) 
тенглама билан берилса, унинг симметрия маркази координата- 
динаталар бошида бх'лса, унинг тенгламаси шу реиерда (35) 
лар бошидан иборат ва, аксинча, кеадриканинг маркази коор- 
куринишда буладн. Ха^ицатан хам, М (их, и,...........н„)€(35)=>
=> М ' (— uv — и2, . . .  , — € (35).

М М ' кесманинг урта нуктаси 0 (0, 0, . . . , 0) дир, чунки 
кесманинг учлари унинг урта нуктасига нисбатан сим метрик жой- 
лашган. Бундан, тенгламалари их —- 0, и2 = 0, . . . , uk —■ 0 дан 
иборат (и — k) улчовли текисликнинг барча ну^талари (35) тенглама 
билан аникланадиган квадриканинг симметрия маркази булади деган 
хулоса чицарамиз. Хусусий холда k = п булса, симметрия марказ- 
лари туплами ноль улчовли текислик булиб, факат битта нуктадан, 
у хам булса, координаталар бошидан иборат. У  вактда квадрика фа
кат битта симметрия марказига эга булиб, у марказли квадрика деб 
аталадг.

Энди квадриканинг тенгламаси (29) куринишда берилган 
булса, бу квадрика марказининг мавжудлиги масаласига тух- 
талайлик.

Квадрика
((2 — <2 = 0 (40)

куринишдаги (бунда ф2 ифода п узгарувчили квадратик форма) 
тенглама билан берилса, унинг симметрия маркази координа
талар бошидан иборат.

Энди (29) куринишга мос холни курайлик. Фараз ^илайлик,
S (л"°, х\, , х°п) ну^та (29) квадриканинг симметрия маркази бул
син, Репер бошиии шу нуктага кучирамиз, базис векторларнинг йу- 
налишини эса caiyna6 ^оламиз:



Буларни (29) га куйиб, соддалаштирсак,
ср2 + (2а11х°1 -f 2а12х°2 4- . . .  4- 2а]п х°п 4- 2 ух + . . .  4- (2ап] а°4-

+ 2и«гЛ?г + • • • + Ч „  4  + 2aJ  У„ + <42)
бунда ф' ифода уг, у2, . . . , уп узгарувчили квадратик форма, а  —
барча озод сонларнинг алгебраик йигиндиси. Координаталар боши 
квадриканинг симметрия маркази булиши учун (42) тенглама (40) 
куринишни олиши керак, яъни биринчи даражали хадларнинг барча 
коэффициентлари бир вацтда нолга тенг булиши етарли ва зарурдир:

а,, х» -Ьо12 4  + • • • + а , „ 4  = —

а.ч Л1 + а 22 Л1 + • • • + а2„ х°п = — а2. (43)

в«| А  +  ап > А  + • ■ • + «м  4  -  -  о,.

Демак, квадрика симметрия марказининг xG{, х°2, . . . , х°п коорди- 
наталари (43) ни цаноатлантириши керак, демак, квадрика маркази
нинг мавжудлиги масаласи (43) системанинг ечимига боглик*; у̂йи- 
даги детерминантни карайлик:

а 11 а12 . . ■ а \п
а21 а,2 . . • а 2п

я 1 . ап1 л 2 пп

1. АФ  0, (43) система ягона ечимга эга, квадрика битта симмет
рия марказига эга; марказли деб аталган квадрика хосил цилинади.

2. А = 0 ва (43) система чексиз куп ечимга эга булса, квадри
канинг симметрия марказлари хам чексиз куп булади (бундай 
нукталар туплами k улчовли текислик булади).

3. Д = 0 ва (43) система биргаликда булмаса, квадрика бит
та хам симметрия марказига эга эмас. Кейинги икки холда 
квадрика марказсиз деб аталади.

Э с л а т м а .  (43) системанинг биринчи тенгламасига диккат би
лан ^арасак, у (28) тенгламадан хг буйича (долган л'2, л'3, . . ., хп 
ларни доимий деб олинса) олинган хосиладан, иккинчи тенглама эса 
(28) дан д*2 буйича олинган хосиладан (бунда хг, х3,хг, . . . , х„ лар дои
мий деб олинади) ва х. к., охирги тенглама эса (28) дан хп буйича 
олинган хосиладан (бунда a,, а 2, . . .  ,хп_ ] лар доимий хисоблана- 
ди) иборат экан.

М и сол.  xj — 5а'5 4- 2л'1.\'2 — 2а2а3 4- 2а, 4- 4а2 -f 1 0а3 — 3 = 0 
квадриканинг симметрия марказининг мавжудлигини исботланг 
хамда параллел кучириш ёрдамида тенгламани соддалаштиринг.

Е ч и ш .  (29) билан солиштирсак,
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Ф-2 — 4  — 5лг| + 2л'1а*2 — 2а2а3, фх = 2Х] 
Энди (43) системани тузамиз.

! А« +  х?, =  — I ,! I
! А? — А'? = — 2,

4а , Ю а я.

5 а1] — 5.
(*)

Унинг детерминант»:
1 1 0

л = 1 0 — 1
0 1 5

(*) дан aJ = — 1, 4  -  0, -3 = 1.

— 4 * 0 .

6' ( — 1 , 0, 1 ). Реперни параллел кучириб, унинг бошини S нуктага 
келтирамиз:

1, а 2 = у.2, а 3 -  уя 4- 1;Ух
буларни берилган тенгламага куйиб, уни соддалаштирсак,

У] — Ъу\ 4- 2г/1г/2 — 2у.2у, 1 - 0.

46- §. Квадриканинг таснифи

п улчовли аффин фазодаги квадриканинг (28) куринишдаги 
тенгламасини аффин реперни махсус танлаб олиш йули билан
(39) куринишдаги учта тенгламанинг бирига келтириш мум- 

кинлигини курган эдик (44-§). Хрч 1\андай аффин алмаштириш 
билан бу тенгламалардан бирини иккинчисига утказиб бул- 
майди, демак, улар узаро аффин эквивалент синфлар эмас. 
Ш у тенгламаларнинг хар бирини айрим-айрим куриб чикайлик.

. . ек и'1 — \, k < п.гм  т
п да

6

1- ХО  Л . 8,

8^2 -f е2Щ + . . .  — еп Н2п = 1. (44)

>i -  г2 = . . .  = еп = 1 учун
W[ ^  И:, -f- . . .  4~ — 1 (4о)

хосил цилиниб, квадрика эллипсоид деб аталади (п — 3 да А3 даги 
эллипсоид).

2- х о л . Ej = е2 = . . .  = е̂  = — 1 булса, (44) => и\ и \ . . . +
4- и-— — 1 ; Ап да бу тенгламани ^аноатлантирувчи бирорта хам
^а^иций ну^та йуг\, бу холда (45) тенглама мавхум эллипсоидни 
ани^лайди деймиз.

3- хол. ех = е2 е „ =  — 1;
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бу ^олда (44) тенглама билан аницланадиган квадрика п — t 
индексли гиперболоид деб аталади (п = 2 х,ол юз берса, ех = 1, 
е2 = — 1 ёки £] = —1, е2 = 1 да квадрика текисликдаги гиперболани 
ифода ^илади, п = 3 да е,, е2, е3 дан биттаси — 1 га тенг булса, 
квадрика бир паллали гиперболоиды и, £,, е2, е3 дан иккитаси — 1 
га тенг булса, квадрика икки паллали гиперболоидни ани^лайди). 

Энди k < п булган холни курайлик.
£хи] -г £2«; • . . .  + %  u'l — 1. (46;

Маълумки, бу куринишдаги тенглама симметрия марказлари 
{п — 1) улчовли координата текислигидан иборат булган сиртни ифо
да цилади, бундай квадрика Ап да цилиндрик сирт деб аталади.

1- хо л . ех = е2 = . . .  = £. = 1.
(46) тенглама

и\ + 4  + . . .  +  = 1 (47)
куринишни олади ва k улчовли текисликдаги эллипсоидни аниклаб, 
Ап фазода эса асоси шу эллипсоиддан, ясовчилари (п — k) улчовли
текисликдан иборат эллиптик цилиндрни беради. п =  3, k = 2 да 
эса А3 да ясовчьлари бирор координата уцига параллел эллиптик 
цилиндрни аниклайди.

2- х о л . Ej = е2 = . . .  = ел = — 1 учун и\ + и\ + . . .  +  и\ =
— — 1; бу тенглама бирорта хам ха^и^ий нуцтага эга булмаган 
квадрикани аниклаб, уни мавх;/м цилиндр дейилади.

3- хол . е1 = е2= . . .  = е, = 1, е/+ , = е/ + 2 = . . .  = £fe =
-  — 1 учун

и\ + и\-\г . . .  4- и] — и]+х — ••• — и\ =  1. (48)
Бу тенглама k улчовли текисликда (k — t) индексли гиперболоидни 
аниклаб, унинг х>ар бир ну^тасидан (п — k) улчовли текислик утади. 
Бундай квадрикани Ап да (k — t) индексли гиперболик цилиндр деб 
аталади; унинг ясовчилари (п — k) улчовли текисликдан иборат.

II. гхи2у + е2и~2 + . . .  4*' ek ll\ — 0- (49)

Бу теглама билан аникланган квадриканинг симметрия 
маркази координаталар бошида булиб, бу нукта квадрикага 
тегишлидир. 

k — п булсин.
1- х о л . 6j = е2 = . . .  = Еп булса, (49) =► и\ + и\ + . . .  +  и2п = 

=  0 тенглама билан анн^лачадиган квадрика мав.\ум конус деб ата
лади, бу конус факат битта хаки^ий ну^тага эга булади (координа
талар боши О).

2- хол .  £х, е2, . . .  , еп нинг барчаси бир хил ишорали булма- 
са, квадрика конус деб аталади, демак, конус марказли сиртдир.



Унинг маркази конуснинг учи деб аталади. Шуниси ^изи^ки, бу ко- 
нусга тегишли бирор Т ну^тани олсак, ОТ тугри чизи^нинг (О — 
конуснинг маркази) барча ну^талари ^ам конусга тегишли була
ди; бу тугри чизиц конуснинг ясовчиси деб аталади.

Энди k < п холни текширайлик.
1- ^о л . ех = е2 = . . .  = ek\ (49) тенглама

куринишни олади; бу тенглама билан ани^ланадиган квадрика хам 
мавхум конус деб юритилади.

Лекин бу тенгламани Ап да царасак, бу квадрика (п — k) улчов-
ли текисликнинг барча ну^таларини уз ичига олади (чунки N (О, О, 

. ., 0, uk+l, . . .  , ип) куринишдаги барча ну^таларнинг координата-
лари (50) тенгламани ^аноатлантиради). Бундай конус учи (п — k) 
улчовли текисликдан иборат мавхум конус деб аталади.

2- х о л . Ej, е2, . . .  , ek нинг барчаси бир хил ишорали булма- 
са (масалан, t таси +  1 булса), у холда (49) тенглама билан ани -̂ 
ланадиган квадрикани (k — t) индексли, учи (п — k) улчовли текис
ликдан иборат конус деб аталади.

Нихоят, (39) даги учинчи тенгламани текширайлик:

k — n — 1. 1->̂ ол. Ej = е2 = . . .  = елг_ 1; (51) тенглама билан
ани^ланадиган квадрика эллиптик параболоид деб аталади (п ~  3 
булса, (51) тенглама и̂  +  и\ — 2и3 куринишда булиб, А3 даги эллип
тик параболоидни ифодалайди).

2- хол.  8j, е2, . . . , ел_, нинг барчаси бир хил ишорали бул-
маса (масалан, t таси + 1 булса), у холда (51) тенглама билан 
аницлэнадиган квадрика (k — t) индексли гиперболик параболоид деб 
аталади.

k < п — 2. У  .\олда (51) тенглама О ну^та ва ег, е2, . . .  
е k+[ векторлар билан ани^ланадиган текисликда бирэр параболоид
ни ани^лайди. Ап да ^арасак, бу квадрикага (п — k — 1) улчовли 
текислик киради, аншфоги N ну^та параболоидга тегишли булса, у

хрлда бошлари шу нуктадаги е k+2, . . . , еп векторлар билан 
аншуланувчи текислик шу параболоид таркибида булади. Бу ^олда
(51) квадрика ясовчилари (п — k — 1) улчовли текисликдан иборат 
параболик цилиндр деб аталади. Бу квадриканинг индекси (п — t) 
булса, у мос равишда (п — t) индексли параболик цилиндр деб 
аталади.

Ми с о л .  А3 да и\ + и\ + 4и1м3 — 4«2 = О тенглама билан аншу 
ланувчи квадриканинг турини топинг.

= О (50)

EXU] +  Еги\ +  . . .  +  Ek U\ =  2Uk+[ (51)
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Е ч и ш. Аввало бу квадриканинг симметрия маркази бор- 
йуклигини аницлайлик. Бунинг учун берилган тенгламадан 
аввал ии кейин и2, нихоят щ буйича хосила олайлик:

2их + 4 и., — О,
2 и2 — 4 = 0;

4 их =  0;
бу система ягона ечимга эга: ил = 0, и2 = 2, и3 = 0 . Марказ (0, 2» 
0) нуцтада. Энди репер бошини шу марказга келтирайлик, бунинг 
учун цуйидагича чизидли алмаштиришни бажариш керак:

их = у у, По = у 2 + 2, и3 — f/3;
буларни берилган тенгламага куйсак,

у\ + (у2 +  2)2 + 4уху3 — 4 (у2 4- 2) = 05 

z/j И- /Уг, Н~ 4г/2 -г 4 -f- 4уху3 — 4уо — 8 = 05 

У] + г/о +  4УгУ̂  — 4 = 0.
Энди ф2 = у] + у~2 4- \улу3 квадратик формани Лагранж усули 

билан каноник куринишга келтирамиз. Ушбу
Х1 ~  У1 "Г 2уз, х2 = У21 Х3 ~  Уз 

алмаштиришни бажариб, ф2— x'j ни хисоблайлик:
Ф2 — х~ = у\ + \уху3 + у\ — (у, + 2 y;i)'2 = г/f + 4г/1г/3 + у\ — г/у —
— 4г/1г/3 — 4//“ = г/- — 4г/| = х\ — 4лг’, ёки ф2 - х~ +  х\ — 4xj.

У ^олда берилган тенглама ^уйидагича булади: х\ +  х'~ — 4х\ — 4 =

= 0, ёки х\ + х% — 4х2 = 4, ёки ~  — х'3 = 1 , бу эса,
4 4 1

Л3 даги бир паллали гиперболоиддир.

47- §. Ортогонал алмаштириш йули билан квадратик формани ка
ноник куринишга келтириш

Аввалги параграфларда п улчовли аффин фазода квадра
тик формани каноник куринишга, хатто нормал куринишга 
келтиришни куриб, унинг п улчовли аффин фазодаги квадри- 
калар учун татби^ини аник,ладик. Энди квадратик формани п 

улчовли ( Е п ) Евклид фазосида ^арасак, унинг Л п даги хосса- 
лари садланиб, бу хоссалар ^аторига янги метрик характер- 
даги хоссалари цушилади.

Аввал, баъзи янги тушунчаларни киритайлик (бу тушунча- 
лар «Алгебра ва сонлар назарияси» курсида батафсил урганил- 
гани сабабли улар хацидаги баъзи теоремаларни исботсиз кел
тирамиз) .



1. Х о с  в е к т о р л а р  ва х а р а к т е р и с т и к  сон л ар. 
К,уйидаги чизикли алмаштиришларни курайлик:

х\ = Ьхххх + Ь12х2 4- . . .  + Ь1п хп,
Х‘2 = Ь2\Х1 4~ Ь22х2 -г . . .  — Ь2п хп, (52)

Х п =  Ь п\ Х 1 +  Ь п2 Х 2 +  • • • +  Ь пп Х п-

Бу чизикли алмаштиришларнинг матрицаси

/Ьц bv2 . . ■ Ь\п
Ьп Ь22 • ■■ п

\ Ь п2 ■■ • Ь п

в =  02l U 22 ■ ■ • 02п (53)

айнимаган булсин.
Агар (52) нинг чап томонидаги х[, а', . . . , хп ни бирор х' век-

торнинг Ш реперга нисбатан координаталари десак, худди шунга ух- 
шаш, унг томондаги хх, х2, . . .  , хп ни хам шу реперга нисба

тан бирор х векторнинг координаталари деб караш мумкин, у хол- 
да (52) алмаштириш хар бир а ф  0 векторга анни; битта х =̂= О 
векторни мос келтиради, буни ^уйидагича ёзайлик:

х' — ф (а). (54)
Бу ва т̂да ф чизикли оператор деб хам юритилади.

Таъриф.  Агар (52) чизикли алмаштиришда а Ф  0 вектор ва

унга мос а ' Ф  0 векторни богловчи
7  = А А (55)

муносабат (бунда k^R)  уринли булса, х вектор ф чизикли опера- 
торнинг хос вектори деб аталади, 1 сон эса ф1 чизикли операторнинг
а векторга мос келган хос киймати деб аталади. Агар (55) уринли 
булса, а| = ААр а,' = Хх2, . . • , х'п = X хп булиб, бу цийматларни
(52) га к>уйсак,

}*Хх — Ь11А1;,+ bX2X2 + . . .  + Ь[п Хп,
К Х 2 =  Ь2ХХ х Ь22̂- 2 ^2п Х П (^®)

^ Х п =  b n\ A'l +  Ь п2 Я'-2 +  • • • + Ь пп Хп
ёки
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(i’ll  ^ )Л1 I ^12Л2 ‘ • • • + bln Xn — 0,
Ь21хл + {b22 — X) x2 +  . . .  + b2n xn — 0, ( 5 7 )

Маълумки, бу бир жинсли тенгламалар системаси ноль бул- 
маган ечимга эга булиши учун унинг бош детерминанта нолга 
тенг булиши керак:

Демак, чизи^ли операторнинг исталган хос циймати (яъни л) 
(58) тенгламани ^аноатлантириши керак ва, аксинча, Я нинг
(58) тенгламани каноатлантирувчи хар ь^андай да^и^ий кий* 
мати ф нинг хос циймати булади: (58) нинг чаи томонидаги 
детерминангни ёйиб, ухшаш ^адларни ихчамлаб чи^сак, X га 
нисбатан /г-даражали купхад хосил килинади. Бу купхад ха
рактеристик куп^ад, (58) эса характеристик тенглама деб ата
лади.

К^уйидагн теоремалар уринлидир.
1 - т е о р е м а .  Бошца бирор базисга утиилда чизицли опе

раторнинг матрицаси албатта узгаради, лекин характеристик 
купуаднинг коэффициент лари ва илдизлари узгармайди.

2- т е о р е м а .  Тайин бир хос цийматга мос келувчи хос век
тор лар нинг хар к^андай чизгщли комбинацияси шу хос к,ий- 
матга мос келувчи хос вектор булади.

Агар е1,е2, . . .  , еп базис векторлар бирор чизи^ли оператор
нинг хос векторлари булиб, уларга мос келган хос ^ийматлар мос 
равишда Я-i, Х2, . . . , Кп булса, (52) тенглама [цуйидаги куринишни 
олади:

У  ^олда бу алмаштиришнинг матрицаси диагонал куринишда 
булади:

(Я,!, Х2. . . , \п ичида бир-бирига тенглари булиши мумкин, чунки

Ь1Х А, Ь12 . . . b[n j 
2̂1 b22 Я . . .  b2n _

(58)

(59)

(60)
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характеристик тенглама каррали илдизга эга булган хол ^ам юз бе- 
риши мумкин).

2. С и м м е т р и к  о п е р а т о р  в а у н и н г  матрицаси .  ф чи- 
зикли оператор берилган булсин.

Таъриф.  Е п даги ихтиёрий х, у векторлар учун

Ф U') 'У = х-ц>(у) (61)

уринли булса, ф ни симметрик оператор деб аталади.
Бу таърифдан куринадики, скаляр купайтмада симметрик 

оператор белгисини бир купайтувчидан иккинчи купайтувчига 
утказиш мумкин.

3-т е о р е м а .  Чизидли симметрик оператор %ар цандай 
декарт базисида симметрик матрицага эгадир.

—У —У

Ис бот .  Чизидли симметрик операторнинг бирор Б = (ev е2, . . 
еп) декарт базисидаги матрицаси (53) куринишда булсин. У  холда
(61) даги х ва у нинг урнига е1,е2, . . . , еп ни куйсак,

Ф (ei ) Cj =  et ф( ej ) (62)
(бунда i, j =  1, 2, . . . , n), (62) нинг чап томонини хисоблайлик:

Ф ( « , ) =  >'' е,-= (Ь„ е, + Ь,„ е„) е~ == Ьп (г, е;)+

+ Ьа (е2е") +  . . . +  blnie„el) = Ь,р

бунда et. е. = 0 (t =£ /) эътиборга олинади. Энди (62) нинг унг томо
нини хисоблайлик:

—> —► — >- *-> —> —> —>- 
е.-ф(£?;.) =(е. е.)= е( (/;/1е1 +&/2е2 +  . . . +  Ь/п еп) =

—>• —> —> —> —> —>
= bj{ (е. ег) +  bj,2[ei е2) + . . .  +  bjn {е. еп) = bfi.

(62) га асосан Ь{. = Ьп , бу эса (53) нинг симметрик матрица эка- 
нини билдиради.

Бу теоремага тескари теорема х;ам уринли, яъни:
4 - т е о р е м а .  Агар чизикли оператор бирор декарт базисида 

симметрик матрицага эга булса, у чизидли симметрик опера
тор булади. - v

Ис бот .  (53) да bn = b: булсин, у хрлда ихтиёрий х(хъ х2, . . . ,LJ JI ‘
—У —у —>■ —►  —>  •—У •—У ■—У

х „)> У {Уп Уг< • • •. */„) ( * #  о, у Ф  0) векторлар учун ф(.\-) у = у = 

= U'[ei+x,e24- . . . 4- хп еп у х e1-\-y2e2Jr . . -+Уп еп)= х 1у1-]гх2у2+  • • • 
+  х ’п Уп =  (& п  *1 +  b 12.v2 +  . . . 4- Ь ]п хп) + ( Ь 21 Л-, +  Ъ22 -Vo 4- . . .  4-
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+ b 2 n x n) 1/2+ • • ■ + ( b n i A'l +  bn2x2-f  . . . +  bnnXn)y n=  
n n n

= 2  bu Xi y l + >_ b2i xi y2 +  • • • + 2  bn\'Xi' Уп~
i= l ( = 1 i= [

= 2 2  V - v̂ ,- (63)
1=1 / = i

Худди шунга ухшаш, (л'-ф(гу)) ни хисобласак,

А'ф(г/) = 2  2  ba ' i xr (64)
( = i / = 1

(63), (64) => а ц{у) = ф(а-) у,
бу эса таърифга асосан ф нинг чизшуш симметрик оператор 
эканлигини билднради:

5 - т е о р е м а .  Чизицли симметрик операторнинг характе
ристик тенгламаси фацат хациций илдизга эгадир.

Исбот .  Я0 характеристик тенгламанинг илдизи булсин, 
эканини исботлаймиз. Я0 ни (57) даги К урнига ^уйсак, (58) детер
минант нолга тенг булгани учун (57) система ноль булмаган ечимга 
эгадир, бу ечимларни рх, р2 , . . . , Р/г деб белгиласак, (56) система 
Куйидаги куринишни олади:

&I1P1 +  &I2P2 +  ■ • • +  Ь\п̂ п = ôPl*
^21̂ 1 + ^22̂ 2 + • • • + Ь2 „ Р „ =  /-Op 2,

(65)

bn\ P i  + bn2?>2 +  • • • + bnn$n =  P „

(бунда албатта барча bif £ R) (65) нинг хар бирини мос равишда 
Pi, Р2, ■ • • , prt сонларга (бунда Р; сон р. нинг ^ушмаси- 
дир, яъни р/ = а + ib булса, (i = a — ib, равшанки, ру ^а^и^ий сон 
булса, р̂. = р̂.) купайтириб, чап томонларини ва унг томонлари- 
ни хадлаб ^ушсак,

2  (66)
i = i  / = i  <=1

__ п __
Р • р. > (W  2  Р;Рг> У ^°лда пинг хачикий сон эканини

i= 1
курсатиш учун (66) даги чап томоннинг ^а^иций сон эканини кур- 
сатиш кифоядир-

п п _  _
5 = ^  2  Ь-. р- булсин; Ьц =bjr рг- =pt- эканини ^исобга олсак, 

i=i  / =1  t; 1

5 = 2  2 ч  fc= 2 2 btj р, р, = 2 2 6,.. рД.= 2 2 адд
£*__ 1 y = I  t ' / ----1 I i /  1 J
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Й и ри н д и н и  англатувчи i ва / нинг уринларини алмаштириш билан 
йигинди узгармаганлиги учун 5 = 5, бу эса, 5 нинг ^а^и^ий сон 
эканлигини билдиради. У  ^олда (66; тенгликнинг уринли булиши 
учун Я0 ^а^и^ий сон булиши керак. а

Бу теоремадан цуйидаги натижа келиб чикади: хар кандай 
чизикли симметрии оператор камида битта хос цийматга эга.

Ха^и^атан ^ам, (58) тенглама алгебраик тенгламадир, де
мак, унинг камида битта илдизи мавжуд, юкоридаги 5-теоре- 
мага асосан у илдиз Х0 ^а^иций сондан иборат. Бу сон берил
ган симметрик операторнинг хос кийматидир.

6- т е о р е м а .  Чизикли симметрик операторнинг %ар хил 
хос цийматларига мос келган хос векторлари узаро ортогонал- 
дир.

И с б о т .  X, (1 сонлар берилган ср чизшуш симметрик опе
раторнинг >;ар хил кийматлари булиб, улар билан аникла-
надиган хос векторлар мос равишда х, у булсин: ф (х) = X х, ф (у) — 
= 1ху\ бу операторнинг симметриклигидан => ф (х) у = х Ф (у), лекин 
ф(х) у=  Х х у  = Цху ), X• Ф (у) = x-\iy=  \i(xy)=>X (х ■ у)=  \1 {ху)=> 

—> —► —> —> —► '—►
=ф- ( X— |i) (х у) — 0 ва Хф (i=> x y = 0^-x JLy .

7-теорема.  Е пфазодаги \ар цандай чизикли симметрик опера
тор учун шундай декарт базиси мавжудки, бу базиснинг \ар бир 
вектори шу операторнинг хос векторидан иборат.

Исбот .  п =■-- 1 булсин, (52) тенглама х\ = Ьхххх куринишда бу
либ, х Ф  0 вектор узининг образи ф (х) билан фа^ат Ьхх сонли 
купайтувчи билан фар  ̂ ^илади, демак, бу вектор чизикли оператор
нинг хос вектори экан; Ь1Х = — десак, — -—  • х = ех бирлик век-

ixl \ X I
тор булиб, бир улчовли фазонинг базисидир.

Энди математик индукция методини ^уллаймиз, яъни теорема 
Е п_  1 фазо учун уринли булиб, уни Е п учун уринли эканини курса- 
тамиз. ф оператор Е п нинг симметрик оператори булсин. 5- теорема- 
га асосан у ^ак^ций X хос цийматга эга, шу X га мос келувчи хос 
вектор 2 булсин, у ^олда — • z = ех вектор бирлик вектордир. 

-  ^
Бу вектор г дан фа^ат сонли купайтувчи билангина фарь̂  цилгани 
учун у X га мос келган хос вектор булади, яъни

Ф (ех) — X ех . (6 )̂

Е п даги ех га ортогонал барча векторлар туплами (п— 1)
улчовли к,исм фазони ^осил килади. Бу фазонинг узи ^ам уз 
йулида евклид фазосидир, чунки Е п да аншуланган скаляр



купайтма Е п_ х учун ^ам уз кучини са^лаб, скаляр купайт- 
манинг барча хоссалари Е п_ х учун хам са^ланади. £п_,
нинг ихтиёрий а векторини олайлик. У  .%олда а ех — 0 булиб, ср

—> —►
нинг симметриклигини ва (67) ни эьтиборга олсак, е1-(р (о) =
= ф (ех) а=  А, е1 -а = % ( ег-а )=  Я-0 = 0. Бундан ф(а) векторнинг 
хам Е п_ { га тегишли эканлиги куринади.

Демак, ф оператор £п_, нинг >̂ар бир векторига шу фазонинг 
векторини мос келтиради. <р ни татби^лаш натижасида £ , да >̂о- 
сил цилинадиган янги операторни фх десак, хам да Е п даги ихтиё
рий икки вектор учун (61) шарт уринли экани сабабли бу шарт 
Е п_ { фазодаги икки вектор учун ^ам уринлидир, чунки ф] >̂ ам сим
метрик оператор булади. Фаразга асосан теорема £ л_, да уринли 
булганлиги учун шу фазода декарт базис мавжуддир. Бу базиснинг
хар бир вектори фг нинг хос векторларидир; буларни е.2, е3, . . . еп 

десак, бу векторларнинг .\ар бири ег га ортогоналдир. Демак, ех
е2, . . . , е п лар Е п даги декарт базис булиб, чизикли сим
метрик операторнинг хос векторларидан иборат. А

Н а т и ж а .  Чизикли симметрик операторнинг матрицасини 
декарт базисини танлаб олищ нули билан диагонал куринишга 
келтириш мумкин.

Т а ъ р и ф. Ортогонал матрица ёрдамида бажариладиган 
чизшуш алмаштириш ортогонал алмаштириш дейилади.

Куйида биз ортогонал алмаштириш ёрдамида квадратик 
формани каноник куринишга келтиришни курсатамиз. Лекин 
ортогонал алмаштириш ёрдамида квадратик формани нормал 
куринишга доимо келтириб булавермайди.

8- т е о р е м а .  Бирор декарт базисига нисбатан квадратик 
форма ва чизикли оператор бир хил матрицага эга булса, улар 
боища хар цандай декарт базисида хам бир хил матрицага 
эга булади.

И с б о т .  Ушбу

(i (* .* )=  2  «  cnxi xi (68>
i=i /=1

квадратик форма билан чизикли f операторнинг матрицалари бирор 
декарт базисида бир хил булсин дейлик: Ьи = с{]..

f оператор х ни шундай .v' га акслантирадики, шу векторларнинг 
координаталари ^уйидагича боглангандир:

Х \ —  ~Т~ ^12 Х 2 ~~ ' • • ~  С1пЛп’



У  хрлда (68) квадратик формани цуйидагича ёзиш мумкин:
п /  п \ п

ф (л\ х) =  2  Х 1 2  СЧ Xi ~  2  Xl x'i ~  Х\ Х\ +  Х 2 Х2 +  . . .  +
1 = 1 /=1 /=1

Х п Х п =  Х Х  ■ (70)

Энди бирор декарт базисга утайлик: х, х' ларнинг шу базисга 
нисбатан координаталари //2, у2, . . , , уп, у[, у'0, . . • , Уп булсин, 
уларни богловчи формула л ар

У\ ~  Ух d12 у2 -Ь . . . — dln уп, 
У.2 = d21 Уi ~г d22 у2 -(- . . .  d2n уп, (71)

у'п = dn 1 У1 + dn2 У2 +  • • ■ -Ь dnnlJn 
—► —>

булсин. У  хрлда х, х' нинг шу базисга нисбатан скаляр купайтма-

сини ^исобласак, х-х' = у1у\ +  УчУ'.А- • • • + Уп Уп ва (71) ни эъти- 
борга олсак,
х • х — Ух {dn У\ di2 у о -f . . .  -f- d̂  п у ̂  + у2 {d2± у± + d22 у 2+
+  . . . +  d2nyn) +  . . . — уп (dn[ у г +  dn2y2 + . . . + dnnyn) =

= 2  УА 2  du tjj 1= v  v  duy i y .
i=i /= i 1=] /=

(70) га асосан

Ф (*, x) = x ■ x' =  V  У] dtj ум;. (72)

(71) билан (72) ни солиштириб, квадратик форма билан чи- 
зи^ли оператор матрицаларининг бир хил эканлигини курамиз.

9- т е о р е м а. \ар цандай квадратик форманинг узгарувчи- 
ларини ортогонал алмаштириш ёрдамида бу формани каноник 
куринишга келтириш мумкин.

И с б о т. (68) квадратик форма берилган булсин. Бирор 
декарт базисида (68) квадратик форма симметрик матрицага 
эга булсин. Биз худди шу матрицали чизи^ли операторни ку- 
райлик. Бу чизшути операторнинг характеристик тенгламаси 
(58) га асосан

1- я С1 2

С 21 с2 2 Я . • с2„ = 0 . (73)

с ,п\ СП2 •• • Сп ,г- }^
Бу тенгламанинг илдизларини Я^ Я2, . . . , Яя десак, 7- теорема- 
дан чикдан натижага асосан шундай декарт базиси мавжудки, унда
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юьрридаги оператор матрицаси диагоиал куринишга келади ва унинг 
диагонал элементлари Кг, . . . , кп булади. У  ^олда квадратик 
форма куйидаги куринишни олади:

ф  (А-, х) =  Я, у\ + у\ + . . .  (74)
(бунда лар неча каррали илдиз булса, улар (74) да шунча марта 
датнашади). а

У  .%олда янги базис векторлари эски базис векторлари орь̂ али 

ey=dn ê  + d]2j ?2 -f . . . + dln еп, 

е2 ~  d-2\ е\ +  d 22 <?2 - f • • • +  d2n ent

en =  d n\ e \ +  d n2 e2 +  • • • +  dnnen
куринишда ифодаланиб, утиш матрицаси ортогоналдир. Демак, 
квадратик формани каноник куринишда ёзиш учун (58) харак
теристик тенгламани тузиб, унинг илдизларини топиш кифоя. 
Энди янги декарт базисини топиш ва квадратик формани ка
ноник куринишга келтирадиган ортогонал алмаштиришни 
излаш усулини курсатамиз.

Kk характеристик ^тенгламанинг бир каррали илдизи булсин. Бу
A k ни (57) даги К нинг уРнига Куйиб, ctj = b£j эканини назарда 
тутсак,

~  К )  A'l +  С\2Х 2 +  • • • +  С\П Х п =  0 ’ 
с,,х + (с.,. — l t) X, +  . . . + С,аХп = О,

c„ i xi +  сп Л  +  • • ■ +  К „ - К К = о .
Бундан %k га мос келувчи хос векторнинг координаталарини топамиз 
(яъни (75) системани хх, х2, . . . , хп га нисбатан ечиб, ноль бул- 
маган ечимларини топамиз); топилган векторни модулига булиш на- 
тижасида бирлик вектор хрсил циламиз.

Энди сон характеристик тенгламанинг т ( т >  1) каррали ил
дизи булсин. Бу ва^тда ^ам 'Kk нинг дийматини (57) даги X нинг 
урнига куйсак, (75) га ухшаш система хрсил булади. Бу система- 
нинг т  та ечимини шундай танлаб оламизки, координаталари шу 
ечимлардан иборат т  та векторнинг х>ар бири бирлик вектор булиб, 
узаро ортогонал булсин. Равшанки, бу векторлар т  улчовли век- 
торли евклид фазосининг базиси булади, шу векторларни Е п нинг 
^ам базис векторлари сифатида ^абул ^иламиз. Шунга ухшаш му- 
.\окамани ^ар бир 'Kk учун юритамиз. Барча ларнинг сони п та 
булгани учун (карралиги ва карралик сони билан олинади) жами п 
та узаро ортогонал ва бирлик вектордан иборат декарт базиси о̂- 
сил цилинади.

1 - м и с о л. Ъх\ — 8 хх х2 — х\ квадратик формани каноник кури-
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Ьц  А, Ь12 1Ю

—4

2̂1 2̂2 ^ 1 “ 4 1т

нишга келтиринг ва янги базис билан зеки базисни богловчи муно- 
сабатларни топинг.

Е ч и ш .  (57) характеристик тенгламани тузамиз:

= 0=>А2 — 41—21 = 0 .

Бу тенгламани ечсак, — 7, к2 — — 3.
Изланган квадратик форма: 7у2{ — 3у\. Энди янги базис билан 

эски базисни богловчи муносабатни аниклайлик, = 7 га мос 
келган хос векторни топайлик, бунинг учун бу кийматни ^уйидаги 
системадаги А нинг урнига куямиз:

(сп — Я) л'! +  с12 х2 = 0, | ^  (5 — 7) хг — 4х2 = 0, ) 
с21 хх +  (с22 — А) .V2 = 0, j — 4л', +  (— 1 — 7)л'2 = 0, /

( 2.\'1 ~|- 4х2 — 0;
( 4хх + 8х2 = 0,

бундан хх + 2л'2 = 0 нинг ноль бул^аган ечимларидан бирини, ма- 
салан, хл = — 2, х2~  1 ни олсак, у ^олда (—2, 1) векторнинг мо-_̂ — / 2 1 \
дули \ГЪ булиб, бирлик вектор: е'{ ( — —=  , — Шунга ухшаш,

\ I 5 /
Я2 = — 3 га мос келган вектор е'0= ( —=-1 — г—  | булади.

\ v 5 ) 5 /
Демак, янги базис векторлари эски базис векторлари орцали

1̂ — ---- 1̂ Н--- -“ (?2, = —ТГ=Г -(- -,Г—~ б2
1 5 > 5 2 V 5 1 /  5 2

куринишда ифодаланади. Равшанки, утиш матрицаси
2 __ 1_
~5 у Т

1 2 
"5 5

ортогоналдир (текшириб куринг). У холда ортогонал алмаш
тириш формуласи:

2 1 1 2  
=  7-F- У\ Н У 2) А2 ~  #1 +  T-jF У2•

| 0  }  D v  ь  V 0

Бу цийматларни берилган квадратик формага куйиб, юкорида 
топилган каноник куринишдаги квадратик форма хосил кила- 
миз.

2- м и с о л. х\ +  х\ +  4хх х2 + 2хх х3 + 4л'2 я3 квадратик формани
каноник куринишга келтиринг.

Е ч иш.  Бу ерда: blx — 1, Ь22 = 0, 633= 1, Ь12 = 2, Ь13= 1 , 
b3i == 1, Ь2з =: 2, Ь32 — 2.

(57) характеристик тенглама:



Ьц х Ь\2 ^ 1 3 1 — X 2 1

Ьц Ь2 2 'X ^23 ------ 2 —  X 2

^32 6 33 X 1 2 1 - Х

=  0 ^  _Х З - Ь 2 Я 2+ 8 Х = 0 .

Бу тенглама илдизлари 'к1 = 4, Х2 =  — 2, = 0; квадратик форма 
4^  — 2у\ каноник куринишга келади.

48- §. Уч улчовли евклид фазосидаги квадрикалар

46-§ да п улчовли аффин фазодаги квадрикалар таснифи 
билан муфассил танишдик. Уч улчовли аффин фазода 17 хил 
квадриканинг борлигини ошкор к;илиш осондир. (39) даги 
тенгламаларда k ни 1, 2, 3 сонлар деб олинса 17 та ^ар хил 
тенглама ^осил киламиз.

Ш у квадрикаларни уч улчовли евклид фазосида царасак, 
декарт реиерини кулай танлаб олиш йули билан ;уларнинг 
тенгламаларини куйидаги жадвалда курсатилгандек килиб 
ёзиш мумкин (узгарувчиларни ии и2, щ билан эмас, балки 
эскича белгилашимизга мос равишда х, у, z деб оламиз).

№ Квадриканинг содда тенгламаси Квадриканинг номи

1
х-  ̂ у'2 г2 j 
а- Г Ь- с'2

ЭЛЛИПСОИД

2 —  +  —  +  —  = —  1a2 b2 с2
мав^ум эллипсоид

3
х2 i f  г2 
а- Ь'2 с2

бир паллали гиперболоид

4 —  _  J L  _  i l  _  1
аг Ь'2 с-

икки паллали гиперболоид

5 4  +  4 + л  =  о
О2 6- С2

мав^ум конус

6 ~  +  —  —  —— =  0а2 Ь'2 с2
учи координаталар бошида булган 
конус

7 4+f =  iа} Ь2 эллиптик цилиндр

8 -+4 = - i  02 мавхум цилиндр

9 _  JT =  1
Q2 £2 гиперболик цилиндр

10
1

^ + ^  = 0
а- ^  !г

Оз ук> буйича кесишувчи 2 та мав- 
.\ум текислик
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№ Квадриканинг содда тенгламаси Квадриканинг но.ми

i 1 *2 У' 
а- Ь-

0 иккита кесишувчи текислик

12

13

1
а2

tfi ~  1

икки узаро параллел текислик

икки мавхум узаро параллел те
кислик

14

оII устма-уст тушган икки текислик

15
X2 у' 
а'2 Ь-

2г эллиптик параболоид

16 у' у-
а2 Ь1

2 г гиперболик параболоид

17
X-
—  =  2z
а2

параболик цилиндр

Бу квадрикаларнинг купчилиги билан биз I I I  бобда танишиб 
утганмиз.
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V I Б 0*Б. ^АВАРИК КУЛЁЦЛАР

49- §. Тупламлар назариясининг баъзи тушунчалари

Е 3 (уч улчовли Евклид фазоси)да маркази О нуктада ва 
радиуси г га тенг шарни (О, г) билан белгилайлик, шу шарни 
чегараловчи сфера шарга тегишли булмаса, у одатда очиц шар 
деб аталади. Бу тушунчани Е 2 да царасак, очиц дойра Е х да 
эса очик; кесма, яъни интервал хосил булади.

Т а ъ р и ф. (О, г) очик шар О нуцтанинг атрофи деб ата
лади. Демак, Е 2 да (текисликда) О ну^танинг атрофи маркази 
шу нуцтадаги очиь; доирадан, Е 1 да эса урта нуктаси О даги 
очи^ кесмадан иборат.

Бирор М  туплам берилган булсин.
Т а ъ р и  ф. Агар X  нукда узининг бирор атрофи билан М 

тупламга тулик тегишли, яъни шундай г> 0 сон мавжуд булиб, 
(-Х, г) с=М булса, у ^олда X  нукда М  нинг ички нуктаси деб 
аталади. М  нинг барча ички нуцталари туплами М  нинг ичи 
деб аталади ва у int М  билан белгиланади.

Т а ъ р и ф. Агар X  нуцтанинг (X, г) атрофи мавжуд булиб, 
у М  туплам билан умумий ну^тага эга булмаса, у .\олда X  
нуцта М  нинг ташци ництаси деб аталади. М  нинг барча ташки 
нукдалари туплами ext М  билан белгиланади ва у М  нинг 
ташцариси деб аталади.

Т а ъ р и  ф. X  нукданинг ^ар ^андай атрофи бир вактда 
>̂ ам М  га тегишли, ^ам М  га тегишли булмаган нук.таларни 
уз ичига олса, у холда X  нукта М  нинг чегара нуктаси дейи- 
лади; М  нинг барча чегара нукдалари туплами дМ билан бел
гиланади ва М  нинг чегараси дейилади. Бу таърифлардан ку- 
ринадики, М  тупламнинг ички нуктаси албатта М  га тегишли, 
таш^и нуктаси М га тегишли эмас. Чегара нуктаси М  га те-

8 С

гишли хам булиши мум
кин, тегишли булмаслиги 
хам мумкин экан.

М и  сол.  197-чизмада 
квадрат тасвирланган бу-

Р либ, бу квадратга AD, АВ,

«т

А .1
I > ,

о ВС  кесмаларнинг нукталари 
тегишли, лекин CD кесма
нинг нукталари тегишли 
эмас, у холда N ички нук
та, Р  таш1\И нукта, Q чега
ра нуцта булиб, М  га те
гишли, 5 нукта эса чегара 
нук/га булиб, М  га тегишли 
эмас.

197- чизма

D Е 3 даги ихтиёрий М  туп
лам учун ички, ташки ва 
чегара нукдаларнинг таъ-
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рифидан бевосита цуйидаги муносабатларнинг уринлилиги келиб 
чикади (СМ билан Е 3 тупламнинг М  га тегишли булмаган 
барча нукталари туплами белгиланган, баъзан, у М  нинг тул- 
дирувчиси дейилади):

1. дМ = д (ext М)  ̂дСМ. (1)
2. int М  U c-xt М  U дМ = П,
3. int М  П ext М  = 0
4. ext М  П дМ = 0 .

5. int М  П дМ = 0
Т а ъ р и ф. М  туплам учун intAf =  Al булса, бу туплам 

очик деб аталади.
Очик шар, шунингдек томонларининг нукталари кирмаган 

учбурчак ва х. к. лар очик туплам мисолидир.
Таърифдан хар канДай М  туплам учун intM нинг очик 

тупламлиги куринади.
Т а ъ р и ф. Агар М  тупламга унинг барча чегара нуктала- 

рини киритсак, хосил килинган тупла_м М  нинг ёпиги деб ата- 
либ, у М  билач белгиланади, демак, М = дМ\]М.

Т а ъ р и ф. Узининг ёпиги билан_устма-уст тушган туплам 
ёпшv туплам деб аталади (яъни М — М  булса).

Очик /И туплам учун extM U дМ ёпик туплам булади, бу туп
лам СМ  дир.

Демак, очик тупламнинг тулдирувчиси ёпик тупламдир.
Ихтиёрий М туплам учун int М  U extM туплам очик булади. 

Хакикатан хам, шу тупламни N билан белгиласак, x£ N  булса, х £ 
€ intA l ёки х 6 ext М. ext М  ва int М тупламларнинг хар бири очик 
булгани учун .V узининг бирор атрофи билан шу тупламларнинг би- 
рига тегишли булади, у холда шу атроф N га >̂ам тегишли, демак, 
N  очик тупламдир. Шунга ухшаш, исталган сондаги очик туплам
ларнинг бирлашмаси хам очик туплам эканлигини курсатиш мумкин.

У  холда (1) даги муносабатларнинг иккинчисига асосан
дМ -  £3\(ext М  U int /И)

ва ext М  [J int М  нинг очик. туплам эканлигидан дМ ёпик туплам деган 
хулоса чикади. Демак, хар канДай тупламнинг чегараси ёпик. туп
ламдир.

50- §. К^аварик фигуралар

Нукталардан ташкил топган ^ар кандай тупламнинг фигура 
деб аталишини эслатиб утамиз.

Т а ъ р и ф. F  фигуранинг ихтиёрий икки А, В  нуктасини 
туташтирувчи А В  кесманинг барча нукталари F  га тегишли 
булса, F  qaeapuq фигура деб аталади. Буш туплам ва битта 
нукта хам каварик деб олинади.

198- чизмада тасвирланган фигуралар каварик, лекин 199-
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чизмадаги фигуралар эса ^аварщ эмас, фазовий фигуралар- 
дан шар, пирамида, доиравий цилиндр ва х.к. каварик фигу- 
раларга мисолдир.

Бу фигураларнинг чегаралари узига тегишли ёки тегишли 
булмаслиги мумкин. Бундан ташкари, шундай каварик фигу
ралар борки, улар ё тугри чизиеда, ёки текисликка тегишли 
булади; биринчи ^олда бир улчовли, иккинчи холда икки ул
човли цавариц фигура берилган деймиз. Барча нуктаси бир 
текисликда жойлашмаган каварик; фигура уч улчовли каварик 
фигурадир.

Бир улчовли каварик фигуралар учтадир, улар кесма, нур ва 
тугри чизицнинг узидир (бир улчовли бошка каварик фигура
ларнинг мавжуд эмаслигини биз исботламаймиз).

^авари^ фигуралар к>атор хоссаларга эга.
1. Каварик; ясси фигура учун А £ int F ва В  £ int F  булса, ЛВ кес- 

манинг барча ну^талари .\ам int F  га тегишлидир.
И с б о т .  F  ясси ^авари  ̂ фигура булсин. А, В  нуцталар F  нинг 

ички ну^талари булгани учун шундай гА, гв сонлар топиладики,
(А, гА), (Вь гв) доиралар F  га тула тегишли булади. F  нинг кава-
риц эканлигидан бу доиралар ва уларга утказилган ташци умумий 
уринмалар орасида .\осил цилинган F 0 фигура хам цавариц ва F 0 си 
cz F  (200-чизмада штрихланган со^а). АВ  кесманинг ихтиёрий ну^- 
таси С булсин, у ^олда гА, гв сонлар дан кичигини гс деб олсак, 
(С, гс) дойра F 0 га тегишли ва F 0 cz F  булгани учун (С, rc) с= F , 
демак, С £ int F. А
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2°. F — цаварнц фигура ва 
А £ dF, В  £ int F  булса, АВ  кес
манинг А дан бошка барча ну}\- 
талари F  нинг ички нуь т̂асидир.

3°. F  каварик фигура ва 
А £ dF, В  £ dF булса, АВ cz OF 
ёки А В  кесманинг учларидан 
боннца барча нукталари F  нинг 
ички нуктаси булади.

Бу икки хосса хам Г  га ух- 
шаш исботланади.

4\ F  каварик фигуранинг ич
ки нукдасидан утган и тугри чи
зик F  нинг иккитадан оргиц че
гара ну^тасини у3 ичига олмай-
ДН. 200- чизма

И с б о т .  М 0 £ ц, М 0 £ int F  
булсин. Фараз килайлик, и тугри чизицда F  нинг иккитадан ор- 
тшу аникроги, учта нуцтаси булсин, уларни А, В, С билан белги- 
лайлик. Бу уч ну^танинг камида иккитаси, масалан, А, В  лар М 0 
нинг бир томонида ва А , В  нинг биттаси, мзеалан, В  ну^та А Ст
лан М () орасида ётади; демак, 2° га асосан В  ну^та F  нинг ички 
нуктасидир. Бу эса В  ни чегара ну^та деган фаразимизга зиддир.А

5°. Агар и тугри чизи^ каварик F  фигуранинг битта хам ички 
нуктасидан утмаса, F  фигура и тугри чизик билан зникланаднган 
ёпи  ̂ ярим текисликлардан факат бирига тегишлидир.

И с б о т .  .4 (Е int Z7, А £ и булсин. А нуг̂ та ва и тугри чизик 
билан аникланаднган ярим тею сликни [и, А) деб белгилайлик, F  cz 
cz [и, А) эканини исботлаймиз. Агар F  га тегишли, лекин [г/. А) 
ярим текисликка тегишли булмаган В  нуцта мавжуд деб фарлз и̂ ил- 
сак, АВ  кесманинг барча нукталари 1° ёки 2° га асосан F  нинг ич
ки нукталари булади хамда АВ кесма и тугри чизикни кесиб, ке- 
симда хосил этилган нукта F  нинг ички нуктаси булади. Бу зса 
шартга зид. Демак, F  нинг барча нукталари [и, А) га тегишлидир.

1- теорема .  Исталган сондаги каварик фигураларнинг ке- 
сишма:и хам каварик фигура булади.

И с б о т .  (Fa) — исталган сондаги каварик фнгуралар туплами 
берилган булсин. Бу фигураларнинг барчасининг кесишмасини F  деб 
белгилайлик {F  — П F rj .  Агар F  туплам буш ёки битта нуь т̂адан
иборат булса, таърифга асосан бу фигуралар цаваршущр. Энди F  
камида иккита А, В  ну^тага эга булсин дейлик: А £ П F, В  £
6 П F  , v холда бу А, В  нуцталар F  нинг хар бирига тегишли-а а

дир. F a нинг ^авари^лигидан АВ  кесма с: F a, демак, АВ  кесма cz 
cz П • F  булиб, F  кавари^дир.а  а

Ихтиёрий F  фигура берилган булсин.
Т а ъ р и ф .  F  фигурани уз ичига олувчи барча ^авари  ̂ фигура-
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ларнинг кесишмасидан хосил этилган фигура F  нинг каварик коби- 
fu деб аталади ва (F) деб белгиланади.

Бу таърифдан куриниб турибдики, F  каваРик фигура учун 
(f) = F, лекин каварик булмаган F  учун Fczf( (F) дир. каварик 

фигура учун F c f j  булса, таърифдан равшанки, Z7 с= (Z7) cz F 1. 
Ш у маънода, фигуранинг каварик к°биги шу фигурани уз ичига 
олувчи энг кичик каварик фигурадир.

Ми с о л .  Битта нуктадан иборат F  фигура учун (F) = F . 
Иккита А, В  нуктадан иборат фигура учун Kl {F) = AB  кесма; бир 
тугри чизикда ётмаган учта А, В, С нуктадан иборат F  фигура 
учун (F) фигура учлари А, В, С нукталарда булган учбурчакдан 
ва бир текисликда ётмаган туртта А , В , С, D нуктадаги фигура 
учун эса (F) учлари шу нукталардаги тетраэдрдан иборат.

2- теорем а . F x с: F 2=* ( F J  cz (F 2).
Бу теоремани исботлаш учун каваРиЦ фигура ва каваРиЦ кобик 

таъри'фларини эслаш кифоя (мустакил исботланг).
3-т е о р е ма .  Ихтиёрий икки F x, F.2 фигура учун

К  { Р г  U ^ 2) =  ^  W  ( F i )  U F 2).
И с б о т .  f j  U F 2czKt (F1) U F 2 (*) булгани учун 2- теоремага 

асосан
U F 2). (**)

Лекин Д' (F 1 U F 2, фигура (F x) билан F 2 ни уз ичига олувчи 
каварик фигура булгани учун 2- теоремага асосан

U F 2)< = %{F i U F J .  (***)
(**), (***)дан Kl (F1 U F 2) = K W i F J  U F 2). ж

F  — текисликдаги каварик туплам ва А — шу текисликка те
гишли булмаган нукта булсин. F  нинг хар бир N нуктасини А би
лан туташтиришдан AN  кесмалар тупламини хосил кнламиз- Шу 
тупламни кискача K {FA )  деб белгилаб, уни А учли ва F  асосли ко
нус деб атаймиз.

Агар F  битта В  нуктадан иборат булса, К  (В, А) — АВ  кесма, 
F  = ВС  булса, К  {F, А) = A ABC. F =  a BCD  холда K {F , А) фи-
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rypa ABCD  учбурчакли пирами
да булади (201-чизма). Л4- т е о р е м а . А ну^та ва 
каварик фигура учун куйидаги 
муносабат уринлодир;

М /
/

К  [F, А) = (F  и А).
И с б о т .  А € F  булган ^олда 

К  (F, А) = F  булиб, теорема 
уринли. А £  F  холни царайлик. 
Равшанки, А [] F  фигурани уз 
ичига олувчи хар ь̂ андай ^авариц 
фигура К  (F, /4) ни хам уз ичига 
олади. У холда теореманинг 
уринлилигини курсатиш учун 
К  [F, А) нинг а̂вариь̂  эканини 202-чизма
курсатиш керак.

у- М, N 6 К  (F, А) ни олайлик, у ^олда М  нуцта АВ кесмага, N 
эса тегишли ^амда В , С 6 F  булиб, F  ^аварш\ фигура булгани учун 
кесма B C (^ F 0. Бундан кесма M N  a  A ABC  булиб, A ABC а  К  (F, 
А)у демак, кесма M N  с: К  [F, А) ва К  (F , А) — ^авари^ (202- 
шакл). ▲

Биз юцорида а̂вариь̂  фигураларнинг баъзи хоесалари билан тани- 
шиб утдик. Энди ^авари  ̂ фигурани хосил ь̂ илиш масаласига тухта- 
лайлик.

Одатда, биз урганадиган к̂ авари̂  фигуралар куйидаги икки усул- 
нинг бири оркали хосил цилинади.

I у с ул. 1-теоремага асосан ^авариц фигураларнинг ке- 
сишмаси хам каварик; фигура булгани учун текисликда кава
рик фигураларнинг соддаси сифатида яримтекисликлар оли- 
нади. Уларнинг кесишмасидан хосил килинган цаварик фигу
ралар текширилади, фазода эса яримфазоларнинг кесишмаси
дан хосил этилган фигуралар каралади.

I I  у су  л. Каварик; фигуралар шу фигурага нисбатан сод- 
дарок булган фигураларнинг каварик кобири сифатида хосил 
килинади. Купинча, бу содда фигуралар сифатида чекли сон- 
даги нукталар ёки чекли сондаги нурлар, ёки чекли сондаги 
нукталар ва нурлар каралади. Чекли сондаги ну^таларнинг 
каварик кобирини ^араш текисликда чегараланган купбурчак 
тушунчасига, фазода эса чегараланган каварик купёц тушуи- 
часига олиб келади. Чекли сондаги нурларнинг цавариц к̂ о- 
бигини к;араш купёк;ли бурчак тушунчасига олиб келади.

Тайин П текислик ва шу текисликда F  ^авари  ̂ фигура берилган 
булсин. и а  П тугри чизи^ F  нинг ички ну^тасидан утмасин. 
У  холда F  П и — 'dF П и. Демак, и турри чизик* 0F билан кесишмас- 
лиги, битта умумий ну^тага эга булиши ёки умумий кесмага эга

51-§. ^авариц купбурчаклар
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булиши ёки умумий нурга, шцоят умумий шу турри чизиц^а эга 
булиши мумкин.

Т а ъ р и ф .  F  цаварик; фигуранинг dF чегараси чекли сон
даги кесма ва нурларнинг бирлашмасидан иборат булса, F  
цавариц купбурчак деб аталади. Бунда dF да бир ва^тда кес
ма ва нурларнинг булиши талаб цилинмайди; агар dF  нинг 
таркибида камида битта нур булса, F  чексиз ^аварик, купбур
чак ва dF  нинг таркибида фацат кесмаларгина катнашса, у 
чегараланган цавариц купбурчак деб аталади.

203- а чизмада чексиз кавари^ купбурчак, 203- б чизмада 
чегараланган к^авариь; купбурчак тасвирланган. 
чакларнинг томонлари, бу томонларнинг умумий учлари куп- 

dF нинг таркибига кирган кесмалар ва нурлар шу кугюур- 
бурчакнинг учлари деб аталади.

Купбурчак одатда учларини белгиловчи нукталар ёрдамида 
ёзилади, масалан, 203- б чизмадаги бешбурчак Л 1Л2Л3Л4Л5 
деб ёзилади. ^арфлар тартиби купбурчак чегараси оркали 
маълум йуналишда (масалан, соат мили харакати йуналиши- 
да) олинади.

5-те  о р е м  а. К.авари^. купбурчак узининг бир томони ор- 
}\али утган турри чизиц билан anu^anaduzaH ярим текислик- 
лapdaн фацат бирига тегишли 6^adu.

И с б о т .  F  бирор а̂варии; купбурчак булсин, унинг ихтиёрий
томони и булиб, шу томон оркали утган тугри чизи^ни и деб бел
гилайлик (204- чизма). Фараз цилайлик, а̂варик; купбурчак и турри 
чизи^ билан ани^ланган П 1( П 2 ярим текисликларнинг бирига эмас, 
балки иккаласига >̂ам тегишли булсин. F  нинг бирор ички нуктаси- 
ни А деб белгилайлик. Ички ну^танинг таърифига асосан унинг 
шундай (Л, гА) атрофи мавжудки, (Л, r 4)cz in t/7 булиб, (Л, гА) П 
П и — 0 .  (Л, гА) дойра и нинг бир томонида булсин. Фаразга кура 
и нинг икки томонида F  нинг нукталари ётгани учун Л тегишли 
булмаган яримтекисликда F  нинг бирор В  ну^тасини оламиз, В  £ int F  
ёки В  £dF булиши мумкин. Кайси хол юз беришидан ^атъи на- 
зар АВ  кесманинг Л учи ички ну^та булгани учун юкрридаги Г- 
ёки 2°- хоссаларга асосан А В  нинг барча нукталари (В  6 dF булса, 
В  дан бошка) F  нинг ички нук т̂асидир, АВ  кесма и турри чизи^ни

/

203-чизма 204-чизма
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бирор N ну^тада кесиб, бу ну^та бир ва^тда и га ва int F  га тегиш
ли булади. Ички нукта чегара ну^та була олмагани учун зидлик 
хосил цилинди. А

6- теорема ,  ^аварик купбурчак хар бир томонидан утган 
тугри чизик билан анщланадиган ва шу купбурчакни уз ичига 
олувчи барча яримтекисликлар кесишмасидан иборатдир, яъни 
купбурчакнинг томони п т а  булса хамда хар бир ГГ- ярим те 
кислик F  ни уз ичига олса, у холда

И с бот.  Равшанки,

^ = П П -
1=  1 1

F < = n , n -.. О

Фараз цилайлик, шундай В  нукта мавжуд булсинки, у В  £ f| Г1̂
i= 1

ва B {~ F  булсин. А £ int F  ни олайлик. У  холда А В  кесма dF ни
П _

бирор N  ну^тада кесади, dF =  П Пй ,•, демак, N нукта и. нинг би-
1=1

рортасига тегишли хамда А, В  нукталар Пй~ томоннинг икки томо- 

нида жойлашиб ^олади, бу эса В  ну^та П ~г- яримтекисликка тегиш-
П

ли эмаслигини билдиради, хуллас В  ё" П ПГ, , бу эса фаразга зид-
i=i

дир.
7-теорема .  Чегараланган каварщ: купбурчак шу купбурчак 

учларининг каварик цобигидан иборатдир.
И с б о т .  F  чегараланган кавариц купбурчак ва унинг учлари 

Ах, А2, . . . , Ап булсин. п = 3 булса, теорема равшан, чунки бу 
хол ни 50- § да мисол тарикасида курганмиз.

k — п — 1 учун теорема уринли деб олиб, k = n  учун исботлай- 
миз. F  нинг А2Ап диагоналини утказамиз (каварик купбурчакнинг 
узаро кушни булмаган икки учидан утган тугри чизиц унинг диаго
нали деб аталади). У  хонда F  = а А1А2Ап U F ' (бунда F ' фигура
учлари А2, А3, . . .  у Ап ну^таларда булган ^авари^ купбурчак) 
булиб, индукция методига асосан

К, (Л2 и А, и ■ ■ . и Аа) = F ’.
3- теоремага асосан

Д ( д Л И 24  и Р ') = Ъ (К , ( а Л хА2А п) и П  = ^ (Л 1 и П  =
= a AvA 2Ап и F ' = F. А
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8- т еорема .  А х, А2, . . .  , Ап (п > 2) бир текисликда булиб, 
улар; 1) бир тугри чизикда ётса, уларнинг цаварик кобири кесма, 
2) бир тугри чизикда ётмаса, уларнинг каварик кобиги каварик  ̂
купбурчак булади.

И с б о т .  Агар берилган нукталар бир тугри чизикда ётса, е̂ о- 
биь̂ нинг таърифига асосан теорема равшан.

Теореманинг иккинчи ^исмини исботлайлик. Ах, А2, . . . , Ап (п >
> 3) нукталар бир тугри чизикда ётмасин. п = 3 булган ^олда Л г, 
А2, Л3 ну^таларнинг цавари  ̂ цобиш учбурчакдир. Теоремани п — 1 
та ну^та учун уринли деб олиб, п та нукта учун исботлаймиз.

Д' (Л] U А2 U . . .  U Лп_,) ва Д (Ai U Л2 IJ . . . U Ап) ни мос ра- 
вишда F n_ v F п билан белгилайлик. У  холда % (Fп_ {) = F п_ {, шу-
нинг учун

An) = H(Fn_ l \J А„).
4- теоремага асосан ^ {F n_ { (J Ап) = K F  (Fn_ {, Ап), бундан Ах, Л2,
. . . , Ап — бир текисликда олингани учун K (F n_ {, Ап) конус 1̂ава-
рик купбурчакдан иборат. Ап нукта А х, Л2...........Л/1_ 1 ну^талар-
нинг 1̂аварш\ крбигига тегишли булмаса, Ап шу конуснинг учи, яъни 
купбурчакнинг учи булади 'акс холда, албатта Ап нуцта купбур
чак учи булмайди). ▲

Энди купбурчакнинг ички бурчаги тушунчасини киритайлик. 
Учлари Л,, Л2, . . .  , Ап ну^таларда булган купбурчакни F  билан 
белгилайлик. Равшанки, бу учларнинг ихтиёрий учтаси бир тугри 
чизикда ётмайди. F  нинг ихтиёрий бир учини, масалан, Л1 ни олай- 
лик хамда учи А х нуцтада булган п — 1 та ЛХЛ2, . . . , АхАп 
нурларни утказайлик. Бу нурлар хар хил булиб, иккитаси бир туг
ри чизикда ётмайди. ЛХЛ., AxAk (/ Ф  k, i, k =  2, 3, . . .  , п) нур- 
лардан хосил булган бурчакларнинг ёшц бурчакдан кичик булгани- 
ни Z. A iA xA k деб белгиласак, i, k лар 2, 3, . . .  , п ^ийматлар-

«с 1 л- (п — 1) (п — 2)ни ь̂ абул кил га ни учун учи Ах ну^тада булган ----- ------  та
бурчак хосил ^иламиз.

Бу бурчаклардан энг каттасини (яъни долган бурчакларнинг 
барчасини уз ичига олувчи бурчакни) ZL А.,АхАп билан белгилай
лик, у холда бу бурчак цуйидаги икки хоссага эга:

Г .  Бу бурчакнинг ,\ар бир томони F  нинг Ах дан бошь̂ а яна 
битта учидан утади.

2°. F  a  Z_ А2АхАп, чунки бу бурчак ёйи  ̂ бурчакдан кичик 
булиб, уни иккита ёпи  ̂ ярим текисликнинг кесишмаси деб i-̂ арасак, 
бу яримтекисликларнинг хар бирида Ах, Л2, . . . , Ап нукталар 
бор лиги учун бу ну^таларнинг ^авари  ̂ цобири хам (яъни F  куп
бурчак) шу кесимда булади.



Т а ъ р и ф . Юцоридаги икки хоссага эга булган бурчак F  к\п- 
бурчакнинг А учидаги ички бурчаги деб аталади.

Демак, цавариц п бурчакда п та ички бурчак бор экан. Урта 
мактаб геометрия курсидан маълумки, хар ь̂ андай цавари  ̂ п бурчак 
барча ички бурчакларининг йигиндиси 2d (n — 2) га тенгдир.

Агар купбурчакнинг барча томонлари узаро конгруэнт ва 
бурчаклари ^ам узаро конгруэнт булса, у мунтазам купбурчак 
деб аталади.

Масалан, тенг томонли учбурчак мунтазам учбурчакдир, 
квадрат мунтазам туртбурчакдир, лекин ромб мунтазам турт- 
бурчак эмас, чунки томонлари узаро конгруэнт булгани билан 
бурчаклари узаро конгруэнт эмас.

52- § К^аварик купёклар

Е з да барча нукталари бир текисликка тегишли булмаган 
цавариц М  туплам берилган булсин; равшанки, бу тупламнинг 
бир текисликда ётмаган камида туртта нуктаси мавжуддир. 
У холда М туплам учлари шу нукталарда булган тетраэдрни 
уз ичига тула олади, демак, М  туплам Е 3 га нисбатан ички 
нуцталарга эгадир.

Т а ъ р и ф .  Е 3 га нисбатан ички нукталарга эга булган 
ёпик; ^авари^ туплам цавариц жисм деб аталади.

Шар, шар сегменти, призма ва х. к. каварик жисмга мисол 
була олади.

М  кавари^ жисм куйидаги хоссаларга эга.
1. А £ int М, В  е int М => \АВ] cz int М (АВ  — кесма),
2. А^дМ , В^ \ntM=>AB кесманинг А дан фарцли барча нук

талари М  нинг ички нукталари булади.
3. А^дМ , В  е дМ => [АВ] а  дМ ёки АВ  кесманинг А, В  дан 

бошка барча нукталари М  нинг ички нукталари булади.
4. Агар и тугри чизик М  нинг бирорта ички нуцтасидан 

утса, у М  нинг купи билан иккита чегара нуктасидан утади.
5. Агар П текисликда М  нинг ички нуктаси булмаса, М  

нинг барча нуктаси П билан ашщланадиган иккита ёпик ярим 
фазодан бирига тула тегишли булади.

Бу хоссаларнинг исботн 50-§ даги каварик фигура хосса- 
ларининг исботидан фарк> килмайди. Шунинг учун биз бу 
ерда бу хоссаларни исботламаймиз.

Т а ъ р и ф .  Агар М  цавари^ жисмнинг чегараси (яъни дМ) 
чекли сондаги цавариц купбурчаклар бирлашмасидан иборат 
булса, у ^авариКс купёц деб аталади.

Агар дМ нинг таркибида камида битта нур булса, бундай 
купёк* чексиз к.аварик, купёк, деб аталади.

Агар дМ фа^ат чегараланган купбурчаклардан иборат бул
са, М чегараланган цавариц купёц деб аталади. дМ ни ташкил 
^илувчи каварик купбурчакларнинг хам бири М  нинг ёги део 
аталади Ёкларнинг умумий томонлари каварик купёкнинг
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цирралари, кирраларининг умумий учлари купёкнинг учи деб 
аталади.

Барча каварик куиёклар куйидаги икки хоссага эга.
1. М  каварик купёкнинг ^ар бир ёги билан аникланадиган 

П текисликда М  нинг ички нуктаси булмайди.
И с бот.  Тескарисини фараз килайлик, яъни М 0£ int М  булиб, 

М 0£ П булсин. П текисликда ётган ва М 0 нуктадан утувчи и тугри 
чизик.ни олайлик, равшанки, бу и тугри чизик П текисликда ётган 
ёк билан иккитадан куп умумий нуктага эга булади, бу эса шу па- 
раграфдаги 4- хоссага зиддир.

Бу хоссадан ва юкоридаги 5° ни эътиборга олсак, куйидаги 
иккинчи хосса келиб чикади.

2. М  каварик купёкнинг барча нукталари унинг бирор ёги 
ётган текислик билан аникланадиган ёпик ярим фазолардан 
бирига тула тегишлидир.

М  нинг барча нукталари Р к ёги ётган П текислик билан аник- 
ланган ёпик яримфазолардан бирига тегишли булса, шу яримфазо 
М  нинг Р к билан аникланган яримфазоси дейилади.

Т е о р е м а .  \ар ь{андай цавариц, купец узининг \ар бир 
ёги билан аникланган барча яримфазолар кесшимасидан 
иборатдир.

И с б о т .  М  каварик купёкнинг ёкларини Р х, Р 2...........Р п би
лан белгилайлик. М  нинг шу ёклари билан аникланган яримфазо-
ларни llj, ГГ.', . . .  , ГГ деб олайлик. П' f| Щ  fj . . . f] П ' = П ГГ =

= S десак, 5 = М  эканини исботлаш керак, N g М  булсин, у хол- 
да каварик купёкнинг 2°-хоссасига асосан N £ ГГ, N £ 11̂ , . . . ,
N£11^ демак, N £ S. Q с М  ни олайлик, у холда Q r: ext М  булиб, 
ON кесма М  нинг бирор Р ; ёги билан аникланган I I t- текисликни
кесади. N £ ГГ. булгани учун демак, S. Бундам курина-
дики, М  га тегишли нукталаргина 5 га тегишли булади, демак, 
<S = М. А

Бундан куйидаги хулоса келиб чикади.
Дар кандай каварик купёкни чекли сондаги ёпик ярим 

фазоларнинг кесишмасидан хосил килинган деб караш мумкин.
Баъзи китобларда бу хулоса каварик купёкнинг таърифи 

сифатида хам кабул килинади.

53- §. ^аварик купёкнинг куп ёкли бурчаклари

Аввало куп ёкли бурчак тушунчаси билан танишиб утайлик. 
П текисликда АХА2 . . .  Ап купбурчак ва П нукта берилган
булсин.

Т а ъ р и ф .  Учи 5 нуктада булиб, А гА2 . . .  Ап купбурчак-



нинг ^ар бир N ну^тасидан утган SN  нурлар туплами куп ёкли 
бурчак деб аталади ва у S A XA2 . . .  Ап билан белгиланади. 5 ну^- 
та куп ё^ли бурчакиинг учи, 5Л2, . . . ,SAn нурлар эса кир-
ралари, /- A 1SA 2, A .A 2SA 3, . . .  , Z-AnSA x бурчаклар унинг 
ясси бурчаклари деб аталади. Куп ёцли бурчакиинг умумий и̂рра- 
га эга булган хар икки ёгидан тузилган фигура унинг икки ёкли 
бурчаги дейилади.

Равшанки, Л 1Л2. . .А п купбурчак ^авариц булса, 5ЛгЛ2 . . . Ап 
куп ё^ли бурчак хам цавари  ̂ фигура булади, биз фа^ат кава- 
риц купёцли бурчаклар билан танишамиз. Куп ёкли бурчаклар ё̂ - 
ларининг сонига дараб уч ёь̂ ли, турт ёцли, . . .  , п ё^ли булиши 
мумкин (205- чизма).

205- чизма

Куп ё^ли бурчаклар учун 
куйидаги теоремалар уринлидир.

Те о ре ма .  Уч ёцли бурчак 
хар бир ясси бурчагининг мил- 
до ри колган икки ясси бурчаги 
микдорларининг йигиндисидан 
кичикдир.

И с б о т .  SABC  уч ёцли бур
чак берилган булсин (206- чиз
ма). Агар шу уч ёцли бурчак 
учала ясси б урчагининг мицдор- 
лари тенг булса, теорема рав-

/ \
шаьдир. Фараз цилайлик,

/ \
> BSC  булсин. У  холда CS 
тугри чизиц ва А ну^та
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билан ани^ланадиган ярим текисликда учи 5 ну^тада ва бир томо- 

ни 5С нурда булган шундай CSD  бурчак мавжудки, у бурчак

C SB  бурчакка конгруэнт. D нуцтани шундай оламизки, S B = S D  
булсин. У холда АС < АВ + ВС  ва АС = AD -f DC  булгани учун

AD < АВ. д ASD  билан a A S B  н и  такдосласак, /4SD < ASB; бу 
тенгсизликнинг иккала цисмига конгруэнт Z. C S B , Z. CSD  бурчак- 
ларнинг ми^дорларини ^ушамиз:

ASD +CSD < A SB  + C SB  ёки

/: I
\\ \

w\А
/

207- чизма

ASC < ASB + C S B a .
Т е о р е м а . 1\аварик куп ёк- 

ли бурчакнинг барча ясси бур
чаклари мшфорларининг йигин- 
даси 4d дан кичик.

Ис бот .  п скли S A XA2 . . .Ап 
бурчакни курайлик (207- чиз
ма). АХА2 . . . Ап купбурчакнинг 
.̂ ар бир учини тайин уч ёцли 
бурчакнинг учи деб олиш мум
кин, масалан, А г ни А ^ .^ А п  
уч ё^ли бурчакнинг учи деб, А2 
ни A2A^SAx уч ёь̂ ли бурчакнинг 
учи деб ва к. олиш мумкин. 
Ш у уч ё^ли бурчакларнинг >̂ар 
бирига авЕалги теоремани татби^ 
^иламиз.

ЛгЛ,Л„ < Л И ^  + Л„Л,5-
/ \  / \  / \

< A iA2S  -Ь Л3Л25,

a „ - A a i < An - A s  +  AA S -
Бу тенгсизликларнинг барчасини чаи ва унг цисмларини мос ра- 

вишда кушсак, чаи ь̂ исмида А ХА2. . . Ап п бурчак ички бурчак- 
ларининг йигиндиси >̂ осил булиб, у 2d {п — 2) га тенгдир, унг то- 
монда эсад А^А.^ a A2SA v . . . , л  AnS A l учбурчакларнинг барча 
ички бурчаклари йигиндиси билан шу учбурчакларнинг 5 учидаги 
бурчаклари йигиндисининг айирмаси хосил ^илинади:

2 d { n - 2 ) < 2 d - n — Q, (*)
бунда Q — берилган п ё^ли бурчакнинг учидаги ясси бурчакларнинг 
йигиндиси. У ^олда (*) дан Q < 4d. а
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Т а ъ р и ф. К>авари^ купёкнинг бирор А учини олайлик. 
У  холда А ну^тани шундай куп ёцли бурчакиинг учи деб ка- 
раш мумкинки, унинг ёк;лари М  нинг шу ну^тадан чиркан ёк- 
лари, ^ирралари эса М  нинг шу ну^тадан чиркан ^ирралари- 
дан иборатдир. Бу куп ёкли бурчак М  нинг А учидаги куп ёц- 
ли бурчаги деб аталади.

Бу таърифдан каварик купёк учларининг сони унинг куп 
ёцли бурчаклари соннга тенг деган хулоса чикади. Масалан, 
иараллелепипеднинг 8 та уч ё!\ли бурчаги (8 та учи), туртбур- 
чакли пирамиданинг эса 4 та уч ё^ли бурчаги ва битта турт 
ёцли бурчаги (5 та учи) бордир.

54- §. Мунтазам купёклар

Купёкнинг барча ёь^лари конгруэнт мунтазам купбурчак- 
лардан иборат булиб, хамма куп ёцли бурчаклари хам кон
груэнт булса, у мунтазам купёц, деб аталади.

Равшанки, купёкнинг хар бир учидан камида учта ёги ут- 
ганлиги учун 53- § даги иккинчи теоремага асосан шу учдаги 
барча ясси бурчакларнинг йигиндиси Ad дан кичикдир. Мунта
зам купёкнинг ёцлари мунтазам учбурчаклардан иборат булса, 
унинг ^ар бир учидан учта ёк; утиши (чунки 3-60°<4d), туртта 
ёк; утиши (чунки 4*60°<4rf), бешта ёк; утиши (чунки 5-60°< 
<4 d) мумкин. Лекин бир учдан олтита ва нудан куп ёк утиши 
мумкин эмас (чунки бу ^олда 6-60° =  360° = 4 d булиб, бу эса 
ю^оридаги теоремага зиддир). Демак, ё^лари мунтазам учбур- 
чакдан иборат фа^атгина уч хил мунтазам купёк мавжуд бу
лиши мумкин. Булар куйидагилардир:

1. Мунтазам туртё/\, одатда мунтазам тетраэдр деб юрити- 
либ, унинг 4 та ёги, 4 та учи ва 6 та цирраси бор (208- чизма).

2. Мунтазам саккизёц, баъзан октаэдр деб аталиб, унинг 8 
ёги, 6 та учи ва 12 к^ирраси бор (209- чизма).
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3. Мунтазам йигирмаёц, 
икосаэдр деб аталиб, унинг 20 
та ёги, 12 та учи ва 30 та 
Кирраси бор (210-чизма).

Энди ёклари мунтазам 
туртбурчакдан, яъни квадрат- 
дан иборат мунтазам купёк
ни курайлик. Бундай мунтазам 
купёкнинг >̂ ар бир учидан 
фа^ат учта ёк чикиши мум
кин (чунки 3-90°<4d). Лекин 
бир учдан тургта ва ундан 
ортик ёк чикиши мумкин эмас 
(чунки 4-90° —4d булиб, бу 
эса иккинчи теоремага зид
дир). Демак, ёклари мунта

зам туртбурчакдан иборат мунтазам купёк факат бир тур 
булиб, кубдан иборат, куб баъзан гексаэдр деб юритилади. Куб
6 та ёкка, 8 та учга ва 12 та киррага эга (211-чизма).

Ёклари мунтазам бешбурчаклардан иборат мунтазам куп- 
ёкларнинг хам тури биттадир (чунки мунтазам бешбурчакнинг 
битта бурчаги 108° булиб, 4-108°>4d булади), уни баъзан 
додекаэдр деб аталиб, 12 та ёкдан, 20 та учдан ва 30 та кир- 
радан иборатдир (212-чизма).

Демак, мунтазам купёкнинг ёклари факатгина мунтазам 
учбурчак, мунтазам туртбурчак, мунтазам бешбурчаклардан 
гина иборат булиб, улар 5 турга булинади. Бунинг катъий 
математик исботини кейинги параграфда берамиз.

К^уйида биз шу мунтазам куиёклар тасвирини ясаш усу- 
лини курсатамиз. Шуниси диккзтга сазоворки, агар кубнинг



213- чизма 214- чизма
(гексаэдрнинг) тасвири маълум булса (биз кубнинг тасвирини 
ясашни биламиз), унинг ёрдамида д о л г а н  4 ха мунтазам купёк, 
тасвирини хосил килиш хам мумкин.

1. Куб ё^ларининг марказлари мунтазам октаэдрнинг уч~ 
лари ролини утайди (213-чизма).

2. Агар кубнинг бир учидан чиркан учта ёгининг шу учдан 
чиркан учта диагоналини утказсак, шу диагоналларнинг учлари 
мунтазам тетраэдр учларининг тасвири булади (214-чизма).

3. Кубнинг бир учидан чик^ан учта ёгини олайлик хамда 
шу ёклардан хар бирининг шундай урта чизи^ларини утказай- 
ликки, улар узаро перпендикуляр булсин (улар узаро ай^аш), 
бу урта чизицлар куб ё^ларининг марказидан утганлиги учун 
бу чизицларнинг хар бирида шундай а кесма танлаб оламизки, 
бу кесманинг урта ну^таси куб ёгининг марказида булсин; 
бу кесма учлари эса шундай жойлашганки, ^ар бир учдан 
Кушни ёцда жойлашган худди шундай кесманинг як;ин учига- 
ча булган масофа хам а кесма узунлигига тенг булсин, нати- 
жада, кубнинг уч ёгида жами 6 та нукта хосил киламиз. Ш у 
нукталарнинг хар бирини кубнинг марказига нисбатан сим
метрик кучирсак, кубнинг долган ёкларида ,\ам шундай 6 та 
нукта >̂ осил булади, куб ёкларида жами 12 та нукта хосил 
киламиз. Ш у нукталарнинг >;ар бирини узига якин 6 та нукта

12 • 5билан туташтириб, — -—  =30 та кесма >̂ осил киламиз. Бу кесма-

ларнинг .̂ ар бири икосаэдр цирраларининг тасвири булади 
(215-чизма).

4. Юцорида хосил килинган икосаэдр ^ар бир ёгининг 
огирлик маркази бирор додекаэдрнинг учларидан иборат бу
лади (216-чизма).

Тасвирда хосил ^илинган купёк хакикатан хам мунтазам 
купёк эканини биз катъий исботламадик, уларнинг исботи унча 
^ам мураккаб булмасдан, куйидаги битта мулохазага асослан-
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215- чизма

гандир: бирор укни танлаб олиб, шу ук атрофида буриш билан 
ёцни ихтиёрий ёк билан, куп ёкли бурчакни ихтиёрий куп ёкли 
бурчак билан устма-уст тушириш мумкин. Мунтазам купёк 
моделини шу тасвирда курсатилган усулдан фойдаланиб ясаш 
мумкин.

Агар купёкнинг барча учлари бирор сферада ётса, у холда 
бу сфера шу купёкка таш^и чизилган дейилади, агар купёк- 
нинг барча ёклари бирор сферага уринса, бу сфера шу куп
ёкка ички чизилган деб аталади.

Мунтазам купёклар учун куйидаги уринли: хар кандай 
мунтазам купёкка доимо ички ва ташки сфералар чизиш мум
кин.

Бу фикрнинг уринли эканлигини курсатиш укувчига топши- 
рилади.

55- §. Эйлер теоремаси
Юк;орида келтирилган беш турдаги мунтазам купёк куйи

даги умумий хоссага эга: хар бир мунтазам купёкда учлар би
лан ёклар сонларининг йигиндиси киРРалар сонидан иккита 
ортикдир. Дакикатан хам хаР бир мунтазам купёк ёклари 
сонини f, учлари сонини /, кирралари сонини k билан белги- 
ласак,

тетраэдр учун: f — 4, / = 4, k =  6, 
октаэдр учун: / = 8, 1=6,  k — 12 , 
гексаэдр учун / = 6, / = 8, k = 1 2 , 
икосаэдр учун: / = 20, / = 12, k — 30, 
додекаэдр учун: / = 12, I =  20, k = 30, 
буларнинг хаммаси учун: / +  / — k = 2 .

Бу хосса факат мунтазам купёклар учун уринли булмасдан, 
Куйидаги теорема бу хоссанинг кенг синфдаги купёклар учун 
хам уринли эканини тасдиклайди.
378



Т е о р е м а  ( Э й л е р  т е о р е м а с и ) .  \ар цандай каварик; 
купё^нинг ё^лари билан учлари сонининг йигиндиси цирралари 
сонидан иккита ортицдир.

Ис бот .  Бирор М  каварик куиёк берилган булиб, унинг ёклари 
сони /, учлари сони L кирралари сони k булсин. Бу холда: / +  / —
— k — d десак, q — 2 эканини исботлаймиз.

Купёкнинг барча ёклари бирлашмасини 5 билан белгилаб, уни 
куиёк сиргпи деб атайлик. 5 дан битта ёкнинг ички ^исмини чи а̂- 
риб ташлайлик, у холда цолган сиртни S x десак, бу сиртдаги ёклар 
сони аввалги сиртга нисбатан битта камайиб, учлар сони /х, цир- 
ралар сони kx узгармай цолади, демак,

S i учун [ х -f /, -  = q — 1.
Бу ваь^тда икки дол юз бериши мумкин:

1-х о л. Si нинг барча ёклари факат учбурчаклардан ибо
рат булиши мумкин. Фа^ат битта ёвда тегишли кирра^ни (уч- 
ни) чегаравий кирра (уч) деб атайлик. Чегаравий к^ирра ёки 
уч булган ёкни дам чегаравий ёц деб атайлик. Бундан курина- 
дики, навари^ куиёкнинг сирти чегаравий ёкда, чегаравий 
киррага ва чегаравий учга эга эмас. Масалан, параллелепипед 
сиртида чегаравий ^ирра ва чегаравий уч йуК. лекин бир щ- 
нинг ичини чицариб ташласак, долган сиртда 4 та чегаравий 
кирра булади.

К^авариь; куиёкнинг сирти камида битта чегаравий булма
ган киррага эгалигидан чегаравий ёк учбурчакдан иборат 
булганда унда битта ёки иккита чегаравий кирра ва биттадан 
ортик булмаган чегаравий уч булиши мумкин. Равшанки, ёк 
учбурчакдан иборат булганда у чегаравий учга эга булиши 
учун албатта иккита чегаравий киррага эга булиши керак.

S [ сиртдан чегаравий элементларга эга булган битта екнинг 
ичини чегаравий элементлари билан чикариб ташлаймиз, кол- 
ган сиртни S 2 билан, унинг ёклари, мфралари ва учлари со- 
нини мос равишда /2, /2, k2 билан белгилиб, /, /2 — k2 ни хисоб- 
лайлик. Агар чикариб ташланган ёк битта чегаравий ^иррага эга 
булса (бу вактда чегаравий уч булмапди), f2 + /2 — k2 = (/— 1)+  
+ /х — (kx — 1) = fx+ l\ — = q — 1. агар чикариб ташланган ёц 
иккита чегаравий циррага эга (албатта бу вактда битта чегаравий 
уч хам шу ёода тегишлидир) булса,
ft + 1г -  k2 = (f, -  1) 4 (/, -  1) -  (.kl -  2) = /, -f 1 ■

Демак, чегаравий киррага эга булган бир ёкнинг ичини чега
равий элементлари билан чикариб ташласак, f\ + h— ифода 
узгармайди. Худди шунга ухшаш, S 2 дан чегаравий элемент- 
га эга булган бир ёкнинг ичини чегара элементлари билан 
чикариб ташласак хам,

/з +  h k3 = q — 1.
Ш у ишни давом эттириб, охири битта учбурчак (S  купё^ли 
сиртнинг битта ёги) ^олгунча давом эттирамиз, равшанки, уч-
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бурчак учун / +  / — k — 1 дир. Ёкларни биттадан камайтиришда 
/ иФ°Да Доимо q — 1 га тенг булиб ^олгани учун q —
— 1= 1 ёки <7 = 2. Шуни исбот этиш талаб ^илинган эди.

2- к о л. сиртнинг ёклари орасида томони учтадан куп 
булган ёк булиши мумкин. Бу ёкнинг шундай диагоналини 
утказамизки, натижада бу ёкда камида битта учбурчак хосил 
булсин, агар шу диагонални нинг кирраси Деб, хосил килин
ган учбурчакни ^ам бир ёк деб олсак, S, да кирра ва ёклар 
сони биттадан ортиб, учлар сони узгармайди, демак /1 + /1—kx 
ифода ,^ам узгармайди.

Учбурчакли булмаган ёкларни учбурчакли ёкларга келти- 
рилиши билан /1 + /1— k\ ифода узгармас экан (бир неча ёкнинг 
бир текисликда жойлашиб колиши ахамиятсиздир). У холда 
Si нинг барча ёклари учбурчаклардан иборат булиб, 1-холга 
келтирилади.

Н а т и ж а. Мунтазам купёкларнинг купи билан беш тури 
мавжуддир.
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