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SO‘Z B O SHI

Ushbu o‘quv go‘llanma O‘zR Oliy va o‘rta maxsus ta’lim vazirligi tomonidan tasdiglangan
“Oliy matematika,” fanining o‘quv  rejasiga to‘la mos keladi va bu o‘quv go‘llanma
bakalavriatning quyidagi ta’lim yo‘nalishi talabalariga mo‘ljallangan:

5330500 — Kompyuter injiniringi (“Kompyuter injiniringi”, “AT-servis”, “Multimedia
texnologiyalari’);

5330300 — Axborot xavfsizligi;

5330600 — Dasturiy injiniring;

5350100 —  Telekommunikatsiya  texnologiyalari  (“Telekommunikatsiyalar”,
“Teleradioeshittirish”, Mobil tizimlari);

5350200 —Televizion  texnologiyalar (“Audiovizual texnologiyalar”, “Telestudiya

tizimlari va ilovalari”);

5350300 — Axborot-kommunikatsiya texnologiyalari sohasida iqtisodiyot va menejment;

5350400 — Axborot-kommunikatsiya texnologiyalari sohasida kasb ta’limi;

5350500 —Pochta alogasi texnologiyasi;

5350600 —Axborotlashtirish va kutubxonashunoslik.

O°‘quv go‘llanma ikki jilddan iborat bo‘lib, uning birinchi jildida chiziqli algebra,
tekslikda va fazoda analitik geometriya, vektorlar algebrasi elementlari, matematik analizga
kirish, bir o‘zgaruvchili funksiyalarning differensial hisobi, funksiyalarni hosilalar
yordamida tekshirish, bir o‘zgaruvchili funksiyalarning integral hisobi kiritilgan. Har bir
paragrafda dastlab gisgacha nazariy ma’lumotlar keltirilib, keyin esa turli tipdagi misol va
masalalarning batafsil yechilish usullar ko‘rsatilib, kerakli uslubiy ko‘rsatmalar berilgan.
Har bir bo‘lim uchun mustaqil yechish uchun yetarli migdorda misol va masalalar hamda
test savollari berilgan. Undan tashqari har bir bo‘limda berilayotgan nazariy bilimlarni
amaliyot bilan bog‘lovchi masalalar yechib ko‘rsatilgan va mustaqil bajarish uchun
topshiriqlar berilgan.

Kitob hajmini ixchamlashtirish magsadida unda quyidagi belgilashlar kiritilgan:

» - masala va misollar yechilishining boshlanishi;

<«- masala va misollar yechilishining tugallanishi.

Mazkur go‘llanma yaratishda mualliflar o‘zlarining Toshkent axborot texnologiyalari
universitetining talabalariga ko‘p yillar mobaynida o‘gilgan ma’ruzalar va talabalar bilan
o‘tkazilgan amaliy mashg‘ulotlarni asos qilib olingan, shuningdek mavjud adabiyotlardan
ham foydalanilgan. O‘quv go‘llanma kamchiliklardan holi emas, albatta. Qo‘llanmadagi
kamchiliklarni bartaraf etishga va uning sifatini yaxshilashga garatilgan fikr va
mulohazalarini bildirganlarga mualliflar avvaldan o‘z minnatdorchliklarini bildiradilar.
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I BOB CHIZIQLI ALGEBRA ELEMENTLARI

1.1 Determinantlar va ularning xossalari. Determinantlarni hisoblash

usullari
d; &,
Ikkinchi tartibli determinant deb = 8,8, — 8,8y (1.1)
aZl a‘22

tenglik bilan aniglanadigan songa aytiladi. Qisqacha, A deb belgilanadi. Bu yerda
a,,, &,, &,, d,, -determinantning elementlari deyiladi. .

a,, &, va a,,, a,, mos ravishda determinantning 1- va 2-satrlari, a,,, a,, va a,,, a,, Mos
ravishda determinantning 1- va 2-ustunlari deyiladi. Ya’ni

N _{i — satr tartibi
" | j — ustun tartibi.
Determinantning ixtiyoriy satri yoki ustuni determinantning qatori deb ataladi. a ,,a,, -
elementlar joylashgan diagonal bosh diagonal deyiladi. a,,,a,, -elementlar joylashgan
diagonal yordamchi diagonal deyiladi.

1-misol
3 2
Hisoblang:
-4 5
» (1.1) formulani go‘llaymiz:

‘ 3 2‘ =3-5-2-(-4)=15+8=23.4
-4 5
Eslatma Determinantning elementlari funksiyalar bo‘lishi ham mumkin, shuning uchun
determinantning giymati, umuman olganda, funksiyadir.
2-misol
COSX Sinx

Hisoblang: | .
sinx cosXx

CosSX Sinx
SinX CoS X

=c0s° X—Sin® X = C0s2X . «

Uchinchi tartibli determinant deb

all a12 a13
a21 a22 a23 = a12I.a‘22a‘33 + a12a23a31 + a13a21a‘32 - a13a22a31 - a12a21a33 - a11a23a32 (12)

a31 a32 a33
tenglik bilan aniglanadigan songa aytiladi. Ko‘pincha, determinant tartibiga mos ravishda A,

deb ham belgilanadi.



3-misol
2 -1 3
Hisoblang: (1 1 4.
2 -3 5
» (1.2) formulani go‘llaymiz:
2 -1 3
1 1 4=2-1.5+(-1)-4-2+3-1-(-3)-3:1-2—-(-1)-1-5-2-4-(-3) =
2 -3 5

=10-8-9-6+5+24=16. «
Determinantning &;; elementining Mij minori deb, uning i— satri va j— ustunini

o‘chirishdan hosil bo‘lgan determinantga aytiladi.
Masalan, uchunchi tartibli determinant uchun

&, &
a'22 a23

d,; Ay
Mlz = M 31~ )

a31 a33

Determinantning &;; elementining AJ— algebraik to ‘Idiruvchisi deb,

— i+]
A= (DM,
tenglik bilan aniglanadigan songa aytiladi.
Masalan, uchunchi tartibli determinant uchun

+ a12 a13 + all alS
'0‘21:(_1)2 1M21:_ , A22:(_1)2 2M22: .
a‘32 33 31 a33
4-misol
1 1 4
Quyidagi |[-1 2 3 determinantning M, minorini hisoblang
-3 2 5
» Determinantning 2 — satri va 3— ustunini o‘chiramiz:
114 1 1
O O YO 3 :‘ 2‘:1.2_1-(—3):2+3:5.Demak, M,, =5. <
-3 2 5
5-misol
2 1 -4
Quyidagi [ 3 5| determinantning A,, va A, algebraik to‘ldiruvchilarini
3 2 -1

hisoblang.



> A,=(-1)**M,,, ya'ni A, =—M,, bo‘lgani uchun, determinantning 3 — satri va
2 — ustunini o‘chiramiz:
2 1: -4
A,=—1 3i 5|=
A, =(-1)"°M.,, yoki A,=M,, bo‘lgani uchun, determinantning 1— satri va 3—
ustunini o‘chirib hisoblaymiz.

‘2 4

5‘:—(2-5-(-4)-1):-14-

3
=° J=1-2-3-3=-7.
Al s

Demak, A, =-14, A,=-7. <

Determinant hisoblashning (1.2) formulasini eslab golish uchun quyidagi sxemani
keltiramiz:

OJNORNO Q.0 O
@' ......... @ @ @ @\ ..... @

Hisoblashning bu qoidasi uchburchak usuli (Sarryus usuli) deyiladi. Qulaylik uchun
deteminantning birinchi va ikkinchi ustunini quyidagicha parallel ko‘chirib, bosh diagonal va
yordamchi diagonalga parallel chiziglar bo‘yicha ko‘paytmalar tuzamiz:

A, &, aﬂ aq,z”.. a13 a; ap a, 2 a13 Ry, ta,

Ay By A=Ay "'&22.“ 323 uazl,“ p ~ |8 azz azs aZl Ay =
By 8y Ayl [y Ay Ayl Ay B, |By 8 Ap| Ay Ay

1

= Q189,853 + 8,838y + 8138585, — Q389,85 — A58,,85; — A8y, (1.3)

bunda bosh diagonal bo‘yicha hosil gilinga go‘shuluvchilar musbat ishora bilan, yordamchi
diagonal bo‘yicha hosil gilingan go‘shiluvchilar manfiy ishora bilan olinadi.

6-misol
1 1 4

Quyidagi |-1 2 3| determinantni hisoblang
-3 2 5

» Determinantning birinchi va ikkinchi ustunini parallel ko‘chirib yozib Sarryus
usulida hisoblaymiz:

B 2 _1 2=1.2-5+1-3-(-3)+4:(-1)-2-4-2-(-3)-1-3-2-1-(-1)-5=




=10-9-8+24—-6+5=16.<4
(1.2) formulani algebraik to‘lduruvchilar yordamida quyidagicha ifodalaymiz:

a'11 a12 a'13
a21 a22 a23 = allAll + a12A12 + a13A13 (14)
a‘31 a‘32 a‘33
7-misol
2 5 -4
Quyidagi |1 —3 5 | determinantni hisoblang
3 2 -1

» (1.4) formulani go‘llaymiz, buning uchun avval A, A,va A ,larni hisoblaymiz:

-3 5 1 5
A, = =3-10=-7, A,=— =—(-1-15)=16,
2 - 3 -
N (-9) =11
A=l 2" T
2 5 -4
1 -3 5|=2.(-7)+516-4-11=-14+80-44=22.4
3 2 -1

Determinantning xossalari:

1. Determinantning barcha satrlarini mos ustunlari bilan almashtirish natijasida
giymati o z garmaydi

2. Determinantning biror gatoridagi barcha elementlari nolga teng bo‘lsa, uning
giymati nolga teng bo ‘ladi.

3. Determinantning ikkita parrallel gatorining o‘rinlarini o ‘zaro almashtirish
natijasida determinant giymatining ishorasi garama-garshisiga o ‘zgaradi.

4. Determinantning ikkita parrallel gatori bir xil bo‘lsa, uning giymati nolga teng
bo ‘ladi.

5. Agar determinantning biror qatori bir xil ko ‘paytuvchiga ega bo‘lsa, bu
ko ‘paytuvchini determinant belgisidan tashqgariga chigarish mumkin. Demak, determinantni
biror songa ko ‘paytirish uchun uning biror gatori elementlarini shu songa ko ‘paytirish
kifoya.

6. Determinantning ikkita parrallel gatori mos pavishda proporsional bo ‘lsa, uning
giymati nolga teng bo ‘ladi.

7. Determinantning qiymati uning biror qgatori elementlarini mos algebraik
to ‘Idiruvchilariga ko ‘paytirilib qo ‘shilganiga teng.

8. Agar determinantning biror gator elementlari yig‘indilardan iborat bo ‘Isa, u holda
bu determinant ikki determinant yig‘indisiga teng bo ‘ladi, bunda birinchi determinantda shu
gator birinchi go ‘shuluvchilardan, ikkinchisida esa ikkinchi qo ‘shuluvchilardan tashkil
topgan bo ‘ladi.

Masalan,



10

a,+boa, ay| |ay a,a;| (b a,a;,
a21 +b2 a22 a23 = a21 a22 a23 + b2 a22 a’33 .
a31 +b3 a32 a33 aSl aSZ a33 b3 a32 a33
9. Agar determinantning biror gatori elementlarini ixtiyoriy songa ko ‘paytirib, parallel
gatori elementlariga mos ravishda go ‘shilsa, determinant giymati o ‘zgarmaydi.
10. Determinantning biror gatori elementlarini parallel gator mos elementlarining
algebraik to ‘Idiruvchilariga ko ‘paytmalari yig‘indisi nolga teng.

Masalan, a,,A, +a,A, +a A, =0.

9-xossa yordamida, (1.4) formuladan ko‘ra umumiyroq bo‘lgan, determinantni biror
gatori bo ‘yicha yoyib hisoblash usuli hosil bo‘ladi. Masalan, uchunchi tartibli determinant
uchun

Ay =y A +a,A, +a;A;, (1.5)
Ay =a A+, A +a,A;. (1.6)
Bu yerda (1.5) va (1.6) formulalar mos ravishda determinantning ixtiyoriy i — satri va
J — ustuni bo ‘yicha yoyilmasi deyiladi.

8-misol
4 -2 0
Quyidagi |3 5§ g determinantni biror gatori bo‘yicha yoyib hisoblang
-3 4 0

» Determinantni eng ko‘p nol element gatnashgan gatorini aniglaymiz. Bu yerda
uchunchi ustunda eng ko‘p nol element bo‘lgani uchun, (1.6) formulani go‘llaymiz:

Ay =a3A; + A, +33,;,A,; =6A,;, chunki 8, =a,, =0.

4 -2 0 .
3 5 -6/=-6-(-1*° 3 4‘:6-(16—6):60.4
-3 4 0

Quyida biz n-tartibli determinantning ko‘rinishini keltiramiz:

all alz e a“ln
a'21 a'22 a'2n
anl a'n2 e a'nn

Quyida biz, asosan, yuqori tartibli determinantlarni hisoblashda keng go‘llanadigan
ikkita hisoblash usulini keltiramiz.

1. Yuqori tartibli determinantni, asosiy xossalaridan foydalanib, biror gatorining bitta
elementidan boshga barcha elementlarini nolga aylantirilib, so‘ng 9-xossa yordamida tartibini
pasaytirib hisoblash mumkin.
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9-misol
2 -4 1 5

Quyidagi A = 1 =25 determinantni hisoblang.
2 2 0 -3
3 -1 1 2

» Determinantning birinchi satrini —2 va —1 ga ko‘paytirib, mos ravishda ikkinchi
va to‘rtinchi satriga go‘shamiz:

2 -4 1 5

-3 5 0 -5
A=

2 2 0 -3

1 3 0 -3

3— ustun bo‘yicha yoyib(9-xossa), ya'ni A=a A,+a,A,+a,A,+a,A, va
a,,=a,,=a,, =0 ekanini e’tiborga olib, tartibini pasaytiramiz. Hosil bo‘lgan uchunchi
tartibli determinantni esa uchburchak usulida yechamiz.

-3 5 -5
A=1-(-)"¥2 2 -3=18-15-30+10+30-27=-14.4
1 3 -

2. Bosh diagonalidan yugorisidagi yoki pastidagi barcha elementlari nollardan iborat
bo‘lgan determinant uchburchak shaklidagi determinant deyiladi. Bunday determinantning
giymati bosh diagonali elementlari ko‘paytmasiga teng. Har ganday determinantni
uchburchak shakliga keltirib hisoblash mumkin.

10-misol
2 4 1 5
o 1 -3 2 5 . i : L
Quyidagi A = 2 2 0 determinantni uchburchak shakliga keltirib hisoblang.
3 -1 1 2

» Determinantning a,;, elementini 1 ga aylantirish uchun birinchi  va ikkinchi

satrlarining o‘rinlarini almashtiramiz. Hosil bo‘lgan birinchi satrni —2, —2 va -3 ga
ko‘paytirib, mos ravishda ikkinchi , uchunchi va to‘rtinchi satrlarga go‘shamiz.

1 -3 2 5 1 -3 2 5
A:—2 -4 1 5 :_O 2 =4 =5

2 2 0 -3 |0 8 -4 -13

3 -1 1 2 0 8 -5 -13

Uchinchi satrini  —1 ga ko‘paytirib to‘rtinchi satrlarga go‘shamiz:
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1 -3 2 5
0 2 -3 -5
A=-—
0 8 -4 -1
0 0 -1 0

Ikkinchi satrini —4 ga ko‘paytirib uchinchi satriga go‘shamiz. So‘ng uchinchi va
to‘rtinchi satrlar o‘rinlarini almashtiramiz:
1 -3 2 5/ 1 -3 2 5
0O 2 -3 -5 0 2 -3 -5
oo 8 7/ o 0o -1 0
o o -1 of 0 O 8 7

Uchinchi satrini 8 ga ko‘paytirib to‘rtinchi satriga qo‘shamiz :

1 -3 2 5
0 2 -3 -5

A= =1.2.(-1)-7=-14.4
0 0 -1 0
0 0 0 7

Auditoriya topshiriglari

1. Berilgan ikkinchi tartibli deteminantlarni hisoblang.

5 3 4 -7 tgx -1
a) , b) ; :
7 -4 -2 -3 1 tgx
2. Tenglamani yeching.
X+3 2 sin2xX —C0S2x
a) =0; b)| . =0
7 X-2 sin3x  Ccos3x

3. Berilgan uchinchi tartibli deteminantlarni hisoblang.
1 -2 4 10 -2 4 1 2 5

a) -3 5 5; b|-15 3 6; d5 -3 7.
2 -1 3 20 -1 5 4 6 5

4. Berilgan uchinchi tartibli deteminantlarni satr yoki ustun bo‘yicha yoyib hisoblang.

50 6 2 2 - 12 3
a) |4 0 5; b7 0 3|, dl4 5 8.
2 4 3 3 4 0 7 80

5. Berilgan deteminantlarni uchburchak shakliga keltirib hisoblang.

2 -3 2 4 40 -3 5
3 2 2 5 99 2 i

V1 5 —30 “h 3 1 o
0 -1 1 2 5 6 2 -1
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1 a a’
6. 1 b b’ deteminantlami a—b , a—C va b—c larga bo‘linishini
1 ¢ ¢’

isbotlang.

1 6 9

7. 2 3 4 deteminantni hisoblamasdan, 13 ga bo‘linishini isbotlang.
3 2 5

Mustaqil yechish uchun testlar

1. To‘g‘ri tengliklarni aniglang

ab_dc ab_ac ab_cd ab_ba
e dl"b a?lc db d'?kc ol bl d7ld o
A) 1),3); B) 1),2); D)2),3); E) 3),4).

2 1 2

2. -2 3 0| determinantning a,,elementining M, minorini toping:
1 0 2

A) 4 B) —4 D)2 E) — 2.
2 1 2

3.1-2 3 0 determinantning a,, elementining A,, algebraik to‘Idiruvchisiini
1 0 2

toping:

A) 4 B) —4 D)2 E) — 2.
0 3 7

4. 1 -3 4 deteminantni hisoblang
0 2 6

A) 4 B) —4 D)2 E) — 2.

5. Agar n-tartibli determinantning satrlarini teskari tartibda yozib chigilsa giymati
ganday o‘zgaradi?
n(n-1)

A) (-1)" ga ko‘payadi; B) (—1)""ga ko‘payadi; D) (-1) 2 ga ko‘payadi
E) o‘zgarmaydi.
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1.2 Matritsalar va ular ustida amallar. Teskari matritsa

Berilgan m ta satr va N ta ustundan iborat to‘g°ri burchakli ushbu

all a12 e a1n a11 a12 e a1n
a a a a a ..o a
A — 21 22 2n yOkI A _ 21 22 2n (21)
_aml a'm2 e amn | aml amz "t a'mn

jadvalga mxn o‘lcovli matritsa deyiladi. Bu yerda a, (i=12,..m j=12,..n) -
matritsaning elementlari deyiladi. Matritsalar lotin alifbosidagi bosh harflar bilan belgilanadi.
Ba’zan, o‘lchamlarini ifodalash uchun Anxn kabi belgilanadi.
Matritsalar gisgacha,
A=(a,) (i=1Lm; j=1n) yoki A=[a, (i=1m; j=1n) 2.2)
ko‘rinishda ham yoziladi.
Agar matritsada 1 =1 bo‘lsa, bunday

A=la, a, .. a,]

matritsa satr matritsa deyiladi.
Agar matritsada j =1 bo‘lsa, bunday

a‘l 1

A= a,,

nl_|
matritsa ustun matritsa deyiladi.
Matritsada m = N bo‘lsa, kvadrat matritsa deyiladi:

a,, 4, ... a_
a a oo d
A=| 2 22 an | 2.3)
a, 4, ... 4, ]

Bosh diagonalidagi elementlari birlardan va golgan elementlari nollardan iborat bo‘lgan
kvadrat matritsa birlik matritsa deyiladi va E deb belgilanadi. Masalan,

1 00
E=(0 1 0.
0 01

Matritsaning barcha elementlari nollardan iborat bo‘lsa, nol matritsa deyiladi va Q deb
belgilanadi.

Mos elementlari teng, ya’ni &; = bij bo‘lgan bir xil o‘lchamli A va B matritsalar teng
matritsalar deyiladi.
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Matritsaning satrlarini mos ustunlariga almashtirishdan hosil bo‘lgan matritsa
transponirlangan matritsa deyiladi va A" Kabi belgilanadi.

3 2

5} matritsa berilgan bo‘lsa, A" matritsani hisoblash uchun

Masalan, A= {

3 -4
satrlarini mos ustunlariga almashtiramiz: A =L 5 |

Bir xil o‘lchovli A va B matritsalarni go‘shish va ayirish mumkin.

Bir xil o‘Ichovli A va B matritsalarni yig‘indisi(ayirmasi) deb shunday C matritsaga
aytiladiki, uning elementlari A va B matritsalarning mos elementlari
yig‘indisiga(ayirmasiga) teng. C =A+B (C =A - B) kabi belgilanadi.

A matritsani A songa ko ‘paytmasi deb, barcha elementlarini 4 songa ko‘paytirishdan
hosil bo‘lgan B matritsaga aytiladi, B = AA kabi belgilanadi.

Matritsalarni go‘shish va songa ko‘paytirish quyidagi xossalarga ega:
i. A+B=B+A
ii. A+Q=A
i. A(A+B)=A1A+ 1B
v. (A+up)A=1A+uA

1-misol

-2 5 3 -1
Quyida A:{s J, B:{2 4} matritsalar berilgan bo‘lsa A+B va 2A-B

matritsalarni hisoblang
{ } { {—2+3 5+(—D} [1 4}
» A+B= + = :
-1 3+2 -1+4 5 3
A S G
2A-B=2- = _ —
1] |2 4] 2:3 2-(-) 2 3

—-4-3 10-(-)) -
:{6—2 —2—3}:{ }
2-misol
-3 1
Quyida A:Lzl _01 ﬂ B=|-5 4] matritsalar berilgan. A" +2B va A— B’ matritsalarni
0 2
hisoblang
2 4 -3 1 2+2-(-3) 4+2-1 -4 6
» A" +B=|-1 0[+2-|-5 4] -1+2(-5) 0+2-4|=|-11 8|;
3 5 0 2 3+2-0 5+2-2 3 9
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2 -1 3] |3 50 2—-(-3) -1-(-5) 3-0 5 4 3
4 0 5 1 4 2 4-1 0-4 5-2 3 4 3

Berilgan mxk o‘lchovli A matritsani kxn o‘lchovli B matritsaga ko ‘paytmasi deb,
shunday m x n o‘lchovli C matritsaga aytiladiki, uning elementlari
c; =a,b, +a,b, +...+a,b, (2.4)
tenglik bilan aniglanadi. C = A- B kabi belgilanadi.

Demak, birinchi matritsaning ustunlari soni ikkinchi matritsaning satrlari soniga teng
bo‘lgan holdagini ularni ko‘paytirish mumkin. Umuman olganda, A-B ko‘paytma mavjud
bo‘ganda B-A ko‘paytma mavjud bo‘lavermaydi. B- A ko‘paytma mavjud bo‘gan holda
ham, umuman olganda, AB = BA.

Agar A-B=B-A bo‘lsa, A va B matritsalar kommutativ matritsalar deyiladi.

3-misol
1 2
Quyida A:EZ t ﬂ B=|-5 3| matritsalar berilgan. A- B va B - Ako‘paytmalarni
0 4
hisoblang

» Buyerda A, va B, , bo‘lgani uchun AB matritsa 2 x 2 o‘Ichovli boladi:

2
| 3-1+1-(-5+2-0 3-2+1-3+2:4 |
| =2-140-(-5)+5-0 —2-2+0-3+5-4|

1.3+2-(-2) 11420 1.2+2.5
}: _5.3+3-(-2) -5:1+3.0 -5:-2+3.5|=
0-4+4-(-2) 0-1+4-0 0-2+4-5

-1 1 12
=-21 -5 5| A.BzxB-A. <«
-8 0 20
4-misol
Quyida A:{2 2}, B:{3 4} matritsalar  berilgan. A-B va B-A
1 2 2 3

ko‘paytmalarni hisoblang
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AR 2 2][3 4] [2-3+2.2 2.4+2:3] [10 14],
11 2|12 3| |1.3+2-2 1-4+42.3| |7 10/

B-A:|:3 4][2 2}:[3-2+4-1 3-2+4-2}:|:10 14}
2 3|1 2 2-2+3-1 2-2+3-2 7 10
A-B=B- A, demak, A va B matritsalar kommutativlanadigan matritsalar. <
Matritsalarni ko‘paytirish quyidagi xossalarga ega:
i. (1A)B=A(AB)
i. (A+B)C=AC+AB
iii. A(B+C)=AB+AC
iv. A(BC)=(AB)C
Transponirlangan matritsa uchun esa quyidagi formulalar o‘rinli:
L (A) =A
2. (AB) =B"-AT

Agar A kvadrat matritsaning determinanti noldan fargli bo‘lsa, ya’ni det A= 0 bo‘lsa, A
matritsa xosmas matritsa deyiladi.

Agar det A=0 bo‘lsa, A matritsa xos matritsa deyiladi.

Agar AA™ = A*A=E tenglik o‘rinli bo‘lsa, A~ matritsa Axosmas matrtsaning teskari

matritsasi deyiladi. Bu yerda E matritsa A matritsa o‘lchovi bilan bir xil o‘Ichovli birlik
matritsadir.

Xosmas matritsa A uchun yagona A teskari matritsa mavjud va quyidagi formula
bilan hisoblanadi:

A Ay o Ay
1
A—l - = AlZ AZZ A12 (25)
detA| ... ... .. ..
An Ay o A,
Teskari matritsa quyidagi xossalarga:
1 det(A)=——
det A
2. (AB)'=B*.-A?
5-misol
Quyidagi matritsalarning teskarilarini toping
1 2 4 1
a)Az{ } b) A={1 -5 3
3 4
1 -1 1

-1 2
> a) detAz‘ 3 4‘:—10;«&0 algebraik to‘ldiruvchilarni hisoblaymiz:
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Ay =4 Ay=-3 A =-2A,=-1
Natijada, (2.5) formulaga ko‘ra,

At L 4 -2| [-04 02
© 10/-3 -1| | 03 01

L, |-1 21|04 0,2 10
AAL = c = =E
3 4/103 01 01
a) Uchunchi tartibli  determinantni  hisoblaymiz, detA=-8 va algebraik
to‘ldiruvchilar: A, =-2,A,=2,A, =4 A, =3 A,=1 A =2 A =-7,
A,=-5A,=-6.Uholda,

Tekshirish:

-2 3 -7
A‘lz—% 2 1 -5| «
4 -2 -6

Auditoriya topshiriglari

1. A va B matritsalar berilgan. A+ B, 2A— Bva A+ 3B matritsalarni toping

3 0 -1 -1 3 4
a) A= , B= :
5 4 -2 0 25

(2 -4 -3 2
by A=|1 -1|, B=|-2 4
5 -3 0 5
2. A va B matritsalar berilgan. AB va BA matritsalarni toping
1 -2 4 3 2 5
ag A=|-3 5 0,B=|4 0 -1¢;
2 -1 3 1 1 -3
0 -4
3 2 -1
by A= , B=1 -1].
7 4 -2
5 -3
A
2
dA=[2 -5 3 0] B= 5|
5_

11 10 3 é
e) A= , B= .
oo el s
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3. A, B va C matritsalar berilgan. (AB)C = A(BC) ekanini tekshiring

5 3
4 - 3 5
A=|2 -1|, B= , C=
-5 2 1 2
4 7
4. Berilgan A matritsaning A" teskari matritsasini toping
3 -1 3
a) A=[2 -1 2|,
2 1 3
2 4 -1
p A=[5 3 4
3 7 0

Mustagqil yechish uchun testlar

5 2 -3 1
1. A:[1 4) va B:(5 2) matritsa berilgan, A+2B  matritsani toping

(—1 4) [—5 1) {—1 4} (—11 4}
A) , B) , ©) , D)
11 0 17 -7 8 0 11 0

1 -2 3
2. K :( ) 4) matritsa berilgan bo‘lsa, 2K matritsani toping

2 4 6 1 -2 3 2 4 6 .
A) , B) , ©) , D) Ava Bto'g'ri
-2 3 4 -4 6 -8 -4 6 -8

5 2 -3 1
3. A:[1 4) va B =( . 2) matritsalar berilgan, A-B matritsani toping

[—13 7) {—5 7j (—5 1} L_lo 2}
A) , B) , C) , D)
25 -7 8 10 17 -7 5 -2

4. Teskari matritsani topish formulasini ko‘rsating?

. Ar Ay As 1 Ar A Ay
A) A d tA A21 Azz A23 1 B) A :m A12 Azz A32
Ay Ay Ag Ay Ay Ay

Ar Ay As Ar A As

C) A=| Ay A, Ayl DA =|A, A, Ay
A Ay Ag Ar Ay Ay
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320
5. A=|1 3 1|bo‘lsa, A™ teskari matritsani toping
530
3 5 -12 -3 5
A At=—0 0 1 | B)A*=| 0 O
2 -3 7 2 _3
-3 0 2 -3 0 2
C) A'=| 5 0 -3 D) A'=| 5 0 3
-12 1 7 =12 -1 7

-12
1
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1.3 Matritsa rangi. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi. Kroniker-
Kopelli teoremasi

1.3.1 Matritsaning rangi

To‘geri burchakli (xususiy holda kvadrat) A matritsa berilgan bo‘lsin. Uning biror K ta satr
va K ta ustunini ajratamiz, kesishmada turgan elementlardan k —tartibli determinanat hosil
gilamiz. Bu determinant matritsaning K -tartibli minori deb ataladi.

1 1 71
Masalan, ushbu A=|2 3 4 —2| matritsaning 2-tartibli minorlaridan biri
-1 6 2 5
M, = ; ! =3-2=1 bo‘ladi. 3-tartibli minorlaridan biri
1 1 1
M,=12 3 -2/=15+12+2+3-10+12 =34 bo‘ladi. Berilgan matritsaning 18 ta
-1 6 5

2-tartibli, 4 ta 3-tartibli minori bor.
Matritsaning rangi deb, uning noldan fargli minorlarining eng yuqori tartibiga
aytiladi, rangA yoki r(A) kabi belgilanadi.
Matritsada elementar almashtirishlar deb, quyidagi almashtirishlarga aytiladi:
a) Nollardan iborat gatorlarni o‘chirish.
b) Ikkita parallel gatorlarni o‘rnini almashtirish.
c)Bir gatorning barcha elementlarini biror songa ko‘paytirib, boshga gatorning mos
elementlariga go‘shish.
d) Qatorning barcha elementlarini noldan fargli bir xil songa ko*‘paytirish
Bu almashtirishlar natijasida hosil bo‘lgan matritsa berilgan matritsaga ekvivalent matritsa
deyiladi va A ~ B kabi belgilanadi.

Teorema. Matritsalar ustida elementar almashtirishlar natijasida uning rangi o7z
garmaydi.

1-usul. O ‘rab turuvchi minorlar usuli

Bu usulda birinchi noldan fargli K -tartibli minori topiladi. K —tartibli minorni o‘z
ichiga oluvchi barcha k +1 tartibli minorlar o‘rab turuvchi minorlar deyiladi. k —tartibli
minor noldan fargli bo‘lib, bu minorni o‘rab turuvchi barcha K +1 tartibli minorlar nolga
teng bo‘lganda, matritsaning rangi shu noldan fargli minor tartibiga teng bo‘ladi. Bu usul
hisoblash ishlarini ancha kamaytirish imkoniyatini beradi. Agar o‘rab turuvchi K +1tartibli
minorlardan birortasi nolga teng bo‘lmasa, ana shu minorni o‘rab turuvchi minorlarni

tekshirilib, bu jaroyon davom ettiriladi.

Bu usulda elementar almashtirishlar yordamida matritsa uchburchakli matritsa



22

ko‘rinishiga keltiriladi. Natijada hosil bo‘lgan matritsaning noldan fargli satrlari soni
matritsaning rangiga teng bo‘ladi.

1-misol

Berilgan A=

w = N =

D N BN

-1 1 2]
4 -2 0
-7 5 6
9 -5 -2

matritsa rangini ikki xil usulda aniglang.

1
»1-usul. M, = ‘2 41‘ =4+2=6=0. Bu minorni o‘rab turuvchi 3-tartibli minorlar

soni 6 ta(umumiy holda, 3-tartibli minorlari 40 ta).

1 2 -1 1 -1 1

2 4 4|=-28+48-4+4-8+28=0,2 4 —2(=20+2-14-4-14+10=0,
1 2 -7 1 -7 5

1 -1 2 1 -1 1

2 4 0=24-28-8+12=0, [2 4 —2/=-20+6+18-12+18-10=0,
1 -7 6 3 9 -5

12 - 1 -1 2

2 4 4|=36+24-12+12-24-36=0, [2 4 0|=-8+36-24—-4=0
36 9 3 9 -2

Demak, berilgan matritsa uchun rangA = 2 bo‘ladi.

2-usul. Quyidagicha elementar almashtirishlar olib boramiz: 1)1-satr elementlarini
—2,—1,—3 larga ko*paytirib, mos ravishda 2-, 3-, 4-satr elementlariga qo‘shamiz; 2) 2-satr
elementlarini 1,— 2 larga ko‘paytirib, mos ravishda 3-, 4-satr elementlariga go‘shamiz; 3)
nollardan iborat satrlarini o‘chiramiz.

M1 2 -1 1 27 M 2 -1 1 27 2 -1 1 27
A |24 4 20 00 6 —4-4| [0 0 4 —4
11 2 -7 5 6| |00 -6 4 4/]100 0 0 0/

36 9 -5-2|] |00 12 -8-8/ |00 0 0 O
1 2-1 1 2
~ . Demak, rangA =2 ekan. <«

00 6 -4 —4

Tartibi matritsa rangiga teng bo‘lgan minor bazis minor deb ataladi. Kesishmasida bazis
minor elementlari turgan satrlar va ustunlar bazis satrlar va ustunlar deyiladi. Matritsaning
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istalgan satri(ustuni) uning bazis satrlarining (ustunlarining) chizigli kombinatsiyasidan iborat
bo‘ladi. Bazis satrlar (ustunlar) chizigli erkli satrlar(ustunlar) bo‘ladi.

Teorema. Agar matritsaning rangi r ga teng bo‘lsa, u holda unda r ta chizigli erkli satr
topiladi, qolgan barcha satrlar esa bu I ta satrning chizigli kombinatsiyasi bo ‘ladi.

| Natija. Matritsaning rangi undagi chiziqgli erkli satrlar(ustunlar) soniga teng.
1.3.2 Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi

Quyidagi umumiy ko‘rinishdagi n ta noma’lumli m ta tenglamalar sistemasini garaymiz:

a X +a,X, +...+a, X =b

1n“"n

a,X +a,X, +....+a, X =D, 3.1)

Bu yerda, X,X,,...,X, — noma’lumlar, a_,a,,,...,a,, -koeffitsientlar, b,b,,...,b, -0zod
hadlar.

(3.1) tenglamalar sistemasining yechimi deb, shunday n ta (X1°,X2°,...,Xn°) sonlar

to‘plamiga aytiladiki, bu sonlar (3.1) sistemaning barcha tenglamalarini to‘g‘ri tenglikka
aylantiradi.

Agar (3.1) sistema yechimga ega bo‘lsa, u birgalikdagi sistema deyiladi. Agar bu
yechim yagona bo‘lsa, sistema aniq sistema deyiladi. Agar (3.1) sistema cheksiz ko‘p
yechimga ega bo‘lsa, u anigmas sistema, agar tenglamalar sistemasi umuman yechimga ega
bo‘lmasa, u birgalikda bo ‘Imagan sistema deyiladi.

(3.1) tenglamalar sistemasi uchun quyidagi matritsalarni tuzamiz:

all a12 e aln all a‘12 e aln bl
a a ... a a a ... a_ b
A — 21 22 2n ’ B — 21 22 2n 2 (32)
a, a, .. a,] a, a, .. a, bm_

A matritsa (3.1) sistemaning asosiy matritsasi deyiladi. B matritsa kengaytirilgan
matritsa deyiladi.
Bu matritsalarning ranglar rangA < rangB . munosabat bilan bog‘langan.

Agar A matritsaning rangi N noma’lumlar sonidan kichik bo‘lsa, u holda bu
tenglamalar sistemasida N — K ta o‘zgaruvchi chizigli erkli bolib, K ta o‘zgaruvchi chizigli
bog‘liq o‘zgaruvchilar bo‘ladi. Bu holda (3.1) tenglamalar sistemasida K ta tenglama
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goldiriladi. Qolgan tenglamalar bu tenglamalarning chizigli kombinatsiyasidan iborat bo‘ladi.
Qoldirilgan tenglamalarda n —K ta o‘zgaruvchini tenglamalarning o‘ng tomoniga o‘tkaziladi.
Bu o°zgaruvchilar chizigli erkli o‘zgaruvchilar deyiladi. Tenglamalarni yechishda chizigli
erkli o‘zgaruvchilarga giymatlar berilib, qolgan K ta o‘zgaruvchilarning ularga mos
giymatlari topiladi.

1. Kroniker — Kopelli teoremasi

1-teorema (Kroniker — Kopelli ). Chizigli algebraik tenglamalar sistemasi birgalikda
bo ‘lishi uchun uning asosiy matritsasi bilan kengaytirilgan matritsasining rangi teng bo ‘lishi
zarur va yetarli, ya’ni rangA=rangB.

Shunday qilib: rangA # rangB bo‘lsa, tenglamalar sistemasi birgalikda emas;
rangA =rangB =r =n bo‘lsa, tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega;
rangA=rang B =r <n bo‘lsa, tenglamalar sistemasi cheksiz ko‘p yechimga ega.

1.3.3 Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi

Agar chizigli algebraik tenglamalar sistemasining barcha ozod hadlari nolga teng
bo‘lsa, bunday sistema bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi deyiladi.

(@, X, +a, X, +......+a, X =0

12772 1n“"n

ax +a. X +..... +a, x =0
211 2272 2n‘*n (33)

Ushbu

tenglamalar sistemasi bir jinsli tenglamalar sistemasi.

Buyerda b =b, =...=b_ =0 bo‘lib A va B matritsalar ranglari teng,
8; &, .. &, a, a, .. &, 0
A= a‘21 a22 a2n ’ B= a'21 a22 a2n 0
_aml am2 a'mn _ _aml amz amn 0_

ya’ni r(A)=r(B).

Kroneker-Kapelli teoremasiga ko‘ra, bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi hamma
vaqt birgalikda bo‘ladi. (3.3) tenglamalar sistemasi doim nollardan iborat trivial yechim deb
ataladigan yechimga ega:

X =X =...=X, =0 (3.4)

2-teorema. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasining determinanti nolga teng
bo ‘lganda, va fagat shu holdagina bu sistema noldan  fargli yechimlarga ega bo ‘ladi.
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3-teorema, (3.3) tenglamalar sistemasi noldan fargli yechimga ega bo ‘lishi uchun A
matritsaning rangi noma’lumlar sonidan kichik, ya ni r(A) <n bo ‘lishi  zarur va
yetarli.

Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasining yechimlarining har ganday chizigli
kombinatsiyasi yana shu sistemaning yechimi bo‘ladi.
r(A)=k<n bo‘lsa, u holda (3.3) sistemaning fundamental yechimlar sistemasi

n—K ta yechimdan iborat bo‘ladi. Fundamental yechimlar sistemasini aniglash uchun bazis
noma’lumlari aniglaymiz. Ulamni X;, X, ,..., X, deb belgilaymiz. Bu noma’lumlarni
X0 Xeio e X, chizigli erkli noma’lumlar orgali ifodalab olinadi. Bu n-k ta noma’lumga
ixtiyoriy giymatlar berib, X;, X,,..., X, o‘zgaruvchilarning mos aniq giymatlarini topamiz. Bu

topilgan yechimlar (3.3) ning fundamental yechimlar sistemasi bo‘ladi. Ko‘pincha
normallangan fundamental yechimlar sistemasi olinadi.

2-misol
Fundamental va umumiy yechimlar sistemasi topilsin.

(X, +2X, +4x, —3x, =0
3X, +5X, +6x, —4x, =0
4X +5%, —2X,+3X, =0
3X, +8x, +24x,+19%x, =0

1 2 4 -3]
_ 1 2
> A= 35 6 4, MZ:‘ ‘:5—6=—1¢0
4 5 -2 3 3 5
13 8 24 19|
1 2 4 1 2 -3 1 2 4 1 2 -3
35 6|=0b 3 5 —-4=0 35 6(=0, 35 —-4=0.
4 5 -2 4 5 3 3 8 24 3 8 19
rangA = 2 X, +2X, +4x,-3X, =0 X, =8X, — X,
" |3x, +5X, +6x,—4x,=0" |X,=-6X, +5X,

X,=1,%,=0 va x,=0,x, =1 deb olib, (8—6;10) va (~7;50;1) fundamental
yechimlarni hosil gilamiz. Umumiy yechim: {8a—7b;—6a+5b;a; b}<

Natija. Agar bir jinsli tenglamalar sistemasining tenglamalari soni noma’lumlar sonidan
kichik bo ‘Isa, bu sistema nolmas yechimga ega bo ‘ladi va bu yechimlar cheksiz ko ‘p bo ‘ladi.
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Agar bir jinsli tenglamalar sistemasining rangi r < n bo‘lsa sistemadagi shu rangni
tashkil giluvchi minorlar turgan satrdagi tenglamalarni ajratamiz, ular golgan Nn—r dona
tenglamalarning chizigli kombinatsiyalardan iborat bo‘ladi.

3-misol

Fundamental va umumiy yechimlar sistemasi topilsin
2X, —4X, +5%,+3%, =0
X, —6X, +4x,+2x,=0
4x, —8x, +17x,+11x, =0

2 _4 5 3 2 -4 5 3 2 -4 5 3
» A=|3 -6 4 2| ~|0 O -7 -5~ |0 0 -7 -5],
4 -8 17 11 0 0 7 5 0O 0 0 O
rang(A)=2.
2X, —4X, +5X, +3x, =0 X, = 2X, —4,6X,
{— /X, —5X, =0 {XA =-14x,

Javob: {2a—4,6b; a; b;—1.4b}. <

Auditoriya topshiriglari
1. Berilgan A matritsaning rangini ta’rif yordamida toping.

1 2 -2 1 0 -2 -2 0 -2
a) A=|-2 -4 4 |: nA=|-2 3 4 |; dA=| 2 -3 4
3 6 -6 4 3 -8 -4 3 -8
2. Berilgan A matritsaning rangini o‘rab turuvchi minorlar usulida yeching.
3 -1 21 1 1 3 2
a) A=12 -1 1 2 b) A=|2 -1 1 5
1 0 11 0 1 13
1 -2 21 1 2 2 -1
¢ A= 2 -1 4 2 d) A= 3 1 4 2
4 0 11 -1 4 3 1
5 -2 3 2 2 -2 5 =2
3. Berilgan A matritsaning rangini elementar almashtirishlar usulida yeching.
1 3 -2 0 -1 4] (1 5 2 1 =2 |
2 1 3 2 53 -11 3 2 -2
a) A=|-1 4 1 3 0 3 b) A={2 4 -1 -3 0 -3
5 2 4 1 97 3 91 2 2 -1
4 -1 3 -2 7 3 1 -5 -8 4 -16

4. Sistema birgalikda bo‘ladimi?
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X, —2X, +5%, =0 2X, +3X, — X3 =2
a) §2x —5x, —-2x, =-2 b) 3% —X, +%x, =9
3X, +2X, + 6X, =16 4x, —5X, +9x, =14
5. Bir jinsli chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yeching.
X, +3X, +2X, =0 2%, —4X, +5%, =0
a) 13x,—2x%, +5x, =0 b) 4% +2x,—-3x, =0
2X, —2X, +3%, =0 3X, —2X, + 2%, =0
6. Fundamental va umumiy yechimlar sistemasi topilsin.
4%, —2X, =X, +3X, =0 X, —5X, + 2%, +4x, =0
2) 2%, +8X, +3%, —5x, =0 b) 2%, —3X, =3%; + X, =0
X, —9X, —2X, +4x, =0 X, +2X, =5%, —3x, =0
3% +3X, + X, —X, =0 3%, —8X, —X; +5x, =0

Mustaqil yechish uchun testlar

1. Matitsa rangini toping.

-1 3 2 4
A=/1 5 6 4
3 0 3 3

A) rang(A)=3 B) rang(A)=2 C) rang(A)=1 D) rang(A) =4

2. Matritsa rangi bu -

A) Matritsaning o‘lchami  B) matritsaning determinanti.

C) noldan fargli eng katta minorining giymati D) noldan fargli minorlarining eng katta tartibi

3. Matritsaning ko‘rsatilgan minorini o‘rab turuvchi minori noto‘g‘ri berilgan variantni
aniglang:

3 2 4
5 6 4 1 6
A: y 2:
0 3 -3 3 3
2 4 5 1]
13 2 1 6 4 12 -4 1 5 6
A) |1 56, B)|3 3 -3,C)|L6 4/, D)|[3 0 3
30 3 2 5 -1 33 -1 2 4 5
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4. O‘lchami 4 x4 bo‘lgan matritsaning nechta 2-tartibli va nechta 3-tartibli minorlari
mavjud?

A) 16 va 9; B)25val6; C) 36va9; D)36valé.

5. Agar n ta noma’lumli chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi anigmas sistema bo‘lsa.
uning asosiy A va kengaytirilgan B matritsalari ranglari ganday bog‘langan bo‘ladi?
A) rang(A) =rang(B) <n B) rang(A) = rang(B)
C) rang(A) =rang(B)=n D) rang(A)<n
6. Agar 5 ta noma’lumli chizigli bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasi asosiy matritsasi
rangi I = 3 bo‘lsa, uning fundamental yechimlari soni nechta bo‘ladi?

A) 3ta; B) 2ta; D)5ta; E)4ta.

1.4 Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasini yechish usullari

1.4.1 Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer usuli.

Determinantlarni  chizigli  tenglamalar  sistemasini  yechishga tatbigi  bo‘lgan
Kramer(determinant) usuli bilan tanishamiz. Aytaylik bizga n ta no‘malumli n ta chizigli
tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin.

A X, +a,X, +e+a, X, =h;

1n“*n

Ay Xy +AyX, +o+3,,X, =D, 1)

a X +a,%X, +...+a,.X, =b
Bu yerda X,X,,...,X
sonlar.

-noma’lumlar, &,,,a,,,...,a,, -koeffitsientlar, b,b,,...,b, -ozod

n

Teorema. Agar (4.1)-tenglamalar sistemasining asosiy determinanti( A =0) noldan fargli
bo ‘Isa, u holda sistema yagona yechimga ega bo ‘ladi va u quyidagi formulalardan topiladi .

X AX AX
— y Xy = - y ey Xn = -
A 2 A 4.2)

A#0, X =

Bu Kramer formulasidan iborat. Bu yerda A=0 ga bosh determinant, A, A, A, ,...,A

larga yordamchi determinantlar deyiladi. Soddalik uchun uch noma’lumli, uchta chizigli
tenglamalar sistemasini garaymiz.

a X+a,y+asz=h
a,X+a,y+a,z=»h, 4.3)
Ay X+ a8,y +a,Z =D,
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uch noma’lumli uchta chizigli tenglamalar sistemasini yechishda dastlab bosh(asosiy)
determinant

QD

11 ™12 a‘lS

a
A=ay &,
a

hed
D
N

ays (4.4)
a

31 ©32 ™33

topiladi. A=0 bo‘lsin. Undan so‘ng yordamchi determinantlar hisoblanadi(bunda bosh
determinantning ustun elementlari mos ravsihda ozod hadlar bilan almashtiriladi):

b a, a; a, b ag, ay, 8, by
A, = bz Ay, Ayl Ay =18y bz Ayl A, =8y a8y bz (4.5)
b3 a’32 a‘33 aSl b3 a‘33 a31 a32 b3
Noma’lumlar quyidagi formulalar yordamida hisoblanadi:
A A A
X=—=, =—1, zZ=—12 4.6
A y A A (49)

1-misol
Ushbu sistemani Kramer usulida yeching:
X+5y—2=3
2X+4y—-32=2, .
3X—- y—-3z=-7

» Quyidagi determinantlarni tuzamiz va hisoblaymiz:

L5 =l 3 5 -1
A=12 4 -3=-16; A =2 4 -3|=64;
3 -1 -3 -7 -1 -3
1 3 -1 1 5 3
A=12 2 -3|=-16; A =2 4 2|=32.
3 -7 -3 3 -1 -7
Bundan, X:6—4:—4, y:_—l6:, 2222_2_ <
-16 -16 —16

Agar bosh determinant nolga teng bo‘’lsa, tenglamalar sistemasi yechimga ega
bo‘lmaydi yoki cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi. Ya’ni

1) A=0 bo‘lib, A, , A , A, lardan kamida bittasi nolga teng bo‘lmasa, (4.3)
tengamalar sistemasi yechimga ega bo‘Imaydi,

2) A=0bolib, A, =0, A, =0, A, =0 bo‘lsa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega
bo‘ladi.

2-misol
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Ushbu sistemani Kramer usulida yeching:

X+2y—-3z=7
2X+y—-2z=9
3x -z=10
» Bosh determinantini hisoblaymiz:
1 2 -3
A=2 1 -2/=-1-12+0+9-0+4=0.
3 0 -1
Yordamchi determinantlarni hisoblaymiz:
7 2 -3
A =9 1 -2/=-7-40+0+30-0+18=1.
10 0 -1

A =0 bo‘lib, A =10 bo‘lgani uchun berilgan tenglamalar sistemasi yechimga ega
emas. <

3-misol
Ushbu sistemani Kramer usulida yeching:
X—-2y+2=5
2X —-1=3
3x+2y-3z=1
» Quyidagi determinantlarni tuzamiz va hisoblaymiz:
1 -2 1
A=2 0 -1=0+6+4-0+2-12=0,
3 2 -3
5 -2 1
A=83 0 -1=0+2+6-0+10-18=0,
1 2 -3
1 5 1
A, =2 3 -11=-9-15+2-9+1+30=0,
1 -3
1 -2 5
A =2 0 3=0-18+20-0-6+4=0.
3 2 1
A =0 bo’lib, A, =0, A =0, A, =0 bo‘lgani uchun sistema cheksiz ko‘p

yechimga ega bo‘ladi.
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Bu holda 2 ta tenglamani qoldirib, erkli noma’lum, masalan, Z ni tenlikning o‘ng
tomoniga o‘tkazamiz.

X—2y+12=5 X—2y=5-12
2X -7=3 2X =3+12

Hosil bo‘lgan ikki noma’lumli tenglamalar sistemasini yana Kramer usulida yechamiz.

1 5-z2
2 3+z2

=4, A = — ==k,

X

1 —2‘

5-7 —1

=6+22, A =
3+z Y

: .. |z+3.32-7
Demak, tenglamaning yechimi: T; 4 A

1.4.2 Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechishning matrisa usuli.

Aytaylik bizga n ta no‘malumli n ta chizigli (4.1) tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin.
Ushbu belgilashlarni kiritamiz:

a; &, .. 4, % by
A — a21 a'22 a‘2n . x — X2 . B — b2 (4 7)
a, a, .. a, X, b,

U holda (4.1) sistemani matrisalarni ko‘paytirish goidasidan foydalanib, ushbu

ekvivalent shaklda yozish mumkin:
A-X =B (4.8)

Bu yerda A -noma’lumlar oldidagi koeffisientlardan tuzilgan matrisa, B -0zod
hadlardan tuzilgan ustun matrisa, X -noma’lumlardan tuzilgan ustun matrisa

Agar A matrisa xosmas, ya’ni det A=0 bo‘lsa, u holda uning uchun A™ teskari
matrisa mavjud. (4.8) matrisali tenglamaning ikkala gismini A™ ga chapdan ko‘paytirib,
quyidagini hosil gilamiz:

A-(A-X)=A"-B
yoki
(A*-A)-X=A"B.

A'.A=E, E-X =X ekanligini hisobga olib,

X =A'B (4.9
ni topamiz. (4.9) formula A matrisa xosmas bo‘lganda N no‘malumli N t ta chizigli
tenglamalar sistemasi yechimining matritsali yozuvidan iborat bo‘ladi.

4-misol
| Ushbu sistemani yeching:
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X, —2X, + X, =5
2X,—%; =0
—2X + X, + X3 =—1.
» Bu yerda
1 -2 1 5 X,
A= 2 0 -1}, B=| 0| X=|Xx
-2 1 1 -1 X,
1 -2 1
detA=|2 0 -1=-4+2+1+4=3+0,
-2 1 1

Ai=1 A,=0, A;=2 A, =3 A,=3 A;=3 A;=2 A,=3 A;=4

1,2
X 3 3((5 1
X, |=|0 1 1[0 |=[-1
X, glﬂ—l 2
3 3

X, :§-5+1-0+§-(—1):?

Bundan x =1, X,=-1 X, =2. «

1.4.2 Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usuli.

Bizga N ta noma’lumli n ta chizigli (4.1) tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin. Uning
asosiy matritsasi A ning rangi rang(A) =r <n bo‘lsa, kengaytirilgan matritsasi B ni har

doim, elementar almashtirishlar yordamida, quyidagi ekvivalent matritsaga almashtirish
mumkin.
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1 a'12 glr glrJrl gln 51
1 _2r az r+1 a2n b2
0 0 1 _r r+l _rn t:_)r (410)
0 0 0 b,
o o0 .. .. .. .. 0 b, i
Agar bu matritsada 6r+1'5r+2"“"6n lardan kamida bittasi noldan fargli bo‘lsa, (4.1) sistema

yechimga ega emas, chunki rang(A) = rang(B) bo‘ladi. Agarb ,=b ,=....=b =0
bo‘lsa, berilgan (4.1) chizigli algebraik tenglamalar sistemasi birgalikda bo‘ladi. Bu holda
(4.10) matritsaning bazis satrlariga mos tenglamalarni tuzamiz.

X, ¥+ @, X +a, X, +...+q X =

1r+1""r+l

X +a,

X, +..+&, X +a, X, +..+8 X =D

2r'r 2r+17 r+1 2n"'n

2

I o

(4.11)

X, +a,,X,+..+a X =b

rr+l7r+l

Hosil bo‘lgan (4.11) sistemaning yechimlari berilgan (4.1) chiziqli algebraik tenglamalar
sistemasining ham yechimlaridir. (4.11) da X, X, ;,...,X,,X; bazis noma’lumlarni
X ., X

Agar r =n bo‘lsa, chizigli algebraik tenglamalar sistemasining yechimi yagona bo‘ladi.
Gauss usuli n ta noma’lumli M ta chizigli tenglamalar sistemasi bo‘lgan holda ham

o‘rinli bo‘ladi.

3-misol

Ushbu sistemani Gauss usulida yeching:

., X, erkli nomalumlar orgali, oxirgi tenglamadan boshlab ketma-ket aniglanadi.

r+1? r20 0

X+y+2=06
2X+2y—-3z=-3
X-y+2z=7
» Berilgan tenglamalar sistemasining kengaytirilgan matritsasini tuzamiz va ekvivalent
almashtirishlar yordamida quyidagi ekvivalent matritsani hosil gilamiz.

1 1 1 6 1 1 1 6 1 116
B={2 2 -3 3|~-|]0 0 -5 -15|~(0 4 1 11
3 -1 2 7 0 4 -1 -11 0 01 3

Bundan sistema birgalida ekani kelib chigadi, chunki rang(A) =rang(B) =3.

X+y+2=06
4y +z7=11
=&

sistemaga ega bo‘ldik. Oxirgi tenglamadan boshlab, Z =3 ni ikkinchi tenglamaga qo‘yib, y
ni topamiz:



34

4y +3=11, y=2.
Endi Yy =2 va Z =3 ni 1- tenglamaga go‘yib, x ni topamiz:
X+2+3=6, x=1.
Demak, Xx=1,y=2,72=3.4
Auditoriya topshiriglari

1. Berilgan chizigli algebraik tenglamalar sistemasini Kramer usulida yeching

X, +2X, +3%, =7 3%, +2X, +5%, =0 X, —2X, + 4X, =6
a) 12X —5X%, + X, =4 b) <5x +X, =4 d) <2x, +5x,-6X%x,=7
3X +3X, =5%X, =—7 2%, + 3X, =5 3%, +3X, —2X, =8
2. Berilgan chizigli algebraik tenglamalar sistemasini matritsa usulida yeching
X, +2X, — X, =—2 X +2X%, + X =1
a) 2% —X, ==l b) <4x +2X,—-X%X, =0
X, + X; = —2 X, — X3 =—3
3. Berilgan chizigli algebraik tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching.
3%, +2X, + X, =3 4x, +2X, —3X; +2X, =3
a) 2% +3x,—2%x, =-1 b) <2x +3X,—2X, +3X, =2
X, + X, —5X;, =6 3%, +2X, —3X, +4x, =1
2%, +5X, —8%; =8 2% + X, + 3%, +2X, =—3
0 2% +3X, —5%, =7 d) X, + X, +5%; +2X, =1
X, +8X, — 7%, =12 3%, +3X, +9%; +5X, =2
4% +3X, —9%, =9 2%, +3X, +11x; +5X, =2

Shaxsiy uy topshiriglari
1

Berilgan A determinant uchun aj, as elementlarning minorlari va algebraik
to‘ldiruvchilarini toping. A determinantni:

a) i-satr elementlari bo‘yicha yoyib;

b) j-ustun elementlari bo‘yicha yoyib;

d) i-satr elementlarini nollarga aylantirib hisoblang.
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-3 41

2

=3
3-2 0 4

1 8 2

1.14.

-1

5 -3 7

3 -1 4 3
i=2 j=4

i1 j=4
3 1 23

4-1 2 4

31 20
3
-2 4 1

5 0-61

1
-1 3 2

2
i=3 j=2

-2

1.16.

-1 11
4 -1 2 5

1

i=1 j=3
-1 0 3

3 2 1-1

5 0 4 2

1

-1 21

1
4

1 20

1.18.

2 -1

1
i=2 j=4

-1

ShiI=1

-10 4

2
~7
4

6

2 -2 1 4
i, —2 —i

i=4, j=3

12 0

1.20.

—4

~2 -6

i=2]=3

2 7 1 1

-5
5

01 -5
2
-3
i=3 j=3
2 4 3

3
4

1 0
-11

1.22.

2 4 1 0

1 -2 2 1

5 1 -2 4

i=4, j=2

=5

1
-1 01

5
=z 8 =3

3
2

1.13.

1.15.

1.17.

1.19.

1.23.

i=1 j=4

i=2 j=4
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4 1 2 0 3
225, A=|-1 0 2|, B=| 2 1 1
3 2 1 6 0
0 -5 -1 3 2 -1
226. A=l 1 3 -1 | B=| 3 1
3 -2 4 5 3
1 7 3 2 0 5
227. A=|-2 1 0| B=| 4 -1 -2|
2 -2 1 2 3 2
4 1 2 3 6 0
228. A=|-1 0 2|, B=| 2 4 -6
3 2 1 1 2 1
1 5 6 2 -6 1]
229. A=| 3 -1 -4 B=| 0 6 2
-1 2 2 1 3 0 |
2 50 1 -5 5]
230. A=|1 3 2 |, B=(0 -3 7|
0O 4 3 3 2 -3

3. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasi birgalikda ekanligini tekshiring. Agar
birgalikda bo‘lsa, uni
a) Kramer formulalari bo‘yicha;
b) matritsa usulida ;
d) Gauss usulida yeching.

’2X1+X2+3X3 =i 2% — Xy + 2X%; =3,
3.1.92X +3X, + X, =1, 3.2.4 X + X, +2%, =4,
13X, +2X, + X, =6; A% + X, +4%; ==3;
3X, = X, + X5 =12, 2% — X, + 3%, =—4,
3.3.9 X, +2X, + 4%, =6, 3.4.9 X, +3X, —x; =11,
X, + X, +2X, =3; X, — 2X, + 2%, =~ 1T,
3x, —2X, + 4%, =12, 8x, +3x, — 6x, =—4,
35. 13X, +4X, —2X, =6, 3.6. X, + X, — X3 =2,

2X, — X, — X3 =-9; 4%, + X, —3X; =—5;




3.7.

3.9.

3.11.

3.13.

3.15.

3.17.

3.19.

3.21.

3.23.

3.25.

4%, + X, —3X; =9,
X, =X, = Xg =—2,
8X, +3X, — 6%, =0;

2X, +3x, + 4X, =12,
X, —5X, + X3 =-33,
4%, +X, =—1,

3X, — 2X, + 4X, =21,
3X, +4X, — 2X; =9,
2% — X, — X3 =10;

4%, + X, + 4%, =19,
2% — X, + 2%, =11,
X, + X, +2X; =8;

2X, = X, + 2X; =8,
X, + X, + 2%, =11,
4%, + X, +4X, =22,

2X; — X, —3Xy =0,
3X; +4X, +2X; =1,
K9 ==3

X, + X, + X3 =—4,
—3X, + 5X, 4+ 6X, =36,
X, — 4X, —2X; =—-19;

X, —3X, =7 X3 =0
X, +2X, +4X; =6,
AX, — X, —2X; =—3;

X, — X, + 5%, =21,
X, +9X, — X; =15,
2%, — X, —X;=-9;

X, =X, = X3 =—2,
4, + X, —3%X, =9,

4X, +2X, —3X; =-9;

2X, + 3X, + 4X, =33,
3.8. 7% —5X, =24,
4x, + X, =39,

X, + 4X, — X; =6,
3.10. S5X, +4x, = - 20,
3X, — 2X, + 95X, =—22;

3X, —2X, — 5X; =5,
3.12. 12X, + 3X, — 4%, =12,
X, — 2X, +3X; =-1;

2% — X, + 2X3 =0,
3.14. 14X, + X, +4X, =6,
X, + X, +2X; =4,

2% — X, —3x, =-9,
3.16. ¢ X, +5X, + X, =20,
3X, + 4X, +2X, =15;

=X TEX N HEXS == 8]
3.18. 7 33X, + X, + X; =4,

X, — 4X, —2X; ==9;

3%, — X, + X3 =11,
3.20. 19X, + X, + 2X; =8,
X, + 2X, +4X, =16;

3X, +2X, +2X; =1,
3.22. 1 X +3X, —X; =11,
3X, +4x, =15;

6X, + X, — 4%, =-8,
3.24. X+ X, — X3 =2,
4%, + X, —3X; =—5;

2X%, —3X, —3X, =6,
3.26. 15X, —8X, —4X;=-9,
4x, + X, =39,

41
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2X, +3x, + 4X; =12, X, +4x, =20,
3.27. 17X, —8X, + 4x; =38, 3.28. <X, —X, — 5X, =26,
4% +X, =-T, X, — 3X, + 3%, =—14;
X — X, +9X%; =11, X, + X, + 77X, =9,
3.29. 13%, +4X, — 2X; =9, 3.30. { X, —9X, +13x, = —15,

2X,+5 X, +4 x, =10; X — 2X, + 3%, =—39.
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I BOB VEKTORLAR ALGEBRASI ELEMENTLARI

2.1 Vektorlar. Vektorlar ustida chizigli amallar. Chizigli bog-‘iq va chizigli
erkli vektorlar. Bazis

Vektorlar. Asosiy tushunchalar.Yo‘nalgan kesma yoki nugtalarning tartiblangan { A, B}
jufti vektor deyiladi; odatda birinchi nugtani vektorning boshi, ikkinchi nuqgtani esa uning
oxiri (uchi) deyiladi(1-chizma) vaﬂ?; kabi belgilanadi. Boshi va oxiri ko‘rsatilmagan vektor
lotin alifbosining kichik harflari bilan belgilanadi: a,b,..

X 5

1-chizma
Vektorning moduli yoki uzunligi deb, vektorning boshi va oxiri orasidagi masofaga

aytiladi. ‘E‘ yoKki ‘5‘ kabi belgilanadi. Bir to‘gri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri chiziglarda

yotuvchi vektorlar kollinear vektorlar deyiladi. Bir tekislikda yoki parallel tekisliklarda
yotuvchi vektorlarga komplanar vektorlar deyiladi. Boshi va oxiri bir nugtada bo‘lgan vektor
nol vektor deyiladi.

Uzunliklari teng, kollinear va yo‘nalishlari bir xil bo‘lgan ikki vektor teng vektorlar deb

ataladi, boshgacha aytganda, agar a va b vektorlar uchun quyidagi uchta shart
(|é| =‘5‘, d|lb,a™ 6) bajarilsa, u holda a va b vektorlar teng deyiladi va a=b  deb

yoziladi(2-chizma).

A AB=a B
C CD=bh D
2-chizma

Uzunliklari teng, kollinear va yo‘nalishlari har xil bo‘lgan ikki vektorga qarama-garshi
vektorlar deyiladi, boshgacha aytganda, agar a va b vektorlar uchun quyidagi uchta shart

(|é|=‘6‘, allb, atl 5) bajarilsa, u holda a va b vektorlar garama-garshi vektorlar

deyiladi va a=-b deb yoziladi.

A AB=a B
A BA=b B
3-chizma

Vektorlar ustida chizigli amallar.
1) Vektorlarni go‘shish va ayrish. Vektorlar o°z-o‘ziga parallel ko‘chirilsa, berilgan

vektorga teng vektor hosil bo‘ladi. Ikkita avab vektorning yig‘indisini topish uchun
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a=0A vektorning oxiri b vektorning boshi bilan ustma-ust tushadigan qilib b vektorni o‘z-
o‘ziga parallel ko‘chiramiz. Hosil bo‘lgan vektorni b = AB deb belgilaymiz (4-chizma). O
nugta bilan B nugtani tutashtiramiz. Natijada hosil bo‘lgan OB=c vektor a va b

vektorlarning yig‘indisi deyiladi va c=a+b kabi yoziladi. Vektorlarni bunday go‘shish
goidasi «uchburchak qoidasi» deb ataladi(4-chizma).

4-chizma
a,b vektorlar o‘zaro kollinear bo‘lmagan vektor bo‘Isin. Ularning boshini bitta O nugtaga

0‘z-o‘ziga parallel ravishda ko‘chiramiz, so‘ngra tomonlari a va b vektorlardan iborat

parallelogramm chizamiz. Uning O nugtaga garama-garshi uchini C deb ﬁ:’ vektorni

garaymiz. Ravshanki, OC=c=a+b. Vektorlar yigindisini bunday geometrik yasashga
odatda «parallelogramm qoidasi» deb yuritiladi (5-chizma).

C

7 A

Ql

S~
v
@)

Bizga bir necha AB,BC,CD,DE, EN vektorlar berilgan bo‘lsin. Bu vektorlarning har

biri ketma-ket kelgan jufti uchun birinchisining oxiri bilan ikkinchisining boshi ustma-ust
tushsin (6-chizma). Bu holda vektorlar siniq chiziq tashkil gilib, yig‘indi vektor ularning

) \(/D

N

6-chizma
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a,b vektorlarning ayirmasi deb shunday # vektorga aytiladki, uni b vektorga
go‘shganda a vektor hosil bo‘ladi, ya’ni agar ¥ vektor uchun ushbu x-+b=a munosabat
o‘rinli bo‘lsa, u holda x vektor a va b vektorlarning ayirmasi deyiladi hamda x=a—b deb

yoziladi.
Agar «kamayuvchi» a va «ayriluvchix» b vektorlar berilsa, u holda ushbu b + % =

d munosabatni ganoatlantiruvchi % vektor doim mavjud. BC =x, AC =a, AB =b. Demak,

a-b ayirma vektorni chizish uchun bir nugtadan chiquvchi a va b vektorlarni chizib, b
vektorning uchidan a vektorning uchiga boruvchi vektorni chizish kifoya. Shunday qilib,
vektorlarni ayirish amali hamma vagt ma’noga ega.

2) Vektorni songa ko‘paytirish.
a vektorni A € R soniga ko‘paytmasi deb shunday b vektorga aytiladiki, bu vektorning

uzunligi ‘5‘:1-\5\ teng bo‘lib, yo‘nalishi esa A >0 bo‘lganda a vektor bilan bir xil

yo‘nalgan, A < Qbo‘lganda a vektorga garama-garshi yo‘nalgan bo‘ladi.
1-misol.

Berilgan 5 b vac vektorlarga asosan quyidagi vektorni yasang:

U=2a—-b+=¢

e

N |~

S
N

C vektorlarni ketma- ket joylashtiramiz:

N |~

Bir nugtadan boshlab 2@, —b va

4
2

c

Izlangan 23 vektor hosil bo‘ladi, «

Vektorning koordinatalari. Musbat yo‘nalishi tanlab olingan | to‘g‘ri chiziq o ‘q deb
ataladi. O‘gning yo‘nalishini odatda strelka bilan ko‘rsatiladi (7-chizma), bu strelkaning

yo‘nalishi [ to‘g‘ri chiziqdagi munosabat yo*‘nalishni aniglovchi € vektor yo‘nalishi bilan bir
xil bo‘ladi.

N
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v

OE =¢,

Yo‘nalish o‘qdagi musbat yo‘nalish bilan bir xil bo‘lgan hamda uzunligi birga teng bo‘lgan
vektor ( € vektor) o‘gning orti (bazisi) deyiladi.

AB vektorning | o‘qdagi proeksiyasi deb, shunday E vektorning uzunligiga
aytiladiki, unda A; va B; lar mos ravishda A va B nuqtalarning [ o‘qdagi ortogonal
proeksiyalari bo‘lib, bu uzunlik E va ¢ vektorlarning yo‘nalishlari bir xil bo‘lganda
musbat ishora bilan, aks holda manfiy ishora bilan olinadi (8-chizma).

? b \
I A

\

A

e

>
»

A 4
v
v

Al

g ! B 4 !
Pr, AB =|4B|>0 Pr, AB=—|4,B|<0
8-chizma.
AB vektorning [ o‘qdagi proeksiyasini Pr, AB =+|AB,|. (5.1)

Bundan AB vektor o‘qqa perpendikulyar bo‘lgandagina uning proeksiyasi nolga teng
degan xulosa kelib chigadi. AB, =x-e tenglikdagi x son AB vektorning proeksiyasidir,

ya’ni X= Prlﬁ.
Vektorning o‘qdagi proeksiyasining xossalari:
1. Pn(5+5+6+...+a):Pné+Pr,5+Pr,E+...+Pr,H

2. Pr(4-a)=4-Pra, 1#0.
3. Teng vektorlarning bitta o‘qqga proeksiyalari o‘zaro tengdir.
4, Pnéz‘é‘-cosw, buyerda ¢ - & va € vektorlar orasidagi burchak, 0 < @ < 7.

Agar tekislikda (yoki fazoda) koordinatalar boshi deb ataluvchi nugta, o‘zaro
perpendikulyar to‘g‘ri chiziglar, ularda musbat yo‘nalish hamda uzunlik birligi (umuman
aytganda, har bir yo‘nalishdagi o‘qda har xil) tanlangan bo‘lsa, tekislikda (fazoda) Dekart
koordinatalar sistemasi berilgan deyiladi. O‘glar mos ravishda abssissalar o‘qi, ordinatalar
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o‘qgi, (aplikatalar o‘qi) deb yuritiladi. Tegishli o‘qlar koordinatalar o‘qglari deyiladi. Faraz
gilaylik, tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lsin (uni gisgacha Oxy sistema

deb ham yuritiladi) va a vektor koordinatalar boshi 0 nugtadan chiqgan bo‘lsin.

a vektorning koordinatalari deb uning koordinata o‘glaridagi proeksiyalariga aytiladi,
ya’ni

— —

X=Pr,a, y=Pr,a.

Agar OXy sistemada a = {X, Y1} b= {X,,¥,} bolsa, a+b= E{X1 +X, Vi + Y, )
bo‘ladi.
Agar Oxy sistemada a vektorning koordinatalari {x, y} bo‘lsa, A-d vektorning shu
sistemadagi koordinatalari {Ax, 1y} boladi.

Agar Oxy sistemada AB vektor boshining koordinatalari {x,, Y, } va oxiri {X,, y,}

bo‘lsa, AB vektorning koordinatalari {X, —X, , Y, — Y, } bo‘ladi , ya’ni

E:{Xz =X, Y, _yl} (5.2)
2-misol
Agar a{54} vektor boshining koordinatalari A(-2,3) bo‘lsa, uning oxirining
koordinatalarini aniglang.
> 5.{5,4} vektor  oxirining  koordinatalari B(X,y) bo‘lsin. U holda

X—(—Z):S, y—3=4<X=5-2=3, Yy=4+3=7 bo‘ladi. Demak, B(3,7).<

3-misol
Agar 1_5{2,—1} vektor oxirining koordinatalari B(3,2) bo‘lsa, uning boshining
koordinatalarini aniglang.
» b{2,—1}dan
3-x=2, 2-y=-1 x=3-2=1 y=2+1=3.

Bundan A(l, 3).4

2.1.1 Chiziqli bog‘liq va chiziqli erkli vektorlar sistemasi. Bazis.

_ —

Bizga n ta a, aj, a,...,a
bo‘Isin bu sonlarning mos vektorlarga ko‘paytmalarining yig‘indisini tuzamiz.

vektorlar va n ta &, «,, o5,...,, sonlar berilgan

n n

al-a+a2-§2+a3'i+...+an-§n ko‘paytmaga vektorlar sistemasining chizigli
kombinatsiyasi deyiladi.
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5;, g a:aﬁn vektorlar sistemasi uchun kamida bittasi noldan fargli shunday n

ta o ,q,0,..,Q

. sonlar mavjud bo‘lsaki, ular uchun vektorlar sistemasining

chizigli kombinatsiyasi nolga teng, ya’ni
o -a+a, a,+a-a,+...+a,-a =0 (5.3)
bo‘lsa, bunday vektorlar sistemasiga chizigli bog‘liq sistema deb ataladi. Aks holda
a, a,, a,,...,a  vektorlar chizigli erkli ~deyiladi, ular uchun  (5.3) tenglik fagat
o =a,=a,=...=a,=0 Dbo‘lgandagina o‘rinli bo‘ladi.
Agar vektorlar chizigli boglig bo‘lsa, (5.3) dagi biror vektorni boshga vektorlar
orqgali ifodalab olish mumkin. al-a ifodani qoldirib qolgan ifodalarni tenglikning o°ng

tomoniga o‘tkazib o, #0 ga bo‘lsak,
— — a
a=—->=a-——-a8-——38—...———>-a

va belgilash kiritsak, bu vektor golgan vektorlarning chizigli kombinatsiyasidan iborat
bo‘ladi:

a,=p, 4 +f a4+, a,+...+ B4, . (5.6)

Agar vektorlardan kamida biri golgan vektorlarning chizigli kombinatsiyasidan iborat
bo‘lsa, u holda bu vektorlar chizigli bog‘liqdir. Aks holda barcha vektorlar chizigli erkli
bo‘ladi.

Ixtiyoriy a vektorni n ta chizigli erkli 51 ej, e:€ vektorlarning chizigli
kombinasiyasi ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa, u holda shu N ta vektorlar fazoning
bazisi deyiladi.

Bazisni hosil giladigan vektorlar soni fazoning o ‘lchami deb ataladi. Bazisga kiruvchi
vektorlar bazis vektorlar deb ataladi.

1. To‘g‘ri chizigning o‘lchami 1 ga teng, chunki to‘g‘ri chiziqda istalgan € vektor bazis
hosil giladi, golgan vektorlar shu bazis vektor orgali ifodalanadi:

a=a-e, a=#0. (1o‘lchovlifazo)
2. Tekislikning o‘lchami 2 teng, chunki tekislikda kollinear bo‘Imagan istalgan ikkita 51

va e: vektor chizigli erkli bo‘lib, bazis hosil giladi, qolgan vektorlarni esa ular orgali ushbu
ko‘rinishda ifodalash mumkin:
a=a-e+pe, (a’+p=0). (20lchovlifazo)
3. Fazoda
a=a-e+f-e+y e, (a®+p°+y’=0). (3olchovlifazo)

Vektorlarni bazis vektorlarning chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalashga bazis
bo ‘yicha yoyish deyiladi.

Ba’zis vektorning uzunliklari har xil bo‘ladi Biz amaliyotda birlik uzunlikka ega
bo‘lgan birlik vektorlardan tashkil topgan bazislar bilan shug‘ullanamiz. Bazis vektorlar bir
biriga nisbatan har xil joylashgan (har xil burchak ostida) bo‘ladi. Biz koordinata o‘glarida
yotuvchi, yo‘nalishi koordinata o‘glarining musbat yo‘nalishi bilan ustma-ust tushuvchi
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birlik uzunlikka ega bolgan va o‘zaro perpendikulyar bolgan i, j, k birlik bazis vektorlar
bilan shug‘ullanamiz Bu vektorlar ortonormal vektorlar yoki ortlar deyiladi.

a=0A vektorning o‘qlaridagi proeksiyalari mos ravishda a,, a,, a, bilan belgilasak,

uning birlik—bazis vektorlar(ortlar) orgali yozuvi
a(a, .a, .a,)=ai+a j+ak (5.7)

dan iborat bo‘ladi.

Bu ifodaga a vektorning i, j, k ba’zis vektorlar yoki koordinata o‘glari bo‘yicha
yoyilmasi deyiladi

Koordinata boshidan chiggan vektorga radius vektor deyiladi.
4-misol
Agar a{-14}, b{2,-1}, c{3,5} vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo‘lsa quyidagi
vektorlarning koordinatalari aniglansin:

ay S py 2+b ¢
2 2
. a)c—2b=~{3—2-2, 5—2'(—1)}26{_0.5,3.5},
2 2 2
ah - -[— 4+(-1 =
b)a;b—c:s{ 12+2_3, +£ )_5}25{_2.5,—3.5}.4

Auditoriya topshiriglari

1. Agar ¢ = A—B b= R vad= R vektorlar ABC_uchburchakning tomonlari

bo‘lsa, u holda bu uchburchakning M,an @ medianalarini @, b va ¢ vektorlar
orgali ifodalang.

2. d=1+4]—-5k va b=37 —2] +3K vektorlar berilgan bo‘lsa, u=2a-3b
3. 1-

vaV=——a-+ Eb vektorlarni aniglang. Dekart koordinatalar sistemasida U va V

vektorlarni yasang.

3. d(2;-3; 4), 5(5; 3;,—2) vektorlarga qurilgan parellelogramning diagonallarini
ifodalovchi vektorlarni toping.

4. ABCD to‘g‘rito‘rtburchakning tomonlari uzunliklari AB =4, BC =3 bo‘lib, A va

B uchidan ﬁ va B—Cf vektorlar yo‘nalishida @ va b birlik vektorlar go‘yilgan.

—_— — —  —

1)AB, CD, AC, CB va DB vektorlarni & va b vektorlar orgali ifodalang.

2) N va P nugtalar mos ravishda BC va CD tomonlarning o‘rtasi bo‘lsa, Mﬁ va

_—

PN vektorlarni & va b vektorlar orgali ifodalang.
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5. Radiusi R =3 bo‘lgan aylananing 90° li  AB yoyini C nugta orqali
AC : CB = 3: 2 nishatda AC va CB yoylarga bo‘lingan. Agar OA=avaOB=b bo‘lsa,

OC vektorni @ va b vektorlar orgali ifodalang.
6. To‘g‘riburchakli ABCD trapetsiyaning asoslari AD =4, BC=2 bo‘lib, D

buchagi 45° ga teng. HS A—C BC va AD vektorlarni CD vektor bilan aniglangan |
o‘gga proyeksiyalarini toping.

7. Asosi ychburchakdan iborat bo‘lgan SABC piramidada SA=a, SB=b va SC=c.
Agar M nugta AABC ning og‘irlik markazi bo‘lsa, SM vektorni bu vektorlar orgali ifoda
qgiling.

8. Uchburchakning A(L;2;—1) uchi, ﬁ:{—2;1;4} va ﬁz{S;—1;4} tomonlari

yotgan vektorlar berilgan bo‘lsa, uchburchakning golgan uchlari va AC vektorni toping.

Mustagqil yechish uchun testlar

1. Agar A(2,0;4), B(5;2;4), C(-2;6;5), D(-5:6:3) berilgan bo‘lsa, a= AB +CD vektorni
toping

A a(0;2-2); B) a(G:14;10); C) a(47;-2); D) a(7:10)

2. Agar A(2;0;4), B(52;4) , C(-2;6;5), D(0;6;3) berilgan bo‘lsa, a= AB — CD vektorni
toping

A) a(6:2,2); B) a0;-2-2); C) a(47,-2); D) a(7:L0)

3. A(L-2,3), B(3,4,—6) berilgan bo‘lsa, ﬁé vektor uzunligini toping

A 7, B) 11, C) 13; D) 8

4. A(-4;0;2), B(-1;2;-2), C(6;-2;4) uchburchak uchlari koordinatalari bo‘lsa, mediana
chizig‘ini ifodalovchi BE vektor koordinatalarini aniglang

A {2-35} B) {23-5; C) {-23-5}; D) a(7;10)

5. i g ia? vektorlarning ... bittasini qolganlarining chizigli kombinatsiyasi shaklida
ifodalash mumkin ..., bu sistema chiziqli bog‘liq sistema bo‘ladi.

A) kamida, bo‘lsa; B) ixtiyoriy, bo‘lsa;

D) kamida, bo‘Imasa; D) ixtiyoriy, bo‘Imasa;

6. i g agn vektorlarning ... bittasini qolganlarining chizigli kombinatsiyasi shaklida
ifodalash mumkin ..., bu sistema chiziqli erkli sistema bo‘ladi

A) kamida, bo‘lsa; B) ixtiyoriy, bo‘lsa;

D) kamida, bo‘Imasa; D) ixtiyoriy, bo‘Imasa;
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2.2 Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish. Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi

2.2.1 IkKi nuqta orasidagi masofa. Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish

a) Ikki nuqta orasidagi masofa. Fazoda ikkita ixtiyoriy A(X,, ¥, Z,), B(X,,Y,,Z,) nugta
berilgan bo‘lsin. Bu nugtalar orasidagi masofani topish bilan shug‘ullanamiz. A, B nugtalarni
koordinatalar boshi O nugta bilan tutashtirib, bu nugtalarning radius-vektorlarini yasaymiz.

Izlanayotgan masofani d(A,B) bilan belgilaymiz, ya’ni ‘N?;‘:d(A, B) . Bu holda

AB=OB-OA OA va OB radius-vektorlarning koordinatalari mos ravishda

CTA':{Xl,yl,Zl} ,@:{Xz,yz,zz} bo‘lgani uchun AB vektorning to‘g‘ri burchakli
(él,éz,ég)bazisga nisbatan koordinatalari quyidagicha bo‘ladi:

AB={X~% Y, =¥ Z,~2} < AB=(X—%)-er+(y,~¥)-e2+(z,-2)-e:
bundan

‘E‘:\/(Xz_X1)2+(y2_Y1)2+(22_Z1)2 (6.1)

ni hosil gilamiz. |E| esa A va B nuqtalar orasidagi d(A, B) masofa bo‘lgani uchun

2 2 2
d(AB)=y(% - %) +(¥,~%.) +(2,-2,)
Adgar tekislikda ikkita A(x;,Y;), B(X,,Y,)nugta berilgan bo‘lsa, ular orasidagi masofa

d(A’B)=\/(Xz—X1)2+(y2—y1)2 6.2)
formula bilan aniglanadi.
b) Kesmani berilgan nisbatda be‘lish. A(X,,Y,,z,) va B(X,,Y,,Z,) nugtalar fazodagi
ikkita ixtiyoriy har xil nugta bo‘lsin.
A va B nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning ixtiyoriy nugtasi C uchun
AC=1-CB 6.3)
tenglik o‘rinli. (5.5) da C nugta [AB] kesmaning ichki nugtasi bo‘lsa, A > 0, C nugta [AB]
kesmaning tashgi nugtasi bo‘lsa, A <0 bo‘ladi.
[AB] kesmani berilgan nisbatda bo‘lish masalasi quyidagicha aniglanadi: A(Xl, Y. Zl) va

B(X,,Y,,Z,) nugtalar va A son berilgan. (4, B) to‘g‘ri chiziqda yotuvchi va  (6.3)
tenglikni ganoatlantiruvchi C nugtaning koordinatalari topilsin.
Ravshanki, (6.3) dan ‘E‘:W‘@‘ bundan

4| = E (6.4)
3
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Shuning uchun biz garayotgan masala (AB)to‘g‘ri chiziqda yotib, [AB] kesmani A >0
bo‘lganda ichkarida, A <0 bo‘lganda tashgaridan A :1 nishatda bo‘luvchi C nugtaning
koordinatalarini topishdan iboratdir.

C nugtaning Dekart koordinatalarini {x,y,z} bilan belgilaylik. U holda (6.3) tenglikka
ko‘ra ushbu tengliklar sistemasini hosil gilamiz:

X=X =1-(%=X), Y=Y, =4-(Y,—Y), 2-2,=2+(2,—-12)

A#-1 ekanini hisobga olib, C nugtaning koordinatalari uchun bundan quyidagi
formulalarni hosil gilamiz:
X:X1+ﬂ'X2 y:y1+/1-y2 :zl+/1-zz

, I=—F——% (6.5)
1+ 4 1+ 4 1+ 4

Agar A =1 bo‘lsa, (5.6) dan ushbu formulaga ega bo‘lamiz.

X:X1+X2 :yl+y2 Zzzl"'zz
2 2 2
Bu berilgan kesma o‘rtasining koordinatalarini beradi. Agar [AB] kesma tekislikda

(6.6)

berilgan bo‘lsa, uni A nisbatda bo‘lish formulalari
X=x1+/1~x2 y=y1+/1-y2

1+4 1+ 4
ko‘rinishda bo‘ladi.

1-misol
Oxirgi nugtalari A(=1, 8,-3) va B(9;—7; 2) bo‘lgan kesma P,P,,P, va P, nugtalar

bilan teng beshta bo‘lakka bo‘lingan bo‘lsa P, va P, nugtalarning koordinatalarini toping.

1
» AR :PB=1:4 bo‘lgani uchun, /lzz. (6.5) formulaga ko‘ra, P(X;; V¥,;Z,)
koordinatalari

449, 48D, _4(D+2

4+1 o 4+1 ' 4+1

3
AP, : P.B=3:2 bo‘lgani uchun, /1=E. (6.5) formulaga ko‘ra, P,(X,; Y,1Z,)
koordinatalari

X:2(—3+39:5)/:28+3cﬁ):_12224e3+3220
: 2+3 e 2+3 o 2+3

Demak, P,(L; 5-2) va P,(5-1 0).«
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2.2.2 Vektorlarni skalyar ko‘paytirish
Ikki a va b vektorning skalyar ko ‘paytmasi deb, bu vektorlar uzunliklarini ular

orasidagi burchak kosinusi bilan ko‘paytmasiga teng bo‘lgan songa aytiladi va (a’, 5) yoki
a-b bilan belgilanadi.
Ta’rifga ko‘ra,
(5,6):5-5:‘5‘-‘5‘-00540 (6.7)
Skalyar ko‘paytma tushunchasining manbai mexanikadir. Hagigatan, agar a ozod

vektor qo‘yilgan nuqta b vektorning boshidan oxiriga siljuvchi kuchni tasvirlasa, bu kuch
bajargan A ish ushbu tenglik bilan aniglanadi:

Az‘a‘-‘ﬁ‘-cow

2-misol
Berilgan F ={6,—2,1} kuchning to*g‘ri chizig bo‘ylab A(3,4,—2)nugtadan B(4,—2,-3)
nugtaga siljishida bajargan ishni hisoblang

> AB = {x, Y, z} vektorning  koordinatalarini  aniglaymiz. Buning uchun
X=Xg — Xz, Y=VYg —Ya» 2=25—2, formulalarga Ava B nugtalarning koordinatalarini
goyib x=4-3=1, y=-2-4=-6,z=-3+2=-1 larni topamiz.
Demak, ﬁ:{l,—G,—l}. F kuch ta’siri ostida bajarilgan ish o‘tilgan AB yo‘l bilan F
kuchning skalyar ko‘paytmasiga tengligidan, ya’ni ish F-AB ga teng. Shuni hisoblaymiz:
ﬁ-ﬁ:(esél—zéz +§3)-(él—6§2 —ég)z6-1+(—2)-(—6)+-(—1)=6+12—1=17.
Demak, A=F-AB=17. «

Agar a-b ko‘paytmani ‘5‘-‘5‘-005(0 ko‘rinishda yozib, ‘5‘-COS¢)= Praﬁ ekanini
e’tiborga olsak, 5-62‘5‘-PI’56 ni hosil gilamiz.

a - COSQ = PFBEI ekanligini e’tiborga olsak, 56:‘6‘ PFB.::i ni hosil gilamiz. Demak,

a-b=[a- Pr.b=o|-Pr.a ©9)
formulalar o‘rinli. Boshgacha aytganda, ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi ulardan birining
uzunligi miqgdori bilan ikkinchisining shu vektor yo‘nalishidagi proeksiysi ko‘paytmasiga
teng.
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1-chizma.

Agar ikki vektor orasidagi burchak % ga teng bo‘lsa, ular ortogonal vektorlar deyiladi.
3-misol

Agar &, bva C vektorlar koordinatalari bilan berilgan, ya’ni:

a=i—-4j+8k; b=4i+4j-2k; c=2i+3j+6k.

d-a
El

bo‘lsa (6 +6) vektorning a vektordagi proyeksiyasini toping.
>

b+c=6i +7]+4k=d , (6.8) dan Pr§(5+6)=Pr-J= formulani

hosil gilamiz. Pr, (b +¢) = 6;/11j7'((:)12+22'8 :% . <
+(—4)" +

Skalyar ko‘paytmaning bir gator eng sodda xossalarini keltiramiz.

I 1-teorema. Agar a-b=0 bo Isa, u holda a vab vektorlar ortogonal bo ‘ladi.
2-teorema. Har ganday vektorning shu vektorning o ziga skalyar ko ‘paytmasi bu vektorning
uzunligi kvadratiga teng, ya ni
= = —|2
a-a= ‘a‘ (6.9)

—

‘ 3-teorema. Skalyar ko ‘paytma o ‘rin almashtirish qonuniga bo ‘ysunadi, ya’ni ixtiyoriy ikki

5 va 5 vektorlar uchun 5-5:b-5 munosabat o ‘rinli.

4-teorema. Skalyar ko ‘paytma skalyar ko ‘paytuvchiga nisbatan gruppalash gonuniga
bo ‘ysunadi, ya ni (/1-5)-6:5-(/1-5):/1-(5-6) munosabatlar o ‘rinli.
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5-teorema. Skalyar ko ‘paytma go ‘shishga nisbatan tagsimot gonuniga bo ‘ysunadi, ya ni

ixtiyoriy uchta 5, b va ¢ vektorlar uchun ushbu tenglik o ‘rinli:

—

(a+B)-c=a-c+b-¢

Skalyar ko‘paytmaning Dekart koordinatalar sistemasidagi formulasi

6-teorema. Dekart koordinatalar sistemasida a = {Xi, Yis Zl} vab= ‘{sz Y, 22} vektorlar

berilgan bo‘lsa, bu vektorlarning skalyar ko ‘paytmasi ularning mos koordinatalar
ko ‘paytmalarining yig ‘indisiga teng, ya ni

—  —

a-b=Xx-%+Y-¥,+7%°2 (6.10)
Agar é:{><1,y1} va Bz{xz,yz} bo ‘lIsa,

a-b=x-X+Vy,-Y, (6.11)
bo ‘ladi.

a={x,Y,} vektorning uzunligi koordinatalarda

‘é‘ =X +y? (6.12)

a= {Xl, Y1 21} vektorning uzunligi esa
‘5‘:«/x2+y2+22 (6.13)
formuladan topiladi.

Vektorlar orasidagi burchak koordinatalari orgali (Dekart sisitemasida), ya’ni skalyar

ko‘paytma ta’rifiga ko‘ra osongina topiladi: a= {Xl, yl} va b= {XZ, y2} vektorlar uchun

=\ a B Xl'X +V, -y
Cos(a’b)_‘a‘-‘ﬁ‘_\/xf+y}-\/1x§jy§ (6.14)

a= {X, Y.z }vab={x,,y,,2,} vektorlar uchun

(eox)

- —

=y oasb XX Yy,
cos(a,b)= i T yf2+ 2121 -jx§ +1y§2+ - (6.15)

formulalar o‘rinli.

4-misol

Ikki @ va b vektorlar orasidagi burchak ¢=7/4 ga teng va ‘5‘:\/5, ‘5‘:3 ekanligi

ma’lum bo‘lsa ¢ =2a+3b vektorning uzunligini hisoblang.
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>C vektorning uzunligini topish uchun vektorlarning skalyar ko‘paytmasidan foydalanamiz.
- - =2 =2 =2
a-a=a debbelgilabva a = ‘a‘ ni e’tiborga olib, berilgan vektorning har ikki tomonini

kvadratga ko‘taramiz:

—2

G (2a+36)2 _ 43 +12a-b+9b°

berilganlarga asosan:

N7

9; 5.5:\5\.\5\.c05¢:ﬁ.3.7:3.

2 [ =2 5 =[ff -

Demak, C =4-2+12-3+9-9=125 yoki \E\=\/125=5J§.<

Odatda  vektorning koordinata o‘glari bilan tashkil gilgan «, £, ¥ burchaklarning
kosinuslari uning yo ‘naltiruvchi kosinuslari deyiladi(2-chizma).

~v

2-chizma.

a:{x,y,z} vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslari uning koordinatalari orgali
quyidagicha aniglanadi:

X z
cosa = , COSf = y

2 2 2 2 2 2’0087/: 2 2 2
VXT+Y +2Z VXT+Y +2Z VXT+Y +2Z

Birlik vektorlarning koordinatalari uning yo‘naltiruvchi kosinuslaridan iborat, ya’ni

—

a0

(6.16)

agar =1, bo‘lsa,

—_—

a’ ={cosa,cos 3,cos y} (6.17)
(6.16) ga ko‘ra,
cos’ a +¢cos” f+cos’ y =1 (6.18)

formulani hosil gilish mumkin, ya’ni vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslari kvadratlarining
yig‘indisi birga teng.
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Auditoriya topshiriglari

1. C(2;0;2) va D(5;-2;0) nugtalar yordamida teng uch gismga bo‘lingan kesmaning
oxirlari A va B nugtalarning koordinatalarini toping.
Javob: A(-L 2;4), B(8,—4; 2)
2. a va b vektorlar koordinatalari bilan berilgan:

a=7i+2j+3k; b=2i—2j+4k
Bu vektorlarlarning skalyar ko‘paytmasini toping.
Javob: a-b=22
3. Agar ‘5‘ :7\/5, ‘6‘ =4 va (é,"ﬁ) = 45%ho‘lsa, 3a+ab vaa-2b vektorlar o ning
ganday giymatlarida o°zaro perpendikulyar bo‘ladi?
Javob: o =315
4. Uchlari A(-1;5;1), B(3;,1,—2)vaC(—3;3;2) nugtalarda bo‘lgan uchburchak berilgan.
AC tomonni davom ettirishdan hosil bo‘lgan tashqgi burchakni aniglang.
Javob: ¢ =arccos(4/9)
5. Uchlari A(-2;31), B(-2-14) va C(-2—4;0) nugtalarda bo‘lgan uchburchak

berilgan. Bu uchburchakning C ichki burchagini hisoblang.
Javob: /BCA=7rx/4

6. Agar A(—4;0;4), B(-12;-2), C(6;—2;4) chburchak uchlari koordinatalari bo‘lsa, BA
vektorni mediana chizig‘ini ifodalovchi ﬁvektorga proyeksiyasini aniglang.

Javob: 5l
7

7. Rombning tomonlari umumiy uchdan chiquvchi a va b vektorlarda joylashgan. Uning
diagonallari perpendikulyar ekanligini isbotlang.

8. Agar OA=4dva OB=b vektorlar berilgan hamda [d]=2, ‘6‘:4v va (é,’\la)=60°

bo‘lsa, AOB uchburchakning OA tomoni OM medianasi orasidagi ¢ burchak kosinusini
toping.

Javob: cos¢ = 2

J7

Mustagqil yechish uchun testlar
1. Agar A(-4;1), B(2;4) nugtalar uchun AC:CB=2:1 o‘rinli bo‘lsa, C-?
A) C(-L2); B) C(-L3); C) C(6;3); D) C(-22)

2. Proyeksiyalar bilan berilgan a va b vektorlarning skalayar ko‘paytmasi gaysi javobda
berilgan?
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A |a|Prb;  B) |o|Pr,b; D)|a|Pr.b E)Pr,b - Pr.a

3. 5(2;1; 6)va b(L;—2;—1) vektorlarning skalyar ko‘paytmasini hisoblang.
A 0 B -4 C -6 D) 4

4. a(4:-7:4), b(4,—2,-3) vektorlar berilgan. U holda pl‘gﬁ ni toping

A 2 B3 C 4 D)5

5. Agar‘a‘ :3,‘5‘ :2,(5,"5):600 berilgan bo‘lsa, (§+5)-(25—36) skalyar ko‘paytma
topilsin.

A 2 B3 C 6 D4

6. A(L,—2,3), B(34,—6),C(-31,3) berilgan bo‘lsa, ﬁ vaﬁ vektorlar orasidagi burchak
kosinusini toping

1, 2. .
A B O Do

2.3 Vektorlarning vektor va aralash ko‘paytmalari

2.3.1 IkKki vektorning vektor ko‘paytmasi

Vektor ko‘paytma ta’rifini Kiritishdan avval, biz uchta o‘zaro nokomplanar vektor
uchligining fazoda joylashishi bilan bog‘liq bo‘lgan zarur bir tushunchani kiritamiz. Shuni
aytib o‘tamizki, keyingi punktlarda yuritiladigan mulohazalar fagat uch o‘lchovli fazoga doir
bo‘ladi.

Agar komplanar a, b va ¢ vektorlar boshi umumiy nuqtaga keltirilgandan so‘ng fi
vektorning oxiridan (uchidan) garaganda a vektordan b vektoga garab s dan kichik
burchakka burish soat miliga garama-garshi bo‘lsa, bu a, b, & uchlik ong uchlik, aks
holda chap uchlik deyiladi. Chap va o‘ng uchlikni tashkil etadigan uchlik tartiblangan uchlik
deb yuritiladi.

Biz o°ng uchlikdan foydalanamiz.

a va b vektorlarning vektor ko ‘paytmasi deb quyidagi shartlarni ganoatlantiradigan &
vektorga aytiladi.

1) ¢ vektor a va b vektorlarga perpendikulyar (ortogonal);

2) \E\ =\5\-\6\-sin(5,6); (7.1)
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3) a, b, c vektorlarning tartiblangan uchligi o‘ng uchlikni tashkil etadi (3-chizma).

3-chizma.

(Bu ta’rifda a=0, b=0deb faraz gilinadi) a va b vektorlarning vektor ko‘paytmasi axb
yoki [5,5] ko‘rinishida yoziladi. Agar a va b vektorlar kollinear bo‘lmasa, u holda
‘E‘=‘5x6‘ son a va b vektorlarga ysalgan parallelogrammning S yuziga teng bo‘ladi.
Shunday gilib, S :‘5‘-‘6‘-sin(é,5):‘éx6‘.

Agar a va b vektorlar kollinear bo‘lsa, u holda axb=0 , chunki go:(é,B):o yoKi
o= da sin(5,5)=0.
1-misol
Agar ‘5‘ =8, ‘5‘ =15, a-b =96 bo‘lsa, ‘éxﬁ‘ ni hisoblang.

» a va b vektorlarning vektor ko‘paytmasi uzunligi, shu vektorlar uzunliklari ko‘paytmasi

bilan ular orasidagi burchak sinusi ko‘paytmasiga teng. a va b vektorlarning skalyar
ko‘paytmasi ga asosan:

5-6:|§|-‘5‘cos(é,"6)

Bundan
-\ ab 9% 4
cos(a,"b) = |§|.‘5‘ N
U holda
sm(é,’\B) :\/1—cosz(é,"5) = 1—(%)2 = E:g
Demak,
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Vektor ko‘paytma quyidagi gonunlarga bo‘ysunadi:

1. Vektor ko‘paytmada ko‘paytuvchilar o‘rnini almashtirilsa, uning ishorasi
o‘zgaradi, ya’ni

5><6=—(6x5)

2. Vektor ko‘paytma skalyar ko‘paytuvchiga nisbatan gruppalash gonuniga

bo‘ysunadi, ya’ni
(ﬂ-a)x5=ax(ﬂ-5)=l~(ax6)

3. avab vektorlar yig‘indisi bilan ¢ vektorning vektor ko‘paytmasi tagsimot

gonuniga bo‘ysunadi, ya’ni
(3+B)xC=axc+bxc
Endi vektor ko‘paytmaning koordinatalar orgali yozilishini ko‘rib o‘tamiz. Avvalo

koordinata o‘glarning Ti,f( ortlar uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli bo‘lishini eslatib
o‘tamiz:

i
i, jxi=—k, (7.2)
kxk:O, kxi=j, kxj=-i.
Buni gisgacha quyidagi sxema orgali ham berish mumkin.

TX]XRXTXT — +

(7.3)

X jxkxix] « -
a va b vektorlar Dekart koordinatalar sistemasida mos ravishda a{ax,ay,az} va
b{bx, b, ; bz} koordinatalarga ega bo‘Isin, ya’ni
ala;a,a,}=ai+a, j+ak, b{b;b;b,}=bi+b j+bk
axb ko‘paytma uchun formulani (7.2) ni hamda vektor ko‘paytmaning xossalarini
e’tiborga olib topamiz:
axb=ah - (x|)+ab (fo)+asz-(ExT)+ +axby~(Tx])+ayby-(]x])+azby-(ﬁx])+

+a,b, ‘(?XR)‘i‘abe -(]xR)+asz (RXR)
yoki
axb=-ab -k+ab, - j+ab -k-ab, i-ab, j+ab, i
Bir xil ortlarga ega bo‘lgan qo‘shiluvchilarni gruppalab yozamiz:
axb= (aybZ —azby)-f+(azbX —axbz)-]+(axby —aybx)-E

Buni yana ushbu ko‘rinishda yozish mumkin:
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i ]k
axb=|a, a, a, (7.4)
b, b, b,

Bu formuladan quyidagi ikki tasdiq kelib chigadi.
1. (ikki vektorning kolleniar bo‘lish sharti). a va b vektorlar kolleniar bo‘lishi uchun
axb =0 bo‘lishi zarur va etarli.

2. (uchburchak yuzining formulasi). a va b vektorlarga uchburchak yasalgan bo‘lsin, u
holda bu uchburchakning yuzi:

i ]k
1- - 1
S ZE‘aXb‘ZEmOd a, a, a, (7.5)
b, b, b

X y z
(7.1) va (7.5) formulalar vektor ko‘paytmaning geometrik tatbiglari hisoblanadi.
2-misol
Berilgan a{2;0;3}=2i+3k va Db{0;~41=—4j+k vektorlardan tuzilgan
parallelogramning yuzini hisoblang.

—

» (7.1) ga binoan, ‘é X 5‘ = ‘5‘ -‘B‘Sin(a, A 5) Vektor ko‘paytma xossalari va (7.2)ga
asosan esa, axb = (27 + 3IZ)>< (— 47 + IZ): 12i —2] —8k boladi. Demak,
parallelogramm yuzi S = ‘é X 6‘ = \/122 + (—2)2 + (—8)2 =212 = Zﬁ(kv. b.) |

Quyida aralash ko‘paytmaning fizik tatbigiga bir masala ko‘ramiz:
3-misol
Agar N(1,2,3) nuqtaga F =¢ —2e, +4e, kuch qo‘yilgan bo‘lsa bu kuchning M (3, 2,-1)

nugtaga nisbatan momenti topilsin.
» MN vektorni aniglaymiz: MN ={1-3,2-2,3-(-1)} , MN={-2,0,4} . N
nugtaga qo‘yilgan F kuchning momenti

€1 (P €3
m (F)=MNxF-| . F, F

R, (B, ()

formula bilan topiladi. Bu formulaga asosan quyidagini topamiz:

e & e
my(F)=MNxF=/1 -2 4|=-8e-12¢;—4e:. <
2 0 4
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2.3.2 Vektorlarning aralash ko‘paytmasi

a, b, ¢ vektorlar tartiblangan uchligining aralash ko‘paytmasi deb, axb vektor bilan ¢
vektorning skalyar ko‘paytmasiga teng songa aytiladi va (5><5)E yoki [5,5]6 kabi
belgilanadi

Aralash ko‘paytmaning moduli nugtai nazardan ma’nosini tekshiramiz. 5, 5,6
vektorlar komplanar bo‘Imagan vektorlar bo‘lsin. axb=d deb belgilasak, d vektor moduli
a va b vektorlardan yasalgan parallelogram yuziga teng (4-chizma) (éxB)-E=H-E
bo‘lgani uchun skalyar ko‘paytma ta’rifiga ko‘ra

H-E:‘d‘-PrHE

4-chizma.

Ammo PraE:h migdorning moduli, ya’ni |h| son a, b, c vektorlarga yasalgan
parallelepipedning balandligini anglatadi.

Avralash ko‘paytmaning absolyut giymati shu a, b, c vektorlarga yasalgan parallelepiped
hajmiga teng, ya’ni

Vv =\(ax5)z\. (7.6)

parallelepiped

Avralash ko‘paytmaning ba’zi xossalarini keltiramiz:

1) Ko‘paytmada ikki vektorning o‘rinlari almashtirilsa, aralash ko‘paytmaning ishorasi
teskariga almashadi, ya’ni quyidagi tengliklar o‘rinli:
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(ﬁxB)-Z:—(Bxa)-a
(axb)-c=—(axc)-b,
(axb)-c=—(cxb)-a.
2) a, b, c vektorlarning o‘rinlari “doiraviy shaklda” almashtirilsa, aralash ko‘paytma
0°z ishorasini o‘zgartirmaydi, ya’ni ushbu tengliklar orinli:
(@xb)-c=(Oxc)-a=(Cxa)-b.
3) Agar a, b, c vektorlardan istalgan ikkitasi bir-biriga teng yoki parallel
(kollinear) bo‘lsa, ularning aralash ko‘paytmasi nolga teng bo‘ladi.

4) Agar a,b  vektorlar o‘zaro komplanar vektorlar bo‘lsa, ularning aralash

ko‘paytmasi nolga teng.

Endi aralash ko‘paytmani a, b, c vektorlarning koordinatalari orgali ifodalashga
o‘tamiz. Dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan a, b, ¢ vektorlarning yoyilmasi berilgan
bo‘lsin:

da={x,y,z}ca=xi+y,j+zk
b=1{X,,y,. 2, b=xi+y,j+7k
¢

={X,, ¥, Z,} &> C=X,i+Y, j+2.K

U holda
Lok
axb=|x vy, z = 2[i+|* i+ K,
X2 y2 Z2 y2 22 22 X2 X2 y2
Shuning uchun
Xl yl Zl
(éxﬁ) C =X zlz 2212 Y3 Z ))((12 +23i12 1//12 =% Y, 7
XS y3 Z3

Shunday qilib, uch vektor aralash ko‘paytmasining uchinchi tartibli determinant orqali ifodasi
ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:

AN A
A=(@xb)-c=|x, Y, Z,|. (7.7)
X3 y3 23

Formuladan kelib chigadigan ba’zi natijalarni keltiramiz.



64

1-Natija. a, b, c vektorlar komplanar bo ‘lishi uchun
XN 74
X, ¥, Z,|=0 (7.8)
X3 y3 23

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

4-misol
Berilgan a={2;,-13} , 5:{3;0;2}, C={L—L4} vektorlarni chizigli erklilikka
tekshiring.

» Agar uch vektor komplanar bo‘lsa, ular chizigli bog‘liq bo‘ladi. Chunki tekislikda
har ganday uch vektor chizigli bog‘liqdir. Berilgan vektorlarni komplanarlikka tekshirish
kifoya.

Zz =1 g
3 0 2=0-2-9-0+4+12=5=0.
1 -1 4

Demak, berilgan vektorlar chiziqli erkli ekan. <

—

o-Natija.  Agar A={X, Y52 h b=1{%,Y,2,}, ¢=1%, Vs, 25} bo'lib, bu vektorlar
komplanar bo ‘lmasa, u holda ularga qurilgan parallelepiped hajmi V ==£A formula o ‘rinli.
Unda musbat ishora a , b, ¢ o ng uchlikni, manfiy ishora shu a,b,clar chap uchlikni
tashkil etganda olinadi.

5-misol

Berilgan a=4i +3j—2k ,b=-2i — j+2k , € =2i + j + Xk vektorlardan tuzilgan
piramidaning hajmi 8 ga teng bo‘lsa, X ni toping.
» (7.7) ko‘ra, aralash ko‘paytmani topamiz.

4 3 -2
(@xb)c=|-2 -1 2|=-4x+12+4-4-8+6x=2x+4.
2 1 x
1 - 1
Vi =6Vpar_d bo‘lgani uchun va (7.6) dan, V. :6‘2X+4‘ =8, |2x+4|=48.

U holda, X, =—26 va X, =22.<
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Auditoriya topshiriglari

1. Uchlari A(L2;0), B(3;0;-3), C(52;6) nuqtalarda bo‘lgan  uchburchak  yuzini
hisoblang.
Javob: S, =o.5-‘(ﬁxﬁ)‘ 14 kv. birlik.

2. E:—37—22]+6E; ﬁ:—27+4]+4ﬁ vektorlar  AABC ning tomonlari. AD
balandlikning uzunligini hisoblang.

28AABC _%

Bef o

Javob: ‘E‘ =

3. a,b va ¢ vektorlar koordinatalari bilan berilgan:
a=2i-j—k; b=i+3j—k;c=3i-4j+7k.

Bu vektorlarning aralash ko‘paytmasini toping.

Javob: (5x5)~5=33.
4. Ushbu a=2i— j+2k; b=i+2j-3k; c=3i—4j+7k vektorlarning komplanarligini
isbotlang.
5. Uchlari A(12;3), B(2,4;1), C(7;6;3) va D(2;-3;—1) nuqtalarda bo‘lgan piramida
berilgan. Shu piramida uchun quyidagilarni: a) AB,AC,AD qirralarning uzunliklarini; b)

ABC yogning yuzini; d) piramidaning hajmini toping.
Javob:

a) [AB| =17, [AC|=2VA3, [AD|=512 ;
D)S wasc =%\EXE\ =14 kv. birlik;
d) V,, =30 kub birlik.

6. Agar tekislikda a@ va b vektorlar nokollinear bo‘lsa « ning ganday qiymatida
p=ca+ 2b va g —3a—b vektorlar kollinear bo‘ladi.

Javob: o =-6

— = AT T ~ _ 2 =
7. Agar [d]=3, ‘b‘:4 va (a b):§ bo‘lsa p=3d—-5b, =4+ 7b vektorlardan
tuzilgan uchburchak yuzini toping.

Javob: S, =%|ﬁxﬁ| =783

8. C(-1 4;-2) nugtaga go‘yilgan uchta F ={2;-1,-2}, Q={3; 2,1} va P :{—4; 1; 3}
kuchlar berilgan. Bu kuchlar teng ta’sir etuvchisining A(2; 3;—1) nuqtaga nisbatan
momentining yo‘naltiruvchi kosinuslarini toping.
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cosﬂ:—i cos S

Je6' ' Jes

Mustagil yechish uchun testlar

Javob: cosa =

1
V66

1. Berilgan a=2i +3] —K , b =—i +3] + 2K vektorlarning vektor ko‘paytmasi & x b
ni toping
A) {9-39}; B) {63-9}; C) {-9;3-5}; D) {9;36}

2. Agar |a]| =5, ‘5‘:8 va (éAB):% bo‘lsa, ‘(25+36)x(§—26) ni hisoblang

A) 75J3; B) 105, C) 140; D) 603
3. Agar a(L; 2;,—3), b(—2;1;—1) bo‘lsa, (a—2b) x (2a — b) vektor ko‘paytmani toping
A) (3-21,15); B) (-5-35-25); C) (3;,21,15); D) (5-35;25)
4, 5(2;1;6), b(L—2;—1) va ¢(2—4;—2) vektorlarning aralash ko*paytmasini hisoblang
A) O B) -4 C)6 D)4
5. Agar d = {X;—1;2}, b= {1; X;—3}, C= {1;—3; 5} vektorlar chizigli bog*liq bo‘lsa,
X ning giymatini toping
A) x=-2,%Xx,=02 B)x=2X=02
C)x,=-2,%x,=-02 D) x =2 x,=-02

Shaxsiy uy topshiriglari

1. Agar ‘5‘ =13, ‘6‘ =19, va ‘5+5‘ =24 bo‘lsa, ‘5—5‘ ni hisoblang.
Javob: ‘5—5‘:22.

2. Agar AABC da AB=m, AC=n ekanligi ma’lum bo‘lsa, quyidagi vektorlarni yasang:
m+n’ 2) m—n’ 3) n—m1 4) _m+n
2 2 2 2
3. a, b vektorlarga yasalgan parallelogrammdan foydalanib quyidagi ayniyatlarning
to‘g riligini chizmada tekshiring:

1)

1) (a+b)+(a-b)=2a,  2) a+(b-a)=b 3) = +b=

4. Teng yonli ABCD trapesiyaning pastki asosi AB=a, yon tomoni AD=b va ular

a+b
2 b

orasidagi burchagi :% berilgan. Trapesiyaning qolgan tomonlari va diagonallarini tashkil

etuvchi vektorlarni a va b vektorlar orgali ifodalang
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Javob: %:_g”—ﬁ; @:b%aaé; E:%§+B; @=—5+5; bu yerda a,
b mos ravshda a, b vektorlarning uzunliklarini bildiradi.
5.Koordinatalar boshidan M (12;—3;4) nuqtagacha bo‘lgan masofani hisoblang.
F(O; 2;—3) radius vektorning ortlar bo‘yicha yoyilmasini yozing va modulini hisoblang.
Javob: r=2j-3k, |r|=13.
6. M (=2; L; 3) va N(0;—1 2)nugtalar orasidagi masofani toping.

Javob: 3.

7.a{3, 2,7} va b{4, 1, -5} vektorlarning yig‘indisi va ayirmasini ort vektorlar yordamida
yozing.

I Tl

=7i+ 3] +2k

—b=-i+ ] +12Kk

8.Uchlari  A(5; 2;6), B(6;4;4), C(43;,2) va D314 nugtalarda bo‘lgan
to‘rtburchakning kvadrat ekanligini tekshiring.

a+
Javob: _
a

9. « va B laming ganday giymatlarida a=2i+aj+k va b=3i—-6j+ Sk
vektorlar kollinear bo‘ladi?
Javob: o =-4; ﬂzg :

10.Uchlari  A(2; 1 —4), B(; 3;5), C(7;2;3) va D(8;0;—6) nugtalarda bo‘lgan
to‘rtburchakning parallelogramm ekanligini isbotlang va parallelogramm tomonlari
uzunliklarini toping.

Javob. AB=DC bo‘lgani uchun parallelogramdir.

|AB|=/86 ~9,3; | DC|=+/41~6,4.

11. Uchlari A(-1 2;3), B(2; -1 1), C(L —3;-1) va D(-5; 3; 3) nuqgtalarda bo‘lgan

to‘rtburchakning trapesiya ekanligini isbotlang

Ko‘rsatma . AB va CD vektorlarning kollinear. AD va BC vektorlarning kollinear
emasligini tekshirish zarur.

12.Boshlang‘ich nugtasi M (-1 3; 2) va oxirgi nugtasi N(0;1; 4) bo‘lgan MN
vektorning yo“‘naltiruvchi kosinuslarini toping.

1 2 2
Javob. CcoSa=—; COSa=——; COSa=— .
3 3 3
13. a vektor Ox o‘qi bilan « =45, Oy o‘gi bilan S =60 burchak hosil giladi. Agar
‘5‘ =6 bo‘lsa, uning koordinatalari topilsin.
Javob. a{3,2;3;3}.

—

14. a va b vektorlar orasidagi burchak gaz% ga teng. ‘5‘:4; ‘5‘:3 bo‘lsa,

c=3a+2b vektorning uzunligini toping.
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Javob. H = 2\/@. .

15. a va b vektorlar koordinatalari bilan berilgan: a=7i+2j+3k; b=2i+2j+4k .
Bu vektorlarning skalyar ko‘paytmasini toping.

16.Uchlari A(-L5;1), B(L L -2), C(-3;3,2) nugtalarda bo‘lgan uchburchak
berilgan. AC tomonni davom ettirishdan hosil bo‘lgan tashqgi burchakni aniglang.

Javob. ¢ =arccos (gj .
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111 BOB ANALITIK GEOMETRIYA ASOSLARI

3.1 Tekislikda to‘g‘ri chiziq tenglamalari

To‘gri burchakli Dekart koordinatalar sistemasi Oxy tekislikda har ganday to‘g‘ri chiziq x
va y ga nisbatan birinchi darajali

Ax+By+C=0 (1.1)
tenglama bilan beriladi, bu yerda A, B, C —haqigiy sonlar, A2 + B2 >0 va har ganday (1.1)
tenglama to“g‘ri chizigni aniglaydi.
(1.1) tenglama to‘gri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi. To‘g‘ri chizigga
perpendikulyar N = {A; B} vektor to‘g‘ri chizigning normal vektori deyiladi.
Agar B # 0 bo‘lsa, (1.1)ni y ga nishatan yechib,
y=kx+b(k=tga) (1.2)
ko‘rinishda ifodalash mumkin. (1.2) tenglama to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientli
tenglamasi deyiladi. « - to‘g‘ri chizig bilan Ox o‘qgining musbat yo‘nalishi orasidagi burchak,
k - to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsienti, b - to‘g‘ri chizigning Oy o‘gidan kesadigan
kesmasi.
To‘g‘ri chizigning yana quyidagi tenglamalari mavjud:
1. MO(XO; yo) nugtadan o‘tuvchi va n :{A; B}normal vektorga ega to‘g‘ri chizig

tenglamasi:
A(X—=X%;) +B(y —¥,)=0 (1.3)
2. M, (XO; yo) nugtadan o‘tuvchi va k - burchak koeffitsientli to‘g‘ri chiziqg
tenglamasi:
Y = Yo =K(X=%) (1.4)
3. To‘g'ri chizigning parametrik tenglamasi:
X=X, + mt
y=Y, +nt (13)
Bu yerda, §(m; n) - to‘g‘ri chizigning yo ‘naltiruvchi vektori.
4. To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi:
X—X —
0 Y~ Yo (1.6)
m n
5. To‘g'ri chizigning “kesma”lardagi tenglamasi:
X
—+ P 1 (1.7)
a b

Bu yerda a va b to‘g‘ri chizigning mos ravishda Ox va Oy koordinata o‘glaridan ajratgan
kesmalari.

6. Ikki Ml(xl; y;) va Mz(xz;yz) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi:
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X=X _ Y-V
X, =% Yo=Y

(1.8)

1-misol
Quyidagi 2x -3y +6 =0 tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientini
va o‘glardan ajratgan kesmalarini aniglang.

2 2
» 2X —3y+6=0 ni y ga nisbatan yechamiz: y:§x+2 : kzg. Berilgan
tenglamani quyidagicha almashtiramiz:
2x —3y =—6|:(-6)

L_FX:]_
-3 2

Demak, a=-3, b=2, k=— .«

Wl

2-misol
ABC uchburchakning uchlari A(-3;1), B(5;—3) va C(7; 5) berilgan.
CD balandlik va AE medianalari kesishgan nuqgtasini toping.
» CD balandlik AB tomonga perpendikulyar bo‘lishi kerak. Avval (1.8) ni go‘llab, AB
tomon tenglamasini tuzamiz.

X+3 y-1 1 1 1
= , Yy=—X—=,k =—=.
5+3 -3-1 2 2 2
CD balandlik tenglamasida k, =2, u holda (1.2)ga ko‘ra, Y —5=2(X—7) yoki
y=2x-9.
E nugta B(5;—3) va C(7; 5) nugtalarning o‘rtasi bo‘Igani uchun
2 2
A(-3;1) va E(6; l) nugtalardan o‘tuvchi AE mediana tenglamasi: Y =1.
CD balandlik va AE medianalar tenglamalarini birgalikda yechamiz:

y=2Xx-9. |x=5
y=1 ' ly=L’

Demak, M (5; 1) - CD balandlik va AE medianalar kesishgan nugta. <

Tekislikda to‘g‘ri chiziglarning o‘zaro joylashish holatlarini ko‘rib chigamiz.
1. Agar tekislikda to‘gri chiziglar

Ax+BYy+C =0va Ax+B,y+C,=0
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umumiy tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin. U holda ular orasidagi ¢ burchaklardan biri
ularning i, ={A; B,} va fi, ={A,; B, } normallari orasidagi burchakga teng va quyidagi
formula bilan hisoblanadi:
n -n + B,B,

2 AA (1.9
|- \nz\ \/'A&Z + Bz\/’Azz +B,2

To‘g‘ri chiziglarning perpendikulyarlik sharti
AA +BB,=0 (1.10)

CoS@ =

formula bilan aniglanadi.
To‘g‘ri chiziglarning parellellik sharti

ASLS (1.10)
AZ 2 CZ
formula bilan aniglanadi.
Agar
A_B_C i
AZ BZ C:2

tenglik bajarilsa, to‘g‘ri chiziglar ustma-ust tushadi.
2. Tekislikda to‘g‘ri chiziglar y=kX+b va y=Kk,X+b, burchak koeffitsientli

tenglamalar bilan berilgan bo‘Isin. U holda ular orasidagi ¢ burchak
tgp =2k (1.12)
1+ kK,

formula bilan hisoblanadi. Bu holda to‘g‘ri chiziglar parallel bo‘lishi uchun k, =K, tenglik

bajarilishi va perpendikulyar bo‘lishi uchun klk2 = —1 shart bajarilishi zarur va yetarli.
M, (XO; yo) nugtadan AX+By+C =0 to‘g‘ri chiziggacha bolgan d masofa

quyidagi

d:M&+B%+C|

VA? + B2

(1.13)

formula bilan hisoblanadi.
3-misol
Berilgan X —2y +4=0to‘g‘ri chiziqga nishatan M (5; 2) nugtaga simmetrik nugtani
toping.
»Avwal M (5; 2) nugtadan o‘tuvchi va M= {1;— 2} normal vektorli X—2y+4=0
to‘g‘ri chizigga perpendikulyar to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzamiz. Bu holda N = {l;— 2}
izlanayotgan to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori bo‘ladi. (1.6)ga ko‘ra,
X=5 y-2
1 2
Bu to‘g‘ri chiziglar kesishish nugtasini topamiz.

X—2y+4=0 X=4
y:—2x+12:> y=4"

, y=-2x+12.



72

Topilgan MO(4;4) nugta M (5; 2) nugta va unga simmetrik M '(X; y)
nugtalarning o‘rtasi bo‘lgani uchun
X+5
SRRy}
2 2

tenglik o‘rinli. Bundan, X=3, y =6. Demak, M '(3; 6).4

4-misol

Kvadratning ikkita tomoni 5X —12y —65=0 va 5X—12y +26=0 to‘g‘ri chiziglarda
yotsa, kvadratning yuzini toping.

» Berilgan to‘g‘ri chiziglar o‘zaro parallel bo‘lgani uchun ular kvadratning garama-
garshi tomonlari bo‘lib, orasidagi masofa kvadrat tomonining uzunligiga teng. Buning uchun

5X—12y —65=0 to‘g‘ri chizigdan ixtiyoriy nugta tanlanadi, masalan, I\/Io(l; —5) va
ikkinchi 5X —12y + 26 =0 to*g‘ri chiziggacha masofa (1.13)ga asosan topiladi.
5.1-12-(-5) + 26

J52+ (=122 13

Demak, S,, =49 .«

Auditoriya topshiriglari

1. 2Xx—5Yy +8=0 tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientini
va o‘glardan ajratgan kesmalarini aniglang.

2. A(5;—3) nugtadan o‘tuvchi va a) OX o‘giga; b) Oy o‘giga; c) 1-chorak
bissektrisasiga; d) Y=-2X+7 to‘g‘ri chiziqga, e) 2X—5y+8=0 to‘g‘ri chiziqga
parallel to‘g‘ri chizig tenglamalarini tuzing.

3. A(-13) va B(2;-5) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

4. A(—2;5) nugtadan o‘tib, 3X +5y —8=0 to‘gri chiziqga perpendikulyar to‘g‘ri
chiziq tenglamasini tuzing.

5. Kvadratning bir uchi A(—1;2) nugtada, bir tomoni esa 4X —3y —15=0 to‘g‘ri
chiziqda yotadi. Kvadratning yuzini hisoblang.

6. 4Xx—3y—12=0 to‘g‘ri chiziqga parallel va undan d =2 masofada joylashgan
to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

7. Agar M (4; 2) nuqta to‘g‘ri chizigning koordinatalar orasidagi kesmasining o‘rtasi
ekani ma’lum bo‘lsa to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

8. A(,—2), B(5;4) va C(—2;0) nugtalar uchburchakning uchlari bolsa, uning
bissektrisalari tenglamalarini tuzing.

9. To‘g’ri chizigning A(3;—4) nugtasi unga koordinata boshidan tushirilgan
perpendikulyar asosi ekani ma’lum bo‘lsa, bu to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

10. 5X—Yy+4=0va 3x+ 2y —1=0 to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni toping.
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Mustaqil yechish uchun testlar

1. 3X+ 5y —8=0 to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientini va Oy o‘gidan ajratgan

kesmasini aniglang

A) k=§;b=§ B) kz_g;b=§; C) k=§;b=§; D) k:?;b:-g
5 5 5 5 3 3 3 3
2. Berilgan A(3;—4) va B(1;—3) va nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning umumiy
tenglamasini toping

X—3 y+4 1

=3-2t
B) y:——x—g C) x+2y+5=0; D) {X

A —
y=—-4+t

2 1 2
3. Berilgan A(3;—4) va B(1,—3) va nuqgtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning parametrik
tenglamasini toping
X—3 y+4 1 5
;B =——X-—=— C) x+2y+5=0;, D

— - ) yE=—_rn=2 ©) y ) {
4. Quyidagilardan gaysi biri M (1;—3) nuqtadan o‘tib, S ={-3;5} vektorga parallel bo‘lgan
to‘g‘ri chiziq bo‘ladi?

_ =1-3t
x+3_y=6. g 1,5 o x1_y+3. {X
y=-3-5t

X=3-2t

A —
y=-4+t

-1 3 2" 2 3 5
5. Trapetsiya asoslarining tenglamalari berilgan: 3Xx —4y —15=0, 3x -4y —-35=0.
Trapetsiyaning balandligini aniglang

A)g; B)3 C)4 D)5

3.2 Fazoda tekislik tenglamalari
To‘g ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasida ixtiyoriy tekislik
Ax+By+Cz+D=0 (2.1)

tenglama bilan beriladi, bu yerda A, B, C, D — ma’lum sonlar, A> + B> +C? >0 va (2.1)
ko‘rinishdagi har ganday tenglama biror tekislikni aniglaydi. (2.1) tenglama tekislikning
umumiy tenglamasi deb ataladi. (2.1) tenglama bilan berilgan tekislikka perpendikulyar

ﬁ(A; B;C) vektor tekislikning normal vektori(yoki normali) deyiladi.
Tekislikning bir nechta berilish usullari mavjud.
1. Berilgan M, (X,, Y,,Z,) nugtadan o‘tuvchi va fi( A; B;C) normal vektorga ega
tekislik tenglamasi:

A(X=X,)+B(Y—Y,)+C(z-2,)=0 (2.2)
2. Tekislikning o‘glardan ajratgan kesmalar bo‘yicha tenglamasi:
X JA
—+ y +—-=1 (2.3)
a b c

Agar (2.1)da D # 0 bo‘lsa, — D ga bo‘lish orgali (2.3) tenglama hosil gilinadi va bu
yerda @, b, C tekislikning mos ravishda Ox, Oy, Oz o‘qglardan ajratgan kesmalaridir.
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3. Uch nuqgtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasi. Agar tekislik bir to‘g‘ri chiziqda
yotmaydigan M, (X,,V,,Z,), M,(X,,Y,,2,) va M,(X,,Y,,Z,) nugtalardan o‘tsa, uning
tenglamasi quyidagicha yoziladi:

X=X Y=Y -7
X, =% Yo=Y Z,—-7|=0 (2.4)
X=X Ys= Y1 434

Determinantni 1-satr elementlari bo‘yicha yoyish orqgali (2.2) formulani hosil

gilish mumkin.

Tekisliklar orasidagi ¢ burchak deganda ular hosil giladigan ikki yogli burchaklardan
biri tushuniladi.

(P): Ax+By+Cz+D, =0 va (P,)Ax+B,y+C,z+D, =0 tekisliklar
fazoda har ganday joylashganda ham ular orasidagi burchaklardan biri ularning
A, ={A;B,;C,} va f,={A;B,;C,} normallari orasidagi burchakka teng(1-shakl).
Shuning uchun tekisliklar orasidagi burchak quyidagi formula yordamida hisoblanadi:

casgo:co{ﬁlfﬁzj _nem _ ARBBACC, gy
-l JA*+B?+C’-\JA’+B’+C,
Tekisliklarning perpendikulyarlik sharti

AA +BB, +CC, (2.6)
formula bilan aniglanadi.
Tekisliklarning parellellik sharti
AZ BZ CZ

formula bilan aniglanadi.
Agar
B C D
ﬁ -1 -1 _ "1 (2.8)
AZ BZ C:2 D2
tenglik o°rinli bo‘lsa, tekisliklar ustma-ust tushadi.
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1-chizma.

Tekislikning umumiy tenglamasidagi ba’zi koeffitsientlar nolga aylanganda
tekislikning koordinata o‘qglariga nisbhatan vaziyati quyidagicha bo‘ladi:

1. Agar D =0 bo‘lsa, koordinatalar boshidan o‘tadi.

2. Agar a) A=0 bo‘lsa, N = BT +CKk normal vektori Ox o‘giga perpendikulyar
bo‘ladi. Demak , tekislik OX o‘giga parallel bo‘ladi.

Xuddi shu kabi

b) B =0 bo‘lsa, tekislik Oy o‘qgiga parallel bo‘ladi;
¢) C =0 bo‘lsa, tekislik Oz o‘giga parallel bo‘ladi.

3. Agar a) D=0, C=0 bo‘lsa, AX+ By =0 koordinatalar boshidan o‘tib Oz
o‘giga parallel bo‘ladi. Demak , tekislik Oz o‘gidan o‘tuvchi tekislik bo‘ladi.

Xuddi shu kabi

b) D=0, B=0 bo‘lsa, tekislik Oy o‘gidan o‘tuvchi tekislik bo‘ladi;
c) D=0, A=0 bo‘lsa, tekislik OX o‘gidan o‘tuvchi tekislik bo*ladi.

4. Agar a) A=0, B=0 bo‘lsa, N =CKk normal vektori Oz o‘giga parallel bo‘ladi.
Demak , Cz + D =0 tekislik Oxy tekisligiga parallel bo‘ladi.

Xuddi shu kabi

b) A=0, C =0 bo‘lsa, tekislik OXz tekisligiga parallel bo‘ladi;
¢c) B=0, C=0bolsa, tekislik Oyz tekisligiga parallel bo*ladi.

5 Agar a) A=0, B=0 va D=0 bo‘lsa, Cz=0 yoki z=0 tekislik Oxy
tekisligiga parallel va koordinata boshidan o‘tadi. Demak, OXxy koordinata tekisligining o°zi
hosil bo‘ladi. Xuddi shu kabi

b) A=0, C=0va D=0 bo‘lsa, Oxz tekisligi hosil bo‘ladi;
¢c) B=0,C=0va D=0 bo‘lsa, Oyz tekisligi hosil bo‘ladi.

Berilgan M (X, Y,,Z,) nugtadan Ax+By+Cz+D =0 tekislikkacha bo‘lgan
d masofa
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\AxO+ByO+Cz +D|
JA? +B? +C?

(2.9)

formula bilan hisoblanadi.
1-misol

Agar M,(2,0,4)va M, (5,5,1) nuqgtalar berilgan bo‘lsa M, nugtadan o‘tuvchi va W
vektorga perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzing.

> M,(2,0,4) nugtadan o‘tib, M,M, =n(3,5,—3) normal vektorga ega bo‘lgan tekislik
tenglamasi (2.2) ga ko‘ra,

3(x—2)+5(y-0)-3(z-4)=0,
3Xx+5y—-3z+6=0. 4

2-misol

Ox o‘giga parallel, hamda M,(0,2,11) va M,(2,3,4) nugtalardan o‘tuvchi tekislik

tenglamasini tuzing.
» Ox o‘giga parallel bo‘lgani uchun tekislikning umumiy tenglamasida A =0bo‘lib,

normal vektori n(0;B;C)ko‘rinishda bo‘ladi. M;M, (2,1,~7) L n dan va (2.2) formuladan

foydalanib quyidagi tenglamalarni tuzamiz:
2-:0+1-B-7-C =0,

B(y-3)+C(z—-4)=0.
Bu tenglamalarni birgalikda yechib, izlanayotgan tekislik tenglamasini hosil gilamiz.
7(y—3)+(z—4)=0 yoki 7y+z-25=0.4

3-misol

Berilgan 6x+2y—4z—-7=0 va 9x+3y—6z+13=0 tekisliklar orasidagi burchakni
toping.
> n ={6,2-4}, n,={9,3-6
6-9+2-3+(—)-(—6) 84 84 84
JF -2 +(4) o'+ +(B) Vo2 705 84
@ =arccosl=0.
Demak, berilgan tekisliklar o‘zaro parallel. «

Cos @ =

4-misol.
Berilgan M, (4;3;0) nuqtadan, berilgan M, (13;0), M,(3,0;1) va M,(4-12)
nugtalardan o‘tuvchi tekislikkacha bo‘lgan masofani toping.

» Dastlab (2.4) formuladan foydalanib, uch nugtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini
tuzamiz:
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x-1 y-3 z-0 x-1 y-3 z
3-1 0-3 1-0|{=0 yoki 2 -3 1/=0.
4-1 -1-3 2-0 3 -4 2

Determinantni  hisoblab, 2x+y—-z-5=0 tekislik tenglamasi hosil gilalamiz.
M, (4;3;0) nuqtadan 2x+y—z—-5=0 tekislikkacha masofa
d |2-4+1-3-1-0-5| _ 6

22 117 +(-1)° ﬁzJE‘

Auditoriya topshiriglar

1. Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi
a) berilgan M, (2;—3;0) nuqtadan o‘tib, ﬁ(l, 5,—2) vektorga perpendikulyar;
b) Berilgan M, (3;—1;2)nugtadan o‘tib, OXz tekisligiga parallel;
c) Berilgan M, (1;2;-5) va M, (2;0;-1)va nuqtalardan o‘tib, Oy o‘qgiga parallel;
d) M, (0;3;4) nugtadan va Oz o‘gidan o‘tuvchi;
e) A(3;5-2) nugtadan o‘tib, M,(2;1—3) va n,(4;,—3;—1) vektorlarga parallel tekislik
tenglamalarini tuzing va ularni yasang.

2. M,(;, 2,-5) va M,(2;0;,—1) nuqgtalardan o‘tib, 3X+5y—-3z+6=0
tekisligiga perpendiulyar tekislik tenglamasini tuzing.

3. A(4;-3;5) nugtadan o‘tib, koordinata o‘glaridan 1:2:2 nisbatdagi musbat
kesmalar ajratadigan tekislik tenglamasini tuzing.

4, IX—y—-52+6=0 va 2Xx—y+3z—-13=0 tekisliklar orasidagi burchakni
toping.

5. A(L;3;-5) nugtadan o‘tuvchi va 3x+2y—6z+7=0, 2x—-6y+3z—-13=0

tekisliklarga perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzing.
6. 2X+6y—-3z+15=0 va 2x+6y—-3z-13=0 tekisliklar  orasidagi

masofani toping.
7. 2X—Yy+4z+21=0 tekisligiga perpendikulyar va Ox , Oy koordinata

o‘qlaridan mos ravishda a = 2, b = —3 kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
8. Uchlari A(—3;0;2) , B(1,2,-2) , C(0;1,—2) va D(3;—3;2) nugtalarda bo‘lgan
piramidaning A uchidan BCD yog‘iga tushirilgan balandligi uzunligini toping.
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Mustagqil yechish uchun testlar

1. A(L21) va B(4;0,-5) nugtalar berilgan. A(L2;1) nugtadan o‘tib, ~AB vektorga
perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini toping

A) 2x+3y-6z2+2=0 B) 4x-6y-12z-3=0

C) 3x—-2y—-6z-1=0 D) 6x-2y-3z+5=0

2. OX o‘gidan o‘tuvchi tekislik tenglamasi berilgan javobni aniglang

A) 3y-6z2+5=0 B) 5y+12z=0

C) 3x-7=0 D) 6x—2y-3z=0

3. Oyz koordinata tekisligiga parallel tekislik tenglamasi berilgan javobni aniglang

A) 3y—-6z+5=0 B) 5y+12z=0

C) 3x-7=0 D) 6x—2y-3z=0

4. 2X—3y+62—7 =0 tekislikka perpendiklyar tekislikni toping

A) 2x+3y—-6z2+5=0 B) 4x-5y+12z2-7=0

C) 3x-2y-6z-7=0 D) 6x-2y-3z+5=0

5. Berilgan M (-9;-1;3) nuqtadan 3x+6y+2z—-8=0 tekislikkacha bo‘lgan masofani
toping

A3 B) 4 C)5 D) 6

6. Berilgan 3x—2y—-6z—-7=0va 6x—-3y+2z =0 tekisliklar orasidagi burchak kosinusini
toping

A) 15/49 B) 18/49 C) 12/49 D) 16/49

3.3 Fazoda to‘g‘ri chizig. To‘g‘ri chiziq va tekislikning o‘zaro joylashuvi

Agar to‘g‘ri chizigda yotuvchi MO(FO): M, (X, ¥o: Zo) NUQta va to‘g‘ri chizigga parallel

—

S(m,n, p), (HiO) vektor berilgan bo‘lsa, fazoda to‘g‘ri chizigning vaziyati aniglangan

boladi. M (F): M (X,y,2) nuqta

to‘g‘ri chizigdagi o‘zgaruvchan nugta \“ :
bo‘lsin. U holda M,M =t-s bo‘ladi. Bu Mo
yerda t M nugtaning vaziyatiga garab e M
ixtiyoriy hagigiy son giymati gabul qgilishi o r

mumkin. t to‘g‘ri chizigning o‘zgaruvchan \ \
— hY

parametri deyiladi. MM =r—r, dan

to‘g‘ri chizigning vektor tenglamasi X

hosil bo‘ladi: 1-chizma
r=r+t-s (1)

Bu tenglamadan koordinatalarga o‘tsak,
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X=X, +mt
y=Y,+nt (2)
Z=1,+pt

to ‘g ri chizigning parametrik tenglamasi hosil bo‘ladi. (2) dan to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasini hosil gilamiz
X=% — Y=Yy _2-17,

= . (3)

m n p

g(m, n, p) vektor to‘g‘ri chizigning yo ‘naltiruvchi vektori deyiladi.
Ikki Ml(xl,yl,zl) va Mz(xz, Y, 22) nugtalardan o ‘tuvchi to ‘g ri chiziq tenglamasi
X=X — Y- Y — -z
X=X Y= Y1 4 _le
Har ganday ikkita parallel bo‘Imagan tekisliklarning tenglamalari birgalikda
Ax+By+Cz+D, =0
{A2x+ B,y+C,z+D, =0

(4)

Q)

to ‘g ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi. To‘g‘ri chizigning s yo‘naltiruvchi vektori
sistemadagi tekisliklarning normal vektori n,(A,B,,C,) va n,(A,,B,,C,) ning har biriga

perpendikulyar, demak, gzﬁlx@.

To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasidan kanonik tenglamani hosil gilish mumkin.
Buning uchun to‘g‘ri chiziqda yotuvchi bitta nugta koordinatalarini va yo‘naltiruvchi vektorni
bilish yetarli, yoki avval to‘g‘ri chizigning proyeksiyalardagi tenglamasiga o‘tish lozim.

To ‘g ri chizigning proyeksiyalardagi tenglamasi uning umumiy tenglamasidan avval
Y ni, keyin x ni yo‘qotib topiladi:

X=mz+a
(6)
y=nz+Dh.
1-misol.
X—2y-z-5=0 . . . o .
Ushbu umumiy tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizigning kanonik
2X+y—-32-5=0

tenglamasini yozing.
» Buyerda ni(L—2,-1) va n2(21-3), u holda

i ]k
s=mxn,=|1 -2 -1=7i+j+5k, §(7,15).
2 1 -3

To‘g‘ri chizigda yotuvchi bitta nugtani topish uchun z=0 deb, x=3, y=-1larni
topamiz. M;(3,—1,0) berilgan to‘g‘ri chizigda yotadi. Demak, to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasi
_y+l_ 7z o
1

X—3
7
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Ikkita to‘g‘ri chizig kanonik tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin:

X_X1:y_Y1:Z_Zl; X_Xzzy_YZ:Z_Zz_ (7)
m n, Py m, n, P,
Bu to ‘g ri chiziglar orasidagi burchak ularning yo‘naltiruvchi gl(ml,nl, pl) va
gz(mz,nz, p,) vektorlari orasidagi ¢ burchakga teng
cosg =+ _51 '5_2 = mm 00, PP (8)
il [s2|  Jm? +n? + p7 - mE 0+ 3
a) to‘g‘ri chiziglarlarning perpendikulyarlik sharti
mm, +nn, +p,p, =0 €))
b) to‘g‘ri chiziglarning parallelik sharti
NP (10)
m2 n2 p2
d) to‘g‘ri chiziglarning aygash bo ‘lish sharti
ml nl pl
m, N, P, |#0, (11)
X, =X Yo=Y Z,-4
e) parallel bo‘lmagan to‘g‘ri chiziglarning kesishish sharti
ml nl pl
m, n, p, =0 (12)

Xo =X Yo=Y Z,-1
Berilgan M, (X, ¥, 2,) nugtadan s(m,n, p) vektor bo‘ylab yo‘nalgan
M, (Xy: Yo, Zp) nugtadan o‘tuvchi to‘g¢ri chiziggacha bo‘lgan masofa

d= ‘§XW /|§| (13)

formula bilan hisoblanadi.
2-misol.
Agar A(0,—2,8), B(4,3,2), C(1,4,3) nuqtalar berilgan bo‘lsa, 4 nugtadan o‘tib BC to‘g‘ri
chizigga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
» lIzlanayotgan to‘g‘ri chiziq BC to‘g‘ri chizigga parallel bo‘lgani uchun

5 =ﬁ(—3,1,1) deb tanlash kifoya. U holda A(0,—2,8) nuqtadan o‘tuvchi yo‘naltiruvchisi
S(—3,1,1) bo‘lgan to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini tuzamiz:
X _y+2_z-8 4
-3 1 1
3-misol.
Berilgan x-2_y+l_z va X=f_y-1_2-3 to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofani
3 4 2 3 4 2

toping.
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» Birinchi to‘gri chiziqda yotgan ixtiyoriy nugtadan, masalan, M,(2,—-1 0) dan

ikkinchi X;7 - y;l - Z;3 to‘gri chiziggacha masofa topiladi.

MM, (5, 2,3), 53, 4, 2), [s|=3 +42+2° =29 |

To‘g‘ri chiziglar orasidagi masofa d :‘§>< MlMO‘/|§| =3. <

To'gri chiziq (L) ~—0-Y"Yo_27% \u tekislik (T): AX+By+Cz+D=0
m n p

tenglamalari berilgan bo‘lsin. To‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchak deb, to‘gri
chiziq va uning tekislikdagi orthogonal proyeksiyasi orasidagi ¢ burchakga aytiladi.

/

>
>
>

“|
S

To‘g'ri chiziq va tekislik orasidagi burchak quyidagi formula bilan hisoblanadi:
|Am + Bn +Cp|

COS(H’SJ \/A2+BZ+C2\/m2+n2+p2'
To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasidan parametrik tenglamasiga o‘tib, tekislik
tenglamasiga qo‘yamiz
(Am+Bn+Cp)t + Ax, + By, +Cz, + D =0.
Bunda uch hol bo‘lishi mumkin.
1. Agar AM+Bn+Cp#0 boclsa, to‘g‘ri chiziq va tekislik kesishadi. Bu holda
t= —(Ax0 +By, +Cz, + D)/(Am +Bn +Cp) ni to‘g‘ri chiziq parametrik tenglamasiga

go‘yib, to ‘g ri chiziq va tekislikning kesishish nugtasi M topiladi.

A B C
Xususan, E:F:E bo‘lsa, to ‘g ri chiziq va tekislik perpendikulyar bo‘ladi.

=sing =

2. Agar Am+Bn+Cp=0 va Ax,+By,+Cz,+D =0 bo‘lsa, to'gri chizig va
tekislik parallel.

3. Agar Am+Bn+Cp=0 va Ax,+By,+Cz,+D=0 bo‘lsa, to‘g‘ri  chiziq
tekislikda yotadi(to‘g‘ri chiziq tekislikga tegishli).
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4-misol.

x-1 y-15 z-3
-1 0
nugtani toping.

Berilgan to‘g‘ri chiziqga nisbatan M(3,3,3) nugtaga simmetrik M"

x-1 y-15 z-3

» M(333) nugtadan o‘tuvchi
-1 0 1

to‘g‘ri chizigga perpendikulyar

tekislik tenglamasini topamiz.
—1(x-3)+0(y-3)+1(z-3) =0,
—Xx+2=0.
To‘g‘ri chiziq va tekislik kesishgan nugtani topamiz.
X=-t+1,
=3y =15,
Z="1t+3.
—(-t+1)+(t+3)=0,
2t +2 =0,
t=-1.

x-1 y-15 z-3
=il 0

M, (2;1,5;2) - kesishish nugtasi. Bundan

XMOZWSXM‘ZZXMO_XM =2.2—3:1,
+ Yy

Y, _ Yu * Ywr 2yM = Yy :2yM0 —Yyu =2:1,5-3=0,

ZMowaZM.:ZZMO—ZM =2.2-3=1.

Natijada, M '(,0,1) izlangan nugtaga ega bo‘lamiz. <

Auditoriya topshiriglari

X—3y+2z+2=0 ) . . o
1. umumiy tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizigning

X+3y+z+14=0

kanonik tenglamasini yozing. (Javob: X—+98 = y%z = é.)
2. Uchburchakning A(L,-2,3), B(4,3,—2), C(2,1,—2) uchlari berilgan bo‘lsa, 4D
medianasining parametrik tenglamasini yozing.(Javob: x=1+3t,y=—2+2t,z=3-2t.)
X-3 y+4 7+2
2

3. A va B ning ganday giymatlarida AX + By + 6z —5=0tekislik va : 3

to‘g°ri chiziq perpendikulyar bo‘ladi? (Javob: A=4, B=-10.)
4. To‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchakni toping:
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3x—-y-1=0,

a va 2x+y+z2-4=0;
3x+22-2=0
X—-2y+3=0,

b) . va 2Xx+3y+z+1=0
3y-z-1=0

(Javob: @) ¢ =arcsin i; b) @ = arcsin ;.)

J6

5. To‘g‘ri chiziq va tekislikning o‘zaro joylashuvini aniglang. Agar ular kesishuvchi
bo‘lsa, kesishish nugtasini toping:

a) X__3:yL4:E va 3x-3y+2z-5=0;
2 4 3

b)x—13:y—1:z—4 va Xx+2y-3z-3=0;
5 2 3

d) X=5_y-4_ -7 2X—y+32-7=0
1 1 3

(Javob: a) parallel; b) to‘g ri chiziq tekislikda yotadi; d) M(3,2,1) nuqtada kesishadi.)

6. A(3, 4, 0) nugtadan va XIZ = y;3: Z;rl to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi tekislik

tenglamasini yozing. (Javob: X—2y+2+5=0))

X-2 y+3 z+1
1 2 3

perpendikulyar tekislik tenglamasini yozing. (Javob: X+7y—52+14=0)

7. to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi va 2X—Yy-z-3=0 tekislikga

x+3: y-2 _ z+1 va X—2 _ y+3
2 -3 1 2 -3
tekislik tenglamasini yozing. (Javob: 2X+3y+52+5=0))
9. A, L-1) nuqgtaning X—2y+z+6=0 tekislikdagi proyeksiyasini toping.
(Javob: (2, 3, -2).)

10. A(3,1,— 2) nugtaning

toping. (Javob: (-1, -1, 0).)
X=2-2 — — _
11 va X 2:y 4:z 2
y=2z+1 3 1
ekanligini ko‘rsating, hamda ular joylashgan tekislik tenglamasini yozing. (Javob:
X+2y-52=0)

8.

z . :
:I parallel to‘gri chiziglardan o‘tuvchi

X+3 y-2 z+1
2 -3 1

to‘g‘ri chiziqdagi proyeksiyasini

to‘g‘ri chiziglarning kesishuvchi
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Mustagqil yechish uchun testlar

1. A3, —2,0) va B(5 —4, 3) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning parametrik
tenglamasini yozing.

X =3+ 3t, X =5+ 2t, X =3+ 2t, x=1+3t,
A) Jy=-2+2t, B){y=-4-2t, C)jy=-2+2t, D) s y=-2+2t,
z=-2t. z=3+3t. z =3t. z=3-2t.
. . . X-2 y+1 z X-7 y-1 z-3 _ . .. ..
2. A nin anday giymatida ——=2_—-== va = = t ri chiziglar
gq y qly 3 A > 3 5 5 0og q

perpendikulyar bo‘ladi?
A)l, B)-2;, C©63; D)-L
X-2 y+3 z+1
1 2 3
A) parallel; B) perpendikulyar;  C)to‘g‘ri chiziq tekislikda yotadi; D) kesishadi.
X+1 y+1 z+2

3. to*g*ri chiziqva X+7Y—52+14 =0 tekislik ganday joylashgan?

4. E 5= to‘g‘ri chiziq va 2X+3y+52+5=0 tekislik kesishgan nugtani
toping.
A) (3-20), B)(3-2,-1), ¢ (4-1,-2), D) (2 -3 0).
5. x+2 = y=3 = 2-4 X=3 = y+2 = 28 to‘g‘ri chiziglar ganday joylashgan?

a
12 3 T3 T2 T
A) parallel; B) perpendikulyar; C) ayqgash; D) kesishadi.

Shaxsiy uy topshiriglari

1.1. M(4, -1 -2) nuqgtadan o‘tuvchi va 2x—Yy-3z+5=0 tekislikga parallel
bo‘lgan tekislikning o‘glardan ajratgan kesmalarini toping.

1.2. A(-L 3, 2), B(LL0) nugtalardan o‘tuvchi va X+2y—-32-3=0 tekislikga
perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

1.3. Agar M,(3,-2,4), M, (-1, 4, 2) nugtalar berilgan bo‘lsa, M,;M, kesmaning
o‘rtasidan o‘tuvchi va shu kesmaga perpendikulyar tekislik tenglamasini yozing.

1.4. OX o‘gidan va A(-L, 3, —3) nugtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing va
X—2Y+22+5=0 tekislik bilan hosil gilgan burchagini aniglang.

1.5. M(4, -1 —2) nuqgtadan 2X+2y-z+4=0 tekislikgacha bo‘lgan masofani
toping.

16. A(-L13 2),B1LL0) va C(2,0,-1) nugtalardan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini yozing.

1.7. A4, 1 2), B(2,—1,3) nuqtalardan o‘tuvchi va &a(1,2,-5) vektorga parallel
bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

1.8. A3 2,-3), B(-1, 4, 2) nugtalardan o‘tuvchi va Oy o‘giga parallel bo‘lgan
tekislik tenglamasini yozing.
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1.9. M(5, 4, -8) nugtadan 3x+6y—2z2+15=0 tekislikgacha bo‘lgan masofani
toping.

1.10. A 2,1), B(3,0,3) nugtalardan o‘tuvchi va OX o‘gidan a=2 kesma
ajratuvchi tekislik tenglamasini yozing.

1.11. A(-L 2, 3) nugtadan o‘tuvchi, 3Xx—y+2z+7=0 va 2X+y+3z-5=0
tekisliklarga perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

1.12. A(2,-5,2),B1L01) va C(2,4,-1) nugtalardan octuvchi tekislik
tenglamasini yozing.

1.13. Oc‘zaro parallel bo‘lgan 2X—9y+6z2+17 =0 va 2X—9y + 6z —16 = Otekisliklar
orasidagi masofani toping.

1.14. X=3y+6=0 va X+2y—-7=0 tekisliklar orasidagi burchakni toping.

1.15. Oz o‘gidan o‘tuvchi va 2X+Y—2Z+7 =0 tekislik bilan 45° burchak tashkil

etuvchi tekislik tenglamasini yozing.
1.16. 3x+6y—-2z+15=0 tekislikdan 4 birlik masofada yotuvchi tekislik

tenglamasini yozing.

1.17. C(2,0,-1) nugtadan o‘tuvchi va a(l, 3—2), b(L—11) vektorlarga
perpendikulyar tekislik tenglamasini yozing.

1.18. x—2y—z-14=0 va x+y+z—-3=0 tekisliklarning kesishish chizig‘idan
hamda A(2, 4, —2) nugtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

1.19. x—-2y+z—-7=0, 2x+y-—-3z+16=0 tekisliklarning kesishish chizig‘idan
o‘tuvchi va 4x+ 3y +z—15=0 tekislikga perpendikulyar tekislik tenglamasini yozing.

1.20. A(-1 3, 2), B(1,1,0) va C(2, 0, —1) nuqtalardan o‘tuvchi tekislik bilan Oxz
tekislik orasidagi burchakni toping.

1.21. 2x—-y+2z—-7=0 va x—2y+2z-2=0 tekisliklarning kesishish chizig‘idan
o‘tuvchi hamda OX o‘qgiga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

1.22. O‘zaro parallel bo‘lgan 2x—-3y+6z—-3=0 va 2x—3y+6z—24=0
tekisliklar orasidagi masofani toping.

1.23. A(2, 1, 3) nugtadan o‘glardan a=1, b=2,c=3 kesma ajratuvchi tekislikgacha
bo‘lgan masofani toping.

1.24. OX o‘gidan o‘tuvchi va 2x+y—2z+7 =0 tekislik bilan 45° burchak tashkil
etuvchi tekislik tenglamasini yozing.

1.25. A(2, —3,1) nuqgtadan o‘tuvchi, 2x+y—-2z+7=0 va 2x+y+3z-5=0
tekisliklarga perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

1.26. M(3, -1, 7) nugtadan o‘tuvchi va 3x+y—2z+15=0 tekislikga parallel
bo‘lgan tekislikning o‘qlardan ajratgan kesmalarini toping.

1.27. A2, —3,-1) nugtadan o‘tuvchi, x-3y+6=0 va 2x+y-2z-5=0
tekisliklarga perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

1.28. M(-3,1 —9) nugtaning 4x—-3y—z—7=0 tekislikga nisbatan simmetrik
bo‘lgan M nugta koordinatalarini toping.
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1.29. 5x+3y+z-18=0 va 2x+z—9=0 tekisliklar orasidagi burchakni toping.
1.30. O‘zaro parallel bo‘lgan 3x—2y—6z-13=0 va 3x—2y—6z+15=0 tekisliklar

orasidagi masofani toping.

2.Quyidagi umumiy tenglama bilan

tenglamalarini yozing.
2X+y+2-2=0
2.1
2Xx—-y—-32+6=0
X+3y+z+14=0
X-3y+2z+2=0
25{x+y+z—2 0

X-y—-22+2=0

2X+2y—-2-8=0
2.7

N

3X -72-6=0
9{”

N>
[

l{x+5y+22+11=0
X—-y—-2-1=0

2X+3y+2+6=0
{x—3y—22+3:0
3X+4y-2z+1=0

2.

[

3

2.1

o1

2X—-4y+3z2+4=0

5X+y-3z+4=0
X—y+2z2+2=0

9 X-y—-z-2=0
X-2y+z2+4=0.

N

7

IR
[EEN

2.2

|

A4x+y—-32+2=0
{2x—y+z—8=0
3x+3y—-2z-1=0
{éx—3y+z+6:0
5{6x—7y—4z—2:0
X+7y—2-5=0
2X+3y—-2z2+6=0
{x—3y+z+3=0
3x+4y+3z2+1=0
229{

2.23

N
)

2.27

2Xx—4y-22+3=0

berilgan to‘g‘ri chiziglarning kanonik

6x-7y—-4z-2=0
2.2
X+7y—-2-5=0

6X—-5y—-4z+8=0
6X+5y+3z+4=0.
2X—-5y+22+5=0
2.8
X+5y—-z-5=0.
2X—-3y+2+6=0
2.10
X—-3y—-2z+3=0
4x+y+z+2=0
212
2x—-y—-32-5=0

X—-2y+3z2-2=0
2Xx+3y—-8z+3=0
26 {

2X+y—-32-2=0

{ZX y+z+6=0

2.14

2.16
X—y+2+2=0

X+5y—-z++11=0
X—y+2z-1=0.

2.1

oo

{X—Zy—z+4:0

2.20

X-y+z-2=0
6Xx—-7y—-2-2=0
X+7y-4z2-5=0

{x+5y+22—2:0

2.22

X+3y+2z2+14=0
Xx—3y+z+2=0.
3X+3y+z-1=0
2.28
2x—-3y—-2z+6=0.
6X+5y—-4z+4=0
6x-5y+3z+8=0.

2.30
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3. Quyidagi masalalarni yeching.
31 M3, -1 7) nugtadan o‘tuvchi va {3X+ y+iz+l=9 to‘g‘ri chiziqga parallel
X—2y-2+4=0
x—3: y+1: z—7.)
6 -7
X-3 y+2 z-8
2 -5
3x—2y+Cz—-7=0 tekislikga perpendikulyar boladi? .(Javob: m=-3,C =5.)
Xx-3 y+2 z1-4 3X+y-5z+1=0
1 2 p v {x—2y+3z—2=0
chiziglar perpendikulyar bo‘ladi? .(Javob: p=-5.)

to‘g‘ri chiziq tenglamasini toping.(Javob:

32. mvaC ning ganday giymatlarida

to‘g‘ri chiziq

3.3. P ning ganday giymatida to‘geri

Xx-3 y+2 z+1
2 -1 -1
perpendikulyar tekislik tenglamasini yozing. (Javob: x+7y—-5z+6=0.)

3.4.

to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi va x+2y+3z-5=0 tekislikga

35. D ni d iymatid x+y-22+D=0 t i chiziq O ini kesib
. . [3 [3 Z (3
ning ganday giymatida X_2y+32+12=0 o‘gri chizig o‘gini kesi
o‘tadi? (Javob: D=-8.)
2y—-2+3=0
3.6. M(L 3,—2) nugtaning {X+ e to‘g‘ri chiziqga nisbatan simmetrik
X+y+z2+2=0
nugtasini toping.(Javob: (-3, -5, 2).)
3.7. M(2,0,1) nugtadan va X;3 = y;l = Z+21 to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini yozing. (Javob: 3x—y+2z—-8=0.)

X-3 y+1 z+1 X+3 y+1 z-8

38. "3 T 5 2 T3 5 -7

ekanini isbotlang va shu to‘g‘ri chiziglardan o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.(Javob:
3Xx—y+2z-8=0.)

x+6 y-4 z-15 2x+32-3=0

39. 3 T 5 _7 2y +52+7=0

to‘g‘ri chiziglarning kesishuvchi

to‘g‘ri chiziglarning kesishish

nuqtasini toping. (Javob: (0,—6, 1).)

1 ~2
3.10. M (3, 0,—2) nugtadan X = y+ 6 = Z

to‘g‘ri chizigga tushirilgan

—1
. o X-3 y 742
perpendikulyar tenglamasini yozing. (Javob: 7 :E = — )
3.11. X;B = y;2 = Z+35 va ng = y2—1: Z+33 parallel to‘g‘ri chiziglardan

o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.(Javob: x—3y—-z-2=0.)
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3.12.

— 4x-y-2-2=0
e el 2t Vv { Y to‘g‘ri chiziglar orasidagi

2 3 6 2X+Yy—-22+17=0
burchakni toping. (Javob: ¢ = arccos % ~17°48'.)

x+1 y+2 z+1

3.13. M(3,4,0) nugtadan va 5 5

to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan

masofani toping. (Javob: d = \/ﬁ)

x-1_y+1 z-3 va {x—2y+32—2=0
1 -2 3 2X+3y—-8z+3=0

toping. (Javob: ¢ =90°.)

3.14.

to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni

3.15. A(-5, —3, 2) nugtaning XTH:y—;lzi to‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik
nuqtasini toping. (Javob: (3, 1,-2).)
3X 3z+1=0
3.16. M(3, -1, 5) nugtadan o‘tuvchi va U to‘g‘ri  chiziqga
X—2y—-2+4=0

perpendikulyar tekislik tenglamasini toping. (Javob: 5X + 6y —72+26=0.)

317. M(5,-1 3) nugtaning 3x-y+2z-8=0 tekislikdagi proyeksiyasini
toping.(Javob: (2, 0, 1).)

3.18. gzyT—lzi_—ll to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi va x—-7y+5z—-5=0 tekislikga
perpendikulyar tekislik tenglamasini yozing. (Javob: x—2y—-3z+5=0.)

3.19. x=2t+1y=4t+2,z=5t+3 to‘gri chizigga nisbatan M (4,3,10) nugtaga
simmetrik bo‘lgan M’ nugtani toping. (Javob: M’(2,9,6).)

X-=5 y+3 z+2
2 i
tekislik tenglamasini yozing. (Javob: x+3y—z+2=0.)
X-3 y+1 z-2
2 -l
tekislik tenglamasini yozing. (Javob: x+3y—-z+2=0.)
30 XA _y=2_2 . {X_y+z+3:0

3 1 1 3X—-y—-z+7=0

isbotlang, kesishish nugtasini toping. (Javob: (-1,3,1).)

3.20. to‘g‘ri chizigdan va M(4,-1,3) nugtadan o‘tuvchi

3.21. to‘g'ri chizigdan va M (3,1,8) nugtadan o‘tuvchi

to‘gri chiziglar kesishuvchi ekanini

X+y—-2-5=0 L - .
S8 to‘g‘ri chiziq bilan x+2y+3z—30=0 tekislik perpendikulyar
Xx—2y+2=0
ekanini isbotlang va kesishish nugtasini toping. (Javob: (5,5,5).
2X—y—-22-2=0 3x—-2y—-2z+2=0 o
3.24. Vv to‘g‘ri chiziglar o‘zaro
X-y—4=0 y—2z-1=0

parallel ekanini isbotlang, ular orasidagi masofani toping. (Javob: d =+v17.)
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3.25. M(@,—4,-5) nugtadan x=4t+6,y=3t+4,z=2t+2 to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan

masofani toping. (Javob: \/Z.)
. X—2y+2z+1=0 ) .. . ..
3.26. A(2, 6,9) nugtaning to‘g‘ri chizigdagi proyeksiyasini
3X-2y+z+1=0
toping. (Javob: (3,8,6).)
{x+2y+22—1:0
3.27.

to‘gri chizig bilan A(2,-2,0) va B(3,—3,—1) nugtalardan
3X+y—-4z+2=0

o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq orasidagi burchakni toping. (Javob: ¢ = arccos g.)

3.28. x=2t-3, y=3t+1, z=—t—-2 to‘gri chizigdan o‘tuvchi va 3x-2y+z=0
tekislikga perpendikulyar tekislik tenglamasini yozing. (Javob: x -5y —-13z2-18=0.)

3.29. A(2,1,-3) nugtadan o‘tub,{x_2er22=0 to‘g‘ri chizigga parallel bo‘lgan

3x—-2y+z+1=0
to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasini yozing. (Javob: x =2t +2,y =5t +1,z =4t —-3.)
{5X -2y+2=0
3.30.
2Xx—2+1=0

o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglarning parallelligini isbotlang va ulardan o‘tuvchi tekislik tenglamasini
yozing. (Javob: 10x—8y+5z+3=0.)

to‘g‘ri chiziq va A(4,6,1) va B(0, —4,—7) nugtalardan
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IV-BOB MATEMATIK ANALIZ ASOSLARI

4.1 Kompleks sonlar va ular ustida amallar. Muavr va Eyler formulalari

Ushbu z=x+iy ko‘rinishdagi songa kompleks son deyiladi, bu yerda x, y - hagiqgiy sonlar,

i esa i* =—1 bo‘lgan mavhum birlik. x- kompleks sonning hagigiy gismi, y esa mavhum gismi

deb ataladi va Rez = x, Imz =y kabi belgilanadi. Agar y =0 bo‘lsa, z=x<R, agar x=0
bo‘lsa, z=1y sof mavhum son hosil bo‘ladi.

Geometrik nugtai nazardan, har bir z=x+iy kompleks songa koordinatalar

tekisligida bitta M(x, y) nugta (yoki O—Mvektor) va, aksincha, har bir M(x, y) nugtaga bitta
z=Xx+Ily kompleks son mos keladi. Barcha kompleks sonlar to‘plami C harfi bilan

belgilanadiva R=C .
Z=X+Ily va Z=x-1ly sonlar go ‘shma kompleks sonlar deyiladi.
Z, =X +ly, va Z, =X, +1y, ikkita kompyleks sonlar uchun quyidagi amallar o‘rinli:
1) 2,42, =(x, £%,)+i(y, £V,);
2) 1,7, = (X1X2 - Y1y2)+ i<X1y2 X yl);
3) i — (XlXZ + y1Y2)+ i(XZY1 — lez) — XX, + V1Yo +i Y1 =X Ys .
Z, X +Y; X; +Y; X +Y;
Ma’lumki, har bir z=x+1y kompleks son uchun x=rcos¢, y=rsing formulalar

orinli. r :‘OW‘ = JX*+y? son z=x-+iy kompleks sonning moduli deyiladi, OM vektor va

Ox o‘gining musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan ¢ burchagi esa kompleks sonning argumenti
deyiladi va ¢ =argz kabi belgilanadi. U quyidagi

arctg % agar x>0, y>0bolsa;
Q= 7 +arctg % agar x<0 bo’lsa; (1.1)
27 + arctg % agar x>0, y<0 bo’lsa
formula bilan hisoblanadi. Har ganday z = x+iy kompleks son
z=r(cosp+ising) (1.2)

trigonometrik  shaklda  yoki z=re” ko'rsatkichli  shaklda ifodalanadi(chunki
'’ =cos+ising Eyler formulasi orinli).
Agar z, =1, (cosg, +ising,), z,=r,(cosg, +ising,) kompleks sonlar bo‘lsa,

.. YA I ..
2,2, = 1,1, (Cos(¢, +@,) +isin(p, +¢,)); Z_l = r—l(COS(q)l —@,) +isin(p, —p,)) . (1.3)
2

2
z =r(cosp+ising) kompleks sonni n-darajaga oshirish uchun Muavr formulasi

2" =r"(cosng+isinng) (1.4)
o‘rinli. n-ildiz chigarish uchun esa
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Z, = Wz = Q/?(coswﬂsin s 2k”), k=0,12,..,n-1 (1.5)
n n
formula go‘llanadi.
Auditoriya topshiriglari

1. 2,=2+3i, z,=3-4i va z,=5-2i ho‘lsa, (2, +2,)z, ni hisoblang. (Javob:
39—4i.)
2.2,=2+31, z,=3-4i va z,=1-2i bo‘lsa, ((z, +2,)z,)/z, ni hisoblang. (Javob:

3. Kompleks sonlarni trigonometrik shaklda ifodalang: @) z, =-1+i, b) z, =3i
d)z,=2-2i, e)z,=-4.
4. 2, =-2+3i bo‘lsa, |z—zl|<1 shartni ganoatlantiruvchi nugtalarning geometrik

o‘rni ganday sohani ifodalaydi? (Javob: Markazi z, nugtada bo‘lgan R=1 radiusli doiraning
ichki gismi.)

5. Z, =—1+3i bo‘lsa, |z+zl|>2 shartni ganoatlantiruvchi  nuqgtalarning geometrik
o‘rni ganday sohani ifodalaydi? (Javob: Markazi —Z, nugtada bo‘lgan R=2 radiusli doiraning
tashqi gismi.)

6. 1<|z—i| < 3 shartni ganoatlantiruvchi nugtalarning geometrik o‘rni ganday sohani
ifodalaydi? (Javob: Markazi z =i nuqtada bo‘lgan R;=1 va R,=3 radiusli aylanalar orasidagi

halga.)
7. 0<Re(3iz) <2 shartni ganoatlantiruvchi nugtalarning geometrik o‘rni ganday

sohani ifodalaydi? (Javob: y=0 va y = —% to‘g‘ri chiziglar orasidagi gorizontal polosa.)

8. (1—x/§i)5ni hisoblang.(Javob: 16+16i+/3.)

1 .
9. z°+1=0 tenglamaning ildizlarini toping. (Javob: 20=§+7|, 2, =-1,

V3

1 .
Z2 ZE—7|.)

10. Hisoblang: 1) 4-8-8i/3, 2) 3/~2+2i..
11. Tenglamalarni yeching: 1) z* -8=0, 2) z° +64=0.
12. Eyler formulasidan foydalanib

CosX + COS 2X + COS 3X + ...+ COS NX

yigeindini hisoblang. (Javob:(sinrz(cosmzl)x) / sin)z(. )
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Mustagqil yechish uchun testlar

1. 2,=1+3i va z, =3-2i uchun 2z, +z,ni hisoblang.
A) 5+4i, B)5-8, C)5-4i, D)2+3i
2. 2,=2-3i va z, =3—4i berilgan bo‘Isa, z,z, ni hisoblang.

A) 18-17i, B) —6—i, C)-6-17i, D) 6+17i.
3. 2,=3-4i va 7, =21 berilgan bo‘lsa, z,/z, ni hisoblang.
A)3-2i, B)-2-i, C)2-i, D)O04-i.

4. 7=2-2i3 kompleks sonning modulini toping.
A)r=3; B)r=4; C)r=5; D)r=1.
5. 7=-2+2iy/3 kompleks sonning argumentini toping.
/4 o 27

T
A) p==; B)p="_; C)p="r; D)p="".
) @ 5 ) @ 3 ) © 5 ) @ 3

6. 2=2/3-2i kompleks sonning trigonometrik shaklini toping.

A) 4(003%—isin %); B)4(cos_12”+isin 1?);
Sz . . 5rx o .. 21

C) 4(cos— =); D)4(cos—=—+isin—).
)(cosG+|sm6) ) 4( : 3)

7. 2=2/3+2i kompleks sonning ko‘rsatkichli shaklini toping.

57 _iZ

LT -
i— i—
3. 6 -

A) z=4e3; B)z=4eSb; C)z:4e'?; D) z=4e 3.

T .. T
8. ¢ =—COS7+|SIH7 kompleks sonning ko‘rsatkichli shaklini toping.

.67

A)z:ei%”; B)z:eig; C)z=e ’; D)z=e '.
9. (\/g—i)A ni hisoblang.
A) 8+8iv/3, B)8-8iv/3, C)-8+8i/3, D)-8-8iy3.
10. z° +8 =0 tenglamaning yechimi noto‘g‘ri berilgan javobni aniglang.
A) -1+iv3, B)1+iV/3, C)-2, D) 1-iv/3.

4.2 Funksiya va uning berilish usullari

Agar ixtiyoriy x € D elementga biror f qoida bilan yagona y element mos go‘yilgan
bo‘lsa, u holda y = f(x) funksiya berilgan deyiladi. X - erkli o‘zgaruvchi yoki argument
deyiladi. D - aniglanish soha, y ning gabul giladigan giymatlari esa giymatlar to ‘plami (yoki
o ‘Z garish sohasi) deyiladi va E harfi bilan belgilanadi.

Funksiya jadval usulda, grafik usulda va analitik usulda beriladi. Analitik usulda
berilgan y = f (x) funksiyaning D va E sohalari ko‘p hollarda ko‘rsatilmaydi, ammo tabiiy

ravishda y = f (x) funksiya xossalariga ko‘ra aniglanadi.
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1-misol
Ushbu y=~/7-6x—x* funksiyaning aniglanish sohasi va giymatlar to‘plamini toping.

» Kvadrat funksiya 7—-6x—x*>0 da aniglangan. Kvadrat uchhadning ildizlari
X, =—1, X, =1. Yuqgoridagi tengsizlik —(x+7)(x—1) >0 tengsizlikga teng kuchli bo‘lib,
—7<x<1 yechimga ega. Funksiyaning aniglanish sohasi D=[—7; 1] . D sohada
0<7-6x—x*<16 bo‘lgani uchun giymatlar to‘plami E:[O; 4]. <

u=¢(x) funksiya D to‘plamda aniglangan bo‘lib, uning giymatlar to‘plami G
bo‘lsin. Agar y=f(u) funksiya G to‘plamda aniglangan funksiya bo‘lsa, u holda
y = f(p(x) murakkab funksiya deyiladi. y = f (¢(x) funksiya ikkita y = f (u) va u=¢(x)
funksiyalarning kompozitsiyasi yoki ¢ funksiyaning f funksiyasi deb ataladi. Murakkab
funksiya ikki yoki undan ortiq funksiyadan tuzilgan bo‘ladi.

2-misol
Quyidagi murakkab funksiyalar nechta funksiyadan tashkil topgan:
a) y=sin(x*+1), b) y=Insin3".

» a) y=sin(x’*+1) ikkita y =sinu va U= X2 +1 funksiyalardan tashkil topgan.

b) y =Insin3* funksiya uchta y=Inu, u=sinv vaVv=23" funksiyalardan tashkil
topgan. «

y = f(x) funksiyaning grafigi deb Oxy tekisligidagi koordinatalari f qoida bilan bog‘langan
M (x;y) nugtalar to‘plamiga aytiladi.

vxe D uchun —xe D bo‘lsin. Agar vx e D uchun f(—x)= f(x) bo‘lsa, y=f(x)
juft funksiya deyiladi. Agar vx e D uchun f(—x)=—f(x) bo‘lsa, y=f(x) toq funksiya
deyiladi.

Agar y = f(x) funksiya D sohani E ga bir giymatli akslantirsa, u holda X ni y orgali
ifodalovchi funksiya x = g(y) mavjud vau y = f(x) ga teskari funksiya deyiladi. x = g(y)
funksiyaning aniglanish sohasi E , giymatlar to‘plami esa D ga teng. y=f(g(y)) va
x = g(f(x)) bolgani uchun y = f(x) va x = g(y)funksiyalar o‘zaro teskari. O‘z aro teskari
y = f(x) va x=g(y) funksiyalarning grafigi birinchi va uchinchi chorak bissektrisa chizig*i
y = x ga nisbatan simmetrikdir.

3-misol
Ushbu y = x* —6x +11 funksiyaga (— oo;3] oraligdagi teskari funksiyani toping.
» Berilgan funksiyadan to‘la kvadrat ajratamiz
y=(x-3f+2
Bu tenglikdan X ni topamiz
X=3%,y-2

va Xe (— oo;3] ekanini e’tiborga olgan holda tanlaymiz
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X=3-,y-2.

X ni y gaalmashtirib, izlangan funksiyani topamiz

y=3-vJx-2.«

Auditoriya topshiriglari
1. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping:
. 1-x
1) Y=VX*+6x+5; 2) y=Ilg(5—-4x—x2); 3) Y :arcsm—3 4 Y=]/\/m-

(Javob: 1) (=00 —1]U[-5; 0); 2) (=5 1); 3) [-2; 4]; 4) (2/3; ).)
2. Quyidagi murakkab funksiyalar nechta funksiyadan tashkil topgan:

1) y=lgsinx*; 2) y=2‘cosx‘; 3) y=3/arctg3” : 4) y=cos®arcsine* 7
(Javob: 1) 3ta; 2) 3ta; 3)4ta;4)5ta.)

X, agar X <0 bo’lsa,

> y:{xz, agar x>0 bo’lsa

funksiya va uning teskari funksiyasi grafigini yasang.
4. Quyidagi funksiyalarning grafiklarini yasang:

funksiyaning teskari funksiyasini toping. Berilgan

2X+3 .
1) y:%; 2) y=[5-4x—x’|; 3) y=2sin2x; 4) y=|x—2|+[x+1 .

5. Quyidagi funksiyalarning juft yoki togligini aniglang:

3 y_2x2+3_
x*-1"

(Javob: 1) Juft ; 2) Juft ham, toq ham emas; 3) Toq; 4) Juft funksiya.)
6. Agar F(X)=Igx, o(x)=sin2x, g(X)=X*+X  bolsa, funksiyani
y = g(f (¢(X))) toping. (Javob: Y = Ig® sin 2x + Igsin 2x.)

2) y:‘5—4x—x3‘; 3) Y=2siN2X+X; 4) y=|x—2/+|x+2|

Mustaqil yechish uchun testlar
X
1. y=arccosm funksiyaning aniglanish sohasini toping.
A) (-1 0; B)[-L1]; ¢ (—o-1U[3; «); D) [-L 3].

2. Y=3 Ig\sin Xg‘ murakkab funksiya nechta funksiyadan tashkil topgan?

A) 3 ta; B) 4 ta; C) 5 ta; D) 2 ta.
3. Quyidagi funksiyalardan qgaysilari juft ekanligini aniglang:

X

1) y=x’sin2x; 2) y:X2X+1
A) 1), 3) B) 1), 2) C)1),4) D) 3), 4).

)| y:‘5—4x+x2‘; 4) y = X?cos(x+1).



95

4.y =x*—4x+7 funksiyaga (— o0; 2] oraligdagi teskari funksiyani toping.
A) y=2++4x-3; B) y=2-+x-3; C) y=2++x+3; D) y=3—-+x-2

5 y= 2X funksiyaga teskari funksiyani toping.

_2X+1,

2—3X 2x—-1 X+1
, B) y=
3x+1

; C) y= ; D)y= .
x—1 )y 3x+1 )Y 2+ 3X

Ay

4.3 Sonli ketma-ketlik va funksiya limiti

Natural sonlar to‘plamida aniglangan funksiya sonli ketma-ketlik deyiladi.
X, = f(n),neN . x, — ketma-ketlikning n- hadi uning umumiy hadi deb ataladi. Sonli

ketma-ketlik {xn }orqali belgilanadi.
Agar ixtiyoriy & >0 son uchun shunday N =N(&)>0 son mavjud bo‘lsaki, barcha
N> N lar uchun |xn —a| < ¢ tengsizlik bajarilsa, a o‘z garmas son {xn} ketma-ketlikning
limiti deyiladi va quyidagicha belgilanadi:
limx, =a.

n—o0
1-misol
2

Ushbu x, =

> ketma ketlikning limiti a = 1 ekanini isbotlang.
2

2+4n
» ve >0 son uchun ungamos N =N(g)>0 son mavjudligini ko‘rsatamiz:

1-2n®> 1

. |2—4n2+2+4n2| 1
+ < ki
2+4n®> 2

(0] <& T
S Ty |°F e

1 1 1 1
Bundan, n> 1{— ——, demak, N(¢) =| ——= deb tanlash kifoya. <«
26 2 26 2

y = f(X) funksiya X = X, nugtaning biror atrofida aniglangan bo*lsin.

<é&.

o-al=

Agar ixtiyoriy & >0 son uchun shunday 0 = (&) >0 son mavjud bo‘lsaki,
0< |x— x0| <0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda |f (x) - A| < ¢ tengsizlik
o‘rinli bo‘lsa, A son Y= f(X) funksiyaning X — x, dagi limiti deyiladi va quyidagicha
belgilanadi:

lim f(x)=A.

X—¥%g

Xuddi shu kabi

im £ = A | lim f (x) = A
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limit mavjud bo‘Isa, bu limit Y= f(X) funksiyaning X, nugtadagi chap(o ‘ng) limiti
deyiladi va Xﬂg}g f(x)=f(x-0) (Eg\ . f(x)=f(X, +0)) kabi belgilanadi.

Agar ixtiyoriy &>0 son uchun shunday N =N(g)>0 son mavjud bo‘lsaki,
|X|>N tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda |f(x)—A|<g tengsizlik o‘rinli

bo‘lsa, A son y= f(x) funksiyaning x —oo dagi limiti deb ataladi va lim f(x)=A kabi

belgilanadi.
f(x) va g(X) funksiyalar X=X, nugtaning biror atrofida aniglangan bo‘lib,
lﬂl f(x)=A, Ilm g(x)=B bo*lsin. U holda quyidagi tengliklar ofrinli:
F(x) A

lm(f(x)+g(x)):A+B;!erxl(f(x)g(x))zA-B va "”xlg(x) 5870

Limitlarni hisoblashda quyidagilardan foydalanamiz:

lim ) _2_5 Iimw—f—oo, |imﬂzizo, a—chekli son.
=% g(x) 0 o2 g(x) a e g(x) oo

2-misol
Quyidagi limitlarni hisoblang:

3 —
1) Ilm( 4 —LJ 2) lim X +X=2

=2 X2 -4 X-2 x>t X% 44X +5
» 1) Buyerda « - oo tipidagi anigmaslik, uni yechish uchun kasrga umumiy maxraj
beriladi va sodda ko‘rinishga olib kelinadi:

: 4 1 : 2—-X : 1 1
lim| —--—— [=lm—————=lim -—— [=-=.
2\ X°=4 x-2) »2(x=2)(x+2) 2 x+2 4

2) Bu holda « /o tipidagi anigmaslik, uni yechish uchun kasrning surat va

maxrajini

X ning yuqori darajasi x> ga bo‘lamiz:

o 2+ 122 im2+tim L _jim 2
X +X_2=|im XZ X3 X—>00 X—>00 )(2 X—>00 X3 2+0-0

5 4 5 14040
3

lim —
X0 X° +4X+5 aaE

—+ lim1+lim — +lim —

X X X—>00 X—o X X—o X




Auditoriya topshiriglari

1 x = SiL _21 ketma ketlikning limiti a =3 ekanini ishotlang.
n+
Berilgan funksiyalarning limitlarini hisoblang.
. 2n° =5n+2
2. !24— (Javob: —2)
3 \/ 4+54+2n
' n—>oo n6+2
4. i (n+ o2 . (Javob: 0)
: Vi
wm (n+3)!
8x° -1
5. lim ————. (Javob: 6)

X_,i 6x° —5x+1

. X+2 X—4
6. lim — == .(Javob:0)
o1 X2 —5x+4 (x> —3x+2)
J 3
7. lim YX+2 2@ vob:—= )
x22 3 \X+7 2

g. lim X(’\/ x? +4—X). (Javob: 2)

X—>+00

Mustaqil yechish uchun testlar

Sonli ketma-ketlik limitlarini hisoblang.
L lim nz—\/n3+l

"= 3In®+2-n
A)1 B)2; C)3; D)O.

- lim [\/n (n+2) —Jn? —2n+3}.

A)l; B)2; C)3; D)O.
. 2n+1+3n+1
3. lim——
n—o M4 30
A)2; B)25, C)3; D)5.
Funksiya limitlarini hisoblang.
x> —7x+10
4. lim————.

x>2 x> —5X+6
A)1; B)2; C)3; D)24.

A)0; B)12; C)24; D).
6. lim X(\/XZ +3 /X2 —1).

X—>+©

97



98

A)1l; B)2; C)3; D)O.

7 Iim(i— £ j
Cotll-x 1-x%)
A)0; B)-2; C)3; D)-1.
8. lim Ux-1 .
xal\/m_\/ﬂ
A)L5V2;  B) 242/3; C) —22/3 D) —15v2

4.4 Ajoyib limitlar
Funksiyalarning limitlarini hisoblashda 1- ajoyib limit va 2- ajoyib limit deb

ataluvchi
. sinXx
IImS—:l (4.1)
=0 X
va
: Y . 1
I|m(1+—j =|IIT(1)(1+0[)a =e~2,71828 (4.2)
X—>0 X a—>
limitlar, hamda ularga asoslangan quyidagi formulalar keng go‘llanadi:
. Si . tgkx . arcsin kx . arctgkx
1) “ms!nax:giz) Ilmg—:k,g) lim ———— =k 4) lim TX_k,
x—0 Smﬂx ﬁ x>0 X x—0 X x—0 X
_a'-1
5) lim nd+%) _; Iirr(l)w:logae, 7) lim=—==Ina(a>0),
X—> X X—> X—>
m_ . n X . . 1 X+n
8) Iim(lL)l:m, 9) Ilm(li—j =e" 10) I|m(1+—] =€,
x—0 X X—>00 X X—>00 X
1-misol

Quyidagi limitlarni hisoblang:

. 2X+1
1) lim 3 oy i 3XE2) 3y i, 192X
x>0 sin 3X x—>m\ 3X —1 x>z SN 3X

» 1) Berilgan limitni hisoblashda 1-ajoyib limitdan foydalanamiz. Buning uchun
quyidagicha almashtirish bajaramiz:

. SIn7x .. sin7x 7X . Sin7x 7 7

lim— = =lim SiN3x ' sin3x 3’

x>0 SIN3X x>0 7X 3y 0 X 3jim 3
3X x>0 3X

2) Bu limit va shu kabi limitlarni hisoblashda berilgan funksiya asosiga birni go‘shib
ayriladi va 2-ajoyib limitga keltiriladi:
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6X+3
3x-1 [3x-1

—Q . 6x+3
3 lim
j — =31 — e2

2X+1 2X+1
Iim(3x+2j =Iim(1+3x+2—j — lim (1+

x—o\ 3X —1 X—>0 3x-1 X—>00) 3x-1

3) Bu limitni hisoblashda trigonometrik funksiyalarning davriyligidan va keltirish

formulalaridan foydalanib, 1-ajoyib limitga keltiramiz:

sin(2x —27x)
lim 92X iy 9@X227) _ _py 2x-27 2 2
-78iN3x o7 —sin(3x—37) oz SIN(BX-37) -z 3c0s(2X — 27) 3 <
3Xx—-37
Auditoriya topshiriglari
Berilgan limitlarni hisoblang.
. 3x%—5x 5 . ~1\*
L lim .(Javob: =7 . lim , ;
x—0 sjn3X 3) ? xa—w(2x+3j (Javob: )
e _—"1+X_1.(Javob: 1/(27[)_) A 3x 2\ * 3\/67
X —>0 _— .
sin[z(x + 2)] 10. ‘MM 312 . (Javob: )
5 limizcosx .8
38 Xsin2x - Yavebi 1) 1. lim x(In(2x+3) — I(2x~1)) (Javob:2.)
X—>00

4. lim(1-x)tg = . (Javob: 2 ) : 2., o’
X1 2 T 12. lxlip)(ln(1+3t9 X) (Javob: 3 )

5. lim fEheRA =2 Javob: _3 13. lim(sin 2x)® 2 3 b

o cos(r(x+)/2) UV T ) [0 aveb: 75 )
. A2 —+/1+cosXx N2 . Inx-1 1

6. lim — . (Javob: — 14. lim .(Javob: =)
Xx—0 sin? x 8 x—>e X —e e

7 |iml_C032X+2tgZX Javob ! 15. lim e” 1 (Javob

. - . VOD: . - . A
X0 xsin 3x ( 3 ) x-0 sin 3X 3 )
. /14 Xsin X —cos X . Incos x 1

8. lim — . (Javob: 1) 16. lim > .(Javob: — =)
Xx—0 sin® x x>0 X 2



100

Mustaqil yechish uchun testlar

Berilgan limitlarni hisoblang.

. sin 3x x+3
1. lim——. i X+2
x-0 \[x +1—1 6. JLTI\OO(ZX_]_ ;
AL5 B2 C)3; D)6 A)0; B)2 C)05; D)e.
) Ilm1—cosSx il
' x-0 xsinx 7. |X|L73(1—3X)X .
; Iim1+cosx , .
o7 sin? 2X 5. |im[xz+2] |
A)1,5 B)0,25; C)0,125, D)O0.5. oI X =X

X A)e: B)e?; C)e*: D)O.
a— ) )es C)e’s D)
= 9. XILer(X +1)In(3x +2)~In(3x -1)).
5 T arcsin 2x s _ 1

" x>0 3w +1 -1 10. |XILT(1) Sinox

A)15; B)2; C)3: D)6.

A)15; B)2; C)25; D)O0.5.

4.5 Funksiya uzluksizligi. Uzilish turlari

Agar Y= f(X) funksiya x=Xx, nuqtaning biror atrofida aniglangan bo-lib,
)!er(‘o f(X)=f(X) bolsa, u holda y= f(X) funksiya X = X, nugtada uzluksiz deyiladi.
Bu ta’rif uzluksizlikning quyidagi shartlarini o‘z ichiga oladi:

1) f(X) funksiya x = X, hugtaning biror atrofida aniglangan;

2) lim f(x), lim f(X) chekii limitlar mavjud:;

X—>X;—0 X—>Xg+0
3)ularo‘zaroteng lim f(x)= lim f(x);
X—>X;—0 X—>Xy+0
4y bu limit f(X) funksiyaning X = X, nugtadagi giymatiga teng.
y=f(X) funksiya X, nugtada uzluksiz bo‘lishi uchun argumentning cheksiz kichik

orttirmasi AX ga funksiyaning cheksiz kichik orttirmasi Ay mos kelishi zarur va yetarli,

ya’ni uzluksizlik A|im0Ay =0 shart bajarilishiga teng kuchli.
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1-misol
Berilgan y = x* funksiya ixtiyoriy x e R nuqgtada uzluksiz ekanini isbotlang.
» Argumentning ixtiyoriy AX orttirmasida funksiya orttirmasi
AY = (X + AX)* — x? = 2XAX + AX,
U holda
lim Ay = lim (2xAx + AX? )= 0.

AX-50 AX-50
Bundan, Yy = X funksiya butun sonlar o‘gida uzluksiz ekani kelib chiqadi. <

X, nuqtada yuqoridagi shartlardan kamida bittasi bajarilmasa, X, nugta Y= f(X)
funksiyaning uzilish nuqtasi deyiladi. Agar X, nugtada f (X, —0), f (X, +0) chekli limitlar
mavjud va f(X,—0)# f(X,+0) bo‘lsa, X, birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi. Agar
f(X,—0) yoki f(x,+0) limitlardan hech bo‘lmaganda bittasi mavjud bo‘lmasa yoki
cheksizlikka teng bo‘lsa, X, ikkinchi tur uzilish nuqgtasi deyiladi. Agar X, nugtada
f(X,—0), f(X,+0) chekli limitlar mavjud va f(X,—0)=f(X,+0) bolib, X,
nuqgtada funksiya aniglanmagan bo‘lsa, X, yo ‘gotish mumkin bo ‘lgan uzilish nugtasi deyiladi.
2-misol

sin x

Ushbu Y= T funksiyaning uzilish nugtasini toping. Uzilish turini aniglang.

sin x sin x

» lim —— = lim —— =1 po‘Igani holda x =0da funksiya aniglanmagan. Demak,
x=>-0 ¥ Xx—>+0 X

x =0 yo‘gotish mumkin bo‘lgan uzilish nugtadir. <

3-misol

Ushbu y = i

[x=2

i i — i limy=-1 lim y=1 i
» Berilgan funksiya X = 2 nuqtada aniglanmagan. x—>2—0y X_)2+0y chekli

funksiyaning uzilish nugtasini toping. Uzilish turini aniglang.

limitlar mavjud va o‘z aro teng bo‘lmagani uchun X =2 birinchi tur uzilish nugtasi
bo‘ladi. <

Auditoriya topshiriglari

i

1. y= 2—; funksiyani uzluksizlikga tekshiring va grafigini yasang.(Javob: X =0
birinchi tur uzilish nugtasi.)
X+1, agar x<1bo’lsa,
2. Y= <
y 3—ax® agar x>1bo'lsa
bo‘ladi? (Javob: a =1 )

funksiya a ning ganday giymatida uzluksiz
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——, agar x=1bo’lsa,
3. ¥ =1x-1
0, agar x=1ho’lsa

funksiyani uzluksizlikga tekshiring va uzilish

turini aniglang. (Javob: X =1 - birinchi tur uzilish nugtasi.)

1
4, X =0 nugta Y = B funksiyaning 1-tur uzilish nugtasi ekanini ishotlang. X =0
1+2*
nugta atrofida grafigini chizing.
1
5. y=2%* funksiyani X =2 va X = 3 nuqtalarda uzluksizlikga tekshiring.

(Javob: X = 2 dauzluksiz, X = 3 - ikkinchi tur uzilish nugtasi.)
6. y= (1+ 1) funksiyani uzluksizlikga tekshiring va uzilish turini aniglang. (Javob:
X

X = —1 - ikkinchi tur uzilish nugtasi, x =0 - yo‘qotish mumkin bo‘lgan uzilish nuqgtasi.)

sin x
7. Y= 72 funksiyani uzluksizlikga tekshiring va uzilish turini aniglang. (Javob:

X = 7z -yo‘qotish mumkin bo‘lgan uzilish nugtasi.)

Mustaqil yechish uchun testlar

x> -1, agar x <2 bo'lsa,

. funksiya uzluksiz
7—ax, agar x>2 bo’lsa U

1. a ning ganday giymatida YI{

bo‘ladi?
A)l; B)2; C)3; D)A4.

2. y=arctg 1 funksiyani x =0 nugtada uzluksizlikka tekshirilsin.
X

A) Uzluksiz; B) 1-tur uzilish; C) 2-tur uzilish; D) Yo‘qotish mumkin bo‘lgan uzilish.
x—1, agar x<-1bo'lsa

3. a va b ning ganday giymatlarida y ={ax*+b, agar —1<x<2 bo’lsa

5-2x, agar x>2 bo'lsa
funksiya uzluksiz bo‘ladi?
A)-4va2; B)2va -4; C)lva-3; D)-3va 1.
3x+5, agar x<-1bolsa,
4, y=41-X, agar —1<x<1bo’lsa, funksiyaning uzilish nugtalarini toping.
Inx, agar x>1bo’lsa
A) x=1; B) x==1; C) x=-1; D) funksiya uzluksiz.
1
5 y=1+ 2% funksiyani X = O nugtada uzluksizlikga tekshiring.

A) Uzluksiz; B) 1-tur uzilish; C) 2-tur uzilish; D) Yo*qotish mumkin bo‘lgan uzilish.
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g

A)0; B)1, C)2; D)3.

Berilgan limitlarni hisoblang.

L1 lim x? —7x+10
T o22x? +3x-14°
Lo lim 32 +7x+2
T o2 X2 +5x+6
X} —7x—6
|m2—.
x-3 3x° —5x—-12
22X —x-1
14, lim——7—.
x-1 3x°—-2x-1
3x2 +2x-1
im—— "~
x-ys 27x% -1
12+ x—x?
15 lim="2 =~
>3 X°4+27

X2 —8x+7

1.3.

1.4.

1.12. lim

o7 X2 —5x—14
2x* +15x -8

1.13. lim

x>-83x% + 25X +8
—5x% +11x -2

1.14. lim

1.15.

1.16. i

1.17.

x>2 3x2—x-10
_ TxX*—4x-3
lim————.
x->1 3x° —2x -1
x> —x—12
mz—.
x4 3X° —=3x =12
. x*-3x-10
lim—————.
x-5 2x“ —-13x+15
2x% +3x—2

1.18. lim

1.19.

1.20.

—>23x% ~13x -2’
AX* +7x -2

Im 2—.
x>-2 3X°+8X+4
. X*-7x+6
lim ————.
x>-33X°+7X—6

1.21. |

1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1
y = W funksiyaning nechta uzilish nugtasi mavjud?

Shaxsiy uy topshiriglari

L6 lim 2 —Xx—6
o223 -5x% + 4
X2 +3x—4
Im 2—-
x>-42x° -9x-14
. AX*+4x-3
18, lim ———.
x-12 2%+ x -1
X —x-4
W—7 0"
x>-11—-4x" —3X
x* —2x-15

1.7.

1.9.

1.10.

1.11. lim SXZJF—4X_1.
T o3 - 2x+1
- x> —3x—4 |
x4 3x° — 2X — 40
: 2x* +5x -3
—>-33x% +10X+3
lim 4x2—5x+1.
o1 X2 —8X+7
i 12x° +13x-4
s 4x% —5x+1
lim 2x° +5X_18.
-2 3x° —5x* — 4

X +4x+4
x>-23x2 +5x -2
g 2L
x-13 3x% 45X — 2

2x% +7x-15

1.28. lim

x>-5 X2 +10X+ 25

mz—.
x5 X° —10x+ 25

103
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o2 —x-1
1.29. lim——.
x>15x° —2x—-3
o 2x%—x-1
21 lim———=.
x—>n 3x° —2x -1
. 2x3-5x-1
22. lim————.
x> 5Y* —2X° +3
- Iim3x2+5x—2
T %o X2 —3x+1
. 2x*-3x-5
24, lim———.
x—o 2 + 5x —3x
. lim X4
T ooe 3%+ 2
. 3x*+2x-5
2.6. lim———.
x>n 2X°+ X+ 7
. 4-3x-2x°
T xowmx2 412X +13°
28 ||mw
T oo 32 -2x8
2.17 Iim‘l_—?’x2
T xon 34 5x—6
2.18 ||m7_—2x2
T e 2x3 45X -7
219 ||mL2_3X5
T om X 46X+8
2.20 |im&
T o0 8xt +5x2 +13°
5—2x —3x?
221, lim=———"=.
x-0 3% 4+ 2X -5
299 ||mM
' " x> 1_2X3 '
4 —3x—2x°
2.23. lim

x>0 X% + 12X +13

6—x—Xx°

31 lim ——.
3 X+T -2

1.30.

X2 —-9x+20
lim————
x5 x°—x—-20

. 2x— X%
29. Iim——uw——.
x-o 3X° + 2X° +1
453 —2x+1
2.10. M ———.
x> 2X° —H5x -3
23 +3x° -1
211, lim=—=————
x>o  §—3X
B —7x*+3
212 lim————+.
X2 242X —X
213, lim 2x3 4+ 3x% —5x
T xow 543x2—2x%
214 ||mM
T o 3x3 - 2x+5
X =Tx+1
2.15. lim———.
x>0 3X° —2X+4
216 ||m&_4x2
T e X2 42x+3
224 ||m&_2x2
T om 2x% 45X 43
205 lim 2x% +8x—11
T oom X2 4 3x 44
. 2x*
2.26. lim ———— +25 :
x> X° +2X° +3
. 3x*—b5x+7
2.27. lim ——r,
x>o 3X° +X+1
_ 3x*-2x+5
2.28. lim———.
x> 6X° +5x+1
4=
2.29. lim———.
x>o X +2X+1
2 30, lim 1+3x-2x°
T ow X 42X -6

. 2x*-5x-3
3.2. lim )
X3 X+ 2 —+/8—X




3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12. lim

3.22. Im

3.23. 1

3.24.

3.25.

im 3—\/10+

o>-13x2 42X 1
J6+x -2

>23x2 + 4X — 4
JEI_ 3

m o271

lim X

o054 x —5—x

im >

x>=2 2X°4+5X+2

lim 2X° —9x + 4

i Jx—3—JB—x'

fim_—_ VX

=0 X +7 —[T—X
X2 —4x

lim

x>4 \[2x +1—~/X+5

lim x% + 5X

X—>(’\/2x+3 J3—-x’

2— \/x +4
»\/3x+ -4

x>4 X3 —16x

\/x+ -2

a T

||‘/_X

x4 x> —4x

) 3X—-2-—
|Im2—.
x-2 3" —x—10

Va+x-+2

x—0

3.26. lim

4.1.

4.2.

4.3.

H23x +5x-2°

1-J3x+1

lim

x>0 c0os(z(x +1)/2)

. 1—cos10x
lim———.
x—0 5)(

. 3x?>-5x
lim ———.
x=>0 SIN3X

3.13. |

3.14. |

3.15.

3.16. |

. 2x —7x-15
al x+4-3
x —5x+6

ot \/5x +1-4

>4 420+ X

x + 2X

al Jx+9-3
5—\/4x+

3.17. lim

3.18. |

x5 x? —3x 10

42+7 3
Xﬁ13 VX+8

\/F\/_

3.19. lim

3.20.

3.21.

3.27.

3.28.

3.29.

3.30.

) x> +5X+6
lim

>3 X +4 —T+2x

. A12—X+X
lim —.

x>0 X% 4 4%

lim —;
-2 X°—6X+4

lim N2X+ T -5
x—9 3 \/_ '

V3+Xx —/7=X

105
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4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

44 lim 1-cos2x |
x—>0C0S7X—C0S3X
T e S
x=>0tg(7(2+ X))
46. [lim 2X _
<= otgl2z(x+1/2)]
. 1-cos®x
4.7. hm———T—n
X —>0 4)(
) arcsin 3x
48. |lim .
x>0 24 x -2
49. lim ﬂ1+x_1.
x> osin[z(x+2)]
: arctg2x
4.10. lim

x—0sin(27z7(x +10))
. xsin(z(x+5
411, lim (( )).
x=>0 1—C0os2X
lim cos(X + 57/ 2)tgx
x>0 arcsin2x?
. 2XsinX
Iim ——.
x> 0] —C0oS X
. XSIinbx
lim————.
x—>0] — coSs4x
. sin7x
lim > )
x—>0X" 4+ X
. COS2X—CO0S X
lim .
x>0 1-—C0OSX
. lgzx
MnjL—.
x—>2X42

A+ x-2
lim ——.
x—> 0 3arctgx

. SIn7xX
lim ———.
x—>2SIN8xrX
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) 1—\/cosx
4.20. lim ————.

x>0  XSinX

. 1-2cosx
421. lim —————.

x—>7z/3 g1 —3X

.1+ cos3x
422. lim ———.

x>z §IN°7X
sin® x —tg°x

4.23. lim g

X —>0 X
4.24. Iimw.
x—>1 sIN3xrX
4.25. lim mx—anx_

x =0 x(1—Cc0os2X)
. 1+coszx
4.26. |Im2—.
x—>1 tg X
1-sin2x
im .
x—>7/4 (1 — 4X)
. 1-sin(x/2
- Losin(x/2)

l
428.*>7 =X

2
4.29. lim AUelief ZX).

x=>2  Sin3xzx
430, lim cosSx—cos3x.

X > 7 sin? x

4.27.

5.1, lim(L+3tg2x ).

x—0

5.2 Iim( 2X j_“.

S wonl 2%+ 3

o’ mn(xm-Jﬁ—}
x>0 X+3

X 1/(X77z/2)
54. lim (tg—j :
X — 7/2 2

nm(zx_BjMZ
skl s '
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5.6.

Sl

5.8.

318

5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

5.15. lim

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

5.20.

5.21.

=

. In(1+sin® 2x)
lim > )
x—0 5)(

. (9—2xj‘92
lim )
X — 3 3

. (3—2xj3x‘2
lim .
x=o\ 12X

]]/sin23x

X —
“=
v3
7\
|
(@)
Qs
x

lim (sin2x)®

X—>7/2

. (x+4j4x
lim| —— | .
x—o\ X+8

2X _3X
lim — .
x>0 sin X

2
i In(1+jfx )
x—0 3x
tg 2X

-0 In(1+3x)

C( x=2 )\
lim )
-1\ 2x—3

. In(1+sin 2x)

lim > .

X—>7 X _7[

. In(Q+sin3x

lim (2 ).

x>0 X“ +5X

. In(cos 2x

mn—lfjf—z.

x=>0  §in‘ X

. In(cos 2x

i)

x>z (X —7r)Sin X
3x

lim(2x —7)x* 1.

X—4




. In(1+sin 2x)
5.22. lim — -

x>l X +2x-3

. 1-cos2x
5.23. lim

5.24.

5.25.

5.26.

5.27. li

5.28.

5.29.

5.30.

0 In(1+3x%)

Iim(2x—3)x3-xz.

X—2

(x=2 e
lim .
x-3\ 2x—5

lim x(In(2x +1) — In(2x +5)).

X—>00

2 2x-3
. [ x“+2x-3
lim ——— )
x-o| X°+3X+1
lim x(In(3x—1) - In(3x—5)).
6
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Berilgan funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring, uzluksizlik oraliglarini va uzilish
nugtalarining turini aniglang.

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

X+4, X<-2,
a)f(x)=4x* -2, —2<Xx<2,
3Xx=5, x> 2,

0, x<-1,
a)f(X)=<x*+1, —1<x<2,
3X, X>2,
3X, X< -2,
a)f(X)={x*+2, —2<x<2,
X+3, X>2,

0, x<0,
a)f(x)=<sinx, 0<x<r,

2X—6, X>r,

b) f(x)=2*3+1.

b) f(x)=32+2.

1

1

3

b) f(x)= .

b) f(x)=

2°-1

1
-
2x+3 11
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CoSX, X<—17/2, .
65 af(x)=40, —7/2<x<7/2, b) f(x) =4+ —1.
1, x>rx/2,

—X+1, x<-2, 1

66. Af(X)=1x"-1-2<x<2, b) f(x)=6*"5+3.
3X—2, x> 2,

1 x<-1, 1

6.7. Af(X)=1-x"+1 -1<x<2, b) f(x) =52 —1.
X—=5, x> 2,

1, x <0,

os, AT(N={2"+10<x<2,  b) f(x)=>"2.
3x-1, x> 2, X+

V1-Xx, x<0, 1
6.9. af(x)=9x"-2x,0<x<2, b) f(x)=3%" +1.
X=1 x>2,

0, x<1, »
6.10. @) f(x)=4Inx, 1<x<3, b) f(X)=6"2 1.

X-1 x>3,

—-X+1, X<-2,

611 A)f()=1x 15 —2<x<l  b) f(x):2arctgé_
X+5, Xx>1,

32X, X< -2, ,
6.12. a)f(X)={x*+1,-2<x<2, b) f(x):(lL)_l.

X
2X+5,X> 2,

2X—3, X< -2,

6.13. a) F () =xC+1 —2<X<2, b) f(x):%+ﬁ_
2" +1, x> 2,

2" -3, x<2,

6.14. a) f(x)=1log, x, 2<x<8, b) f(x)=
2x—15, x>8§,

1_ e1—x '




6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

2" -1, x<0, .
a)f(x)=42sinx, 0<x<r, b) f(x)= .
) f(x) 7 ) 1=
2X—5, x>,
X+, X<-7/2, .
a) f(x) = Szi:zi-l;(;ﬂ/ZSXSﬂ/z, b) f(X)ZW'
] 7[!
x+1 x<0,
a) f(x)=42cosx, 0<x<r, b) f(x)=arctg3"".
1-x, x>,
2x-1, x<-1,
a) f(x)=43x%, —1<x<1, b) f(x)=3w—_1.
3 +1
2" +1, x>1,
3X+2, x<-1
a)f(x)=4—2x*+1, —1<x<1, b) f(x)=3""" 41,
X—2, X>1,
2X+1, x<-1,
a)f(x)=4-2x*+1, -1<x<2, b) f(x)=2"0" 41,
X+5, Xx>2,
1-x, x<-1,
1
a) f(x)=4-x*+3, —1<x<2, b) f(x):m.
2X—3, X>2,
X+2, X<-2,
2
a)f(x)=4x*-4, —2<x<3, b) f(x)zgtgx—ﬂ.
2x-1, x>3,
2X+1, x<-1,
) 31/(2—X)_1
a)f(X): —2X +1, —1SX32, b) f(X):m
2—3X, X>2,
1-2x, x<-1,
a) f(x) =4—2cosax+1, —1<x<2, b) f(x)=5Y* 41,
2X—3, x> 2,
X—95, X<-2,
1
a)f(X)=4-2x*+1, —2<x<2, b) f(x):m+l.
2X+3, X>2,

111



112

X+1, x<-1,
6.26. a) f (x)=<x* -1, —-1<x<2, b) f(x):arctgsi.
- X
4—X, X>2,
Xx+1 x<-1
X -1
6.27. a) f (x) =<x?, —-1<x<2, b) f(x)==5
X —
log, x+3, x> 2,
2x+1, x<0,
6.28. a) f(x)=41-2%, 0<x<2, b) f(x):w.
342
X—=5, x>2,
sinx+1, x<0,
6.29. a) f(x)=11-x%, 0<x<2, b) f(x)=2arctgsi.
- X
X+1, x> 2,
2X+1, x<-1,
1
6.30. a) f(X)=4x*—2, —1<x<2, b) f(x)=——.
)1 (0 ) fX)="%
8-3x, X>2,
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V BOB DIFFERENSIAL HISOB ELEMENTLARI

5.1 Funksiya hosilasi

y = f(X) funksiya [a,b] kesmada aniglangan bo‘lib, x, x + Ax [a,b]. Funksiyaning
Ay = f(x+ Ax) — f(x) orttirmasini argument orttirmasi Ax ga nisbati

% ning AX nolga intilgandagi limiti ¥ = f(X) funksiyaning x nugtadagi hosilasi deyiladi.
X

! ! d
Quyidagi belgilardan biri bilan belgilanadi: Y, f'(X), d—i Demak,

y = £ =D = fim &Y _ jjm TXFA0 =T,
dx A0 AX x>0 AX
Agar bu limit mavjud bo‘lsa, Y= f(X) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi,

hosilani topish jarayoni esa differensiallash deyiladi.

y = f(X) funksiyaning x nugtadagi hosilasi funksiya grafigiga M (X, f (X)) nugtasida
o‘ tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientiga teng.

Fizik nugtai nazardan Y = f'(X) hosila funksiyaning X nugtadagi argument X ga
nisbatan o‘z garish tezligini aniglaydi.

Agar C— o‘zgarmas son, U(X) va V(X)— differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsa,
quyidagi differensiallash goidalari o‘rinli:

)C'=0; 2)(utv) =u'+V; 3)(Cu) =Cu’ 4) (W) =uv+uy;

u u'v—uv’ C , CcV
o] 2% ofe]-
Y Y Y Y

7) agar Y= f(Uu), u=e(x), yarni Y= f(@(X))— differensiallanuvchi funksiyalardan
tashkil topgan murakkab funksiya bo‘lsa, u holda
Yy = Yoy yoki y' = f'(u)¢'(x);
8) agar Y= f(X) funksiya uchun differensiallanuvchi X = g(Y) teskari funksiya mavijud
va 9'(Y) #0 bo‘lsa, u holda

v, =1 yoki f/(x) = —
X, 9'(x)

1-misol
Ushbu y = x° funksiya hosilasini ta’rif bo* yicha toping.
» Argumentning ixtiyoriy AX orttirmasida
Ay = (X + AX)® — x® = 3x*Ax + 3XAX® + AX®,
u holda
Ay 3X°AX + 3XAX® + AX°

y' = lim == = lim = Iim(3x2+3xAx+Ax2):3x2, <
Ax—0 AX  Ax—0 AX Ax—0
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Funksiya X nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi,
aksinchasi har doim ham o‘rinli emas, ya’ni X nuqtada uzluksiz funksiya shu nugtada
differensiallanuvchi bo‘Imasligi ham mumkin.
2-misol
Ushbu Y =‘X‘ funksiya x =0 nugtada differensiallanuvchi bo‘ladimi?

» Funksiya berilgan nugtada uzluksiz. Argumentning X =0 nugtadagi ixtiyoriy
AX orttirmasida funksiya orttirmasi
. — AX, agar Ax <0 bo’lsa,
Y71 ax, agar Ax >0 bo’lsa.
Hosila ta’rifiga ko‘ra,
im Ay |1, agar Ax<O0 bo'lsa,
- | 1, agar Ax>0 bo’lsa.

Bundan kelib chigadiki, Y = \X\ funksiya x =0 nugtada hosilaga ega emas. <

3-misol
Ushbu y = In®(arcsinv/x) funksiyaning hosilasini toping

» Avwval y=u3 murakkab funksiyadan hosila hisoblaymiz Y'=3U2U' , bu yerda

. . 1 . ;
u = In(arcsin \/;) , hamda u=Inv bo‘lgani uchun, u’'==V', v=arcsin +/x . O‘z navbatida
Vv

Vv = arcsin w, v':LW, w=X, W:(&)':i.
1-w’ 24/x
Demak,
) 1 1 1
[ 2
y'=3In“(arcsin \/§) _ . . . <
arcsinv/x v1—x 24x
Auditoriya topshiriglari
1y3X_2fk' hosilasini ta’rifdan foydalanib topi
. = unksiya hosilasini ta’rifdan foydalanib toping.
1+4x y y PIng

2. Y= i/; funksiya X =0 nugtada uzluksiz va differensiallanuvchi bo‘ladimi?
3. Quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping:

a) y=3x°—4%x* +5/x2; b) y=x?cosx-Inx;
c) y=(+2tgx; d) y=e"/(x*+1)

4. Hosilalar jadvali va differensiallash goidalaridan foydalanib quyidagi
funksiyalarning hosilalarini hisoblang:

a) y=arctgyl+e™; b) y=(2°* +sin3x)?;
) y=xtg¥x +3"; d) y=Ig?(x® +sin’x);
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tgx .
5. Y=¢€ 2 funksiya Y'SINX =Y Iny tenglamani ganoatlantirishini tekshiring.

Mustaqil yechish uchun testlar

Quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping:

1. y=6% X—iz+i;
2x*  3fx?
A) 2%/_+——— 212 .y 2%’/_— PN
o el e
_2X+3,
X241’
A 2(x2—3x+1); B) 2(x* +3x - 1)’ o) (3x2+3x+1); D) 2(1—3x—x2}
(x2 +1)2 (x2 +1) (x2 +1)2 (x2 +1)2
3. y=(2x*=7)In(x+1) ++/a;
2% -7 4x 2x* =7 2x*-7 1

A) 4xIn(x+1)+ ; B) —; C)4x+ ;D) 4xIn(x+1)+
X+1 x—1 1

+—,
x+1 2Ja
4.y =x?cos3x+arctgvx—1;

A)—6Xsin3x +

1 _ 1
© B)2xc0S3X—3x*Sin3X + ———— ;
SR=L ) 24/x% — X
L . 1
- D) 2xc0s3x—3x*sin3x + .
2X4 X -1 ) 2Xy/ X =1
5. y=log,sin®2%;

2c0s 2" 2"ctg2*
——1In2; B
sin? 2* ) In2

C) —6xsin3x+

2"ctg 2*
sin2*

. C) 2X+1Ctg 2X’ D)

5.2 Logarifmlab differensiallash. Oshkormas va parametrik funksiya
hosilalari

Funksiyani ketma-ket logarifmlash va differensiallash jarayoniga logarifmlab

differensiallash deyiladi: (In f(x))'= f'(x)/ f(X). Bu qgoida funksiyani avval logarifmlash

hosila topishni soddalashtiradigan hollarda go‘llanadi.
1-misol

23/ _
Ushbu y:(x+3)—xl funksiya hosilasini toping.
J(x+2)

» Avval logarifmlash magsadga muvofiq,



116

In y:2In(x+3)+%|n(x—1)—%In(x+2).

Tenglikdan hosila hisoblaymiz

y_ 2 . 1 3
y Xx+3 3(x-1) 4(x+2)
, (x+3)2§/x—1( 2 1 3 j

T a2y x#3 30D 4x+2)

, (X +3)(19%* + 26X +3)
C12(x+ 2 (x—1P4(x+2)°
y=u", bu yerda U =u(X), v=V(X), ko‘rinishdagi funksiyaning hosilasini hisoblashda
avval logarifmlash quyidagi formulaga olib keladi:
y' =u'Inu-v +vu'*-u’.

2-misol
Ushbu y=x"""funksiya limitini hisoblang.

> Iny=sinx®-Inx, Yy =x"" Inx-3x?cos x> +sin x> - x4

Agar y va X orasidagi bog‘lanish oshkormas ko‘rinishda, F(x,y) =0 tenglama bilan
berilgan bo‘lsa, bunday funksiya oshkormas funksiya deyiladi. Yy’ hosila F(Xx,y)=0
tenglikning ikki tarafidan, y X ning funksiyasi ekanligini e’tiborga olgan holda, hosila olib
topiladi.
3-misol
Agar X°+Yy°—3xy =0 bo‘lsa, ¥ hosilani hisoblang.

» Tenglikning ikki tarafidan hosila olamiz

3x* +3y’y' -3y —3xy’ =0,

so* ngra tenglamadan Y’ ni topamiz

2 2
Yy =(y=x3)/(y* —X). <
Agar 'y funksiyaning X argumentga bog‘ligligi  parametrik  ko‘rinishda,
x=X(t), y=y(t) tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, bunday funksiya parametrik funksiya

deyiladi. y’ yoki Y, hosila VY, =% formula bilan hisoblanadi.

'
t

4-misol
_ _ 42
Quyidagi x=vi-t, tenglama bilan berilgan funksiyaning Y, hosilasini toping.
y =tg+1+t
' yt, i _t ' 1 1 1
> ye=2, X()= Y= : = :
X, 1—t2 cos?v1+t 241+t  21+tcos?V1+t
= V1-t° V1+t <

ot lttcos?Vl+t  2tcosil+t
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Auditoriya topshiriglari

1. Quyidagi hosilalarni logarifmlab differerensiallash qoidasi asosida hisoblang:

(x=2) C(x—2PYx+1.

a) y= ; d) y=——F———-;
)Y (X+1)°Vx+2 )Y Jx-3
b) y = (x> +2)°; e) y = (Inx)"¥*.
2. Oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyaning )/'X hosilasini toping.
a) x4+y4=x2y2; d) Xy:yx;
b) y=(x*+3)y+xcosy =0; e) y = X +arctgy.
3. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning y; hosilasini toping.
=a(t—sint), x=1-1?,
2) x=a(t-sint) b)
y =a(l-cost), y=t—t>
_1-t S ,
e V1+t?
d) e)
y= A y = arccos !
1+t Vit?

Mustaqil yechish uchun testlar

1. Quyidagilardan gaysi biriga logarifmlab differensiallash qoidasi qo‘llanadi:

A) Y =19°(sin® X); B) y = /xtgxsin® x;
D) y=\/th+Sin\&; E) Y = xtg (Xsin X).

2. Quyidagilardan gaysi biriga logarifmlab differensiallash qoidasi qo‘llanadi:
A) y _ 2x2 n y|n2; B) y — Xy + (COS X)Inz; D) y — X1+In2; E) y — 2XXInX.
3. y=2° +y™ tenglama bilan berilgan berilgan funksiya ...

A) logarifmlab differensiallanadi. B) murakkab funksiya bo‘ladi.
D) oskormas funksiya bo‘ladi. ~ E) parametrik funksiya bo‘ladi.

4. X*+y*+4x-2y-3=0 tenglama bilan berilgan egri chiziqgga (0,3) nugtasida o
tkazilgan urinma tenglamasini yozing.
A) y=3-X, B) y=2x+3,D) y=x+3, E) y=3-2X.

X =acos’t,
5. ) tenglama bilan berilgan funksiya hosilasini toping.
y=asm3t g g y ping

A) y=—ctgx, B) y=-tgx, D) y=cig’x, E) y=tg’x.
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Shaxsiy uy topshiriglari

Berilgan funksiyalarning hosilalarini toping.

. In x
1.1.  y=3/x* +xarcsin x ———.

COS X

1 sin X

1.2. = + xarctgx ———.

y 23/ %2 . In x

13 y:is_zxctgx_arcsmx.
3X

14. y= = + 3*arcctgx + —2— LEEp

3/x? tgx

1 y COS X
15. y=——+2"arcsinXx———.
2x° Ig x

In x 1

1.6. y=3"arcsinx———
e X

X

. 3e
1.7. y:arcsmxlogsx—%/?—ctgx.

18. y= g — 3/ x? — 2*arctgx.
sin x

1.9. y=sinxinx- 3 —34.

arctgx X

1.10. y:i+3xarccosx—tg—x

3x° Ig x

- + 5% arccos x
R x4 Iog5 X

X

1.11.

1.12. y=tgxlog, x— S

sinx 2\/_

1.13. y =Ig—x—44\/ x® —e*arcsin x.
COS X

sinx 2

1.14. y=4"log, x - ——.
arctgx  3x
a

1.15. y=3"log,x - retgx 2 :
cosx  3%x3

2.1. y=sin®2x-tg(2x+1)°.
2.2, y=2""-1g*(2x’ +1).
2.3. y=Ig(sin®2x)-tg/2x+1.

ctgx

1
1.16. y= lgx —5/x? ( +x)tgx.
COS X

1.17. y=arcctgxlgx— €

5
sinx  48/x®

1 arctgx
1.18. y= COS X — .
WX
119, y=2e'sinx— X _ 3
o arctgx  3/x’

X

1
x ®C

1.20. y =arcsin xlog, x

2
1.21. y:ierexcosx— L x|
3X arctgx
122, y= Inx —8t/x° —e “arcctgx.
sin X
4" 5
1.23. y = x%arcctgx - —— — ——.
i O s X xx
. arctgx 3
1.24. y=3"ctgx + — .
Y= ek e
X 3
1.25. y=2"arcsin x—i——.
J Inx x¥/x
126, y = e sinx— 2rectax 3
o Inx  x3/x’
1.27. y=e"cosx— aresin x —37.
log:x X
1.28. y=sinxInx-— arctgzx 4 .
1+x° 3Yx°
1.29. y=i+4xarctgx— cos X
XW Iog3 X
3" 4
1.30. y = (x*+Darctgx - —— ———.
y=( Jarctg sinx  x4/x

2

24. y=3" -arcsinv2x +1.

2.5. y=In*(2x*+1)-arctg/x.

2.6. y=log, (3x+4)-arcctg®v/x +1.



2.7.
2.8.

2.9.

2.10.
2.11.
2.12.
2.13.
2.14.
2.15.
2.16.
2.17.
2.18.

y =32 arcsin? VIn x. 2.19. y=5"".arcsin(2x +1)°.
y = arcsin® 3x - ctg 5x°. 2.20. y = log, (cos® x) - arcctg 2/x.
y =3 arctgv/x? +1. 221, y= Ig(thBX)- arccos v1—2x.
y = 5% .arcsin 3x® 2.22. y=arcctg2x’ -sin’(e* + x°).
y = log, (sin? x) - arccos® v/x. 2.23. y =lg?(3x+4)-arcsin® v1- x2.
y=e%. arcsin(ln3 x). 2.24. y =cos(2e*)-arctg®,/log, x.
y =tg(3e”*)-arccos’ /Ig . 2.25. y= sin(thBX)- InV1+2x2.
y =31 n2 figx. 2.26. y =tg(1/x)-arcsin®(e* - x).
y =tg(x* +1)-arccos’ /log, X. 2.27. y =tg*(2x+1)-arctg*'sin x°.
y =299 .1g*(sin? x). 2.28. y=2""".1g%(sin (1/x))
y =e¥* -arctgz( X). 2.29. y =In?(3x+2)-arccos®(1/x).
y =59 Jarcsin(1/x). 2.30. y =29 [arccos(l/x).
3
3
31 a) y=(arctg3x)"*?, b)y:—(x+5) X=2
3/ (X + 2)?
2
32 a) y:(tggx)arccos(2x+3)' b)yz (X—3) '\/X+2.
J(x+3)?
23 __2\2
33, a) y=(lg@x+2)e, p)y= XTIV
Jx+4
__E)\33 2
34. a) y=/(log,(3x+2))**, b)y:(x D Yx+3)"
Jx+2
P _ 35 _2\3
35 a) y=(cos@x+2)"*, byy="2NE=I
(x+5)
3 2
36. a) y=(tg(@x+5))"*?, b)y:(x+3) B2
3 (x-5’
_ 8 _ B8
3.7. a) y=/(arccos3x)™, b)y:(x 9) “(XZZ) :
3\/(x+3)
arcsin 2x X—53X+65
38. a) y=/(log,(x+2)f""*, b)y:( ) ( _ )
J(x-3)
3 4
39. a) y=(arctg(2x+1))>*?, b)y:(x+2) (X+45) .
3J(x-5)
_ 5
3.10. a) y=(log,(2x+7)f"*?, byy= i)

3/(x+5)% (x—2)*

119
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3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

3.25.

3.26.

3.27.

3.28.

b)y= (x+3)° m

_ In(5x+3)
a) y=(arcctg2x)"®*?, D
a) y=(sin@2x+5)f", h)y= (x+3)°(x-5)"
3x-7
a) y=(cos(3x+5)f"*, b)y= (x+3)° 7\/(X5—75)3
(x+7)
a) y=(n@Ex+ 4 by=*" @ |
(x+5)
a) y=(ctg3x)"™? b)y= \/X+(3-i/;>)<5+72)4_
a) y=(arcsin3x)i7?,  pyy = YXF3 X+ )
J(x-2y
_ _\/(x+3) 3/(x—3)"
a) y=(tg 3x)‘/ b)y= e |
a) y= (aI‘CCOS 3X)Iog3(2x+l)’ by — (x ;/Z)jf;;(%)s |
a) y=(tg3x)"™"? by= J0c+5)*

a) y

a) =

a) y=(ctg2xf"’, b)y=

a) y=(sin3x)"=",
a) — (tg (2X + 3))arcctgx
a) — (]/X)arctQSX’ b) y _

a) vy

(3x+5)""% b)y~-

a) y= ('093(3X +1))arC0052x,

a) y=(cos?x

)Iog2 (3x+2) b

(x—4)*(x+3)°*

(sin(5x+3) ™%, b)y = W

(x—2)°(x+5)°"

y = (sin@x+ D pyy = X= 3°Y(x=5)°

(x+7)

(x +2)7

(x+3)
E'{/(XT(X 5)
Ux-7

(x+5)°(x—2)°

Y77

(x+7)°+J(x +2)°
Yx-sf

b)yz(x+3)2'm_

(x+1)°
_ (x=3)°(x+5)°
d(x+2°




399 a) y= (]/X)arcc055x' b) y =

330. a) y=(sin’x)**™"? b)y=

(x+7)*(x-2)°

Y(x-5)

(x—=3)%\(x+5)°

4

e/(x+3)°

Oshkormas shaklda berilgan funksiyalarning hosilalarini hisoblang.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.

4.5.

4.6.
4.7.

4.8.
4.9.

4.10.
4.11.

4.12.
4.13.
4.14.
4.15.
4.16.

2" =2"+ 2V,
y? =sin X + XCos .
y = 7X+Ctgy.
tgy =3x+5y.
y? +x*=siny.
Xy = X* + ctgy.
Xy —6 =CO0S Y.
=4xX-T7Y.
y2x% +x =5y.
y*=(x=y)/(x+Y).
Xy = ctgy.
siny = xy” +5.
sin(xy) +cos(xy) =tg(X+y).
y = X+ arctgy.
X —y =arcsin x —arcsin y.
Xsiny—cosy+cos2y =0.

4.17.
4.18.
4.19.
4.20.

4.21.
4.22.

4.23.
4.24.
4.25.

4.26.

4.27.
4.28.

4.29.

5

X +5x%y +4xy’ +.y° =

y

y: =(x=y)/(x+Y).

=1+ xe’.

y=e’ +4x.

y2
ysin x—cos(x+Yy) =0.
x23
y =

= x+In(y/x).

3_g283

+y*
cos(X +Y).

cos y =5x—3y.

X2+ Y2 =Txy? +2x°%y.
3)(

+3Y =3,

Xy =COS Y.

X4

4.30. x’

+y* =xy2
:yXl

Parametrik shaklda berilgan funksiyalarning hosilalarini hisoblang.

5.1.

{x=|n(t+ﬁ)
y =t +1.

—tg«/t+

X = arcsin(sint),
y = arccos(cost).

X =
arcsm(t 1).

5.5.

{X:

|
1,
* o

Ja—t?,
BV
x = In(ctgt),
y =1/cos?t.
X = ctg (2e"),
= In(tge").

X = arcctg (e‘/ %),

121



5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

i
o

{x arcsin(1/t),

X = 3t +1/(3t)
=sin(t 3/3+t

= Jt —1 +arccos(U/t).

x=1/Int,
y= (1+\/l—t)t)

X = arcsin \/_

y= 1+\/_

{x = In(tgt),

|
o
e
e
’
-

y =1/sin’t.

X =In(1-t%),

y = arcsin

X = arctgt

y=In ﬂ/(t +1))

= In(@—1)/L+1)),

= 1 t?

x = arccos(1/t),
= Jt? —1+arcsin(t)
=tg(2e"),

y = In(ctge").

arcsm t

t/ﬂ

5.20.

5.21.

5.22.

5.23.

5.24.

5.25.

5.26.

5.27.

\I

5.28.

5.29.

5.30.

|
|
|
{
b-
{
|
i
{
|
b

x =t(tcost —2sint),
y= t(tsmt+2cost)

X =arcsin t/\/1+t )
y= arccos(]/\/1+t ).

X = 6t/1+t
y= 6t2/1+t
X =a(tcost +sint),
y=a(sint—tcost).

In1+t

y =arctgv1l+t®.
x=(1+t%)/(t? -1),
y=t/(t"-1).

X=(2t+t )/(t +1),
y= 2t t? (t +1).
X = 2tgt,

y =2sin®t +sin 2t.
x = a(t —sint),

y =a(l—cost).

= In(1+1t?),
y=t—arctgt.
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5.3 Funksiya differensiali. Yuqgori tartibli hosilalar.Yuqori tartibli
differensiallar

y = f(x) funksiyaning differensiali deb, funksiya orrtirmasining argument orttirmasi
AX=dX ga nisbatan chizigli bosh gismiga aytiladi. dy = f'(X)dX kabi belgilanadi.

Differensial ta’rifidan va hosila hisoblash qoidalaridan foydalanib, quyidagi formulalarni
hosil gilamiz(U =U(X), V=V(X)):

1)dC=0; 2)d(uzxv)=duzdv; 3)d(Cu)=Cdu; 4)d (uv) =vdu+ udyv;

5)d G):"duv;fd" 6)d f(u)= f'(u)u'dx = f'(u)du, 7) dx = Ax.

Funksiya orttirmasi uning differensialidan AX ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik
miqdorga farg giladi. Shuning uchun, argumentning X,nuqtadagi cheksiz kichik orttirmasida,
funksiyaning orttirmasi uning shu nugtadagi differensialiga tagriban teng bo‘ladi, ya’ni
Ay ~dz, (X, +AX)— f(X,) =~ f'(X,)AX, bundan

f (X, +AX) = f(X,)+ F'(X,)AX

tagribiy hisoblash formulasiga ega bo‘lamiz. Bu formula yordamida funksiyaning

(3.1)

X =X, +AX nugtadagi giymati tagribiy hisoblanadi. Hisoblashdagi funksiyaning nisbiy
xatoligi
f(x)— f(x

(%)

formula bilan topiladi.

1-misol

Ushbu t944° ni differensial yordamida tagribiy hisoblang va nisbiy xatolikni toping.
V4

. ~—0,017.
180°

» f(x)=tgx, f'(x)= , X=44° x, =45°, Ax=-1°=-1°

cos® x
Tagribiy hisoblash formulasi (3.1)dan foydalansak,

1 -0,017=1-2-0,017 =0,966.

2 45°

tg44° ~1g45° -

FO)— (%)
F (%)

Berilgan Y = f(X) funksiyaning hosilasidan olingan hosila ikkinchi tartibli hosila,

COS

Nisbiy xatolik, O —‘ 100% = %134-100% _34%. <

(n—1) - tartibli hosilasidan olingan hosila n— tartibli hosila deyiladi va mos ravishda

" n' " d2 n n=1)\s n dn
Y =(y)=f"(x) =2,y =(y VY= ()=
dx dx

Yugori tartibli hosila hisoblashda quyidagi formulalar orinli U = U(X), V =V(X)):

kabi belgilanadi.
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D) uxv)™ =u™£v™; 2)(Cu)™ =cu™;

n n(n—-1
3) (uv)™ =u™.v+—u .y +gu(”*2) N+ +u-v,
1 2!
Oxirgi 3) formula Leybnits formulasi deb ataladi.

2-misol
Leybnits formulasi yordamida hisoblang: y = (X2 +1)- log, x, y*? -2
» Qulaylik uchun quyidagicha belgilashlar kiritamiz va hosilalarini hisoblaymiz:
u=log, X, v=x>+1.
, 1 . 1 ” 2! @__ 3 @_ 8! 4o — _ 9!

u'= ,u"=— "= u yees U : :
xIn2 x*In2 x*In2 x*In2 x*In2 x*In2
vV =2x, v =2, v'=v® = =v19 =,
Leybnits formulasini n=10 uchun yozib olamiz

()2 =u -v+%u‘9’ v+ —102;9 u® v 4. +u-vEo,
Yuqoridagi hosilalarni hisobga olsak, yig‘indining birinchi uchta hadi goladi, ya’ni
9l 10-8! 90-7!
0 —_ =" (x*+1)+ 22X — ,
x1°In2( ) x°In2 x®In2

y

2.7
y@o — ~ 5 (x* +36). <

F(x,y)=0 tenglama X ga bog‘liq y funksiyani aniglasa, bu funksiyadan yuqori tartibli
hosila olish uchun y va uning hosilalari X ning funksiyasi ekanini e’tiborga olgan holda,
tegishli marta differensiallash kerak.

Parametrik ko‘rinishda berilgan X = X(t), y = y(t) funksiyadan ikkinchi tartibli hosila
quyidagi formula bilan hisoblanadi:

"\,

Vi =2 yn =), X =[LfJ 2 yokiyy, = YOS
X! X ) X (x/)

3-misol
X =arcsint,

arametrik funksiya berilgan bo‘lsa Yy, —?
y=In@a-t?) " ya beriigan bo'lsa ¥

Quyidagi {

ay 1 -7 _
>y =2t X(t)= 4

W e T e

—t
— 9 +2t1-t?
, 1 J1—t2 —  2t+2t(1-t%) 2t(2-t3
yxx:(yx)t._,: = > o 1—t2= (2 ): ( 5 )4
X, 1-t 1-t 1-t

Funksiyaning differensialidan olingan differensial ikkinchi  tartibli differensial,

(n—1) —tartibli differensialdan olingan differensial n—tartibli differensial deyiladi va mos
ravishda
d?y =d(dy) = f"(x)dx?, d"y=d(d""y) = f ™ (x)dx"
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formulalar bilan hisoblanadi.
4-misol

Agar y=4" bo‘lsa d?y ni hisoblang
by =-2X-4F Ind,y" =4 x*In*4-2-4FIn4.
d?y = f7(x)dx?, d?y =4 x*In>4—-2-4""In4)dx>. <

Auditoriya topshiriglari

1. y=arctg (X+\/1+ X2 ) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini hisoblang.
2. Oshkormas tenglama bilan berilgan funksiyalarning y" hosilasini toping.

a)lny=x+y , b)arctgy =x+.

3. Parametrik tenglama bilan berilgan funksiyalardan y" hosilasini hisoblang.
x=t* x=a(t—sint
y =Int, y =a(l—cost).

4. y:23“1 funksiyaning n—tartibli hosilasini toping.

5. Quyidagi funksiyalarning birinchi va ikkinchi tartibli differensiallarini toping:
X2 7 3 In x

a) Y=xe*, b) y=+vl-x?arcsinx, d) y=XInX, e y=7_

6. Leybnits formulasidan foydalanib ko‘rsatilgan tartibli hosilalarni toping.

a) y=x%* y® -2 by ¥ =0 +Dsinx, y*? -2
7. Differensial yordamida taqribiy hisoblang, absolyut va nisbiy xatolikni toping.
2
X" -3
a) Y=3Ix*+2x+5, x=0,97 b) Y= X2+5,X=2,037.

Mustagqil yechish uchun testlar

1. Quyidagilardan gaysi biri Y = x> +Inx tenglama bilan berilgan funksiyaning
uchinchi tartibli hosilasi bo‘ladi?
A Y =6-2/X, B) Yy =6+1/(2x°) c) y"=6-4/%%, D)y =6+2/%’.
2. Quyidagilardan qgaysi biri y® =4x tenglama bilan berilgan funksiyaning
ikkinchi tartibli hosilasi bo‘ladi?
A Y ==2/y% B)Y'=2/y*, 0) V' =-4/y’, D) Y =4/y’.
3. Quyidagilardan gaysi biri Yy =t +1 x=Int parametrik tenglamalar bilan berilgan
funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi bo‘ladi?
A) Y"=—2t3, B) y”:_4t2, C) y”:—4t, D) yrr:_2t2.
4. Quyidagilardan gaysi biri noto‘g‘ri ?
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A) d’(sinx)=sinxdx®, B) d*(e*)=e*dx’, C) d*(cosx)=—cosxdx’, D)
d?(x%) = 6xdx>.

5. 4/2,07° +1 ni differensial yordamida tagribiy hisoblang.
A)321 B)314 C)322 D)315.
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5.4 O‘rta giymat hagidagi teoremalar. Lopital goidasi

1-teorema (Roll teoremasi). y= f(x) funksiya [a;b] kesmada aniglangan va uzluksiz
bolsin.  Agar  funksiya (a;b)  intervalda differensiallanuvchi  bo lib,
f(a)= f(b) tenglik o°rinli bolsa, u holda kamida bitta shunday bir ce(a;b) nugta
topiladiki, f'(c) =0 bo ‘ladi.

2-teorema (Lagranj teoremasi). y = f(x) funksiya [a;b] kesmada aniglangan va uzluksiz
bo lib, (a;b) intervalda differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda kamida bitta shunday bir
ce (a;b) nugta topiladiki, f(b)— f(a)= f'(c)(b—a) tenglik o ‘rinli bo ‘ladi.

Bu tenglikga Lagranjning chekli orttirmalar formulasi deyiladi.

Teoremani geometrik izohlaydigan bo‘lsak, uning har bir sharti o°‘rinli bo‘lganda,
y = f(x) funksiya grafigida A(a; f(a)) va B(b; f (b)) nugtalarini tutashturuvchi AB yoyiga
tegishli hech bo‘Imaganda bitta nuqta topiladiki, chizigning shu nugtasiga o‘ tkazilgan urinma
AB vatarga parallel bo‘ladi.
3-teorema(Koshi teoremasi). y= f(x)va y=g(x) funksiyalar [a;b] kesmada uzluksiz

bo lib, (a;b) intervalda differensiallanuvchi va g'(x) =0, x (a;b) boIsa, u holda kamida
f(b)-f(a) _ f'(c)
g(b)-g(a) g'(c)

Lopital qoidasi( % va 2 tipidagi anigmasliklarni ochish uchun). f(x),g(x)
o0

bitta shunday bir ¢ < (a; b) nugta topiladiki, tenglik o ‘rinli bo ‘ladi.

funksiyalar X=X, nugtaning biror atrofida uzluksiz va differensiallanuvchi bo‘lsin. Agar

X— X da f(x),g(x)funksiyalar nolga (yoki +ooga) intilsa va lim ;,83 mavjud bo‘lsa, u
holda lim ) ham mavjud va bu limitlar teng, ya’ni lim w: lim &
=% g(x) = g(x) e g(x)
Lopital goidasi X, =*ooda ham o‘rinli.
1-misol
e -1
Ushbu lim — limitni hisoblang

x-0 sin 3X
» Kasrning surati ham, maxraji ham uzluksiz, differensiallanuvchi va X — X, da nolga
intiluvchi funksiyalar bo‘lgani uchun Lopital goidasini go‘llaymiz,

e -1 . 2" 2
lim— =lim =—. <
x-0SIN3X x>03c0S3X 3
f'(x) . 0 0 Lo : . , '
Agar —g’(x) nisbat X — X, da yana 0 va — tipidagi anigmaslik bo‘lsa va f'(x),g'(x)
(0 0]

funksiyalar ham yuqoridagi shartlarni ganoatlantirsa, qoidani yana bir bor go‘llab ikkinchi
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tartibli hosilaga o‘tish mumkin, va hakozo. Lekin hosilalar nisbatining limiti mavjud bo‘Imasa
ham funksiyalar nisbatining limiti mavjud bo‘lishi mumkin.

2-misol
Ushbu Tim 2> Jimitni hisoblang
= X + COS X
. COS X - . : . .
» lim M lim 1+ , bu limit mavjud emas, chunki kasrning surati va

(x4 cosx) 7 1-sinx
maxraji [0;2] kesmadagi ixtiyoriy sonni, kasrning o‘z i esa ixtiyoriy musbat sonni gabul gila
oladi. Demak, Lopital qoidasini go‘llab bo‘Imaydi. Lekin
lim X +sinXx 1+sinx/x

= lim
x> X + COS X Ho<>1+ COSX/X

0-00 va o—oo tipidagi anigmasliklar osonlik bilan%yoki x tipidagi anigmasliklarga
o0

)

keltiriladi. Masalan, agar f (x)g(x), f(x) —0,g(x) =0 bo‘lsa, bu ko‘paytma — 7900 yoki
1/gf(?>)<) lardan biriga almashtiriladi, agar f(x)—g(x), f(X) —>x,g(X) > bo‘lsa,

f(X)—g(x)= f(x){l—%} , bu esa 0- o0 tipidagi anigmaslikdir.

3-misol
Ushbu lim x’e™** limitni hisoblang

» Bu esa 0-o tipidagi anigmaslik.

2
) _ X 2X 2
lim x%™* = = lim =-=1im =lim =0. «
X—>00 x> @ X x5w 3e X—>00 ge

f(X)°* ko‘rinishdagi funksiya limitini hisoblashda 17,0°, oo tipidagi anigmasliklar
mavjud. Bunday anigmasliklarni avval logarifmlab, 0- oo tipiga keltiriladi: A= lim f(x)?®,

X—>Xg

In A= I|m In f(x)9® = Ilm(g(x) In f(x)). So* ngra yuqoridagi kabi almashtitirish bajarilib,

Lopital q0|da5| go‘llanadi.
4-misol

Ushbu Iim(lj limitni hisoblang
X

x—0

» Bu yerda «° tipidagi anigmaslik.
A=|im(1J In A=Iim(sinx|n 1} AL S L S
x—0\ X x—0 X

x—>01/smx x-0 — €08 X/sin’ X

. osin?x sin 2x (1™
=lim =lim — =0, A=Ilim| = =1. <«
x>0 XCOSX X0 COS X — XSin X x-0| X




1. y=x-x°

Auditoriya topshiriglari
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funksiya uchun [-1,0] va [0;1] kesmalarda Roll teoremasi shartlari

bajarilishini ko‘rsating va mos ¢ nugta giymatlarini aniglang.

y = x* parabolaninig A(L; 1)va B(3; 9) nugtalari orasidagi yoyida yotuvchi shunday bir

nuqtani topingki, bu nugtadan o‘tkazilgan urunma AB vatarga parallel bo‘lIsin.

Quyidagi limitlarni Lopital qoidasi yordamida hisoblang:

9. "m(x _1j
-1\ x—1 Inx

X' —3x2+x—-6
x> —4

3. lim

X—2

lim (x(e"* ~1))

1-2cos x
sin3x

5. lim
X—>7/3
2

¥ +3x% -1

6. lim —
sin® x

x—0

lim(cos 2x)xiz

x—0

x* —6x* —3x—18
X3 —27 ’

1. lim

x—3

10.

11.

11.
12.

lim %= 2arctgx

o In(1+1]
X
1 tgzx
Iim[—— j
x>\ X

2

lim(e* + x)”

x—0

2X—-1

Jim ()

Mustaqil yechish uchun testlar

Quyidagi limitlarni hisoblang:

A)22 B) 22 )32 D)3
9 9 9 9

2. "m—ln(gx+3x);
x>0 @°" —
1 1
A2 B)1=, (C1 D)=
) ) > ) )6
H 2x-7 .
3. xllr,'?/z(tgx) ;
1 1
A2 B)1=, C1 D)=
) ) = ) )6
. X
4. lim(x — 7)tg E;
A0 Bl C)2 D)o
5 Iim[ L > > J;
-3 X-3 X°—-X-6
1 1
A2, B)1=, C)1, D) =.
) ) - ) )5
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Shaxsiy uy topshiriglari

1
Quyidagi funksiyalarning n— tartibli hosilasini toping.
1.1. y=In(2x+1) 116, y=— 2x :
X X —
|Lzy_x%? ey
1 117. y=
1.3. y:2 ; S5x+1
e 118, y ="
14, y=e .,
) 1.19. y=sin“x
15. y=In(3+x)
1.20. y=log.(2x-1)
16. y=—2
v YT 121, y=xe*
1.7. y=log,(x+4) 1.22. y=0c0s?x
1.8. y:lq(5x+l) 123, y=—, 1
1.9. y=sin3x X*—3x+2
1
1.10. y=3ye*" 1.24. yzﬁ.
1+X
111, y="— 1+x
y 1—x 1.25. y:W
LIZ, == 1.26. y=xInx
1.13. y=c0s2x
4 Byl 1.27. y=3¢>.
X+
114, Y=——— 1.28. y=cos(3x+1
Y= 132x+3) y =cos(3x-+1)
4 1.29. y=3
1.15. y=m 1.30. y:aZX
2

Berilgan parametrik funksiyalarning ikkinchi tartibli Yy, hosilasini toping.

X = C0S 2t X=t+sint,
) 25.
11 y =2sec’t y =2—cost.
X= 1—t2 26 {X ]/t’
2.2 y =Yt y=Y/+t?).
X = e' cost, {X Jt,
53 y =e'sint. 27, ly=YV1-t.
X =sin?t, X =sint
2-4- 2 Sect
y =1/ch’t 2g Y=




{X _
29. Y

2.11.

2.12.

e

|

2 Lo
e |
e

2.15.

2.16.

2.17. {

210 X =tgt,
o y:]/sin 2t.

sh’t,
=tht.

y—t/J_.

X =Int,
y = arctgt

X=

y=

X cost/(1+ 2cost),

y= smt/ (1+2cost).

X=

=Int.

X =t+sint,
y = 2+ Cost.

X =CO0S t
=1g™t.

218 {y=ln<t—2>

2.19. {

X=sint
= Incost.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.
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y = cost +tsint.
X =2(t-sint),
y = 4(2 + cost).

Differensial yordamida 0,01 aniglikda taqribiy hisoblang va nisbiy xatolikni toping.

3.1 a)%/F,S; b) arctg1,02.
3.2. a)(/@; b) arcsin 0,54.
3.3. 2)2,9/,/2.9% +16; b)sin 92°.
3.4. a)%/200; b)arctg./3,2.
3.5. a)4,01*°; b)arctg+/0,97.
3.6. a)%/70; b) Intg 46°.

3.7. a)4/16.64;

b)sin 29°.
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38. 2)(098+5-0987)2; b)e’2,

S,

3.10.
3.11.

3.12.
3.13.

3.14.

3.15.
3.16.

3.17.
3.18.
3.19.
3.20.
3.21.
3.22.
3.23.

3.24.

3.25.
3.26.
3.27.
3.28.
3.29.
3.30.

a)0,98"°;

a)3/26,19;

a)3,02* +3,02°;

b) arctg+/1,02.

b) cos 59°.
b) ctg 29°.

a) /(2,037% -3)/(2,037% +5); b)tg44°.

a)./(4—3,02)/(1+3,02);

a)4,16™°°;
a)3,03°;

a)%/65;

a)%/237;

a) 4,1/ m ;
a)3/150;

a) 4,013 +4,01%;
2)1,05+/3+1,05%;
a)4/85;

a)3/8,36;
2)3/1,03;
a)\[197% +5;

a)5,02° +5,02°;

a)/1+0,01+sin0,01;

a)3/8,24;
2)9,167°°;
a)2,03°;

b)arctg+/3,1.
b)Intg47°15'.
b) arcsin 0,4983.

b) arctg0,98.

b)sin 31°.
b)e®?°.
b)arctg+/2,9.
b) Intg44°.
b) In ctg 46°.

b) In arctg/0,97.
b) arcsin 0,08.

b)3/0,01+3cos 0,01.

b) cos61°.

b) ctg 44°.
b)arctg3/1,02.
b)arcctg \/3_1
b)Inctg47°15'.
b)arcsin 0,512.

4

Quyidagi limitlarni Lopital qoidasi yordamida hisoblang.

4.1.

4.2.

4.3.

a) lim
X—>7/4
Yx
. e’ -1
a) lim

1+ cos4x
im ——————;
xor/4 210X —Sec” X

1/cos? x — 2tgx .
1+ cos 4x

x> Qarctgx? — 7’

b) IXiLnO(In(x +e))",

b) Iirrg ycosVx.

b) lim

X—>00

(2

~arctgx
v

)



4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

e —1-x*
a)I|m2—
x—0 tg 2X

2
a)||m|n(1;)()_x’
x-0 COS 3X — e

1-cos5x

a)lim
) tg % 2x

a) lim ﬂ
0y 1-x2

arcsin 4x

a)lim
) 5—5e™

. Inx
a)lim—;

X—0 3 X

. arcsin x — 2arcsin x
a)lim ;
x>0 Xv1—x?

i Ycos2x -1
x>z 2sin’(x/4) -1’

. e —cos3x
a)lim————;
x>0 @< — COS 2X

a) lim sin(e® —1) ;
0 Cos X —1
X 2 v
2)lim & x/22 X 1;
-0 cosX—Xx?/2 -1

im _a
-0 c0s(5%/2) '

) lim In(1— x) +tg (7x/2) ;
x—1 Ctg72X

X —arctgx .

a)lim : ;

x—0 X

) e3x _e2><
a) lim— ;
x=0  SIn 5x

. Y1+2x+1
a) lim ——;

SN 2 x -1

. 1-sin3x .
a) lim ———;
X—7/6 (6X—7Z')

e3\/; _1 .

a) lim

x>0 \/sin 2x

b) lim (cos (4/Vx) |

b) JLTZ(In 2xIn(2x -1))

b) lim((= - 2arctgx)- In x)

b) lim x¥"€" D

x—0

b) limarcsin x - ctgx
x—0

x—1

b) lim(L— X))

x—1

b) lim X5/(l+?_|nx)

X—>0

b) lim(In 2x )"

X—0

X—>0

b) lim xsin —
6X

b) lim(1— x)°**

x—1
tg (m/2)
) 7X
b) lem(ctg Zj

b) lim(ctg 2x /"™

. 1
oY cos(7x/2)In(L— x)

b) lim (tg2x)"”"

X— /4

b) lim(x?e" )

X—00

°) Iim[z(l—lﬁ)_ 3(1—1§/§)

133
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4.23. a)lim3 _f : b)Iim(Earctgx}
x—0 X X—o\ 71
2
4.24. @nnplliﬁl—; b) lim In x In(x — 1)
X—7 1_tg (x/4) x—1
425, a)lim& & —2X. by lim(tg o 2"
x—0 X —SINn X x—1
tgx X .
426. a)limS —° . b) lim x*"*
x—0 tgx —X x—0
In sin 3x . In2(x-1)
4.27. : b) lim(x -1
x-0 [n sin 2x ) x—>°°( )]/
3/
4.28. a)lim N2r5x+2, b) lim x® sin(a/x)
X——2 /3+ X _1 X—>0
3x 2x tgx
429. a)lim&—%_. bnm{ij
x—0 tg 2X x>0\ X
430. a)lim MCOSX. b) lim xsin >
x>0 sin 3X X0 X

5.5 Funksiyaning monotonligi, ekstremumni topish. Funksiyaning eng
katta va eng kichik giymati

Differensial hisobning asosiy vazifalardan biri funksiyalarni tekshiririshning umumiy
usullarini ishlab chigishdir.

Agar y=f(X) funksiya argumentining (a;b) oraliqdagi  katta giymatiga
funksiyaning katta(kichik) giymati mos kelsa, vya’ni X; <X, bo‘lganda

f(x)< f(x)(f(x)>f(x,)) bo‘lsa, u holda bu funksiya shu oraligda
o ‘suvchi(kamayuvchi) deyiladi.

1-teorema. Agar [a;b] kesmada hosilaga ega bo‘lgan f(x) funksiya shu kesmada

o ‘suvchi(kamayuvchi) bo ‘Isa, uning hosilasi [a;b] kesmada manfiy(musbat) bo ‘Imaydi, ya ni
f'(x)>0(f'(x) <0).

2-teorema. Agar [a;b] kesmada uzluksiz va (a;b) oraliqda differensiallanuvchi f (x)
funksiya uchun a<X<Db da f'(x) >0 bolsa, bu funksiya [a;b] da o ‘suvchi(kamayuvchi)
bo ‘ladi.

Biror oraligdan olingan ixtiyoriy X, <X, uchun f(x)< f(x,)(f(x)> f(x,))
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda f(x) funksiya shu oraligda kamaymaydigan(o ‘smaydigan)
funksiya deyiladi.



135

Funksiyaning kamaymaydigan yoki o‘smaydigan oraliglari uning monotonlik
oraliglari deyiladi.

Funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘ladigan va mavjud bo‘lmaydigan nugtalar kritik
nugtalar deyiladi.
1-misol
Ushbu f (x) = 2x* = In x funksiyaning kritik nugtasini, o‘sish va kamayish oraliglarini toping.

» Funksiya X >0 giymatlarda aniglangan, hosilasi f'(x) =4x—1. Kritik nugtasini
X

topamiz: f'(x) =0, 4x—1:0, le_
X 2

Agar f'(x)>0, ya’ni 4x—%>0 bo‘lsa, funksiya o‘suvchi bo‘ladi. Demak, (1/2;x)
oraligda funksiya o‘suvchi ekan.

Agar f'(x)<0 yoki 4x—%<0 bo‘lsa, funksiya kamayuvchi bo‘ladi. Demak, (0;1/2)
oraligda funksiya kamayuvchi ekan. €

Agar absolyut miqdori bo‘yicha yetarlicha kichik bo‘lgan ixtiyoriy Ax uchun
f(%+AX)< f(x) (f(x,+AX)>f(X)) bolsa, X=X, nugta f(x) funksiyaning
maksimum(minimum) nuqtasi deyiladi. Funksiyaning maksimum(minimum) nugqtalardagi
giymatlari esa maksimum(minimum)giymatlari deyiladi.

Maksimum va minimum nuqtalari funksiyaning ekstremumlari, maksimal va minimal
giymatlari esa funksiyaning ekstremal giymatlari deyiladi.

3-teorema. Agar differensiallanuvchi y = f(X) funksiya X =X, nugtada maksimumga yoki

minimumga ega bo ‘Isa, u holda f'(X,) =0bo ‘ladi yoki f'(X,) mavjud bo Imaydi.

Bu ekstremumning zaruriy shartidir. Chunki funksiya biror nugtada ekstremumga
erishsa, shu nugta har doim kritik nugta bo‘ladi. Ammo har bir kritik nugta ham ekstremum

nugta bo‘la olmaydi. Masalan, Y = X*funksiyadagi X =0 nugta.
Quyida biz funksiya ekstremumining ikkita yetarlilik sharti bilan tanishamiz

4-teorema (funksiya ekstremumining 1-yetarlilik sharti). f(x) funksiya X=X, kritik
nuqgtani oz ichiga olgan birorta intervalda uzluksiz va shu intervalning hamma nuqgtalarida
differensiallanuvchi bo ‘Isin.Agar f'(x) hosila X <X, da musbat, X > X, da manfiy bo ‘Isa,

X=X, maksimum nuqgta, X <X, da manfiy, X > X, da musbat bo ‘Isa, X=X, minimum nuqta
bo ‘ladi.

Bu yerda ko‘rsatilgan tengsizlik X =X, nugtaning yetarlicha kichik atrofida bajarilishi

mumkin Bu teorema birinchi tartibli hosila yordamida funksiyani ekstremumga tekshirish
goidasini aniglaydi, uni quyidagi sxemada ifodalaymiz:
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Kritik nugta X, dan o‘tishda f'(Xx)ning ishorasi

Kritik nugtaning xarakteri

X < X, X=X, X> X,
+ f'(x,) =0 yoki mavjudemas | — | Maksimum nugtasi
— f'(x,) =0yoki mavjudemas | + | Minimum nugtasi
+ f'(%,) =0 yoki mavjud emas n Ekstremum mavjud emas (funksiya
o‘suvchi)
— f'(x,) =0 yoki mavjud emas . Ekstremum_maVJud emas (funksiya
kamayuvchi)

2-misol
Ushbu f(X)=x*—4In(1+x) funksiyani ekstremumga tekshiring.

» Funksiya X >—1 da aniglangan. Funksiya hosilasini hisoblaymiz:
4 2(x*+x-2)

f'(x)=2x- =
9 1+X 1+Xx

Funksiya aniglanish sohasiga tegishli bitta X =1-kritik nugta mavjud ekan. —1<Xx<1
da f'(x)<0 va X>1da f'(x) <0 bo‘lgani uchun X=1-minimum nugta; Y, =1-4In2.
<

5-teorema (funksiya ekstremumining 2-yetarlilik sharti). f(x) funksiya ikki marta
differensiallanuvchi, f'(x;)=0 va f"(X,)#0 bo‘lsa, X =X,da ekstremum mavjud. Agar
f"(%,) <0 bo‘lsa, X=X, maksimum nugta, f"(X)>0 bolsa X=X, minimum nugta
bo ‘ladi.

3-misol
Ushbu f (X) = X% funksiyani ikkinchi tartibli hosila yordamida ekstremumga tekshiring.
» Funksiya Xe€R da aniglangan. Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalarini hisoblaymiz:
f'(x)=2xe ™ —x%e " =(2x — x*)e”,
f'(x)=(2-2x)e* —(2x—x?)e ™ =(2—-4x+ x*)e .
f'(x) =0, (ZX — Xz)e_X =0 tenglamadan funksiyaning X, =0va X, = 2 kritik nugtalari
topiladi. Bu nugtalardagi ikkinchi tartibli hosila giymatlarini hisoblaymiz: f"(0)=2>0,
ya'ni X, =0 - minimum nugta, f"(2)=-267<0, yani X,=2 - maksimum nugta;

ymin = 0’ ymax = 4972 . <4
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[a; b] kesmada uzluksiz funksiya bu kesmada o‘z ining eng katta va eng kichik
giymatlaruga erishadi va bu giymatlarga yoki (a; b) intervalda yotuvchi kritik nuqgtalarda,
yoki [a; b] kesma oxirlarida erishadi.

4-misol
Ushbu y:2x+33{/? funksiyaning [— 3; 1] kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlarini
toping.

2 2@/x+1)
Ix ¥Ux
bo‘ladigan, X, =0 hosila y" mavjud bo‘lmagan, ya’ni uziladigan nugtalar bo‘ladi. Ikkila
kritik nugtalar ham intervalga tegishli. Funksiyaning kritik nuqtalardagi va kesma
oxirlaridagi gqiymatlarini hisoblaymiz:

y(-1) =1, y(0)=0, y(-3)=3(%/9-2)~0,24, y(1) =5.
Topilganlarni tagqoslab, berilgan funksiya [—3;1] kesmadagi eng katta giymatiga

x =1 nuqgtada, eng kichik giymatiga x =0 nuqtada erishadi, degan xulosaga kelamiz.
Demak, [-3;1] kesmada Vg =5, Yenguion. =0 bolar ekan. <

» Funksiya hosilasi y' =2+ . U holda x,=-1 hosila y' =0

5-misol
Radiusi R ga teng bo‘lgan sharga ichki chizilgan eng katta hajmli aylanma konusning
balandligini aniglang.

» Konus hajmi: V =%ﬂr2H. Bu yerda konus balandligi H sharning o‘gkesimida hosil

bo‘lgan aylanaga ichki chizilgan teng yonli uchburchak balandligi hamdir, konus asosining
radiusi esa shu uchburchak asosining yarmiga teng. Demak,

r’=R>—(H -R) =2RH - H”.
Bundan

v :%E(ZRH —H?)H :%(ZRHZ —H?%)=V(H).

H ning ganday giymatida hajm eng katta bo‘lishini topish uchun hosil bo‘lgan
funksiyadan hosila olib, nolga tenglaymiz:

V’:%(4RH ~3H?)=0.

H =%R nugtani topib, uni V”=%(4R—6H) hosilaga qo‘ysak, V”(%):_?d)'

Demak, H = % R da konus hajmi eng katta bo‘lar ekan. «
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Auditoriya topshiriglari

1. Y= X' —2x% +3 funksiyaning kritik nugtalari va monotonlik oraliglarini toping.

2. y=3 XZ(X +3) funksiyaning kritik nugtalari va monotonlik oraliglarini toping.

3. Y= X/(X2 —6X—16) funksiyaning kritik nugtalari va monotonlik oraliglarini
toping.

4. y=3/(x* —6x+5)° funksiyani ekstremumga tekshiring.

5. Yy=X In® x funksiyani ekstremumga tekshiring.

6. Y= (2X—1)/(X—f|-)2 funksiyani ekstremumga tekshiring.

7.y=¢" 2 funksiyani ekstremumga tekshiring.

8. f(x) =%x4 — x3 —9x2 + 7 funksiyaning [~ 2; 2] kesmadagi eng katta va eng kichik
giymatlarini toping.

9. y= X + 3/x funksiyaning [—1; 1] kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlarini
toping.

10. Sig‘imi V =167 ~50m® bo‘lgan silindr shakldagi yopiq idish tayyorlash talab

gilingan bo‘lsin. Tayyorlashga eng kam material sarflash uchun idishning o‘lchamlari(R-
radiusi va H-balandligi) ganday bo‘lishi kerak?

Mustaqil yechish uchun testlar

1. Quyidagilardan qaysi biri Y = x*—2Inx funksiyaning kritik nugtalari bo‘ladi?

A) x=1 B)x=%1 ¢c)x=1 x=0 p) x=%1, x=0
2. y=x"=2x°+x*+1 funksiyaning o‘sish oralig‘ini aniglang.

A) (~o0; 0), B) (—o0; 0)U(1/2; 1), €) (0 4/2) U (t; o), D) (— 0 0)U(1/2; 0)
3. y=x"=2x%+x* +1 funksiyaning kamayish oralig‘ini aniglang.

A) (—o0; @), B) (—o0; 0)u(1/2,1), €) (0; ¥2)U (L ), D) (—o0; 0)U(1/2; o)
4. y=x>—3x*—9x+7 funksiyaning minimum nugqtasini aniglang.

A) x=-1, B) x=3, C) x=-1,x=3 , D) mavjud emas.
5.y =x>—3x*—9x+7 funksiyaning [— 2, 2] kesmadagi eng katta qiymatini toping.

A)5 B)10 C)12 D) 15
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5.6 Funksiya grafigining gavarigligi va botiqgligi. Assimptotalar.
Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash

Agar y=f(X) funksiyaning grafigi (&;b) oraligning ixtiyoriy nugtasida
o‘tkazilgan urunmadan pastda(yuqorida) yotsa u holda funksiya grafigi shu oraliqda
gavarig(botiqg) deyiladi.

Funksiya grafigining gavariq gismini botiq gismidan ajratuvchi

M (X,, T(X,)) nugta grafikning egilish nugtasi deyiladi.
1-teorema. Agar (a;b) oraligning hamma nugtalarida f”(x) <0 (f"(x)>0)
bo ‘Isa, u holda bu oraligning Yy = f (X) funksiya grafigi qavariq (botiq) bo ‘ladi.

2-teorema. Agar f"(X,)=0 bo‘lsa yoki f"(X,) mavjud bo‘lmasa va X=X,
nugtadan o tishida f"(X) ishorasini o ‘zgartirsa , u holda absissasi X, ga teng bo ‘Igan

nugta Y = f (X) funksiya grafigining egilish nuqgtasi bo ‘ladi.

1-misol
Ushbu y = x* —12x° +48x* —50 funksiya grafigining gavariq, botiglik oraliglari va egilish
nugtasi topilsin.

» Funksiya X € Rda aniglangan. Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini
hisoblaymiz:

y' =4x® —36x*+ 96X, Y =12x* — 72X+ 96 =12(x* —6x +8),
y" =0, x*—6x+8=(x-2)(x-4) =0,
X, =2 va X, =4 nugtalar yordamida funksiya aniglanish sohasini oraliglarga ajratib,
quyidagi jadvalni tuzamiz:

. (- 2) 2 (2:4) 4 (4; )
£(x) n 0 - 0 n
f(x) N 62 N\ 206 \__/

botiq egilish n. gavariq egilish n. botiq

Javob: (—oo; 2) va (4; OO) -funksiya grafigining botiqglik oraliglari, (2; 4) -funksiya
grafigining qavariglik oralig‘i, M (2; 62) va N (4; 206) -egilish nuqtalari. <

2-misol
Ushbu y=\/(x+3)x2 funksiya grafigining gavariq, botiglik oraliglari va egilish nugtasi
topilsin.

» Funksiya X € Rda aniglangan. Funksiyaning birinchi tartibli hosilasini hisoblaymiz:
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¢ 3/y2 3
X 27/ X + X+2
y'=[x+3-3¢) = f X8 |
R(x+3f  Jx  gx(x+3)
Ikkinchi tartibli hosila hisoblashda logarifmlab differensiallash qoidasini qo‘llaymiz:

In y':lanzIn(x+2)—§|nx—§ln(x+3),

3X(x +3)
y!r: X+2 ( 1 —i—sz_;
x(x+37 \x+2 3% 3(x+3))  3x*(x+3)°

£(x) nolga teng bo‘la olmaydi, egilish nugtalarini hosila mavjud bo‘lmagan X, = -3

va X, =0 nugtalardan gidiramiz:

X | (-o0;=3) -3 (-3,0) 0 (0; o)
f(x) + mavjud emas — rr;?::g;d —
fx) | 0 N 0 N

botiq egilish nugta gavariq eg:elr.:zgta gavariq

Javob: (—oo; —3) oraligda funksiya grafigi botig, (—3; 0) va (0; ) oraliglarda
funksiya grafigi gqavarig, M (— S 0)- funksiya grafigining egilish nugtasi. <
Agar Y = f(X) funksiya grafigining o‘zgaruvchi nugqtasi cheksiz uzoglashganda
undan biror to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa nolga intilsa, bu to‘gri chiziq Y = f(X)
funksiya grafigining assimptotasi deyiladi.
1) Agar Iximf(x)ziroo bo‘lsa, X=a to‘g‘ri chiziq funksiya grafigining vertikal

assimptotasi deyiladi.

2) Agar k = lim RG] va b=xlir[1 (f(x) —kx) yoki

x—>-o X
k = XIL@@% va szlrlww(f(x)—kx) limitlar mavjud bo‘lsa, u holda Y =kx+Db
funksiya grafigining og ‘ma assimptotasi deyiladi.

Xususan, k=0da Y =b gorizontal assimptota hosil bo ladi.
3-misol
X3
Ushbuy = NER funksiya grafigining assimptotalari topilsin.
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X
» Funksiya X # 2 da aniglangan. XIlrr+12 v +o0 po‘lgani uchun, X=—2 va X=2

to‘g‘ri chiziglar funksiya grafigining vertikal assimptotalari bo‘ladi.
Og‘ma assimptotalarni gidiramiz:

f(x) X

k = lim .

X—>00 X X—>o X© — X2

Demak, yagona Yy = X 0g‘ma assimptotasi mavjud. <«

. i ) 3 . 4X
= lim =1, b=Ilim(f(x)—-kx)=Ilim X —X |=lim———=0.
4 ><~>oo( () ) )(*)oo( 4 j 2_4

Quyida funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash uchun umumiy sxemani

keltiramiz:
1. Funksiya aniglanish sohasi va uzilish nugtalari topiladi.
2. Juft, togligi, davriyligi tekshiriladi.
3. Koordinata o‘glari bilan kesishish nugtalari topiladi.
4. Assimptotalari topiladi.
5. O°sish, kamayish oraliglari, ekstremumlari topiladi.
6. Qavariglik, botiglik oraliglari va egilish nuqgtalari topiladi.
7. Ayrim nuqgtalardagi giymatlari hisoblanadi.
8. Funksiya grafigi yasaladi.
4-misol
2

. (x+3)
Quyidagi Y = .

» Yuqoridagi sxema bo‘ yicha tekshiramiz:
1. Funksiya X € (—0;4) U(4;0)da aniglangan.
2. Funksiya juft ham, tog ham, davriy ham emas.
3. Koordinata o‘glari bilan kesishish nugtalari: (- 3; 0)va (0; —2,25).
4. X =4 to‘gri chiziq funksiya grafigining vertikal assimptosi, chunki

Og‘ma assimptotalarni gidiramiz:

5 (1+3j2
f(x) — lim M: lim —)Z:l

k= lim —=
1-7
X

funksiyani to‘la tekshiring va grafigini yasang.

X—>to Y x—t0 X< — 4 X X—>F0

10.

2
b= lim (f(x)—kx) = lim (x+3) |l T 10x+9 _
X xoto| X —4 x>t X —4

Demak, funksiya grafigining og‘ma assimptotasi Yy = X+10.
5. O‘sish, kamayish oraliglari, ekstremumlari topamiz :

_ x*—8x-33
o (x-4y

!

x* —8x—33=0 yoki X, =—3 va X, =11,
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X | (~o0;-3) | -3 (-3 4) 4 (4;12) 11 (11, o)
' mavjud
4 + 0 a emas - 0 +

y| _—* | o ~, | maud| o — 28 | —

emas

o‘suvchi

o‘suvchi kamayuvchi kamayuvchi

6. Qavariqlik, botiglik oraliglari va egilish nugtalari topamiz:

Y = x? —8x—-33 _ 98
(x—4)° (x—4)""

y" nolga teng bo‘la olmaydi, ¥" mavjud bo‘lmaydigan nugta esa aniglanish sohasiga
tegishli emas. Bundan egilish nugta mavjud emasligini aniqlaymiz.XE(—OO; 4)da y"<0,
funksiya grafigi qavarig, X € (4; )da y" >0, funksiya grafigi botiq bo‘ladi.

7. Ayrim nugtalardagi funksiya giymatlarini hisoblaymiz: (-10; -35) , (-4;-1/8),

(2; —12,5),(10; 28% va (12; 281)
6 8
8. Yugoridagi tekshirishlardan foydalanib funksiya grafigini yasaymiz:

4

28,

10

-10 -3 4

o
[N
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Auditoriya topshiriglari

1. y=X3—5X2+3X—5 funksiya grafigining qavariqg, botiglik oraliglari va egilish
nugtalari topilsin.

2. y=In1+ Xz) funksiya grafigining gavariq, botiglik oraliglari va egilish nugtalari
topilsin.

3. y=arctgx — X funksiya grafigining gavarig, botiglik oraliglari va egilish nugtalari
topilsin.

4. Y= e_XZ/z funksiyaning assimptotalarini toping.

5. Y= XS/(2(1+ X)Z) funksiyaning assimptotalarini toping.
1
6. Y=X m[e + ;j funksiyaning assimptotalarini toping.

7. y=3/x*(x+3) funksiyani tola tekshiring va grafigini yasang.

8. Y= XS/(4(2 - X)Z) funksiyani to‘la tekshiring va grafigini yasang.

Mustaqil yechish uchun testlar
1. Quyidagilardan qaysi biri Y = x* —2Inx funksiya grafigining egilish nugtasi bo‘ladi?
A) (LD B) (e;e” - 2) C) (ehe?+2) D) mavjud emas.
2. Quyidagilardan gaysi biri y =x°—3x* funksiya grafigining egilish nugtalari bo*ladi?
A) (0;0)va(z-4)  B) (2-4) C) -2 D) (60
3. y=x"-3x? funksiya grafigining gavariglik oraliglarini toping.
A) &), B) (-1 0)u(2 =), ©)(0:2), D) (~>;1)
4. y=xe™ funksiya grafigining botiglik oraligini toping.
A) L), B) (20), €)(~0i2), D)(-0;1)

(x +1)
2

5. y= funksiyaning og‘ma asimptotasini toping.

A)Y=—-X, BYY=X+4 Cy=X, D y=x-4

Shaxsiy uy topshiriglari
1
Funksiyalarning berilgan oraligdagi eng katta va eng kichik
giymatlarini toping.
11, y=2sinx+cos2x, [0; z/2] 13, y=e"" [ 3]

12, y=x%" [-4,0] 14, y=x+D¥x%, [-4/5; 3]
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15. y= 4—e " [O; 1] 1.18. y= |I‘1(X2 —2X+2), [O; 3]
16, y=3x—x, [-2: 2] 119, y=x"/4-6x>+7,[-2; 4]
17, y=(x-2)", [-21] 120. y=(3-x)™, [0;5]
18, y=x/(0-x*),[-2:2] 121 y=(+4)/x*, [1; 2]
1.9.  y=@Q+Inx)/x, [/e;e] 122, y= /(1+ x2), [0; 5]
110. y=x?+2x+2/(x-1),[-13] |128 y=x"-5x*+5x"+1 [-1 2]
111, y=(x*-8)/x*, [-31] 1.24. y=108x—x*, [-1; 4]
112, y=(e? +1)/e [-1 2] 125, y=(x-1)™ [0; 3]
113. y=e"" [-3 3] 126, y=x"/(" —x+1), [-2 2]
2 :
114 y=((x+1)x)F, [t 2] 127, y=(2x-1)/(x-1), [-1/2; 0]
115 y=(x+2)e", [-2; 2] 128, y=3(x*-1f, [-32]
116. y= In(x2 —2X+4), -1, 3/2] 129. y=2x>+3x*+2x+1, [-1; 5]
117. y=3x*-16x>+2, [-3;1] 1.30. y=xe*,[-2;0].
Berilgan funksiyalarni te‘la tekshiring va grafigini yasang.
2
4X— x> -4 X* +2X +2
21.y = 2.16. =
X x—1
29 W X+1 B X2
S (X—l)2 2.17. y= A1
1 In x
23.y =e>x 218, y=X+=-
NG X3
2.4.y:9_x 2.19. y—X a1
2.5y =x—In(1+x?) 220. y=x*-2Inx
Inx e+l
2.6.y \/; 2.21. y= o
27.y=x%*" 222, y=(x-1)e>"
28y =272 2.23 - X
.'y_l—XZ LO. _4—X2
29.Y= 5 d 2.24 = ey
2.10 —(X+1)2 2.25 y= <
0. y= < _ D .25. 1
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4x°% +1 4
211, y=— 226, Y=X+——0
X X+ 2
3x? -1 227. y=x%"*
2.12. =3
213.  y=A/xe™? 228, y-=&Inx
X
1+Inx E
2.14. - i
2.29. =
X RO
2 3
215, y=-X 2.30. _ 6= =
X+2 9(2-x)
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VI BOB ANIQMAS INTEGRAL. ANIQ INTEGRAL. XOSMAS INTEGRAL

6.1 Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral

Agar (a;b) oraligda aniglangan y = f(x) funksiya uchun F'(x) = f(x) tenglik o‘rinli
bo‘lsa, F(X) funksiya f(x) funksiyaning boshlang ‘ich funksiyasi deyiladi.

f (x) funksiyaning ikkita boshlang‘ich funksiyasi bir biridan fagat o‘z garmas songa
farg giladi.

Boshlang‘ich funksiyalar to‘plami F(X)+C , bu yerda C o‘z garmas son, f(x)
funksiyadan (a;b) oralig bo‘ yicha olingan anigmas integral deyiladi va quyidagicha
yoziladi:

jf(x)dx:F(x)+C.
Quyida biz integrallashning asosiy qoidalari bilan tanishamiz:
1) [ f/(x)dx=[df (x)=f(x)+C,

d[ f()dx=d(F(x)+C)= f(x)dx;
2) [(FO)£g0x))dx = [ F(xx+ [ g(x)ix;
3) [Kf(x)dx=k] f(x)dx, k - o'z garmas son;
4) agar jf(x)dx:F(x)+C bo‘lsa, u holda J'f(ax+b)dx=§F(ax+b)+C, bu

yerdaavab - o‘z garmas sonlar, & # 0 ;
5) agar _[ f(x)dx=F(x)+C va U=¢@(X) bo‘lsa, u holda j f(udx=F(u)+C;

Anigmas integralning ta’rifi, integrallash qoidalari va asosiy elementar funksiyalarning
hosilalari jadvalidan foydalanib anigmas integrallar jadvalini tuzamiz:

a+l l
1. Iu du— +C,a=-1. q —arctgu +C
a+l 9f u _Ja
“Jat+u? 1
2. du_ Inju[+C. — ~arcctgu +C.
u a
a“ 1 )
3. |a"du= +C. ~arcsinu+C
J Ina 10. Id_u: a
a?—u? 1
4, je”du:e +C. — Zarccosu +C.
a
5. Ismudu=—cosu+C. 11-} 2du 1 I u-— a+C.
u-—a“ 2a |[u+a

6. _[cosudu=sinu+C.

12.I In‘u+\/u + ‘+C.
7. J' =tgu+C. U2+k
cosu du U
13. | —=Injtg -|+C.
8.I _dl: =—ctgu+C. -[sinu g2
sin“u



15. jshudu:chu +C.

16. Ichu du=shu+C.

1-misol

2-misol

2

X*(1+x%)

x*(1+ x?) x*(1+ x?)

3-misol
Quyidagi 'f(3x—5)7 dx integralni hisoblang.

> [(3x-5)" dx :—jsx 5)' d(3x—5) =

4-misol

Ushbu J~8x arcthx
+4xX
>
j8x—arctg2x _,[
1+4x?

j arctg 2x

1+ 4x3 1+ 4x3

= In‘1+ 4x2‘ —%arct922x+c. <

5-misol

Ushbu j sin2x

4 +sin? x

dx integralni hisoblang.

sin2x d(4 +sin® x)
> e —
J‘4+sin2x I 4 +sin® x

dx integralni hisoblang.

>Iﬂdx:]‘&d —_[—dx+f

dx integralni hisoblang.

Quyidagi j(i%xz +2\/_—%jdx integralni hisoblang.

>J.(3x2+2\/_—%jdx:3J’x2dx+2J'x]/2dx—5j‘x‘2dx:x3+i

1+ x2

l4(3x 5 +

_J‘ 1+4X

du =thu+C.

ch?u

du =thu+C.

ch?u

+E+C.<

NS

:—%+arctgx+C .4

C.«<

+j arctg2xd (arctg2x) =

In(4+sin2 x)+C .«

147
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Yugorida biz biror ifodani differensial ostiga kiritib, yoddan bu ifodani u deb almashtirib
bevosita integrallash usulidan foydalandik.

Bu yerda @(X)=U deb almashtirish olinib, u yangi o‘zgaruvchili integral
I fo(x)Jp'(x)dx =j f (u)du ko‘rinishga keltirilgan bo¢ladi.

Agar X=¢@(U) , dx=¢'(u)du deb almastirsak, If(x) dx=j f (p(u))e’'(u)du
integralni hosil gilamiz. Bu o z garuvchini almashtirish usuli deyiladi.
6-misol

Ushbu I x?3/2-5xdx integralni hisoblang.

1
» 2-5x° =u, —15x°dx = du, x*dx = — du almashtirishlarni bajaramiz:
1 1 2 1
sz J2-5xdx :——J'i/ﬁdu ———uw+C=-—3(2-5¢) +C .«
15 20 20

7-misol
Ushbu J.x\/x—ldx integralni hisoblang.

» x—1=t*> x=t>+1 dx=_2tdt deb almashtiramiz.
3

[ xv/x=1dx = [ (2 +1} - 2tdt = 2 (t* + £ i =%t5 +§t3 +C =§(x—1)2 +§(x—1)2 +C.<

8-misol
Ushbu j\/ a’® - x“dx integralni hisoblang.

» Bunday keyin har ganday almashtirishlarni vertikal chiziglar orasida berib ketamiz.

X =asint
j\/az—xzdx: : - j\/a —a’sin’tacostdt = a jcos tdt =a J‘Losmdt_
X = acos
, - smt—gt arcsing , —
:a_ t w C= :a_ arcsin£+§u +C=
2 2 2 a a a

2
cost=1/1—x—2
a

2

3 X X
:?arcsm—+?/a2 -x*+C.«

a

Bo ‘laklab integrallash usuli quyidagi formulaga asolangan:

_[udv = uv—J'vdu,
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bu yerda u(x) va V(X) - differensiallanvchi funksiyalar. Bu formula bo ‘laklab integrallash

formulasi deyiladi. Bo‘laklab integrallash formulasi ko‘pincha quyidagi ko‘rinishdagi
integrallarni hisoblashda ishlatiladi:

1) J' p(x)e**dx, J p(x)sin mxdx, J' p(x) cos axdx;
2) j p(x)arctgxdx, I p(x)arcctgxdx,_[ p(x)arcsin xdx,
J p(x)arccos xdx, J p(x) In xdx

Bu integrallarni hisoblashda, 1 — turdagi integrallarda u uchun p(x) ko‘phad,
golgan gismi dv uchun olinib, 2 - turdagi integrallarda u uchun mos ravishda arctgx,
arcctgx, arcsinx, arccosx va Inxlar, qolgan gismi dv uchun olinadi.
9-misol
Ushbu [ xcosxdx integralni hisoblang.

» Bu 1-turdagi integral bo‘lgani uchun quyidagicha bo‘laklab integrallaymiz:
u=x; du =dx

jxcos xdx = )
dv = cos xdx; v:jcosxdx=smx

=xsinx—jsinxdx=xsinx+cosx+C,<

10-misol

Ushbu IxarCthdX integralni hisoblang.

u=arctgx, du= ; ox 2| 2 i
> I xarctgxdx = , = —arctgx — I—de =
dv = xdx, v =" 2 2(+x)
2
? x> +1

X 1 1 X
= —arctgx —=x+—arctgx +C = arctgx ——+C
5 g 5 5 g g 5 .4

Bo‘laklab integrallash qoidasini bir necha marta qo‘llash mumkin.

11-misol
Ushbu Ixz e*dx integralni hisoblang.
» Bu yerda ikki marta bo‘laklab integrallash goidasi qo‘llanadi:

u=x2 dv=edx
Ixzexdx: :x2-ex—Iex-Zxdx:xz-ex—ZIxexdx:

du=2xdx, v=¢*

U=x,dv=e‘dx

=x2.e*=2 xeX—Iede]: x2-e* —2xe* +2e* +C.

_ _ nX
du=dx,v=e -~
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Ayrim integralni ikki marta bo‘laklab integrallansa o‘z iga gaytib keladi. Bu holda
integralni noma’lum sifatida garab, tenglama yechiladi.
12-misol

Ushbu Ieszin XdX integralni hisoblang.

U =sinX, du = cos xdx

. . 1
e**sinxdx = = ~eXsinx —= | e?* cos xdx =
’-[ dv = e?*dx, v:%e2X 2 2'[

U=cos X, du=-sinxdx

:—ezxsinx—1 lezxcosx+1_[ezxsinxdx =
2x 2 2\ 2 2

" ldv = e?dx, v=le
2
1 i 1 1 )
=—e¥sinx—=e* cosx——jezxsmxdx,
2 4 4
Oxirgi integralni chap tomonga o‘ tkazamiz
5 . 1, . 1 .,
—j‘ezxsmxdx:—e2 sinX —=e?* cos X |
4 2 4
Demak,

) 2 . 1
J'ezxsm xdx :geZXS|nx—ge2Xcosx+C <

Ko‘pincha bo‘laklashni vertikal chiziglar orasida bermay, integral ostida ham bajarish
mumkin. Buning uchun biror funksiyani differensial octiga kiritiladi va bu differensialni dv
sifatida garaladi.
13-misol

Ushbu IX€3XdX integralni hisoblang.
1 1 1 1 1
xe¥dx = | xd| Ze¥ |=x-Ze¥* - | Ze¥dx=Zxe> - =™ + C. <
Sl o ot g
Ayrim misollarda differensial funksiya dv oshkor ko‘rinishda bo‘Imasligi mumkin.
14-misol

2

X
Ushbu I(z—zdx integralni hisoblang.

2+ al)
X+ X 1 1

gl e 0
B X 1 X

1
__2(x2+a2)Jr 2(X2+az)dx——m+£arctg ,+C.
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Auditoriya topshiriglari

1. Bevosita integrallab yoki o‘zgaruvchini almashtirib hisoblang
1 Ix/arcsm X _4de. 5 I dx
NG X2\IX% +9

2. | x§/(5x*-3)" dx. 6. [ ————dx
/ =
3. J'erzxdx. 7..[\3/1+sinxcosxdx
J-»\/1+Inx 8J-
xInx «/x +9

2. Bo‘laklab integrallash usuli yordamida hisoblang
1. _[chs(Zx —1)dx. 5. je“ﬁdx

2. jx~2xdx. 6. J.x2 In? xdx
3. [In*(x+1)dx. 7. [sin(In x)dx
4. jarccosxdx. 8.IeX cos 2xdx

Mustaqil yechish uchun testlar

1. Hisoblang: fﬁdx

NCEG

A) 3arcsin§+\/9—x2+C , B) arcsing—\/9—x2+c,
. X
C) arcsinng\/Q—x2 +C, D) 3arcsm§—\/9—x2 +C.

2. Integralni hisoblang:
g g jxIn2 X
2

In° x 1

+C .
In“ x

A)—%+C B) In(lnx)+C, ¢

X
3. Integralni hisoblang: jxe“dx

X X X X

A) 4e*(x—4)+C, B) 4e*(x—1)+C, c)e*(x—4)+C, D) 4e*(x—16)+C
4. J x?edx integralni hisoblashda necha marta bo‘laklab integrallanadi?
A) 1 marta, B)2marta, C)3 marta, D) Bo‘laklab integrallanmaydi.

5. szegxdx integralni hisoblashda necha marta bo‘laklab integrallanadi?

A) 1 marta, B)2marta, C)3 marta, D) Bo‘laklanmaydi.
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6.2 Kasr-ratsional funksiyalarni integrallash
Quyidagi
m m-1
R(X) = Q. (x) _ by X™ + 1, X 71+...+bm_lx+bm 2.1)
P(xX) axXx"+ax"™ +..+b x+b,
ko‘rinishdagi kasrga kasr-ratsional funksiya yoki gisgacha ratsional funksiya deyiladi. Bu

yerdam,neN va a,b,eR, i=1n, j=1,m,

Agar M <N bo‘lsa, to‘g‘ri kasr, M>n bo‘lsa, noto‘g‘ri kasr deyiladi.
Har ganday noto‘g‘ri kasr ko‘phadlarni bo‘lish qoidasi yordamida gandaydir ko‘phad
vato‘g‘ri kasr yigindisi shaklida ifodalanadi:

Qn(x) r(x)
R(x) = <m2 — M , :
(=200 = Mna 00+ 00 22)
X" +2 ) —33x+12
——=X"-X+10+ ———— i
Masalan, 2 13x 1 Z—3x+10" chunki

X*+2 | x2+3x-1

X 3x% - x? x°—3x +10

3% + X% 42

-3 -9 %% + 3x

10X -3x+2

10x% + 30x — 10

—33x+12

M.._.(X) ko‘phadni integrallash oson bo‘lgani uchun, ratsional funksiyani integrallash

F:((XX)) to‘g‘ri kasrni integrallash masalasiga keltiriladi.
Quyidagqi to‘g‘ri kasrlar oddiy ratsional kasrlar deyiladi:
| A
X—a’
A
Il.——— - (k = 2va butun son)
(x—a)
Ax+B .. . . .
|||.2—+(maxrajn|ng diskreminanti D = p*—-4q<0).
X"+ px+q
Ax+B

IV.——— (k>2 va butun, D<0).
(X* + px+Qq)*

Buyerda A, B,a,p,q - hagigiy sonlar.
Endi bu kasrlarning integrallarini hisoblaymiz:
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1. idx=AIn|x—2|+C.
X—a

A —k A
2. —dx=A X—a) dx=- +C.
Voay = Al o= gocar
J.de integralda A+ 0 bo‘lsa, suratida maxrajining hosilasini hosil gilib
olamiz:
2B
Ax+B A (2X+p)+(A_pj A 2x+p
jz—dx:— > dx =— _[—d +
X“+ px+q 2 X° 4+ pXx+q 279 X+ px+q
Ap dx 3 dx
( ‘ﬂjm 2l <P ( )J( pjz ( pz)
X+—| +|q——
2 4
p* _4q-p° d
Oxirgi integralda q——:—>0(D<0) bo‘lgani uchun, jadvaldagi I u
4 4 u® +a’
integralga keladi. Demak,
I4dAX+B x_él (x2+px+q)+—ZB_Ap arcty —— 2X+Pp +C. (2.3)
X"+ px+( 2 l4q — p? l4q— p?
Ax+B | A 2X+p | Ap dx
J.(x2+px+q)k X:EJ-(XZerxjtq)k XJ{ _7)‘. 2 pq—p2)
(x+pj Tt bl
2 4
Bunda
2X + A 1
—f = (2.4)
x +px+q 2 (k—l)(x +px+q)
I4 Y
oxirgi integralda esa u=x+§, a:% almashtirish bajaramiz.
du 1 (u?+a®)-u? 1 du 1 u?
= |V du= 5 | 5 —— | ———du.
J.(u2+az)k az'[ (u2+a2)k <’:12'[(u2+a2)k_1 r'ﬂlz"-(ueraz)k

Birinchi integral berilgan integralning tartibi bittaga kamaygan holi, ikkinchi integralni
bo‘laklab integrallash mumkin. Natijada, quyidagi rekkurent formulani hosil gilamiz:
J- du u N 2k -3 .[ du
(u2 + az)k 2a”(k —1)(u2 + az)k_l 2a*(k-1) (

= (2.5)
u?+a’)”

Eslatma. Agar maxrajda ax® +bx+c ko ‘phad bo‘lsa, avval a gavsdan chigariladi:

b C
ax’+bx+c=al X2 +—x+—
a a
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1-misol

Ushbu J' 23X_2
2X° +8x+26

» Avval maxrajidan 2 ko‘paytuvchi gavsdan chigaramiz, suratida maxrajining

hosilasini hosil gilib olamiz.

dx integralni hisoblang.

4
__[ 3X 2 __J‘2X+4 = _j 2X+4 4_[ dx |
X* +4x+13 X +4x+13 X* +4x+13 (x+2)°+3
:%In(x2+4x+13)—%arctgX+2+C,<
2-misol
7X+3 . -
Ushbu I dx integralni hisoblang.
x +2x+5)Z
6
’I X437 f B W
(x+2x+5f 27 (x? +2x+5 (x* +2x+5f (x+1)?+2°f
Birinchi go‘shiluvchi (4) formulaga ko‘ra,
7 2X+2 7 1
—| =
Zj(x2+2x+5)2 2 x*+2x+5
Ikkinchi integral uchun (5) rekkurent formulani go‘llasak,
dx B x+1 2:2-3 d(x+1)
.[ 2, 52P 200 2 22+2.222_1I 102 4+22
(x+1?+22f  2-222-1)((x+1)* +2%) (2-1)° (x+1)*+
X+1 11 X+1
=-— +=-=arctg——.
8((x2+2x+5)2 8 2 2
Demak,
J- 7X+3 dx=—— 7 3 2x+1 iarctgx+1+C <
(x? +2x+5) 2(x* +2x+5) 8(x*+2x+5)* 16

Ma’lumki, har ganday haqigiy koeffitsientli ko‘phad quyidagi ko‘paytma shaklida
ifodalanadi:

RO) =ag(X =) s (X=@) 7 (0 + px+ )" oo O + pX+,)° (2.6)
bu yerda «,...,a; lar ko‘phadning ki,....k, karrali haqgiqiy ildizlari,
p.’ —4q, <0, (i =1,5)va K+ Ky +2t +.. 4+ 2t =N,

Teorema (to‘g‘ri kasrni oddiy kasrlar yig‘ndisiga ajratish hagida) Maxraji (2.6) shaklda
tasvirlangan har ganday to‘g‘ri ratsional kasrni I-1V turdagi oddiy kasrlar yig ‘indisiga

yoyish mumkin. Bu yoyilmada Pn(X) ko ‘phadning har bir K, karrali ¢, hagigiy ildiziga (

(x—a,)" ko ‘paytuvcisiga)
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A1+ A + A + A“ 2.7)

X—a, (x-a,) (x-a) (x-a)"

ko ‘rinishdagi K, ta oddiy kasrlar yig ‘indisi mos keladi. P.(X) ko ‘phadning har bir juft

go ‘shma- kompleks ildiziga ((x*+ p7x+qy)t’ ko ‘paytuvchisiga)

MX+EN,  Mpx#N,  Mgx#N, M, x+ N,

2 2 2 2 s 2 & (28)
X +p,X+q, (X +pyx+qy) (X +p7x+q7) (X +p7X+q7)

ko ‘rinishdagi t, ta oddiy kasrlar yig ‘indisi mos keladi.

Demak, integral ostidagi R(x) to‘g‘ri ratsional kasrni (2.7) va (2.8) formulalarni
e’tiborga olib noma’lum koeffitsientli oddiy kasrlarga yoyiladi. So‘ng bu kasrlarga umumiy
maxraj beriladi. Yoyilmadagi A, M, N koeffitsientlarning giymatlari esa

1) noma’lum koeffitsientlar usuli;

2) o rniga go ‘yish usulidan biri yoki ikkalasini go‘llab aniglanadi.

Noma’lum koeffitsientlari usulida R(X) to‘g‘ri ratsional kasrning suratidagi ko‘phad
hosil bo‘lgan kasrning suratidagi ko‘phadga aynan tengligidan X ning bir xil daragalari
oldidagi koeffitsientlar tenglab, nta noma’lum uchun nta tenglamalar sistemasi hosil gilinib
noma’lum koeffitsientlar topiladi.

O‘rniga go‘yish usulida ko‘phadlar, X ning barcha giymatlarida aynan teng bo‘lgani
uchun, Xning tayin xususiy giymatlarida tenglab noma’lum koeffitsientlar topiladi.
3-misol

2
Ushbu jixtzdx integralni hisoblang.
X(x+1)
» Maxrajdagi ko‘phadning x =0 bir karrali haqigiy va x=-1 ikki karrali ildizlari
bor bo‘lgani uchun
X*=3x+2 A B C
—_— =t ———+——
x(x+1)?*  x  (x+1D?* x+1
mumiy maxraj berib, suratdagi ko‘phadlarni tenglaymiz
X* —3x+2= A% +2xA+ A+ Bx+Cx* +Cx yoki x*—3x+2=x"(A+C)+x(2A+B+C)+A

Noma’lum koeffitsientlari usulidan foydalanamiz, X ning darajalari oldidagi
koeffitsintlarni tenglaymiz:

x?: A+C=1;
X: 2A+B+C=-3;
x°: A=2.
Bundan, 4=2,B=-6,C=-1.
Demak,
I—X2_3X+22dx:jgdx—J‘L2dx— Lok
X(x+1) X (x+1) X+1

6 X2 6
=2In|x|+——|n|x+]4+C=In—+—+C .4
X+1 |x+ﬂ X+1
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4-misol
2
Ushbu IM integralni hisoblang.
X(x=1)(x+2)
» Integral ostida to‘g‘ri ratsional kasr va u I turdagi sodda kasrlar yig‘indisiga
ajraladi

x*+43 A B D

X(Xx—1)(x+2) X X1 x+2'
bundan X +3= A(X—1)(X+2) + Bx(x + 2) + Dx(x —1).

A, B, D koeffutsientlarni topish uchun o‘rniga go‘yish usulidan foydalanamiz:

x=0 bo‘lganda 3=-2A, bundan A:—g;

x =1 bo‘lganda 4 =3B, bundan B =

O oo|4>

x =—-2 bo‘lganda, 7 =6D, bundan

Shunday qilib , quyidagini hosil gilamiz :
J- (x* +3)dx __EI%+fJ-d(x—l)+ZJ-d(x+2):
X(Xx—=1)(x+2) 2° x 3 x-1 67 x+2

:—§In|x|+ﬂln|x—]1+Zln|x+2|+C=Ine w+c.<
2 3 6 |X|

integralni hisoblang.

5-misol

Ushbu J' e

x3+8

» Integral ostida to‘g‘ri ratsional kasrning maxrajidagi ko‘phad ko‘paytuvchilarga
ajratiladi va sodda kasrlar yig‘indisi shaklida ifodalanadi

1 _ 1 _ A N Mx+ N
X*+8 (Xx+2)(X*-2x+4) x+2 x*-2x+4
Umumiy maxraj berib suratlari tenglanadi
A(X* —2X+4) + Bx(x+2) +C(x+2) =1

A, M, N koeffitsientlarni topish uchun yugoridagi usullarni birga qo‘llaymiz:

x=-2: 12A=1

X A+B=0;

x:  44+2C=1.
Bundan, 4=1/12, B=-1/12,C=1/3 va

1 1 X—4
P48 12(x+2) 12(x° —2x+4)’

Endi integralni hisoblaymiz:
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:—In|x+2|

jdX_l dx 1J- X—4

_1 1 1 I(ZX—Z)—GdX
x*+8 127 x+2 127 x*-2x+4

12-29 x* —2x+4

:iln|x+2| J-(Zx 2)dx+1 d(x-1) _
12 2x+4 4 (X 1)? +(\/')2
=—Inx+2——lnx —2X+ 4|+ —=arct
12 x+2 | | I 9" f
_In? (X+2) et lic.«

arct
X2 —2x+4 4\/_ ) \/_

Shunday qilib ratsional kasrni integrallash uchun

1) uning to‘g‘ri yoki noto‘g‘ri kasr ekanligini tekshiriladi, aks holda(ya’ni noto‘g‘ri
kasr bo‘lganda) butun gismi ajratiladi, ko‘phad va to‘g‘ri ratsional kasr hosil gilinadi;

2) to‘g‘ri ratsional kasrni oddiy kasrlar yig‘indisiga ajratiladi;

3) yoyilmaning koeffitsientlari topiladi;

4) ifoda integrallanadi.

Auditoriya topshiriglari

Integrallarni hisoblang.
X 2x —5x+1,
1. —dx. 6.
2 I —2x% + X
2. —dx 7._[—37)(_15 dx
X° +2 X*—=2X°+5
3. _[ 3x+5 84[3x2+2x+1
X —4x+5 X U (x+1)2(x%+1)
4. J- 5X+2 9J- 2x+1 o
X+ 2x+10 J(X* +2x+5)°
J. X+1) 10. J. X+1
x> — X X* +4x? +4
Mustaqil yechish uchun testlar
2X* +X+3

ratsional kasrning oddiy kasrlarga yoyilmasi to‘g‘ri  ko‘rsatilgan
X (x +1)°(x* + 4) d Y S 8 .

variantni aniglang

A B Cx+D A A, B, B, Cx+D
A) — B =
)X (x+1)3+ x*+4 " ) Xy x+1+(x+1)2+(x+1)3+ X*+4"
A B . C AL B, B . C
2 x2+(x+1)3+x2+4’ D) X x x+1 (x+1)2+(x+1)3+x2+4'
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X+3

2. Tiod ratsional kasrning oddiy kasrlarga yoyilmasi to‘g‘ri  ko‘rsatilgan variantni
X° 42X
aniglang.
A B @
A) A+C):—+D , B) —+ + >, C) AZ+E+ 2C , D) AZ+E+L.
X X242 X X+2 (x+2) X2 X X2 X2 X X+2
3. Integralni hisoblang: I—dx
X2 X
A);—x+3ln|x+3|+c , B)?+x+3ln|x+3|+C,
X2
C) x*—3x+Inx+3+C, D)?+2x+3ln|x+3|+c,

4. Integralni hisoblang: IW
(x X

A) In( x—3) +C, B) In(X 2) +C, C)In(x-3f|x-2/+C, D) In(x—2)fx-3+C.

=2 =
2x+1
5. Integralni hisobl =
ntegralni hisoblang: IX ot
A) Inx* +2x+5+C B) In‘x2+2x+5‘+larcthT+l+C,
Linlx? X+1
C) Eln‘x +2x+5+C, D) —In‘x +2x+5{+ arctg—+c

6.3 Trigonometrik funksiyalarni integrallash

Barcha trigonometrik funksiyalarni sinx va cosx orgali ifodalash mumkin. sinx va cosx
ning ratsional funksiyasini R (SiNX, COSX) ko‘rinishda belgilaymiz.

Quyidagi
[R (sinx, cosx)dx

X
integralni th = Z belgilash yordamida z oz garuvchili ratsional funksiyaning integraliga
almashtirish mumkin. Integralni bunday almashtirish ratsionallashtirish deyiladi. Hagigatdan

X
ham, tg > = Z desak,

:I.—tgzi 2 2tg§
COSX = 2 _27% . ginx= 2
2’
1+th§ 1+2 1+th)2(
2dz

=arctgz, x=~2arctgz, dx =
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Shuning uchun

= [R(z)dz

jR(sinx,cosx)dx:IR( 21 .1—Zj 2dz

1+22'1+22 ) 1+ 7
hosil boladi, bunda R, (Z) - z 0‘z garuvchili ratsional funksiya.

Bunday almashtirish R (SINX, COSX) ko‘rinishdagi har  ganday  funksiyani

integrallashga imkon beradi, shuning uchun bunday almashtirish universal trigonometrik
almashtirish deyiladi.
1-misol

dx
Ushbu | =I - integralni hisoblang.
4sin X +3C0SX + 5

X
> (g E = Z almashtirishdan foydalanamiz:

: _ 1-7° 2dz
SinX=——; COSX="———; dX=——.
1+z 1+z 1+z
2dz
| _J~ l+ 22 _J~ ZdZ _J‘ 2dZ _
- 27 1-722 ,. 82+3-322+5+57*> 72724+87+8
4. ;+3- ;+5 (1+7°)- ,
1+7z 1+z 1+z
:I 2dz I dz 1 LCo_ 1 LC. <

2(22+4z+4): (z+2)° T

X
tg-+2
¢ 2
Ko‘pincha, universal trigonometrik almashtirish murakkab ratsional funksiyaga olib
keladi. Shuning uchun, xususiy sodda almashtirishlardan bir nechtasini keltirib o‘tamiz.

1. Agar R (sinx, cosx) funksiya sinx ga nisbatan toq bo‘lsa, ya’ni

R (—sin X, cosx) = —R(sinX, cOSX) bo‘lsa, u holdaz = cosx, dz =—sin xdx
almashtirish bu funksiyani ratsionallashtiradi.

2. Agar R (sinx, cosx) funksiya cosx ga nisbatan toq bo‘lsa, ya’ni
R (sinx, —cosx) = —R(sin X, cosXx) bo‘lsa, u holda Z =Sin X, dz = cosxdx
almashtirish bu funksiyani ratsionallashtiradi.

3. Agar R (sinx,cosx) funksiya sinx va cosx ga nisbatan juft bo‘lsa, ya’ni
R (=sinx, —cosx) = R(sin X, cosx) bo‘lsa. U holda Z =1tgXx almashtirish bu funksiyani
ratsionallashtiradi.

Bu holda,
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tg°x z°
J cogx= - =t

sin® x = =% 7y =1 o2
1+tg°x 1+z 1+tg°x 1+z

X = arctgz, dx = dz
1+7z

almashtirishlar o‘rinli bo‘ladi.
2-misol

Ushbu | :j integralni hisoblang.

1+sin®x

» Integral belgisi ostidagi funksiya juft funksiya, shuning uchun Z =tgx

2

. yA
almashtirishni bajaramiz. U holda, X = arctgz, dX:—Z; S|n2X=1 5
+7Z
Natijada ,
dt dz
1= _j ezt [ Lz’ =—I s :_I—df
1+sin° X 1 z 1+ 2% + 72 1+2z 1 .,
+ 2 2 e | +2°
1+z 1+2z 2 2
2
- \f arctg \f arctg J2Z +C = \{2_ arctg~/2tgx + C . <
3-misol
sin’® x
Ushbu | =I—dx integralni hisoblang.
2+ COSX

» Integral ostidagi funksiya sinx ga nisbatan toq funksiya . Shuning uchun
Z =C0SX, dz =-sinXdX almashtirishni bajaramiz:

I_Isinzx-sinxdx_I(l cos’ X)sinxdx _ f(l 2°)dz Iz —1
2 +COSX 2 +COSX 2+12 2+z

2
J‘(z—2+ijdz —Z——22+3In|z+2|+C—COS X—Zcosx+3ln|cosx+2|+C
Z+2 2 2

.4
4. Agar R (sinx, cosx) funksiya sinx va cosx darajalarining ko‘paytmasi bo‘lsa, ya’ni

Isin”x-cos’"xdx ko‘rinishdagi integralni hisoblashda, m va n ga bog‘lig holda turli
almashtirishlar bajariladi:

a) agar nN>0va tog bo‘lsa, u holda COSX =z, SinXdX = —dz almashtirish
bajariladi;
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b) agar m > Ovatoq bo‘lsa, u holda SINX =z, COSXAX = dZ almashtirish bajariladi.
4-misol
sin® x
cos' x
» COSX = Z, SiN XdX = —dzZ almashtirishni bajaramiz:

Ushbu | :_[ dx integralni hisoblang.

Ism XSin X I(l cos’ x)smxdx j(l—ZA)de:_I%JrIz_idZ:

cos’ X cos’ X Z
Lt Tt
32° 2z 3C0S" X COSX

d) agar ikkala n va m ko‘rsatkichlar juft va nomanfiy bo‘lsa, u holda
trigonometriyadan ma’lum bo‘lgan

.2 1—cos2x b 1+ cos2x
SN x=———"—; coS xX=—""""—
2 2
darajani pasaytirish formulalaridan foydalanamiz.

5-misol
Ushbu | :ISin“XdX integralni hisoblang.

» Darajani pasaytirish formulasidan foydalanamiz:

| = [sin* xdxd =I(sin2x)2dx=j(#j dx=%j(l—2c032x+c0322x)dx=

1 1+ cos4dx 1 1sin2x 1 1 sin4dx
:ZI 1-2C0S2X + ——— =

dx=="x-=- +EX+= +C =
4 2 2 8 8 4

:§x—lsin2x+isin4x+c. <
8 4 32

e) agar m+n=—-2k <0 (juft, nomusbat) bo‘lsa, u holdatgx =2 yoki CtgX =z
almashtirish integralni darajali funksiyalarning integrallari yig‘indisiga olib keladi. Xususan,
n<0, m<0 va m+n=-2k <0 bo‘lsa, kasming suratini 1= (sin’ X+ cos’ x)°

m+n|

ifodaga almashtirish mumkin, bu yerdas =———1.
6-misol

sin® x
Ushbu | :J' dx integralni hisoblang.

cos’ X

»Bu yerda N=2,M=-6 m+n=—4<0  tgx=2z, x=arctgz, dx =
+Z
almashtirishni bajaramiz.

sinx sin®x 1 )
6y oo L~ 9X

cos®x cos’x cos*x
Natijada ,

j_tg X(L+1tg°x)* = 2°(1+ 2°)?,
cos*
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inzx
I:jS :j(22+z4)dz:
cos’ x
VA & tg°x 5x
:—+—+C:g—+g—+C.<
3 5 3 5
7-misol
dx _ .
Ushbu | =I_3— integralni hisoblang.
Sin’ X - cosx
»Buyerda N=-3 M=-1 m+n=-4<0
dx sin® X + cos’ X COSX
| =[—; = [—— dx = [— dx+[——="dx =
sin® X - cosx sin® x - cosx Sin X - COSX sin® x
d(sinx)
=2 = Injtgx| — +C. «
IS|n2x I sin® x o 2sin® x

X
f) agar darajalardan biri nolga teng, ikkinchisi manfiy toq son bo‘lsa, u holdatg — =z

almashtirish bajariladi.
8-misol

dx
Ushbu | = [—

integralni hisoblang.
Sin™ X

» Quyidagicha almashtirish bajaramiz:

X 2dz . 22
tg - =2z, dx= —; sinx = >
2 1+2z +Z
2dz ( )2
dx 14 1.(1+72°
Natijada, | = = =— dz =
) IS|n X I( 27 )3 4j z°
1+72°
_1 —d1+22 e :_I( +2+zjdz——i+ In|z|+1 2 ic=
"4 Z 8z 2 4 2
1 1,.X
=—=ct —+—Int X 22X, -
8 < 2 2 g 8g 2

5. Quyidagi ko‘rinishdagi integrallarni garab chigamiz:
[ cosnx - cosmxdx,

jsin nx - cosmxdx,

jsin nX - sin mxadx.

Bunday integrallarni hisoblash uchun trigonometrik funksiyalarning ko‘paytmasini
yig‘indiga almashtiruvchi formulalar go‘llanadi:
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cosa - cosf3 = %[cos(a + ﬂ) + COS(O! - ﬂ)]

sing - cos B = %[sin(a +,B) + sin(a —,B)]
sing - sin ff = %[COS(OZ —ﬁ) - cos(a +ﬂ)]

9-misol
Ushbu | = [sin3x-cos2xdx integralni hisoblang.

» Integral ostidagi ko‘paytmani yig‘indiga almashtirib integrallaymiz.

| = [sin3x- costdx——j sm5x+smx)dx——% COS5X—% cosx+C =
1 cosdx 1
=——-—————-C0sx+C .«
10 1

Auditoriya topshiriglari

Integrallarni hisoblang.
1, IL 6j
3+5cos x cos* x
dx
2. : 7. | tg®xdx
I33in2 X +5¢c0s? X I J
3 J- _ dx . 8. J-cos x
8—4sin x+ 7c0os X sin® X
4, Icos?’xsin10 xdx. 9. J-cos x+sin’ X dx
cos® x —sin? x
5. jsin“Sxdx 10.Ism3xsm5xdx

Mustaqil yechish uchun testlar

dx
1. : integralni hisoblashda gaysi almashtirish go‘llanadi?
J.2c052x+33|n2x g qay do

A)tgfzt, B) sihx=t, C)cosx=t, D) tgx =t.

2. _[SIn dx integralni hisoblashda gaysi almashtirish qo‘llanadi?
cos” x

A) tgx=t, B) sinx=t, C)cosx=t, D) To‘g‘rijavob yo‘q.

g .[de integralni hisoblashda gaysi almashtirish qo‘llanadi?
cos” x
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A) tgx =t , B)tg%:t, C) cosx=t, D)sinx=t.

cos xdx
sin®x

A2 .c.B)-—_+c, O3 4¢c, D)L ¢

sin® x sin® x sin? x 2sin? x

5. Integralni hisoblang: ICOSSXSin 3xdx.

4. Integralni hisoblang: |

A) icos8x—1c052x+C , B) isin8x—10032x+C,
4 16 4

C) —ic058x+1c052x+c, D) iCOSSX—ESinZX-FC.
4 16 4

6.4 Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

Har ganday irratsional funksiyalar ucnun ham elementar funksiyalar ko‘rinishidagi
boshlang‘ich funksiyalarni aniglab bo‘lmaydi. Biz quyida ayrim almashtirishlar yordamida
ratsional funksiyalar integrallariga olib kelinadigan irratsional funksiyalarning integrallarini
ko‘rib chigamiz.

Quyidagi

ax+b)s (ax+b )= ax+b )
[R] x, , e X, (1)
cx+d cx+d cx+d
bu yerda R-ratsional funksiya, a, b, ¢, d - o‘zgarmas sonlar, r;, s; musbat butun sonlar,
integral

ax+b
=t )
cx +d
. : : N rr, or _
almashtirish yordamida ratsionallashtiriladi. Bu yerda m - —, —=,...— kasrlarning
S1 SZ Sn

umumiy maxraji, ya’ni m = EKUB(s,,s,,...S,) .

Xususan,
LY 1
‘[R(x,xsl,xsﬂ . .xs"]dx

Integral X =t™almashtirish yordamida ratsionallashtiriladi.
1-misol

Jx
Ushbu J.gdx integralni hisoblang.
VX +4

T

» EKUK(2,4) =4 bo‘lgani uchun,

X =t* 5 2
jidx: =4j3t—dt:4j t? — 34t dt:ft3—EIn\t3+4\+C=
Vx®+4 dx = 4t°dt t°+4 t*+4 3 3
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+C .«

_\t_‘{/_\_ Aape 10

Integral
J. Ax+B

Jax® +bx+c

ko‘rinishida berilgan bo‘lsin. Avval kasr suratida ildiz ostidagi kvadrat uchhadning
differensiali hosil gilinadi( A= 0), kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratiladi va quyidagi
amallar bajariladi:

i Ax+ B (2ax + b)dx (B—Ab)j dx _
NJax? +bx +c 2a NJax? +bx+c 2a )" JJax®? +bx +c

= Aac vbxre+[B-20] o .
a 2a b Y b2
aX+—| +|c——
2a 4a

Agar ¢ # 4—, a > 0 bo‘lsa, oxirgi integralni
a

dx

[ du__ In‘u+\/u2 +k‘+C
Ju? +k
integralga keltirib hisoblash mumkin.
2
Agar ¢>—, a <0 bo‘lsa,
4a
[——= arcsm Uic
\/k2 —u?

integralga keltirib hisoblash mumkin.
Eslatma. Qulaylik uchun, kvadrat uchhadni to‘la kvadratga ajratishdan avval @ ning
modulini ildizdan chiqgarish kerak.

2-misol
Ushbu J'\/%dx integralni hisoblang.
> | 5x+3 3 j 2x 4 (3_5 4)]- dx
\/x2—4x+ VX —4x+8 VX? —4x+8
= 5% —Ax+8 -7 —— —5x/x2—4x+8—7ln‘x—2+1/(x—2)2+4‘+C
1/x 2 +4
.4
3-misol
Ushbu J.\/lo 3X8_ > 2dX integralni hisoblang.
—8X —2X
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» Qulaylik uchun, avval 2 niildizdan chiqgarib olamiz.
3x—21 3x -2 ﬁ

1
I\/5—8x—2xzdx_x/§I\/5 4x — x*

Hosil bo‘lgan integralni hisoblaymiz.

I_I dx I_(_4 2X)+8 :__I —4— 2xdx
N5 — 4x x? V5—4x—x° V5 —4x - x?

+8| = —3J5-4x — x* +8arcsin(x +2) + C,.
1/1—(x+2)2

Demak,

| -2 dx=—£\/5—4x—x2+4\/§arcsin(x+2)+C.<

V10 -8x — 2x? 2

Agar integral
Ax+ B

I(x a)vax® +bx+c

1
ko‘rinishda bo‘lsa, X — & = — almashtirish yordamida hisoblanadi.

4-misol
Ushbu j & integralni hisoblang
(x+1D)Vx*+2x+10 '

_1 1

g dx =y | ot o
(x+DVx*+2x+10 |y 1 0 1 /£+9 VOt +
t* t\t?
9

+C .«

:—lln‘3t+«/9t2+1‘+C:—lln| 3 + ~+1
3 3 (x+1)

‘x+1

Agar integral
jR(x,\/ax2 +bx + c)jx

ko‘rinishda bo‘lsa, kvadrat uchhadni to‘la kvadratga ajratib, quyidagi
1) | R(u,\/k2 —u’ )ju . u=Kksint(u =k cost)almashtirish;
2) jR(u,\/k2 +Uu’ )Jlu , U= ktgt(u = kctgt) almashtirish;
k .
3) IR( Ju? — )iu = u= almashtirish
sint cost

yordamida hisoblanadigan integrallardan biriga keltirish mumkin.
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5-misol
Ushbu I\/3+ 2X — x*dX integralni hisoblang.
X—1=2sint

> [V3+2x—x*dx =[/4—(x—-1)*dx = P

= [V4—4sin®t-2costdt =4[ cos’ tdt = 2[ (1+cos2t)dt = 2t +sin 2t + C =

X2_1+ (x—l)\/32+2x—x L C <

=2t +2sintv1—sin’t +C = 2arcsin

6-misol
Ushbu j o - integralni hisoblang.
\/(x2 +4x+5)

dx dx X+2=1gt dt

g I\/(><2+4X+5)3 :I\/((X+2)2+1)3 i dx:C:Stzt :Icosztm:

= o = |costdt =sint+C = gt +C:X—+2+C.<

Icoszt\/(tgztjul)3 I tg’t+1 VX*+4x+5

Auditoriya topshiriglari

Anigmas integrallarni hisoblang.
dx

- I\/2x+3+33\/2x+2-3
1-x dx
I 1+x X
3{ 3x+5dx
VX2 +6X+7
ECSULS (2x — 7)dx
V9 —8x —x?

o I 2x+3dx

N2XP—X+6
3 I 3x+4dx

N2+ 3% —X?
f dx
X2/ X2 +4

N

=
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8, j\/12—4x—x2
9, J’«/Gx—xzdx
dx
10. J—
XA/ X2+ X+1

Mustaqil yechish uchun testlar
dx
1. | —————~ integralda ganday almashtirish bajariladi?
I Fra
A x=t*; B) Ix =t; C) x=t>; D) ¢x =t
e (2x=1ax . o
2. Quyidagi I—S integralning yechimini toping

VX =2X+
A) 24x* —2x+5+C; B) 2v/x* —2x+5—%arcthT_1+C;

C) ZM+%arctng_l+C; D) ZM—arctng_l+C;
& Ix/4—X2dX integral yechimini toping

A) 2arcsin§+%xﬂ+c; B) 2arcsin§+xﬂ+c;

C) 2arcsin§—xﬁ+c; D) 2arcsing—%xﬁ+c;

4. Quyidagi j integralda ganday almashtirish bajariladi?

dx
(X+ DX +2Xx+ 2

A) x+1=t?; B) VX* +2x+1=t; C) x+1=1t; D) x =tgt.
dx
5. Quyidagi | ———— integralda ganday almashtirish bajariladi?
Ixzx/x2 -9

A) x=3/cost;  B) x=3sint; C) x*-9=t% D) x = 3tgt.



1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.
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Shaxsiy uy topshiriglari

Anigmas integrallarni hisoblang.

1
a).[ 1.7. a)jtgxlncosxdx.
b) J (4—3x)e dx. cos’ X
12 6x x +8X— 2
j X d) [=——d 7
(X +1)(x* —4x+13) X*(X* + )
t 1
2 I1+|nx ™ 18.  a) Icoigz(;)l)dx
X
b) farctg\/4x—1dx. b) J‘ In x2 +4)d
3 2
d)J‘X + 6X +133X+8dX. d)J.ZX +X+1
X(X+2) x+l
dx
a) : 1.9.
J.x\/xz—l a).[ x +1
b) |(3x+4)e>dx.
‘[( X+ 4)emax b) I(Z—4x)sm2xdx.
d) J~x3—6x2+13x—6
(x+2)(x—2)° I 4x+2
2 2 X* +4x?
a).[x +):nx dx. 1.10. a) 1-cosx |
J.(x—sin X)° X
b)j 4x — 2)cos 2xdXx.
b _
2 — I 45 )J'arctg\/6x 1dx.
)J. X 1 (X +4) 2X+4
) g )J x*(x? +l)
a e
I /X4+X2+1' 1.11. a)J‘X(ZOSX+S)II’IXI
Xsin x

b) je‘zx (4x—3)dx.
d) J~ X3 —6X2 +11x-10

(x+2)(x—2)*

b) I(4 —16x)sin 4xdx.

a)J (arccos x)’ 1. d) jxxjr;”
Ji-x?
b) J(Sx—Z)e”dx. L1 a).[ S
d)J-x3+6x2+11XJ3r7 =%t -1
(X+D(x+2) b) Ie’3x(2—9x)dx.
) _[ 2X+22 «
(x+2)(x* —2x +10)
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1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

a)'[ dx
COS’ X+/tg°X

b) J' arctg+/3x —1dx.
X —3x +5

)I x°(x? +1)

2) ]7/(2\/_)+1dx
(ﬁ +x)

b) j arctg~/5x —1dx.

d) j?—xdx
x +1)dx

)J—
(x* +3x+1)°
b)j(5x +6)cos 2xdX.

)IX +3x*-12x+4
(x—=1)'(x* +1)
4arctg X — X
=== 2
a-[ 1+ x?
b) I(Sx—Z)cosSxdx.

dx.

d) .[2x3 +6X°+7x+1
(x —1)(x +1)3

arctg x
a)
-[ 1+ x?

b) j (x\/_ —3)cos 2XdX.

d) ,[X3 —6x* +10x-10
(x+1)(x-2)°

J‘ X+ COS X
a ~ - .
X% +2sin x
b)j(4x+7)0053xdx.

dx.

d) J-Zx +6x° +7x
(x— 2)(x+1)

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

a)J» 2C0S X + 3sin X
(2sin x —3cos x)°

b) [In(cosx)dx

dx.

X?—2x+4
| o
X*(x°+1)
33X — arccost

) [ N
1—4x°

b) |arctg~/2x +1dx

d) J-ZX + 6X° +5x
(x+2)(x+1)

U

. Iln(c_o;sx)dx
sin” dx
d) J-2X3+6X2+7X+4
(X+2)(x+1)°
5x — (arcsin3x)’
a dx
)I J1-9x?

b) Icos(ln X)dx

d) J-x3+6x2+10x+10
(x=1)(x+2)*
J x+c032x
VX2 +sm2x
) IIn(sm X)dx
cos’ dx
d) J-x +6X*+13x+6
(x—2)(x+2)*
I3xsin3x—0053x
(xcos3x)’

b) [sin(In x)dx

dx

3 2
d)jx —6Xx°+13x—-8

dx.
X(x—2)*
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125 a) | de
sin” 3x
b) | xarctg 2xdx

d) J- x® —6x° +13x—7
(x+D(x-2)°

3x — (arcctgx )’
)] V1-x2

b) [ x*arctgxdx

1.26.

d) J-x3 +6x° +14x+10
(x+(x+2)°

2 I3X+X

1.27.

b) j(l—6x)e2xdx.

d) 12x3+6x2+7x+2dx

x(x+1)°

33
2.1. a)_[de

cos’2X
b) [tg*3xdx
0 I dx

dx

3+ cosx +sin X
OS X

C
22. a) j -

b) [sin* 2xdx

9 |
3cos? X+4S|n X
2.3, a) [sin4xsin xdx

b) | ctg“5xdx

d
) J.Z 3COSX +Sin X
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x —In? x
128. a) [———d

arcsm X
b) j

d) J‘3X +9x% +10X + 2
(x— 1)(x+1)3

129. a) j

(1+x )\/ (arctgx )’
b) [ xe**dx

d) jx3 —6x° +14x -6
(x+1)(x-2)°
3arcsin® X + 4x

Ne
b)j(Zx - 5 cos4xdx.

130. a) |

d).|'2X3—|-6X2 +5x+4
(x=2)(x+1)°

2
2.4, a) [cos*3xsin’ 3xdx

b) jsin34xdx

9 J
4+3cosx 4sin X
25. a) [cos4xsin xdx

b) [tg°(4 — x)ix
I dx
3+ 5sin X + 3cosx
26. a) jmsiﬁ xdx
b) [tg®(5x +1px
I6sinx+cosx
1+ cosx

dx
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2.7, a) [¥sin* x cos® xdx
b) [tg°4xdx

d) I dx

5—3cosx
28. a) Icos32XSin3 2xdx

X
b) | ctg® =dx
) | 9°3

dx
d) [———
5+4sin X
2.9. a) [cos®2xsin® 2xdx

b) jcos4 3xdx

d) [ —
8+4cosx
2.10. a) [cosxsin9xdx

b) [cos®4xdx

)I4S|n X —5cos*X
2.11. a) [c0s2xcosHXdx

b) jxtgzxzdx

)18 4smx+7cosx
2.12. a) [cos xsin xdx

b) [(1—tg2x)dx

d
)IB+2cosx sin X
2.13. a) [sin5xsin 7xdx

b) 1+ ctg2x) dx

I dx
2sin’ X + 7¢0s” X

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

a) [sin*5x cos5xdx

b) [(tg2x +ctg2x)’dx

: j dx |
8+ 7cosx —4sin X

COS
a) j
sm X

b) [(1+cos3x)dx

dx
d) [—— _
4sin° X +8c0sxsin X
a) [cos’ xsin 2xdx

b) jctgzzdx

d) |
3+3cosx+25|nx
a) [cos® xsin2xdx

4 X
b) [tg gdx
dx
I55in2 X —3c0S° X
a) jsin 5Xcos 7 xdx

b) jtg?’fdx

d |
5+300sx +sin X
a) [cos5xsin 7xdx

b) Ictg" Xax

d) |
3+cosx +5sin X
a) [cos® xsin® xdx

b) | tg43xdx

d) |

16sin® x+7cos X



2.21. a) [cos’ xsin* xdx
b) [ctg®(x+2)dx
. f dx

7sin X — 3cosx

2.22. a) [¥/cos’ xsin 2xdx
b) jcos“(x +3)dx

9 |
4cosx 68|nX
2.23. a) [cos’ 3xsin” 3xdx

b) (- thx)zdx

)IB Zsm X
2.24. a) [cos® 3xsin® 3xdx

b) [(1—sin3x)dx
2 —Ssin X +3c0sx
d) |

1+ cosx
2.25. a) [cos5xcos7xdx

b) [tg®(2x +3)dx
I dx
5+ 3sin’ x

A X +1dx
Ux+1-4x+1
x+3 dx
b)j

NXP=2X+6

3.1.9)f

dx

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.
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a) [cos’ xsin’ xdx
b) [(2+sin5x) dx

7 +6sin X —5c0sx
d) |
1+ cosx
a) [cos2xsin’ xdx

b) [(tg3x —ctg3x) dx

dx

I dx
6 — 3c0s’ X

a) [{/cos’ 3x sin 3xdx
b) [ ctg®(2x —3)dx

d)
J2+3cosx +4sin X

a) [¥/cos® xsin® xdx

b) jtgz%xdx

sin? xdx
d ,[ =2 2
3sIn“ X —Ccos” X
a) [cos2xcos7xdx

b) [tg*(x+3)dx

) [
8—3sin” x
3
3.2. a) j%
) e

X+ 2dx

52
% Ie&/x+2+\/x+2

dx

b) |
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3.4.

dx
a)I§/2x+32-—f\/2x+3

b) J VX +25

3.5. a) jE(X\/;l%(

MI dx
X+/14 X —X?
IXx+3-%x+3

3.6.
jw/x+3 +8x+3

WI x 3dx
V2X? —4x+1

Iw/x+1 +/x+1

Jx+1+Jx+1
b) I 2x+1dx

V1+x—-3x°
J_+vr

dx

3.7.

38)I

b)j 2x 10 dx
v1+x NG

00 [
) I (2x +5)dx

N9+ 8X + 4x?

x+v”_+J_

x(1+ /%)

b) I 3x+4dx
V13 +6X + X?
Ix+1-23/x-1

dx
aIJX+1+2JX+1

b)j 3x 1dx
V2X? —5x +1
(x+1)dx

a)jx x—-1

3.10. a) |

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

S5,

3.16.

3.17.

3.18.

SIRIiC

3.20.

mj 5x+2dx

VX +3x—
aj N X+ 2dx
x+2 +8/x+2

mj x 4dx

N2XP—X+T
a)J‘JX—F 3dx
1+3/x+2

b)j 4x+1dx

N2 4 X —X°
X + 3)dx
@fi x34

MI dx
(X +1)V1+x-x?
J_+V_
™
b)j 5x 3dx
N2X2 +4X —
V3X+1-—

a X
I\/3X+1+2§/3x+1
) I 3x+2dx

V4 +2x - X?
2 I(X —1)dx

dx

b
)J ‘Jx +Xx-3
Iv_&l
WI x+5dx
V3-6x—Xx*
: I ¥3x+1+1
J3x+&. 3/3x +1
WI x 9dx

VA +2x —X?



3.21. a)j dx 3.26. a) I3—+XJ2—dX
3 4d
b)j (3x —4)dx bj' (7x +1)dx
\/2x —-6x+1 N2 —4x —X?
3.22. 3.27. a) | ﬁdx
b)j 7x 1)dx )I
N2 —-3x— X’ x+1«/x —3x+2
VX
3.23. dx _9r
a)jx_ E 3.28. a)j3+\/x__5
dx dx
b
)I(x—l)\/1+x—x2 )Ix\/1—3x—2x2
2 dx
324. ) j dX 3.29, a) [ s
b)
b)j 4/1 X — X2 Ix+1\/2 X — X?
3.25. | x=x dx 3.30.
x(1+&/x)
d 5x+1dx
) [ b)JW
XN/ X% —3x+2 X=X

6.5 Aniq integral va uni hisoblash
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y=f(X) funksiya [a;b] kesmada aniglangan bo‘lsin. Bu kesmani ixtiuoriy
a=X, <X, <X, <..<X =D nugtalar bilan n ta uzunliklari AX, = X. — xi_l(i =1,_n)
bo‘lgan gismiy bo‘laklarga bo‘lamiz va har bir bolakdan bittadan ixtiyoriy é:i nugtalarni

tanlab olamiz, bu yerda X, ; < fl <X, i=1n. Quyidagi ko‘rinishdagi yig‘indini tuzamiz:

0, = g f (é )Axi : (5.1)

Bu yigiindi Y = f(X) funksiyaning [2;0] kesmadagi integral yig indisi deyiladi.

Integral yig‘indi asosi AXi balandligi f(é) bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchaklarning
yuzalarining algebraik yig‘indisini beradi.
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Integral yig‘indi O ning gismiy bo‘laklar uzunliklarining eng kattasi nolga intilgandagi

b
limiti f (X) funksiyadan @ dan b gacha olingan aniq integral deyiladi va J f(X)dX Kkabi

belgilanadi, ya’ni ta’rif bo‘yicha
n b
lim - f(&)Ax =] f(x)dx (5.2)

max Ax; -0 j=1

Teorema Agar f (X) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u shu kesmada
integrallanuvchidir, ya’ni bunday funksiya uchun (5.1) integral yig ‘indining limiti mavjud va
bu limit [a;b] kesmani gismiy bo ‘laklarga bo ‘lish va ulardan fi nugtalarni tanlash usuliga
bog ‘liq emas.

b
Agar [a;b] kesmada f(X)>0 bolsa, .[f(X)dX aniq integral T (X) funksiya
gafigi, OX o‘gi va X =@, X=D to‘g*ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli

trapetsiya yuzini ifodalaydi.

1-1zoh. Aniq integral integrallash o ‘zgaruvchisiga bog ‘liq emas:

jlf (x)dx = j'f (t)dt = jlf (2)dz.

2-1zoh. Aniq integralning chegaralari almashtirilsa, integralning ishorasi o ‘zgaradi:

.Tf (x)dx :—if (x)dx.

3-1zoh. Agar aniq integralning integrallash chegaralari teng bo‘lsa, uning giymati nolga
teng:

jf (x)dx =0.

Aniq integralning asosiy xossalari ( f (x),q)(X) funksiyalarni mos kesmalarda

integrallanuvchi deb faraz gilamiz):
1. Bir nechta funksiyaning algebraik yig indisining aniq integrali go ‘shiluvchilar
integrallarining yig ‘indisiga teng. Ikki go ‘shiluvchi bo ‘lgan hol bilan cheklanamiz:
b

j[ f(X) £ p(x)] dx =jf (x)dxijgo(x)dx.

a
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2. O‘zgarmas ko ‘paytuvchini aniq integral belgisidan tashqgariga chigarish mumkin,
agar Kk =const bo-lsa, uholda

ka (x)dx = kif (x)dx.

3. Agar [a;b] kesmada funksiya o ‘z ishorasini o ‘zgartirmasa, u holda bu funksiya
aniq integralining ishorasi funksiya ishorasi bilan bir xil bo ‘ladi, ya ni:
a) agar [a;b] kesmada f (x) > 0 boIsa, u holda

b

[ f(x)dx>0
b) agar [@;0] kesmada f(x) <0 bo lsa, u holda

b

[ f(x)dx<0

4. Agar [a;b] kesmada ikki f(X) va @(X) funksiya f(X)Z(p(X) shartni
ganoatlantirsa, u holda

T f(x)dx > i(p(x)dx

5. Agar [a;b] kesma bir necha gismlarga bo‘linsa, u holda [a;b] kesma bo ‘yicha
aniq integral har bir gism bo ‘yicha olingan aniq integrallar yig ‘indisiga teng. [a; b] kesma

ikki gismga bo ‘lingan hol bilangina cheklanamiz, ya’ni agar a4 <C <D boIsa, u holda

[ 00dx =] f(de | f(x)dx

6. Agar m va M sonlar f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi eng kichik va eng katta
giymatlari bo ‘Isa, u holda

m(b—a)sif(x)dst(b—a).

Teorema (o‘rta giymat hagida). Agar f(X) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, bu
kesmaning ichida shunday X =C nuqta topiladiki,
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b
[ f(q)dx=f(c)b-a)
Funksiyaning bu nugtadagi giymati uning shu kesmadagi o ‘rta giymati bo ‘ladi.

y y=f()

N\
.

1-chizma.

O‘rta giymat hagidagi teoremaning geometrik ma’nosi quyidagicha(1-chizma):
yugoridan integral osti funksiyasi f (X) ning grafigi bilan chegaralangan, (b—a) asosli egri
chizigli trapesiyaning yuzi o‘shanday asosli va balandligi funksiyaning f (¢) o‘rta giymatiga
teng to“g‘ri to‘rtburchakning yuziga tengdosh.

9. Agar f(x) funksiya kesmada uzluksiz va ®(x) =I f (x)dx bolsa, quyidagi tenglik

o rinli
!

O'(x) =(j f(x)dx) - f(x)

10. Agar F(x) funksiya f(x) funksiyaning gandaydir boshlang ich funksiyasi
bo ‘Isa,

i f(x)dx = F(x)tl =F(b)-F(a) (5.3)

tenglik o°rinli. Bu formula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.

1-misol

X2 —

Jx

» Integral ostidagi funksiyani hadlab bo‘lamiz va yuqoridagi xossalardan foydalanib
integralni hisoblaymiz.

4 XZ 2 4 4 1 2
—— - |dx = [ x¥*dx - 2| —=dx = =x*?
!( X ﬁj ! !\/Y 5

4
2
Aniq integralni hisoblang:J. dx.
1

2 2
f=2(32-)-(2-)=11- <
Sle=l=lg=l=iis

‘—Jx

1
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2-misol

Aniq integralni hisoblang: j —4 dx.
1 X2+ 4x

» Integral ostidagi funksiyani sodda kasrlarga ajratamiz:
3x-4  3x-4 A Bx+C

- =—— =—+— , A(X* +4)+Bx* +Cx =3x—4,
X*+4x xX(x*+4) x X +4

x’|A+B=0
x|/ C=3
X 4A=-4

Bundan, A=-1, B=1, C =3 . Natijada,

22x—3 21 x+3 2dx % xdx 2 dx
js dX=I(——+ > jdX=— —+I > +BI - 4:

1 X +4X L X X +4 T X 1X +4 1 X5+

=—In x?
1

1 3 X

+=In(x* +4 )+ =arctg =
2 ( 11 2 g2
~v10 3

=In—+— arctg1<
5 2 3

2 =—In2+lln§+§(arctgl—arctg l):
! 2 5 2 2

y = f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz, X = g(t) funksiya hosilasi bilan [c; 3]
kesmada uzluksiz va monoton, (o(a):a, (o(ﬂ)z bvay= f(go(t)) murakkab funksiya
[a; ,B]da uzluksiz bo‘lsa, u holda quyidagi

[ 10x= ol0)- o'tk ”

aniq integralda o ‘zgaruvchini almashtirish formulasi o‘rinli.
3-misol

2
Aniq integralni hisoblang: j\/4 —x*dx.
0

» X=2Simh deb almashtirish bajaramiz. U holda dx =2costdt, x=0 da
a=0va x=2da f=r/2 nihosil gilamiz. Natijada, (5.4) formulaga ko‘ra,

/2

j\/4 x2dx = j\/4 4sin® x - 2costdt = j4cos tdt—2j (1+cos2t)d

2
= Z(t + 1sin 2t) "/ =7 .4
2 0

Agar U(x) va v(x) funksiyalar [a; b] kesmada uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsa,

quyidagi
b b b
!u = u(xv(x . !v X )du(x

yoki gisgacha
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¢ b
!udv: W -

aniq integralda bo ‘laklab integrallash formulasi o‘rinli.

4-misol

Aniq integralni hisoblang:.[x2 In xdx .

el
u=Inx,
>Ilen xdx =

dv=x°dx, v=

b
Jvdu
e 3 8
_EJ-XZdX:e__X_e
31 3 9

Auditoriya topshiriglari
Berilgan aniq integrallarni hisoblang.

2 6

i IZX +2 6.
1
2

2, j 7.
X +4AX+5

3 j o 8

C i x1+Inx '
/2

4. j\/cosx—cos3xdx. 9
-2
2 dx

5, 10.
{x\/x2+5x+1

S dx
:[21+\/m
" dx
,Lsinf‘ X

2 dx

!(9+x2)\/9+x2

i 1
[arctg =dx
] X

/4

[ xtg®xdx.
0

Mustaqil yechish uchun testlar

3

1. Aniq integralni hisoblang: j

2

X +1
1 1 1
A) E+|n2 B) §+In\/§ C) E—lnﬁ D) 1
7
2. Aniq integralni hisoblang: j X €0S xdx
A) Z—1 B) Z+1 C) D) 1
3. Aniq integralni hisoblang: _[
xIn x
A) 3In(In5) B) 5In(In3) C) 3In(5e) D) 5In(3e)

1:

(5.5)

2e° +1
.«

9
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/4
4. Aniq integralni hisoblang: _[Sins 2xdx .
0

1 1 2 2
A) —= B = C) —— D) —
) 3 )3 ) 3 ) 3
t dx
5. Aniq integralni hisoblang: | ——
A1 J £x2—3x+2
2 4 3
A) In= B) In— C) In= D) In2
)nZ Bz C)In> D)

6.6 Aniq integralning tatbiglari

6.6.1 Yassi shakllar yuzlarini hisoblash.
Yugorida berilganidek, [a;b] kesmada f(X) >0 bo‘lsa aniq integral geometrik nugtai

nazardan egri chizigli trapetsiyaning yuzini ifodalaydi. Ixtiyoriy yassi shaklni esa bir nechta
egri chizigli trapetsiyalar yuzlarining yig‘indisi yoki ayirmasi deb garash mumkin. Bundan
har ganday yassi shakllarning yuzini aniq integral yordamida hisoblash mumkinligi kelib
chigadi.
1-misol
Berilgan Y = X* —2X funksiya grafigi, OX koordinata chizig‘i va X=—1, X=1 to‘g‘ri
chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzini hisoblang.

» Avval berilgan chiziglar bilan chegaralangan yassi shaklni yasaymiz (1-chizma).

1

S = Tl(x2 —2x)dx — [ (x* = 2x)dx =

Izlanayotgan yuza S =|S,|+|S,| yoki S =S, — S, dan iborat,
0
-1 3

JE A NER IR

Umumiy holda, agar yassi shakl ikkita Yy = fl(x) , Y= fZ(X) funksiyalar grafiklari
va X=a, X =D vertikal chiziglar bilan chegaralangan bo‘lib, f,(x)< f,(x),x [a; b]
bo‘lsa, bu yassi figura yuzi

S = [(£,(x) £,(x))dx 6.1)

formula bilan hisoblanadi.
Agar egri chizigli trapetsiyaning chegarasidagi egri chiziq X =X(t), y = y(t)
parametrik tenglamalar bilan berilsa, u holda bu yassi shakl yuzi

S= f y(t)x'(t)dt (6.2)

formula bilan hisoblanadi. Bu yerda « va [ chegara a=X(a),b=x(p)
(y(t) = 0,t €[er; B]) tenglamalardan aniglanadi.
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2-misol

Ellips [— + Z—z = 1j chizig‘i bilan chegaralangan shakl yuzuni toping.

» Avval ellipsning parametrik tenglamasini yozamiz: x =acost, y=Dbsint .

Shaklning simmetrikligini va (6.2) formulani e’tiborga olib quyidagini hosil qilamiz:
/2
S= 4[ yax 4jbsmt —asint)dt =4ab J' sin’tdt = Zab(t—%sm 2t)[ = r7ab. <«

/2

Egri chiziq qutb koordinatalar sistemasidagi r = r(¢) tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Agar
OM_ M, yassi shakl r =r(¢) tenglama bilan berilgan M,;M, egri chiziq va ¢,, ¢, qutb
burchaklariga mos keluvchi OM,, OM, qutb radiuslari bilan chegaralangan egri chizigli
sektor bo‘lsa, uning yuzi

l(ﬂz )
5=3 [r(p)do (6.3)

formula bilan hisoblanadi.

3-misol

Qutb koordinatasida berilgan chiziq bilan chegaralangan shakl yuzini hisoblang:
r=4cos3p.

1(/72
P

Qutb radiusi r >0, ya’ni 4c0s3p >0, cos3p>0 bo‘ladi.

Bundan,
_§+2ﬂn£3¢£%+2ﬂn,nez,

—£+2ﬂ3¢££+2—m,nez
6 3 6 3

Topilgan oraligda I =4c0Ss¢ shaklni yasaymiz(2-chizma):

S=6- > j 16c0s*3pd g = 24j (1+cosbp)de = 24(¢+ésm6¢) =

-716 -7l6 =
6

240040+ %+ 1.0)= 47 «
6 6
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o0
120 T 6

150 T 30

180 F

210

240 1 300
am

2-chizma

6.6.2 Egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash.
AB egri chiziqyoyi Y= f(X) tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bu yerda f(X) uzluksiz
differensiyalanuvchi funksiya. U holda uning | = AB uzunligi quyidagi formula bilan

hisoblanadi:
b

| =1+ (f'(x))dx (6.4)

Bu yerda A(a; f(a)) va B(b; f (b)) yoy uchlari bo‘ladi.
Agar silliq egri chizig X = X(t), y = y(t) tenglamalar bilan berilgan bo‘lib, x(t), y(t)-

uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsa, AB egri chiziq yoyi uzunligi | quyidagi
formula bilan hisoblanadi:

l:jJ<x'<t>>2+<y'<t>>2dt 65)

Bu yerda a va S chegara t parametrning yoyning A va B chegaralariga mos

keluvchi giymatlaridir.
Agar sillig egri chiziq yoyi qutb koordinatalar sistemasidagi I = r(¢) tenglama bilan

berilgan bo‘lsa, u holda yoy uzunligi

1= [Jr (@) + (M) do 66)

formula bilan hisoblanadi, bu yerda ¢, va ¢, yoyning A va B chegaralariga mos qutb

burchaklaridir.
4-misol

2
Ushbu Y= g\/? egri chizigning X, =3, X, =8 absissali uchlari orasidagi yoyi uzunligini

toping.
» (6.4)dan foydalanamiz.
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| = j.4,1+(\/;)2dx =j.\/1+_xdx =§(1+ x)g

5-misol
Ushbu X = a(t —sint), y =a(l— cost) sikloidaning 1-arkasi uzunligini toping.

» X =a(l—cost), y/=asint. Sikloidaning 1-arkasida O<t<27x
ekanligidan va (6.5)dan foydalanib hisoblaymiz.

2z 2 2
| = [\/a’(1—cost)’ +a’sin’ tdt =a [ +2— 2costdt :2ajsin%dt =
0 0 0

3 3 3
=E 92 —42 =§=122.4
s 3 3

t 127
= —4acosE =—4a(-1-1)=8a. <
0

6.6.3 Jism hajmini hisoblash.

Fazoda OX o‘giga proyeksiyasi [a; b] kesma bo‘lgan gandaydir jism berilgan bo‘lsin.
Xe [a; b] nugtadan o‘tuvchi OX o‘giga perpendikulyar har ganday tekislikning kesm bilan
kesishmasi yuzi S(X) ga teng bo‘lgan shaklni hosil giladi. U holda bu jismning hajmi
quyidagi formula bilan hisoblanadi:

b
V = [S(x)dx (6.7)
Xususiy holda, y = f (X) funksiya gafigi bilan berilgan ABegri chizig, OX o‘gi va
X=a,X=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyani OX o¢qi

atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning ko‘ndalang kesimi yuzi S(X) =r f 2(X)
bo‘ladi. Shuning uchun bu aylanma jismning hajmi

V = ﬁjb' f2(x)dx (6.8)

b
formula bilan hisoblanadi. Qisqacha, V =7 [ y*dx.
Xuddi shu kabi, yassi shaklni Oy oqi atrofida aylanishidan hosil bo‘Igan jism hajmini
d
topish uchun 'V = ﬂ_[ x*dy formula go‘llanadi.

Eslatma. Qutb koordinatalar sistemasining (I; @) oZzgaruvchilari o‘rniga (p0; @)

o ‘zgaruvchilarini ishlatish ham mumkin. U holda yuqoridagi (6.3) va (6.6) formulalar
quyidagi ko ‘rinishni oladi:

S :%jpz ()dp va I=\p*(@)+(p'()de
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Auditoriya topshiriglari

1. Berilgan egri chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini toping:
a) y>=x+5 y*=-x+4
b) y=(x-4)* y=16-x°
2. X=a(t —sint), y =a(l— cos3t) sikloidaning 1-arkasi va OX
o‘gi bilan chegaralangan shakl yuzini hisoblang.
3. r= a(l — COS(D) kardioida chizigi bilan chegaralangan shakl yuzini toping.

4, y = %«/(ZX — 1)3 tenglama bilan berilgan egri chizigning X, =2, X, =8

absissali uchlari orasidagi yoyi uzunligini hisoblang.
5. X=acost, y =bsint ellips chizig‘ining yoy uzunligini toping.
6. ' = a(l — COSgO) kardioida chizig‘i yoy uzunligini hisoblang.
2
X Y . . . o
7. Z = Z + ? , Z = Lsirtlar bilan chegaralangan jism hajmini toping.

8. X =a(t —sint), y =a(l— cos3t) sikloidaning 1-arkasi va OX
o‘qi bilan chegaralangan shakini absissa o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jism hajmini
toping.

2

Mustaqil yechish uchun testlar

1. Quyidagilardan gaysi biri yuzani topish formulasi emas?

B ? B B
A [ymx®dt  B) % [rP@de ©) [f700dx D) [x)y't)at

2. Berilgan f(x) = \/x_3 funksiyani x=0 vax =5 chiziglar orasidagi yoyi uzunligini
toping
A) 12 B) 123 C) 121 D) 12E
27 27 27
3. Quyidagi r* =4cos2¢ chiziq bilan chegaralangan figuraning yuzini hisoblang
A) 12 B)8 C)4 D) 16
4. x=4(t—sint), y=4(l-cost), 0<t<x parametrik tenglama bilan berilgan egri chiziq
yoy uzunligini hisoblang
A) 12 B)8 C)4 D) 16
5. Aniq integral yordamida hajm hisoblash formulasi berilgan variantni aniglang

B ? B B
A [y@x'®dt  B) % [rP@de ©) [f2()dx D) [x@)y()t
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6.7 Birinchi va ikkinchi tur xosmas integrallar, ularni hisoblash va
yaqinlashishga tekshirish

6.7.1 Chegarasi cheksiz xosmas integrallar.
Ta’rif. Yarim [a,+oo) intervalda uzluksiz bo ‘Igan funksiyaning xosmas integrali quyidagicha
belgilanadi:

Tf (x)dx

va ushbu tenglik bilan aniglanadi:

~+00

jf( x)dx = lim jf(x)dx (7.1)

b—+o0
a

Agar (7.1) formulada o‘ngda turgan limit mavjud bo‘lsa, u holda xosmas integral
yaginlashuvchi deyiladi. Bu limit integralning giymati sifatida gabul gilinadi.

Agar ko‘rsatilgan limit mavjud bo‘Imasa, xosmas integral uzoqlashuvchi deb ataladi.

Agar integral ostidagi f (x) funksiya uchun F(x) boshlang‘ich funksiya ma’lum bo‘lsa, u

holda xosmas integralning yaqinlashuvchimi yoki yo‘gmi ekanini aniglash mumkin. N’yuton-
Leybnis formulalari yordamida quyidagiga ega bo‘lamiz:

+90 b

J £ (x)dx= Jim [ (x)dx = lim F ()] = lim[F(b) - F(@)] = F (40) - F(@).

Shunday qilib, agar x —+o0 da F(x) boshlang‘ich funksiya ma’lum bo‘lsa (biz uni
F(+oo) bilan belgiladik), u holda xosmas integral yaqinlashuvchi, agar bu limit mavjud
bo‘lmasa, u holda xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ladi.
1-misol
» Berilgan f( ) e funksiya uchun F( )= —%e"‘x funksiya boshlang‘ich funksiya

bo‘ladi.
N’yuton-Leybnis formulasini go‘llaymiz:

| = Ie Kax = I|m (—le kx
k

b—+o0

11

_ : —kb
J__Eblfﬂo(e -1).
Agar k>0 bo‘lsa, I:% integral yaginlashuvchi.

Agar k<0 bo‘lsa, |=o00 integral uzoq lashuvchi. «
Xosmas integral (—oo, b] yarim cheksiz integralda ham shunga o‘xshash aniqglanadi:

b b

[ £ (x)dx = lim [f (x)dx= lim F(x)

a—>—o a—>—o a
a

=F(b)-F(—0).

bu yerda F(—0) F(x) boshlangich funksiyaning x ——co dagi limiti.
Agar f(x) funksiya butun sonlar o‘gida uzluksiz bo‘lsa, u holda umumlashgan xosmas
integral quyidagi formula bilan aniglanadi:
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+00 S

j j dx+T (7.2)

bu yerda s-—ixtiyoriy tayinlangan nuqta.
Agar (7.2) formulada o‘ng tomonda turgan ikkala integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
chap tomondagi xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.
2-misol
Ushbu
T dx
Jlex®

integralni yaginlashuvchiligini tekshiring.
» (7.2) formulada s=0 deb faraz qilib quyidagini hosil gilamiz:

+00 +00

j1+x _I1+x J.1+x

Tenglikning o‘ng gismidagi xosmas integrallar yaqinlashuvchi bo‘ladi, chunki
0

= arctgx|(_’w =arctg0—arctg (—«) = >

-!;1+ X
+00

dx +0 T
[ == arctgx|,” =arctg (+o0)—arctg0 = >

Shuning uchun ushbuga ega bo‘lamiz:
T dx
J1+x?

VA
=—+==r.
2 2

Integarl yaginlashuvchi va uning giymati 7 gateng. <

6.7.2 Cheksiz funksiyalarning xosmas integrallari.

Ta’rif. (—oo,b] intervalda uzluksiz va x=a da aniglanmagan yoki uzilishga ega bo ‘lgan

f (X) funksiyaning (1-shakl) xosmas integrali quyidagicha belgilanadi:

If (x)dx

va ushbu tenglik bilan aniglanadi:
b b

[f(x)dx=1lim [ f(x)dx (27.3)

E—>+0
a a+e
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et

0 a a+¢ X

1-chizma
Agar (7.3) formulada o‘ngda turgan limit mavjud bo‘lsa, u holda xosmas integral
yaginlashuvchi deyiladi.
Agar ko‘rsatilgan limit mavjud bo‘lmasa, u holda xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.
Agar integral ostidagi f (x) funksiya uchun F(x) boshlang‘ich funksiya ma’lum bo‘lsa, u

holda N’yuton- Leybnis formulasini qo‘llash mumKkin:

jf Ydx =lim F (x)|

&0

=lim[F(b)-F(a+¢)]=F(b)-F(a)

a+e €0

Spunday qilib, agar x —a da F(x) boshlang‘ich funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa
(biz uni F(a) bilan belgiladik), u holda xosmas integral yaginlashuvchi, agarda bu limit
mavjud bo‘lmasa, u holda xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ladi.

[a, b) intervalda uzluksiz va x =b da aniglanmagan yoki I tur uzilishga ega bo‘lgan

f (x) funksiyaning xosmas integrali ham shunga o‘xshash aniqlanadi:

jf dx_nmj dx—IlmF() —Ilm[F (b—e)-F(a)]=F(b

bu yerda F(b)—F(x) boshlang‘ich funksiyaning x —b dagi limiti.
Agarda  f(x) funksiya [a, b] kesmaning biror-bir x=s oralig nuqgtasida cheksiz

uzilishga ega yoki aniglanmagan bo‘lsa, u holda xosmas integral quyidagi integral bilan
aniglanadi:

jlf (x)dx:j'f (x)dx+j)'f (x)dx (27.4)

Agar (7.4) formulaning o‘ng tomonida turgan intervalardan aqalli bittasi uzoglashuvchi
bo‘lsa, u holda xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ladiyu

Agar (7.4) ning o‘ng tomonidagi ikkala integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
tenglikning chap tomonidagi xosmas integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi.
3-misol
Ushbu

Oty
o
Bk

integral ning yaginlashuvchanligini tekshiring.



189

» x—>0 da f(x) 1 —o0. x=0 nuqta [0,4]  kesmaning chap oxirida yotadi.

VS

Shuning uchun quyidagiga ega bo‘lamiz:
© dx

— =2Jx=4-0=4.
I

Integral yaginlashuvchi. <«

6.7.3 Absolyut va shartli yaqginlashuvchanlik.

Ishorasini saqlamaydigan funksiyalarning xosmas integrallarini izlashni ba’zida nomanfiy
funksiya bo‘lgan holga olib kelishga imkon beradigan alomatni keltiramiz.

Agar J'|f(x)|dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda jf(x)dx integral ham

yaginlashuvchi bo‘ladi.
Bunda oxirgi integral absolyut yaginlashuvchi interval deb ataladi.

Agarda J' f (x)dx integral yaginlashuvchi, J’ | f ()| dx integral esa uzoglashuvchi bolsa, u

holda J'f(x)dxintegral shartli yaginlashuvchi integral deb ataladi.

4-misol
Ushbu

+00 +00

J- cosx2 i I smx2 dx
o 1+ X o 1+X

integrallarning yaginlashuvchanligini tekshiring.
» Integral ostidagi funksiyalar ushbu shartlarni ganoatlantiradi:

cosx|S 1 | smx|S 1 .
1+%x%| 1+%° 1+ X2 1+ %
i dX +o0 T
=arctgx| = arctg(+o0) —arctg0=—

0
integral yaginlashuvchi, shuning uchun

+00

I

0

2}

sinx
1+ X3

COSX
1+ X

dx dx

0
integrallar ham yaginlashuvchi bo‘ladi. <«
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Auditoriya topshiriglari

Xosmas integrallarni hisoblang yoki uzoglashuvchi ekanini aniglang.

1.[ s (Javob: 0,25).

x(In x )

N

T dx
: —— (Javob: Uzoglashuvchi).
I 5

w

: szexzdx (Javob: 1).
0

e

= 2Xdx
'f ¢ (Javob: Uzoglashuvchi).

xt+1

TL(Javob' z)
72 XA/ X2 =1 47
1

X
6. _[i—3 (Javob: Uzoglashuvchi).
0

e

~

Id—(Javob: 1).
> X(In x)’

8. |

o X2 —4X+
Xosmas integrallarni yaqginlashishga tekshiring.

[ e}

J

3 (Javob: Uzoglashuvchi).

(Javob: Uzoglashuvchi).

2 xInin x
"?1—COSX
10. I—k (Javob: k < 2 da yaginlashuvchi, K > 2 da uzoglashuvchi).
0 X
Mustagqil yechish uchun testlar
.12 . _
1. Quyidagi Fdx xosmas integralni hisoblang

1

A2 B)1l C)o D)3
¢ dx : L : o
2. Quyidagi IW xosmas integralni hisoblang yoki uzoglashuvchi ekanini aniglang
0V X

Al B)2 C) 3 D) uzoglashuvchi

todx
3. Quyidagi JW xosmas integralni hisoblang yoki uzoglashuvchi ekanini aniglang
1



Al B2 C)3
- dx
4. idagi | ———
Quy gl{xz —3X+2

A In2 B) —In4
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Shaxsiy topshiriqlar

1-topshiriq. Aniq integrallarni hisoblang.
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2-topshiriq. Quyidagi tenglama bilan berilgan chiziglar bilan chegaralangan figura
yuzini hisoblang.

r=4sin’ ¢
2.2. X =3(cost +tsint), y =3(sint—tcost),y=0 (0<t<x)

2.3. r=3sin4ge
2.4. r=4c083p, r=2(r>2)

2.5.

X =4(t—sint), y =4(1—cost)

26. y=x+1ly=cosx, y=0

2.7.
2.8.
2.9.

2.10.
2.11.
2.12.
2.13.

2.14.

2.15.
2.16.

2.17.
2.18.

2.19.

2.20.
2.21.
2.22.
2.23.
2.24.
2.25.

r=6sin3p, r=3(r=>3)
r=cos@+sing

r=1/2+sing
r=6c0s3p, r=3(r>3)
r =cos3p
r=sing, r=2sing
r=1/2+cosg
Xx=7cos’t, y =7sin’t
yi=x,x=4,y=0
r=cose—sing
r=1+~/2sing
r=5(1—cosg)
r=+/3cosg, r=sing,0<p < /2
x=5c0s’t, y =5sin’t
r=3(1—cosp)
r=6c0s3p, r=3(r<3)
r=sin3p
r=2(1-cose),r=2(r>2)
r=5(1+cosy)

3-topshiriq. Quyidagi tenglamalar orqali berilgan chizigning yoyi uzunligini hisoblang.

3.1.

3.2.

3.3.

r=5(1+ cosg)
x =3(2cost —cos2t),
y =3(2sint—sin2t),

0<t<2r.

y =1+In(cosx), (0<x < 7/6)
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3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

x = 4(cost +tsint),
y =4(sint —tcost),
X
y
0<t<r.

0<t<2rx.
X =2sin’t
0<t<r

(t2 —2)sint+2tcost,
(2—t2)cost+2tsint,
y =2cos’t

x =e'(cost +sint),
{y =e'(cost —sint),
0Lt
X = 4sin’t
{y:4cos3t
x =3,5(2cost —cos2t),
{y =3,5(2sint —sin2t),
0<t<nm/2.

X =6c0s°t,
y =6sin’t,
0<t<x/3.

-

|
i
;

(t2 - 2)sint + 2tcost,
(2—t*)cost + 2tsint,
0<t<z/3.

x =8(cost +tsint),
y =8(sint—tcost),

0<t<z/4.

=2sin*(p/3), (0< p < 7/6)
x = 3(cost +tsint),

3(sint —tcost),

0<t<nx/3.
3(t—sint),
3(

m<t<2r.

COSt
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{x =e'(cost +sint),

3.16. y =e'(cost—sint),
/2Lt <.
x=2,5(t—sint),
347 y =2,5(1-cost),
w/2<t< .
x =3,5(2cost —cos2t),
3.18. . .
y =3,5(2sint—sin2t),

0<t<nz/2.
x = 6(cost +tsint),
y =6(sint—tcost),

0<t<r.

t —2 sint + 2tcost,
3.20.

3.19.

y— 2 t? cost+2tsmt

0<t<z/2.
X =8c0s’t,
3.21. y =8sin’t,
0<t<x/6.
—2 sint + 2t cost,
3.22.
y= cost+2tsmt
0<t<2r.
{x 4(t-sint),
3.23.
y= 1 cost
wl2<t< 27[/3.
3.24. y?> =Xx° ning X = 4 bilan kesilgan gismi.
X =5sin’t
3.25. ,. 0<t<rm
y =5cos’t

4-topshiriq. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figuraning Ox o°‘qi(1-12
variantlar uchun), Oy 0°qi(13-25 variantlar uchun) atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jism
hajmini toping.
4.1. y:=xx=0,y=4
4.2. X =4(t-sint), y =4(1-cost),y =0
4.3. y =5Cc0sX,y =c0sx,x=0,x>0
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4.4, y =2x—x*,y=4x-2x*
4.5. y=sin’x,x=7/2,y=0

4.6. X=3/y-2x=1y=1

4.7. y=xe",y=0, x=1

4.8, y=2x—-Xx,y=—-Xx+2,x=0
4.9. y=3sinx,y=sinx,0<x<rx
4.10. X =3cos’t, y =2sin’t

4.11. y =arccosx, y =arcsinx,x =0

412.  (y-1f=x,y=x-1

4.13. X=2c0s’t, y=2sin’t

4.14. y =arccosx, y =arcsinx,y =0

415.  y=(x-1)f, y=ly=(x-1), y=1.

416. y'=x-2,y=x°,y=0,y=1

4.17. y=x%y=x

418.  y=arccodx/5), y =arcsin(x/3),y=0

419.  (y-1f=x,y=x-1

420. y=(x-2f,y=4-x

4.21. y =arccosx, y =arcsinx,x=0

422. y=(x-1),x=0,x=3,y=0

4.23. X=2c0s’t, y =5sin’t

4.24. y=x>y=X

4.25. y=(x-1f,x=3,y=0
5-topshiriq. Xosmas integrallarni hisoblang yoki uzoglashuvchi ekanini isbotlang.
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5.23. a) j2xe‘3xdx
0
0

5.24. 3) [3xe™dx

5.25. a) [ x’e dx
0
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