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SO‘ZBOSHI

Hozirgi zamon fan-texnikasi va kompyuter texnologiyasining rivojla- 
nishi oliy o ‘quv yurtlari o ‘quv jarayoniga yangi fanlarni olib kirdi. 
Mamlakatimiz oliy ta’limida bir pog‘onali tizimdan ikki pog‘onali baka- 
lavr-magistr tizimiga olilishi bilan barcha texnika fanlari qatori, nazariy 
mexanika fanining ham o ‘quv soatlari hajmi qisqartirildi. Oliy o ‘quv 
yurtlarida ta’lim olayotgan talabalar uchun Respublikamiz Davlat ta’lim 
standartlaridan kelib chiqqan holda hozirga qadar «Nazariy mexanika» fa
nining qisqa kursi yaratilgan emas. Lekin muhandislik ishlarida muam- 
moli va amaliyotga tatbiq etiladigan masalalarni hal etishda nazariy 
mexanika fani fundamental predmetlardan biri hisoblanadi. Shuning 
uchun mazkur kursni lotin grafikasida chop etish dolzarb masala hisobla- 
nib, ayniqsa qisqa vaqt ichida bo‘lajak mutaxassislarga nazariy mexanika- 
dan zarur boigan nazariy va amaliy bilim va ko‘nikmalami sodda hamda 
ravon tilda mukammal yetkazish muhim masala boiib qoldi. Ushbu olquv 
qollanma shularni e’tiborga olib yaratildi.

0 ‘quv qollanmada nazariy mexanikaning statika bolimidagi juft kuch 
momenti vektori haqidagi teoremalar vektorlar algebrasidagi tushunchalar 
asosida qisqacha talqin etildi. Jufi kuch momenti vektoriga oid boshqa 
teoremalar xususiy hoi sifatida yoritildi. Kuehlar sistemasini qo‘shish fa- 
zoda joylashgan kuehlar uchun berilib, so‘ngra tekislikda joylashgan 
kuehlar sistemasiga tegishli nazariy ma’lumotlar xususiy hoi ko‘rinishida 
keltirib chiqarildi. Shuningdek, kinematika bolimidagi moddiy nuqta va 
jism nuqtasining tezlik hamda tezlanishlari vektor, koordinata keyin ta
biiy usullarda bayon qilindu

Qollanmada nazariy mexanikaning prinsiplaridan Dalamber, mum
kin boigan ko‘chish, Dalamber-Lagranj prinsiplari toliq tushuntirilib 
berildi. Dinamikaning umumiy teoremalari esa sistema uchun yoritildi, 
so‘ngra qattiq jism va moddiy nuqta uchun xususiy hoi sifatida keltirib 
chiqarildi.

Taqdim etilayotgan qollanmada ko‘pgina masalalar hal eti.lgan boiib, 
ular oliy o‘quv yurtlarining ixtisosliklariga moslab tanlangan. Bu qollan- 
madan texnika va pedagogika oliy o‘quv yurtlarining talabalari ham foy- 
dalanishlari mumkin.

Qollanma qolyozmasini o‘qib chiqib, uning sifatini oshirish borasi- 
da bergan maslahatlari uchun Respublikamiz oliy o‘quv yurtlarining pro
fessor, o‘qituvchilariga, jumladan professorlar K.S.Sultonov, A.R.Rizayev, 
TDTU professori K.A.Karimov, TTESI professori T.M.Mavlonov hamda 
TDMU dotsenti B.Atajonovga mualliflar o‘z minnatdorchiliklarini bildi- 
radilar.

0 ‘quv qollanma haqidagi fikr va mulohazalaringizni quyidagi man- 
zilga yuborishingizni so‘raymiz: Toshkent, Navoiy ko ‘chasi, 30-uy.
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KIRISH

Nazariy mexanika moddiy jismlarning bir-biriga ta ’siri va mexa
nik harakatlarning umumiy qonunlari haqidagi fandir.

Vaqt oiishi bilan fazoda moddiy jismlarning bir-biriga nisbatan 
o‘rin almashinishi mexanik harakat deb ataladi.

Jismning barcha xossalarini hisobga olgan holda sodir boiadigan 
mexanik hodisalarni nazariy va amaliy jihatdan tekshirish juda mu- 
rakkabdir. Shuning uchun mexanikada moddiy nuqta va absolut 
qattiq jism tushunchalari qoilaniladi.

Mexanik harakatni yoki muvozanatni tekshirayotganimizda 
oichamlari va shaklining ahamiyati boim agan jism moddiy nuqta 
deb ataladi.

Jism harakati tekshirilayotganda uning ikkita nuqtasi orasidagi ma
sofa doim o‘zgarmasdan qolsa, bunday jism absolut qattiq jism deyiladi.

Tabiatda absolut qattiq jism yo‘q, har qanday jism oz boisa-da 
deformatsiyalanadi. Agar bu o ‘zgarish jismning oichamlariga nisba
tan juda kichik boisa, mexanik harakatni tekshirishda mazkur o ‘zga- 
rish e’tiborga olinmaydi.

Nazariy mexanikaning asosiy qonunlari kuzatish va tajriba nati- 
jalariga asoslanadi.

Biz o ‘rganadigan nazariy mexanika G. G a l i l e v  (1564 1642) 
va I. N y u t o n  (1643-1727) tomonidan ta’riflab berilgan qonunlarga 
asoslangan boiib, klassik mexanika deb ataladi. Klassik mexanikada 
vaqt va fazo jismlarning harakatiga bogiiq emas deb qaraladi. Shu- 
ningdek, jismning massasi uning tezligiga bogiiq boimagan 0 ‘zgar
mas miqdor deb olinadi.

Klassik mexanikada moddiy jismlarning harakati uch oichovli 
Evklid fazosiga nisbatan tekshiriladi hamda fazoni mutlaqo 
qo‘zg‘almas deb qaraladi. Harakat oichoviga oid kattaliklar Evklid 
geometriyasi asosida olinadi.

Xalqaro SI sistemasida vaqt birligi qilib sekund (s), uzunlik bir
ligi qilib metr (m), massa birligi qilib kilogramm (kg), kuch birligi 
qilib Nyuton (N) qabul qilingan.

Nazariy mexanika, masalaning qanday nuqtayi nazardan qo‘yi- 
lishiga qarab, statika, kinematika va dinamika qismlariga ajratiladi.

Mexanikaning s t a t i k a  boiim ida jismlarning muvozanati va 
kuchlar haqidagi asosiy tushunchalar o ‘rganiladi. Bu holat mexanik 
harakatning xususiy holi hisoblanadi. К i n e m a t i к a da jismlarning 
harakati, bu harakatni yuzaga keltirayotgan yoki uni o ‘zgartirayot- 
gan sabablar e’tiborga olinmay, harakat geometrik nuqtayi nazardan 
o ‘rganiladi. D i n a m i к a da jismlarning mexanik harakatlari shu ha 
rakatni vujudga keltirayotgan sabablarga bogiab o ‘rganiladi.
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BIRINCHI B O ‘LIM

S  T A T I К A

I  BOB. QATTIQ JISM  STATIKASI YA STATIKANING 
ASOSIY AKSIOMALARI

1- §. Kuch. Kuehlar sistemasi. Ekvivalent sistema. 
Teng ta’sir etuvchi kuehlar

Nazariy mexanikaning statika boiimida jismlarning muvozanat 
holati va kuehlar haqidagi asosiy tushunchalar o ‘rganiladi. Statika 
boiimiga oid masalalarni ikki turga boiish mumkin:

• kuehlarni qo‘shish va absolut qattiq jismga qo‘yilgan kuehlar 
sistemasini sodda holga keltirish;

• kuehlar sistemasi ta ’siridagi absolut qattiq jism muvozanatining 
zarur va yetarli shartlarini aniqlash.

Mexanikada moddiy jismlarning bir-biriga olzaro ta’siri kuch bilan 
oichanadi. Kuch vektor kattalik boiib, uning jismga ta’siri:

— kuch qo‘yilgan nuqta;
— kuchning yo‘nalishi;
— kuchning miqdori bilan aniqlanadi.
Kuchning Xalqaro birliklar sistemasi (Sl)dagi oichov birligi sifa

tida Nyuton (N) qabul ailingan.
Kuchning yo‘nalishi va qo‘yilish nuqtasi jismlarning mexanik 

ta’siriga va ularning bir-biriga nisbatan joylashishiga bogiiq.
Masalan, Yerning jismga ta’siri Yer markaziga qarab yo‘nalgan 

boiib, u jismning ogirlik markaziga qo‘yilgan. Rasmda kuch uchi- 
da strelkasi boigan to‘g‘ri chiziq kesmasi bilan ko‘rsatiladi ( 1-rasm).

Kesmaning boshi kuch qolyilgan nuqta A boiadi. Kesmaning 
uzunligi biror masshtabda kuch miqdorini 
shartli ravishda ifodalaydi. Kuch yo‘nalgan KD 
to ‘g‘ri chiziq uning t a ’sir chizig'i deyiladi.
Ogirlik  kuchining ta ’sir chizigi jism ogirlik  
markazidan oiuvchi vertikaldan iborat.

Kuch vektor kattalik boigani sababli u bi
ror katta harf bilan belgilanadi, bu harfning te- 
pasiga chiziqcha, ya’ni vektor belgisi qo‘yiladi 
(masalan, F ). Kuch miqdori esa Fbilan belgi
lanadi.
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Jismga bir vaqtda ta ’sir qiluvchi kuchlar to ‘plami (F{ ,F2 ,...,F„ ) 
kuchlar sistemasi deyiladi.

Jismga qo‘yilgan {Fx ,F2 ,---,Fn ) kuchlar sistemasining ta ’sirini 
boshqa (Q{ ,Q2 ) kuchlar sistemasi bera olsa, bunday kuchlar
sistemasi ekvivalent sistema deb ataladi va quyidagicha yoziladi:

(Fx ,F2 ,...,Fn ) kuchlar sistemasining jismga ta ’sir kuchini bitta 
kuch bera olsa, uni teng ta \'sir etuvchi kuch deyiladi va quyidagicha 
yoziladi:

Nazariy mexanikaning statika bo iim i isbot talab qilmaydigan, 
kundalik tajribalarda tasdiqlangan bir necha aksiomaga asoslanadi.

1. Inersiya aksiomasi. Miqdor jihatidan bir-biriga teng va bir 
to ‘g‘ri chiziq bo‘ylab qarama-qarshi yo‘nalgan ikki kuch ta ’siridagi 
jism o^zining muvozanatini yoki to ‘g‘ri chiziqli va teng o ‘lchovli 
harakatini o ‘zgartirmaydi.

2. Ikki kuchning o ‘zaro muvozanatlashish aksiomasi. Erkin ho- 
latdagi qattiq jismga qo‘yilgan ikki kuch miqdor jihatdan bir-biriga 
teng va bir to‘g‘ri chiziq bo‘ylab qarama-qarshi tomonga yo‘nalgan- 
dagina muvozanatlashadi. Bu kuchlar sistemasi nolga ekvivalentdir. 
Shuning uchun ular nollik sistema (2-rasm) deyiladi: (F , F)  c^O.

3. Muvozanatlashuvchi kuchlarni qo‘shish va ayirish aksiomasi. 
Jismga qo‘yilgan kuchlar sistemasiga o lzaro muvozatanlashuvchi 
kuchlar sistemasi qo‘shilsa yoki olinsa, kuchlar sistemasining jismga 
ta’siri o‘zgarmaydi. Faraz qilaylik, jism {F\,F2 ,~.,Fn ) kuchlar ta’si
rida muvozanatda bo‘lsin (3-rasm). Jismga yana (F , F ' )  <=> 0 siste
mani qo‘yaylik. Bunda jism yangi ( F , F' , / j  ,F2 ,...,Fn) kuchlar siste
masi ta’sirida ham muvozanatda bo‘ladi, ya’ni:

{Fx,F2 ,...,F„) R .

2- §. Statikaning asosiy aksiomalari

2-rasm. 3-rasm.
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4-rasm. 5-rasm.

Yuqoridagi aksiomalardan quyidagi teorema kelib chiqadi.
Teorema. Berilgan kuchni o ‘z ta ’sir chizig‘i bo У lab bir nuqtadan 

ikkinchi nuqtaga miqdori va yo ‘nalishi о ‘zgartirilmay ко ‘chirilsa, 
uning jismga ta ’siri о ‘zgarmaydi.

4. Parallelogramm aksiomasi Jismning biror nuqtasiga q o ‘y h g a n  
turli yo‘nalishdagi ikki kuchning teng ta ’sir etuvchisi mazkur kuch- 
larga qurilgan paralellogramm dioganaliga miqdor jihatidan teng 
bo‘lib, shu dioganal bo‘ylab yo‘naladi (4-rasm): R = Fx + F2 .

Berilgan Fx va F2 kuchlarga qurilgan parallelogramm kuch pa- 
rallelogrammi deb, kuchlarni bu usulda qo‘shish esa parallelogramm 
usuli deb ataladi. Bunda shuni eslatib o ‘tish lozimki, ikkita Fx va 
F2 kuchni qo‘shishda parallelogrammning hammasini qurish shart 

emas, uni quyidagi tartibda qurish mumkin:
1) kuch miqdori uchun masshtab tanlanadi;
2) Fx kuch oxirida tanlab olingan masshtabga muvofiq F2 ni 

o ‘ziga parallel qilib qo‘yamiz (4, 5-rasmlarga q.);
3) Fx kuch boshi A bilan F2 kuch oxiri D ni tutashtiruvchi vek

tor bu kuchlarning teng ta ’sir etuvchisini ifodalaydi (5-rasm).
Fx va F2 kuchlarga qurilgan uchburchak kuch uchburchagi, 

kuchlarni bunday usulda qo‘shish esa uchburchak usuli deyiladi.
Teng ta ’sir etuvchi kuchning miqdori va yo‘nalishi geometriya 

yoki trigonometriya formulalaridan foydalanib aniqlanadi.
Teng ta’sir etuvchi kuchning modulini AABD dan kosinuslar teo- 

remasiga asosan aniqlaymiz:

R = \j'Fx + F2 - 2  Fx F2 cos(ti -  a )
yoki

R = + Fi + 2 /j  F2 cosa .
a = 0° bo‘lganda

R = P i  + f i  + ^  = M  + f 2 )2 = Ft + F2 ■ (2.1)
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cc=180° da

R = ^ F 2 + F 2 -  2F{F2 = ^{ F x - F 2 Y =Fx -  F2 ; (2.2)

a=90° da R = J  F,2 + F 2 boiadi.l
(2. 1) va (2.2) dan ko'rinib turibdiki, bir to ‘g lri chiziq bo ‘ylab 

yobnalgan kuchlar algebraik qo‘shiladi.
Teng ta ’sir etuvchi kuch R ning Fx va F2 kuchlar bilan tash

kil qilgan ccj va a2 burchaklari sinuslar teoremasiga ko‘ra aniqlanadi:

F\ _  F2 _  R 

sin «2 sin cx | s i n ( i i - a ) - (2.3)

Mazkur aksiomadan quyidagi teorema kelib chiqadi.
Teorema. Bir tekislikda yotuvchi va о ‘zaro parallel bo ‘Imagan 

uchta kuch muvozanatlashsa, ularning ta 'sir chiziqlari bir nuqta- 
da kesishadi va ulardan tuzilgan kuch uchburchagi yopiq bo ‘ladi, 
ya’ni oxirgi F3 kuchning uchi Fx kuch boshi bilan ustma-ust tushadi 
(6-rasm a, b).

Fy

6-rasm.

5. Ta’sir va aks ta’sirning tenglik aksiomasi. Absolut qattiq jism- 
larning bir-biriga ta ’siri teng va bir to ‘g ‘ri chiziq bo‘ylab qarama- 
qarshi tomonga yo‘nalgan, ya’ni ta ’sir hamma vaqt aks ta ’sirga teng 
va unga qarama-qarshi yo‘nalgan bo‘ladi. Bu aksioma I.Nyuton to- 
monidan ta’riflangan bolib, u klassik mexanikaning asosiy qonunla- 
ridan biri hisoblanadi.

6. Qattiq bo‘lmagan jismlar muvozanatining saqlanish qonuni. 
Qattiq bo‘lmagan jism kuchlar ta ’sirida muvozanatda bolsa, jism 
qattiq holatga aylanganda ham uning muvozanati o ‘zgarmaydi. Bu 
aksiomadan ko‘ramizki, absolut qattiq jismga qo‘yilgan kuchlarning 
muvozanat sharti deformatsiyalanadigan jismga qo‘yilgan kuchlar 
uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Deformatsiyalanadigan jismlarga oid bir 
qancha masalalar, masalan, ip, zanjir, qayish, sterjen kabi jismlarda- 
gi zo^riqishlarni aniqlashga oid masalalar yechishda oltinchi aksio
madan foydalanamiz.
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3- §. Bogianish va uning reaksiyalari

Fazoda istalgan tomonga harakatlana oladigan jism erkin jism  
deb ataladi. Harakati biror bir sabab bilan cheklangan jism bog‘la- 
nishdagijism  deyiladi. Jismning harakatini cheklovchi sabab bogia
nish deb ataladi. Bogianishning ta ’sirini almashtiruvchi kuch reak
siya kuchi deyiladi.

Nazariy mexanikada bogianishdagi jismning harakatini yoki mu- 
vozanatini erkin jismning harakati yoki muvozanatiga keltirib tekshi- 
riladi. Bu hoi quyidagi aksioma bilan ifodalanadi.

7. Jismni bog‘Ianishdan bo‘shatish aksiomasi. Bogianishdagi 
jismni erkin jism deb qarash uchun jismga ta ’sir etuvchi kuchlar qa- 
toriga bogianish reaksiya kuchini ham qo‘shish kerak.

Statika masalalarini yechishda reaksiya kuchlarini aniqlash alohi- 
da ahamiyatga ega.

1. Jism silliq sirtga tiralib turgan boisin. Bu holda reaksiya ku
chi jism hamda silliq sirtning o ‘zaro tegib turgan nuqtasi orqali 
oikazilgan umumiy normal bo‘ylab yo‘naladi (7, 8-rasmlar).

Xususan, jism qo‘zg‘almas tayanch tekisligiga tiralib tursa va ish
qalanish kuchi hisobga olinmasa, u holda normal reaksiya kuchi jism 
hamda tayanch tekisligining urinish nuqtasi orqali oikazilgan umu
miy normal bo‘ylab yo‘naladi (9-rasm).

Agar jism tayanch tekisligiga bitta nuqtasi bilan tayansa, uni 
qaysi tekislikka (jism yoki tayanch tekisligiga) normal o ‘tkazish mum
kin boisa, reaksiya kuchi mazkur normal bo‘yicha yo‘naladi ( 10, 
11- rasmlar).

N N

7 У 7 r r r tr r fr tn  П T

7-rasm. 8-rasm. 9-rasm.

10-rasm. 11-rasm.
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12-rasm.

13-rasm.

2. Jism qayish, zanjir, ip (yoki arqon)lar vositasida bogiangan 
bo isa  ( 12-rasm, a, b, d), shuningdek vaznsiz qattiq sterjen orqali 
sharnir vositasida boshqa jismga biriktirilgan bo‘lsa (13-rasm, a, b), 
mazkur bog‘lanishlarning reaksiya kuehlari qayish, zanjir, ip yoki 
vaznsiz sterjen bo'ylab yo‘naladi.

3. Jism silindrik shamir yoki podshipniklar vositasida bogiangan 
boisa, bogianish reaksiyasi hamisha aylanish o ‘qiga perpendikular 
boladi (14-rasm, a). Jismga bir qancha kuehlar ta’sir etsa, sharnir 
reaksiyasining miqdori va yo‘nalishi nom a’lum boiadi. Bu holda 
nom aium  reaksiya R ni koordinata o ‘qlari bo‘ylab yo‘nalgan /^va  
Rv tuzuvchilarga ajratiladi (14-rasm, b).

Jismning muvozanat shartlaridan Rx va R aniqlangandan sokng, 
sharnir reaksiyasining moduli R quyidagicha topiladi:

R = p ;  + .

Sharnir reaksiyasining yo^nalishi esa, yo‘naltiruvchi kosinuslari 
orqali aniqlanadi, ya’ni:

COs(«-V) = i i ;  С05(ЛЛ,7) = -^ - ,

bunda: / ', j  — koordinata o ‘qlarining birlik vektorlari.
10



14-rasm.

Texnikada ko‘pincha balka ko‘rinishidagi sistema qo‘llaniladi. 
Tayanchlarga qo‘yilgan to ‘sin balka deb ataladi. Agarda to ‘sin A 
qo‘zg‘almas sharnir va В qo‘zg‘aluvchi sharnir vositasida bog‘langan 
bo‘lsa, sharnirlar reaksiyasi 15-rasmdagidek yo‘naladi.

4. Bog‘lanish A sferik sharnir yoki podpyatnik (B podshipnik)dan 
iborat bo4sa, umumiy holda bunday bog‘lanish reaksiya kuchlari- 
ning yo‘nalishi nom a’lum boiadi. Ular odatda koordinata o ‘qlari 
bo‘ylab Rx, R , R, tuzuvchilarga ajratiladi (16, 17-rasmlar). Sferik 
sharnir reaksiyasining miqdori va yo‘nalishi quyidagicha aniqlanadi:

R = R i + Щ + Щ ;  cos ( R \ i ) = -j-; cos ( R * J )  =
R, cos (ЯА,&) = A .

5. Agarda 18-rasmdagi AB  balkaning A 
uchi devorga qisib mahkamlangan boisa, bu 
holda A nuqtadagi bog‘lanish reaksiyasining 
ikkita tuzuvchisidan tashqari, balkaning A nuq
ta atroflda aylanishiga to‘sqinlik qiluvchi reak
siya momenti MA ham mavjud boiadi. M o
ment tushunchasini keyinroq kiritamiz.

6. 19-rasmda ko‘rsatilgan AB  balkaning A 
uchi gorizontal bo‘ylab siljiydigan qilib mah
kamlangan. Bunday bog£lanish reaksiyasi sil-
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18-rasm. 19-rasm.

jish tekisligiga perpendikular bo igan  YA 
reaksiya kuchidan hamda balkaning A nuq
ta atrofida aylanishiga to ‘sqinlik qiluvchi 
reaksiya momenti MA dan iborat boladi.

20-rasmda ko‘rsatilgan A В balkaning A 
uchi ham gorizontal, ham vertikal bo‘ylab 
siljiydigan qilib mahkamlangan. Bu holda 
A nuqtada faqat balkaning A nuqta atrofi
da aylanishiga qarshilik qiluvchi MA reak
siya momenti mavjud boiadi.

4- §. Inshoot va mashinalarga qo‘yiladigan 
kuchlarning turlari

Jismga ta’sir etuvchi kuchlarning quyidagi turlari uchraydi.
1. TVplanma kuch. Bir-biriga tegib turadigan ikki jismning 

o'zaro ta ’sir kuchi ularning urinib turgan nuqtasiga qo‘yilgan deb 
hisoblanadi. Haqiqatan esa jismlarning tegib turgan joyida defor- 
matsiya hosil bo iib ,  ularning o ‘zaro ta ’siri urinib turgan nuqtaga 
qo'yilmay biror yuzachaga qo'yiladi. Bu yuzachaning sathi juda ki
chik bo isa-da  cheklidir. Darhaqiqat, ikkita jismning tegib turgan 
yuzasi jism oichamlariga qaraganda juda kichkina boisa, bu yuza- 
ni bir nuqta deb, kuch esa nuqtaga qo'yilgan to ‘planma kuch deb 
hisoblanadi. Bu to ‘planma kuch jismlarning tegib turgan yuzasidagi 
bosimlarning teng ta’sir etuvchisidir.

Masalan, ikki uchi bilan tayanch ustida yotgan to ‘sinning biror 
joyiga qo^yilgan og ir  jismning tocsin sirtiga tegib turgan yuzasi juda 
kichik boiganida shu yuza bo‘yicha ta ’sir etuvchi kuchlar o'rniga 
ularning teng ta’sir etuvchisi P ni olamiz (21- rasm).

2. Taqsimlangan kuchlar. Mashina yoki inshoot qismining 
m aium  yuzasi yoki uzunligi bo‘yicha qo‘yilgan kuch uzluksiz ta ’sir 
ko‘rsatib tursa, bunday kuch taqsimlangan kuchlar deyiladi.

20-rasm.



21-rasm. 22-rasm.

A A
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23-rasm. 24-rasm.

Uzunlik birligi yoki yuza birligiga ta ’sir qiluvchi kuchlarning in- 
tensivligi q bilan belgilanadi va mos ravishda N /m  yoki N /m 2 bilan 
olchanadi.

Taqsimlangan kuchlarga ko‘prik balkasining ustiga yotqizilgan 
beton yoki asfaltning ta ’siri misol bo‘la oladi. Beton yoki asfalt bal- 
ka bo‘yicha tekis yotqizilgan boiib, balkaga 22-rasmda ko‘rsatilga- 
nidek ta ’sir qiladi. Masalani yechishda taqsimlangan kuehlar bir 
nuqtaga qo‘yilgan kuch bilan almashtiriladi. 22-rasmda tasvirlangan 
taqsimlangan kuchlarning teng ta ’sir etuvchisi AB  uchastkaning 
o ‘rtasiga qo‘yilgan boiib, kuch kattaligi Q = q- AB  boladi.

Taqsimlangan kuchlarga yana bir misol sifatida to ‘g‘on devoriga 
suvning ta’sirini keltirish mumkin (23- rasm). Bu kuchning taqsimla- 
nishi suv yuzasidan to‘g‘on tagigacha uchburchak qonuni bilan o ‘z- 
garib boradi. Bu holda taqsimlangan kuchlarning teng ta’sir etuvchisi 
uchburchak medianalarining kesishgan nuqtasidan o ‘tadi va miqdo
ri ql/2 boladi.

Agarda taqsimlangan kuch aylananing BD yoyi bo‘yicha ta’sir 
etsa (24-rasm), uning teng ta ’sir etuvchisi Q =  q- BD boladi. Bun
da BD uzunlik BD voy vatari uzunligini bildiradi. Q ning ta’sir chi- 
zig‘i BD vatar o'rtasidan o ‘tadi.

Inshoot qismlariga qo‘yilgan kuehlar tekis taqsimlanmay, ixtiyo
riy ravishda taqsimlangan bolishi mumkin. Tuproq, qum kabi sochi-



25-rasm.

luvchi materiallar bilan yuklangan balka 
bunga misol bo ‘la oladi. Bu holda agar 
taqsimlangan kuchlarning intensivligi 
q=q(x) qonuniyat asosida o ‘zgarsa (25- 
rasm), bunday kuchlarning teng t a ’sir 
etuvchisi Q, balka AB  va q{x) egri chi- 
zigi bilan chegaralangan yuza orqali ifo
dalanadi:

Q = ^q{x)dx.

Q kuchning ta’sir chizigl mazkur yuzaning ogirlik markazidan 
o iad i va quyidagicha aniqlanadi:

/
\xq(x)clx

\q(x)dx

3. Juft kuch. M a’lum oraliqda joylashgan, bir-biriga qarama- 
qarshi yo'nalgan va miqdor jihatidan teng boigan ikkita kuch ju ft 
kuch deyiladi. 26-rasmda balkaga qo'yilgan juft kuch tasvirlangan. 
Juft kuch berilganda, juft kuch tashkil etuvchilari va bu tashkil etuv- 
chilar orasidagi masofa (26-rasm, a) yoki uning momenti, juft kuch 
ta'siridagi aylanma harakat yoiialishi ko‘rsatiladi (26-rasm, b).

Juft kuch haqida keyinroq to'xtalib o'tamiz.

3

A
Кrrr

В A
m

В

26-rasm.

f  Nazorat savollari

1. Qanday jism absolut qattiq jism deb ataladi?
2. Kuch qanday omillar bilan aniqlanadi?
3. Qanday kuch berilgan kuch sistemasining teng ta ’sir etuvchisi 

deyiladi?
4. Statikaning asosiy aksiomalariga ta’rif bering.
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5. Uch kuch teorernasi nimadan iborat?
6. Bogianishdan bo‘shatish aksiomasi nimani ifodalaydi?
7. Qanday jism erksiz jism deyiladi?
8. Bogianish reaksiya kuchi deb nimaga aytiladi?
9. Absolut qattiq jism tayanadigan silliq sirtning reaksiya kuchi qan

day yo‘nalgan? Jismning mazkur sirtga bosimi qanday yo‘naladi?
10. Arqon, zanjir va vaznsiz qattiq sterjenli bogianish reaksiyalari 

qanday yo‘naladi?
11. Sferik, silindrik sharnirli bogianish reaksiyalari qanday boiadi?
12. Qistirib mahkamlangan bogianish reaksiya kuchining yo‘nalishi 

qanday?
13. Qanday kuch to‘planma kuch deyiladi?
14. Taqsimlangan kuchlarning qanday turlari bor va ular qanday 

aniqlanadi?
15. Juft kuch ta’rifi qanday?
16. Qanday kuchlar sistemasi ekvivalent sistema deyiladi?

II  BOB. KESISHUVCHI KUCHLAR SISTEM ASI

5- §. Kesishuvchi kuchlar sistemasini geometrik qo‘shish

Ta’sir chiziqlari fazo (tekislik)da bir nuqtada tutashuvchi kuchlar 
to ‘plami fazo (tekislik)dagi kesishuvchi kuchlar sistemasi deb ataladi.

Kesishuvchi kuchlarni geometrik qo‘shishda parallelogramm yoki 
uchburchak usuli ketma-ket qoilaniladi (27-rasm, a, b, d).

27-rasm, a da kolrinib turibdiki:

R\ 2 = + F2 ■>

R\,2,3 = R \,2  + F 3 = F\ + F 2 + F 3 ,

^  = ^ 1,2...л-i + F„ = ^ 1+^2 + -  + FV + yoki R = j^ F v .
1

27-rasm, b dan ko‘ramizki, kesishuvchi kuchlar sistemasining 
teng ta ’sir etuvchisi mazkur kuchlar geometrik yigindisiga teng 
b o i ib ,  u shu kuchlardan tuzilgan ko‘pburchak yopuvchisidan 
iborat.Bunday kuchlar muvozanatlashganda kuch ko‘pburchagi yo-
piq boiadi, ya’ni Fn kuchning uchi Fx kuch boshi bilan ustma-ust 
tushadi ( 27-rasm, dy.

r  = £ k  = 0 .
1

15



а b d
27-rasm.

6- §. Kuchning o ‘qdagi va tekislikdagi proyeksiyasi

Faraz qilaylik, F kuch bilan / o lq bir tekislikda yotsin. Bu hol
da kuchning boshi A va oxiri В nuqtalaridan / o ‘qqa tushirilgan 
proyeksiyalar A ] va B{ orasidagi kesmaning mos ishorali uzunligi 
kuchning I o ‘qdagi proyeksiyasi deyiladi (28-rasm).

Agar Aj nuqtadan Bx nuqtaga ko‘chish / o ‘qning musbat yo‘na- 
lishi bilan ustma-ust tushsa, kuchning o£qdagi proyeksiyasi musbat, 
aks holda manfiy qiymatlarga ega boladi (28-rasm, a, b).

F kuchning / o ‘qidagi proyeksiyasini Flbilan belgilasak:
F = A {BV A xB = A B r (6.1)

AABB2 (28-rasm, a) dan
A B =  F- cosa (6.2)

(6.2) ni (6.1) ga qo‘ysak:
F = F -  cosa (6.3)

a  = 0 bo‘lsa, Ff = F; a  =  180° bo lsa ,  Ft = ~F; a = 90° bo ‘lsa, 
F/= 0 boMadi.

28-rasm.
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(6.3) dan ko‘ramizki, kuchning 
biror o‘qdagi proyeksiyasi kuchning 
miqdori hamda kuchning shu o ‘q 
musbat yo‘nalishi bilan hosil qil- 
gan burchak kosinusining ko‘payt- 
masiga teng. П

A

В

Demak, kuch o ‘qning musbat 
yo‘nalishi bilan o‘tkir burchak ho-

У

bat; agar o ‘tmas burchak tashkil 
etsa, manfiy bo‘ladi.

sil qilsa, uning proyeksiyasi mus-

Faraz qilaylik, F  kuch x (yoki >7) 29-rasm.
o ‘q bilan bir tekislikda yotmasin.
Bu holda F kuchni avval Oxy tekisligiga proyeksiyalaymiz. Buning 
uchun F kuchning boshi A va oxiridagi В nuqtadan Qxy tekislikka per
pendikular AAX va BBX chiziqlarni o'tkazamiz. U holda A XBX=/^vektori 
mazkur kuchning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi deb ataladi (29-rasm).

Agar F kuchning Oxy tekisligi bilan tashkil qilgan burchagi 0 ga 
teng bolsa, 29-rasmdan quyidagini olamiz:

Agar F  m a’lum bolsa, u holda F kuchning Ox, Oy, Oz o ‘qla- 
ridagi proyeksiyalari quyidagicha aniqlanadi:

F = Fx vcos9 = /7cos0cos9 ,

7- §. Kesishuvchi kuchlarni analitik usulda qo‘shish va 
ularning analitik muvozanat sharti

Faraz qilaylik, jismga 0  nuqtada kesishuvchi kuehlar ta’sir qilsin 
(30-rasm, a,b).

(Fx,F2 ,...,Fn ) kuchlarni yuqoridagilarga asoslanib, Ox, Oy, Oz 
o'qlariga proyeksiyalaymiz. Natijada mazkur o ‘qlar bo‘ylab joylash
gan kuehlar hosil boladi. Bir to ‘g‘ri chiziq bo‘ylab yo‘nalgan kuch- 
lar algebraik qo'shilgani uchun:

F = FcosQxy (6.4)

F = / vsiiKp = /cosOsincp,

F — Fc os(90° — 0) = Fsin©

(6.5)



г

30-rasm.

z

F\z + ^2 z + ••• + F„z -  X  Fvz -  Rz.
V = 1

Endi Rx, Ry, R, larni parallelogramm usuli bo‘yicha qo‘shsak 
(30-rasm, b):

R = yjR* + R; + R:
kelib chiqadi.

Teng ta ’sir etuvchi R ning yo‘naltiruvchi kosinuslari: 

cos( R " J )  = -^-; co s( /T ,7 )  = cos(Д л,£) = - у ,

bu yerda / J , k  — mos ravishda Ox, Oy, Oz o ‘qlarining birlik vek- 
torlari.

Kesishuvchi kuchlar ta’siridagi jism muvozanatda boiishi uchun 
R=0 shart bajarilishi kerak:

R = + R; + R: = 0 , 

bundan Rx = ± F „  = 0, R, = ± F vy = 0, Rz = = 0 (7.1)
V=1 V=1 V=1

kelib chiqadi.
Agar kesishuvchi kuchlar tekislikda joylashgan boisa  (7.1) for

mula quyidagi ko‘rinishga ega boiadi:

. =0, ±  Frf = 0. (7.2)
V=1 V=1
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? Nazorat savollari

1. Qanday ko‘pburchak kuch ko‘pburchagi deyiladi?
2. Kuch o‘qda qanday proyeksiyalanadi?
3. Kuchning tekislikdagi proyeksiyasi qanday aniqlanadi?
4. Kesishuvchi kuchlar qanday geometrik qo‘shiladi?
5. Bir nuqtaga qo‘yilgan kuchlarni analitik qo‘shish usulini tushun- 

tirib bering.
6. Kesishuvchi kuchlar sistemasining geometrik muvozanat sharti 

qanday?
7. Kesishuvchi kuchlar sistemasining analitik muvozanat shartlari 

qanday yoziladi?

Tekislikda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi ta’siridagi jism
ning muvozanatiga doir masalalar yechishda kuchning nuqtaga nis
batan momenti tushunchasi kiritiladi. Berilgan nuqtadan kuchning 
ta’sir chizig‘iga tushirilgan perpendikular uzunligi kuch yelkasi deyi
ladi. Kuch yelkasi odatda h bilan belgilanadi.

F kuchning О nuqtaga nisbatan momenti deb, mos ishora bilan 
olingan kuch miqdorini uning yelkasiga ko‘paytmasiga teng kattalik- 
ka aytiladi (31, 32- rasmiui ):

Kuchning momenti hisoblanadigan nuqta moment markazi deb 
ataladi.

Kuchning jismga ko‘rsatadigan aylanma harakat effekti uning 
momenti bilan xarakterlanadi. Bu effekt kuch miqdoriga, moment 
markazi va kuch orqali o ‘tuvchi tekislikning aylanish yo‘nalishiga 
bogliq boiadi. Kuch jismni 31- rasmdagidek moment markazi atro-

III BOB. MOMENTLAR NAZARIYASI

8- §. Kuchning nuqtaga nisbatan momenti

m0(F)  = ±F ■ h . (8.1)

31-rasm. 32-rasm.

19



fida soat strelkasi aylanishiga qarama-qarshi yo^nalishda aylantirishga 
intilsa, uning momenti musbat, soat strelkasi bo‘yicha aylanadigan 
yo'nalishda aylantirsa, manfiy ishora bilan olinadi (32- rasm).

Kuch momenti SI birliklar sistemasida Nyuton metr (Nm) bilan 
o‘lchanadi. Kuch momenti quyidagi xususiyatlarga ega:

1. Kuchni o ‘z ta ’sir chizigl bo‘ylab ixtiyoriy nuqtaga ko‘chirsak, 
uning momenti o ‘zgarmaydi.

2. Kuchning ta’sir chizigl moment markazidan o‘tsa,uning maz
kur nuqtaga nisbatan momenti nolga teng boiadi.

3. Kuchning О nuqtaga nisbatan momenti АОЛВ yuzining ikki-

langaniga teng, ya’ni: m0(F)  = ±2 S WAB .

9- §. Kuchning o ‘qqa nisbatan momenti

Jismning biror o ‘q atrofidagi aylanma harakatini kuchning owqqa 
nisbatan momenti xarakterlaydi.

Fazoda ixtiyoriy joylashgan kuchlar sistemasi ta ’siridagi jismning 
muvozanatiga doir masalalarni yechishda kuchning o bqqa nisbatan 
momenti tushunchasi kiritiladi.

Kuchning o ‘qqa nisbatan momenti deb, kuchning o ‘qqa perpendi
kular qilib olingan tekislikdagi proveksiyasidan o ‘q bilan tekislikning 
kesishgan nuqtasiga nisbatan olingan momentiga aytiladi (33-rasm).

Kuchning o‘qqa nisbatan momentining matematik ifodasi

mz(F)  = m{)( Fxy ) = ± Fxy • h (9.1)
formula bilan ifodalanadi.

Agar x, y, z bilan kuch qo‘yilgan A nuqtaning koordinatalarini: 
Fx, Fv, Fz orqali F kuchning koordinata o ‘qlariga proyeksiyalarini 
belgilasak (34-rasm), u holda kuchning o ‘qqa nisbatan momentining 
analitik ifodasi quyidagicha boiadi:
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т (F ) =  yF — z F},
my(F) = ZFx - x F ,  (9.2)
mXF ) = xFv — yFx.

Agar kuchning t a ’sir chizig‘i o ‘qqa parallel yoki o ‘qni kesib 
o ‘tsa, uning mazkur o ‘qqa nisbatan momenti nolga teng bo‘ladi.

10- §. Kesishuvchi kuehlar uchun Varinon teoremasi

Teorema. Kesishuvchi kuehlar teng ta ’sir etuvchisidan biror nuq
taga nisbatan olingan moment uning tuzuvchi kuchlaridan mazkur 
nuqtaga nisbatan olingan momentlarning algebraik yig ‘indisiga teng, 
ya’ni:

m, ,(/г) = 2 > < , ( Д ) . (10.1)
V=1

Faraz qilaylik, F],F2 ,...,Fn kuehlar A 
nuqtaga qo‘yilgan bo‘lib, ularning teng ta ’

sir etuvchisi R bo‘lsin (35-rasm).

I * .V=1
(Ю.2)

Kuehlar qo‘yilgan A nuqtani moment 
markazi О bilan tutashtirib, OA ga perpen
dikular Ox o ‘qni o ‘tkazamiz. Ox o bqning 
musbat yo‘nalishini shunday tanlab olamiz-
ki, ixtiyoriy kuchning mazkur o ‘qdagi proyeksiyasining ishorasi shu 
kuchning О markazga nisbatan olingan momenti ishorasi bilan bir 
xilda boisin.

Kuch momentining uchinchi xususiyatidan foydalanib, kuchlar
ning О nuqtaga nisbatan momentini aniqlaymiz:

rn0( F\ ) — - ^\oab\ ■> wq( ^ 2 ) ~~ 2 Saqab2 5 ■■■’ mo( Fn ) ~  2 S x()ABn.

35-rasmdan: m{) ( F{) = OA ■ Ot\ = OA ■ Flx .

(10.2) tenglikni Ox o‘qiga proyeksiyalasak:

д , = 1 4  .

(10.4) ning ikki tomonini OA ga kolpaytiramiz: 

OA Rx = £ O A  ■ /•., .

(10.3)

(Ю.4)
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(10.3) ga asosan:

m„ (* )  = £»* , (/?.)•
Demak, kesishuvchi kuchlar uchun Varinon teoremasi isbotlandi.

11- §. Kuchning nuqtaga nisbatan momentining vektorligi

Yuqoridagi 6-mavzuda kuchning nuqtaga nisbatan momentini 
algebraik miqdor (kattalik), ya’ni u kuch miqdori bilan yelkasi 
uzunligining ko‘paytmasidan iborat deb qaragan edik. Lekin jismga 
ta ’sir qilayotgan kuch fazoda joylashgan boisa, mazkur kuch mo
mentining moduli va ishorasi jismning aylanma harakatini to i iq  xa- 
rakterlay olmaydi. Shuning uchun kuchning nuqtaga nisbatan mo- 
metining vektori tushunchasi kiritiladi.

z Kuchning nuqtaga nisbatan mo
menti vektorini ikkita vektorning 
vektor ko‘paytmasidan iborat deb 
qarash mumkin. Buning uchun mo
ment markazi О nuqtani sanoq sis
temasining boshi desak, r kuch 
qo‘yilgan A nuqtaning radius-vekto- 
ri boiadi (36-rasrn).

AOAB dan:

h = r ■ sin( r A\ F ) . (11.1)

( 11. 1) ni (8. 1) ga qo'ysak:

щ  ( F) = r • F • sin(r л, /7) yoki M () = щ  ( F) = r x F . (11.2)

Demak, kuchning nuqtaga nisbatan momenti vektor miqdor 
boiib , u kuch qo'yilgan nuqtaning radius-vektori bilan kuchning 
vektor kobpaytmasiga teng boiib, u kuch va moment markazi orqali 
hosil qilingan uchburchak yuziga perpendikular yo‘naladi.

Kuchning nuqtaga nisbatan momenti vektorining yoitalishi 
shunday qo'yiladiki, uning uchidan turib qaralganda kuch jismni 
soat strelkasiga qarshi aylantirayotgan boiishi kerak.

(11.2) dan foydalanib, M 0 ni analitik hisoblash mumkin. Ox, 
Oy, Oz o ‘qlarining birlik vektorlarini / , j  , k , F ; kuch proyeksiyala- 

rini Fx ,FV,FZ; r ning proyeksiyalarini x, y, z’, M 0 ning proyeksiya-
larini esa MQx, M0 , desak:

F = Fxi + Fvj  + F k ,
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г = xi + yj + z k ,

M q = Moxi + M 0yj  + MQzk . 

Vektorlar algebrasiga ko‘ra:

/ j к
X У z

f x Fy Fz

bundan

M0 x =y Fz - z Fy ,
M0 y =zFx - x F z , (11.4)

M 0z = xFy -  yFx

kelib chiqadi.
(11.4) dan foydalanib MQ modulini va yo‘naltiruvchi kosinuslari- 

ni quyidagicha aniqlash mumkin:

M0 = J m *x + M l ,  +М})г , (11.5)

cos ( M q" J )  = M Qx/ M 0,

cos(A/0a ,7) = M0y/ M 0, (11.6)

со s (M0^,ic) = M 0z/ M 0.

(9.2) bilan (11.4) ni taqqoslash natijasida nuqtaga nisbatan kuch 
momentining biror o bqdagi proyeksiyasi mazkur kuchning shu o ‘qqa 
nisbatan momentiga tengligini ko‘ramiz.

У Nazorat savollariФ

1. Kuchning nuqtaga nisbatan momenti deb nimaga aytiladi? Maz
kur momentning ishorasi qanday tanlanadi?

2. Qanday holda kuchning nuqtaga nisbatan momenti nolga teng 
boiadi?

3. Kuchning o'z ta’sir chizigl bo‘ylab ko‘chirilganda uning momenti 
qanday o'zgaradi?

4. Kuchning o‘qqa nisbatan momenti deb nimaga aytiladi?
5. Qanday holda kuchning o‘qqa nisbatan momenti nolga teng boiadi?
6. Nuqtaga nisbatan kuch momenti bilan o‘qqa nisbatan kuch mo

menti orasida qanday munosabat bor?
23



7. Nuqtaga nisbatan kuch momentining vektorligini tushuntirib be- 
ring.

8. 0 ‘qqa nisbatan kuch momentining analitik ifodasi qanday yoziladi?
9. Varinon teoremasini ta’riflang.

IV BOB. JUFT KUCHLAR NAZARIYASI

12- §. Juft kuch. Juft kuch momenti

Ma’lum oraliqda joylashgan, bir-biriga qarama-qarshi yo'nalgan 
va miqdor jihatidan teng bo‘lgan ikki kuch juft kuch deb ataladi. U
(F, F ' )  bilan belgilanadi (37-rasm).

Juft kuchning teng ta ’sir etuvchi
si bo im aydi va juft kuchni tashkil 
qiluvchi kuchlar muvozanatlashmay- 
di. Demak, juft kuch teng t a ’sir 
etuvchisi boMmagan va muvozanat- 
lashmaydigan kuchlar sistemasidan 
iborat.

Juft kuchni tuzuvchi kuchlarning 
ta'sir chizig‘i orqali oikazilgan tekis
lik ju ft kuch tekisligi deyiladi. Juft 

kuchni tuzuvchi kuchlar orasidagi eng qisqa masofa juft kuch yelkasi 
deb ataladi va u d bilan belgilanadi (37-rasm).

Juft kuchni tuzuvchi kuchlardan biri bilan juft kuch yelkasining 
ko‘paytmasi juft kuch momenti deyiladi. U quyidagicha yoziladi:

M Fd. ( 12.1)

Juft kuch jismni soat strelkasiga teskari yoknalishda aylantirsa, 
uning momenti musbat, aks holda manfiy deb olinadi.

13- §. Juft kuch momentining vektorligii

Juft kuchning jismga ta ’siri asosan uch omil bilan aniqlanadi:
1. Juft kuch momentining miqdori.
2. Juft kuchning ta ’sir tekisligi.
3. Mazkur tekislikning burilish yo'nalishi.
Bir tekislikda yotmaydigan juft kuchlarni kuzatganimizda, har 

bir juft kuchning jismga ta ’sirini aniqlash uchun yuqoridagi uchta 
omil boiishi zarur. Mazkur omilni fazoda bitta vektor, ya’ni juft 
kuch momentining vektori orqali ifodalash mumkin.

37-rasm.
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Moduli (12.1) orqali aniqlanadigan vektor juft kuch momenti- 
ning vektori deyiladi. U juft kuch tekisligiga perpendikular bo‘lib, 
uning uchidan qaralganda jism har doim soat strelkasiga teskari yo‘- 
nalishda aylanadi (37-rasm).

Juft kuch momentining vektorini ikkita vektorning vektor ko‘- 
paytmasidan iborat deb qarash mumkin:

M  = A B x F" = BAx F . (13.1)
Darhaqiqat,

Ш х  f \ = BA -F  sin(BA",F). (13.2)

34-rasmdan: i i n { B A \ F )  = d /A B , (13.3)

bundan d  = AB  • sin(5y4A,F ) . (13.4)

(13.4) ni (13.2) ga qo‘ysak, (12.1) kelib chiqadi.
Demak, (13.1) vektor ko‘paytma juft kuch yotgan tekislikka per

pendikular bo‘ladi, ya’ni juft kuch momentining vektoridan iborat.

14- §. Juft kuch momentining vektoriga oid teoremalar

1-teorema. Juft kuch momentining vektori uni tashkil etuvchi 
kuchlarning ixtiyoriy nuqtaga nisbatan olingan momentlarining geo- 
metrik yig‘indisiga teng.

Isbot. Faraz qilaylik, jismga ( F, F r) 
juft kuch qo kyilgan bo ‘lsin. Bu juft 
kuchning tashkil etuvchilarining ix
tiyoriy nuqtaga nisbatan momentlarini 
aniqlaymiz (38-rasm).

( 11.2) ga kokra:

m()(F)  = J\ x F, 

m{](F' )  = r2 x F'.  (14.1)

(14.1) ni hadma-had qo\shsak: 38-rasm.

m{)(F)  + m()(F' )  = r{ x F + r2 x F ' . (14.2)
F = - F '  bo‘lgani uchun (14.2) quyidagicha yoziladi:

m{)(F)  + щ { Г )  = (r\ -  r2 )x F 

yoki m0(F)  + m0F'  = BA x F (14.3)

25



(14.3) ni (13.1) bilan taqqoslasak:

m0(F)  + mQ(F' )  = M.  (14.4)

Shu bilan teorema isbotlandi.
2-teorema. Juft kuch momenti vektori — erkin vektordir.
Isbot. Teoremani isbotlash uchun (14.4) dan foydalanamiz. 11- 

mavzudan bilamizki, nuqtaga nisbatan kuch momentining vektori 
kuch va moment markazi orqali tuzilgan uchburchak yuziga per- 
pendikulardir. Shunga ko‘ra, m{)(F)  AOAC yuzaga, m0(F' )  esa 
AOBD yuzaga perpendikular yolnaladi (38-rasm).

(14.4) ga ko‘ra mazkur vektorlarning geometrik yig‘indisi juft 
kuch momenti vektoridan iborat b o lib ,  u О nuqtaga qo‘yilgan.
О nuqta ixtiyoriy bo‘lgani uchun M  ni ham fazoning ixtiyoriy nuq- 
tasiga q o ‘y ish  mumkin.

Demak, juft kuch momentining vektori M erkin vektordir.
Yuqoridagilardan foydalanib, juft kuch momentining quyidagi 

xususiyatlarini ta’riflash mumkin:
1) juft kuchni tuzuvchilarini o ‘z ta ’sir chizigi bo‘ylab ixtiyoriy 

nuqtaga ko‘chirsak, juft kuch momenti o'zgarmaydi.
2) juft kuch momenti juft kuchlarni tashkil etuvchilarga qurilgan 

ACBD parallelogramning yuziga teng: M =  S,-ABCD (37-rasm);
3) juft kuchning o lzini ta’sir tekisligiga parallel boigan tekislik

ka ko'chirilsa, uning jismga ta’siri o'zgarmaydi;
4) juft kuch momentini o ‘zgartirmay, uni ixtiyoriy yelkaga kel

tirish mumkin;
5) juft kuch momentini o^zgartirmay, uni okz ta ’sir tekisligida 

ixtiyoriy holatga keltirish mumkin.

15- §. Fazo va tekislikda joylashgan juft kuchlarni qo‘shish

Faraz qilaylik, (F,F,') va
(F. Ff )  juft kuchlar ikkita kesi
shuvchi tekislikda joylashgan b o l 
sin (39-rasm).

Yuqoridagi keltirilganlardan 
foydalanib, ikkala juft kuchni AB 
yelkaga keltiramiz. Bu holda A 
nuqtada Fl va F2 , В nuqtada 
esa F\ va F2 kuchlar hosil bo‘- 
ladi. A va В nuqtadagi kuchlarni 
qo‘shsak:
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R= Fx + F2 , R'  = Fx' + F{. (15.1)
(13.1) ga ko‘ra:

M = B A x R .  (15.2)

(15.1) ni (15.2) ga qo‘yamiz: M = BA x Fx + BA x F2,

bunda BAx Fx = M x, BAx F2 = M 2.

Natijada M = M x + M 2. (15.3)
Agar juft kuchlar n ta bo‘lsa, (15.3) ni quyidagicha yozish mumkin:

M = ' £ M V. (15.4)
l

Demak, fazoda joylashgan juft kuchlar bitta juftga ekvivalent 
boiib ,uning momenti berilgan juftlar momentlarining geometrik 
yiglndisiga teng.

Agarda juft kuchlar tekislikda joylashgan bolsa, ular bitta juft 
kuchga ekvivalent boiib, uning momenti berilgan juft kuchlar mo
mentlarining algebraik yiglndisiga teng:

м  = £ м у.
1

16- §. Fazoda va tekislikda joylashgan juft kuchlar 
sistemasining muvozanati

Fazoda joylashgan juft kuchlar sistemasi muvozanatlashishi 
uchun mazkur juft kuchlar momentlarining geometrik yiglndisi nol
ga teng boiishi zarur va yetarlidir:

А/ = £ Д . = 0. (16.1)

(16.1) ni Dekart koordinata o‘qlariga proyeksiyalasak:

= 0 , = 0 , ^ M vz = 0. (16.2)

(16.2) dan ko‘rinib turibdiki, fazoda joylashgan juft kuchlar sis
temasi muvozanatda boiishi uchun juft kuchlar momentlari vektor- 
larining har bir koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalarining yiglndisi 
nolga teng boiishi kerak. Agarda juft kuchlar tekislikda joylashgan 
bolsa, ular momentlarining algebraik yiglndisi nolga teng boiishi 
zarur va yetarlidir:

X X  = o. (16.3)
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Masala. Qirralarining uzunligi 1 m 
bo ig an  kubga juft kuch qo‘yilgan. Bu 
juft kuch momentining moduli aniqlan
sin (40-rasm). F — F' = 2 N.

Yechish. Masala shartiga ko‘ra: 
S D = D B =  1 m . _______

ABSDdan: SB = J b D2 + SD2 yoki 

SB = d = V2 m.

(12.1) ga asosan, M  = F d = 2.V2 N.

7 Nazorat savollari

1. Juft kuch vajuft kuch momenti nima?
2. Juft kuch momenti vektori qanday yo‘nalgan va uning miqdori ni- 

maga teng?
3. Qanday shart bajarilganda ikkita juft kuch ekvivalent bo‘ladi?
4. Fazoda joylashgan juft kuehlar qanday qo‘shiladi?
5. Tekislikda joylashgan juft kuehlar qanday qo‘shiladi?
6. Juft momenti erkin vektorligi haqidagi teoremani ta’riflang.
7. Fazodagi juft kuehlar muvozanat sharti qanday?
8. Tekislikdagi juft kuehlar muvozanat sharti qanday?

V BOB. IXTIYORIY KUCHLAR SISTEM ASI

17- §. Kuchni berilgan markazga keltirish

Ta’sir chiziqlari fazo (tekislik)da ixtiyoriy joylashgan kuchlardan 
tashkil topgan sistema fazo (tekislik)dagi ixtiyoriy kuehlar sistemasi 
deyiladi. Ixtiyoriy kuehlar sistemasi ta’siridagi jism holatini yoki mu
vozanatini tekshirish uchun mazkur kuehlar sodda holga keltiriladi.

Puanso lemmasi Kuchni bir nuqtadan berilgan 
markazga keltirish natijasida, keltirish markazida 
shu kuchga teng bo‘lgan kuch va uning qo‘shilgan 
jufti hosil boladi.

F F ’

О

Г"

41-rasm.

Isbot. Aytaylik, jismning A nuqtasiga F kuch 
qo‘yilgan bolsin  (41-rasm). Bu kuchni ixtiyoriy О 
nuqtaga parallel ko‘chirish uchun 3-aksiomaga
ko'ra mazkur nuqtaga ( F ' , F ”) о  0 kuchni qo‘ya- 
miz. Bunda F ’ = F ” = F.
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Natijada: F <=> ( F , F ' , F" )  yoki F {~Г, ( F , F ”) } .

Bu yerda (F , F ”) qo ‘shilgan juft kuchlar deyiladi. Mazkur 
kuchning momenti ( 11.2) ga ko‘ra quyidagicha bo‘ladi:

M ( F j " )  = A O x F  yoki M = m0 ( F) .

Demak, F <=> (F" ,M)  = ( F , M ) . Shu bilan lemma isbotlanadi.

18- §. Ixtiyoriy kuchlar sistemasini berilgan markazga 
keltirish

Faraz qilaylik, jismga (F\ ,Fi  ,...,Fn) 
kuchlar qo‘yilgan boisin. 17-§ ga asoslanib,
Puanso lemmasini qo‘llaymiz (42-rasm).

Natijada О nuqtada {F{,F{,...,F^) kuchlar,

{w0( F{ ) = M,, mQ(F2) = M2, ..., m{]Fn ) = Mn) 

qo‘shilgan juft kuchlar hosil boiad i.  Agar 
( F \ , F i F n ) kuchlarning ta’sir chiziqlari

fazoda b o isa ,  ( M \ , M i  «) juft kuch 
momenti vektorlari geometrik; tekislikda boisa, algebraik qo‘shila- 
di. 15-§ dan ma’lumki, (F\ ,F i ,...,F» ) kuchlar kesishuvchi kuch
lar sistemasi boigani uchun ular geometrik qo‘shiladi.

Natijada: R' = , Л/ = ^ M v , (18.1)
V=1 V=1

Bunda F\ = F \ , F {  = F i , ..., Fn = F n boigani uchun (18.1) 
ni quyidagicha yozish mumkin:

Л = = . (18.2)
Ixtiyoriy kuchlar sistemasi tekislikda joylashgan boisa, (18.2) ni 

shunday yozamiz:

R = M = <>(?*)■ (18-3)

(18.2) va (18.3) ifodalardagi R kuchlar sistemasining bosh vektori, 
M  esa bosh moment deyiladi.

Demak, ixtiyoriy kuchlarni berilgan markazga keltirish orqali 
bitta bosh vektor va bitta bosh moment hosil bo iadi (43-rasm).
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Bosh vektor va bosh mo- 
mentni analitik usulda quyidagi
cha hisoblash mumkin:
« V / . .  K V ,  , Л>

Л = ^ Л 7 7 л , 2 + Д.2 (18.4)

43-rasm.

cos(/?A,/) = — , cos(/?л,у) 

cos(/?Ai )  =

Л/, = 1  ̂ v(^v) ,  =Y. m y (Fv ) , M z = ^ m z (Fv ),

M = J m 2, + M;  + M (18.5)

cos( M ^ J )  = c o s ( M ^ J )  = cos ( M *,k) =

Bosh vektor bilan bosh moment orasidagi burchakni aniqlash 
uchun bu vektorlarni skalyar ko‘paytiramiz:

kelib chiqadi.

19- §. Ixtiyoriy kuchlar sistemasini sodda holga keltirish

Ixtiyoriy kuchlarni sodda holga keltirishda quyidagi hollarni 
ko‘ramiz:

1. Bosh vektor R = 0 ,  bosh moment M ф  0 bo‘lsa, ixtiyoriy 
kuchlar sistemasi bitta bosh momentga keltiriladi.

2. Agar bosh moment M  = 0 , bosh vektor R ф  0 bo‘lsa, kuch
lar sistemasi bosh vektorga keltiriladi.

3. Bosh vektor R ф  0 hamda bosh moment M ф  0 bo‘lib, ular
o ‘zaro (R ± M)  perpendikular boiganda ixtiyoriy kuchlar sistema
si bitta bosh vektorga keltiriladi.
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yoki
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44-rasm. 45-rasm. 46-rasm.

Haqiqatan ham, bu holni to‘g‘riligini ko‘rsatish uchun bosh mo- 
mentning tashkil etuvchilarni shunday o ‘zgartiramizki, R' = R" = R 
bo‘lib, R'  esa bosh vektor R yo‘nalgan chiziq bo‘yicha unga qa- 
rama-qarshi yo‘nalsin (44-rasm).

Bu holda ( R , R r) <=> 0 bo‘lib, О nuqtadan AO =M /R  masofada

R" = R joylashadi. Demak, A nuqtada bitta bosh vektor hosil boladi.
4. Bosh vektor bilan bosh moment bir to ‘g ‘ri chiziq b o ‘ylab 

joylashsa,bunday hoi dinamo (dinamik vint) deyiladi.
Bosh vektor hamda bosh moment nolga teng bo lm ay  va ular 

perpendikular bo‘lmasa, kuehlar sistemasi dinamoga keltiriladi. Bu- 
ning to ‘g‘riligini isbotlash uchun bosh momentni tashkil etuvchilar- 
ga ajratamiz. Bu tashkil etuvchilardan biri bosh vektor bo‘ylab, ik- 
kinchisi bosh vektorga perpendikular bolsin (45-rasm).

Endi R bilan M 2 ga 3-holni q o ‘llasak, О nuqtadan 
А О = M  • sin <p/R masofada bosh vektor R" = R hosil b o ia d i .  
Shunday qilib, ixtiyoriy kuehlar sistemasining О nuqtadagi momen
ti M-cos(p boigan M x juft kuch momenti vektoriga hamda A nuq
tadagi bosh vektorga keltiriladi. Juft kuchning momenti vektori er
kin bolgani uchun M x ni A nuqtaga ko‘chirish mumkin. Demak, 
kuehlar sistemasi dinamoga keltirildi (46-rasm).

M { va R vektorlar yo‘nalgan o ‘q markaziy vint o ‘qi deyiladi.
5. Bosh vektor hamda bosh moment nolga teng bolsa, ixtiyoriy 

kuehlar sistemasi muvozanatlashadi.

20- §. Ixtiyoriy kuehlar sistemasining muvozanat shartlari

Fazoda joylashgan ixtiyoriy kuehlar sistemasi ta ’siridagi jism mu- 
vozanatda bolishi uchun bu kuchlarning bosh vektori hamda bosh 
momenti nolga teng bolishi zarur va yetarlidir:
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R = О, M  = 0. (20.1)
(20.1) ni Dekart koordinata okqlariga proyeksiyalaymiz:

Rx = I  Fvx = 0 , Ry = 2  FVJ. = 0, Л, = 1 ^ = 0 ;  (20.2)

M x = ' £ m x ( X )  = 0, M y = J ^ mv ( F , )  = 0, M.  = J > , ( / f )  = 0.

Ixtiyoriy kuchlar tekislikda joylashgan bo‘lsa, ularning muvoza
nat sharti quyidagicha bo‘ladi:

Y .K X = 0 ,  I X ,  = 0 , = 0. (20.3)

Agarda kuchlar sistemasi fazo (tekislik) da kesishuvchi kuchlar
dan iborat bo‘lsa, ularning muvozanat shartlari mos ravishda quyi
dagicha yoziladi:

E / v ,  - o .  E 4  = o ,  2 /\,- -  0 ; (20-4)

E 4  = 0 ,  X K y  = 0 .  (20.5)

Ixtiyoriy kuchlar sistemasi Oz o ‘qqa parallel bo‘lsa, (20.2) ning 
birinchi ikkitasi va oxirgisi aynan nolga teng boladi. Natijada fazo
dagi parallel kuchlarning muvozanat sharti quyidagicha bo‘ladi:

2X :  = 0 , x > ,  ( / f ) = 0, ( F , ) = 0. (20.6)

Agar parallel kuchlar tekislikda joylashgan boisa ,(20.3) ni shun- 
day yozish mumkin:

H K y  = 0 , Xmo(Z) = 0. (20.7)

Bunda kuchlar Oy o ‘qiga parallel boladi.

21- §. Turli kuchlar ta’siridagi jismning muvozanat 
shartlari jadvali

Fazoda joylashgan kuchlar Tekislikda joylashgan kuchlar

о

О

I 4 = o ,  
I f , ,  =o, 
1 4  =o. 
I X  Ю  = о.

1 * Д )  = о.
о

E 4 = o ,

V jk/
____  !>„(/■„) = o.К
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Davomi

22- §. Masalalar

1-masala. Og"irligi G =  2 N bo igan  К  yukni В blokdan o ‘t- 
kazilgan arqon yordamida Dchig‘ir ushlab turadi. Blokdagi ishqala- 
nishni hisobga olmay AB  va BC  bruslar zo'riqishi aniqlansin. 
Z A B C^ Z DB K = a = 30° (47-rasm).

Yechish. В tugun muvozanatini tekshiramiz. Buning uchun (47- 
rasm, b) dagidek Bxy koordinata sistemasini tanlab olamiz. i?tugun- 
ga /Tyukning oglrligi (aktiv kuch) qo‘yilgan, uni boglanishdan qut- 
qaramiz. Boglanishlar AB , BC sterjenlar hamda BD arqondan ibo
rat. Ularning reaksiyalari mos ravishda 5 , ,  va ^  • Sterjenlar 
cho‘zilayapti deb faraz qilamiz. 47-rasm, b dan ko‘rinib turibdiki, 
В tugundagi kuchlar tekislikdagi kesishuvchi kuchlar sistemasidir. 
Ularning muvozanat sharti quyidagicha:
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47-rasm.

2  Fvx = 0 ; 5, + S2 - cosa + T  • sin a  = 0 ,
2  Fyv = 0 ; S2 • sin a  + F • cosa + G = 0.

(22. 1) dan:
G + T- co sa  

sin a  ’

S\ = — S2 • cosa -  F • sin a  .
(22.2) ga son qiymatlarni qo'ysak:

= 5,45 N, = -7 ,46  N (22.3)
kelib chiqadi.

Bu yerda (+) ishora sterjen cho'zilishini, (—) ishora esa siqilishi- 
ni bildiradi.

2-masala. Sterjenli sistema bir-biri bilan sharnirli bog'langan 6 ta 
sterjendan iborat. A tug unga F kuch. Z?tugunga Q kuch qo‘vilgan. 
Sterjenlar zo’riqishi aniqlansin. Ularning og'irligi hisobga olinmasin 
(48-rasm). C, D, E nuqtalar qobzg‘almas sharnirli tayanchlardir.

48-rasm, a da ko‘rsatilgan sistema muvozanatini tekshirish 
uchun /1 va В tugunlar muvozanatini alohida-alohida tekshiramiz.

A tugunga F kuch, 1, 2 va 3 - sterjenlarning zo'riqishlari ta’sir 
qiladi. Ular fazoda joylashgan kesishuvchi kuehlar sistemasidan ibo
rat. Sanoq sistemasini 48-rasm, b dagidek tanlab, fazodagi kesishuv
chi kuchlarning muvozanat shartlarini tuzamiz:

= °; - ^ з  -co s4 5 °-5 ,  = 0,
X / \ .v = 0; -  S 2 = 0 , (22.4)

= 0 ; - F - S 3 ■ cos45° = 0.

(22.4) dan:
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= F, S2 = 0, 53 = - / 7 V2
kelib chiqadi.

Endi В tugunga qo‘yilgan Q, Si,  54 , Ss,  5б kuchlarning muvo
zanat shartlarining tenglamalarini tuzamiz (48-rasm, d):

Л  Fxx =0 ; 5j + S5 • cos45° = 0,
£  /\T = 0; 56 + 55 • cos45° = 0, (22.5)

^ F vz = 0 ; -  Q - 5 4 = 0.

(22.5) ni yechsak,

■S4 = - Q ’ s > = 56 = F
hosil boiadi.

3-masala, AB  balkaga intensivligi <?max= 2 kN /m  boigan  tekis 
taqsimlangan yuk qo‘yilgan. AB balkaning A v a  В tayanchlaridagi 
reaksiyalari aniqlansin. а = b = с = 2 m. AB balka oglrligi G= 4 kN 
(49-rasm, a).

Yechish. Masalani yechish uchun avval CD va DB qismlarga 
qo‘yilgan tekis taqsimlangan yukning teng ta’sir etuvchisini topamiz. 
CD qismdagi tekis taqsimlangan yuk teng ta’sir etuvchisining moduli 
Q^=q -CD, ya’ni Q{=4 kN bolib, u CD ning oltasiga qo‘yilgan;
CE = CD/2 yoki CE= 1 m. DB qismdagi tekis taqsimlangan yuk teng
ta’sir etuvchisining moduli Q2 = qmaK ■ DB/2,  ya’ni, Q2 = 2 kN. U

DB  2DE = —  = -  m boigan /-’nuqtaga qo‘yilgan (49-rasm, b).

Endi AB balka muvozanatini tekshiramiz (49-rasm, b). Balkaga 
ta’sir etuvchi kuchlar tekislikda joylashgan parallel kuchlar sistema- 
sidan iborat. Ularning muvozanat sharti tenglamalarini tuzamiz:
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а
49-rasm.

b

V f vi. =0 ; Ra -£>, - G  + RB - Q 2 = 0,

Х я л ( ? . )  = 0; -  Q\ ■ A E - Q 2 - A F - G  Ra -AB = 0. (22.6)

49-rasm, b dan:
AE=AC+CE, AE=2+\=3 m, AF=AD+DF, AF=4+2/3 =14/3 m.

(22.6) ga son qiymatlarni qolysak,
Ra =  4,44 kN, RB = 5,56 kN 

ekanligi kelib chiqadi.
4-masala. Oglrligi G =  115 N boigan A В CD kvad rat plastinka

3 ta sterjen yordamida gorizontal holda ushlab turiladi. A nuqtaga 
Q = 185 N kuch qoVilgan. Steijenlardagi zo'riqish aniqlansin (50-rasm).

Yechish. Sanoq sistemasini 50-rasm, b dagidek tanlaymiz. Ster- 
jenlar reaksiyasini mos ravishda 5, , S2 va S3 deb olamiz. ABCD 
plastinkaga ta’sir etuvchi kuehlar Oz okqiga parallel joylashgan. Uiar- 
ning muvozanat shartlari quyidagicha boladi:

2 X -  = 0; Sy + S2 + S} -  Q - G  = 0, (22.7)

X mx ( F x ) = 0; -  G ■ a/2 + S2 ■ a + 5 3 • a = 0, (22.8) 

Y ,mv ( Fv) = 0; G • a /2  + Q • a -  S3 - a = 0 . (22.9)

50-rasm.



(22.9) dan: & = <7/2 + Q ,S 3 = 115/2 + 185 =242,5 N.

(22.7) va (22.8) dan: 5, =Q + G - S 2 -  S3 S  -  ^  -  S  
2~

Son qiymatlarni qo‘ysak: S{ = 242,5 N, S2 =-185N, S3 = 242,5 N.
5-masala. 51-rasmda ko‘rsatilgan juft z

kuch momentlarining teng ta ’sir etuvchisi
ning moduli topilsin. M l = M2 = 1 Nm,
M3 — 0,707 Nm, a  = 45°.

Yechish. 48-rasmda ko‘rsatilgan juft 
kuch momentlari fazoda joylashgan. Bizga 
m a’lumki, fazodagi juft kuch momentlari
ning geometrik yig‘indisi ularning bosh mo
mentidan iborat edi. Juft kuch momentlari- 
ni Ox, Oy, Oz o‘qlariga proyeksiyalaymiz:

M x = - M 2 • cos a  + M3,
M y = — Л/, ■ cosa + M 2 • sin a ,  

M z = M { ■ sin a.

Son qiymatlarni qo‘ysak:

51-rasm.

M x = 0, M v = 0, M  = 0,707 Nm.

Natijada,

M  = J M + Mi, + M iУ  z M 0,707 Nm 
kelib chiqadi.

6-masala. Og‘irligi (7 boigan balkaning A uchi devorga kirgizib 
mahkamlangan, В uchiga BC balka sharnir yordamida biriktirilgan.

BC  balkaning С uchi qo‘zg‘aluvchi tayanchga mahkamlangan. 
BC balka og‘irligi AB balka og‘irligi bilan bir xil. А, В, С tayanch- 
lardagi reaksiyalar topilsin. BC  balkaga momenti M bo ‘lgan juft 
kuch qo‘yilgan. AB  =  BC = a (52-rasm, a).

Yechish. Sanoq sistemasini (52-rasm, b, d) dagidek tanlaymiz. 
AB va 5Cbalkalar muvozanatini alohida-alohida tekshiramiz. Ular- 
ga ta ’sir etuvchi kuchlar rasmda ko‘rsatilgan.

AB balkaning muvozanat shartlari quyidagicha boiadi (52-rasm, by.

L / \ „  = 0 ; X A
I  K y = 0 ; r ,  

^ m A ( l \ )  = 0; M A

X B =0 , 

с  -  YB = 0 , (22.10)

G ~ - Y B -AB = 0.2 B
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52-rasm.

9К к

B \ --

**

<--------L
'<■ С

d

ВС balkaning muvozanat shartlari quyidagicha yoziladi (52-rasm, d): 

Z F „  =0 ; X'B - X C = 0 ,
Z F V). =0 ; Y'B - G  = 0, (22.11)

2 > a ( 7 \ . ) = 0; M -  Xc ■ BC = 0.

(22. 10), (22.11) tenglamalarni yechsak:

X A = X B = X C = *L. YA = 2 G, YB = G . M A = Ц .

7-masala. Og‘rligi G — 1,6 kN bo igan  baraban o ‘qiga zanjir 
o bralgan boiib, uning tarangligi T= 20 kN, rx = 20 sm (53-rasm, a). 
Baraban S  shesternyaga qo'yilgan F kuch ta ’sirida muvozanatda 
turadi. F va T Oy o ‘qiga parallel, r2=40 sm. Shesternya markazi A 
podpyatnikdan AS=  10 sm uzoqlikda joylashgan. AB=\2ti sm, 
SD=40 sm. A podpyatnik, В podshipnik reaksiyalari hamda kuch 
miqdori topilsin.

Yechish. 53-rasm, a dagi baraban muvozanatini tekshiramiz.
A  podpyatnik, В podshipnik ta ’sirini mos ravishda X a , Y a , Z a , X b , Y b

reaksiya kuchlari bilan almashtiramiz. U holda baraban T , F , G ,

X a , Y a , Z a , X b , Y в kuchlar t a ’sirida muvozanatda b o ia d i .  Bu
kuchlar fazodagi ixtiyoriy kuchlar sistemasidan iborat.

Demak, muvozanat tenglamalari quyidagicha boiadi:

£ F V,  = 0; X A + X B = 0,
£ F V,  =0 ; VA + Yb + T - F  = 0,

5 X  = 0 ; Z A -  G = 0,

2 X ( F v )  = 0; 10 - F - 50 -T - 120 - YB = 0,
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53-rasm.

5 > , , ( F v )  = 0; 120 = 0, 

Y j mz ( F v ) = 0; 2 0 - T - 4 0 - F  = 0. 

Son qiymatlarni qo‘ysak:

(22.12)

X A = 0 , Ya = -2,5  kN, = 1,6 kN,
= 0 , YB = -7,5 kN, F = 10 kN.

Bu yerdagi (—) ishora YA, YB laming haqiqiy yo‘nalishi 53-rasm, b 
dagiga teskari bo‘lishini bildiradi.

У Nazorat savollari

1. Puanso lemmasi qanday ta’riflanadi?
2. Ixtiyoriy kuchlarni bir markazga keltirishni tushuntiring.
3. Bosh vektor va bosh moment nima?
4. Qanday holda ixtiyoriy kuehlar sistemasi bosh vektorga keltiriladi?
5. Qanday holda ixtiyoriy kuehlar sistemasi bosh momentga keltiriladi?
6. Dinamo nima'?
7. Teng ta’sir etuvchining yolnaltiruvchi kosinuslari qanday aniqlanadi?
8. Bosh momentning yo‘naltiruvchi kosinuslari qanday topiladi?
9. Bosh moment bilan bosh vektor orasidagi burchakni topish for- 

mulasini yozing.
10. Fazoda ixtiyoriy joylashgan kuehlar sistemasining muvozanat 

shartlari qanday ta’riflanadi va yoziladi?
11. Tekislikdagi ixtiyoriy kuehlar muvozanat shartlarini ta’riflang va 

yozing.
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VI BOB. ISHQALANISH KUCHI

23- §. Sirpanishdagi ishqalanish kuchi

Bir jism ikkinchi bir jism ustida sirpanganida hosil boladigan 
qarshilik sirpanishdagi ishqalanish kuchi deyiladi.

Ishqalanish kuchining jism normal bosimiga to‘g‘ri proporsional 
(mutanosib) ekanligi tajribalarda aniqlangan:

bu yerda: N — tekshirilayotgan jismning normal b o s im i ; /— sirpa- 
nish ishqalanish koeffitsiyenti.

Agar ishqalanuvchi jismlar tinch turgan bo‘lsa, ularning ishqala
nish kuchi statik ishqalanish kuchi deb ataladi:

bu yerda: f Q -  jismning tinch turgan vaqtdagi ishqalanish koef
fitsiyenti.

Jism gladir-budir tayanch tekislik ustida muvozanatda turgan 
bolsa, tayanchning reaksiya kuchi normal reaksiya hamda ishqala
nish kuchidan iborat bo‘ladi (54-rasm).

Normal reaksiya kuchi bilan maksimal ishqalanish kuchiga t o ^ r i  
keladigan to la  reaksiya kuchi R orasidagi burchak ip ishqalanish bur- 
chagi deyiladi:

Agarda g‘adir-budir sirt ustida turgan jismga normal reaksiya bi
lan a  burchak hosil qiluvchi P kuch qo‘yilganda jisrnni harakatga 
keltiruvchi / '• s in a  kuch maksimal ishqalanish kuchidan katta bo‘- 
lishi kerak (55-rasm), ya’ni:

F isil = f N , (23.1)

(23.2)

tgcp = max fc-N (23.3)

bundan 
kelib chiqadi.

P  ■ s in  a  > f () - P  ■ c o s a  , 

t g a  > /о  = tgcp v o k i  a  > cp

max

54-rasm. 55-rasm.
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Ishqalanish kuchi yuzaga keladigan holatlarni tekshirishga oid 
statika masalalari ishqalanish kuchi hisobga olinmaydigan masalalar 
singari, ya’ni muvozanat tenglamalarini tuzish yo‘li bilan yechiladi. 
Lekin ishqalanish kuchlari ham jismga ta ’sir qiluvchi kuchlar qato- 
riga kiradi.

24- §. Dumalanishdagi ishqalanish kuchi

Bir jismning ikkinchi jism ustida du- 
malanishga qarshilik qiluvchi kuch duma
lanishdagi ishqalanish kuchi deyiladi.
Og‘irligi G, radiusi R boigan  g‘ildirakka
Q kuch ta’sir qilsin (56-rasm).

Q kuch t a ’sirida g‘ildirak bilan sirt- 56-rasm.
ning tegib turgan nuqtasida sirpanishdagi
ishqalanish kuchi hosil boiadi. Modul jihatidan teng boigan Q va 
F lsh kuchlar yelkasi glldirak radiusiga teng boigan juft kuch hosil 
qiladi va u gildirakni dumalatishga harakat qiladi.

Glldirakning sirtga ko‘rsatayotgan bosim kuchi G ta ’sirida ikki 
jismning bir-biriga tegib turgan yuzasi deformatsiyalanadi. Natijada 
normal reaksiya kuchlarining teng ta ’sir etuvchisi A nuqtadan o‘ng
tomonda joylashgan В nuqtaga qo‘yilgan boiadi. Bosim kuchi G
va normal reaksiya kuchi N  yelkasi AB =  5 boigan juft kuchni ho
sil qilib, u glldirak dumalanishiga qarshilik ko‘rsatadi. 5 — dumala
nishdagi ishqalanish koeffitsiyenti deyiladi.

Shunday qilib, glldirakka momentlari bir-biriga qarama-qarshi
yo‘nalgan ( Q ,F 'sh) va (G , N ) juft kuchlar ta ’sir etadi. G lld irak  
dumalashi oldida

mA(Q) = mA( N )  yoki Q R = N - 3  (24.1)
boiadi.

3 3
(24.1) dan: Q = . Agarda Q > — N  bolsa , glldirak duma-

laydi.
8-masala. Oglrligi G, diametri 1 m boigan g‘altak glldiramas- 

ligi uchun og‘ma tekislikning gorizontga eng katta oglsh burchagi to
pilsin. Dumalanish ishqalanish koeffitsiyenti 5=0,0005 m (57-rasm, a).

Yechish. G ‘altak muvozanatini tekshiramiz. Unga aktiv G o g ir

lik kuchi, /V , F lsh reaksiyalar ta’sir qiladi (57-rasm, b).
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а
57-rasm.

b

G oglrlik kuchini GX,G> tuzuvchilarga ajratamiz:

Gx =G  sin a, Gv =G  cosa.
Gvg‘altakni aylantirishga harakat qilsa, Gv esa unga qarshilik 

ko'rsatadi. G ‘altakka ta’sir qiluvchi kuchlarning muvozanati yaqini- 
dagi muvozanat tenglamalarini tuzamiz:

£  Fv  =<);-<?• cosa + N = 0; £  = 0; G sin a  -  F'* = 0,

( Fv) = 0; G sin a  -  /V 5 = 0.

Mazkur tenglamalarni yechsak,

N -  G • sin a ,  G • у  ■ sin a  -  G • 5 • cosa = 0 

kelib chiqadi.

Bundan: tga = tga = 0,001, a = 0,057°. a

2  Nazorat savollari

1. Sirpanishdagi ishqalanish kuchi nima?
2. Dumalashdagi ishqalanish kuchi nima?
3. Ishqalanish burchagi deb nimaga aytiladi?
4. Jism harakatga kelishi uchun ta’sir qilayotgan kuchning normal 

bilan tashkil qilgan burchagi va ishqalanish burchagi orasidagi 
munosabat qanday bo‘lishi kerak?

5. Jism dumalanishi oldida qanday shart bajarilishi kerak?
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VII BOB. PARALLEL KUCHLAR. 
OG 4RLIK MARKAZI

25- §. Bir tomonga yo‘nalgan ikki parallel kuchni qo‘shish

Faraz qilaylik, jismning A va В 
nuqtalariga mos ravishda bir to 
monga qarab yo‘nalgan Fx va F2 
kuchlar qo‘yilgan boisin (58-rasm). 
A va В nuqtalarga ta’sir chiziqlari
AB  da joylashgan (Pi , P 2 ) t=> 0 
sistemani qo ‘yamiz. Natijada A 
nuqtada Fx va P\, В nuqtada esa 
F2 va P2 kuchlar hosil bo iad i.  
Ularni 4-aksiomaga asosan

+1*2

58-rasm.

qo‘shib Rx = Fx + Px hamda
R2 = F2 + P2 kuchlarni hosil qilamiz. Rx va R2 ta ’sir chiziqlarining 
kesishgan nuqtasini О deb belgilab, ularni 3-aksiomadagi teoremaga 
ko‘ra О nuqtaga ko'chiramiz. So‘ngra Rx ni, Fx ,PX \ shuningdek, 
R2 ni F2 , P2 kuchlarga ajratamiz.

Demak, О nuqtada bir to ‘g‘ri chiziq bo ‘ylab yo‘nalgan Fx va 
F2 kuchlar hosil boiadi. Ularni algebraik qo‘shib,teng ta ’sir etuv- 
chisini aniqlaymiz:

R = F X+F2. (25.1)

Endi R ni ta’sir chizigi bo‘ylab S  nuqtaga ko‘chiramiz. 
58-rasmdagi AOAS  va AOA{A 2, AOBS  va AOBxB2 o ‘xshash 

boigani uchun

OS A S  ’ OS SB
boiadi.

Fx

(25.2) dan: ~sb  = 7 s  ■

(25.3) dan hosilaviy proporsiya tuzsak:
F\ _  h  F\ +F2 

~SB ~ ~AS ~ SB + A S

F\ _ f 2 _ R
SB A S  A B '

(25.2)

(25.3)

yoki (25.4)
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Demak, bir tomonga qarab yo'nalgan ikki parallel kuchning 
teng ta’sir etuvchisi ularning algebraik yiglndisiga teng bo‘lib, yo‘- 
nalishi mazkur kuehlar yo‘nalishida,ta’sir chizig‘i esa kuehlar qo‘yil- 
gan nuqtalar orasidagi masofani shu kuchlarga teskari proporsional 
bolaklarga boMib o ‘tadi.

26- §. Parallel kuehlar markazi

Fazoda bir tomonga qarab 
yo'nalgan parallel F{ ,F2 ,.. . ,Fn 
kuehlar jismning A v A v  ..., A n 
nuqtalariga qo‘yilgan bo‘lsin (59- 
rasm). Kuehlar qo‘yilgan nuqta- 
larning Oxyz sanoq sistemasiga 
nisbatan radius-vektorlarini mos
ravishda j j , r2 ,...1rn deb belgi- 
laymiz. Yuqoridagi mavzuga asos- 
lanib, awal Fx va F2 ni qo‘shamiz:

^ 1,2 = 1̂ + ^2 •> F\ ' Д  1̂ — ^2 ' S\A2 '

S x nuqta radius-vektorini rS] desak: Fx ■ (/*s - r x) = F2 • (r2 -  rs ),  

bundan av. = - ~ +~] — kelib chiqadi.
f1+f2

25-§ dagidek qo‘shishni davom ettirsak: 

F\-r\+F2 -r2 +... + Fn -rf
= yoki rs =

-ry
(26.1)

Fi + F2 +...+ Fn  ̂ •’ T F V 

hosil bo‘ladi.
(26.1) formula yordamida aniqlanadigan S  nuqta parallel kuehlar 

markazi deyiladi.

27- §. Qattiq jismning og‘irlik markazi

Yer sirtiga yaqin bo‘lgan qattiq jismning har qaysi bo‘lagiga Yer 
markaziga qarab yo‘nalgan og‘irlik kuchi ta ’sir etadi. Tekshirilayot- 
gan jism o ‘lchamlari Yer o ‘lchamlariga nisbatan juda kichik bo‘lga- 
ni uchun ta ’sir etuvchi oglrlik kuchlarini parallel deb qarash mum
kin. Demak,parallel kuehlar markazi jismning og‘irlik markazidan 
iborat bo‘ladi. Shunday qilib, jism og‘irlik markazi (26.1) formula
dan aniqlanadi.
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Jism bolaklariga ta’sir etuvchi og ir
lik kuchlarining teng ta ’sir etuvchisini 
G desak,

G = S C V .

Natijada (26.1) quyidagicha yoziladi:

-  I X - Vr = ----------- yoki

_ Z  Gv xv У G’v • vv 
---- ’ ”5I  Gv ^  IG V

Z Gv -zv
Zs (27.1)

28- §. Bir jinsli jismlar ogirlik  markazining koordinatalari

Bir jinsli jism biror bolagining og‘irligi uning hajmiga proporsio- 
nal bolsin. Bu holda:

Gv = y K v , (28.1)

bu yerda: у — bir birlik hajm ogirligi; Vv — jism v bolagining hajmi.
(28.1) ni (27.1) ga qo‘ysak:

TK-Xv I K - } \  _ I K - z vz s = - v- v • (28.2) 
I K  I K  I K

Koordinatalari (28.2) formula bilan aniqlanadigan nuqta jism haj- 
mining ogirlik markazi deyiladi (61-rasm).

Jism yuzasining ogirlik markazini aniqlash uchun undan Sv yuza- 
ni ajratib olamiz (62-rasm). Bu yuza ogirligi:

Gv = 8-  Sv , (28.3)

bu yerda: S — bir birlik yuza ogirligi; S  -  jism v bolagining yuzi.

61-rasm.
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(28.3) ni (27.1) ga qo'ysak:

Z s v 'A"v S  s.. x s = -  -  -  >4 = • (28.4)
I^ v  ХУ

(28.4) jism yuzasi o g ir l ik  markazining 
s - ------------у koordinatalarini aniqlash formulasidir.

Chiziq ogirlik markazining koordinatala- 
x rini topish uchun undan lv yoyni ajratamiz.

63-rasm. Bu yoyning ogirligi:
Gv = p • /v , (28.5)

bu yerda: p — bir birlik yov og‘irligi; lv — jism v boiagining uzun- 
ligi (63-rasm).

(28.5) ni (27.1) ga qolyamiz:

Z A. ' xv X K- ■ vv Z ■ Zy
X S = — ------y s , Zs = — — L - (28.6)

z  /v z / v Z I,
(28.6) dan chiziq ogirlik markazining koordinatalari aniqlanadi.

29- §. Jism ogMrlik markazining koordinatalarini aniqlash 
usullari

Jism ogirlik markazining koordinatalarini aniqlashning quyidagi 
usullari bor:

1. Simmetriya usuli. Agar jism simmetriya tekisligi, simmetriya 
o bqi, simmetriya markaziga ega boisa, uning ogirlik markazi mos 
ravishda simmetriya tekisligida, o'qida, markazida yotadi.

2., Ajratish usuli. Agar jismning o g ir l ik  markazini m a i u m  
boigan  chekli boiaklarga ajratish mumkin bo isa ,  (28.2), (28.4),
(28.6) formulalardan foydalanib jism ogirlik markazining koordina
talarini aniqlash mumkin.

3. ToMdirish usuli. Bu holda jismni ogirlik markazi m aium  b o i 
gan chekli boiaklar bilan toidiriladi, soiigra (28.2), (28.4), (28.6) 
formulalar yordamida jism ogirlik markazining koordinatalari topiladi.

4. Integrallash usuli. Agar vuqoridagi usullarni qoilash mumkin 
boim asa. jismdan elementar boiakcha ajratib olinadi. Bu holda
(28.2) quyidagi ko'rinishni oladi:

z  л ^ -av  ̂ z  _ z . \ к -Zy
У s -  ~ ~ ' <-.vz  \ i ; i -Wy  z  \ ;

Bundan AVv larni nolga intiltirib limitga o isak  , yuqorida kelti- 
rilgan formulaning suratlari jism hajmi bo‘yicha tarqalgan integral- 
ni, mahraji esa jism hajmini beradi:
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XS = y  i  x d V ’ ys = y  \  yd V > zs = y  j  zdv .  (29.1)
(K) (K) (K)

(28.4) va (28.6) ni quyidagicha yozish mumkin:

4  J xdS, ys  =тг \ y d S \  (29.2)
( S )  ( S )

xs = 7  j  xdl, y s = у  j  yd l, ^5 = 7  J zdl. (29.3)
U ) (/•) (L)

30- §. Oddiy shaklli ba’zi bir jinsli jismlarning og‘irlik 
markazlari
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Davomi

31- §. Masalalar

9-masala. ABD kronshteyn AB va BD sterjenlardan tashkil top- 
gan. Ikkala sterjen og'irligi bir xil BD= 20 sm, a=60°. Kronshteyn 
og"irlik markazining absissasi x s=0 bolishi uchun AB uzunligi qan
day bolishi topilsin (64-rasm).

Yechish. Sanoq sistemasini 64-rasmdagidek tanlaymiz. ABD  
kronshteyn og‘irlik markazi (28.6) formuladan foydalanib aniqlanadi:
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64-rasm.

v _ l \ X \ + l 2 X2 1( _ 1 \ У \ + Ь У 2

X s — f c i r ' y s — f c h —  ( J U )
Masala shartiga kobra x5=0 bo‘lishi so‘ralgan. Shuning uchun

(31.1) formulaning birinchisidan foydalanamiz.
Tekshiralayotgan masalada:

x, = ^  X2 = - ^ . c o s a ,  /j = BD = 20sm, (2 = AB.

, h h ,A ■ -----h cosa? ?Natijada: = — " ■ — ---------= 0.
6 h +h

Son qiymatlarni formulaga qo‘ysak:
/2

20 -10 — = 0 , lj = 800, /2 = 20V2 =28, 2 sm 

kelib chiqadi.
10-masala. Uzunligi 120 mm bo‘lgan to‘g‘ri burchak ostida egil- 

gan (65-rasm) simning og‘irlik markazi aniqlansin. 0 ‘lchovlar rasmda 
berilgan.

Yechish. Sanoq sistemasini 65-rasmdagidek tanlaymiz. Simning 
oglrlik markazi (28.6) ga asosan aniqlanadi:

v _ /|A| +l2x2 +/3.V3 _1\У\+ЬУ2+ЬУъ
X S -------- , , , 7 ,------ ’ ys -h +h h +h +h 

zs (3i.2)/1 +l2 +/3
65-rasmdan:
x2 = x3 = y x = y3 = z\ = z2 = 0 , X{ = y 2 = Z3 = 20 mm. (31.3)

(31.3) ni (31.2) ga qo‘ysak: =0,67sm, ys =0,67sm,^ =0,67sm.
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ll-m asala. Radiusi R = a  b o i 
gan chorak aylana bilan radiusi
R2 = 7  boigan aylana chegaralan- 
gan yuzaning ogirlik markazi aniq- 
lansin (66-rasm).

Yechish. Sanoq sistemasini 
66-rasmdagidek tanlaymiz. Chorak 
doira yuzining ogirlik markazi Cy 
simmetriya o ‘qi О A da yotadi:

x { = y\ = ОСл • cos45°. 

30-§ ga asosan:

ОС = ± - R .
. к

s in— 
___ 4

Л
4

Natijada

yoki ОС, =

4 a

66-rasm.

4aV2
3n

*1 = >’l = T- .J 71 (31.4)
Yarimdoira ogirlik markazining koordinatalari quyidagicha boiadi:

(31.5)
sin- 2a_

3 я

Endi chorak aylana bilan yarimaylana chegaralangan yuza o g ir 
lik markazini aniqlaymiz. U (28.4) ga asosan:

Л'| -V| .Si x~t
5 , - 5 ,

bunda 5,
71R. ка

~4

)’s

5,

5 1 J’l — 5 2 V;
5, -5-)

na~
~

31.6)

(31.7)

(31.4), (31.5) va (31.7) ni (31.6) ga qo'ysak, * s=0,349tf 
(uzun.bir.), j>s=0,636<z (uzun.bir.) kelib chiqadi.

?  Nazorat savollari

1. Ikkita parallel kuch qanday qo'shiladi?
2. Bir qancha parallel kuchlar qanday qo‘shiladi?
3. Jismning ogirlik markazi nima?
4. Uchburchak va trapetsiya yuzining ogirlik markazi qanday aniqlanadi?
5. Aylana yoyi uzunligi ogirlik markazini aniqlash formulasini yozing.
6. Doira bolagi ogirlik markazini aniqlash formulasini yozing.
7. Murakkab jismlar ogirlik markazi qanday topiladi?
8. Ogirlik markazini aniqlash usullarini ta'riflang.
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IKKINCHI B O ‘LIM

K I N E M  A T I K A

Asosiy tushunchalar

Jismning vaqt o ‘tishi bilan o‘z holatini jism bilan bogiangan sa
noq sistemasiga nisbatan uzluksiz ravishda o ‘zgartirishi mexanik ha
rakat deyiladi.

Kinematikada jism harakati faqat geometrik nuqtayi nazardan, 
ya’ni unga ta’sir etuvchi kuchlar e’tiborga olinmay tekshiriladi. Ha
rakat tushunchasi fazo, vaqt va harakatlanuvchi jism tushunchalari- 
ga bog iiq .  Istalgan vaqtda jismning fazodagi holatini aniqlash 
mumkin boigandagina uning harakati m a’lum boiadi. Mexanikada 
fazo uch oichovli deb qaraladi. Vaqt hech qanday sanoq sistema
siga bogianmasdan, har qanday sistema uchun bir xil va harakat- 
ning nisbiyligidan qat’i nazar deb hisoblanadi. Uni uzluksiz o ‘zga- 
ruvchi deb, / bilan belgilanadi. Xalqaro (SI) sistemasida vaqtning 
oichov birligi sekund, masofaning oichov birligi esa metr deb qa- 
bul qilingan.

VIII BOB. M ODDIY NUQTA KINEMATIKASI

32- §. Moddiy nuqta harakatining berilish usullari

Moddiy nuqtaning harakati davomida fazoda qoldirgan izi 
trayektoriya deb ataladi. Trayektoriya to ‘g‘ri chiziqdan iborat b o i 
sa, to ‘g ‘ri chiziqli harakat; egri chiziqdan iborat boisa, egri chiziqli 
harakat deyiladi. Agar tanlangan sanoq sistemasiga nisbatan nuqta
ning holatini aniqlash ko‘rsatilgan boisa, nuqta harakati berilgan 
deb hisoblanadi.

Moddiy nuqta harakati 4 ta usulda beriladi:
1) vektor; 2) koordinata; 3) tabiiy; 4) qutb.
Biz, asosan, uchta usul bilan tanishib chiqamiz.
1. Yektor usuli. Faraz qilaylik, M  nuqta Oxyz koordinatalar sis

temasiga nisbatan AB trayektoriya b o ‘ylab harakat qilayotgan 
boisin. О va M  nuqtalarni tutashtiruvchi vektor OM = r nuqtaning 
radius-vektori deyiladi (67-rasm).
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Vaqt o iish i bilan M  nuqta holati 
okzgara boradi, natijada uning radius- 
vektori ham miqdor va yobnalishi jiha- 
tidan o kzgaradi. Agar M  nuqtaning ra-

^ _____  dius-vektori vaqt funksiyasi sifatida
j / O  j  \z /  ' berilgan b o ‘lsa, nuqtaning fazodagi

/ _ _______y ' x holati istalgan vaqt uchun aniqlangan
/~  У boladi. ya’ni:

л r = r ( t ) . (32.1)
67-rasm. (32.1) tenglama moddiy nuqta ha

rakatining vektor usulida berilishidir.
2. Koordinata usuli. Chizma geometriyadan, matematikadan 

ma’lumki, M  nuqta holatini x, y, z Dekart koordinatalar orqali aniq
lash mumkin. Nuqta harakatlanganda koordinatalar vaqt o4ishi bi
lan okzgaradi, ya’ni ular vaqtning bir qiymatli fuksiyasidan iborat 
boladi:

x = x( t ) ,  у = у ( t ), Z = Z ( t ) . (32.2)

(32.2) m a’lum boisa, nuqtaning fazodagi holatini istalgan payt- 
da aniqlash mumkin.

(32.2) tenglama moddiy nuqta harakatining koordinata usuldagi 
berilishidan iborat.

(32.2) dan vaqtni yo‘qotsak. nuqtaning trayektoriya tenglamasi 
kelib chiqadi. M nuqta harakati Oxy tekisligida sodir boisa, (32.2) 
quyidagicha boiadi:

л- = x( i ) .  у -  y(r).  (32.3)

Nuqta harakati to ‘gkri chiziqli boisa.-harakat yo'nallshim Ox 
o'qi deb qarasak, (32.2) ni

a  = x ( t  ) (32.4)

ko'rinishda yozish mumkin.
Agar Oxyz koordinata sistemasi o ‘qlarining birlik yoiialtiruvchi

vektorlarini mos ravishda /', J , k desak, M  nuqta radius-vektorini 
quyidagicha yozish mumkin (67-rasm):

r = xi + yj + zk . (32.5)
(32.5) tenglama nuqta harakatining vektor usulda berilishi bilan 

nuqta koordinatalari orasidagi munosabatni ifodalaydi.
3. Tabiiy usul. Faraz qilaylik, M nuqta m aium  AB trayektoriya 

bo'ylab harakatlanayotgan boisin (68-rasm). Trayektoriyadagi biror 
О nuqtani sanoq markazi deb, musbat va manfiy yolnalishlarni bel-
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gilab olamiz. U holda nuqtaning trayekto-  ̂ О 
riyadagi holati 5 egri chiziqli koordinata 
bilan aniqlanadi, ya’ni:

5 = s ( t ) . (32.6)
(32.6) tenglama M nuqtaning trayek- , e

• , T , oo-rasm.toriya bo ylab harakat qonuni yoki harakatm
tabiiy usulda berilishidan iborat.

Demak, M  nuqta harakatini tabiiy usulda aniqlash uchun: 
1) trayektoriya; 2) trayektoriyadagi sanoq markazi; 3) harakat yo‘na- 
lishi;4) trayektoriya bo‘ylab harakat qonuni berilishi kerak. Ko‘rinib 
turibdiki, trayektoriya ma’lum bo‘lsa, qo‘yilgan masalani hal etishda 
bu usuldan foydalanish qulay.

33- §. Moddiy nuqta harakatini koordinata usulida 
berilishidan tabiiy usuldagi berilishiga o4ish

Faraz qilaylik, moddiy nuqta harakati (32.2) tenglamalar bilan 
berilgan boMsin, ya’ni:

X = x( t ) ,  у  = y( t ) ,  Z = z(t). (*)
Matematikadan ma’lumki:

ds = yjdx2 + dy2 + dz2 . (33.1)
(*) ni vaqt bo‘yicha differensiallaymiz:

dx = xdt ,  dy = ydt ,  dz = z d t . (33.2)
(33.2) ni (33.1)ga qo'ysak:

ds = 'x2 + y 2 + z2 d t . (33.3)
t= 0 va / = / oraliqda (33.3) ni integrallasak:

(33.4)5 = j \ / i 2 + y 2 + z 2 dt = s(t)
0

kelib chiqadi.
Demak, (*) dan foydalanib, nuqtaning trayektoriya bo ‘yicha 

tenglamasini aniqladik. Boshqacha aytganda nuqta harakati koordi
nata usulida berilganda uning tabiiy usuldagi berilishini keltirib chi- 
qardik.

34- §. Moddiy nuqtaning tezlik va tezlanish vektori

Moddiy nuqtaning holati va harakat yo‘nalishining o lzgarishini 
uning tezligi belgilab beradi.
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69-rasm. 70-rasm.

Moddiy nuqta harakati vektor usulda berilganda tezlik qanday 
aniqlanishini ko‘rib chiqaylik. Aytaylik, t=tQ da tekshirilayotgan 
nuqta M0 da boiib, radius-vektori r() ■ t=tx da nuqta M x da, radius- 
vektori 7\ boisin. Bu holda t — t0=At vaqt o ‘zgarishi, r - r 0 = Ar 
esa radius-vektor o lzgarishi boladi.

Radius-vektor o ‘zgarishini vaqt o'zgarishiga nisbati nuqtaning 
o krtacha tezlik vektorini beradi (69-rasm):

V  Ar
—  - (34.1)

(34.1) dan A/4>0 da limitga oisak, nuqtaning haqiqiy tezlik vek
tori kelib chiqadi:

l im  -г- =  — г - V  y o k i  ^  ~ . (34.2)\/ —>0 M dt dt
(34.2) dan ko'ramizki, moddiy nuqtaning tezlik vektori uning ra- 

dius-vektoridan vaqt bokyicha olingan birinchi tartibli hosilaga teng.
At nolga intilganda V0.r Л/0 nuqta atrofida aylanib urinmaga ya- 

qinlashadi. Natijada tezlik vektori trayektoriyaga urinma boiib, ha
rakat voiialishi tomon yoiialadi. Tezlik xalqaro SI sistemada m/s da 
oichanadi.

Moddiy nuqta tezligi yo'nalishi va miqdori qanchalik tez o kzga- 
rishini aniqlaydigan kattalik uning tezlanishidir.

Faraz qilaylik, tekshirilayotgan nuqta t=t{) da M{)-da b o iib ,  
uning tezligi V0; t= t{ da Л/, da b o iib ,  tezligi \\ bo is in .  Tezlik 
o‘zgarishi AV = Vt - V {) ni aniqlash uchun Л/, nuqta tezligi Vx ni 
M0 nuqtaga, mazkur tezlikka parallel qilib ko‘chiramiz, so‘ngra pa- 
rallelogramm qursak, shu parallelogrammning bir tomoni AV dan 
iborat boiadi (70-rasm).
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Nuqtaning o‘rtacha tezlanish vektori quyidagicha bo‘ladi:

Д V
fl0 T = — . (34.3;

(34.3) ning Af->0 dagi limiti haqiqiy tezlanish vektorini beradi:

AV d V  _ d  V d 2ry°ki (34-4)
Demak, moddiy nuqtaning tezlanish vektori tezlik vektoridan 

vaqt bo‘yicha birinchi, radius-vektoridan ikkinchi tartibli hosilaga 
teng. x

Agar nuqta bir tekislikda yotuvchi chiziq bo‘ylab harakatlansa, 
a trayektoriya tekisligida yotib, trayektoriyaning botiq tomoniga 
yo‘naladi.

Agar nuqta bir tekislikda yotmaydigan egri chiziqdan iborat 
bo‘lsa, fl0.r parallelogramm tekisligi P da yotadi. A/1—>0 bo‘lganda, 
ya’ni nuqta M0 ga yaqinlashganda, P tekislikning egallagan ho
lati yopishma tekislik deyiladi. Demak, M nuqtaning tezlanish vek
tori yopishma tekislikda yotadi va trayektoriyaning botiq tomoniga 
yo‘naladi (70-rasm). SI sistemada tezlanish m/s2 da o ‘lchanadi.

35- §. Moddiy nuqtaning tezlik va tezlanishini koordinata 
usulida aniqlash

Moddiy nuqta harakati Dekart koordinatalarida (32.2) tengiama- 
lar bilan berilgan bo'lsin.

Tezlik vektorining Dekart koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalari-

ni mos ravishda Vx , Vy , Vz desak:

V = Vx i + Vy j  + VZ к . (35.1)
(34.2) ga ko‘ra (32.5) dan vaqt bo‘yicha hosila olamiz:

?  = (35.2)
dt  dt  dt

(35.2) bilan (35.1) ni solishtirsak,

<35-3>
kelib chiqadi.

Demak, tezlik vektorini koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyasi nuq
taning mazkur o ‘qdagi mos koordinatasidan vaqt bo‘yicha olingan 
birinchi tartibli hosilasiga teng. Tezlik vektori proyeksiyalari mos ra
vishda Ox, Oy, Oz o ‘qlariga parallel (71-rasm). Vx , Vy , V, larni
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72-rasm.

parallelogramm usulini qo‘llab qo'shsak, V tezlik у  ? у  , y_ 
larga qurilgan parallelepiped diagonali bokylab yo‘naladi. 

Matematikadan ma’lumki:

V = + V f  +V;  . (35.4)
Tezlik vektorining yoiialtiruvchi kosinuslari quyidagicha aniqla

nadi:

cos(V*,i) = y - '  cos( ^ AJ )  cos (V"J)  = - ^ .  (35.5)

Tekshirilayotgan nuqta tezlanish vektorining Dekart koordinata 
o ‘qlaridagi proyeksiyalarini ax, av, a_ desak:

a = a, i + av j  + a. к . (35.6)

(34.4) ga ko'ra (35.1) dan vaqt bo'yicha hosila olamiz:

-  (IV dV y -  eJV. 7 
a  =  — — /  + — —  i + — - k  . 

dt  dt  dt
(35.7)

(35.6) bilan (35.7) ni taqqoslasak: 

■, a
dV Y dr x dV\- d 2 у dV.  d 2 z

dt cit2 '' dt d r  " dt (fo

ci v = x, a = v, a, = z (35.8)yoki 
kelib chiqadi.

Nuqta tezlanishining proyeksiyalari (35.8) m aium  bolsa, tezla
nish moduli

a  =  +  crv +  a: 

formuladan, yo‘naltiruvchi kosinuslari esa
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cos(Ял,/ ) = : — , cos(я л,у) = — , соs ( a * , k ) = —  (35.JO) 
a a a

formulalardan aniqlanadi (72-rasm).

36- §. Tabiiy usulda berilgan nuqta harakatining tezligini
aniqlash

Moddiy nuqta harakati tabiiy usulda (32.6) tenglama bilan beril
gan. Nuqtaning radius-vektori r ni egri chiziqli koordinata s ning 
funksiyasi deb qarash mumkin. Bu holda r vaqtning murakkab funk- 
siyasi boiadi.

Murakkab funksiyaning hosilasi quyidagicha boiadi:
dr  _  dr ds 
dt ds dt

,. Ar dr
bu yerda ’1П1 т ~  = 77ГJ o As ds

trayektoriyaga o ikaz ilgan  urinmaning birlik vektorini beradi. Bu 
vektorni x deb belgilaymiz.

Natijada ^ = ~ J t = ~cft  ̂ (36.1)
hosil bo iad i.  Haqiqatan ham, biz bilamizki,

V = Vx . (36.2) 
Birlik vektori x doimo sanoq boshidan nuqtagacha b o igan  ma-

sofaning o ‘sishi tomon yoiialadi.
(36.1) bilan (36.2) ni solishtirsak:

V = — (36.3)
dt

kelib chiqadi.
Demak, nuqta tezligining algebraik qiymati egri chiziqli koordi- 

natasidan vaqt bo lyicha birinchi hosilaga teng.

37- §. Tabiiy koordinatalar sistemasi. Chiziqning egriligi. 
Egrilik radiusi

Q o‘zg‘almas koordinatalar sistemasiga nisbatan M  nuqta bir te 
kislikda yotmaydigan CD egri chiziq bo‘ylab harakat qilsin (73-rasm).

M  nuqtadan egri chiziqli koordinataning o ‘sishi tom on yo‘nal- 
gan M T  urinmani o ‘tkazamiz. M T ga perpendikular qilib oikazilgan 
tekislik normal tekislik deb atalib, unda bir qancha normallar yota-
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73-rasm. 74-rasm.

di. U lardan ikkitasi aham iyatga ega. Biri M T  ga pe rpend iku la r  
b o ‘lib, chiziqning botiq tom oniga  qarab yo‘nalgan bosh normal 
MN,  ikkinchisi esa M T  va M N  ga perpendikular b o ig an  binormal 
MB  dan iborat.

M T , MN, MB  yoiialishlardagi o^qlar tabiiy koordinata o ‘qlari 
deyiladi. Ularning musbat yo'nalishi o lng sistemani tashkil etadigan 
qilib tanlanadi. Mazkur o'qlarning birlik vektorlarini mos ravishda 
x , n , b  deb belgilaymiz. т va b yotgan tekislik urinm a, i  va n 
yotgan tekislik yopishma, Ti va b yotgan tekislik normal tekislik deb 
ataladi. Bu tekisliklardan tashkil topgan uchyoqlik tabiiy uchyoqlik 
deyiladi. M  nuqtaning trayektoriyasida bir-biriga juda yaqin boigan  
M() va M { nuqtalardan M0x0 va M ]xl urinmalarni o ik az a m iz  (74- 
rasm). Ular orasidagi burehakni Д0, M{)M } yoyni Asdesak,

chiziqning egriligini beradi.
Egrilikning teskari qiymati egrilik radiusi deb ataladi va u quyi

dagicha ifodalanadi:

38- §. Moddiy nuqta tezlanishini tabiiy usulda aniqlash

Tezlanishni tabiiy usulda aniqlash uchun (36.2) dan vaqt bo‘yi- 
cha hosila olamiz:

ДО dQ
11 m —  = ~r

P = У к ■

(38.1)

(38.1) dagi —  ning miqdori va yo'nalishini aniqlash uchun uni 

quyidagicha yozamiz:



75-rasm.

d t  Ат
~ г =  11 m —— ,
ds  д.?->оA5

bu yerda Ax trayektoriyadagi b ir-biriga yaqin b o ig a n  MQ va 
nuqtalardan  o ‘tkazilgan urinm alar birlik vektorlarining ayirmasi 
(75-rasm, a).

| t0| = pi | = 1 bo igan i  uchun x, x, va Ax lardan tashkil topgan 
uchburchak tengyonli bo iad i  (75-rasm, b); bu uchburchakdan:

. A9 |At| sin —- = —
2 2 •

ni M{) ga juda yaqin deb qarasak, A0 juda kichik bo iad i.  Bu
A 0holda sin—  ni —  bilan almashtirish mumkin, ya’ni:

—  = —  voki A0 = |At| .2 2 1 1
Natijada:

|Дх| Л0 dQ , , • AG __ 1 ,
lim —— = lim —  = ~ r  — к yoki I i m —  —  (38.2)

A.s->0 \s >0 Vs cis W >0 P

kelib chiqadi. p -  egrilik radiusi, к — chiziqning egriligi. vektor 

T ga perpendikular, haqiqatan ham x ning kvadrati birga teng:

(x )2 = 1 -
Bu tenglikdan vaqt bo ‘yicha hosila olamiz:

2x • —  = 0. (38.3)
dt  v 7

M atem atikadan m a ’lumki, x bilan —  perpendikular b o ig a n  

holda (38.3) to ‘g‘ri bo iad i.  Demak,
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d t 
dr

dx
dr

, . dx V _ 
/7 V O K l  —  =  — /7 

d t  p

(38.4) ni (38.1)ga qo‘ysak:

d V V  - 
a = ——I н----- n .

dt p

(38.4)

(38.5)

M oddiy  nuqta tez lan ish in ing  tabiiy koord ina ta  o ‘qlaridagi 
proyeksiyalarini mos ravishda ят, ah desak,

a -  aTx + aun + ahb (38.6)
boladi. (38.5) bilan (38.6) ni solishtirsak:

d V V-
dt p 

kelib chiqadi.
(38.7)dan foydalanib, t o la  tezlanishni aniqlash mumkin:

a: + a;

(38.7)

(38.8)
yoki

76-rasm.

a = \ la: + al • (38.9)

U rinm a tez lan ish  aT bilan norm al
i

tezlanish a„ orasidagi burchak tgj.i = —aun
bilan aniqlanadi (76-rasm).

Agar moddiy nuqta harakati koordi
nata usulida berilib egrilik radiusini aniq
lash talab etiladigan bo'lsa, tezlik ifodasi- 
ni Dekart koordinata o ‘qlaridagi proyek
siyalari orqali yozamiz:

V -  = V ; + V ;  + V:  .

(38.10) dan vaqt bo'yicha hosila olsak:

2 V ^  = 2 V ^  + 2 V ^  + 2 K ^
dt x dt dt  ' dt

(38.10)

bu yerdan 

yoki

kelib chiqadi.
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a„ =
Vx ax + Vy a y + V: a: 

V
(38.11)



(38.8) ga asosan:

= j a 2 -  a 2 , (38.12)

bundan a -  Ĵa2 + a 2 + a;

(38.12) ni (38.7) ning ikkinchisiga qo‘ysak, chiziqning egriJik radiusi

V2 V2
p = —  = T T = r  (38.13)un yja^-a-

kelib chiqadi.

39- §. Moddiy nuqta harakatining xususiy hollari

Moddiy nuqta harakatining xususiy hollari (38.5) formuladan 
foydalanib aniqlanadi.

1. Agar nuqta harakati davomida a = 0 ,  ya’ni ax = 0, an = 0

dV  V2bo lsa ,  —— = 0, —  = 0 bo lad i.  Bundan l^c o n s t ,  p=oo kelib chiqa-
dt p

di. Bu holda nuqta harakati to ‘g ‘ri chiziqli tekis harakatdan iborat 
bo lad i.

2. Agar ат ф 0, an = 0 b o l s a ,  nuqta  tezligining y o ‘nalishi

o kzgarmas b o i ib ,  moduli V = ^  b o ia d i ;  p=x. Bu holda nuqta 
harakati to'g'ri chiziqli o bzgaruvchan harakatdan iborat.

V23. Agar иT = 0  b o i ib ,  an = —  ^ 0  b o l s a ,  K=const b o la d i .
p

Natijada moddiy nuqta egri chiziqli tekis harakatda boiad i.
Nuqtaning boshlangich vaqtdagi tezligi V(). egri chiziqli koordi- 

natasi s =  s0 boisin.
Bularni nazarda tutib, (38.7) ning birinchisini integrallasak:

s = s( )+ V {)t . (39.1)

kelib chiqadi.
(39.1) tenglama moddiy nuqtaning egri chiziqli tekis harakati 

tenglamasi deb ataladi.
4. Agar ax * 0, a„ * 0 b o l s a ,  nuq ta  harakati  egri chiziqli 

obzgaruvchan haraka tdan  iborat b o ia d i .  a =  0 b o ig a n  hoi tekis 
obzgaruvchan harakat deyiladi. Boshlanglch paytda s =  sQ, V =  V0 
deb, (38.7) ning birinchisini integrallaymiz:



(39.2) ni yana integrallasak:

s = ± a T T̂  + V0t + sl). (39.3)

M oddiy nuqta harakati tekis tezlanuvchan b o lsa ,  (39.3) dan 
ax oldidagi musbat ishora; sekinlanuvchi b o ‘lsa, minus ishora olib 
masala hal etiladi.

40- §. Moddiy nuqta harakati koordinata usulida berilganda 
uning trayektoriya tenglamasi, trayektoriya bo‘yicha 

tenglamasi, tezlik va tezlanishini aniqlash

Moddiy nuqta harakati koordinata usulida berilganda talab eti- 
ladigan kinematik elementlar quyidagi tartibda aniqlanadi:

1. Moddiy nuqtaning trayektoriya tenglamasini aniqlash uchun
(32.2) dan vaqt chiqarib tashlanadi.

2. Trayektoriya bokyicha tenglamasini aniqlash uchun (32.2) dan 
vaqt bo^yicha hosila olinib, (33.4) ga qo‘yiladi.

3. (35.3), (35.4) va (35.5) dan foydalanib tezlik aniqlanadi.
4. (35.8), (35.9) va (35.10) ga asoslanib tezlanish topiladi.
5. Tezlik va tezlanish yobnalishlari trayektoriyada kcVrsatiladi.
12-masala. Moddiy nuqta harakati

tenglamalar bilan berilgan (x, j ! — metr, t — sekund hisobida).
Nuqtaning trayektoriya tenglama

si, shuningdek t=  1 sekunddagi nuqta

x = j ( e r + e~r), 

у  = i ( e '  -<?-') (40.1)

t =  1 sekundda: x =  1,54 m, 
y =  1,18 m.

(40.2) formula x = l ,  >,=0 nuqta- 
dan bosh lanad igan  g iperbola  o i ig  
ta rm og in ing  yuqori qismidan iborat 
(77-rasm).

tezligi ham da  tezlanishi topils in , 
yo'nalishlari trayektoriyada ko‘rsatilsin.

Yechish.Trayektoriya tenglamasi
ni aniqlash uchun (40.1) ni kvadratga 
ko'tarib ayiramiz:

(40.2)

77-rasm.

62



Nuqta tezligini aniqlash uchun (40.1) dan vaqt b o ‘yicha hosila 
olamiz:

x = \ (e*  -  e~! ) , у  = l - ie1 + e~l ).
2 *  2

t=  1 sekundda i  = -  - j  = ^-(2,7183 -  1,3679) = 1,18 m/s,

у  = j ( e  + ^j  = l ,54  m/s,

V = j x 2 + S’2 ; v = ̂ 1,3924 + 2,3716 = 1,94 m/s,

cos(kv) = £  = H i  = 0,61, cos(v'~ J )  = 0,7938;

(ka,/) = 52°25'; {v '\~ j) = 37°27'

Tezlanish quyidagicha b o ‘ladi:

ax = + e- ' ), flj, = - e _r). 

t =  1 sekundda: =  1,54; a =  1,18; a =  1,94 m /s2.

cos(flA,/) = 0,7938, cos(<2A,y) = 0,61; ( я л,/) = 37°27'; ( a ^ J )  = 52°25'.

Tezlik va tezlanishlar yo‘nalishlari 77-rasmda ko‘rsatilganidek 
bo iad i.

13-masala. Moddiy nuqta harakati

x = cos/, >> = £/ sin/\  ̂ = er (40.3)

teng lam alar  bilan berilgan. N uq tan ing  trayektoriya tenglam asi, 
trayektoriya bo'ylab harakat qonuni aniqlansin (x, y, z — metr, t — 
sekund hisobida).

Yechish. (40.3) dan vaqtni yo‘qotish uchun z = e ‘ ni (40.3) ning 
birinchi ikkitasiga qo'yamiz:

x =  zcost, у  =  г si nr.
Bu tenglikning ikkala tomonlarini kvadratga ko‘tarib qo‘shamiz: 

x2 + y 2 =  z2 yoki x2 + у 2 -  z2 =  0. (40.4)
(40.4) tenglamadan ko‘ramizki, trayektoriya ikkinchi tartibli doi

raviy konusdan iborat ekan.
N uqtaning trayektoriya b o ‘yicha tenglamasini aniqlash uchun

(40.3) dan vaqt bo ‘yicha hosila olamiz:
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х  = e ' c o s t  -  e r s \ n t , 

у  = e' s m t  + e 1 cos t ,

Z = e ' ,
bundan:

X2 + y 2 + Z2 = 3e2 t . (40.5)
(40.5) ni (33.4) ga qo‘ysak,

t
s = jV V3dt  = 43 e’ (40.6)

о
kelib chiqadi.

(40.6) nuqtaning trayektoriya bo‘ylab harakat qonunini ifodalaydi.

41-§ . Moddiy nuqta harakati tabiiy usulda berilganda 
tezlik va tezlanishni topish

Tabiiy usulda tezlik va tezlanish quyidagi tartibda aniqlanadi:
1. Tezlik miqdori (36.3) formula yordamida topiladi.
2. (38.7) va (38.9) formulalar yordamida tezlanish aniqlanadi.
3. Tezlik va tezlanish yo‘nalishi rasmda ko‘rsatiladi.
14-masala. Moddiy nuqta radiusi R= 2 m bo igan  aylana bo ‘ylab

s = 6 + 2 t 2 + - r 3
3

qonunga muvofiq harakatlanadi (5 — metr, t — sekund hisobida). 
Nuqtaning t =  1 sekunddagi tezligi va tezlanishi topilsin. 
Yechish. (36.3) formulaga ko‘ra:

V =  4 1 +  t2.
t := 1 sekundda V =  5 m/s.

v 2(38.7) ga kolra: aT = 4  + 2 1, an = — .
R

t =  1 sekundda

aT = 6 m /s2 , an = Ц- = 12,5 m /s2 ,

tgjj. = — ; tg|LL = 0,48; ц = 25°38'. 
a„

(38.9) dan foydalansak:

a = 7 б 2 + 12,52 = 13,87 m /s2 
78-rasm. kelib chiqadi (78-rasm).
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15-masala. Moddiy nuqta radiusi R b o ig an  aylana b o ‘ylab

s = V0t - ^ k t 2 (41Л)

qonunga ko‘ra harakatlanadi (5, R ~  metr, t — sekund hisobida).
Nuqta tezlanishi, shuningdek, tezlanish qanday vaqtda к  ga teng 

bo ‘lishi va bu vaqtda nuqta tezligi qanday bo iish i  aniqlansin. 
Yechish. (41.1) dan vaqt bo ‘yicha hosila olsak:

V =  V0 -  kt  (m/s).
(38.7), (38.9) ga asosan:

ax = " = k ,  (m /s2).

Moddiy nuqta tezlanishi к  ga teng bo iish i  uchun an =  0 b o ‘- 
lishi kerak, ya’ni:

V0 -  k t =  0,
bundan

kelib chiqadi.

42- §. Moddiy nuqta harakati koordinata usulida berilganda 
urinma, normal tezlanish hamda egrilik radiusini aniqlash

Masala yechish tartibi quyidagicha:
1. Nuqta tezligi (35.3), (35.4) formulalar yordamida aniqlanadi.
2. (35.8), (35.9) formulalar yordamida tezlanish topiladi.
3. (38.11) dan foydalanib urinma tezlanishi aniqlanadi.
4. Normal tezlanish (38.12) dan topiladi.
5. Egrilik radiusini aniqlash uchun (38.13) formuladan foydalani- 

ladi.
16-masala. Moddiy nuqta harakati

x =  31 — 0,2sin(9,23/),

.y =  0,325 -  0,2cos(9,23/)
tenglamalar bilan berilgan (x, у  -  metr, t — sekund hisobida).

t =  0,054л sekund boiganda trayektoriyaning egrilik radiusi aniq
lansin.

Yechish. (35.3) va (35.4) ga asosan:
Vx =  3 -  0,2 • 9,23 • cos(9,23/) =  3 -  l,846cos(9,23f),

= 0,2 • 9,23 • sin(9,23/) =  1,846sin(9,230-
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t =  0,54тг sekundda
К =3 m/s, Vv =  1,846 m/s, V =  3,52 m/s.

(35.8), (35.9) formulalarga ko‘ra:
a x =  1,846 • 9,23 ■ sin(9,23/) =  17sin(9,23r), 
fly =  1,846 • 9,23 • cos(9,230==17cos(9,23/). 

t =  0,054л sekundda
a x =  17 m /s2, av =  0, a =  17 m /s2.

(38.11) dan foydalansak:
3 17 51 , , .

= 5^2 = 332 = 14-Э m/S '
Normal tezlanish esa:

an = /2 8 9  -2 1 0 ,2 5  = 8,87 m /s2.
Egrilik radiusini aniqlashda (38.13) dan foydalansak:

12.39 t ~Q
p = w  = U 9  m

kelib chiqadi.
17-masala. Moddiy nuqta

x = 2t ,

y  = 5 t2 - \  (42.1)
tenglamalarga ko'ra harakat qiladi (x, y  — metr, / — sekund hisobida).

Nuqtaning trayektoriya tenglamasi tuzilsin, t= 1 sekunddagi tez
ligi, tezlanishi hamda egrilik radiusi aniqlansin va ular yoiialishi 
trayektoriyada ko'rsatilsin.

Yechish. (42.1) dan vaqt bo’vicha hosila olib, tezlik proyeksiya
lari va tezlik modulini topamiz:

Vx =  2, Vv =  Юл (42.2)
t =  1 sekundda

Vx =  2, K =  10, V = л/4 + 100 = 10,2 m/s.

(42.2) dan hosila olsak:
a x =  0 , a v =  10 m /s2, a =  10 m /s2. 

Urinma tezlanishni aniqlaymiz:

VYa,+K,a,.  20+10-10 n o  , 2
’ a, = — ттп;—  = 9,8 m/s .V 1 10,2

Normal tezlanish quyidagicha boladi:

a„ = л/100 -  96 = 2 m /s2 .
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Egrilik radiusi esa:
5x‘

(42.1) dan vaqtni yo‘qotish uchun 
mazkur tenglamaning birinchisidan t ni 
top ib , uni (42.1)ning ikkinchisiga 
qo ‘ysak, trayektoriya tenglamasi kelib 
chiqadi:

У = Щ - - 1. (42.3)

(42.3) dan kolramizki, nuqta trayek- 
toriyasi paraboladan  iborat. / = 1  se- 
kunddagi barcha kinematik param etr- 
lar y o ‘nalishini rasm da k o ‘rsatam iz 
(79-rasm). t =  1 s da nuqta koordina- 79-rasm.
talari x =  2 m, у  =  4 m.

7  Nazorat savollari

1. Moddiy nuqtaning trayektoriya bo‘yicha harakat qonuni yoki 
tenglamasi deb nimaga aytiladi?

2. Moddiy nuqta harakati qanday usullarda beriladi?
3. Moddiy nuqta harakati grafigi deganda nimani tushunasiz?
4. Nuqtaning berilgan vaqtdagi tezligining yoiialishi qanday va miq

dori nimaga teng?
5. Tekis o ‘zgaruvchan harakat qonuni va grafigini ta’riflang.
6 . Moddiy nuqta harakati koordinata usulida berilganda, trayektoriya 

qanday aniqlanadi?
7. Harakatdagi nuqtaning tezlik vektori bilan radius-vektori orasida 

qanday bogianish bor?
8 . Moddiy nuqta tezlanishi nima? Moddiy nuqta tezlanishi vektori 

bilan tezlik vektori orasida qanday bogianish bor?
9. Moddiy nuqta tezlanishi vektori bilan radius-vektori orasida qan

day munosabat bor?
10. Tezlik vektorining Dekart koordinata o‘qlaridagi proyeksiyalarini 

yozing.
11. Tezlanish vektorining Dekart koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyala

rini yozing.
12. Tezlanish yo‘nalishi qanday?
13. Tezlik va tezlanish yo‘naltiruvchi kosinuslari qanday aniqlanadi?
14. Urinma, normal va to ia  tezlanish qanday topiladi?
15. Qanday o‘qlar tabiiy koordinata o‘qlari deyiladi?
16. Chiziqning egriligi nima? Egrilik radiusiga ta’rif bering.
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IX  BOB. QATTIQ JISM N IN G  SODDA HARAKATLARI

Jismning ixtiyoriy ikki nuqtasi orasidagi masofa o ‘zgarmasdan 
qolsa, u absolut qattiq jism deb ataladi. Keyinchalik qattiq jism de- 
ganda absolut qattiq jism tushuniladi.

Qattiq jismning sodda harakatlari uning ilgarilama va aylanma 
harakatlaridir.

43- §. Qattiq jismning ilgarilama harakati

Jism harakati davrida undan olingan ixtiyoriy kesma o ‘z -o ‘ziga 
parallel ko‘chsa, bunday harakat ilgarilama harakat deb ataladi (80- 
rasm). Masalan, velosiped pedalining harakati, t o ‘g ‘ri uchastkada 
harakat qilayotgan avtomobil bortining harakati ilgarilama harakat- 
dan iborat. Umuman ilgarilama harakatdagi jism nuqtasining trayek- 
toriyasi egri chiziqdan iborat. Jism ilgarilama harakatining xususiya- 
tini quyidagi teorema bilan berish mumkin.

Teorema. Ilgarilama harakatdagi j ism nuqtalari bir xil  trayekto
riya chizadi, har ondagi tezliklari hamda tezJanishlari bir xil bo ladi.

Isbot. Jism Oxyz q o bzg‘almas Dekart koordinatalar sistemasiga 
nisbatan ilgarilama harakatda bolsin . Absolut qattiq jism va ilgari
lama harakat ta ’rifiga ko‘ra jismning ixtiyoriy С nuqtasidan M  nuq-
tasiga qarab yo‘nalgan vektor CM  o 'zgarmas hamda CM  II с ,л  
bo iad i.

Natijada С nuqta qanday trayektoriya chizsa, CM  ustidagi nuq- 
talar ham shunday trayektoriya chizadi (80-rasm). С va M  nuqtalar 
radius-vektorlarini mos ravishda >:\i desak:

-  rc + CM . (43.1)
M  nuqta tezligini topish uchun (43.1) dan vaqt bo‘yicha hosila 

olamiz:

dr к drC
dt

d  CM
dt dt dt  ’

CM  =const boigani uchun:

d C M
dt

0 ,
dr,м

d t '
dfc_
dt

yoki

VM = Vc . (43.2) 
(43.2) dan vaqt bo‘yicha hosi

la olsak, tezlanish hosil bo iad i:
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d V м d V с  , • -  //l0 тч— —  = yoki aM = a c . (43.3)

(43.2) formula ilgarilama harakatdagi jism nuqtalari tezliklari bir 
xilliligini, (43.3) formula esa tezlanishlari bir xiSliligini ko‘rsatadi. 
Shunday qilib, teorema isbotlandi.

Demak, jism ilgarilama harakati uning ixtiyoriy nuqtasi harakati 
bilan aniqlanadi, ya’ni:

X M  = x M(t), y M = y M(t), Z M  =  z M(t).  (43.4)

44- §. Qattiq jismning qo‘zg6almas o ‘q atrofidagi aylanma 
harakati. Aylanma harakat tenglamasi

Jism harakati  davrida undagi ikki 
nuqta qo‘zg‘almasdan qolsa, bu harakat 
ay lanm a harakat deyiladi (81-rasm ).
Q o‘zg‘almas О va A nuqtalardan o ‘tuv- 
chi o ‘q jismning aylanish o ‘qi deb atala
di. Jism aylanma harakatini tekshirish 
uchun qo‘zgcalmas P0 va jism bilan bir- 
galikda harakatlanuvchi P  tekislikni ola
miz. U lar  orasidagi bu rchak  P f P = ( p  
b o is in .  Jism harakatlanganda P0 va P 
tekisliklar orasidagi burchak o ‘zgara bo- 
radi. Natijada mazkur burchak vaqtning 
funksiyasi boladi:

ф = ф ( 0 -

(44.1) tenglama jismning burilish yoki aylanish burchagi deyiladi 
va u radian bilan o ichanad i.

(44.1) tenglama qattiq jismning qo‘zg‘almas o ‘q atrofidagi aylan
ma harakati qonuni yoki aylanma harakati tenglamasi deyiladi.

45- §. Aylanma harakatdagi jismning burchak tezligi va 
burchak tezlanishi

Faraz qilaylik, t =  t0 da jismning burilish burchagi cp0, t =  /, da 
esa cpj bo is in .  Bu holda vaqt o ‘zgarishi At =  t x ~  tQ, burilish bur- 
chagining o ‘zgarishi Аф =  cp, — ф0 bo iad i.

Burilish burchagi o ‘zgarishining vaqt o ‘zgarishiga nisbati j ism 
ning o ‘rtacha burchak tezligi deyiladi va coQlr bilan belgilanadi:
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Jismning burilgan m omentdagi burchak tezligini topish uchun
(45.1) formuladan At nolga intilganda limit olamiz:

r  Дф lim —
дг->0 At

dip
~dt Уо к >

d(o
со = —  = ф 

dt
(45.2)

Demak, jismning burchak tezligi uning burilish burchagidan vaqt 
bo'yicha olingan birinchi tartibli hosilasiga teng. Uning o ‘lchov bir
ligi rad/s yoki 1/s dir. Jismning burchak tezligi burilish burchagining 
qanchalik  tez o ‘zgarishini va bu o ‘zgarish yo ‘nalishini aniqlaydi. 
Shuning uchun burchak tezligi vektor sifatida ifodalanadi. Mazkur 
vektorni jism aylanish o ‘qining ixtiyoriy nuqtasiga qo ‘yamiz va yo‘- 
nalishini shunday tanlaymizki, uning uchidan turib qaralganda jism 
doimo soat strelkasiga teskari yolnalishda aylansin (82-rasm).

Oz o ‘qni jism aylanish o ‘qida olsak, burchak tezligining vektori 
bunday yoziladi:

со = coy? , (45.3)
bu yerda: к — Oz  o ‘qining birlik vektori.

Umumiy holda jismning burchak tezligi vaqt o ‘tishi bilan o ‘zga- 
radi. t=t0 da burchak tezlik co0, t = t x da esa ©j b o ‘lsin. Burchak tez
ligi o ‘zgarishi (Aco = coj — co0) ni vaqt o ‘zgarishi (At = t x — tQ) ga nis- 
bati jismning o ‘rtacha burchak tezlanishi deb ataladi:

Aco
At

bu yerdan At ni nolga intiltirib limitga o ‘tamiz:

Дсо d  со
lim —  = -
дг->0 dt

yoki
dbi
~dF

d 2 cp 

d t2 Ф.

(45.4)

(45.5)

(45.5) dan ko‘ramizki, jismning burchak tezlanishi burchak tez- 
ligidan vaqt b o ‘yicha olingan birinchi yoki burilish burchagidan  
olingan ikkinchi tartibli hosilaga teng.

82-rasm.
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83-rasm.

Jism burchak tezlanishining vektori ( s ) ni aylanish o ‘qi bo ‘ylab 
tasvirlash mumkin (83-rasm):

dm _ r* dcо 
dt dt yoki с = zk = ipk . (45.6)

Jism burchak tezlanishining o ichov  birligi rad/s2 yoki 1/s2 b o i a 
di. Jism aylanma harakatining xususiy hollari quyidagilardan iborat:

1. Agar burchak tezligi (co=const) o ‘zgarmas bolsa , jism harakati 
tekis aylanma harakatdan iborat bo iad i.  Bu holda:

d ф
dt

= CD = COnst

ф — (tit +  ф (45.7)bundan 
kelib chiqadi.

(45.7) tenglama tekis aylanma harakat qonunini ifodalaydi. Agar 
Ф =0 bo lsa ,

Ф — cot, со = — (45.8)

bo iad i.
Texnik masalalarni yechishda ko‘pincha jismning 1 minutdagi 

aylanish soni n berilgan boiad i.  Bu holda ф =  2тin, t =  60 s bo l ib ,

2nn nn пч
" м Г  =  6 0  ( 4 5 ' 9 )

boiad i.
Ba’zi bir masalalarda ixtiyoriy t { vaqtdagi aylanish sonini topish 

talab etiladi. Bu holda aylanish soni N  bilan belgilanib, u quyidagi 
formula yordamida aniqlanadi:

Ф 2nN, N  =
2 к (45.10)

2. Agar burchak tezlanishi (c=const) o ‘zgarmas bo lsa ,  jism h a 
rakati tekis o ‘zgaruvchan harakatdan iborat bo iad i.  Bu holda:
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const

bundan CO — 8/ + COq , Cp — ± ——— + COg t + фд (45.11)

kelib chiqadi.
(45.11) ning ikkinchi tenglamasi tekis o ‘zgaruvchan aylanma ha 

rakat qonunini ifodalaydi. Agar harakat tekis tezlanuvchan b o ‘lsa, 
masalani hal etishda e oldidagi ishora musbat; tekis sekinlanuvchan 
b o ‘lsa, s oldidagi ishora manfiy deb olinadi (83-rasm, b, e).

Jism harakati tekis tezlanuvchan b o ‘lganda burchak tezligi va 
burchak tezlanishining ishorasi bir xil bo lad i  (83-rasm, a, d).

46- §. Q o‘zg‘almas o ‘q atrofida aylanayotgan jism ixtiyoriy 
nuqtasining tezligi va tezlanishini tabiiy usulda aniqlash

Faraz qilaylik, jism Oz  o ‘qi atrofida со burchak tezligi bilan ay
lanayotgan bo‘lsin. Jismning aylanish o ‘qida yotmaydigan nuqtalar 
trayektoriyalari aylanalardan iborat bo£ladi. Mazkur aylanalar m ar
kazi aylanish o ‘qida yotadi. Jismning ixtiyoriy M  nuqtasi tezligini 
aniqlaymiz (84-rasm).

M  nuqta chizgan aylana radiusi h =  O xM\ ds =  M M X.
Matematikadan maiumki:

ds =  hdy.

(46.1) ning ikki tomonini A t  ga boiam iz: = h^ ,

(46.1)

bu yerda

T

V

x a
84-rasm.
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Natijada
V =  c o - h  (46.2)

kelib chiqadi.
Demak, aylanma harakatdagi jism ixtiyoriy nuqtasining tezligi 

uning burchak tezligi bilan tekshirilayotgan nuqtadan aylanish o ‘qi- 
gacha b o ig a n  masofa k o ‘paytmasiga teng. Ixtiyoriy nuqta tezligi 
chiziqli tezlik deb ataladi.

Aylanma harakatdagi jism ixtiyoriy nuqtasining tezlanishini urin- 
ma va normal tashkil etuvchilardan iborat deb qarash mumkin:

dV  dco , V 2 со2h2
ax = —r  = —r " ,  an = —  = ------ ,dt dt p p

bu yerda = e; p = h .

Shuning uchun

ax = eh, an = ю2/г,

a = л] a2 + a 2 = /гл/е2 + со4 (46.3)

boiad i.
Demak, chiziqli tezlik, urinma, normal va t o l a  tezlanishlarning 

tabiiy usulda aniqlanishi mos ravishda (46.2) va (46.3) formulalardan 
iborat.

84-rasm, b dan: tgfi = —  = . (46.4)
&n ft)

(46.4) formuladan ko‘ramizki, burchak tezligi bilan burchak tez
lanishi jismning hamm a nuqtalari uchun bir xil bo igan i sababli tez
lanish bilan normal tezlanish (radius) orasidagi burchak ц o ‘zgar- 
masdan qoladi. Aylanma harakatdagi jism ixtiyoriy nuqtasining chi
ziqli tezligi hamda tezlanishi mazkur nuqtadan aylanish o £qigacha 
bo igan  masofaga proporsional ravishda o ‘zgaradi.

47- §. Chiziqli tezlik va tezlanish vektori

Jism ixtiyoriy M  nuqtasining radius-vektorini r  bilan belgilay- 
miz (84-rasm, a) .

A O O M dan : sin(co/4, r )  = — ,
1 r

h = rsin(© A, r ) • (47.1)

(47.1) ni (46.2) ga qo ‘yamiz: V = (Drsin(coA, r ) ,
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У

v ,

85-rasm.

bundan

V = со x ? (47.2)
kelib chiqadi.

Demak, chiziqli tezlik vektori jism burchak tezligi bilan tekshi- 
rilayotgan nuqta radius-vektorining vektor kolpaytmasiga teng.

Chiziqli tezlanish vektorini aniqlash uchun (47.2) dan vaqt bo‘- 
yicha hosila olamiz:

d V  cIm dr
a = -----= —  x r  + to x —  ,

dt dt dt

bunda
dm
dt

-  dr  ,7с , —  = V 
dt

Natijada a = e x r  + c o x V .  (47.3)

(47.3) formulada: ax = с x r , an = сох V . (47.4)

Demak, (47.3) chiziqli tezlanish vektorini, (47.4) ning birinchisi 
urinma (tangensial) tezlanish va ikkinchisi esa normal (markazga in- 
tilma) tezlanish vektorini ifodalaydi. Mazkur vektorlar yo‘nalishi 85- 
rasmda ko‘rsatilgan.

48- §. Chiziqli tezlik va tezlanishni koordinata usulida
aniqlash

Faraz qilaylik, jism Oxyz  Dekart koordinata sistemasining Oz  
o wqi atroflda aylanma harakat qilayotgan bo ls in  (86~rasm). Jism ix
tiyoriy M  nuqtasining koordinalarini x, y, z,\ chiziqli tezlikning Ox, 
Oy, Oz  o lqlaridagi proyeksiyalarini Vx, Vv, V_\ bu rchak  tezligi 
proyeksiyalarini cor, wv, oxdesak, (47.2) formulani quyidagicha yozish 
mumkin:
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/ j к
V J  + V J  + V,k =л у  J <, cox CO.,У со.

X У г

yoki

V J  + Vy j  + Vzk = 7 ( a y z - ( o zy )  +

+ j  (со.X -  Z<tix ) + к (у<йх -  ХСО̂ ).

Bu yerda сол=0, со =0 , со,—со; / , у , к ~  
mos ravishda Ox, Gy, Oz o ‘qlarning birlik 
vektorlari.

Natijada Vxi + Vy j  + Vz k = i (-со • у )  + j  со • x , 
bundan

К =  -со • y, Vy — со ■ x, Vz =  0, К = со . (48.1)

Chiziqli tezlanishning urinma va normal tuzuvchilarini quyidagi
cha yozamiz:

= flTX/ + axy j  + ax: к =
/ j к

Sx Ey £ z

X У z

i j к
cox (0 со.

Vx Vy К

Bu yerda: axx, a axz -  urinma; anx, any, anz -  normal, ex, ey, &z -  
burchak tezlanishning mos ravishda Ox, Oy, Oz o ‘qlaridagi proyek
siyalari b o ‘lib, e = 0 , 8 = 0 , 8 = 8.

Natijada:

axxi + a  j  + axzk =

an J  + anyj  + a nzk =

i j  к

0 0 s
x у  z

i j  к
0 0 со
V V Vr  x  r у  '  Z
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Bu yerdan

aTX = - s y ,  a.y = -ex ,  cl: = 0 , 

anx = -a) К  , й/п = co К  , anz = 0 (48.2)

kelib chiqadi.
(48.1) ni (48.2) ga qo'ysak:

= — z y , oTV = ex,

яил. = -w "x , a = -co-y. (48.3)

(48.3) dan foydalanib, chiziqli tezlanish proyeksiyalarini aniqlaymiz:

Radiuslari rx va r2 bo igan  tishli glldiraklar bir-biri bilan tishlash- 
gan bo is in  (87-rasm, a, b).

Birinchi gildirakni yetakchi, ikkinchisini esa yetaklanuvchi deb 
faraz qilaylik. Ikkala gildiraklarning bir-biriga tegib turgan nuqtala
rining tezligi miqdor va yo‘nalishi jihatidan bir xildir:

ax = a rx + anx = - e y  -  o rx ,

ay = clv + a„y = ex -  or >’■ 

Chiziqli tezlanish miqdori esa

(48.4)

formuladan foydalanib aniqlanadi.
(48.5)

49- §. Aylanma harakatlarni bir jismdan 
ikkinchi jismga uzatish

V, , =  К  , yoki co,r, =  co/,,
bundan,

OJl _ f2 
f\ (49.1)

kelib chiqadi.

V

a b
87-rasm.
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(49.1) munosabat g ‘ildiraklar harakati uzatish tasmalari orqali 
bo‘lganda ham o ‘rinlidir (88-rasm, a, b).

(49.1) dan ko‘ramizki, g ‘ildiraklar burchak tezliklarining nisbati 
radiuslarining nisbatiga teskari proporsional ekan.

G ‘ildirak tishlari tashqi tomondan tishlashgan (87-rasm, a) bo‘lsa 
yoki uzatma tasmalari ayqash bo‘lsa (88-rasm, b), ular har xil tom on
ga aylanadi. Agar g ‘ildiraklar ichki tomondan tishlashgan (87-rasm, b) 
bo‘lsa yoki uzatma tasmalari ayqash b o ‘lmasa (88-rasm, a), ular bir 
tomonga aylanadi.

G ‘ildiraklar burchak tezliklarining nisbati tishlar soni z v z2 yoki 
aylanish soni nv n2 orqali quyidagicha ifodalanadi:

^L = 5L = aL = !L, (49 2)
(o2 Z\ П2 Г)

Yetakchi g l ld irak  burchak tezligining yetaklanuvchi g l ld i ra k  
burchak tezligiga nisbati uzatish soni deb ataladi:

i\ 2 = /«2  • (49.3)

87-rasm, b, 88-rasm, a dagi g‘ildiraklar uchun uzatish soni mus- 
bat; 87-rasm, a, 88 -rasm, b dagi g ‘ildiraklar uchun uzatish soni 
manfiy bo‘ladi.

Tishlashgan g‘ildiraklar n (bir necha) juft bo‘lsa, umumiy uzatish 
soni har bir juft g lld irak  uzatish sonlarining ko‘paytmasiga teng:

1 \,n ~  1 1,2 ' 1 2,3 ' ••• ■ 1 n - \ , n  •>

bundan /1я = ( - 1 ) т — . (49.4)CO 9
Bu yerda m — tashqi tom ondan tishlashgan juft g ‘ildiraklar soni.

50- §. Masalalar

18-masala. Diam etri d2= 0,8 m b o ‘lgan 2-baraban ф ^ З + j /4

qonunga ko‘ra aylanib, /-yukni ko‘taradi. t=  1 sekund bo‘lganda b a 
raban M  nuqtasining tezligi aniqlansin (89-rasm).

88-rasm.
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89-rasm. 90-rasm.

Yechish. (46.2) ga ko‘ra:

VM ~~ — 0V*2

yoki Vvf = ? y ( o 2 . (50.1)

03, ni aniqlash uchun ф2 dan vaqt b o ‘yicha hosila olamiz:

CD-, =

(50.2) ni (50.1) ga qo‘yamiz:

03, = = f  . (50.2)
dt

v> , = Y ' r l - ':50'3>
(50.3) ga son qiymatlarni qo'ysak, ^ = 0 , 4  m/s kelib chiqadi.
19-masala. 1 va 2 -g ‘ildiraklar tashqi to m o n d a n  tish lashgan

boMib, birinchi glldirak ф ,= 10 t qonunga muvofiq aylanadi. T= 3,14 s 
b o ‘lganda ikkinchi g i ld i ra k  aylanish soni aniqlansin. r ,= 0,6  m; 
r2=0,3 m (90-rasm).

Yechish. (45.10) ga kolra:
Ф, =  2 я /V,,

bundan: / V = — . (50.4)
2 71

A  j r~)
(49.2) formulaga asosan: -j— = ,

N  r
bundan = —— (50.5)

r2

kelib chiqadi.
(50.4) ni (50.5) ga qo‘yamiz:

Ф1 П Юг n
N 2 = l  12 к  r~, 2 k  r-)

78



Son qiymatlarni qo ‘ysak,
*  j  10-3,14  0,6 Nn = yoki TV =  10 ayl

2 -3,14  0,3

kelib chiqadi.
20-masala. Strelka indikatori mexaniz- 

mida harakat o ‘lchov shtiftining /-reyka- 
sidan 2 -g‘ildirakka uzatiladi; 2-g ‘ildirak- 
ning o ‘qiga tishli J - g ‘ild irak  o 4 q a z i l -  
gan. J - g ‘ildirak esa strelkali 4-g‘ildirak 
bilan tishlashadi. Agar shtiftning harakati

x = 2c o s ^ /  (sm) tenglam a bilan berilgan 
b o ‘lsa va tishli g ‘ildiraklarning radiuslari 
mos ravishda r2 = 10л/2 sm, r3 = 30V2

sm, r4 = 10V2 sm b o ‘lsa, stre lkaning 
burchak tezligi hamda burchak tezlanishi 
aniqlansin. Shuningdek, t =  1 sekunddagi 3-g‘ildirak to ‘g‘inida yo- 
tuvchi nuqta tezligi va tezlanishi aniqlansin (91- rasm).

Yechish. Shtift bilan 2-g‘ildirak tishlashgan nuqtalarining chiziqli 
tezliklari bir-biriga teng:

K = K = ( o 2rr  (50.6)
Shtift tezligi esa

91-rasm.

т r dx К ■ n  ̂ ,  / ,V, = —  = —  sm —t (sm/s).
1 dt 2 4 v '  ’

(50.7)

(50.7) ni (50.6) ga qo‘ysak:

«2 = - 2TTsin^  ^ / s)'
Ikkinchi va uchinchi g‘ildiraklar bir o ‘qda joylashganligi uchun 

ulaming burchak tezliklari teng, ya’ni:

co2 = саз
n л .— s i n - / .

2r2 4
(50.8)

t =  1 sekund b o ‘lganda, со =  co =  —0,078 s"
3- va 4-g‘ildiraklarning tishlashgan nuqtalarining chiziqli tez 

liklari teng ( V =  V4):
(50.9)

bu yerdan 

kelib chiqadi.

V3 -  СО3Г3 -  Ш4Г4

r 3ОСЬ = — 0)
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4-g‘ildirak burchak tezligi strelka burchak tezligiga teng.
Demak,

®st = ю4 (50Л °)/4 1г2ц  4
t=  1 s bo iganda  cot =  ox =  0,2355 s 1 bo iad i.
3- va 4-g‘ildiraklar tashqi tomondan tishlashgan bo ‘lgani uchun 

cosl yo‘nalishi co3 ga qarshi bo‘ladi.

Strelkaning burchak tezlanishi: s,r = = -  я Гз cos—t .
dt  8 r2 /4 4

t = \  s da s =  —0,18 s-2 bo lad i.st 7
3-g‘ildirak t o ‘g‘inida yotuvchi nuqta tezligi (50.9) formulaga 

ko‘ra aniqlanadi:

I /  71/'j . 71V, = - —- s i n —t .
2 r2 4

t = l  sekund b o ‘lganda V3 =  - 3 ,3  sm/s bo iad i.
(50.8) dan vaqt b o ‘yicha hosila olsak, 3-gild irak  burchak tezla

nishi kelib chiqadi:

t=  1 s da e, =  —0,06 s~2.
3 -g ‘ildirak t o ‘g in id a  yotuvchi nuq taning  urinm a, norm al va 

t o i a  tezlanishi quyidagicha aniqlanadi:

a\ = e3r3 , a" = w3r3 , a3 = ^ ( a x3 )2 +~(a" )2 • (50.11)
(50.11) ga aniqlangan son qiymatlami qo^ysak:

a] =  -2 ,538  sm /s2, a? =  0,038 sm /s2, a, =  2,538 sm /s2

21-masala. Aylanma harakatni I valdan II 
valga o ‘tkazadigan tezlik reduktori qo‘zg‘almas 
o"q a trofida  aylanuvchi t o 4rtta tishli g i l d i -  
rakdan iborat. G ild iraklar tishlarming soni mos 
ravishda г, =  12, z2= l 2, z3=10, z4==90. Mexani- 
zmning uzatish soni topilsin (92-rasm).

Yechish: (49.3) formulaga ko‘ra:

/ -  _2iL = i 0)3 _ z-4
®2 Z\  ̂ CO4 z3

2- va 3-gildiraklar bitta valga mahkamlangan 
b o ‘lib, tashqi tishlashgan juftlar soni 2 ga teng.
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Shuning uchun co2 =  w3 b o lib , (49.4) quyidagicha b o ia d i:

Son qiymatlarini qobysak, /', 4 =  54 kelib chiqadi.

Nazorat  savollari
*

1. Jismning ilgarilanma harakati qanday ta’riflanadi?
2. Ilgarilanma harakatdagi qattiq jism nuqtalarining harakati haqida

gi teoremani ta’riflang.
3. Qattiq jismning aylanma harakati deb nimaga aytiladi?
4. Qattiq jismning q o ^ a lm a s  obq atrofidagi aylanma harakat qonu

ni yoki tenglamasini yozing.
5. Burchak tezligi va burchak tezlanishi nima? Ularning oichov bir- 

liklari qanday?
6 . Chiziqli tezlik qanday aniqlanadi?
7. Chiziqli tezlikning vektor ifodasi qanday?
8. Chiziqli tezlikning Dekart koordinata o‘qlardagi proyeksiyalari 

qanday aniqlanadi1?
9. Chiziqli tezlanish nima? Uning vektor ifodasini yozing.
10. Chiziqli tezlanish vektorini Dekart koordinata o ‘qiaridagi proyek

siyasi ifodasini yozing.
11. Qo‘zgbalmas o bq atroflda avlanayotgan qattiq jism nuqtasining 

urinma va normal (markazga intilma) tezlanishi qanday ifodalanadi?

ЛГ BOB. QATTIQ TISMNING TEKIS PARALLEL 
HARAKATI 

51- §. Tekis parallel harakat tenglamasi

Qattiq jism nuqtalarining trayektoriya- 
lari biror qo lzgbalmas P tekislikka parallel 
bo lsa , bunday harakat tekis parallel hara
kat  deyiladi (93-rasm). Bunday harakatga 
yolning to ‘g bri chiziqli qismida harakatla- 
nayotgan g lld irakni,  bir tekislikda hara- 
katlanuvchi mashina va mexanizm qismla- 
rini misol qilib keltirish mumkin.

Q attiq  jism tekis parallel harakatin i 
o 'rganish uchun q o kzgbalmas P tekislikka 
parallel qilib Oxy koordinata sistemasini 
olkazam iz. U jismdan P tekislikka paral- 93-rasm.
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94-rasm. 95-rasm.

lei bo ‘lgan S  qirqimni ajratadi. S  qirqimga (ya’ni, P  ga) perpendiku
lar b o ‘lgan cc' va d d '  ustidagi nuqtalar bir xil harakatlanadi.

Shuning uchun bu chiziqlar ustida yotuvchi nuqtalar harakatini 
o ‘rganish o ‘rniga S  qirqimda yotuvchi С (yoki D) nuqtalarning ha 
rakatini tekshirish kifoya.

Demak, qattiq jism tekis parallel harakatini o ‘rganish uchun S  
qirqim harakatini bilish kifoya. Keyinchalik, S  qirqimni tekis shakl 
deb ataymiz. Tekis shaklning holati unda olingan CD kesma holati 
orqali aniqlanadi (94-rasm). CD kesma holatini esa quyidagicha aniq
lash mumkin:

x c = x c(t), y c =  y c(t); ф =  cp(/), (51.1)

bu yerda С nuqta qutb deb ataladi. ф esa burilish burchagi b o ‘lib, 
u CD  kesmaning Che o ‘qi bilan hosil qilgan burchagidir.

(51.1) ning birinchi ikkita tenglamasi jism ilgarilama harakatini, 
uchinchisi esa qutb atrofidagi aylanma harakatini ifodalaydi.

Demak, jismning tekis parallel harakati С qutb nuqtaning ilgari
lama va qutb С dan rasm tekisligi P  ga perpendikular o ‘tgan o ‘q 
atrofidagi aylanma harakatdan iborat.

(51.1) tekis parallel harakat qonunini ifodalaydi.

52- §. Tekis shakl ixtiyoriy nuqtasining trayektoriyasi

Q attiq  jism  S  qirqimi ustidagi ixtiyoriy M  nuq tan ing  holati  
C M =b  va Z M C D  =  a  orqali aniqlanadi (95-rasm).

Agar (51.1) m a ’lum bo lsa ,  M  nuqta koordinatalari quyidagicha 
bo iad i:

XM=  XC+  C M V Ум=  У с +  M M Y (52Л)

C M X — C M  cos(a + ф), M M ] =  C M  s in(a + ф)
AC M M l dan :
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yoki C M  =  C M  cos(a + cp), M M  =  C M  sin(a + ф). (52.2)
(52.2) ni (52.1) ga qo‘ysak:

X M =  X C +  b c o s ( a  + ф) 5 Ум =  y c +  ^s in (a  + ф)- (52.3)
(52.3) formula tekis harakatdagi jism ixtiyoriy nuqtasi trayekto- 

riyasining parametrik tenglamasidir.

53- §. Tekis parallel harakatdagi jism ixtiyoriy 
nuqtasining tezligi

Q attiq  jism  S  q irq im ining 
holatini q o ‘zg‘almas Oxy siste
maga nisbatan tekshiramiz (96- 
rasm). S  qirqim  С nuqtasin i  
qutb deb olib, u nuqtadan jism 
bilan birgalikda ilgarilama hara
kat qiluvchi Cx'y'  koord ina ta  
sistemasini olamiz. Bu holda 
jism  ixtiyoriy M  nuqtasin ing  
holatini vektor usulda quyidagi
cha aniqlash mumkin:

96-rasm.

rc + r (53.1)
(53.1) dan vaqt b o ‘yicha hosila olsak: 

drM = d/fc 
dtdt

dr’
~dt

yoki VM = V C + V

kelib chiqadi.Bu yerda V' = VMC b o i ib ,  u M  nuqtaning qutb a tro
fidagi aylanma harakat tezligidir.

Natijada: (53.2)VM -  Vc + VMC •

Demak, tekis harakatdagi jism ixtiyoriy nuqtasining tezligi qutb 
(nuqta)ning tezligi bilan mazkur nuqtaning qutb atrofidagi aylanma 
harakati chiziqli tezligining geometrik yig‘indisiga teng (96-rasm, b).

(47.2) ga ko‘ra:

Умс -  C M , VMC _L Vc
Natijada:

VM = Vc + со x CM  .
Tekis harakatdagi jism ixtiyoriy M  nuqtasi tezligining kattaligi 

quyidagicha aniqlanadi:
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к „л -  ,̂7,
bu yerda

К \ / х  -  К л -  +  1 1/( \

Кмг = ^  + v(MC)Y

(53.3)

(53.4)

Vc 1  Кл/Г- bo'Isa, VM = y]Vc- + VyC bo ‘ladi.

Ус bilan Vuc m a iu m  biror burchak hosil qilganda kosinuslar 
teoremasidan foydalanib, VM kattalik topiladi .

54- §. Tekis parallel harakatdagi jism ixtiyoriy nuqtasining
tezlanishi

Tekis parallel harakatdagi jism ixtiyoriy M  nuqtasi tezlanishini 
aniqlash uchun (53.2) dan vaqt bo'yicha hosila olamiz:

dV \ic
dt dt dt

yoki

97-rasm.

+ «i/c-. (54.1)
(54.1) dan ko'rarnizki, M  nuq

taning tezlanish vektori qutb nuq
ta tezlanish vektori bilan mazkur 
nuqtaning qutb atrofida aylani- 
shidan hosil boladigan to la  tez
lanish vektorining geometrik yi- 
gindisiga teng (97-rasm, a, b).

(54.1) dagi ac va aMC larni 
urinma va normal tuzuvchilarga 
ajratib yozsak:

a, = etc + cl и с (I\n + a I,MC
bolad i.

Bu holda (54.1) quyidagicha yoziladi:

bu yerda:

aM = ac + ac + a w  + ciMC

т dVc

(54.2)

ac dt
ac = vi

P

a MC MC to- M C  ■
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Jism tekis parallel harakatiga doir masalalarni yechishda (54.2) 
Dekart koordinata o ‘qlari Ox, Oy ga proyeksiyalanib, aM kattalik 
aniqlanadi:

bu yerda
ам ~ M x M y ,

a M x ~  ClCx +  a  Cx +  a ( M C ) x  +  a  ( M C ) x  ’ 

a M y  =  ClCy +  a C y  +  a \  M C ) y  +  a  ( M C ) y '

(54.3)

(54.4)

55- §. Tekis parallel harakatdagi jism ikki nuqtasi tezliklarining 
proyeksiyasi haqidagi teorema

Teorema. Tekis paral lel  harakatdagi  
j i sm ikki  nuqtasi  tezliklarining mazkur  
nuqtalarni tutashtiruvchi chiziq yo ‘nalishi- 
dagi proyeksiyalari teng (98-rasm).

Isbot. A nuqtani qutb desak, (53.2) ga 
ko‘ra В nuqta tezligi quyidagicha boiadi:

Vp = Va + V,BA (55.1) 98-rasm.

(55.1) ni AB yo‘nalishda proyeksiyalaymiz:

VB cosp = VA cosa  + VBA cos90c 

bunda cos90° =  0 b o lg am  uchun:

VB cosp = VA cosa  

kelib chiqadi. Shu bilan teorema isbotlandi.

(55.2)

56- §. Tezliklar oniy markazi (TOM )

Berilgan onda tezligi nolga teng bo igan  tekis parallel harakatda
gi jism nuqtasi tezliklar oniy markazi  deyiladi. Bunday nuqta tekis 
parallel harakatdagi jismda mavjud ekanini ko‘rsatib o lam iz .

Faraz qilaylik, tekis parallel harakatdagi jism biror О nuqtasining
tezligi V0 hamda О nuqta atrofidagi aylanma harakat burchak tez
ligi o) berilgan bo ls in  (99-rasm). О nuqtani qutb deb olib, mazkur
nuqtadan aylanma harakat yo‘nalishida V0 ga perpendikular qilib

VnOP = —  chiziqni o lkazamiz.
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(53.2) ga ko‘ra:

V p = V 0 + VP0 ,

bu yerda VP0 1  OP  bo ‘lib, V0 ga qarama-qarshi yolnaladi va 

VP0 = ьЮР = = V0
CO

boiad i.

Natijada VP0 = - V 0 , Vp = 0  kelib chiqadi.
Demak, tekis parallel harakatdagi jism nuqtalarining tezliklari 

yobnalishiga o ’tkazilgan perpendikular chiziqlar kesishgan nuqtasi 
TOM  boiadi (100-rasm).

P nuqtani qutb deb olsak, A va В nuqtalar tezliklari quyidagicha 
boiad i:

Va = v P + Vap - VB = Vp + VBP .

Vp = 0 bo igani uchun:

У a = vai> • Ki - «>AP, VB = . VB =io BP.  (56.1)

K, vB
(56.1) dan: ™ ~ ~a p  ' ~a p  ~ ~b p  • (56-2)

Yuqoridagilardan quyidagi xulosalar kelib chiqadi:
1) Tekis parallel harakatdagi jism ikki nuqtasining tezliklar yo‘- 

naiishi m a lu m  bo lganda  TOM aniqlanadi.
2) Tekis parallel harakatdagi jism bitta nuqtasi tezligining miq

dori va mazkur nuqtadan TO M  gacha b o ig a n  masofa berilganda 
tekis parallel harakatdagi jism burchak tezligi topiladi.

3) Tekis parallel harakatdagi jism ixtiyoriy nuqtasi tezligini aniq
lash uchun uning bitta nuqtasi tezligining miqdori (kattaligi) va ikki 
nuqtasi tezliklarining yo‘nalishi m a lu m  bolishi kerak.
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57- §. Tezliklar oniy markazini aniqlash usullari

Tekis shaklda TOM quyidagi hollarda oson aniqlanadi:
1) Agar tekis shakl biror qo‘zg‘almas sirt ustida sirpanmasdan ha- 

rakatlansa, uning q o ‘zg‘almas sirtga tegib turgan nuqtasi TO M  
bo lad i ( 101-rasm).

2) Agar tekis shakl A va В nuqtalarining tezliklar moduli m a iu m  
b o iib ,  ular o ‘zaro parallel va AB  ga perpendikular b o isa ,  mazkur 
tezliklar uchlarini tutashtiruvchi chiziqni AB  bilan kesishguncha 
davom ettiramiz. Natijada hosil b o igan  P  nuqta TOM  bo iad i (102- 
rasm, a, b).

3) Agar VA || VB, VA = VB boisa, jism ilgarilama harakatda boiib, 
tezliklar oniy markazi cheksizlikda yotadi (AP=  oc ) (103-rasm, a, b).

103-rasm.

22-masala. AB  sterjen xA =2 + t2, y A = 0 ,  cp = 0,25л:t qonunga 
ko‘ra harakatlanadi. t=  1 sekund bo iganda В nuqta absissasi aniqlan- 
sin. AB  =  3 m (104-rasm).

Yechish. 104-rasmdan:

x B = OA - C A ,  x B = xA -  zii?cos(p

Formulaga son qiymatlarini qo ‘ysak:

x B = 3 - 3 c o s 0 ,2 5 t i  = 3 - 3 ^  

yoki x B =  0,879 m.
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106-rasm.

23-masala. Uzunligi AB  =  2 m  b o ig an  sterjen Oxy tekisligida 
x 5=4cos0,5k/, >;fi=0, ф=0,5тг/ tenglam alarga muvofiq harakatlanadi. 
/=0,245s bo ig an d a  A nuqta tezlik vektorining Ox o ‘qidagi proyek- 
siyasi aniqlansin (105-rasm).

Yechish. (53.2) ga ko‘ra:

У A = V b VA В (57.1)
(57.1) ni Ox o ‘qiga proyeksiyalaymiz:

У  Ax  ~  У Bx  V ( A B ) x  ,

bu yerda VBx = ^ -  = -27isin0,57i/,

d ф
dt

VAB = со AB = -  0,5 л/1£, У(АВ)Х -  VAB s in 0,5л t

1 sekundda

Bx

Natijada

j r  л  • 71  ̂ F i  т /  л  ~  • n  к  V 2Vrv = -2л;51П — t = -T iv 2 , V{AB)X = —2s\n — n = ——
3

VAx = -лл/2 = -я ^ у - yoki =  -2 ,2 2  m/s.

24-masala. 106-rasmda ko‘rsatilgan krivoship-shatunli mexanizm 
В nuqtasining tezligi topilsin. A nuqta tezligi VA =  1 m/s.

Yechish. Krivoship-shatunli m exanizm  A nuqtasining tezligi 
OA ga perpendikular, В nuqtasining tezligi CB  ga perpendikular 
bo i ib ,  yo‘nalishi 106-rasmda ko‘rsatilgandek boiad i.

(55.2) ga ko‘ra:

VA cos60° = VB cos30c
bundan

Vn =  У
cos60c

A cos 30°



yoki son qiymatlarini qo‘ysak,
VB =  0,577 m/s

kelib chiqadi.
25-masala. K rivosh ip-shatun li  

OAB mexanizmning krivoshipi o ‘z- 
garmas burchak tezlanishi bilan ay- 
lanadi va uzunligi AB= 60 sm boigan 
shatunni harakatga keltiradi. Krivoship- 
ning uzunligi OA= 20 sm, b o sh 
lang lch  burchak tezligi co0/J =  к s_1,

_  л _2
burchak  tezlanishi £oa = s .
Polzun В  gorizontal b o ‘ylab harakat

qiladi. Boshlanglch paytda Фо = —
rad; t =  2 s b o lg a n d a  shatunn ing  
burchak tezligi va burchak tezlanishi 
aniqlansin. Shuningdek, В polzun hamda AB  shatun o ‘rtasidagi С 
nuqtaning tezlanishi topilsin (107- rasm).

Yechish. Awal t=  2 sekunddagi aylanish burchagi cp ni aniqlay- 
miz. Krivoship harakati tekis o ‘zgaruvchan aylanma harakatdan ibo
rat bo igani uchun:

ф -  cp0 + CO0At + z 0A —

bolad i.
Ф, va (oOA ning qiymatlarini qo ‘ysak:

5 , n у 
Ф = - J K + n t  ~ g t

kelib chiqadi.
/,=2 sekundda ф =  45° bolad i.  Krivoship A nuqtasining burchak 

tezligi
dq> n к /л  ч _i

® 0 A  =  ~ r  = 71 =  t ( 4 - O s .UA dt 4 4

Natijada: VA = 5 я ( 4 - 0 -

VA OA krivoshipga perpendikular, В polzun tezligi gorizontal

b o ‘ylab yo‘nalgan. VA va VB vektorlarga A va В  nuqtalardan chi- 
qarilgan tik chiziqlarning kesishgan PAB nuqtasi AB  shatunning oniy 
aylanishlar markazi boladi.

VAAB  shatun burchak tezligini topamiz: (oAB = — .
A r AB

ABb  P A



OA I . OA sin ф 
107-rasmdan: - —  = - — , s in a  = ---- -— .sin a  sintp /

Son qiymatlarini qo ‘ysak: sin a  = 0,236, a  = 13°40\

л A n n  J  АРл в  _  BPab  A BA A B P .„dan: . /nno— г — ------ -— . -лАо— г,AB sin(90J- a )  $111(9 + 0.) s in (90°-9 )

bu verdan, APAB = A B — , BPAB = / l g sin(<p+a>COS9 С05ф

yoki APab = 6 0 —s13 —■ = 82,68 sm ,
Al cos4

d i~) sm 58 40 -тл BPAR = 60----------- = 72 sm
cos4з°

kelib chiqadi.

5 л (4 —r )
Demak, соA B 82,68

yoki t =  2 s bo'lganda <aAB = 0,38 s 1.
OA krivoship A nuqtasining tezlanishi urinma va markazga intil- 

ma (normal) tezlanishlarning geometrik yigindisidan iborat, va’ni:

a A = aA + aA , 

bu yerda aA = z0A OA , aA = ю20A OA,

yoki a \  = 1,57 sm /s2 , a'\ = —  ( 4 - / 2 )20.
16

/ =  1 s boMganda aA = 5n2 =49 , 3  sm /s2.

aA , aA vektorlarning yo iia l ish i  108-rasmda ko‘rsatilganidek 
bo iad i.

108-rasm.
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A nuqtani qutb deb, Z? polzun tezlanishini (54.2) ga ko‘ra aniq- 
laymiz:

bu yerda aB vektor OB bo‘ylab yo‘naladi.
Yuqoridagi tenglikni Bx, By o ‘qlariga proyeksiyalaymiz:

aB cosa  = - a \  sin(cp + a )  + a"4 cos((p + a) + anBA , (57.2) 

- a B sin a  = ~aA cos(cp + a )  -  aA sin(cp + a )  -  a xBA . (57.3)

aBA = formuladan foydalanib, В nuqta aylanma haraka
tining normal tezlanishini aniqlaymiz:

anBA = (0,38)2 -60 = 8,664 sm /s2 .

(57.2) dan: a B = -~^[_a"BA + a Acos{^> + a )  -  ^ s in ( (p  + a ) ]  

yoki aB =  21,5 sm /s2;

(57 .3) dan: a xBA = ав s in a  -  < 4cos((p + a ) - a A sin(cp + a )

kelib chiqadi.
Demak, a xBA vektor 108-rasm, a dagi yo‘nalishga teskari ekan.

a xBA = z a b ■ AB dan foydalanib, AB shatunning burchak tezlani
shini topamiz:

С nuqta tezlanishini aniqlash uchun A nuqtani qutb deb (54.2) ni 
yozamiz:

voki a xBA = -45,2 sm/s

yoki

Bu tenglikni Cx, Cy o ‘qlariga proyeksiyalaymiz:

aCx 1 -- ^sin((p + c l )  + a A cos(q> + a )  + 

асу 1 = - f l^ c o s (9  + a )  -  sin(cp + a )  -

a nCA = <o2asAC = 0 ,38 2 • 30 = 4,332 sm /s2 .
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ас = ylac.xi + аСу\ = V(16 ,6 )2 + ( -5 0 ,3)2 = 52,8Л
bo‘ladi.

Javob: юлд=0,38 1/s, £^=0,75 1/s, a g= 21,5 sm/s2, я с=52,8 sm/s2.

7  Nazorat  savollari

1. Qattiq jismning tekis parallel harakatining ta’rifi qanday?
2. Tekis parallel harakat qonunida nima aks etgan?
3. Tekis parallel harakatdagi jism ixtiyoriy nuqtasining koordinatalari 

qanday aniqlanadi?
4. Tekis harakatdagi jism ixtiyoriy nuqtasining tezlik vektori qanday 

topiladi?
5. Tekis harakatdagi jism ixtiyoriy nuqtasining tezlanish vektori qan

day aniqlanadi?
6 . Tezliklar oniy markazi qanday ta’riflanadi?
7. Tezliklar oniy markazini aniqlashning qanday usullarini bilasiz?
8 . Tezliklar oniy markazi tushunchasidan foydalanib jism ixtiyoriy 

nuqtasi tezligi qanday topiladi?
9. Tekis harakatdagi jism ikki nuqtasi tezliklarining proyeksiyasi ha

qidagi teorema haqida nimalarni bilasiz?
10. Tekis harakatdagi jism ixtiyoriy nuqtasining tezlik miqdori qanday 

aniqlanadi?
11. Tekis harakatdagi jism ixtiyoriy nuqtasining tezlanish miqdori 

qanday topiladi?

X I BOB. M ODDIY NUQTANING MURAKKAB HARAKATI

58- §. Moddiy nuqtaning nisbiy, ko‘chirma va murakkab 
(absolut) harakati. Murakkab harakat qonuni

Yuqorida qayd etilgan mavzularda moddiy nuqta harakatini bitta 
qokzg‘almas sistemaga nisbatan tekshirilishini kolrib o ‘tdik. Mazkur 
mavzuda moddiy nuqta harakatini ikkita koordinata sistemasiga, 
ya’ni qo ‘zg‘aluvchi Oxyz hamda qo^zg'almas Oxly ]z] sistemaga nis
batan tekshiramiz (109-rasm).
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109-rasm.

M  nuq tan ing  q o ‘zg‘aluvchi 
Oxyz koordinata sistemasiga nisba
tan harakati nisbiy; q o ‘zg‘aluvchi 
sistema bilan birgalikdagi harakati 
ко ‘chirma;  q o ^ g i i lm a s  O x {y [z l 
koordinata sistemaga nisbatan ha
rakati murakkab (absolut) harakat  
deb ataladi .

Harakatdagi sistema boshining 
qo^zg^almas sistemaga nisbatan ra- 
d ius-vektorin i r(), M  nuq tan ing  
harakatdagi sistemaga nisbatan holati radius-vektorini r va q o ‘z- 
g ‘almas sistemaga nisbatan radius-vektorini ra bilan belgilaymiz.

109-rasmdan:

га =  П) + ? . (58.1)
(58.1) formula moddiy nuqta murakkab harakatining qonunini 

ifodalaydi.
Tezlik va tezlanishlarni bir-biridan farq qilish uchun absolut, 

nisbiy, kolchirma tezlik vektorlarini mos ravishda Va , Vr va Ve bi
lan , shuningdek tezlanish vektorlarini au , a r va ae bilan belgilana- 
di. Absolut tezlanishni tekshirganimizda qolshimcha (Koriolis) tezla
nish ak kelib chiqadi.

59- §. Murakkab (absolut) harakatdagi moddiy nuqta tezligi 
(tezliklarni qo‘shish teoremasi)

Absolut tezlikni aniqlash uchun (58.1) dan vaqt bobyicha hosila 
olamiz:

dr a _  dr{) | dr  

dt dt d t  ’

^a_
dt

V —  = vn 
“ ’ dt 0

(59.1)

(59.2)bu yerda:

r radius-vektorni quyidagicha yozib olamiz:

r = xi  + y j  + zk ’ (59.3)

bu yerda: x, y,  z ~  radius-vektor r ning Oxyz  sistemaga nisbatan 
koordinatalari; / , j , k  ~  mos ravishda Ox, Oy, Oz  o ‘qlarining bir
lik vektorlari.

(59.3) dan vaqt bo‘yicha hosila olsak:
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bu yerda К  = = xi + yj  + i k  . (59.5)

(59.5) formula nuqtaning nisbiy tezligim ifodalaydi. Uni hisob- 
lashda i , j , k  lar o ‘zgarmas deb qaraladi.

Agar qo ‘zgbaluvchi koordinatalar sistemasining berilgan ondagi 
burchak tezligi coe m a ’lum b o ‘lsa, 7 , j , k  -  vektorlar uchlarining 
tezliklari quyidagicha aniqlanadi:

di  _ r  d j  _ -t dk r  A_  = т , х 1 , _  = сое х у , _  = ЮвхЛ: . (59.6)

(59.5) va (59.6) ni (59.4) ga qo‘ysak:

dr ,7 r  -  r
—  =  V,. +  x  • co„ x i +  v • со. x j + z ■ co„ x кd t  i e e t

yoki

dr  ~
= Vr + C0e x (x i  + y j  + z k ) .  (59.7)

(59.3) ni (59.7) ga qo‘ysak:
dr
—  = Vr + u e x r .  (59.8)

(59.2) va (59.8) ni e ’tiborga olib , (60.1) ni quyidagicha yozamiz:

Va ~ Vq + K- + coe x r ,

bu yerda Ve = K0 + й e x r  . (59.9)
(59.9) nuqtaning ko‘chirma tezligini ifodalaydi.

Natijada K = K + K  (59-10)
(59.10) murakkab harakatdagi nuqtaning tezliklarini qo‘shish ha

qidagi teoremani ifodalaydi: nuqtaning absolut harakat tezligi m az
kur nuqta  nisbiy va k o ‘ch irm a harakat tezlik larin ing geom etrik  
yigindisiga teng ( 110-rasm).

Shunday qilib , nuqtaning nisbiy 
va k o kch irm a tezliklari m iqdor va 
y o i ia l i sh  j iha tidan  m a ’lum Ibolsa, 
absolut tezlikning m oduli nisbiy va 
ko‘chirma tezliklarga qurilgan paral- 
lelogrammning diagonali bilan ifoda
lanadi. Absolut tezlik moduli kosinus-

110-rasm. lar teoremasidan foydalanib topiladi:
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va = ^ к 2 + к 2 + 2 K K  cos(Vr \ V e ) . (59.11)

Agar a  =  90° bo'lsa, V„ = J v f T V J ; a  =  0"bo‘lsa, Va = V r i V„ ; 

a  =  180° bo‘lsa, Va = \Vr -  Ve | bo‘ladi.

60- §. Murakkab (absolut) harakatdagi nuqta tezlanishi 
(tezlanishlarni qo‘shish teoremasi)

Absolut tezlanishni aniqlash uchun (59.10) dan vaqt bo ‘yicha 
hosila olamiz:

dVa _ dVr | dVe 
dt dt dt

(60.1)

dV
(59.5) dan foydalanib, ni aniqlaymiz:

dV  ..r ..r  . di . dj ■ dk //ГЛ
^  = x l + y j  + zk + X-  + y - + z ^ .  (60.2)

(59.6) ni (60.2) ga qo‘ysak:

dV  -
-  xi + yj  + zk + (be x (xi  + yj + z k ) , (60.3)

bu yerda ar = xi + y j  + zk  ■ (60.4)
(60.4) formula nuqtaning nisbiy tezlanishini ifodalaydi.
(59.5) va (60.4) ni (60.3) ga qo‘yamiz:

^  = flr + 5 e x K .  (60.5)
dt r e r

Bundagi (be x Vr ifoda nisbiy harakatdagi ko‘chirma tezlik o ‘zga- 
rishini xarakterlaydi .

dV
(59.9) dan foydalanib, ni topamiz:

dVe dVn d(Ье -  dr /rr.— -  = — -  + — -  x r + (op x —  , (60.6)
dt dt dt e dt ’ v 7

, dVQ _ dmebuyerda: —  = a<), —  = ce .

d V _  dr
Natijada: = a0 + ee x r + x — . (60.7)
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(60.8) ni (61.7) ga qo‘ysak:

dv ,  -
= a() + ec x r + ы(, x Vr + coc, x ые x r . (60.8)

Bunda a0 + z,, x r + Voe x x г kolchirm a tezlikni, ые >< r esa 
kokchirma harakatdagi nisbiy tezlik o ‘zgarishini xarakterlaydi. Bular- 
ni e ’tiborga olsak, (61.8) quyidagicha b o iad i  :

x r • (60.9)
(60.5) va (60.9) ni (60.1) ga qo'ysak :

— -  = a.. + a., + 2  со x r 
dt

yoki aLl = ar + ac + a k , . (60.10)

bu yerda 2ые x r  = ak . (60.11)
(60.11) formula Koriolis (qo'shimcha) tezlanishini ifodalaydi.
(60.10) formula tezlanishlarni qo‘shish teoremasidan iborat. 
Ta’rif. Murakkab harakatdagi nuqtaning absolut tezlanishi uning

nisbiy,ko'chirma va qo'shimcha tezlanishlarining geometrik yigindi- 
siga teng.

Absolut tezlanish modulini hisoblash uchun (60.10) ni quyidagi
cha yozamiz:

au = a; + a" + a; + d" + ak , (60.12)

J V  i 2
bu verda a]. = a" = ~ ,  ac = c(. ■ h . a" ■= со2 • h . (60.13)

d t p

ak = 2oj(,Vr ■ sin((ot. ' , Vr ). (60.14)

(60 . 12) formuladagi a], nisbiy harakat trayektoriyasiga urinma, 
a" esa a,, ga perpendikular b o i ib .  trayektoriyaning botiq tomoni 
b o kylab yoiialadi; Щ kobchirma harakat trayektoriyasiga urinma. 
a"± dc bo lib , trayektoriyaning botiq tomoni bo ‘ у l ab voiialadi.

Koriolis tezlanishi yoiialishi Jukovskiy qoidasi ho'vie ha topiladi:
1) ko'chirma harakat burchak tezligi yoiialishiga perpendikular 

P tekislik oikaziladi;
2) nisbiy harakat tezligi ( Vr ) ni P tekislikka proycksiyalab. uni 

Vr deb belgilavmiz;
3) Vr ni ko‘chirma harakat aylanishi tomoniga 90“ ga buramiz. 
Natijada hosil bo igan  yoiialish Koriolis tezlanishi yoiialashini

i f oda l ayd i  ( 1 1 1- ra sm ,  a).
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а b
111-rasm.

Agarda й г 1  Vr b o ‘lsa, ak y o ‘nalishini topish  uchun  Vr ni 
ko‘chirma harakat aylanishi tomoniga 90° ga buramiz (111-rasm, b).

(60.13) va (60.14) formulalarga ko‘ra tezlanishlar modullari ham 
da barcha tezlanishlar yo‘nalishi aniqlangandan so£ng, (60.12) for
mula tanlab olingan Ox, Oy, Oz o ‘qlariga proyeksiyalanadi, ya’ni:

kelib chiqadi.
(60.14) dan foydalanib quyidagi xususiy hollarni keltirib o'tamiz:
1. Q o‘zg‘aluvchi koordinata sistemasi ilgarlama harakatda coe=0 

bo lsa , ak= 0 bo‘ladi.
2. Berilgan onda nuqtaning nisbiy tezligi nolga teng bo ‘lsa, ak= 0 

bo iad i.
3. Berilgan onda ko‘chirma harakat burchak tezligi nisbiy hara

kat tezligiga parallel [(юел,)^.) = 0 , ( ыел, К )  = 180°] b o ‘lsa, a =  0 
bo‘ladi.

26-masala. Rasm da k o ‘rsatilgan 1-jism qiya tekislik b o ‘ylab 
Ve—2 m /s tezlik bilan tekis harakat qiladi. Mazkur jismga nisbatan 
M  nuqta CM =5e= 0 ,5 / (m) qonunga ko‘ra harakatlanadi. t=  2 sekund 
b o lg a n d a  M  nuqta absissasi aniqlansin. t = 0 da x=0; a  = p = 30° 
( 112-rasm).

Yechish. 112-rasmda ko‘rsatilgan 1-jism tekis harakatda b o ‘lga- 
ni uchun: se =  Vet.

bu yerdan

61- §. Masalalar



112-rasm. 113-rasm.

M  nuqta absissasini aniqlash uchun uning nisbiy va ko‘chirma 
harakatdagi ko‘chishlarini Ox o'qiga proyeksiyalaymiz: 

sn =  — CA/cos(a + (3), sex=  Vetcos$.
Natijada

x = srx + sex = - C M  cos(a  + (3) + cosp .

Son qiymatlarini qo ‘ysak , jc= 2,96 m kelib chiqadi.
27-masala. M  nuq ta  radiusi R = 0,1 m b o ig a n  disk gardishi 

b o ‘ylab O M = sr =0 ,3 t  (m) qonuniga ko‘ra harakat qiladi. Diskning 
О o ‘q atrofidagi aylanishi cp£=0,4f qonun bilan berilgan. M  nuqta
ning absolut tezligi aniqlansin (113-rasm).

Yechish. M  nuqtaning nisbiy harakat trayektoriyasi radiusi R 
b o ‘lgan aylanadan iborat b o ‘lib, nisbiy tezligining yo'nalishi 113- 
rasmdagidek boladi.

Nisbiy tezlik miqdori quyidagicha boladi:

Vr = ^  = 0,3 (m/s).

M  nuqtaning ko‘chirma harakat trayektoriyasining radiusi O M  
b o ig an  aylana bo iib ,  tezlik O M  ga perpendikular ravishda harakat 
aylanishi tomon yo‘naladi .

Ko‘chirma tezlik moduli:

К  = “ * о м ^ - о м ,
bu yerda

^  = 0,4 rad/s, ОМ  = VR1 + R2 = R ^2  . 
dt

Natijada: Ve = 0,4 • 0,1 • V2 = 0,0564 m /s .

AO M O x teng yonli b o lg a n i  uchun  О М л, O M x = 45° b o i ib ,  

Vr \ V e = 45° .
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(59.11) ga ko‘ra:

V„ = j v r2 + V i  + 2Vr Ve cos45° .
Son qiymatlarni qo‘ysak, Fa=0,342 (m/s) kelib chiqadi.
28-masala. A ravacha qiya 

tekislik b o ‘ylab a = 2  m /s  у

( ae || Ox) tezlanish bilan harakat 
qiladi. Aravachadagi M  nuqta  
x ,= 3 t2, j , = 4 ?2 qonunga muvo- 
fiq harakatlanadi ( Ox{ || Ox).

M  nuqtaning absolut tezla- 
nishi topilsin (114-rasm) (x,, y x -  114-rasm
metr, t — sekund hisobida).

Yechish. M  nuqta nisbiy tezligini aniqlaymiz. Masala shartiga 
ko‘ra :

xr =  x, =  3t2, y r =  j ,  =  4 t2,
bu yerdan:

Vrx = x, = 6/, v0, = J>! = 8/.
Nisbiy harakat tezlanishining Ox, Oy  o ‘qlaridagi proyeksiyalari:

dYj2L -  6 m /s2 a = —
dt 1 ' v  dt

Ko‘chirma harakat tezlanishining Ox, Oy o ‘qlaridagi proyeksiya
lari :

a =  2 m /s2, a =  0 . (61.2)
e x  '  1 ey  x 7

Ko‘chirma harakat ilgarilama harakatdan iborat b o ‘lgani uchun 
ak= 0 bo‘ladi. Shuning uchun (60.10) quyidagicha yoziladi:

aa = ar + ae • (61.3)
(61.3) ni Ox, Oy o ‘qlariga proyeksiyalasak:

aax = drx + aex '■> aay = a,y + aey • (6 L 4 )
(61.1) va (61.2) ni (61.4) ga qo‘ysak:

dax =  6 +  2 - 8  m /s2, aay =  8 m /s2.

Demak, aa = 8л/2 = 11,28 m /s2 .
29-masala. Vertikal 0 0 , o ‘q atrofida oo=2/ (1/s) burchak tezligi 

bilan aylanayotgan disk diametri b o ‘ylab M  nuqta К — 4/ (m/s) 
tezlik bilan harakatlanadi. t =  2 sekund bo‘lganda M  nuqtaning Koriolis 
tezlanishi aniqlansin (115-rasm).

Yechish. Bizga m a’lumki, Koriolis tezlanishi (60.14) formuladan 
aniqlanar edi, ya’ni:
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115-rasm. 116-rasm.

ak = 2ase Vr sin(coĉ , I //. ).

Masala shartiga ko‘ra we _L Vr , bo lgani uchun

ak = 2 we Vr sin 90° (61.5)
bo lad i.  Berilganlarni (61.5) ga qo ‘ysak:

ak = 2 • 2t  ■ 4 t  = 16/2
kelib chiqadi.

t =  2 sekund b o ‘lganda
ak =  16 • 4 =  64 m /s2

b o ‘ladi.
30-masala. Radiusi r =  0,5 m bo ‘lgan halqa со = 4  (rad/s) o ‘zgar- 

mas burchak tezligi bilan rasm tekisligida aylanadi. Halqa bo^ylab M  
nuqta V = 2  m /s o ‘zgarmas tezlik bilan harakat qiladi. M  nuqtaning 
116-rasmda ko‘rsatilgan holati uchun absolut tezlanishi topilsin.

Yechish. M  nuqta nisbiy harakat travektoriyasi radiusi rboMgan 
ay lanadan  iborat b o llib, o ‘zgaram as tezlik bilan harakat qiladi 
( K=const). Shu sababli:

yoki a Tr = 0 ,  a" = = 4 m /s2 . (62.6)

M  nuqta ko‘chirma harakat trayektoriyasi radiusi 2 rb o ‘lgan ay- 
lana b o i ib  coe=const. Shuning uchun

a] = 0, a" = со2 • O M  

yoki aI = 0, a" = 16,2 • 0,5 = 16 m /s2 .
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H alqa rasm  tekisligida aylangani sababli Vr _L c5e b o ‘lib,

yoki
ak = 2coeVr ■ sin 90° 

ak =  16 m /s2 bo‘ladi.

Rasmga a", a", ak yobnalishlarini qo ‘ysak, ular Ox o ‘qi b o ‘ylab 
joylashadi.

Dem ak, M  nuqta  absolut tezlanishining m oduli quyidagicha 
bo ‘ladi:

У Nazorat savollari

1. Moddiy nuqtaning qanday harakati nisbiy harakat deyiladi?
2. Moddiy nuqtaning qanday harakati ko‘chirma harakat deyiladi?
3. Moddiy nuqtaning murakkab harakati qonuni qanday?
4. Moddiy nuqtaning absolut tezligi qanday aniqlanadi?
5. Moddiy nuqtaning absolut tezlanishi qanday aniqlanadi?
6 . Koriolis (qo‘shimcha) tezlanish nima?
7. Nuqtaning nisbiy va ko‘chirma tezlanishi nima?
8 . Tezliklarni qo‘shish teoremasi haqida nimalami bilasiz?
9. Tezlanishlarni qo‘shish teoremasini ta’riflang.
10. Moddiy nuqtaning ko‘chirma harakati ilgarilanma harakatdan ibo

rat bo‘lganda absolut tezlanish qanday topiladi?
11. Qanday holda Koriolis tezlanish nolga teng bo‘ladi?
12. Koriolis tezlanish yo nalishi qanday aniqlanadi?

yoki
aa = a nr + a ne + ak 

aa =  40 m /s2.
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UCHINCHI B O ‘LIM

D  I N  A M  I К  A

XII BOB. DINAMIKANING ASOSIY TUSHUNCHALARI. 
M ODDIY NUQTA DINAM IKASINING IKKI 

ASOSIY MASALASI

62- §. Dinamika qonunlari

1. Inersiya qonuni. Tashqi m uhitdan ajratilgan moddiy nuqta 
tashqaridan kuch t a ’sir e tm aguncha o 'z in ing  tinch holatini yoki 
to bg kri chiziqli va teng oMchovli harakatini saqlashga intiladi.

Shuni t a ’kidlab o ‘tish kerakki, bitta kuch ta ’sirida boMgan m od
diy nuqta (jism) bir xil vaqt orasida turli masofaga siljiydi va tezligi 
har xil bo iad i.  Demak, moddiy nuqtalar bitta kuch ta ’sirida o'zla- 
rining tezligini tez yoki sekin o bzgartiradi. Bu xususiyat moddiy nuq
taning inertligi deyiladi. Moddiy nuqtaning inertlik olchovi fizik miq- 
dor b o l ib ,  u massa (m ) deb ataladi.

T o ‘g ‘ri chiziqli va teng o ‘lchovli harakat moddiy nuqtaning  
inersiyasi bo lyicha harakatidan iborat. Bu hodisani t a ’riflovchi qo- 
nun dinamikaning b i r i n c h i  q o n u n i  deb yuritiladi.

Dinamikaning birinchi qonuni qanoatlantiradigan sanoq sistema
si inersial sistema deyiladi. Inersiya qonuni bajarilmaydigan sanoq 
sistema inersial bo‘lmagan sistema deb ataladi.

Markazi Quyosh bilan ustma-ust tushuvchi, o bqlari esa mos ra
vishda tanlab olingan yulduzlarga tomon yo‘nalgan sanoq sistemasi
ning inersial ekanligi tajribada aniqlangan. Ko'pincha, texnik masa- 
lalarni yechishda, Yer bilan mahkam boglangan  sistemaga inersial 
sanoq sistemasi  deb qaraladi. Bu holda Yerning o ‘z o lqi atrofidagi 
aylanma harakati hamda Quyosh va yulduzlarga nisbatan harakati 
hisobga olinmaydi.

2. Dinamikaning asosiy qonuni. Moddiy nuqtaning harakatlanti- 
ruvchi kuch ta ’siridan olgan tezlanishi shu kuch yo‘nalishida bo‘lib, 
miqdori mazkur kuch miqdoriga proporsionaldir (117-rasm). Bu qo- 
nunning matematik ifodasi quyidagicha yoziladi:

F = та , (62.1)

bu yerda: F — harakatlantiruvchi kuch, m — nuqtaning massasi, a ~  
nuqta tezlanishi.
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117-rasm. 118-rasm.

(62.1) vektor tenglama moddiy nuqta dinamikasining asosiy teng
lamasi deyiladi. (62.1) formuladan ko‘ramizki, muayyan kuch ta ’si
rida moddiy nuqtaning oladigan tezlanishi faqat kuch kattaligigagi- 
na emas, balki nuqta massasiga ham bog‘liq.

Agar moddiy nuqta faqat o ‘zining G og‘irlik kuchi t a ’sirida Yer- 
ga erkin tushsa, F =  G, a =  g  b o i ib ,  (62.1) ifoda

ko‘rinishni oladi. Demak, moddiy nuqtaning og‘irlik kuchi bilan 
massasi o ‘zaro (62.2) tenglik bilan boglangan ekan.

Agar moddiy nuqtaning oglrlik  kuchi aniq bo ‘lsa, uning massa
sini (62.2) ga ko‘ra

formuladan topish mumkin.
Xalqaro birliklar sistemasi (SI) da massa birligi qilib kilogarmm 

(1 kg), vaqt birligi qilib sekund (1 s), uzunlik birligi qilib metr (1 m) 
qabul qilingan.

Binobarin, kuch birligi quyidagicha boladi:

Demak, massasi 1 kg b o ig an  moddiy nuqtaga 1 m /s2 tezlanish 
bera oladigan kuch Nyuton deb ataladi.

3. Ta’sir va aks ta’sir qonuni. Har bir ta ’sir o ‘ziga teng va qa- 
rama-qarshi yo‘nalishdagi aks ta ’sirni vujudga keltiradi. Boshqacha 
aytganda, ikkita jismning bir-biriga ta ’sirlari o ‘zaro teng va qarama- 
qarshi yo‘nalgan (118-rasm). A jismning В jismga ko‘rsatgan ta ’siri 
F\ b o lsa ,  uchinchi qonunga коьга, В ning A ga ko‘rsatgan t a ’siri 
F2 = -F\  boladi. Bu qonundan jismlar muvozanatda degan xulosa 
kelib chiqmaydi, chunki kuehlar har xil jismlarga qo^yilgan. Mazkur 
qonun ikkita jismning o ‘zaro ta ’sirini xarakterlaydi.

G =  mg (62.2)

(62.3)

[F] = [m\ ■ [a] -  kg • = N (N yu ton) .
с42-S'
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4. Kuchlarning erkinlik qonuni. M oddiy  
nuqtaning bir qancha kuch teng ta ’sir etuvchisi 
tufayli olgan tezlanishi har qaysi kuchning alo- 
hida t a ’siridan hosil b o ‘lgan tezlanishlarining 
geometrik yigindisiga teng (119-rasm), ya’ni:

a = ■ (62.4)
l

(62.4) tenglikni ikki tomonini m ga ko‘payti- 
ramiz:

т а  = •

та = ^  Fv . (62.5)

(62.5) ifoda bir qancha kuch ta'siridagi moddiy nuqta uchun di
namikaning asosiy tenglamasidir.

(62.5) ifodani (62.1) bilan taqqoslashdan ko‘ramizki, moddiy nuq
taga bir necha kuch qo ‘yilgan b o ‘lsa, (62.1) dagi F ni shu kuchlar
ning teng ta ’sir etuvchisi deb qarash kerak.

63- §. Erkin va erksiz moddiy nuqta dinamikasining ikki 
asosiy masalasi

Dinamika masalalarini asosiy ikkita turga ajratish mumkin. Bu 
masalalar erkin moddiy nuqta uchun quyidagicha:

Dinam ikaning  b i r i n с h i a s o s i y  m a s a l a s i d a  m oddiy 
nuqta massasi va uning harakat qonuni berilgan bo lib ,  harakatlan- 
tiruvchi kuchni topish so‘raladi.

Dinamikaning i k k i n c h i  a s o s i y  m a s a l a s i  esa moddiy 
nuqta massasi va unga t a ’sir etuvchi kuch m a ’lum bo lganda , shu 
kuch t a ’siridan hosil bo lad igan  kinematik elementlarni topishdan 
iborat.

Texnikada erksiz (bogManishdagi) moddiy nuqta harakatini tek- 
shirishga doir kolplab masalalarni yechishga to ‘g‘ri keladi. Bunday 
hollarda nuqtaga qo ‘yilgan bog‘lanish uni qo‘zg‘almas sirt yoki chi- 
ziq ustida harakat qilishga majbur etadi.

Erksiz moddiy nuqta harakatiga doir masalalarni yechishda maz
kur nuqta bog‘lanishdan ozod etilib, q o ‘yilgan bog ian ish  reaksiya 
kuchi bilan almashtiriladi.

Natijada moddiy nuqta dinamikasining asosiy tenglamasi quyida
gicha yoziladi:

Demak,
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та -  F + /V, (63.1)

bu yerda: IV — boglanish reaksiya kuchi.
Demak, e r k s i z  m o d d i y  n u q t a  d i n a m i k a s i n i n g  b i -  

r i n c h i  a s o s i y  m a s a l a s i d a  moddiy nuqta massasi va uning 
harakat qonuni hamda mazkur nuqtaga ta ’sir qiluvchi kuch m a ’lum 
bo lganda  reaksiya kuchi aniqlanadi; ikkinchi masalada esa moddiy 
nuqta massasi va unga ta ’sir etuvchi kuch m a’lum b o ‘lganda m od
diy nuqtaning harakat qonuni bilan reaksiya kuchini aniqlash kerak.

64- §. Erkin va erksiz moddiy nuqta harakatining differensial
tenglamalari

Erkin moddiy nuqta F  kuch ta ’si
rida harakatlanayotgan b o ‘lsin ( 120- 
rasm). Bu holda dinamikaning asosiy 
tenglamasi (62.1) ko‘rinishda yozilar 
edi. (62.1) tenglamadagi a tezlanish 
vektorini r radius-vektori orqali ifo- 
dalaymiz:

a = d~r  

d t2
(64.1)

120-rasm.
(64.1) ni (62.1) ga qo‘ysak:

z? d ~ rt  = m — —
d t2

(64.2)

kelib chiqadi.
(64.2) tenglama erkin moddiy nuqta harakati  differensial tengla- 

masining vektorini ifodalaydi.
(64.2) ning Dekart koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalari quyida

gicha bo‘ladi:

/ \  = m
d  x  

~ d f

г  d 2y  r  d 2z r v = m — f , F. = m —-
1 dt  '■ d t2

(64.3)

bu ifodalarda Fx , Fy , Fz bilan F kuchning koordinata o ‘qlaridagi 

proyeksiyalari belgilangan; x, y, z  esa r radius-vektorning proyek
siyalari, ya’ni M  nuqtaning koordinatalaridir.

(64.3) tenglamalar egri chiziqli harakatdagi moddiy nuqta hara
kati differensial tenglamalarining koordinata usulidagi ко ‘rinishi deyi
ladi.
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Agar moddiy nuqtaning harakat yo‘nalishi bilan kuch yo‘nalishi 
bir t o ‘g ‘ri chiziq bo^yicha b o i s a ,  nuqta  harakati t o ‘g ‘ri chiziqli 
bo iad i.  Bu holda nuqtaning harakat yo^nalishi uchun Ox o ‘qni ol- 
sak, uning differensial tenglamasi quyidagicha yozilacli:

Fx = m ^ r r -  (64.4)
d r

Agar moddiy nuqta harakati Oxy tekislikda bo isa , (64.3) tengla- 
maning birinchi ikkitasi yoziladi.

(62.1) ning tabiiy koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalari quyidagi
cha bo iad i ( 121-rasm):

FT = max, Fn = man , Fh = mah. (64.5)

Kinematikadan maiumki:

ax = d v / d t , an =  v 2/p. ah =  0. (64.6)

(64.6) ni (64.5) ga qo‘ysak,

F =  m d v /d t , Fn =  m v 2/ p, Fh =  0 (64.7)
kelib chiqadi.

(64.7) tenglamalar moddiy nuqta harakati differensial tenglama- 
larining tabiiy usulda ifodalanishidir.

Aytaylik, moddiy nuqta qo'zg'almas silliq chiziq ustida harakat- 
lanayotgan boMsin ( 122-rasm).

Sanoq sistemasi boshini О, M  nuqtaning egri chiziqli koordina- 
tasini OM  = 5 deb qabul qilamiz. Q o vzg‘almas silliq chiziqning 
nuqtaga ta ’siri N  reaksiya kuchi bilan almashtirilib, nuqtani bog ia-  
nishdan ozod etamiz.

Natijada erksiz moddiy nuqta dinamikasining asosiy tenglamasi 
quyidagicha yoziladi:

-  2̂ -
F + N -  та voki F + N  = m — . (64.8)

dt2
Bu tenglamani Dekart koordinata o ‘qlariga proyeksiyalasak, erk

siz moddiy nuqta harakati differensial tenglamalarining koordinata 
usulidagi ifodasi kelib chiqadi:

Fv + N  = m ~ ,  F + N.. = F. + N.  = m ^ - .  (64.9)
dt ' d r  ' ' d r

(64.8) ni tabiiy koordinata o lqlariga proyeksiyalaymiz:



121-rasm. 122-rasm.

Q o‘zg‘almas chiziq silliq bo ‘lganligi uchun N  ning urinmadagi 
proyeksiyasi nolga teng: N T = 0.

Demak,

Fx = m ^ ,  F„ + TV,, = m ^ ,  Fb + N b = 0. (65.10)

(64.10) moddiy nuqtaning qo ‘zglalmas silliq chiziq ustidagi ha
rakati uning differensial tenglamasini tabiiy usulda ifodalashdan iborat.

Xususiy holda F kuch urinma tekislikda yotsa, Fh =0 b o ‘lib, 
normal reaksiya trayektoriyaning bosh normali bilan bir yo‘nalishda 
bo ‘ladi.

65- §. Moddiy nuqta dinamikasining birinchi asosiy 
masalasini yechish

Moddiy nuqtaning harakat qonuni m a ’lum bo‘lsa, dinamikaning 
birinchi masalasini oson hal qilish mumkin. Bu masala quyidagi tar- 
tibda yechiladi:

1. Agar masala shartida sanoq sistemasi berilmagan b o is a ,  u 
tanlab olinadi.

2. Moddiy nuqtaga ta ’sir qiluvchi kuchlar rasmda tasvirlanadi.
3. Agar nuqta bog‘lanishda b o isa ,  u bog ianishdan  qutqariladi 

va bogianish  reaksiya kuchlari rasmda ko‘rsatiladi.
4. Tanlab olingan sanoq sistemasida moddiy nuqta harakatining 

differensial tenglamalari tuziladi.
5. Berilgan harakat qonunidan foydalanib moddiy nuqta tezla

nishining tanlab olingan sistemadagi proyeksiyalari aniqlanadi.
6 . Tezlanishning topilgan proyeksiyalari differensial tenglamalar- 

ga qo ‘yilib nom a’lum kuch aniqlanadi.
31-masala. Massasi m =  2 kg b o ‘lgan A/jism x =  10sin2f (m) 

qonunga ko‘ra F kuch ta ’sirida to ‘g ‘ri chiziqli harakat qilmoqda. 
F kuch modulining eng katta qiymati aniqlansin (123-rasm).
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123-rasm. 124-rasm.

Yechish. Masala shartiga ko‘ra Л/ j ism  to ‘g‘ri chiziqli harakat qi
ladi. Jismni moddiy nuqta deb qarab, sanoq sistemasi uchun  Ox 
o bqni olamiz (123-rasm). M  jismga faqat F  kuch ta ’sir qiladi.

Л/ j ism  harakatining differensial tenglamasi quyidagicha boladi:

m ^ 4 -  = ^x . (65.1)dr

Jismning harakat qonunidan vaqt b o ‘yicha ikkinchi tartibli hosi- 
lani hisoblaymiz:

= 20cos2r, - = - 4 0 s i n 2 / . (65.2)
dt d t2 ’

(65.2) ni (65.1) ga qo‘ysak:
Fx = -4 0 m s in 2/ , 

bu yerda Fx kuch miqdori sin2f =  —1 bo ‘lganda eng katta qiymatga 
erishadi.

Demak, Fx =  80 N b o ‘ladi.
32-masala. Massasi m =  1 kg b o ‘lgan m oddiy  nuqta  radiusi 

r =  2 m b o ‘lgan aylana b o ‘ylab V — I t  (m/s) tezlik bilan harakat qi
ladi. t =  1 sekund bo‘lganda moddiy nuqtaga ta ’sir etuvchi kuchning 
teng ta ’sir etuvchisi topilsin (124-rasm).

Yechish. Sanoq sistemasini 124-rasmdagidek tanlaymiz. Moddiy 
nuqtaning harakati tabiiy usulda berilgani uchun harakat differensial 
tenglamalari quyidagicha yoziladi:

Z7 d V  Г  V 2
' = m ~dF' " = m ~ -  ( 6 5 3 )

M oddiy nuqta tezligining o ‘zgarishi qonunidan  vaqt b o ‘yicha 
hosila olamiz:

d V  ~ . 7 
—■— = 2 m /s " . 
dt
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Son qiymatlarni (65.3) ga qo‘ysak,

Fx = 2 N, Fn = 2 N , F = ^ F 2 + F 2 = V8 = l 4 l  = 2,83 N
kelib chiqadi.

33-masaIa. G orizon t bilan 
a  bu rchak  hosil qiluvchi qiya 
tekislikda M  massaga ega b o i 
gan suvli bak turibdi. Bakdagi 
suv sirti qiya tekislikka parallel 
bo iish i  uchun bakni qiya tekis
likka parallel bo igan  qanday F 
kuch bilan harakatga keltirish ke- 
rak? Bakning tagi bilan qiya te- 
kislik o ‘rtasidagi ishqalanish koef- 125-rasm.
fitsiyenti / g a  teng (125-rasm).

Yechish. Bak harakatining yo‘nalishi qiya tekislik b o ‘ylab sodir 
b o ig an i  sababli, Ox o ‘qni 125-rasmdagidek tanlaymiz. Q o ‘yilgan 
masalani hal etish uchun awal suyuqlik zarrachasi harakatini tekshi- 
ramiz.

Zarrachaga ta ’sir qiluvchi kuch ogirl ik  kuchi gAm va suyuqlik 
sirtiga perpendikular b o igan  AR bosim kuchidan iborat. Suyuqlik 
sirti qiya tekislikka parallel. Suyuqlik zarrachasi uchun dinamikaning 
asosiy tenglamasi

asAm = g s in a  • Am 
boiadi. Bu yerda suyuqlik zarrachasining massasi Am, tezlanishi esa as. 
Suvli bak tezlanishi ax ham a s tezlanishga ega boiishi kerak. Demak:

ax -  as = ^ s in a  . (65.4)
Endi suvli bakni A moddiy nuqta deb qaraymiz. Bakka ogirlik  

kuchi G , tortish kuchi F , ishqalanish kuchi F'sh hamda qiya tekis- 
likning normal reaksiyasi N  ta ’sir qiladi. Bak harakati to ‘g‘ri chiziqli 
bo igani uchun dinamikaning asosiy tenglamasi quyidagicha boiadi:

Mas = , (65.5)
bu yerda: M  — suvli bak massasi, ax — uning tezlanishi.

125-rasmdan:

X  Fvx ■- F -  F*h + С sin a  , bu yerda F ]sh = f N .

N  ni topish uchun moddiy nuqta harakati differensial tenglama- 
sining Oy o £qidagi proyeksiyasini tuzamiz:

May = N  -  C c o s a  ,

a =0 b o igan i  uchun N  -  б 'cosa  = 0; N  = G cosa . Shunday qilib, 
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(65.6)

(65.7)

F 'sh = / G  cos a  va

X  Fvx = F -  f G  cos a  + G sin a  ,
(65.4) va (65.6) ni (65.5) ga qo'yamiz:

Mg sin a  = F -  f G  cos a  + (7 sin a  .
G=Mg  bo ‘lgani uchun (65.7) quyidagi ko‘rinishga keladi:

Mg sin a  = F ~ fMg  cos a + Mg sin a  ,
bu tenglikdan

F = fM g  cos a
kelib chiqadi.

34-m asala. B ugldoy o ‘ruvchi kom baynn ing  p i c h o g l  
л'—0,05cos 1 Otc/1 qonunga ko ‘ra t o ^ r i  chiziqli harakat qiladi (t  — 
sekund, x — metr hisobida). Pichoqni harakatga keltiruvch F kuch 
aniqlansin . P ichoq og‘irligi (7=100 N. Erkin tushish  tezlanishi 
g =  10 m /s2 deb qabul qilinsin.

Yechish. Masala shartiga ko'ra pichoq t o ^ r i  chiziqli harakat qi
ladi. Pichoqni moddiy nuqta deb qarab, sanoq sistemasi uchun Ox 
o ‘qni olamiz (126-rasm).

Pichoqning boshlang‘ich holati О 
nuqtada  b o is in .  P ichoqqa o g ‘irlik 
kuchi G , harakatga keltiruvchi kuch 

■x F ham da reaksiya kuchi N  t a ’sir 
qiladi.

Pichoq harakatining differensial 
tenglamasi quyidagicha boiadi:

N

О F
M

G

126-rasm.

d~ x  r  
m —— = t  . 

dt2
(65.8)

Pichoqning harakat qonunidan vaqt b o ‘yicha hosila hisoblaymiz:

— = -0,05- lOjisinlOji/ = -0,5^sinl0Ti/, = - 5 k 2 cosl07t/. (65.9)
dt dt1
(65.9) ni (65.8) ga qo‘ysak,

- m  ■ 5n2 cosIOtc/ = F  (65.10)
kelib chiqadi. m = G / g  bo lgan i sababli (65.10) quyidagicha yoziladi:

F = - 5 —л2 cosIOti/ . 
g

Masala shartidagi berilganlarni e ’tiborga olsak,

F  = —50re2 coslOjif (N )
kelib chiqadi.
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66- §. Dinamikaning ikkinchi asosiy masalasini yechish

Texnikaga oid ko‘pgina masalalarni yechish orqali dinamikaning 
ikkinchi asosiy masalasi hal qilinadi.

Dinam ikaning ikkinchi asosiy masalasini yechishda nuqtaga 
q o ‘yilgan kuch qanday xarakterda o^garish iga  qarab differensial 
tenglamalarni yechishning turli usullari qo‘llaniladi.

Eng sodda hoi kuch o ‘zgarmas b o ‘lgan holdir. Ba’zi hollarda 
kuch vaqtning, yoki nuqta holatining, yoki nuqta tezligining funk- 
siyasi bo lish i  mumkin. Shuningdek, kuch bir y o la  vaqt, yo‘l, tez
lik va hatto tezlanish funksiyasidan iborat hollar ham uchraydi.

Dinamikaning bu asosiy masalasini yechish uchun (64.2), (64.3),
(64.7)—(64.10) ko‘rinishdagi ikkinchi tartibli differensial tenglamalar- 
dan birini tuzish va uni integrallash kerak. Integrallash natijasida ix
tiyoriy o ‘zgarmaslar hosil boladi.

Har aniq bir masalani yechishda ixtiyoriy o^zgarmaslarni aniqlash 
kerak. Bu o ‘zgarmaslarni aniqlashda moddiy nuqtaning boshlanglch 
paytdagi holati va tezligini ifodalovchi boshlanglch shartlardan foy- 
dalaniladi.

Dinamikaning ikkinchi asosiy masalasi differensial tenglamalarni 
yechib, ya ’ni funksiyani differensiallashga teskari b o ig a n  y o ln i  
qo llab  hal qilingani uchun u dinamikaning teskari masalasi deb ham 
ataladi.

Dinamikaning teskari masalasi quyidagi tartibda yechiladi.
1. Agar masala shartida sanoq sistemasi berilmagan b o lsa ,  u 

tanlab olinadi.
2. Rasmda moddiy nuqtaning ixtiyoriy holati belgilanib, unga 

ta ’sir qiluvchi kuehlar tasvirlanadi.
3. Agar nuqta boglanishda bo lsa ,  uni boglan ishdan  qutqarib, 

boglanish reaksiya kuchlari rasmda ko‘rsatiladi.
4. Moddiy nuqta harakatining boshlanglch shartlari yozib olinadi.
5. Moddiy nuqta harakatining tanlab olingan sanoq sistemasida- 

gi differensial tenglamalari tuziladi.
6 . Tuzilgan differensial tenglamalar integrallanadi.
7. Boshlanglch shartlardan foydalanib integrallash natijasida ho 

sil bo ig an  o ‘zgarmaslar aniqlanadi.
8 . Aniqlangan moddiy nuqtaning harakat tenglamasidan kerak 

b o igan  nom a’lumlar topiladi.
35-masala. m =  5 kg bo igan  moddiy nuqtaga F =  3 N, 7^=10 N 

kuehlar t a ’sir qiladi. Moddiy nuqta tezlanishining Ox o ‘qdagi pro- 
yeksiyasi aniqlansin (127-rasm).
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127-rasm. 128-rasm.

Yechish. Masala shartiga ko‘ra sanoq sistemasi berilgan b o i ib ,  
ta ’sir qiluvchi kuchlar rasmda ko'rsatilgan. Moddiy nuqta harakati 
differensial tenglamasining Ox o kqidagi proyeksiyasini yozib olamiz:

Son qiymatlarni qo ‘ysak, a x =  1,13 m /s2 kelib chiqadi.
36-masala. Massasi m =  2 kg b o ig a n  nuqta  Oxy  tekisligida 

Fx = 2sin0,5irr, Fv = 5 c o s n t  kuchlar t a ’sirida harakat qiladi. M az
kur nuqtaning /=1 sekunddagi tezligi topilsin (128-rasm). Bosh- 
lang ich  paytda nuqta tinch boigan .

Yechish. Masala shartiga ko‘ra moddiy nuqta Oxy tekisligida ha
rakat qiladi. Shuning uchun sanoq sistemasi 128-rasmdagidek b o i a 
di. Mazkur nuqtaga Fx, F  kuchlar ta'sir qiladi.

Boshlangich vaqtda nuqta tinch turgani uchun jc=0, >;=0„ Vx=0,  
V = 0  bo iad i.

Moddiy nuqtaning differensial tenglamasi quyidagicha yoziladi:

(66.1)

(66.2)

m

d 1 x  _  2 s i n0 ,5n r  d2 у _  Scostit
bu yerdan: yoki

2 sin 0,5 л/  dVy 3cosnt
(66.3)dt m ’ dtdt m

kelib chiqadi.



у

129-rasm. 130-rasm.

(66.3) ni boshlanglch shartlardan foydalanib integrallasak:
у  _  ~ 2 c o s0 ,5 n /  у  _  5 s in n /

A 0,5 кт ’ y nm

Son qiymatlarni qo ‘ysak, Vx =  —0,64 m/s, Vv =  0 kelib chiqadi.
37-masala. Massasi m =  16 kg b o ‘lgan moddiy nuqta tekislikdagi 

egri chiziqli trayektoriya b o ‘ylab teng ta ’sir etuvchisi F =  0,3/ (N) 
bo igan  kuch ta ’sirida harakatlanadi. Mazkur kuch tezlik vektori bi
lan a=50° burchakni tashkil qiladi. t =  20 sekund bo lganda  egrilik 
radiusi p =  12 m. Moddiy nuqtaning tezligi aniqlansin (129-rasm).

Yechish. Moddiy nuqta harakatini tabiiy koordinatalar sistema
siga nisbatan tekshiramiz.

Nuqtaga rasmda ko‘rsatilgan F kuch t a ’sir etadi.
Moddiy nuqta tezligini aniqlash uchun (64.7) tenglamaning ik- 

kinchisini tuzamiz:

m —  = Fn . (66.4)
p

129-rasmdan: Fn = Z7 sin 50°. (66.5)
(66.5) ni (66.4) ga qo‘yamiz:

V2m —  = F sin 50°,
p

,  . p-^sinSO0 
bundan V = ------------ .

m
Son qiymatlarni qo‘ysak, V =  1,86 m /s kelib chiqadi.
38-masala. Don otuvchi apparatdan otilgan bug‘doyning bosh

lang lch  tezligi V0. V0 tezlikning gorizont bilan hosil qilgan a  bur- 
chagi qanday bo lganda  bug‘doy eng uzoqqa borib tushadi? Muhit 
qarshiligi hisobga olinmasin (130-rasm).

Yechish. Bug‘doy harakatini Dekart koordinatalari sistemasiga 
nisbatan tekshiramiz. Koordinatalar boshi О ni M (b u g ‘doy) nuqta-
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ning bosh lang‘ich otilish holatida olib, Oxy  tekislikni V{] orqali 
o ‘tkazamiz. Bu holda bug‘doyning harakati Oxy tekisligida b o ‘ladi. 
Bug‘doyga faqat og irl ik  kuchi t a ’sir qiladi.

Boshlang‘ich paytda bug‘doyning koordinatalari x=0, y=0; tez- 
ligining koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalari esa

Vx = V0 cos a , Vv = V0 sin a  .

M  nuqta harakatining differensial tenglamalari:

mx = 0, my = - G  yoki x = 0, у  = - g  (66.6)
(66.6) ni ikki marta integrallasak

x  = C , , x = C] t + C2 ,

у  = - g t  + C3 , у  = -& — + C3t + C4 (66.7)

hosil bo iad i.
Boshlanglch shartlarni (66.7) ga qo‘ysak,

C[ = V0 c o sa ,  C2 = 0, C3 = K) sin a , C4 = 0 
kelib chiqadi.

Demak, bug‘doy harakatining parametrik tenglamalari
9

x = t ■ V0 c o sa ,  у  = - - у -  + t ■ V0 sin a  (66.8)

bo iad i.
(66.8) tenglamalardan vaqtni yo'qotsak, bug‘doy harakatining 

trayektoriya tenglamasi kelib chiqadi, ya’ni:
2

, . (66.9)2 VQ cos- a

(66.9) parabola tenglamasi bolib, uning o ‘qi Oy o ‘qiga paralleldir. 
Endi bug‘doyning eng uzoqqa borib tushish masofasini topamiz.

Buning uchun (66.9) ni nolga tenglashtirib,

V'I sin 2  a
JC = --------- (66.10)

я
ni hosil qilamiz.

(66.10) dagi x koordinata  m aksim um  b o l is h i  uchun s in 2 a = l

a  = — bolishi kerak.
4

Demak, xn
v}

'•max
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У Nazorat savollari

1. I. Nyutonning birinchi qonuni qanday ta’riflanadi?
2. I. Nyutonning ikkinchi qonuni qanday ta’riflanadi?
3. I. Nyutonning uchinchi qonuni qanday ta’riflanadi?
4. Kuchning mexanik kattaligi SI (Xalqaro birliklar sistemasi)da qan

day birlikda o ‘lchanadi?
5. Nuqta dinamikasining birinchi masalasini izohlang.
6. Nuqta dinamikasining ikkinchi masalasi qanday ta’riflanadi?
7. SI (Xalqaro birliklar sistemasi) da tezlanish kattaligi qanday bir

likda o‘lchanadi?
8. SI (Xalqaro birliklar sistemasi) da massa (m) kattaligi qanday bir

likda oichanadi?
9. Erkin moddiy nuqta harakat differensial tenglamasi necha xil usul- 

da beriladi?
10. Erkin moddiy nuqta harakatining vektor usuldagi differensial teng

lamasi qanday yoziladi?
11. Erkin moddiy nuqta harakatining Dekart koordinata o ‘qlaridagi 

differensial tenglamalari qanday yoziladi?
12. Erkin moddiy nuqta harakatining tabiiy koordinata o‘qlaridagi dif

ferensial tenglamalari qanday yoziladi?
13. Dinamikada kuch kattaligi qaysi kattaliklarning funksiyasi sifatida 

keladi?
14. Erkin moddiy nuqta dinamikasining asosiy tenglamasi vektor usu- 

lida qanday yoziladi?
15. Bog‘lanishdagi moddiy nuqta uchun dinamika asosiy tenglamasi 

qanday yoziladi?
16. Bogianishdagi moddiy nuqta harakatining Dekart koordinata 

o ‘qlaridagi differensial tenglamalari qanday yoziladi?
17. Bog‘lanishdagi moddiy nuqta harakati differensial tenglamalari ta

biiy koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalari qanday yoziladi?

XIII BOB. M ODDIY NUQTANING TEBRANMA 
HARAKATI

Qishloq xo‘jaligi mashinalarining keng miqyosda ishlatilishi, shu- 
ningdek turli transport ham da suv inshootlarining barpo bo i ish i  
ularning qismlarida hosil boiadigan tebranishlami chuqur o ‘rganish- 
ni talab qiladi.

Mashina va inshoot qismlarining tebranma harakatlari ko‘p hol- 
larda moddiy nuqta tebranma harakatini o ‘rganishga keltiriladi.
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Moddiy nuqtaning tebranma harakati deb shunday harakatga ay-  
tiladiki, bunda nuqta muvozanat holatidan goh bir tomonga, goh ik 
kinchi tomonga navbatma-navbat chetlanadi. Demak, tebranma ha
rakat takrorlanuvchi harakatdir.

Tebranma harakatlar asosan uch turga boiinadi.
1. Erkin (garmonik) tebranma harakat.
2. So‘nuvchi tebranma harakat.
3. Majburiy tebranma harakat.

67- §. Moddiy nuqtaning erkin tebranma harakati

Faraz qilaylik, moddiy nuqtaga hamm avaqt uning muvozanat 
holati tom on yo‘nalgan kuch t a ’sir qilsin va mazkur nuqta to ‘g‘ri 
chiziqli harakatda bolsin  (131-rasm).

Moddiy nuqta koordinatasining 
n i У! / °  < У funksiyasi sifatida o 'zgaruvch i va

_ J  f  muvozanat holatiga qarab yo ‘nal-
___  _________ gan kuch qaytaruvchi kuch deb ata-

ladi. Qaytaruvchi kuch nuqtaning 
131-rasm. holatiga bog‘liq bo lad i ,  ya’ni:

F — —cx, (67.1)
bu yerda: с — moddiy nuqtani uzunlik birligiga ko‘chirish uchun za- 
rur b o ig a n  kuch b o ‘lib, bikirlik koeffitsiyenti deyiladi, uning 
o lch o v  birligi N /m ; x — nuqtaning absissasi.

Boshlanglch paytda M  nuqtaning absissasi x, tezligi V() bo'lsin. 
M  nuqta harakatining differensial tenglamasini tuzamiz:

mx = ~cx  , (67.2)
bu ifodada

k 2 = -  (67.3)
m

belgilash kiritsak, u quyidagicha yoziladi:

x + k 2x = 0. (67.4)
(67.4) ning umumiy yechimi quyidagicha boladi:

x = C, sin /cr + C2 cos k t . (67.5)

(67.5) dagi C, va C2 lar o'zgarmaslar bosh lang lch  shartlardan 
foydalanib aniqlanadi:

Shunday qilib, M  nuqtaning harakati

Q  = - j - ’ Ci = x o . (67.6)

116



v0 . ,
X =  Xq cos k t  + - p sm k t (67.7)

tenglama bilan aniqlanadi.
Moddiy nuqta tebranma harakatini umumiy holda tekshirish qu- 

lay b o ‘lishi uchun C,, C2 o ‘rniga a va a  o ‘zgarmaslarni quyidagicha 
tanlaymiz:

(67.8) ni (67.5) ga qo‘yib, M  nuqta harakatini aniqlovchi tengla- 
mani quyidagi koTinishga keltiramiz:

(67.8) ifodalarni awal kvadratga ko‘tarib qo‘shamiz, so‘ng (67.8) 
ning ikkinchisini birinchisiga hadlab b o ‘lamiz va (67.6) ni e ’tiborga 
olsak,

kelib chiqadi.
(67.9) dan ko‘ramizki, moddiy nuqtaning qaytaruvchi kuch ta ’si- 

ridagi harakati davriy xarakterga ega bo ig an  erkin tebranma hara- 
katdan iborat ekan. Shuning uchun (67.4) formula erkin tebranma 
harakatning differensial tenglamasi deyiladi. (67.9) tenglama moddiy 
nuqtaning erkin tebranma harakat qonunini ifodalaydi.

(67.9) tenglamadagi a — nuqtaning muvozanat holatidan eng 
katta ogbishi — tebranish amplitudasi, kt  + a  — tebranish fazasi, 
a  — boshlang‘ich faza, к — tebranishning doiraviy takrorligi deyiladi.

Erkin tebranma harakat grafigi 132-rasmda ko‘rsatilgan. x davr 
o ra lig ‘ida tebranish  fazasi 2л ga o ‘zgarishini hisobga olsak,
(67.9) dan quyidagi tenglamani yozish mumkin:

С, = я cos a ,  C2 = a sin a . (67.8)

x = a sm (k t  + a ) . (67.9)

(67.10)

k ( t  +  x) + a  = kt + (a  + 2 7Г) . 
Bundan erkin tebranma harakat davrini aniqlovchi

2 n
i = —  (67.11)(67.11) X

formulani hosil qilamiz.
Tebranish davrining teskari qiy- 

mati tebranish  takrorligi deyiladi; 
uni v bilan belgilasak, t a ’rifga ko‘ra:

1 к

132-rasm.
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(67.10), (67.11) dan ko‘ramizki, tebranish amplitudasi va bosh- 
lang‘ich faza harakatning boshlang‘ich shartlariga bog‘liq, tebranish 
davri, shuningdek, tebranish takrorligi nuqtaning boshlang‘ich hola
tiga bog‘liq emas ekan. Binobarin, tebranish davri tebranm a hara- 
katdagi nuqtaning o ‘zgarmaydigan xarakteristikasidir. Tebranish dav- 
rini topish uchun tebranm a harakatning differensial tenglamasini
(67.4) ko‘rinishda tuzish va к  ni topish kifoya.

68- §. Moddiy nuqtaning so‘nuvchi tebranma harakati

Massasi m bo ‘lgan M  moddiy nuqta qaytaruvchi kuch va muhit- 
ning qarshilik kuchi ta’sirida to‘g‘ri chiziqli harakatda bo‘lsin (133-rasm).

Muhitning qarshilik kuchini moddiy nuqta tezligining birinchi 
darajasiga proporsional deylik:

Д = - ц * .  (68.1)
Bu harakatni tekshirish uchun mod- 

•x diy nuqta harakatining differensial teng
lamasini tuzamiz:

mx = - c x ~ i i x .  (68.2)
(68.2) ni quyidagi ko‘rinishda yozamiz: 

mx  + ]ix + ex -  0. (68.3)

Mo vjо R F M

133-rasm.

(68.3) ning ikki tomonini m ga bo‘lib, — = k 2 , — = 2 b deb bel-
m m

gilaymiz. Natijada

x + 2bx + k 2x = 0 (68.4)
kelib chiqadi.

Boshlang‘ich paytda M  nuqta M() da b o ‘lib, uning absissasi x(), 
tezligi V0 bo ‘lsin. (68.4) ning yechimini topish uchun xarakteristik 
tenglama tuzamiz:

n2 + 2 bn + k 2 = 0.
Bu tenglama yechimi

щ2 = - b ± s l b 2 -  к 2

ko‘rinishda bo ‘lib, undagi b va к  ga nisbatan quyidagi hollar uch- 
rashi mumkin:

1) A; > b — qarshilik kuchi qaytaruvchi kuchga nisbatan kichik 
bo ‘lgan hoi;

2) к < b — qarshilik kuchi qaytaruvchi kuchga nisbatan katta 
b o ‘lgan hoi;

3) к =  b — chegara hoi.



Bu hollarni alohida-alohida tekshiramiz.
1) к > b b o ‘lganda xarakteristik tenglama ildizlari kompleks son- 

dan iborat, ya’ni:

щл = ~b ± i y f k ? -  b2 yoki щ 2 = - b ± k {i ,

bunda ky = yfl?  -  b2 .
Bu holda (68.4) differensial tenglamaning umumiy yechimi quyi

dagicha bo ‘ladi:

x = е~ы (Cj s in kxt + C2 co skxt ) . (68.5)
(68.5) dagi C,, C2 o ‘zgarmaslarni (67.8) ko‘rinishda tanlab olsak, 

(68.5) quyidagicha yoziladi:

x = ae~bt sin(k x t + a ) . (68.6)
(68.6) dagi ae~ht ifoda vaqt o ‘tishi bilan nolga intiladi, ya’ni ha 

rakat asta-sekin so‘na boradi. Shuning uchun muhitning qarshilik 
kuchi va qaytaruvchi kuch ta’siridagi nuqtaning harakati kichik qar- 
shiliklar holida so‘nuvchi tebranm a harakat b o ‘ladi.

(68.4) formula so'nuvchi tebranma harakat differensial tenglama- 
sini (68.5) yoki (68.6) formula esa s o ‘nuvchi tebranma harakat qonu- 
nini ifodalaydi.

So‘nuvchi tebranish grafigi (68.6) tenglamaga asosan, tenglama- 
lari x = ±ae~ht b o igan  ikki egri chiziq orasida b o i ib ,  bu egri chi- 
ziqlarga urinib o ‘tadi (134-rasm).

(68.6) dagi a \a  a  o bzgarmaslarni harakatning boshlanglch shart- 
laridan foydalanib topamiz.

(68.6) dan hosila olamiz:

x = -b a e  hr sin(/c, t + a )  + kx ae~ht cos(kx t + a ) . (68.7)
(68.6) va (68.7) ga boshlanglch shartlarni qo‘ysak:

x0 = a sin a ,  V{) = -a b s in  a  + ak{ cosa

yoki *o = «sin a ,  V0 + bx() = akt cosa  (68.8)
kelib chiqadi.

(68.8) tenglamalar sistemasi- 
ni yechsak:

hosil b o la d i .  134-rasm.
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(68.6) tenglamada s in (£ |f+  a )  qatnashgani tufayli nuqta hara
kati davriy xarakterga ega, lekin e~bt nuqtaning to ‘liq awalgi hola- 
tiga qayta olmasligini ko‘rsatadi. Shuning uchun so‘nuvchi tebra- 
nishning tebranish davri tushunchasini shartli kiritamiz:

kinchi darajadan yuqori bo ig an  darajadagi hadlarini tashlab yubor- 
sak va (67.11) ni e ’tiborga olsak:

kelib chiqadi. Bu ifodadagi b/k  qarshilik koeffitsiyenti deb ataladi.
(68.12) dan k o ‘ram izki, T  > i ,  biroq qarshilik  juda  kichik 

b o lg an d a  tebranma harakat davri erkin tebranish davridan deyarli 
farq qilmaydi, ya’ni T  ̂ x.

Endi, so‘nuvchi tebranma harakat amplitudasining o ‘zgarishini 
ko‘rib chiqamiz. M  nuqta o ‘zining muvozanat holatidan v-maksimal 
oglshini x v bilan, v + 1-maksimal oglshini esa x v+1 bilan belgilay- 
miz. Bu ogishlarga mos kelgan vaqtlar tv va ?v+l==/v+ 7’uchun (68.6) 
quyidagicha boladi:

kelib chiqadi. (68.13) dan ko ‘ramizki, jcv+ ]/ jcv nisbat o ‘zgarm as 
hamda noldan kichik.

Demak, tebranish amplitudasining har bir T  davr o ‘tishdagi ket- 
ma-ket qiymatlari, mahraji e~bt bo igan  kamayuvchi geometrik prog- 
ressiyani tashkil qiladi. D =e hl — tebranish dekrementi (so‘nish fakto- 
ri) deyiladi. Tebranish dekrementidan olingan natural logarifmning 
moduli esa logarifmik dekrement deb ataladi va quyidagicha yoziladi:

(68.10)

yoki T = ------—------ (68.11)(68.11)

(68.11) dagi (V1 -  ( b /k ) 2 ) ifodani qatorga yoyib, b /k  ning ik

(68.12)

xv = ae~~bh sin( k xtx + a ), 

xv+| = ae~bit'~7 ] -sinCA:,^ + 2 k  + a )  -  ae~hUy+T) sin(/c,rv + a ) ,

bundan = e hT (68.13)

In D =  bT, 

bu yerda: b — so‘nish koeffitsiyenti.
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2) к  < b bo ‘lgan holda xarakteristik tenglama ildizlari haqiqiy va 
manfiy b o ‘ladi, ya’ni:

nx = - b  + \Jb2 -  k 2 , n2 = - b -  ylb2 -  k 2 .
Natijada (68.4) differensial tenglamaning umumiy yechimi quyi

dagicha yoziladi:

x = е - ы { с ]е"[^  + С г е-'^ь2- k l ) .  (68.15)

(68.15) dan ko‘ramizki, к < b hoi uchun nuqta harakati davriy 
xarakterga ega emas. Shuning uchun bu holdagi harakat aperiodik 
(ya’ni, davriy bo‘lmagan) so‘nuvchi harakat deyiladi.

(68.15) dagi Cv C2 o ‘zgarmaslar harakatning boshlang‘ich shart- 
laridan foydalanib aniqlanadi.

(68.15) dan vaqt bo ‘yicha hosila olamiz:

x = C] ( S 2 -  k2 - b ) e {^ - ^ - b)t - C 2(4b2 - k 2 + b ) e {' ^ +b)t. (68.16)

(68.15) va (68.16) ga boshlang‘ich shartlami qo ‘ysak:

X. =  C . +  Cr  V0 =  C, ( J b 2 -  к 2 - b ) - C 2 ( J b 2 -  k 2 + b) (68.17)v() —2

hosil bo ‘ladi. (68.17) dan:

Г  -  vo+xo (b+^b2 ~k2 ) r  _ Уо+хо(Ь-л1Ь2^к2 ) ^ 8  18)
1 I  ̂ ’ 2 i - ~

l^jb2 - k 2 2 ylb2 - k 2
kelib chiqadi.

(68.18) ni (68.15) ga qo‘ysak, M  nuqtaning berilgan boshlangich 
shartlarni qanoatlantiruvchi aperiodik harakat tenglamasi hosil bo‘ladi:

x-
2 Ы - к 2

V{)+(b+4rf - [ v 0 + ( b - W ^ ) - x (68.19)

3) b =  к da (68.4) differensial tenglamaning umumiy yechimi 
quyidagicha bo ‘ladi:

x = e~bt{Cx +C2t). (68.20)
Demak, bu holda ham harakat aperiodik bo ‘ladi.
(68.20) dan hosila olamiz:

x = - C {b e -bt + C 2e bt( - b t  + \ ) .  (68.21)
(68.20) va (68.21) ga boshlang‘ich shartlami qo‘ysak:

x0 = C { , V0 = - C ,b + C2
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а b d

135-rasm.

hosil b o ‘ladi. Bu tengliklardan

C, = x (), C2 = V0 + bxQ
kelib chiqadi.

Dem ak, к  =  b b o ‘lgan holdagi aperiodik harakat tenglamasi 
quyidagicha boMadi:

Keyingi ikki holda moddiy nuqta tebranma harakat qilmay asim- 
totik ravishda nolga yaqinlashadi.

Bunday harakatning grafigi moddiy nuqtaning boshlanglch ho 
latiga hamda boshlanglch tezlikning moduli va yolnalishiga bog‘liq. 
135-rasmda turli boshlang‘ich shartlar uchun b > к holdagi aperio
dik harakat grafigi ko‘rsatilgan:

a) x0 > 0 , V{) > 0; (135-rasm, a)\
b) x0 > 0 , V0 > 0 lekin, \V() \ > x0 -{b + V/r -  k 2 ), (|K0| < bxQ) 

(135-rasm, b)\
d) л0 > 0 , V() < 0, lekin |f^ | < x0 • (b + k 2 ) , (|K)| < ^*o) 

(135-rasm, d).
b =  к holda ham aperiodik soiiuvchi harakat grafigi 135-rasmda 

ko^rsatilganiga o ‘xshash bo ‘ladi.

69- §. Moddiy nuqtaning majburiy tebranma harakati

Moddiy nuqta qaytaruvchi kuch hamda vaqtning uzluksiz funk
siyasi sifatida o ‘zgaruvchi va uyg‘otuvchi kuch deb ataluvchi kuch 
t a ’sirida t o ^ r i  chiziqli harakatda bo'lsin (136-rasm).

Uyg‘otuvchi kuch garmonik qonun bo‘yicha o'zgarsin, y a ’ni:

x -  e [x0 +(V{) + b x 0 ) - t ] . (68.22)

Q = (2o sin(p t  + 5). (69.1)

F
(69.1) da Q uyg'otuvchi knell

ed ning eng katta qiymati, p — doira-Q
M * л viy takrorligi, p t+ 8  — fazasi, 5 —

X b o s h la n g lc h  fazasi. U yg 'otuvchi

136-rasm.
2 т.

kuch davri esa —1 ga teng. 
p
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Boshlang£ich paytda M  nuqta M0 da bo ‘lib, uning koordinatasi 
x0, tezligi K0 boisin .

Moddiy nuqtaning harakat differensial tenglamasini tuzamiz:

mx = - c x  + Q0 sin( p t  + 8). (69.2)
(69.2) ni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

mx + cx = Q0 sin (p t  + 5).

k 2 = —, PQ = — belgilashlar kiritsak: 
x  m

x  + k 2x  = Pq s in(pt  + 5) (69.3)
hosil bo ‘ladi.

Differensial tenglamalar nazariyasidan m a’lumki, (69.3) differen
sial tenglama yechimi quyidagicha yoziladi:

x = x} + x2 . (69.4)
(69.4) da x, bilan bir jinsli

x + k 2 x  -  0 (69.5)
differensial tenglamaning umumiy yechimi belgilangan; x2 esa (69.3) 
ning xususiy yechimidan iborat.

(69.5) differensial tenglamaning umumiy yechimi:

x, =asin(& / + a )  (69.6)
ko‘rinishda ifodalanishi bizga m a’lum.

(69.3) o ‘zgarmas koeffitsiyentii chiziqli bir jinsli differensial teng
lamaning xususiy yechimini quyidagi ko‘rinishda olamiz:

x2 = B s m (p t  + 5). (69.7)
(69.7) dagi В koeffitsiyentni aniqlash uchun (69.7) dan vaqt bo‘- 

yicha ikkinchi tartibli hosila olamiz:

x2 = - B p 2 s \n (p t  + 8 ) .  (69.8)
(69.7) va (69.8) ni (69.3) ga qo‘yamiz:

- B p 2 sin ( p t  + 8) + к 2 В s in (p t  + 8) = P0 sin (p t  + 8 ) .  
p

Bu ayniyatdan: В = — 0.к ф p.
к - p

Natijada (69.7) tenglama quyidagicha yoziladi:

^9 = ~ Y ~ s m { p t  + 8), (69.9)
к - p

(69.9) tenglama bilan aniqlanuvchi harakat moddiy nuqtaning 
majburiy tebranma harakati deyiladi.
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Demak, (69.3) ning umumiy yechimi quyidagicha yoziladi:
p

x = a s m (k t  + a )  + 0 sin(/?/ + 5). (69.10)
к -p

(69.10) dagi a va a  harakatning boshlang‘ich shartlaridan foyda- 
lanib aniqlanadi.

(69.9) dan ko‘ramizki, majburiy tebranm a harakat amplitudasi 
yoki nuqtaning eng katta dinamik siljishi:

(69.11) dan foydalanib, (69.9) ni quyidagi ko‘rinishlarda yozish 
mumkin:

va agar к < p  bo isa ,  - A  sin(p t  + 5) = A sin(p t  + § -  я ) .

Bu munosabatlarga binoan к > p  bo lg an d a  majburiy tebranish 
fazasi uyg‘otuvchi kuch fazasi bilan bir xilda b o lad i ;  к < p  holda 
esa majburiy tebranish fazasi uyg‘otuvchi kuch fazasidan n ga orqa- 
da qoladi.

Majburiy tebranish amplitudasi bilan p/ к  nisbat orasidagi bog‘la- 
nishni tekshiraylik. Buning uchun (69.11) ni quyidagicha yozamiz:

bunda /st = P0/ k 2 bilan uyglotuvchi kuchning maksimal qiymati Q0 
t a ’sirida moddiy nuqtaning olgan statik siljishi belgilangan.

(69.11) dan kolramizki, majburiy tebranish amplitudasi uyg‘otuv- 
chi kuch hamda erkin tebranishning doiraviy takrorliklariga bogiiq.

Moddiy nuqta dinamik siljishining statik siljishiga nisbati dinamik 
koeffitsiyent deyiladi. Uni л bilan belgilaymiz:

(69.11)

bo ‘ladi.

agar к > p  b o ‘lsa, x2 = A s in (p t  + §),

(69.12)

л A
(69.13)

Dinamik koeffitsiyent X bilan y- orasidagi (69.13) bog‘lanish
к

grafigi 137-rasmda tasvirlangan.
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Boshlang‘ich shartlar x=x0, V = x0
b o i g a n  holdagi ha raka tn i  tekshirish 
uchun (69.3) differensial tenglamaning 
umumiy yechimini quyidagi ko‘rinishda 
yozamiz:

x = C, sin kt + С2 cos kt +

k 2 - p 2
sin(/?/ + 5). (69.14)

(69.14) dan vaqt b o ‘yicha hosila ola
miz:

x = C{k c o s k t  -  C2k s m k t  + ^ ? — co s(p t  + 5). (69.15)
к -p

Moddiy nuqta harakatining boshlang‘ich shartlarini (69.14) va
(69.15) ga qo‘ysak:

Xn — C-> +
k 2 - p 2

s in5, x0 = C i k Pop

k 2 - p 2
cosS (69.16)

hosil bo‘ladi.
(69.16) dan

С = —  p
к к *2 2 cosS, C2 = x0 Po

k 2 ~ P2
sin 8

kelib chiqadi. Demak, (69.14) quyidagicha yoziladi: 

x = xn cos kt + ^ - s in  kt - — 5’— (sin 5 cos kt + — cosSsin £/) +
k L- p l

Pn
1i ~ к - p

-sin ( p t  + 5). (69.17)

(69.16) dan ko‘ramizki, x0=  0, x0 = 0  ham da p  * к  bo ‘lganda 
tebranish o ‘ziga xos koTinishga ega b o ‘ladi. Bu hoi «tepish» holi 
deyiladi.

«Tepish» holining tenglamasi:

x = 2 [sin( p t  + 8) -  sin(&/ + 8)] 
к - p

yoki x  2- ° sin-^-^t  • cos ( p t  + 5)
k^-p  2

bo‘ladi.

(69.18)
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138-rasm.

Bu amplitudaning davri

(69.18) tenglama bilan ifodala- 
nadigan harakatning doiraviy tak- 
rorligi /?, davri T  =  2л:/p am plitu
dasi davriy funksiya sifatida o ‘zga- 
ruvchi tebranma harakatdan iborat 
deyish mumkin. Bu tebranish am 
plitudasi:

2Pq
A ( t )  =

k 2 - p 2

■ P~k  , si n - — t.

T -i  л —
p ~ k

va u Г ga nisbatan ancha katta bo lad i.
(69.18) grafigi 138-rasmda ko‘rsatilgan. Majburiy va erkin tebra

nish doiraviy takrorliklari bir xil bo igan  (p=k)  hoi rezonans holi deb 
ataladi.

p = k  bo lganda (69.3) differensial tenglama quyidagicha yoziladi:

ic + k 2x  = PQ sln(kr + 5) • (69.19)
Rezonans holida (69.19) tenglamaning xususiy yechimini quyida- 

gi ko'rinishda aniqlaymiz:
x2 = B tcos(k t  + 5).

(69.20) dan vaqt bo'yicha hosila olamiz:

x = -2  Bks'm(kt + 5) -  Bk2tc o s (k t  + 5).
(69.20) va (69.21) ni (69.19) ga qo‘ysak:

-2 B k sm (k t  + 5) = P(] s in ^ /1 + 5)

(69.20)

(69.21)

(69.22)

hosil bo lad i.  (69.22) dan: В = kelib chiqadi.
2 к

Demak, (69.19) differensial tenglamaning umumiy yechimi quyi
dagicha b o ‘ladi:

x = C) sin kt + C2 coskt + — ts \n (k t  + 5 -  —). (69.23)
2k  2

(69.23) dan ko ‘ramizki, nuqtaning harakati erkin va majburiy 
tebranishlar yig‘indisidan iborat.

Rezonans holidagi majburiy tebranma harakat tenglamasi

x2 = —  / sin( Arr + 5 -  —)
2 2  к  K

(69.24)

b o iad i.
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х =  —P(lt/2k

139-rasm. 140-rasm.

P t
(69.24) da A = —  — maiburiv tebranish amnlitudasi. kt + 8 -  —

fazasi, к  esa doiraviy takrorligidan iborat. (69.24) ga binoan, rezo- 
nans holatidagi majburiy tebranish fazasi uyg‘otuvchi kuch fazasi- 
dan 7u/2 ga orqada qoladi, amplituda esa vaqtga proporsional o ‘zga- 
radi.

(69.24) tenglama bilan aniqlanuvchi harakat grafigi 139-rasmda 
tasvirlangan.

70- §. Moddiy nuqtaning majburiy tebranma harakatiga 
muhit qarshilik kuchining ta’siri

M  moddiy nuqta qaytaruvchi, uyg‘otuvchi kuchlar hamda muhit- 
ning qarshilik kuchi ta ’sirida to ‘g‘ri chiziqli harakatda bo ‘lsin. Bosh- 
lang‘ich paytda M  nuqta M0 da bo ‘lib, uning absissasi x0, tezligi VQ 
bolsin  (140-rasm).

Moddiy nuqta harakatining differensial tenglamasini tuzamiz:

mx = Fx + Rx + Qx .

Bunda Fx = - c x , Rx = - ц  • i ,  Qx = Q0 sin (p t  + 8) 

bo ‘lgani uchun (70.1) quyidagicha yoziladi:

mx = - c x  -  ц • x  + Q0 sin (p t  + 8). 

Quyidagi belgilashlarni kiritaylik:

(70.1)

(70.2)

Э #v 5 U
m  m m

U holda (70.2) tenglama

x  + 2 bx + k 2x  = PQ sm (p t  + 5)
k o ^ n i s h n i  o lad i .

(70.3)
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(70.3) tenglama muhit qarshilik kuchi ta ’sir etganda moddiy nuq
taning majburiy tebranma harakati differensial tenglamasidan iborat.

(70.3) tenglamaning umumiy yechimi (68.4) tenglama umumiy 
yechimi bilan (70.3) tenglama xususiy yechimining yig'indisidan ibo
rat, ya’ni:

X = X i + x2 ,
bu yerda x, b va к larning son qiymatlariga qarab (68.6), (68.15) 
yoki (68.20) ko‘rinishida bo ‘ladi, x2 esa quyidagicha topiladi:

x2 = Dy sin( p t  + 5) + D? cos ( p t  + 5). (70.4)

Dy va D2 o bzgarmaslarni aniqlash uchun (70.4) dan vaqt bo^yi- 
cha birinchi va ikkinchi tartibli hosila olamiz:

x2 = Dy p cos( pt  + 8 ) -  D2 /7sin( pt  + 8),

x2 = -  Dy p 2 sin( pt + 8) -  D2 p 2 cos( pt  + 8). (70.5)
(70.4) va (70.5) larni (70.3) ga qo‘ysak:

- D y p 2 sin(/?/ + 8) -  D2p 2 cos (p t  + 8) + 2bD {p c o s ( p t  + 8) -

-2 b D 2p s m ( p t  + 8) + k 1 Dy sin (p t  + 8) + k 2 D2 cos ( p t  + 8) =
= P() sin( pt  + 8) (70.6)

hosil bo ‘ladi.
(70.6) dan:

\D y(k z - p 2 ) - 2 b p D 2 = />0 ,

[2 Dy bp + D2 ( к 2 -  / r  ) = 0 (70.7)

kelib chiqadi.
(70.7) tenglamalar sistemasini yechsak:

_ Р„{к2- Р 2) D 2Pabp
1 (k 2- p 2 )2+4b2p2 ' 2 (k2 - p 2 )2+4b2p2 ■ (7° '8)

Natijada (70.3) differensial tenglamaning xususiy yechimi quyi- 
dagi ko‘rinishda yoziladi:

X- , sin(p/ + 5 ) -  У  , cos(pr+S). (70.9)
(k~ —/г Y +4 b~ p~ (k~ - / Г )_ +4 tr p~

Muhit qarshiligidagi majburiy tebranishni umumiy holda tekshi- 
rish qulay b o l ish i  uchun Dy va D2 o vzgarm aslar o 'rn iga  A va p 
o lzgarmaslarni kiritamiz. Ularni quyidagicha tanlaymiz:

Dy = Aq cosp. D2 = Aq sin p. (70.10)
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(70.10) ni awal kvadratga oshirib qo‘shsak, so‘ngra (70.10) ning 
ikkinchisini birinchisiga hadlab bo lsak  va (70.8)ni e ’tiborga olsak:

A,  =
yj(k2 - p 2 )2 + 4 b 2p 2 ’ 

к -p

(70.11)

(70.12)

kelib chiqadi. (70.10) ni (70.4) ga qo‘yamiz. U holda 

x2 = Aq sin(^r + 8 + p) (70.13) 

bo iad i.
Shunday qilib, (70.3) differensial tenglamaning umumiy yechimi: 
1) b < к holda

Pq sin(/?/+5+(3)
x = ae ы sin(yjk2 -  b2 ■ t + a )  +

2) b > к  holda

x = e C e + C2e

3) b =  к holda

x = e bt (Q  + C2t)  +

V (* 2 — p 2 )2 +4 b2 p 2

Pq s in ( / t f+5+ P ) 

лl ( k 2 - p 2 )2 + 4 b 2p 2

Pq sin(/?/‘+8+P)

(70.14)

(70.15)

(70.16)
л](к2 - p 2 )2 + 4 b2p 2

tenglamalar bilan ifodalanadi va ulardagi a , a , C, va C2 o ‘zgarmas- 
lar harakatning boshlangich shartlaridan foydalanib aniqlanadi.

Muhitning qarshilik kuchi t a ’sir etganda moddiy nuqta tebranma 
harakatining grafigi b < к hoi uchun 141-rasmda ko‘rsatilgan; bun
da majburiy tebranish grafigi punktir chiziq bilan tasvirlangan. 

(70.14), (70.15) va (70.16) tenglamalardagi ikkinchi had, ya’ni:
Pq s i n ( / t f+ 8+В)

1 2 .r r ^ T T  (70.17)
j (k  - p  ) +4 b  p

Xn =

muhit qarshilik kuchi hisobga olingan 
holda m oddiy  nuqtaning majburiy  
tebranma harakatini ifodalaydi.

Majburiy tebranish amplitudasi 
(70.11) tenglikdan aniqlanadi.

Majburiy tebranma harakatning 
dinamik koeffitsiyenti muhit qarshi
lik kuchi t a ’sir etgan holda quyida
gicha:
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к

а b
142-rasm.

,  ______________________________ 1__________________________

л ] ( \ - р 2 / к 2 )2 +4Ь2 р 1 / к 4

Agar — = z, -  = И (?0-18)
к к

deb belgilasak, л = 1 --------  (70.19)
V ( l - r  )2- 4 Л2г

b o iad i .  142-rasm, a da л va г orasidagi bog ian ish  graflgi h ning 
turli qiymatlari uchun ko‘rsatilgan.

Dinamik koeffitsiyent A. bilan p /k  nisbat orasidagi boglanishni 
tekshirish uchun funksiyani tekshirish qoidasidan foydalanamiz.

(70.19) da kvadrat ildiz ostidagi ifodani ><г) deb belgilaymiz:

y ( z )  = (1 -  г2 )2 + 4/72г2 • (70.20)
Bu funksiyaning ekstremumini topish uchun £ bo'yicha hosila 

olamiz va hosilani nolga tenglashtirib, 0 shartni qanoatlantiruv- 
chi kritik nuqtalarni topamiz:

Z\ = 0. о  = VI -  2 h1 . (70.21)
Endi ^ = 0  uchun (70.20) dan ikkinchi tarlibli hosilani hisoblaymiz:

>'"(0) = 4 ( 2 / r  -  1).

Agar 2h2 >1 yoki h > b o l s a ,  j !"(0) > 0. Shuning uchun

z x =  0 da y(z)  funksiya minimumga erishadi. X esa maksimum qiy- 
matga ega bolad i.  Bu hoi uchun 142-rasm, a dagi h= hb mos kela-

di. h > —  da 1 — 2h1 < 0 va = V1 - 2 h2 m avhum son b o ‘lib 

qoladi. Bu holda y(z) funksiyaning ikkinchi ekstremumi boim aydi.
V2

h < —  holda >’"(0) < 0. Natijada minimumga erishadi. h < —  da 
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z2 = Vl - 2 h 2 > 0 va y " (z2 ) > 0 bo ‘lib, X maksimum qiymatni qa- 
bul qiladi. ^ max ni aniqlash uchun (70.19) dagi г o ‘rniga z2 qiymati- 
ni qo‘yamiz:

i 1 72. h = da x .. = L' m a x
2 h \ \ - h  ’ 2

V2
Demak, h < —  b o ‘lgan holda majburiy tebranish amplitudasi

maksimum qiymatga erishadi. Uni aniqlash uchun (70.21) ning ik- 
kinchisiga (70.18) ni qo‘yamiz:

p = 4 k 1 - 2 b 1 • (70. 22)
(70.22) ni (70.11) ga qo‘ysak:

Л ш  = 2 b ^ - b 2 (7° '23)
kelib chiqadi.

Moddiy nuqtaning tebranma harakatiga muhitning qarshilik ku
chi t a ’sir etganda majburiy tebranma harakat va uyg‘otuvchi kuch
ning doiraviy takrorliklari ham, tebranish davrlari ham bir xil bo iib , 
majburiy tebranish fazasi esa uyg‘otuvchi kuch fazasidan p ga farq 
qiladi. p — fazalar siljishi deb ataladi. Bu siljish (70.12) dan aniqla
nadi.

(70.12) tenglik (70.18) ga ko‘ra quyidagicha yoziladi:

tSP = ^ LTT = i 4 '  <70'24>
W i - A '

к‘

z =  1 holda tgp =  cc; shuning uchun fazalar siljishi p = ^  boiadi.

z=0 b o ‘lganda tgp =  0. Bu holda kichik takrorlikdagi majburiy 
tebranish (p < к) uchun p =  0, katta takrorlik {p > k) da esa p =  n.

(70.24) dan ko‘ramizki, fazalar siljishi г ga hamda qarshilik koef- 
fitsiyenti h ga bog‘liq. p bilan z  orasidagi munosabat grafigi h ning 
har xil qiymatlari uchun 142-rasm, b da ko‘rsatilgan.

71- §. Moddiy nuqtaning tebranma harakatiga doir 
masalalar yechish

Moddiy nuqtaning tebranma harakatiga oid masalalar quyidagi 
tartibda yechiladi.

1. Moddiy nuqtaning statik muvozanat holati koordinata boshi deb 
qabul qilinib, harakat vo‘nalishi bo‘yicha koordinata o ‘qi yo‘naltiriladi.
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2. Moddiy nuqtaga t a ’sir etuvchi kuehlar rasmda tasvirlanadi.
3. Moddiy nuqta harakatining boshlanglch shartlari aniqlab olinadi.
4. Moddiy nuqtaning harakat differensial tenglamasi tuziladi.
5. Tuzilgan differensial tenglama turiga qarab uning yechimi yo

ziladi.
6. Topilgan yechim fizik nuqtayi nazardan tahlil etilib, kerakli 

nom a’lumlar aniqlanadi.
39-masala. Bikirliklari c, =  2 N /m , c2 =  4 N /m , c3 =  6 N /m  

b o ‘lgan uch ta  ketm a-ket ulangan prujinaga yuk osilgan. M azkur 
prujinalar uchun ekvivalent prujinaning bikirlik koeffltsiyenti aniq- 
lansin (143-rasm).

Yechish. Yukning statik  m uvozanat ho la tin i ,  y a ’ni yukning 
og lrlik  kuchi bilan prujinalar elastiklik kuchi muvozanatlashadigan 
nuqtani koordinata boshi deb olamiz. Ox o lqni harakat yo‘nalishi 
b o ‘yicha vertikal pastga yo‘naltiramiz.

Bikirliklari turlicha bo igan  uchta prujinani ularga ekvivalent bit- 
ta prujina bilan almashtiramiz. Ekvivalent prujinaning bikirlik koef- 
fitsiyentini aniqlash uchun M  yukning prujinalarga ta ’sirini tekshira
miz. Yuk ta ’sirida uchchala prujina cho lziladi.

M  yuk tinch holatda b o lg a n d a  uning og irl ig i  prujinalarning 
elastiklik kuchi bilan muvozanatlashadi hamda

G = c , / lst, G = c2/ 2st, G = c3/-,st, G = cekv/ st, (71. 1)

G G G
bundan f \st = — , />sl = — , / 3st = — kelib chiqadi.

c \ c2 c3

Prujinalar ke tm a-ket ulangani uchun ularning um umiy statik 
cho ‘zilishi uchchala prujina chobzilishining yiglndisiga teng:

£ Г Г Г i • /■ G G G 
/ s i  =  / i s l  +  / ’ si +  / з » |  У ° к |  A ,  = - + —  +  — •

c\ c 2 c3

Son qiymatlarni qo‘ysak: / st = 1 = 1 [̂ g .

(71.1) dan с k yoki c k = 1 1 ^ - =  1,09 N /m  kelib
Lk / s t  / s t  1 1 ^

chiqadi.
40-masala. O g‘irligi C=100 N b o ig an  A/jism silliq gorizontal 

tekislikda turadi. Bu jism prujinaga biriktirilgan. Prujina esa A nuq
taga mahkamlangan (144-rasm). Л/ j i s m  o ‘ng tomonga x0=0,05 m 
masofaga surilib V =  \ m /s boshlanglch  tezlik bilan qo‘yib yuboril- 
gan. Prujinaning bikirlik koeffltsiyenti с =  104 N /m . y1//jism tebran
ma harakatining tenglamasi tuzilsin ham da tebranish davri aniq- 
lansin.
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143-rasm. 144-rasm.

Yechish. Sanoq sistemasini 144-rasmda ko‘rsatilgandek tanlay- 
miz. M  jismni moddiy nuqta desak, unga og ir l ik  kuchi G , silliq 
sirtning reaksiya kuchi N  hamda prujinaning elastiklik kuchi F  ta ’sir 
qiladi.

Boshlanglch paytda x0 = 0 ,0 5 m , V{] = 1 m /s . Fx = - c x  b o l 
gani uchun M  nuqtaning harakati differensial tenglamasi quyidagi
cha boladi:

M  nuqta harakati differensial tenglamasining boshlangich shart- 
larini qanoatlantiruvchi yechimi (67.7) ga koTa quyidagicha boladi:

M  jism tebranma harakatining tebranish davri (67.11) ga binoan

41-masala Moddiy nuqta x = eALib' (0 ,3cos5/ + 0 ,5sin5/)  qo- 
nunga kowra tebranma harakat qiladi. Mazkur nuqta harakat qonu- 
nini A' = ae h! s\n(k{t + a )  ko'rinishda yozish uchun a qanday bo l- 
lishi kerakligi aniqlansin.

Yechish. Masala shartidagi tebranma harakat qonunidan:

Bizga m aium ki, (71.2) dagi C, va C2 o^zgarmaslar (67.8) ga aso- 
san quyidagicha aniqlanar edi:

x + k 2x -  0 ,

bunda

yoki

x = (0,05cos31,4/ + -----s in31,4/ ) m
31.4

x = (0 .05cos31 A t  + 0 ,03s in31,4/) m.

i =

boladi.

C =  0,3, С  =  0,5. (71.2)
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С, = я sin а ,  С 2 = a c o s a . (71.3)
(71.2) ni (71.3) ga qo‘ysak:

[0,3 = ^sin а ,
[0,5 = ci cos a .

Bu tenglik larni kvadratga k o £tarib , h a d m a -h a d  qo 'shsak:
0,32 + 0,52 = a 2 , bundan a = ^0 ,09 + 0,25 = 0,583 kelib chiqadi.

42-masala. Radiusi r  =  49 sm bo igan , vertikal tekislikda yotuv- 
chi truba ichida M  sharcha joylashgan. Sharchaga tezlikning birinchi 
darajasiga proporsional b o igan  qarshilik kuchi R =  4 m K ta ’sir qila
di. Sharchaning muvozanat holatidan chetga chiqishi juda kichik, 
boshlangich  tezligi K=20 sm/s deb hisoblanib, uning harakat teng
lamasi tuzilsin (g=980 sm /s2 ).

Yechish. Masala shartiga ko'ra o g i r  moddiy nuqta vertikal tekis
likda radiusi r b o ig a n  truba ichida tebranadi (145-rasm). Bu masa- 
lani yechish uchun Mxn tabiiy koordinata sistemasini tanlab olamiz.

M  moddiy nuqtaga o g i i ik  kuchi G , 
qarshilik kuchi R ta ’sir qiladi.

M{) nuqtan i sanoq boshi deb olsak, 
.s0=0, ^,=20 sm/s.

M  moddiy nuqtaning harakati diffe
rensial tenglamasi quyidagicha boiadi:

5 = rep, V = s bo igani sababli (71.4) quyidagi koi'inishni oladi:

m —  = - 4m V -  G sin cp. 
dt '

m —  = R. + G vokidt 1 x -dt

145-rasm.
Ф  juda kichik bo igani sababli simp^cp.

Natijada: w —  = - 4 m V  -  m gy  kelib chiqadi. 

Oxirgi tenglikni quyidagicha yozamiz:

d V
dt

(71.4)

5  + 4 5  + — 5  = 0 . (71.5)
r

b = 2, k 2 = — belgilashlarni kiritib (71.5) tenglamani quyidagi
r

cha ifodalaymiz:

5 + l b s  + k 25 = 0 . (71.6)
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к  = y j j  = л/20 s 1, binobarin, к  > b bo igan i uchun (71.6) teng

lamaning yechimi (68.6)ga ko‘ra aniqlanadi:

x = ae bt sin(V/c2 -  b2 1 + a )  , 
bundagi я va b (68.9) formulalardan topiladi:

a =
l ( k 2 - b 2 ) s 2 +(V0 +bs0 )2

к -b
= 5 sm,

5n y k 2 - b 2 „ „tga = ----= 0, a  = 0.
V0 +bs0

Shunday qilib, M  nuqta s = 0,05e 2/ s in4 / m qonun bilan so‘- 
nuvchi tebranma harakat qiladi.

43-masala. m massali Л/j ism  bi
kirlik koeffitsiyenti с b o ig a n  AB  
prujina В uchiga osilgan. Л/ j i s m

lishi / st ga teng. Jismga m uhitn ing 
qarshilik kuchi R = 2 Jm cx  ta ’sir qi
ladi. Boshlanglch paytda Л/jism  o‘zi- 
ning statik muvozanat holatida bok- 
lib, tezligi V0 ga teng (146-rasm). M  
jismning harakat qonuni aniqlansin.

Yechish. Sanoq sistemasining 
boshini M  jismning statik muvoza
nat holati b o ig a n  О nuqtada o la 
miz. Ox o ‘qni vertikal pastga yo‘naltiramiz. Jismni moddiy nuqta 
deb qaraymiz. Bu nuqtaga oglrlik  kuchi (7, prujinaning elastiklik 
kuchi F ,  muhitning qarshilik kuchi R t a ’sir qiladi. Boshlanglch 
paytda x0 = 0 ,  x = Vt). M  moddiy nuqtaning harakat differensial 
tenglamasi quyidagicha yoziladi:

mx = G -  c { x  + / t ) -  2 'J m cx . (71.7)

M  nuqtaning statik muvozanat holatida G = c/st bo lgani uchun
(71.7) quyidagi ko‘rinishni oladi:

mx + 2 J~mcx + cx yoki x + 2 J —x + — x = 0 ,
V m m

bunda k 2 = - ,  2 = 2b (71.8)
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Belgilashlar qabul qilsak:

x + 2bx + k 2x = 0 (71.9)
hosil bo‘ladi.

(71.8) dan ko‘ramizki, с va m ning har qanday qiymatlari uchun 
b=k. Binobarin (71.9) differensial tenglama yechimi (68.22) ko‘ri- 
nishda boladi:

- hr > 0 + (V0 + b x Q)t]. (71.10)x = e

(71.10) ga boshlang‘ich shartlar va к = /— = —  ni qo‘ysak, M
V m ]j / sl

jismning harakat qonuni kelib chiqadi:

x = V je  •
44-masala. Massasi m =  3 kg bo‘lgan jism prujinaga osilgan bo ‘- 

lib, unga vertikal ravishda uyg‘otuvchi kuch Q = 10sin 5/ ta ’sir qiladi. 
Dinamik koeffitsiyent A,=4. Prujinaning bikirlik koeffitsiyenti topilsin.

Yechish. Mazkur masalani moddiy nuqta harakati differensial 
tenglamasini tuzmasdan hal etish mumkin. Buning uchun (69.13) 
dan foydalanamiz:

1 Сл = ------г-, к = —
p _
k 2

bundan: k~ = - —1 yoki — = -—1 (71.11)
a - 1 m /. - 1

_  P f- c _  P~K

kelib chiqadi.
2 .

(71.11) dan: с = m ^ ~ . (71.12)
/.-1

Masala shartiga ko‘ra uygkotuvchi kuch Q=10sin5/' boMib, p = 5.
(71.12) ga son qiymatlarni qo'ysak, c—100 N /m  kelib chiqadi.
45-masala. Moddiy nuqtaning harakati differensial tenglamasi

x  + 81 x  = 12 sin 51. Majburiy tebranma harakati amplitudasi aniqlansin. 
Yechish. Mazkur masalani hal etishda (69.11) dan foydalanamiz:

p
A = 111 1\

\k - P  I

Masala shartidagi moddiy nuqta harakati differensial tenglamasidan: 

P0 =12, k 2 =81, p = 5.

Natijada A = -- 1 ~..= — = — = 0,214 (uzun. bir) bo lad i.
8 1 -2 5  56 14
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46-masala. Bikirlik koeffitsiyenti c = 4000  N /m  / / / ,/ / / /  
b o ‘lgan p ru jinaga  o g ‘irligi G= 20 N b o ‘lgan M  
jism  osilgan (147-rasm). M oddiy nuqta deb qara- 
luvchi bu jismga davriy ravishda o ‘zgaruvchi 
S  = 117,72s i n N uyg‘otuvch i kuch va tez lik -  
ning birinchi darajasiga p ropors ional b o ‘lgan 
R = 54 m cx  N qarshilik  kuchi t a ’sir qiladi ( m — 

jism  massasi). U yg‘otuvchi kuchning  doiraviy 
takrorligi p  qanday b o ig a n d a  majburiy tebranish 
amplitudasi A eng katta qiymatga erishadi?

Yechish. Sanoq sistemasining boshi qilib j ism 
ning statik m uvozanat holatini olamiz. Ox o ‘qni 
vertikal b o ‘yicha harakat yo‘nalishi tom on yo‘nalti- 
ramiz.

M  nuqtaga  G o g ‘irlik kuchi, F qaytaruvchi 
kuch, R qarshilik kuchi hamda S  uyg‘otuvchi kuch 
ta ’sir qiladi.

M  nuqtaning harakati differensial tenglamasini tuzamiz:

mx = G -  c ( x  + / s l) -  5yfmcx + 117,72sin p t ,
Bu ifodaning har ikki tomonini m ga b o ‘lib, G=cfst ni e ’tiborga 

olsak, u
17,72

147-rasm.

0,5 J c /m x  + —x =
m m

-sin pt

ko‘rinishga keladi.

k \
117,72

= Pi0 ,5 J c /m  = 2b, —
m m

belgilashlar olinsa, (71.13) tenglama quyidagicha yoziladi:

x + 2bx  + k 2 x  = P{) sin p t .
(71.14) ga son qiymatlarni qo‘ysak:

(71.13)

(71.14)

b = 1 1 ,0 6 s '1, k = 44,2 s- Pq = 5 8 , 8 ^ (71.15)

kelib chiqadi.
Masala shartidagi nom a’lumlarni aniqlash uchun (71.13) diffe

rensial tenglamaning yechimini aniqlash shart emas.

(70.18) ko‘ra b/k — h ; bundan h =
11,06 л -  V2  u  41 „  
——  ~ 0,3 < —  bo ladi. Bu
44,2 2

holda uyg‘otuvchi kuch doiraviy takrorligi (70.22) formuladan, maj
buriy tebranish amplitudasining maksimum qiymati esa (70.23) for
muladan foydalanib aniqlanadi.
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(71.15) ni (70.22) va (70.23) ga qo‘ysak:

p = J k 2 -  2 b 1 = V1960 -  242 = 41,5 1/s,

Am.„ = -----p>—  = 0.0321 m

kelib chiqadi.
47-masala. m massali M  jism bikirlik koeffltsiyenti с b o ‘lgan AB

prujina uchiga osilgan. Jismga Q. = / /  s inл/—t uyg‘otuvchii kuch
V m

hamda muhitning qarshilik kuchi R = - \ i z  ta ’sir qiladi. Jism majbu- 
riy tebranma harakatining qonuni hamda majburiy tebranish ampli
tudasi aniqlansin (148-rasm).

Yechish. Jismning statik muvozanat holatini sanoq 
sistemasining boshi qilib olamiz. Oz o lqni vertikal 
bo'ylab, nuqta harakati tom on yobnaltiramiz. Jismni 
moddiy nuqta deb qarasak, unga og‘irlik kuchi G , uy- 
g ‘otuvchi kuch Q , qaytaruvchi kuch F va muhitning 
qarshilik kuchi R ta'sir qiladi.

Masalani yechish uchun M  nuqta harakatining dif
ferensial tenglamasini tuzamiz:

m'z = G -  c ( z  + A  ) -  \iz + H sin — t .
V m

Bu yerda С = cfm bolishini e ’tiborga olib,

h = к = p = / I ,  Pu = —  (71.16)
ztn  V ni m

148-rasm. belgilashlar kiritsak, differensial tenglama:

z  + 2bz + k 2 z = P{) sin pt  (71.17)
ko'rinishni oladi.

J ism ning majburiy teb ranm a harakati tenglam asini aniqlash 
uchun (71.17) ning xususiy yechimini topish kerak. U (70.13) tengla
ma yordamida aniqlanadi:

x 2 = Aq s in(/?/ + (3). (71.18)
Bu ifodadagi Aq va (3 (70.11) hamda (70.12) formulalardan foy- 

dalanib topiladi.
(71.16) ni (70.11) va (70.12) ga qo'vsak,

kelib chiqadi.
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Demak, M  jismning majburiy tebranma harakati

tenglama bilan ifodalanadi.

У Nazorat savollari

1. Tebranma harakat deb qanday harakatga aytiladi?
2. Tebranma harakatni izohlaydigan qanday asosiy parametrlar bor?
3. Davr deb nimaga aytiladi?
4. Chastota deganda nimani tushunasiz?
5. Faza deb nimaga aytiladi?
6. Tebranma harakat necha xil bo‘ladi?
7. Erkin tebranma harakat deb nimaga aytiladi?
8. Qanday harakat majburiy tebranma harakat deyiladi?
9. So‘nuvchi tebranma harakat deb nimaga aytiladi?
10. x -  k2x = 0 formulada k2 bilan qanday nisbat belgilangan?
11. Tebranma harakat amplitudasi deb nimaga aytiladi?
12. Moddiy nuqtaning garmonik tebranma harakati tenglamasini yozing.
13. Rezonans hodisasini izohlang.
14. Majburiy tebranma harakat differensial tenglamasini yozing.
15. Moddiy nuqta erkin tebranma harakatining differensial tenglama

sini yozing.
16. Moddiy nuqta so‘nuvchi tebranma harakatining differensial tengla

masini yozing.
17. Qarshilik kichik (b < k) boMganda so‘nuvchi tebranma harakat 

qonuni qanday yoziladi?
18. Moddiy nuqta majburiy tebranma harakatining (muhit qarshiligi 

hisobga olinmagan holdagi) differensial tenglamasini yozing.
19. Moddiy nuqta majburiy tebranma harakat (muhit qarshiligi hisob

ga olinmagan holdagi) qonunini yozing.
20. Qanday harakat: aperiodik harakatdan iborat?
21. Muhit qarshiligidagi majburiy tebranma harakat differensial teng

lamasini yozing.
22. Muhit qarshiligidagi majburiy tebranma harakat qonunini yozing.
23. «Tepish» holi nima?
24. So‘nuvchi tebranishda amplituda qanday o‘zgaradi?
25. Aperiodik harakat tenglamasi qanday?
26. Dekrement nima?
27. Dinamik koeffitsiyent qanday aniqlanadi?
28. Rezonans holda majburiy tebranma harakat qonunini yozing.
29. Fazalar siljishi nima?
30. Qaytaruvchi va qarshilik kuchining koeffitsiyentlari teng bo‘lganda 

moddiy nuqta aperiodik harakatining tenglamasi qanday bo‘ladi?
139



XIV  BOB. MEXANIK SISTEM A VA M ODDIY NUQTA  
DINAM IKASINING UM U M IY  TEO RE MALAR!

72- §. Mexanik sistema. Ichki va tashqi kuchlar

Harakatlari o 'zaro  bir-biriga b o g i iq  b o ig a n  moddiy nuqtalar 
sistemasi mexanik sistema deyiladi. Mexanik sistema erkin va bog‘- 
langan holatda boiish i mumkin.

Mexanik sistema nuqtalarining harakati hech qanday sabab bilan 
chegaralanmagan, ya’ni nuqtalar orasidagi bogianishlar o bzaro ta ’sir 
kuchidan iborat bo isa , mazkur sistema erkin sistema bo iad i.

Mexanik sistema nuqtalarining harakati biror sabab bilan chega- 
ralangan, ya’ni mazkur sistema nuqtalariga bogianishlar qo'yilgan 
bo isa ,  u boglanishdagi sistema deb ataladi.

Erkin mexanik sistemaga misol qilib Quyosh sistemasini olish 
mumkin, chunki Quyosh va planetalar o ‘zaro butun olam tortilish 
kuchi t a ’sirida boiad i.

Bogianishdagi mexanik sistemaga har qanday mashina mexa- 
nizmlarini misol qilib keltirish mumkin. Chunki mashina mexanizm- 
iarining qismlari bir-birlari bilan sharnirlar. sterjenlar, qayishlar yoki 
tishli gildiraklar vositasida bogiangan  boiad i.

Sistemaning ixtiyoriy ikki nuqtasi orasidagi masofa o bzgarmay 
qolsa. u o'zgarmas sistema deb ataladi. Bunday sistemaga qattiq jism 
misol b o ia  oladi.

Mexanik sistemaga ta'sir qiluvchi kuchlar shartli ravishda ichki 
va tashqi kuchlarga ajratiladi. Mexanik sistemani tashkil etuvchi 
nuqtalarning o'zaro ta'siri i c h k i  к u с h 1 a r deyiladi.

Mexanik sistema tarkibiga kirmaydigan jism (nuqta)lar tomoni- 
dan qo'yilgan kuchlar t a s h q i  k u c h l a r  deb ataladi.

Ichki kuchlar F' , tashqi kuchlar F ‘ . shuningdek. ichki kuchlar 
bosh vektori R ' , tashqi kuchlar bosh vektori Rc bilan belgilanadi.

Biror sistema uchun tashqi deb hisoblanadigan kuch ikkinchi sis
temaga nisbatan ichki kuch boiishi ham mumkin. Masalan, butun 
Quyosh sistemasining harakati tekshirilganda planetalarning o 'zaro 
tortishish kuchi ichki kuch hisoblanadi. Yerning o Lz orbitasi bo'ylab 
Quyosh atrofidagi harakati tekshirilganda tortishish kuchi tashqi 
kuch boiad i.

Ichki kuchlar xossalarini ko'rib chiqamiz.
1. Sistema ichki kuchlarining bosh vektori nolga teng. Haqiqatan, 

Nyutonning 3-qonuniga ко i n  sistema ixtiyoriy ikki Л/, va Л/, nuqta
larining o'zaro ta ’sir kuchlari miqdor jihatdan teng va bir RVg'ri chi
ziq b o \ ia b  qarama-qarshi tomonga yo'nalgan ( 149-rasm): F^ = -F ^  . 
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149-rasm.

Binobarin, F{2 + F2X = 0. Bu xulosani 
sistemaning barcha nuqtalari uchun tatbiq 
etish mumkin. Shunday qilib:

R1 = 0. (72.1)
(72.1) ni Dekart koordinata o ‘qlariga 

proyeksiyalasak:

R‘ = Y ,F L  = 0 ,  R‘ = 1 4  = 0 ,

К  = Z 4  = 0 (72-2>
hosil bo ‘ladi.

2. Ichki kuchlarning biror markazga nisbatan bosh momenti nol
ga teng:

Mo  = ^ ( 7 0  = 0.  (72.3)

Bu xossaning o ‘rinli b o ‘lishi ham Nyutonning uchinchi qonuni - 
dan foydalanib ko‘rsatiladi.

(72.3) ni Dekart koordinata o‘qlariga proyeksiyalasak:

К  = Y j n A K ) = 0, M !y = 2 X ( F ' ) = 0, Ml = 2 X (F; ) = о 
kelib chiqadi.

Ichki kuchlarning bu xossalaridan ichki kuchlar o ‘zaro muvoza
natlashadi degan natija kelib chiqmaydi, chunki bu kuchlar sistema
ning turli nuqtalariga qo‘yilgan. Shuning uchun ichki kuchlar siste
ma nuqtalarining o ‘zaro ko‘chishiga ta ’sir qiladi. Absolut qattiq jism 
o ‘rganilayotganda ichki kuchlar muvozanatlashuvchi kuchlar siste
masini tashkil etadi.

73- §. Mexanik sistema massasi va massa markazi

Mexanik sistemaning harakati faqat t a ’sir kuchlarigagina emas, 
balki massaning taqsimlanishiga ham bogliq. Bunday kattaliklar ha
qidagi t a ’limot m a s s a l a r  g e o m e t r i y a s i  deb ataladi.

Mexanik sistema M v M2, Mn mod- z
diy nuqtalardan tashkil topgan bo£lib, ular- 
ning massalari mos ravishda m v m2, mn 
bo‘lsin (150-rasm).

Sistema nuqtalari massalarining arif- 
m etik  yigcindisiga sis tem aning  massasi 
deyiladi va u quyidagicha yoziladi:

M  = (73.1)
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Radius-vektori Я = ^  mv ̂  (73.2)
I»»v

formula yordamida aniqlanadigan geometrik nuqta — S  sistemaning 
inersiya (massa) markazi deb ataladi.

(73.2) ni Dekart koordinata o'qlariga proyeksiyalasak:

I f f l v x v _  I w v Vv _ Z  my zx n ' l 'w
Xs 5 } s  -  ~ ^  ’ <-5 -----  y/J.J)X my I  wv I  n\,

kelib chiqadi.
M a’lumki. og‘irlik markazining radius-vektori quyidagicha aniq- 

lanar edi:

= ZC1n_ (734

ICv
(73.2) formulaning tashqi ko'rinishi (73.4) ga o'xshasa ham maz- 

m un jihatidan farq qiladi. O g lr l ik  markazi jismga t a ’sir qiluvchi 
og‘irlik kuchlari teng ta ’sir etuvchisining qo‘yilish nuqtasidir. O g l r 
lik markazi tushunchasi faqat qattiq jismgagina tegishli. Inersiya mar
kazi tushunchasi har qanday moddiy nuqtalar sistemasiga tegishli bo‘- 
lib, u sistemadagi massa taqsimlanishining xarakteristikasidan iborat. 
Shuningdek, bu tushuncha sistemaga qanday kuehlar t a ’sir qilayot- 
ganiga bog‘liq emas.

(73.2), (73.3) dan mos ravishda

Mr's ~ X  my ry (73.5)

va Mxs = , M)\s = ’ MZs := H myZv (73.6)
kelib chiqadi.

(73.5) sistemaning qutbga nisbatan statik momenti, (73.6) esa siste
maning Oyz, Oxz, Oxy tekisliklarga nisbatan statik momenti deb ataladi.

Sistema inersiya markazini qutb deb olsak, shu markazga nisba
tan sistemaning statik momenti nolga teng boladi:

J > v p v = M p s  =  0  ,

bunda pv orqali M v nuqtaning inersiya markaziga nisbatan radius- 
vektori, p s bilan esa inersiya markazining radius-vektori berilgan.

Sistemaning inersiya markazidan o'tuvchi ixtiyoriy tekislikka nis
batan statik momenti ham nolga teng bolad i.

74- §. Sistemaning inersiya momenti. Inersiya radiusi

Massa markazining holati sistemada massa taqsimlanishini to l iq  
xarakterlamaydi. Masalan, Oz o bqdan h masofada turuvchi ikkita bir 
xil A va В sharlar holatini bir xil masofaga o lzgartirsak (151-rasm),
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151-rasm. 152-rasm.

sistema massa markazining holati 0 ‘zgarmaydi. Lekin sistemada mas- 
sa taqsimlanishi o ‘zgaradi, ya’ni A va В sharlarning Oz o ‘q atrofida- 
gi aylanishi yo tezlashadi yoki sekinlashadi.

Sistemaning aylanma harakatidagi massa taqsimlanishini uning 
inersiya momenti xarakterlaydi.

Sistemaning o ‘qqa, nuqtaga va tekislikka nisbatan inersiya m o
mentlari tushunchalari bilan tanishib chiqamiz. Ixtiyoriy О nuqta- 
dan uchta o ‘zaro perpendikular o ‘qlarni, shuningdek, koordinata te- 
kisliklarini o ‘tkazamiz (152-rasm).

Sistemaning biror 0 ‘qqa nisbatan inersiya momenti deb sistema 
har bir zarrachasi massasini shu za rrachadan  m azkur o ‘qqacha 
b o ‘lgan masofa kvadratiga ko‘paytmasining butun sistema zarracha- 
lari bo ‘yicha olingan yiglndisiga aytiladi.

Sistemaning Oz o 'qqa nisbatan inersiya momentini /. bilan bel- 
gilasak, t a ’rifga muvofiq:

/ ,  = 2 > Д 2 , (74.1)
bunda M v nuqtadan Oz o ‘qqacha b o ig an  masofa hv deb olingan.

Inersiya momentining SI sistemadagi o lchov  birligi kgm2, texnik 
sistemada esa kgms2 boladi.

O lqqa nisbatan inersiya momentini hisoblaganda sistema zarra- 
chalaridan o ‘qqacha boigan  masofani shu zarrachalar koordinatalari 
orqali ifodalash mumkin.

M v moddiy nuqta koordinatalarini x v, y v, zv desak, sistemaning 
Ox, Oy, Oz o ‘qlariga nisbatan inersiya momentlari quyidagicha yo
ziladi:

h  = 2 X  (Уу + £ ) ’ A = 5 > v  ( к  + z i ) ,  / ,  = 2 > v ( 4  + л2 )• (74.2)
Sistemaning koordinatalar boshiga nisbatan inersiya momenti

A) = Ъ тЯ  = 2 > v  ( K  + J\2 + z l ) (74.3)
bo lad i.

(74.2) ifodalarni hadlab qo ‘shib, (74.3) bilan taqqoslasak, siste
maning koordinata boshiga nisbatan inersiya momenti bilan koordi-
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nata  o ‘qlariga n isbatan  inersiya m om en tla r i  orasidagi quyidagi 
bogianishni hosil qilamiz:

2 / 0 = / A- + / ,  + / , .  (74.4)
Sistemaning yOz, xO z  va xO y  tekisliklarga nisbatan inersiya m o

mentlari:

lyOz = Z mv*v> J xOz = Z mv>42 ’ h o y  == X mv . (74.5) 
formulalardan foydalanib topiladi.

Bir jinsli jismning biror o ‘qqa nisbatan inersiya momentini uning 
shu o ‘qqa nisbatan inersiya radiusi deb ataluvchi chiziqli kattalik 
p, dan foydalanib ham aniqlash mumkin:

I z = M p l . (74.6)
Bir jinsli jismning o ‘qqa nisbatan inersiya radiusi tajribalar orqali 

aniqlanib, jadvallarda beriladi.
Agar j ism ning b iro r  o ‘qqa n isbatan inersiya m om en ti  aniq  

bo ‘lsa, uning shu o ‘qqa nisbatan inersiya radiusini (74.6) ga ko‘ra

formuladan aniqlash mumkin.
Qattiq jismning markazdan qochma inersiya momentlari quyida

gicha topiladi:

[ yz = I > v V vA -  / *  = Ixy = X mv-^>v • (74.8)

75- §. Ba’zi bir jinsli jismlarning inersiya momentlari

Jism xili Jism shakli Inersiya momenti
1 2 3

I n g i c h k a

s t e i j e n

У

= 1 m 21 12с X

/

T o ^ r i

t o ‘ r t b u r c h a k

>

/  = I Mb2, /., =--Ma2 ,
3 -v 3

l c . = I / W ( a 2 +  / r )

- c
ГМ с X

2 a
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76- §. Mexanik sistema harakatining differensial 
tenglamalari

M exanik  sistema A/,, M 2, ..., M n nuqtalardan  tashkil topgan  
b o ‘lib, sistema nuqtalariga tashqi va ichki kuchlar t a ’sir etadi. Bu 
sistemaning har bir Mv nuqtasi uchun dinamikaning asosiy tenglama
si quyidagicha yoziladi:

т,Л, = F* + F ‘ . (76.1)

M  nuqta radius-vektorini rv , tezligini V desak, uning tezlanishi

= dVv
dt

d n,

d t£
. Shuning uchun (76.1) quyidagicha yoziladi:

m, = f ;  + P i .

dt1
v ga 1 dan n gacha b o ig an  ketma-ket qiymatlarni qo‘yib mexa

nik sistema harakati differensial tenglamalarining vektor usulda ifo- 
dalanishini hosil qilamiz:

/77,

m-,

dVx
dt

dV2
~dt

= F e + F ‘

= Ff + F ' ,

(76.2) yoki

ni d K
dt

= F e + F ‘

m , = F ‘ + pJ
dt

d 1r1
f- = F,e + К

dt*
(76.3)

m. d2rn
d t1

= F! +F!

(76.3) ni Dekart koordinata o lqlariga proyeksiyalasak, mexanik 
sistema harakati differensial tenglamalarining koordinata usulidagi 
ifodalari hosil boladi. Bu differensial tenglamalar soni 3n ta boladi.

Shunday qilib, sistemaga t a ’sir etuvchi kuchlar berilgan b o ‘lsa, 
sistemani tashkil etuvchi moddiy nuqtalar harakatini aniqlash uchun 
vektor usulda 3n ta ikkinchi tartibli differensial tenglamalar sistema- 
sini yechish, bunda hosil bo lad igan  integral doimiylarini aniqlash 
kerak. Sistemani tashkil etuvchi nuqtalar soni qancha ko‘p bo lsa ,  
bu differensial tenglamalardan foydalanish shuncha murakkablasha- 
di. Shunga ko‘ra, mexanik sistema dinamikasining asosiy masalalarini 
yechishda (76.3) tenglama ko‘rinishidagi differensial tenglamalardan 
foydalanishga qaraganda, (76.3) da turlicha shakl almashtirishlar b i
lan hosil qilinadigan dinamikaning umumiy teoremalari va prinsipla- 
rini qo llash  qulay bo lad i.
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77- §. Sistema inersiya markazining harakati 
haqidagi teorema

Sistema inersiya (massa) markazining unga qo‘yilg;in tashqi va 
ichki kuehlar t a ’siridagi harakatini aniqlash uchun sistema harakati
ning differensial tenglamalaridan foydalanamiz.

(76.3) tenglamalarni hadlab qo‘shamiz:

Z '" v ^ r  = Z ^ + S ^ v  yoki = *■■+*'■•
dt dt

Ichki kuchlarning xususiyatiga ko‘ra Rl = 0. Shuning uchun

= (77.1)
d r

(73.5) ga ko‘ra, Mrs = Y j mvrv .

Bu ifodadan vaqt bo ‘yicha ikkinchi tartibli hosila olamiz:

d2}* _ d2 a*
= (77.2)

dt dt
(77.2) ga binoan (77.1) ni quyidagicha yozish mumkin:

M ^ ±  = R e . (77.3)
d t2

(77.3) ifodani moddiy nuqta harakatining differensial tenglamasi
(64.2) bilan taqqoslab, massa markazining harakati haqidagi teore- 
mani hosil qilamiz: sistema massasi inersiya markazida joylashgan  
deb qabul qilinsa, и markaz tashqi kuehlar bosh vektori ta ’sirida xud-  
di moddiy nuqta kabi harakatlanadi.

(77.3) ni koordinata o ‘qlariga proyeksiyalasak sistema massa mar
kazi harakati differensial tenglamalarining koordinata usulidagi ifo- 
dalari kelib chiqadi:

2 2 2 

M _ Re = R l , = R l . (77.4)
dt dt2 ’ dl2 Z

Kinematikadan m a’lumki, ilgarilama harakatdagi jismning hola
ti mazkur jism bitta nuqtasining holati bilan aniqlanar edi. Shuning 
uchun (77.3) yoki (77.4) tenglamalarni jismning ilgarilama harakati 
differensial tenglamalari deb atash mumkin.

(77.3) ni tabiiy koordinata o ‘qlariga proyeksiyalasak, tabiiy usul- 
dagi massa markazi harakatining differensial tenglamasi kelib chiqadi:



78- §. Inersiya markazi harakatining saqlanish qonuni

Inersiya markazining harakati haqidagi teoremadan quyidagi na- 
tijalar kelib chiqadi.

1. Sistemaga t a ’sir qiluvchi tashqi kuchlar bosh vektori nolga 
teng bo ls in ,  ya’ni Re = 0. Bu holda (77.3) dan Vs = const kelib 
chiqadi.

Demak, sistemaga ta sir qiluvchi tashqi kuchlar bosh vektori nol
ga teng bo'Isa, inersiya markazi to 'g 'ri chiziqli teng o'lchovli harakat 
qiladi. Agar boshlanglch paytda massa markazi tinch holatda bolsa ,
Vs = 0 dan rs  = const hosil bo iad i;  ya’ni inersiya markazi beril

gan koordinata sistemasiga nisbatan o lz holatini o ‘zgartirmaydi.
2. Sistemaga ta ’sir etuvchi tashqi kuchlar bosh vektorining biror 

o 'qdagi proyeksiyasi m asalan R ex nolga teng b o ls in .  U holda
(77.4)ning birinchisidan я Vv=0 yoki VSx = x s = const hosil bo iad i.

Demak, sistemaga ta'sir qiluvchi kuchlar bosh vektorining biror 
о 'qclagi proyeksiyasi nolga teng bo ‘Isa, inersiya markazi tezligining shu 
o'qdagi proyeksiyasi o'zgcirmas ekan. Xususiv holda x s = 0 bo lsa ,  
inersiya markazining Ox o ‘q bo'yicha koordinatasi o lzgarmay qoladi, 
va’ni x s =  const.

E>u natijalar sistema inersiya markazi harakatining saqlanish qo
nuni deyiladi.

79- §. Inersiya markazining harakati haqidagi teoremani 
qo‘llab masalalar yechish

Inersiya markazining harakati haqidagi teoremani qo'llab masa
lalar quyidagi tartibda yechiladi:

1. Sanoq sistemasi tanlab olinadi.
2. Sistemaga ta ’sir etuvchi hamma kuchlar rasmda tasvirlanadi.
3. Sistemaga ta ’sir etuvchi tashqi kuchlar bosh vektorining tan 

lab olingan koordinata o ‘qlaridagi proveksiyalari aniqlanadi.
4. Sistema inersiya markazining koordinatalari aniqlanib. ulardan 

vaqt bo‘yicha ikkinchi tartibli hosila hisoblanadi.
5. Sistema inersiya markazi harakatining differensial tenglamalari 

tuziladi.
6. Tuzilgan differensial tenglamaga kobra yoki dinamikaning bi

rinchi, yoki ikkinchi masalasi yechilib, n o m a iu m  kinematik para- 
metrlar topiladi.

48-masala. Massasi m =  15 kg bo igan  glldirakning massa m ar
kazi S , radiusi r = l ,3  m b o ig a n  aylana bo^yicha s =  4 1 qonunga 
ko‘ra. harakatlanadi. G lld irakka ta ’sir qiluvchi tashqi kuchlar bosh 
vektori aniqlansin (153-rasm).
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153-rasm.

Yechish. Masala shartiga ko‘ra g‘ildirak massa markazining hara
kati tabiiy usulda berilgan, ya’ni:

s =  4t. (79.1)
Massa markazi harakati differensial tenglamasi (77.5) ni tuzamiz:

dV? K2
m - j p  = Щ , m -y-  = R„. (79.2)

(79.1) dan vaqt bo‘yicha birinchi va ikkinchi tartibli hosila olamiz:
(iv d У с

Vs = | .  = 4, a's  = ^  = 0. (79.3)

(79.3) va masala shartidagi son qiymatni (79.2) ga qo‘ysak:

Щ = 0, Ren =185 N .

Natijada Re = ^] (Щ) 2 + ( K  )2 , =185 N hosil bo iad i.
49-masala. Massasi m =  10 kg b o ig an  mexanik sistemaga ta ’sir 

qiluvchi tashqi kuchlar bosh vektori R e = 3/ + 6 tj . B osh lang ich  
paytda sistema inersiya markazi О nuqtada b o i ib ,  t inch holatda 
boigan . =  0,8 m bo igan  vaqtda sistema inersiya markazi tezligi- 
ning moduli topilsin (154-rasm).

Yechish. Masala shartiga ko‘ra sistema Oxy tekisligida harakat 
qiladi. Shuning uchun sanoq sistemasi 154-rasmdagidek b o ia d i .  
T a’sir qiluvchi tashqi kuchlar bosh vektori Re dan iborat. Sistema 
harakatining boshlangich shartlari quyidagicha:

t = 0, %  = 0, y s = 0, xs = 0 ,  y s = 0 .
Mexanik sistema inersiya markazi harakatining differensial teng

lamasi (77.4) ning birinchi ikkitasini tuzamiz:

mxs = Rex , m ys = Rey , 
bu yerda Rx= 3, R = 6 t .  Shuning uchun

mxs -  3, mys = 6 1 ,
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b undan m kelib chiqadi.

Mazkur differensial tenglamalarni integrallaymiz:

Boshlanglch shartlarga asosan Cl =  C2= C 3= C 4=0 b o ‘ladi. 
Natijada

(79.4) va

ys  = — ■m

(79.5)

(79.5) ning ikkinchisidan t3= m y s kelib chiqadi. Son qiymatlarni 
q o ‘ysak: t=  2 sekund. Vaqtning bu qiymatini (79.4) ga q o ‘yamiz:
x s = 0 , 6 ,  y s =1 , 2 .

Demak, Vs = ^jxj + yj- yoki Vs = л/о,62 + 1,22 = 1,34 m/s.
50-masala. Elliptik mayatnik silliq gorizontal tekislik bo‘vlab il

garilama harakat qiluvchi m { massali A jism va u bilan AB  sterjen 
orqali bog iangan  m2 massali В yukdan iborat. Sterjen uzunligi /. 
B osh lang lch  paytda sterjen ф0 burchakka burilgan b o "lib, bosh
lan g lc h  tezliksiz qo'yib yuborilgan. Sterjenning og‘irligi hisobga 
olinmay, A jismning kokchishi ogbish burchagi ф orqali aniqlansin 
( 155-rasm).

V

A

Yechish. Sanoq sistemasini 155- 
rasmdagidek tanlaymiz. Sistema A 
jism va В yukdan iborat boLlib, unga

(j, , G2 og'irlik kuchlari hamda go
rizontal tekislikning normal reaksiya- 
si /V ta ’sir qiladi.

Sistemaga ta ’sir qiluvchi kuehlar 
bosh vektorining Ox va Oy o ‘qlari-

л dagi proyeksiyalari quyidagicha bo l-
ladi:

155-rasm. Щ = o, Rev = N  - G ] -  G2 .



Masala shartida A jism ko‘chishi talab etilgani sababli sistema 
inersiya markazining absissasini yozib olamiz:

= m ^ + m 2X2 
ni\ +m2

Boshlanglch paytda A jism va В yukning koordinatalari mos ra
vishda x,°, x 2 = x,0 -  /sin(p0 . Bularni (79.6) ga qo‘yamiz:

0 w, x,° + m2 x,° +m2 l sin cp0
x s ------------------------------- . \Jy-l)

mi +m2

Sterjen biror q> burchakka burilganda A jism 5 masofaga siljisin. 
Bu holda x, = xf* + 5, x2 = x,° + s + /sincp b o ‘lib, sistema inersiya 
markazining absissasi:

ni\Xj° +ni\S+m2 x[* +m^s+m2ls\mp
Xc = ---------------------------------------- . (79.8)

Wj +m 2

Boshlanglch paytda sistema qo‘zg‘almas hamda Rex = 0 b o ig a 
ni uchun sistema inersiya markazining absissasi o ‘zgarmaydi, ya’ni: 
xv =  const.

Bundan foydalanib (79.7) bilan (79.8) ni tenglashtiramiz:
( m] + m2 )s = m2l( sin ф() -  s in ф) •

Bu tenglikdan 5 = r——- Пф() sin(p  ̂ kelib chiqadi.
W| +m2

Demak, sin(p0 >sincp da A jism o 'ng tomonga, sin(p0 < s in ф 
da chap tomonga ko^chadi.

80- §. Kuch impulsi

M  moddiy nuqta F kuch ta ’sirida bolsin.
Kuchning elementar vaqt oralig‘idagi elementar impulsi deb, kuch 

vektori bilan shu vaqtning ко ‘paytmasiga aytiladi va u quyidagicha 
yoziladi:

d S = F d t .  (80.1)
Kuchning biror (0, t) vaqt oraligldagi impulsini aniqlash uchun

(80.1) ni shu vaqt oraliglda integrallaymiz:
_ r
S = \F d t .  (80.2)

0
(80.2) ni Dekart koordinata o lqlariga proyeksiyalasak, kuch im

pulsi vektorining koordinata o bqlaridagi proyeksiyalari kelib chiqadi:



Sx = j Fxdt, Sy = JFvdt, Sz = \Fzdt. (80.3)
о о 0

Agar Sx, Sy , Sz m a iu m  bo isa ,  kuch to ia  impulsining moduli

s  = yjs2x + s j  +S~ (80.4)

formuladan, yo‘nalishi esa yo‘naltiruvchi kosinuslari:

c o s ( S " , i )  = ^~ ,  c o s ( S " , j ) = ^ - ,  c o s ( S ' \ k )  (80.5)

bilan aniqlanadi.
Kuch impulsining birligi SI da Ns (kgm/s) dan iborat.
Kuch impulsi moddiy nuqtaga tashqaridan ta ’sir qiluvchi jismlar- 

ning biror vaqt oralig‘da nuqtaga bergan mexanik harakatini xarak- 
terlaydi.

81- §. Moddiy nuqta va mexanik sistemaning harakat
miqdori

M oddiy  nuqta m assasi bilan tezlik vektorining ко ‘paytm asiga  
moddiy nuqtaning harakat miqdori deyiladi:

q = m V . (81.1)
(81.1) tenglamadan kolrinib turibdiki, moddiy nuqtaning harakat 

miqdori vektor kattalik b o i ib ,  u tezlik vektori b o ‘ylab yo‘naladi. 
Harakat miqdorining o ich o v  birligi SI da kgm/s.

Mexanik sistemaning harakat miqdori deb , sistemani tashkil etuv
chi nuqtalar harakati miqdorlarining geometrik y i g lindisiga aytiladi 
(156-rasm).

0  = 2 X  = 2 > v ^ v .  (81.2)

 ̂ dr
(81.1) da mv = const, V v = —  boigani uchun

dt

(? = | - I » ! vrv . (81.3)

(73.5) ga ko‘ra,

= Mrs .

N atijada (81.3) ni quyidagi 
ko‘rinishda yozish mumkin:

q  = £ .(M P s ) = M ^ -  yoki 
dt dt

156-rasm. Q = M V S . (81.4)
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Demak, mexanik sistemaning harakat miqdori sistema massasi bi
lan inersiya markazi tezligi vektorining ко ‘paytmasiga teng.

82- §. Mexanik sistema va moddiy nuqta harakat miqdorining 
o ‘zgarishi haqidagi teorema

Sistema harakat miqdorining o ‘zgarishi haqidagi teoremani kel- 
tirib chiqarish uchun (76.2) tenglamalarning chap va o ‘ng tomonla- 
rini hadlab qo‘shamiz:

1<и, ^  = ЕДг+Х£' yoki ^ 2 4  ?„=:«+л1.
Ichki kuchlarning xususiyatiga asosan R =0. Shuning uchun:

^ 1 « Л = Л * .  (82.1)

(81.2) ga ko‘ra (82.1) ni quyidagicha yozamiz:

^ -  = Re . (82.2)
dt

(82.2) ifoda sistema harakat miqdorining o ‘zgarishi haqidagi teo
remani ifodalaydi: mexanik sistema harakat miqdorining vaqt bo ‘yi-  
cha birinchi hosilasi mazkur sistemaga ta ’sir qiluvchi tashqi kuehlar 
bosh vektoriga teng.

(82.2) ning ikki tomonini dt ga ko‘paytirsak:

dQ  = R edt  (82.3)

yoki dQ  = d S e . (82.4)
Demak, sistema harakat miqdorining differensiali unga ta ’sir qi

luvchi tashqi kuehlar bosh vektorining elementar impulsiga teng.
(82.2) ni Dekart koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalari quyidagi

cha boladi:

dQx /?<? dQy e dQz e _  = = ^ .  (82.5)

(82.5) dan ko‘ramizki, sistema harakat miqdorining biror o ‘qdagi 
proyeksiyasidan vaqt bo ‘yicha olingan birinchi tartibli hosila unga 
ta ’sir qiluvchi tashqi kuehlar bosh vektorining mazkur о ‘qdagi proyek- 
siyasiga teng.

(82.2) yoki (82.4) ni m a’lum vaqt oralig‘ida integrallasak, sistema 
harakat miqdorining chekli vaqt oralig‘ida o ‘zgarishi haqidagi teore
mani yoki impulslar teoremasini hosil qilamiz:

Q -Q o  = ) R d t  = S e . (82.6)
о
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157-rasm.

Demak, sistema harakat miqdorining 
т а ’(urn vaqt o ra lig ‘ida o'zgarishi unga 
ta ’sir qiluvchi tashqi kuchlar bosh vek
torining shu vaqt oralig‘idagi impulsiga 
teng.

(82.6) ni Dekart koord inata  o ‘q- 
lariga proyeksiyalasak, impulslar teo- 
remasining skalyar ko‘rinishi kelib ch i
qadi:

q x - q Qx = s * a . - a , (82.7)Q z - Q Qz = s ‘ z

(82.4) va (82.6) ga asosan, moddiy nuqta harakat miqdorining 
o ‘zgarishi haqidagi teorema quyidagi kolrinishlarda yoziladi (157-rasm):

(82.8)d( m V  ) = F dt = dS  

m V - m  V0 = fF  dt = S (82.9)

(82.8) dan ko'ramizki, moddiy nuqta harakat miqdorining diffe- 
rensiali mazkur nuqtaga ta 'sir qiluvchi kuchning elementar impulsiga 
teng.

(82.9) ifodani quyidagicha o ‘qish mumkin: moddiy nuqta hara
kati miqdorining та 'lum vaqt oralig'ida o'zgarishi nuqtaga ta 'sir qi
luvchi kuchning shu vaqt oralig 'idagi impulsiga teng.

(82.9) ni Dekart koordinata o 'qlariga proveksiyalab, quyidagi 
ckalvar ifodalarga ega boMamiz:

m V\ -  mV,О -V S <., m V„ -  m Vn . m V. -  m Vn S . .  (82.10)

83- §. Mexanik sistema va moddiy nuqta harakat miqdorining
saqlanish qonuni

Harakat miqdorining saqlanish qonuni harakat miqdori o ‘zga- 
rishi haqidagi teoremaning xususiy holidan iborat. Bu xususiy hollar 
quyidagicha:

Agar sistemaga ta 'sir qiluvchi tashqi kuchlar bosh vektori nolga 
teng bolsa , sistemaning harakat miqdori o'zgarmay qoladi, ya’ni:

Re = 0  da Q = c o n s t . (83.1)

(82.3) ni integrallash bilan (83.1) ning o lrinli boMishini ko‘ramiz.
Agar sistemaga ta'sir qiluvchi tashqi kuchlar bosh vektorining bi

ror o'qdagi proyeksiyasi nolga teng bo'lsa, sistema harakat miqdori
ning shu o^qdagi proyeksiyasi (Vzgarmaydi. Masalan,



Rx =  0 da Qx =  const. (83.2)
(83.2) formula (82.5) ning birinchi ifodasidan keltirib chiqariladi.
(83.1) va (83.2) mexanik sistema harakat miqdorining saqlanish 

qonunini ifodalaydi.
Moddiy nuqta harakat miqdorining saqlanish qonuni quyidagi

cha boiad i:

a) F = 0 da q = m V  = const ,
b) Fx = 0 da mVx = m x  = const.

84- §. Mexanik sistema va moddiy nuqta harakat miqdorining 
o ‘zgarishi haqidagi teoremani qo‘llab masalalar yechish

Sistema va moddiy nuqta harakat miqdorining o ‘zgarishi haqida
gi teoremani qoilab , masalalar quyidagi tartibda yechiladi:

1. Sanoq sistema tanlab olinadi.
2. T a ’sir qiluvchi hamda reaksiya kuchlari rasmda tasvirlanadi.
3. Chegara shartlari aniqlanadi.
4. Kuch impulsi hisoblanadi.
5. Harakat miqdori teoremasini ifodalovchi tenglamalar tuziladi.
6. Tuzilgan tenglamalardan kerakli nom aium lar  topiladi.
51-masala. Massasi 10 kg bo ig an  jism

—► У
o ‘zgarmas F kuch ta ’sirida gorizontal te- 
kislikda Ax o kq bo‘ylab harakatlanadi (158- 
rasm). F kuchning Ax bilan hosil qilgan 
burchagi a=30°. A jism tezligini 5 sekund- 
da 2 m /s dan 4 m /s gacha o'zgartiruvchi 
F kuch aniqlansin. Ishqalanish koeffit

siyenti/ =  0,15.
Yechish. Sanoq sistemasini 158-rasm- 

dagidek tanlaymiz. A jismni moddiy nuqta 
deb qaraymiz. Unga ogirlik kuchi G , gorizontal tekislikning normal 
reaksiyasi N  , ishqalanish kuchi ^ sh ham da o ‘zgarmas F kuch 
ta ’sir qiladi.

Masala shartiga ko‘ra:

t = 0 da VQx =2  m /s, V0y = 0 ,  (84.1)

t = 5 s da Vx = 4 m / s . (84.2)

A jismga ta ’sir qiluvchi kuchlar impulslari yigindisining Ax va 
Ay o ‘qlardagi proyeksiyalari (81.3) ga asosan quyidagicha boiadi:
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5 5

S x = $ (F c o sa  -  F[sh ) d t , Sy = J(TV + F s i n a  -  G ) d t . (84.3)
о о

Fhh =  /7V bo igan i uchun (85.3) tenglama quyidagi ko ‘rinishni 
oladi:

5 5

S x = j ( F c o s a  -  f N ) d t , S Y = j ( N  + F s'm a -  G ) d t . (84.4)
о ' о

Moddiy nuqtaning harakat miqdorining o ‘zgarishi haqidagi teo- 
remani (82.10) ko‘rinishda yozamiz:

mVx - m V Qx = Sx . mVY -  mV0y -=Sy - (84.5)
Jism gorizontal tekislik b o ‘ylab harakat qilgani sababli ^ = 0 .  

Buni e ’tiborga olib (84.1), (84.2) va (84.4) ni (84.5) ga qo ‘ysak,
5

2 m = j ( F  c o s a - f N ) d t ,  0 = N  + F s i n a - G  (84.6)
о

kelib chiqadi.
(84.6) ning ikkinchisidan:

N  = G -  F s\n a = mg -  F sin a  ■ (84.7)
(84.7) ni (84.6) ning birinchisiga qo‘yamiz:

5

2 m = J ( F c o s a  -  f mg + f F s m a ) d t
о

yoki 2m = ( / ’co sa  -  fmg  + / / ’s in a )  • 5 . (84.8)
(85.8) ga son qiymatlarni qokysak, nom a’lum F kuchning miq

dori aniqlanadi: F =  20 N.
52-masala. Massasi 20 kg bo'lgan A polzun (159-rasm) gorizont 

bilan (3=30° burchak  hosil qiluvchi BC  sterjen b o ‘ylab F= 700 N 
kuch ta'sirida boshlanglch tezliksiz harakatlanadi. F kuch sterjen 
bilan a=45° burchakni tashkil qiladi. Qancha vaqtdan so'ng polzun 
tezligi 2 m /s ga yetadi. Ishqalanish koeffltsiyenti 0,2. Sterjen ogbir- 
ligi hisobga olinmasin.

Yechish. Sanoq sistemasini 159-rasmdagidek tanlaymiz. Polzun- 
ni moddiy nuqta deb qarasak, unga F kuch, og‘irlik kuchi G , ster- 
jenga perpendikular b o i ib  pastga tomon yobnalgan sterjenning nor
mal reaksiyasi N  , shuningdek, ishqalanish kuchi fjsh ta ’sir qiladi. 

Polzun Ax o ‘q b o ‘ylab harakat qilgani sababli

Masala shartiga ko'ra:

V0y = 0 ,  Vy =0 .  (84.9)
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159-rasm.

t = 0 da V0x = 0 ,  

t = T da Vx = 2 m / s .

Polzunga ta ’sir qiluvchi kuchlarning (0, T) vaqt oraligidagi im- 
pulsining Ax va Ay o'qlardagi proyeksiyalari quyidagicha boiad i:

(84.10)

(84.11)

= J( F cos a  -  Flsh -  Csin $)dt ,
о
T

S v = | ( - F s i n a  + N  + G cosfi)d t .
(84.12)

(84.9)—(84.12) ifodalar ham da /rish =  f N  ni e ’tiborga olsak, 
polzun harakat miqdorining o ‘zgarishi haqidagi teorema (82.10) ga 
ko‘ra quyidagicha yoziladi:

г т
2m = J ( / r cosa  -  ./TV -  C s in p )^ / ,  0 = j ( ~ / r’s in a  + /V + G cosfi)d t .

о 0

Bundan 2m = (F  c o s a -  f N  - C s i n p ) r ,  /V = ^ s in  a  -  Gcosp 
kelib chiqadi. Son qiymatlarni qo'ysak: N — 324,96 N, F — 0, 12 s.

53-masala. Zichligi p bo igan  suv oqimi diametri d  b o igan  tru- 
badan V tezlik bilan oqib chiqadi va u silindr shaklida egilgan plas- 
tinka sirtiga uriladi. Suv oqimining plastinkaga urilgandan keyingi 
tezligi ham V b o i ib ,  u gorizontal bilan a  burchak tashkil qiladi 
(160-rasm). Suvning plastinkaga ko‘rsatadigan gorizontal bosimi 
aniqlansin.

Yechish. Sanoq sistemasi qilib gorizontal Ox o kqni olamiz. Suv 
zarrachasi M  ga uning ogirlig i G hamda plastinka sirti reaksiya 
kuchining gorizontal tuzuvchisi N  t a ’sir qiladi. (Bunda (7V=0.) 
dt vaqt ichida truba ko‘ndalang kesimidan m = p sVdt massali suv 
oqadi; bunda s = n d J / 4 truba ko‘ndalang kesimining yuzidir.
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Suv zarrachasi harakat miqdorining o ‘zgarishi haqidagi teorema
(82.10) tenglamaning birinchi ifodasiga ko‘ra quyidagicha yoziladi:

m К cos a -  m V = -  N  dt  yoki 71 d 1 V 2 (1 -  cos a  ) dt = N d t ,
4g

bundan N  = V 2 (1 - c o s a )

kelib chiqadi. Suvning plastinkaga ko‘rsatadigan gorizontal bosimi- 
ning miqdori reaksiya kuchi N  ning miqdoriga teng b o l ib ,  yo‘na- 
lishi unga teskaridir.

54-masala. Vx tezlik bilan harakatlanuvchi temir yo‘l platforma- 
siga qurol o ‘matilgan. Qurolning stvoli platforma harakatlanayotgan 
tomonga qaratilgan b o l ib ,  gorizontdan biroz yuqoriga ko‘tarilgan. 
Quroldan o ‘q uzilgandan keyin platformaning tezligi uch marta ka- 
mayadi. Agar o ‘q stvoldan gorizontga nisbatan a  burchak hosil qi-
lib otilib chiqsa, snaryad tezligi V2 ni toping.

Snaryadning massasi qurolli platformaning massasi m2.
Yechish. Sanoq sistemasini 161- 

rasmdagidek tanlaymiz. Sistema plat
forma va quroldan iborat. Unga ta ’sir 
qiluvchi kuchlar: Gx, G2 og‘irlik kuch
lari hamda gorizontal sirtning normal 
reaksiyalari TV, , N 2 dan iborat.

Sistemaga t a ’sir qiluvchi kuchlar 
Ox o^qiga perpendikular boigani uchun
Rx =0. Bu holda (83.2) ga ko‘ra siste
ma harakat miqdorining Gbco‘qdagi pro- 161-rasm. Д '
yeksiyasi o'zgarmas boiadi: Qx = Q qx ■

Boshlanglch paytdagi sistemaning harakat miqdori:

Q0x = ( m ] + m2 ) V, . (84.13)
Q uroldan  o ‘q uzilgandan so i ig  sistemaning harakat miqdori 

quyidagicha boiadi:

Qox = - у -  + т2у2 c o s a  . (84.14)

(84.13) bilan (84.14) ni tenglashtirsak,

ПЪ + — ГП] -3 T
V, -  3 К -  3'"-’ + 2 m ' V

m2 co sa  ’ 3 m ucosa

kelib chiqadi.
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85- §. Moddiy nuqta va mexanik sistema harakat miqdorining
momenti

M exanika  m asalalarin i yechishda 
harakat m iqdori tushunchasi bilan bir 
qatorda harakat miqdori momenti yoki 
kinetik m om ent tu shunchas idan  ham  
foydalaniladi. F  kuch t a ’siridagi M  
moddiy nuqta V tezlik bilan harakatla- 
nayotgan bo‘lsin (162-rasm).

M  nuqtaning biror О markazga nis
batan kinetik momenti deb mazkur nuqta 
radius-vektori ham da harakat miqdori 
vektorining vektor ko‘paytmasiga aytila- 
di va quyidagicha yoziladi:

Щ ( F )

162-rasm.

k0 -  щ { т У )  -  r x m V . (85.1) 
Moddiy nuqta kinetik momenti vek

torining yo‘nalishi r \ a  V yotgan te- 
kislikka peфendikular bo‘ladi.

(85.1) ni Dekart koordinata o ‘qlariga 
proyeksiyalasak, moddiy nuqta harakat 
m iqdorining o ‘qqa n isbatan m om enti  
kelib chiqadi:

163-rasm.

(85.2)

kx = mx ( m V )  = m( y V.  -  zVy ) = m ( y i  -  zy) ,  

ky = my ( m V )  = m (zV x -  xVz ) = m{zjc -  x z ), 

kz = mz ( m V )  = m( x Vy -  y Vx ) = m( x y  -  j i ) .

Kinetik m om entn ing  SI ga k o ‘ra o lc h o v  birligi kgm2 /s  yoki 
Nms ga teng.

Mexanik sistemaning biror markazga nisbatan kinetik momenti 
shu sistemani tashkil qiluvchi moddiy nuqtalarning mazkur markazga 
nisbatan kinetik momentlarining geometrik yig‘indisiga teng (163-rasm).

Ко = 2 4  (mv Vv ) = £ F V x mv Vv . (85.3)
(85.3) ni Dekart koordinata o ‘qlariga proyeksiyalaymiz:

K x =  T m x  ( m v K  )  =  ( у Л  -  Z v y v ) ,

K y = H my ( mv K ) = U A  -  V v  )5 

K z = H mz ( mv K ) = 5> v (xvj v - y vxv ).

(85.4)
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86- §. Mexanik sistema va moddiy nuqta kinetik momentining 
o ‘zgarishi haqidagi teorema

Sistema kinetik momentining o ‘zgarishi haqidagi teoremani kel- 
tirib chiqarish uchun (85.3) dan vaqt bo ‘yicha hosila olamiz:

d  A n dr., _■~t , (IV.,
— -  = У  —  x т., Vv + У  /; x ап -----  î 86 1)

dt ^  dt 4 4 ^  x 4 dt  ’

bunda = x "' vK■=<>■ ‘IKdt v v ^  v v v v dt  v v 
Sistema Mv nuqtasiga qokyilgan tashqi va ichki kuchlarning teng ta '

sir etuvchilarini mos ravishda F* , /\' (163-rasm) desak, (76.1) ga kobra:

m . ciy = Fx + F ‘. .

Natijada (86.1) quyidagicha yoziladi:

d K ()
Х л  у- f;  + x f -

dt

Ichki kuchlar xususiyatiga koi'a: = К  = 0 .

/У Af -+

Binobarin. ——̂  = X 7!  x ^  (86.2)dt ;

,J  IS

voki ^ = Л/о'• <86.3)
dt

(86.3) munosabat sistema kinetik momentining o ‘zgarishi haqi
dagi teoremani ifodalaydi: mexanik sistemaning markazga nisbatan 
kinetik momentidan vaqt ho ‘yicha olingan birinchi hosilasi unga ta sir 
qiluvchi tashqi kuchlarning shu markazga nisbatan bosh momentiga teng.

(86.3) ni Dekart koordinata o'qlariga proyeksiyalaymiz:

^  = M I’ . = A / r . (86.4)
dt x dt dt

bunda M ex = У  /77. ( F " ) = У  ( v, F": -  z,, Ffy ), (86.5)

M l  = - x J l  ). 

Mi =YjnAF:)  = YSKF:v
(86.4) ni quyidagicha t a ’riflash mumki n:  mexanik sistemaning  

qo 'zg 'almas о ‘qqa nisbatan kinetik momentidan vaqt bo yicha olingan 
birinchi hosilasi unga ta 'sir etuvchi tashqi kuchlarning shu о ‘qqa nis
batan momentlarining yig'indisiga teng.
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(86.3) dan xususiy hoi sifatida moddiy nuqta harakat miqdori- 
ning markazga nisbatan momenti o ‘zgarishi haqidagi teoremani ho- 
sil qilish mumkin: moddiy nuqta harakat miqdorining biror markazga 
nisbatan momentidan vaqt bo y icha olingan birinchi hosilasi nuqta- 
ga ta ’'sir qiluvchi kuchning shu markazga nisbatan momentiga teng 
(162-rasm):

d̂ f ±  = m ( F ) ,  (86.6)

yoki - ^ ( r x m V )  = r x F . (86.7)

Agar moddiy nuqta bir necha kuchlar t a ’sirida bo ‘lsa (86.6) yoki
(86.7) da F ni shu kuchlarning teng ta’sir etuvchisi deb qarash kerak.

(86.7) ni Dekart koordinata o ‘qlariga proyeksiyalasak, moddiy 
nuqta harakati miqdorining o ‘qqa nisbatan momenti o ‘zgarishi ha
qidagi teorema kelib chiqadi.

^ ( m x (mVj)  = mx (F),  ^ { m y (m V))  = my (F),

d 
dt
d 1 m,  (m V))  = m, ( F)  (86.8)

yoki mx (m V))  = yFz - z Fy , (86.9)

■^(my ( m V ) )  = zFx ~x Fz ,

— Kmz ( m V ) )  = xFy - y F x.

Demak, moddiy nuqta harakat miqdorining biror o ‘qqa nisbatan 
momentidan vaqt bo \yicha olingan birinchi hosila unga ta \’sir qiluvchi 
kuchning mazkur о ‘qqa nisbatan momentiga teng.

87- §. Rezal teoremasi

Sistema kinetik momentining o ‘zgarishi haqidagi teoremani kine- 
tik nuqtayi nazardan ham tushuntirish mumkin.

Kinematikadan m a’lumki, vektordan vaqt bo ‘yicha olingan birin
chi hosila mazkur vekor uchining tezligiga teng. Shuning uchun 
mexanik sistema kinetik m omenti vektoridan vaqt b o ‘yicha olingan 
birinchi hosilani mazkur vektor uchining tezligi deb qarash mumkin. 
Bu tezlikni nuqta tezligidan farq qilish uchun u deb belgilaymiz 
(164-rasm):

и = ^ .  (87.1)
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(87.1) tenglikka ko‘ra sistema kinetik 
momentining o lzgarishi haqidagi teorema- 
ni quyidagicha yozish mumkin:

и = M() . (87.2)
(87.2) tenglama Rezal teoremasini ifo- 

dalavdi: mexcmik sistemaning biror markaz- 
ga nisbatan kinetik momenti vektori uchi- 
ning tezligi sistemaga Га !'sir qi/uvchi tashqi 
kuchlarning shu mcirkazga nisbatan bosh 
momentiga teng.

Rezal teoremasidan foydalanib giroskoplar harakatini tekshirish 
qulay.

88- §. Qattiq jismning qo‘zg‘almas o 4q atrofidagi aylanma 
harakati differensial tenglamasi

Qattiq jismning qo'zg'almas o bq atrofi
dagi aylanm a harakati texnikada ko lp 
uchraydigan harakatlardan biri. Shuning 
uchun jismning aylanish o bqiga nisbatan 
kinetik momentini aniqlash va differensial 
tenglamasini keltirib chiqarish muhim aha- 
miyatga ega.

Jism q o ’zgkalmas Oz o ‘q atrofida <o 
burchak tezlik bilan aylanma harakat qi- 
layotgan boMsin (165-rasm). Jism A/,. nuq- 
tasidan aylanish o'qigacha bo'lgan maso- 
fani hv desak, (85.4) formulaga asosan:

к . = Y .m: (mv К ) = X /Wv К  К  • (88. l )

Biroq, у  = /2 со • Shuning uchun (88.1) quyidagicha yoziladi:

К. V /;; /;;'<■> и V ///..Л,\  (88.2)

(74.1) formulaga kobra: / .  = X /W\A2 •
Demak, (88.2) dan

K : = I , со (88.3)
hosil bo lad i.

(88.3) dan ko‘ramizki, jismning aylanish o'qiga nisbatan kinetik 
momenti uning m azkur 0 lqqa nisbatan inersiya momenti bilan bur
chak tezligining ko ‘paytmasiga teng.

162



(88.3) ni (86.4) ning uchinchisiga q o ‘ysak, qattiq j ism ning  
q o ‘z g ‘almas o ‘q atrofidagi aylanma harakatining differensial tengla- 
masi kelib chiqadi:

l - ~  = M- yoki I. ^  = M c. . (88.4)- dt - dP-
(88.4) differensial tenglamani moddiy nuqta harakatining diffe

rensial tenglamasi (64.2) bilan taqqoslab, inersiya momenti aylanma 
harakatdagi jismning inertlik olchovini ifodalanishini ko‘ramiz.

89- §. Sistema va moddiy nuqta kinetik momentining saqlanish
qonuni

Sistema kinetik m omentining o ‘zgarishi haqidagi teorem adan 
quyidagi xususiy hollar kelib chiqadi.

1. Sistemaga ta sir qiluvchi tashqi kuchlarning biror О nuqtaga 
nisbatan momenti /V//’ = 0 bo ‘Isa, sistemaning shu markazga nisbatan 
kinetik momenti K () ning miqdori va yo ‘nalishi о ‘zgarmas bo 4adi:

K Q = X /  x mv К  = const ■ (89.1)

(86.3) ifodani A/q = 0 hoi uchun integrallab, (89.1) ning o ‘rinli 
bo'lishini ta ’kidladik.

2. Sistemaga ta ’sir qiluvchi tashqi kuchlarning biror о ‘qqa nisba
tan momentlari y ig ‘indisi nolga teng b o ‘Isa, sistemaning shu о ‘qqa nis
batan kinetik momenti о ‘zgarmas bo ‘ladi.

Masalan,

M l  =X w v ( Fy ) = 0 da K x = ( mv К  ) = const . (89.2)
Shunga o ‘xshash moddiy nuqta kinetik momentining saqlanish 

qonunini t a ’riflash mumkin.
3. Moddiy nuqtaga ta :'sir qiluvchi kuchning biror markazga nisba

tan momenti nolga teng b o ‘Isa, m azkur nuqta harakati miqdorining 
shu markazga nisbatan momenti o ‘zgarmas b o ‘ladi, ya’ni:

m{)( F)  = 0 da щ  (m V)  = r x m V  = co n s t . (89.3)
4. Moddiy nuqtaga ta sir qiluvchi kuchning biror о ‘qqa nisbatan mo

menti nolga teng bo ‘Isa, mazkur nuqtaning shu о ‘qqa nisbatan kinetik 
momenti о ‘zgarmas bo ‘ladi. Masalan, mx( F)  = 0 da mx ( mV)  const.

5. Q o ‘zglalmas o ‘q atrofida aylanma harakat qilayotgan jism ki
netik momentining saqlanish qonuni quyidagicha ta ’riflanadi:

Oo'zg'almas o ‘q atrofida aylanuvchijismga t a ’sir qiluvchi tashqi 
kuchlarning aylanish o ‘qiga nisbatan momentlari y ig ‘indisi nolga teng
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b o ‘lsa, jismning m azkur о 'qqa nisbatan kinetik momenti o ‘zgarmas  
bo ‘ladi:

M e, ~ 0 da K ,=  I .to = const yoki /_со = / 0гсо0 . (89.4)

(89.4) da /0 va co0 mos ravishda jismning boshlang‘ich paytdagi 
inersiya momenti va burchak tezligi, /. va со esa istalgan t vaqtdagi 
inersiya momenti va burchak tezligidan iborat.

Q o‘zg‘almas o lq atrofida aylanma harakat qilayotgan jism kine
tik m om entin ing saqlanish qonuniga Jukovskiy skameykasi misol 
b o i a  oladi. Jukovskiy skameykasining gorizontal p latform asiga 
qoilariga tosh ushlagan kishi turgandan keyin unga boshlang'ich co() 
burchak tezlik berilsa, (89.4) o"rinli bo iad i.  Chunki kishi, toshlar va 
platformaning og ir l ik  kuchlari aylanish o lqiga parallel yo‘nalgan 
yoki tayanch podshipnikda hosil boMadigan reaksiya kuchi aylanish 
o ‘qini kesib o4adi. Shuning uchun ularning aylanish oq iga  nisbatan 
momenti nolga teng.

90- §. Sistema va moddiy nuqta kinetik momentining o ‘zgarishi 
haqidagi teoremani qoMlab masalalar yechish

Moddiy nuqta yoki sistema kinetik momentining o'zgarishi haqi
dagi teoremani qo ‘llab masalalar quyidagi tartibda yechiladi:

1. Sanoq sistemasi tanlanadi.
2. Chegara shartlar aniqlanadi.
3. T a ’sir qiluvchi hamda reaksiya kuchlari rasmda tasvirlanadi.
4. T a’sir qiluvchi kuchlarning markazga yoki <Vqqa nisbatan mo- 

mentlarining yigindisi aniqlanadi.
5. Moddiy nuqta yoki sistemaning markazga yoki o'qqa nisbatan 

kinetik momenti hisoblanadi.
6. Moddiy nuqta yoki sistema kinetik m omentining o ’zgarishi 

haqidagi teoremani ifodalovchi differensial tenglama tuziladi
7. Tuzilgan differensial tenglama integrallanadi va kerakli no- 

m a’lumlar aniqlanadi.
55-masala. Massasi m =  1 kg boMgan moddiy nuqta x = 2 Л y = f \  

Z=t4 qonun bo‘yicha harakat qiladi. P=\ s bo iganda  moddiy nuqta- 
ga t a ’sir qiluvchi kuchlar teng ta'sir etuvchisining Ox o bqiga nisba
tan momenti aniqlansin (x, j !, z ~  nietr hisobida).

Yechish. Masalani hal etish uchun (85.2) formulaning birinchisi- 
ni tuzamiz:

k x = m ( y i  -  z y ). (90.1)
Masala shartidagi moddiy nuqta harakati qonunidan:

y  = 3 t \  z  = 4 t \  (90.2)

164



M oddiy nuqta harakati qonunidagi y, z  va (90.2) ni (90.1) ga 
q o ‘ysak,

kx = m t b
kelib chiqadi. (86.8) ga ko‘ra:

(90.3)

dk -

= mx ( F ) yoki 6 m  f  = mx ( F ) . (90.4)

(90.4) ga son qiymatlarni qo'ysak: m x ( F)  = 6 Nm .
56-masala. M  moddiy nuqta F ta ’sirida harakatlanadi. Bu kuch- 

ning t a ’sir chizig‘i О markazdan o4adi (166-rasm). Nuqtaning M x 
holatidagi tezlik vektori Oy o ‘qiga parallel bo iib , miqdori 2 m/s; M2 
holatdagi tezlik vektori esa kuchning ta ’sir chizig‘i bilan a=30° bur- 
chak tashkil qiladi. Moddiy nuqtaning M2 holatidagi tezligi V2 aniq- 
lansin. O M J O M 2= 3/2. M nuqta og‘irligi hisobga olinmasin.

Yechish. M  moddiy nuqtaga faqat F kuch ta ’sir qiladi. Bu nuq
ta harakati miqdorining О nuqtaga nisbatan m omenti o ‘zgarmas, 
chunki m{) ( F )  = 0.

Natijada, moddiy nuqta harakat miqdori momentining saqlanish 
qonuniga ko‘ra:

m0 ( m Vx) = m0 ( m V2 )
166-rasmdan:

(90.5)

(90.6)mQ (m Vx) = m V{O M x, mQ (m V2) = m V2O M 2 s ina

(90.6) ni (90.5) ga qo‘vRmiz:
г г т r OM\ ~ 3 1 s ,Vy = V ,-------- -—  = 2 • -------—  = 6 m / s .

O M 2 sin a  2 sin30°

57-masala. Kema parragining aylanish o ‘qiga nisbatan inersiya 
m omenti / b o i i b ,  u M  m oment ta ’sirida aylantiriladi. Parrakka ta ’
sir qiluvchi suv qarshiligining momenti Mq 
garmas miqdor (167-rasm).

k& . Bunda к о z-

166-rasm. 167-rasm.
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Dastlabki vaqtda parrak burilish burchagi va burchak tezligi nol
ga teng. Qancha vaqt (/,) dan so‘ng parrakning burchak tezligi со, 
bo iish i topilsin.

Yechish. Parrakning aylanish o ‘qi deb z  o ‘qni olamiz. Chegara 
shartlari quyidagicha:

t = 0 da со = 0, t = r, da со = со, • (90.7)
Parrakka aylantiruvchi M  m om en t va qarshilik M q m om en ti  

t a ’sir qiladi. Natijada:

M e, = M -  к to2 • (90.8)

Parrakning kinetik momenti:

K z = /со. (90.9)

Parrak harakatining differensial tenglamasi quyidagicha:

/  —  -  M  -  kco2 yoki Id<" 1 - -d r .  (90.10)
dt M  -  kor

M i
—  = ci belgilash kiritib va (90.7) dan foydalanib, (90.10) ni in-
к

tegrallaymiz:

2  ak o — io q

bundan t  = —— In + 001 kelib chiqadi.
2  a k  о  — coj

91- §. Ish va quwat

Sistema (jism, moddiy nuqta)ning biror kuch t a ’sirida ko ‘chi- 
shini xarakterlash uchun ish tushunchasi kiritiladi.

Quyida o ‘zgarmas va o ‘zgaruvchi kuchning ishi haqida tushun- 
cha beriladi.

1. 0 ‘zgarmas kuchning ishi. M  nuq ta  F kuch t a ’sirida 
holatdan  M 2 holatga o ‘tsin (168-rasm). 0 ‘zgarmas kuchn ing .bu  
ko‘chishdagi ishi quyidagicha aniqlanadi:

A = Fs cos ex. (91.1)

О ^ i / n  Mi___  Agar a = 0  b o ‘lsa A =  Fs; ct = ̂ d a / l  = 0;

a  o ‘tkir b u rchak  b o ‘lsa A >  0; a  o ‘tm as  
168-rasm. burchak b o ‘lganda A < 0 b o ‘ladi.
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Ish birligi qilib SI sistemada 
Joul (kgm/s) qabul qilingan.

2. 0 ‘zgaruvchi kuchning ishi.
0 ‘zgaruvchi kuchning ishini hisob- 
lash uchun elementar ish tushun- 
chasi kiritilgan. Elementar ish qu- 
yidagicha aniqlanadi ( 169-rasm):

dA = FTds .  (91.2)

(91.2) da Fx b ilan  F k u c h 
ning nuqta trayektoriyasiga o ‘tka- 
zilgan urinm adagi proyeksiyasi 
belgilangan; ds esa nuq tan ing  e lem en ta r  k o ‘ch ish idan  iborat. 
Fx = F cos a  boigani uchun (91.2) ni quyidagicha yozish mumkin:

dA = F c o s a d s .  (91.3)
(91.3) dan ko‘rinib turibdiki, kuchning elem entar ishi skalyar 

miqdor bo ‘lib, u kuchning nuqta trayektoriyasiga o ‘tkazilgan urin
madagi proyeksiyasi bilan moddiy nuqta elem entar ko‘chishining 
ko‘paytmasiga teng.

F kuchning MQM { chekli oraliqdagi ishini aniqlash uchun (91.2) 
yoki (91.3) ni shu oraliqda integrallaymiz:

(M i) ( mo
A =  J Fxds = J F cos a d s

(A/0) (Mq)
(91.4)

V = dr
~di ifodadan dr  = V d t , shuningdek, ds = \v \d t  tengliklarni

yoza olamiz. Binobarin, \dr\ = ds deb (91.3) ni

FVdt (91.5)dA -  Fdr 
kobrinishda ifodalash mumkin.

Demak, kuchning elementar ishi kuch vektori bilan nuqta radius- 
vektori olgan elementar ко ‘chish vektorining skalyar к о 'paytmasidan  
iborat.

(91.5) dan foydalanib, elementar ishning analitik ifodasini quyi
dagicha yozish mumkin:

dA = Fxdx + Fy dy + Fzdz  , (91.6)
bu yerda Fx, Fy, Fz — kuchning koordinata o ‘qlaridagi proyeksiya- 
lari; dx, dy, dz ~  ko‘chish vektorining proyeksiyalaridir.

3. Quwat. Kuchning vaqt birligidagi ishi quw at deb ataladi.

N  = —  
dt (91-7)
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D em ak, quvvat kuchning  nuqta  trayektoriyasiga o ‘tkazilgan 
urinmadagi proyeksiyasi bilan nuqta tezligining ko‘paytmasiga teng.

(91.5) ni e ’tiborga olsak, quwatning
N  = FV

skalyar ko‘paytma orqali ifodasini hosil qilamiz.
SI da quvvat birligi qilib vatt olinadi: 1 W =  1 kgm/s3. Texnika- 

da quvvat birligi qilib ot kuchi qabul qilingan: 1 ot kuchi =  
=  75 kgk-m * 736 W.

Endi ishni hisoblashga oid misollarni kolrib chiqamiz.
1. Og‘irlik kuchining ishi. Ogirlik  kuchi t a ’siridagi M  nuqta M 0 

holatga o ‘tgan bo ‘lsin (170-rasm).
Og‘irlik kuchi G ning koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalari qu

yidagicha bo ‘ladi:

Agar mexanik sistema harakati tekshirilayotgan b o isa ,  sistema 
og‘irlik kuchining ishi mazkur sistema og‘irlik kuchi bilan inersiya 
markazi vertikal ko‘chishining ko'paytmasiga teng, ya’ni:

bu yerda: hs -  inersiya (massa) markazining vertikal ko‘chishi.

Gx = 0 ,  Gv = 0 ,  Gz = - G .
(91.6) formulaga asosan og‘irlik kuchining elementar ishi: 

dA = Gz dz = - G d z .
Nuqta M0 dan M x holatga kelganda G kuchning ishi esa:

A = J ( - G ) d z  = - G  |  dz = G(zo - Z \ ) ,
{ M q ) ( M q )

|^0 -  | = h deb belgilasak,

(91.9)

A = ± Gh$ ,

170-rasm. 171-rasm.



2. Elastiklik kuchining ishi. A uchi mahkamlangan prujinaning 
deformatsiyalanmagan holdagi uzunligi /0 bo‘lsin. Sanoq boshi deb pru- 
jinaning deformatsiyalanmagan holatidagi В uchini olamiz (171-rasm).

Prujinani biroz ch o ‘zsak, prujinaning elastiklik kuchi F  sodir 
bo ‘ladi. Bu kuch prujina cho‘zilishiga proporsional: F  = \cx\, bun- 
da: x — prujina deformatsiyasi.

Elastiklik kuchining ishi (91.4) formulaga k o ‘ra quyidagicha 
aniqlanadi:

(M\ ) x[
A = f (-cx )u x  = -  f xdx  = — (xq -  X[2) . (91.10) 

(Л/0) *o 2
3. Ishqalanish kuchining ishi. M oddiy nuqta g ‘ad ir-budur sirt 

ustida harakatlanayotgan b o ls in  (172-rasm). Ishqalanish koeffit- 
siyentini / ,  sirtning normal reaksiyasini JV desak, ishqalanish kuchi
ning moduli 7̂ sh = fN  formula bilan aniqlanadi.

Ishqalanish kuchi nuqta ko‘chishiga teskari yo‘nalganini e ’tibor- 
ga olib, (91.4) formuladan uning ishini hisoblaymiz:

(M\) (M\)
A = -  j  f \shds = -  J fN d s. (91.11)

{ Mo )  ( M o )

Ishqalanish kuchi o ‘zgarmas bo‘lsa, uning ishi quyidagicha bo‘ladi:
(91.12)

4. Aylanma harakatdagi jismga qo‘yilgan kuchning ishi. Oz qo‘z- 
g ‘almas o ^  atrofida aylanuvchi jismning M  nuqtasiga F kuch ta ’sir 
qilayotgan bo ‘lsin (173-rasm). M  nuqtadan Oz gacha b o lgan  maso- 
fani h bilan belgilaymiz.

(91.2) formulaga binoan F kuchning ds elementar yoyni o ‘tish- 
dagi elementar ishi

dA = Fx ds yoki dA = Fxhdy
bo‘ladi. Ammo, Fxh = mz (F)  = M z .
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Demak, aylanma harakatdagi jismga qo‘yilgan kuchning elemen- 
tar ishi kuchning aylanish о ‘qiga nisbatan momenti bilan elementar 
burilish burchagining к о 'paytmasiga teng.

Jism chekli cp, burchakka aylanganidagi kuchning ishi
Ф1

A = \ M . d y .  (91.14)
о

Agar M=const bo ‘lsa (91.14) quyidagicha yoziladi:

A = Л /.ф ,. (91.15)
Aylanma harakatdagi jismga qo‘yilgan kuchning quwat ini aniqlaylik:

N = —  = M . —  = M , со. (91.16)dt '■ dr
Demak, aylanuvchi jismga qo yilgan kuchning quvvati uning ay

lanish о ‘qiga nisbatan momenti bilan jism burchak tezligining к о 'payt
masiga teng.

5. Dumalashdagi ishqalanish kuchining ishi. Radiusi R bo lgan 
g ‘ildirak tekislik (sirt) ustida sirpanmasdan dumalasin. Unga В nuq- 
tada sirpanishga qarshilik qiluvchi РЫл ishqalanish kuchi t a ’sir qila
di. G'ildirak sirpanmasdan dumalagani uchun В nuqtaning ko'chishi 
ham bolm aydi. Flsh ishqalanish kuchining ishi nolga teng bolad i.

M a’lumki, sirtlarning deformatsiyalanishi 
natijasida dumalashdagi ishqalanish m om en
ti hosil boMadi (174-rasm);

M  = 5  N  ,
bu yerda: 5 — dum alashdag i ishqalanish  
koeffitsiyenti; /V— normal reaksiya kuchi.

G 'i ld irakn ing  tezliklar oniy markazi В 
atrofida aylanishini nazarda tutsak, M  mo- 
mentning elementar ishi (91.13) ga ko'ra

dA = - 5  Ndq  (91.17)
formuladan aniqlanadi.

(91.17) da dy bilan g‘ildirakning burilish burchagi belgilangan.
Agar M= const b o lsa ,  dumalashdagi ishqalanish m om entining 

ishi quyidagicha bo‘ladi:

Л = -бУУф,. (91.18)

6. Qattiq jism ichki kuchlarining ishi. Mexanik sistemaga tashqi 
kuchlardan tashqari ichki kuchlar ham ta ’sir qiladi. Agar sistema 
o'zgaruvchan bo ‘lsa, ichki kuchlarning ishi nolga teng emas. EJunga

Shuning uchun, dA = M zd<$. (91.13)

174-rasm.
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snaryadning to ‘p stvolidan otilib chiqishi- 
dagi hosil b o ‘ladigan hodisani, ya’ni stvol- 
ning orqaga tepishini misol qilib keltirish 
mumkin. Bu hodisada stvol va snaryadga 
t a ’sir qiluvchi kuchn ing  ishi nolga teng 
bo ‘lmaydi.

Agar sistema o ‘zgarmas, y a ’ni qattiq  
jismdan iborat bo‘lsa, ichki kuchlar ishlari- 
ning yig‘indisi nolga teng. Buni quyidagicha 
isbotlash mumkin.

Jismning ikkita M l va M2 nuqtasining o ‘zaro ta ’sir kuchlari ich
ki kuchlar bo'lib, t a ’sir aks ta ’sir qonuniga ko‘ra F{2 = -F{\ (175- 
rasm).

F{2 va Fj\ kuchlar elementar ishlarining yig‘indisi (91.5) ga ko‘ra 

dA[ + dA[ = F{2 Vx dt + F2] V2 dt = F{2 V{ dt -  F{2 V2 dt 

yoki dA[ + dA2 = F{2 Vx cos aj dt -  F{2 V2 cos a 2 dt =

=/]'2 ( Vx cos a, -  V2 cos a 2 ) dt
b o iad i .  Kinematikadan m a ’lumki, jism ikki nuqtasi tezliklarining 
mazkur nuqtalami tutashtiruvchi o cqdagi proyeksiyalari tengdir:

Vx cos a , = V2 c o s a 2 .
Shuning uchun yuqoridagi tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

dA{ + dA2 = 0 .
Demak, qattiq jism ichki kuchlar elementar ishlarining yig‘indi- 

si nolga teng:
dA' = ^ d A l  = 0 .  (91.19)

92- §. Potensialli kuch maydoni. Kuch funksiyasi. 
Potensialli kuch

Moddiy nuqtaga ta ’sir etuvchi kuchning biror ko‘chishidagi ishi 
umumiy holda bu ko‘chishdagi harakat qonuniga bog‘liq b o £ladi. 
Ammo shunday kuchlar borki (masalan, og‘irlik kuchi, elastiklik ku- 
chi), ularning ishi nuqtaning harakat qonuniga bog‘liq b o ‘lmaydi. 
Bunday kuchlar potensialli kuchlar deb ataladi.

Fazoning biror sohasiga kiritilgan moddiy nuqtaga nuqta koordi- 
natalari va vaqt funksiyasidan iborat kuch ta ’sir etsa, bunday soha 
kuch maydoni deyiladi. Agar vaqt o ‘tishi bilan nuqtaga ta ’sir etuv
chi kuchlar o ‘zgarmasa, kuch maydoni statsionar maydon , kuch 
vaqtga bog£liq bo ‘lsa, nostatsionar maydon deyiladi.
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Kuch maydoniga misol qilib, planetalar yoki Quyoshning tor- 
tishish kuchi maydonini, elektr yoki elektromagnit maydonini olish 
mumkin.

M a’lumki, moddiy nuqtaga ta ’sir qiluvchi F kuchning elem en
tar ishi quyidagi formuladan aniqlanadi:

dA = Fx dx + Fv dy + Fzdz. (92.1)
Bu ifodaning o ‘ng tomoni umumiy holda nuqta koordinatalari- 

ga bog‘liq funksiyaning to i iq  differensiali bo‘lmaydi. (92.1) uch had 
biror U(x, y, z) funksiyaning t o i i q  differensiali b o ‘ladigan kuch 
maydoni potensialli kuch maydoni deb ataladi. Bu holda

dA = dU

yoki Fx dx + F dy + Fulz = —  dx + —  dy + —  dz (92.2)
- ' cx cy  cz

bolad i.

(92.2) dan: Fx = — . Fr = — , F.= — . (92.3)
CX - cy CZ

(92.3) shartni qanoatlantiruvchi kuch potensialli yoki konservativ 
kuch, U =  U (x, y, z) esa kuch funksiyasi deyiladi.

FK, Fy, Fz ning ko‘rinishiga qarab, u kuchning potensialli ekanli- 
gini aniqlash uchun (92.3) dan xususiy hosilalar olamiz:

2 j i p Г -2dFx d2U C2U cFv fP-u

dy cxdy cx czcx  dz czdy  

cFy c 2U cFx _  c2U GFZ _  c 2U 

cx cydx  ’ CZ cxcz ’ cy  cydz
(92.4)

Г/-. dFv cFx oF. cFv
(92.4) dan ^  - r -  = —  (92.5)cy  cx cz  cx dy cz

kelib chiqadi.
Kuch proyeksiyalari orasidagi bog‘lanishni ifodalovchi (92.5) 

ning bajarilishi kuch potensialli boiishining zaruriy va yetarli shar- 
tini ifodalaydi.

93- §. Potensialli kuch maydonidagi ish. Potensial energiya

Potensialli kuchning ishi haqidagi teoremani ko‘rib chiqamiz.
Kuch maydonida harakat qilayotgan moddiy nuqtaning haraka- 

tida potensialli kuchning ishi nuqtaning o'tgan y o ‘liga hogliq b o ‘l- 
masdan, faqa t uning boshlang‘ich hamda s o ‘nggi holatiga bog'liq 
bo 'ladi.
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Teoremani isbotlash uchun F kuchning elementar ishi ifodasini 
quyidagicha yozamiz:

dA = Fxdx + Fydy + Fzdz = dU .

Moddiy nuqta boshlang‘ich paytda M0 da bo‘lib, unga qo‘yilgan 
kuch funksiyasi U0 bo isin . Biror vaqtdan so‘ng nuqta M  da b o ‘lib, 
unga tegishli kuch funksiyasi ( /b o is in .  Bu holda F kuchning ishi

(M) и
A =  f (Fxdx + Fvdy + Fzdz) = \d U  = U - U Q , (93.1)

( Mo)  u 0

ya’ni, u kuch funksiyasining faqat oxirgi va boshlang‘ich holatiga 
bog‘liq b o ‘ladi.

Kuch potensialli b o ‘lgan holda kuch funksiyasi ( /b ilan  bir qa- 
torda potensial energiya tushunchasi ham kiritiladi.

Nuqtaning M  so‘nggi holatidan MQ bosh lang ich  holatiga ko‘- 
chishdagi potensialli kuchning ishi moddiy nuqtaning M holatdagi 
potensial energiyasi deb ataladi va quyidagicha yoziladi:

П = UQ -  u .
Koordinatalar boshi nuqtaning boshlangich holatida olinganda

П = -U  .
Demak, potensial energiya potensial funksiyaning teskari ishorasi 

bilan olingan qiymatiga teng.

94- §. M oddiy nuqta va mexanik sistemaning 
kinetik energiyasi

Moddiy nuqtaning kinetik energiyasi mazkur nuqta tezligi kva- 
drati bilan massasi ko'paytmasining yarmidan iborat, ya’ni:

T = ^ m V 2 . (94.1)

Sistemani tuzuvchi moddiy nuqtalar kinetik energiyalarining 
arifmetik yig‘iridisiga sistemaning kinetik energiyasi deyiladi:

Г = { 2 > Л 2 . (94.2)

Kinetik energiyaning SI dagi o ic h o v  birligi kgm2/ s 2 yoki N m  
dan iborat.

Nuqta va sistemaning kinetik energiyasi skalyar miqdor, u tezlik 
y o lnalishiga bog‘liq b o ‘lmaydi. Sistema t inch  ho latda  turganda  
uning kinetik energiyasi nolga teng b o ‘ladi.
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- §. Kyonig teoremasi

Mexanik sistema qobzglalmas Oxyz koordinatalar sistemasiga nis
batan harakatlanayotgan boiib , sistemaning ko‘chirma harakati iiga- 
rilama harakatdan iborat boisin  (176-rasm).

temaning inersiya markaziga nisbatan nisbiy harakati kinetik ener- 
giyasini ifodalaydi.

Qo'zg^aluvchi koordinatalar sistemasining boshi inersiya marka- 
zida joylashgani sababli

^ w v/;' = M r$ = 0, binobarin Y .mvK' = 0 boiad i.

(95.2) tenglik Kyonig teoremasini ifodalaydi: murakkab harakat
dagi sistemaning kinetik energiyasi massasi inersiya markazida joylash- 
gan deb oUnuvchi sistema kinetik energiyasi bilan sistemaning inersiya 
markaziga nisbatan qilgan nisbiy harakati kinetik energiyasining 
yig ‘indisiga teng.

Jismning ilgarilama, q o ‘zg‘almas o ‘q atrofida aylanma va tekis 
parallel harakatida lining kinetik energiyasini hisoblash formulalari- 
ni aniqlaymiz.

174

Bu holda sistemaning absolut haraka- 
tini inersiya markazi S  bilan birgalikda il
garilama harakat hamda Sx'y 'z' koordinata
lar sistemasiga nisbatan aylanma harakat-

у' lardan tashkil topgan deb qarash mumkin.
Tezliklanii qokshish teoremasiga ko'ra:

176-rasm.
bu yerda: Vv' ~  nuqtaning nisbiy tezligi.
(95.1) ni (94.2) ga qokyamiz:

bu tenglikda J^mv = M  sistema massasini, | ^ / f i vKvl2 = Ts' esa sis

Natijada: r  = 1  м vs2 + r ; . (95.2)

96- §. Qattiq jismning kinetik energiyasi



1. Ilgarilama harakatdagi jismning kinetik energiyasi. Ilgarilama 
harakatdagi jism nuqtalarining tezliklari bir xilda b o ‘lgani uchun
V = Vs . Shunga binoan, (94.2) quyidagicha yoziladi:

T, = (96.1)

Demak, ilgarilama harakatdagi jismning kinetik energiyasi maz
kur jism massasini uning inersiya markazi tezligi kvadratiga ко ‘pay- 
tirilganining yarmiga teng.

2. Qo‘zg‘almas o ‘q atrofida aylanuvchi jismning kinetik ener
giyasi. Jism biror Oz o ‘q atrofida со burchak tezlik bilan aylansa, 
uning har bir nuqtasining tezligini

Vv = co/zv (96.2)
formula bilan aniqlash mumkin. (96.2) tenglamada hv bilan har bir 
nuqtadan aylanish o ‘qigacha bo lgan  eng qisqa masofa belgilangan.

(96.2) ni (94.2) ga qo‘yamiz:
/2 2

rr-f ^ —1 / / / y  tO  fly 0 )  '  J 1
T.,y = £ — j— = — , 

bundagi Y ,m\hy = I; jism ning aylanish o ‘qiga nisbatan inersiya 
momentini ifodalaydi. Shunday qilib,

T..v = \  / (02 . (96.3)

(96.3) dan kobrinib turibdiki, qo‘zg ‘almas o ‘q atrofida aylanma 
harakatdagi jism kinetik energiyasi uning aylanish o'qiga nisbatan 
inersiya momentini burchak tezligi kvadratiga ко 'paytirilganining yar
miga teng.

3. Tekis parallel harakatdagi jismning kinetik energiyasi. Tekis 
parallel harakatdagi qattiq jismning kinetik energiyasini Kyonig teo- 
remasiga asoslanib hisoblash mumkin. Bu holda nisbiy harakat iner
siya markazi atrofidagi aylanma harakatdan iborat bo lgan i uchun

bunda /5_ — jismning harakat tekisligiga perpendikular boMgan va S  
inersiya markazidan o4uvchi г o kqqa nisbatan inersiya momenti. 

Natijada (95.2) formuladan

= | / W K | + i / S;» 2 (96.4)

hosil bo‘ladi.
Demak, tekis parallel harakatdagi jismning kinetik energiyasi 

massasi inersiya markazida deb olingan jismning ilgarilama haraka- 
tidagi kinetik energiyasi bilan inersiya markazidan о ‘tuvchi о ‘q atro
fidagi aylanma harakati kinetik energiyasining yig'indisiga teng.
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97- §. Sistema kinetik energiyasining o ‘zgarishi haqidagi 
teorema

Mexanik sistema kinetik energiyasining o ‘zgarishi haqidagi teore
mani keltirib chiqarish uchun sistema har bir M v nuqtasi uchun yo- 
zilgan dinamikaning asosiy tenglamasi (77.1) ni o ‘qqa proyeksiyalaymiz:

mos ravishda, sistemaga qo‘yilgan tashqi va ichki kuchlar elementar 
ishlarining yig‘indisini ifodalaydi.

(97.5) dan ko‘ramizki, sistema kinetik energiyasining differensiali 
unga ta !sir qiluvchi barcha ichki va tashqi kuchlar elementar ishlari
ning yig ‘indisiga teng.

(97.5) ni biror chekli oraliqda integrallasak, sistema kinetik ener
giyasining shu oraliqda o ‘zgarishi haqidagi teorema kelib chiqadi:

Demak, sistema kinetik energiyasining biror chekli oraliqda о 'zgci- 
rishi unga ta :sir etuvchi barcha ichki va tashqi kuchlarning shu ora- 
liqdagi ishlarining yig 'indisiga teng.

O lzgarmas mexanik sistema va absolut qattiq jism ichki kuchlar 
ishlarining yig'indisi nolga teng b o lib ,  (97.5) va (97.6) quyidagicha 
yoziladi:

dt  dsy ' d r

(97.2) ni (97.1) ga qo‘ysak,

myVvdVv = F*xdsy + dsv, (v = 1 ,n)

myavx = Fxx + F'.x, v = ( 1 ,« ) .
Urinma tezlanish ayx ni quyidagicha ifodalash mumkin:

dVv dVx dsx r l V

(97.1)

(97.2)

yoki (97.3)

hosil bo iad i.
(97.3) sistemani hadlab qo‘shamiz:

d = T d A  ( F ‘ ) + Y,dA ( F‘). (97.4)

(97.4) tenglikdagi

^ d A { F * )  = dAe, J jd A ( F ‘) = dAi

Natijada d T  = dAe +dAj . (97.5)

T - T {) = A e + A‘ . (97.6)

d T  = dAe, T - T Q = dAe . (97.7)

176



(97.5) tenglikning har ikki tomonini dt ga bo iib ,

^ L ^ N ' . +  N 1 (97.8)

ni hosil qilamiz.
Demak, sistema kinetik energiyasining vaqt bo‘yicha birinchi ho- 

silasi mazkur sistemaga ta ’sir etuvchi bare ha kuehlar quvvatlarining 
yig‘indisiga teng.

98- §. Moddiy nuqta kinetik energiyasining o‘zgarishi 
haqidagi teorema

Massasi m b o klgan erkin M  nuqta 
F kuch t a ’sirida harakatlansin (177- 
rasm) .

Bu holda (97.7) quyidagicha yoziladi:

m V = Fxds = dA. (98.1)

(98.1) dan ko'rinib turibdiki, moddiy nuqta kinetik energiyasi
ning differensiali t a ’sir qiluvchi kuchning elementar ishiga teng.

Moddiy nuqtaga ta ’sir etuvchi kuchning M0Mi ko‘chishdagi ishi 
bilan kinetik energiyasi orasidagi munosabat

m V r  mV* <M'>
~ Y ------- r - =  f  Fxds = A (98.2)

( M q)

ko‘rinishda yoziladi. Demak, moddiy nuqta kinetik energiyasining bi- 
ror chekli oraliqdagi о ‘zgarishi unga ta ’sir etuvchi kuchning shu ora- 
liqdagi ishiga teng.

(97.8) formulani moddiy nuqta uchun quyidagi ko‘rinishda yo- 
zish mumkin:

(983)

99- §. Mexanik energiyaning saqlanish qonuni

Mexanik sistema potensialli kuch maydonida harakatlansin. Bu 
holda sistemaga qo‘vilgan tashqi va ichki kuehlar ishlarining yig‘in- 
disi A e +Al = П 0 -Г1 b o ‘lib, sistema kinetik energiyasining o ‘zga- 
rishini ifodalovchi (97.6) tenglik quyidagicha yoziladi:

T - F 0 = П0 - П yoki Г + П = Г0 + П () (99.1)

177



Bunda П0, П lar bilan mos ravishda, sistema nuqtalariga ta ’sir 
etuvchi barcha kuchlarning boshlang‘ich va istalgan paytga mos kel- 
gan potensial energiyalari belgilangan.

Sistema potensial energiyasi bilan kinetik energiyasining yigindi- 
si sistemaning mexanik energiyasi deb ataladi.

(99.1) dan ko‘ramizki, potensialli kuch maydonida harakatlanuv- 
chi sistema mexanik energiyasi о ‘zgcirmas ekan. Bu mexanik energiya- 
ning saqlanish qonuni deyiladi.

Moddiy nuqta mexanik energiyasining saqlanish qonuni quyida
gicha:

mV2 w Kr
-—j— + П = —у -  + П(). (99.2)

Demak, potensialli kuch maydonida harakatlanayotgan moddiy 
nuqtaning mexanik energiyasi o bzgarmas miqdordir.

100- §. Moddiy nuqta va mexanik sistema kinetik energiyasining 
o‘zgarishi haqidagi teoremani qoMlab masalalar yechish

Kinetik energiyaning o bzgarishi haqidagi teoremani qoMlab m a
salalar yechish quyidagi tartibda bajariladi:

1. Moddiy nuqta yoki mexanik sistemaga ta'sir qiluvchi kuchlar 
rasmda tasvirlanadi.

2. Moddiy nuqta yoki sistemaning ko'chishida unga ta'sir qila- 
yotgan kuchlarning ishlari yig"indisi topiladi.

3. Moddiy nuqta yoki sistemaning boshlang'ich va oxirgi vaziyat- 
dagi kinetik energiyalari hisoblanadi.

4. Masalaning qoLyilishiga qarab (97.6)—(99.2) formulalarning 
biri tuziladi va kerakli nom a'lum lar aniqlanadi.

58-masala. Massasi /w=0, 5 kg boMgan moddiy nuqta Yer sini- 
dan VQ m /s boshlangMch tezlik bilan otilgan. Uning M holatidagi 
tezligi V=\2 m/s. Mazkur nuqtaning ;V/() holatdan M holatga kobchi- 
shidagi og'irlik kuchining ishi aniqlansin (178-rasm).

Yechish. Moddiy nuqtaga ta'sir qiluvchi kuch faqat og'irlik ku
chi G dan iborat. Uning ishi (98.2) ga kobra:

m V 2A
2 1

Son qiymatlarni qolysak,
4 0,5-144 0,5-400 ,ЛА ., ,A = — - — - — -—  = 3 6 -100  = - 6 4  J

kelib chiqadi.
59-masala. Massalari m= 1 kg b o lgan  ikkita bir xil tishli g i ld i-  

raklardan tashkil topgan sistema kinetik energiyasi topilsin (179-rasm).
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178-rasm. 179-rasm. 180-rasm.

G ‘ildiraklar co=10 rad/s burchak tezligi bilan aylanadi. Har bir g ‘il- 
dirakning aylanish o ‘qiga nisbatan inersiya radiusi p,-=0,2 m.

Yechish. Tekshirilayotgan sistemaning kinetik energiyasi (94.2) ga 
ko‘ra:

ŝis = 1̂ + T2 •

G ‘ildiraklar bir xil bo igani uchun T{=T2= T deb olamiz.
(96.3) ga asosan:

Tsa = 2 7 ' = 2 . I / ( 0 2 ,

bu yerda I = m p • . 

Natijada т l 2/ sis = mco“ pi .

Son qiymatlarni qo lysak, 7"sis= 4 kgm2/ s 2 hosil bo iad i.
60- masala. Yukli arava bilan birgalikdagi og ‘irligi G b o ‘lgan 

DT-14 traktori qiya tekislikda harakat qilmoqda. Qiya tekislik gori- 
zont bilan 15° burchak hosil qiladi (180-rasm). Traktorning bosh- 
lang‘ich tezligi K0=8,3 m/s. Traktor qiya tekislik b o ‘ylab 5 =  5 m 
masofani o4ganda qanday tezlikka ega b o ‘lishi topilsin.

Arava va traktor bilan tekislik orasidagi ishqalanish hisobga olin- 
masin.

Yechish. Traktorning harakat yo‘nalishini Ox o ‘qi bo ‘yicha ola
miz (180-rasm). Traktorga ogMrlik kuchi G , normal reaksiya N  
ta ’sir qiladi. Bu kuchlarning harakat yo'nalishiga proyeksiyasi:

Gx= CCOS750, N x = 0 .
Traktorga ta’sir etuvchi kuehlar ishlarining yig‘indisi quyidagicha 

bolad i:

A = A(G)  + A ( N )  = G e o s 75°-5 .
Traktor tezligini topish uchun moddiy nuqta kinetik energiyasi

ning o ‘zgarishi haqidagi teoremadan foydalanamiz:

mVo A

179



yoki S L v 2 -  —  V(: = <7cos75°-s,
2 g  2 g  0

bundan V = y jv i f^ 2 g cos75° = 9,7 m /s kelib chiqadi.
61- masala. Massasi m=4800 kg b o llgan avtomobil yoMning go- 

rizontal uchastkasida д=0,28 m /s2 tezlanish bilan harakatlanmoqda. 
Avtomobil harakatiga qarshilik qiluvchi kuch /?= 1,28 kN.

/=10 sekunddagi avtomobil tortish kuchining quvvati topilsin. 
Boshlang‘ich paytda avtomobil tezligi ^ = 1 2  m/s (181-rasm).

(100.1) tenglikning chap tomonini quyidagicha yozish mumkin:

Avtomobil tekis tezlanuvchi harakatda bo‘lgani uchun V=V()+at.

Bu ifodaga son qiym atlarni q o ’ysak, N ( F )  = 38,8 kW kelib 
chiqadi.

62- masala. Og'irligi GA boMgan A katok hamda GB oglirlikdagi 
В yuk bir-biri bilan D blok orqali o4gan cho'zilmaydigan va og‘ir- 
ligi hisobga olinmaydigan arqon vositasida tutashtirilgan. В yuk tez
ligi K boiganda sistemaning kinetik energiyasi aniqlansin. Katok va 
blok bir jinsli disk deb hisoblansin (182-rasm). Blok og‘irligi G(]. .

Yechish. Sistema A katok, В yuk va D blokdan iborat. Ularning 
kinetik energiyalarini mos ravishda TA, TB, TD deb belgilaymiz.

N.
Yechish. Avtomobilga t a ’sir etuv- 

chi kuchlar og‘irlik kuchi G , gorizon- 
tal tekislikning normal reaksiyasi N  ,

О Vo

181-rasm.

G

■x tortish kuchi F hamda qarshilik kuchi 
R dan iborat. Masalani yechish uchun

(98.3) fo rm uladan  foydalanam iz. U 
quyidagicha yoziladi:

d ( mV~  
~dt\ 2

N (F)+ N {N)+ N (R) + N (G),  (100.1)

bunda /V ( /V ) = 0, N ( R )  = RV,  N(G)  = 0. ( 100.2 )

(100.3)

(100.2) va (100.3) ni (100.1) ga qo'vsak: 

mVa= N { F ) - R V  .

Bundan N( F) = (та + R ) V kelib chiqadi.

Natijada N  ( F ) = ( ma+ R ) ( V {) + a t ) .
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Bu holda sistemaning kinetik ener
giyasi

T = TA + TB Tr (100.4)
bo ‘ladi.

S  nuqta, D blok hamda В yuk arqon 
yordamida tutashtirilgan. Shuning uchun

Vs -  VF -  V, юАгА -  сопГп -  Vs
boiad i.  Bundan

со.
V (0D (100.5)

V_
rA " rD

kelib chiqadi. (100.5) — A katokning, 
D blok burchak tezligini ifodalaydi.

182-rasm.

0),
A katok tekis parallel harakatda b o ig an i  uchun uning kinetik 

energiyasi quyidagicha:
T _ \ Ga

A = ’ T
Vl + 1 / .S’“ л

Bunda
2 g

(100.6)

(100.7)

(100.5) va (100.7) ni (100.6) ga qo‘ysak:

V 2.T  _  3 G  A 

A 4 2 g
(100.8)

В yuk ilgarilama harakat qiladi. Uning kinetik energiyasi:

T„ G b_ 

2 g
Г (100.9)

D blok aylanma harakatda b o ‘lgani sababli uning kinetik ener
giyasi:

TD = | / o < 4  y °ki n  = ^ v 2 ( 100.10)
2 4 g

(100.8)—(100.10) larni (100.4) ga q o ‘ysak, sistemaning kinetik 
energiyasi kelib chiqadi:

T = ^ O G A + 2Gs + GD).

63-masala. Gorizontal tekislikda joylashgan krivoship-shatunli 
mexanizm OA krivoship va AB  sterjendan iborat. Krivoship massasi 
/я,; shatun  massasi m2. Boshlang‘ich paytda ZBO A=90° bo"lib, 
A nuqta tezligi u. Krivoshipga aylantiruvchi m oment M  qo‘yilgan. 
ZBOA=90° b o ‘lgan paytdagi A nuqta tezligi aniqlansin. Krivoship 
va shatun bir jinsli sterjen deb hisoblansin. Ishqalanish va polzun 
massasi hisobga olinmasin (183-rasm).
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183-rasm. 184-rasm.

Yechish. Sistema OA krivoship va AB  shatundan iborat. Masala- 
ni yechish uchun sistema kinetik energiyasining o'zgarishi haqidagi 
teoremaning integral ko‘rinishidan foydalanamiz:

Mexanizm A, В va С nuqtalari tezliklarining yo‘nalishi 183-rasm~ 
dagidek bo ‘ladi. ZBOA=90° boMganda A В shatun tezliklarining oniy 
markazi cheksizda bolad i.

Demak, tekis parallel harakat nazariyasiga kolra AB  shatunning 
burchak tezligi w ^ O .  Shuning uchun boshlang‘ich paytda

Aylantiruvchi M  m om en t t a ’sirida OA krivoship 90° burilib, 
ZBOA=90° bolad i.  Bu holda aylantiruvchi m omentning ishi (184- 
rasm):

(100.11)

(100.12)

bo lad i.

A = M -2 ’ (100.13)

Natijada

T = +тт2^А yoki T = +m2)V]  (100.14)
6 6 6

hosil boiadi.
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(100.12), (100.13) va (100.14) ni (100.11) ga qo‘ysak,

у  л =
3nM + и (mx + 3m2)

m\ + m2 
kelib chiqadi.

64-masala. Elektr chig‘ir og‘irligi G b o i -  
gan С yukni ko‘taradi. Elektr m otor  M  o ‘z- 
garmas moment ta ’sirida A barabanni harakat - 
ga keltiradi. A baraban va В blokning aylanish 
o ‘qlariga nisbatan inersiya momentlari tegish- 
licha /, va /2, baraban radiusi R va blok radiu- 
si r berilgan (185-rasm) (uzunlik metr, vaqt 
sekund hisobida). Barabanning burchak tezla- 
nishi aniqlansin.

Yechish. Tekshiralayotgan sistemaga baraban, 
yuk va blokning og‘irlik kuchi, tayanch reaksiya- 
si, shuningdek o ‘zgarmas moment ta ’sir qiladi. 
Masalani yechish uchun sistema kinetik ener
giyasining o ‘zgarishi haqidagi teorem aning  
differensial kobrinishi (97.8) dan foydalanamiz:

185-rasm.

dT
~dF

--Ne + N ‘ (*)
Biz tekshirayotgan masala uchun tros reaksiya kuchi ham da 

boshqa ichki kuchlar quvvatining yig‘indisi nolga teng: N l = 0.
Baraban va blok og‘irlik kuchining, shuningdek tayanch reak- 

siyasining quvvati nolga teng, chunki bu kuchlarning qo‘yilish nuq- 
talari qoczgcalmas. Yuk og‘irlik kuchining quvvati:

/V, = - G V = - G R ( o l ,
(bunda со, — barabanning burchak tezligi), aylantiruvchi moment 
quvvati:

N 2 = M  со | •

Natijada: N e = - G R ^  + Mto, (100.15)
Sistemaning kinetik energiyasi:

(100.16)
bunda: Tv T2 va Тъ — mos ravishda baraban, blok hamda yukning 
kinetik energiyasi. Baraban va blok aylanma harakatda b o ‘lgani sa- 
babli, ularning kinetik energiyasi

7] = ^ / ,c o f ,  T2 = x- l 2^ .  (100.17)

(100.17) ifodada blok burchak tezligi co7 bilan belgilangan.
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Tros hamma nuqtalari tezliklarining miqdori tengligidan foyda- 
lanib, oo2 va со, orasidagi boglanishni hosil qilamiz:

Rob
co7 = ----- .

r

Natijada: 7; = i c o f . (100.18)2 "
Yuk ilgarilama harakat qilgani uchun uning kinetik energiyasi:

T3 = l ^ y 2 
2 g

Lekin, V=  со{R. Shunga ko^ra

T , = j j R 2m l  (100.19)

(100.17)—(100.19) ni (100.16) ga qolyamiz:

r  = 1 /, to? + i / : ^-cor + i j « 2cof. (100.20)

(100.15) va (100.20) ni (*) ga qobyamiz:

l\ + /2 —г-+ — 1 = M -  GR ,
r 2 g )  dt

1 j  о ( M - G R ) r 2g  .bundan Ej = ------^ ^ -----------—-  kelib chiqadi.
( / |  r~ + I2 R~ ) g + GR~ r"

"У Nazorat savollari

1. Mexanik sistema dinamikasining asosiy tenglamasi qanday?
2. Sistema dinamikasida ichki va tashqi kuehlar qanday ifodalanadi?
3. Mexanik sistema harakatining differensial tenglamasini Dekart 

koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalari qanday?
4. Inersiya markazining harakati haqidagi teoremani ta’riflang va ma- 

tematik ifodasini yozing.
5. Sistema harakat miqdorining o'zgarishi haqidagi teoremaning dif

ferensial ifodasi qanday boladi?
6. Qanday shart bajarilganda moddiy nuqta harakat miqdorining saq- 

lanish qonuni o‘rinli boladi?
7. Mexanik sistema harakat miqdori (kinetik) momentini hisoblash 

formulasini yozing.
8. Sistema kinetik momentining saqlanish qonuni qanday bo‘ladi?
9. Sistema harakat miqdori teoremasining integral ifodasini yozing.

10. Ilgarilanma harakatdagi jism kinetik energiyasini hisoblash formu
lasini yozing.

11. Aylanma harakatdagi jism kinetik energiyasi qanday hisoblanadi?



12. Sistema kinetik energiyasining o ‘zgarishi haqidagi teoremaning 
integral ko‘rinishini yozing.

13. Tekis parallel harakatdagi jism kinetik energiyasi formulasini yozing.
14. Sistema kinetik energiyasi teoremasining differensial ifodasini yozing.
15. Qattiq jism kinetik energiyasi teoremasining integral ko‘rinishini yozing.
16. Qattiq jism kinetik energiyasi teoremasining differensial ko‘rinishi 

qanday yoziladi?
17. Mexanik energiyaning saqlanish qonuni qanday?
18. Jismning aylanish o ‘qiga nisbatan inersiya momenti nima? Nuq

taga nisbatan inersiya momenti-chi?
19. Qattiq jismning aylanish o ‘qiga nisbatan kinetik momenti qanday 

ifodalanadi?
20. Inersiya radiusi nima?
21. Qattiq jismning uchta koordinata o ‘qlariga nisbatan inersiya mo

menti bilan shu koordinata boshiga nisbatan inersiya momenti 
orasida qanday bogianish bor?

22. Moddiy nuqta harakat miqdorining o ‘zgarishi haqidagi teoremani 
ta’riflang.

23. Moddiy nuqta harakat miqdori momentining o ‘zgarishi haqidagi 
teoremaning differensial ifodasi qanday bo‘ladi?

24. Moddiy nuqta kinetik energiyasi teoremasining differensial va in
tegral ko‘rinishini yozing.

XV BOB. QATTIQ JISM N IN G  TEKIS PARALLEL 
HARAKAT I

101- §. Qattiq jism tekis parallel harakatining differensial
tenglamalari

Kinematikadan m a ’lumki, qattiq jismning tekis parallel harakati 
m azkur jism da qutb deb olingan nuqta  holati ham da  uning shu 
qutbdan o ‘tuvchi o ‘q atrofida aylanishidagi burilish burchagi orqali 
aniqlanadi. Jismning inersiya markazini qutb deb tanlasak, tekis pa 
rallel harakatdagi jism holati inersiya markazining koordinatalari xs, 
ys \ a  burilish burchagi <p orqali aniqlanadi.

Jism F*, F2 , F„ kuchlar ta ’sirida harakatlansin (186- rasm). 
Bu holda S  nuqtaning harakatini jism inersiya markazining harakati 
haqidagi teoremadan foydalanib aniqlash mumkin:

Mas = Z K -  ( 10L1>
Jismning S  qutbga nisbatan harakati esa harakat tekisligiga per- 

pendikular b o ‘lgan va S  nuqtadan o ‘tuvchi Sz  o ‘q atrofidagi aylan
ma harakat differensial tenglamasi bilan ifodalanadi:
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У'

dt~
= (Ю1.2)

77777"
rini quyidagicha ifodalash mumkin:

X

186-rasm.

(101.3) differensial tenglamalar Dekart koordinatalar sistemasida 
quyidagicha yoziladi:

Jism massa markazining trayektoriyasi aniq b o ’lsa, S  nuqta hara- 
katini tabiiy koordinatalar sistemasida ham aniqlash mumkin. Bu 
holda (101.3) differensial tenglamalar sistemasi

ko'rinishni oladi. Bunda ps — inersiya markazi trayektoriyasining 
egrilik radiusi.

Qattiq jism tekis parallel harakatiga doir masalalar quyidagi tar- 
tibda yechiladi.

1. Sanoq sistemasi tanlab olinadi.
2. Jismga ta ’sir etuvchi kuchlar hamda bog ian ish  reaksiyalari 

rasmda tasvirlanadi.
3. Jismga ta ’sir etuvchi kuchlar bosh vektorining tanlab olingan 

koordinata sistemasidagi proyeksiyalari hamda mazkur kuchlarning S  
nuqtadan o ‘tuvchi , harakat tekisligiga perpendikular o ‘qqa nisbatan 
momentlari yig‘indisi aniqlanadi.

4. Jismning tekis parallel harakati differensial tenglamalari tuzi- 
ladi.

5. Agar dinamikaning birinchi masalasini yechish kerak b o ‘lsa, 
tuzilgan differensial tenglamalardan nom a’lumlar aniqlanadi; ikkin- 
chi asosiy masalani yechish kerak boMsa, boshlang‘ich shartlar aniq- 
lanib, tuzilgan differensial tenglamalarning shu shartlarrii qanoatlan- 
tiruvchi yechimi topiladi.

65-masala. Radiusi r bo igan  В baraban R radiusli A g‘ildirakka 
mahkam biriktirilgan. В barabanga arqon o ‘ralgan boMib, arqonning 
bir uchiga D yuk osilgan. G ‘ildirak gorizontal bilan a burchak hosil 
qiluvchi tekislik b o lylab o ‘ng tom onga sirpanmasdan dumallaydi.

d r
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G ‘ildirak va ba rabann ing  um um iy  
og‘irligi Gx, yuk og‘irligi G2. Burchak 
a  qanday b o ‘lganda g‘ildirak inersiya 
markazi teng oichovli harakat qiladi?
Boshlang‘ich paytda g ‘ildirak tinch 
turgan deb hisoblansin (187- rasm).

Yechish. Sanoq sistemasini 187- 
rasmdagidek tanlaymiz. G ‘ildirak te 
kis parallel harakatdagi jismdan ibo- 
rat. Jismga g ‘ildirak va barabanning 
og ‘irlik kuchi Gx , yuk og‘irligi G2 , 
tayanch tekisligining normal reaksiya
kuchi N  , ishqalanish kuchi Flsh t a ’sir qiladi. Bu kuchlarning Ox va 
Oy o ‘qlardagi proyeksiyalarining yig‘indisi mos ravishda quyidagicha 
bo ‘ladi:

Rx — G\ sin cl — G2 sin cx + ,

Ry = -  G{ cos a  -  G2 cos a  + N . (101.6)

G ‘ildirakka t a ’sir etuvchi kuchlarning inersiya markazidan o ‘tuv- 
chi va harakat tekisligiga perpendikular bo‘lgan o ‘qqa nisbatan mo- 
mentlarining yig‘indisini hisoblaymiz:

M Sz = G2r (101.7)

(101.6) va (101.7) ni (101.4) ga qo‘ysak, g‘ildirak differensial teng- 
lamalari kelib chiqadi:

M x  = -  C, sin a  -  G2 sin a  + Fish, 
M y  = -G , c o s a -G ^  cosa+TV, 

d2<$
(101.8)

Is, dt2 =G2r îsh

G ‘ildirak inersiya markazi teng o ‘lchovli harakatda bo‘lishi uchun
xs = Rip = const, y s = 0.

Bundan xs = 0 ,  y s = 0, cp = 0 (101.9)

kelib chiqadi.
(101.9) ni (101.8) ga qo‘yamiz:

r0 = -G\ sin a  -  G2 sin a  + F, 
N  = G, co sa  + G2 co sa ,
0 = G2r îsh

(101.10)
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(101.10) ning uchinchisidan:

(101.11)

(101.11) ni (101.10) ning birinchisiga qo‘ysak, nom alum  burchak 
aniqlanadi:

(101.10) ning ikkinchi tenglamasidan sirtning normal reaksiyasi 
N  ni aniqlash mumkin.

?  Nazorat savollari

1. Qo‘zg‘almas o ‘q atrofida aylanayotgan jism harakat differensial 
tenglamasi qanday yoziladi?

2. Qattiq jism ilgarilama harakati differensial tenglamasi qanday yo
ziladi?

3. Qattiq jism tekis parallel harakatining differensial tenglamasi qan
day ifodalanadi?

4. Qattiq jism tekis parallel harakatiga oid masalalar qanday tartibda 
yechiladi?

XVI BOB. DALAMBER PRINSIPI. AYLANMA 
HARAKATDAGI JISMNING AYLANISH 0 ‘QIGA 

KO‘RSATADIGAN BOSIMI

102- §. Moddiy nuqta uchun Dalamber prinsipi

Dinamika masalalarini yechishdagi ham m a usullar Nyuton qo- 
nunlaridan kelib chiqadigan tenglamalarga yoki dinamikaning umu- 
miy teoremalariga asoslanadi.

Texnikada uchraydigan ko'pgina masalalarni yechishda mexani- 
kaning umumiy prinsiplaridan foydalanish juda qulay.

Bu prinsiplardan biri Dalamber prinsipidir. Dalamber prinsipida 
dinamika tenglamalariga statika tenglamalarining ko‘rinishi beriladi.

Erkin moddiy nuqta uchun Dalamber prinsipini keltirib chiqa- 
rishda dinamikaning asosiy tenglamasidan foydalanamiz:

Miqdori moddiy nuqta massasi bilan tezlanishining ко ‘‘paytmasiga 
teng bo‘lib, yo'nalishi tezlanish vektoriga teskari bo‘Igan vektor iner
siya kuchi deb ataladi va quyidagicha yoziladi:

F = та yoki F + ( - ma)  = 0. (102.1)

Ф = - т а . (102.2)
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(102.2) ni (102.1) ga qo‘yamiz:

F + 6  = 0.  (102.3)
(102.3) tenglama Dalamber prinsipini 

ifodalaydi: moddiy nuqtaga ta ’sir qiluv
chi kuch har onda inersiya kuchi bilan 
muvozanatlashadi (188-rasm).

Agar moddiy nuqta egri chiziqli ha- 
rakatda b o ‘lsa, inersiya kuchi urinma va 
normal tuzuvchilarga ajratiladi: 188-rasm.

Ф = Фт + Ф,

bunda

yoki

Ф,

Ф, m

та

dV

Фи = - та ,

dt
Ф„ = m ■V2

Agar moddiy nuqta to ‘g‘ri chiziqli harakatda b o ‘lsa, Фя=  0.
Erksiz moddiy nuqta uchun Dalamber prinsipi quyidagicha yo- 

ziladi:

F + R + 6 =  0 ,  (102.4)

bunda: R — bogianish reaksiya kuchi.

103- §. Sistema uchun Dalamber prinsipi

M exanik sistema A/,, M2, ..., Mn moddiy nuqtalardan tashkil 
topgan b o is in .  Sistemaga t a ’sir etuvchi kuchlarni tashqi va ichki 
kuchlarga ajratsak, sistemaning har bir nuqtasi uchun Dalam ber 
prinsipi quyidagicha yoziladi:

f! + Ф,

F" + F-i + Ф-

(103.1)

F* + F‘ + Ф,

Demak, sistemaning har bir nuqtasiga ta ’sir qiluvchi tashqi va ichki 
kuchlar har onda shu nuqta inersiya kuchi bilan muvozanatlashadi.

(103.1) tenglamalarni hadma-had qo lshsak:

Re + R1 + Ё Ф = 0 (Ю3.2)
kelib chiqadi. (103.2) ifodada Re = Fx ~  tashqi kuchlarning bosh

vektori, R1 — ichki kuchlarning bosh vektori, Лф= ^ o v —
inersiya kuchlarining bosh vektori.
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Ichki kuehlar xususiyatiga kobra Rl = 0.
Natijada (103.2) ni quyidagicha yozish mumkin:

Rc + Rlb = 0 , (103.3)
ya’ni, sistemaga ta ’sir etuvchi tashqi kuehlar bosh vektori bilan sis
tema nuqtalari inersiya kuchlari bosh vektorining geometrik yig‘in- 
disi nolga teng.

(103.1) ni mos ravishda nuqtalar radius-vektorlari r\ , r2 ga 
vektorli ko‘paytirib, hosil b o lgan  natijalarni qo ‘shsak:

+ 2 л  x г* + 2 л  = o (Ю3.4)

kelib chiqadi. Bu yerda: M q = К  ~~ tashqi kuchlarning О mar- 
kazga nisbatan bosh momenti; M'{) =Y.K  x К  — ichki kuehlar bosh 
momenti; M® = X / v x(^v — inersiya kuchlarining bosh momenti; 
ichki kuehlar xususiyatiga kokra M'() = 0 . Bu holda (103.4) ni quyida
gicha yozish mumkin:

M l +M $  = 0  (103.5)
ya’ni, sistemaga t a ’sir etuvchi tashqi kuchlarning ham da sistema 
nuqtalari inersiya kuchlarining biror markazga nisbatan momentlari- 
ning yiglindisi nolga teng.

(103.3) va (103.5) tenglamalar birgalikda mexanik sistema uchun 
Dalamber prinsipining vektorli kokrinishini ifodalaydi.

(103.3) va (103.5) larni Dekart koordinata o ‘qlariga proyeksiya- 
lab, Dalamber prinsipining analitik usulda ifodalanishini hosil qilamiz:

Rex +R,  - 0 ,  M ex +M* = 0,

< r l; + я;.” = o, M eY + м *  = о, ( юз.б)
RL1 + R}' = 0; A /!+ A /; , J =0 .

(103.3) va (103.5) larni mos ravishda, sistema massasining marka- 
zi harakati haqidagi teorema:

Mas = Re (103.7)

hamda sistema kinetik momentining o'zgarishi haqidagi teorema:

= (103.8)

bilan taqqoslasak, inersiya kuchlarining bosh vektori va biror m ar
kazga nisbatan bosh momentlarini aniqlovchi quyidagi formulalarni 
hosil qilamiz:

R <1> = - M a s , (Ю3.9)
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M q =
J cli

(103.10)

(103.9) va (103.10) dan ko‘rinib turibdiki, inersiya kuchlarining 
bosh vektorijism massasi bilan inersiya markazi tezlanish vektorining 
ko‘paytmasiga teng b o iib ,  yo‘nalishi tezlanish vektorining yo‘na- 
lishiga teskari; inersiya kuchlarining biror markazga nisbatan bosh 
momenti esa sistemaning shu markazga nisbatan kinetik momenti- 
dan vaqt b o ‘yicha olingan birinchi hosilaning teskari ishora bilan 
olinganiga teng.

(103.9) ning urinma va normal tuzuvchilari quyidagicha:

(103.9) va (103.10) dan foydalanib inersiya kuchlarining bosh 
vektori hamda bosh momentining ba’zi bir xususiy hollarda hisob- 
lash formulalarini keltirib chiqaramiz.

1. Jism ilgarilama harakatda bo ‘lsin. U holda jism inersiya m ar

kazi atrofida aylanm a harakat qilmaydi. Bunda = 0  b o ‘lib,
inersiya kuchlari teng ta ’sir etuvchiga keltiriladi va u inersiya kuchla
rining bosh vektori kabi (103.9) tenglama bo‘yicha aniqlanadi.

2. Jism simmetriya tekisligiga ega boMib, u mazkur tekislikka tik 
yo'nalgan qo^zg'almas o ‘q atrofida aylanma harakat qilayotganda 
inersiya kuchlarining bosh vektori (103.9) formula b o ‘yicha, inersiya 
kuchlarining bosh m om enti esa (103.10) formulani q o ‘zg‘almas 
o ‘qqa proyeksiyalash bilan aniqlanadi:

Agar aylanish o kqi jismning massa markazidan o4sa, Яф = 0 
bo‘ladi.

3. Jism simmetriya tekisligiga ega boMib, unga nisbatan parallel 
harakat qilayotgan boMsa, inersiya kuchlarining bosh vektori

(103.11)

М ф = I

R<1) = -  M as , uning proyeksiyalari

^  =~MaSx, Я? = - M a Sy ,

Demak, tekis parallel harakatdagi jism- 
ga qo^yiladigan inersiya kuchlari bir bosh

bosh m om enti  A/lf b o ‘ladi.
Bunda I s — jismning inersiya markaziga 
nisbatan inersiya momenti.

vektor va bir bosh momentga keltiriladi 0 
(189-rasm).

TTT

189-rasm.
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104- §. Dalamber pnnsipini qoilab masalalar yechish

Dalam ber prinsipi q o ‘llanilganda masalalar quyidagi tartibda 
yechiladi:

1. Sanoq sistemasi tanlanadi.
2. T a ’sir etuvchi kuchlar va reaksiya kuchlari rasmda tasvirlanadi.
3. Inersiya kuchlarining bosh vektori va bosh momenti aniqlanadi. 

Shuningdek, inersiya kuchlari bosh vektorining qo‘yilish nuqtasi topiladi.
4. Hosil boMgan kuchlar sistemasining «muvozanat» tenglamalari 

tuziladi.
5. Tuzilgan tenglamalardan nom a’lurnlar aniqlanadi.
66-masaIa. Donni navlarga ajratadigan silindrik g‘alvir o ‘zgar-

mas burchak tezlik bilan gorizontal Ox o bq atrofida aylanadi. Don 
g‘alvirga nisbatan muvozanatda boMganda uning silindr sirtiga ko‘r- 
satadigan bosimi hamda don va silindr sirti orasidagi ishqalanish 
koeffitsiyenti vaqt funksiyasi orqali ifodalansin. Don ogirligi G, si
lindr radiusi R ga teng. Boshlang‘ich paytda don silindr sirtinmg eng 
pastida joylashgan ( 190-rasm).

Yechish. Sanoq sistemasini 190-rasmdagidek tanlaymiz. Donni 
moddiy nuqta deb qarasak, unga og‘irlik kuchi G , g'alvir aylanishi 
tomon yolnalgan ishqalanish kuchi fjsll, normal reaksiya kuchi N  
t a ’sir qiladi. (o=const ham da don nisbiy m uvozana tda  b o ‘lgani 
uchun uning inersiya kuchi quyidagicha boMadi:

Ф  =  Ф "  = m o r R  =  - o r R .
8

Natijada (102.4) ga ko‘ra donning g'alvirga nisbatan muvozanat 
tenglamasi

G + N  + 4 h +Ф" = 0 .  (104.1)
(104.1) ni Ox, Oy o bqlariga proveksiyalaymiz:

-Gs inwt  + Flsh — 0, -  G coscot + N -  Ф" = 0 .  (104.2)

Bunda Flsh = f  N.
(104.2) ning ikkinchisidan:

N = G c o s u t + —0Г R yoki = G^cosco/ + ■ (104.3)

Donning silindr sirtiga ko‘rsatadigan bosimi normal reaksiyaga 
teng, yoiialishi unga teskari bo'ladi.

(104.3) ni e ’tiborga olsak, (104.2) ning birinchisidan ishqalanish 
koeffitsiyentini aniqlash mumkin:



190-rasm. 191-rasm.

67-masala. Doimiy co= 12 s ' burchak tezligi bilan aylanayotgan 
A B vertikal valga ingichka bir jinsli OD steijen sharnir bilan biriktirilgan. 
Sterjenning Z)uchiga DA'prujina ulangan bo lib ,  prujinaning ATuchi 
AB  valga tutashtirilgan. Sterjen val bilan 45° burchak, prujina esa 90° 
burchak hosil qiladi. Sistema holati Axy tekisligiga mos kelgan hoi 
uchun A podpyatnik, Z?podshipnik reaksiyalari hamda prujina reak- 
siyasi aniqlansin. Od = AO = 0,4 m, OB =  0,08 m, sterjen massasi 
m = 30 kg. Prujina massasi hisobga olinmasin (191-rasm).

Yechish. Sanoq sistemasini 191-rasmdagidek tanlaymiz. Tekshiri- 
layotgan sistemaga og'irlik kuchi G , reaksiya kuchlari X A, YA, X B 
ta'sir etadi.

Sterjenning inersiya kuchini aniqlash uchun uni uzunligi dx, 
massasi dm — ydx  boMgan elem entar bo iakcha la rga  ajratamiz va 
har bir uchastkani moddiy nuqta deb qaraymiz. Bu holda sterjen 
nuqtalari inersiya kuchlarining bosh vektori Нф = m a ns formula bi
lan aniqlanadi.

Binobarin,

R'"= ma>2—  sin45° = 50,76 N .
2

Sterjen inersiya kuchlarining teng t a ’sir etuvchisi Яф ga teng 
boMib, uning t a ’sir chizig‘i AOKD ning og‘irlik markazidan o ltadi, 
chunki inersiya kuchlari uchburchak qonuni asosida taqsimlangan

parallel kuchlardan iborat, ОС = ^ O D .

Tekshirilayotgan sistemaga t a ’sir etuvchi kuchlar tekislikda ix- 
tiyoriy joylashgan kuchlar sistemasidir. Bu kuchlarning muvozanat 
sharti quyidagicha yoziladi:

Y 1K . k= X a ~ X b + R',> = 0 ,  (104.4)

I f , ;  =Ya - G  = 0,  (104.5)
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2 > д  ( Д .) = Х ЛАВ -  < 7 ^ s in 4 5 °  + Яф [о в  + |o Z )co s4 5 °) . (104.6)

(104.5) dan: YA = G = mg = 30-9,81 = 294,3 N .

(104.6) dan: X A = G ^ - s i n 4 5 °  -  - L r * [OB + |0 Z )s in 4 5 ° j

yoki son qiymatlarni q o ‘ysak, X A = 58,109 N kelib chiqadi.

(104.4) dan: X B = X A + R(t> = 58,109 + 50,76 = 108,869 N .
Endi prujina reaksiyasini aniqlaymiz. 

Buning uchun OD steijen harakatini tekshi- 
ramiz, DK prujinaning sterjenga t a ’sirini 
kuch bilan almashtiramiz.

О nuqtaga nisbatan m oment tenglama- 
sini tuzamiz (192-rasm):

►

___ I  X rn0 (Fy )= R* |o Z )c o s4 5 °  +

192-rasm. + F ■ ODco s45° -  G ^ - sin 45°.

Son qiymatlarni qo‘ysak, F =  113,42 N kelib chiqadi.
Demak, RA = 291,528 N, RB = X B =108,869 N, F = 113,42 N.

105- §. Q o‘zg‘almas o ‘q atroflda aylanadigan jismning 
aylanish o ‘qiga ko‘rsatadigan bosimi

Tez harakatlanadigan mashinalarning ko‘payib borishi, qurilish- 
larda turli kranlarning keng miqyosda ishlatilishi, shuningdek, turli 
transport inshootlarining barpo bo iish i ular qismlarida hosil bo ‘la- 
digan omillarni yaxshilab o'rganish zaruriyatini tug'diradi. Mashina- 
lar rotorining qo ‘zg‘almas o ‘q atroflda tez aylanishi natijasida iner
siya kuchlari hosil bo ‘ladi. Bu inersiya kuchlarining ta ’sirida rotor- 
ning aylanish o ‘qiga ko‘rsatadigan dinamik bosimi ortadi.

Tez harakatlanadigan mashinalarni loyihalashda konstruktorlar 
dinamik bosimni kamaytirishlari kerak. Buning uchun dastlab jism
ning aylanish o ‘qiga ko‘rsatadigan bosimini aniqlash lozim.

Jismning aylanish o ‘qiga ko'rsatadigan bosimini aniqlash uchun 
jism tayanch nuqtalarining reaksiyalari topiladi.

Q o ‘zglalmas o lq atroflda aylanuvchi jismning tayanch reaksiya- 
larini aniqlashda Dalamber prinsipidan foydalaniladi.

Jism Fx, F2 , ..., Fn kuchlar ta'sirida AB qo‘zgkalmas okq atrofl
da aylanma harakat qilayotgan boisin. Koordinata o lqlarini 193-rasm-
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dagidek tanlaymiz. Jismning A nuq- 
tasidagi tayanch podpyatnik, В nuq- 
tasidagisi esa podshipnik bo ‘lsin.

Bu tayanch la r  reaksiya k u c h 
larining tuzuvchilari mos ravishda

A’ X B, Yb b o ‘ladi.
Jism qo‘zg‘almas Az o ‘q atrofida 

aylanma harakatda b o ‘lgani uchun 
har qaysi nuqta inersiya kuchining 
urinma va normal tuzuvchilari quyi
dagicha b o ‘ladi:

Ф' =

О! = со2 , 193-rasm.

bunda mv orqali Mv nuqtaning massasi, hv bilan esa Mv nuqtadan ay
lanish o ‘qigacha b o ‘lgan masofa belgilangan.

Koordinata o'qlarining birlik yo‘naltiruvchi vektorlarini / , j , к 
bilan belgilasak, inersiya kuchlarining bosh vektori

Кф = R * I  + R y ]  + R f k  

ko‘rinishda ifodalanishi mumkin, bunda:

К  = 2 > к  + 2 > i * .
Inersiya kuchining bosh vektori aylanish o‘qiga peфendikular te- 

kislikda yotgani uchun: R® = 0 . Rasmdan:

R? = ^ w v/zvs s in a v + c o s a v ,

Ry = - '^ m vhv£COsav + sin a,

yoki (105.1)к  = - s E mv^v

(73.6) formulaga ko‘ra:

Mxs =Y,m vxv, Mys = ^ m vy v, Mzs = ^ m vzv.

Natijada (105.1) formula quyidagicha yoziladi:

Rex = Mys e + Mxs со2, Rey =Mys &2- M x s z. (105.2)

Inersiya kuchlarining koordinata o ‘qlariga nisbatan momentlari 
yig‘indisi quyidagicha:
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А/1" = “X Фvv - Z А Ф VV = S Z mv *v - Ю2 Z mv Уч Zv ,

МУ =  Z ^ ^ v x + Z ^ v ^ v a -  =  s Z  m v y vZv + C 0 2 Z 'mvx vzv , 

M t  = Z /*v°v = - £ Z WvA2 -

yoki A/J = / v,s -  / v, со2,

M * = I yzz + Ixz со2, (105.3)

Л/ f  = -/,e.

Endi (105.2) va (105.3) tenglamalar yordamida quyidagi (103.6) 
tenglamalami tuzamiz:

/?* + + My $ в + Мх5ы2 =0,

Rey +YA +YB + Mys bT -  Mxs e = 0,

R l + Z A = 0, (105.4)

' M ex - Y BAB+ Ixzs -  7v_co2 = 0,

M ey + X BAB + Jyz 8 + I xz со2 = 0,

Л/ 5 - / - 8  = 0.

(105.4) tenglamalarning oxirgisi jismning qo‘zg‘almas o ‘q atrofi
da aylanma harakatining diffensial tenglamasini ifodalaydi.

(105.4) tenglamalarning birinchi beshtasidan jismning Az atrofi
da aylanma harakatidagi tayanch reaksiyalarni aniqlash mumkin. 
Agar со =  0, с =  0 b o is a ,  (105.4) tenglam alar ikki nuqtasi orqali 
bogManishdagi qattiq jismning muvozanat tenglamalarini ifodalaydi, 
ya’ni (105.4) da co= 0, e =  0 deb olsak, statik reaksiyalarni aniqlash 
mumkin.

Jism aylanma harakatidagi tayanch reaksiyalaridan statik reak- 
siyalar ayirmasi dinamik reaksiya deb ataladi. Dinamik reaksiyalarni 

K f , Z A , Xjj,  YB deb belgilasak, t a ’rifga ko‘ra:

X a = X A + X A, X  Б = X  g + X g ,

-Ya = Yad + Ya , YB = Y °  +Y%.  (105.5)

Z , = Z A + Z A ,

(105.4) sistemada со =  0, s =  0 va XA = XA, YA = YA\  ZA = ZA, 
X B = X B, YB = YB deb olsak, statik reaksiya kuchlari aniqlanadi- 

gan quyidagi tenglamalar sistemasi hosil b o ‘ladi:
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Rex + X% + = 0, M ex -  Y f A B  = 0,

< R; + Kj1 + r j l = 0, M ey + X BAB = 0. (105.6)

Щ + Z% =0,

(105.5) ni (105.4) ga qo‘yib, (105.6) ni e ’tiborga olsak, dinamik 
reaksiyalarni aniqlash mumkin boiadigan tenglamalar kelib chiqadi:

' X DA + X DB + Mys e + Mxs со2 = 0,

Y ‘} + Yg + Mys со2 -  Mxs <<: = 0,

<Z%= 0, (105.7)

- Y bd ■ AB+ I , . s -  / v.co2 = 0 ,

Xj! + I  yzz + I хж  = 0 .

(105.7) dan:

X [l  = - M z y s -  Mi J x s  + - L ( f y z £ + l x. ),

Г,я = Msxs -  Me>2y s + + A,®2),

(Ю5.8)

X °B = - i V ( / ^ e + / ' ; “ 2 ) '

Ks" L-1'  1 "  >•

Jismning aylanish o ‘qiga ko‘rsatadigan dinamik bosimi miqdor 
jihatidan dinamik reaksiyaga teng b o ‘lib, yobnalishi unga qarama- 
qarshidir.

106- §. Inersiya kuchlarini muvozanatlash

Q o‘zg‘almas o ‘q atroflda aylanayotgan jismning aylanish o ‘qiga 
ko‘rsatadigan bosimi nolga teng bo lish  shartini aniqlash texnikada 
muhim ahamiyatga ega.

(105.8) ning oxirgi ikkitasidan ko‘ramizki, RB = 0 ning zaruriy 
va yetarli sharti I yz = 0, Ix. = 0 boMishidir.

Iy: = 0, Ix: = 0 bolganda (105.8) tenglamaning birinchi ikkitasi 
quyidagi ko‘rinishga keladi:

X% = - M z y s -  M со2 x s ,

Ya = M exs -  Mco2 y  s .
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Хд = О, = 0 b o l i s h i  uchun  x s=ys= О b o i is h i  kerak. Bu 
holda jismning inersiya markazi aylanish o 'q ida  yotadi. Bundan 
ko'rinadiki, Az o lq inersiya markaziy bosh o ‘qidan iborat bo i ish i  
kerak. Shu holdagina dinamik bosim nolga teng bolad i.

68-masala. Massasi m, uzunligi / bo lgan  birjinsli ingichka DE 
sterjen D uchi bilan AB  valga mahkam biriktirilgan. DE sterjen val 
bilan burchak hosil qiladi. Val А/ m oment ta ’sirida aylanadi.

Endi sterjenning (74.8) formulaga asosan markazdan qochma hamda 
Az o'qqa nisbatan inersiya momentlarini hisoblaymiz. Buning uchun
Dy'z koordinata sistemasini o'tkazib. sterjendan dm = уdy' (y = m/l)  
b o lgan  К elementi ajratib olinadi. К elementning koordinatalarini 
aniqlaymiz:

Valning burchak tezligi со bo‘lgan- 
da sterjen holati Ayz  tekisligiga mos 
keladi deb hisoblab, A podpyatnik va 
В podshipnikning dinamik reaksiyasi 
topilsin. DA = DB =  a (194-rasm).

Yechish. K oord ina ta  o lqlarini 
194-rasmdagidek tanlaymiz. D alam 
ber prinsipiga ko‘ra, sterjenga og‘ir-
lik kuchi G , hamda X%, Y f , Z ^ ,
Xg,  Yg dinamik reaksiva kuchlaridan 
tashqari inersiya kuchi ham ta ’sir qi-

vO v D -7 D

- ladi. } \Masala shartiga ko'ra sterjenning 
holati Ayz  tekisligiga mos keladi. 
Shuning uchun sterjen inersiya mar- 
kazining koordinatalari quyidagicha 
bolad i:

A'

194-rasm.

n 1 • 1xs = 0, ys = - s in  a ,  Zs = у  cos a  . (106.1)

x = 0, sin a ,  z = a -  y '  cosa.

/_ = J (x2 + y)dm = у  j y ' 2 sin2 a  dy'  ,
0

yoki 1 = 0  , I -------sin a(3a -  2 /c o sa ) ,  (106.2)
6

, ml~ . 7I. = ------ sin- a
3

(106.3)

hosil b o la d i .
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(105.3) dan M  = / . с  kelib chiqadi.

M
Bundan: (106.4)

(106.3) ni (106.4) ga qo‘yamiz:

(106.5)

(106.1), (106.2) va (106.5) ni (105.8) ga qo‘ysak, dinamik reak- 
siyalar kelib chiqadi:

7  Nazorat savollari

1. Moddiy nuqta uchun Dalamber prinsipi qanday bo‘ladi?
2. Moddiy nuqta inersiya kuchining yoiialishi va kattaligi qanday?
3. Tekis to'g’ri yolda tormozlangan temir yo‘l vagonining inersiya ku

chi qanday (harakat yo‘nalishidami yoki unga qarshimi) yo‘naladi?
4. Mexanik sistema uchun Dalamber prinsipi nimadan iborat?
5. Statik bosim nima?
6. Dinamik bosim deganda nimani tushunasiz?
7. Qo‘zg‘almas o‘q atroflda aylanma harakat qilayotgan jism inersiya 

kuchi qanday aniqlanadi?
8. Qo^g^almas o ‘q atroflda aylanayotgan jism inersiya kuchining 

momenti qanday topiladi?
9. Inersiya kuchlari qanday muvozanatlanadi?
10. Urinma va normal inersiya kuchlarining yo‘nalishi va miqdori 

qanday aniqlanadi?

XVII BOB. M UM KIN BO ‘LGAN KO‘CHISH PRINSIPI

107- §. Bog‘IanishIar klassifikatsiyasi

Bir qancha jismdan tashkil topgan sistemaning muvozanatini 
tekshirishda Lagranjning mumkin boMgan ko‘chish prinsipidan foy- 
dalanish maqsadga muvofiqdir. Mumkin boMgan ko‘chish prinsipini 
berishdan avval biz bogManish turlari bilan tanishib chiqamiz.

Sistema nuqtalarining harakatini cheklovchi (ya’ni, sistemani 
erksiz qiluvchi) omil bog'lanish deb ataladi. Sistemaga qo^yilgan 
bog‘lanishlar tufayli sistema nuqtalarining koordinatalari, tezliklari
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ixtiyoriy o^zgara olmaydi. Bogianishlarning sistema yoki uning nuq- 
talari harakatiga t a ’sirini sxematik ko^rinishda geometrik chiziqlar, 
sirtlar orqali tasavvur qila olamiz. Shunga kokra bogianishlarni ma- 
tematik tenglamalar ko‘rinishida ifodalash mumkin. Bu tenglamalar 
bogianish tenglamalari deb ataladi.

Bogianish tenglamalari sistema nuqtalarining koordinatlari, tez- 
liklari hamda vaqt orqali ifodalanishi mumkin.

Sistema nuqtalarining koordinatalarigagina chek qo‘yuvchi bog‘- 
lanishlar geometrik boglanishlar  deyiladi va ular quyidagi te n g 
lamalar bilan ifodalanadi:

f { x x, y x ,Z{; ...\xn, y n, z n) = о , (107.1)

Ф(х| , 7 1,г , ;  x„ , yn, z„ ) = 0. (107.2)

Agar bogianish sistema nuqtalarining koordinatalaridan tashqari 
tezliklariga ham chek qo lysa, u kinematik (differensialli) bogianish 
deb ataladi. Bu bogianish  tenglamasi

/ ( * ), j , , г , ; x„ , y„ , z„ ; , j , , zt ; x„ , y„ , z„) = 0, (107.3) 

ф(х|5 y {, г,; xn,yn,zn\ г,; xn, yn , i„; 0  = 0 (107.4)

ko‘rinishda yoziladi.
Agar (107.3) va (107.4) tenglam alar integrallanadigan b o isa ,  

bogianish  golonom, aks holda begolonom bogianish deyiladi.
Bogianish tenglamasi vaqtning oshkormas funksiyasi sifatida ifo- 

dalansa, b o g ian ish  statsionar bogianish , aks holda nostatsionar 
b o g ia n ish  deb ataladi. (107.1) va (107.3) statsionar, (107.2) va
(107.4) nostatsionar bogianish tenglamalaridan iborat.

Masalan, 195-rasmda kokrsatilgan krivoship-shatunli mexanizm- 
ning ixtiyoriy holatini uning O, A va В nuqtalari holati orqali aniq
lash uchun quyidagi bogianish  tenglamalarini yozamiz:

-V, =  v, = v3 = o ,

x 2 + v22 -  >'2 = 0 ,

(Xj -  x } )2 + (vs -  >’3 )2 -  I2 = 0. (107.5)
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(107.5) bog‘lanish tenglamalari О nuqtaning q o ‘zg‘almasligini, 
OA va AB  masofalar o ‘zgarm asligini, В nuq tan ing  esa Ox o ‘qi 
bo ‘ylab surilishini xarakterlaydi. (107.5) tenglamalar vaqtga bog‘liq 
emas. Shuning uchun ular statsionar boglanishlarni ifodalaydi.

Faraz qilaylik, krivoship-shatunli mexanizmning В polzuni pol
sirti bo ‘ylab siфansin va u vertikal yo‘nalishda y3 = asm a t qonun 
bo ‘yicha sakrab garmonik tebranish hosil qilsin (196-rasm).

Tekshirilayotgan sistemaning boglanish tenglamasi quyidagicha:

x, = y y = 0 ,  
y 3 -  flsinco/ = 0,

+ y \ - r 1 = 0,
(x2 - x 3 )2 + (y2 ~Уз)2 - 12 = 0 .  (107.6)

(107.6) tenglamaning ikkinchisi vaqtga bogliq.
Demak, bu boglanish  nostatsionar bog‘lanishdan iborat b o ‘ladi.
Sistemaga qo‘yilgan bog‘lanishlar b o ‘shatiladigan va b o ‘shatil- 

maydigan bo lish i  mumkin. Tenglama ko‘rinishida ifodalanuvchi 
bog‘lanish bo ‘shatilmaydigan, tengsizlik ko lrinishida ifodalanuvchi 
bogManish esa bo‘shatiladigan bog‘lanish deyiladi.

108- §. Umumlashgan koordinatlar. Sistemaning erkinlik
darajasi

M a’lumki, erksiz mexanik sistema nuqtalarining ko‘chishi ixtiyo- 
riy bo lm ay , biror sabab bilan chegaralangan. Bu shuni ko‘rsatadiki, 
sistema nuqtalarining hamma koordinatalari erkin ravishda o ‘zgara 
olmaydi; bunday koordinatalar erksiz koordinatalar deb ataladi. Bu 
holda sistema holati uning erkin koordinatalarining holati orqali aniq- 
lanadi. Erksiz koordinatalar esa bog‘lanish tenglamasidan topiladi.

Faraz qilaylik, sistema A/,, M2l ..., Mn nuqtalardan tashkil top- 
gan bo iib ,  unga s ta golonom boglanish qo lyilgan:

/ ; ( x , , ;  •••; x „ , y n4z„) = o, a  = 1 , л ) .
Demak, sistema nuqtalarining 3/7 ta koordinatalari orasida 5 ta 

boglanish  bor, ya’ni s ta koordinata erksiz. Sistema nuqtalarining 
erkin koordinatalar soni esa k=3n — s ta koordinata orqali aniqlanadi.

Golonom bogianishdagi sistema holatini bir qiymatli aniqlovchi, 
bir-biriga bog lliq bo‘lmagan parametrlar soni sistemaning erkinlik da
rajasi deyiladi.

Masalan, 195-rasmda tasvirlangan krivoship-shatunli mexanizm- 
ni olsak, uning holatini x2 yoki x3, yoki y2 orqali aniqlash mumkin. 
Agar mexanizmning holati x2 orqali aniqlansa, x3 va y2 lar (107.5)
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tenglamadan topiladi. Mexanizm holatini aniqlovchi parametr deb, 
0Л krivoship burilish burchagi cp ni ham olish mumkin. Demak, bu 
mexanizmning erkinlik darajasi birga teng.

Sistemaning fazodagi holatini bir qiymatli aniqlaydigan bir-biriga 
bog‘liq bo ‘lmagan parametrlar umumlashgan koordinatalar deyiladi 
va ular qx, q2, qk bilan belgilanadi. Shuni ta'kidlash kerakki, um um 
lashgan koordinatalarning o ichov  birligi turlicha( masalan, metr, ra
dian, m 2, m 3) tanlanadi. 195-rasmda tasvirlangan krivoship shatunli 
mexanizm holatini bitta umumlashgan koordinata q =  ф orqali aniq
lash mumkin.

Demak, golonom bogianishdagi sistemaning erkinlik darajasi 
uning umumlashgan koordinatalari soniga teng b o ‘ladi. Biz faqat 
golonom bogianishdagi sistemani ko'rib chiqamiz.

Agar sistemaga ц ta begolonom  b o g ia n ish  qo 'yilgan b o i s a ,  
uning umumlashgan koordinatalari orasida m aium  munosabat b o ia -  
di. Bunday sistemaning erkinlik darajasi 3n — s — ц ta bo iad i.

Faraz qilaylik, golonom statsionar bogianishdagi mexanik siste
ma n ta nuqtadan tashkil topgan b o iib ,  uning erkinlik darajasi к ga 
teng boisin . Bu golonom sistemaning umumlashgan koordinatalari- 
ni <7,, qv .... qk desak. tekshirayotgan sistema nuqtalarining radius- 
vektorlari yoki Dekart o ‘qlaridagi koordinatalarini um umlashgan 
koordinatalar orqali quyidagicha ifodalash mumkin:

/; = /;. (q] , q2 , qk ); (108.1)

л;. = л;. (<7, , q2 , .... qk ),

= У ЛЯ  i , Я2 .......  Як)* (108.2)
= 1ЛЯ\ * Яг.......  Як)-

G olonom  mexanik sistemaning harakat tenglamalarini um um 
lashgan koordinatalar orqali quyidagicha yozish mumkin:

<7, = < / ,(0 ,  Я2 = <MO. Як = Як (О • (108.3)
Umumlashgan koordinatadan vaqt bo yicha olingan birinchi tartibli 

hosila umumlashgan tezlik, ikkinchi tartibli hosila esa umumlashgan 
tezlanish deyiladi va ular quyidagicha yoziladi:

dc/j .. d~q  

7  = dtЯ, = - f .  Я, = - + .  (108.4)

Umumlashgan tezlikning o ichov  birligi umumlashgan koordina
ta o ich o v  birligining vaqt birligiga nisbatiga teng.
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109- §. Mumkin boigan ko‘chish. Mumkin boigan  
ko‘chishdagi ish. Ideal bog‘lanishlar

Sistemaga qo‘yi/gan bog‘lanishlar shartlarini qanoatlantiruvchi har 
qanday cheksiz kichik k o ‘chishlar to ‘plami mumkin ho ‘Igari k o ‘chish- 
lar deyiladi va ular 5r, 5cp, 5x, 8s, 5q ko‘rinishda ifodalanadi.

Masalan, OAB krivoship-shatunli mexanizmdagi В polzunning 
mumkin b o igan  ko‘chishi uning gorizontal bo ‘ylab §sB cheksiz ki
chik ko‘chishidir (197-rasm). OA krivoship A nuqtasining mumkin 
b o ig an  ko‘chishi OA ga tik b o ig an  8 ^  cheksiz kichik ko‘chishdan 
iborat; OA krivoshipning mumkin b o ig a n  k o ‘chishi esa uning 0  
atrofida 8ф0 cheksiz kichik burchakka burilishidir. AB  shatunning 
mumkin bo igan  ko‘chishi P oniy markaz atrofida 8фР burchakka 
burilishidan iborat.

Statsionar boglan ishdag i sistemaning haqiqiy ko‘chishi biror 
mumkin bo igan  ko‘chish bilan ustma-ust tushadi.

Agar sistemaga nostatsionar boglanish qo ‘yilgan bo lsa ,  sistema 
nuqtasining haqiqiy ko‘chishi birorta ham mumkin b o igan  ko‘chish 
bilan ustma-ust tushmasligi mumkin.

Masalan, 0 X0 2 o lq atrofida aylanuvchi disk radiusi b o ‘ylab ha- 
rakatlanayotgan К nuqtaning haqiqiy ko‘chishini tekshiraylik (198- 
rasm). К nuqtaning haqiqiy ko‘chishi quyidagicha boladi:

Bunda A"nuqtaning nisbiy harakatidagi haqiqiy ko‘chishini uning 
mumkin bo igan  ko'chishini 5r = drr orqali ifodalash mumkin. Bi- 
nobarin, bu holda haqiqiy ko‘chish bilan mumkin bo igan  ko‘chish 
ustma-ust tushmaydi.

Sistema biror nuqtasiga qolyilgan kuchning shu nuqtaning m um 
kin bo ig an  ko‘chishidagi ishi kuch vektori bilan mumkin bo ig an  
ko‘chish vektorining skalyar ko‘paytmasiga teng, ya’ni:

dra = drr + dre.

5/1 = F3r ■

P

1 0

8SB,

197-rasm. 198-rasm.
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дЛ ni qisqacha kuchning mumkin bo igan  ishi deyish mumkin. 
Agar sistemaga bir qancha kuchlar t a ’sir etayotgan bolsa . ular- 

ning mumkin bo igan  ishlari quyidagicha ifodalanadi:

БА = 2 ^ 5 / ;  - (109.1)

yoki 5A = £ ( F vx6xv + Fvy5yv + Fvz8zv) . (109.2)
Sistemaga qo‘yilgan boglanishlar reaksiya kuchlarining sistema

ning mumkin b o ig a n  ko‘chishlaridagi ishlarining yig"indisi nolga 
teng b o lsa ,  bunday bo g lan ish la r  ideal boglanishlar deb ataladi.
Sistema nuqtalariga qo‘yilgan boglanishlar reaksiya kuchlarini N v 
bilan belgilasak, ideal bogianishlarni quyidagicha yozish mumkin:

К  = 0 -  (109.3)

110- §. Um umlashgan kuch

M a ’lumki, sistemaga q o ‘yilgan kuchlarning sistema mumkin 
b o ig a n  ko‘chishlaridagi ishlarining yiglndisi (109.1) formuladan 
aniqlanadi. (109.1) ifodada (108.1 )ni nazarda tutsak, sistema MY nuq- 
tasining mumkin b o igan  kobchishi 5rx umumlashgan koordinatalar 
orqali quyidagicha yoziladi:

k dr.
= I 7 T Stlj ■ (I Ю.1)

j = \ Cqj
(110.1) ni (109.1) ga qolyamiz:

5A = . (110.2)
,/ = lv = l (4j

Quyidagicha belgilash kiritamiz:

Qi = t l ^ r .  (1Ю.З)
v = l ( 4j

(110.3) belgilashga kowra (110.2) ifoda
k

ЬА = Х 0 / Ч  (110.4)
,/=i

kobrinishni oladi.
(110.3) tenglik bilan aniqlanuvchi (9, ifoda qt um um lashgan  

koordinataga mos keluvchi umumlashgan kuch deb ataladi.
Umumlashgan kuchni hisoblashda quyidagi usuldan ham foyda- 

laniladi. Bunda Q. umumlashgan kuchni hisoblash uchun mumkin 
b o ig a n  ko ‘chishlar shunday tanlanadiki, faqat ga mos kelgan 
umumlashgan koordinata qt o bzgaradi, boshqa umumlashgan koordi- 
2 0 4



natalar b o ‘yicha mumkin b o ‘lgan ko‘chish nolga teng deb qaraladi 
va bu ko‘chishdagi mumkin bo ig an  ish hisoblanadi.

(&A)j =Qj8qj.

U holda: Qj = - ^ - L . (110.5)

Shuningdek, umumlashgan kuchni analitik usulda quyidagicha 
hisoblash mumkin:

Q j = i [ F^ + F,r + (110.6)

(110.5) dan ko‘ramizki, umumlashgan kuchning o‘lchovi ish o i 
chov birligining umumlashgan koordinata o ‘lchov birligiga b o ‘linga- 
niga teng. Agar umumlashgan koordinata uzunlik birligida o ‘lchan- 
sa, umumlashgan kuch Nyutonda ifodalanadi, umumlashgan koordi
nata uchun  burchak olinsa, umumlashgan kuch birligi kuch, m o 
mentining birligi N m  dan iborat.

Sistemaga t a ’sir etuvchi kuchlar potensialli b o lg a n d a  u m u m 
lashgan kuch qanday hisoblanishini ko‘ramiz.

Sistemaga ta ’sir etuvchi kuchlar potensialli b o ‘lsa,

8A = d U ( x l , y x, zt ; x„, yn , zn ).  (110.7)
(108.2) formulaga asosan:

U = U(qx, q2, qk).

Shuning uchun (110.7) ni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
c , d U ~ 8 U ~ d U ~
b A = — 8qx + — 8q2 +■•■ + — bqk . (110.8)oq\ dq2 dqk v

(110.4) bilan (110.8) ni taqqoslasak:
c ' l l  P l J  d l l

a  q2 Qk =^r-dqx dq2 dqk

yoki Qj = s!L , ( j  = \ J )  (110.9)
o q j

kelib chiqadi.
Biroq sistemaning potensial energiyasi П =  - £ / b o ‘lgani uchun 

umumlashgan kuch potensial energiya orqali quyidagicha ifodalanadi:

Qj=~. (lio.io)
Sqj

69- masala. 199-rasmda ko‘rsatilgan krivoship-shatunli mexanizm- 
ning В polzuniga P kuch ta ’sir qiladi. OA krivoshipga esa M  m o 
ment qo‘yilgan. Sharnirlardagi hamda polzundagi ishqalanish hisob-
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ga olinmay, cp ni umumlashgan 
koordinata deb olib urnum- 
lashgan kuch aniqlansin. Kri
voship uzunligi OA =  r, shatun 
uzunligi AB =  /.

Yechish. Sistemaga qo ‘yh- 
gan kuchlarn ing  sis tem aning 
mumkin b o ig an  ko‘chishidagi 
ishi quyidagicha boladi:

Rasmdan:

8A = P5x3 -  M  5ф . 

x2 = rcos9 , y2 = rs in9 ,

x3 = x2 +yjll -  У2 = r cosф + л//2 - r 2 sin2 ф.

(110.12) dan: 5x2 = -/^Шфбф, 5^2 = ^со8фбф,

5xi = r sm ф + r  sin2cp

2 ^ / 2 - r 2 s in2 ф
5ф.

(110.11)

(110.12)

(110.13)

(110.13) ni (110.11) ga qo‘yamiz:

8A = Pr si Пф + P r  sin2cp 

,2 „2 -„2
- м !бф.

2 л// - r~  sin ф J

(110.5) formulaga asosan umumlashgan koordinataga mos keluv- 
chi umumlashgan kuch quyidagicha bo ‘ladi:

ГЛ n • Pf2 sin2mQ = Pr sin ф + —  .... -  -  M .
t Г р 2 • 2 Z^Jr -r  Sin ф

111- §. M um kin  b o ‘lgan k o ‘chish prinsipi

Mumkin bo igan  ko‘chish prinsipi mexanik sistema muvozanati- 
ning zaruriy va yetarli shartlarini ifodalaydi.

Teorema. Ideal, bo‘shatmaydigan, statsionar bog‘lanishlar qo‘yil- 
gan sistema muvozanatda bo ‘lishi uchun sistemaning har qanday 
mumkin bo 4gan ko ‘chishida unga qo 'yilgan aktiv kuehlar ishlarining 
y ig ‘indisi nolga teng bo ‘lishi zarur va yetarli. M umkin b o ig a n  ko‘- 
chish prinsipining matematik ifodasi:

Y K K  = 0 .  (111.1)

(111.1) shartning zarurligini isbotlaymiz. Sistema m uvozanat
da b o lg an i  uchun uning har bir Mv nuqtasiga t a ’sir etuvchi aktiv
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kuchlar hamda reaksiya kuchlarining geometrik yig‘indisi nolga teng 
bolad i:

Fv +Nv = 0 . (111.2)
Sistemaning har bir nuqtasiga 5a; mumkin b o ‘lgan ko‘chish be- 

ramiz. (111.2) ni 5?v ga skalyar ko£paytirib, so‘ngra yiglndisi olinsa,

£ F v8rv + £ N 5 r v = 0
hosil bo lad i.

Bogianish ideal b o lgan i  tufayli ^ N ^ 8 r v = 0 •

Natijada = 0
kelib chiqadi. Demak, (111.1) tenglikning zaruriyligi isbotlandi. Endi
(111.1) shartning yetarli bolishini isbotlaymiz.

Faraz qilaylik, (111.1) shart bajarilsa ham sistema muvozanatda 
bolmasin. Bu holda sistemaning M x, M2, ..., Mn nuqtalari harakatga 
keladi. Natijada bu nuqtalarga ta ’sir etuvchi kuchlarning teng ta ’sir 
etuvchisi nolga teng bolm aydi. Boshlang‘ich paytda sistema tinch 
holatda bolgani sababli Af,, M2, ..., Mn nuqtalari ta ’sir etuvchi kuch
lar t a ’sirida mos ravishda dr{ , dr2 , drn haqiqiy ko‘chishlarni 
oladi. Sistemaga q o ‘yilgan b o g ian ish  statsionar b o lg a n i  sababli 
dr\, dr2 , • ■ ■, drn haqiqiy ko‘chishlar mos ravishda 8 i\, 5r2 , • • •, brn 
mumkin bo igan  ko‘chishlar bilan ustma-ust tushadi. Bu holda:

(F{ + /V, )5Я > 0,

(F-, + N 1 )8r2 > 0,

(F„ + N n )8r„ > 0.

Bu tengliklarni qo‘shsak, > 0 kelib chiqadi.

Bogianish ideal bo lgani tufayli ^ N v3rv = 0 .

Natijada ^ K 8 r v > 0
hosil bo lad i.  Bu esa qilgan farazimizning no to‘g‘riligini ko‘rsatadi. 
Demak, sistema muvozanatda ekan.

Mumkin boigan  ko‘chish prinsipi Lagranj tomonidan taklif etil- 
gan. Shuning uchun mazkur prinsip Lagranj prinsipi deyiladi.

Mumkin boigan  ko‘chish prinsipining analitik ifodasi quyidagi
cha yoziladi:

f v.v6xv + Fvyfyv + f vz<K- ) = 0 .
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112- §. Mumkin bo‘lgan ko‘chish prinsipini qo‘llab masalalar
yechish

Mumkin bo igan  ko'chish prinsipini qo l lab  hal etiladigan masa
lalar quyidagi tartibda yechiladi:

1. Sistemaga ta ’sir qilayotgan kuehlar rasmda tasvirlanadi.
2. Sistemaga qokyilgan boglanish  ideal bo im asa ,  t a ’sir qiluvchi 

kuehlar qatoriga bog lan ish  reaksiya kuchini (ishqalanish kuchini) 
qo‘shish kerak.

3. Sistemaning erkinlik darajasi, ya’ni bir-biriga bog liq  b o im a -  
gan mumkin boigan  kolchishlar aniqlanadi.

4. Sistemaga q o ‘yilgan ham m a kuchlarning bir-biriga b o g l iq  
b o lm a g a n  mumkin b o ig a n  ko'chishdagi har bir ishning yiglndisi 
nolga tenglashtiriladi.

5. Tuzilgan m uvozanat teng lam asida  qa tnashgan  bir-b iriga  
b o g l iq  b o ig a n  k o ‘ch ish lar  sistema bitta  nuqtasin ing  m um kin  
bo igan  ko^chishi orqali ifodalanadi.

6. Hosil bo igan  tenglamalardan nom aium lar  aniqlanadi.
Izoh: Agar masalada biror boglanish  reaksiya kuchini aniqlash

talab etilsa, avval sistemani bu boglanish ta'siri reaksiya kuchi bilan 
almashtirilishi, soligra muvozanat tenglamalari tuzilishi kerak.

70- masala. Suv o ik a z a d ig a n  teshikni berkituvchi /-za tvo r  
(qopqoq) 2-koiargich yordamida koiariladi (200-rasm). Uning KL 
va CD yon yo'nalishlaridagi ishqalanish kuchi /Jsh=800 N ga teng. 
K oiarg ich  vinti ikki kirimli b o i ib ,  uning qadami h= 8 mm. U OA 
va OB dastalar yordamida aylantiriladi. OA=OB=l= 30 sm. 2'atvor 
teng olchovli koiarilishi uchun dastalar uchlariga qanday F kuch 
qo'yilishi lozimligi aniqlansin. Zatvor og'irligi 100 N.

Yechish. 200-rasmda koi'satilgan mexa- 
nizmga ( F , F') juft kuch. zatvor oglrlik  ku
chi G va ishqalanish kuchi Flsh ta'sir qiladi.

A В dastani бф burchakka burib, mumkin 
bo igan  ko‘chish bersak, A va В nuqtalar mos 
ravishda, radiusi / b o igan  aylana yoyi b o ‘y- 

\C lab 8sл ham da 5sB = bs4 ko ‘chishni, zatvor 
esa 8h kobchishni oladi.

Mumkin b o ig an  ko'chish prinsipini ifo-
l dalovchi (111.1) tenglamani tuzamiz:

8A = 2 F8sa - (G  + F ^ )8h = 0, (112.1)

200-rasm. bunda F]sh = f G .



Masala shartiga ko‘ra ko‘targich vinti ikki kirimlidir. Shuning 
uchun A dasta bir marta to ‘la aylanganda zatvor ikki qadam yuqo- 
riga siljiydi. Natijada hamda 8h orasidagi munosabat quyidagi
cha b o ‘ladi:

5 h =

(112.2) ni (112.1) ga qo‘ysak:

hbsA
nl ( 112.2)

2 F 8 s a ~(G  + Flsh ) ^ S s A = 0 >

bundan F  =
G+F;ish

2n I h = 3,8 N kelib chiqadi.

71-masala. 201-rasmda ko‘rsatilgan 
OAB krivoship-shatunli m exanizm da 
AB  shatun С silindrik sharnir yordami- 
da CD sterjen bilan bog‘langan. CD va 
DE sterjenlar silindrik sharnir vositasida 
biriktirilgan. AC= BC; ZDCB = 150°;
Z C D E =  90°. Mexanizm muvozanatda 
b o ‘lishi uchun  OA va DE  s terjenlar 
uchlariga perpendikular ravishda q o ‘- 
yilgan Fa va FD kuchlar qanday mu- 
nosabatni qanoatlantirishi kerakligi to- 
pilsin.

Yechish. M exan izm ning  A va D 
nuqtalariga q o ‘yiladigan FA va FD 
kuchlami rasmda tasvirlaymiz.

Mumkin bo‘lgan ko‘chish prinsipiga asosan:

5A = Fa 8s a -  Fd 8s d = 0 .  (112.3)

Mexanizmning A nuqtasiga 5 ^  mumkin b o ‘lgan ko‘chish bera- 
miz. Bu holda С nuqta 5?c va D nuqta 5sD ko‘chishni oladi.

Mexanizmning ko‘rilayotgan holati uchun AB  zvenoning tez- 
liklar oniy markazi В nuqtada bo£ladi. Shuning uchun 8^c = . 
Undan tashqari 5^c cos60° = bsD ; binobarin,

201-rasm.

5 sD = 8s, ■ cos60° = (112.4)

(112.4) ni (112.3) ga qo‘ysak, Fn = 4 FA kelib chiqadi.
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72-masala. Qismlardan tu- ^ G
zilib, uchta tayanchda turgan 
Л/) balka С nuq tada  sharn ir  
bilan biriktirilgan ikkita balka- 
dan iborat. Balkaga 20 kN,
60 kN , 30 kN ga teng ЬоЧ- 
gan vertikal kuchlar t a ’sir qi- 
ladi. AE=EC=CH = H B=a ,
BK=KD=2a. A va В sharnir- 
lardagi reaksiya kuchlari aniq- 
lansin (202-rasm).

Yechish. Rasmda AD  ba l
kaga vertikal ravishda t a ’sir 202-rasm. 
qiluvchi C,, G1 va (73 kuch- 
larni tasvirlaymiz.

A nuqta reaksiyasini topish uchun mazkur nuqtadagi tayanchni 
Ra reaksiya kuchi bilan almashtiramiz. Sistemaga qo‘yilgan kuchlar 
parallel kuchlar sistemasidan iborat bo igan i uchun A sharnir reak
siya kuchining gorizontal tashkil etuvchisi boMmaydi.

A nuqtaga AAX = 5s4 (202-rasm, b) mumkin b o ‘lgan ko‘chish 
beramiz. Bu holda E nuqta ko'chishni oladi.

Mumkin boMgan ko‘chish prinsipiga ko‘ra

R j -  (j\ 8s f.- = 0 . 
a CAAj va ACEE^ lar o\xshashligidan:

AC

12.5)

bs, 
6s i EC voki ds,

bundan ds/r

(112.6) ni (112.5) ga qo'ysak: 

R<8s , G, 0 ,

( 112.6)

bundan R, voki R.  =10 N kelib chiqadi.

Endi В nuqta reaksiyasini aniqlaymiz (202-rasm, d). Buning 
uchun В nuqtadagi bogianishni Rb reaksiya kuchi bilan almashtirib, 
mumkin bo lg an  ko'chish beramiz. Bu holda E, H, В, К  nuqtalar
mos ravishda 55, 6s, 5s, 8s ko'chishlarni oladi.

Mumkin bo‘lgan ko‘chish prinsipiga asosan:
—G,8sr —G-)Ss, RfibSff — G-ti5Sj, = 0. (112.7)
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АЛСС2 va ААЕЕ2 ning, ADCCX va ADHH2, ADBBV ADKKX lar- 
ning o ‘xshashligidan:

5sc_ _  AC 8sc _  CD 6Sc_ _  CD 8sc _ CD
8s f "  I T ’ 5 sH ~ ~HD' 5 sB ~ ~BD' 8sK KD  ’

bundan 8sc = 2 3sE = - 5  sBl 4 B 8sH == 4 ds^ 8 sK - 2 8

(112.8) ni (112.7) ga qo‘ysak:

~G\ -̂ &sb ~ Gj -̂ &sb + RB&Sb ~ G3 —5sB = 0 (112.9) 

hosil bo ‘ladi.

(112.9) dan RB = | c ,  + | g 2 + X-G 3 yoki RB = 105 kN 

kelib chiqadi.

7  Nazorat savollari

1. Sistemaga qo'yilgan bog‘!anishlarni matematik ifodasi qanday?
2. Golonom va golonomsiz boglanish deb qanday bog‘lanishga ayti- 

ladi?
3. Statsionarva nostatsionar boglanish nima?
4. Bokshatadigan, bo‘shatmaydigan bog‘lanish!arni ta’riflang.
5. Mexanik sistemaning erkinlik darajasi nima?
6. Qanday bog'lanishlar ideal bog‘lanishlar deb ataladi?
7. Sistemaning umumlashgan koordinatalarini ta’riflang.
8. Mumkin boigan ko‘ehish prinsipi nima?
9. Qanday kuehlar umumlashgan kuehlar deyiladi?
10. Umumlashgan kuchlarning analitik ifodasi qanday?
11. Erkin moddiy nuqtaning erkinlik darajasi deganda nimani tushunasiz?
12. Qobzg‘almas o'q atrofida aylanayotgan qattiq jismning aylanish 

burchagi umumlashgan koordinata uchun qabul qilinsa, umum
lashgan kuch nimaga teng boladi?

XVIII BOB. DINAMIKANING UM UM IY TENGLAMASI. 
LAG RAN J NING II TUR TENG LAM ALARI

113- §. Dinamikaning umumiy tenglamasi

Dinamikaning umumiy tenglamasini keltirib chiqarish uchun 
ideal va bo ‘shatmaydigan bogianishdagi mexanik sistema nuqtalari 
uchun Dalamber prinsipini yozamiz:
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F{ + /V, + Oj = 0, 

F2 + N 2 + Ф2 = 0,

(113.1)

F + N  + Ф = 0 .1 n n n

Sistema nuqtalariga mumkin bo‘lgan ko‘chish berib, (113.1) teng- 
lamani tegishlicha 5rx, br2 5rn larga skalyar ko ‘paytirib, hosil 
b o ‘lgan ifodalarni hadlab qo ‘shsak:

+ N V + d v)5Fv = 0  
kelib chiqadi. Sistema ideal bog'lanishda bolgani tufayli

X /V v6Fv -  0.

Shunday qilib, + ФУ) ^ .  = 0 (113.2)
ifodaga ega bolam iz .

(113.2) tenglama analitik usulda Dekart koordinata o ‘qlaridagi 
proyeksiyalari orqali quyidagicha yoziladi:

У[( Fvx -  т Д ,  )§xv + ( Fvy -  n\,y\. )8yv + ( Fxz -  mxz, Ж  ] = 0. (113.3)

(113.2) yoki (113.3) dinamikaning umumiy tenglamasi deyiladi va 
quyidagi teorema bilan ta ’riflanadi: ideal va bo'shatmaydigan bogla- 
nishlar qo \yilgan mexanik sistemaga ta sir etuvchi aktiv kuchlarning 
hamda inersiya kuchlarining har qanday mumkin boigan ko'chish- 
dagi elementar ishlarining yiglndisi nolga teng.

Dinamikaning um umiy tenglamasi D alam ber hamda Lagranj 
prinsiplarini birgalikda qaralishidan kelib chiqqani sababli (113.2) 
Dalamber-Lagranj tenglamasi deb ham ataladi.

Mazkur tenglamani qo llab  vechiladigan masalalar quyidagi tar- 
tibda hal etiladi.

1. Sistemaga ta 's i r  qiluvchi kuchlar ham da ideal b o lm a g a n  
bogManishlar reaksiya kuchlari rasmda tasvirlanadi.

2. Sistemani tashkil etuvchi har qaysi jism inersiya kuchlarining 
bosh vektori va bosh momenti aniqlanadi.

3. Sistemaga mumkin bo igan  ko‘chish beriladi.
4. Dinamikaning umumiy tenglamasi tuziladi.
5. Tuzilgan tenglamadan kerakli nom a’lumlar aniqlanadi.
73-masala. Mexanik sistema A blokka hamda В pog^onali shkiv-

ga o bralgan arqonlar, shuningdek, bu arqonlarga boglangan  С va D 
yuklardan iborat (203-rasm). В, С, D jismlarning oglrliklari mos ra
vishda GB , Gc , Cjd . A blokka qo'yilgan M  momentli juft kuch ta ’
sirida sistema vertikal tekislikda harakat qiladi; 67^=30 N, Gc=40 N, 
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CD= 20 N, M =  16 Nm, RA =
=  0,2 m, RB = 0,3 m, r =  0,15 m.

В shkivning inersiya radiusi A 
pfi=0,2  m. Sistema nuqtalari 
orasidagi ishqalanishlarni hamda 
A b lok o g ‘irligini hisobga ol- 
may, С yukning tezlanishi ani- 
qlansin.

Yechish. Tekshirilayotgan 
sistemaga ideal b o g la n is h la r  
qo‘yilgan. Ta’sir qiluvchi kuehlar 
203-rasmda kolrsatilgan. С yuk 
tezlanishini ac bilan belgilaymiz.

Sistemaga ta ’sir qilayotgan 
kuehlar qatoriga vuklarning

203-rasm.

т GC Ф r = - ~ a f Ф,

inersiya kuchlarining hamda pog'onali В shkivning

'P ~RZR

(113.4)

(113.5)

inersiya kuchlarining momentini qo'shamiz.
С va D yuklar В shkivga arqon yordamida boglangani sababli

'■ В R b ■в' в

boiadi. (113.6) dan: Co —
ac ac

Rb U Rb 
( 113.7) ni (113.4) va (113.5) ga qo‘ysak:

G(

в .

(113.6)

(113.7)

Фс - Ф/, - — ~  ас (113.8)
8 кв 8 кв

kelib chiqadi.
Sistemaga mumkin boigan  ko'chish bersak, C, D yuklar mos ra

vishda c\sr . 8sn ko'chishlarni, shuningdek, A blok mumkin bo igan  
6(p, burilishni. В shkiv esa бфй burilishni oladi.

Natijada dinamikaning umumiy tenglamasi quyidagicha boladi:

{ Gc s in603 -  Фг )tS.sr  -  М^счрд -  Ф n6sD + пшp , = 0 .(1 1 3 .9 )  

8sc , 6si) va бф { larni 5фй orqali ifodalaymiz.

203-rasmdan 6sc = RB8(pB , 6s D = гя6фв . (113.10)

В shkiv A blok bilan arqon vositasida biriktirilgani tufayli:
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/^Scp^ = гв бф5 , (113.11)

bundan $Фл -  —  • бф5 _
А

(113.7), (113.10), (113.11) ifodalarni (113.9) ga qo‘ysak: 

Gc ( - s i n 6 0 » - ^ K - ^ % - О с  - 2 n d - . a c + М ^ ~  6Фв = 0
V g  J  g  K B g  K B K A

Gc  f-s in 6 0 °  ~ — ) r b - 2 s . l e - . a c  + M ^ -  = 0 (113.12)

bunda 5фб ф 0; shuning uchun yuqoridagi tenglikdan

й
g  '  Я

kelib chiqadi. Masala shartidagi berilganlami e ’tiborga olsak, (113.12) dan
ac = 0,9 m /s

hosil bo‘ladi.

114- §. Lagranjning II tur tenglamalari

Lagranjning ikkinchi tur tenglamalarini keltirib chiqarish uchun 
dinamikaning umumiy tenglamasi quyidagicha yozib olinadi:

Y ( F V ~ myrv )5rv = 0 . (114.1)

Faraz qilaylik, golonom, ideal va b o ‘shatmaydigan bog‘lanishda- 
gi sistema n ta nuqtadan tashkil topgan bo ‘lib, erkinlik darajasi к  ta 
bo ‘lsin.

M a ’lumki, sistema nuqtasining radius-vektorini umumlashgan 
koordinatalar funksiyasi sifatida quyidagicha yozish mumkin:

К  =  К  ( ? | , Q i , Я к ,  О -  (114.2)
Sistema nuqtalarining mumkin bo ‘lgan ko‘chishlari

5 a?v ( v  =  1 , « ) .  (114.3)
j =i  c q J

(114.3) ni (114.1) ga qo ‘yamiz:

к (  n _  n .. f tp \

j = \  Vv=l  ° 4 j  v= l  C(1J J

(110.3) formulaga ko‘ra:

n -  dr
о  = У  F — .
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Natijada, дк,Y \ Q i  - f m j v
m I  j  v = l  Ы

8q.- =  0 . (114.4)
j  J

" Qk
(114.4) dagi r —— ni quyidagicha o ‘zgartiramiz:

dqj

^  dr. 
K, —-

dq
drv drv
dt dq; dt

d  (  Д dn, 

V d4jW 4 J u .  U 4 J Ul  ^  U H J J

(114.2) dan vaqt bo ‘yicha hosila olamiz:

л d
~Г dt

dr

A drv . drv
K, = —  q\ + —

dq i dq2
drv . drv

*2 + - + а ^ * + 1 Г

(114.5)

(114.6)

dr
Q\ +

д П,
dqj dq] dqj dq2dq

d ij 
oq,dqk

(114.6) dan qj hamda q . bo‘yicha xususiy hosilalar olamiz:

O'= U ) ; (П4.7)
dtdq/

(114.8)
dr dr ------

—7— =  ( j  = \ , k )  ■dqj dqj

Endi (114.5) ifodadagi
f  а- Л dr

дк, d к, + д2к,
d ty d q j  J dqjdt dqjdq\ oqjdq2

ni hisoblaymiz:

d2?. d к,
dqjdqk ■Qk - (П4.9)

(114.7) bilan (114.9) ni solishtirsak,

дку
dqj

drv
\ d^j

(114.10)

kelib chiqadi.
(114.7) va (114.10) ni (114.5) ga qo‘yamiz:

n 8kv d  [ Д дк r — — =  —  r ----
v dq; dt 1 v dq

yoki

дк, d

J

1 дКу
2 dq,v dqj d t y ± v 4 j j

(114.11) ni (114.4) ga qo‘ysak:

dк
dq;

1 дк2
2 dq,  ‘

(114.11)



hosil boMadi.

ni.r}
Bunda X  1 V~— = T — sistemaning kinetik energiyasi b o ig an i  

uchun

кI
7 = 1

Qi - 4 + c T'J dricq-j  cq
5 ^ = 0  (П4.12)

tenglamani hosil qilamiz.
(114.12) ьц. ф 0 da shuning uchun, (114.12) dan quyidagi tengla

malar kelib chiqadi:

Q, + = <v = 0 )
J cClj

yoki

d  ( PT  \ c T, . . . . Q;. ( /  = U ) -  (П4.13)
d t { c q j  ) ( q j

(114.13) tenglamalar Lagranjning II tur tenglamalari deyiladi. 
Shunday qilib, Lagranjning ikkinchi tur tenglamalari dinamika um u
miy tenglamasining umumlashgan koordinatalar orqali ifodasidan 
iborat.

Lagranj 11 tur tenglamalarining afzalligi shundan iboratki, bu 
tenglamalar soni sistemaning erkinlik darajasi soniga teng bo lib , sis- 
temani tashkil etuvchi nuqtalar soniga bogMiq emas.

Aaar ta'sir qiluvchi kuch potensialli bo lsa , Q = bu hol-
rc/ j

da (114.13) quyidagicha yoziladi:

£ iL L
dr 1 cq

\

—  = 0. ( j  = I , A) .  (114.14)
flh

Bundagi L = T — Г1 — Lagranj funksiyasi yoki Lagranjning ki
netik potensiali deyiladi; Г1 = П ( qx ,<y2 ) esa potensial ener- 
eivadan iborat.



115- §. Lagranjning II tur tenglamalarini tatbiq etib 
masalalar yechish

Lagranjning II tur tenglamasini tatbiq etib hal qilinadigan m a
salalar quyidagi tartibda yechiladi:

1. Berilgan sistemaning erkinlik darajasi aniqlanadi.
2. Umumlashgan koordinatalar tanlab olinadi.
3. Sistemaning kinetik energiyasi hisoblanadi va u umumlashgan 

tezliklar orqali ifodalanadi.
4. Umumlashgan kuch aniqlanadi.
5. Lagranjning II tur tenglamalari tuziladi.
6. Tuzilgan tenglamadan kerakli nom a’lumlar aniqlanadi.
74-masala. m, massali DE sterjen har birining massasi m2 bo ‘l-

gan uchta g‘altak ustida yotadi. Sterjenning o ‘ng tomoniga gorizon- 
tal ravishda yo‘nalgan F kuch qo‘yilgan. U sterjen va g ‘altaklarni 
harakatga keltiradi. DE sterjenning tezlanishi aniqlansin.

G ‘altaklar bir jinsli doiraviy silindr deb hisoblansin. Sterjen bilan 
g ‘altaklar, shuningdek, g‘altaklar bilan gorizontal tekislik orasidagi 
ishqalanish hisobga olinmasin (204-rasm).

Yechish. Tekshirilayotgan sistemaga q o lyilgan bog 'lan ish lar  
ideal. Sistemaning holati DE sterjen E nuqtasining koordinatasi x E — 
umumlashgan koordinata orqali bir qiymatli aniqlanadi. Demak, sis
tema bitta erkinlik darajasiga ega.

DE sterjen tezlanishini aniqlash uchun Lagranjning II tur tengla
masini tuzish kerak. Buning uchun avval sistema kinetik energiyasi- 
ni hisoblaymiz. Sistema kinetik energiyasi sterjen va g'altaklar kine
tik energiyalarining vig'indisiga teng:

F =  T[)F + Г.аГ (115.1)
DE sterjen ilgarilama harakatda boMgani tufayli uning kinetik 

energiyasi quyidagicha:

Tf,, 015.2)

204-rasm.
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G ‘altaklar tekis parallel harakatda. Shuning uchun ulaming kine
tik energiyasi:

^'a, =3(1/И2К52 + I / J(O2

yoki r g.a| = з | | / и , К 52 + i m 2/-2(o2J. (115.3)

G ‘ildiraklarning tekislik bilan urinish nuqtalari tezliklar oniy 
markazi b o ‘lgani uchun

Vs = cor, VE = co-2r . (115.4)
(115.4) dan:

vs = \ v £ . (115.5)

(115.4) ni (115.3) ga qo‘ysak:

^■а1=3 +J^»’2Vc) = J^m2VI-  (115.6)

(115.2) va (115.6) ni (115.1) ga qo‘yamiz:

T = \ { 9 m 2 + 8  m]) = 8w‘+9w2 i | .  (115.7)
16 16

Endi sistemaga x E umumlashgan koordinata bo ‘yicha bxE m um 
kin b o ‘lgan ko‘chish berib, umumlashgan kuchni aniqlaymiz. Siste
maga qo‘yilgan kuchlarning mumkin bo ‘lgan ko‘chishdagi ishlaming 
yig‘indisini hisoblaymiz: ЪА =  FbxE.

Umumlashgan kuchni aniqlash formulasi QXe = ga ko‘ra

Qx e = F .  (115.8)

Sistemaning erkinlik darajasi bitta b o ‘lgani sababli Lagranj II tur 
tenglamasi bitta b o ‘ladi, ya’ni

^ [ ¥ - ) - 4 L - = QXe. (115.9)d t \ d x E J cxE L

(115.7) dan:

дТ  л  дТ  &гп\ +9mj . d (  GT Л аЕ /о  п  \  / « к  t m—  = 0, —  = 1 х Е , -  —  = - f ( 8 m ,  + 9  щ ) .  (115.10)
дх £■ дх Е 8 dt \охЕ j  о

(115.8) va (115.10) ni (115.9) ga qo‘yamiz: + 9m2 ) = F .
О

Bu ifodadan DE sterjenning tezlanishi аБ kelib chiqadi:

8-F / / 2i m / qa



75-masala. Uzunligi / b o ‘lgan bir jinsli AB 
stejen vertikal tekislikda A sharnir atrofida ay- 
lanishi mumkin. Steijenning og‘irligi G=Mg ga 
teng. Sterjenning A uchi esa gorizont bilan a  
burchak hosil qiluvchi tekislik bo ‘ylab ishqa- 
lanmasdan sirpanadi. Sterjen harakatining dif
ferensial tenglamasi tuzilsin (205-rasm).

Yechish. Sistemaga q o ‘yilgan bog ian ish -  
lar ideal b o i ib ,  sistemaning erkinlik darajasi 
ikkita. D em ak,um um lashgan  koord inatalar  
ham ikkita bo‘lib, ular uchun A nuqtaning og‘ma 
tekislik bo ‘ylab ko‘chishi qx=x hamda steijen- 
ning vertikaldan ogishi #2=ф olinishi mumkin.

Sanoq sistemasi 205- rasmdagidek tanlanadi.
205-rasm.

Vs = К

Sterjenning kinetik energiyasini hisoblaymiz: T  = -  MVS + - I s (a .

M l2
Bunda со = ф, I s = ~j2 ~, bu yerda M  — sterjen massasi.

S  nuqta tezligi tezliklami qo'shish teoremasidan foydalanib aniqlanadi:

bu yerda: Vr — sterjen inersiya markazining A nuqta atrofida ayla- 
nishidagi nisbiy tezligi; Ve — S  nuqtaning og‘ma tekislikka parallel 
bo igan  ko‘chirma tezligi. Ularning miqdorlari quyidagicha:

К = К  = x .

205-rasmdan (kosinuslar teoremasiga ko‘ra):
/2

v i + — ф -  i:Apcos(a ф).

'•2 l2 Ф2 X + — — Zxxpcos(a -  ф)
M

Natijada T  = —

(115.11) dan:

—  = 0 dT -  Mx M ( p cos( (X~ (p ) •
dx ’ dx 2 ’

дТ  1 /  ч дТ  М12ф—  = - - М < р ; ш п ( а - ф ) ,  —  = —- ь - ---------
оср 2 оф 4 2

4-1— ) = M x - ^ M l i f , c o s ( a - t f ) - - M l < f 2 sin(
d t \ d x  1 2 2

M l1 . 2+ ----- ф
24 у

(115.11)

Mix с о з ( а - ф )  Л//2ф_ 
--------1--------- Н 12

а ф ); (115.12)

±(дТ_ 
dt   ̂<Эф

МГ ^ M lx cos(a  -  ф) - у М /х ф sin(a  -  ф) + —
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o v = a  = ™bx  0(p

, . ~  G'S-vsina ^  . s~\ G/sin(p6cp Gl . . . . .  yoki Qx = — ;----- = (7sin a ,  Q0 = - — — = - — sin (p. ( l b .  13)
c\v 2ixp 2

bunda G = Mg.
Endi Lagranj 11 tur tenglamasini vozamiz:

—  = £ \ -  =  (115.14)
d t \ ( x '  ( X  at \  c<$ J rep

(115.12) va (115.13) ni (115.14) ga qo ’yamiz:

lip .v co s(fx -cp ) e s i n cp л  .. / ф . . /ф" . , ч-±----------—— + = 0, x -  -y-cos( a -  ф) — ^-sm(a -  ф) -  ^sin a.

Bu sterjen harakatining differensial tenglamalarini ifodalaydi. 

f  Nazorat savollari

1. Dinamikaning umumiy tenglamasi qanday yoziladi?
2. Lagranj 11 tur tenglamasini yozing.
3. Sistemaga ta'sir qilayotgan kuch qanday holda potensialli boladi?
4. Potensialli kuch uchun Lagranj II tur tenglamasi qanday yoziladi?
5. Dinamikaning umumiy tenglamasiga doir masalalar qanday mrtib- 

da yechiladi?
6. Lagranjning ikkinchi tur tenglamasiga oid masalalar qanday hai 

etilishini tushuntirinii.

Um um lashgan  kuchlar quyidagicha b o lad i :

F O Y D A L A N I L G A N  A D A B I Y O T L A R

!. A z iz -Q o r iy e v  S .Q . ,  Y an g u ra zo v  S h .C h . N a /a r iy  m ex a n ik a d a ti m asa la la r  y e -  
ch ish .  i-q is m . S tatika va k in em a tik a . -- Т .. « O 'q it iiv c h i» . 1974: 2 -q is m . D i-  
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