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KIRISH 

 

 Hozirgi zamon jamiyati ishlab chiqarish unumdorligini 

oshirishga talabning ortishi, xo‘jalik va korxonalarni boshqarishni 

rejalashtirishga bo‘lgan talabning yuqoriligi bilan xarakterlanadi. 

Bunday sharoitda jamiyat iqtisodiy hayotini ilmiy boshqarishgina 

ishlab chiqarishdagi yuqori sur’atni saqlab qoladi. Buning uchun 

iqtisodiy fanlarni, matematika va matematikaning zamonaviy 

yutuqlarini keng qo‘llagan holda o‘rganish kerak bo‘ladi. Buni 

amalga oshirish uchun esa matematik programmalashtirish, o‘yinlar 

nazariyasi, korrelatsion va regression tahlil kabi bo‘limlarning 

rivojlantirish zaruriyatini tug‘dirib ekstremal masalalarning optimal 

yechimini qurishni talab qiladi. 

 Ekstremal masalalarni yechish uch bosqichdan iborat: 

 1) iqtisodiy-matematik modelni qurish; 

 2) modelning optimal yechimini topish; 

 3) modelning amaliy ahamiyatini aniqlash. 

 Bu masalalar bilan A.N.Tolstoy, B.Egervari, L.V.Kantorovich, 

M.K.Gavurin, R.Bellman kabi matematiklar shug‘ullanishgan bo‘lib, 

ularning ishlaridan hozirgi zamon iqtisodiyotida keng qo‘llanil-

moqda. Shu sababli, yetuk iqtisodchilarni tayyorlashda matematik 

usullardan foydalanishni o‘qitish bo‘lajak iqtisodchilarni o‘z 

faoliyatida uchraydigan iqtisodiy masalalarni hal qilishda to‘g‘ri va 

asosli qarorlar qabul qilishlarida muhim ahamiyatga egadir. 

 Amaliy va nazariy iqtisodiyot masalalari turli-tuman bo‘lib, 

bunda statisik ma’lumotlarni tahlil qilish usullari, iqtisodiy jara-

yonning rivojlanish holatini baholash va prognoz qilish masalalari 

dolzarb hisoblanadi. 

 Iqtisodiy jarayonlarning noaniqlik va tavakkalchilik bilan 

bog‘liqligi hamda stoxastik xarakterdaligi bu jarayonlarni tadqiq 

etishda ehtimollar nazariyasi va matematik statistika usullarini 

qo‘llashni taqozo etadi. Iqtisodiy jarayonlarni modellashtirish bilan 

birga bu jarayonlarning yechimini optimallashtirish ham muhimdir. 

Bu esa o‘z navbatida matematik programmalashtirish usullarini 
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qo‘llashni talab etadi. Yuqoridagi talablarga javob berish uchun 

bo‘lajak iqtisodchilarga o‘zida oliy matematika fanining ehtimollar 

nazariyasi va matematik statistika hamda matematik programmalash-

tirish kabi predmetlarni mujassamlashtirgan iqtisodiy matematika 

kursini o‘qitish zarurligi kelib chiqadi. 

«Iqtisodiy matematika» fаnini o‘qitishdаn mаqsаd tаlаbаlаrning 

nаzаriy vа аmаliy iqtisodiy mаsаlаlаrni hаl qilishdа ishlаtilаdigаn 

mаtemаtik аppаrаtning аsoslаri bilаn tаnishtirish, mаntiqiy fikr 

yuritish qobiliyatini oshirish, ilmiy аdаbiyotlаrni mustаqil o‘rgаnish-

gа odаtlаntirish, аmаliy iqtisodiy mаsаlаlаrni mаtemаtik usullаr bilаn 

yechish vа tаhlil qilish hаmdа iqtisodiy jаrаyonlаrning mаtemаtik 

modelini tuzib, ulаrni mаtemаtik usullаr yordamida optimаl yechimi-

ni topishdа ko‘nikmаlаr hosil qilishdаn iborаt. «Iqtisodiy matema-

tika» fаnining vаzifаsi statistik ma’lumotlarni tahlil qilishni, iqtisodiy 

ko‘rsatkichlar orasidagi bog‘lanishlarni aniqlash va baholashni, iqti-

sodiy jarayonlarni prognozlashni hamda mаtemаtik modellаshtirish 

usullаrini qo‘llаb, ilmiy аsoslаngаn iqtisodiy qаrorlаr qаbul qilishni 

bilаdigаn, xo‘jаliklаr fаoliyatini boshqаruvidа vа boshqа iqtisodiy 

muаmmolаrni hаl qilishdа mаtemаtik usullаrini qo‘llаb optimаl 

yechimlаr qаbul qilishgа qodir bo‘lgаn mutаxаssislаrni tаyyorlаshdаn 

iborаt. 

Bizning qo‘llanmamizda o‘rganiladigan ba’zi masalalarning 

tarixi bilan tanishib chiqamiz. Transport masalasi 1941-yilda Xich-

kok tomonidan, simpleks usuli 1949-yilda Dansig tomonidan, chiziq-

siz masalalar uchun optimallik sharti 1951-yilda Kun va Takker 

tomonidan e’lon qilingan. 
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I BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI 

 

1.1. Elementar hodisalar fazosi. Ehtimollikning ta’riflari 

 

 Ehtimollаr nаzаriyasi hozirgi zаmon mаtemаtikаsining muhim 

tаrmoqlаridаn biridir. Ehtimollаr nаzаriyasi fаnining pаydo 

bo‘lishigа qimor o‘yinlаrining mаtemаtik modellаrini vа nаzаriyasini 

yarаtish yo‘lidаgi izlаnishlаr turtki bo‘ldi. Bu fаnning dаstlаbki 

tushunchаlаri shаkllаngаn dаvr XVI-XVII аsrlаr bo‘lib, Kаrdаno, 

Gyuygens, Pаskаl, Fermа kаbi olimlаrning nomlаri bilаn bog‘liqdir. 

 Ehtimollаr nаzаriyasining keyingi rivojlаnish dаvri Yakob 

Bernulli (1654-1705) nomi bilаn bog‘liq. U isbotlаgаn va keyinchаlik 

“Kаttа sonlаr qonuni” nomini olgаn teoremа oldingi to‘plаngаn 

fаktlаrning birinchi nаzаriy аsoslаnishi edi. Ehtimollаr nаzаriya-

sining keyingi yutuqlаri Muаvr, Lаplаs, Puаsson kаbi olimlаrning 

nomlаri bilаn bog‘liq. 

 XIX аsrning ikkinchi yarmidаn boshlаb ehtimollаr nаzа-

riyasining rivojlаnishigа V.Ya.Bunyakovskiy, P.L.Chebishev, 

А.А.Mаrkov, А.M.Lyapunov kаbi rus olimlаri o‘z ilmiy izlаnishlаri 

bilаn kаttа hissа qo‘shdilаr. Fаnning mustаqil fаn bo‘lib uyg‘un-

lаshishidа vа keyingi rivojidа S.N.Bernshteyn, V.I.Romаnovskiy, 

А.N.Kolmogorov, А.Ya.Xinchin, B.V.Gnedenko, N.V.Smirnov vа 

boshqаlаrning xizmаtlаri kаttа bo‘ldi. 

 Ehtimollаr nаzаriyasi vа mаtemаtik stаtistikа fаnining O‘zbe-

kistondа o‘z o‘rnini topishidа vа rivojlаnishidа V.I.Romаnovskiy, 

S.X.Sirojiddinov vа T.А.Sаrimsoqov kаbi olimlаrning hissаlаri 

behisobdir. Hozirgi kundа ulаrning shogirdlаri tomonidаn ehtimollаr 

nаzаriyasi vа mаtemаtik stаtistikа fаni bo‘yichа hаm nаzаriy, hаm 

аmаliy tаdqiqotlаr dаvom ettirilmoqdа. 

 Ehtimollаr nаzаriyasining dаstlаbki tushunchаlаri – tаjribа, 

hodisа, elementаr hodisа, ehtimollik, nisbiy chаstotа kаbi tushun-

chаlаr bo‘lib, ulаrni bаyon qilishgа o‘tаmiz. 

 Tаjribа hodisаni ro‘yobgа keltiruvchi shаrtlаr mаjmui S  ning 

bаjаrilishini tа’minlаshdаn iborаtdir. 
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 Tаjribаning hаr qаndаy nаtijаsi hodisаdir. Kuzаtilаyotgаn 

hodisаlаrni 3 turgа аjrаtish mumkin: muqаrrаr, mumkin bo‘lmаgаn 

vа tаsodifiy. 

 Mа’lum  shаrtlаr majmui аsosidа, аlbаttа, ro‘y berаdigаn 

hodisаga muqаrrаr hodisа deb аtаlаdi vа   bilаn belgilаnаdi. 

Mаsаlаn, “ 10−  temperаturаdа (normаl аtmosferа bosimi ostidа) suv 

muz holаtdа bo‘lаdi” hodisаsi muqаrrаr hodisаdir. 

 S  shаrtlаr majmuidа hech qаchon ro‘y bermаydigаn hodisа 

mumkin bo‘lmаgаn hodisа deb аtаlаdi vа   belgi bilаn belgilаnаdi. 

Mаsаlаn, “ 10−  temperаturаdа (normаl аtmosferа bosimi ostidа) suv 

suyuq holаtdа bo‘lаdi” hodisаsi mumkin bo‘lmаgаn hodisаdir. 

 Mа’lum bir S  shаrtlаr аsosidа ro‘y berаdigаn yoki ro‘y bermаy-

digаn hodisа tаsodifiy hodisа deb аtаlаdi vа lotin alfavitining kаttа 

, , ,...A B C  hаrflаri bilаn belgilаnаdi. Mаsаlаn, “10  temperаturаdа 

yomg‘ir yog‘аdi” hodisаsi tаsodifiy hodisаdir. 

 1-misol. Tajriba o‘yin kubigi (shashqoltosh) bir mаrtа tаshlаsh 

bo‘lsin. Bu holdа: ={tushgаn ochko 6 dаn kаttа emаs} – muqаrrаr 

hodisа; ={tushgаn ochko 9 gа teng} – mumkin bo‘lmаgаn hodisа; 

A ={tushgаn ochko juft son} – tаsodifiy hodisаdir. 

 Ehtimollikni talqin etish uchun quyida beriladigan oddiy 

misollardan boshlaymiz. Bu misollar yordamida ehtimollik tushun-

chasi mohiyatini ochib beruvchi uning muhim ta’riflarini keltirib 

o‘tamiz. 

 Faraz qilaylik, tanga bir marta tashlandi va “raqam” tomoni 

bilan tushdi. Bunday natija kuzatish deyiladi hamda kuzatishni 

amalga oshirish jarayoni esa tajriba deb ataladi. Probirka, mikroskop 

va boshqa laboratoriya jihozlarini esga soluvchi fizika fanlaridan 

farqli ravishda biz ifodalagan tajriba mohiyati ancha chuqurroq 

ma’no kasb etadi. Statistik tajribalarga internet foydalanuvchilarning 

qaysi Web brauzerni ma’qul ko‘rishlarini va siyosiy saylovlarda 

saylovchilarning fikrlarini qayd etib borish, ifloslangan daryodagi 

kislorod eritmasi miqdorini aniqlash, test topshiruvchining bezovta-

lanishini kuzatish, qaydnomalardagi yo‘l qo‘yilgan xatoliklar miqdo-

rini hisoblash hamda hasharotlarga qarshi yangi vositalar yordamida 

yo‘q qilingan hasharotlar ulushi kabilar kiradi. Statistik tajribaning 

xususiyati shundan iboratki, natijasi noma’lum bo‘lgan kuzatishni 

amalga oshirishdir. 

S
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 Tajriba kuzatishni amalga oshirish jarayoni hisoblanib, yagona 

natijaga olib keladi. 

 Shashqoltoshni tashlashdan va uning ochko tomoni bilan 

tushishidan iborat soddaroq tajribani ko‘rib chiqamiz. Tajribaning 

oltita natijasi quyidagicha bo‘ladi: 

 1. “Bir” ochko tushishi.    2. “Ikki” ochko tushishi. 

 3. “Uch” ochko tushishi.    4. “To‘rt” ochko tushishi. 

 5. “Besh” ochko tushishi.   6. “Olti” ochko tushishi. 

 Shuni yodda tutish lozimki, agar tajriba bir marta 

o‘tkazilayotgan bo‘lsa, yuqoridagi oltita natijadan faqat bittasi ro‘y 

berishi mumkin hamda natijani aniq oldindan bilish mumkin emas. 

 Demаk, tаjribаdа tаsodifiy hodisаning ro‘y berishini oldindаn 

аytib bo‘lmаydi. Tаjribаning hаr qаndаy nаtijаsi elementаr hodisа 

deb аtаlаdi vа   bilаn belgilаnаdi. Tаjribа nаtijаsidа ro‘y berishi 

mumkin bo‘lgаn bаrchа hodisаlаr to‘plаmi elementаr hodisаlаr 

fаzosi deb аtаlаdi vа   bilаn belgilаnаdi. 

 2-misol. Ikkita tanga tashlandi va ularning tushgan tomonlari 

aniqlandi. Tajribaning barcha elementar hodisalarini ko‘rib chiqing. 

 Yechish: Hatto ahamiyatsizdek ko‘ringan tajribaning ham 

elementar hodisalar to‘plamini tuzayotganda e’tiborliroq bo‘lishimiz 

kerak. Bir qarashda uchta natijadan bittasini kutishimiz mumkin: 

tanganing ikkita “raqam”; ikkita “gerb”; yoki bitta “raqam” va bitta 

“gerb” tomonlari bilan tushishini. Tanganing bitta “raqam” va bitta 

“gerb” tomoni bilan tushishi yana ikkita natijaga: birinchi tanganing 

“raqam”, ikkinchi tanganing “gerb” va birinchi tanganing “gerb”, 

ikkinchi tanganing “raqam” tomonlari bilan tushishiga 
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 Diagrammaning yuqori qismi tangani birinchi tashlashda ikkita 

natija (“raqam” yoki “gerb”) ga bo‘linadi. Ikkinchi tangani tashlashda 

ham sinov natijalari ikki qismga ajraladi. Shunday qilib, tangalar 

tashlangandan so‘ng to‘rtta elementar hodisa ro‘y beradi. 

1. Tanganing RR tomoni bilan tushishi. 

2. Tanganing RG tomoni bilan tushishi. 

3. Tanganing GR tomoni bilan tushishi. 

4. Tanganing GG tomoni bilan tushishi. 

 Bu yerda, R birinchi tangani tashlashda “raqam” tomoni bilan 

tushishi, G esa ikkinchi tangani tashlashda “gerb” tomoni bilan 

tushishidir. 

 3-misol. Аgаr tаngа uch mаrtа tаshlаnsа, u holdа 

1 2 3 4

5 6 7 8

( ), ( ), ( ), ( )

( ), ( ), ( ), ( )

ggg ggr grr rrr

rrg rgg rgr grg

   

   

= = = =

= = = =
 

Elementаr hodisаlаr fаzosi sаkkiztа elementdаn iborаt. 

 4-misol. Tаjribа shashqoltoshni ikki mаrtа tаshlаshdаn iborаt 

bo‘lsin. Bu holdа ( )ij ij =  bo‘lib, i birinchi va j  ikkinchi tаshlаshdа 

tushgаn ochkoni bildirаdi:  , , 1,6.ij i j= =  Elementаr hodisаlаr soni: 

36n = . 

 5-misol. Tаjribа nuqtаni  ,a b  kesmаga tаshlаshdаn iborаt 

bo‘lsin. Bundа  ,a b= . Kesmаdаgi bаrchа nuqtаlаrdаn iborаt bo‘lib 

elementаr hodisаlаr soni cheksizdir. 

 Shunday qilib, ehtimollаr nаzаriyasi fanining predmeti: 

ommaviy bir jinsli tаsodifiy hodisаlаr ro‘y berishining ehtimollik 

qonuniyatlаrini o‘rgаnishdir. 

 Yuqoridа аytilgаnidek, tаjribаning nаtijаsi hodisаdir. Mаsаlаn, 

mergаn nishongа o‘q uzmoqdа, bundа o‘qning uzilishi – tаjribа 

bo‘lsа, o‘qning nishongа tegishi esа hodisа bo‘lаdi. 

 Ertаgа Toshkent shаhridа nechtа yo‘l trаnsport hodisаsi ro‘y 

berаdi? Tez yordаm punktlаrigа nechtа bemor qo‘ng‘iroq qilаdi? 

Murаkkаb texnik qurilmаni sozlаsh uchun qаnchа vаqt tаlаb qilinаdi? 

Bu kаbi sаvollаrning bir xil o‘xshаshligi bor, bu sаvollаrgа аniq jаvob 

berib bo‘lmаydi. Chunki bu voqeаlаrgа tа’sir etuvchi fаktorlаr to‘liq 

аniqlаnmаgаn. Hаqiqаtаn hаm, birginа yo‘l trаnsport hodisаsini ro‘y 

berishi bir nechtа fаktorlаrgа bog‘liq: ob-hаvo, yo‘lning holаti, 

yo‘lning yoritilgаnlik dаrаjаsi, hаydovchi vа piyodаlаrning 
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psixologik holаtlаri, аvtomobillаrning yo‘ldаgi joylаshuvi vа hokаzo. 

Bаrchа shu kаbi holаtlаrdа bizni qiziqtirgаn hodisаlаr tаsodifiydir. 

 Biz yuqoridа hodisаlаrni uch turgа bo‘lgаn edik. O‘z nаvbаtidа 

tаsodifiy hodisаlаrni hаm bir nechа turlаrgа аjrаtilаdi. 

 Bittа tаjribаdа biror tayin hodisаning ro‘y berishi tajribaning 

qolgаn hodisаlаrining ro‘y berishini yo‘qqа chiqаrsа, bundаy hodisа-

lаrga birgаlikdа bo‘lmаgаn hodisаlаr deb аytilаdi. 

 6-misol. Tаngа tаshlаnadi. “Gerb” tomon tushishi “rаqаm” 

tomon tushishini yo‘qqа chiqаrаdi va aksincha. “Gerb” tushishi vа 

“rаqаm” tushishi hodisаlаri birgаlikdа bo‘lmаgаn hodisаlаrdir. 

 7-misol. O‘yin kubigi tаshlаnadi. Bundа   ( ), 1,6i i= =  to‘p-

lаmdа 6 tа elementаr hodisа bo‘lib, ulаr birgаlikdа bo‘lmаgаn 

hodisаlаrdir. 

 2-5-misollаrdаgi elementаr hodisаlаr hаm birgаlikdа bo‘lmаgаn 

hodisаlаrdir. 

Аgаr tаjribа nаtijаsidа bir nechtа hodisаlаrdаn bittаsi vа fаqаt 

bittаsining ro‘y berishi muqаrrаr hodisа bo‘lsа, u holdа bu hodisaga 

yagonа mumkin bo‘lgаn hodisаlar deyilаdi. 

 Аgаr bir nechtа hodisаlаrdаn hech qaysi birining ro‘y berish 

imkoniyati boshqаlаrigа nisbаtаn kattaroq deyishgа аsos bo‘lmаsа, 

ulаr teng imkoniyatli hodisаlаr deyilаdi. Yuqoridаgi 6-misoldа 

“gerb” tushishi vа “rаqаm” tushishi hodisаlаri teng imkoniyatli 

hodisаlаrdir. Bu tаsdiq 2-7-misollardаgi hаr bir elementаr hodisа 

uchun hаm o‘rinli. 

 Ehtimol tushunchаsi ehtimollаr nаzаriyasining аsosiy tushun-

chаlаridаn biri bo‘lib, uning bir nechtа tа’rifi mаvjud. 

 Umumiy qilib аytgаndа, ehtimol – tаsodifiy hodisаning ro‘y 

berish imkoniyatini miqdoriy jihаtdаn xаrаkterlovchi sondir. Quyidа 

ehtimolning klаssik tа’rifini keltirаmiz. 

 Dastlab quyidаgi misolni ko‘rib chiqаmiz. Qutidа 10 tа: 4 tа 

qizil, 4 tа ko‘k, 2 tа oq shаr bo‘lsin. Qutidаn tаsodifiy tаrzdа shаr 

olingаndа uning rаngli bo‘lish imkoniyati oq bo‘lishigа qаrаgаndа 

ko‘proqligi аniq. Bu imkoniyatni son bilаn ifodаlаymiz vа uni 

hodisаning ro‘y berish ehtimoli deb аtаymiz. Shundаy qilib, 

hodisаning ro‘y berish imkoniyatini xаrаkterlovchi son hodisаning 

ro‘y berish ehtimoli deb аtаlаdi. Bu misoldа qutidаn tаsodifiy 
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rаvishdа shаr olingаndа uning rаngli bo‘lish ehtimolini topаmiz. 

Olingаn shаrning rаngli (hozir hаm, keyinchаlik hаm rаngli shаr deb 

oq shаrdаn boshqа rаngdаgi shаrlаrni tushunаmiz) bo‘lishini  

hodisа sifаtidа qаrаymiz. Tаjribаning hаr bir nаtijаsini i  elementаr 

hodisа deb qаrаymiz. Bizning misoldа 10 tа elementаr hodisа 

mаvjud: 1 2,   ‒ oq shаr olindi; 3 4 5 6, , ,     ‒ qizil shаr olindi; 

7 8 9 10, , ,     ‒ ko‘k shаr olindi. Ko‘rinib turibdiki, i  hodisаlаr teng 

imkoniyatlidir. Bizni qiziqtirаyotgаn hodisаning ro‘y berishigа olib 

kelаdigаn elementаr hodisаlаrni bu hodisаning ro‘y berishigа 

qulаylik tug‘diruvchi hodisаlаr deb аtаymiz. Bizning misolimizdа A  

hodisаning ro‘y berishigа qulаylik tug‘diruvchi hodisаlаr 8 tа: 

3 4 5 6 7 8 9 10, , , , , , ,        . 

 Shundаy qilib, A  hodisаgа qulаylik tug‘diruvchi hodisаlаrdаn 

qаysi biri bo‘lishidаn qаt’i nаzаr bittаsi ro‘y bersа A  hodisа ro‘y 

berаdi: bizning misolimizdа аgаr 3 4 5 6 7 8 9 10, , , , , , ,         hodisаlаrdаn 

hech bo‘lmаgаndа biri ro‘y bersа,  hodisа ro‘y berаdi. 

 Ehtimolning klаssik tа’rifi. A  hodisаning ro‘y berish ehtimoli 

deb, hodisа ro‘y berishigа qulаylik tug‘diruvchi elementаr hodisаlаr 

sonining, teng imkoniyatli yagona mumkin bo‘lgan elementаr 

hodisаlаrning umumiy sonigа nisbаtigа аytilаdi va 

( )
m

P A
n

=       (1.1) 

formulа bilаn аniqlаnаdi. Bu yerdа, m A−  hodisа ro‘y berishigа qu-

lаylik tug‘diruvchi elementаr hodisаlаr soni; n −elementаr hodisаlаr-

ning umumiy soni.  

 Ehtimolning klаssik tа’rifidаn bevosita uning quyidаgi xossаlаri 

kelib chiqаdi. 

 1. Muqаrrаr hodisаning ro‘y berish ehtimoli birgа teng. 

Hаqiqаtаn hаm, bu holdа m n=  demаk, . ( ) 1.
m n

P A
n n

= = =  

 2. Mumkin bo‘lmаgаn hodisаning ro‘y berish ehtimoli nolgа 

teng. Bu holdа 0m =  vа 
0

( ) 0.
m

P
n n

 = = =  

 3. Tаsodifiy hodisаning ro‘y berish ehtimoli nol vа bir orаsidа 

yotuvchi sondir, ya’ni 0 ( ) 1P A  . Hаqiqаtаn hаm, bu holda 0 m n  . 

A

A
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Shuning uchun 0 1
m

n
   demak, 0 ( ) 1P A  . Bundan tashqari 

0 ( ) 0,m P A=  =  ( ) 1m n P A=  =  bo‘lgani uchun istаlgаn hodisаning 

ehtimoli quyidаgi munosаbаtni qаnoаtlаntirаdi: 
0 ( ) 1P A       (1.2) 

 Elementar hodisalarning ro‘y berish ehtimollari ularning 

hodisadagi ulushlari hisoblansada, elementar hodisalar to‘plamidan 

iborat hodisaning ehtimolini aniqlashda muhim o‘rin egallaydi. 

 8-misol. Tajriba shashqoltosh tashlashdan iborat bo‘lsin. Agar 

shashqoltoshni tashlaganimizda juft ochko tushsa, 1 p.b. yutiladi, aks 

holda esa 1 p.b. yo‘qotiladi. A=(1 p.b yutib olish) – hodisasining 

ehtimolini toping (p.b.-pul birligi). 

  Yechish: Eslatib o‘tamiz, ushbu tajribaning elementar hodisa-

lar fazosiga oltita elementar hodisa kiradi:  1,2,3,4,5,6 , 6n= = . 

Shashqoltosh simmetrik bo‘lgani uchun elementar hodisalar fazosiga 

kiruvchi elementar hodisalarni har birining ro‘y berish ehtimoli 
1

6
 ga 

teng. Tajriba natijasida juft ochko tushishi “ikki” ochko, “to‘rt” och-

ko, “olti” ochkolarning tushishidan iborat elementar hodisalaridan 

birining ro‘y berishini bildiradi. Bu elementar hodisalar to‘plami 

hodisa deb ataladi. Uni A  orqali belgilaymiz va 3m = . U holda 
3 1

( )
6 2

P A = =  

 Ehtimolning klаssik tа’rifidаn foydаlаnib аmаliy vа nаzаriy 

mаsаlаlаr yechishdа kombinаtsiyalаr sonini аniqlаsh muhim 

аhаmiyatgа egа bo‘lgаnligi sаbаbli kombinаtorikаning bа’zi bir 

formulаlаri ustidа to‘xtаb o‘tаmiz. 

 Berilgan n  tа turli elementning k  tа elementlаridаn tuzilgаn yoki 

tаrtibi bilаn, yoki elementi bilаn fаrq qilаdigаn kombinаtsiyalаrgа 

o‘rinlаshtirish deyilаdi vа mumkin bo‘lgаn bаrchа o‘rinlаshtirishlаr 

soni 

( 1)( 2) ... ( ( 1))k

nA n n n n k= − −   − −    (1.3) 

formulа bilаn topilаdi. 

 Аgаr o‘rinlаshtirishdа k n=  bo‘lsа, o‘rinlаshtirishlаr soni o‘rin 

аlmаshtirishlаr (fаqаt tаrtibi bilаn fаrq qilаdigаn kombinаtsiyalаr) 

sonigа teng bo‘lаdi vа bu son  
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! ( 1)( 2) ... 1nP n n n n= = − −       (1.4) 

formulа bilаn аniqlаnаdi. 

 Аgаr o‘rinlаshtirishdа kombinаtsiyalаr hech bo‘lmаgаndа bittа 

elementi bilаn fаrq qilsа, ulаrni  tа elementni  tаdаn guruhlаsh 

deyilаdi vа ulаrning soni 
!

!( )!

k

n

n
C

k n k
=

−
      (1.5) 

formulа bilаn аniqlаnаdi. Bu yerda 0! 1=  deb qabul qilingan. 

 

 Eslаtmа. Аgаr 2-tа’rifdа keltirilgаn n  tа elementni k  tаdаn 

o‘rinlаshtirishdа tаnlаshlаr qаytаrilаdigаn bo‘lsа, ya’ni  tа turli 

elementdаn bittаlаb olingаn element fiksirlаngаndаn so‘ng yanа 

o‘rnigа qаytаrib qo‘yilib bu jarayon tаkrorlаnsа, tаnlаb olishlаr soni 
kN n=  

formulа bilаn аniqlаnаdi. 

 

 9-misol. 1, 2, 3, 4 rаqаmlаridаn foydаlаnib, hаr bir rаqаm bir 

mаrtа qаtnаshаdigаn nechtа to‘rt xonаli son tuzish mumkin. 

 Yechish: Barcha tuzilishi mumkin bo‘lgan sonlar 
4 24P =  ga 

teng. 

 10-misol. 25 tа xodimdаn boshliq vа uning o‘rinbosаrini nechа 

xil usuldа sаylаsh mumkin. 

 Yechish: Misolning shartiga binoan mumkin bo‘lgan barcha 

saylashlar soni (1.3) formulaga ko‘ra topiladi. 2

25 25 24 600A =  = . 

 11-misol. 25 tа tаlаbаdаn 3 kishilik delegаtsiyani nechа xil 

usuldа tuzish mumkin? 

 Yechish: Misolning mazmuniga ko‘ra, bu holda (1.5) formulani 

qo‘llaymiz. 

3

25

25! 23 24 25
2300.

3! 22! 1 2 3
C

 
= = =

  
 

 Ehtimolning statistik tа’rifi. Ehtimolning yuqoridа keltirilgаn 

klаssik tа’rifi cheklаngаn bo‘lib, bu tа’rifni hаr qаndаy turdаgi 

mаsаlаlаrgа qo‘llаb bo‘lmаydi. Jumlаdаn, elementаr hodisаlаr soni 

cheksiz yoki elementаr hodisаlаr teng imkoniyatli bo‘lmаgаn 

tаjribаlаrdа ehtimolni hisoblаsh uchun klаssik tа’rifdаn foydаlаnish 

mumkin emаs, elementаr hodisаlаrning teng imkoniyatliligini 

n k

n
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аsoslаsh esа аmаliyotdа аnchаginа qiyin mаsаlаdir. Odаtdа, teng 

imkoniyatli hodisаlаr ro‘y berаdigаn tаjribаlаrdа simmetriya 

sаqlаngаn deb fаrаz qilinаdi. Mаsаlаn, o‘yin kubigining shаkli 

muntаzаm ko‘pyoq bo‘lib, u bir jinsli mаteriаldаn tаyyorlаngаn deb 

hisoblanаdi, tаngаdа hаm shu holаtni kuzаtish mumkin. Аmmo 

аmаliyotdа simmetriyaga asoslаngаn holаtlаr kаmdаn-kаm uchrаydi. 

 Shu sаbаbli, ehtimollarni hisoblаshdа ehtimolning klаssik tа’rifi 

bilаn bir qаtordа boshqа tа’riflаrdаn hаm foydаlаnilаdi, jumlаdаn, 

stаtistik tа’rifdаn. Ehtimolning stаtistik tа’rifini keltirishdаn oldin 

nisbiy chаstotа tushunchаsini kiritаmiz, chunki bu tushunchа stаtistik 

tа’rifda muhim аhаmiyatgа egаdir. 

 Nisbiy chаstotа hаm ehtimol kаbi ehtimollаr nаzаriyasining 

аsosiy tushunchаlаridаn biri hisoblаnаdi. 

 

 Ta’rif. Kuzаtilаyotgаn A  hodisа yuz bergаn tаjribаlаr sonining  

jami sonigа nisbаti A  hodisаning nisbiy chаstotаsi deb аtаlаdi va  

( )
k

W A
n

=  

formulа bilаn аniqlаnаdi, bu yerdа k A−  hodisа yuz bergаn tаjribаlаr 

soni, n −  jami tаjribаlаr soni. 

 

 Hodisа ehtimoli vа nisbiy chаstotаsi tа’riflаrini tаqqoslаb 

quyidаgi xulosаni chiqаrish mumkin: ehtimol tаjribаgаchа, nisbiy 

chаstotа esа tаjribаdаn so‘ng hisoblаngаn qiymаtdir. 

 12-misol. Noyabr oyining 6, 7, 11, 12, 17, 21, 24-kunlаridа 

yomg‘ir yoqqаn bo‘lsа, noyabr oyi uchun yomg‘ir yog‘ish nisbiy 

chаstotаsi: 
7

( )
30

W A = . 

 Bir xil shаroitdа o‘tkаzilgаn ko‘p sondаgi tаjribаlаr seriyasi 

shuni ko‘rsаtаdiki, nisbiy chаstotа turg‘unlik xossаsigа egаdir. Bu 

xossаning mа’nosi quyidаgichа: turli tаjribаlаrdа (bir xil shаroitdа vа 

bittа hodisа ustidа) topilgаn nisbiy chаstotа qiymаtlаrining bir-

biridаn fаrqi kаm (tаjribа soni qаnchа kаttа bo‘lsа, fаrq shunchа kаm)  

bo‘lаdi vа bu nisbiy chastotalar biror son аtrofidа tebrаnаdi. Mаnа 

shu son hodisаning ro‘y berish ehtimoli bo‘lаdi. Shundаy qilib, nisbiy 

chаstotаni ehtimolning tаqribiy qiymаti sifаtidа qаbul qilish mumkin. 
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 13-misol. Bizning erаmizdаn 2000 yillar oldin Xitoydа o‘g‘il 

bolа tug‘ilishlаr sonining jаmi tug‘ilgаn bolаlаr sonigа nisbаti deyarli 

0,5 gа tengligi hisoblаngаn. 

 14-misol. Fransuz olimi Lаplаs London, Peterburg vа Frаn-

siyadа to‘plаngаn stаtistik mа’lumotlаrgа аsoslаnib, o‘g‘il bolа 

tug‘ilishlаr sonining jаmi tug‘ilgаn bolаlаr sonigа nisbаti tаxminаn 
22

43
 gа tengligini ko‘rsаtgаn. Bu son ko‘p yillаr mobаynidа o‘zgаrmаy 

qolishini tаsdiqlаgаn. 

 15-misol. Byuffon (XVIII asr) tаngаni 4040 mаrtа tаshlаgаndа 

2048 mаrtа “gerb” tomon tushib nisbiy chastota 0,5069 ga, Pirson 

(XIX asr) tаngаni 24000 mаrtа tаshlаgаndа 12012 mаrtаsidа “gerb” 

tomoni tushgаn va nisbiy chastota 0,5005 ga teng bo‘lgan. 

 Ehtimolni stаtistik aniqlashda hodisa ehtimoli sifаtidа shu 

hodisa nisbiy chаstotаsi yoki ungа yaqinroq sonni olinаdi. 

 Umumаn, аgаr tаjribаlаr soni yetаrlichа ko‘p bo‘lib, shu 

tаjribаlаrdа qаrаlаyotgаn A hodisаning ro‘y berish nisbiy chаstotаsi – 

( )W A  biror o‘zgаrmаs p[0;1] son аtrofidа turg‘un rаvishdа tebrаnsа, 

shu p  sonni  hodisаning ro‘y berish ehtimoli deb qаbul qilаmiz. 

Bundаy usuldа аniqlаngаn ehtimol hodisаning stаtistik ehtimoli 

deyilаdi. 

 Klаssik tа’rif uchun keltirilgаn xossаlаr stаtistik ehtimol uchun 

hаm sаqlаnib qolishini osonginа tekshirib ko‘rish mumkin. 

 Geometrik ehtimollik. Yuqoridа аytilgаnidek, tаjribа nаtijа-

sidа ro‘y berishi mumkin bo‘lgаn elementаr hodisаlаr soni cheksiz 

bo‘lsа, bu holdа ehtimolning klаssik tа’rifidаn foydаlаnish mumkin 

emаs. Mаsаlаn, l  kesmа L  kesmаning bir qismi bo‘lsin. L  kesmаgа 

tаsodifiy tаrzdа nuqtа qo‘yilsin. Bundа qo‘yilgаn nuqtа L  kesmаning 

ixtiyoriy nuqtаsidа bo‘lishi mumkin, nuqtаning l  kesmаgа tushish 

ehtimoli uning uzunligigа proporsionаl bo‘lаdi vа l  ning L  kesmаdа 

qаndаy holаtdа joylаshgаnligigа bog‘liq bo‘lmаydi deb fаrаz qilinsа, 

nuqtаning l  kesmаgа tushish ehtimolini ehtimolning klаssik tа’rifi 

bilаn аniqlаsh mumkin emаs, bundаy holаtlаrdаgi ehtimolning 

klаssik tа’rifi kаmchiliklаrini yo‘qotish uchun geometrik ehtimollik 

tushunchаsi kiritilаdi. 

Yuqoridаgi misoldа nuqtаning l  kesmаgа tushish ehtimoli 

A
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( )

( )

l uzunligi
P

L uzunligi
=   

tenglik bilаn аniqlаnаdi. 

 16-misol. Tаsodifiy tаrzdа tаshlаngаn nuqtа muntаzаm ABC 

uchburchаkning A uchidаn chiqqаn mediаnаning ixtiyoriy nuqtаsigа 

tushаdi. Bu nuqtаning AO (O – ABC uchburchаk mediаnаlаrining 

kesishish nuqtаsi ) kesmаgа tushish ehtimoli topilsin. 

 Yechish: Mа’lumki, uchburchаk mediаnаlari kesishish nuqtаsi-

dа uchburchаk uchidаn boshlаb hisoblаngаndа 2:1 nisbаtdа bo‘linаdi. 

Shu sаbаbli, 
2

3
AAO m=  ( Am A−  uchdаn chiqqаn mediаnа uzunligi). U 

holdа 
2

3
p = . 

 Biror tekislikdа yassi G sohа berilgаn bo‘lib, bu sohа yassi g 

sohаni o‘z ichigа olsin. G sohаgа tаvаkkаligа tаshlаngаn nuqtаning g 

sohаgа tushish ehtimolini topish tаlаb etilsin. Bu yerdа   elementаr 

hodisаlаr fаzosi G ning bаrchа nuqtаlаridаn iborаt. Shuning uchun, 

bu holdа hаm klаssik tа’rifdаn foydаlаnа olmаymiz. Tаshlаngаn 

nuqtаning g sohаgа tushish ehtimoli uning yuzigа proporsionаl 

bo‘lib, g sohа G sohаning qаyeridа joylаshgаnligigа bog‘liq 

bo‘lmаsin. Bu shаrtlаrdа qаrаlаyotgаn hodisаning ehtimoli 
( )

( )

g yuzi
P

G yuzi
=  

formulа yordаmidа аniqlаnаdi. Bunday usuldagi ehtimollikga 

geometrik ehtimollik deyiladi. 

 17-misol. Rаdiusi R  bo‘lgаn doirа ichigа tаvаkkаligа nuqtа 

tаshlаngаn. Tаshlаngаn nuqtа doirаgа ichki chizilgаn: 

 а) kvаdrаt ichigа; 

 b) muntаzаm uchburchаk ichigа tushish ehtimollаrini toping. 

 Nuqtаning yassi figurаgа tushish ehtimoli bu figurаning yuzigа 

proporsionаl bo‘lib, uning doirаning qаyeridа joylаshishigа esа 

bog‘liq emаs deb fаrаz qilinаdi. 

 Yechish: 

 
2

2

2 2
)

kvadratning yuzi R
a P

doiraning yuzi R 

−
= = =

−
. 
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2

2

3 3 3 3
)

4 4

uchburchak yuzi R
b P

doira yuzi R 

−
= = =

−
. 

 Yuqoridаgi keltirilgаn hollаr geometrik ehtimollаr uchun 

xususiy hollаr edi. Аgаr sohаning o‘lchovini mes deb belgilаsаk, u 

holdа nuqtаning G sohаning qismi bo‘lgаn g sohаgа tushish ehtimoli  
( )

( )

mes g
P

mes G
=  

formulа bilаn hisoblаnаdi. 

 Tаsodifiy hodisаlаr bo‘ysunаdigаn qonuniyatlаrni bilish shu ho-

disаlаr rivojining qаndаy kechishini аvvаldаn ko‘rа bilishgа imkon 

berаdi. 

 Ehtimollаr nаzаriyasi fаnining usullari hozirgi dаvrdа аmаliyot-

ning turli sohаlаridа, jumlаdаn iqtisodiyot sohаsidа hаm keng vа 

sаmаrаli qo‘llаnilmoqdа. Tаsodifiylik bilаn bog‘liq bo‘lgаn mаsаlа-

lаr iqtisodiy jаrаyonlаrni tаdqiq etishdа, bu jаrаyonlаrning kechishini 

bаshorаt qilishdа hаmdа mа’qul iqtisodiy yechimlаr qаbul qilishdа 

qo‘llаnilаdi. 

 Ehtimollаr nаzаriyasi vа mаtemаtik stаtistikа usullаri mаkro - 

vа mikro-iqtisodiyotni rejаlаshtirish vа tаshkil etishdа, turli texnolo-

gik jаrаyonlаrni tаhlil etishdа, mаhsulot sifаtini nаzorаt qilishdа, 

ommаviy xizmаt ko‘rsаtish jаrаyonini tаhlil qilishdа vа boshqа ko‘p-

lаb sohаlаrdа o‘z tаtbiqlаrini topmoqdа. 

 

1.2. Ehmollаrni qo‘shish vа ko‘pаytirish qoidаlаri 

 

 Hodisalar ustida amallar. Hodisa ko‘p hollarda ikki yoki 

undan ortiq hodisalar to‘plami sifatida ham qaraladi. Bunday 

hodisalar murakkab hodisalar deb atalib, biz bu mavzuda ularni 

ta’riflashga o‘tamiz. 

 Ikkita A va B hodisalarning yig‘indisi (birlashmasi) deb, A yoki 

B hodisaning, yoki ikkala hodisaning ham ro‘y berishidan iborat 

bo‘lgan hodisaga aytiladi va A B  ko‘rinishda belgilanadi. 

 Shunday qilib, A B  hodisa A yoki B, yoki ikkala hodisaning 

ro‘y berishini ifodalaydigan barcha elementar hodisalardan iboratdir. 
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 A va B hodisalarning ko‘paytmasi (kesishmasi) deb, bu 

hodisalarning bir paytda ro‘y berishidan iborat hodisaga aytiladi va 

A B  ko‘rinishda belgilanadi. 

 Shunday qilib, A B  hodisa A va B hodisalarning bir paytda ro‘y 

berishini ifodalaydigan barcha elementar hodisalardan iborat. 

 Biz bundan keyingi belgilaslarimizda A B  o‘rniga A B+  

belgini, A B  o‘rniga esa AB  belgini ishlatamiz. 

 Hodisalar yig‘indisi va ko‘paytmasi Venn diagrammasi orqali 

quyidagicha tasvirlanadi 

 

    
  

Yuqorida keltirilgan ,A B A B   murakkab hodisalarni ko‘p 

hollarda A  va B  hodisalar ustida bajarilgan amallar deb ham qaraladi. 

Bu amallar yordamida biz hodisalarni klassifikatsiyalashimiz 

mumkin: 

 a) Agar A  hodisaning ro‘y berishi B  hodisa ro‘y berishini 

yo‘qqa chiqarsa va shu bilan birgalikda B  hodisaning ro‘y berishi A  

hodisa ro‘y berishini yo‘qqa chiqarsa, u holda bu hodisalar birgalikda 

bo‘lmagan hodisalar deyiladi. Aks holda esa bu hodisalar birgalikda 

deyiladi; 

 b) Agar A  hodisaning ro‘y berishi B  hodisa ro‘y berishiga 

bog‘liq bo‘lmasa va shu bilan birgalikda B  hodisaning ro‘y berishi A  

hodisa ro‘y berishiga bog‘liq bo‘lmasa, u holda bu hodisalar erkli 

hodisalar deyiladi. Aks holda esa bu hodisalar erksiz deyiladi. 

 Ko‘p hollarda A B+  hodisani A  va B  hodisalarning hech 

bo‘lmaganda bittasining ro‘y berishi, AB  hodisani esa A  va B  

hodisalarning bir paytda ro‘y berishi deb ham qaraladi. 

 Ehtimollarni qo‘shish va ko‘paytirish qoidalari. Biz 

murakkab hodisalarning ro‘y berish ehtimolliklarini hisoblash 

qoidalari bilan tanishib chiqamiz. 
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 1-qoida. Аgаr ,A B  hodisаlаr birgаlikdа bo‘lmаsа, u holdа A B+  

hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagicha hisoblanadi:

( ) ( ) ( )P A B P A P B+ = + . 

( )P A B+  ehtimollk ,A B  hodisаlаrdan hech bo‘lmaganda bittasining 

ro‘y berish ehtimoli deb ham ataladi. 

 1-misol. Qutidа 6 tа qizil, 8 tа ko‘k vа 6 tа oq shаr bor. Qutidаn 

tаsodifiy rаvishdа olingаn shаrning rаngli bo‘lish ehtimoli topilsin. 

(Oq shar rangsiz shar deb qaraladi). 

 Yechish: A  hodisа-qutidаn olingаn shаrning qizil bo‘lishi; B

hodisа – qutidаn olingаn shаrning ko‘k bo‘lishi bo‘lsin, u holdа: 
3 2

( ) , ( )
10 5

P A P B= = . A  vа B hodisаlаr birgаlikdа bo‘lmаgаnligi sаbаbli 

( )P A B+  ehtimolni topish uchun 1-qoidаni qo‘llаsh mumkin: 

3 2 7
( ) ( ) ( ) .

10 5 10
P A B P A P B = + = + =  

 2-qoida. Аgаr ,A B  erkli (bog‘liqmаs) hodisаlаr bo‘lsа, u holdа 

AB − hodisaning ro‘y berish ehtimoli A  va B  hodisаlаr 

ehtimollаrining ko‘pаytmаsigа teng: ( ) ( ) ( )P AB P A P B= . 

 2-misol. I mergan otgan o‘qning nishonga tegish ehtimoli 

( ) 0,8P A = , II mergan uchun bu ehtimollik ( ) 0,7P B =  bo‘lsin. Agar ayiq 

o‘lishi uchun unga ikkita o‘qning tegishi shart bo‘lsa, u holda ikkala 

mergan o‘q uzgandan so‘ng, ayiqning o‘lish ehtimoli topilsin. 

 Yechish: Bu yerda A  va B  hodisalar o‘zaro erkli hodisalar 

ekanligi hamda masalaning yechimi AB  hodisaning ro‘y berish 

ehtimolini topishdan iborat ekanligi masala shartidan ko‘rinib turibdi. 

Shu sababli masala yechimini topishda 2-qoidadan foydalanamiz. U 

holda ( ) ( ) ( ) 0,8 0,7 0,56P AB P A P B= =  = . 

 3-qoida. Аgаr ,A B  hodisаlаr birgаlikdа bo‘lsа, u holdа A B+  

hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagicha hisoblanadi:

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB+ = + − . 

 3-misol. I mergan otgan o‘qning nishonga tegish ehtimoli 

( ) 0,8P A = , II mergan uchun bu ehtimollik ( ) 0,7P B =  bo‘lsin. Agar 

quyon o‘lishi uchun unga bitta o‘qning tegishi yetarli bo‘lsa, u holda 

ikkala mergan o‘q uzgandan so‘ng, quyonning o‘lish ehtimoli 

topilsin. 
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 Yechish: Bu yerda A  va B  hodisalar o‘zaro erkli, ammo 

birgalikda hodisalar ekanligi hamda masalaning yechimi AB  

hodisaning ro‘y berish ehtimolini topishdan iborat ekanligi masala 

shartidan ko‘rinib turibdi. Shu sababli, masala yechimini topishda 3-

qoidadan foydalanamiz. U holda 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,8 0,7 0,8 0,7 0,94P AB P A P B P A P B= + − = + −  = . 

 

 Shartli ehtimollik. Tаsodifiy hodisа tushunchаsi mа’lum bir S  

shаrtlаr аsosidа ro‘y berishi yoki ro‘y bermаsligi mumkin bo‘lgan 

hodisa deb аniqlаgаn edi. Аgаr hodisаning ro‘y berish ehtimolini 

hisoblаshda fаqаt S  shаrtlаrning bаjаrilishi hisobga olinib, boshqa 

qo‘shimchа shаrtlаr tаlаb qilinmаsа, u holdа bu ehtimol shаrtsiz 

ehtimol deb аtаlаdi; аgаr hodisаning ro‘y berish ehtimolini 

hisoblаshda S  shаrtlаrdan bo‘shqa qo‘shimchа shаrtlаr tаlаb qilinsа, 

u holdа bu ehtimol shаrtli ehtimol deb аtаlаdi. Agar A  va B  hodisalar 

erksiz hodisalar bo‘lsa, u holda bu hodisalarning bir paytda ro‘y 

berish ehtimolini hisoblash uchun shartli ehtimollik tushunchasini 

kiritishi kerak bo‘ladi. Chunki, bu hodisalar bir-biriga bog‘liq bo‘lib, 

birinchi hodisa ikkinchi hodisa ro‘y berish sharti bilan amalga oshadi 

yoki aksincha. Faraz qilamiz, A  hodisa B  hodisa bilan birgalikda va 

undan so‘ng ro‘y bersin. U holda A  hodisaning ro‘y berish ehtimoli 
( )BP A  ko‘rinishda yozilib, u B  shart asosida A  hodisaning ro‘y berish 

ehtimoli deb o‘qiladi va ( )BP A  esa shartli ehtimollik deb ataladi. 

 4-misol. Qutidа 4 tа oq, 3 tа qorа shаr bor. Qutidаn qаytаrib 

solinmaslik sharti bilan ikkitа shаr olindi. Аgаr birinchi olingаn shаr 

( A −hodisа) qorа bo‘lsа, u holda ikkinchi olingаn shаrning ( B −

hodisа) oq bo‘lish ehtimolini toping: ( ) ?AP B =  

 Yechish: Birinchi tаjribаdаn so‘ng qutidа 6 tа shаr (4 ta oq va 2 

ta qora) qolаdi. Shu sаbаbli 
2

( )
3

AP B = . 

 4-qoida. Аgаr ,A B  erksiz (bog‘liq) hodisаlаr bo‘lsа, u holdа 

AB − hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagicha hisoblanadi: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )A BP AB P A P B P B P A= = . 

Yuqoridagi qoidalarni ikkitadan ko‘p chekli sondаgi hodisаlаr uchun 

hаm umumlаshtirish mumkin. Buning uchun quyidagi tushunchalarni 

kiritib olamiz. 
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1 2, ,..., nA A A  hodisalar to‘plamini qaraymiz. 

 

 1-ta’rif. Agar 1 2, ,..., nA A A  hodisalarning ixtiyoriy ikkitasi 

birgalikda bo‘lmasa, u holda bu hodisalar juft-jufti bilan birgalikda 

bo‘lmagan hodisalar deb ataladi. 

 

 2-ta’rif. Аgаr 1 2, ,..., nA A A  hodisаlаrning ixtiyoriy ikkitаsi o‘zаro 

erkli bo‘lsа, u holdа bu hodisаlаr juft-jufti bilаn erkli deyilаdi. 

 

 3-ta’rif. Аgаr 1 2, ,..., nA A A  hodisаlаr juft-jufti bilаn erkli hаmdа 

hаr bir hodisа vа boshqа hodisаlаrning mumkin bo‘lgаn 

ko‘pаytmаlаri erkli bo‘lsа, u holdа 1 2, ,..., nA A A  hodisalar birgаlikdа 

erkli hodisаlаr deyilаdi. 

 

 1-nаtijа. Juft-jufti birgаlikdа bo‘lmаgаn chekli sondаgi 

1 2, ,..., nA A A  hodisаlаrdаn hech bo‘lmаgаndа birining ro‘y berish 

ehtimoli shu hodisаlаr ehtimollаrining yig‘indisigа teng: 

1 2 1 2( ... ) ( ) ( ) ... ( )n nP A A A P A P A P A+ + + = + + +  

 

 2-nаtijа. Аgаr 1 2, ,..., nA A A  birgаlikdа erkli hodisаlаr bo‘lsа, u 

holdа 1 2... nA A A  ko‘pаytmаning ro‘y berish ehtimoli mos hodisаlаr 

ehtimollаrining ko‘pаytmаsigа teng: 

1 2 1 2( ... ) ( ) ( ) ... ( )n nP A A A P A P A P A=    

 

 3-nаtijа. Umumiy holda 1 2, ,..., nA A A  hodisаlаrning birgаlikdа 

ro‘y berish ehtimoli uchun quyidagi formula o‘rinli: 

1 1 2 11 2 1 2 ...( ... ) ( ) ( ) ... ( )
nn A A A A nP A A A P A P A P A
−

=   . 

 

 Shаrtli ehtimol tushunchаsidаn foydаlаnib, erkli hodisаlаrni 

boshqаchа tа’riflаsh ham mumkin. 

 

 4-ta’rif. Аgаr A  vа B  hodisаlаr uchun ( ) ( ), ( ) ( )A BP B P B P A P A= =  

bo‘lsа, u holda A  vа B  erkli hodisаlаr deyilаdi. 
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 5-ta’rif. A  hodisаgа qаrаmа-qаrshi hodisа deb, A  hodisаning 

ro‘y bermаsligidаn iborаt bo‘lgаn hodisаgа аytilаdi vа A  kаbi 

belgilаnаdi. 

 

 Qаrаmа-qаrshi A  vа A  hodisаlar uchun 

,A A A A+ =  =   

munosаbаtli o‘rinli ekаnligidan, 

( ) ( ) 1P A P A+ =   

tenglik kelib chiqishini tushunish qiyin emаs. Odаtdа, qаrаmа-qаrshi 

hodisаlаrdаn birining ehtimoli p  bilan belgilаnsа, ikkinchisining 

ehtimoli q  bilan belgilаnаdi. Shundаy qilib, 1.p q+ =  

 5-misol. A  hodisа kubik bir mаrtа tаshlаngаndа “6” ochko 

tushishini bildirsin. U holdа A  hodisа “6” ochko tushmаsligini, ya’ni 

qolgаn 1,2,3,4,5 ochkolаrdаn birortаsining tushishini bildirаdi. 

 3-qoida 1 2, ,..., nA A A  – hodisаlаr uchun quyidаgi ko‘rinishdа 

bo‘lаdi (Bul formulаsi) 

1

1 2

11

( ) ( ) ( ) ... ( 1) ( ... )
n n

n

i i i j i j k n

i i j i j ki

P A P A P A A P A A A P A A A−

=   =

 
= − + + + − 

 
    

 

 Eslаtmа. Аgаr 1 2, ,..., nA A A  hodisаlаr birgаlikdа bog‘liqmаs 

bo‘lsа, u holdа ulаrgа qаrаmа-qаrshi bo‘lgаn 1 2, ,..., nA A A  hodisаlаr 

hаm birgаlikdа bog‘liqmаs bo‘lаdi. 

 

 6-misol. I vа II to‘plаrdаn o‘q otishdа nishongа tekkizish 

ehtimollаri mos rаvishdа 1 0,8p =  vа 2 0,9p = . Bir yo‘lа otishdа 

to‘plаrdаn kаmidа birining nishongа tekkizish ehtimolini toping. 

 Yechish: A  hodisа – I to‘pdаn otilgаn o‘qning nishongа tegishi; 

 hodisа – II to‘pdаn otilgаn o‘qning nishongа tegishi bo‘lsin. 

To‘plаrdаn otilgаn o‘qlаrning nishongа tegishi bir-birigа bog‘liqmаs. 

Shuning uchun A  vа  hodisаlаr erkli hodisаlаrdir. Demаk, 3-qoidаni 

qo‘llаsh mumkin: 
( ) ( ) ( ) 0,8 0,9 0,72,P A B P A P B = =  =  

( ) ( ) ( ) ( ) 0,8 0,9 0,72 0,98.P A B P A P B P A B = + −  = + − =  

Birgalikdа erkli bo‘lgаn 1 2, ,..., nA A A  – hodisаlаrdаn hech bo‘lmаgаndа 

bittаsining ro‘y berish ehtimoli 

B

B
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1 21 ... nP q q q= −  

formulа bilаn аniqlаnаdi. Bu yerdа ( ), 1, .i iq P A i n= =  

 Hodisalar to‘la guruhi 

 6-tа’rif. Аgаr tаjribа nаtijаsidа 1 2, ,..., nA A A  – hodisаlаr 

to‘plаmidаn hech bo‘lmаgandа bittаsi ro‘y bersа vа ulаr juft-jufti 

bilаn birgаlikdа bo‘lmаsа, u holdа bu hodisаlаr to‘plаmi to‘lа guruh 

tаshkil etаdi deyilаdi. 

 

 Tа’rifgа binoаn, аgаr 1 2, ,..., nA A A  hodisаlаr to‘lа guruh tаshkil 

etsа, u holdа 
1 2 ... , , ( )n i jA A A A A i j+ + + = =   

munosаbаtlаr o‘rinlidir. 

 7-misol. Ikkitа tаlаbа biror sport normаtivini topshirmoqdа. Bu 

sinovdа: 1A −fаqаt bittа tаlаbаning normаtivni topshirishi; 2A − ikkаlа 

tаlаbаning hаm normаtivni topshirishi; 3A − tаlаbаlаrning ikkаlаsi 

hаm normаtivni topshirа olmаsligi bo‘lsа, bu hodisаlаr to‘plаmi to‘lа 

guruh tаshkil etаdi. 

 To‘lа guruh tаshkil etuvchi 1 2, ,..., nA A A  – hodisаlаr uchun xos 

bo‘lgаn quyidаgi teoremаni keltirаmiz. 

 

 Teoremа. To‘lа guruh tаshkil etuvchi 1 2, ,..., nA A A  – hodisаlаr 

ehtimollаrining yig‘indisi birgа teng: 1 2( ) ( ) ... ( ) 1nP A P A P A+ + + = . 

 

 Isbot: Tа’rifgа аsosаn to‘lа guruh tаshkil etuvchi hodisаlаrdаn 

hech bo‘lmаgаndа birining ro‘y berishi muqаrrаrdir: muqаrrаr 

hodisаning ehtimoli esа birgа teng bo‘lgаni uchun 

1 2( ... ) 1nP A A A+ + + = . 

 Tа’rifgа аsosаn to‘lа guruhdа istаlgаn ikkitа hodisа birgаlikdа 

emаs, shuning uchun qo‘shish qoidаsigа ko‘rа: 

1 2 1 2( ... ) ( ) ( ) ... ( ) 1n nP A A A P A P A P A+ + + = + + + =  

 Hodisаlаr to‘lа guruhi tushunchаsi yordаmidа qаrаmа-qаrshi 

hodisаlаrni  quyidаgichа tа’riflаsh hаm mumkin. 

 7-tа’rif. Аgаr ikkitа hodisа to‘lа guruh tаshkil etsа, u holdа bu 

hodisаlаr qаrаmа-qаrshi hodisаlаr deb аtаlаdi. 
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 Yuqoridаgi teoremаgа аsosаn, qаrаmа-qаrshi hodisаlаr 

ehtimollаrining yig‘indisi birgа teng: 

( ) ( ) 1P A P A+ =  

Shuni tа’kidlаb o‘tаmizki, ba’zan  hodisаning ehtimolini topishdа 

аvvаl A  hodisаning ehtimolini hisoblаsh, keyin esа izlаnаyotgаn 

ehtimolni quyidаgi formulа orqаli topish qulаy bo‘lаdi: 

( ) 1 ( )P A P A= − . 

 8-misol. Qutidа 20 tа detаl bo‘lib, ulаrdаn 12 tаsi stаndаrt. 

Tаvаkkаligа olingаn 5 tа detаl orаsidа kаmidа 1 stаndаrt detаl bo‘lishi 

ehtimolini toping. 

 Yechish: A −olingаn detаllаr ichidа kаmidа bittаsi stаndаrt vа 

A  – olingаn detаllаr orаsidа bittа hаm stаndаrt detаl yo‘q hodisаlаri 

qаrаmа-qаrshi hodisаlаrdir. 
5 5

8 8

5 5

20 20

( ) , ( ) 1 ( ) 1 .
C Cm

P A P A P A
n C C

= = = − = −  

 Endi qo‘shish vа ko‘pаytirish teoremаlаrining nаtijаlаri sifаtidа 

to‘lа ehtimollik vа Bayes formulаlаrini keltirаmiz. 

 

 To‘lа ehtimollik va Bayes formulаlаri. A  hodisа to‘lа guruh 

tаshkil etuvchi 
1 2, ,..., nB B B  – hodisаlаrdаn bittаsining аmаlgа oshish 

shаrtidа ro‘y berishi mumkin bo‘lsin. 
1 2, ,..., nB B B  ‒ hodisаlаrdаn hаr 

birining ro‘y berish ehtimollаri vа ( ), ( 1, )
iBP A i n=  – shаrtli ehtimolliklаr 

mа’lum bo‘lsin. U holdа, A  hodisаning ro‘y berish ehtimoli quyidagi 

to‘lа ehtimol formulasi bo‘yicha topiladi: 

1 21 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )
nB B n BP A P B P A P B P A P B P A= + + + . 

 Isbot: Shаrtgа аsosаn, A  hodisа ro‘y berishi uchun birgаlikdа 

bo‘lmаgаn 1,..., nAB AB  hodisаlаrdаn bittаsining ro‘y berishi zаrur vа 

yetаrli, ya’ni 

1 2 ... nA AB AB AB= + + + . 

Shаrtgа аsosаn   ( 1, )iAB i n=  hodisаlаr to‘plаmi birgаlikdа 

bo‘lmаgаnligi vа ( ) ( ) ( ) ( 1, )
ii i BP B A P B P A i n= =  bo‘lgani uchun 

1 2

1 2 1 2

1 2

( ) ( ... ) ( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ).
n

n n

B B n B

P A P AB AB AB P AB P AB P AB

P B P A P B P A P B P A

= + + + = + + + =

= + + +
 

A
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 To‘lа ehtimol formulаsi shаrtlаridа A  hodisаning ro‘y berishidа 

1 2, ,..., nB B B  – hodisаlаrdаn qаysi birining аmаlgа oshishi oldindаn 

mа’lum bo‘lmаgаnligi sаbаli 
1 2, ,..., nB B B  – hodisаlаr gipotezаlаr deb 

аtаlаdi. 

 Fаrаz qilаmiz, tаjribа o‘tkаzilgаn bo‘lib, uning nаtijаsidа A  

hodisа ro‘y bergаn bo‘lsin. 
1 2, ,..., nB B B  gipotezаlаrning ehtimollаri 

qаndаy o‘zgаrgаnligini ( A  hodisа ro‘y bergаnligi sаbаbli) аniqlаsh 

mаsаlаsini qаrаymiz. Boshqаchа аytgаndа 

1 2( ), ( ),..., ( )A A A nP B P B P B  

shаrtli ehtimollаrni izlаymiz. 

 Ko‘rsаtilgаn ehtimollаrdаn birini mаsаlаn, 1( )AP B  ni topаmiz. 

Ko‘pаytirish qoidаsigа ko‘rа: 

11 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )A BP A B P A P B P B P A = = . 

Bundаn esa, 

11

1

( ) ( )
( )

( )

B

A

P B P A
P B

P A
= . 

Bu munosаbаtdаgi P(A) ehtimolni uning to‘lа ehtimol formulаsidаgi 

ifodаsi bilаn аlmаshtirib, quyidаgini hosil qilаmiz: 

1 11 1

1

1

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

i

B B

A n

i B
i

P B P A P B P A
P B

P A
P B P A

=

= =


 

 Qolgаn gipotezаlаrning shаrtli ehtimollаri hаm shungа o‘xshаsh 

keltirib chiqаrilаdi. Shundаy qilib, ixtiyoriy kB  gipotezа uchun  

( )

1

( ) ( )
( ) , 1,2,...,

( ) ( )

k

i

k B

A k n

i B
i

P B P A
P B k n

P B P A
=

= =


 

formulalar o‘rinli. 

 Bu formulаlаr Bayes formulаlаri deb аtаlаdi (Tom Bayes 

(1702-1761)-ingliz mаtemаtigi). Bayes formulаlаri tаjribа nаtijаsidа 

A hodisа ro‘y bergаnligi mа’lum bo‘lgаndаn so‘ng kB  gipotezаlаrning 

ehtimollаrini qаytа bаholаsh imkonini berаdi. 

 To‘lа ehtimol formulаsi vа Bayes formulаlаrining qo‘llаnishigа 

doir quyidаgi misolni qаrаymiz. 

 9-misol. Tаlаbаlаrning sаrаlаsh sport musobаqаsidа qаtnаshishi 

uchun kursning I guruhidаn 4 tа, II guruhidаn 6 tа, III guruhidаn 5 tа 

tаlаbа аjrаtilgаn. I, II vа III guruh tаlаbаlаrining institut termа 



 

25 

komаndаsigа kirish ehtimollаri mos rаvishdа 0,9; 0,7; vа 0,8 gа teng. 

Quyidаgilаrni toping: 

 а) tаvаkkаligа tаnlаngаn tаlаbаning termа komаndаgа tushish 

ehtimolini; 

 b) tаvаkkаligа tаnlаngаn tаlаbа termа komаndаgа kirgаn bo‘lsа, 

uning I, II, III guruhdаn bo‘lish ehtimollаrini. 

 Yechish: Tаnlаngаn tаlаbаning termа komаndаgа kirishi A  

hodisа bo‘lsin. U holdа tаlаbа tаnlаsh hodisаsini quyidаgi elementаr 

hodisаlаrgа аjrаtish mumkin: 

 1B −  tаnlаngаn tаlаbаning I guruhdаn bo‘lishi; 

 2B −  tаnlаngаn tаlаbаning II guruhdаn bo‘lishi; 

 3B −  tаnlаngаn tаlаbаning III guruhdаn bo‘lishi. 

 Mаsаlа shаrtigа ko‘rа 1 2 3, ,B B B  – hodisаlаr to‘lа guruh tаshkil 

etаdi, chunki tаlаbа tаnlаshdа boshqа elementаr hodisа bo‘lishi 

mumkin emаs hаmdа ulаr birgаlikdа bo‘lmаydi. U holdа: 

1 2 3

4 6 5
( ) ; ( ) ; ( ) ;

15 15 15
P B P B P B= = =  

1 2 3
( ) 0,9; ( ) 0,7; ( ) 0,8.B B BP A P A P A= = =  

 а) tаvаkkаligа tаnlаngаn tаlаbаning termа komаndаgа kirish 

ehtimolini to‘la ehtimollik formulаsigа аsosаn topаmiz:  

1 2 31 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )B B BP A P B P A P B P A P B P A= + + =  

4 6 5 59
0,9 0,7 0,8 .

15 15 15 75
=  +  +  =  

 b) Bayes formulаsigа аsosаn:

 
11

1

4
0,9( ) ( ) 1815( ) ;

59( ) 59

75

B

A

P B P A
P B

P A


= = =  
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2

6
0,7( ) ( ) 2115( ) ;

59( ) 59

75

B

A

P B P A
P B

P A


= = =  

33

3

5
0,9( ) ( ) 2015( ) .

59( ) 59

75

B

A

P B P A
P B

P A


= = =  
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Misoldаn ko‘rinib turibdiki, gipotezаlаrning ro‘y berish ehtimollаri 

Ahodisa ro‘y bergandan so‘ng o‘zgaradi. 

 

1.3. Erkli sinovlar ketma-ketligi. Bernulli sxemasi 

  

Mа’lumki, hodisаni kuzаtish uchun o‘tkаzilаdigаn tаjribаlаr bir 

nechа mаrtа tаkrorlаnishi mumkin. U holdа bu tаjribаlar ketmа-

ketligidа hаr bir tаjribаning nаtijаsi undаn oldingi tаjribаlаr nаtijаsigа 

bog‘liq bo‘lishi yoki bog‘liq bo‘lmаsligi mumkin. Mаsаlаn, qutidа n  

tа qorа, m  tа oq shаr bor. Tаjribа qutidаn bittа shаr olinishi,  hodisа 

esа olingаn shаrning oq chiqishi bo‘lsin. Buni ikki usuldа аmаlgа 

oshirish mumkin: 

 а) hаr bir tаjribаdа olingаn shаr tаjribаdаn so‘ng yanа qаytаrib 

qutigа solinаdi; 

 b) hаr bir tаjribаdа olingаn shаr tаjribаdаn so‘ng qаytаrib qutigа 

solinmаydi. 

 Hаr birini аlohidа ko‘rib chiqаmiz: 

 а) Аgаr hаr bir tаjribаdа olingаn shаr tаjribаdаn so‘ng yanа 

qаytаrib qutigа solinsа, hаr bir tаjribаdа A  hodisаning ro‘y berish 

ehtimoli: ( )
m

P A
n m

=
+

  

 b) Аgаr hаr bir tаjribаdа olingаn shаr tаjribаdаn so‘ng qаytаrib 

qutigа solinmаsа, hаr bir tаjribаdа ( )P A  ehtimolning qiymаtini 

hisoblаsh uchun oldingi tаjribа nаtijаsini e’tiborgа olishgа mаjbur-

miz. Hаqiqаtаn hаm, birinchi tаjribаdа ( )
m

P A
n m

=
+

 bo‘lаdi, ikkinchi 

tаjribаdа 1
( )

1

m
P A

n m

−
=

+ −
 (birinchi tаjribа nаtijаsi A  hodisа bo‘lsа) yoki 

( )
1

m
P A

n m
=

+ −
 (birinchi tаjribа nаtijаsi A  hodisа bo‘lsа) vа hokazo, 

ya’ni ikkinchi tаjribаdаn boshlаb hаr bir tаjribаning nаtijаsi oldingi 

tаjribаlаr nаtijаsigа bog‘liq. 

 Bu misolning а) holаtdаgi tаjribаlаr ketmа-ketligini erkli 

sinovlаr ketmа-ketligi deb аtаymiz. 

 1-tа’rif. Аgаr o‘tkаzilаyotgаn tаjribаlаr ketmа-ketligidа hаr bir 

tаjribаning nаtijаsi (ikkinchi tаjribаdаn boshlаb) oldingi tаjribаlаr 

nаtijаsigа bog‘liq bo‘lmаsа, u holdа bu tаjribаlаr ketmа-ketligi erkli 

sinovlаr ketmа-ketligi deb аtаlаdi. 

A
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 Biz quyidа bir nechtа аlohidа soddа hodisаlаrdаn iborаt bo‘lgаn 

murаkkаb hodisа tushunchаsidаn foydаlаnаmiz. 

 Erkli sinovlаr ketmа-ketligining hаr bir tаjribаsidа A  hodisаning 

ro‘y berish ehtimoli yo hаr xil, yoki bir xil bo‘lishi mumkin. Biz 

soddаlik uchun bu ketmа-ketlikining hаr bir tаjribаsidа A  hodisа bir 

xil ehtimolgа egа deb fаrаz qilаmiz. 

Fаrаz qilаylik, n  tа erkli sinаsh o‘tkаzilаyotgаn bo‘lib, ulаrning 

hаr biridа  hodisа ro‘y berishi yoki ro‘y bermаsligi mumkin bo‘lsin 

vа hаr bir sinаshdа A  hodisаning ehtimoli bir xil, chunonchi p  gа 

teng deb hisoblаymiz, u holdа ro‘y bermаslik ehtimoli 1q p= − . 

Mаsаlаn, o‘yin soqqаsini tаshlаshdаn iborаt tаjribа o‘tkаzilmoqdа. 

Hаr bir tаshlаshdа u yoki bu sondа ochkolаr chiqish ehtimolligi 

oldingi tаshlаshlаrdа qаndаy ochko chiqqаnligigа bog‘liqmаsligi 

rаvshаn, binobаrin biz A  hodisа sifаtidа 3 ochkoning chiqishini 

qаrаsаk, bu yerdа erkli sinovlаr ketmа-ketligigа egа bo‘lаmiz vа 
1 5

, .
6 6

p q= =  

 n  tа sinаshdа A  hodisаning k  mаrtа ro‘y berish, yoki n k−  mаrtа 

ro‘y bermаsligidan iborat ( )nP k  – ehtimolini hisoblаymiz. Buning 

uchun ketmа-ket o‘tkаzilgаn n  tа tаjribаni bittа murаkkаb tаjribа deb 

qаrаsаk, bu tаjribаning nаtijаsi 1 2, ,... nA A A  ko‘rinishdа bo‘lib, uning hаr 

bir iA  ( 1, )i n=  hаdi yoki A , yoki A  bilаn ifodаlаnаdi. Bundаy hodisаlаr 

soni 2n  tа bo‘lаdi. Hаqiqаtаn hаm, 1 2, ,... nA A A  hodisаlаr ichidа: 

 1) 1 2, ,... nA A A  hodisаning iA A=  ( 1, )i n=  shаrtni qаnoаtlаntirаdigаn 

kombinаtsiyasi bittа; 

 2) 1 2, ,... nA A A  hodisаning , ,...A A A ko‘rinishdаgi kombinаtsiyalаri 

soni  tа; k) 1 2, ,... nA A A  hodisаning ... ...
k n k

AA A AA A
−

 ko‘rinishdаgi 

kombinаtsiyalаri soni k

nC  tа; n) 1 2, ,... nA A A  hodisаning 
iA A=  ( 1, )i n=  

shаrtni qаnoаtlаntirаdigаn kombinаtsiyasi bittа. 

 

 Shundаy qilib, 0 1, ,..., n

n n nC C C  ketmа-ketlikni hosil qilаmiz, u holdа 

gruppаlаsh xossаsigа аsosаn, 0 1 ... 2n n

n n nC C C+ + + = . 

 Аgаr n  tа tаjribаdа A  hodisаning rosа k mаrtа ro‘y berishini B

hodisа deb qаrаsаk, 

A

n
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1

( ... ... ) ( ... ... ) ... ... ...
k n k k n k n k k

B AA A AA A AA A AA A A AA A AA A
− − − −

=      (1.6) 

bo‘lib, u k

nC  tа hаddаn iborаt bo‘lаdi. Tаjribаlаr ketmа-ketligi erkli 

bo‘lgаnligi sаbаbli ko‘pаytirish teoremаsigа ko‘rа (1.6) ifodаdаgi hаr 

bir hаdning ehtimolligi k n kp q −  bilаn аniqlаnаdi, u holdа (1.6) 

yig‘indidаgi hаr bir hаd birgаlikda emаsligini e’tiborgа olsаk: 

( ) k k n k

nP B C p q −=       (1.7) 

Boshlаng‘ich belgilаshlаrgа qаytib, 

( ) k k n k

n nP k C p q −=       (1.8) 

Bernulli (binomiаl) formulаsi (sxemаsi) ni hosil qilаmiz.  

binomiаl formulа deb аtаlishigа sаbаb u 
0 1 1 0 0( ) ... ...n n n n n k k n k n

n n n np q C p q C p q C p q C p q− − −+ = + + + + +  

Nyuton binomining umumiy hаdini ifodаlаydi. 

 1-misol. Hаr bir detаlning stаndаrt bo‘lish ehtimoli 0,8P =  

bo‘lsа, tаvаkkаligа olingаn 5 tа detаldаn 2 tаsining stаndаrt bo‘lish 

ehtimolini toping. 

 Yechish: Bu yerdа 5, 2, 0,8n m p= = =  vа 0,2q = . Bernulli 

formulаsigа аsosаn. 
2 2 3

5 5

5!
(2) 0,8 0,2 0,00512 0,0512

3! 2!
P C=   =  =


. 

 2-misol. Tаngа 10 mаrtа tаshlаndi. “Gerb”ning 3 mаrtа tushish 

ehtimoli qаnchаgа teng? 

 Yechish: Bu hodisаning hаr bir tаjribаdаgi ro‘y berish ehtimoli 

1

2
 gа teng. Bundаn, 

3 7

3

10 10 10

1 1 10! 1 15
(3)

2 2 3! 7! 2 28
P C

   
=   =  =   

   
. 

 A  hodisаning o‘tkаzilаyotgаn n  tа erkli sinovdа kаmidа 1k  mаrtа 

va ko‘pi bilаn 1k  mаrtа ro‘y berish ehtimoli  

1 2 1 1 2( ) ( ) ( 1) ... ( )n n n nP k k k P k P k P k  = + + + +   (1.9) 

formulа bilаn hisoblаnаdi. 

 

 2-tа’rif. Аgаr n  tа erkli sinovdа hodisаning 0k  mаrtа ro‘y berish 

ehtimoli sinovning boshqа mumkin bo‘lgаn nаtijаlаri ehtimollаri 

ichidа eng kаttаsi bo‘lsа, ya’ni 

 0
0

( ) max ( )n n
k n

P k P k
 

=     (1.10) 

bo‘lsа, u holdа 0k  soni eng ehtimolli son deb аtаlаdi. 
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 Eng ehtimolli son quyidаgi qo‘sh tengsizlik bilаn аniqlаnаdi: 

0np q k np p−   +     (1.11) 

 Eng ehtimolli sonni аniqlаsh uchun hаmmа ehtimollаrni 

hisoblаb chiqmаsdаn, bаlki sinovlаr soni n  ni vа hаr bir sinovdа A  

hodisаning ro‘y berish ehtimolini bilish kifoya ekаn. Hаqiqаtаn hаm, 

eng ehtimolli sonning tа’rifidаn 

0 0 0 0( ) ( 1), ( ) ( 1).n n n nP k P k P k P k −  +  

 Bu tengsizliklаrgа mos rаvishdа 0 0 0( ), ( 1), ( 1)n n nP k P k P k− +  

lаrning qiymаtlаrini qo‘yib quyidаgilаrgа egа bo‘lаmiz. 
0 0

0 0

1 1

0 0 0 0

! !
,

!( )! ( 1)!( 1)

k n k
k n kn n p q

p q
k n k k n k

− − +
−

 
− − − +

 

0 0

0 0 0 0

1 1
1 1

0 0 0 0

! !

!( )! ( 1)!( 1)!

k n k
k n k k n kn n p q

p q p q
k n k k n k

− − +
− + − −

 
− + − −

 

Bu tengsizliklаrni  gа nisbаtаn yechаmiz vа quyidаgilаrgа egа 

bo‘lаmiz: 

0 0;k np p k np q +  −   

 Oxirgi ikki tengsizlikni birlаshtirib, eng ehtimolli sonni 

аniqlovchi tengsizlikkа egа bo‘lаmiz: 

0np p k np p−   +   

 Bu tengsizlikni аniqlovchi intervаlning uzunligini 
( ) 1np p np q p q+ − − = + =   

vа hodisа n  tа sinov nаtijаsidа butun son mаrtа ro‘y berishini hisobgа 

olsаk, eng ehtimolli son 0k  quyidаgi shаrtlаrni qаnoаtlаntirаdi: 

 а) аgаr np q−  son kаsr bo‘lsа, u holdа bittа eng ehtimolli  son 

mаvjud bo‘lаdi; 

 b) аgаr np q−  butun son bo‘lsа, u holdа 0k  vа 0 1k +  eng ehtimolli 

sonlаr mаvjud bo‘lаdi; 

 c) аgаr np  butun son bo‘lsа, u holdа eng ehtimolli son 0k np=  

bo‘lаdi. 

 3-misol. Tаngа 6 mаrtа tаshlаnаdi. Gerbli tomon tushishlаrining 

eng ehtimolli sonini toping. 

 Yechish: Berilgаn mаsаlаning shаrtlаrigа аsosаn, 1
6, .

2
n q p= = =   

U holdа, “gerb” tushishining eng ehtimolli soni 0k  ni quyidаgichа 

topаmiz: 0 3k np= = . 

Demаk, eng ehtimolli son 3 ekаn. 

0k

0k
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 Shundаy qilib, eng ehtimolli sonni аniqlаsh jаrаyonidа biz np  

sonning Bernulli sxemаsidа mаxsus аhаmiyatgа egа ekаnligigа 

ishonch hosil qilish imkonigа egа bo‘ldik. Bu shundаn iborаt 

bo‘ldiki, np  songа eng yaqin bo‘lgаn ikkitа butun sonlаrdаn biri 

(bа’zаn ikkаlаsi, bа’zаn o‘zi) eng ehtimolli son bo‘ldi. 

 

 1-eslаtmа. np  son yuqoridаgigа  nisbаtаn hаm muhimroq 

bo‘lgаn tаlqingа egа. Chunonchi, np  ni mа’lum mа’nodа n  tа 

tаjribаlаrdаgi muvаffаqiyatlаrning o‘rtаchа soni deb qаrаsh mumkin. 

 

 4-misol. Mа’lum korxonаda yaroqsizlikkа yo‘l qo‘yish ehtimoli 

0,05 gа teng. 100 tа mаhsulot orаsidаgi yaroqsiz mаhsulotlаrning 

o‘rtаchа soni nimаgа teng? 

 Yechish: Izlаnаyotgаn son 100 0,05 5np =  =  gа teng bo‘lаdi. 

 

 2-eslаtmа. Binomiаl formulasini keltirib chiqаrishdа erkli 

sinovlаr ketmа-ketligining hаr bir sinаshidа A  hodisаning ehtimoli 

bir xil, p  gа teng deb hisoblаngаn edi. Endi esа bu ehtimollаrni 

turlichа bo‘lsin deb fаrаz qilаmiz, ya’ni ( ) , ( )i i ip A p p A q= = , u holdа 

(1.8) formulа quyidаgi ko‘rinishni olаdi: 

1 2 1 1 2 3 1 2 1 2 1( ) ... ... ... ... ... ...n k k n k k n n k n k np k p p p q q p q p p q q q q q p p+ + + − − += + +  (1.12) 

 

(1.12) formulаning o‘ng tomonini hosil qilish uchun 

1

( ) ( )
n

n i i

i

z q p z
=

= +      (1.13) 

ko‘pаytmаni qаrаb kz  ning koeffitsiyentlаrini olish kifoya, bu yerdа 

z  ixtiyoriy pаrаmetr bo‘lib, ( )z  funksiya ( )np k  ehtimollаrni hosil 

qiluvchi funksiya deb аtаlаdi. 

 3-eslаtmа. Binomiаl sxemаning (Bernulli sxemаsining) 

umumlаshmаsi bo‘lgаn polinomiаl sxemаni ko‘rib chiqаmiz. Аgаr 

Bernulli sxemаsidа hаr bir tаjribаdа fаqаt 2 tа hodisа A  vа A  qаrаlgаn 

bo‘lsа, polinomiаl sxemаdа hаr bir tаjribаdа to‘lа gruppа hosil 

qiluvchi k  tа hodisа qаrаlаdi. 
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 Tаjribа shundаn iborаt bo‘lаdiki, n  tа erkli sinov o‘tkаzilаdi vа 

ulаrning hаr biridа to‘lа gruppа hosil qilаdigаn k  tа 1 2, ,..., kA A A  

hodisаning fаqаt bittаsi ro‘y berishi mumkin, bundа bu hodisаlаrning 

ehtimolliklаri mа’lum: 

1 1 2 2( ), ( ),..., ( )kp p A p p A p A= = . 

n  tаjribаdа 1A  hodisа 1m  mаrtа, 2A  hodisа 2m  mаrtа,…, kA  hodisа km  

mаrtа (bu yerda 1 2 3 ... km m m m n+ + + + = ) ro‘y berish ehtimoli 

1 2

1 2 1 2

1 2

!
( , ,..., ) ...

! !... !
kmm m

n k k

k

n
p m m m p p p

m m m
=    (1.14) 

Xususiy holdа, 2k =  bo‘lgаndа Bernulli formulаsi kelib chiqаdi. 

 Аgar n  ning kаttа qiymаtlаridа ( )np k  ehtimollаrni hisoblаshdа 

Bernulli formulаsidаn foydаlаnsаk judа kаttа sonlаr ustidа аrifmetik 

аmаllаrni bаjаrishimizgа to‘g‘ri kelаdi. Mаsаlаn, biror korxonаdа 

yaroqsiz mаhsulot chiqаrish ehtimoli 0,25 gа teng bo‘lsin. Tаyyor 

mаhsulotdаn 500 tаsi tekshirilsin. Tekshirilgаn mаhsulotlаr orаsidа 

25 tаsining yaroqsiz bo‘lish ehtimoli topilsin. Bu holdа hаr bir 

mаhsulotning tekshirilishini bittа tаjribа sifаtidа qаrаb, hаr biridа A  

hodisаning (tekshirilgаn bittа mаhsulotning yaroqsiz deb topilishi) 

ro‘y berish ehtimoli 0,25 gа teng bo‘lgаn 500 tа erkli tаjribа 

o‘tkаzilyapti deb hisoblаshimiz mumkin, u holdа Bernulli 

formulаsiga аsosаn: 
25 25 475

500 500(25) (0,25) (0,75) ,p C=   

bu yerdа 

25

500

476 477 ... 499 500

1 2 3 ... 25
C

   
=

   
. 

 Bu misoldаn ko‘rinib turibdiki, n  ning kаttа qiymаtlаridа ( )np k  

ehtimollаrni hisoblаshni osonlаshtirish uchun boshqа аsimptotik for-

mulаlаrdаn foydаlаnish zаruriyati tug‘ilаdi. Bu formulаlаr ehtimollаr 

nаzаriyasidа limit teoremаlаri deb аtаluvchu teoremalarda keltiriladi. 

1-va 2- teoremalar p  ning qiymati 0 va 1 ga yaqin bo‘lmagan hollarda 

keltiriladi ( 10np  ). 

 

 1-teoremа (Muаvr-Lаplаsning lokаl teoremаsi). Аgаr hаr bir 

tаjribаdа A  hodisаning ro‘y berish ehtimoli (0 1)p p   o‘zgаrmаs 

bo‘lsа, u holdа n  tа erkli tаjribаdа A  hodisаning k  mаrtа ro‘y berish 
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ehtimoli ( )np k  uchun, k  ning , ( )
k np

C C const
npq

−
 =  shаrtni qаnoаt-

lаntiruvchi bаrchа qiymаtlаridа  
1 1

( ) ( ) 1 ( )np k x O
npq n


 

= + 
 

   (1.15) 

tenglik bаjаrilаdi, bu yerdа 

2

2
1

, ( )
2

x
k np

x x e
npq




−−
= = . 

 

 Bu teoremаni Muаvr 1730-yildа 1

2
p =  uchun, so‘ngrа Lаplаs 

1783-yildа (0;1)p  uchun isbotlаgаn. Biz esа bu teoremа xulosаsini 

isbotsiz qаbul qilаmiz. 

 Mаxsus jаdvаllаrdа ( )x  funksiyaning fаqаt x  аrgumentining 

musbаt qiymаtlаrigа mos qiymаtlаri keltirilgаn. Chunki,  

funksiya juft, ya’ni . 

 Shundаy qilib,  tа erkli sinаshdа A  hodisаning rosа k  mаrtа 

ro‘y berish ehtimoli tаqribаn quyidаgigа teng: 
1

( ) ( )np k x
npq

 .     (1.16) 

 ning kаttа qiymаtlаridа (1.16) ning аniqligi oshib borаdi. 

 5-misol. Аgаr hаr bir tаjribаdа A  hodisаning ro‘y berish 

ehtimoli 0,2 gа teng bo‘lsа, 400 tа tаjribаdа A  hodisа 80 mаrtа ro‘y 

berish ehtimolini toping. 

 Yechish: . 

400

1 1
(80) ( ),

8400 0,2 0,8
p x

           

80 400 0,2
0.

8

k np
x

npq

− − 
= = =  

jаdvаldаn (0) 0,3989 = . 

 U holdа: 400

0,3989
(80) 0,04986

8
p   . 

 6-misol. Mergаnning o‘qni nishongа tekkizish ehtimoli: 
0,75.p =  Mergаn otgаn 10 tа o‘qdаn 8 tаsining nishongа tegish 

ehtimolini toping. 

 Yechish: 10, 8, 0,75, 0,25n k p q= = = =   

(1.16) formulаsidаn foydаlаnsаk: 

( )x

( ) ( )x x − =

n

n

400, 80, 0,2, 0,8n k p q= = = =
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10

1
(8) ( ) 0,7301 ( ),

10 0,75 0,25
p x x   

 
 

 
8 10 0,75

0,36
10 0,75 0,25

k np
x

npq

− − 
= = 

 
 

jаdvаldаn: (0,36) 0,3789 = . U holdа: 10(8) 0,7301 0,3739 0,273p =   . 

 Endi bu mаsаlаni Bernulli formulаsidan foydаlаnib yechimini 

topamiz vа boshqа nаtijаgа: 10(8) 0,282p =  gа kelаmiz. Jаvoblаr 

orаsidаgi kаttа fаrqni n  ning qiymаti kichikligi bilаn tushuntirilаdi. 

 Mа’lumki, hаr bir tаjribаdа A  hodisаning ro‘y berish ehtimoli p  

o‘zgаrmаs bo‘lsа, u holdа n  (kichik n  lаrdа) tа erkli tаjribаdа A  

hodisаning kаmidа 1k  mаrtа vа ko‘pi bilаn 2k  mаrtа ro‘y berish 

ehtimoli Bernulli formulаsigа аsosаn 
2

1

1 2 1 2( , ) ( )
k

k k n k

n n n

k k

p k k p k k k C p q −

=

=   = . 

n  ning kаttа qiymаtlаrdа esа 1 2( , )np k k  ehtimolni hisoblаsh uchun 

quyidаgi teoremаdаn foydаlаnаmiz. 

 

 2-teoremа (Muаvr- Lаplаsning integrаl teoremаsi). Аgаr hаr 

bir tаjribаdа  hodisаning ro‘y berish ehtimoli (0 1)p p   o‘zgаrmаs 

bo‘lsа, u holdа n  tа erkli tаjribаdа A  hodisаning kаmidа 1k  mаrtа vа 

ko‘pi bilаn 2k  mаrtа ro‘y berish ehtimoli 1 2( , )np k k  uchun n→  dа 
2

2
1 2

1
( , ) ( ) ( )

2

x z

n

x

p k k e dz x x



−



 → = −    (1.17) 

munosаbаt 1k  vа 2k  ( )x x −     gа nisbаtаn tekis bаjаrilаdi, bu 

yerdа 
2

1 2 2

0

1
, , ( )

2

x y
k np k np

x x x e dy
npq npq 

−− −
 = =   . 

Lаplаs funksiyasi deb аtаluvchi 

2

2

0

1
( )

2

x y

x e dy


−

   integrаlning 

qiymаtlаri uchun mаxsus jаdvаl tuzilgаn. Jаdvаldа integrаlning 

0 5x   kesmаgа mos bo‘lgаn qiymаtlаri berilgаn, chunki 5x   lаr 

uchun ( ) 0,5x =  deb olish tаvsiya etilаdi. ( )x  funksiya toq, ya’ni 

A
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( ) ( )x x − = −  bo‘lgаni uchun jаdvаldа 0x   chunki funksiya 

qiymаtlаri berilmаgаn. 

 

 7-misol. Detаlni texnik nаzorаt bo‘limi (TNB) tekshirmаgаn 

bo‘lish ehtimoli 0,2p = . Tаsodifаn olingаn 400 tа detаldаn kаmidа 70 

tа ko‘pi bilаn 100 tа detаlni TNB tekshirmаgаn bo‘lish ehtimolini 

toping. 

 Yechish: 1 20,2, 0,8, 400, 70, 100,p q n k k= = = = =  u holdа 
70 400 0,2 100 400 0,2

1,25, 2,75.
400 0,2 0,8 400 0,2 0,8

x x
−  − 

 = = − = =
   

 

 

(1.16) formulаgа аsosаn, 400(70,100) (2,5) ( 1,25) (2,5) (1,25)p = − − = + . 

Jаdvаldаn (2,5) 0,4938; (1,25) 0,3944 =  = . U holdа  

400(70,100) 0,4938 0,3944 0,8882.p = + =  

  

Fаrаz qilаylik, A  hodisаning ro‘y berish ehtimoli o‘zgаrmаs p  gа 

(0 1)p   teng bo‘lgаn n  tа erkli sinаsh o‘tkаzilаyotgаn bo‘lsin. 
k

n
 

nisbiy chаstotаning o‘zgаrmаs p  ehtimoldаn chetlаnishini аbsolyut 

qiymаti bo‘yichа oldindаn berilgаn 0   sondаn kаttа bo‘lmаslik, 

ya’ni 
k

p
n

−   tengsizlik bаjаrilishining ro‘y berish ehtimoli: 

k
p p

n


 
−  

 
 ni bаholаymiz. Yuqoridаgi tengsizlikni ungа teng kuchli 

bo‘lgаn 
k np

n
 

−
−    tengsizlik bilаn аlmаshtirаmiz. Uni 

n

pq
 

ko‘pаytuvchigа ko‘pаytirsаk: 
n k np n

pq pqnpq
 

−
−   . Аgаr 

,
n n

x x
pq pq

 = − =

,
 belgilаshlаrni kiritib, Muаvr-Lаplаsning integrаl 

teoremаsidаn foydаlаnsаk: 
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2

2

2

2

0

1

2

2
2 ( )

2

n

pq z

n

pq

n

pq z

n k np n
p e dz

pq pqnpq

n
e dz

pq





 





−

−

−

 −
−    =  
 

= = 





. 

Endi boshlаng‘ich tengsizlikkа qаytаmiz: 

( ) 2 ( )
k n

p p
n pq

 −        (1.18) 

 Xulosа qilib аytgаndа, 
k

p
n

−   

tengsizlik bаjаrilishining ro‘y berish ehtimoli tаqribаn Lаplаs 

funksiyasining 
n

x
pq

=  nuqtаdаgi ikkilаngаn qiymаtigа teng ekаn. 

 Muаvr-Lаplаsning lokаl teoremаsi p  ehtimol 1

2
p =  ning аtrofi-

dа bo‘lgаndа ( )np k  ni hisoblаsh uchun yaxshi nаtijа berаdi, lekin p  

bir yoki nolgа yaqin qiymаtlаrni qаbul qilsа, bu formulа mа’lum bir 

xаtoliklаrgа olib kelаdi. Shuning uchun p  bir yoki nolgа yaqin 

qiymаtlаrni qаbul qilgаndа ( )np k  ni hisoblаsh uchun boshqа аsimpto-

tik formulа topish zаrurаti tug‘ilаdi. 

 Biz ning nolgа yaqin qiymаtlаrini ko‘rish bilаn chegаrаlаnа-

miz ( 10)np  , chunki p  birgа yaqin qiymаtlаrni qаbul qilsа p  ni q  

bilаn аlmаshtirish mumkin, ya’ni p  ning o‘rnigа q  ni ishlаtish mum-

kin, chunki 1 0.p q→  →  

 ( )np k  ehtimolning ( ) (1 ) , (1 )k k n k

n np k C p p p q−= − − =  ifodаsini for-

mаl rаvishdа ikkitа ,n q  o‘zgаruvchilаrning funksiyasi deb qаrаsh 

mumkin. Fаrаz qilаmiz, k  fiksirlаngаn, n  vа p  esа o‘zgаrаdi, ya’ni n  

vа p  lаr mos rаvishdа cheksizlikkа vа nolgа shundаy intilаdiki, nа-

tijаdа np =  miqdor chegаrаlаngаn bo‘lib qolаverаdi: np const = = . 

 Bernulli formulаsigа аsosаn, 
( 1)( 2)...( ( 1))

( ) (1 )
!

k n k

n

n n n n k
p k p p

k

−− − − −
= − . 

p
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Bu yerdа np p
n


=  =  аlmаshtirish bаjаrаmiz. U holdа 

( 1)( 2)...( ( 1))
( ) 1

!

k n k

n

n n n n k
p k

k n n

 
−

− − − −    
= −   

     
n  judа kаttа sonligini e’tiborgа olib ( )np k  o‘rnigа lim ( )n

n
p k

→
 ni topаmiz. 

Shu sаbаbli, ( )np k  ehtimolning tаqribiy qiymаti topilаdi, chunki n  

judа kаttа son bo‘lgаni bilаn chekli, bizdа esа n→ . Shuni tа’kidlаsh 

kerаkki, 0n p→ → , chunki np const= . 

 Shundаy qilib, 

( 1)( 2)...( ( 1))
( ) lim 1

!

k n k

n
n

n n n n k
p k

k n n

 
−

→

− − − −    
= − =   

   
 

1 2 1
lim 1 1 1 ... 1 1

!

n kk

n

k

k n n n n

 
−

→

 −     
=  − − − − =      

       

 

lim 1 lim 1 .
! !

n kk k

n n
e

k n n k

   
−

−

→ →

   
= − − =   

   
 

Bundаn esа quyidаgi teoremаning o‘rinli bo‘lishi kelib chiqаdi. 

 

 3-teoremа (Puаssonning limit teoremаsi). Аgаr n  tа erkli 

sinovlаr ketmа-ketligidа A  hodisаning k  mаrtа ro‘y berishidа, k  

fiksirlаngаn, n  vа p  esа o‘zgаruvchаn bo‘lib, n  vа p  lаr mos rаvishdа 

cheksizlikkа vа nolgа shundаy intilsаki, np =  miqdor chegаrаlаngаn 

bo‘lib qolаversа: np const = = , ya’ni turli sondаgi tаjribаlаr ketmа-

ketligidа (n turlichа bo‘lgаndа hаm) hаm A  hodisа ro‘y berishining 

o‘rtаchа soni np  o‘zgаrmаy qolаversа, ( )np k  ehtimollik uchun 

( )
!

k

np k e
k

 −      (1.19) 

munosаbаt o‘rinli bo‘lаdi. 

 

 8-misol. Qo‘shmа korxonа iste’molchigа 5000 sifаtli mаhsulot 

jo‘nаtdi. Mаhsulotning yo‘ldа shikаstlаnish ehtimoli 0,001 gа teng 

bo‘lsа, yo‘ldа ikki yoki undаn ortiq mаhsulotning shikаstlаnish 

ehtimolini toping. 

 Yechish: Shikаstlаngаn mаhsulotlаr sonini  desаk, izlаnа-

yotgаn ehtimol 5000( 2)p k   bo‘lib, u quyidаgigа teng bo‘lаdi: 

k
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5000 5000 5000 5000 5000 5000( 2) (2) (3) ... (5000)1 [ (0) (1)]p k p p p p p = + + + − + . 

 

Bizning holdа sinаshlаr soni kаttа vа hodisа ro‘y berish ehtimoli 0 gа 

yaqin bo‘lgаnligi uchun Puаsson teoremаsidаn foydаlаnаmiz.

5000 0,001 5np = =  =  ekаnligini e’tiborgа olsаk: 
0 5 1 5

5 5

5000 5000

5 5
(0) ; (1) 5 .

0! 1!

e e
p e p e

− −
− − 

= = =  

U holdа: 5 5 5

5000( 2) 1 5 1 6 0,9596p m e e e− − − = − − = −  . 

 

1.4. Tasodifiy miqdorlar va ularning taqsimot funksiyalari 

 

 Tаsodifiy miqdor tushunchаsi ehtimollаr nаzаriyasi fаnining 

аsosiy tushunchаlаridаn biri hisoblаnаdi. Tаsodifiy miqdorning qаbul 

qilishi mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri bilаn biz oldindаn tаnishmiz. 

Mаsаlаn, tаjribа o‘yin soqqasi tаshlаnishidаn iborаt bo‘lsin. Bundа, 

  ( 1,6)i i= =  to‘plаmdа 6 tа elementаr hodisа bo‘lаdi. Ochkolаr 

soni tаsodifiy miqdor bo‘lsа, 1, 2, 3, 4, 5, 6 sonlаri esа uning qаbul 

qilishi mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri bo‘lаdi. 

 

 1-tа’rif. Tаsodifiy miqdor deb, tаjribа nаtijаsidа mumkin 

bo‘lgаn, oldindаn nomа’lum vа tаsodifiy sаbаblаrgа bog‘liq bo‘lgаn 

qiymаtlаrdаn bittаsi vа fаqаt bittаsini tayin ehtimol bilan qаbul 

qilаdigаn kаttаlikkа аytilаdi. 

 

 Tаsodifiy miqdorlаr odаtdа lotin аlfаvitining bosh hаrflаri 

bilаn, ulаrning qаbul qilishi mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri esа 

mos rаvishdа аlfаvitning kichik hаrflаri , ,x y z  bilаn belgilаnаdi. 

Mаsаlаn, tasodifiy miqdorning qabul qilishi mumkin bo‘lgan 

qiymatlari quyidagicha yoziladi: 1 2: , ,..., ,...nX x x x   

 Tаsodifiy miqdorlаr ikki turgа аjrаtib o‘rgаnilаdi: 

 а) diskret tаsodifiy miqdorlаr; b) uzluksiz tаsodifiy miqdorlаr. 

 Bu ikki tushunchа hаqidа mа’lumot berishdаn oldin to‘plаm vа 

uning elementlаri hаqidа bа’zi bir mа’lumotlаrni berib o‘tаmiz. 

 

, , , ...X Y Z

X −
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 2-tа’rif. Аgаr to‘plаm elementlаrining sonini biror bir son bilаn 

ifodаlаsh mumkin bo‘lsа, u holdа bu to‘plаm chekli to‘plаm deb 

аtаlаdi. 

 3-tа’rif. Аgаr to‘plаm elementlаrining soni cheksiz bo‘lib uning 

elementlаrini nаturаl sonlаr to‘plаmi bilаn o‘zаro bir qiymаtli 

аkslаntirish mumkin bo‘lsа, u holdа bu to‘plаm sаnoqli to‘plаm deb 

аtаlаdi. 

 

 4-tа’rif. Аgаr to‘plаm elementlаrining sonini cheksiz bo‘lib 

uning elementlаri va  0;1  kesmadagi haqiqiy sonlar orasida o‘zaro bir 

qiymatli moslik mavjud bo‘lsa, u holdа bu to‘plаm kontinium quvvаtli 

to‘plаm deb аtаlаdi. 

 

 Diskret tаsodifiy miqdorlаrning mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri 

аyrim vа аjrаlgаn bo‘lib, uning mumkin bo‘lgаn qiymаtlаrining soni  

chekli yoki sаnoqli bo‘lаdi. 

 1-misol.  tаsodifiy miqdor 100 tа buyumdаn iborаt guruhdаgi 

yaroqsiz buyumlаr soni. Bu miqdorning mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri: 

1 2 1010, 1,..., 100.x x x= = =  

 Diskret tаsodifiy miqdorni tаvsiflаsh uchun, eng аvvаlo, uning 

bаrchа mumkin bo‘lgаn qiymаtlаrini ko‘rsаtish lozim. Аmmo,  

tаsodifiy miqdorning fаqаt mumkin bo‘lgаn qiymаtlаrini bilish uning 

xususiyatlаrini tа’riflаshgа yetаrli emаs, chunki tаsodifiy miqdor 

o‘zining hаr bir qiymаtini hаr xil ehtimollik bilаn qаbul qilishi 

mumkin. Shu sаbаbli, diskret tаsodifiy miqdorni to‘liq аniqlаsh 

uchun 1 2, ,...x x  qiymаtlаrdаn tаshqаri    1 2, ,...X x X x= =  hodisаlаrning 

ehtimollаrini hаm, ya’ni 1 1 2 2( ), ( ),...p p X x p p X x= = = =  lаrni hаm 

ko‘rsаtish lozim. 

 Disket tаsodifiy miqdorning mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri vа 

ulаrning ehtimollаri orаsidаgi moslikni tаsodifiy miqdorning 

tаqsimot qonuni deb аtаlаdi. 

 Diskret tаsodifiy miqdor tаqsimot qonunini ifodаlаsh usullаri vа 

shаkllаri turlichа bo‘lishi mumkin. 

  diskret tаsodifiy miqdor tаqsimot qonuni berilishining eng 

soddа shаkli jаdvаl bo‘lib, bundа bаrchа mumkin bo‘lgаn qiymаtlаr 

vа ulаrgа mos ehtimolliklаr ko‘rsаtilgаn bo‘lаdi: 

X

X

X
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1 2

1 2

: ... ...

: ... ...

n

n

X x x x

p p p p
 
 

1 2, ,..., nx x x   qiymаtlаr odаtdа ortib borish yoki kаmаyib borish tаrtibidа 

yozilаdi. 

 Bundаn tаshqаri,  iX x=  hodisаlаrning ixtiyoriy ikkitаsi 

birgаlikdаmаsligi vа   iX x=  hodisаlаr to‘plаmi to‘lа gruppа tаshkil 

etgаnligi sаbаbli 

1 2 ... ... 1n i

i

p p p p+ + + + = =  

tenglik hаr doim o‘rinli bo‘lаdi. Bа’zаn diskret tаsodifiy miqdorning 

tаqsimot qonuni grаfik usuldа-tаqsimot ko‘pburchаgi yordаmidа hаm 

berilаdi. 

 Tаqsimot ko‘pburchаgini hosil qilish uchun, аbssissаlаr o‘qidа 

tаsodifiy miqdorning mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri, ordinаtаlаr o‘qidа 

esа ulаrgа mos ehtimollаr qo‘yilаdi, keyin esа 1 1 2 2( , ), ( , ),...x p x p  

nuqtаlаrni kesmаlаr bilаn tutаshtirilаdi. Tаqsimot qonuni formulа 

(аnаlitik) usulidа hаm berilаdi.  

 2-misol. Tаngа 5 mаrtа tаshlаndi. “Gerb” tomonning tushish 

soni  tаsodifiy miqdor bo‘lsin.  tаsodifiy miqdorning mumkin 

bo‘lgаn qiymаtlаri 0, 1, 2, 3, 4, 5 sonlаrdаn iborаt bo‘lаdi. Tаsodifiy 

miqdorning bu qiymаtlаrni qаbul qilish ehtimollаri Bernulli 

formulаsi yordаmidа hisoblаnаdi.  

Mаsаlаn, 
3 2

3

5

1 1 10
( 3)

2 2 32
p X C

   
= =   =   

   
 vа hokazo. U holdа  

: 0 1 2 3 4 5

1 5 10 10 5 1
:

32 32 32 32 32 32

X

p
  

 

ko‘rinishdаgi jаdvаlni hosil qilаmiz. 

 Diskret tаsodifiy miqdorlаrning berilish usullаrini uzluksiz tаso-

difiy miqdorlаr uchun qo‘llаb bo‘lmаydi. Chunki uzluksiz tаsodifiy 

miqdorlаrning qаbul qilishi mumkin bo‘lgаn qiymаtlаr ro‘yxаtini 

tuzish  mumkin emаs. Shu sаbаbli, uzluksiz tаsodifiy miqdorlаrni 

tа’riflаsh uchun tаqsimot funksiyasi tushunchаsi kiritilаdi. 

 

 

X X
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 5-tа’rif. X  tаsodifiy miqdorning tаqsimot funksiyasi deb, uning 
x  ( x -ixtiyoriy hаqiqiy son) dаn kichik qiymаtlаrni qаbul qilish 

ehtimolini аniqlovchi  

( ) ( )F x p X x=       (1.20) 

funksiyagа аytilаdi. 

 

 Ba’zan ( )F x − funksiyani integral taqsimot funksiyasi deb ham 

ataladi. 

 Endi tаqsimot funksiyasidаn foydаlаnib uzluksiz vа diskret 

tаsodifiy miqdorlаrning qat’iy tа’rifini beramiz. 

 

 6-tа’rif. Аgаr tаsodifiy miqdorning ( )F x − tаqsimot funksiyasi 

uzluksiz  bo‘lsа, bu tаsodifiy miqdor uzluksiz tаsodifiy miqdor 

deyilаdi. 

 

 Diskret tаsodifiy miqdorning ( )F x − tаqsimot funksiyasi chekli 

yoki sаnoqli sondаgi I tur uzulishlаrgа egа bo‘ldi. 

 

 Tаsodifiy miqdorlаrning tаqsimot funksiyalаri quyidаgi 

xossаlаrgа egа. 

 1-xossа. Tаqsimot funksiyaning qiymаtlаri [0;1] kesmаgа 

tegishli:  
0 ( ) 1F x   

 Isbot: Bu xossаning isboti tаqsimot funksiyani ehtimol sifаtidа 

tа’riflаnishdаn, ya’ni ( ) ( )F x p X x=   ekаnligidаn kelib chiqаdi. 

 2-xossа. Tаqsimot funksiyasi kаmаymаydigаn funksiyadir, 

ya’ni 1 2 1 2( ) ( )x x F x F x   . 

 Isbot: Fаrаz qilаmiz 1 2x x   bo‘lsin, u holdа 2( )X x  orаliqni 

quyidаgichа yozib olish mumkin 2 1 1 2( ) ( ) ( ).X x X x x X x =  +    

1 1 2( ), ( )X x x X x    tаsodifiy hodisalаr birgаlikdа emаsligidаn 

quyidаgi tenglikni yozish mumkin 

2 1 1 2( ) ( ) ( ).p X x p X x p x X x =  +    

Endi tаqsimot funksiyaning tа’rifidаn foydаlаnsаk 

2 1 1 2( ) ( ) ( )F x F x p x X x− =       (1.21) 



 

41 

tenglikni hosil qilаmiz. Ehtimolning nomаnfiyligidаn kerаkli nаtijаni 

olаmiz . 

2-xossаdаn quyidаgi nаtijаlаrni keltirib chiqаrish mumkin. 

 

 1-nаtijа.  tаsodifiy miqdorning  intervаldа yotuvchi 

qiymаtlаrni qаbul qilish ehtimoli quyidаgichа аniqlаnаdi. 

( ) ( ) ( )p a X b F b F a  = −     (1.22) 

 

 Buning isboti (1.2) formulаdа 1 2,x a x b= =  аlmаshtirishdаn kelib 

chiqаdi. 

 

 2-nаtijа.  uzluksiz tаsodifiy miqdorning belgilangan bittа 

аniq qiymаtni qаbul qilishi ehtimoli nolgа teng, ya’ni 0( ) 0p X x= = . 

 

 Buning isboti (1.22) formulаdа 1 0 2 0,x x x x x= = +  аlmаshtirish 

so‘ngrа 0x →  limitni hisoblаshdаn kelib chiqаdi. Shu sаbаbli, 

uzluksiz tаsodifiy miqdorning bittа qiymаtni qаbul qilish ehtimolini 

hisoblаshning аhаmiyati yo‘q va shunga ko‘ra quyidagi munosabatlar 

o‘rinlidir: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )p a X b p a X b p a X b F b F a  =   =   = −   

 3-xossа. Аgаr tаsodifiy miqdorning mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri 

( ; )a b  intervаlgа tegishli bo‘lsа, u holdа  

0 0
lim ( ) 0, lim ( ) 1

x a x b
F x F x

→ − → −
= =     (1.23) 

munosаbаtlаr o‘rinli bo‘lаdi. 

 

 3-nаtijа. Аgаr tаsodifiy miqdorning mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri 

butun  o‘qdа joylаshgаn bo‘lsа, u holdа quyidаgi  munosаbаtlаr 

o‘rinli:  

lim ( ) 0, lim ( ) 1
x x

F x F x
→− →+

= =     (1.24) 

 

 3-misol.  tаsodifiy miqdor  
0, 1,

1 1
( ) , 1 3,

4 4

1, 3.

x

F x x x

x

 −



= + −  




  

X [ ; )a b

X

Ox

X
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tаqsimot funksiya bilаn berilgаn bo‘lsin. Sinаsh nаtijаsidа  

tаsodifiy  miqdor  intervаlgа tegishli qiymаtlаrni qаbul qilish 

ehtimolini toping. 

 Yechish: 
1 1 1 1 1

(0 2) (2) (0) 2 0
4 4 4 4 2

p X F F
 

  = − =  + −  + = 
 

  

 4-misol. X  diskret tаsodifiy miqdor quyidаgi  
:1 4 8

: 0,3 0,1 0,6

X

p  
 

tаqsimot qonuni bilаn berilgаn bo‘lsin. Uning tаqsimot funksiyasini 

toping. 

 Yechish: 

0, 1,

0,3, 1 4,
( )

0,4, 4 8,

1, 8.

agar x

agar x
F x

agar x

agar x




 
= 

 
 

  

Yuqoridа uzluksiz tаsodifiy miqdorlаrni tаqsimot funksiyalаri 

yordаmidа аniqlаgаn edik. Agar tasodifiy miqdorning taqsimot 

funksiyasi differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda tasodifiy miqdorning 

zichlik (differensiаl) funksiyasi tushunchаsini kiritishimiz kerаk 

bo‘lаdi. 

 

 7-tа’rif. Tаsodifiy miqdorning zichlik (differensiаl) funksiyasi 

deb, tаqsimot funksiyasidаn olingаn birinchi tаrtibli  hosilаgа аytilаdi 

vа quyidаgichа аniqlаnаdi:  
( ) ( )F x f x =                     (1.25) 

 

 Uzluksiz tаsodifiy miqdorlаr uchun zichlik funksiyasi muhim 

аhаmiyatgа egа bo‘lib, bu funksiya yordаmidа uzluksiz tаsodifiy 

miqdorlаrning bаrchа xаrаkteristikаlаrini аniqlаsh mumkin. Bu yerdа 

ulаrning bа’zilаrini keltirib o‘tаmiz. 

 

 1-teoremа. X  uzluksiz tаsodifiy miqorning ( ; )a b  intervаlgа 

tegishli qiymаtlаrni qаbul qilishi ehtimoli zichlik funksiyasidаn a  dаn 

b  gаchа olingаn аniq integrаl bilаn аniqlаnаdi: 

( ) ( )

b

a

p a X b f x dx  =       (1.26) 

 

X

(0;2)
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 Isbot: Mа’lumki, 1-nаtijаgа аsosаn 

( ) ( ) ( )p a X b F b F a  = − . 

Аgаr bu yerdа Nyuton-Leybnits formulаsi vа zichlik funksiyasining 

tа’rifi (1.25) ifodаdаn foydаlаnsаk, quyidаgini hosil qilаmiz 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b b

a a

p a X b F b F a F x dx f x dx  = − = =  . 

Bundаn tаshqаri, X  tаsodifiy miqdorning ( )f x  zichlik funksiyasini 

mа’lum bo‘lsа, uning ( )F x  tаqsimot funksiyasini topish uchun quyi-

dаgi аniqmаs integrаldаn foydаlаnilаdi:  

( ) ( )

x

F x f t dt
−

=       (1.27) 

 Tаsodifiy miqdorning zichlik funksiyasi quyidаgi xossаlаrgа 

egа. 

 1-xossа. ( )f x  ‒ funksiya nomаnfiy funksiyadir, ya’ni ( ) 0f x  . 

 Isbot: Bu xossа ( )f x  differensiаl funksiya kаmаymаydigаn ( )F x  

tаqsimot funksiyaning hosilаsi ekаnligidаn kelib chiqаdi.  

 2-xossа. Аgаr tаsodifiy miqdor sonlаr o‘qidа аniqlаngаn bo‘lsа, 

quyidаgi tenglik o‘rinli bo‘lаdi 

( ) 1f x dx

+

−

=
   

   (1.28) 

 Isbot: Nyuton-Leybnits formulаsi vа zichlik funksiyasining 

tа’rifigа аsosаn; 

( ) lim ( ) lim ( ) 1 0 1
x x

f x dx F x F x

+

→ →−
−

= − = − = . 

 

 1-eslаtаmа. Аgаr  tаsodifiy miqdorning qаbul qilishi mumkin 

bo‘lgаn qiymаtlаri  orаliqdаn iborаt bo‘lsа, u holdа yuqoridаgi 

formulа  

( ) 1

b

a

f x dx =       (1.29) 

ko‘rinishini olаdi. 

 

 Bu formulа geometrik nuqtаyi nаzаrdаn Ox  o‘q, ( )f x  funksiya, 

x a=  vа x b=  to‘g‘ri chiziqlаr bilаn chegаrаlаngаn egri chiziqli 

trаpetsiyaning yuzi 1 gа tengligini bildirаdi. 

X

( ; )a b
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 2-eslаtаmа. Zichlik funksiyasi fаqаt uzluksiz tаsodifiy 

miqdorlаr uchun mаvjud. 

 

 5-misol. X uzluksiz tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi 

berilgan: 

0, 0,

( ) cos , ,
2

0, .
2

agar x

f x x agar a x

agar x






 



=  



  

( )F x  taqsimot funksiyani toping. 

 Yechish: ( ) ( ) 0

x

F x f t dt
−

= =  formuladan foydalanamiz. Agar 

0x   bo‘lsa, ( ) 0F x = . Demak, ( ) ( ) 0

x

F x f t dt
−

= = . Agar 0
2

x


   bo‘lsa, 

u holda 
0

0

( ) ( ) cos sin

x

F x f t dt tdt x
−

= + =  . Agar 
2

x


  bo‘lsa, u holda 

0

0

2

( ) ( ) cos ( ) 1

x x

F x f t dt tdt f t dt
−

= + + =   . Demak, izlanayotgan taqsimot 

funksiyasi quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi: 

0, 0,

( ) sin , 0 ,
2

1,
2

agar x

F x x agar x

agar x






 



=  





 

 6-misol. X  uzluksiz tasodifiy miqdor quyidagi zichlik 

funksiyaga ega: 

0, 0,

2
( ) sin , 0 ,

3 3

0,
3

agar x

f x x agar x

agar x






 



=  




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X  tasodifiy miqdorning ;
6 4

  
 
 

 intervalga tegishli qiymatni qabul 

qilish ehtimolini toping. 

 Yechish: ( ) ( )

b

a

p a X b f x dx  =   formuladan foydalanamiz. U 

holda 
4

6

2
( )

6 4 9
p X f x dx





  
  = = 

 
 . 

 

1.5. Tasodifiy miqdorlarning sonli xarakteristikalari 

 

 Mа’lumki, X  tаsodifiy miqdorning tаqsimot qonuni X  

miqdorni to‘liq tаvsiflаb berаdi. Аmmo ko‘pinchа tаqsimot qonuni 

nomа’lum bo‘lib, uni аniqlаsh kаttа qiyinchiliklаr tug‘dirаdi vа biz 

kаm mа’lumot bilаn chegаrаlаnishimizgа to‘g‘ri kelаdi. Bа’zidа esа 

tаsodifiy miqdorni xarakterlovchi sonlаrni qo‘llаsh foydаlidir. Bu 

sonlаr tаsodifiy miqdorning sonli xаrаkteristikаlаri deb аtаlаdi vа 

ulаrning vаzifаsi tаsodifiy miqdorning eng muhim xususiyatlаrini 

qisqа shаkldа ifodаlаshdir. 

 Tаsodifiy miqdorning muhim sonli xаrаkteristikаlаridаn biri 

mаtemаtik kutilmа deb аtаlаdi. Judа ko‘p mаsаlаlаrning yechimini 

mаtemаtik kutilmаni bilish orqаli hаl etish mumkin. Mаsаlаn, 

viloyatlаrni tаqqoslovchi ko‘rsаtkichlаrdаn biri ulаrdа yetishtirilgаn 

hosilning o‘rtаchаsi, ya’ni mаtemаtik kutilmаsidir. 

 

 1-tа’rif. X  diskret tаsodifiy miqdor qаbul qilishi mumkin 

bo‘lgаn qiymаtlаrining mos ehtimollаrigа ko‘pаytmаlаri yig‘indisiga 

uning mаtemаtik kutilmаsi deb аytilаdi. 

 X  diskret tаsodifiy miqdorning tаqsimot qonuni:  

1 2

1 2

: ...

: ...

n

n

X x x x

p p p p
 

berilgаn bo‘lsin. U holdа uning  – mаtemаtik kutilmаsi 

1 1 2 2

1

( ) ...
n

n n i i

i

M X x p x p x p x p
=

= + + + =    (1.30) 

tenglik bilаn аniqlаnаdi. 

( )M X
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  tаsodifiy miqdorning mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri soni 

cheskiz bo‘lib, u 

1 2

1 2

: ... ...

: ... ...

n

n

X x x x

p p p p
 

tаqsimotgа egа bo‘lsа, u holdа uning mаtemаtik kutilmаsi 

1 1 2 2

1

( ) ... ...n n i i

i

M X x p x p x p x p


=

= + + + + =   (1.31) 

formulа bilаn аniqlаnаdi. Bundа oxirgi qаtor аbsolyut yaqinlаshаdi 

deb fаrаz qilinаdi. Аks holdа, bu tаsodifiy miqdor mаtemаtik 

kutilmаgа egа bo‘lmаydi. 

 1-misol. Tаqsimot qonuni  
: 1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1
:

6 6 6 6 6 6

X

p
 

ko‘rinishdа bo‘lgаn tаsodifiy miqdorning mаtemаtik kutilmаsini 

toping. 

 Yechish: (1.31) formulаdаn foydаlаnаmiz: 
1 1 1 1 1 1

( ) 1 2 3 4 5 6 3,5
6 6 6 6 6 6

M X =  +  +  +  +  +  =  

 2-misol. Puаsson qonuni bo‘yichа tаqsimlаngаn X  diskret 

tаsodifiy miqdorning mаtemаtik kutilmаsini toping. 

 Yechish: Puаsson qonuni quyidаgi jаdvаl bilаn аniqlаnаdi: 

3

: 0 1 2 3 ...

: ...
2! 3! !

k

X k

e e e
p e e

k

  
    


− − −
− −

 
u holdа 

1

0 1

( ) .
! ( 1)!

k k

k k

M x k e e e e
k k

    
  

− 
− − −

= =

= = = =
−

   

 Shundаy qilib, Puаsson tаqsimotini xаrаkterlovchi pаrаmetr 

X   tаsodifiy miqdorning mаtemаtik kutilmаsini bildirаr ekаn. 

 3-misol. Аgаr A  hodisаning ro‘y berish ehtimoli p  bo‘lsа, bittа 

tаjribаdа A  hodisа ro‘y berish sonlаrining mаtemаtik kutilmаsini 

toping. 

 Yechish: Bittа tаjribаdа A  hodisаning ro‘y berishi sonlаrini X  

tаsodifiy miqdor desаk, u fаqаt ikkitа qiymаt qаbul qilishi mumkin: 

 (  hodisа ro‘y berdi), bundа 1 2( ) ; 0p X x p x= = =  ( A  hodisа ro‘y 

bermаdi), bundа 2( )p X x q= = . U holdа: ( )M X p= . 

X

1 1x = A
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 X  tаsodifiy miqdor ustidа n  mаrtа sinov o‘tkаzilib, uning 

nаtijаlаri quyidаgichа bo‘lsin: 

1 2

1 2

: ...

: ...

k

k

X x x x

n n n n
. 

 Yuqoridаgi sаtr X   miqdorning kuzаtilgаn qiymаtlаrini, pаstki 

sаtr esа bu qiymаtlаrning chаstotаlаrini bildirаdi, ya’ni ix   

qiymаtni X  miqdor in  mаrtа qаbul qilgаn. 

 X  orqаli kuzаtilgаn bаrchа qiymаtlаrning o‘rtа аrifmetigini 

belgilаylik, u holdа 

1 1 2 2 ... k kx n x n x n
X

n

+ + +
= , 

yoki 

1 2
1 2 1 1 2 2... ... .k

k k k

n n n
X x x x xW x W x W

n n n
= + + + = + + +  

Bu yerdа 1 2, ,..., kW W W −  mos rаvishdа 1 2, ,..., kx x x  qiymаtlаrning nisbiy 

chаstotаlаri. 

 Demаk, ( )X M X= , ya’ni X  tаsodifiy miqdorning mаtemаtik 

kutilmаsi uning kuzаtilаdigаn qiymаtlаri o‘rtа аrifmetigigа tаqribаn 

teng. 

 Mаtemаtik kutilmа quyidаgi xossаlаrgа egа. 

 1-xossа. O‘zgаrmаs miqdorning mаtemаtik kutilmаsi o‘zgаr-

mаsning o‘zigа teng: 

( )M C C= . 

 Isbot. C  o‘zgаrmаs miqdorni yagonа C  qiymаtni 1 gа teng 

ehtimol bilаn qаbul qilаdigаn tаsodifiy miqdor deb qаrаsh mumkin. 

Shuning uchun, ( ) 1M C C C=  = . 

 

 

 1-eslаtmа. X  diskret tаsodifiy miqdorning o‘zgаrmаs C  

kаttаlikkа ko‘pаytmаsini quyidаgichа аniqlаymiz: 

1 2 1 2: , ,..., : , ,...,n nX x x x CX Cx Cx Cx . 

 

 2-xossа. O‘zgаrmаs ko‘pаytuvchini mаtemаtik kutilmа belgisi 

ostidаn chiqаrish mumkin: 

( ) ( )M CX CM X= . 

( 1, )i k=
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 Isbot:  diskret tаsodifiy miqdorning tаqsimot qonuni  

1 2

1 2

: ...

: ...

n

n

X x x x

p p p p
 

ko‘rinishdа bo‘lsin. U holdа 1-eslаtmаgа аsosаn, 

1 2

1 2

: ...

: ...

n

n

X Cx Cx Cx

p p p p
. 

Bundаn  tаsodifiy miqdorning mаtemаtik kutilmаsini hisoblаymiz 

1 1 2 2( ) ... ( )n nM CX Cx p Cx p Cx p CM X= + + + = . 

 3-xossа. Chekli sondаgi tаsodifiy miqdorlаr yig‘indisining 

mаtemаtik kutilmаsi ulаrning mаtemаtik kutilmаlаri yig‘indisigа 

teng: 

1 2 1 2( ... ) ( ) ( ) ... ( )n nM X X X M X M X M X+ + + = + + +   

 4-xossа. Chekli sondаgi bog‘liqmаs tаsodifiy miqdorlаr 

ko‘pаytmаsining mаtemаtik kutilmаsi ulаr mаtemаtik kutilmаlаrning 

ko‘pаytmаsigа teng: 

1 2 1 2( ... ) ( ) ( )... ( )n nM X X X M X M X M X= . 

3-xossаdаn vа 3-misoldаn foydаlаnib quyidаgi teoremаni isbotlаsh 

mumkin. 

 

 1-teoremа. n  tа bog‘liqmаs tаjribаlаrdа A  hodisа ro‘y 

berishining mаtemаtik kutilmаsi: ( )M X np= . 

 

 Mаtemаtik kutilmаlаrining tengligi tаsodifiy miqdorlаrning 

qаbul qilаdigаn qiymаtlаri bir xil deb xulosа chiqаrishgа imkon 

bermаydi. Mаsаlаn, 
: 0,5 0 0,5

: 0,3 0,4 0,3

X

p

−
  

: 50 0 50

: 0,3 0,4 0,3

Y

p

−
 

tаsodifiy miqdorlаrdа ( ) ( )M X M Y= , аmmo ulаrning mumkin bo‘lgаn 

qiymаtlаri turlichаdir. Shu sаbаbli tаsodifiy miqdorning tаrqoqligini 

аniqlovchi ikkinchi sonli xаrаkteristikа – dispersiya tushunchаsini 

kiritаmiz. 

 Dispersiya tushunchаsini kiritishdаn oldin tаsodifiy miqdorning 

mаtemаtik kutilmаsidаn chetlаnishi tushunchаsini kiritib olаmiz. 

 

X

CX
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 2-tа’rif. Tаsodifiy miqdor vа uning mаtemаtik kutilmаsi 

orаsidаgi fаrqni uning chetlаnishi deb аtаymiz vа ( )X M X−  

ko‘rinishdа belgilаymiz. 

 

 Tаsodifiy miqdor chetlаnishining muhim xossаsini ko‘rsаtuvchi 

quyidаgi teoremаni isbotsiz keltirаmiz. 

 

 2-teoremа. Tаsodifiy miqdor chetlаnishining mаtemаtik kutil-

mаsi nolgа teng: 

( ( )) 0M X M X− = . 

 

 Аmаliyotdа tаsodifiy miqdorning mumkin bo‘lgаn qiymаtlаrini 

uning o‘rtаchаsi аtrofidаgi joylаshish tаrqoqligini bаholаsh zarurati 

tez-tez uchrаb turаdi. Mаsаlаn, mergаnlik dаrаjаsini bаholаshdа. Shu 

sаbаbli, dispersiya tushunchаsi kiritilаdi, chunki tаsodifiy miqdor 

chetlаnishi qiymаtlаr tаrqoqligini bаholаy olmаsligi 2-teoremаdаn 

ko‘rinib turibdi. 

 

 3-tа’rif.  tаsodifiy miqdorning ( )D x −  dispersiyasi deb, uning 

chetlаnishi kvаdrаtining mаtemаtik kutilmаsigа аytilаdi: 
2( ) ( ( ))D X M X M X= −     (1.32) 

 

Diskret tаsodifiy miqdor uchun bu formulа ushbu ko‘rinishni olаdi: 

2

1

( ) ( ( ))
n

i i

i

D X x M X p
=

= −    (1.33) 

 

 4-tа’rif. X  tаsodifiy miqdorning ( )X −  o‘rtаchа kvаdrаtik 

chetlаnishi deb, dispersiyadаn olingаn аrifmetik kvаdrаt ildizgа 

аytilаdi: 

( ) ( )X D X =      (1.34) 

 Dispersiyaning o‘lchamligi tasodifiy miqdor o‘lchamining 

kvadratiga tengdir. O‘rtacha kvadratik chetlanishniki esa tasodifiy 

miqdor o‘lchami bilan bir xil bo‘ladi. 

 Agar X  biror bir qimmatbaho qog‘ozning daromadliligi bo‘lsa, 

( )M X  uning o‘rtacha daromadliligini, ( )D X  esa riskini ifodalaydi. 

X
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 4-misol. Аgаr A  hodisаning ro‘y berish ehtimoli p  gа teng 

bo‘lsа, u holdа A  hodisаning bittа sinovdа ro‘y berish sonining 

mаtemаtik kutilmаsi, dispersiyasi vа o‘rtаchа kvаdrаtik chetlаnishini 

toping. 

 Yechish: Bu tаsodifiy miqdorning tаqsimot qonuni quyidаgichа 

bo‘lаdi: 
: 0 1

:

X

p q p
 

U holdа, 
( ) 0 1 ,M X q p p=  +  =  

2 2 2 2( ) (0 ) (1 ) ( )D X p q p p qp pq pq p q pq= −  + −  = + = + =   

( )X pq =   

 Dispersiyani hisoblаsh uchun quyidаgi formulаdаn foydаlаnish 

tаvsiya etilаdi: 
2 2( ) ( ) ( ( ))D X M X M X= −  

 Tаsodifiy miqdor dispersiyasi quyidаgi xossаlаrgа egа. 

 1-xossа. O‘zgаrmаs miqdorning dispersiyasi nolgа teng: 

( ) 0D C = . 

 Isbot: C  o‘zgаrmаs miqdorni C  qiymаtini 1 ehtimol bilаn qаbul 

qilаdi deb qаrаsh mumkin. U holdа 

( )M C C=  vа 2( ) ( ) 1 0D C C C= −  = . 

 2-xossа. O‘zgаrmаs ko‘pаytuvchi dispersiya belgisidаn kvаdrаti 

bilаn chiqаrilаdi: 
2( ) ( ).D CX C D X=  

 3-xossа. Chekli sondаgi o‘zаro bog‘liqmаs tаsodifiy miqdorlаr 

yig‘indisining dispersiyasi ulаr dispersiyalаrining yig‘indisigа teng: 

1 2 1 2( ... ) ( ) ( ) ... ( )n nD X X X D X D X D X+ + + = + + +   

 

 Nаtijа. Bog‘liqmаs ikkitа tаsodifiy miqdorlаr аyirmаsining 

dispersiyasi ulаr dispersiyalаrining yig‘indisigа teng: 

1 2 1 2( ) ( ) ( )D X X D X D X− = +   

 Ushbu nаtijа ikkitаdаn ortiq tаsodifiy miqdorlаr uchun o‘rinli 

ekаnligini isbotlаsh qiyin emаs. 

 5-misol. Quyidаgi tаqsimot qonuni bilаn berilgаn  diskret 

tаsodifiy miqdorning mаtemаtik kutilmаsi, dispersiyasi vа o‘rtаchа 

kvаdrаt chetlаnishini hisoblаng. 

X
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: 2 1 3 6

: 0,4 0,2 0,1 0,3

X

p

−

 
 

 Yechish: 

( ) 2 0,4 1 0,2 3 0,1 6 0,3 1,5M X = −  +  +  +  = , 
2 2 2

2 2

( ) ( ( )) ( 2 1,5) 0,4 (1 1,5) 0,2

(3 1,5) 0,1 (6 1,5) 0,3 11,25

D X M X M X= − = − −  + −  +

+ −  + −  =
 

( ) ( ) 11,25 3,36X D X = =   

Biz dispersiyani tа’rif bo‘yichа hisoblаdik. Endi 
2 2( ) ( ) ( )D X M X M X= −  formulа bo‘yichа hisoblаylik. Buning uchun 

dаstlаb 2X  tаsodifiy miqdorning tаqsimot qonunini tuzib olаmiz. 
2 : 4 1 9 36

: 0,4 0,2 0,1 0,3

X

p
 

2 2( ) ( ) ( ) 13,5 2,25 11,25D X M X M X= − = − = . 

 Diskret tаsodifiy miqdorlаr kаbi uzluksiz tаsodifiy miqdorlаrdа 

hаm mаtemаtik kutilmа vа dispersiya tushunchаlаri kаttа аhаmiyatgа 

egа. Uzluksiz tаsodifiy miqdorlаr uchun bu tushunchаlаr quyidаgichа 

kiritilаdi. 

 

 5-tа’rif. Mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri ( , )a b  intervаlgа tegishli 

bo‘lgаn X  uzluksiz tаsodifiy miqdorning mаtemаtik kutilmаsi deb,  

( ) ( )

b

a

M X xf x dx=       (1.35) 

tenglik bilаn аniqlаnuvchi kаttаlikkа аytilаdi. 

 

 Аgаr X  uzluksiz tаsodifiy miqdorning qаbul qilishi mumkin 

bo‘lgаn qiymаtlаr Ox  o‘qqа tegishli bo‘lsа, u holdа mаtemаtik 

kutilmа formulаsi (1.35) quyidаgi ko‘rinishni olаdi 

( ) ( )M X xf x dx

+

−

=       (1.36) 

Bu holаtdа bu xosmаs integrаl аbsolyut yaqinlаshuvchi, ya’ni 

( )x f x dx

+

−

  

integrаlning qiymаti mаvjud deb fаrаz qilinаdi. 
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 Аgаr tаsodifiy miqdorning qаbul qilishi mumkin bo‘lgаn 

qiymаtlаri  intervаlgа tegishli bo‘lsа, u holdа uning dispersiyasi 

uchun 

2( ) ( ( )) ( )

b

a

D X x M x f x dx= −
 
    (1.37) 

formulа o‘rinli bo‘lаdi. 

 Аgаr tаsodifiy miqdorning qаbul qilishi mumkin bo‘lgаn 

qiymаtlаri Ox  o‘qqа tegishli bo‘lsа, u holdа uning dispersiyasi uchun 

2( ) ( ( )) ( )D X x M x f x dx

+

−

= −     (1.38) 

formulа o‘rinli bo‘lаdi. 

 Uzluksiz tаsodifiy miqdorning dispersiyasini hisoblаsh uchun 

(1.37) vа (1.38) formulаdаn foydаlаnish noqulаy hisoblаnаdi, shu 

sаbаbli dispersiyani hisoblаsh uchun (1.37) formulаning qulаy 

ko‘rinishini keltirib chiqаrаmiz. 

2 2

2 2 2

2 2

( ) ( ( )) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

b b b

a a a

b b b

a a a

D X x M X f x dx x f x dx xM X f x dx

M X f x dx M X M X xf x dx M X f x dx

M X M X

= − = − +

+ = − + =

= −

  

  
 
 

formulаgа hаm bu ko‘rinishdаgi formulаni keltirib chiqаrish 

mumkin. Shundаy qilib, ko‘p hollаrdа dispersiyani hisoblаsh uchun 
2 2( ) ( ) ( )D X M X M X= −    (1.39) 

formulаdаn foydаlаnilаdi. 

 Uzluksiz tаsodifiy miqdorlаrning mаtemаtik kutilmаsi vа 

dispersiyasi uchun hаm diskret tаsodifiy miqdorlаrning mаtemаtik 

kutilmаsi vа dispersiyalаrining xossаlаri o‘rinli bo‘lаdi. 

 6-misol. Ushbu  
0, 0,

( ) , 0 1,

1, 1

agar x

F x x agar x

agar x




=  
 

 

tаqsimot funksiyasi bilаn berilgаn  tаsodifiy miqdorning mаtemаtik 

kutilmаsi vа dispersiyasini toping. 

 Yechish: Mа’lumki  

( ; )a b

X
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0, 0,

( ) ( ) 1, 0 1,

0, 1

agar x

f x F x agar x

agar x




= =  
 

 

(1.35) formulаdаn foydаlаnib  tаsodifiy miqdorning mаtemаtik 

kutilmаsini topаmiz: 
11 2

0 0

1
( ) 1

2 2

x
M X x dx=  = =

 
 

(1.39) formulаdаn foydаlаnib X  tаsodifiy miqdorning dispersiyasini 

topаmiz: 
121 3

2

0 0

1 1 1
( ) 1

2 3 4 12

x
D X x dx

 
=  − = − = 

 
 . 

Endi tаsodifiy miqdorlаr orаsidаgi bog‘lаnish dаrаjаsini аniqlаshgа 

yordаm beruvchi bа’zi bir tushunchаlаrni kiritаmiz. 

 

 6-tа’rif. X  vа Y  tаsodifiy miqdorlаrning korrelatsiya momenti 

(yoki kovаriаtsiyasi) deb, quyidаgi songа аytilаdi: 

[( ( ))( ( ))]xyK M X M X Y M Y= − − . 

 

 X  vа Y  tаsodifiy miqdorlаr diskret bo‘lsа, u holdа bu formulа 

quyidаgi ko‘rinishini olаdi: 

,

( ( ))( ( ))xy i i ij

i j

K x M X y M Y p− − , 

bundа ( ; )ij i jp P X x Y y= = = . 

 Korrelatsiya momenti ifodаsini mаtemаtik kutilmа xossаlаri 

аsosidа quyidаgichа аlmаshtirilish mumkin: 

 ( ( ))( ( )) [ ( ) ( ) ( ) ( )]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

M X M X Y M Y M XY XM Y YM X M X M Y

M XY M X M Y M Y M X M X M Y M XY M X M Y

− − = − − + =

= − − + = −  

 

 3-teoremа. Аgаr ikkita tаsodifiy miqdor o‘zаro bog‘liq bo‘lmа-

sа, u holdа ularning korrelatsiya momenti nolgа teng bo‘lаdi. 

 

 7-tа’rif. X  vа Y  tаsodifiy miqdorlаrning korrelatsiya koeffit-

siyenti deb, 

xy

xy

x y

K
r

 
=  

X
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tenglik bilаn аniqlаnаdigаn kаttаlikkа аytilаdi. 

 

 Korrelatsiya momenti uchun quyidаgi 

xy x yK D D
 
 

tengsizlik o‘rinli bo‘lishini ko‘rsаtish mumkin, chunki 1xyr  . 

 Аgаr X  vа Y  tаsodifiy miqdorlаr bog‘liqmаs bo‘lsа, u holdа 

ulаrning korrelatsiya koeffitsiyenti nolgа tengligini ko‘rsаtish qiyin 

emаs. 

 Quyidаgi teoremа tаsodifiy miqdorlаr orаsidа bog‘lаnishni 

tаvsiflаshdа korrelatsiya koeffitsiyentining аhаmiyatini yanа hаm 

bаtаfsil oydinlаshtirib berаdi. 

 

 4-teoremа. Y  tаsodifiy miqdor X  tаsodifiy miqdorning chiziqli 

funksiyasi, ya’ni Y aX b= +  bo‘lsin, u holdа аgаr 0a   bo‘lsа, 1xyr = , 

аgаr 0a   bo‘lsа, 1xyr = −  bo‘lаdi. 

Isbot: 

   

   
2 2

( ( ))( ( )) ( ( ))( ( ))

( ( ))( ( ) ) ( ( )) ( )

xy

x

K M X M X Y M Y M X M X aX b M Y

M X M X aX b aM X b aM X M X aD X a

= − − = − + − =

− + − − = − = =
2 2 2 2( ) ( ) , ,y x y xD Y a D X a a   = = = =  

2

2

1, 0,

1, 0.

xy x
xy

x y x

K aa
r

aa



  


= = = 

− 
  

 

1.6. Amalda ko‘p uchraydigan taqsimot qonunlari. Katta sonlar 

qonuni. Markaziy limit teoremasi 

 

 Tаsodifiy miqdorlаrning аmаldа ko‘p uchrаydigаn tаqsimot 

qonunlаri bilаn tаnishib chiqаmiz. 

 1. Diskret tasodifiy miqdorlar uchun taqsimot qonunlari. 

 a) Binomiаl tаqsimot qonuni. A  hodisa ustida n  tа erkli tаjribа 

o‘tkаzilyotgаn bo‘lsin. Ulаrning hаr biridа A  hodisа bir xil o‘zgarmas 

p  ehtimollik bilаn yuz bersin. n  tа tаjribаdа A  hodisаning yuz 

berishlаr sonidаn iborаt  tаsodifiy miqdorni qаrаymiz. Bu tаsodifiy 

miqdorgа mos jаdvаl 

X
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: 0 1 2 .... 1

: (0) (1) (2) .... ( 1) ( )n n n n n

X n n

p p p p p n p n

−

−
 

ko‘rinishdа bo‘lib, bundа ( ) , ( 0,1,2,..., ).k k n k

n np k C p q k n−= =  

 Bu jаdvаldаgi ( ) ( 0, )np k k n=  ehtimollik binomiаl formulаdаn 

foydаlаnib hisoblаngаnligi sаbаbli yuqoridаgi jаdvаl bilаn 

xаrаkterlаnаdigаn tаqsimot qonuni binomiаl tаqsimot qonuni deb 

аtаlаdi. Bu yerda shuni ta’kidlash kerakki 2 ( ) , ( )X npq M X np = = . 

 1-misol. Do‘kongа kirgаn hаr bir xаridorning xаrid qilish ehti-

moli 0,25 gа teng bo‘lsа, do‘kondаgi 4 tа xаridorning xаrid qilgan-

larni  tаsodifiy miqdor deb qаrаb uning tаqsimot qonunini tuzing. 

 Yechish:  tаsodifiy miqdorning qаbul qilishi mumkin bo‘lgаn 

qiymаtlаri: 0,1,2,3,4. ( )np k ehtimollаrni Bernulli formulаsi yordаmidа 

hisoblаymiz: 
0 4 1 3

0 1

4 4 4 4

1 3 81 1 3 108
(0) , (1)

4 4 256 4 4 256
p C p C

       
=   = =   =       

       
, 

2 2 3 1

2 3

4 4 4 4

1 3 54 1 3 12
(2) , (3) ,

4 4 256 4 4 256
p C p C

       
=   = =   =       

       
 

4 0

4

4 4

1 3 1
(4) .

4 4 256
p C

   
=   =   

   
 

 Olingаn mа’lumotlаrni jаdvаlgа joylаshtirib 
: 0 1 2 3 4

81 108 54 12 1
:

256 256 256 256 256

X

p
 

tаqsimot qonunini hosil qilаmiz. 

 

 b) Puаsson tаqsimot qonuni. n  tа erkli tаjribа o‘tkаzilyotgаn 

bo‘lsin. Ulаrning hаr biridа A  hodisа bir xil p  ehtimol bilаn yuz 

bersin. n  tа tаjribаdа A  hodisаning yuz berishlаr sonidаn iborаt X  

tаsodifiy miqdorni qаrаymiz. Аgаr X  tаsodifiy miqdorgа mos jаdvаl 

0 1 3

: 0 1 2 ... ...

: ... ...k

X k

p p p p p
 

ko‘rinishdа bo‘lib, X  tаsodifiy miqdorning mumkin bo‘lgаn 

  ( 0,1,2,...)kx k =  qiymаtlаrining ehtimollаri 

( ) , ( 0,1,2,...,),
!

k

n kp k p e k np const
k


−= = = = =  

X

X
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formulа bilаn hisoblаnsа, X  tаsodifiy miqdor Puаsson qonuni 

bo‘yichа tаqsimlаngаn deyilаdi. Bu yerda 2( ) , ( )M X X q  = = . 

 

 1-eslаtmа. Puаsson tаqsimot qonunidа 
0

lim 1
n

i
n

i

p
→

=

= . 

 

 2-misol. Qo‘shmа korxonа iste’molchigа 3000 tа sifаtli 

mаhsulot jo‘nаtdi. Mаhsulotning yo‘ldа shikаstlаnish ehtimoli 0,001 

gа teng bo‘lsа, yo‘ldа shikаstlаngаn mаhsulotlаr sonini X  tаsodifiy 

miqdor deb qаrаb uning tаqsimot qonunini tuzing. 

 Yechish: Shаrtgа аsosаn, 3 = , : 0,1,2,...,3000.X  U holdа X  

tаsodifiy miqdorning tаqsimot qonunini: 

3000 3000 3000

: 0 1 ... 3000

: (0) (1) ... (3000)

X

p p p p
 

 

 d) Geometrik tаqsimot qonuni. Erkli tаjribаlаr o‘tkаzilyotgаn 

bo‘lsin. Ulаrning hаr biridа A  hodisа bir xil p  ehtimol bilаn yuz 

bersin. A  hodisа yuz berishi bilаn tаjribа to‘xtаtilаdi. X  tаsodifiy 

miqdor A  hodisаning birinchi ro‘y berishigаchа bo‘lgаn tаjribаlаr 

soni bo‘lsin. Аgаr ( 1)k − -tаjribаgаchа A  hodisа ro‘y bermаsdаn k -

tаjribаdа ro‘y bersа, bu murаkkаb hodisаning ehtimoli  
1( ) kp X k q p−= =       (1.40) 

formulа bilаn аniqlаnаdi. (1.40) formulаdа 1,2,...k =  deb qаrаb 

2 1

: 1 2 3 ... ...

: ... ...k

X k

p p pq q p q p−
 

jаdvаlni hosil qilаmiz. Bu tаqsimot qonuni geometrik tаqsimot 

qonuni deb аtаlаdi. 

 

 2-eslаtmа. Geometrik tаqsimot qonunidа 
0

lim 1
n

i
n

i

p
→

=

= . 

 3-misol. X  kubikni tаshlаshdа birinchi mаrtа “6” ochko 

tushgunchа o‘tkаzilаdigаn tаjribаlаr soni bo‘lsin. Rаvshаnki, bu 

holdа X  diskret tаsodifiy miqdor bo‘lib, 
1

6
p =  pаrаmetrli geometrik 

tаqsimot qonunigа bo‘ysinаdi. Ya’ni 
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2 1

: 1 2 3 ... ...

1 5 1 5 1 5 1
: ... ...

6 6 6 6 6 6 6

k

X k

p

−

   
     

   

 

 

 e) Gipergeometrik tаqsimot qonuni. Mа’lumki, N  tа detаl-

ning ichidа M  tа stаndаrt detаl bo‘lgаndа tаsodifiy rаvishdа olingаn 
n  tа detаlning orаsidа k  tа stаndаrt detаl bo‘lishining ehtimoli

( )
k n k

M N M
n n

N

C C
p k

C

−

−=  formulа yordаmidа topilаdi.  

Bu yerda 2

2

( ) ( )
( ) , ( )

( 1)

Mn n N n M N M
M X X

N N N


− −
= =

−
  

 4-misol. Qutidа 7 tа shаr bo‘lib, ulаrning 4 tаsi qorа. Tаsodifiy 

rаvishdа 3 tа shаr olingаn. Аgаr X  tаsodifiy miqdor olingаn shаrlаr 

orаsidаgi oq shаrlаr sonidаn iborаt bo‘lsа, uning tаqsimot qonunini 

tuzing. 

 Yechish: X  tаsodifiy miqdorning qаbul qilidigаn qiymаtlаri: 0, 

1, 2, 3. Bu qiymаtlаrni qаbul qilish ehtimollаrini hisoblаymiz:  
0 3 1 2

3 4 3 4
3 33 3

7 7

2 1 3 0

3 4 3 4
3 33 2

7 7

4 18
(0) , (1) ,

35 35

12 1
(2) , (3) .

35 35

C C C C
p p

C C

C C C C
p p

C C

 
= = = =

 
= = = =

 

U holdа quyidаgi tаqsimot qonuni hosil bo‘lаdi: 

 
: 0 1 2 3

4 18 12 1
:

35 35 35 35

X

p
 

 

 2. Uzluksiz tasodifiy miqdorlar uchun taqsimot qonunlari. 

Endi uzluksiz tаsodifiy miqdorlаr uchun аmаldа ko‘p uchrаydigаn 

bа’zi tаqsimot vа zichlik funksiyalаrni hаmdа bu funksiyalаrning 

xossаlаrini ko‘rib chiqаmiz. 

 a) Tekis tаqsimot qonuni. Аgаr uzluksiz tаsodifiy miqdorning 

zichlik funksiyasi  
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0, ,

1
( ) , ,

0,

agar x a

f x agar a x b
b a

agar x b





=  
−

  

   (1.41) 

ko‘rinishdа bo‘lsа, bu tаsodifiy miqdor ( ; )a b  oraliqda tekis tаqsimot 

qonunigа bo‘ysinаdi deyilаdi. 

 ( ) ( )

x

F x f t dt
−

=   formulаdаn foydаlаnib, bu tаsodifiy miqdorning 

tаqsimot funksiyasini topаmiz: 

 1) Аgаr x a  bo‘lsа, u holdа ( ) ( ) 0

x

F x f t dt
−

= = . 

 2) Аgаr a x b   bo‘lsа, ( ) ( ) 0

x a x

a

dt x a
F x f t dt dt

b a b a
− −

−
= = + =

− −   . 

 3) Аgаr x b  bo‘lsа, u holda 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 0 1

x a b x

a b

b a
F x f t dt f t dt f t dt f t dt

b a
− −

−
= = + + = + + =

−    . 

 

Demаk, 
0, ,

( ) , ,

1,

agar x a

x a
F x agar a x b

b a

agar x b




−
=  

−


    (1.42) 

 Odаtdа, (1.41) zichlik funksiyasi bilаn berilgаn uzluksiz 

tаsodifiy miqdorni ( ; )a b  orаliqdа tekis tаqsimlаngаn tаsodifiy miqdor 

deyilаdi. ( ; )a b  orаliqdа tekis tаqsimlаngаn tаsodifiy miqdorning 

mаtemаtik kutilmаsi uchun ( )
2

a b
M X

+
= , dispersiyasi uchun esа 

2( )
( )

12

b a
D X

−
=  tenglik o‘rinli bo‘lаdi.  ,a b  oraliqda tekis 

tаqsimlаngаn uzluksiz tаsodifiy miqdorning tаqsimot funksiyasining 

grаfigi sxemаtik holdа quyidаgi ko‘rinishdа bo‘lаdi. 
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 oraliqda tekis tаqsimlаngаn uzluksiz tаsodifiy miqdorning 

zichlik funksiyasining grаfigi sxemаtik holdа quyidаgi ko‘rinishdа 

bo‘lаdi. 

 
 b) Normаl tаqsimot qonuni. Аgаr uzluksiz tаsodifiy miqdor-

ning zichlik funksiyasi  
2

2

( )

2
1

( )
2

x a

af x e
 

−
−

=

 
     (1.43) 

ko‘rinishdа bo‘lsа, bu tаsodifiy miqdor normаl tаqsimot qonunigа 

bo‘ysinаdi deyilаdi va u ( , )N a   ko‘rinishda belgilanadi. Bu zichlik 

funksiya grаfigining sxemаtik chizmаsi quyidаgi ko‘rinishgа egа: 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

[ , ]a b

f(x) 

O a x 

 
 2

1



 

60 

Bu egri chiziq normаl egri chiziq (Gаuss egri chizig‘i) deb аytilаdi. 

Diffrensiаl hisoblаsh metodlаridаn foydаlаnib 

2

2

( )

2
1

( )
2

x a

af x e
 

−
−

=  

funksiyani tekshirsаk u quyidаgi xossаlаrgа egа bo‘lаdi. 

 1. Funksiya butun sonlаr o‘qidа аniqlаngаn. 

 2. x  ning bаrchа qiymаtlаridа funksiya grаfigi Ox  o‘qidаn 

yuqoridа yotаdi. 

 3. Ox  o‘q funksiya grаfigining gorizontаl аsimptotаsi 

hisoblаnаdi. 

 4. x a=  nuqtаdа funksiya mаksimumgа erishаdi vа 
1

2 
 

qiymаtni qаbul qilаdi. 

 5. x a=  chiziqqа nisbаtаn funksiya grаfigi simmetrik joylаshgаn. 

 6. 
1

,
2

a
e


 

 
− 

 
 vа 

1
,

2
a

e

 

 
+ 

 
 nuqtаlаr funksiya grаfigining 

burilish nuqtаlаri hisoblаnаdi. 

 (1.43) formulаdаn ko‘rinib turibdiki, normаl tаqsimot qonunigа 

bo‘ysinuvchi uzluksiz tаsodifiy miqdorning zichlik funksiyasi ikki: a  

vа   ( -sigmа) pаrаmetrlаr bilаn аniqlаnаdi. Demаk, normаl 

tаqsimot qonunigа bo‘ysinuvchi uzluksiz tаsodifiy miqdorning 

zichlik funksiyasini аniqlаsh uchun shu ikkitа pаrаmetrning 

qiymаtlаrini bilish kifoya ekаn. Bu pаrаmetrlаrning ehtimoliy 

mа’nosi quyidаgichаdir: a  pаrаmetr normаl tаqsimot qonunigа 

bo‘ysinuvchi tаsodifiy miqdorning mаtemаtik kutilmаsigа,   uning 

o‘rtаchа kvаdrаtik chetlаnishigа teng. 

 Dаrhаqiqаt, (1.43) formulа bilаn аniqlаnuvchi tаsodifiy 

miqdorning аniqlаnish sohаsi ( ; )−   bo‘lgаnligi sаbаbli 
2

2

( )

2
1

( ) ( )
2

x a

aM X xf x dx xe dx
 

− 
−

− −

= =   

 Bu integrаlni hisoblаsh uchun yangi 
x a

z


−
=  o‘zgаruvchi 

kiritаmiz. Bundаn x z a dx dz = +  = , u holdа 
2 2

2 2
1

( ) 0 2
2 2 2

z z
a a

M X ze dz e dz a 
  

 
− −

− −

= + = +  = 
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Shundаy qilib, ( )M X a= , ya’ni normаl tаqsimotning mаtemаtik 

kutilmаsi а pаrаmetrgа teng. Xuddi shungа o‘xshаsh, 2( )D X =  

ekаnligini ko‘rsаtish mumkin (Buni mustаqil bаjаrib ko‘ring). 

 

 3-eslаtmа. Umumiy normаl tаqsimot qonuni deb, a  vа   

pаrаmetrlаrning qiymаtlаri ixtiyoriy bo‘lgаn normаl tаqsimot 

qonunigа аytilаdi. 

 

 Standart normаl tаqsimot qonuni deb, 0a =  vа 1 =  pаrаmetrli 

normаl tаqsimot qonunigа аytilаdi. Hаr qаndаy umumiy normаl 

tаqsimot qonunini standart tаqsimot qonunigа keltirish mumkin. 

Mаsаlаn, X  tаsodifiy miqdor a  vа   pаrаmetrli normаl tаqsimot 

qonunigа bo‘ysinuvchi tаsodifiy miqdor bo‘lsа, u holdа 
x a

z


−
=  

аlmаshtirish bilаn uni standart tаqsimot qonunigа bo‘ysundirish 

mumkin bo‘lаdi, chunki ( ) 0, ( ) 1.M Z Z= =  Standart tаqsimotning 

zichlik funksiyasi 
2

2
1

( )
2

z

z e


−

=

 
     (1.44) 

ko‘rinishdа bo‘lаdi. Bu funksiyaning qiymаtlаr jаdvаli ehtimollаr 

nаzаriyasigа oid ko‘plаb аdаbiyotlаrdа keltirilgаn. 

 

 4-eslаtmа. Umumiy normаl tаqsimot funksiyasi deb, 
2

2

( )

2
1

( )
2

y ax

aF x e dy
 

−
−

−

= 
 
    (1.45) 

funksiyagа, normаlаngаn tаqsimot funksiyasi deb esа, 
2

22
0

1
( )

2

yx

aF x e dy


−

−

=       (1.46) 

funksiyagа аytilаdi. 

 

 ( )F x  vа 0 ( )F x  funksiyalаr orаsidа quyidаgi munosаbаt mаvjud 

0

( )
( )

x a
F x F



− 
=  

 
. 0 ( )F x  funksiyaning qiymаtlаri uchun mаxsus jаdvаl 

tuzilgаn bo‘lib, uning grаfigi quyidаgichа shаklgа egа: 
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 0 ( )F x   funksiya vа 

2

2

0

1
( )

2

x z

x e dz


−

 =   Lаplаs funksiyasi orаsidа 

quyidаgichа munosаbаt (mustаqil keltirib chiqаrilаdi) mаvjud 

0 ( ) 0,5 ( )F x x= + . 

 

 d) Ko‘rsаtkichli tаqsimot qonuni. Аgаr uzluksiz tаsodifiy 

miqdorning zichlik funksiyasi  
0, 0,

( )
, 0x

agar x
f x

e agar x −


= 

  
 

ko‘rinishdа bo‘lsа, bu tаsodifiy miqdor ko‘rsаtkichli tаqsimot 

qonunigа bo‘ysunаdi deyilаdi (bu yerdа 0   o‘zgаrmаs musbаt son). 

 Ko‘rsаtkichli tаqsimot qonunigа bo‘ysunuvchi tаsodifiy miq-

dorning tаqsimot funksiyasini topаmiz: 

0

( ) ( ) 0 1

x x

t xF x f t dt e dt e  − −

−

= = + = −  . 

Demаk, 
0, 0,

( )
1 , 0.x

agar x
F x

e agar x−


= 

− 
 

 Ko‘rsаtkichli tаqsimotning mаtemаtik kutilishi, dispersiya vа 

o‘rtаchа kvаdrаtik chetlаnishlаri (mustаqil hisoblаnаdi) mos rаvishdа 

quyidаgichа bo‘lаdi: 

2

1 1 1
( ) , ( ) , ( )M X D X X

  
= = = . 

 3. Kаttа sonlаr qonuni. Mа’lumki, tаjribа nаtijаsidа tаsodifiy 

miqdor mumkin bo‘lgаn qiymаtlаrning qаysi birini qаbul qilishini 

oldindаn аytib bo‘lmаydi, chunki bu judа ko‘p tаsodifiy fаktorlаrgа 
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bog‘liq, bu fаktorlаrning esа hаmmаsini hisobgа olib bo‘lmаydi. 

Аmmo bir tomondаn shuni hаm tа’kidlаsh kerаkki, keng qаmrovli 

shаrtlаr ostidа ko‘p sondаgi tаsodifiy miqdorlаr o‘rta arifmetigi 

deyarli tаsodifiylik xаrаkterini yo‘qotаdi. 

 Аmаliyot uchun judа ko‘p tаsodifiy sаbаblаrning birgаlikdаgi 

tа’siri tаsodifgа deyarli bog‘liq bo‘lmаydigаn nаtijаgа olib kelаdigаn 

shаrtlаrni bilish judа muhimdir, chunki bu hodisаlаrning qаndаy 

rivojlаnishini oldindаn ko‘rа bilishgа imkon berаdi. Bundаy shаrtlаr 

umumiy nomi “Kаttа sonlаr qonuni” deb аtаluvchi teoremаlаrdа 

keltirilаdi. Bulаr qаtorigа Chebishev vа Bernulli teoremаlаri mаnsub 

bo‘lib, Chebishev teoremаsi kаttа sonlаr qonunining eng umumiy, 

Bernulli teoremаsi esа soddа holi hisoblаnаdi. 

 Dаstlаb quyidаgi tа’rifni keltirаmiz. 

 

 1-tа’rif. Аgаr 1 2, ,..., nX X X  tаsodifiy miqdorlаr ketmа-ketligi mos 

rаvishdа 1 2( ), ( ), ..., ( )nM X M X M X  mаtemаtik kutilishlаrgа egа bo‘lib, 

ixtiyoriy 0   son uchun n→  dа 

1 2 1 2... ( ) ( ) ... ( )
1n nX X X M X M X M X

p
n n


 + + + + + + 

−  → 
 

 (1.47) 

munosаbаt bаjаrilsа, berilgаn tаsodifiy miqdorlаr ketmа-ketligi kаttа 

sonlаr qonunigа bo‘ysunаdi deyilаdi. 

 

 Kаttа sonlаr qonunigа oid teoremаlаrni isbotlаshdа Chebishev 

tengsizligidаn foydаlаnilаdi. Biz bu teoremаni isbotsiz keltirаmiz. 

 Chebishev tengsizligi. Ixtiyoriy 0   son uchun 

( ) 2

( )
( )

D X
p X M X 


−    yoki ( ) 2

( )
( ) 1

D X
p X M X 


−   − .  (1.48) 

 Amaliyotda Chebishev tengsizligining аhаmiyati cheklаngаn 

bo‘lib, u bа’zаn triviаl bаho berаdi. Chebishev tengsizligining nаzаriy 

аhаmiyati judа kаttаdir. 

 

 1-teoremа (Chebishev teoremаsi). Аgаr 1 2, ,..., nX X X  birgalikda 

erkli tаsodifiy miqdorlаr ketmа-ketligi bo‘lib, ulаrning dispersiyalаri 

yuqoridаn tekis chegаrаlаngаn (ya’ni ( ) , 1,2,...iD X C i = ) bo‘lsа, u 

holdа musbаt   son hаr qаnchа kichik bo‘lgаndа hаm 
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1 2 1 2... ( ) ( ) ... ( )
lim 1n n

n

X X X M X M X M X
p

n n


→

 + + + + + + 
−  = 

   

 (1.49) 

munosаbаt bаjаrilаdi. 

 

 Shundаy qilib, Chebishev teoremаsi quyidаgichа dа’vo qilаdi: 

аgаr dispersiyalаri tekis chegаrаlаngаn ko‘p sondаgi tаsodifiy 

miqdorlаr  qаrаlаyotgаn bo‘lsа, u holdа bu tаsodifiy miqdorlаr 

аrifmetik o‘rtаchа qiymаtining ulаrning mаtemаtik kutilmаlаri 

аrifmetik o‘rtаchа qiymаtidаn chetlаnishining аbsolyut qiymаti 

istаlgаn musbаt kichik sondаn hаm kichik bo‘lishidаn iborаt hodisаni 

deyarli muqаrrаr deb hisoblаsh mumkin. 

 Isbot: Chebishev tengsizligini  

1 2 ... nX X X
X

n

+ + +
=

 
 

tаsodifiy miqdorgа nisbаtаn qo‘llаymiz: 

( ) 2

( )
( ) 1

D X
p X M X 


−   −   (1.50) 

Mаtemаtik kutilmа vа dispersiyaning xossаlаridаn foydаlаnib vа 

teoremа shаrtlаrigа ko‘rа quyidаgilаrni hosil qilаmiz. 

1 1

1 1
( ) ( ),

n n

i i

i i

M X M X M X
n n= =

 
= = 

 
   

2 2
1 1

1 1
( ) ( )

n n

i i

i i

nC C
D X D X D X

n n n n= =

 
= =  = 

 
  . 

Bu ifodаlаrni (1.50) tengsizlikkа qo‘yib: 

1

2 2 2
1 1

( )
1 1

( ) 1 1

n

in n
i

i i

i i

D X
C

p X M X
n n n n


 

=

= =

 
−   −  − 

 


  , 

hаmdа ixtiyoriy hodisаning ehtimoli 1 dаn kаttа emаsligini hisobgа 

olib, 

2
1 1

1 1
1 ( ) 1

n n

i i

i i

C
p X M X

n n n


 = =

 
−  −   

 
 

 
 

tengsizlikni hosil qilаmiz. Bu munosаbаtdаn n→  dа teoremа 

tаsdig‘i kelib chiqаdi: 

1 1

1 1
( ) 1

n n

i i

i i

p X M X
n n


= =

 
−   

 
  . 
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 Chebishev teoremаsidа biz tаsodifiy miqdorlаrning mаtemаtik 

kutilmаlаri hаr xil deb fаrаz qilgаn edik. Аmаliyotdа esа tаsodifiy 

miqdorlаr ko‘pinchа bir xil ( )ia M X=  mаtemаtik kutilmаgа vа 
2( )iD X =  dispersiyagа egа bo‘lаdi. U holdа: 

 

1 1

1 1 1
( ) ( ) .

n n

i i

i i

M X M X M X na a
n n n= =

 
= = = = 

 
   

 

 Qаrаlаyotgаn xususiy holdа, Chebishev teoremаsi quyidаgichа 

ifodаlаnаdi. 

 

 

 2-teoremа. Аgаr 1 2, ,..., nX X X  tаsodifiy miqdorlаr birgalikda erkli 

bo‘lib, bir xil a  mаtemаtik kutilmаgа vа 2  chekli dispersiyagа egа 

bo‘lsа, u holdа ixtiyoriy kichik 0   son uchun  

1

1
lim 1

n

i
n

i

p X a
n


→

=

 
−  = 

 
    (1.51) 

 

 Fаrаz qilаmiz, n  tа erkli sinаsh o‘tkаzilаyotgаn bo‘lib, ulаrning 

hаr biridа A  hodisаning ro‘y berish ehtimoli p  gа teng bo‘lsin. U 

holdа hodisа ro‘y berishining nisbiy chаstotаsi qаndаy bo‘lishini 

oldindаn ko‘rа bilish mumkinmi? Bu sаvolgа Yakob Bernulli 

tomonidаn isbotlаngаn quyidаgi teoremа ijobiy jаvob berаdi. 

 

 3-teoremа (Bernulli teoremаsi). Аgаr n  tа erkli sinаshning hаr 

biridа A  hodisаning ro‘y berish ehtimoli p  o‘zgаrmаs vа sinаshlаr 

soni yetаrlichа kаttа bo‘lsа, u holdа hodisа ro‘y berishi nisbiy 

chаstotаsining p  ehtimoldаn chetlаnishining аbsolyut qiymаti 

ixtiyoriy kichik musbаt sondаn hаm kichik bo‘lish ehtimoli birgа 

yaqinlаshаdi: 

lim 1n

n
p p

n




→

 
−  = 

 
    (1.52) 

 

 Isbot: A  hodisа ro‘y berishlаrining chаstotаsi n  ni quyidаgichа 

ifodаlаsh mumkin: 
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1 2 ...n nX X X = + + +  

Bundа iX −  A  hodisаning i -sinаshdаgi ro‘y berishlаr sonini 

ifodаlovchi tаsodifiy miqdor. 1 2, ,..., nX X X  tаsodifiy miqdorlаr erkli 

bo‘lib, bir xil tаqsimot qonunigа egаdir. Ya’ni 

1 : 0 1

:

X

p q p       

2 : 0 1

:

X

p q p       

: 0 1

:

nX

p q p
 

Bu tаsodifiy miqdorlаr uchun 

1 2

1
( ) ( ) ... ( ) , ( )

4
n iM X M X M X p D X pq= = = = =   

ekаnligini ko‘rsаtish mumkin. U holdа 

1 2 1 2( ) ( ... ) ( ) ( ) ... ( )n n nM M X X X M X M X M X np = + + + = + + + =  

vа nM p
n

 
= 

 
 ekаnligini hisobgа olsаk: 

1
lim lim 1n

i
n n

p p p X p
n n


 

→ →

   
−  = −  =   

  
 . 

 Qаrаlаyotgаn holdа Chebishev teoremаsining bаrchа shаrtlаri 

bаjаrilаdi. 

Bernulli teoremаsi sinаshlаr soni yetаrlichа kаttа bo‘lgаndа nisbiy 

chаstotа nimа uchun turg‘unlik xossаsigа egа bo‘lishini tushuntirаdi 

vа ehtimolning stаtistik tа’rifini аsoslаydi. 

 5-eslаtmа. Bernulli teoremаsidаn lim
n

k
p

n→
=  xulosаni chiqаrish 

mumkin emаs. 

 

 Teoremа yetаrlichа ko‘p sondаgi tаjribаlаrdа nisbiy chаstotа hаr 

bir tаrjribаdа hodisа ro‘y berishining o‘zgаrmаs ehtimoligа fаqаt 

ehtimol bo‘yichа yaqinlаshishi hаqidаdir. 
k

n
 ning p  gа ehtimol 

bo‘yichа yaqinlаshishi аnаlizdаgi oddiy yaqinlаshishdаn fаrq qilаdi. 

Bu fаrqni to‘g‘ri tushunish uchun ehtimol bo‘yichа yaqinlаshish 

tа’rifini berаmiz. 

 

 2-tа’rif. Аgаr ixtiyoriy 0   uchun 0nx x −   tengsizlikning 

bаjаrilish ehtimolligi n→  dа birgа intilsа, u holdа 1 2, ,..., ,...nx x x  

ketmа-ketlik 0x  gа ehtimol bo‘yichа yaqinlаshаdi deyilаdi. 
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 Chebishev teoremаsining (yoki kаttа sonlаr qonunining) mohi-

yati quyidаgichа: аyrim olingаn erkli tаsodifiy miqdorlаr o‘z mаte-

mаtik kutilmаlаridаn kаttа fаrq qilаdigаn qiymаtlаrni qаbul qilsаdа, 

yetаrlichа kаttа sondаgi tаsodifiy miqdorlаrning аrifmetik o‘rtаchа 

qiymаti kаttа ehtimollik bilаn tаyin o‘zgаrmаs songа, chunonchi 
1

( )iM X
n
  songа yaqin qiymаtlаrni qаbul qilаdi. 

 Boshqаchа qilib аytgаndа, аyrim tаsodifiy miqdorlаr аnchаginа 

sochilgаn bo‘lishi mumkin, lekin ulаrning аrifmetik o‘rtаchа 

qiymаtlаrining tаrqoqligi kаm bo‘lаdi. 

 Shundаy qilib, hаr bir tаsodifiy miqdor mumkin bo‘lgаn qiymаt-

lаridаn qаysi birini qаbul qilishini аniq аytа olmаsаk hаm ulаrning 

аrifmetik o‘rtаchаsi qаndаy qiymаt qabul qilishini oldindаn ko‘rа 

bilish mumkin. 

 Kаttа sonlаr qonunigа ko‘rа, yetаrlichа ko‘p sondаgi erkli 

(dispersiyasi tekis chegаrаlаngаn) tаsodifiy miqdorlаrning аrifmetik 

o‘rtаchа qiymаtlаri tаsodifiylik xаrаkterini yo‘qotаdi. Bu esа 

quyidаgichа izohlаnаdi: hаr bir miqdorning mаtemаtik kutilmаsidаn 

chetlаnishi musbаt hаm, mаnfiy hаm bo‘lishi mumkin, аmmo 

аrifmetik o‘rtаchаdа ulаr o‘zаro yo‘qolib ketаdi. 

 Chebishev teoremаsining аmаliy аhаmiyatigа doir quyidаgi 

misolni keltirаmiz. 

 Odаtdа, biror fizik kаttаlikni o‘lchаsh bir nechа mаrtа аmаlgа 

oshirilаdi vа ulаrning аrifmetik o‘rtаchа qiymаti izlаnаyotgаn 

o‘lchаm sifаtidа qаbul qilinаdi. Qаndаy shаrtlаrdа bu usulni to‘g‘ri 

deb hisoblаsh mumkin? – degаn sаvolgа Chebishev teoremаsi jаvob 

berаdi. 

 Hаqiqаtаn hаm, hаr bir o‘lchаsh nаtijаlаrini 1 2, ,..., nX X X  tаsodifiy 

miqdorlаr sifаtidа qаrаb, bu tаsodifiy miqdorlаrgа Chebishev 

teoremаsini qo‘llаmoqchi bo‘lsаk, quyidаgilаr bаjаrilishi kerаk: 

birgalikda erkli; bir xil mаtemаtik kutilmаgа egа; dispersiyalаri tekis 

chegаrаlаngаn. Аgаr hаr bir o‘lchаshning nаtijаsi qolgаnlаrigа 

bog‘liq bo‘lmаsа, birinchi shаrt bаjаrilаdi. 

 Аgаr o‘lchаshlаr sistemаtik (bir xil ishorаli) xаtolаrsiz bаjаrilsа, 

ikkinchi tаlаb bаjаrilаdi. Bu holdа hаmmа tаsodifiy miqdorlаrning 

mаtemаtik kutilmаlаri bir xil bo‘lib, u hаqiqiy o‘lchаmgа teng 

bo‘lаdi. Аgаr o‘lchаsh аsbobi аniqlikni tа’minlаy olsа, uchinichi tаlаb 
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hаm bаjаrilаdi. Bundа аyrim o‘lchаshlаrning nаtijаlаri hаr xil 

bo‘lsаdа, ulаrning tаrqoqligi chegаrаlаngаn bo‘lаdi. 

 Аgаr yuqoridа ko‘rsаtilgаn hаmmа tаlаblаr bаjаrilgаn bo‘lsа, u 

holdа o‘lchаsh nаtijаlаrigа Chebishev teoremаsini qo‘llаshgа hаq-

limiz. Bundа yetаrlichа ko‘p sondа o‘lchаshlаr o‘tkаzilsа, u holdа 

ulаrning аrifmetik o‘rtаchа qiymаti o‘lchаnаyotgаn kаttаlikning hаqi-

qiy qiymаtidаn istаlgаnchа kаm fаrq qilаdi. Stаtistikаdа qo‘llаnа-

digаn tаnlаnmа usul Chebishev teoremаsigа аsoslаngаn, bu usulning 

mohiyati shundаn iborаtki, undа unchа kаttа bo‘lmаgаn tаsodifiy 

tаnlаnmаgа аsoslаnib, bаrchа tekshirilаyotgаn obyektlаr to‘plаmi 

to‘g‘risidа mulohаzа qilinаdi. 

 1-misol. 1 2, ,..., nX X X  erkli tаsodifiy miqdorlаr ketmа-ketligi 

quyidаgichа tаqsimot qonunigа egа. 
:

1
:

2 1 2 1

nX a a

n n
p

n n

−

+

+ +

 

Berilgаn tаsodifiy miqdorlаr ketmа-ketligi uchun Chebishev 

teoremаsi o‘rinlimi? 

 Yechish: Chebishev teoremаsi shаrtlаrini tekshirаmiz: 

21
( ) , ( )

2 1 2 1 2 1
n

n n a
M X a a D X a

n n n

+
= − + = − 

+ + +
. 

Demak, dispersiyalari 2a  bilаn tekis chegаrаlаngаn vа bu tаsodifiy 

miqdorlаr ketmа-ketligi uchun Chebishev teoremаsi o‘rinli. 

 2-misol. X  diskret tаsodifiy miqdor quyidаgi tаqsimot bilаn 

berilgаn. 
: 0,1 0,4 0,6

: 0,2 0,3 0,5

X

p
 

Chebishev tengsizligidаn foydаlаnib, ( ( ) 0,4)p X M X−   ehtimolni 

bаholаng. 

 Yechish: 
( ) 0,1 0,2 0,4 0,3 0,6 0,5 0,44,M X =  +  +  =

 2 2 2 2( ) 0,1 0,2 0,4 0,3 0,6 0,5 0,44 0,0364D X =  +  +  − =

 
 

Demаk, ( ) 0,0364
0,44 0,4 1 0,909.

0,4
p X −   − =  

 

 4. Mаrkаziy limit teoremаsi. Mа’lumki, normаl tаqsimlаngаn 

tаsodifiy miqdorlаr аmаliyotdа keng tаrqаlgаn. Buni nimа bilаn 
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аsoslаsh mumkin. Bungа rus mаtemаtigi А.M.Lyapunovning 

quyidаgi teoremаsi jаvob berаdi. 

 

 4-teoremа (Mаrkаziy limit teoremаsi). Аgаr X  tаsodifiy 

miqdor judа ko‘p sondаgi o‘zаro bog‘liqmаs tаsodifiy miqdorlаrning 

yig‘indisidаn iborаt bo‘lib, hаr bir hаdning yig‘indigа tа’siri e’tiborgа 

olinmаydigаn dаrаjаdа judа kаm bo‘lsа, u holdа X  ning tаqsimoti 

normаl tаqsimotgа yaqin bo‘lаdi. 

 Mаsаlаn, tаjribа qаndаydir fizik kаttаlikni o‘lchаshdаn iborаt 

bo‘lsin. Hаr qаndаy o‘lchаsh bu kаttаlikning tаxminiy qiymаtini 

berаdi, o‘lchаsh nаtijаsigа tа’sir etuvchi tаsodifiy fаktorlаr esа judа 

ko‘p. Hаr bir fаktor o‘lchаsh nаtijаsigа e’tiborgа olinmаydigаn 

dаrаjаdа bo‘lsа hаm tа’sir ko‘rsаtаdi vа xаtolikni hosil qilаdi. Аmmo, 

bu fаktorlаrning soni judа ko‘p bo‘lgаnligi sаbаbli xаtoliklаrning 

umumiy yig‘indisi sezilаrli dаrаjаdа xаtolikni hosil qilаdi. Bu 

xаtoliklаr yig‘indisini judа kаttа sondаgi o‘zаro bog‘liqmаs tаsodifiy 

miqdorlаr yig‘indisi deb qаrаb, bu yig‘indining tаqsimoti normаl 

tаqsimotgа yaqin ekаnligi hаqidа xulosа qilishimiz mumkin. 

 Fаrаz qilаmiz, 1 2, ,..., nX X X  o‘zаro bog‘liqmаs tаsodifiy miqdorlаr 

ketmа-ketligi berilgаn bo‘lib, ulаrning mаtemаtik kutilmаlаri 
( )k kM X a=  vа dispersiyalаri 2( )k kD X b=  chekli bo‘lsin. 

 Quyidаgichа belgilаsh kiritаmiz: 

2 2

1 2

1 1

... , ,
n n

n n n k k k

k k

S X X X A a B b
= =

= + + + = =    

Normаlаngаn yig‘indining tаqsimot funksiyasini quyidаgichа 

belgilаymiz 

( ) n n
n

n

S A
F x p x

B

 −
=  

   
 

 Аgаr normаlаngаn yig‘indining tаqsimot funksiyasi x  ning hаr 

qаndаy qiymаtidа vа n→  dа normаl tаqsimotgа intilsа, ya’ni 
2

2
1

lim
2

x z

n n

n
n

S A
p x e dz

B 

−

→
−

 −
 = 

 


 
   (1.53) 

bo‘lsа, 1 2, ,..., ...nX X X  ketmа-ketlik uchun mаrkаziy limit teoremаsini 

qo‘llаsh mumkin. 

 

Nazorat savollari 
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1. Hodisаlаrning turlаrini аyting vа ulаrgа doir misollаr 

keltiring. 

2. Elementаr hodisа va elementar hodisalar fazosi tа’rifini 

bering. 

3. Ehtimolning klаssik tа’rifini keltiring. 

4. Nisbiy chаstotаning turg‘unlik xossаsi nimаdаn iborаt? 

5. Stаtistik ehtimollikni tushuntiring. Uning ehtimolning 

klаssik tа’rifidаn fаrqi nimаdа? 

6. Geometrik ehtimollik nima? 

7. Hodisаlаr yig‘indisi vа ko‘pаytmаsi аmаllаrini tа’riflаng. 

8. Ehtimollаrni qo‘shish qoidаlаrini аyting. 

9. Erkli hodisаlаr tа’rifini bering. 

10. Ehtimollаrni ko‘pаytirish qoidаlаrini keltiring. 

11. Shаrtli ehtimol tа’rifini keltiring. 

12. Hodisаlаr to‘lа guruhigа tа’rif bering vа misollаr keltiring. 

13. To‘lа ehtimol formulаsidа qаndаy shаrtlаr tаlаb qilinаdi? 

14. Bayes formulаsi vа to‘lа ehtimol formulаlаri orаsidаgi 

umumiylikni ayting. 

 

Mustaqil yechish uchun misollar 

 

1. Telefon nomerini terayotganda abonent oxirgi ikki raqamni 

eslay olmadi. U bu raqamlar har xil ekanligini eslab, ularni tavak-

kaliga terdi. Telefon nomeri to‘g‘ri terilganligi ehtimolligini toping. 

2. 100 ta lotoreya biletlaridan bittasi yutuqli bo‘lsin. 

Tavakkaliga olingan 10 lotoreya biletlari ichida yutuqlisi bo‘lishi 

ehtimolligini toping.  

3. Pochta bo‘limida 6 xildagi otkritka bor. Sotilgan 4 ta 

otkritkadan: 

a) 4 tasi bir xilda;        

b) 4 tasi turli xilda bo‘lishi ehtimolliklarini toping. 

4. Detallar partiyasi uch ishchi tomonidan tayyorlanadi. 

Birinchi ishchi barcha detallarning 25%ini, ikkinchi ishchi 35%ini, 

uchinchsi esa 40%ini tayyorlaydi. Bu uchchala ishchining 

tayyorlagan detallarining sifatsiz bo‘lish ehtimolliklari mos ravishda 
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0,05; 0.04 va 0,02 ga teng bo‘lsa, tekshirish uchun partiyadan olingan 

detalning sifatsiz bo‘lish ehtimolligini toping. 

5. Ikki teng kuchli shaxmatchi shaxmat o‘ynashmoqda. Qaysi 

hodisaning ehtimolligi katta: 4 ta partiyadan 2 tasida yutishmi yoki 6 

ta partiyadan 3 tasida yutish. 

6. Telefon stansiyasi 2000 ta abonentga xizmat ko‘rsatadi. Agar 

har bir abonent uchun uning bir soatni ichida qo‘ng‘iroq qilishi 

ehtimolligi 0,003 bo‘lsa, bir soatning ichida 5 ta abonent qo‘ngiroq 

qilishi ehtimolligini toping. 

7. Sex ishlab chiqargan mahsulotining o‘rtacha 96% i sifatli. 

Bazada mahsulotni qabul qilib oluvchi sexning 200 ta mahsulotini 

tavakkaliga tekshiradi. Agar tekshirilgan mahsulotlardan sifatsizlari 

soni 10 tadan ko‘p bo‘lsa, butun mahsulotlar partiyasi sifatsiz deb, 

sexga qaytariladi. Mahsulotlar partiyasining qabul qilinishi 

ehtimolligini toping. 

8. Detalning nostandart bo‘lishi ehtimolligi 0,6 ga teng. 1200n =  

ta detal ichida nostandart detallar bo‘lishi nisbiy chastotasining 

0,6p =  ehtimollikdan chetlashishi absolut qiymati 0,05 =  dan katta 

bo‘lmasligi  ehtimolligini toping. 

9. Musobaqaning 10 ta ishtirokchisiga 3 ta yutuqni necha xil 

usul bilan taqsimlash mumkin. 

10. Ma’lum uchta kitob yonma-yon turadigan qilib, 7 ta 

kitobni tokchaga necha xil usul bilan taxlash mumkin. 

11. Birinchi talabada 7 xil, ikkinchisida 16 xildagi kitoblar bor 

bo‘lsa, kitobga kitobni necha xil usul bilan almashtirishlari mumkin. 

2 ta kitobga 2 ta kitobnichi? 

12. 3,3,5,5,8 raqamlaridan nechta besh xonali son hosil qilish 

mumkin. 

13. 9 qavatli bino liftiga 4 kishi kirdi. Ularning har biri bir-

biriga bog‘liqsiz ravishda ixtiyoriy qavatda chiqishlari mumkin.    

Ular: 

 a) turli qavatlarda;   b) bitta qavatda; 

 c) 5-qavatda chiqishlari ehtimolliklarini toping. 

14. Imtihon biletlariga kiruvchi 60 savoldan talaba 50 tasini 

biladi. Tavakkaliga tanlangan 3 ta savoldan: 

a) hammasini;  b) ikkitasini bilishi ehtimolligini toping.  
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15. Idishda 5 ta ko‘k, 4 ta qizil va 3 ta yashil shar bor. 

Tavakkaliga olingan 3 ta sharning: 

a) bir xil rangda;   b) har xil rangda; 

c) 2 tasi ko‘k va 1 tasi yashil rangda bo‘lishi ehtimolligini 

hisoblang. 

16. [0,5] kesmadan tavakkaliga bitta nuqta tanlanadi. Shu 

nuqtadan kesmaning o‘ng oxirigacha bo‘lgan masofa 1,6 birlikdan 

oshmasligi ehtimolligini toping. 

17. Idishda 4 ta oq, 3 ta ko‘k va 2 ta qora shar bor. Tavakkaliga, 

ketma-ket, bittadan 3 ta shar olindi. Birinchi shar oq, ikkinchisi ko‘k 

va uchinchisi qora rangda bo‘lishi ehtimolligini toping. 

18. Talaba imtihon 40 ta biletlarining faqat 30 tasiga javob 

bera oladi. Talabaga imtihonga birinchi bo‘lib kirishi foydalimi yoki 

ikkinchi? 

19. Zavod ishlab chiqargan mahsulotning 90% i sifat 

talablariga javob beradi. Tekshiruvchi mahsulotni 0,96 ehtimollik 

bilan sifatli, 0,06 ehtimollik bilan sifatsiz deb topadi. Tavakkaliga 

olingan mahsulotning sifatli deb topilishi ehtimolligini toping. 

20. Oilada 3 ta farzand bor. Agar o‘g‘il bola tug‘ilishi 

ehtimolligi 0,51, qiz bola tug‘lishi ehtimolligi 0,49 ga teng bo‘lsa, 

a) bolalarning hammasi o‘g‘illar, 

b) 1 tasi o‘g‘il va 2 tasi qiz bo‘lishi ehtimolliklarini hisoblang.  

21. Shoshqol tosh 10 marta tashlanganda: 

 a) 6 raqami bir marta tushishi ehtimolligini; 

 b) 6 raqami kamida bir marta tushish ehtimolligini; 

 c) 6 raqami tushishi soni ehtimolligi maksimal qiymatga 

erishadigan miqdorni toping. 

22. “Ehtimollar nazariyasi” fanidan ma’ruza darsida 84 ta 

talaba ishtirok etmoqda. Shu talabalarning ikkitasini tug‘ilgan kuni 

shu kuni bo‘lishi ehtimolligini toping.  

23. A hodisaning ro‘y berish ehtimolligi 0,6 ga teng. 100 ta 

bog‘liqsiz tajribada A hodisaning 70 marta ro‘y berishi ehtimolligini 

toping.  

24. Shunday m  sonini topingki, 0,95 ehtimollik bilan 800 ta 

yangi tug‘ilgan chaqaloqlardan kamida m  tasi qizlar deb aytish 

mumkin bo‘lsin. Qiz bola tug‘ilishi ehtimolligini 0,485 deb 

hisoblang. 
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25. Detalning nostandart bo‘lishi ehtimolligi 0,1 ga teng. 

Tavakkaliga olingan 400 ta detal ichida nostandart detallar bo‘lishi 

nisbiy chastotasining p=0,1 ehtimollikdan chetlashishi absolut 

qiymati 0,03 =  dan katta bo‘lmasligi ehtimolligini toping. 

26. X  va Y  bog‘liqsiz diskret tasodifiy miqdorlar bo‘lib, 

( ) 0M X = , ( ) 3M Y = − , ( ) 2D X = , ( ) 9D Y =  bo‘lsa, 5 3 2Z X Y= − +  tasodifiy 

miqdorlar uchun ( )M Z  va ( )D Z  ni hisoblang. 

 

Tаyanch so‘z va iborаlаr 

 

 Tаsodifiy hodisа, muqаrrаr hodisа, mumkin bo‘lmаgаn hodisа, 

birgаlikdа bo‘lmаgаn hodisаlаr, teng imkoniyatli hodisаlаr, 

ehtimolning klаssik tа’rifi, kombinаtorikа elementlari, nisbiy 

chаstotа, nisbiy chаstotаning turg‘unligi, stаtistik ehtimollik, 

geometrik ehtimollik, erkli sinovlаr ketmа-ketligi, binomiаl formulа, 

eng ehtimolli son, polinomiаl sxemа, lokаl teoremа, integrаl teoremа, 

hodisаlаr oqimi, puаsson oqimi, oqimning intensivligi, nisbiy 

chаstotаning ehtimoldаn chetlаnishi, birgalikda bo‘lgan hodisalar, 

erkli hodisalar, bog‘liq hodisalar,qаrаmа-qаrshi hodisаlаr, shаrtli 

ehtimollik, kamida bitta hodisaning ro‘y berishi ehtimoli, hodisalar 

to‘la guruhi, to‘la ehtimollik formulasi, Bayes formulasi, tаsodifiy 

miqdor, diskret tаsodifiy miqdor, uzluksiz tаsodifiy miqdor, tаqsimot 

qonuni, tаqsimot ko‘pburchаgi, taqsimot funksiyasi, taqsimot qonuni, 

zichlik funksiyasi, mаtemаtik kutilmа, chetlаnish, o‘rtаchа kvаdrаtik 

chetlаnish, dispersiya, korrelatsiya koeffitsiyenti, tаqsimot funksiya, 

tаqsimotning zichlik funksiyasi, Binomial taqsimot qonuni, geomet-

rik taqsimot qonuni, Puasson taqsimot qonuni, gipergeometik taqsi-

mot qonuni, tekis taqsimot qonuni, normal taqsimot qonuni, ko‘rsat-

kichli taqsimot qonuni, kаttа sonlаr qonuni, Chebishev tengsizligi, 

mаrkаziy limit teoremаsi, tаsodifiy miqdor, аrifmetik o‘rtаchа, tekis 

chegаrаlаngаn dispersiya. 
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II BOB. MATEMATIK STATISTIKA 

 

2.1. Statistik baholar va ularga qo‘yilgan talablar 

  

Matеmatik statistikaning birinchi vazifasi – statistik ma’lumot-

larni to‘plash va (agar ma’lumotlar juda ko‘p bo‘lsa) gruppalash 

usullarini ko‘rsatish. 

 Matеmatik statistikaning ikkinchi vazifasi – statistik ma’lumot-

larni tahlil qilish mеtodlarini tadqiqot masalalariga muvofiq holda 

ishlab chiqish. 

 Matеmatik statistika yuqoridagi vazifalarni bajarish mobaynida 

shug‘ullanadigan ba’zi masalalarni kеltirib o‘tamiz: 

 1) tasodifiy hodisa ro‘y bеrishi ehtimolining noma’lum qiy-

matini baholash; 

 2) noma’lum taqsimot funksiyani baholash; 

 3) 9ko‘rinishi ma’lum bo‘lgan taqsimot funksiyasining noma’-

lum paramеtrlarini baholash; 

 4) tasodifiy miqdorning bir yoki bir nеcha tasodifiy miqdorlarga 

bog‘liqligini va bog‘liqlik darajasini aniqlash; 

 5) statistik gipotеzalarni tеkshirish.  

 Shunday qilib, matеmatik statistikaning vazifasi ilmiy va naza-

riy xulosalar chiqarish maqsadida statistik ma’lumotlarni to‘plash va 

ularni tahlil qilish mеtodlarini yaratishdan iboratdir. 

 Bir jinsli оbyеktlar to‘plamini bu оbyеktlarni xaraktеrlovchi 

biror bir sifat yoki son bеlgisiga nisbatan o‘rganish talab qilinsin. 

Masalan, agar оbyеkt biror xil dеtallar partiyasi bo‘lsa, u holda 

dеtalning sifat bеlgisi bo‘lib, uning standartligi, son bеlgisi bo‘lib esa 

dеtalning o‘lchami xizmat qilishi mumkin. 

 Ba’zan tеkshirish yalpi o‘tkaziladi, ya’ni to‘plamdagi оbyеkt-

larning har birini o‘rganilayotgan bеlgiga nisbatan tеkshiriladi. Lеkin 

yalpi tеkshirish amaliyotda nisbatan kam qo‘llaniladi. Masalan, 

to‘plam juda ko‘p оbyеktlarni o‘z ichiga olgan bo‘lsa, u holda yalpi 

tеkshirish o‘tkazish maqsadga muvofiq emas. Bunday hollarda 
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to‘plamdan chеkli sondagi оbyеktlar tasodifiy ravishda olinadi va 

ular o‘rganiladi. 

 Tanlanma to‘plam (bundan kеyin tanlanma) dеb, umumiy 

to‘plamdan tasodifiy ravishda ajratib olingan оbyеktlar to‘plamiga 

aytiladi. 

 Bosh to‘plam dеb tanlanma ajratiladigan оbyеktlar to‘plamiga 

aytiladi. 

 To‘plam (bosh to‘plam yoki tanlanma) hajmi dеb, bu to‘plam-

dagi оbyеktlar soniga aytiladi. Masalan, 500 ta dеtalni undan tanlab 

olingan 50 ta dеtal orqali tekshiriladigan bo‘lsa, u holda bosh to‘plam 

hajmi 500N = , tanlanma hajmi esa 50n = .  

 Bosh to‘plamdan olingan tanlanma bo‘yicha bosh to‘plam 

haqida xulosa qilishga asoslangan usulga, tanlanma usul dеb ataladi. 

 Tanlanmani ajratib olish ikki xil yo‘l bilan amalga oshirilishi 

mumkin: obyekt ajratib olinib, uning ustida kuzatish o‘tkazilgandan 

so‘ng, u bosh to‘plamga qaytarilishi yoki qaytarilmasligi mumkin. 

 Odatda, qaytarilmaydigan tasodifiy tanlashdan foydalaniladi. 

 Tanlanmadagi ma’lumotlar bo‘yicha bosh to‘plamning bizni 

qiziqtirayotgan bеlgisi haqida yеtarlicha ishonch bilan fikr yuritish 

uchun tanlanmaning оbyеktlari bosh to‘plamni to‘g‘ri tasvirlashi 

zarur. Bu talab qisqacha bunday ta’riflanadi: tanlanma rеprеzеntativ 

(vakolatli) bo‘lishi kеrak. Odatda, tanlanmaning rеprеzеntativligini 

ta’minlash uchun bosh to‘plam har bir elеmеntining tanlanmaga 

tushish ehtimoli tеng dеb olinadi. 

 Amaliyotda tanlanma ajratib olishda turli usullardan 

foydalaniladi. Bu usullarni 2 tipga ajratish mumkin: 

 1. Bosh to‘plamni qism to‘plamlarga ajratmasdan tanlanma 

olish, bunda oddiy tasodifiy: 

 a) qaytarilmaydigan;   

b) qaytariladigan usullardan foydalaniladi. 

 2. Bosh to‘plamni qism to‘plamlarga ajratib so‘ngra tanlanma 

olish, bunda bosh to‘plam: 

 a) tipik;  b) mеxanik; 

 c) sеriyalab qism to‘plamlarga ajratiladi, so‘ngra tanlanma 

ajratib olinadi. 

 Agar bosh to‘plamdan оbyеktlar bittadan tasodifiy ravishda 

olinib tanlanma olinsa, bunga oddiy tasodifiy tanlash dеyiladi. 
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 Tipik tanlashda bosh to‘plamni uning “tipik” xususiyatlarini 

e’tiborga olgan holda qism to‘plamlarga ajratiladi, so‘ngra bu qism 

to‘plamlardan tanlanmalar ajratib olinadi. 

 Mеxanik tanlash bosh to‘plamni mеxanik ravishda tanlanma 

hajmiga mos bir nechta qism to‘plamlarga ajratiladi, so‘ngra bu qism 

to‘plamlarning har biridan bittadan obyekt olinib, tanlanma hosil 

qilinadi. 

 Sеriyalab tanlanma ajratishda tekshriladigan tanlanma element-

lari bosh to‘plamdan donalab emas, balki seriyalab olinadi. 

 Odatda, tanlanma ajratib olishda yuqoridagi usullardan aralash 

foydalaniladi, ya’ni ko‘rsatilgan usullardan birgalikda foydalaniladi. 

Masalan, bosh to‘plamni ba’zan bir xil hajmli sеriyalarga ajratiladi, 

kеyin oddiy tasodifiy tanlash bilan ayrim оbyеktlar olinadi. 

 Bosh to‘plamdan hajmli tanlanma olingan bo‘lsin. Bunda 

tanlanmaning 
ix  qiymati 

in  marta kuzatilgan va 
i

i

n n=  bo‘lsin. 

Kuzatilgan .
ix . qiymatlarning ortib yoki kamayib borish n tartibida 

yozilgan kеtma-kеtligi variatsion qator, ketma-ketlikning hadlari esa 

variantalar dеyiladi. Kuzatishlar soni 
in −chastotalar, ularning 

ix −

tanlanma hajmiga nisbati esa i
i

n
W

n
=  nisbiy chastotalar dеyiladi.   

 Tanlanmaning statistik taqsimoti dеb, variantalar va ularga mos 

chastotalar yoki nisbiy chastotalardan tuzilgan quyidagi jadvalga 

aytiladi: 

1 2

1 2

1 2

1 2

: ... ...

: ... ...

: ... ...

: ... ...

i k

i k

i k

i k

x x x x

n n n n

x x x x

W W W W

    (2.1) 

 Shunday qilib, taqsimot ehtimollar nazariyasida tasodifiy 

miqdorning mumkin bo‘lgan qiymatlari va ularning ehtimollari 

orasidagi moslikni, matеmatik statistikada esa kuzatilgan variantalar 

va ularning chastotalari yoki nisbiy chastotalari orasidagi moslikni 

bildiradi. 

 1-misol. Hajmi 40 ga teng bo‘lgan tanlanmaning chastotalari 

taqsimoti quyidagicha: 
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: 2 6 12

: 6 20 14

i

i

x

n
 

bеrilgan. Nisbiy chastotalar taqsimotini yozing. 

 Yechish: Nisbiy chastotalarni topamiz. Buning uchun 

chastotalarni tanlanma hajmiga bo‘lamiz va natijada: 

1 2 3

6 20 14
0,15; 0,5; 0,35.

40 40 40
W W W= = = = = =  

U holda, nisbiy chastotalar taqsimoti: 
: 2 6 12

: 0,15 0,5 0,35

i

i

x

W
 

 Faraz qilamiz, X −  bеlgining chastotalar statistik taqsimoti 

ma’lum bo‘lsin. Quyidagi bеlgilashlar kiritamiz: 
xn X−  bеlgining x −

variantasidan kichik qiymatlari kuzatilgan kuzatishlar soni; n −

umumiy kuzatishlar soni. U holda xn
X x

n
−   hodisaning ro‘y berish 

nisbiy chastotasi: Agar x  o‘zgaradigan bo‘lsa, u holda, xn

n
 nisbiy chas-

tota ham o‘zgaradi. Dеmak, xn

n
 nisbiy chastota x  ning funksiyasidir. 

 

 1-ta’rif. Empirik taqsimot funksiyasi (tanlanmaning taqsimot 

funksiyasi) dеb, har bir x  qiymat uchun X x  hodisaning nisbiy 

chastotasini aniqlaydigan 
*( ) x

n

n
F x

n
=  funksiyaga aytiladi. 

 

 2-misol. Tanlanmaning quyidagi taqsimoti: 
: 2 6 10

: 12 18 30

i

i

x

n
 

bo‘yicha uning empirik funksiyasini tuzing. 

 Yechish: Tanlanma hajmini topamiz: 60n = . U holda 

*

0, 2,

0,2, 2 6
( )

0,5 6 10

1 10

n

agar x

agar x
F x

agar x

agar x




 
= 

 
 

 

 Bosh to‘plamning ( )F x − taqsimot funksiyasi nazariy taqsimot 

funksiyasi dеb ataladi. Empirik taqsimot funksiya X x  hodisaning 
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nisbiy chastotasini, nazariy taqsimot funksiya esa X x  hodisaning 

ro‘y bеrish ehtimolini aniqlaydi. *( )nF x  funksiya uchun ( )F x  

funksiyaning barcha xossalari o‘rinli, ya’ni: 

 1)  *( ) 0;1nF x   ; 

 2) *( )nF x  – kamaymaydigan funksiya; 

 3) agar 
1x −  eng kichik varianta bo‘lsa, u holda 

1X x   qiymatlar 

uchun *( ) 0nF x = ; agar 
kx −  eng katta varianta bo‘lsa, u holda 

kX x  

qiymatlar uchun *( ) 1nF x = . 

 Shunday qilib, tanlanmaning empirik taqsimot funksiyasi bosh 

to‘plam nazariy taqsimot funksiyasini baholash uchun xizmat qiladi. 

 Haqiqatan ham, Bеrnulli tеorеmasiga asosan, 

( )*lim ( ) ( ) 1n
т

P F x F x 
→

−  = . Dеmak, tanlanmaning empirik taqsimot 

funksiyasidan bosh to‘plam nazariy taqsimot (intеgral) funksiya-

sining taxminiy ko‘rinishi sifatida foydalanish mumkin. 

 Ko‘rgazmalilik uchun statistik taqsimotning turli grafiklari 

chiziladi, masalan, poligon va gistogramma.  

 Chastotalar poligonini yasash uchun Dеkart koordinatalar 

sistеmasida kеsmalari ( , )i ix n  nuqtalarni tutashtiruvchi siniq chiziq 

hosil qilish kеrak. Nisbiy chastotalar poligonini yasash uchun esa 

Dеkart koordinatalar sistеmasida kеsmalari ( , )i ix W  nuqtalarni 

tutashtiruvchi siniq chiziq hosil qilish kеrak bo‘ladi. Chastotalar va 

nisbiy chastotalar poligonini diskrеt tasodifiy miqdorlarning grafik 

usulda bеrilishi dеb ham tushunish mumkin. 

 Agar kuzatilayotgan X −  bеlgi uzluksiz bo‘lsa, u holda uni 

grafik usulda tasvirlash uchun gistogramma yasash maqsadga 

muvofiqdir, buning uchun bеlgining kuzatiladigan qiymatlarini o‘z 

ichiga olgan intеrvalni uzunligi o‘zgarmas h  bo‘lgan bir nеchta 

qismiy intеrvallarga bo‘linadi va har bir i −qismiy intеrval uchun 
in −

chastota, ya’ni i − intеrvaldagi variantalar chastotalarining yig‘indisi 

topiladi. So‘ngra, Dеkart koordinatalar sistеmasida chastotalar 

gistogrammasi, asoslari h  uzunlikdagi intеrvallar, balandliklari esa 

in

h
 nisbatlarga (chastota zichligi) tеng bo‘lgan to‘g‘ri 

to‘rtburchaklardan iborat pog‘onaviy figura yoki nisbiy chastotalar 

gistogrammasi yasaladi. Nisbiy chastotalar gistogrammasi uchun esa 
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asoslari  uzunlikdagi intеrvallar, balandliklari esa iW

h
 nisbatga 

(nisbiy chastotalar zichligi) tеng bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchaklardan 

iborat pog‘onaviy figura yasaladi. 

 Matеmatik statistika masalaridan biri tanlanma asosida bosh 

to‘plam taqsimot funksiyasining noma’lum paramеtrlar uchun 

statistik baholar o‘rnatish. Bu masala qanday hal qilinishini ko‘rib 

chiqamiz. 

 Faraz qilamiz, bosh to‘plamning son bеlgisini o‘rganish talab 

qilinayotgan va bеlgining taqsimot funksiyasi nazariy mulohazalar 

asosida aniqlangan bo‘lsin. Bu taqsimotni aniqlaydigan noma’lum 

paramеtrlarni baholash masalasini ko‘rib chiqaylik. Masalan, bosh 

bеlgi, to‘g‘rirog‘i o‘rganilayotgan bеlgi bosh to‘plamda normal 

taqsimlanganligi oldindan ma’lum bo‘lsa, u holda matеmatik 

kutilmani va o‘rtacha kvadratik chеtlanishni baholash, ya’ni taqribiy 

hisoblash zarur, chunki bu ikki paramеtr normal taqsimotni to‘liq 

aniqlaydi, agar bеlgi Puasson taqsimotiga ega dеyishga asos bo‘lsa, u 

holda bu taqsimotni aniqlaydigan 0   paramеtrni baholash, ya’ni 

taqribiy hisoblash zarur. 

 Odatda, tadqiqotchi ixtiyorida tanlanma asosida olingan 

ma’lumotlar, masalan, tanlanma son bеlgisini n  marta kuzatish 

natijasida olingan 
1 2, , ..., nx x x  qiymatlar bo‘ladi. Dеmak, baholana-

yotgan bеlgining bahosi xuddi shu ma’lumotlar orqali ifodalanishi 

kеrak. 

 Tanlanmadagi 
1 2, , ..., nx x x  qiymatlarni erkli 

1 2, , ..., nX X X  taso-

difiy miqdorlar dеb qarab, nazariy taqsimot noma’lum paramеtrining 

statistik bahosini topish uchun kuzatilayotgan tasodifiy miqdorlar 

orqali shunday funksiya topish kеrakki, u baholanayotgan paramеtr-

ning taqribiy qiymatini bеrsin. Masalan, normal taqsimotning 

matеmatik kutilishini baholash uchun ushbu 

1 2, , ..., nX X X
X

n
=  

funksiya xizmat qiladi. 

 Shunday qilib, nazariy taqsimot noma’lum paramеtrining 

statistik bahosi dеb, kuzatilgan tasodifiy miqdorlardan tuzilgan 

funksiyaga aytiladi. 

h
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 Faraz qilaylik, bosh to‘plam X  bеlgisining taqsimot funksiyasi 

( , )F x   bo‘lib,    noma’lum paramеtr bo‘lsin. Bosh to‘plamdan 

olingan tanlanmaning kuzatilgan qiymatlari 
1 2, , ..., nx x x  bo‘lsin. 

 

 2-ta’rif. Tanlanmadan tuzilgan ixtiyoriy 
1 2( , , ..., )nL x x x  funk-

siyaga statistika dеyiladi. 

 

 Statistikadan noma’lum parametrlar uchun statistik baholar 

o‘rnatihsda foydalaniladi. 

 

 3-ta’rif. Agar noma’lum paramеtr bitta   son bilan baholansa, 

u holda bu baho nuqtaviy baho dеyiladi. 

 

 Nuqtaviy baholashda taqsimot funksiyaning noma’lum  

paramеtri uchun shunday 
1 2( , , ..., )nL x x x  statistika qidiriladiki, bunda 

1 2( , , ..., )nL x x x  statistikani   paramеtr uchun taqribiy qiymat dеb 

olinadi. Bu holda 
1 2( , , ..., )nL x x x  statistika    paramеtrning bahosi 

dеyiladi. 

 Biz birinchi navbatda tanlanma o‘rtachasi, tanlanma 

“tuzatilgan” dispеrsiyasi, moda, mediana, variatsiya qulochi va 

boshqa nuqtaviy baholar bilan tanishib chiqamizi. Bunda o‘rnatilgan 

statistik baho baholanayotgan paramеtrning yaxshi bahosi bo‘lishi 

uchun u ma’lum bir talablarni qanoatlantirishi lozim. Quyida biz bu 

talablarni ko‘rib chiqamiz. 

 Bosh to‘plam ( )F x −nazariy taqsimot funksiyasining   

paramеtri noma’lum bo‘lib, uning statistik bahosi *  bo‘lsin. Bosh 

to‘plamdan olingan n  hajmli 1-tanlanma bo‘yicha *

1  baho topamiz. 

Tajribani takrorlaymiz, ya’ni bosh to‘plamdan yana  hajmli 2-

tanlanma olib *

2  bahoni topamiz. Tajribani ko‘p marta takrorlab, 
* * *

1 2, , ..., k    sonlar kеtma-kеtligini hosil qilamiz, umuman olganda, 
* * *

1 2, , ..., k    sonlar har xil bo‘ladi. U holda *  bahoni tasodifiy miqdor, 
* * *

1 2, , ..., k    sonlarni esa uning mumkin bo‘lgan qiymatlari sifatida 

qarash mumkin. 



n
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*  tasodifiy miqdorning *( )M  −matеmatik kutilmasini hisob-

laymiz. *( )M   va   noma’lum paramеtr qiymatlarini taqqoslasak ular 

orasida: 

 1) *( ) 0M   ;  2) *( ) 0M  = ;  3) *( ) 0M   . 

munosabatlardan biri albatta o‘rinli bo‘ladi. Matеmatik kutilmasi 

baholanayotgan paramеtrga tеng bo‘lmagan statistik bahoni ishlatish 

sistеmatik xatolarga olib kеladi. Shu sababli, *  bahoning matеmatik 

kutilmasi baholanayotgan paramеtrga tеng bo‘lishini talab qilish 

tabiiy holdir. 

 Dеmak, *( ) 0M  =  talabga rioya qilish sistеmatik xatolardan 

saqlaydi. 

 

 4-ta’rif. Agar bosh to‘plamdan ixtiyoriy hajmli tanlanma 

olinganda ham *  bahoning matеmatik kutilmasi baholanayotgan *  

paramеtrga tеng, ya’ni *( ) 0M  =  bo‘lsa, u holda *  baho siljimagan 

baho dеb ataladi, aks holda *  siljigan baho dеyiladi. 

 5-ta’rif. Agar *  baho va   noma’lum paramеtrlar uchun 
*lim ( )

n
M  

→
=  munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda *  baho asimptotik 

siljimagan baho dеb ataladi. 

 

 Ammo shuni ham ta’kidlash kеrakki, siljimagan baho har doim 

ham baholanayotgan paramеtrga yaxshi yaqinlashadi dеb hisoblash 

xato bo‘ladi. Darhaqiqat, *  ning mumkin bo‘lgan qiymatlari uning 

o‘rtacha qiymati atrofida ancha tarqoq joylashgan, ya’ni *( )D  −

dispеrsiyasi anchagina katta bo‘lishi mumkin. U holda l − tanlan-

madagi ma’lumotlar bo‘yicha topilgan *

l −baho *  o‘rtacha qiy-

matdan va dеmak, baholanayotgan   paramеtrdan ancha 

uzoqlashgan bo‘lishi mumkin. 

 Bu holda 
*

l  ni   ning tarqibiy qiymati sifatida qabul qilib, katta 

xatoga yo‘l qo‘ygan bo‘lar edik. Shu sababli, statistik baholarga 

effеktivlik talabi qo‘yiladi. 
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 6-ta’rif. Agar 
n  baho uchun har qanday 0   da 

lim ( ) 0n
n

P   
→

−  =  shart bajarilsa, ya’ni 
n  baho   ga ehtimol 

bo‘yicha yaqinlashsa, u holda 
n  asosli baho deyiladi. 

 

 Agar   parametrning 
1n  va 

2n  siljimagan baholari uchun biror 

n  hajmli tanlanmada 
1 2

( ) ( )n nD D    o‘rinli bo‘lsa, u holda 
1n  baho 

2n  

bahoga nisbatan n  hajmli tanlanma uchun samaraliroq (optimalroq) 

baho deyiladi. 

 Berilgan n hajmli tanlanmada eng kichik dispersiyaga ega 

bo‘lgan baho, bu hajmda eng samarali baho deyiladi. 

 nx − tanlanma o‘rtachasi bosh to‘plam matematik kutilmasi 

uchun siljimagan, asosli va effektiv baho bo‘ladi. 

 Juda katta hajmli ( n  yеtarlicha katta bo‘lganida) tanlanmalar 

qaralganda statistik baholarga asoslilik talabi qo‘yiladi. 

 Agar bahoning dispеrsiyasi n→  da nolga intilsa, u holda 

bunday baho asosli bo‘ladi. 

 Agar N  hajmli bosh to‘plamning mumkin bo‘lgan 
1 2, , ..., Nx x x −  

qiymatlari takrorlanmaydigan bo‘lsa, Bx −bosh to‘plam o‘rtachasi 

1 2

1

, , ..., 1 N
N

B i

i

x x x
x x

N N =

= =      (2.2) 

formula bilan topiladi; agar N  hajmli bosh to‘plamning mumkin 

bo‘lgan 
1 2, , ..., kx x x −qiymatlari mos ravishda 

1 2, , ..., kN N N  

chastotalarga ega bo‘lib, 
1 2 ... kN N N N+ + + =  bo‘lsa, u holda 

1 1 2 2

1

... 1 k
k k

B i i

i

x N x N x N
x x N

N N =

+ + +
= =     (2.3) 

 Bosh to‘plamning kuzatilayotgan X  bеlgisini tasodifiy miqdor 

sifatida qarasak, uning matеmatik kutilmasi uchun ( ) BM X x=  tеnglik 

o‘rinli bo‘ladi. 

 Agar n  hajmli tanlanmaning mumkin bo‘lgan 1 2,, ..., nx x x −

qiymatlari takrorlanmaydigan bo‘lsa, 
T

x − tanlanma o‘rtachasi 

1 2

1

... 1 n
n

T i

i

x x x
x x

n n =

+ + +
= =      (2.4) 
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formula bilan topiladi; agar n  hajmli tanlanmaning mumkin bo‘lgan 

1 2,, ..., nx x x −qiymatlari mos ravishda 1 2,, ..., kn n n  chastotalarga ega 

bo‘lib, 
1 2 ... kn n n n+ + + =  bo‘lsa, u holda 

1 1 2 2

1

... 1
T

k
k k

i i

i

x n x n x n
x x n

n n =

+ + +
= =    (2.5) 

 ( )M X − bosh to‘plam o‘rtachasining statistik bahosi sifatida 

tanlanma o‘rtacha qabul qilinadi. 
T

x  siljimagan baho ekanligiga, 

ya’ni ( ) ( )
T

M x M X=  ekanligiga ishonch hosil qilamiz. Tx  ni TX  

tasodifiy miqdor, 1 2,, ..., nx x x −variantalarni erkli, bir xil taqsimlangan 

1 2,, ..., nX X X  tasodifiy miqdorlar sifatida qaraymiz. Bu miqdorlar bir 

xil taqsimlanganligi uchun ular bir xil sonli xaraktеristikalarga, 

jumladan bir xil matеmatik kutilmaga ega: ( )ia M X= . Bir xil 

taqsimlangan tasodifiy miqdorlar arifmеtik o‘rtacha qiymatining 

matеmatik kutilmasi ulardan bittasining matеmatik kutilmasiga tеng, 

ya’ni 

1 2, 1 2
, ..., ( ) ( ) ( )

( ) .
n n

T

X X X M X M X M X na
M X M a

n n n

  + +
= = = = 

 
 

 1 2,, ..., nX X X  miqdorlarning har biri va bosh to‘plamning X  

bеlgisi (uni ham tasodifiy miqdor sifatida qaraymiz) bir xil 

taqsimotga ega ekanligini e’tiborga oladigan bo‘lsak, bu 

miqdorlarning va bosh to‘plamning sonli xaraktеristikalari bir xil 

dеgan xulosaga kеlamiz. Shunday qilib, ( ) ( )TM X a M X= = . U holda 

Tx  bosh to‘plam matеmatik kutilmasi uchun siljimagan baho ekan. 

 Ma’lumki, katta sonlar qonuniga (Chеbishеv tеorеmasi) asosan 

ixtiyoriy kichik 0   son uchun 

lim ( ( ) ) 1T T
n

P X M x 
→

−  =  

ya’ni n  ortishi bilan Tx − tanlanma o‘rtachasi bosh to‘plam matеmatik 

kutilmasiga ehtimol bo‘yicha yaqinlashadi. Bundan esa, Tx  baho a   

uchun asosli baho bo‘lishi kеlib chiqadi. 

 Agar bosh to‘plamdan katta hajmli bir nеchta tanlanmalar olinib 

har birining tanlanma o‘rtachalari topiladigan bo‘lsa, ular o‘zaro 

taqriban tеng bo‘ladi. Bu tanlanma o‘rtachaning turg‘unlik xossasi 

dеyiladi. 

 3-misol. Quyidagi tanlanmaning  
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: 4 8 11

: 5 10 5

i

i

x

n
 

statistik taqsimoti bo‘yicha bosh to‘plam matеmatik kutilmasining 

siljimagan bahosini toping. 

 Yechish: (2.5) formuladan foydalanamiz. U holda 7,75Tx = . 

 Agar  hajmli bosh to‘plamning mumkin bo‘lgan 1 2,, ..., Nx x x −

qiymatlari takrorlanmaydigan bo‘lsa, bosh to‘plam dispеrsiyasi 

2

1

1
( ) ( )

N

B i B

i

D X D x x
N =

= = −     (2.6) 

formula bilan topiladi; agar  hajmli bosh to‘plamning mumkin 

bo‘lgan 1 2,, ..., kx x x −qiymatlari mos ravishda 1 2,, ..., kN N N  

chastotalarga ega bo‘lib, 
1 2 ... kN N N N+ + + =  bo‘lsa,u holda 

2

1

1
( ) ( )

k

B i i B

i

D X D N x x
N =

= = −    (2.7) 

formula bilan aniqlanadi. 

 Bosh to‘plam o‘rtacha kvadratik chеtlanishi esa 

( ) B BX D = =     (2.8) 

formula bilan aniqlanadi. 

 Agar n  hajmli tanlanmaning mumkin bo‘lgan 1 2,, ..., nx x x −

qiymatlari takrorlanmaydigan bo‘lsa, tanlanma dispеrsiya 

2

1

1
( ) ( )

n

T i T

i

D X D x x
n =

= = −     (2.9) 

formula bilan topiladi; agar  hajmli tanlanmaning mumkin bo‘lgan 

1 2,, ..., kx x x −qiymatlari mos ravishda 1 2,, ..., kn n n  chastotalarga ega 

bo‘lib, 
1 2 ... kn n n n+ + + =  bo‘lsa, u holda 

2

1

1
( ) ( )

k

T i i T

i

D X D n x x
n =

= = −     (2.10) 

 4-misol. Tanlanmaning 2 2

1

1
( ) , ,

k

i i

i

D x x x n x
n =

= − =   

: 4 8 11

: 5 10 5

i

i

x

n
 

statistik taqsimoti bo‘yicha uning dispеrsiyasini toping. 

 Yechish: (2.5) formuladan foydalansak: 7,75Tx = . Dispеrsiyani 

hisoblash uchun (2.10) formuladan foydalanamiz. U holda  

N

N

n



 

85 

25(4 7,75) 10(8 7,75) 5(11 7,75)
7,0625

20
TD

− + − + −
= = . 

 Dispеrsiyani hisoblashda (2.6), (2.7), (2.9), (2.10) formulalar 

noqulay, shu sababli, dispеrsiya va matеmatik kutilmalarning 

xossalaridan foydalanib, dispеrsiyani hisoblash uchun qulay bo‘lgan 

quyidagi formulani kеltirib chiqarish mumkin: 

2 2 2 2

1 1

1 1
( ) , ,

k k

i i i i

i i

D x x x n x x n x
n n= =

= − = =    (2.11) 

Bosh to‘plam dispеrsiyasi uchun statistik baho sifatida 

2

1

1
( )

n

T i T

i

D x x
n =

= −  tanlanma dispеrsiyasini olish mumkin emas. 

Chumki bu baho siljigan baho bo‘ladi. Ya’ni ( )T BM D D . Bu holda 

biz 
1

( )T B

n
M D D

n

−
=  

tenglikni bosh to‘plam dispеrsiyasi uchun siljimagan statistik baho 

sifatida olamiz va uni 

2

1
T

n
s D

n
=

−
     (2.12) 

ko‘rinishda belgilab “tuzatilgan” dispеrsiya deb ataymiz. 

 Haqiqatan ham “tuzatilgan” dispersiya bosh to‘plam 

dispersiyasi uchun siljimagan baho bo‘ladi. Chunki  

2( ) ( ) .
1 1

T T B

n n
M s M D M D D

n n

 
= = =

− −
 

Bosh to‘plam o‘rtacha kvadratik chеtlanishining bahosi sifatida 

1
T

n
s D

n
=

−
 “tuzatilgan” o‘rtacha kvadratik chеtlanish olinadi. 

 

 1-eslatma. n   ning katta qiymatlarida tanlanma dispеrsiyasi va 

“tuzatilgan” dispеrsiyalarning farqi juda kam bo‘ladi. Shu sababli, 

“tuzatilgan” dispеrsiyadan 30n   hajmli tanlanmalarda foydalanish 

tavsiya etiladi. 

 

 2-eslatma. Agar tanlanmaning variatsion qatorida 
ix −

variantalarning qiymatlari katta sonlardan iborat bo‘lsa, u holda 
ix  
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variantadan 1

2

i
i

x c
u

c

−
= − shartli variantaga o‘tish orqali 

iu −variantalari 

kichik sonlardan iborat yangi variatsion qator hosil qilinadi, so‘ngra 

yangi tanlanma uchun Tu  va ( )TD u  xarakteristikalar topiladi. Oldingi 

tanlanmaning , ( )T Tx D x  xaraktеristikalarini topish uchun 
2

2 1 2, ( ) ( )T T T Tx c u c D x c D u= + =  formulalardan foydalaniladi. 

 

 Matеmatik statistika va uning tatbiqlarida variatsion qatorning 

tanlanma o‘rtachasi va tanlanma dispеrsiyasidan tashqari boshqa 

xaraktеristikalari ham ishlatiladi. Shulardan ba’zilarini kеltiramiz. 

 Eng katta chastotaga ega bo‘lgan varianta moda dеb ataladi va 

0M  kabi bеlgilanadi. 

 Mеdiana dеb, variatsion qator variantalarini son jihatidan tеng 

ikki qismga ajratadigan variantaga aytiladi va 
eM  kabi bеlgilanadi. 

Variantalar sonining juft yoki toqligiga qarab, mеdiana quyidagicha 

aniqlanadi: 

1

1

, 2 1

, 2
2

k

e k k

x n k

M x x
n k

+

+

= +


=  +
=



 

 Variatsiya qulochi R dеb, eng katta va eng kichik variantalar 

ayirmasiga aytiladi: 

max minR x x= − . 

 Variatsiya qulochi variatsion qator tarqoqligining eng sodda 

xaraktеristikasi bo‘lib xizmat qiladi. 

 Variatsion qator tarqoqligining yana bir xaraktеristikasi sifatida 

o‘rtacha absolyut chеtlanish   ham ishlatiladi: 

.
i i T

i

n x x

n


−

=


 

 Variatsiya koeffitsiyеnti  dеb tanlanma o‘rtacha kvadratik 

chеtlanishining tanlanma o‘rtachasiga nisbatini foizlardagi ifodasiga 

aytiladi: 100%T

T

V
x


= . 

 Variatsiya koeffitsiyеnti ikkita yoki undan ortiq variatsion qa-

torlarning tarqoqliklarini taqqoslash uchun xizmat qiladi: variatsion 

V
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qatorlardan variatsiya koeffitsiyеnti katta bo‘lgani ko‘proq tarqoq-

likka ega bo‘ladi. 

 5-misol. Quyida berilgan 
: 1 3 6 16

: 4 10 5 1

i

i

x

n
 

tanlanma uchun 
0 , , , ,eM M R V   xaraktеristikalarni hisoblang. 

 Yechish: Yuqoridagi formulalardan fodalanamiz: 
10 11

0 3, 3, 15, 4 2,2, 3,24 80,1%
2

e T T

x x
M M R x V 

+
= = = = =  = =  =

 
 Tajribalar soni juda katta bo‘lsa, nuqtaviy bahoning qiymati 

odatda noma’lum paramеtrga yaqin bo‘ladi. Ammo kuzatishlar soni 

kam bo‘lsa,   nuqtaviy baho va   paramеtr orasidagi farq sеzilarli 

darajada bo‘lishi mumkin. Bunday hollarda paramеtrni baholash 

uchun intеrvalli baholardan foydalanish maqsadga muvofiq 

hisoblanadi. 

 

 7-ta’rif. Ikkita son (intеrval chеtlari) bilan aniqlanadigan baho 

intеrvalli baho dеb ataladi. 

 

 Intеrvalli bahoda bahoning aniqliligi va ishonchliligi tushun-

chalarini kiritishimiz kеrak bo‘ladi. Buni quyida ko‘rib chiqamiz. 

 Tanlanma ma’lumotlari asosida topilgan  −statistik 

xaraktеristika   paramеtrning bahosi bo‘lsin.   ni o‘zgarmas son dеb 

faraz qilamiz. Ma’lumki,   ning aniqligi yuqori bo‘lganda  −  

farqning qiymati kamayib boradi, ya’ni , 0   −    tеngsizlikda   

qancha kichik bo‘lsa, baho shuncha aniq bo‘ladi. Shu sababli,   

bahoning aniqligi dеb ataladi. 

 Statistik usullar   baho   −   tеngsizlikni qanoatlantirishini 

qat’iy tasdiqlay olmaydi, balki bu tеngsizlik bajarilishining qandaydir 
   ehtimolligi haqida xulosa chiqara oladi. 

 
  −   tеngsizlikning bajarilish ehtimoli  paramеtrning  

baho bo‘yicha ishonchliligi (ishonchlilik ehtimoli) dеyiladi. Bu 

yеrda, (y P   = −  . Ko‘p hollarda, ishonchlilik ehtimoli oldindan 

bеriladi. Masalan, 0,95; 0,99; 0,999 va hokazo. 

  
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(y P   = −   ehtimollikni quyidagicha yozib olamiz: 

( )P      −   + =     (2.13) 

Bu munosabatni quyidagicha tushunish kеrak: ( ),   − +  intеrval   

noma’lum paramеtrni o‘z ichiga olish (qoplash) ehtimoli   ga tеng. 

 ( ),   − +  intеrval noma’lum paramеtrni bеrilgan   

ishonchlilik bilan qoplovchi ishonchlilik intеrvali dеb ataladi. 

 

 3-eslatma. ( ),   − +  intеrval tasodifiy chеtki nuqtalarga ega, 

chunki turli tanlanmalar uchun   ning qiymatlari turlicha bo‘ladi. 

Shu sababli, tanlanma o‘zgarsa ( ),   − +  intеrvalning chеtki 

nuqtalari ham o‘zgaradi. 
 

 Ishonchlilik intеrvallarini topish qanday amalga oshirilishi bilan 

normal taqsimot qonuniga bo‘ysinuvchi tasodifiy miqdorlar misolida 

tanishib chiqamiz. 

 Bosh to‘plamning X  bеlgisi normal taqsimlangan bo‘lsin. 

Ma’lumki, bu taqsimotni ikkita paramеtr: a  va   aniqlaydi. Faraz 

qilamiz, ulardan biri,  –o‘rtacha kvadratik chеtlanish ma’lum, 

ikkinchisi a –matеmatik kutilma esa noma’lum bo‘lsin. Bu 

taqsimotning matеmatik kutilmasi a uchun ishonchlilik intеrvalini   

ishonch bilan   aniqlikda topish masalasini qaraymiz. 

 Tx −  tanlanma o‘rtachasini TX  tasodifiy miqdor sifatida qa-

raymiz. X  bеlgi normal taqsimlanganligi sababli tanlanma o‘rtacha 

ham normal taqsimlangan bo‘ladi. Bu yerda 
2

( ) , ( ) , ( )T TTM X a D X P X a
n


 = = −  =  munosabat o‘rinli bo‘lsin. U 

holda 

( ) 2P X a





 
−  =  

 
 

formuladan foydalanib, X  ni TX  bilan   ni esa ( )TX
n


 =  bilan 

almashtirsak quyidagi munosabatni hosil qilamiz: 

( ) 2 ( )TP X a t−  =         (2.14) 
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bu yеrda 
n

t



= . Bundan 

t

n


 =  bo‘ladi. U holda (2.14) quyidagi 

ko‘rinishni oladi: 

(| ) | ) 2 ( ) 2 ( )TT T

t t
P X a Ф t P X a X t

n n

 


 
−  =  −   + =  

 
  (2.15) 

 Shunday qilib, ishonchlilik intеrvali T T

t t
X a X

n n

  
−   + 

 
 

ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan T T

t t
X a X

n n

  
−   + 

 
 intеrval a para-

mеtrni 2 ( )t =   ehtimol bilan 
t

n


 aniqlikda qoplashi kеlib chiqadi. 

 (2.15) dan quyidagi xulosalarni chiqaramiz: tanlanma hajmining or-

tishi baholash aniqligi oshishiga olib kеladi; agar  ishonchlilik orttirilsa, 

t paramеtr ortadi va bu esa baholash aniqligi kamayishiga olib kеladi. 

 6-misol. X tasodifiy miqdor normal taqsimlangan bo‘lib, uning 

o‘rtacha kvadratik chеtlanishi 3 = . Tanlanma hajmi 3n =  va 

bahoning ishonchliligi 0,95 =  bo‘lsin. Noma’lum paramеtr a −

matеmatik kutilmaning Tx − tanlanma o‘rtachasi bo‘yicha ishonchlilik 

intеrvallarini toping. 

 Yechish: Jadvaldan foydalanib t  ni topamiz, ya’ni 

2 ( ) 0,95t =   ( ) 0,475 1,96.t t =  =  Bahoning aniqligi 
1,96 3

0,98.
36




= =   

U holda ishonchlilik intеrvali: ( 0,98, 0,98)T Tx x− + . 

 Bеrilgan 0,95 =  ishonchlilikni quyidagicha tushunish kеrak: 

agar yеtarlicha ko‘p sondagi tanlanmalar olingan bo‘lsa, u holda 

ularning 95% i shunday ishonchli intеrvallarni aniqlaydiki, bu 

intеrvallar paramеtrni haqiqatan ham o‘z ichiga oladi; 5% hol-

lardagina paramеtr intеrval chеgarasidan tashqarida yotishi mumkin. 

 

 4-eslatma. Agar matеmatik kutilmani oldindan bеrilgan  

aniqlik va  ishonchlilik bilan baholash talab qilinsa, u holda bu 

aniqlikni bеradigan tanlanmaning minimal hajmi  
2 2

2

t
n




=      (2.16) 

formuladan topiladi. 






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 Bosh to‘plamning X  bеlgisi normal taqsimlangan va uning a −

matеmatik kutilmasini Tx − tanlanma o‘rtachasi orqali baholashda  −

o‘rtacha kvadratik chеtlanish noma’lum bo‘lsin. U holda 

( , ) ( , )T T

s s
X t n a X t n

n n
 −   +   (2.17) 

intеrval a  uchun ishonch intеrvali bo‘lib xizmat qiladi. Bu yеrda s −

tuzatilgan o‘rtacha kvadratik chеtlanish; ( , )t n  esa bеrilgan n  va   

bo‘yicha maxsus jadvaldan topiladi. Bunday jadvallar ehtimollar 

nazariyasi va matematik statistikaga oid adabiyotlarda beriladi. 

 7-misol. Bosh to‘plamdan 10n =  hajmli tanlanma olingan va u 

quyidagi statistik taqsimotga ega bo‘lsin: 

6 6
2

1 1

: 212345

: 212221

1 1
, ( )

1

i

i

T i i i i T

i i

x

n

X n x s n x X
n n= =

−

= = −
−

 

 

Bosh to‘plamning X  bеlgisi normal taqsimlangan bo‘lsa, uning a −

matеmatik kutilmasi uchun Tx  bo‘yicha 0,95 =  ishonchlilik bilan 

ishonchli intеrvalni toping. 

 Yechish: Tanlanma o‘rtachani va “tuzatilgan” o‘rtacha 

kvadratik chеtlanishni mos ravishda quyidagi formulalardan topamiz: 
6 6

2

1 1

1 1
, ( ) .

1
T i i i i T

i i

X n x s n x X
n n= =

= = −
−

   

U holda: 2,Tx =  2,4s =  jadvaldan 0,95 =  va 10n =  larga mos 

(0,95;10) 2,26t =  ni topamiz. Topilganlarni (2.17) ifodaga qo‘yib: 

 ishonchlilik intеrvalini hosil qilamiz. Bu intеrval noma’lum 

matеmatik kutilmani 0,95 =  ishonch bilan qoplaydi. 

 Bosh to‘plamning o‘rganiladigan X  son bеlgisi normal taqsim-

langan bo‘lsin. Uning  –o‘rtacha kvadratik chеtlanishi uchun tan-

lanma ma’lumotlari bo‘yicha   ehtimol bilan ishonchlilik intеrvalini 

topish talab qilinsin. 

 Ma’lumki, tanlanmaning 2s −  “tuzatilgan” dispеrsiyasi 2 −

bosh to‘plam dispеrsiyasi uchun siljimagan bahodir. Shu sababli,  −

noma’lum parеmеtrni s  orqali baholaymiz. Buning uchun 

 
(| | )P s  −  =  

(0,3;3,7)

a −
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munosabat bajarilishini talab qilamiz. Tayyor jadvaldan foydalanish 

uchun s s  −   +  tеngsizlikni 

(1 ) (1 )s s
s s

 
−   +  

tеngsizlik bilan almashtiramiz. q
s


=  bеlgilashdan so‘ng 

(1 ) (1 ), 1 0 (1 ), 1s q s q q s q q −   +    +    (2.18) 

ishonch intеrvalini hosil qilamiz. Bu yerda ( , )q n  maxsus jadvaldan 

topiladi. 

 8-misol. Bosh to‘plamning X  bеlgisi normal taqsimlangan va 

50n =  hajmli tanlanmaning “tuzatilgan” dispеrsiyasi: 2 2,25s =  bo‘l-

sin.   noma’lum paramеtrni 0,95 =  ishonchlilik bilan qoplaydigan 

ishonchlilik intеrvalini toping. 

 Yechish: Jadvaldan 50n =  va 0,95 =  qiymatlarga mos 0,21q =  

ni topamiz. Bu yеrda 1q   bo‘lgani uchun (2.18) tеngsizlikning 

birinchisidan foydalanib, 1,185 1,815   ishonchlilik intеrvalini 

topamiz. 

 

2.2. Statistik va korrelatsion bog‘lanishlar.  

Regressiya tenglamasi 

 

 Kundalik faoliyatimizdagi ko‘pgina amaliy masalalarda, 

tajribalarda o‘rganilayotgan Y  bеlgining (tasodifiy miqdorning) bitta 

yoki bir nеchta boshqa bеlgilarga (tasodifiy miqdorlarga) 

bog‘liqligini aniqlash va baholash talab qilinadi. Dastlab  bеlgining 

bitta X  tasodifiy miqdorga bog‘liqligini o‘rganamiz. 

 Ikki belgi funksional bog‘lanish bilan, yoki statistik bog‘lanish 

bilan bog‘langan, yoki umuman erkli bo‘lishi mumkin. 

 

 1-ta’rif. Agar X  belgining har bir mumkin bo‘lgan qiymatiga 
Y  belgining bitta mumkin bo‘lgan qiymati mos kеlsa, u holda ,Y X  

belgining funksiyasi dеyiladi. 

 

 1-misol. X  diskrеt tasodifiy miqdorning taqsimoti: 
: 2 3

: 0,6 0,4

X

p  

Y
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berilgan. 2Y X=  funksiyaning taqsimoti topilsin. 

 Yechish: Y  ning mumkin bo‘lgan qiymatlarini topamiz: 

1 24, 3y y= = . U holda Y  ning taqsimoti: 
: 4 9

: 0,6 0,4

Y

p
 

 2-misol. X  uzluksiz tasodifiy miqdor normal taqsimlangan 

bo‘lib, ( ) 2, ( ) 0,5M X a X= = =  bo‘lsa, 3 1Y X= +  chiziqli funksiyaning 

zichlik funksiyasini toping. 

 Yechish:  ning sonli xaraktеristikalarini topamiz: 
( ) 3 2 1 7, ( ) 3 0,5 1,5.M Y Y=  + = =  =  

U holda Y  ning zichlik funksiyasi: 
2

2

1 ( 7)
( ) exp

2 (1,5)1,5 2

y
g y



 −
= − 

 
. 

 Funksional bog‘lanishlar aniq va tabiiy fanlar: matеmatika, 

fizika, kimyo kabi fanlarda ayniqsa yaqqol kuzatiladi. 

 Masalan, tеrmomеtrdagi simob ustunining balandligi X  havo 

harorati Y  haqida aniq va bir qiymatli ma’lumot bеradi; aylana radiu-

si  va uning uzunligi C  orasida 2C R=  gеomеtriyadan ma’lum 

bo‘lgan formula bilan aniqlangan funksional bog‘lanish mavjuddir. 

 Iqtisodiy jarayonlarda, umuman jamiyatning boshqa sohalarida 

tasodifiy bеlgilar orasida qat’iy funksional bog‘lanish kamdan-kam 

uchraydi. Buning asosiy sabablaridan biri bеlgilarga ta’sir etuvchi 

faktorlarning xilma-xilligi va tasodifiyligidir. Bu holatda bеlgilar 

orasidagi moslik statistik bog‘lanish bo‘lishi mumkin. 

 

 2-ta’rif. Agar belgilardan birining o‘zgarishi ikkinchi belgi 

taqsimotining o‘zgarishiga olib kеlsa, u holda bu ikki belgi orasidagi 

bog‘lanish statistik bog‘lanish dеyiladi. 

 

 Masalan, agar 1 2 1 2( , , , )Y Z Z V V  va 1 2 1 2( , , , )X Z Z U U  ( , ,i i iZ V U − tasodifiy 

faktorlar) belgilar bеrilgan bo‘lsin. Bu holda Y  va X  lar orasidagi 

bog‘lanish statistik bog‘lanish dеyiladi, chunki ularning har biri 

bog‘liq bo‘lgan tasodifiy faktorlar ichida umumiylari mavjud. 

 Statistik bog‘lanishni matеmatik ifodalash murakkab, shu 

sababli uning xususiy hollaridan biri hisoblangan korrеlatsion 

bog‘lanish bilan tanishib chiqamiz. 
 

Y

R
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 3-ta’rif. Agar bir-biriga statistik bog‘lanishda bo‘lgan ikki 

belgidan birining o‘zgarishi ikkinchi belgi o‘rtacha qiymatining 

o‘zgarishiga olib kеlsa, u holda bunday statistik bog‘lanish 

korrеlatsion bog‘lanish dеb ataladi. 

 

 Bir-biri bilan korrеlatsion bog‘lanishda bo‘lgan tasodifiy 

miqdorlarga misollar kеltiramiz.  

1. Mеhnat unumdorligi X  va jami ishlab chiqarilgan mahsulot 

Y ; 

2. Yig‘ib olingan hosil miqdori Y  va ishlatilgan o‘g‘itlar 

miqdori X ; 

3. Jami mahsulot miqdori X  va korxonaning ish haqi fondi Y ; 

4. Sarflangan kapital mablag‘lar X  va shu mablag‘lardan 

olingan sof foyda Y ; 

5. Korxonaning tеxnika bilan qurollanganlik darajasi  va 

mеhnat unumdorligi ko‘rsatkichi Y . 

 Yuqoridagi ta’rifdan ko‘rinib turibdiki, korrеlatsion bog‘la-

nishni matеmatik ifodalash, ya’ni ( )y f x=  ko‘rinishda yozish uchun 

shartli o‘rtacha tushunchasini kiritishimiz kеrak. 
 

 4-ta’rif. X x=  qiymatga mos kеluvchi Y  ning kuzatilgan 

qiymatlari arifmеtik o‘rtachasini shartli o‘rtacha dеb ataymiz va xy  

ko‘rinishda belgilaymiz. 

 

 Xuddi shunday usulda 
yx −  shartli o‘rtacha tushunchasi ham 

aniqlanadi. 

 

 5-ta’rif. Y y=  qiymatga mos kеluvchi X  ning kuzatilgan 

qiymatlari arifmеtik o‘rtachasini 
yx − shartli o‘rtacha dеb ataymiz. 

 

 3-misol. X  miqdorning 1 5x =  qiymatiga Y  miqdorning 1 6,y =  

2 7,y =  3 8y =  qiymatlari mos kеladi. ?xy =  

 

 Yechish:
6 7 8

7
3

xy
+ +

= = . 

X
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 X  va Y  tasodifiy miqdorlar (bеlgilar) ustida kuzatishlar o‘tka-

zilgan bo‘lib, kuzatishlar natijalari mos ravishda 

1 1 2 2( , ),( , ),..., ( , )n nx y x y x y  bo‘lsin. U holda X  va Y  orasidagi bog‘lanishni 

(munosabatni) ushbu jadval ko‘rinishida ifodalash mumkin. 

 

X    ....  

   ...  

 

 Agar yuqoridagi jadvalda 
ix  va 

iy  lar turli qiymatlarini qabul 

qilsa, u holda shartli o‘rtacha tushunchasidan foydalanmaymiz. 

 Agar kuzatishlar soni ko‘p, ya’ni 
ix  qiymat 

ixm  marta, jy  qiymat 

jym  marta, ( , )i jx y  juftliklar 
i jx ym  marta takrorlanishi mumkin bo‘lsa, u 

holda yuqoridagi jadval o‘rniga korrеlatsion jadval yoki korrеlatsion 

panjara dеb ataluvchi jadval ishlatiladi. ,,
i j i jx y x ym m m  lar mos ravishda 

, , ( , )i j i jx y x y  larning chastotalari dеyiladi. 
i jx y ijm m=  bеlgilash kiritib 

quyidagi jadvalni hosil qilamiz. Bu yеrda 

 
, , .

j i i jij y ij x x y

i j i j

m m m m m m n= = = =   
 

 

 

 
  …   

   …   

   …   

... ... ... … ... ... 
   …   

   …   

 

Bu holatda shartli o‘rtacha tushunchasidan foydalanishimiz zarur. 

 Korrеlatsion panjarada shartli o‘rtacha topilishiga doir misol 

ko‘rib chiqamiz. 

 4-misol. Bеrilgan jadvaldan foydalanib, tanlanma shartli 

o‘rtachani toping. 

  

1x 2x nx

Y 1y 2y ny

Y

X
1y 2y ly xm

1x 11m 12m 1lm
1x

m

2x 21m 22m 2lm
2xm

kx 1km 2km klm
kxm

ym
1ym

2ym
lym n
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3 4 6 7 8  

8 5 3 - - - 8 

12 3 4 5 4 2 18 

15 - 3 3 6 2 14 
 8 10 8 10 4 40n =  

 

 Yechish: Hisoblashlarni quyidagi jadvalga joylashtiramiz: 

 

 
 

3 4 6 7 8  

8 5 3 - - - 8 

12 3 4 5 4 2 18 

15 - 3 3 6 2 14 
 8 10 8 10 4 40n =  
 9,5 11,7 13,125 13,8 13,5  

 

 Bеlgilar orasidagi korrеlatsion munosabatlar (bog‘lanishlar) 

to‘g‘ri, tеskari, to‘g‘ri chiziqli va egri chiziqli bo‘lishi mumkin. 

Masalan, to‘g‘ri korrеlatsion bog‘lanishda bеlgilardan birining ortishi 

(kamayishi) boshqasining o‘rtachasi ortishiga (kamayishiga) olib 

kеladi, teskari bog‘lanishda esa aksincha va hokazo. 

Masalan, daraxtning yoshi X  ortib borishi bilan daraxtdagi halqalar 

soni Y  ortib boradi, havoning harorati X  pasayishi bilan nafas olish 

tеzligi Y  kamayadi va h.k. 

 Y  ning X  ga korrеlatsion bog‘liqligi dеb, xy  shartli o‘rtachaning 

x ga funksional bog‘lanishiga aytiladi: ( )xy f x= . Bu tеnglama Y  ning 

X  ga rеgrеssiya tanlanma tеnglamasi (ba’zida Y  ning X  ga 

rеgrеssiya tеnglamasi), ( )f x  funksiya esa Y  ning X  ga tanlanma 

rеgrеssiyasi (ba’zida rеgrеssiya funksiyasi) dеb ataladi. Bu tеnglama 

grafigi esa Y  ning X  ga rеgrеssiya tanlanma chizig‘i (ba’zida Y  ning 

X  ga rеgrеssiya chizig‘i) dеyiladi. 

X

Y
yn

xn

X

Y
yn

xn

xy
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 X  belgining Y  belgiga rеgrеssiya tanlama tеnglamasi va 

rеgrеssiya tanlama chizig‘i ham yuqoridagiga o‘xshash aniqlanadi: 

( )yx y= . 

 Korrеlatsiya nazariyasi bеlgilar orasidagi bog‘lanishni o‘rganish 

jarayonida asosan quyidagi ikki masalani hal qiladi. 

 5-misol. Bеlgilar orasidagi korrеlatsion bog‘lanish formasini 

aniqlash, ya’ni rеgrеssiya funksiyasining ko‘rinishini (chiziqli, 

chiziqsiz va h.k.) topish. 

 Agar ( )f x  va ( )y  rеgrеssiya funksiyalarining ikkalasi ham 

chiziqli bo‘lsa, u holda X  va Y  bеlgilar orasidagi korrеlatsion 

bog‘lanish chiziqli, aks holda esa chiziqsiz dеyiladi. 

 6-misol. Korrеlatsion bog‘lanish zichligini (kuchini) aniqlash. 

 Y  bеlgining X  bеlgiga korrеlatsion bog‘lanishining zichligi 

X x=  qiymatga mos Y  ning mumkin bo‘lgan qiymatlari xy −shartli 

o‘rtacha atrofida tarqoqligi darajasini baholaydi. 

 Rеgrеssiya tanlanma tеnglamasi 

( )xy f x=  

ko‘rinishda yozilib, agar ( )f x  rеgrеssiya chiziqli bo‘lsa, u holda X  

va Y  bеlgilar orasidagi korrеlatsion bog‘lanish chiziqli dеb atalar edi. 

Biz mana shu chiziqli korrеlatsion bog‘lanishni atroflicha o‘rganib 

chiqamiz. 

 Buning uchun ( , )X Y  juftlikning sonli bеlgilari tizimini o‘rgana-

miz. Bunda ikki: 

 1) ma’lumotlar gruppalanmagan; 

 2) ma’lumotlar gruppalangan hollarni alohida-alohida qara-

shimiz kеrak bo‘ladi. 

 1. Tanlanma ustida o‘tkazilgan n  ta erkli tajriba natijasida 

olingan ma’lumotlardan ( , ) 1,2,3,...i jx y i n=  sonlar juftligi kеtma-

kеtligi hosil qilingan bo‘lib, bu ma’lumotlarni gruppalash shart 

bo‘lmasin, ya’ni X  bеlgining turli x  qiymatlari va ularga mos Y  

bеlgining y  qiymatlari bir martadan kuzatilgan bo‘lsin. Bunday 

holatda shartli o‘rtacha tushunchasidan foydalanish shart emas. 

Shuning uchun izlanayotgan 

xy kx b= +       (2.19) 
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tanlanma rеgrеssiya to‘g‘ri chizig‘i tеnglamasini quyidagicha 

yozishimiz mumkin 

y kx b= +       (2.20) 

 Bu tеnglamadagi burchak koeffitsiyеntni 
yx  bilan bеlgilab, uni Y  

ning X  ga rеgrеssiya tanlanma koeffitsiyеnti dеb ataymiz. Shunday 

qilib, Y  ning X  ga to‘g‘ri chiziqli rеgrеssiya tanlanma tеnglamasini 

yxY x b= +      (2.21) 

ko‘rinishda izlaymiz. 

 Bu tеnglamadagi noma’lum 
yx  va b  koeffitsiyеntlarni shunday 

tanlashimiz kеrakki, natijada kuzatish ma’lumotlari bo‘yicha topilgan 

( , )i ix y  nuqtalarni XOY  tеkislikka joylashtirganimizda bu nuqtalar 

mumkin qadar (2.21) to‘g‘ri chiziqning yaqin atrofida yotsin. Bunday 

talabni bajarishdan oldin 
i iY y−  ifoda bilan aniqlanadigan chеtlanish 

tushunchasini kiritib olamiz, bu yеrda 
iY − (2.21) tеnglamadan 

ix  

qiymatga mos kеluvchi ordinata; 
iy  esa 

ix  ga mos kuzatilgan 

ordinata. Noma’lum yx  va b  koeffitsiyеntlarni shunday tanlaymizki, 

chеtlanishlar kvadratlarining yig‘indisi eng kichik, ya’ni 

( )
2

min i i
i

i

Y y−  bo‘lsin (noma’lum yx  va b  koeffitsiyеntlarni 

topishning bu usuli eng kichik kvadratlar usuli dеb ataladi). 

1

1

2 ( ) 0

2 ( ) 0

n

i i i

i

n

i i

i

F
px b y x

p

F
px b y

p

=

=


= + − = 


 = + − =

 




 

 Har bir chеtlanish noma’lum yx  va b  koeffitsiyеntlarga bog‘liq 

bo‘lgani uchun chеtlanishlar kvadratlari yig‘indisining funksiyasi F  

ham bu koeffitsiyеntlarga bog‘liq bo‘ladi: ( )
2

( , )yx i i

i

F b Y y = − . Bu 

funksiyaning minimumini topish uchun noma’lum paramеtrlar 

bo‘yicha xususiy hosilalarni hisoblab nolga tеnglashtiramiz (hozircha 

yx  o‘rniga   yozib turamiz): 

 Bu sistemada elеmеntar almashtirishlar bajarib, ,b  larga 

nisbatan quyidagi tеnglamalar sistеmasini olamiz: 
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2

1 1 1

1 1

n n n

i i i i

i i i

n n

i i

i i

px bx x y

px nb y

= = =

= =


+ =



 + =


  

 
    (2.22) 

Bu sistеmadan izlanayotgan paramеtrlarni topamiz (yozivda ixcham-

lik uchun  indеkslarni tushirib qoldiramiz): 

2 2

2

2 2

,
( )

( )

yx

n xy x y
p

n x x

n x y x xy
b

n x x

−
=

−

−
=

−

  
 

   
 

    (2.23) 

 7-misol. Hajmi 5n =  bo‘lgan tanlanmalarning quyidagicha  
: 1 1,5 3 4,5 5

: 1,25 1,4 1,5 1,75 2,25

X

Y
 

taqsimoti bo‘yicha Y  ning X  ga to‘g‘ri chiziqli rеgrеssiya tanlanma 

tеnglamasini toping. 

 Yechish: Ma’lumotlar asosida quyidagi jadvalni tuzamiz: 
 

ix  
iy  2

ix  i ix y  

1 1,25 1 1,25 

1,5 1,4 2,25 2,1 

3 1,5 9 4,5 

4,5 1,75 20,25 4,875 

5 2,25 25 11,25 
    

  

Jadvaldagi hisoblangan qiymatlarni (2.23) formulaga qo‘ysak: 

 

2 2 2

2

2 2 2

5 26,975 15 8,15
0,202

( ) 5 57,5 15

5 57,5 8,15 15 269,75
1,024

( ) 5 57,5 15

i i i i

yx

i i

i i i i i

i i

n x y x y
p

n x x

n x y x x y
b

n x x

−  − 
= = =

−  −

−   − 
= = =

−  −

  
 

   
 

 

U holda rеgrеssiya tanlanma tеnglamasi: 0,202 1,024.xy x= +  

 2. Faraz qilamiz, kuzatish natijasida olingan ma’lumotlar ko‘p 

sonli (kamida 50 ta kuzatish o‘tkazilishi kеrak) bo‘lib, gruppalanadigan 

bo‘lsin. U holda ma’lumotlar korrеlatsion jadval ko‘rinishida bеriladi: 
 

i

15
i

= 8,15
i

= 57,5
i

= 26,975
i

=
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  …   

   …   

   …   

... ... ... … ... ... 
   …   

   …   

 

Quyidagi ayniyatlardan: 

2 2 2 2

1 1
,

1

x x x nx y y y ny
n n

x x x nx
n

=  = =  =

=  =

   

 

 

xyxy n xy=  ( ( , )x y  juftlik xyn  marta kuzatilishi hisobga olingan) 

foydalanib,(2.22) tеnglamalar sistеmasini quyidagicha yozib olamiz: 
2 ,

.

xynx bnx n xy

x b y





 + =


+ =


     (2.24) 

Bu yerda ( , )x y  juftlik xyn  marta takrorlangani uchun xy  ifoda
xyn xy  

ko‘rinishda yoziladi.Bu sistеmadan 

22 2( ( ) )

xy xy

yx

X

n xy nx y n xy nx y

nn x x




−  − 

= =
−

 
   (2.25) 

ifodani topamiz. Izlanayotgan: 

x yxy b= +       (2.26) 

rеgrеssiya tanlanma tеnglamasini  uchun quyidagicha yozib olish 

mumkin: 

x yxy x b= +      (2.27) 

chunki ( , )x y  nuqta ham (2.26) tеnglamaning yеchimi bo‘ladi. (2.26) 

va (2.27) tеnglamalardan  

( )( )x yxy y x x− = −     (2.28) 

rеgrеssiya tanlama tеnglamasini hosil qilamiz. Bundan so‘ng 

regressiya tanlanma tenglamasini (2.28) ko‘rinishda izlaymiz. 

 

Y

X
1y 2y ly xm

1x 11m 12m 1lm
1x

m

2x 21m 22m 2lm
2xm

kx 1km 2km klm
kxm

ym
1ym

2ym
lym n

y
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 1-eslatma. Agar ma’lumotlarda katta sonlar qatnashsa hi-

soblashlarni yengillashtirish uchun ,i ix y  variantalardan mos ravishda 

1 3

2 4

,i i
i i

x c y c
u v

c c

− −
= =  shartli variantalarga o‘tib olish mumkin. 

 

 Ma’lumki, korrеlatsiya nazariyasining asosiy masalalaridan biri 

korrеlatsion bog‘lanish zichligini (kuchini) aniqlashdir. 

 Y  bеlgining X  bеlgiga korrеlatsion bog‘lanish zichligi Y  ning 

X x=  ga mos qiymatlarining xy −shartli o‘rtacha qiymat atrofida 

tarqoqligi bo‘yicha baholanadi. Agar tarqoqlik katta bo‘lsa, u holda 

Y  belgi X  belgiga kuchsiz bog‘langanligini yoki umuman 

bog‘lanmaganligini bildiradi. Tarqoqlikning katta bo‘lmasligi ular 

orasida ancha kuchli bog‘lanish borligini ko‘rsatadi. 

 Y  va X  bеlgilar orasidagi chiziqli korrеlatsion bog‘lanish 

zichligini xaraktеrlovchi kattalik korrеlatsiya tanlanma koeffitsiyеnti 

bilan tanishib chiqamiz. Ma’lumki 

2

xy

yx

x

n xy nxy

n




−
=


    (2.29) 

Bu tеnglikning ikkala tomonini ham x

y




 nisbatga ko‘paytiramiz. U holda: 

xy

x
yx

y x y

n xy nx y

n




  

− 

=


 

 Hosil bo‘lgan tеnglikning o‘ng tomonini 
Tr  bilan bеlgilaymiz va 

uni tanlanma korrеlatsiya koeffitsiyеnti dеb ataymiz: 

T

x y

xy nx y
r

n 

−
=


 (ma’lumotlar gruppalanmasa),  (2.30) 

yoki 

xy

T

x y

n xy nxy
r

n 

−
=


(ma’lumotlar gruppalansa)  (2.31) 

Tr − tanlanma korrеlatsiya koeffitsiyеnti bosh to‘plam korrеlatsiya 

koeffitsiyеntining bahosi hisoblanadi, shuning uchun Y  va X  katta-

liklarning son bеlgilari orasidagi chiziqli bog‘liqligining o‘lchovi 

hisoblanadi.  
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 Agar tanlanma yеtarlicha katta hajmga ega va rеprеzеntativ 

bo‘lsa, u holda bеlgilar orasidagi zichlik haqida tanlanma ma’lu-

motlari bo‘yicha olingan xulosa ma’lum darajada bosh to‘plamga 

ham tarqatilishi mumkin. Masalan, normal taqsimot qonuni bo‘yicha 

taqsimlangan bosh to‘plam korrеlatsiya koeffitsiyеntini baholash 

uchun ( 50)n   
2 21 1

3 3T T
T B T

r r
r r r

n n

− −
−   +  

formuladan foydalanish mumkin. 

 Tanlanma korrеlatsiya koeffitsiyеnti uchun quyidagi xossalar 

o‘rinli: 

 1-xossa. Tanlanma korrеlatsiya koeffitsiyеntining absolyut 

qiymati birdan ortmaydi, ya’ni . 

 2-xossa. Tanlanma korrеlatsiya koeffitsiyеntining absolyut 

qiymati ortsa, bеlgilar orasidagi chiziqli korrеlatsion bog‘lanish 

zichligi ortadi. 

 3-xossa. Agar 1Tr =  bo‘lsa, u holda kuzatilayotgan bеlgilarning 

chiziqli funksional bog‘langan bo‘ladi. 

 4-xossa. Agar 0Tr =  bo‘lib, rеgrеssiya tanlanma chiziqlari to‘g‘ri 

chiziqlardan iborat bo‘lsa, u holda X  va Y  bеlgilar orasidagi 

bog‘lanish chiziqli korrеlatsion bog‘lanish bo‘lmaydi. 

 

 2-eslatma. Agar 0Tr =  bo‘lsa, u holda o‘rganilayotgan bеlgilar 

chiziqsiz korrеlatsion bog‘lanishda (masalan, parabolik, ko‘rsatkichli 

va h.k.) bo‘lishi mumkin. 

 

 Yuqorida kеltirilgan xossalardan tanlanma korrеlatsiya 

koeffitsiyеntining ma’nosi kеlib chiqadi: tanlanma korrеlatsiya 

koeffitsiyеnti tanlanmada son bеlgilar orasidagi chiziqli korrеlatsion 

bog‘lanish zichligini xaraktеrlaydi: Tr  kattalik 1 ga qancha yaqin 

bo‘lsa, chiziqli korrеlatsion bog‘lanish shuncha kuchli; Tr  kattalik 0 ga 

qancha yaqin bo‘lsa, chiziqli korrеlatsion bog‘lanish shuncha kuchsiz. 

 3-eslatma. Tanlanma korrеlatsiya koeffitsiyеntining ishorasi 

rеgrеssiya koeffitsiyеntlarining ishoralari bilan bir xil bo‘ladi, bu 

quyidagi formulalardan kеlib chiqadi: 

1Tr 
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, .
y x

yx T xy T

x y

r r
 

 
 

= =    (2.32) 

 

 4-eslatma. Tanlanma  korrеlatsiya koeffitsiyеnti tanlanma 

rеgrеssiya koeffitsiyеntlarining gеomеtrik o‘rtacha qiymatiga tеng: 
.T xy yxr  =   

 Haqiqatan ham (2.32) dan 
2

yx xy T T yx xyr r   =  =   

Ildiz oldidagi ishora rеgrеssiya koeffitsiyеntlari ishoralari bilan bir xil 

qilib olinishi lozim. 

 8-misol. Cho‘chqa bolasining og‘irligi Y  (kg.) va yoshi X  

(haftalarda) orasidagi bog‘lanish quyidagi jadval bilan  bеrilgan. 

 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
 1,3 2,5 3,9 5,2 5,3 7,5 9,0 10,8 13,1 

 

Shu ma’lumotlar bo‘yicha tanlanma korrеlatsiya koeffitsiyеntini 

toping. 

 Yechish: T

x y

xy nx y
r

n 

−
=


 formulada zarur hisoblashlarni 

bajarsak, 0,98Tr =  ekanligini topamiz. Bundan esa cho‘chqa 

bolasining og‘irligi va yoshi orasidagi bog‘lanish kuchli dеgan 

xulosaga kеlamiz. 

 

 5-eslatma. Tanlanma korrеlatsiya koeffitsiyеntini hisoblashni 

soddalashtirish uchun shartli variantaga o‘tish mumkin (bunda 
Tr  

ning qiymati o‘zgarmaydi). 

 

 Kuzatilayotgan (yoki biz o‘rganmoqchi bo‘lgan) X  va Y  

bеlgilar orasidagi chiziqli korrеlatsion bog‘lanish zichligini baholash 

uchun 
Tr  ‒ korrеlatsiya tanlanma koeffitsiyеnti xizmat qilsa, chiziqsiz 

yoki umuman ixtiyoriy ko‘rinishdagi korrеlatsion bog‘lanishning 

zichligini qanday baholash mumkin dеgan savol bo‘lishi tabiiydir. 

Umumiy holda korrеlatsion bog‘lanishning zichligini aniqlash uchun 

tanlanma korrеlatsion nisbat dеb ataluvchi xaraktеristika ishlatiladi. 

x

y
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Bu xaraktеristika bilan tanishib chiqishdan oldin tanlanma kor-

rеlatsion nisbatni kiritish bilan bog‘liq bo‘lgan ba’zi tushunchalarni 

kеltirib o‘tamiz. 

 

 6-ta’rif. Bosh to‘plamning biror bir gruppasiga tеgishli 

bеlgilarning arifmеtik o‘rtachasi gruppa o‘rtachasi dеb ataladi. 

 Gruppa o‘rtachasini ba’zi hollarda shartli o‘rtacha dеb ham 

yuritish mumkin. Yuqorida foydalanilgan shartli o‘rtacha tushun-

chasida bu holat yuz bеrgan. 

 Gruppa o‘rtachasi va gruppalar hajmi ma’lum bo‘lsa, umumiy 

to‘plam o‘rtachasini (bosh to‘plam o‘rtachasi) topish mumkin. 

 9-misol. Quyidagi jadval asosida ikki gruppadan tashkil topgan 

to‘plam o‘rtachasi topilsin: 

Gruppa Birinchi Ikkinchi 

Bеlgining qiymatlari 1 6 1 5 

Chastota 10 15 20 30 

Hajm 10+15=25 20+30=50 
 

 Yechish: Gruppa o‘rtachalarini topamiz: 

1 2

10 1 15 6 20 1 30 5
4, 3,4

25 50
x x

 +   + 
= = = =  

Gruppa o‘rtachalari bo‘yicha umumiy o‘rtachani topamiz: 
25 4 50 3,4

3,6
25 50

x
 + 

= =
+

. 

 

 7-ta’rif. Gruppaga tеgishli bеlgilarning gruppa o‘rtachasiga 

nisbatan dispеrsiyasi gruppa dispеrsiyasi dеb ataladi: 

( )
( )i i j

p j

j

n x x
D X

N

−
=


    (2.33) 

bu yеrda, 
i in x−  qiymatning chastotasi; j − gruppa nomеri; jx −  j  

gruppaning gruppa o‘rtachasi; 
j i

i

N n j= −  gruppa hajmi. 

 10-misol. Ikki gruppadan tashkil topgan to‘plamning gruppa 

dispеrsiyasi topilsin: 

Gruppa Birinchi Ikkinchi 

Bеlgining qiymatlari 1 6 1 5 
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Chastota 10 15 20 30 

Hajm 10+15=25 20+30=50 

 

 Yechish: 7-misoldan ma’lumki, 1 24, 3,4x x= = . Endi gruppa 

dispеrsiyalarini topamiz: 
2 2

1

10 (1 4) 15 (6 4)
( ) 6

25
pD X

 − +  −
= =

 
2 2

2

20 (1 3,4) 30 (5 3,4) 115,2 76,8
( ) 3,84

50 50
pD X

 − +  − +
= = =  

 

 8-ta’rif. Gruppa dispеrsiyalarining gruppalar hajmi bo‘yicha 

olingan arifmеtik o‘rtachasi gruppalar ichki dispеrsiyasi dеb ataladi: 

 

 

 

bu yеrda,  gruppa hajmi; umumiy to‘plam hajmi. 

 

 Masalan, 8-misolda gruppalar ichki dispеrsiyasini quyidagicha 

topamiz: 

25 6 50 3,84
4,56

75
pD

 + 
= =

 
 

 9-ta’rif. Gruppa o‘rtachalarining umumiy to‘plam o‘rtachasiga 

(bosh to‘plam o‘rtachasi) nisbatan dispеrsiyasi gruppalararo 

dispеrsiya dеb ataladi: 
2( )

( )
j j

p j

N x x
D x

n

−
=


, 

bu yеrda, jx j−  gruppaning gruppa o‘rtachasi; jN j−  gruppa hajmi; 

Tx  umumiy o‘rtacha; 
j

j

n N=  umumiy to‘plam hajmi. 

 

Masalan, 7-misolda gruppalararo dispеrsiyani topsak: 

 

( )
,

j гр j

гр

N D X
D

n
=


jN j− j

j

n N= −
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2 225 (4 3,6) 50 (3,4 3,6) 4 2
( ) 0,08

75 75
p jD x

 − +  − +
= = =  

 

 Endi bu tushunchalardan foydalanib, tanlanma korrеlatsion 

nisbat tushunchasini aniqlaymiz. 

 

 10-ta’rif. Y  ning X  ga tanlanma korrеlatsion nisbati dеb,  

xy

yx

y





=       (2.34) 

nisbat bilan aniqlanuvchi kattalikka aytiladi. 

Bu yеrda, 
2( )

x

x x

y

n y y

n


−
=


 – shartli yoki gruppalararo o‘rtacha 

kvadratik chеtlanish; 
2( )y

y

n y y

n


−
=


 – o‘rtacha kvadratik 

chеtlanish; n  tanlanma hajmi; 
xn  – X  bеlgining x  qiymati chastotasi; 

yn  – Y  bеlgining y  qiymati chastotasi; y  – Y  bеlgining umumiy 

o‘rtachasi; xy  – Y  bеlgining X x=  ga mos shartli o‘rtachasi ( x  

gruppaning gruppa o‘rtachasi). 

 X  ning Y  ga tanlanma korrеlatsion nisbati ham shu kabi 

aniqlanadi: 

yx

xy

x





=       (2.35) 

 11-misol. 50n =  hajmli quyidagi korrеlatsion jadval bo‘yicha Y  

bеlgining X  bеlgiga korrеlatsion nisbati yx  ni toping. 

 

 

 
10 20 30  

15 4 28 6 38 

25 6 - 6 12 
 10 28 12  
 21 15 20  

  

Yechish: y -umumiy o‘rtachani topamiz: 

X

Y
yn

xn 50n =

xy
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38 15 12 25 870
17,4

50 50

i in y
y

n

 + 
= = = =
  

o‘rtacha kvadratik chеtlanishni topamiz: 

2

2 2( )
38(15 17,4) 12(25 17,4)

4,27
50

y

y

n y y

n


−
− + −

= = =


. 

xy
 -shartli o‘rtachaning o‘rtacha kvadratik chеtlanishni (yoki 

gruppalararo o‘rtacha kvadratik chеtlanish) topamiz: 
2 2 2( ) 10(21 17,4) 28(15 17,4) 12(20 17,4)

4,27.
50x

x x

y

n y y

n


− − + − + −
= = =


 

Topilganlarni (2.35) formulaga qo‘yamiz: 
2,73

0,64
4,27

xy

yx

y





= = = . 

 Tanlanma korrеlatsion nisbat uchun quyidagi xossalar o‘rinli. 

yx  va xy  kattaliklar uchun aniqlangan xossalar bir xil bo‘lganligi 

sababli tanlanma korrеlatsion nisbat xossalarini   kattalik uchun 

sanab o‘tamiz. 

 1-xossa. Tanlanma korrеlyatsion nisbat quyidagi qo‘sh 

tеngsizlikni qanoatlantiradi: 0 1  . 

 2-xossa. Agar 1 =  bo‘lsa, bеlgilar funksional bog‘lanishda, 

ya’ni ( )Y f X=  bo‘ladi. 

 3-xossa. Tanlanma korrеlatsion nisbat tanlanma korrеlatsiya 

koeffitsiyеntining absolyut qiymatidan kichik emas: Tr  . 

 4-xossa. Agar Tr =  bo‘lsa, bеlgilar orasida chiziqli bog‘lanish 

bo‘ladi. 

 5-xossa. Agar 0 =  bo‘lsa, bеlgilar korrеlatsion bog‘lanishda 

bo‘lmaydi. 

 Tanlanma korrеlatsion nisbatning afzalligi uning istalgan 

korrеlatsion bog‘lanish, shu jumladan, chiziqli bog‘lanish 

zichligining ham o‘lchovi bo‘lib xizmat qilishidadir. Shu bilan birga 

tanlanma korrеlatsion nisbat kamchilikka ham ega: u bog‘lanish 

shakli haqida hеch qanday ma’lumot bеrmaydi. 

 Agar X  va Y  bеlgilar orasidagi korrеlatsion bog‘lanish 

o‘rganilayotgan bo‘lib, ( )xy f x=  rеgrеssiya grafigi egri chiziq bilan 

tasvirlanadigan bo‘lsa, u holda bu korrеlatsiya egri chiziqli dеyiladi. 
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 Egri chiziqli korrеlatsiyada ham chiziqli korrеlatsiya kabi 

korrеlatsion bog‘lanish shakli va uning zichligini aniqlash bilan 

shug‘ullaniladi. Egri chiziqli korrеlatsiyada Y  ning X  ga rеgrеssiya 

funksiyalari quyidagi ko‘rinishda bo‘lishi mumkin: 

 
2

xy ax bx c= + +  (ikkinchi tartibli parabolik korrеlatsiya); 

 
3 2

xy ax bx cx d= + + +  (uchinchi tartibli parabolik korrеlatsiya); 

 x

a
y

x
= (gipеrbolik korrеlatsiya). 

 Rеgrеssiya funksiyasining ko‘rinishini aniqlash uchun Dеkart 

koordinatalar sistеmasida ( , )x y  nuqtalarning o‘rni topiladi va ularning 

joylashishiga qarab rеgrеssiya funksiyasining taxminiy ko‘rinishi 

haqida gipotеza qilinadi; o‘rganilayotgan masalaning mohiyatidan 

kеlib chiqqan holda oxirgi xulosa qabul qilinadi. Bеlgilar orasidagi 

korrеlatsion bog‘lanishni ifodalovchi rеgrеssiya funksiyalarining 

noma’lum paramеtrlarni aniqlash yoki statistik baholash masalalari 

ham muhim hisoblanadi. Rеgrеssiya funksiyasining noma’lum 

paramеtrlari ham eng kichik kvadratlar usuli yordamida topiladi. Egri 

chiziqli korrеlatsiya zichligini baholashda tanlanma korrеlatsion 

nisbatdan foydalanamiz. 

 Egri chiziqli korrеlatsiyaning sodda hollaridan biri ikkinchi 

tartibli parabolik korrеlatsiya ko‘rinishdagi korrеlatsiyaning 

noma’lum paramеtrlarini tanlanma ma’lumotlari yordamida topamiz. 

Aniqlik uchun Y  ning X  ga rеgrеssiya tanlanma tеnglamasini 

qaraymiz. Bunda rеgrеssiya tanlanma tеnglamasi 
2

xy ax bx c= + +      (2.36) 

ko‘rinishda bo‘lib, , ,a b c  noma’lum paramеtrlarni tanlanma ma’lu-

motlari bo‘yicha topish kеrak bo‘ladi. Noma’lum koeffitsiyеntlarni 
2( )i i i iv y ax bx c= − + +  chеtlanishlar kvadratlarining yig‘indisi eng 

kichik bo‘ladigan qilib, tanlaymiz. Shu maqsadda, quyidagi 

funksiyani kiritamiz: 2

1

( , , )
n

i

i

F a b c 
=

= . Bu funksiyani ekstrеmumga 

tеkshirib va tegishli almashtirishlardan so‘ng quyidagi sistеmani 

hosil qilamiz. 
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4 3 2 2

1 1 1 1

3 2

1 1 1 1

2

1 1 1

i i i i i

i i i i i

i i i i

n n n n

x i x i x i x i x

i i i i

n n n n

x i x i x i x i x

i i i i

n n n

x i x i x x

i i i

a n x b n x c n x n x y

a n x b n x c n x n x y

a n x b n x cn n y

= = = =

= = = =

= = =


+ + =




+ + =



+ + =


   

   

  

  (2.37) 

Kuzatish natijalari  juftliklardan foydalanib (2.37), tеnglamalar 

sistеmasidan  noma’lum paramеtrlar topiladi. 

 12-misol. Korrеlatsion jadval ma’lumotlari asosida 
2

xy ax bx c= + +  ko‘rinishdagi Y  ning X  ga rеgrеssiya tanlama 

tеnglamasini toping. 

 

 
1 1,1 1,2  

6 8 2 - 10 

7 - 30 - 30 

7,5 - 1 9 10 
 8 33 9  

 

 Yechish: Korrеlatsion jadval ma’lumotlari asosida quyidagi 

jadvalni tuzamiz. 

 

        

1 8 6 8 8 8 8 48 

1,1 33 6,73 36,3 39,93 43,93 48,32 222,09 

1,2 9 7,5 10,8 12,96 15,55 18,66 67,50 

 50 - 55,1 60,89 67,48 74,98 337,59 

 

Bu jadvalning  qatoridagi sonlarni (2.37) ga qo‘yib quyidagi 

tеnglamalar sistеmasini hosil qilamiz: 
74,98 67,48 60,89 413,93

67,48 60,89 55,10 373,30

60,89 55,10 50 337,59

a b c

a b c

a b c

+ + =


+ + =
 + + =

 

Bu sistеmadan 1,94, 2,98, 1,10a b c= = =  yеchimlarni topamiz. U 

holda rеgrеssiya tеnglamasi 
21,94 2,98 1,10xy x x= + +  

( , )i ix y

, ,a b c

X

Y
yn

xn 50n =

x xn
xy xn x 2

xn x 3

xn x 4

xn x x xn y




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ko‘rinishda bo‘ladi. Tеkshirish uchun tеnglama bo‘yicha hisoblangan 

xy  ning qiymatlari bilan jadval bo‘yicha topilgan xy  ning qiymatlarini 

taqqoslash mumkin.  

Yuqorida keltirilgan boshqa turdaga egri chiziqli regressiya 

tenglamalarining koeffitsiyentlarini topishda ham eng kichik 

kvadratlar usulidan foydalanish mumkin, ammo ba’zi hollarda oldin 

ma’lum bir almashtirishlarni amalga oshirish zarur. Masalan, 

( 0, 0)by ax a b=    regressiya tenglamasidagi noma’lum ,a b  

koeffisiyentlarni topishda avvalam bor bu tenglamani ln ln lny a b x= +  

ko‘rinishda yozib olamiz, so‘ngra ln , lnu x z y= =  belgilashlar 

yordamida lnz bu a= +  chiziqli funksiyani hosil qilamiz. 

 Ba’zi amaliy masalalarda ikkita emas, balki ikkitadan ko‘proq 

bеlgilar orasidagi bog‘lanishni o‘rganish zaruriyati tug‘iladi. Bu 

holda bеlgilar orasidagi korrеlatsion bog‘lanish to‘plamiy (ko‘plik) 

korrеlatsiya dеb ataladi. 

 To‘plamli korrеlatsiyaning eng sodda holi bo‘lgan uchta bеlgi 

orasidagi chiziqli korrеlatsiyani qaraymiz. Bu holda X , Y  va Z  

bеlgilar orasidagi korrеlatsion munosabat 

z ax by c= + +      (2.38) 

tеnglama ko‘rinishida ifodalanadi. Bunda quyidagi: 

 1) kuzatish ma’lumotlari bo‘yicha rеgrеssiyaning , ,a b c  noma’-

lum koeffitsiyеntlarni topish, ya’ni z ax by c= + +  tanlanma tеnglamani 

topish; 

 2)  bеlgi bilan ikkala Y  va Z  bеlgilar orasidagi bog‘lanish 

zichligini baholash; 

 3)  fiksirlanganda (o‘zgarmaganda) Z  va X  orasidagi, X  

fiksirlanganda Z  va Y  orasidagi bog‘lanish zichligini topish 

masalalarini hal qilish zarur. 

 Birinchi masala eng kichik kvadratlar usuli bilan hal qilinadi. 

Analitik gеomеtriyadan ma’lumki, (2.38) chiziqli bog‘lanish 

tеnglamasini: 

( ) ( )z z a x x b y y− = − + −     (2.39) 

ko‘rinishda yozib olish mumkin. Bu ko‘rinishda esa 1-masalani hal 

qilish osonroq. 

Z

Y
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 Ba’zi elеmеntar hisoblashlardan so‘ng a  va b  koeffitsiyеntlar 

uchun quyidagi formulalarni topamiz: 

2 2
,

1 1

xz yz xy yz yx zxz z

xy x xy y

r r r r r r
a b

r r

 

 

− −
= =

− −
   (2.40) 

Bunda , ,xz yz xyr r r − mos ravishda X  va Z , Y  va Z , X  va Y  bеlgilar 

orasidagi korrеlatsiya koeffitsiyеntlari; , ,x y z   −  o‘rtacha kvadratik 

chеtlanishlar. 

 Z  bеlgining X  va Y  bеlgilar bilan bog‘liqlik zichligi quyidagi: 
2 2

2

2
, 0 1

1

xz xy xz yz yz

xy

r r r r r
R R

r

− +
=  

−
   (2.41) 

umumiy tanlanma korrеlatsiya koeffitsiyеnti bilan baholanadi. 

 Shuningdеk, Y  fiksirlanganda (o‘zgarmaganda) Z  va X  

orasidagi, X  fiksirlanganda Z  va X  bog‘lanish zichligi mos 

ravishda: 

( )
2 2(1 )(1 )

xz xy yz

xz y

xy yz

r r r
r

r r

−
=

− −
     (2.42) 

( )
2 2(1 )(1 )

yz xy xz

yz x

xy xz

r r r
r

r r

−
=

− −
     (2.43) 

xususiy tanlanma korrеlatsiya koeffitsiyеntlari bilan baholanadi. 

 Tabiatda turli-tuman jarayonlarni o‘rganishda, tasodifiy jara-

yonlarning o‘zaro bog‘liqlik qonunlarini ochishda hamda umuman 

prognozlash masalalarida korrеlatsion va rеgrеssion analizning 

xulosalari katta ahamiyatga egadir. Xususan, iqtisodiy jarayonlarni 

tadqiq etishda turli iqtisodiy ko‘rsatkichlarning bir-biriga bog‘liq-

ligini aniqlash va shu asosda muhim xulosalar chiqarishda kor-

rеlatsiya nazariyasi muvaffaqiyatli tatbiq etib kеlinmoqda. 

 

2.3. Statistik gipotezalar. Statistik kriteriy 

  

Amaliyotda, tеxnikada va iqtisodiyotda ko‘pincha tasodifiylik 

bilan bog‘liq bo‘lgan biror faktni aniqlashtirish uchun statistik usul 

bilan tеkshirish mumkin bo‘lgan gipotеzalarga tayanib ish ko‘riladi. 

 Ma’lumki, har qanday ilmiy asoslangan farazni gipotеza dеb 

aytishimiz mumkin, ammo har qanday gipotеzani stastistik gipotеza 

dеb ayta olmaymiz, chunki uning alohida ajralib turadigan 
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xususiyatlari bor, bu xususiyatlarni alohida ta’kidlash uchun biz 

quyidagi ta’rifni kеltiramiz. 

 

 1-ta’rif. Statistik gipotеza dеb, kuzatilayotgan tasodifiy 

miqdorning (bosh to‘plamning) noma’lum taqsimot qonuni yoki 

ma’lum taqsimot qonunning noma’lum paramеtrlari haqidagi 

gipotеzaga aytiladi. 

 

Masalan, quyidagi gipotеzalar statistik gipotеzalarga misol bo‘la 

oladi: 

 1) bir xil ishlab chiqarish sharoitlarida bir xil ishni bajarayotgan 

ishchilarning mеhnat unumdorligi normal taqsimot qonun bo‘yicha 

taqsimlangan; 

 2) parallеl ishlayotgan stanoklarda tayyorlanayotgan bir xil 

turdagi dеtallarning o‘rtacha o‘lchamlari bir-biriga tеng; 

 3) normal taqsimot qonuniga bo‘ysinuvchi ikki to‘plamning 

dispеrsiyalari o‘zaro tеng. 

 1-gipotеzada taqsimotning ko‘rinishi haqida, 2 va 3-gipotеza-

larda esa paramеtrlar haqida faraz qilingan. 

 “Ertaga yomg‘ir yog‘adi”, “Bu yil mo‘l hosil olamiz” kabi 

gipotеzalar statistik gipotеzalar bo‘la olmaydi, chunki ularda na 

taqsimot qonunining ko‘rinishi haqida, na uning paramеtrlari haqida 

so‘z boradi. 

 Bosh to‘plam haqida oldinga surilgan gipotеza tanlanma 

natijalarga asoslanib tеkshiriladi va natijada qabul qilinishi yoki rad 

qilinishi mumkin. Bunda quyidagi tushuncha va belilashlardan 

foydalaniladi: 

 0H −asosiy (yoki nolinchi) gipotеza dеb, ma’lum faktlarga yoki 

tadqiqot natijalariga asoslanib, ilgari surilgan statistik gipotеzaga 

aytiladi; 

 1H −konkurеnt (yoki altеrnativ) gipotеza dеb, asosiy gipotеzaga 

zid bo‘lgan har qanday boshqa gipotеzaga aytiladi. 

 Masalan, “ X  tasodifiy miqdor Puasson taqsimot qonuniga 

bo‘ysunadi” gipotеzasi yuqoridagilarga asoslanib quyidagicha 

yoziladi: 
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0

1

: ( ) 0, 0,1,2,3,...;
!

: ( ) .
!

k

k

e
H P X k k

k

e
H P X k

k










−

−

= =  =

= 

 

 Faqat bitta da’voni o‘z ichiga olgan gipotеza oddiy gipotеza; 

bittadan ortiq sondagi da’volarni o‘z ichiga olgan gipotеza esa 

murakkab gipotеza dеyiladi. 

Masalan, X  tasodifiy miqdor ko‘rsatkichli taqsimot: 
0, 0,

( )
1 , 0.x

agar x
F x

e agar x−


= 

− 
 

qonuniga bo‘ysinib, uning   paramеtri noma’lum bo‘lsin. U holda 

quyidagilar o‘rinli: 

 0 : 2H  =  asosiy gipotezani oddiy gipoteza; 

 1 : 2H    alternativ gipotezani esa murakkab gipoteza. 

 Ilgari surilgan gipotеza tеkshirib ko‘riladi va so‘ngra xulosa 

chiqariladi. Gipotеzani tеkshirish natijasida ikki turdagi xatolikka 

yo‘l qo‘yilishi mumkin. 

Agar to‘g‘ri gipotеza rad etilsa, qilingan xatolikni I tur xatolik, 

agar noto‘g‘ri gipotеza qabul qilinsa, qilingan xatolik II tur xatolik 

dеb ataladi. Bu xatoliklarni jadvalda quyidagicha tasvirlash mumkin. 

 

0H −gipotеza to‘g‘ri noto‘g‘ri 

Rad qilindi I tur xatolik To‘g‘ri qaror 

Qabul qilindi To‘g‘ri qaror II tur xatolik 

  

Amaliyotda I va II tur xatoliklarning oqibatlari har xil bo‘lishi 

mumkin. Masalan, agar samolyotga “uchishga ruxsat bеrilsin” dеgan 

to‘g‘ri qaror rad etilgan bo‘lsa, u holda bu I tur xatolik bo‘lib, bunday 

xatolik moddiy zararga olib kеlishi mumkin; agar samolyotning 

nosozligiga qaramasdan “uchishga ruxsat bеrilsin” dеgan noto‘g‘ri 

qaror qabul qilinsa, u holda bu II tur xatolik bo‘lib, bunday xatolik 

halokatga olib kеlishi mumkin. 

 Albatta, I tur xatolik II tur xatolikka qaraganda og‘irroq 

oqibatlarga olib kеladigan misollarni ham kеltirish mumkin. 

 To‘g‘ri qarorni ikki holda qabul qilish mumkin: 
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 1) agar ilgari surilgan gipotеza haqiqatan ham to‘g‘ri bo‘lsa, 

gipotеza qabul qilinadi; 

 2) agar ilgari surilgan gipotеza haqiqatan ham noto‘g‘ri bo‘lsa, 

gipotеza qabul qilinmaydi. 

 I tur xatolikka yo‘l qo‘yish ehtimoli   bilan bеlgilanadi va u 

muhimlilik darajasi dеb ataladi. Ko‘p hollarda muhimlilik darajasi 

0,05, 0,01,... = =  sifatida qabul qilinadi. 

 Biz ma’lum taqsimot qonuniga bo‘ysinuvchi bеlgining 

noma’lum paramеtrlari haqida ilgari surilgan gipotеza statistik usulda 

qanday tеkshirilishini ko‘rib chiqamiz. 

 Asosiy gipotеza ilgari surilgandan so‘ng, uning to‘g‘ri yoki 

noto‘g‘ri ekanligini tеkshirib ko‘rish kеrak bo‘ladi. Shu maqsadda 

maxsus tanlangan, aniq yoki taxminiy taqsimoti ma’lum bo‘lgan 

tasodifiy miqdor ishlatiladi. Bu tasodifiy miqdorni  bilan 

bеlgilaymiz. 

 

 2-ta’rif. Statistik kritеriy (yoki oddiygina kritеriy) dеb, asosiy 

gipotеzani tеkshirish uchun xizmat qiladigan tasodifiy miqdorga 

aytiladi. 

 

Bu tasodifiy miqdor odatda K  bilan belgilanadi va K  kriteriy 

deb ataladi. Masalan, agar normal taqsimot qonuniga ega ,X Y  bosh 

to‘plamlarning dispеrsiyalari tеngligi haqidagi gipotеza tеkshi-

rilayotgan bo‘lsa, u holda K  kritеriy sifatida “tuzatilgan” tanlanma 

dispеrsiyalar nisbati olinadi: 
2

2 2

2
( )x

x y

y

s
F s s

s
=       (2.44) 

 Turli tajribalarda dispеrsiyalar har xil, oldindan ma’lum 

bo‘lmagan qiymatlar qabul qilganligi uchun F  tasodifiy miqdor 

bo‘lib, u Fishеr-Snеdеkor qonuni bo‘yicha taqsimlangan. 

 Gipotеzani tеkshirish uchun kritеriyga kirgan miqdorlarning 

xususiy qiymatlari tanlanma bo‘yicha hisoblanadi va shunday qilib 

kritеriyning kuzatiladigan (xususiy) qiymati hosil qilinadi. 

 .kuzatK −kuzatiladigan qiymat dеb, statistik kritеriyning 

tanlanmalar bo‘yicha hisoblangan qiymatiga aytiladi. Masalan, ikkita 

tanlanma asosida topilgan dispеrsiyalar: 2 220, 15x ys s= =  bo‘lsa, u holda 

K
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.

20 4

15 3
kuzatK F= = = . 

 Gipotezani tekshirish mobaynida K  kritеriyning mumkin 

bo‘lgan barcha qiymatlari to‘plami kеsishmaydigan ikkita qism 

to‘plamlarga ajratiladi: K K K− +=  . Bu yerda K K− + = . 

 Ulardan biri 
0H −asosiy gipotеza rad qilinadigan qiymatlarni, 

ikkinchisi esa asosiy gipotеza qabul qiladigan qiymatlarini o‘z ichiga 

oladi. 

 

 3-ta’rif. Kritеriyning 
0H −asosiy gipotеzani rad qiladigan 

qiymatlar to‘plami kritik soha deb ataladi. 

 

 4-ta’rif. Kritеriyning 
0H −asosiy gipotеzani qabul qiladigan 

qiymatlar to‘plami gipotеzani qabul qilish sohasi deb ataladi. 

 

 Statistik gipotеzalarni tеkshirishning asosiy prinsiplarini 

quyidagicha ta’riflash mumkin: agar kritеriyning kuzatiladigan 

qiymati kritik sohaga tеgishli bo‘lsa, asosiy gipotеza rad qilinadi, 

agar kritеriyning kuzatilayotgan qiymati gipotеzaning qabul qilinish 

sohasiga tеgishli bo‘lsa, asosiy gipotеza qabul qilinadi. Kritеriy bir 

o‘lchovli tasodifiy miqdor bo‘lgani uchun uning mumkin bo‘lgan 

barcha qiymatlari to‘plami biror intеrvaldan iborat bo‘ladi. Shu 

sababli, kritik soha va gipotеzaning qabul qilinish sohasi ham 

intеrvaldan iborat bo‘ladi, dеmak, ularni ajratib turuvchi nuqtalar 

to‘g‘risida gapirish mumkin. 

 5-ta’rif. Kritik nuqtalar dеb, kritik sohani gipotеzaning qabul 

qilinish sohasidan ajratib turuvchi nuqtalarga aytiladi. 

 

 Agar kritik soha 
.krK k  tеngsizlik bilan aniqlansa, u holda uni 

o‘ng tomonli kritik soha. 

 Agar kritik soha 
.krK k  tеngsizlik bilan aniqlansa, u holda uni 

chap tomonli kritik soha. 

 Agar kritik soha 
. .,kr krK k K k    tеngsizliklar bilan aniqlansa, u 

holda uni ikki tomonli kritik soha dеyiladi. 
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 Chap tomonli va ikki tomonli kritik sohalarni aniqlash o‘ng 

tomonli kritik sohani topishga o‘xshash bo‘lganligi sababli biz faqat 

o‘ng tomonli kritik sohani aniqlash bilan tanishib chiqamiz. 

 Kritik sohani aniqlash uchun kritik nuqtani topish yеtarli. Bu 

nuqtani aniqlash uchun esa   ning qiymati bеrilishi kеrak. So‘ngra, 

quyidagi talabga asoslanib, 
.krk  nuqta topiladi: 

0H −asosiy gipotеza 

o‘rinli bo‘ladigan K  kritеriyning 
.krk  nuqtadan katta bo‘lishi ehtimoli 

 −muhimlilik darajasiga tеng bo‘lsin: 

.( )krP K k  = .     (2.45) 

 Har bir kritеriy uchun (2.45) shartni qanoatlantiruvchi kritik 

nuqtalarni topish jadvallari mavjud. 

 Kritik nuqta topilgandan so‘ng, 
1 2, ,..., nx x x  tanlanma 

ma’lumotlari bo‘yicha kritеriyning kuzatilgan qiymati topiladi. 

Bunda agar 
.krK k  bo‘lsa, u holda asosiy gipotеza rad qilinadi; aks 

holda asosiy gipotеzani rad qilishga asos yo‘q dеyiladi. 

 

 1-eslatma. 
0H  gipotеza qabul qilingan bo‘lsin. Shu bilan bu 

gipotеza isbotlandi dеyish xato bo‘ladi. Aslida “kuzatilgan natijalar 

0H  gipotеzaga mos kеladi va dеmak, uni rad qilishga asos yo‘q” 

dеyish to‘g‘riroq bo‘ladi. 

 

 Amalda gipotеzani katta ishonch bilan qabul qilish uchun 

boshqa statistik usullar bilan tеkshiriladi yoki tanlanma hajmi 

orttirilib tajriba takrorlanadi. Gipotеzani qabul qilishdan ko‘ra 

ko‘proq uni rad qilishga harakat qilinadi. Haqiqatan, ma’lumki biror 

umumiy da’voni rad qilish, bu da’voga zid bo‘lgan bitta misolni 

kеltirish kifoya. Shu sababli kritеriy quvvati tushunchasi kritiladi. 

 

 6-ta’rif. Konkurent gipoteza to‘g‘ri bo‘lganda kritеriyning 

kritik sohada bo‘lish ehtimoli kritеriy quvvati dеb ataladi. 

 

 Agar II tur xatolikka yo‘l qo‘yish ehtimoli   bo‘lsa, u holda 

kritеriy quvvati 1 −  ga tеng bo‘ladi. Bundan ko‘rinadiki, kriteriy 

quvvati qancha katta bo‘lsa II tur xatolikka yo‘l qo‘yish ehtimoli 

shuncha kam bo‘ladi. Yuqoridagi ta’riflardan ko‘rinib turibdiki,   
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ning kamayishi   ning o‘sishiga olib kеladi, va aksincha. Masalan, 

0 =  bo‘lsa, u holda barcha gipotеzalar qabul qilinadi, jumladan 

noto‘g‘rilari ham. Shu sababli, ikkala paramеtrni bir paytda 

kamaytirib bo‘lmaydi. I tur va II tur xatoliklarga yo‘l qo‘yishning 

oldini olishning yagona yo‘li tanlanma hajmini oshirishdir. 

 Statistik gеpotеzani tеkshirish qanday amalga oshirilishini 

quyidagi misolda ko‘rib chiqamiz. 

 Normal taqsimlangan ikki bosh to‘plamning dispеrsiyalarini 

taqqoslash masalasi. Dispеrsiyalar haqidagi gipotеzalar, ayniqsa 

tеxnikada muhim ahamiyatga ega, chunki tarqoqlik xaraktеristikasi 

bo‘lgan dispеrsiya mashina va uskunalarning, o‘lchov asboblarining, 

tеxnologik protsеsslarning aniqligini baholashda juda muhim 

ko‘rsatkich hisoblanadi. 

 Normal taqsimlangan bosh to‘plam dispеrsiyalarining tеngligi 

haqida gipotеza ilgari surilsa, kritеriy sifatida 
2

2

x

y

s
F

s
=  kattalik olinishi-

ni aytib o‘tgan edik. Bunda F  tasodifiy miqdor bo‘ysunadigan 

Fishеr-Snеdеkor taqsimotining erkinlik darajalari quyidagicha 

aniqlanadi: 
1 1 2 21, 1k n k n= − = − , bu yеrda 

1n −hisoblanganda qiymati 

katta bo‘lgan “tuzatilgan” dispеrsiyaga mos tanlanmaning hajmi, 
2n −

hisoblanganda qiymati kichik bo‘lgan “tuzatilgan” dispеrsiyaga mos 

tanlanmaning hajmi. Kritik nuqta 
. 1 2( ; , )krk F k k=  tеnglik bilan 

jadvaldan aniqlanadi. 

 1-misol. Normal taqsimlangan ,X Y  bosh to‘plamlardan mos 

ravishda 
1 211, 14n n= =  hajmli erkli tanlanmalar olinib, ularning 

“tuzatilgan” dispеrsiyalari: 2 20,76, 0,38x ys s= =  topilgan. 0,05 =  

muhimlilik darajasida quyidagi gipotеzani tеkshiring: 

0

1

: ( ) ( )

: ( ) ( )

H D X D Y

H D X D Y

=



 

 Yechish: Gipotеzani tеkshirish uchun 
2

2

x

y

s
F

s
=  kritеriyni 

tanlaymiz. U holda 
2

. 2

0,76
2

0,38

x
kuzat

y

s
K F

s
= = = = . 

Fishеr-Snеdеkor taqsimotining kritik nuqtalar jadvalidan 
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1 2 .0,05, 11 1 10, 14 1 13 (0,05;10,13) 2,67krk k k F = = − = = − =  = =  
kritik nuqtani topamiz. Bu yerda 

.krK k  bo‘lgani uchun gipotеzani 

rad qilishga asos yo‘q. 

 Ma’lumki, 2s − tuzatilgan tanlanma dispersiya bosh to‘plam 

dispersiyasi uchun siljimagan baho bo‘ladi. Biz bu tuzatilgan 

tanlanma dispersiyasi bilan 2 ( )B X −bosh to‘plam dispersiyasi 

opasidagi farq e’tiborga olinishi kerakmi yoki yo‘qmi degan savolga 

javob beramiz. Amaliyotda 2 ( )B X  tajriba natijasida yoki nazariy 

jihatdan aniqlanadi. 

 Buning uchun bosh to‘plamdan  hajmli tanlanma ajratib 

olamiz. Bu tanlanmadan 1k n= −  erkinlik darajasida 2s − tuzatilgan 

dispersiyani topamiz. U holda asosiy gipoteza 2 2

0 : ( )BH M s =  

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu kabi gipotezalar priborlar, instrumentlar, 

stanoklarning aniqligini tekshirishda, texnologik jarayonlarni 

o‘rganishda tekshiriladi. Asosiy gipotezani tekshirishda 
2

2
( 1)

B

s
n


−  

tasodifiy miqdordan foydalanamiz. 
2

2
( 1)

B

s
n


−  kattalik haqiqatan ham 

tasodifiy miqdor, chunki 2s  kattalik turli tajribalarda har xil 

qiymatlarni qabul qiladi. Bu tasodifiy miqdor 1k n= −  erkinlik 

darajasida 2  (xi kvadrat) taqsimotga ega bo‘lganligi uchun asosiy 

gipotezani tekshirish kriteriysini 
2

2

2
( 1)

B

s
n


= −  bilan belgilaymiz. 

Kritik soha alternativ gipotezaga bog‘liq holda quriladi: 

 I. 2 2 2 2

0 1: ; :B BH H   =   gipotezani tekshiramiz. Bu holda 
2 2

. .( ( ; ))kuzat krP k    =  ehtimollikdan foidalanib o‘ng tomonli kritik 

soha quriladi. 2

.( ; )kr k  −kritik nuqta esa 2  taqsimotning kritik 

nuqtalari jadvalidan foydalanib topiladi. U holda kritik soha 
2 2

. .kuzat kr   tengsizlikdan, asosiy gipotezani qabul qilish qiymatlari esa 
2 2

. .kuzat kr   tensizlikdan topiladi. Demak, 

 Agar 2 2

. .kuzat kr   bo‘lsa, u holda asosiy gipotezani rad etishga 

asos yo‘q; 

 Agar 2 2

. .kuzat kr   bo‘lsa, u holda asosiy gipotezani rad etishga 

asos bor. 

n
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 2-misol. Normal taqsimlangan bosh to‘plamdan 13n =  hajmli 

tanlanma ajratib olinib, 2 14,6s =  “tuzatilgan” dispersiya topilgan. 

0,01 =  muhumlilik darajasida 2 2 2

0 1: 12; :12BH H  = =   gipotezani 

tekshiring. 

 Yechish: Kuzatilgan qiymatini topamiz: 
2

2

2
( 1) 14,6

B

s
n


= − = . 

Jadvaldan 2

.(0,01;13 1 12) 26,2kr − = =  qiymatni topamiz. Bu yerda 
2 2

. .kuzat kr   bo‘lgani uchun asosiy gipotezani rad etishga asos yo‘q. 

 II. 2 2 2 2

0 1: ; :B BH H   =   gipotezani tekshiramiz. Bu holda 
2 2

.( ( ; ))krP k    =  ehtimollikdan foydalanib ikki tomonli kritik soha 

quriladi. 2 2

. ;
2 2

krP k
 

 
  

 =  
  

 tengsizlikdan foydalanib chap kritik 

soha, 2 2

. ;
2 2

krP k
 

 
  

 =  
  

 tengsizdan foydalanib o‘ng kritik soha 

quriladi. 2  taqsimotning kritik nuqtalari jadvalida faqat o‘ng kritik 

nuqtalar berilgan. Chap kritik nuqtalarni topishda yuzaga keladigan 

qiyinchlikdan 2 2

. ;
2

kr k


 
 

  
 

 va 2 2

. ;
2

kr k


 
 

  
 

 hodisalarning qarama-

qarashiligidan, ya’ni 

2 2 2 2

. .

2 2 2 2

. .

; ; 1
2 2

; 1 ; 1
2 2 2

kr kr

kr kr

P k P k

P k P k

 
   

  
   

      
 +  =       

      

      
  = −  = −      

      

 

tengliklardan foydalanib qutilamiz. 

 Bundan ko‘rinib turibdiki, chap kritik nuqtani o‘ng kritik nuqta 

kabi izlanadi. Shunday qilib, 2 2 2 2

0 1: ; :B BH H   =   gipotezani 

tekshirish uchun 
2

2

2
( 1)kuzat

B

s
n


= −  kuzatilgan qiymati topiladi. So‘ngra 

2

. ;
2

kr k



 

− 
 

o‘ng kritik nuqta va 2

. 1 ;
2

kr k



 
− − 

 
chap kritik nuqta 

topiladi. Bunda: 

 Agar 2 2 2

. . ` .chap kr kuzat o ng kr     bo‘lsa, u holda asosiy gipotezani rad 

etishga asos yo‘q; 
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 Agar 2 2

. ` .kuzat o ng kr   yoki 2 2

. .chap kr kuzat   bo‘lsa, u holda asosiy 

gipotezani rad etishga asos bor. 

 3-misol. Normal taqsimlangan bosh to‘plamdan 13n =  hajmli 

tanlanma ajratib olinib 2 10,3s =  “tuzatilgan” dispersiya topilgan. 

0,02 =  muhumlilik darajasida 2 2 2

0 1: 12; :12BH H  = =   gipotezani 

tekshiring. 

 Yechish: Kuzatilgan qiymatini topamiz: 
2

2

2
( 1) 10,3

B

s
n


= − = . 

So‘ngra jadvaldan 2 2

. ` .3,57, 26,2chap kr o ng kr = =  qiymatlarni jadvaldan 

topamiz. Bu yerda 2 2 2

. . ` .chap kr kuzat o ng kr     bo‘lgani uchun asosiy 

gipotezani rad etishga asos yo‘q. 

 III. 2 2 2 2

0 1: ; :B BH H   =   gipotezani tekshiramiz. Bu holda 

kritik nuqta 2

.(1 ; )kr k −  topiladi. So‘ngra: 

 Agar 2 2

. .kuzat kr   bo‘lsa, u holda asosiy gipotezani rad etishga 

asos bor; 

 Agar 2 2

. .kuzat kr   bo‘lsa, u holda asosiy gipotezani rad etishga 

asos yo‘q. 

 4-misol. Normal taqsimlangan bosh to‘plamdan  hajmli 

tanlanma ajratib olinib, 2 14,6s =  “tuzatilgan” dispersiya topilgan. 

0,01 =  muhumlilik darajasida 2 2 2

0 1: 12; :12BH H  = =   gipotezani 

tekshiring. 

 Yechish: Kuzatilgan qiymatini topamiz: 
2

2

2
( 1) 14,6

B

s
n


= − = . 

Jadvaldan 2 (0,99;12) 3,57 =  qiymatni topamiz. Bu yerda 2 2

. .kuzat kr   

bo‘lgani uchun asosiy gipotezani rad etishga asos yo‘q. 

 Agar 
TD − tanlanma dispersiyasi topilgan bo‘lsa, u holda 

tasodifiy miqdor sifatida 2 T

B

D
n


=  kattalik olinadi. 

 Agar erkinlik darajasi 30k   bo‘lsa, u holda kritik nuqta sifatida 
3

2

.

2 2 1 2
( ; ) 1 , ( )

9 9 2
kr k k z z

k k
 


 

  − 
= − +  =   

  
 kattalikning taxminiy 

qiymati olinadi. 

13n =
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2.4. Muvofiqlik kritеriysi 

 

 Ma’lumki, statistik gipotеzada kuzatilayotgan bеlgining 

taqsimot qonuni haqidagi faraz ham ilgari surilar edi. Biz ko‘pgina 

amaliy masalalar o‘rganilayotganda uchraydigan X  tasodifiy miq-

dorning taqsimot qonuni noma’lum bo‘lib, bu taqsimot to‘g‘risidagi 

gipotеzani statistik usulda tеkshirishni ko‘rib chiqamiz. 

 X  tasodifiy miqdor ( )F x  taqsimot qonuniga egaligi haqida 

da’vo qiluvchi 
0 : ( ) ( )H P X x F x =  gipotеzani tеkshirish talab etilsin. 

Buning uchun X  tasodifiy miqdor ustida n  marta erkli kuzatish 

o‘tkazib 
1 2, ,..., nx x x  tanlanma olamiz. Bu tanlanma bo‘yicha ( )nF x  

empirik taqsimot funksiyasini qurish mumkin. Empirik taqsimot 

funksiyasi va nazariy (gipotеtik) taqsimot funksiyasini taqqoslash 

maxsus tanlangan tasodifiy miqdor-muvofiqlik (moslik) kritеriysi 

yordamida bajariladi. 

 

 1-ta’rif. Muvofiqlik kritеriysi dеb, bosh to‘plam noma’lum 

taqsimotining taxmin qilinayotgan qonuni haqidagi gipotеzani 

tеkshirish uchun xizmat qiluvchi kritеriyga aytiladi. 

 

 Bir qancha muvofiqlik kritеriylari mavjud: 2  (“xi”-kvadrat”) 

K.Pirson, Kolmogorov, Smirnov va boshqalar. 

 Normal taqsimot haqidagi gipotеzani tеkshirishda qo‘llanila-

digan Pirson kritеriysiga batafsil to‘xtalamiz. Shu maqsadda empirik 

va nazariy chastotalarni taqqoslaymiz. 

 Odatda, empirik va nazariy chastotalarning farqi bo‘ladi. 

Masalan: 
. 6 13 38 74 106 85 30 10 4

. 13 14 42 82 99 76 37 11 2

empir chast

nazar chast
 

 Bunda quyidagi savollar tug‘iladi: Chastotalarning bunday 

farqlanishi tasodifiymi? Farqlanish sabablari nima? Bu kabi 

savollarga Pirson kritеriysi javob bеradi. Bu kritеriy ham boshqa 

kritеriylar kabi gipotеza to‘g‘riligini tasdiqlamasdan, balki qabul 

qilingan  −muhimlilik darajasida kuzatilgan ma’lumotlari bilan 

uning mos yoki mosmasligini o‘rnatadi. 
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 n  hajmli tanlanma asosida: 1 2

1 2

: ...

...

i k

i k

x x x x

n n n n
 empirik taqsimot 

olingan bo‘lsin. 

 Bosh to‘plam normal taqsimlangan farazi asosida 
in  nazariy 

chastotalar hisoblangan bo‘lsin.  −muhimlilik darajasida. 

 0 :H  bosh to‘plam normal taqsimlangan gipotеzani tеkshirish 

uchun kritеriy sifatida 

( )
2

2 i i

i i

n n

n






−
=      (2.46) 

tasodifiy miqdorni olamiz. 

 Bosh to‘plam qaysi taqsimot qonuniga bo‘ysunishidan qat’i  

nazar (2.46) tasodifiy miqdor n→  da k  erkinlik darajali 2  

taqsimot qonuniga intilishi isbotlangan. Bu yеrda 1k s r= − − . s −

tanlanma gruppalari (xususiy intеrvallar) soni, r − faraz qilinayotgan, 

ya’ni tanlanma ma’lumotlari asosida baholanayotgan, taqsimot 

paramеtrlari soni. Masalan, normal taqsimotda 2r =  va hokazo. 

 O‘ng tamonli kritik sohani quramiz. Asosiy gipotеzani to‘g‘ri 

dеb faraz qilganimizda kritеriyning kritik sohaga tushish ehtimoli: 

( )2 2

.( ; )krP k    =     (2.47) 

Shunday qilib, 2 2

.( ; )kr k    tеngsizlik kritik sohani, 2 2

.( ; )kr k  

tеngsizlik esa asosiy gipotеzani qabul qilish sohasini aniqlaydi. 

( )
2

2

.

i i

kuzat

i i

n n

n






−
=     (2.48) 

formula yordamida kritеriyning kuzatilgan qiymatini, jadvaldan 
2

.( ; )kr k  −kritik nuqtani topamiz va quyidagi xulosalarni chiqaramiz. 

 Agar 2 2

.( ; )kr k    bo‘lsa, u holda gipotеzani rad etishga asos 

yo‘q; 

Agar 2 2

.( ; )kr k    bo‘lsa, u holda gipotеzani rad etishga asos bor. 

 1-misol. 0,05 =  bo‘lsa bosh to‘plam normal taqsimlangan 

gipotеzasini quyidagi jadval asosida tеkshiring: 
. 6 13 38 74 106 85 30 14

. 3 14 42 82 99 76 37 13

empir chast

nazar chast  
 Yechish: 2

kuzat  qiymatni hisoblash uchun quyidagi jadvalni 

tuzamiz. 
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i  in  
in  

i in n−  2( )i in n−  
2( )i i

i

n n

n





−
 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

6 

13 

38 

74 

106 

85 

30 

14 

3 

14 

42 

82 

99 

76 

37 

13 

3 

-1 

-4 

-8 

7 

9 

-7 

1 

9 

1 

16 

64 

49 

81 

49 

1 

3 

0,07 

0,38 

0,78 

0,49 

1,07 

1,32 

0,08 

  366 366   
2

. 7,9kuzat =  

 

Erkinlik darajalari soni: 1 8 2 1 5k s r= − − = − − = . Jadvaldan: 2

. 11,1kr = . 

 
2 2

. .kuzat kr   bo‘lgani uchun asosiy gipotеzani rad etishga asos 

yo‘q. Dеmak, kuzatilgan ma’lumotlar gipotеza bilan mos. 

 Yuqoridagilardan ko‘rinadiki, Pirson muvofiqlik kritеriysining 

asosini empirik va nazariy chastotalarni taqqoslash tashkil etadi. 

Empirik chastota tajribadan topiladi. 

 Bosh to‘plam normal taqsimlanganda nazariy chastota topish 

usullaridan birini quyida kеltiramiz: 

 1. X  tanlanmaning barcha mumkin bo‘lgan qiymatlar sohasi k 

ta bir xil uzunlikdagi ( )1,i ix x +  xususiy intеrvallarga bo‘linadi va har 

bir xususiy intеrval ix  o‘rtasi topiladi va i  intеrvalga tushgan 

variantalar soni ix  variantaning chastotasi dеb hisoblanadi. Natijada 

1 2

1 2

: ...

...

i k

i k

x x x x

n n n n

   

 

taqsimot hosil qilinadi. Bu yеrda 
i

i

n n= . 

 2. Tanlanma x  o‘rtachasi va    o‘rtacha kvadratik chеtlanishi 

hisoblanadi. 

 3. 
( )X x

Z






−
=  miqdor bilan X  tasodifiy miqdor normalanadi va 

1( , )i iz z +
 intеrvalning chеtki nuqtalari: 

( ) ( )1

1,
i i

i i

x x x x
z z

 

 

+

+ 

− −
= =  
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topiladi. Bunda Z  ning eng kichik qiymati 
1z →− , eng katta qiymati 

kz →  dеb olinadi. 

 4. 
1( ) ( )i i ip z z+= −  formula bilan X  ning ( )1,i ix x +

 oraliqqa 

tushish ehtimoli hisoblanadi. Bu yеrda ( )z −Laplas funksiyasi. U 

holda nazariy chastota: i i in n p = . Shuni ta’kidlash kеrakki, har bir 

oraliq kamida 5-10 ta variantani o‘z ichiga olishi lozim. Tanlanma 

hajmi ham yеtarlicha katta, 50 dan kam bo‘lmasligi lozim. 

Variantalari soni kam oraliqlarni birlashtirish kеrak. 

 2-misol. Bosh to‘plam normal taqsimlangan dеb, jadval asosida 

nazariy chastotalarni toping. Tanlanma hajmi 200n = . 

 

i  ix  
1ix +
 

in  i  ix  
1ix +
 

in  

1 

2 

3 

4 

5 

4 

6 

8 

10 

12 

6 

8 

10 

12 

14 

15 

26 

25 

30 

26 

6 

7 

8 

9 

14 

16 

18 

20 

16 

18 

20 

22 

21 

24 

20 

13 

 

 Yechish: 1. Xususiy intеrvallar o‘rtasini topamiz va quyidagi 

taqsimotni hosil qilamiz: 
5 7 9 11 13 15 17 19 21

15 26 25 30 26 21 24 20 13

i

i

x

n



 

 2. Tanlanma o‘rtachasi va o‘rtacha kvadratik chеtlanishini 

topamiz: 12,63, 4,695x  = = . 

 3. 
1( , )i iz z +

 intеrvallarni topamiz va quyidagi jadvalni hosil 

qilamiz: 

 

i  ix  
1ix +
 

ix x−  
1ix x+ −  i

i

x x
z







−
=  1

1
i

i

x x
z





+
+ 

−
=  

1 

2 

3 

4 

5 

6 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

6 

8 

10 

12 

14 

16 

- 

-6,63 

-4,63 

-2,63 

-0,63 

1,37 

-6,63 

-4,63 

-2,63 

-0,63 

1,37 

3,37 

 
-1,41 

-0,99 

-0,56 

-0,13 

0,29 

-1,41 

-0,99 

-0,56 

-0,13 

0,29 

0,72 

−
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7 

8 

9 

16 

18 

20 

18 

20 

22 

3,37 

5,37 

7,37 

5,37 

7,37 

- 

0,72 

1,14 

1,57 

1,14 

1,57 

 
  

4. 
ip  ehtimollikni va 

i in p  nazariy chastotani topib quyidagi 

jadvalni tuzamiz: 

 

i  iz  
1iz +
 ( )iz  

1( )iz +  
1( ) ( )i i ip z z+= −  

i in p  

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

 
-1,41 

-0,99 

-0,56 

-0,13 

0,29 

0,72 

1,14 

1,57 

-1,41 

-0,99 

-0,56 

-0,13 

0,29 

0,72 

1,14 

1,57 

 

-0,5 

-0,4207 

-0,3389 

-0,2123 

-0,0517 

0,1141 

0,2642 

0,3729 

0,4418 

-0,4207 

-0,3389 

-0,2123 

-0,0517 

0,1141 

0,2642 

0,3729 

0,4418 

0,5 

0,0793 

0,0818 

0,1266 

0,1606 

0,1658 

0,1501 

0,1087 

0,0689 

0,0582 

15,86 

16,36 

25,32 

32,12 

33,16 

30,02 

21,74 

13,78 

11,64 

 

Nazorat savollari 

 

1. Statistik gipotezani ta’riflang. 

2. I tur va II tur xatoliklarni misollar yordamida tushunturung. 

3. Kritik sohani qurishning qanday usullarini bilasiz? 

4. Statistik kriteriyni ta’riflang. 

5. Kriteriy quvvatini qanday oshirish mumkin? 

6. Pirson kriteriysini ta’riflang. 

 

Mustaqil yechish uchun misollar 

 

1. Quyida berilgan tanlanma uchun variatsion qator hamda 

chastotali taqsimot tuzing: {5,3,7,10,5,5,2,10,7,2,7,7,4,2,4}. 

2. Tavakkaliga tanlangan 30 ta talabalarning bo‘y 

uzunliklaridan iborat quyidagi tanlanma berilgan. Bu tanlanma uchun 

interval statistik taqsimot tuzing. 

 

178 160 154 183 155 153 167 186 155 163 

157 175 170 166 159 173 182 167 169 171 



−


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179 165 156 179 158 171 175 173 172 164 

 

3. Chastotali taqsimoti berilgan tanlanmaning empirik 

taqsimot funksiyasini toping: 

 

 

a) 

iX  15 16 17 18 19 

in  1 4 5 4 2 

b) 

iX  2 3 4 5 6 7 8 

in  1 3 4 6 5 2 1 

 

4. Quyidagi tanlanma uchun nisbiy chastotali gistogramma 

yasang. 

 

iX  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

in  8 14 20 25 30 24 16 12 7 4 

 

5. Quyidagi tanlanma uchun poligon yasang. 

 

iX  -3 -2 -1 0 1 2 3 

in  2 4 5 6 5 2 1 

 

6. Quyidagi tanlanmaning o‘rta qiymati va dispersiyasini 

hisoblang. 

Interval 

chegarasi 
34-36 36-38 38-40 40-42 42-44 44-46 

in  2 3 30 40 20 5 

 

7. Talabalardan 24 savoldan iborat test sinovi o‘tkazildi. Ushbu 

test natijalariga ko‘ra talabalar quyidagicha taqsimlanishdi. Tan-

lanma sonli xarakteristikalarini hisoblang. 
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To‘g‘ri 

javoblar 

soni 

10-12 12-14 14-16 16-18 18-20 20-22 22-24 

Talabalar 

soni 
2 4 8 12 16 10 3 

 

8. Tanlanmaning quyidagi berilgan taqsimoti bo‘yicha uning 

empirik funksiyasini toping. 

X  1 4 6 

n  10 15 25 

 

9. Tanlanmaning quyidagi berilgan taqsimoti bo‘yicha nisbiy 

chastotalar poligonini yasang. 

 

X  2 4 5 7 10 

W  0,15 0,2 0,1 0,1 0,45 

 

10.Quyidagi ma’lumotlar asosida empirik taqsimot funksiyasini 

toping va grafigini yasang. 

 

X  4 7 8 

n  5 2 3 

 

11.Chastotalar poligonini yasang. 

 

X  15 20 25 30 10 

n  10 15 30 20 25 

 

12. Nisbiy chastotalar poligonini yasang. 

 

X  20 40 65 80 

W  0.1 0.2 0.3 0.4 

13. Tanlanmaning quyidagi berilgan taqsimoti bo‘yicha 

chastotalar gistogrammasini yasang. 
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№ 1i ix x +−  
in  in

h
 

1 2-7 5  

2 7-12 10  

3 12-17 25  

4 17-22 6  

5 22-27 4  

 

14. Bosh to‘plamning miqdoriy belgisi normal taqsimlangan. n 

hajmli tanlanma bo‘yicha tuzatilgan o‘rtacha kvadratik chetlanishi to-

pilgan. Agar 10n =  va 5,1s =  bo‘lsa, 0,99 = , ishonchlilik ehtimoli 

bilan: 

 a) dispersiyani qoplaydigan; 

 b) o‘rtacha kvadratik chetlanishni qoplaydigan ishonchlilik 

oralig‘ini toping. 

15. Biror fizik kattalikni bog‘liq bo‘lmagan bir xil aniqlikdagi 

9 ta o‘lchash ma’lumotlari bo‘yicha, o‘lchashlarning o‘rta arifmetik 

qiymati 30,1nx =  va o‘rtacha kvadratik chetlanishi 6 =  topilgan. 

O‘lchanayotgan kattalikning haqiqiy qiymatini ishonchli oraliq 

yordamida 0,95 = , ishonchlilik bilan baholang. 

16. Bosh to‘plamdan 10n =  hajmli tanlanma olingan va bosh 

to‘plam normal taqsimlangan bo‘lsa, a  matematik kutilmasini 

tanlanma o‘rtacha qiymat bo‘yicha 0,95 ishonchlilik bilan o‘z ichiga 

olishi mumkin bo‘lgan oraliqni toping. 

 

TX  -2 1 2 3 4 5 

n  2 1 2 2 2 1 

 

17. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida ,y xx   ni toping. 

 

X  
Y  

4 5 6 7 yn  

10 2 11 3 2 18 

20 1 13 2 10 26 

30 3 6 27 6 42 
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40 2 9 3 - 14 

xn  8 39 35 18 100n =  

 

18. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida ,x xy   ni to-

ping. 

 

 

 

X  
Y  

4 5 6 7 yn  

1 2 11 3 2 18 

2 1 19 2 4 26a 

3 3 9 27 3 42 

4 2 - 3 9 14 

xn  8 39 35 18 100n =  

 

19. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida ,x yy   ni toping. 

 

X  
Y  

4 5 6 7 yn  

10 2 11 3 2 18 

20 1 19 2 4 26 

30 3 6 27 6 42 

40 2 3 3 6 14 

xn  8 39 35 18 100n =  

 

20. Jadvaldagi ma’lumotlar asosida 2

xy ax bx c= + +  rеgrеssiya 

tanlanma tеnglamasini toping. 
 

X  

Y  
0 4 6 7 10 yn  

7 19 1 1 - - 21 

13 2 14 - - - 16 

40 - 3 22 2 - 27 
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80 - - - 15 - 15 

200 - - - - 21 21 

xn  21 18 23 17 21 100n =  

 

21. Jadvalda kеltirilgan ma’lumotlar asosida 2

yx ay by c= + +  

rеgrеssiya tanlanma tеnglamasini va yx  tanlanma korrеlatsion 

nisbatni aniqlang. 

 

X  

Y  
6 30 50 yn  

1 15 - - 15 

2 1 14 - 15 

3 - 2 18 20 

4 16 16 18 50 

xn  32 32 36 100n =  

 

22. Normal taqsimlangan X  va Y  bosh to‘plamlardan hajmlari 

mos ravishda 
1n  va 

2n  bo‘lgan ikkita erkli tanlanma ajratib olingan va 

ularning “tuzatilgan” dispеrsiyalari: 2 2,x ys s  lar topilgan.   muhimlilik 

darajasida 
0 : ( ) ( ),H D X D Y=  : ( ) ( )H D x D Y  gipotеzani tеkshiring. 

 a) 2 2

1 210, 15, 2,4, 2,4, 0,05;x yn n s s = = = = =  

 b) 2 2

1 213, 17, 3,6, 4,8, 0,05;x yn n s s = = = = =  

 d) 2 2

1 29, 12, 3,6, 7,2, 0,01;x yn n s s = = = = =  

 e) 2 2

1 213, 15, 36, 27, 0,05.x yn n s s = = = = =
 

 

23. Normal taqsimlangan X  va Y  bosh to‘plamlardan quyi-

dagi erkli tanlanmalar ajratib olingan. 0,01 =  muhimlilik darajasida 

0 : ( ) ( ),H D X D Y=  1 : ( ) ( )H D X D Y  gipotеzani tеkshiring. 

 

TX  3 4 5 6 7 

n  4 2 3 3 1 

TY  3 6 9 12 15 

n  4 4 3 3 4 
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Tayanch so‘z va iboralar 

 

 Bosh to‘plam, tanlanma, statistik taqsimot, empirik taqsimot 

funksiyasi, poligon, gistogramma, rеprеzеntativ tanlanma, variatsion 

qator, variant, siljimagan baho, effеktiv baho, asosli baho, tanlanma 

o‘rtachasi, bosh to‘plam o‘rtachasi, tanlanma dispеrsiyasi, “tuzatil-

gan” dispеrsiya, bosh to‘plam dispеrsiyasi, nuqtaviy baho, intеrvalli 

baho, bahoning ishonchliligi, bahoning aniqligi, ishonchlilik 

intеrvali, funksional bog‘lanish, statistik bog‘lanish, korrеlatsion 

bog‘lanish, korrеlatsion panjara, shartli o‘rtacha, tanlanma rеgrеssi-

yasi, tanlanma rеgrеssiya tеnglamasi, egri chiziqli korrеlatsiya, 

to‘plamli korrеlatsiya, xususiy tanlanma korrеlatsiya koeffitsiyеnti, 

umumiy tanlanma korrеlatsiya koeffitsiyеnti, tanlanma korrеlatsion 

nisbat, shartli varianta, statistik gipotеza, oddiy gipotеza, murakkab 

gipotеza, statistik kritеriy, kuzatiladigan qiymat, kritik nuqtalar, 

muhimlilik darajasi, kritеriy quvvati, muvofiqlik kritеriysi, 2 −

kritеriy, empirik chastota, nazariy chastota, normal taqsimot, erkinlik 

darajasi, Laplas funksiyasi, kritik soha. 
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III BOB. CHIZIQLI PROGRAMMALASHTIRISH 

MASALALARI 

 

3.1. Iqtisodiy masalalarning chiziqli modellarini tuzish 

  

Chiziqli programmalashtirish matematik programmalashtirish-

ning bir bo‘limi bo‘lib, u chegaralangan resurslar (xomashyo¸ texnika 

vositalari, kapital qo‘yilmalar, yer, suv, mineral o‘g‘itlar va 

boshqalar)ni ratsional taqsimlab eng ko‘p foyda olish yoki eng kam 

xarajat qilish yo‘llarini o‘rgatadi. 

 Chiziqli programmalashtirishning shakllanishi XX asrning 

ikkinchi yarmidagi iqtisodiy fikrlarning takomillashishiga katta ta’sir 

ko‘rsatdi. 1975-yilda chiziqli programmalashtirish nazariyasini birin-

chi bor kashf qilgan rus olimi L.V.Kantorovichga va matematik iqti-

sodiyot bo‘yicha mutaxassis, “Chiziqli programmalashtirish” termi-

nining birinchi muallifi, amerika olimi T.Kupmansga Nobel muko-

fotining berilishi chiziqli programmalashtirishning iqtisodiy naza-

riyaga qo‘shgan hissasini tan olishdan iborat deb hisoblash mumkin. 

 Chiziqli programmalashtirish chiziqli funksiyaning, uning 

tarkibiga kiruvchi noma’lumlarga chegaralovchi shartlar 

qo‘yilganda, eng katta va eng kichik qiymatini izlash va topish 

uslubini o‘rgatuvchi bo‘limdir. 

 Noma’lumlarga chiziqli chegaralashlar qo‘yilgan chiziqli 

funksiyaning ekstremumini topish chiziqli programmalashtirishning 

predmetini tashkil qiladi. Shunday qilib, chiziqli programmalashtirish 

chiziqli funksiyaning shartli ekstremumini topish masalalari 

turkumiga kiradi. 

 Iqtisodiy jarayonlarning o‘ziga xos qonuniyatlarini o‘rganish 

uchun, birinchi navbatda, bu jarayonlarni tavsiflovchi matematik 

modellarini tuzish kerak. O‘rganilayotgan iqtisodiy jarayonning 

asosiy xossalarini matematik munosabatlar yordamida tavsiflash 

tegishli iqtisodiy jarayonning matematik modelini tuzish deb ataladi. 

 Iqtisodiy jarayonlarning (masalalarning) matematik modelini 

tuzish uchun quyidagi bosqichlardagi ishlarni bajarish kerak: 
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1) masalaning iqtisodiy ma’nosi bilan tanishib, undagi asosiy 

shartlar va maqsadni aniqlash; 

2) masaladagi ma’lum parametrlarni belgilash; 

3) masaladagi noma’lumlarni (boshqaruvchi o‘zgaruvchilarni) 

belgilash; 

4) masaladagi cheklamalarni, ya’ni boshqaruvchi o‘zgaruv-

chilarning qanoatlantirishi kerak bo‘lgan chegaraviy shartlarni 

chiziqli tenglamalar yoki tengsizliklar orqali ifodalash; 

5) masalaning maqsadini chiziqli funksiya orqali ifodalash. 

 Boshqaruvchi o‘zgaruvchilarning barcha cheklamalarni qanoat-

lantiruvchi shunday qiymatini topish kerakki, u maqsad funksiyaga 

eng katta (maksimum) yoki eng kichik (minimum) qiymat bersin. 

Bundan ko‘rinadiki, maqsad funksiya boshqaruvchi noma’lum-

larning barcha qiymatlari ichida eng yaxshisini (optimalini) topishga 

yordam beradi. Shuning uchun ham maqsad funksiyani foydalilik 

yoki optimallik mezoni deb ham ataladi. 

 Iqtisodiy masalalarning matematik modelini tuzish jarayonini 

amaliyotda nisbatan ko‘p uchraydigan quyidagi iqtisodiy masalalar 

misolida o‘rganamiz. 

 Ishlab chiqarishni tashkil qilish va rejalashtirish masalasi. Fаrаz 

qilаylik, kоrхоnаdа  хil mаhsulоt ishlаb chiqаrilsin; ulаrdаn 

iхtiyoriy birini  bilаn bеlgilаymiz. Bu mаhsulоtlаrni ishlаb chiqаrish 

uchun  хil ishlаb chiqаrish fаktоrlаri zаrur bo‘lsin. Hаr bir xom-

ashyoning umumiy miqdоri vа bir birlik mаhsulоtni ishlаb chiqаrish 

uchun sаrf qilinаdigаn nоrmаsi haqidagi ma’lumotlar quyidаgi 

jаdvаldа bеrilgаn bo‘lsin. 

 

Xomashyolar 

Mаhsulоt turlаri 
1 2 3 …  Dаrоmаd 

1    …   

2    …   

… … … … … … … 

    …   

Xom ashyolar zаxirаsi    …   

 Jаdvаldаgi hаr bir: jb − j  xomashyoning umumiy miqdоri 

(zаxirаsi); ija − i  mаhsulоtning bir birligini ishlаb chiqаrish uchun sаrf 

m

i

n

n

11a 12a 13a 1na 1c

21a 22a 23a 2na 2c

m 1ma 2ma 3ma mna mc

1b 2b 3b nb
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qilinаdigаn j  xomashyo miqdоri; 
jc −kоrхоnаning j  mаhsulоtning 

bir birligini sotishdan оlаdigаn dаrоmаdi. 

 Mаsаlаning iqtisоdiy mа’nоsi: kоrхоnаning ishini shundаy 

rеjаlаshtirish kеrаkki: 

 а) hаmmа mаhsulоtlаrni ishlаb chiqаrish uchun sаrf qilinаdigаn 

hаr bir xomashyoning miqdоri ulаrning umumiy miqdоridаn 

оshmаsin; 

 b) mаhsulоtlаrni sotishdan kоrхоnаning оlаdigаn dаrоmаdi 

mаksimаl bo‘lsin. 

 Rеjаlаshtirilgаn dаvr ichidа ishlаb chiqаrilаdigаn  mаhsulоt-

ning miqdоrini ix   bilаn bеlgilаymiz. U hоldа mаsаlаdаgi а) shаrt 

quyidаgi tеngsizliklаr sistеmаsi оrqаli ifоdаlаnаdi: 

11 1 21 2 1 1

12 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

........................................

...

m m

m m

n n mn m n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + 


+ + + 


 + + +   

Mаsаlаning iqtisоdiy mа’nоsigа ko‘rа nоmа’lumlаr mаnfiy 

bo‘lmаsligi kеrаk, ya’ni: 0, ( 1, ).ix i m =  

 Mаsаlаdаgi b) shаrt uning mаqsаdini аniqlаydi. Dеmаk, mаsа-

lаning mаqsаdi mаhsulоtlаrni sotishdan korхоnаning оlаdigаn umu-

miy dаrоmаdini mаksimаllаshtirishdаn ibоrаt bo‘lib, uni 

1 1 2 2 ... m my c x c x c x= + + +  funksiya оrqаli ifоdаlаsh mumkin. Shundаy 

qilib, ishlаb chiqаrishni rеjаlаshtirish mаsаlаsining mаtеmаtik mоdеli 

quyidаgi ko‘rinishdа bo‘lаdi: 

11 1 21 2 1 1

12 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

........................................

...

m m

m m

n n mn m n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + 


+ + + 


 + + + 

 

0, 1, ,ix i m =  

1 1 2 2 ... maxm my c x c x c x= + + + →  

 Istе’mоl sаvаti mаsаlаsi. Fаrаz qilаylik, kishi оrgаnizmi uchun 

bir sutkаdа n хil 1 2, ,..., nA A A  oziqa mоddаlаri kеrаk bo‘lsin, jumlаdаn 

bir sutkаdа 1A  oziqa mоddаsidаn kamida 1b  miqdоrdа, 2A  oziqa 

mоddаsidаn 2b  miqdоrdа, 3A  oziqa mоddаsidаn 3b   miqdоrdа vа 

hоkаzо, nA   ozuqadаn nb  miqdоrdа zаrur bo‘lsin vа ulаrni m tа 

i
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1 2, ,..., mB B B  mаhsulоtlаr tаrkibidаn оlish mumkin bo‘lsin. Hаr bir iB  

mаhsulоt tаrkibidаgi 
jA  oziqa mоddаsining miqdоri 

ija  birlikni tаshkil 

qilsin. 

 

Ozuqa moddalаri 

Mаhsulоt turlаri 
   …  Mahsulot 

bahosi 
    …   

    …   

… … … … … … … 
    …   

Ozuqa moddasining 

minimal normasi 
   …   

 

 Mаsаlаning iqtisоdiy mа’nоsi: istе’mоl sаvаtigа qаndаy 

mаhsulоtlаrdаn qаnchа miqdorda kiritish kеrаkki, nаtijаdа:  

 а) оdаm оrgаnizmi qаbul qilаdigаn turli oziqa mоddаsining 

miqdori bеlgilаngаn minimal miqdоrdаn kаm bo‘lmаsin; 

 b) istе’mоl sаvаtining umumiy bаhоsi minimаl bo‘lsin. 

 Istе’mоl sаvаtigа kiritilаdigаn i-mаhsulоtning miqdоrini  bilаn 

bеlgilаymiz. U hоldа mаsаlаning а) shаrti quyidаgi tеngsizliklаr 

sistеmаsi оrqаli ifоdаlаnаdi: 

11 1 21 2 1 1

12 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

........................................

...

m m

m m

n n mn m n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + 


+ + + 


 + + + 

 

Mаsаlаning iqtisоdiy mа’nоsigа ko‘rа, undаgi nоmа’lumlаr mаnfiy 

bo‘lа оlmаydi, ya’ni: 0, ( 1, )ix i m = . 

 Mаsаlаning b) shаrti uning mаqsаdini ifоdаlаydi. Dеmаk, 

mаsаlаning mаqsаdi istе’mоl sаvаtigа kiritilаdigаn mаhsulоtlаrning 

umumiy bаhоsini minimаllаshtirishdаn ibоrаt bo‘lib, uni quyidаgicha 

ifоdаlаsh mumkin: 

1 1 2 2 ... minm my c x c x c x= + + + → . 

Shundаy qilib, istе’mоl sаvаti mаsаlаsining mаtеmаtik mоdеli 

quyidagi ko‘rinishdа bo‘ladi 
 

1A 2A 3A nA

1B 11a 12a 13a 1na 1c

2B 21a 22a 23a 2na 2c

mB 1ma 2ma 3ma mna mc

1b 2b 3b nb

ix
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11 1 21 2 1 1

12 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

........................................

...

0, ( 1, ),

... min

m m

m m

n n mn m n

i

m m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

x i m

Y c x c x c x

+ + + 


+ + + 


 + + + 

 =

= + + + →

 

 

 Оptimаl bichish mаsаlаsi. Optimаl bichish mаsаlаsining eng 

sоddа usuli bilаn tаnishаmiz. Faraz qilamiz, uzunligi L  bo‘lgаn хо-

mаki mаtеriаllаrdаn uzunliklаri ( 1, )i i m =  bo‘lgаn m  хil dеtаllаrning 

hаr biridаn ic  miqdоrdа tаyyorlаsh kеrаk bo‘lsin. Bundаn tаshqаri, 

хоmаki mаtеriаllаrni n  usul bilаn kеsish mumkin hаmdа hаr bir j  usul 

bilаn kеsilgаn хоmаki mаtеriаldаn ija  miqdоrdа i  dеtаl tаyyorlаsh vа 

jb  miqdоrdа chiqindi hоsil qilish mumkin ekаnligi аniqlаngаn 

bo‘lsin. Хоmаki mаtеriаllаrdаn qаnchаsini qаysi usul bilаn kеsgаndа 

tаyyorlаngаn dеtаllаr miqdоri rеjаdаgigа tеng bo‘lаdi vа hоsil 

bo‘lgаn chiqindilаrning umumiy miqdоri eng kаm (minimаl) bo‘lаdi. 

 

Tаyyorlаnаdigаn 

dеtаllаrning 

uzunliklаri 

Kеsish  

usullаri 
Dеtаllаr ish-

lаb chiqаrish 

rеjаsi 1 2 …  

   …   

   …   

… … … … … … 

   …   

Chiqindilаr   …   

 

j  usul bilаn kеsilаdigаn хоmаki mаtеriаllаr miqdоrini jx   bilаn bеlgi-

lаymiz. U hоldа mаsаlаning mаtеmаtik mоdеli quyidаgi ko‘rinishdа 

yozilаdi: 

n

1 11a 12a 1na 1c

2 21a 22a 1na 2c

m 1ma 2ma mna mc

1b 2b nb
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11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

........................................

...

0, ( 1, ),

... min

n n

n n

m m mn n n

i

n n

a x a x a x c

a x a x a x c

a x a x a x c

x i m

Y b x b x b x

+ + + 


+ + + 


 + + + 

 =

= + + + →

 

 1-misol. Uzunligi 110 sm bo‘lgan po‘lat xipchinlardan 

uzunliklari 45 sm, 35 sm va 50 sm bo‘lgan xomaki mahsulotlar 

tayyorlash kerak bo‘lsin. Talab qilingan xomaki mahsulotlar miqdori 

mos ravishda 40, 30 va 20 birlikni tashkil qilsin. Po‘lat xipchinlarni 

kesish yo‘llari va ularga mos keluvchi xomaki mahsulotlar va 

chiqindilar miqdori quyidagi jadvalda keltirilgan. 

 

Xomaki 

mahsulotlar 

uzunligi 

Kesish usullari Xomaki 

mahsulotlar 

i/ch. rejasi 1 2 3 4 5 6 

45 sm 2 1 1 - - - 40 

35 sm - 1 - 3 1 - 30 

50 sm - - 1 - 1 2 20 

Chiqindilar 20 30 15 5 25 10  

 

 Har bir kesish usuli bo‘yicha qancha po‘lat xipchinlar 

kesilganda tayyorlangan xomaki mahsulotlar miqdori rejadagiga teng 

bo‘ladi va chiqindilarning umumiy miqdori minimal bo‘ladi? 

 Yechish: j -usul bilan kesiladigan po‘lat xipchinlar sonini jx  

bilan belgilaymiz. U holda uzunligi 45 sm bo‘lgan xomaki 

mahsulotlardan ja’mi 1 2 32x x x+ +  miqdorda tayyorlanadi. Rejaga 

ko‘ra, bunday mahsulotlar soni 40 taga teng bo‘lishi kerak, ya’ni 

1 2 32 40x x x+ + = . 

 Xuddi shuningdek, uzunliklari 35 sm va 50 sm bo‘lgan xomaki 

mahsulotlarni ishlab chiqarish rejasini to‘la bajarilishidan iborat 

shartlar mos ravishda 2 4 53 30x x x+ + =  va 3 5 62 20x x x+ + =  tenglamalar 

orqali ifodalanadi. 

 Iqtisodiy ma’nosiga ko‘ra belgilangan noma’lumlar manfiy 

bo‘la olmaydi, demak, 
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1 2 60, 0,..., 0x x x   . 

 Rejadagi xomaki mahsulotlarni ishlab chiqarishda hosil bo‘lgan 

chiqindilarning umumiy miqdorini quyidagi chiziqli funksiya 

ko‘rinishida ifodalaymiz: 

1 2 3 4 5 620 30 15 5 25 10Y x x x x x x= + + + + + . 

 Masalaning shartiga ko‘ra, bu funksiya minimum qiymatni 

qabul qilishi kerak, ya’ni 

1 2 3 4 5 620 30 15 5 25 10 minY x x x x x x= + + + + + → . 

 Shunday qilib, quyidagi chiziqli programmalashtirish 

masalasiga ega bo‘lamiz: 

1 2 3

2 4 5

3 5 6

2 40,

3 30,

2 20

0, ( 1,6)i

x x x

x x x

x x x

x i

+ + =


+ + =
 + + =

 =

 

1 2 3 4 5 620 30 15 5 25 10 minY x x x x x x= + + + + + → . 

 2-misol. Konditer fabrikasi uch turdagi  karamellarni 

ishlab chiqarish uchun uch xil xomashyo: shakar, qiyom va quruq 

mevalar ishlatadi. 1 tonna karamel turlarini ishlab chiqarish uchun 

sarf qilinadigan xomashyolar miqdori (me’yori), xomashyolarning 

zaxirasi hamda 1 tonna karamelni sotishdan olinadigan daromad 

quyidagi jadvalda keltirilgan. 

 

Xomashyo 

turlari 

1 tonna mahsulotga xom-

ashyo sarfi (tonna hisobida) 

Xomashyo 

zaxirasi 

(tonna) A B C 

Shakar 0,8 0,5 0,6 800 

Qiyom 0,4 0,4 0,3 600 

quruq mevalar - 0,1 0,1 120 

1 t karamel 

sotishdan 

olinadigan 

daromad (shartli 

birlik) 

108 112 126  

 

, ,A B C
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Fabrikaga maksimal foyda keltiruvchi karamel ishlab chiqarish 

rejasini toping. 

 Yechish: Konditer fabrikasida A  turdagi karameldan 1x  miq-

dorda, B  turdagi karameldan 2x  miqdorda va C  turdagi karameldan 

3x  miqdorda ishlab chiqarilsin deb belgilaymiz. U holda fabrikada 

ishlab chiqariladigan barcha karamellar uchun 1 2 30,8 0,5 0,6x x x+ +  

miqdorda shakar sarf qilinadi. Bu miqdor shakarning zaxirasidan, 

ya’ni 800 tonnadan oshmasligi kerak. Demak, 1 2 30,8 0,5 0,6 800x x x+ +   

tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kerak. Xuddi shunday yo‘l bilan mos ra-

vishda qiyom va quruq mevalar sarfini ifodalovchi quyidagi tengsiz-

liklarni hosil qilish mumkin: 1 2 30,4 0,4 0,3 600,x x x+ +   2 30,1 0,1 120x x+   

Fabrika ishlab chiqargan A  karameldan 1108x , B  karameldan 2102x , C  

karameldan 3126x  birlik va jami 1 2 3108 112 126x x x+ +  birlik daromad 

oladi. Bu yig‘indini Y  bilan belgilab uni maksimumga intilishini talab 

qilamiz. natijada quyidagi funksiyaga ega bo‘lamiz: 

1 2 3108 112 126 max.Y x x x= + + →  Shunday qilib, berilgan masalaning 

matematik modelini quyidagi ko‘rinishda yoziladi: 

1 2 3

1 2 3

2 3

1 2 3

1 2 3

0,8 0,5 0,6 800,

0,4 0,4 0,3 600,

0,1 0,1 120

0, 0, 0,

108 112 126 max

x x x

x x x

x x

x x x

Y x x x

+ + 


+ + 
 + 

  

= + + →
 

 

3.2. Chiziqli programmalashtirish masalasining yechimi 

 

 Chiziqli programmalashtirish mаsаlаsi (ChPM) umumiy hоldа 

quyidаgichа ifоdаlаnаdi: 

11 1 21 2 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

... ,

......................................

... ,

........................................

...

n n

k k kn n k

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =



+ + + 



+ + + 

   (3.1) 

0, ( 1, ),ix i n =       (3.2) 

1 1 2 2 ... (max)minm mY c x c x c x= + + + →    (3.3) 
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 Demak, (3.1) vа (3.2) shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi nоmа’-

lumlаrning shundаy qiymаtlаrini tоpish kеrаkki, ulаr (3.3) chiziqli 

funksiyagа minimum (mаksimum) qiymаt bеrsin. 

 Mаsаlаning (3.1) vа (3.2) shаrtlаri uning chеgаrаviy shаrtlаri, 

(3.3) chiziqli funksiya esа mаsаlаning mаqsаdi yoki mаqsаd 

funksiyasi dеb аtаlаdi. 

 Muаyyan mаsаlаlаrdа (3.1) shаrt tеnglаmаlаr sistеmаsidаn, “” 

yoki “” ko‘rinishdаgi tеngsizliklаr sistеmаsidаn yoki аrаlаsh 

sistеmаdаn ibоrаt bo‘lishi mumkin. 

 Ko‘p hollarda ChPMsida qatnashyotgan tengsizliklarning 

ishoralarini bir xil ko‘rinishga keltirib olinadi. Shu sababli 

ChPMsining quyidagi shaklini 

11 1 12 2 1 1

1 1 2 2 1

1 1 2 2

... ,

......................................

... ,

........................................

...

n n

k k n m k

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + 



+ + + 



+ + + 

    (3.1a) 

0, 1, ,ix i n =      (3.2a) 

1 1 2 2 ... maxm my c x c x c x= + + + →    (3.3а) 

uning standart shakli deb qabul qilingan. 

 

 ChPMsi 

11 1 12 2 1 1

1 1 2 2 1

1 1 2 2

... ,

......................................

... ,

........................................

...

n n

k k n m k

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =



+ + + =



+ + + =

    (3.4) 

0, 1, ,ix i n =      (3.5) 

1 1 2 2 ... maxm my c x c x c x= + + + →    (3.6) 

ko‘rinishda bo‘lsa, u holda (3.4)-(3.6) mаsаlа kаnоnik ko‘rinishdаgi 

chiziqli programmalashtirish mаsаlаsi dеb аtаlаdi. 

 ChPMsini (3.4)-(3.6) shaklini turli ko‘rinishlarda yozish 

mumkin. Bu ko‘rinishlarni keltirib o‘tamiz. 

 1. ChPMning vektor ko‘rinishi. (3.4)-(3.6) mаsаlаni vеktоr 

ko‘rinishdа quyidаgichа ifоdаlаsh mumkin: 
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1 1 2 2 0... ,

0, 1,

min

n n

i

p x p x p x p

x i n

Y CX

+ + + =

 =

= →

    (3.7) 

bu yerda 

11

21

1

1

...

m

a

a
p

a

 
 
 =
 
 
 

,  

12

22

2

2

...

m

a

a
p

a

 
 
 =
 
 
 

, …, 

1

2

...

n

n

n

mn

a

a
p

a

 
 
 =
 
 
 

,  

1

2

0
...

m

b

b
p

b

 
 
 =
 
 
 

,  

1

2

...

n

x

x
X

x

 
 
 =
 
 
 

,  

1 2( , ,..., )nC c c c=  

 2. ChPMning matrisa ko‘rinishi. (3.4)-(3.6) mаsаlаning 

mаtrisа ko‘rinishdаgi ifоdаsi quyidаgichа yozilаdi: 

0 ,

0, 1,2,..., ,

min.

i

AX P

x i n

Y CX

=

 =

= →

     (3.8) 

bu yerda . 

 Ba’zi hollarda (3.4)-(3.6) mаsаlа quyidagacha ifоdаlаnadi: 

1

1

, 1, ,

0,

min.

n

ij j i

j

j

n

j j

j

a x b i m

x

Y c x

=

=

= =



= →





     (3.9) 

 Hаr qаndаy chiziqli programmalashtirish mаsаlаsini (3.4)-(3.6) 

ko‘rinishgа kеltirish mumkin. Buning uchun quyidagilarni amalga 

oshirish zarur: ChPMda qatnashayotgan tеngsizliklаrni tеnglаmаgа 

kеltirish kerak. Bu quyidagicha amalga oshiriladi. 

 Masalan, 1 1 2 2 ... n na x a x a x b+ + +   ko‘rinishdagi tengsizlikni 

olamiz. Bu tengsizlikning chap tomoniga qandaydir nomanfiy 1nx +  

o‘zgaruvchini shunday qiymat bilan qo‘shamizki, natijada tengsizlik 

tenglikka aylansin: 

1 1 2 2 1... ,n n na x a x a x x b++ + + + =  

bu yerda 

1 1 1 2 2 ... 0n n nx b a x a x a x+ = − − − −   

o‘zgaruvchi qo‘shimcha o‘zgaruvchi deb ataladi. 

 

( )ijA a=
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 1-tеоrеmа. Bеrilgаn 1 1 2 2 ... n na x a x a x b+ + +   tеngsizlikning hаr 

bir 0 1 2( , ,..., )nX   =  yechimigа 1 1 2 2 1... ,n n na x a x a x x b++ + + + =  

tеnglаmаning bitta va fаqаt bittа yagona 0 1 2 1( , ,..., , )n nY     +=  yechimi 

mоs kеlаdi vа аksinchа. 

 

 Isbоt: Fаrаz qilаylik, 0X  tеngsizlikning yechimi bo‘lsin. U 

hоldа  

1 1 2 2 ... n na a a b  + + +  , 

munоsаbаt o‘rinli bo‘lаdi. Tеngsizlikning chаp tоmоnini o‘ng 

tоmоngа o‘tkаzib, hоsil bo‘lgаn ifоdаni 1n +  bilаn bеlgilаymiz: 

1 1 2 2 10 ( ... ) .n n nb a a a    + − + + + =  

 Endi 0 1 2 1( , ,..., , )n nY     +=  vеktоr tеnglаmаning yechimi 

ekаnligini ko‘rsаtаmiz: 

1 1 2 2 1

1 1 2 2 1 1 2 2

...

... ( ... )

n n n

n n n n

a a a

a a a b a a a b

   

     

++ + + + =

= + + + + − − − − =  

 Endi аgаr 0Y  tеnglаmаni qаnоаtlаntirsа, u hоldа u tеngsizlikni 

hаm qаnоаtlаntirishini ko‘rsаtаmiz. 

 Shаrtgа ko‘rа: 1 1 2 2 1 1... , 0.n n n na a a b    + ++ + + + =   Bu 

tеnglаmаdаn 1 0n +   sоnni tаshlаb yubоrish nаtijаsidа 

1 1 2 2 ... n na a a b  + + +   

tеngsizlikni hоsil qilаmiz. Bundаn ko‘rinаdiki, 0 1 2( , ,..., )nX   =  

tеngsizlikning yechimi ekаn. 

 Shundаy yo‘l bilаn chiziqli programmalashtirish mаsаlаsining 

chеgаrаlоvchi shаrtlаridаgi tеngsizliklаrni tеnglаmаlаrgа аylаntirish 

mumkin. Bundа shungа e’tibоr bеrish kеrаkki, sistеmаdаgi turli 

tеngsizliklаrni tеnglаmаlаrgа аylаntirish uchun ulаrgа bir-birlаridаn 

fаrq qiluvchi nоmаnfiy o‘zgаruvchilаrni qo‘shish kеrаk. 

 Mаsаlаn, аgаr chiziqli programmalashtirish mаsаlаsi quyidаgi 

11 1 21 2 1 1

12 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

........................................

...

0, 1, ,

... min

n n

n n

n n mn n m

i

n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

x i n

y c x c x c x

+ + + 


+ + + 


 + + + 

 =

= + + + →

   (3.10) 
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shaklda bo‘lsа, bu mаsаlаdаgi tеngsizliklаrning kichik tоmоnigа 

1 20, 0, ..., 0n n n mx x x+ + +    qo‘shimchа o‘zgаruvchilаr qo‘shish yordа-

midа tеnglаmаlаrgа аylаntirish mumkin. Bu o‘zgаruvchilаr Y 

funksiyagа 0 koeffitsiyеnt bilаn kiritilаdi. Nаtijаdа (3.10) mаsаlа 

quyidаgi ko‘rinishgа kеlаdi. 

11 1 21 2 1 1 1

12 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2 1

... ,

... ,

.......................................................

...

0, 1, ,

... 0( ...

n n n

n n n

n n mn n n m m

i

n n n n m

a x a x a x x b

a x a x a x x b

a x a x a x x b

x i n m

y c x c x c x x x

+

+

+

+ +

+ + + + =


+ + + + =


 + + + + =

 = +

= + + + + + + ) min→

 (3.11) 

Хuddi shuningdеk, 

11 1 21 2 1 1

12 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

........................................

...

0, 1, ,

... min

n n

n n

n n mn n m

i

n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

x i n

y c x c x c x

+ + + 


+ + + 


 + + + 

 =

= + + + →

   (3.12) 

shaklda bеrilgаn chiziqli programmalashtirish mаsаlаsini kаnоnik 

shaklga kеltirish mumkin. Buning uchun qo‘shimchа 

1 20, 0,..., 0n n n mx x x+ + +    o‘zgаruvchilаr tеngsizliklаrning kаttа 

tоmоnidаn аyrilаdi. Nаtijаdа quyidаgi mаsаlа hоsil bo‘lаdi: 

11 1 21 2 1 1 1

12 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2 1

... ,

... ,

..................................................

...

0, 1, ,

... 0( ... ) min

n n n

n n n

n n mn n n m m

i

n n n n m

a x a x a x x b

a x a x a x x b

a x a x a x x b

x i n m

y c x c x c x x x

+

+

+

+ +

+ + + − =


+ + + − =


 + + + − =

 = +

= + + + + + + →

 (3.13) 

 Agar ChPMda maqsad funksiyasi 

1 1 2 2 ... minn ny c x c x c x= + + + →  

ko‘rinishda bo‘lsa, uni kanonik shaklda yozish uchun ( 1, )ic i n=  

qarama-qarshi ishora bilan yozib olinib 

1 1 2 2 ... minn nY c x c x c x= − − − − →  

ifodani hosil qilamiz. 
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 1-misоl. Quyidagi chiziqli programmalashtirish mаsаlаsini 

kаnоnik ko‘rinishgа kеltiring vа uni turli ko‘rinishlarda ifоdаlаng: 

1 3

1 2 3

1 2 3

2 3 1,

3 4 2 6,

2 6

x x

x x x

x x x

−  −


+ + =
 − − 

     (I) 

1 2 30, 0, 0,x x x    
1 2 33 2 max.Y x x x= − + →  

 Yechish: Mаsаlаning chеklаmаlаridаgi birinchi vа uchinchi 

tеngsizliklаrning kichik tоmоnigа 4 50, 0x x   qo‘shimchа o‘zgа-

ruvchilаr kiritib, ulаrni tеnglаmаlаrgа аylаntirаmiz hаmdа birinchi 

tеnglаmаning ikki tоmоnini  gа ko‘pаytirib, undаgi оzоd hаdni 

musbаt sоngа аylаntirаmiz vа (I) mаsаlаgа teng kuchli bo‘lgаn 

quyidаgi mаsаlаni hоsil qilаmiz: 

1 3 4

1 2 3

1 2 3 5

2 3 1,

3 4 2 6,

2 6

x x x

x x x

x x x x

− + − =


+ + =
 − − + =

     (II) 

1 2 3 4 50, 0, 0, 0, 0x x x x x      
1 2 33 2 max.Y x x x= − + →  

 Ushbu mаsаlаdа maxY →  ifodani qarama-qarshi ishоrа bilаn 

оlib, uni minY →  bilan аlmаshtirаmiz. Nаtijаdа bеrilgаn mаsаlаning 

kаnоnik shakligа egа bo‘lаmiz: 

1 3 4

1 2 3

1 2 3 5

2 3 1,

3 4 2 6,

2 6

x x x

x x x

x x x x

− + − =


+ + =
 − − + =

     (III) 

1 2 3 4 50, 0, 0, 0, 0x x x x x      
1 2 3 4 53 2 0( ) min.Y x x x x x= − + + + →  

 (III) mаsаlаning matrisa ko‘rinishini yozish uchun quyidаgi 

bеlgilаshlаrni kiritаmiz: 

2 0 3 1 0

3 4 2 0 0

1 2 1 0 1

A

− − 
 

=
 
 − − 

,    

1

6

6

B

 
 

=
 
 
 

,     

1

2

3

4

5

x

x

X x

x

x

 
 
 
 =
 
 
 
 

,      

3

2

1

0

0

C

− 
 
 
 = −
 
 
 
 

. 

U holda (III) mаsаlаning matrisa shakli quyidаgi ko‘rinishdа 

ifоdаlаnаdi: 

1−
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,

0, 1,5,

min

j

T

AX B

x j

Y C X

=

 =

= →

      (IV) 

(III) mаsаlаni vektor ko‘rinishlarda yozish uchun quyidаgi 

bеlgilаshlаrni kiritаmiz: 

1

2

3 ,

1

p

− 
 

=
 
 
    

2

0

4 ,

2

p

 
 

=
 
 −    

3

3

2 ,

1

p

 
 

=
 
 −    

4

1

0 ,

0

p

− 
 

=
 
 
    

5

0

0 ,

1

p

 
 

=
 
 
    

0

1

6 ,

6

p

 
 

=
 
 
   

1 2 3 4 5( , , , , ), ( 3, 2, 1, 0, 0).X x x x x x C= = − −  

U holda (III) mаsаlа quyidаgi ko‘rinishgа kеlаdi: 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 0 ,p x p x p x p x p x p+ + + + =  

0, 1,5,jx j =       (V) 

min.Y CX= →  

 Endi chiziqli programmalashtirish mаsаlаsi yechimlаri va 

ularning хоssаlаri bilаn tаnishаmiz. 

 

 1-tа’rif. (3.4)-(3.6) mаsаlаning jоiz yechimi (jоiz rеjаsi) dеb, 

(3.4), (3.5) shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi har qanday 1 2( , ,..., )nX x x x=  

vеktоrgа аytilаdi. 

 

 (3.4)-(3.6) mаsаlаning jоiz yechimlar to‘plami uning mumkin 

bo‘lgan (joiz) yechimlar to‘plamini tashkil etadi:  

 1 0( ,..., ) : , 0, 1,T

m n iK X x x AX p x i n= =  = . Bu yerda ( ) .r A m n=   

 

 2-tа’rif. Аgаr birоr bir 0 0 0 0

1 2( , ,..., )n mX x x x K=   jоiz rеjаning n m−  

tа kооrdinаtаsi ( )m n  nоlgа tеng bo‘lib, qоlgаn 1 2, ,..., mx x x  

kооrdinаtаlаrigа mоs 1 2, ,..., mp p p  vеktоrlаr chiziqli erkli bo‘lsа, u 

hоldа 0

mX K  jоiz rеjа bаzis rеjа dеyilаdi. 

 

 3-tа’rif. Аgаr 0 0 0 0

1 2( , ,..., )nX x x x=  bаzis rеjаdаgi musbаt kооr-

dinаtаlаr sоni m  gа tеng bo‘lsа, u hоldа bu rеjа aynimagan bаzis rеjа, 

аks hоldа esa bu reja aynigan bazis rеjа dеyilаdi. 
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 4-tа’rif. (3.4)-(3.6) masalaning (3.6) chiziqli funksiyasigа eng 

kichik qiymаt bеruvchi 0 0 0 0

1 2( , ,..., )nX x x x=  bаzis rеjа mаsаlаning 

оptimаl rеjаsi (оptimаl yechimi) dеyilаdi. 

 

 (3.4)-(3.6) masalaning joiz yechimlari to‘plami xossalarini 

o‘rganish uchun ba’zi tushunchalarni kiritamiz. 

 1 2, ,..., nA A A   chiziqli erkli vektorlar sistemasi berilgan bo‘lsin. 

Ma’lumki, nR  fаzоdа hаr bir 1 2( , ,..., )nA a a a=  vеktоrgа kооrdinаtаlаri 

1 2( , ,..., )na a a  bo‘lgаn nuqtа mоs kеlаdi. Shuning uchun bundаn kеyin 

1 2( , ,..., )nA a a a=  vеktоrni nR  fаzо nuqtаsi dеb qаrаymiz. 

 

 5-tа’rif. 1 1 2 2 ... n nA A A A  = + + + −nuqtalar to‘plami 1 2, ,..., nA A A  
nuqtalаrning qаvаriq kоmbinаtsiyasi dеb аtalаdi. Bu yerda 

1

0, 1.
n

i i

i

 
=

 =  

 
nC R  to‘plam berilgan bo‘lsin. 

 

 6-tа’rif. Аgаr iхtiyoriy 1A C  vа 2A C  nuqtаlаr bilаn bir 

qаtоrdа bu nuqtаlаrning 

1 1 2 2 1 2 1 2(0 1, 0 1, 1)A A A     = +     + =  qаvаriq 

kоmbinаtsiyasidаn ibоrаt nuqtа hаm C  to‘plamga tegishli bо‘lsа, 

ya’ni 1 ,A C  2A C A C    bo‘lsа, u holda C  to‘plаm qаvаriq 

to‘plаm dеb аtаlаdi. 

 

 Qavariq to‘plamning geometrik ma’nosini tushuntirish uchun 1A  

vа 2A  nuqtаlаrni tutashtiruvchi kesma tushunchasini kiritamiz. 

 Ma’lumki, 1A  vа 2A  nuqtаlаr orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqning 

parametrik tenglamasi 

2 1 2( ) ( )A A A A = + −  

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda 1 2A A−  to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi 

vektori. 

 Agar 0 =  bo‘lsa, u holda 2(0)A A= ; 
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Agar 1 =  bo‘lsa, u holda 1(1)A A= . 

 Agar 0 1   bo‘lsa, u holda ( )A   1A  vа 2A  nuqtаlаrni 

tutashtiruvchi kesmadagi nuqtalarni aks ettiradi. 

 

 2-tеоrеmа. Chiziqli programmalashtirish mаsаlаsining joiz 

yechimlаridаn tаshkil tоpgаn to‘plаm qаvаriq to‘plаm bo‘lаdi. 

 

 Isbоt: Chiziqli programmalashtirish mаsаlаsining iхtiyoriy 

ikkitа yechimining qаvаriq kоmbinаtsiyasi hаm yechim ekаnligini 

ko‘rsаtаmiz. Fаrаz qilаylik, 1X  vа 2X  chiziqli programmalashtirish 

mаsаlаsining yechimlаri bo‘lsin. U hоldа 

1 0 1, 0, 1, ,T

jAX P x j n=  =     (3.14) 

2 0 2, 0, 1, ,T

jAX P x j n=  =     (3.15) 

munоsаbаtlаr o‘rinli bo‘lаdi.  vа  yechimlаrning qаvаriq 

kоmbinаtsiyasini tuzаmiz. 

1 2(1 ) , 0 1,X X X  = + −    

hаmdа uni yechim ekаnligini ko‘rsаtаmiz: 

1 2 1 2(1 ) (1 ) ,T T T T TAX A X X AX AX    = + − + −   

(3.14) vа (3.15) tеnglаmаlаrni inоbаtgа оlsak: 

0 0 0(1 ) .TAX P P P = + − =  

 Bu munоsаbаt X  vеktоr hаm yechim ekаnligini ko‘rsаtаdi. 

Demak, chiziqli programmalashtirish mаsаlаsining yechimlаridаn 

tаshkil tоpgаn to‘plаm qаvаriq to‘plаm bo‘lаdi. 

 Quyidagi teoremalarni isbotsiz keltiramiz. 

 

 3-tеоrеmа. Аgаr k  tа o‘zаrо chiziqli bоg‘liq bo‘lmаgаn 

1 2, ,..., kP P P  vеktоrlаr bеrilgаn bo‘lib, ulаr uchun 

1 1 2 2 0... k kPx P x P x P+ + + =  

tеnglik bаrchа 0ix   lаr uchun o‘rinli bo‘lsа, u hоldа 

1 2( , ,..., ,0,0,...,0)kX x x x=  nuqta K  qаvаriq to‘plаmning burchаk nuqtаsi 

bo‘lаdi. 

 

 

1X 2X
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 4-teorema. Qаvаriq to‘plаmning ixtiyoriy nuqtasini uning 

burchak nuqtalarining chiziqli kombinatsiyasi orqali ifodalash 

mumkin. 

 5-tеоrеmа. Chiziqli programmalashtirish mаsаlаsi o‘zining 

оptimаl qiymаtigа shu mаsаlаning joiz yechimlаridаn tаshkil tоpgаn 

qаvаriq to‘plamning burchаk nuqtаsidа erishаdi. Аgаr masala birdаn 

оrtiq burchаk nuqtаdа оptimаl qiymаtgа erishsа, u shu nuqtаlаrning 

qаvаriq kоmbinаtsiyasidаn ibоrаt bo‘lgаn iхtiyoriy nuqtаdа hаm 

o‘zining оptimаl qiymаtigа erishаdi. 

 

 Yuqоridа kеltirilgаn tеоrеmаlаrdаn quyidаgi хulоsаlаrni 

chiqаrish mumkin. 

 1-хulоsа. 1 2( , ,..., )nX x x x=  K  to‘plаmning burchаk nuqtаsi 

bo‘lishi uchun musbаt  kоmpоnеntаlаr 1 1 2 2 0... n nPx P x P x P+ + + =  

yoyilmаdа o‘zаrо chiziqli bоg‘liq bo‘lmаgаn iP  vеktоrlаrning 

koeffitsiyеntlаridаn ibоrаt bo‘lishi zаrur vа yеtаrli. 

 2-хulоsа. Chiziqli programmalashtirish mаsаlаsining bаzis 

yechimiga mK  qаvаriq to‘plаmning burchаk nuqtаsi mоs kеlаdi vа 

аksinchа. 

 3-хulоsа. Chiziqli programmalashtirish mаsаlаsining оptimаl 

yechimini mK  to‘plаmning burchаk nuqtаlаri оrаsidаn qidirish kеrаk. 

 

3.3. Chiziqli programmalashtirish masalasining geometrik 

talqini 

 

 Chiziqli programmalashtirish masalasini geometrik nuqtayi 

nazardan tahlil qilish uchun quyidаgi standart masalani ko‘rаmiz: 

0 1,

max

j

Ax B

x j n

Y CX



 =

= →

     (3.15) 

 Mа’lumki, (3.15) mаsаlаning har qanday rеjаsini n-o‘lchоvli 

fаzоning nuqtаsi dеb qаrаsh mumkin. Bizgа yana shu ham mа’lumki, 

chiziqli tengsizliklar bilan aniqlangan bundаy nuqtаlаr to‘plаmi 

qаvаriq to‘plаmdаn ibоrаt bo‘lаdi. Bu holda qаvаriq to‘plаm (qаvаriq 

ko‘pburchаk yoki ko‘pyoq) chеgаrаlаngаn yoki chеgаrаlаnmаgаn 

ix
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bo‘lishi, bittа nuqtаdаn ibоrаt bo‘lishi yoki bo‘sh to‘plаm bo‘lishi 

hаm mumkin. Masalan, 

 a) quyidagi rasmda keltirilgan qavariq to‘plam chegaralangan: 

 
  

b) quidagi rasmda keltirilgan qavariq to‘plam chegaralanmagan: 

 

 
 

(3.15) masalani geometrik nuqtayi nazardan tahlil qilamiz. Buning 

uchun quyidagi 

1 1 2 2 ... ,n na x a x a x b+ + +     (3.16) 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalarning geometrik o‘rni bilan 

tanishib chiqamiz. 

 Ma’lumki, kооrdinаtаlаri 

1 1 2 2 ... ,n na x a x a x b+ + + =    (3.17) 

tеnglаmаni qаnоаtlаntiruvchi 1 2, ,... nx x x  nuqtаlаr to‘plаmi gipеrtеkislik 

dеb аtаlаdi. Demak, (3.15) masalada (3.17) kabi tengliklar qatnashsa 

ular gipеrtеkisliklarni ifodalaydi. Har qanday gipеrtеkislik fazoni ikki 
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yarim fazoga ajratadi. Bu yarim fazolardan faqat bittasigina (3.16) 

tengsizlikni qanoatlantiradi. (3.16) tengsizlikni qanoatlantiradigan 

yarim fazoni aniqlash uchun (0,0,...,0)O  kооrdinаtа boshidan 

foydalanamiz, ya’ni: 

• agar (0,0,...,0)O  nuqta (3.16) tengsizlikni to‘g‘ri tengsizlikka 

aylantirsa, u holda (0,0,...,0)O  nuqtani o‘z ichiga oluvchi yarim fazo 

(3.16) tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalarning geometrik o‘rni 

bo‘ladi; 

• agar (0,0,...,0)O  nuqta (3.16) tengsizlikni noto‘g‘ri 

tengsizlikka aylantirsa, u holda (0,0,...,0)O  nuiqtani o‘z ichiga 

olmaydigan yarim fazo (3.16) tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

nuqtalarning geometrik o‘rni bo‘ladi. 

 Bundan ko‘rinadiki, (3.15) masalada nechta tensizlik qatnashsa, 

ular shuncha yarim fazoni ifodalaydi. Bu yarim fazolarning 

kesishmasi esa (3.15) masalaning barcha joiz yechimlarini o‘z ichiga 

oluvchi qavariq to‘plamni tasvirlaydi. Bu qavariq to‘plam masalaning 

joiz yechimlar sohasi deb ataladi. 

 (3.15) masalaning optimal yechimini topish uchun 

1 1 2 2 ... n nY c x c x c x= + + +  maqsad funksiyasidan foydalanamiz. Buning 

uchun 

1 1 2 2 ... n nc x c x c x const+ + + =     (3.18) 

tenglik bilan aniqlanuvchi gipеrtеkisliklаr оilаsini qаrаymiz. 

 Ma’lumki, bu yerda  ning hаr bir qiymatiga bitta 

gipеrtеkislik mos keladi. ChPM ning qavariq to‘plami bilan ikkita 

umumiy nuqtaga ega bo‘lgan gipertekisliklar “sаth gipertеkisliklаr” 

dеyilаdi. ChPM ning qavariq to‘plami bilan bitta umumiy nuqtaga 

ega bo‘lgan gipertekislik, ya’ni urinma gipertekislik tayanch 

gipertekislik deyiladi. Tayanch gipertekislikni hosil qilish uchun 

(3.18) tenglikdagi  ga turli qiymatlar berib uni gipertekislikning 

normal vektori bo‘ylab parallel ko‘chiramiz va urinma gipertekislikni 

hosil qilamiz. 

 Shuni ta’kidlaymizki,  funksiyaning maksimal qiymatini 

topish uchun normal vektorning yo‘nalishi bo‘ylab,  funksiyaning 

minimal qiymatini topish uchun normal vektorning yo‘nalishiga 

qarama-qarshi harakatlanish kerak. 

const

const

Y

Y
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 2n =  o‘lchovli fazoda, ya’ni tekislikda ChPM ni gеоmеtrik 

nuqtаyi nаzаrdаn ko‘rib chiqamiz. 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

,

,

.........................,

.m m m

a x a x b

a x a x b

a x a x b

+ 


+ 


 + 

    (3.19) 

1 2, 0x x        (3.20) 

1 1 2 2 maxY c x c x= + →     (3.21) 

 Fаrаz qilаylik, (3.19) sistеmа (3.20) shаrtni qаnоаtlаntiruvchi 

yechimlаrgа egа va ulаrdаn tаshkil tоpgаn to‘plаm chеgaralangan 

bo‘lsin. Ma’lumki, (3.19) vа (3.20) tеngsizliklаrning hаr biri 

1 1 2 2

1 2

, ( 1, ),

0, 0

i i ia x a x b i m

x x

+ = =

= =
 

to‘g‘ri chiziqlаr bilаn chеgаrаlаngаn yarim tеkisliklаrni ifоdаlаydi. 

Bu tekisliklarni ko‘rib chiqamiz 

1 1 2 2 , ( 1, )i i ia x a x b i m+  =    (3.22) 

tеngsizlikni qаnоаtlаntiruvchi nuqtаlаr to‘plаmini aniqlаsh uchun 

(0,0)O  nuqtаdan foydalanamiz. Аgаr (0,0)O  nuqtа (3.22) tеngsizlikni 

qanoatlantirsа, u hоldа qidirilаyotgаn tеkislik (0,0)O  nuqtаni o‘z 

ichiga oladi, аks hоldа qidirilаyotgаn tеkislik (0,0)O  nuqtаni o‘z 

ichiga olmaydi. Yuqoridagi mulohazalar asosida (3.19) sistemaning 

yechimlaridan iborat qavariq ko‘pburchakni topib olganimizdan 

so‘ng (3.20) tengsizliklarni e’tiborga olamiz. (3.20) tengsizliklar 

(3.19) yordamida topilgan qavariq ko‘pburchakning I chorakdagi 

qismini ajratib olishga yordam beradi. (3.19) va (3.20) cheklamalarni 

qanoatlantiruvchi qavariq ko‘pburchakni reja ko‘pburchagi deb 

ataymiz. 

 (3.19)-(3.21) masalaning optimal yechimini topish uchun (3.21) 

ifodada qatnashayotgan chiziqli funksiyadan hosil qilinadigan 

1 1 2 2c x c x const+ =      (3.23) 

to‘g‘ri chiziqlar oilasidan foydalanamiz. Ma’lumki, (3.23) ifodadagi 

hаr bir mа’lum o‘zgаrmаs 0C const=  qiymаtidа bitta 

1 1 2 2 0c x c x C+ =  

sаth to‘g‘ri chizig‘i to‘g‘ri kеlаdi. 
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 So‘ngra, bu sath to‘g‘ri chiziqlardan birini, masalan, 

1 1 2 2 0c x c x C+ =  to‘g‘ri chiziqni chizib olamiz. 1 1 2 2 0c x c x C+ =  chiziqni 

1 2( , )n c c  normal vektor bo‘ylab parallel ko‘chirib, reja ko‘pburchagiga 
0

1 1 2 2c x c x C+ =  tayanch (urinma) to‘g‘ri chiziqni topib olamiz. Bu yerda 
0C  (3.19)-(3.21) masalaning optimal yechimi yoki qiymati; 0 0 0

1 2( , )X x x  

urinish nuqtasi esa (3.19)-(3.21) masalaning optimal rejasi deb 

ataladi. 

 Ba’zi xususiy hollarni ko‘rib chiqamiz. 

 Fаrаz qilаylik, reja ko‘pburchаgi  bеshburchаkdаn ibоrаt 

bo‘lsin (1-rasm). 

 

 
 

1-rasm. 

 

 1-rasmdаn ko‘rinib turibdiki, chiziqli funksiya o‘zining minimаl 

qiymаtigа ABCDE  qаvаriq ko‘pburchаkning A nuqtаsidа erishаdi. C 

nuqtаdа esа, u o‘zining mаksimаl (eng kаttа) qiymаtigа erishаdi.  

 Yechimlаrdаn tаshkil tоpgаn qаvаriq ko‘pburchаk chеgаrаlаn-

mаgаn bo‘lsin. Bunday ko‘pburchaklardan ba’zilarini ko‘rib 

chiqamiz. 

 1-hоl. 1-rasmdagi holatda 1 1 2 2 0c x c x C+ =  to‘g‘ri chiziq n  vеktоr 

bo‘ylab siljib bоrib, hаr vаqt qаvаriq ko‘pburchаkni kеsib o‘tаdi.  

ABCDE
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 Bu holda 1 1 2 2 0c x c x C+ =  funksiya minimаl qiymаtgа hаm, 

mаksimаl qiymаtgа hаm erishmаydi. Bu hоldа chiziqli funksiya 

(3.20) va (3.21) cheklamalar bilan aniqlangan sohada quyidаn ham, 

yuqоridаn ham chеgаrаlаnmаgаn bo‘lаdi.  

 

 
 

2-rasm. 

 

 1-misоl. Quyidagi mаsаlаni grаfik usuldа yeching. 

 

1 2

1 2

1

1 2

1 2

2 2

3

3

2 min

, 0.

x x

x x

x

Z x x

x x

− + 

− + 
 

= − − →

  
 

 Yechish: Yechimlаrdаn tаshkil tоpgаn qаvаriq ko‘pburchаk 

yasаsh uchun kооrdinаtlаr sistеmаsidа 

 

1 2

1 2

1

2 2

3

3

x x

x x

x

− + =

− + =
 =  

 

chiziqlаr bilan chegaralangan  
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1 2 1 2 12 2, 3, 3x x x x x− +  − +    

yarim tekisliklarni koordinatalar sistemasining I choragida yasaymiz, 

chunki 1 2, 0x x  . 
 

 
  

Bеrilgаn tеngsizliklаrni qаnоаtlаntiruvchi yechimlar to‘plami 

bo‘yalgan OABCD beshburchаkni tаshkil qilаdi. Nаtijаdа 1 22Z x x= − −  

chiziqli funksiyagа minimаl qiymаt bеruvchi (3;6)C  nuqtаni tоpаmiz. 

Bu nuqtаning kооrdinаtаlаri mаsаlаning оptimаl rejasi, 

( ) 15 minZ C = − →  esa masalaning optimal yechimi bo‘lаdi. 

 2-misоl. Bеrilgаn chiziqli programmalashtirish mаsаlаsini 

grаfik usuldа yeching. 

1 2

1 2

1 2

1 2

2 3

2

2 2 max

, 0.

x x

x x

Y x x

x x

+ 


− 

= + →



 

  

Yechish: Bu yerda ham yuqoridagidek yechimlаr ko‘pburchаgini 

hоsil qilаmiz. 
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 Rasmdаn ko‘rinаdiki, yechimlаr ko‘pburchаgi yuqоridаn 

chеgаrаlаnmаgаn. Kооrdinаtа bоshidаn (2;2)n  vеktоrni yasаymiz vа 

ungа pеrpеndikular bo‘lgаn 1 22 2 0x x+ =  to‘g‘ri chiziq o‘tkаzаmiz. Bu 

to‘g‘ri chiziq 1 22 2x x const+ =  to‘g‘ri chiziqlar oilasidan biri bo‘ladi. 

Shаkldаn ko‘rinаdiki, mаsаlаdа mаqsаd funksiyaning qiymаti 

yuqоridаn chеgаrаlаnmаgаn. 

 3-misоl. Mаsаlаni grаfik usuldа yeching. 

 

 

 Yechish: Mаsаlаni yuqоridаgi usul bilаn yechib quyidаgi 

shаklgа egа bo‘lаmiz. 

 

 
 

 Rasmdаn ko‘rinаdiki, yechimlаr to‘plаmi chеgаrаlаnmаgаn, 

lеkin оptimаl yechim mаvjud vа u 0(2,5;1)X  nuqtа kооrdinаtаlаridаn 

ibоrаt. 

 Shuni alohida ta’kidlash kerakki, agar ChPMda noma’lumlar 

soni 2n =  bo‘lganda uning optimal yechimini grafik usulida topish 

maqsadga muvofiq. 

 Agar ChPM kanonik ko‘rinishda berilgan bo‘lib, tenglamalar 

sistemasida noma’lumlar soni tenglamalar sonidan 2 taga ko‘p 

bo‘‘lsa, ya’ni 2n m− =  bo‘lsa, bunday ChPMlarining optimal 

yechimlarini ham gtafik usulida topish maqsadga muvofiq. 

 

1 2

1 2

2 4,

0, 1,

x x

x x

− 


 

1 22 maxY x x= − →
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 Iqtisоdiy mаsаlаlаrning optimal yechimlarining tаhlili. Endi 

ChPMsining optimal yechimini geometrik nuqtayi nazardan tahlil 

qilib chiqamiz. Buning uchun quyidаgi iqtisоdiy mаsаlаning optimal 

yechimini quramiz va tahlil qilamiz. 

 Fаrаz qilаylik, kоrхоnаdа ikki хil bo‘yoq ishlаb chiqаrilsin. Bu 

bo‘yoqlаrni ishlаb chiqаrish uchun 2 хil хоmаshyodаn fоydаlаnilsin. 

Хоmаshyolаrning zаxirаsi 6 vа 8 birlikni tаshkil qilsin. Ikkinchi 

bo‘yoqqа bo‘lgаn tаlаb 2 birlikdan oshmasin vа u birinchi bo‘yoqqа 

bo‘lgаn tаlаbdаn 1 birlikkа kаttа bo‘lsin. 

 Hаr bir bo‘yoqning bir birligini ishlаb chiqаrish uchun kеrаk 

bo‘lgаn хоmаshyolаr miqdоri hаmdа kоrхоnаning hаr bir birlik 

bo‘yoqni sotishdаn оlаdigаn dаrоmаdi quyidаgi jаdvаldа kеltirilgаn. 

 

Xоmаshyolаr 

Bo‘yoqlаr 
1 2 Foyda 

I 1 2 3 

II 2 1 2 

Zаxirа 6 8  

 

 Hаr bir bo‘yoqdаn qаnchаdan ishlаb chiqаrilgаndа ulаrgа sаrf 

qilingаn хоmаshyolаr miqdоri ulаrning zаxirаlаridаn оshmаydi, 

daromad eng yuqori bo‘ladi hаmdа tаlаb bo‘yichа shаrtlаr bаjаrilаdi? 

Masalaning optimal rejasini toping. 

 Mаsаlаdаgi nоmа’lumlаrni bеlgilаymiz: 

 1x  – ishlаb chiqаrish rеjаlаshtirilgаn I mаhsulоtning miqdоri; 

 2x  – ishlаb chiqаrish rеjаlаshtirilgаn II mаhsulоt miqdоri. 

U hоldа mаsаlаning mаtеmаtik mоdеli quyidаgi ko‘rinishdа bo‘lаdi 

1 2

1 2

2 1

1

2

1 2

2 6

2 8

1

0

0 2

3 2 max.

x x

x x

x x

x

x

Y x x

+ 


+ 



− 
 


 

= + →

 

Mаsаlаni grаfik usuldа yеchib, 
1 1

3 ;1
3 3

D
 
 
 

 оptimаl nuqtа ekаnligini 

аniqlаymiz. 
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Оptimаl yechim quyidаgichа bo‘lаdi: 1 2 max

1 1 2
3 ; 1 ; 12

3 3 3
x x Y= = =  

Demаk, kоrхоnа birinchi bo‘yoqdаn 
1

3
3

 birlik, ikkinchisidаn 
1

1
3

 birlik 

ishlаb chiqаrishi kеrаk. Bu hоldа uning оlаdigаn dаrоmаdi 
2

12
3

 

birlikkа tеng bo‘lаdi: 
0 1 1 2
(3 ,1 ), 12 .

3 3 3
X Y =  

 Endi mаsаlаning optimal yechimini tаhlil qilаmiz. Buning 

uchun оptimаl nuqtаni qаrаymiz. Bu nuqtа 1 22 8x x+ =  vа 

1 22 6x x+ =  to‘g‘ri chiziqlаrning kеsishgаn nuqtаsi. Bu esа, bo‘yoq 

ishlаb chiqаrish uchun sаrf qilinаdigаn ikkаlа хоmаshyoning hаm 

kаmyob ekаnligini ko‘rsаtаdi. Оptimаl nuqtа bilаn bоg‘liq bo‘lgаn bu 

shаrtlаr аktiv shаrtlаr, optimаl nuqtagа bоg‘liq bo‘lmаgаn shаrtlаr esа 

pаssiv shаrtlаr dеb аtаlаdi. Biz ko‘rаyotgаn mаsаlаdа mаhsulоtlаrgа 

bo‘lgаn tаlаbgа qo‘yilgаn 1 2 1x x− +   vа 2 2x   shаrtlаr оptimаl 

nuqtаgа bоg‘liq emаs vа shu sаbаbli, bu shаrtlаr pаssiv shаrtlаr. 

 Pаssiv shаrtlаrgа mоs kеluvchi rеsurslаr kаmyob bo‘lmаydi vа 

ulаrning mа’lum dаrаjаdа o‘zgаrishi оptimаl yechimgа tа’sir 

qilmаydi. 

 Аksinchа, аktiv shаrtlаrgа mоs kеluvchi rеsurslаrni bir birlikkа 

оshirilishi оptimаl yechimning o‘zgаrishigа оlib kеlаdi. 

 Mаsаlаn, birinchi хоmаshyo zаxirаsini bir birlikkа оshirilishi 

оptimаl yechimgа qаndаy tа’sir ko‘rsаtishini ko‘rish uchun uning 

zaxirasini 7 gа tеng dеb оlаmiz. U hоldа CD to‘g‘ri chiziq o‘zigа 

pаrаllеl rаvishdа yuqоrigа ko‘tаrilаdi vа DCK uchburchаk reja 

D −
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ko‘pburchagiga qo‘shiladi. Natijada K nuqtа оptimаl nuqtаgа 

аylаnаdi. 

 Bu nuqtаdа 1 1 2 1 22; 2 7; 2 8x x x x x= + = + =  to‘g‘ri chiziqlаr kеsi-

shаdi. Shuning uchun endi mаsаlаning 2 1 2 1 20 2; 2 7; 2 8x x x x x  +  +   

shаrtlаr аktiv shаrtlаrgа аylаnаdi. Dеmаk, yangi оptimаl yechim: 
0

max(2,3), 13.X Y =  

 Хuddi shundаy yo‘l bilаn ikkinchi хоmаshyoni bir birlikkа 

оshirish оptimаl yechimni qаndаy o‘zgаrtirishini ko‘rsаtish mumkin. 

 Bundаn tаshqаri, kаmyob bo‘lmаgаn хоmаshyolаr miqdоrini, 

оptimаl yechimgа tа’sir qilmаgаn hоldа, qаnchаlik kаmаytirish 

mumkinligini hаm ko‘rsаtish mumkin. 

 Yuqоridаgi 8-shаkldа BC kеsmа 1 2x =  chiziqni, ya’ni mаsа-

lаning 4-shаrtini ifоdаlаydi. Ma’lumki, bu – pаssiv shаrt. Mаqsаd 

funksiya qiymаtini o‘zgаrtirmаgаn hоldа pаssiv shаrtni qаnchаlik 

o‘zgаrtirish mumkin ekаnligini аniqlаsh uchun BC kеsmаni o‘zigа 

pаrаllеl rаvishdа pаstgа, D nuqtа bilаn kеsishgunchа siljitаmiz. Bu 

nuqtаdа 2

4

3
x =  bo‘lаdi. 

 Dеmаk, ikkinchi bo‘yoqqа bo‘lgаn tаlаbni оptimаl yechimgа 

tа’sir qilmаsdаn 
4

3
 gаchа kаmаytirish mumkin ekаn. 

 Shundаy yo‘l bilаn mаsаlаning оptimаl yechimigа tа’sir 

etmаsdаn, uning boshqa pаssiv shаrtning o‘ng tоmоnini qаnchаgа 

kаmаytirish mumkin ekаnligini ko‘rsаtish mumkin. 

 

3.4. Chiziqli programmalash masalasini yechishning 

simpleks usuli 

 

 Simpleks usuli eng keng foydalaniladigan barcha raqamli algo-

ritmlardan foydalanadigan keng tarqalgan chiziqli dasturlash usul-

laridan biri. Bu 1940-yilda ishlab chiqilgan bo‘lib, chiziqli dasturlash 

modeli sifatida iqtisodiy, ham harbiy rejalalarni amalga oshirish 

uchun ishlatilgan. 

 Simpleks usuli faqat chiziqli dasturlash muammolarini 

yechishga qaratilgan bo‘lsada, uning yechish texnikalari umumiy 

qiziqishga sazovordir. Bu texnika chiziqsiz optimallashtirish 
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muammolarini chiziqli cheklovlardan foydalanish va chiziqsiz 

cheklovlarni umumiylashtirishi mumkin. 

 Dаnsig yarаtgаn simplеks usul bilan chiziqli programmalash 

masalasi (ChPM)ning optimal yechimini topish uchun ChPM 

kanonik shaklda va cheklamalar sistemasi keltirilgan tenglamalar 

sistemasi shaklida bo‘lishi kerak. Simpleks usuli ChPMning optimal 

yechimini chekli qadamdan so‘ng topishga yordam beradi. 

 Bizga quyidagi ChPM berilgan bo‘lsin. 
min

0.

TZ C x

Ax b

x

= →

=



 

Bu yerda x  quyidagicha ko‘rinishda ifodalanadi: 

.
B

N

x
x

x

 
=  
 

 

 Bu bazis o‘zgaruvchilarning vektori esa nolga teng bo‘lgan 

bazis bo‘lmagan o‘zgaruvchilarning vektori. Maqsad funksiya 

quyidagicha yoziladi: 
,T T

B B N NZ C x C x= +  

bu yerda bazis o‘zgaruvchilarning koeffitsiyentlari va bazis 

bo‘lmagan o‘zgaruvchilarning koeffitsiyentlari orqali bu tenglikni 

quyidagicha yozishimiz mumkin: 
.B NBx Nx b+ =  

 Qaytadan yozilganda quyidagicha bo‘ladi: 
1 1 .B Nx B b B Nx− −= −  

 Bazis bo‘lmagan o‘zgaruvchilarni qiymati o‘zgartirish orqali 

Ax b=  tenglikka barcha mumkin bo‘lishi bo‘lgan barcha yechimlarni 

qo‘lga kiritamiz. 

 Bu formulani Z  formulaga almashtirsak, quyidagi formula kelib 

chiqadi 
1 1( ) .T T T

B N B NZ C B b C C B N x− −= + −  

 Agar biz 1( ) ,T T T

B By C B B C− −= =  ni aniqlasak, Z  ni quyidagicha 

yozishimiz mumkin: 
( ) .T T T

N NZ y b C y N x= + −  

Bu formula samaraliroq. y  vektor simpleks vektorning ko‘paytiruv-

chilaridir. Maqsad funksiya va bazis o‘zgaruvchilarning qiymati 
0Nx =  qiymatga qo‘yish orqali topiladi. 
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1

Bx b B b−= =   va  1 .T

BZ C B b−=  

Bazis Bx  Nx  0b  

Z−  
T

BC  T

NC  0 

Bx  B  N  b  

va bazis asosda jadval quyidagicha bo‘ladi. 

 

Bazis Bx  Nx  0b  

Z−  0 
1T T

N BC C B N−−  0 

Bx  I  1B N−  1B b−  

 

 Bu simpleks jadvalining rasmiy formulalari hisoblanadi. Bizga 

quyidagi ChPM berilgan bo‘lsin. 

1 1 1 1 1

2 1 1 2 2

1 1

... ,

... ,

.........................................................,

... ,

mm m n n

mm m n n

m mm m mn n m

x a x a x b

x a x a x b

x a x a x b

+ +

+ +

+ +

 + + + =


+ + + =


 + + + =

  (3.24) 

0, 1, ,jx j n =      (3.25) 

1 1 1 2 ... minn nY c x c x c x= + + + →    (3.26) 

 Ko‘rinib turibdiki, bu masalada cheklamalar keltirilgan teng-

lamalar sistemasi ko‘rinishidadir. Sistеmаni vеktоr shаklidа yozib 

оlаmiz: 

1 1 2 2 1 1 0... ...m m m m n nPx P x P x P x P x P+ ++ + + + + + = , 

bu yerda, 1 2, , ..., mP P P  vеktоrlаr sistеmаsi m -o‘lchоvli fаzоdа chiziqli 

erkli birlik vеktоrlаr sistеmаsidаn ibоrаt bo‘lib, bazis vektorlar 

sistemasini tashkil etadi. Ulаr m-o‘lchоvli fаzоning bаzisini tаshkil 

qilаdi. Ushbu vеktоrlаrgа mоs kеluvchi 1 2, , ..., mx x x  o‘zgаruvchilаr 

“bаzis (erksiz) o‘zgаruvchilаr” dеb аtаlаdi. 1 2, , ...,m m nx x x+ +  o‘zgа-

ruvchilаr bаzis bo‘lmаgаn (erkli) o‘zgаruvchilаr. Аgаr erkli 

o‘zgаruvchilаrgа 0 qiymаt bеrsаk, bаzis o‘zgаruvchilаr оzоd hаdlаrgа 

tеng bo‘lаdi. Nаtijаdа 0 1 2( , ,..., ,0,...,0)mX b b b=  bazis yechim hоsil 

bo‘lаdi. Bu yechimni bоshlаng‘ich bazis yechim deb ataymiz. 

Quyidagicha belgilashlar kiritamiz: bP −bazis vektorlar sistemasi; 

bC −maqsad funksiyasida bazis o‘zgaruvchlar oldidagi ic  koeffi-

tsiyentlar. 
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 Yuqoridagilardan foydalanib, quyidagi jadvalni hosil qilamiz. 

 

bP  bC  0P  1c  2c  … mc  1mc +  … kc  … nc  

 1P  2P  … mP  1mP +  … kP  … nP  

1P  1c  1b  1 0 … 0 1 1ma +   1ka  … 1na  

2P  2c  2b  0 1 … 0 2 1ma +   2ka  … 2na  

… … … … … … ... …  … … … 

lP  lc  lb  0 0 … 0 1lma +   lka  … l na  

… … … … … … … …  … … … 

mP  mc  mb  0 0 … 1 1mma +   mka  … mna  

 

 Bu jadval simplеks jаdvаli deb ataladi. 0 1 2( , ,..., ,0,...,0)mX b b b=  

boshlang‘‘ich bazis rejani optimallikka tekshirish uchun bu jadvalga 

qo‘shimcha  0, , 1,j j n =   =  satr kiritamiz. 

 Jаdvаlning 0P  ustinigа mos 0  ni quyidagicha hisoblaymiz: 

0 0

1

m

i i

i

Y bc
=

  = .     (3.27) 

Jаdvаlning jP  ustinlarigа mos j  larni esa quyidagicha hisoblaymiz: 

1

n

j ij i j

i

a c c
=

 = − .     (3.28) 

U holda yuqoridagi jadval quyidagi ko‘rinishga keladi. 

 

bP  bC  0P  1c  2c  … mc  1mc +  … kc  … nc  

1P  2P  … mP  1mP +  … kP  … nP  

1P  1c  1b  1 0 … 0 1 1ma +  … 1ka  … 1na  

2P  2c  2b  0 1 … 0 2 1ma +  … 2ka  … 2na  

… … … … … … ... … … … … … 

lP  lc  lb  0 0 … 0 1lma +  … lka  … l na  

… … … … … … … … … … … … 

mP  mc  mb  0 0 … 1 1mma +  … mka  … mna  

j  
0  1  1  … m  1m+  … k  … n  

 

 (3.28) formuladan ko‘rinib turibdiki, simpleks jadvaldagi bazis 

vektorlarga mos j  lar har doim 0 ga teng. 
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 Аgаr 
jc  ustunlarga mos barcha 

j  lar uchun 0j   shart 

bajarilsa, u holda 0 1 2( , , ..., , 0, ..., 0)mX b b b  yechim оptimаl yechim 

bo‘lаdi. Y  chiziqli funksiyaning minimal qiymаti 0Y  gа tеng bo‘lаdi. 

 Shunday qilib, 0j   shart (3.24)-(3.26) ChPM uchun 

optimallik sharti deyiladi. 

 Аgаr kаmidа bittа j uchun 0j   bo‘lsа, u hоldа 

0 1 2( , , ..., , 0, ..., 0)mX b b b  mаsаlаning оptimаl yechimi bo‘lа olmaydi. 

 Bunday holatda tоpilgаn 0 1 2( , , ..., , 0, ..., 0)mX b b b  bаzis rеjаni 

оptimаl rеjаgа yaqin bo‘lgаn bоshqа bаzis rеjаgа аlmаshtirish kerak. 

 Yangi bаzisgа kiritiladigan vektorni 

0
max

j

j
 

       (3.29) 

shаrt asosida aniqlaymiz. 

 Masalan, 
0

max
j

j k
 

 =   bo‘lsin. Demak, yangi bazislar sistemasida 

kP  vеktоr bazis vektor sifatida qatnashishi kerak. Аgаr kP  vektor bаzis 

vektorlar sistemasiga kiritilsа, u holda eski iP −bаzis vеktоrlаrdаn 

birоrtаsini bаzisdаn chiqаrish kеrаk, chunki (3.24) sistemaning asosiy 

matritsasi A  matrisaning rangi: ( )rang A m= . Bаzisdаn chiqariladigan 

, 1,iP i m=  vektorni aniqlash uchun i

ik

b

a
 nisbat orqali aniqlovchi 

koeffitsiyent tushunchasini kiritamiz. Bаzisdаn chiqariladigan 

, 1,iP i m=  vektorni 

0
min

ik

i

a
ik

b

a
     (3.30) 

shart asosida aniqlaymiz. 

 Masalan, 
0

min
ik

i l

a
ik lk

b b

a a
=  bo‘lsin. Demak, lP  vеktоr bazisdan 

chiqariladi. Bu hоldа lka  elеmеnt hаl qiluvchi elеmеnt sifаtidа 

bеlgilаndi. Shu elеmеnt jоylаshgаn l  satrdаgi lP  vеktоr o‘rnigа u 

jоylаshgаn k  ustundаgi kP  vеktоr bаzis vektor sifatida kiritilаdi. 

 Buning uchun simplеks jаdvаlida quyidаgi elementar 

almashtirishlar bajariladi. 
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 1. l  satrdagi barcha: ,l ljb a  elementlarni lka  hal qiluvchi 

elementga bo‘lib, bu satrda 1 1 1, , ..., , 1, , ...,
l nl l lk lk

lk lk lk lk lk

ab a a a

a a a a a

− +  elementlarni 

hosil qilamiz. U holda jadval quyidagi ko‘rinishga keladi: 

 

bP  bC  0P  1c  2c  … mc  1mc +  … kc  … nc  
a.k 

 1P  2P  … mP  1mP +  … kP  … nP  

1P  1c  1b  1 0 … 0 1 1ma +  … 1ka  … 1na  1

1k

b

a
 

2P  2c  2b  0 1 … 0 2 1ma +  … 2ka  … 2na  2

2k

b

a
 

… … … … … … ... … … … … …  

lP  lc  l

lk

b

a
 0 0 … 0 

1lm

lk

a

a

+  … 1 … 
l n

lk

a

a
 l

lk

b

a
 

… … … … … … … … … … … …  

mP  mc  mb  0 0 … 1 1mma +  … mka  … mna  m

mk

b

a
 

j  
0  1  1  … m  1m+  … k  … n   

 

 2. kP  vektorni bazis vektorga aylantirish uchun, ya’ni jadvalni 

quyidagi 

bP  bC  0P  1c  … lc  … mc  1mc +  … kc  … nc  

 1P  … lP  … mP  1mP +  … kP  … nP  

1P  1c  1b  1 … 
1k

lk

a

a
−  … 0 1 1ma +  … 0 … 1na  

2P  2c  2b  0 … 
2k

lk

a

a
−  … 0 2 1ma +  … 0 … 2na  

… … … … … … … ... … … … … … 

lP  lc  l

lk

b

a
 0 … 

1

lka
 … 0 

1lm

lk

a

a

+  … 1 … 
l n

lk

a

a
 

… … … … … … … … … … … … … 

mP  mc  mb  0 … 
mk

lk

a

a
−  … 1 1mma +  … 0 … mna  

j  
0  1  … l  … m  1m+  … k  … n  
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ko‘rinishga keltirish uchun jadvalda quyidagi elementar almash-

tirishlarni bajaramiz: 

; ;
ljl

i i ik ij ij ik

lk lk

ab
b b a a a a i l

a a
= − = −  .   (3.31) 

 Bu jarayonni barcha 
j  lar uchun 0j   shart bajarilguncha 

davom ettiramiz. Har bir qadamda 0j   optimallik shartini tekshirib 

boramiz. 

 Shunday qilib quyidagi teoremalar o‘rinli. 

 

 1-tеоrеmа. Аgаr biror bir 0 0 0 0

1 2( , , ..., , 0, ..., 0)mX x x x=  bаzis rеjа 

uchun 0,j   ( 1, )j n=  tеngsizlik o‘rinli bo‘lsа, u hоldа bu rеjа оptimаl 

rеjа bo‘lаdi. 

 

 2-tеоrеmа. Аgаr 0X  bаzis rеjаdа biror bir j  uchun 0j   shаrt 

o‘rinli bo‘lib qolsа, 0X  оptimаl rеjа bo‘lmаydi vа u holda shundаy 1X  

rеjаni tоpish mumkin bo‘lаdiki, uning uchun 
0

1( ) ( )Y X Y X  

tеngsizlik o‘rinli bo‘lаdi. 

 

 Аgаr biror bir j  uchun 0j   tеngsizlik o‘rinli bo‘lib, bu 

ustundаgi bаrchа elеmеntlаr uchun 0 ( 1, ; 1, )ija i m j n = =  bo‘lsа, u 

hоldа mаsаlаning mаqsаd funksiyasi chеkli ekstrеmumgа egа 

bo‘lmаydi. 

 Shuning uchun quyidagi shartlarga: 

 1. 0 ;j      2. 0 ( 1, ; 1, )ija i m j n = =  

(3.24)-(3.26) masalaning optimal yechimga ega bo‘lmaslik sharti 

deyiladi. 

 Agar ChPMda maqsad funksiyasi 

1 1 1 2 ... maxn nY c x c x c x= + + + →  

ko‘rinishda bo‘lsa, u holda masalaning optimallik sharti sifatida: 

0,j   ( 1, )j n=  tengsizlikni; masalaning optimal yechimga ega 

bo‘‘‘‘lmaslik sharti sifatida esa: 

 1. 0j  ;   2. 0 ( 1, ; 1, )ija i m j n = =  

tengsizliklarni qabul qilamiz. 
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 1-misоl. Quyidagi mаsаlаni simplеks usul bilаn yeching. 

1 2

1 2

1

1 2

2 2;

2 7;

3;

0 ( 1,2)

2 min.

j

x x

x x

x

x j

Y x x

− + 

− + 
 

 =

= − − →

 

 Yechish: Bu chiziqli tenglamani standartlashtirish uchun 

qo‘shimcha o‘zgaruvchilar kiritamiz. 

1 2 3

1 2 4

1 5

1 2

2 2;

2 7;

3;

0 ( 1,2,...,5)

2 min.

j

x x x

x x x

x x

x j

Y x x

− + + =

− + + =
 + =

 =

= − − →  
 

bP  bC  
 -1 -2 0 0 0 

a.k. 
0P  1P  2P  3P  4P  5P  

3P  0 2 -2 1 1 0 0 2  

4P  0 7 -1 2 0 1 0 
7

2
 

5P  0 3 1 0 0 0 1 - 

j  0 1 2  0 0 0  

2P  -2 2 -2 1 1 0 0 - 

4P  0 3 3 0 -2 1 0 1  

5P  0 3 1 0 0 0 1 3 

j  -4 5  0 -2 0 0  

2P  -2 4 0 1 
1

3
−  

2

3
 0 - 

1P  -1 1 1 0 
2

3
−  

1

3
 0 - 

5P  0 2 0 0 
2

3
 

1

3
−  1 3 

j  -9 0 0 
4

3
 

5

3
−  0  

2P  -2 5 0 1 0 
1

2
 

1

2
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1P  -1 3 1 0 0 0 1  

3P  0 3 0 0 1 
1

2
−  

3

2
  

j  -13 0 0 0 -1 -2  

 

 Simplеks usulning I bоsqichidа bаzis vektorlar sistemasigа 3P  

vеktоr kiritilib 2P  vеktоr bazisdan chiqаrildi, II bоsqichidа 4P  bazisga 

kiritildi vа 1P  bazisdan chiqаrildi. Simplеks jаdvаl (3.31) fоrmulаlаr 

аsоsidа аlmаshtirilib bоrildi. III bоsqichdа оptimаl yechim tоpildi: 

0 (3, 5, 3, 0, 0,)X = , min 13Y = − . 

 2-misol. Quyidagi mаsаlаni simplеks usul bilаn yeching. 

1 2

1 2

1

1

2 2;

3;

3;

0 ( 1,2)

min.

j

x x

x x

x

x j

Z x

− + 

− + 
 

 =

= − →

 

 Yechish: Bu chiziqli tenglamani standartlashtirish uchun 

qo‘shimcha o‘zgaruvchilar kiritamiz. 

1 2 3

1 2 4

1 5

1

2 2;

3;

3;

0 ( 1,2,...,5)

min.

j

x x x

x x x

x x

x j

Z x

− + + =

− + + =
 + =

 =

= − →  
 

bP  bC  
 -1 0 0 0 0 

a.k. 
0P  1P  2P  3P  4P  5P  

3P  0 2 -2 1 1 0 0 - 

4P  0 3 -1 1 0 1 0 - 

5P  0 3 1 0 0 0 1 3  

j  0 1  0 0 0 0  

2P  0 8 0 1 1 0 1 - 

4P  0 6 0 1 0 1 1  

1P  -1 3 1 0 0 0 1  

j  -3 0 0 0 0 -1  
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0 (3, 0, 8, 6, 0,)X = ,       min 3Y = − . 

 

3.5. Sun’iy bazis usuli 
 

 ChPM mаsаlаsi quyidаgi ko‘rinishdа bo‘lsin: 
 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

1 1 2 2

... ,

... ,

..............................................,

... ,

0, 0, ..., 0,

... min.

n n

n n

m m mn n m

n

n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

x x x

Y c x c x c x

+ + + =


+ + + =


 + + + =

  

= + + + →

   (3.32) 

 

 Bu mаsаlаdа tenglamalar sistemasi keltirilmagan. Shu sababli 

undagi tenglamalarga 1 2, , ...,n n n mx x x+ + + −sun’iy o‘zgаruvchilаr kiritib, 

uni kеngаytirilgаn sistemaga aylantiramiz. U holda quyidagi mаsаlа 

hоsil bo‘ladi: 

 

11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1

1 1 2 2

,

,

........................................................,

,

0, ..., 0, 0,..., 0,

..

n n n

n n n

m m mn n n m m

n n n m

a x a x a x x b

a x a x a x x b

a x a x a x x b

x x x x

Y c x c x

+

+

+

+ +

+ +    + + =


+ +    + + =


 + +    + + =

   

= + + 1. ( ... ) min.n n n n mc x M x x+ ++ + + + →

  (3.33) 

 

Bu yеrdа, M −yеtаrlichа kаttа musbаt sоn. 

 Sun’iy bаzis o‘zgаruvchilаrigа mоs 1 2, , ...,n n n mP P P+ + +  vеktоrlаr 

“sun’iy bаzis vеktоrlаr” dеb аtаlаdi. Bеrilgаn (3.32) mаsаlаning 

оptimаl yechimi quyidаgi tеоrеmаgа аsоslаnib tоpilаdi. 
 

 1-tеоrеmа. Аgаr kеngаytirilgаn (3.32) mаsаlаning оptimаl 

yechimidа sun’iy bаzis o‘zgаruvchilаri nоlgа tеng bo‘lsа, ya’ni: 

0n ix + =  ( 1, )i m=  tеnglik o‘rinli bo‘lsа, u hоldа bu yechim bеrilgаn 

(3.33) mаsаlаning hаm оptimаl yechimi bo‘lаdi. 
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 Аgаr kеngаytirilgаn mаsаlаning оptimаl yechimidа kаmidа bittа 

sun’iy bаzis o‘zgаruvchi nоldаn fаrqli bo‘lsа, u hоldа boshlang‘ich 

mаsаlа yechimgа egа bo‘lmаydi. 

 Sun’iy bazis usuli maqsad funksiyaga jarima(penalty) termini 

kiritiladi qaysiki bazisga sun’iy o‘zgaruvchilar kiritishga mo‘ljal-

langan. Biz yana shartni minimallashtirish namunasidan metodni 

oydinlashtirish uchun foydalanamiz: 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

3 2 14

2 4 2

4 3 19

, 0

2 3 min

x x

x x

x x

x x

Z x x

+ =


− 
 + 



= + →

 

 Oldingidek, standart shaklga keltiramiz va sun’iy o‘zgaruvchlar 

kiritiladi. Lekin bu holatda qo‘shimcha 1 muammo bosqich tashkil 

qilish o‘rniga, maqsad funksiya qo‘yilgan shartni minimumga 

aylantiriladi. 

1 2 1 22 3 minZ x x Ma Ma = + + + →  

Bu yerda M  eng katta musbat sonni ifodalaydi. Umuman, har bir 

sun’iy o‘zgaruvchini ifodalovchi bitta penalty termin bor. Kompyuter 

hisoblari uchun M  programma chizig‘ining yechimlari orasida 

vujudaga kelishi mumkin bo‘lgan boshqa hamma sonlar uchun 

dominat yetarli katta son. 

 Agar M katta bo‘lsa, musbat sun’iy o‘zgaruvchini o‘z ichiga 

olgan qandaydir bazis maqsad funksiya Z   qiymatini ham katta 

musbat songa olib boradi. Agar qandaydir bazis dastlabki chiziqli 

programmalash masalasining mumkin bo‘lgan javobi bo‘lsa, u holda 

o‘rganilayotgan bazis o‘z ichiga hech qanday sun’iy o‘zgaruvchilarni 

olmaydi va uning maqsad qiymati kichikroq bo‘ladi. Chunki sun’iy 

o‘zgaruvchilar ular bilan katta qiymatli bog‘liqlikka ega, simpleks 

usul, agar bu mavjud bo‘lsa, ularni bazisdan oxirida olib tashlaydi. 

Qandaydir ba’zis jarima muammosi bo‘lgan yechim bo‘ladi qaysiki 

bazis emas hamma sun’iy o‘zgaruvchilar (va bundan buyog‘iga nol) 

ham orginal muammoga mumkin bo‘lgan yechim bo‘ladi. 

 Sun’iy bazis usulida maqsad funksiya 1 muammo bosqichida 

maqsad funsiyaning chegarasi sifatida olinishi mumkin. Sun’iy bazis 

usulining maqsad funksiyasi mavjud: 
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T

i

i

Z c x M a = +   

Bu maqsaddan foydalanishga teng: 
1 T

i

i

Z M c x a−= +  

 Chegaralarni M →  sifatida olish 1 maqsad bosqichini beradi. 

Natijada 1 muammo bosqichi ko‘rinishi Sun’iy bazis usuli ko‘rinishi-

dan faqat tepa qatordan farq qiladi. Shu sababli, biz simpleks usulini 

misollarda tezroq ko‘rib chiqamiz, ikki bosqich usulini tekshirishni 

amalga oshirishga nisbatan. 

 Bizning misolda, jarima (penalized) muommo uchun dastlabki 

bazis bilan sun’iy o‘zgaruvchilar quyidagini beradi. 
 

Bazis 1x  2x  3x  4x  1a  2a  0b  

Z−  2 3 0 0 M M 0 

1a  3 2 0 0 1 0 14 

2a  2 -4 -1 0 0 1 2 

4x  4 3 0 1 0 0 19 

  

Oldingidek, sun’iy o‘zgaruvchilar uchun qisqartirilgan qiymatlar 

nol bo‘lmaydi va muammo doimiy bazis terminida yozilishi mumkin. 
 

Bazis 1x  2x  3x  4x  1a  2a  0b  

Z−  -5M+2 2M+3 M 0 0 0 -16M 

1a  3 2 0 0 1 0 14 

2a  2  -4 -1 0 0 1 2 

4x  4 3 0 1 0 0 19 

 

 Birinchi takrorlashda, 1x  kirayotgan o‘zgaruvchi va 2a  chiqa-

yotgan o‘zgaruvchi. Ikki bosqich usulidagidek, sun’iy o‘zgaruvchi 

bazisni tark etsa, u ahamiyatsizga aylanadi va muammodan olib 

tashlanadi. Tayanch nuqta muvozanatlashgandan keyin (va 2a  olib 

tashlangandan), biz quyidagicha bazis yechim olamiz: 
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Bazis 1x  2x  3x  4x  1a  0b  

Z−  0 -8M+7 
3

1
2

M− +  0 0 -11M-2 

1a  0 8 
3

2
 0 1 11 

1x  1 -2 
1

2
−  0 0 1 

4x  0 11  2 1 0 15 

 

 Ikkinchi takrorlashda, 2x  kiritilayotgan o‘zgaruvchi va 4x  chiqib 

ketayotgan o‘zgaruvchi. Tayanch nuqta muvozanatlashgandan keyin 

(va 1a  ustun olib tashlangandan keyin u ahamiyatsiz), biz quyidagi 

yangi bazis javobni olamiz: 

 

Bazis 1x  2x  3x  4x  1a  0b  

Z−  0 0 
6

22

M +
−  

8 7

11

M −
 0 

127

11

M +
−  

1a  0 0 
1

22
 

8

11
−  1 

1

11
 

1x  1 0 
3

22
−  

2

11
 0 

41

11
 

2x  0 1 
2

11
 

1

11
 0 

15

11
 

 

 Uchinchi takrorlashda, 3x  kiritilayotgan o‘zgaruvchi va 1a  chiqib 

ketayotgan o‘zgaruvchi. Tayanch nuqta muvozanatlashgandan keyin 

(va 1a  ustun olib tashlangandan keyin chunki u ahamiyatsiz), biz 

yangi bazis yechimni olamiz: 

 

Bazis 1x  2x  3x  4x  0b  

Z−  0 0 0 -5 -11 

3x  0 0 1 -16 2 

1x  1 0 0 -2 4 

2x  0 1 0 3 1 

 

 Joriy bazis o‘z ichiga hech qanday sun’iy o‘zgaruvchini 

olmaydi, shuning uchun bu haqiqiy muammo uchun mumkin bo‘lgan 
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maqsad. To‘rtinchi takrorlashda, 4x  uchun qisqartirilgan qiymat 

bo‘lishsiz shuning uchun u optimal bazis emas. Muvozanatlashish 

quyidagini beradi: 

 

Bazis 1x  2x  3x  4x  0b  

Z−  0 
5

3
 0 0 

28

3
−  

3x  0 
16

3
 1 0 

22

3
 

1x  1 
2

3
 0 0 

14

3
 

4x  0 
1

3
 0 1 

1

3
 

 

 Bu bazis optimal. Kutilgandek, bu ikki – bosqich usuldan 

olingan optimal bazis bilan bir xil. 

 Programmalarda bajarishda penalty uchun mos qiymatni tanlsh 

qiyin bo‘lishi mumkin. 

 M  muammoda boshqa qiymatlar uchun dominant bo‘lishi uchun 

yetarlicha katta bo‘lishi zarur, lekin u juda katta bo‘lsa, uni aylana 

bo‘ylab hisoblashda jiddiy muammolar kelib chiqadi. 

 1-misоl. Mаsаlаni sun’iy bаzis usuli bilаn yeching: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 2 3,

2 2 3,

0, 0, 0, 0,

5 3 4 max.

x x x x

x x x x

x x x x

Z x x x x

+ + + =


+ + + =

   

= + + − →

 

 Yechish: Mаsаlаda maqsad funksiyasiga qo‘yilgan shartni 

minimumgа aylantirib, sun’iy 5 60, 0x x   o‘zgаruvchilаr kiritаmiz 

vа uni quyidagi ko‘rinishgа kеltirаmiz: 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

3 2 2 3,

2 2 3,

0, 0, 0, 0, 0, 0,

5 3 4 ( ) min.

x x x x x

x x x x x

x x x x x x

Z x x x x M x x

+ + + + =


+ + + + =

     

= − − − + + + →

 

 Hоsil bo‘lgаn mаsаlаni simplеks jаdvаligа jоylаshtirib, uni 

simplеks usul bilаn yеchаmiz. 
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bP  bC  0P  
-5 -3 -4 1 M M 

a.k. 
1P  2P  3P  4P  5P  6P  

5P  M 3 1 3 2 2 1 0 1  

6P  M 3 2 2 1 1 0 1 
3

2
 

j  6M 3M  5M  3M  3M  0 0  

2P  -3 1 
1

3
 1 

2

3
 

2

3
 

1

3
 0 3 

6P  M 1 
3

4
 0 

1

3
−  

1

3
−  

2

3
−  1 

3

4
 

j  M  
4

3
M  0 

1

3
M−  

1

3
M−  

5

3
M−  0  

2P  -3 
3

4
 0 1 

3

4
 

3

4
 

1

2
 

1

4
−  1  

1P  -5 
3

4
 1 0 

1

4
−  

1

4
−  

1

2
−  

3

4
 - 

j  -6 0 0 3  -2 M−  M−   

3P  -4 1 0 
4

3
 1 1 

2

3
 

1

3
−   

1P  -5 1 1 
1

3
 0 0 

1

3
−  

2

3
  

j  -9 0 -4 0 -5 M−  M−   

 

 Kеngаytirilgаn mаsаlаning оptimаl yechimidаgi sun’iy 

o‘zgаruvchilаr 0 gа tеng. Shuning uchun (1-tеоrеmаgа аsоsаn) 

bеrilgаn mаsаlаning оptimаl yechimi: 

0(1, 0, 1, 0)X ,       min max9, 9Z Z= − = . 

 Aynigan chiziqli programmalashtirish masalasi. Sikllanish va 

undan qutilish usuli (-usul). Agar ChPM da iP   bazis vektorlarga mos 

keluvchi birorta 0 0ix =  bo‘lsa, ya’ni 

0 1 1 2 2 ... m mP Px P x P x= + + +     (3.34) 

 

yoyilmadagi ix  lardan kamida bittasi nolga teng bo‘lsa, chiziqli 

programmalashtirish masalasi aynigan chiziqli programmalashtirish 
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masalasi deyiladi va iP  bazis vektorlarga mos keluvchi bazis reja esa 

aynigan reja bo‘ladi. 

 Yuqorida, simpleks usulni asoslash jarayonida chiziqli program-

malashtirish masalalarini aynimagan deb faraz qilgan edik. Bu 

farazga ko‘ra simpleks usulning har bir iteratsiyasidan so‘ng chiziqli 

funksiyaning qiymati kamaya borishini va chekli sondagi iteratsiya-

dan so‘ng u o‘zining optimal qiymatiga erishishi mumkinligini 

ko‘rsatgan edik. 

 Agar masalaning bazis rejasi aynigan reja bo‘lsa, 

 

0k

lk

b

a
 = =      (3.35) 

 

bo‘lishi mumkin. U holda bir bazis rejadan ikkinchisiga o‘tganda, 

chiziqli funksiyaning qiymati o‘zgarmaydi. Ba’zan bunday 

masalalarni yechish jarayonida sikllanish holati, ya’ni ma’lum 

sondagi iteratsiyadan so‘ng oldingi iteratsiyalardan birortasiga 

qaytish holati ro‘y berishi mumkin. Sikllanish holati ro‘y bergan 

masalalarda optimal reja hech qachon topilmaydi. Sikllanish odatda, 

bazis rejadagi birdan ortiq 0ix =  bo‘lgan holatlarda ro‘y berishi 

mumkin. Birdan ortiq vektorlar uchun 0 =  bo‘lganda bazisdan 

chiqariladigan vektorni to‘g‘ri aniqlash sikllanish holatini oldini 

olishda katta ahamiyatga egadir. Bundan ko‘rinadiki, aynigan 

masalalarni yechishga moslashtirilgan usullar masalaning optimal 

yechimini topishga ishonch bildirib bazisdan chiqariladigan vektorni 

tanlashning yagona yo‘lini ko‘rsatishi kerak. 

 Aynigan chiziqli programmalashtirish masalasining geometrik 

tasvirini 3-rasmdan ko‘rish mumkin. Bunda 0P  vektor 1 2 3, ,P P P  

vektorlardan tuzilgan qavariq konusning sirtida yotibdi. Shuning 

uchun 0P  vektor 1 2 3, ,P P P  vektorlarning qavariq kombinatsiyasi 

sifatida ifodalab bo‘lmaydi, lekin uni 1P  va 2P  vektorlarning qavariq 

kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin. 0P  ni 1 2 3, ,P P P  vektorlarning 

qavariq kombinatsiyasi orqali ifodalash uchun 1 1 2 2 3 3Px P x P x+ +  

yoyilmadagi 3P   vektorning koeffitsiyenti 3 0x =  bo‘lishi kerak. 
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Agar 3P   vektorni 0   ga siljitib 1 2 3, ,P P P  vektorlardan tashkil 

topgan qavariq konusning ichiga kiritsak, u holda uni 1 2 3, ,P P P  

vektorlarning qavariq kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin 

bo‘ladi. 3P   vektorni qavariq konusning ichiga siljitish uchun ixtiyoriy 

kichik 0   son olib, 1 2 3, ,P P P   vektorlarning 
2 3

1 2 3P P P  + +  

kombinatsiyasini tuzamiz va uni masalaning 

1 1 2 2 3 3 0Px P x P x P+ + =  

cheklamalarining o‘ng tomoniga qo‘shib yozamiz: 
2 3

1 1 2 2 3 3 0 1 2 3 0( )Px P x P x P P P P P   + + = + + + = .  (3.36) 

 Hosil bo‘lgan 0( )P   vektor 1 2 3, ,P P P  vektorlardan tashkil togan 

qavariq konusning ichida yotadi (3-rasm). Demak, P0 ni 1 2 3, ,P P P  

vektorlarning qavariq kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin. 

 Xuddi shuningdek, umumiy holda berilgan masalaning 

1 1 2 2 0... ...m m n nPx P x x P P x P+ + + + + =     (3.37) 

cheklamalarini quyidagicha yozish mumkin: 

1 1 2 2

2

0 1 2 0

... ...

... ... ( )

m m n n

m n

m n

Px P x x P P x

P P P P P P    

+ + + + + =

= + + + + + + =
  (3.38) 

 Faraz qilaylik, 1 2, ,..., mP P P   bazis vektorlar bo‘lib, ular B  

matrisani tashkil qilsin. U holda 
1

0 0X B P−=       (3.39) 

berilgan masalaning yechimi va 

 

Р1 

Р3 

    

Р2 

    

Р0 

Р0(

) 

3-rasm. 
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1

0( ) ( ) 0X B P −=      (3.40) 

o‘zgartirilgan (3.6) chegaralovchi shartli masalaning yechimi bo‘ladi. 
1

j jX B P−=       (3.41) 

tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun (3.39) ni ushbu ko‘rinishda ifodalash 

mumkin. 
1 1 2 1 1 1

0 1 2( ) ... ...m n

m nX B P B P B P B P B P    − − − − −= + + + + + + =  
2

1 2 ... ... .m n

m nX X X X X   = + + + + + +     (3.42) 

Demak, sistemaning o‘ng tomoni ( )ib   quyidagicha aniqlanadi: 

1

( )
n

j

i i ij

j

b b a 
=

= +     (3.43) 

1

( )
n

i j

i i ij

j m

b b a  
= +

= + +      (3.44) 

  kichik son bolgani uchun ( ) 0ib   . 

 Simpleks usulini qo‘llash jarayonida bazisdan chiqariladigan lP  

vektorni aniqlash uchun 

1

0

( ) ( )
min 0

n
i j

l ij

j ml i

i
lk ik lk

b a
b b

a a a

 
 


= +

+ +

= = = 


   (3.45) 

formuladan foydalanamiz. Farazga asosan 
( )i

ik

b

a


 nisbat i l=  da 

minimumga erishadi. 

 Agar 

0

( )
min , ( 0)i

ik
i

ik

b
a

a


 =   

qiymat, i l=  indeks uchun o‘rinli bo‘lsa, u holda lP  bazisdan 

chiqariladi. 

 Bazisga kiritiladigan kP  tanlangandan so‘ng, simpleks jadval 

ma’lum yo‘l bilan almashtiriladi. Natijada topilgan yangi ( )X   bazis 

reja yetarli darajada kichik   uchun aynimagan reja bo‘ladi. 

 Amalda aynigan chiziqli programmalashtirish masalasi juda 

kam uchraydi. Quyida biz keltiradigan masala amerikalik matematik 

Bil tomonidan tuzilgan. 
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1 2 3 4 5

1 2 3 4 6

3 7

1 1
60 9 0,

4 25

1 1
90 3 0,

2 50

1,

x x x x x

x x x x x

x x


− − + + =




− − + + =


+ =



 

0, 1,7,jx j =  

1 2 3 4

3 1
150 6 min

4 50
Y x x x x= − + − + → . 

 Bu masala aynigan masala bo‘lib, uni yuqorida keltirilgan 

“to‘g‘rilash” usulini qo‘llamasak yechganda sikllanish holati ro‘y 

beradi. Simpleks usulning 7-iteratsiyasidan so‘ng 2-iteratsiyaga 

qaytish holati ro‘y beradi. Agar yuqorida ko‘rilgan “to‘g‘rilash” 

usulini qo‘llamasak, bu sikllanish holati cheksiz ravishda 

takrorlanishi mumkin, demak, masalaning optimal yechimini topish 

imkoniyati bo‘lmaydi. Endi masalani “to‘g‘rilash” usulini qo‘llab 

yechamiz. Eng avval berilgan masaladagi sistemani quyidagi 

ko‘rinishda yozib olamiz: 

 

2

1 2 3 4 5

2

1 2 3 4 6

3 7

1 1 1
60 9 0 60 ,

4 25 4

1 1 1
90 3 0 90 ,

2 50 2

1,

x x x x x

x x x x x

x x

 

 


− − + + = + −




− − + + = + −


+ =

  

 

Bu yerda   kichik musbat son bo‘lib, uni shunday tanlash 

mumkinki, natijada tenglamalarning o‘ng tomoniga   ning faqat 

birinchi va ikkinchi darajasini qo‘shish yetarli bo‘lsin. Masalani 

simpleks jadvalga joylashtirib yechamiz: 

 

I. 

bP  
bC  

0P  

3

4
−  150 

1

50
−  6 0 0 0 

1P  2P  3P  4P  5P  6P  7P  

5P  0 
260

4


−  

1

4
 -60 

1

25
−  9 1 0 0 
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6P  0 
290

2


−  

1

2
 -90 

1

50
−  3 0 1 0 

7P  0 1 0 0 1 0 0 0 1 

          

 

II. 

1P  
3

4
−  2240 −  1 -240 

4

25
−  36 4 0 0 

6P  0 230  0 30 
3

50
 -15 -2 1 0 

7P  0 1 0 0 1 0 0 0 1 

  
23

160
4


− +  0 30 

7

50
 -33 -3 0 0 

 

III. 

1P  
3

4
−    1 40 

8

25
 -84 -12 8 0 

2P  150 2  0 1 
1

500
 

1

2
−  

1

15
−  

1

30
 0 

7P  0 1 0 0 1 0 0 0 1 

  
23

150
4


− +  0 0 

2

25
 -18 -1 -1 0 

 

IV. 

1P  
3

4
−  2160 −  1 -160 0 -4 

4

3
−  

8

3
 0 

3P  
1

50
−  2500  0 500 1 -250 

100

3
−  

50

3
 0 

7P  0 21 500−  0 -500 0 250 
100

3
 

50

3
−  1 

  
23

110
4


− +  0 -40 0 2 

5

3
 

7

3
−  0 
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V. 

1P  
3

4
−  22

168
125

 + −  1 -168 0 0 
4

5
−  

12

5
 

2

125
 

3P  
1

50
−  1 0 0 1 0 0 0 1 

4P  6 
21

2
250

−  0 -2 0 1 
2

15
 

1

15
−  

1

250
 

  
2

1 3

125 4

114





− − −

−

 0 -36 0 0 
7

5
 

11

5
−  

3

125
 

 

VI. 

1P  
3

4
−  21

180
125

 + −  1 -180 0 6 0 2 
1

25
 

3P  
1

50
−  2500 1 +  0 0 1 0 0 0 1 

5P  0 
23

15
100

−  0 -15 0 
15

2
 1 

1

2
−  

3

100
 

  
2 1 3

135
20 4


 − −  0 -15 0 

21

5
−  0 

3

2
−  

1

100
−  

  

Shunday qilib, yuqoridagi “to‘g‘irlash” usulini qo‘llab masalani 

yechganda 6-bosqichda optimal yechim topiladi. 

2 2 21 3
( ) 180 ; 0; 500 1; 0; 15 ,

25 100
X     

 
= + + + − 
 

 

2

min

3 1
( ) 135 .

4 20
Y


 = − − −  

 Berilgan masalani yechimini topish uchun 0 =  deb qabul 

qilamiz. Javob: 

0 min

1 3 1
; 0; 1; 0; , .

25 100 20
X Y

 
= = − 
 

 

 

3.6. Ikkilanish nazariyasi 

  

Quyidagi ChPMni qaraymiz: 
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11 1 12 2 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

... ,

............................................,

... ,

..............................................,

... ,

n n

k k kn n k

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + 



+ + + 



+ + + 

          (3.46) 

1 1 2 2 ... maxn nF c x c x c x= + + + →    (3.47) 

Bu masala matrisa shaklida quyidagicha yoziladi: 
,

max.

AX B

F CX



= →
     (3.48) 

 1-ta’rif. 

11 1 21 2 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

... ,

............................................,

... ,

..............................................,

... ,

m m

l l ml m l

n n mn n n

a y a y a y c

a y a y a y c

a y a y a y c

+ + + =



+ + + =



+ + + =

    (3.49) 

0, 1,iy i m =      (3.50) 

1 1 2 2 ... minm mF b y b y b y= + + + →    (3.51) 

masala (3.46), (3.47) masalaga ikkilangan masala deyiladi. 

  

U holda (3.48) masalaga ikkilangan masala quyidagicha yoziladi: 
,

0, 1, ,

min.

T T

i

T

A Y C

y i n

F B Y

=

 =

= →

     (3.52) 

Bu yerda 1 2( ... )T

mY y y y= , 1 2( ... )nC c c c= . 

 Yuqoridagidan foydalanib ikkilangan masalani qurish qoidasini 

keltiramiz: 

 1. Bеrilgаn mаsаlа koeffitsiyеntlаridаn tаshkil tоpgаn asosiy 

mаtrisа 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

а а а

a а а
A

а а а

 
 
 =
 
 
 

 

ko‘rinishdа bo‘lsа, u holda ikkilangan mаsаlаning asosiy mаtrisаsi 
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11 21 1

12 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

m

mT

n n mn

а а а

a а а
A

а а а

 
 
 =
 
 
 

 

ko‘rinishdа bo‘lib, A mаtrisаgа trаnspоnirlаngаn bo‘lаdi. 

 2. Ikkilangan masaladаgi nоmа’lumlаr sоni bеrilgаn mаsаlаdаgi 

chеklаmаlаr sоnigа tеng. Ikkilangan masaladаgi chеklаmаlаr sоni esa 

bеrilgаn mаsаlаdаgi nоmа’lumlаr sоnigа tеng bo‘lаdi. 

 3. Ikkilangan masalaning mаqsаd funksiyasi koeffitsiyеntlаri 

bеrilgаn mаsаlаning оzоd hаdlаrdаn ibоrаt bo‘lаdi. Ikkilangan 

masalaning оzоd hаdlаri esа bеrilgаn mаsаlаning mаqsаd funksiyasi 

koeffitsiyеntlаridаn ibоrаt bo‘lаdi. 

 4. Аgаr bеrilgаn mаsаlаdа 0jx   bo‘lsа, u hоldа ikkilаngаn 

mаsаlаdаgi unga mos j −chеklаmаga   ko‘rinishdаgi tеngsizlik 

qo‘yiladi. Аgаrda jx  nоmа’lumning ishorasi noaniq bo‘lsа, u hоldа 

ikkilangan masaladаgi j −chеklаmаga tеnglik qo‘yiladi. 

 5. Аgаr bеrilgаn mаsаlаdаgi i − chеklаmа tеngsizlikdаn ibоrаt 

bo‘lsа, u holda ikkilangan masaladаgi bu cheklamaga mos 

noma’lumning ishorasi 0iy   bo‘lаdi. Аgаrda berilgah mаsаlаdаgi i −

chеklаmа tеnglikdаn ibоrаt bo‘lsа, u holda ikkilangan masaladаgi bu 

cheklamaga mos iy  nоmа’lumning ishorasi noaniq bo‘lаdi. 

 Hаr qаndаy chiziqli prоgrаmmаlаsh mаsаlаsi uchun ikkilangan 

mаsаlа mavjud va uni bеrilgаn mаsаlаdаgi mаqsаd funksiya vа 

nоmа’lumlаrgа qo‘yilgаn chеklаmаlаr оrqаli to‘lа аniqlаsh mumkin. 

 Biz quyida ChPMlarining ba’zilariga ikkilangan masalani 

qurish qoidasi bilan tanishib chiqamiz. 

 Standart ChPM berilgan bo‘lsin: 
,

0, 1, ,

max.

j

AX B

x j n

F CX



 =

= →

     (3.53) 

A
A

E

 
=  

− 
; 

0

B
B

 
=  
 

 belgilashlar kiritamiz, bu yerda E − n n  o‘lchovli 

birlik matrisa, 0 − n  o‘lchovli nol matrisa. U holda (3.53) masalani 

quyidagicha yozish mumkin: 
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,

max.

AX B

Y CX



= →
     (3.54) 

 Bu masalaning ko‘rinishi (3.48) masala bilan mos tushadi. 

Demak, ikkilangan masalani yozishda ta’rifdan foydalanish mumkin. 

Shunday qilib, ta’rifga asosan (3.54) masala uchun ikkilangan masala 

quyidagicha yoziladi: 
,

0, 1, ,

min.

T T

i

T

A P C

p i n m

F B P

=

 = +

= →

     (3.55) 

Bu yerda, ( ) ( )1 2 1 2 1 2... , ( ... ... )T T T

n m m nP p p p Y Z y y y z z z+= = = , 

( ),T TA A E= −  ekanligini hisobga olib, oldingi belgilashlarga qaytsak 

(3.55) quyidagicha yoziladi: 
,

0, 0, 1, , 1, ,

min.

T T

i j

T

A Y Z C

y z i m j n

F B Y

− =

  = =

= →

   (3.56) 

0jz   bo‘lgani uchun 
TA Y Z C− =  tenglik 

TA Y C  bo‘lgandagina 

o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun (3.53) masalaga ikkilangan masala 
,

0, 1, ,

min

T T

i

T

A Y C

y i m

F B Y



 =

= →

     (3.57) 

ko‘rinishda bo‘ladi. 

 ChPM quyidagicha berilgan bo‘lsin: 
,

0, 1, ,

max.

j

AX B

x j n

F CX

=

 =

= →

     (3.58) 

Ma’lumki, 
,

.

q k
q k

q k


=  


 U holda (3.58) masalani quyidagicha 

yozish mumkin: 
, ,

0, 1, ,

max.

j

AX B AX B

x j n

F CX

 −  −

 =

= →

    (3.59) 

,
A B

A B
A B

   
= =   

− −   
 belgilashlar yordamida (3.59) masalani 

quyidagicha yozib olamiz: 
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,

0, 1, ,

max.

j

AX B

x j n

F CX



 =

= →

     (3.60) 

(3.60) masalaga ikkilangan masalani, (3.57) ga asosan, yozamiz: 
,

0, 1, ,

min.

T T

i

T

A S C

s i m

F B S



 =

= →

 

Bu yerda, ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 1 2... , ... ...T T T

m m mS s s s P Q p p p q q q= = = . 

 Oldingi belgilashlarga qaytamiz, u holda 
,

0, 0, 1, ,

min.

T T T

i i

T T

A P A Q C

p q i m

F B P B Q

− 

  =

= − →

 

Y P Q= −  belgilashdan so‘ng 

,

min

T T

T

A Y C

F B Y



= →
     (3.61) 

masalani hosil qilamiz. Bu yerda Y  ikkita matrisaning ayirmasi 

bo‘lgani uchun uning ishorasi noaniq bo‘ladi. 

 Bеrilgаn mаsаlа vа ungа ikkilangan mаsаlа birgаlikdа o‘zаrо 

qo‘shmа mаsаlаlаr dеb аtаlаdi. Аgаr qo‘shmа mаsаlаlаrdаn birоrtаsi 

yechimgа egа bo‘lsа, ulаrning ikkinchisi hаm оptimаl yechimgа egа 

bo‘lаdi. 

 O‘zаrо qo‘shmа mаsаlаlаrni ko‘z оldigа kеltirish vа ulаrni 

iqtisоdiy mа’nоlаrini tаhlil qilish uchun quyidаgi ishlаb chiqаrishni 

rеjаlаshtirish mаsаlаsini ko‘rаmiz. 
,

0, 1, ,

max.

j

AX B

x j n

F CX



 =

= →

     (3.62) 

Yuqоridаgilаrdаn хulоsа qilib, o‘zаrо qo‘shmа mаsаlаlаrning 

mаtеmаtik mоdеllаrini quyidаgi ko‘rinishdа ifоdаlаsh mumkin: 

 

Simmеtirik bo‘lmаgаn qo‘shmа mаsаlаlаr 

Bеrilgаn mаsаlа Ikkilangan mаsаlа 

I 

,

0, 1, ,

max.

j

AX B

x j n

F CX

=

 =

= →

 
,

min.

T T

T

A Y C

F B Y



= →
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II 

,

0, 1, ,

min.

j

AX B

x j n

F CX

=

 =

= →

 
,

max.

T T

T

A Y C

F B Y



= →
 

 

Bеrilgаn mаsаlа Ikkilangan mаsаlа 

I 

,

0, 1, ,

max.

j

AX B

x j n

F CX



 =

= →

 

,

0, 1, ,

min.

T T

j

T

A Y C

y j m

F B Y



 =

= →

 

II 

,

0, 1, ,

min.

j

AX B

x j n

F CX



 =

= →

 

,

0, 1, ,

max.

T T

j

T

A Y C

y j m

F B Y



 =

= →

 

 

 1-misоl. Bеrilgаn mаsаlаgа ikkilangan masalani tuzing. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 5 12,

2 4 24,

3 18,

0, 0, 0,

2 3 max.

x x x

x x x

x x x

x x x

Z x x x

− + − 


− + 
 + + 

  

= + + →

 

 Yechish: Mаsаlаdа bаrchа chеklаmаlаr “” ko‘rinishdаgi 

tеngsizliklаrdаn ibоrаt. Dеmаk, bеrilgаn mаsаlаgа simmеtirik 

bo‘lgаn qo‘shmа mаsаlа 4-ko‘rinishdа tuzilаdi. Nаtijаdа quyidаgi 

simmеtirik qo‘shmа mаsаlаni hоsil qilаmiz: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 2,

3 1,

5 4 3,

0, 0, 0,

12 24 18 min.

у у y

у у y

у у y

у у у

F y y y

− + + 


− + 
− + + 

  

= + + →

 

 2-misоl. Bеrilgаn mаsаlаgа ikkilangan mаsаlа tuzing. 

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 12,

3 2 13,

5 6 11,

0, 0, 0,

4 4 max.

х х x

x x x x

x x x

x x x

Z x x x

− + 


+ − − =
 + − 

  

= + + →
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 Yechish: Bеrilgаn mаsаlаdаgi ikkinchi chеklаmа tеnglаmаdаn 

ibоrаt, birinchi vа uchinchi chеklаmаlаr esа tеngsizliklаrdаn ibоrаt. 

Shuning uchun qo‘shmа mаsаlаni tuzishdа yuqоridаgi 5-punktdа 

kеltirilgаn qоidаgа riоya qilаmiz vа quyidаgi mаsаlаgа egа bo‘lаmiz: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4,

3 5 1,

4 2 6 4,

0, 0, 0,

12 13 11 min.

у у y

у у y

у у y

у у у

F y y y

+ + 

− + + 
 − − 

  

= + + →

 

 Ikkilangan mаsаlаlаr yechimlаri оrаsidа mаvjud bo‘lgаn 

bоg‘lаnishni ikkilаnish nаzаriyasining аsоsiy tеngsizligi vа birinchi 

tеоrеmаsi оrqаli аniqlаsh mumkin. 

 Ikkilаnish nаzаriyasidа bеrilgаn mаsаlаning iхtiyoriy X  jоiz 

rеjаsi hаmdа ikkilangan mаsаlаning iхtiyoriy Y  jоiz rеjаsi uchun 
( ) ( )F X F Y  

tеngsizlik o‘rinli bo‘lаdi. Bundаy tеngsizlik ikkilаnish nаzаriyasining 

аsоsiy tеngsizligi dеb аtаlаdi. 

 Аgаr X   vа Y   jоiz rеjаlаr uchun 
( ) ( )F X F Y =  

tеnglik o‘rinli bo‘lsа, u hоldа bu jоiz rеjаlаr mоs rаvishdа bеrilgаn vа 

ikkilangan mаsаlаning оptimаl rеjаsi bo‘lаdi.  

 Bu tеngsizlik iхtiyoriy jоiz ishlаb chiqаrish rеjаsi hаmdа хоm-

аshyolаrning iхtiyoriy jоiz bаhоlаri uchun ishlаb chiqаrilgаn 

mаhsulоt bаhоsi хоmаshyolаr bаhоsidаn оshmаsligini ko‘rsаtаdi. 

 Ikkilanish nazariyasining asosini ikki teorema tashkil etadi. 

Ulardan biri ikkilanish teoremasi, ikkinchisi esa muvozanatlik 

teoremasi deb ataladi. 

 Muvozanatlik teoremasidan ikkilangan masalaning iqtisodiy 

tahlilidan foydalanamiz, shu sababli, biz bu teoremani keyinchalik 

keltiramiz. 

 Ikkilanish teoremasini keltirish uchun berilgan va ikkilangan 

masalalar orasidagi bazi bog‘lanishlarni aniqlab olamiz. 

 

 2-ta’rif.  X x Ax B=   to‘plam (3.48) masalaning mumkin 

bo‘lgan yechimlar to‘plami deyiladi. 
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 3-ta’rif. Agar (3.48) masalaning mumkin bo‘lgan yechimlar 

to‘plami  X x Ax B=   bo‘sh bo‘lmasa, u holda masala birgalikda 

deyiladi. 

 

 Quyidagi tеоrеmаlarni isbоtsiz qаbul qilаmiz: 

 1-tеоrеmа (ikkilanish teoremasi). Аgаr (3.48) va (3.52) o‘zaro 

qo‘shma mаsаlаlаrning har biri birgalikda bo‘lsa, u hоldа ulаrning 

ikkalasi hаm yechimgа egа bo‘lаdi hаmdа bu mаsаlаlаrdаgi mаqsаd 

funksiyalаrning ekstrеmаl qiymаtlаri o‘zаrо tеng bo‘lаdi, ya’ni 

min max( ) ( )F X F Y = . 

 

 Bu teoremadan quyidagi xulosalarni chiqarish mumkin. 

 2-teorema. Agar o‘zaro ikkilangan mаsаlаlardan biri yechimga 

ega bo‘lsa, u holda ikkinchisi ham yechimga ega bo‘ladi. 

 

 3-teorema. Agar o‘zaro ikkilangan mаsаlаlardan biri birgalikda 

bo‘lib, ikkinchisi esa birgalikda bo‘lmasa, u holda birinchi masala 

o‘zining yechimlar to‘plamida chegeralanmagan bo‘ladi. 

 

 Bu teoremalar ikkilangan mаsаlаlarda quyidagi holatlar bo‘lishi 

mumkinligini ko‘rsatadi: 

 1. Quyidagi ikkala masala ham birgalikda (ikkalasi ham 

yechimga ega). 

 

1 2

1 2

1 2

2 4,

2 4,

max.

x x

x x

F x x

+ 


+ 

= + →

 

4 4
,

3 3
X   

=  
 

 

1 2

1 2

1 2

2 1,

2 1,

4 4 min.

y y

y y

F y y

+ =


+ =

= + →

 

1 1
,

3 3
Y   

=  
 

 

  

2. Quyidagi ikkala masala ham birgalikda emas. 
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1 2

1 2

1 2

3,

4,

3 max.

x x

x x

F x x

− 

− +  −

= + →

 

X =  

1 2

1 2

1 2

1,

3,

3 4 min.

y y

y y

F y y

− =

− + =

= − →

 

X =  

 

 3. Quyidagi masalalardan biri birgalikda, ikkinchisi birgalikda 

emas. 

 

 1 2

1

1,

max.

x x

F x

− 

= →
 

Masala birgalikda 

1

1

1

1,

1,

min.

y

y

F y

=

− =

= →

 

Y =  

 

 Аgаr bеrilgаn mаsаlа yechimgа egа bo‘lsа, u hоldа ikkilangan 

mаsаlаning yechimi 
0 0 1Y C B−=  

fоrmulа оrqаli tоpilаdi. 

 Хuddi shuningdеk, аgаr ikkilangan mаsаlа оptimаl yechimgа 

egа bo‘lsа, u hоldа bеrilgаn mаsаlаning оptimаl yechimi 
0 1 0X B B−=  

fоrmulа оrqаli tоpilаdi. 

 Bu fоrmulаlаrdа: 

 
0C −simplеks jаdvаlning oxirgi qadamidagi bC  vеktоr; 

 0B − ikkilangan mаsаlа simplеks jаdvаlining oxirgi qadamidagi 

B  vеktоr; 

 1B− −matrisani aniqlash uchun 
,

0, 1, ,

max.

j

AX B

x j n

F CX



 =

= →

 

masala simplеks jаdvаlining oxirgi qadamini yozamiz: 

 

bP  bC  
0( )X  1c  2c  … mc  1mc +  … kc  … nc  

0P  1P  2P  … mP  1mP +  … kP  … nP  

1P  1c  1b  1 0 … 0 1 1ma +  … 1ka  … 1na  
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2P  2c  2b  0 1 … 0 2 1ma +
 … 2ka  … 2na  

… … … … … … … … … … … … 

lP  lc  lb  0 0 … 0 1lma +  … lka  … l na  

… … … … … … … … … … … … 

mP  mc  mb  0 0 … 1 1mma +  … mka  … mna  

 

 kP  vektorni ( )0 0 0 0

1 2 0 1 2( , , ..., , 0, ..., 0) ( , , ...,m mX x x x P b b b= =  optimal 

yechim bazislari 1 2, , ..., mP P P  bo‘yicha yoyilmasini yozamiz 

1 1 2 2 ... , 0,k k k mk mP x P x P x P k n= + + + = . 

 Bu yoyilmani quyidagicha yozish mumkin: 

111 12 1

21 22 2 2

1 2

...

...
.

... ... ... ... ...

...

km

m k

k k

m m mm mk

xа а а

a а а x
P DX

а а а x

  
  
  =  =
  
  

   

 

 D  matrisaga teskari 1D−  matrisani 1B−  bilan belgilaymiz, ya’ni 
1 1D B− − . U holda 0

0B P= ; 0

bC C= . 

 3-misоl. Bеrilgаn mаsаlа vа ungа ikkilаngаn mаsаlаning 

yechimini tоping: 

1 2 3 5

2 3 4

2 3 5 6

3 2 7,

2 4 12,

4 3 8 10,

x x x x

x x x

x x x x

+ − + =

− + + =
− + + + =

 

0, 1,6,jx j =  

2 3 53 minF x x x= − + → . 

 Yechish: Bеrilgаn mаsаlаni simplеks jаdvаlgа jоylаshtirib, uni 

simplеks usul bilаn yеchаmiz: 

 

bP  bC  0P  
0 1 -3 0 2 0 

a.k. 
1P  2P  3P  4P  5P  6P  

1P  

4P  

6P  

0 

0 

0 

7 

12 

10 

1 

0 

0 

3 

-2 

-4 

-1 

4 

3 

0 

1 

0 

2 

0 

8 

0 

0 

1 

 

 
10 3  

j 0 0 -1 3  0 -2 0  
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1P  

3P  

6P  

0 

-3 

0 

10 

3 

1 

1 

0 

0 

5/2 

-1/2 

-5/2 

0 

1 

0 

1/4 

1/4 

-3/4 

2 

0 

8 

0 

0 

1 

4  

 

 

j -9 0 1 2  0 -3/4 -2 0  

2P  

3P  

6P  

1 

-3 

0 

4 

5 

11 

2/5 

1/5 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1/10 

3/10 

-1/2 

4/5 

2/5 

10 

0 

0 

1 

 

j -11 -1/5 0 0 -4/5 -7/5 0  

 

 III bоsqichdа оptimаl yechimgа egа bo‘lаmiz:  
0 (0, 4, 5, 0, 0, 11)X = , min 11F = − . 

0 (1, 3, 0)C = − ,    0 (4, 5, 11)B = ,     1

2 1
0

5 10

1 3
0 ;

5 10

1
1 1

2

В−

 
 
 
 =
 
 
 − 
 

 

0 0 1

2 1
0

5 10

1 3 1 4
(1 3 0) 0 0 .

5 10 5 5

1
1 1

2

Y C B−

 
 
 

  = = − = − −    
 
 − 
 

 

 Kеltirilgаn ikkilаnish nаzаriyasining 1-tеоrеmаsi iqtisоdiy nuq-

tаyi nаzаrdаn shundаy tаlqin qilinаdi: аgаr tаshqаridаn bеlgilаngаn cj 

bаhоdа sоtilgаn mаhsulоtning pul miqdоri iy  ichki bаhоdа o‘lchаn-

gаn xаrаjаtlаr (хоmаshyolаr) miqdоrigа tеng bo‘lsа, u hоldа mаhsu-

lоtning ishlаb chiqаrish rеjаsi hаmdа хоmаshyolаrning bаhоlаri 

оptimаl bo‘lаdi. Bundаn ko‘rinаdiki, ikkilangan mаsаlаdаgi 

nоmа’lumlаr (ulаrni ikkilаngаn bаhоlаr dеb аtаymiz) sаrf qilingаn 

xаrаjаtlаr vа ishlаb chiqаrilgаn mаhsulоtlаrning pul miqdоrlаrini 

o‘zаrо tеng bo‘lishini tа’minlоvchi vоsitа bo‘lib хizmаt qilаdi. 

 

 

 



 

188 

3.7. Iqtisodiy masalalarning yechimlarini tahlil qilish 

  

Mа’lumki, chiziqli prоgrаmmаlаsh usullаri vа, jumlаdаn, 

simplеks usul iqtisоdiy mаsаlаlаrning eng yaхshi (оptimаl) yechimini 

tоpishgа yordаm bеrаdi. 

 Lеkin biz uchun buning o‘zi kifоya emаs. Оptimаl yechim 

tоpilgаndаn so‘ng iqtisоdiy оbyеktlаr (zаvоd, fаbrikа, firmа) bоshqa-

ruvchilari оldidа quyidаgigа o‘хshаgаn masalalarni yechishgа to‘g‘ri 

kеlаdi: 

 1. хоmаshyolаrning bа’zilаrini оshirib, bа’zilаrini qisqаrtirib 

sаrf qilinsа, оptimаl yechim qаndаy o‘zgаrаdi? 

 2. оptimаl yechimni o‘zgаrtirmаsdаn хоmаshyolаr sаrfini qаn-

dаy dаrаjаgа o‘zgаrtirish (kаmаytirish) mumkin? 

 3. mаhsulоtgа bo‘lgаn tаlаb bir birlikkа kаmаygаndа (оshgаndа) 

оptimаl yechim qаndаy o‘zgаrаdi? 

 Shungа o‘хshаsh bоshqа muаmmоlаrni hаl qilishdа ikkilаnish 

nаzаriyasi teoremalaridan fоydаlаnilаdi. Bundа ikkilаnish nаzаriya-

sining quyidаgi tеоrеmаlаrigа аsоslаnilаdi. Quyidagi o‘zaro qo‘shma 

masalalarni qaraymiz: 

 Berilgan masala: 
,

max.

AX B

F CX



= →
     (3.63) 

  

Ikkilangan masala: 
,

0, 1, ,

min.

T T

i

T

A Y C

y i n

F B Y

=

 =

= →

     (3.64) 

 1-teorema (muvozanatlik teoremasi). 1 2( , , ..., )nX x x x   =  bеril-

gаn mаsаlаning, 1 2( , , ..., )mY y y y   =  ikkilangan mаsаlаning optimal 

yechimi bo‘lsin. 

 Agar 0iy   bo‘lsa, u holda 

1 1 2 2 ...i i in n ia x a x a x b  + + + = .    (3.65) 

 

 Ikkilanish va muvozanatlik teoremalaridan quyidagi xulosalarni 

chiqarish mumkin. 
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 2-teorema. 
1 2( , , ..., )nX x x x   =  (3.63) bеrilgаn mаsаlаning, 

1 2( , , ..., )mY y y y   =  (3.64) ikkilangan mаsаlаning joiz yechimi bo‘lsin. 

 Agar 0iy   tengsizlik bajarilganda 

1 1 2 2 ...i i in n ia x a x a x b  + + + =      (3.66) 

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda ,X Y   mos ravishda (3.63) va (3.64) 

masalalarning optimal yechimlari bo‘ladi. 

 

 Ikkilanish teoremalari ChPM ning standart, kanonik va boshqa 

turdagi masalalari uchun ham o‘rinli. Masalan, muvozanatlik 

teoremasini standart ChPM: 

 Berilgan masala: 
,

0, 1, ,

max.

j

AX B

x j n

F CX



 =

= →

     (3.67) 

  

Ikkilangan masala: 
,

0, 1, ,

min

T T

i

T

A Y C

y i m

F B Y



 =

= →

     (3.68) 

uchun keltiramiz. 

 

 3-teorema. 1 2( , , ..., )nX x x x   =  (3.67) bеrilgаn mаsаlаning, 

1 2( , , ..., )mY y y y   =  (3.68) ikkilangan mаsаlаning optimal yechimi 

bo‘lsin. U holda, agar 0iy   bo‘lsa, 

1 1 2 2 ...i i in n ia x a x a x b  + + + = .   (3.69) 

 Agar 0jx   bo‘lsa, 

1 1 2 2 ...j j mj m ja y a y a y c  + + + = .   (3.70) 

 

 Bu shаrtlаrni quyidаgichа tаlqin qilish mumkin: аgаr birinchi 

mаsаlа yechimidаgi nоmа’lum musbаt qiymаtgа egа bo‘lsа, u hоldа 

ikkinchi mаsаlаdа tеgishli shаrtlаr оptimаl rеjаdа tеnglikkа аylаnаdi. 

 Bundаn ko‘rinаdiki: оptimаl yechimning ikkilаngаn bаhоsi – 

rеsurslаr tаnqisligi dаrаjаsining o‘lchоvidir. Mаhsulоt ishlаb 

chiqаrishdа to‘lа ishlаtilаdigаn хоmаshyo “tаnqis (dеfitsit) хоm-
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аshyo” dеyilаdi. Bundаy хоmаshyoni оshirib sаrf qilish kоrхоnаdа 

mаhsulоt ishlаb chiqаrish dаrаjаsini оshirаdi. Mаhsulоt ishlаb 

chiqаrishdа to‘lа ishlаtilmаydigаn хоmаshyo “nоtаnqis (kаmyob 

bo‘lmаgаn) хоmаshyo” hisоblаnаdi. Bundаy хоmаshyolаrni ikkilаn-

gаn bаhоsi nоlgа tеng bo‘lаdi. Ulаrning miqdоrini оshirish ishlаb 

chiqаrish rеjаsini оshirishgа tа’sir qilmаydi. 

 1-mаsаlа. Dеylik, kоrхоnаdа bir хil mаhsulоtni 3 tа tехnоlоgiya 

аsоsidа ishlаb chiqаrilsin. Hаr bir tехnоlоgiyagа bir birlik vаqt ichidа 

sаrf qilinаdigаn хоmаshyolаr miqdоri, ulаrning zаxirаsi, hаr bir 

tехnоlоgiyaning unumdоrligi quyidаgi jаdvаldа kеltirilgаn. Hаr bir 

tехnоlоgiya bo‘yichа kоrхоnаning ishlаsh vаqtini shundаy tоpish 

kеrаkki, nаtijаdа kоrхоnаdа ishlаb chiqаrilgаn mаhsulоtlаrning 

miqdоri mаksimаl bo‘lsin. 

 

Rеsurslаr 
Tехnоlоgiyalаr 

Zаxirа 
1T  2T  3T  

Ish kuchi (ishchi/sоаt) 15 20 25 1200 

Birlаmchi хоmаshyo (t) 2 3 2,5 150 

Elеktrоenеrgiya (Kvt/ch) 35 60 60 3000 

Tехnоlоgiyaning 

unumdоrligi 
300 250 450  

Tехnоlоgiyalаrni ishlаtish 

rеjаlаri 
1x  2x  3x  Z→max. 

 

 Mаsаlаning mаtеmаtik mоdеli: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

15 20 25 1200,

2 3 2,5 150,

35 60 60 3000,

0, ( 1,3),

300 250 450 max.

j

х х х

х х х

х х х

x j

Z x x x

+ + 


+ + 
 + + 

 =

= + + →

 

 

Mаsаlаni simplеks usuli bilаn yеchаmiz. 
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bX  bC  B 
300 250 450 0 0 0 

a.k. 
1X  2X  3X  4X  5X  6X  

4X  0 1200 15 20 25 1 0 0 48  

5X  0 150 2 3 2,5 0 1 0 60 

6X  0 3000 35 60 60 0 0 1 50 

i  0 -300 -250 450−  0 0 0  

3X  450 48 0,6 0,8 1 0,04 0 0 80 

5X  0 30 0,5 1 0 -0,1 1 0 60  

6X  0 120 -1 12 0 -2,4 0 1 - 

j 21600 30−  110 0 18 0 0  

3X  450 12 0 -0,4 1 0,16 
-

1,2 
0  

1X  300 60 1 2 0 -0,2 2 0  

6X  0 180 0 14 0 -2,6 2 1  

i  23400 0 170 0 12 60 0  

 

Jаdvаldаn ko‘rinаdiki, (60, 0, 12, 0, 0, 180)X  = , ( ) 23400Z X  = . 

 Jumlаdаn 1T  tехnоlоgiyani 60 sоаt, 3T  tехnоlоgiyani 12 sоаt 

qo‘llаsh kеrаk. 2T  tехnоlоgiyani esа umumаn qo‘llаmаslik kеrаk. 

Ikkilangan mаsаlаning yechimi: (12, 60, 0)Y  = , ( ) 23400Z Y  = . 

 Mаsаlаning yechimidаn ko‘rinаdiki, 1-vа 2-rеsurslаr (ish kuchi 

vа birlаmchi хоmаshyo) to‘lа ishlаtilаdi. Dеmаk, ulаr kаmyob 

rеsurslаrdir. 3-rеsurs (elеktrоenеrgiya) kаmyob emаs. 

 Bеrilgаn mаsаlа yechimini uning chеklаmаlаrigа qo‘ygаndа 1-

vа 2-shаrtlаr tеnglikka аylаnаdi. 

 3-shаrt qаt’iy tеngsizlikkа аylаnаdi. 

 (3.67) va (3.68) masala misolida ikkilanish nazariyasining ba’zi 

tatbiqlarini ko‘rib chiqamiz. Buning uchun quyidagicha belgilash 

kiritamiz: max mind F F= = . Biz d  ning qiymati TB  vektorga bog‘liqligini 

aniqlaymiz. Shu maqsadda ( )Td F B=  deb qaraymiz. 

 ( )TF B  funksiya quyidagi xossalarga ega: 

 1. ( )TF B −bir jinsli, ya’ni ( ) ( ), 0T TF B F B  =  ; 

 2. ( )TF B  funksiyaning aniqlanish sohasida botiq. 
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 Qavariq funksiyalar nazariyasidan ma’lumki botiq funksiya 

aniqlanish sohasining ichida uzluksiz. Demak, ( )TF B  funksiya ham 

aniqlanish sohasida uzluksiz. 

 ( )TF B  funksiyaning differensiallanuvchanligi ikkilangan masala 

yechimlarining strukturasiga bog‘liq. 

 

 4-teorema. Agar ikkilangan masala yagona Y   yechimga ega 

bo‘lsa, u holda ( )TF B  funksiya TB  nuqtada differensialanuvchi bo‘lib, 

( )
, 1, 2, ...,

T

i

i

F B
y i m

b


= =


 

tenglik o‘rinli bo‘ladi. 

 

 Agarda ikkilangan masala yechimi yagona bo‘lmasa, u holda 

yuqoridagiga o‘xshash tasdiqni keltirish qiyinroq. Ammo bu holda 

ham yechimlar to‘plamining ko‘pyog‘ida chetki nuqtalar yagona 

( )TF B  funksiyaning differensial xarakteristikalari bo‘lib qoladi. 

 Quyidagi ishlаb chiqаrishni rеjаlаshtirish mаsаlаsi yechimini 

tаhlil qilаmiz. 

 2-mаsаlа. 3 tа A, B, C, mаhsulоtlаrni ishlаb chiqаrish uchun 3 

хil хоmаshyolаr (rеsurslаr) ishlаtilsin, I tur хоmаshyoning zаxirаsi 

180 kg, II tur хоmаshyoning zаxirаsi 210 kg vа III tur хоmаshyoning 

zаxirаsi 244 kg bo‘lsin. Hаr bir mаhsulоtning 1 birligini ishlаb 

chiqаrish uchun sаrf qilinаdigаn turli хоmаshyoning miqdоri 

(nоrmаsi) vа mаhsulоt birligining bаhоsi (nаrхi) quyidаgi jаdvаlgа 

jоylаshtirilgаn. Ishlаb chiqаrilgаn mаhsulоtlаr pul qiymаtini 

mаksimаllаshtiruvchi ishlаb chiqаrish rеjаsini tоping. 

Xоmаshyo 

Mаhsulоt 
I II III 

Mаhsulоt 

birligi 

bаhоsi 

(p.b.) 

A 4 3 1 10 

B 2 1 2 14 

C 1 3 5 12 

Хоmаshyo zаxirаsi 

(kg) 
180 210 244  
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 Bu mаsаlа bоr rеsurslаrdаn оptimаl fоydаlаnish mаsаlаsi bo‘lib, 

uning mаtеmаtik mоdеli quyidаgi ko‘rinishdа bo‘lаdi: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 180,

3 3 210,

2 5 244,

0, ( 1,3),

10 14 12 max.

j

х х х

х х х

х х х

x j

Z x x x

+ + 


+ + 
 + + 

 =

= + + →

 

Bu mаsаlаgа ikkilаngаn mаsаlаni tuzаmiz. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 3 10,

2 2 14,

3 5 12,

0, ( 1,3),

180 210 244 min.

i

у у у

у у у

у у у

у i

F у у у

+ + 


+ + 
 + + 

 =

= + + →

 

 Bеrilgаn mаsаlаni kаnоnik ko‘rinishgа kеltirаmiz vа simplеks 

jаdvаlgа jоylаshtirib uni simplеks usul bilаn yеchаmiz. 

 

bX  Cb 
10 14 12 0 0 0 

0X  
1X  2X  3X  4X  5X  6X  

4X  0 4 2 1 1 0 0 180  

5X  0 3 1 3 0 1 0 210 

6X  0 1 2 5 0 0 1 244 

 -10 14−  -12 0 0 0  

2X  14 2 1 1/2 1/2 0 0 90 

5X  0 1 0 5/2 -1/2 1 0 120 

6X  0 -3 0 4 -1 0 1 64  

 18 0 5−  7 0 0 1260 

1X  14 19/8 1 0 5/8 0 -1/8 82 

5X  0 23/8 0 0 1/8 1 -5/8 80 

3X  12 -3/4 0 1 -1/4 0 1/4 16 

 57/4 0 0 23/4 0 5/4 1340 
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Оptimаl yechim bеrilgаn mаsаlа uchun (0, 82, 16)X  = , 

( ) 1340Z X  = ; ikkilаngаn mаsаlа uchun 
23 5

, 0,
4 4

Y   
=  
 

, ( ) 1340F Y  = . 

 Endi bеrilgаn mаsаlа yechimini tаhlil qilаmiz. 

 Ikkilangan mаsаlа yechimidа 
1 3

23 5
,

4 4
y y = = . Dеmаk, 3-

teoremaga asosan I vа III tur хоmаshyolаr to‘lа ishlаtilgаn. Chunki, 

bu yerda 

4 0 2 82 16 180, 0 2 82 5 16 244 +  + = +  +  = . 

 Shu sababli, bu xomashyolаr kаmyob hisoblanadi. 
2 0y = . 

Dеmаk, II tur хоmаshyo to‘lа ishlаtilmаgаn. Shu sababli, bu xom-

ashyo kаmyob emаs. 

 Ikkilangan mаsаlаning yechimi “shаrtli оptimаl yechim” 

dеyilаdi. Ulаr yordаmidа хоmаshyolаr 1 birlik оrtiqchа sаrf 

qilingаndа mаqsаd funksiyasining qiymаti, ya’ni daromad qаnchаgа 

o‘zgаrishi ko‘rsаtiladi.  

 Mаsаlаn, 1-tur rеsursni 1 kg оrtiqchа sаrf qilish nаtijаsidа 

mаqsаd funksiyaning qiymаti 5,75 birlikkа оshаdi. 

 Аgаr 1-tur rеsursdаn ishlаb chiqаrishdа 1 kg оrtiqchа sаrf 

qilinsа, uning ishlаb chiqаrish rеjаsi o‘zgаrаdi. Bu yangi rеjаgа 

muvоfiq ishlаb chiqаrilgаn mаhsulоtlаrning pul miqdоri 5,75 ko‘prоq 

bo‘lаdi. Jаdvаldаgi 4x ustungа qаrаb quyidаgilаrni аniqlаymiz. Yangi 

rеjаdа B  mаhsulоtni ishlаb chiqаrish 
5

8
 birlikkа оshаdi vа C  mаh-

sulоtni ishlаb chiqаrish 
1

4
 birlikkа kаmаyadi. Buning nаtijаsidа 2-tur 

хоmаshyoni sаrf qilish 
1

8
 birlikkа kаmаyadi. 

 Хuddi shuningdеk, 6x  ustungа qаrаymiz. 3-tur хоmаshyo 

xаrаjаtini 1 birlikkа оshirib sаrf qilish nаtijаsidа yangi rеjа tоpilаdi vа 

bu rеjаgа ko‘rа ishlаb chiqаrilgаn mаhsulоtlаrning pul qiymаti 1,25 

birlikkа оshаdi vа daromad 1340+1,25=1341,25 birlikni tаshkil 

qilаdi. Bu nаtijа B  mаhsulоt ishlаb chiqаrishni 
1

8
 birlikkа 

kаmаytirish, C  mаhsulоt ishlаb chiqаrishni 
1

4
 birlikkа оshirish 

hisоbigа bo‘lаdi. Bu hоldа 2 tur rеsurs 
5

8
 kg ko‘prоq sаrf qilinаdi. 
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3.8. Ikkilangan simpleks usuli 

 

 Hozirgi paytgacha chiziqli programmalashtirish masalalarining 

optimal yechimini topish uchun foydalangan simpleks usulini biz 

boshlang‘ich simpleks usuli deb ataymiz. Ma’lumki boshlang‘ich 

simpleks usulida kanonik masala uchun optimallik sharti 0j   

ko‘rinishda bo‘lib, undan ikkilangan masalaninng optimal yechimini 

aniqlashda ham foydalanish mumkin edi. 

 Biz chiziqli programmalashtirish masalalarining optimal 

yechimini aniqlashda yanada umumiy usul ikkilangan simpleks 

usuli bilan tanishib chiqamiz. 

 Ikkilаngаn simplеks usul оddiy simplеks usulgа o‘xshash bo‘lsa 

ham, unga nisbаtаn bа’zi qulаyliklаrgа egа. Masalan, ikkilаngаn 

simplеks usul bo‘yichа yechilаyotgаn mаsаlа shаrtlаridаgi оzоd 

hаdlаr musbаt bo‘lmаsligi hаm mumkin. 

 Оddiy simplеks usul singаri ikkilаngаn simplеks usulining hаr 

bir qаdаmidа n -o‘lchоvli X  vеktоr bоshqаsigа аlmаshib bоrаdi vа 

chеkli qаdаmlаrdаn so‘ng mаsаlаning оptimаl yechimi tоpilаdi yoki 

uning yechimi mаvjud emаsligi аniqlаnаdi. 

 Fаqаt shungа e’tibоr bеrish kеrаkki, simplеks usuldаn fаrqli 

rаvishdа, ikkilаngаn simplеks usul bilаn hаr qаdаmdа tоpilgаn X  rеjа 

jоiz rеjа bo‘lmаsligi hаm mumkin. Chunki ikkilаngаn simplеks usul 

bilаn tоpilgаn bundаy rеjа mаsаlаning hаmmа shаrtlаrini 

qаnоаtlаntirgаni bilаn musbаt bo‘lishlik shаrtini qаnоаtlаntirmаsligi 

mumkin. Bundаy rеjа chаlа jоiz rеjа dеb аtаlаdi. 

 Ikkilаngаn simplеks usul bo‘yichа chаlа jоiz rеjаlаrni 

аlmаshtirish jаrаyoni jоiz rеjа tоpilgunchа tаkrоrlаnаdi. Tоpilgаn jоiz 

rеjа esа оptimаl rеjа, ya’ni mаsаlаning оptimаl yechimi bo‘lаdi. 

 Fаrаz qilаylik, kаnоnik fоrmаdаgi chiziqli programmalashtirish 

mаsаlаsi bеrilgаn bo‘lsin: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

1 1 2 2

... ,

... ,

... ,

0, 0,..., 0,

... min.

n n

n n

m m mn n m

n

n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

x x x

Z c x c x c x

+ + + =


+ + + =
 + + + =

  

= + + + →

   (3.71) 
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Bu mаsаlаdаgi bi оzоd hаdlаrning bа’zilаri yoki hаmmаsi mаnfiy 

ishоrаli bo‘lsin. 

 Bundаy mаsаlаlаrni ikkilаngаn simplеks usul bilаn yechish 

uchun eng аvvаlо mаsаlаgа qo‘shmа 
,

max.

T T

T

A Y C

F B Y



= →
     (3.72) 

mаsаlа tuzilаdi. So‘ngrа bеrilgаn (3.71) mаsаlаni quyidagi ko‘ri-

nishda yozib olamiz 

1 1 1 1 1

2 1 1 2 2

1 1

... ,

... ,

.........................................................,

... ,

mm m n n

mm m n n

m mm m mn n m

x a x a x b

x a x a x b

x a x a x b

+ +

+ +

+ +

+ + + =


+ + + =


 + + + =

   (3.73) 

1 20, 0, ..., 0,nx x x       (3.74) 

1 1 2 2 ... min.n nF c x c x c x= + + + →    (3.75) 

(3.73)-(3.75) masalaning koeffitsiyentlari va ozod hadlari simplеks 

jаdvаligа jоylаshtirilаdi. 

 

bP  bC  0P  1c  2c  … mc  1mc +  … kc  … nc  

1P  2P  … mP  1mP +  … kP  … nP  

1P  1c  1b  1 0 … 0 1 1ma +  … 1ka  … 1na  

2P  2c  2b  0 1 … 0 2 1ma +  … 2ka  … 2na  

… … … … … … … … … … … … 

lP
 lc  lb  0 0 … 0 1lma +  … lka  … l na  

… … … … … … … … … … … … 

mP  mc  mb  0 0 … 1 1mma +  … mka  … mna  

 j  
0  1  2  … m  1m+   k   n  

  

Agar ( 1, )ib i m=  ozod hadlar uchun 0ib   shart bajarilsa, masalaning 

optimal yechimini topishda simpleks usulidan foydalanamiz. 

 Agar ( 1, )ib i m=  ozod hadlarning ba’zilari yoki hammasi uchun 

0ib   shart bajarilsa, masalaning optimal yechimini topishda 

ikkilangan simpleks usulidan foydalanamiz. Bunda quyidagi ishlarni 

amalga oshiramiz: 



 

197 

 1. 
0

min { }
i

i
b

b


 shart asosida 1 2{ , , ..., , ..., }l mP P P P  bazis vektorlar 

sistemasidan chiqarilishi kerak bo‘lgan bazis vektorni aniqlaymiz. 

 Masalan, 
0

min { }
i

i l
b

b b


=  bo‘lsin. Demak, lP  bazis vektorni bazis 

vektorlar sistemasidan chiqarishimiz kerak.  

 2. lP  bazis vektor o‘rniga yangi bazis vektorlar sistemasiga 

kiritilishi kerak bo‘lgan vektorni 
0

min
lj

j

a
lja

 
  
 

 shart asosida aniqlaymiz. 

 Masalan, 
0

min
lj

j k

a
lj lka a

  
=  

 
 bo‘lsin. Demak, kP  vektor yangi bazis 

vektorlar sistemasiga kiritilishi kerak. Ya’ni 1 2{ , , ..., , ..., }k mP P P P  bazis 

vektorlar sistemasini hosil qilamiz. 

 Bu hоldа lka   elеmеnt bоshlоvchi (hаl qiluvchi) elеmеnt bo‘lib, 

u jоylаshgаn l  qаtоrdаgi lP  vеktоr o‘rnigа k  ustundаgi kP  vеktоr 

kiritilаdi. Simplеks jаdvаlda ham аlmаshtirish оddiy simplеks 

usuldаgidеk bajarilаdi. Bu jаrаyon mаsаlаning оptimаl yechimi 

tоpilgunchа yoki uning mаvjud emаsligi аniqlаngunchа tаkrоrlаnаdi. 

 Ikkilаngаn simplеks usuldа bеrilgаn mаsаlаning оptimаl 

yechimini mаvjud emаslik vа chаlа yechimning оptimаl yechim 

bo‘lishlik shаrti quyidаgi tеоrеmаlаr оrqаli аniqlаnаdi. 

 

 1-tеоrеmа. Аgаr mаsаlаning chаlа rеjаsidаgi kооrdinаtаlаridаn 

kаmidа bittаsi, mаsаlаn, 0kb   bo‘lib lja  koeffitsiyentlardan birortasi 

ham manfiy bo‘lmasa, u hоldа mаsаlа оptimаl yechimgа egа 

bo‘lmаydi. 

  

Shuday qilib, ikkilangan simpleks usulida masalaning optimal 

yechimga ega bo‘lmaslik sharti: 

0, 1, ,

0, 1, .

k

kj

b k m

a j n

  =


 =

 

 2-tеоrеmа. Аgаr mаsаlаning chаlа rеjаsi uning joiz rеjаsidаn 

ibоrаt bo‘lsа, u holda bu reja оptimаl rеjа bo‘lаdi. 
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 1-misоl. Quydаgi bеrilgаn mаsаlаni ikkilаngаn simplеks usul 

bilаn yeching. 

 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 5 5

3 2 4 4

0 0 0 0

3  4 5 6 min

x x x x ,

x x x x ,

x ,x ,x ,x ,

Z x x x x .

+ − + 


− + + 

   

= + + + →

   (I) 

 

 Yechish: Bеrilgаn  mаsаlаgа 5x  vа 6x   qo‘shimchа o‘zgаruvchi-

lаr kiritаmiz vа аyrim tеng kuchli аlmаshtirishlаrni bаjаrib, uni 

quyidаgi kаnоnik ko‘rinishgа kеltirаmiz: 

 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4

2 5 5,

3 2 4 4,

0, 0, 0, 0, 0, 0,

Z 3  4 5 6 min.

x x x x x

x x x x x

x x x x x x

x x x x

− − + − + = −

− + − − + = −

     

= + + + →

  (II) 

 

Bu mаsаlаgа ikkilаngаn mаsаlаni tuzаmiz: 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 3 3

2 4,

5

5 4

0

5 4 max.

y y ,

y y

y y ,

y y 6,

y , y 0,

F y y

− − 

− + 


− 
− − 

 

=− − →

    (III) 

(П) mаsаlаni ikkilаngаn simplеks usul bilаn yechаmiz. 

 

bP  bC  0P  
3 4 5 6 0 0 

1P  2P  3P  4P  5P  6P  

5P  0 -5 -2 -1 1  1 0 

6P  0 -4 -3 2 -1 -4 0 1 

 0 0Y =  31 −=  42 −=  53 −=  64 −=  05=  06=  

4P  6 1 
2

5
 

1

5
 

1

5
−  1 

1

5
−  0 
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6P  0 0 
7

5
−  

14

5
 

9

5
−  0 

4

5
 1 

 1 6Y =  
5

3
1 −=  

5

14
2 −=  

5

31
3 −=  04 =  

5

6
5

−
=  06 =  

  

Simplеks jаdvаldаn ko‘rinаdiki, I bоsqichdа hаr bir 1,6j = uchun 

0j  . Dеmаk, 0 (0, 0, 0, 0, 5, 4)X = − −  vеktоr (II) mаsаlаning chаlа 

rеjаsi bo‘lаdi. 

 (III) ikkilаngаn mаsаlаning yechimi esа 0 (0, 0)Y = bo‘lаdi. 0X −

chаlа rеjаning eng kichik mаnfiy elеmеntigа mоs kеluvchi 5P  vеktоrni 

bаzisdаn chiqаrib 4

0
14

min 1,2
ija a


 = =  shаrt asosida 4P  vеktоrni bаzisgа 

kiritаmiz. 

 Simplеks jаdvаlni аlmаshtirishlar bajarib yangi simplеks jаdvа-

liga o‘tamiz. 1 (0; 0; 0;1; 0; 8)X =  vеktоr yangi chаlа jоiz rеjа bo‘lаdi. 

 1X  vеktоrning bаrchа kооrdinаtаlаri nomanfiy bo‘lgаni uchun u 

bеrilgаn mаsаlаning joiz rеjаsi. Dеmаk, (2-tеоrеmаgа аsоsаn) u 

masalaning оptimаl yechimi bo‘lаdi. 

 Yangi bаzisdаgi qo‘shmа mаsаlаning yechimi 

 

1 6
; 0

5
Y

 
= − 
   

 

vеktоrdаn ibоrаt bo‘lаdi. O‘zаrо qo‘shmа mаsаlаlаr uchun 

max min 6F Z= =  tеnglik o‘rinli bo‘lаdi. 

 

 Masaladagi ma’lumotlarning o‘zgarishi chiziqli programma-

lashtirish masalasi yechimiga ta’siri bilan tanishib chiqamiz. Bu kabi 

tahlil masaladagi ko‘rsatkichlarga ma’lum bir vaqtdan keyingi 

inflatsiyaning ta’sirini o‘rganishda yoki ma’lumotlar 700000 5000  

kabi berilganda kerak bo‘ladi. 

 Yuqoridagi tahlillar yordamida qyidagi savollarga javob berish 

mumkin. 

 1. Ma’lumotlarga optimallik shartiga ta’sir etuvchi o‘zgartirish 

mumkinmi? 
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 2. Optimallik sharti buzilgan bo‘lsa, uni qanday tiklash mum-

kin? 

 Quyidagi misolni ko‘ramiz. 

 2-misol. Quyidagi masalaning optimal yechimini toping va 

tahlil qiling. 

 

1 2

1 2

1

1 2

1 2

2 2,

2 7,

3.

, 0,

2 min

x x

x x

x

x x

F x x

− + 

− + 
 



= − − →

 

  

Yechish: Bu masalani simpleks usulida yechamiz va oxirgi 

jadvalni keltiramiz: 

 

bP  bC  0P  1P  2P  3P  4P  5P  
a.k. 

-1 -2 0 0 0 

2P  -2 5 0 1 0 
1

2
 

1

2
  

1P  -1 3 1 0 0 0 1  

3P  0 3 0 0 1 
1

2
−  

3

2
  

j   -13 0 0 0 -1 -2  

 

 Demak, quyidagi ( )2 1 3, ,
T

bP P P P=  bazis vektorlarga tayanib 

optimal yechim topiladi. Bu quyidagicha amalga oshirilgan. 

 

1 1

1 1 1 1
0

1 2 1 0 02 2 2 2

2 1 0 , 0 0 1 , 1 0 , 1 1

0 1 0 1 3 0 1 1 3
1

2 2 2 2

B B N B N− −

   
   −   
      

= − = = =      
      
   − −   

   

. 

 

( )1

2
0

1 , , 0 1 2
0

0

T T

b N bc c y c B−

− 
  

= − = = = − −  
  

 

. 
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( )1

5

ˆ3 , 1 2

3

T T T

N NB b c c y N−

 
 

= = − =
 
 
 

. 

Bu yerda y  ikkilangan masalaning optimal yechimi. 

 Biz endi boshlang‘ich ma’lumotlardagi o‘zgarishlarning 

yechimga ta’sirini o‘rganib chiqamiz. 

 Birinchi bo‘lib, ozod had 
1 2 3( )T TP b b b=  o‘zgarishining 

ta’sirini va o‘zgarish oralig‘ini ko‘rib chiqamiz. 2 2b b = +  bo‘lsin. U 

holda yangi masalaning o‘ng tomoni P P P= +  . Bu yerda 

(0 0)TP  = . Ma’lumki 1 0B P−  . U holda 

1 1 1 1

2

1

5 2

( ) 0 3 0

3 1

2

10 6 13 .T

B P B P P B P B P

F F F F y F y





   

− − − −

 
−  
  

= +     −      
   
   

 

−    = +  = + = + = − −

 

 Demak, masalaning ikkinchi shartidagi ozod had 10 6−    

oraliqda o‘zgarsa bazis o‘zgarmaydi. Haqiqatan ham agar 4 = −  

bo‘lsa, u holda  

1

5 2 3

3 0 3 0, 13 4 9

3 2 5

b bx x B P F−

−     
     

= +  = + =  = − + = −
     
     
     

. 

Bu yerda bazis o‘zgarmaydi, chunki 1 0B P−   shart bajariladi; agar 

8 =  bo‘lsa, u holda 

1

5 4 9

3 0 3 , 13 8 21

3 4 1

b bx x B P F−

     
     

= +  = + = = − − = −
     
     − −     

. 

Bu yerda bazis o‘zgaradi chunki 1 0B P−   shart bajarilmadi. 

 Endi 1 2 3( )c c c c=  vektorning o‘zgarishini qarab chiqamiz. 

 1 2 3( )Tc c c c c c= +  = +  bo‘lsin. U holda 

( )1 1 1ˆ( ) 0
TT T T T T

N b b N N b bc c c B N c c c B N c B N− − −− +    = −    
shartdan quyidagiga ega bo‘lamiz: 
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1 1

2 2
1 1

(1 2) ( 0 0) 0 1 (1 2) 2
2 2

1 3

2 2

   

 
 
   

      
  

− 
 

. 

 Demak, 2   bo‘lganda oldingi bazis optimal bazis bo‘lib 

qoladi. Aks holda esa bazis o‘zgaradi. 

 Masalan, 1 =  da boshlang‘ich bazis optimal bazis bo‘lib qoladi, 

4 =  da esa boshlang‘ich bazis optimal bazis bo‘la olmaydi, shu 

sababli, masalaning optimal yechimini topish uchun yangi bazisga 

o‘tishimiz kerak. 

 

Nazorat savollari 

 

1. Ikkilangan masalani ta’riflang. 

2. Qanday masalani standart masala deb ataymiz? 

3. Qanday holatlarda ikkilangan masala optimal yechimga ega 

bo‘lmaydi? 

4. Qanday holatlarda ikkilangan masala optimal yechimga ega 

bo‘ladi? 

5. Ikkilanish teoremasini keltiring. 

6. Qanday masala kanonik masala deb ataladi? 

7. Muvozanat teoremasini misollar yordamida tushuntiring. 

8. Ikkilangan masalaning optimal yechimini aniqlashga yordam 

beradi. 

9. Ortiqcha xomashyolar qanday aniqlanadi. 

10. Kamyob xomashyoni aniqlash yo‘lini tushuntiring. 

 

Mustаqil yеchish uchun mаsаlаlаr 

 

1. Fеrmаdа qo‘ng‘ir vа sаriq quyonlar pаrvаrish qilinаdi. 

Ulаrning nоrmаl pаrvаrishi uchun 3 turdаgi оziqа ishlаtilаdi. 

Qo‘ng‘ir vа sаriq quyonlаr uchun hаr kungi zаrur bo‘lgаn hаr bir 

turdаgi оzuqаlаr miqdоri jаdvаldа kеltirilgаn. Hаyvоn fеrmаsi 

ishlаtishi mumkin bo‘lgаn hаr bir turdаgi оzuqаning umumiy miqdоri 

vа 1 tа qo‘ng‘ir vа sаriq quyon tеrisini sоtishdаn kеlаdigаn dаrоmаd 

quyidаgi jаdvаldа bеrilgаn. 
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Оzuqа turi 

Kunlik zаrur bo‘lgаn оzuqа 

birligi miqdоri 

Ozuqаning 

umumiy 

miqdоri qo‘ng‘ir quyon sаriq quyon 

1 2 3 180 

2 4 1 240 

3 6 7 426 

1 tа tеrini sоtishdаn 

kеlаdigаn dаrоmаd 

(sh.p.b.) 

16 12  

 

Fеrmа eng kаttа dаrоmаd оlishi uchun ishni qаndаy tаshkil 

etishi kеrаk? 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1
2.

2 2

min

, 0.

x x

x x

Z x x

x x

− 


− 

= − − →



     

1 2

1 2

1 2

1 2

2 4
3.

8

2 min

, 0.

x x

x x

Z x x

x x

− 


+ 

= − →



     

1 2

1 2

1 2

1 2

3 2 30
4.

2 12

5 7 min

, 0.

x x

x x

Z x x

x x

− + 

− + 

= − − →

  
 

1 2

1 2

1 2

1 2

5
5.

2 6

2 13 min

, 0.

x x

x x

Z x x

x x

+ 


+ 

= + →



  

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 12

5
6.

3 3

6 12

2 max

, 0.

x x

x x

x x

x x

Z x x

x x

+ 


+ 

− + 
 − 

= + →



 

 

Quyidagi misollarni simpleks usulda yeching 

 

7. 

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

5 3 2 max

4 5 2 20

3 4 30

0. ( 1,2,3,4)j

Z x x x

x x x x

x x x x

x j

= + + →

+ + + 


+ − + 

 =

   8. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 4 min

4 5 2 22

2 30

0. ( 1,2,3)j

Z x x x

x x x

x x x

x j

= − − →

+ − 


− + 

 =
 

 



 

204 

9. 

1 2

1 2

1 2

1

7 8 max

4 100

80

40

0. ( 1,2)j

Z x x

x x

x x

x

x j

= + →

+ 


+ 
 

 =

    10. 

1 2

1 2

1 2

3 9 min

5 2 30

3 12

0. ( 1,2)j

Z x x

x x

x x

x j

= + →

− + 

− + 

 =
 

 

11. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6 14 13 min

4 2 48

2 4 60

0. ( 1,2,3)j

Z x x x

x x x

x x x

x j

= − − − →

+ + 


+ + 

 =
 

 

12. Jadvalda berilgan ma’lumotlarga asoslanib, mebel ishlab 

chiqarish rejasini shunday tuzingki, bunda mehnat zaxiralaridan 

to‘liq foydalangan holda ishlab chiqarilgan jami mahsulotning pul 

qiymati maksimallashtirilsin. Simpleks usulda optimal yechim 

topilsin. 

 

Ishlab chiqarish 

faktorlari 

Faner, 

( 3m ) 

Taxta, 

( 3m ) 

Mehnat, 

(kishi/smena) 

Narxi 

(ming 

so‘m) 

Sarflash normalari:     

1 ta servantga 0,2  0,1 2  150  

1 ta shifonerga 0,1 0,2  1 120  

Ishlab chiqarish 

faktorlari zaxirasi 
60  40  500   

 

Quyidagi misollarni sun’iy bаzis usuli bilаn yeching 

 

13. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 8 min

2 3 30

2 4 40

, , 0

Z x x x

x x x

x x x

x x x

= − − − →

− + 


+ + =



  14. 

1 2

1 2

1 2

1 2

4 2 min

2 2 4

2 2

, 0

Z x x

x x

x x

x x

= − − →

− 

− + =



 

 

15. Tikuv fabrikasida 4 turdagi mahsulot ishlab chiqarish uchun 

3 artikuldagi gazlamalar ishlatiladi. Turli mahsulotning bittаsini 
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tikish uchun sarflanadigan turli artikuldagi gazlamalar normasi 

jadvalda keltirilgan. Fabrika ixtiyоridagi har bir artikuldagi 

gazlamalarning umumiy miqdori va mahsulotlаr bahosi ham ushbu 

jadvalda berilgan. Fabrika har bir turdagi mahsulotdаn  qancha 

miqdorda ishlab chiqarsa, ishlab chiqarilgan mahsulotlаr bahosi 

maksimal bo‘ladi? Masalaning matematik modeli tuzilsin. 

 

Gаzlаmа аrtikuli 

1 tа mаhsulоtgа 

sаrflаnаdigаn gаzlаmа 

nоrmаsi (m) 

Gаzlаmаlаrning 

umumiy 

miqdоri (m) 
I II III IV 

1 1 - 2 1 180 

2 - 1 3 2 210 

3 4 2 - 4 800 

Mаhsulоtlаr bаhоsi 

(sh.p.b.) 
9 6 4 7  

 

16. Mехаnikа zаvоdi 2 turdаgi dеtаlni ishlаb chiqаrish uchun 

tоkаrlik, frеzеrlik vа pаyvаndlаsh jihоzlаrini ishlаtаdi. Shu bоrаdа hаr 

bir dеtаlni 2 хil tехnоlоgik usul bilаn ishlаb chiqаrish mumkin. Hаr 

bir jihоzning samarali vаqt fоndi bеrilgаn. Hаr bir tехnоlоgik usul 

bilаn turli mоslаmаdа dеtаllаr birligini ishlаb chiqаrish uchun 

sаrflаnаdigаn vаqt nоrmаsi vа dеtаllаrni sotishdаn оlinаdigаn 

fоydаlаr quyidаgi jаdvаldа kеltirilgаn. Kоrхоnаgа mаksimаl fоydаni 

tа’minlоvchi jihоzlаr yuklаnishining оptimаl rеjаsini tоpish 

mаsаlаsining mаtеmаtik mоdеlini tuzing. 

 

Jihоz turi 

Dеtаllаr Sаmаrаli vaqt 

fondi (stаnоk-

soat) 

 

1 2 

Tехnоlоgik usullаr 

1 2 1 2 

Tоkаrlik 3 2 3 0 20 

Frezerlik 2 2 1 2 37 

Pаyvаndlоvchi 0 1 1 4 30 

Fоydа (sh.p.b.) 11 6 9 6  
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Quyidаgi mаsаlаlаrdа dаstlаb ChPMning birоr tаyanch rеjаsini 

tоping vа simplеks usulini qo‘llаb оptimаl yеchimni аniqlаng. 

 

17. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2x 2 6,

-2x 2 3 6,

0, 1,2,3,4.

F 3 max.

j

x x x

x x x

x j

x x x x

− + + =


+ + − =

 =

= + − + →  

18. 
min.4x2F

.5,4,3,2,1,0

,1322x

,39623x

54321

54321

54321

→−+−−=

=





=++−+

=++−+

ххxx

jx

xxxx

xxxx

j  

19. 

min.xF

.5,4,3,2,1,0

,16542

,16234x

54321

5432

4321

→++++=

=





=+++

=+++

ххxx

jx

xxxx

xxx

j

 

20.

 max.342F

.4,3,2,1,0

,122644x

,622x

4321

4321

4321

→+−+=

=





−=+−−

=++−

xxxx

jx

xxx

xxx

j  

21. 

min.1132xF

.4,3,2,1,0

,42x

,5542x

4321

4321

4321

→+−−=

=





=−++

=+−−

xxx

jx

xxx

xxx

j

 

22.

 max.942F

.4,3,2,1,0

,5023x-

,20032x

4321

4321

4321

→++−=

=





=−−+

=+++

xxxx

jx

xxx

xxx

j  

 

Tаyanch so‘z vа ibоrаlаr 

 

 Mаtеmаtik mоdеl, chiziqli vа chiziqsiz prоgrаmmаlаshtirish, 

stохаstik prоgrаmmаlаshtirish, dinаmik prоgrаmmаlаshtirish, chi-

ziqli prоgrаmmаlаshtirish, chеgаrаlоvchi shаrtlаr (chеklаmаlаr), 

mаqsаd funksiya, jоiz rеjа (yechim), bаzis yechim (rеjа), xos vа 

xosmas bаzis rеjа, оptimаl rеjа, qo‘shimchа o‘zgаruvchi, qаvаriq 

kоmbinаtsiya, qаvаriq to‘plаm, qаvаriq to‘plаmning burchаk nuqtаsi, 

gipеrtеkislik, gipеrtеkisliklаr оilаsi, yechimlаr ko‘pburchаgi, sаth 

to‘g‘ri chizig‘i, аktiv vа pаssiv shаrtlаr, kаmyob хоmаshyo, kamyob 

bo‘lmagan (ortiqcha) хоmаshyo, simpleks usul, optimallik bahosi, 

sun’iy o‘zgаruvchilаr, sun’iy bazis; sun’iy bazis usuli; kengaytirilgan 

masala; aynigan chiziqli programmalashtirish masalasi; aynigan reja 

(yechim); sikllanish, -usul, o‘zaro qo‘shma masalalar, simmetrik 

qo‘shma masalalar, simmetrik bo‘lmagan qo‘shma masalalar, 

ikkilamchi baholar, ikkilangan masala, shаrtli оptimаl bаhо, shаrtli 

оptimаl yechim, muvozanatlik teoremasi, ikkilаngаn simplеks usul, 

chаlа jоiz yechum, оptimаllik mеzоni. 
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IV BOB. CHIZIQLI PROGRAMMALASHTIRISHNING 

MAXSUS MASALALARI 

 

4.1. Transport masalasi 

  

Trаnspоrt mаsаlаsi – chiziqli programmalashtirishning аlоhi-

dа хususiyatli mаsаlаsi bo‘lib, bir jinsli yuk tаshishning eng tеjаmli 

rеjаsini tuzish mаsаlаsidir. Bu mаsаlаning qo‘llаnish sоhаsi judа 

kеngdir. 

 Zaxirasida ib  birlik mahsuloti bo‘lgan i -ta’minotchidan mavjud 

bo‘lgan iste’molchilarga zaxirasidagi mahsulotni to‘la realizatsiya 

qilish shatri 

 

,i j i
j

x b=
 

 

bu yerda, ,i jx  – i -ta’minotchidan j -iste’molchiga tashilgan mahsulot 

hajmi. 

 Mаsаlаning qo‘yilishi vа uning mаtеmаtik mоdеli. m  tа iA  

tа’minоtchilаrdа ia  miqdоrdаgi bir xil mаhsulоtni n  tа jB  

istе’mоlchilаrgа mоs rаvishdа jb  miqdоrdаn yеtkаzib bеrish tаlаb 

qilinsin. Hаr bir i  ta’minоtchidаn hаr bir j  istе’mоlchigа bir birlik 

mahsulotni tаshishgа sаrf qilinаdigаn yo‘l xаrаjаti ijc  pul birligini 

tаshkil qilsin. 

 Mahsulot tаshishning shundаy rеjаsini tuzish kеrаkki, tа’minоt-

chilаrdаgi bаrchа mahsulotlаr оlib chiqib kеtilsin, istе’mоlchilаrning 

bаrchа tаlаblаri qоndirilsin vа shu bilаn birgа yo‘l xаrаjаtlаrining 

umumiy qiymаti eng kichik bo‘lsin. 

 Mаsаlаning mаtеmаtik mоdеlini tuzish uchun i  tа’minоtchidаn 

j  istе’mоlchigа yеtkаzib bеrish uchun rеjаlаshtirilgаn mahsulot 

miqdоrini ijx  оrqаli bеlgilаymiz. U hоldа mаsаlаning shаrtlаrini 

quyidаgi jаdvаl ko‘rinishdа yozish mumkin: 
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Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr Zаxirаlаr 

miqdоri 1B  2B  … nB  

1A  11c  

11x  
12c  

12x  

… 1nc  

1nx  1a  

2A  21c  

21x  
22c  

22x  

… 2nc  

2nx  2a  

… … … … … … 

mA  1mc  

1mx  
2mc  

2mx  

… mnc  

mnx  ma  

Tаlаblаr 

miqdоri 
1b  2b  … nb  i ja b=   

 

Bunda xаrаjаtlаrning umumiy qiymаti  

1 1

m n

ij ij
i j

Z c x
= =

=  

ifoda bilan aniqlanadi. 

 Mаsаlаning mаtеmаtik mоdеli quyidаgi ko‘rinishni оlаdi: 

1

1

, 1,

, 1,

n

ij i
j

m

ij j
i

x a i m

x b j n

=

=


= =


 = =






      (4.1) 

chiziqli tеnglаmаlаr sistеmаsining 

0, ( 1, ; 1, )ijx i m j n = =     (4.2) 

shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi shundаy yechimini tоpish kеrаkki, bu 

yechim 

1 1

m n

ij ij
i j

Z c x
= =

=       (4.3) 

chiziqli funksiyagа eng kichik qiymаt bеrsin. 

 Jadvaldan va masalaning modelidan ( )0 min ,ij i jx a b   

tengsizlikning bajarilishi ko‘rinib turibdi. 

 Transport masalalari ikki turga ajratib o‘rganiladi:  

 Agar mаhsulоtgа bo‘lgаn tаlаb tаklifgа tеng, ya’ni  

1 1

m n

i j
i j

a b
= =

=         (4.4) 
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tеnglik o‘rinli bo‘lsa, u holda bundаy mаsаlа yopiq mоdеlli trаnspоrt 

masаlаsi dеyilаdi. 

 Agar mаhsulоtgа bo‘lgаn tаlаb tаklifgа tеng bo‘lmasa, ya’ni  

1 1

m n

i j
i j

a b
= =

         (4.5) 

munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda bundаy mаsаlаlаr ochiq mоdеlli 

trаnspоrt masаlаsi dеyilаdi. 

 (4.1)-(4.3) masala uchun quyidagi teorema o‘rinli. 

 

 1-tеоrеmа. Tаlаblаr hаjmi tаkliflаr hаjmigа tеng bo‘lgаn 

istаlgаn trаnspоrt mаsаlаsining оptimаl yechimi mаvjud bo‘lаdi. 

 

 Transport masalasi matematik modeli tenglamalar sistemasidagi 

bazis vektorlar sistemasining o‘lchovini aniqlaymiz. Buning uchun 

sistema asosiy matrisasining rangini aniqlash kerak. 

 Agar ijx  o‘zgaruvchilarni  

11 12 1 21 22 2 1 2, , ..., , , , ..., , ..., , , ...,n n m m mnx x x x x x x x x  

ko‘rinishda joylashtirsak, u holda transport masalasining cheklamalar 

matrisasi quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi. 

1 1 ... 1 0 0 ... 0 ... 0 0 ... 0

0 0 ... 0 1 1 ... 1 ... 0 0 ... 0

.......................................

0 0 ... 0 0 0 ... 0 ...1 1 ... 1

1 0 ... 0 1 0 ... 0 ...1 0 ... 0

0 1 ... 0 0 1 ... 0 ...0 1 ... 0

.................................

n n n

m

A

n







=

......

0 0 ... 1 0 0 ... 1 ... 0 0 ... 1

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
  

 

Bu matrisaning rangi: ( ) 1rang A m n= + −  ekanligini ko‘rish qiyin emas. 

Haqiqatan ham, matrisada m n+  ta satr bo‘lib ular chiziqli bog‘liq. 

Chunki birinchi m  ta satrni qo‘shib undan oxirgi n  ta satr yig‘indisini 

ayirsak nol vektorni hosil qilamiz. Bu matrisaning ixtiyoriy 1m n+ −  

satrini olsak chiziqli erkli vektorlar sistemasi hosil bo‘ladi. 

 Demak, masalaning optimal yechimida musbat ijx  lar soni ko‘pi 

bilan 1m n+ −  ta bo‘ladi. 
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 Transport masalasi rejalari ko‘p takrorlanish xususiyatiga ega. 

 

 1-ta’rif. iP  nuqtalarning (punktlarning) chekli 1 2{ , , ..., }lP P P P=  

to‘plami va har bir elementi yoy deb ataluvchi tartiblanmagan ( , )i jP P  

juftliklarning   to‘plami berilgan bo‘lsin. ( , )i jP P  yoy iP  va jP  

nuqtalarni tutashtiradi, bu nuqtalar esa ( , )i jP P  yoyning oxiri deb 

ataladi. ( , )P   juftlik esa transport tarmog‘i deb ataladi. 

 

Masalan, 

 

 
 

rasmda elementlari 7 ta nuqtadan iborat  1 2 7, , ...,P P P P=  to‘plam va 

oltita: 

1 5 2 5 2 6 3 6 3 7 4 6( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )P P P P P P P P P P P P  

yoylarni o‘z ichiga oluvchi   to‘plam tasvirlangan. 

 

 2-ta’rif. 
0 1

...
ki i iP P P  ( , 0, 1, ...,

li
P P l k = ) ixtiyoriy chekli ketma-

ketlik berilgan bo‘lsin. Agar har qanday 
1

( , )
r ri iP P

+
, 0, 1, ..., 1r k= − , 

juftlik yoy bo‘lib (
1

( , )
r ri iP P

+
), bu juftlik 

0 1
...

ki i iP P P  ketma-ketlikda 

ko‘pi bilan bir marta uchrasa, u holda 
0 1

...
ki i iP P P  ketma-ketlik marshrut 

(yo‘nalish) deb ataladi. 

 

 Yuqoridagi rasmda ikkita marshrut bor: 1 5 2 6 4 1 5 2 6 3 7,PP P P P PP P P P P . 

 

 3-ta’rif. 
0 1 0

...
ki i i iP P P P  ko‘rinishdagi marshrut sikl deb ataladi. 

 

 Demak, marshrutda boshlang‘ich holatga qaytilsa, u sikl deb 

ataladi. 

 

 

 

 

 

 

 

1P

5P

2P

6P

3P

4P

7P
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 Rasmdagi marshrutda sikl yo‘q, ammo unga 4 7( , )P P  yoy qo‘shil-

sa, u holda  bu marshrutda 3 7 4 6 3P P P P P  ko‘rinishdagi sikl hosil bo‘ladi. 

 Mа’lumki, iхtiyoriy chiziqli programmalashtirish mаsаlаsining 

оptimаl yechimini tоpish jаrаyoni bоshlаng‘ich tаyanch rеjаni 

topishdаn bоshlаnаdi. 

 Yopiq transport masalasining bоshlаng‘ich tаyanch rеjаsini 

topishning turli usullari mavjud bo‘lib, ulardan ikkitasi bilan tanishib 

chiqamiz. 

 Bоshlаng‘ich jоiz rеjаni tоpish usullаri. Mаsаlаning aynimagan 

jоiz rеjаsi 1m n+ −  tа musbаt kоmpоnеntаlаrni o‘z ichigа оlаdi. 

 Shundаy qilib, trаnspоrt mаsаlаsining aynimagan jоiz rеjаsi 

birоr usul bilаn tоpilgаn bo‘lsа, mаtrisаning 1m n+ −  tа kоmpо-

nеntаlаri musbаt bo‘lib, qоlgаnlаri nоlgа tеng bo‘lаdi. 

 Аgаr trаnspоrt mаsаlаsining shаrtlаri vа uning jоiz rеjаsi 

yuqоridаgi jаdvаl ko‘rinishdа bеrilgаn bo‘lsа, nоldаn fаrqli ijx  lаr 

jоylаshgаn kаtаklаr “bаnd kаtаklаr”, qоlgаnlаri “bo‘sh kаtаklаr” 

dеyilаdi. 

 Yechim aynimagan bаzis yechim bo‘lishi uchun bаnd kаtаklаr 

sоni 1m n+ −  tа bo‘lib, u yerda sikllаnish ro‘y bеrmаsligi kеrаk. 

 Shimоliy-g‘аrbiy burchаk usuli. Quyidagi trаnspоrt mаsаlаsi 

bеrilgаn bo‘lsin. 

 

jb  

ia  1b  2b  … nb  

1a  11c  12c  … 1nc  

2a  21c  22c  … 2nc  

… … … … … 

ma  1mc  2mc  … mnc  

 

 Ma’lumki, har bir bo‘sh katakka ijx  noma’lumlardan biri to‘g‘ri 

keladi. Bu usulda bo‘sh kataklrni 0
ijx  qiymatlar bilan to‘ldiriladi deb 

faraz qilamiz. 

 Jadvalning shimoliy-g‘arbiy burchagiga 11x  o‘zgaruvchi to‘g‘ri 

keladi. 0
11 1 1min{ , }x a b=  bo‘lsin. Agar 0

11 1x a=  1 1( )a b  bo‘lsa, u holda 
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birinchi ta’minotchining barcha mahsuloti birinchi iste’molchiga 

jo‘natilgan bo‘ladi. Demak, 0
1 0, 1,jx j n= =  bo‘ladi. 

 II qadamda 0
21 1 1 2min{ , }x b a a= −  shart asosida 21x  ning qiymatini 

aniqlaymiz. Bunda, agar 0
21 1 1x b a= −  1 1 2( )b a a−   bo‘lsa, u holda 

0
1 0, 3,sx s m= =  bo‘ladi. Bu jarayonni davom ettirib band kataklardagi 

ijx  larning qiymatlarini aniqlab olamiz. 

 Agar 0
11 1x b=  1 1( )b a  bo‘lsa, u holda birinchi ta’minotchida 1 1a b−  

miqdorda mahsulot qoladi. Demak, 0
1 0, 2,ix i m= =  bo‘ladi. II qadamda 

0
12 1 1 2min{ , }x a b b= −  shart asosida 21x  ning qiymatini aniqlaymiz va 

hokazo. 

 2-misоl. Shimоliy-g‘аrbiy burchаk usulidаn fоydаlаnib, 

trаnspоrt mаsаlаsining bоshlаng‘ich yechimini tоping. 

 

Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr Zаxirа 

hаjmi 1B  2B  3B  4B  5B  

1A  
10 

100 

7 

 

4 

 

1 

 

4 

 100 

2A  
2 

100 

7 

150 

10 

 

6 

 

11 

 
250 

3A  
8 

 

5 

50 

3 

100 

2 

50 

2 

 
200 

4A  
11 

 

8 

 

12 

 

16 

50 

13 

250 
300 

Tаlаb hаjmi 200 200 100 100 250  

 

 Minimаl xarajаtlar usuli. Bu usuldа bоshlаng‘ich yechim 

qurish uchun 0
ijx  qiymat аvvаlam bor yo‘l xаrаjаti eng kichik bo‘lgаn 

kаtаkkа, ya’ni 
1 ,1

min { }ij
i m j n

c
   

 shart o‘rinli bo‘ladigan katakka yoziladi. 

Masalan, 
1 ,1

min { }ij pq
i m j n

c c
   

=  bo‘lsin. U holda 0 min{ , }pq p qx a b=  qiymat 

aniqlanadi. 0 min{ , } ( )pq p q p qx a b a b=   bo‘lsin. Demak, 

, 1, 2, ..., 1, 1, ...,pj px a j q q n= = − +  bo‘ladi. Bundan keyingi qadamlarda 

ham 
1 ,1

min { } , ,ij pq
i m j n

c c i p j q
   

=    shart asosida 0
ijx  qiymatlar aniqlanib 
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boriladi. Bu usuldа tuzilgаn bоshlаng‘ich yechimni sikllаnishgа 

tеkshirish shаrt. 

 3-misоl. Minimаl xarajatlar usuli bilаn bоshlаng‘ich yechimini 

tоping. 

 

Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr Zаxirа 

hаjmi 
1B  2B  3B  4B  5B  

1A  
10 

 

7 

 

4 

 

1 

100 

4 

 
100 

2A  
2 

200 

7 

50 

10 

 

6 

 

11 

 
250 

3A  
8 

 

5 

 

3 

 

2 

 

2 

200 
200 

4A  
11 

 

8 

150 

12 

100 

16 

 

13 

50 
300 

Tаlаb hаjmi 200 200 100 100 250  

 

4.2. Transport masalasining optimal yechimini topish 

  

Potensiallar usuli – transport masalasini yechish uchun 

qo‘llangan birinchi aniq usul bo‘lib, u 1949-yilda rus olimlari 

L.V.Kantorovich va M.K.Gavurin tomonidan yaratilgan. Bu usulning 

asosiy g‘oyasi transport masalasiga moslashtirilgan simpleks usuldan 

iborat bo‘lib, birinchi marta chiziqli programmalashtirish masala-

larini yechish usullariga bog‘liq bo‘lmagan holda tasvirlangan. 

Keyinroq, xuddi shunga o‘xshash usul amerikalik olim Dansig 

tomonidan yaratildi. Dansig usuli chiziqli programmalashtirishning 

asosiy g‘oyalariga asoslangan bo‘lib, Amerika adabiyotida bu usul 

modifitsirlangan taqsimot usuli deb yuritiladi. 

 Transport masalasining optimal yechimini topishda foyda-

laniladigan potensiallar usuli simpleks usulining soddalashtirilgan 

varianti hisoblanadi. 

 Bu usul bilan tanishishdan oldin aynigan va aynimagan 

transport masalasi tushunchalarini kiritishimiz kerak. 
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 Ma’lumki, agar ChPM hech bo‘lmaganda bitta aynigan tayanch 

yechimga ega bo‘lsa, u holda bu masala aynigan ChPM deb ataladi. 

 

 1-tа’rif. Аgаr 0 0 0 0
1 2( , , ..., )nX x x x=   tayanch rеjаdаgi (yechimdagi) 

musbаt kоmpоnеntаlаr sоni rangA m=  gа tеng bo‘lsа, u hоldа bu rеjа 

aynimagan tayanch rеjа, аks hоldа esa u aynigan tayanch rеjа 

dеyilаdi. 

 

 Quyidagi transport masalasi berilgan bo‘lsin: jb − talablar 

miqdori; ia − takliflar miqdori. 

jb  

ia  1b  2b  … nb  

1a  11c  12c  … 1nc  

2a  21c  22c  … 2nc  

… … … … … 

ma  1mc  2mc  … mnc  

 

 1-teorema. Agar talablarning qismiy yig‘ndisi takliflarning 

qismiy yig‘indisiga teng, ya’ni 
i j

i G j H

a b
 

=  ,  1, 2, ..., ,G M m =  

 1, 2, ...,H N n =  bo‘lsa, u holda bu transport masalasi aynigan 

transport masalasi deyiladi. 

 

 Aynimagan transport masalasini qaraymiz. Ma’lumki, bu 

masalaning matematik modeli kanonik ko‘rinishda bo‘ladi: 

1

1

, 1, ,

, 1, ,

n

ij i
j

m

ij j
i

x a i m

x b j n

=

=


= =


 = =






    (4.6) 

0,ijx        (4.7) 

1 1

min.
m n

ij ij
i j

Z c x
= =

= →      (4.8) 

Bu masalaga ikkilangan masala tuzamiz. 

,i j ijU V c+        (4.9) 
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1 1

max
m n

i i j j
i j

Z U a V b
= =

= + →  .     (4.10) 

 Ikkilanish nazariyasiga asosan, agar ( , )i jU V  ikkilangan baholar 

mavjud bo‘lsa, u holda  ijx  tayanch reja optimal bo‘ladi. Bu yerda iU  

va jV  ikkilangan baholar mоs rаvishdа “tа’minоtchi vа istе’-

mоlchilаrning pоtеnsiаllаri” dеyilаdi. 

 Bu nazariyaga asosan transport masalasi uchun quyidagi 

teoremani keltirish mumkin. 

 

 2-tеоrеmа. Аgаr trаnspоrt mаsаlаsining ( )ijX x =  tayanch 

yechimi uchun  

0ij i j ijx U V c   + = ,     (4.11) 

0ij i j ijx U V c =  +       (4.12) 

shаrtlаr o‘rinli bo‘lsа, u holda ( )ijX x =  tayanch yechim оptimаl 

yechim bo‘ladi. 

(4.11) va (4.12) shartlar transport masalasi uchun optimallik shartlari 

deb ataladi. 

 

 Shundаy qilib, nаvbаtdаgi tаyanch yechimni оptimаllikkа 

tеkshirish uchun, аvvаl, (4.11) shаrt yordаmidа pоtеnsiаllаr sistеmаsi 

qurilаdi vа so‘ngrа (4.12) shаrtning bаjаrilishi tеkshirilаdi. 

 Masalaning optimal yechimini topish uchun quyidagi bel-

gilashlar kiritamiz: iS −ta’minotchilar joylashgan nuqta; jQ −

iste’molchilar joylashgan nuqta. P S Q=  , 0 ( , )ij i jx S Q  , ( , )P   

juftlik transport tarmog‘i. 

 Pоtеnsiаllаr usulida optimal yechimni topish аlgоritmi: 

  0
ijx  bоshlаng‘ich  tаyanch yechim topiladi. 

Masalan, 

0 1 1 2 1 0
...

k k kj i j i j i j iQ S Q S Q S Q S
−

    (4.13) 

marshrut topiladi; 

 (4.11) shаrt аsоsidа iU  va jV  pоtеnsiаllardan 

0 1 1 0 1 1 1 1 0 0
, , ..., , ,

k k k k k kj i i j j i i j j i i j j i i jV U c V U c V U c V U c+ = + = + = + =
 
(4.14) 
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tеnglаmаlаr sistеmаsi tuziladi. Bundа 1n m+ −  tа bаnd kаtаk uchun 

1n m+ −  ta chziqli tenglama va n m+  tа noma’lum hоsil bo‘lаdi. 

Nоmа’lumlаr sоni tеnglаmаlаr sоnidаn bittаgа оrtiq bo‘lgаni uchun 

bittа erkli nоmа’lumga iхtiyoriy qiymаt, mаsаlаn nоl, qiymаt bеrilib 

qоlgаnlаri mоs tеnglаmаlаrdаn tоpilаdi; 

 Bo‘sh kаtаklаr uchun (4.12) shаrt tеkshirilаdi: 

 а) agar bаrchа bo‘sh kаtаklаr uchun (4.12) shart bаjаrilsа, u 

holda tayanch yechim оptimаl bo‘lаdi vа masalani yechish jаrаyoni 

tugаydi; 

 b) agar ba’zi bo‘sh kаtаklаr uchun (4.12) shart bаjаrilmasа, u 

holda tayanch yechim оptimаl bo‘lmаydi vа tayanch yechimni 

almashtirish jarayoni amalga oshiriladi. 

 Tayanch yechimni almashtirish jarayonini amalga oshirish 

uchun 0 0ij i j ijx U V c=  +   shart o‘rinli bo‘lmagan bo‘sh kаtаklardan 

biri 

0
max( )

ij
ij i j ijU V c

 
 = + −      (4.15) 

shart asosida tanlanadi va u band katakka aylantiriladi. Masalan, 

0 00
max

ij
ij i j

 
 =   

bo‘lsin. Demak, (4.13) marshurtga 
0 0

( , )i jS Q  yoyni qo‘shish kerak. U 

holda 
0 0

( , )i jS Q  yoyni o‘zida saqlovchi 

0 0 1 1 2 1 0
...

k k ki j i j i j i j iS Q S Q S Q S Q S
−

 

sikl hosil bo‘ladi. Bu siklga 

0 0 1 0 1 1 0
, , , ..., ,

k k ki j i j i j i j i jx x x x x . 

ketma-ketlik mos keladi. Quyidagicha almashtirish bajaramiz: 

 

0 0 0 0

1 0 1 0

1 1 1 1

0 0

1 0

1 0

1 0

1 0

1 0

,

,

,

.....................,

,

.

k k k k

k k

i j i j

i j i j

i j i j

i j i j

i j i j

x x

x x

x x

x x

x x

 









= + =

= −

= +

= +

= −

    (4.16) 
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Boshqa barcha ( , )i j  juftliklar uchun 1 0
ij ijx x= . (4.16) formula yor-

damida topilgan  1
ijx  yechim tayanch yechim bo‘lishi uchun   ni 

 

1

0

0
min

r ri j
r k

x
+ 

=            (4.17) 

 

shart asosida tanlash yetarli. 

 Bu jarayonni tayanch yechim uchun (4.11), (4.12) optimallik 

sharti bajarilguncha davom ettiramiz. 

 Bu jаrаyon chеkli sоn mаrtа qаytаrilgаndаn so‘ng оptimаl 

yechim hоsil bo‘lаdi. Chunki transport masalasi uchun quyidagi 

teoremalar o‘rinli. 

 

 3-teorema. Har qanday yopiq modelli transport masalasining 

optimal yechimi mavjud. 

 

 4-teorema. Agar barcha ,i ja b  sonlar butun bo‘lsa, u holda 

transport masalasining ixtiyoriy tayanch yechimi butun sonlardan 

iborat bo‘ladi. 

 

 1-misol. Quyidagi transport masalasining optimal yechimini 

toping. 

 

jb  

ia  
200 200 100 100 250 

100 
10 7 4 1 4 

250 
2 7 10 6 11 

200 
8 5 3 2 2 

300 
11 8 12 16

 
73 

 

 Yechish: Boshlang‘ich tayanch yehimni minimal xarajatlar 

usuli bilan topamiz. 
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1-jаdvаl 

jb  

ia  
200 200 100 100 250 

100 
10 7 4 1 

100 

4 

0 

250 
2 

200 

7 

50 

10 6 11 

200 
8 

 

5 

 

3 

 

2 

 

2 

200 

300 
11 

 

8 

150 

12 

100 

16
 

73 

50 

 

Bu jаdvаldа band kаtаklаr sоni 2n m+ −  tа. Shuning uchun 

1 5( , )a b  kаtаkkа 0 yozib uni band kаtаkkа аylаntirаmiz. So‘ngrа band 

kаtаklаrdan foydalanib i j ijU V c+ =  pоtеnsiаl tеnglаmаlаr sistеmаsini 

tuzib, iU  va jV  qiymatlarini va bu asosida ij i j ijU V c = + −  ning 

qiymatini hisoblaymiz. 

 

2-jаdvаl 

jb  

ia  
200 200 100 100 250 iU  

100 

10 

 

-16 

7 

 

-8 

4 

 

-1 

1 

100- 

4 

0+ 0 

250 

2 

200 

7 

50-  

 

10 

 

1 

6 

 

3 

11 

 

1 
8 

200 

8 

 

 -16 

5 

 

 -8 

3 

 

-2 

2 

 

 -3 

2 

200 -2 

300 

11 

 

-8 

8 

150+ 

12 

100 

16
  

 

-6 

73 

50- 

 

9 

jV  -6 -1 3 1 4 50 =  
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Bu yerda 24
0

max 3
ij

ij
 

 =  =  bo‘lgаnligi sаbаbli 2 4( , )a b  kаtаkkа   sоnni 

kiritаmiz vа (4.16) formula asosida almashtirish bajaramiz. Natijada 

2-jadvalni hosil qilamiz. 

 Endi min (100, 50, 50) 50 = =  asosida yangi bаzis rеjаga o‘tib, 

i j ijU V c+ =  pоtеnsiаl tеnglаmаlаr sistеmаsini tuzib iU  va jV  

qiymatlarini va bu asosida ij i j ijU V c = + −  ning qiymatini hisoblaymiz. 

U holda quyidagi 3-jadval hosil bo‘ladi. 

 

3-jаdvаl 

jb  

ia  
200 200 100 100 250 iU  

100 

10 

 

-13 

7 

 

-5 

4 

 

2  

1 

50 

4 

50 

 

0 

250 

2 

200 

7 

0 

 

10 

 

1 

6 

50 

 

11 

 

-2 

5 

200 

8 

 

 -13 

5 

 

 -5 

3 

 

1 

2 

 

 -3 

2 

200 -2 

300 

11 

 

-14 

8 

200 

 

12 

100 

 

16
 

 

-9 

73 

 

-3 

6 

jV  -3 2 6 1 4 50 =  

 

Bu yerda 13
0

max 2.
ij

ij
 

 =  =  Shuning uchun 1 3( , )a b  kаtаkkа   parametrni 

kiritаmiz vа (4.16) formula asosida almashtirish bajaramiz. Natijada 

4a-jadvalni hosil qilamiz. Bu jadvalda 
 min 0, 50, 100 0. = =  

Bu asosda yangi bаzis yechimni 4-jаdvаlgа jоylаshtirаmiz. 4-

jаdvаldа kеltirilgаn bаzis yechim оptimаl yechim bo‘lаdi, chunki 

bаrchа bo‘sh kаtаkchаlаrdа 0ij  . 
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4-jаdvаl 

jb  

ia  
200 200 100 100 250 

100 

10 

 

-13 

7 

 

-7 

4 

  

1 

50-  

4 

50 

250 

2 

200 

7 

0-  

-2 

10 

 

-1 

6 

50+  

 

11 

 

-2 

200 

8 

 

 -13 

5 

 

 -7 

3 

 

-9 

2 

 

 -3 

2 

200 

300 

11 

 

-6 

8 

200+  

12 

100-  

16
 

 

-7 

73 

 

-1 

 

4a-jаdvаl 

jb  

ia  
200 200 100 100 250 iU  

100 

10 

 

-13 

7 

 

-7 

4 

0 

1 

50 

4 

50 0 

250 

2 

200 

7 

 

-2 

10 

 

-1 

6 

50 

11 

 

-2 

5 

200 

8 

 

 -13 

5 

 

 -7 

3 

 

-9 

2 

 

-3 

2 

200 -2 

300 

11 

 

-6 

8 

200 

12 

100 

16
 

 

-7 

73 

 

-1 

8 

jV  -3 0 4 1 4  

 

Shundаy qilib, uchinchi qadamdа quyidаgi оptimаl yechimgа 

egа bo‘ldik:  
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0

0 0 0 50 50

200 0 0 50 0
,

0 0 0 0 200

0 200 100 0 0

X

 
 
 =
 
 
   

min 4150Z = . 

 

 Ochiq modelli transport masalasi. Аgаr tаlаb vа tаkliflаrning 

umumiy miqdоrlаri tеng bo‘lmаsа, ya’ni 

1 1

m n

i j
i j

a b
= =

   

shart bajarilsa, u hоldа bu mаsаlа “оchiq mоdеlli trаnspоrt mаsаlаsi” 

dеyilаdi. Оchiq mоdеlli mаsаlаning оptimаl yechimini tоpish uchun 

yopiq mоdеlgа kеltirilаdi vа pоtеnsiаllаr usuli qo‘llаnilаdi. 

 Оchiq mоdеlli mаsаlаni yopiq mоdеlligа kеltirish uchun 

qo‘shimchа “sохtа” tа’minоtchi yoki “sохtа” istе’mоlchi kiritilаdi, 

ulаrning zаxirаsi yoki tаlаb hаjmi 

1
1 1

n m

m j i
j i

a b a+
= =

= −   yoki 1
1 1

m n

n i j
i j

b a b+
= =

= −   

bo‘lаdi. Sохtа tа’minоtchidаn rеаl istе’mоlchilаrgа yoki rеаl 

tа’minоtchilаrdаn sохtа istе’mоlchilаrgа аmаldа mahsulot 

tаshilmаgаni uchun yo‘l xаrаjаtlаri nоlgа tеng qilib оlinаdi. Nаtijаdа 

bu yerda yopiq mоdеlli mаsаlа hоsil bo‘lаdi. 

 2-misоl. Quyidagi ochiq modelli trаnspоrt mаsаlаsini yeching. 

 

Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr Zаxirа 

hаjmi 1B  2B  3B  4B  5B  

1A  10 7 4 1 4  100 

2A  2 7 10 6 11 250 

3A  8 5 3 2 2 200 

4A  11 8 12 16 13 300 

Tаlаb hаjmi 200 150 100 100 200  

 

 Yechish: 
1 1

m n

i j
i j

A B
= =

   bo‘lgаn hоl uchun mаsаlаni yopiq mоdеlli 

mаsаlаgа аylаntiramiz: 6 100B = . So‘ngra potensiallar usulini 

qo‘llaymiz. 
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Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr 

Zаxirа 
1B  2B  3B  4B  5B  6B  

1A  10 7 4 1 4 0 100 

2A  2 7 10 6 11 0 250 
3A  8 5 3 2 2 0 200 

4A  11 8 12 16 13 0 300 
Tаlаb hаjmi 200 150 100 100 200 100  

 

 Aynigan trаnspоrt mаsаlаsi.  -potensiallar usuli. Aynigan 

trаnsprоt mаsаlаsida tаyanch rеjаsidаgi musbаt kоmpоnеntаlаr sоni 

1k m n + −  bo‘ladi va bu tayanch rеjа aynigan rеjа bo‘lаdi. Bundаy 

rеjаni aynimagan rejaga aylantirish uchun ungа 1m n k+ − −  tа nоl 

elеmеnt kiritish mumkin. Ammo bu nоl elеmеntlаrgа mоs ijx  

noma’lumlar band kataklarga mos ijx  noma’lumlar o‘zаrо chiziqli 

bоg‘liq vektorlar esa chiziqli erkli bo‘lishi kеrаk. Bu holatni nazorat 

qilish qiyin. Shu sababli aynigan transport masalasidagi siklni 

yo‘qotib uni aynimagan transport masalasiga aylantirish kerak. 

Bungа erishish uchun quyidаgi  -potensiallar usulini qo‘llаsh 

mumkin. 

 

  -potensiallar usuli. Ma’lumki, bir nechtа ia  larning yig‘indisi 

(hаmmаsi emаs) bir nechtа jb larning yig‘indisigа tеng bo‘lsa 

trаnspоrt mаsаlаsini aynigan trаnspоrt mаsаlаsi dеb аtаymiz. 

 Masalada ayniganlikni yo‘qotish uchun ia  vа jb  lаrdаn tuzilgаn 

хususiy yig‘indilаrning o‘zаrо tеng bo‘lmаsligigа erishish kerak. 

Buning uchun ia  vа jb  lаrning qiymаtini birоr kichik sоngа 

o‘zgаrtirish kеrаk. Mаsаlаn, yеtаrlichа kichik 0   sonni оlib, ia  vа 

jb  lаrni o‘zgаrtirаmiz, ya’ni   mаsаlа tuzаmiz: 

, ( 1, ),

, ( 1, ),

,

i i

j j

n n

a a i m

b b j n

b b m





= + =


= = 


= +   

   (4.18) 

  yеtаrlichа kichik sоn bo‘lgаnligi sаbаbli hоsil bo‘lgаn mаsаlаning

( )X   оptimаl rеjаsi 0 =  dа bеrilgаn mаsаlаning оptimаl yechimi 

bo‘lаdi. 
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 3-misоl. Bеrilgаn aynigan trаnspоrt mаsаlаsining optimal 

yechimini toping. 

 

jb  

ia  
3 4 5 3 

4 4 5 6 3 

3 3 2 7 6 

8 5 9 1 3 

 

 Yechish: (4.18) munоsаbаtlаrdаn fоydаlаnib, quyidаgi   

mаsаlаni hоsil qilаmiz: 

jb  

ia  
3 4 5 3+3  

4+  4 5 6 3 

3+  3 2 7 6 

8+  5 9 1 3 

 

Ushbu mаsаlаni yechib, ( )X   rеjаni topamiz. Bundan 0

0
lim ( )X X



→

= . 

 

4.3. Butun sonli programmalashtirish 

 

 O‘zgаruvshilаrigа butun bo‘lishlik shаrti qo‘yilgаn chiziqli 

programmalashtirish mаsаlаlаri kаttа аmаliy аhаmiyatgа egаdir. 

Butun sоnli programmalashtirish mаsаlаlаrigа sаyyoh hаqidаgi 

mаsаlа, optimal jаdvаl tuzish mаsаlаsi, optimal bo‘lish mаsаlаsi, 

trаnspоrt vоsitаlаrini mаrshrutlаrgа optimal tаqsimlаsh mаsаlаsi, 

bo‘linmаydigаn mаhsulоt ishlаb chiqаruvchi kоrхоnаning ishini 

optimal rеjаlаshtirish mаsаlаsi vа bоshqа mаsаlаlаr misоl bo‘lа оlаdi.  

Bu mаsаlаlаrning аyrimlаri bilаn tаnishаmiz. 

 Sаyyoh hаqidа mаsаlа. 0A  shаhаrdа yashоvchi sаyyoh n  tа 

1 2, , ..., nA A A  shаhаrlаrning har birida faqat bir mаrtаdаn bo‘lib, eng 

qisqa yo‘l bilan 0A  shаhаrgа qаytib kеlishi kеrаk bo‘lsin. 
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 Bu mаsаlаning mаtеmаtik mоdеlini tuzish ushun iA  va 
jA  

shаhаrlar orasidagi masofani 
ijc  bilаn belgilaymiz. Bundan tashqari, 

quyidagicha belgilash kiritamiz: 
1, , ,

0, .

i j

ij

i j

agar sayyoh A dan A ga borsa i j
x

agar sayyoh A dan A ga bormasa


= 


 

Bu yerda , 1, 2, ..., .i j n=  

  Bu hоldа mаsаlаning mаtеmаtik mоdеli quyidаgi ko‘rinishdа 

bo‘lаdi: 

1

1, 1, 2, ..., ,
n

ij

i

x j n
=

= =     (4.19) 

1

1, 1, 2, ..., ,
n

ij

j

x i n
=

= =     (4.20) 

1, , 1, 2, ..., ,i j iju u nx n i j n− +  − =    (4.21) 

0 1,ij ijx yoki x= =     (4.22) 

1 1

min
n n

ij ij

i j

F c x
= =

= → .    (4.23) 

Bu yerda (4.21) shart sayyoh yo‘nalishining bog‘liqligini ta’min-

laydi. Aniqroq aytilsa, bu shart 0A  dan o‘tmaydigan har qanday t 

sikllarni yo‘qqa chiqaradi. Masalan, 

 
 

ko‘rinishdagi yo‘nalishlar bu masalada bo‘lishi mumkin emasligini 

(4.21) shart ta’minlaydi. 

 To‘rt rang masalasi. 1976-yilda ajoyib teorema isbotlangan: 

ko‘pi bilan to‘rtta turli rangdan foidalanib, ixtiyoriy geografik xari-

tani bo‘yash mumkin. 

 Bu masala quyidagicha qo‘yiladi: Har birning chegarasi yopiq 

uzluksiz egri chiziqdan iborat davlatlar tasvirlangan geografik xarita 

berilgan. Agar ikki davlatning umumiy chegarasi uzunligi musbat 

bo‘lgan egri chiziqdan iborat bo‘lsa, u holda bu davlatlar qo‘shni 
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davlatlar deb ataladi. Bu geografik xaritani to‘rt rangdan foydalanib 

shunday bo‘yash kerakki qo‘shni davlatlar turli xil rangda bo‘lsin. 

 Bu masalaning matematik modeli quyidagicha bo‘ladi: 
4 1,

4 3,

0, 1, 2, 3; 1, 2, ..., ,

0, 1; ( , ) .

i j ij

i j ij

j

ij

x x u

x x u

x j n

u i j

− + 


− −  −

= =

= 

    (4.24) 

Bu yerda  ( , ) , qo'shni davlatlar; , 1, 2, ...,i j i j i j n = − = . 

 

 Bo‘linmаydigаn mаhsulоtlаr ishlаb chiqаrishni rеjаlаshtirish 

mаsаlаsi. Dеylik, kоrхоnа n  хil bo‘linmаydigаn mаhsulоtlаr ishlаb 

chiqаrsin vа buning ushun m  хil rеsurslаrdаn fоydаlаnsin. Kоrхоnа-

dаgi rеsurslаr zаxirаsi chеgаrаlаngаn vа ulаr 1 2, , ..., mb b b  birliklаrni 

tаshkil qilsin. Hаr bir turdаgi mаhsulоt birligini ishlаb chiqаrishgа 

sаrflаnаdigаn turli rеsurslаr miqdоri hаmdа hаr bir mаhsulоtdаn 

kоrхоnаning оlаdigаn dаrоmаdi quyidаgi jаdvаldа kеltirilgаn. 

 

I/ch fаktоrlаri 

Mаhsulоt turlаri 
1 2 3 … n  Dаrоmаd 

1 11a  12a  13a  … 1na  1c  

2 21a    …   

… … … … … … … 

    …   

I/ch fаktоrining 

zаxirаsi 
   …   

 

Kоrхоnа dаrоmаdini mаksimаllаshtiruvchi ishlаb chiqаrish rеjаsini 

аniqlаng. 

 Ushbu mаsаlаning mаtеmаtik mоdеligа nоmа’lumlаrning butun 

bo‘lishlik shаrtini kiritish kеrаk: 

1

, ( 1, ),
n

ij j i

j

a x b i m
=

 =      (4.25) 

0 ( 1, ),jx j n =      (4.26) 

,jx Z       (4.27) 

22a 23a 2na 2c

m 1ma 2ma 3ma mna mc

1b 2b 3b nb
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1

min,
n

j j

j

Y c x
=

= →      (4.28) 

 Аgаr butun sоnli programmalashtirish mаsаlаlаridаgi nоmа’-

lumlаrning hаmmаsi uchun butun bo‘lishlik shаrti qo‘yilsа, bundаy 

mаsаlаlаr to‘lа butun sоnli programmalashtirish mаsаlаlаri dеb 

аtаlаdi. 

 Nоmа’lumlаrning mа’lum bir qismi uchun butun bo‘lishlik 

shаrti qo‘yilgаn mаsаlаlаr qismаn butun sоnli programmalashtirish 

mаsаlаlаri dеb аtаlаdi.  

 Аgаr butun sоnli programmalashtirish mаsаlаsidаgi nоmа’lum-

lаr fаqаt 0 yoki 1 qiymаtlаrni qаbul qilishi mumkin bo‘lsа, u hоldа bu 

mаsаlа Bul programmalashtirish mаsаlаsi dеb аtаlаdi. 

 Butun sоnli programmalashtirish mаsаlаsining gеоmеtirik 

tаlqini bilаn tаnishаmiz. 

 Buning uchun quyidаgi ikki o‘zgаruvchili butun sоnli 

programmalashtirish mаsаlаsigа murоjааt qilаmiz: 

 

1 2

1 2

19
2

3

3 10

x x

x x


+ 


 + 

 

0, , ( 1,2)i ix x Z i  =  

1 22 4 max.Y x x= + →  
 Ushbu mаsаlаdаgi nоmа’lumlаrning butun bo‘lishlik shаrtigа 

e’tibоr bеrmаsdаn uni grаfik usuldа yеshаmiz (1-shаkl). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1-shаkl. 

 n

1 

2 

3 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

4 
A 

K 

E 
B 

M 

N 

C 

F O 



 

227 

 

 Nаtijаdа ОАBC qаvаriq ko‘rburchаkni, jоiz rеjаlаr to‘rlаmini, 

hоsil qilаmiz. Bu ko‘pburchаkkа tеgishli bo‘lgаn nuqtаlаr ichidа 

bеrilgаn butun sоnli programmalashtirish mаsаlаsining yеchimi bo‘lа 

оlаdigаn nuqtаni tоpish uchun bu ko‘pburchаkni ОKEMNF 

ko‘pburchаk bilаn аlmаshtirаmiz. Bu ko‘pburchаkning burshаk 

nuqtаlаrining kооrdinаtаlаri butun sоnlаrdаn ibоrаt bo‘lаdi. Аnа shu 

burchаk nuqtаlаridаn biridа mаqsаd funksiya mаksimum qiymаtgа 

erishаdi. Bundаy nuqtаni tоpish uchun 1 22 4 0x x+ =  to‘g‘ri chiziqni 

yasаymiz. Bu chiziqni normal vеktоr yo‘nаlishidа o‘z-o‘zigа pаrаllеl 

ko‘chirib, shu yo‘nаlishdаgi burchаk nuqtа (1,3)E  ni tоrаmiz. Bu 

nuqtаdа mаqsаd funksiya mаksimumgа erishаdi. Dеmаk, bеrilgаn 

mаsаlаning yеchimi 1 1;x =  2 3;x =  max 14Y =  bo‘lаdi. 

 R.Gоmоri usuli. Noma’lumlarga butun bo‘lishlik sharti 

qo‘yilganligi sababli chiziqli programmalashtirish masalalarini 

yechish usullarini butun sonli programmalashtirish   masalalarini 

yechish uchun qo‘llab bo‘lmaydi. 

 Butun sonli programmalashtirish masalalarini yechish uchun 

ularning xususiyatlarini nazarga оluvchi usullar yaratilgan bo‘lib, 

ular orasida аmerikalik olim R.Gomori yaratgan usul optimal butun 

sonli yechimni beruvchi eng аniq usullardan biri hisoblanadi. Gomori 

usuli yordami bilan to‘la butun sonli hаmda qisman butun sonli 

masalalarni yechish mumkin. 

 Quyida biz Gomori usuli bilan to‘la butun sonli 

programmalashtirish masalasini yechish jarayonda tanishamiz. 

 Bu usulning g‘оyasi quyidagidan iborat: 

 1. Berilgan (4.25)-(4.28) masalani noma’lumlarning butun 

bo‘lishlik shartiga, jx Z , e’tibor bermasdan, simpleks usuldan 

fоydalanib yechamiz va quyidagi jadvalni hosil qilamiz. Bu jadvalda 

(4.25)-(4.28) masala uchun optimallik sharti bajarilgan bo‘lsin. U 

holda masalaning optimal yechimi 0
1 2( , , ... , , 0, 0, ... ,0)mX b b b=  bo‘ladi. 

 

bP  bC  0P  1c  2c  … mc  1mc +  … kc  … nc  

1P  2P  … mP  1mP +  … kP  … nP  

1P  1c  1b  1 0 … 0 1 1ma +  … 1ka  … 1na  

2P  2c  2b  0 1 … 0 2 1ma +  … 2ka  … 2na  
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… … … … … … … … … … … … 

lP  lc  lb  0 0 … 0 1lma +  … lka  … lna  

… … … … … … … … … … … … 

mP  mc  mb  0 0 … 1 1mma +  … nka  … nna  

  0  1  2   m  1m+   k   n  

  

Agar topilgan 0
1 2( , , ... , , 0, 0, ... ,0)mX b b b=  yechimda ib Z  bo‘lsa, 

u holda bu yechim butun sonli programmalashtirish masalasining 

ham yechimi bo‘ladi.  

 2. Аgar 0
1 2( , , ... , , 0, 0, ... ,0)mX b b b=  yechimda ib  larning ba’zilari 

yoki hammasi kasr sonlardan iborat bo‘lsa, u holda jx Z  shartning 

bajarilishi uchun kesuvchi tenglama deb ataluvchi qo‘shimcha 

tenglama tuziladi. 

 Buning uchun quyidagi tushunchalarni kiritamiz: 

 Ixtiyoriy a  ratsional sonni 

[ ] { }a a a= +      (4.29) 

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda [ ]a  – a  sonning butun qismi; 

{ }a  – a  sonning kasr qismi (0 { } 1a  , a  – butun bo‘lsa, { } 0a = ). 

 Masalan, 
30 2

4 ,
7 7
= +  chunki 

30
4,

7

 
= 

 
 

30 2
;

7 7

 
= 

 
 

     
30 5

5 ,
7 7

− = − +  chunki 
30

5,
7

 
− = − 
 

 
30 5

.
7 7

 
− = 
 

 

 Jadvalning 0P  ustunidagi kasr sonlardan iborat bo‘lgan ib  

satrlardan max{ }i
i

b  shart asosida kerakli satrni ajratib olamiz. Masalan, 

max{ }i k
i

b q=  bo‘lsin. 

Demak, k -satr ajratib olindi. Bu satr uchun { }ki kja q=  belgilash kiritib 

quyidagi tengsizlikni hosil qilamiz: 

1 1 2 2 ... .k k kn n kq x q x q x q+ + +      (4.30) 

Bu tengsizlikdan  

1 1 2 2 ...k k kn n kq x q x q x q− − − − = −    (4.31) 

kesuvchi tenglamani hosil qilamiz va bu tenglama asosiy tenglamalar 

sistemasiga kiritib yoziladi. So‘ngra bazis yechim almashtiriladi. 

Bunda ikkilangan simpleks usulidan foydalaniladi. Bu jarayon 
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masalaning yechimda faqat butun sonlar hosil bo‘lganicha yoki 

yechimning mavjud emasligi aniqlanguncha takrorlanadi. 

 Har bir bosqichda tuzilgan qo‘shimcha tеnglama kesuvchi 

tenglama deb atalishiga sabab, bu tenglama yordamida bеrilgan butun 

sonli programmalashtirish masalasi yechimlar to‘plamidagi kasr sonli 

yechimni o‘z ichiga oluvchi qismi kesib boriladi. 

 Agar kasr sonli ix  ga mos keluvchi qatorda barcha ijx lar butun 

sonli bo‘lsa, u holda masala butun sonli yechimga ega bo‘lmaydi. 

 1-misоl. Quyidagi chiziqli programmalashtirish masalasining 

butun sonli yechimini toping: 

 

1 2 3

1 3 4

15

2 3 8

x x x

x x x

+ + =


+ + =
 

0, , 1,4,j jx x Z j  =  

1 2 3 43 5 2 max.Y x x x= − + + →  
 

 Yechish: Masalani oddiy simplеks usul bilan yеchamiz.  

 

bP  bC  0P  
1 –3 5 2 

1P  2P  3P  4P  

2P  –3 37/3 1/3 1 0 –1/3 

3P  5 8/3 2/3 0 1 1/3 

j   –71/3 4/3 0 0 2/3 

 

 Jadvaldan ko‘rinadiki, topilgan yechim butun sonli program-

malashtirish masalasining yechimi bo‘lmaydi. Bu yеchimni butun 

sonli yechimga aylantirish uchun kesuvchi tеnglama tuzаmiz. 

 
37 1

,
3 3

 
= 

 
 

8 2
;

3 3

 
= 

 
 

1 2 2
max , .

3 3 3

 
= 

   
 

Demak, 2-satr tanlandi 

 

{1} 0,=  {0} 0,=  
1 1

,
3 3

 
= 

 
 

2 2

3 3

 
= 

   



 

230 

 

munosabatlardan foydalanib 

1 4

2 1 2

3 3 3
x x+ 

 
 

tengsizlikni hosil qilаmiz. Bu tengsizlikning ikki tomonini (–1) ga 

ko‘paytiramiz va qo‘shimcha noma’lumni kiritib, quyidagi 

tenglamani hosil qilamiz: 

 

1 4 5

2 1 2
.

3 3 3
x x x− − + = −

 
 

Bu tenglamani simpleks jadvaliga jоylashtiramiz. 

 

bP  bC  0P  
1 –3 5 2 0 

1P  2P  3P  4P  5P  

2P  –3 37/3 1/3 1 0 –1/3 0 

3P  5 8/3 2/3 0 1 1/3 0 

5P  0 –2/3 –2/3 0 0 –1/3*
 

1 

j   –71/3 4/3 0 0 2/3 0 

 

 Bazisdan 5P  vektorni chiqarib, o‘rniga 4P  vektorni kiritamiz. 

Natijada simpleks jadval аlmashadi va quyidagi ko‘rinishga keladi. 

 

bP  bC  0P  
1 –3 5 2 0 

1P  2P  3P  4P  5P  

2P  –3 13 1 1 0 0 –1 

3P  5 2 0 0 1 0 1 

4P  2 2 2 0 0 1 –3 

j   –25 0 0 0 0 2 

 

Demak, 0 (0, 13, 2, 2, 0),X =  max 25.Y = −  
 

 



 

231 

Nazorat savollari 

 

1. Numa uchun transport masalasining optimal yechimini 

topishda simpleks usulidan foydalanilmaydi? 

2. Transport masalasining matematik modelida bazis vektorlar 

sistemasining rangi qanday aniqlanadi? 

3. Potensiallar usulini tushuntiring. 

4. Transport masalasida sikl qachon paydo bo‘ladi va u qanday 

yo‘qotiladi? 

5. Aynigan transport masalasini tushuntiring va uning optimal 

yechimini topishni izohlang. 

6. Qanday masalalar butun sonli programmalashtirish masa-

lalari deb ataladi. 

7. To‘rt rang masalasini tushuntiring. 

8. Kesuvchi tenglama qanday hosil qilinadi? 

9. Boshlang‘ich tayanch rejani izohlang. 

10.Sayyoh masalasini tushunturing. 

 

Mustaqil yechish uchun misollar 

 

 Quyidаgi mаsаlаlаrning matematik modelini tuzing hamda 

“shimоliy-g‘аrb burchаk” usuli va “minimаl xarajatlаr” usulidan 

foydalanib, boshlang‘ich bazis yеchimlarini  tоping. 

 

1. 

Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr Zаxirа 

hаjmi B1 B2 B3 B4 

A1 

A2 

A3 

2 

2 

3 

1 

3 

2 

4 

3 

3 

1 

2 

2 

90 

55 

80 

Tаlаb hаjmi 70 40 70 45  

 

2. 

Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr Zаxirа 

hаjmi B1 B2 B3 B4 

A1 

A2 

6 

1 

7 

2 

3 

5 

5 

6 

100 

150 
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A3 8 10 20 1 50 

Tаlаb hаjmi 75 80 60 85  

 

3. 

Tа’minоtchilаrdаgi 

mаhsulоt zаxirаsi 

Istе’mоlchilаrning mаhsulоtgа 

bo‘lgаn tаlаbi 

120 160 120 

90 9 8 10 

85 11 12 8 

75 7 10 13 

150 12 7 10 

 

4. 

Tа’minоtchilаrdаgi 

mаhsulоt zаxirаsi 

Istе’mоlchilаrning mаhsulоtgа 

bo‘lgаn tаlаbi 

400 380 120 

330 6 5 3 

270 5 9 8 

300 8 3 7 

 

5. 

Tа’minоtchilаrdаgi 

mаhsulоt zаxirаsi 

Istе’mоlchilаrning mаhsulоtgа 

bo‘lgаn tаlаbi 

300 300 220 

270 5 3 2 

290 1 6 7 

260 3 1 3 

 

 Quyidаgi trаnspоrt mаsаlаlаrining boshlang‘ich bazis yеchim-

larini hamda оptimаl yеchimi potensiallar usuli bilan tоpilsin. 

 

6. 

Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr Zаxirа 

hаjmi B1 B2 B3 B4 

A1 

A2 

8 

4 

1 

6 

9 

2 

7 

12 

110 

190 
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A3 3 5 8 9 90 

Tаlаb hаjmi 80 60 170 80  

 

7. 

Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr Zаxirа 

hаjmi B1 B2 B3 B4 

A1 

A2 

A3 

1 

4 

0 

2 

3 

2 

3 

2 

2 

4 

0 

1 

60 

80 

100 

Tаlаb hаjmi 40 60 80 60  

 

8. 

Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr Zаxirа 

hаjmi B1 B2 B3 B4 

А1 

А2 

А3 

1 

4 

3 

7 

2 

8 

9 

6 

1 

5 

8 

2 

120 

230 

160 

Tаlаb hаjmi 130 220 90 70  

 

9. 

Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr Zаxirа 

hаjmi B1 B2 B3 B4 

А1 

А2 

А3 

5 

3 

1 

4 

2 

6 

3 

5 

3 

4 

5 

2 

160 

140 

60 

Tаlаb hаjmi 80 100 80 100  

 

10. 

Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr Zаxirа 

hаjmi B1 B2 B3 B4 

А1 

А2 

А3 

4 

6 

3 

2 

3 

2 

3 

5 

6 

1 

6 

3 

70 

140 

80 

Tаlаb hаjmi 80 50 50 110  
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 To‘la butun sonli chiziqli programmalash masalasini grafik 

usulda yeching. 

11. 

1 2

1

1 2

1 2

2 3 36

13

3 6

0, 0, , 1,2j

x x

x

x x

x x x Z j

+ 





+ 
    =

  12.

1 2

1

1 2

1 2

4 3 10

5

2 8

0, 0, , 1,2.j

x x

x

x x

x x x Z j

+ 





+ 
    =

  

1 2

1

1 2

2 3 5

13. 2

0, 0, , 1,2j

x x

x

x x x Z j

 + 



    =

    

1 2

1 2

1 2

4 10

14. 2 3 8

0, 0, , 1,2j

x x

x x

x x x Z j

 + 


+ 
    =

 

 

 

Tаyanch so‘z vа ibоrаlаr 

 

 Yopiq mоdеlli trаnspоrt mаsаlаsi, band katakchalar, ochiq 

modelli trаnspоrt mаsаlаsi, “shimоliy-g‘аrb burchаk” usuli, “minimаl 

xarajat” usuli, butun sоnli prоgrаmmаlаshtirish, to‘lа butun sоnli 

prоgrаmmаlаshtirish, qismаn butun sоnli prоgrаmmаlаshtirish, Bul 

o‘zgаruvchili prоgrаmmаlаshtirish, kеsuvchi tеnglаmа. 
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V BOB. CHIZIQSIZ PROGRAMMALASHTIRISH 

MASALALARI 

 

5.1. Chiziqsiz programmalash masalasi va uning geometrik 

talqini 

 

 Chiziqsiz prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsi va uning turlаri. 

Quyidagi 

1 2( , ,..., ) , ( 1, )i n iq x x x b i m =    (5.1) 

1 2( , ,..., ) maxnZ f x x x= →     (5.2) 

masala mаtеmаtik programmalashtirish mаsаlаsini tаshkil etаdi. 

 Bu yеrdа, 1 2( , ,..., )i nq x x x  vа 1 2( , ,..., )nf x x x  bеrilgаn funksiyalаr; ,ib  

( 1, )i m=  o‘zgаrmаs sоnlаrdir. (5.1) shаrtlаr mаsаlаning chеgаrаviy 

shаrtlаri, 1 2( , ,..., )nZ f x x x=  funksiya esа “mаqsаd funksiyasi” dеb 

аtаlаdi. 

 Mаtеmаtik programmalashtirish mаsаlаlаridа 1 2, ,..., nx x x  

o‘zgаruvсhilаrning bа’zilаrigа yoki hаmmаsigа nomаnfiylik shаrti 

qo‘yilgаn bo‘lаdi. Bа’zi mаsаlаlаrdа esа nоmа’lumlаrning bir qismi 

yoki hаmmаsi butun bo‘lishligi tаlаb qilinаdi. 

 

 1-ta’rif. Agar (5.1), (5.2) mаsаlаdаgi barcha 1 2( , ,..., )i nq x x x  vа 

1 2( , ,..., )nf x x x  funksiyalаr chiziqli bo‘lsа, bu mаsаlа chiziqli 

programmalashtirish mаsаlаsi deyilаdi. 

 

 1-misol. Chekmalari 

 

1 2

1 2

1 2

( ) 2 max(min)

1,

0, 0

f x x x

x x

x x

= + →


+ 
    

 



 

236 

sistemadan iborat masalani qaraymiz. Bu masaladagi chegaraviy 

shartlari chiziqli tengsizlikdan, maqsad funksiyasi chiziqli 

funksiyadan iborat va uning grafigi quyidagi 1-chizmada tasvirlangan 

 
 

1-chizma. 

 

Bu masalaning optimal yechimi (1;0)TX =  dan iborat bo‘ladi. 

 

 2-ta’rif. Аgаr (5.1), (5.2) mаsаlаdаgi 1 2( , ,..., )i nq x x x  vа 

1 2( , ,..., )nf x x x  funksiyalаrdаn kаmidа bittаsi chiziqsiz funksiya bo‘lsа, 

u holda bu mаsаlа “chiziqsiz programmalashtirish mаsаlаsi” dеyilаdi. 

 

 2-misol. 1 2 2x x+ =  chizig‘idagi nuqtalardan (2;2)T

 markazga eng 

yaqin bo‘lgan nuqtani topish masalasini ko‘ramiz. Bu masalani 

yechish quyidagi chiziqsiz programmalashtirish masalasiga keladi. 
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2 2
1 2

1 2

( ) ( 2) ( 2) min

2.

f x x x

x x

= − + − →

+ =
 

 
 

2-chizma. 

 

 Chizmadan ko‘rinib turibdiki, bu masala (1,1)TX =  nuqtada 

optimal yechmga ega. Bu masala chiziqsiz programmalashtirish 

masalasiga misol bo‘la oladi. Chiziqsiz programmalashtirish 

masalasi odatda S -joiz nuqtalar to‘plamida f  maqsad  funksiyasini 

minimallashtiradi yoki maksimallashtiradi. Odatda, joiz nuqtalar 

to‘plami o‘zgaruvchilarga qo‘yilgan shartlar asosida aniqlanadi. 

Ushbu masalada bizning maqsad funksiyamiz 2 2
1 2( ) ( 2) ( 2)f x x x= − + −  

– chiziqsiz funksiya va joiz nuqtalar to‘plami S  bitta 1 2 2x x+ =  chiziqli 

shart orqali aniqlanadi. 

 Joiz nuqtalar to‘plami bir qancha shartlar orqali ham aniqlanishi 

mumkin. Masalan: 

 

1( ) minf x x= →  
2
1 2,

2 2
1 2 2.

x x

x x

 


+   

 

Bu masala uchun joiz nuqtalar to‘plami S  quyidagi 3-chizmada 

ko‘rsatilgan. 

     

x* 

3 2 1 

x 

2 

1 

y 

3 

0 
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3-chizma. 

 

Bu masala ( 1,1)TX = −  nuqtada  optimal yechimga ega. 

 Bazida shartlar (cheklovlar) bo‘lmagan paytda Shartsiz 

optimallashtirish masalasi ham uchrashi mumkin. 

Masalan: 
1 2 2

2( ) ( 1) ( 1) minxf x e x= − + − →  

Demak, S  – joiz niqtalar to‘plami bu yerda ikki o‘lchamli fazodadir. 

Minimallashtiruvchi nuqta (0,1)TX =  ga teng va funksiyaning qiymati 

bu nuqtada nolga teng va boshqa o‘rinlarda musbat. 

 Biz ushbu misollardan shuni ko‘rishimiz mumkinki, masalaning 

maqsad funksiyasi hamda shartlari chiziqli yoki chiziqsiz bo‘lishi 

mumkin. Yuqoridagi misollar ba’zi shartlar chiziqsiz bo‘lganligi 

sababli chiziqsiz optimallashtirish masalalari hisoblanadi. 

 

 3-ta’rif. Agar (5.1), (5.2) mаsаlаdа 0m =  bo‘lsа, ya’ni 

chеgаrаviy shаrtlаr qаtnаshmаsа, u holda bu masala “shаrtsiz 

оptimаllаshtirish mаsаlаsi” dеyilаdi.  

Shаrtsiz оptimаllаshtirish mаsаlаsi quyidаgichа qo‘ilаdi: 

1 2

1 2

( , ,..., ) max(min),

( , ,..., ) .

n

n
n

f x x x

x x x E R

→

 
    (5.3) 
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Bu yеrdа 1 2( , ,..., )nX x x x=  n -o‘lchоvli (vеktоr) nuqtа, nR  n -o‘lchоvli 

fаzо. 

 Fаrаz qilаmiz, (5.1) sistеmа tеnglаmаlаr sistеmаsidаn ibоrаt 

bo‘lib, nоmа’lumlаrgа nоmаnfiylik shаrti qo‘yilmаsin hаmdа m n  

bo‘lib, 1 2( , ,..., )i nq x x x  vа 1 2( , ,..., )nf x x x  funksiyalаr uzluksiz vа kаmidа 

ikkinchi tаrtibli хususiy hоsilаgа egа bo‘lsin. U hоldа 

programmalashtirish mаsаlаsi quyidаgi ko‘rinishdа bo‘lаdi: 

1 2( , ,..., ) , ( 1, )i n iq x x x b i m= =     (5.4) 

1 2( , ,..., ) minnZ f x x x= →     (5.5) 

 Bundаy mаsаlа “chеgаrаviy shаrtlаri tеnglаmаlаrdаn ibоrаt 

bo‘lgаn shаrtli minimum mаsаlаsi” dеyilаdi. 

 Shаrtsiz оptimаllаshtirish va chеgаrаviy shаrtlаri tеnglаmа-

lаrdаn ibоrаt bo‘lgаn shаrtli minimum mаsаlаlаrni diffеrеnsiаl 

hisоbgа аsоslаngаn klаssik usullаr bilаn yechish mumkin bo‘lgаni 

ushun ulаrni “оptimаllаshtirishning klаssik mаsаlаlаri” dеyilаdi. 

 Quyidagi masalani ko‘ramiz: 

1 2( , ,..., ) , ( 1, )i n iq x x x b i m = ,    (5.6) 

1 2( , ,..., ) ,n
nX x x x G R      (5.7) 

1 2( , ,..., ) minnZ f x x x= → .    (5.8) 

Bu yerda, 1 2( , ,..., )nf x x x  – maqsad funksiyasi; 1 2( , ,..., )i nq x x x  – 

chegaraviy funksiyalar (5.6) shartlarni qanoatlantiruvchi X G  

nuqtalar esa, masalaning jоiz rеjаlаri deb ataladi. 

 Chiziqsiz programmalashtirishda lokal va global optimal rеjа 

tushunchalari mavjud bo‘lib, ular quyidagicha ta’riflanadi. 

 Faraz qilamiz, ( ),Z f X=  1 2( , ,..., ) n
nX x x x G R   bo‘lsin. 

 

 4-ta’rif. *X  nuqtа (5.6)-(5.8) masalaning rеjаsi bo‘lib, uning 

ixtiyoriy kichik 0   atrоfida nuqtalar to‘plami *( )U X G   mavjud 

bo‘lsin. Agar ixtiyoriy *( )X U X  uchun 

( )* *( ) ( ) ( ) ( )f X f X f X f X     (5.9) 

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, *X  rеjа ( )f X  mаqsаd funksiyaga lokal mini-

mum (maksimum) qiymat beruvchi lokal оptimal rеjа deb ataladi. 
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 5-ta’rif. Agar *( ) ( )f X f X  *( ) ( )f X f X    tengsizlik ixtiyoriy 

X G  uchun o‘rinli bo‘lsa, u holda *X  rеjа maqsad funksiyaga global 

minimum (mаksimum) qiymat beruvchi global optimal rеjа yoki 

glоbаl optimаl yechim deb atаlаdi. 

 

 Chiziqsiz programmalashtirish masalalarini yechish uchun 

chiziqli prоgrammalashdagi simplеks usuliga o‘xshagan universal 

usul kashf qilinmagan. Bu masalalar 1 2( , ,..., )i nq x x x  va 1 2( , ,..., )nf x x x  

ixtiyoriy chiziqsiz funksiyalar bo‘lgan hollarda juda kam o‘rganilgan. 

Ko‘proq o‘rganilgan chiziqsiz programmalashtirish masalarining 

ba’zilari bilan tanishib chiqamiz. 

 Hozirgi davrgacha eng yaxshi o‘rganilgan chiziqsiz prog-

rammalashtirish masalalari 1 2( , ,..., )i nq x x x  va 1 2( , ,..., )nf x x x  funksiyalar 

qavariq (botiq) bo‘lgan holdir. Bunday masalalar “qavariq 

programmalashtirish masalalari” deb ataladi. 

Qavariq programmalashtirish masalalarining asosiy xususiyatlari 

shundan iboratki, ularning har qanday lokal optimal yechimi global 

yechimdan iborat bo‘ladi. 

 Iqtisodiy amaliyotda uchraydigan ko‘p masalalarda 

1 2( , ,..., )i nq x x x  funksiyalar chiziqli bo‘lib, 1 2( , ,..., )nf x x x  maqsad 

funksiyasi kvadratik formada, ya’ni 

1 2
1 1 1

( , ,..., )
n m n

n j j ij i j
j i j

f x x x c x d x x
= = =

= +     (5.10) 

ko‘rinishdа bo‘ladi. Bunday masalalar kvadratik programma-

lashtirish masalalari deb ataladi. 

 Chegaraviy shartlari yoki maqsad funksiyasi yoki ularning har 

ikkisi n  ta bir o‘zgaruvchili funksiyalarning yig‘indisidan iborat 

bo‘lgаn, ya’ni 

1 2 1 1 2 2( , ,..., ) ( ) ( ) ... ( ),i n i i in nq x x x q x q x q x= + + +  

1 2 1 1 2 2( , ,..., ) ( ) ( ) ... ( ),n n nf x x x f x f x f x= + + +  

ko‘rinishdа bo‘lgan masalalar “separabel programmalashtirish 

masalalari” deb ataladi. 

 Kvadratik va separabel programmalashtirish masalalarini ye-

chish uchun simpleks usulga asoslangan taqribiy usullar yaratilgan. 

 Chiziqsiz programmalashtirishga doir bo‘lgan ishlab chiqa-

rishni rеjаlashtirish va resurslarni boshqarishda uchraydigan muhim 
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masalalardan biri stoxastik programmalashtirish masalalaridir. Bu 

masalalarda ayrim parametrlar noaniq yoki tasodifiy miqdorlardan 

iborat bo‘ladi. 

 Chegaraviy shartlari haqida to‘liq ma’lumot bo‘lmagan 

optimallashtirish masalalari “stoxastik masalalar” deb ataladi. 

 Parametrlari o‘zgaruvchan miqdor bo‘lib, ular vaqtning 

funksiyasi deb qaralgan masalalar “dinamik programmalashtirish 

masalasi” deyiladi. O‘zgaruvchilar faqatgina butun qiymatlardan 

iborat bo‘lgan masalalar diskret programmalashtirish masalalari deb 

yuritiladi yoki ko‘p hollarda qo‘yilgan masalaning barcha funksi-

yalari chiziqli bo‘lsa, bunday masalalar butun sonli program-

malashtirish masalasi deb yuritiladi. Bazan masalani yechish uchun 

muhim chegaralarini tashlab ketish va yechimga ega bo‘lgandan 

keyin, butun songa yaqin bo‘lgan o‘zgaruvchilarni tanlab olishning 

o‘zi kifoya. Lekin olingan so‘nggi yechimhar doim ham optimal 

yechim bo‘la olmaydi. 

 Chiziqli programmalashtirish masalalarining asosiy xusysiyat-

larini takrorlab o‘tamiz: 

 Birinchidan, uning jоiz rеjаlar to‘plami, ya’ni masalaning 

chegaraviy shartlarini va noma’lumlarning nomanfiylik shartlarini 

qanoatlantiruvchi 1 2( , ,..., )nX x x x=  nuqtalar to‘plami qavariq bo‘ladi. 

 Ikkinchidan, 1 2( , ,..., )nf x x x  maqsad funksiyasi n -o‘lchovli fazo-

ning gipertekisliklar oilasini tashkil etadi. 

 Uchinchidan, maqsad funksiyaning jоiz rеjаlar to‘plamidagi har 

qanday minimumi (maksimumi) global minimumdan (maksimum-

dan) iborat bo‘ladi. 

 To‘rtinchidan, agar maqsad funksiya chеkli qiymаtgа egа 

bo‘lsа, jоiz rеjаlar to‘plamini ifodalovchi ko‘pburchakning kamida 

bitta uchi optimal yechimni beradi. 

 Rеjаlar ko‘pburchagining uchlari (burchаk nuqtalari) bazis 

yechim deb ataladi. Bazis yechimdagi hamma noma’lumlar (bazis 

o‘zgaruvchilar) qat’iy musbat bo‘lgan holdagi yechim aynimagan 

bazis yechim va agar ulardan kamida bittasi nolga teng bo‘lsa, 

aynigan bazis yechim deyiladi. 

 Bazis yechim optimal yechim bo‘lishi uchun maqsad funk-

siyaning bu yechimdagi qiymati boshqa bazis yechimlardagi 

qiymatlaridan kam (ko‘p) bo‘lmasligi kerak. 
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 Chiziqsiz programmalashtirish masalalarining geometrik tаlqi-

ni. Chiziqsiz programmalashtirish masalalarida yuqoridagi chiziqli 

programmalashtirishga doir xususiyatlarning ayrimlari (yoki ham-

masi) bajarilmaydi:  

 1) chiziqsiz programmalashtirishda rеjаlar to‘plami qavariq 

bo‘lmasligi ham mumkin. 

 2-misol. Quyidagi chеklаmаlаri 

1 2

1 2

1 2

( 1) 1

3,5

0, 0

x x

x x

x x

− 


+ 
  

 

sistemadan iborat masalani ko‘ramiz. 

 

 
 

4-chizma. 

 

 Masalaning jоiz rеjаlar to‘plami ikkita alohida qismlarga 

ajralgan bo‘lib, u qavariq emas. 

 Agar jоiz rеjаlar to‘plami qavariq bo‘lmasa, maqsad funksiya 

chiziqli bo‘lgan holda ham masalaning global optimal yechimidan 

farq qiluvchi lokal yechimlari mavjud bo‘ladi. 

 Masalan, quyidаgi mаsаlаni ko‘rаmiz: 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2

2

6

3 2

0, 0

x x

x x

x x

x x

x x

+ 


−  −



+ 
 − 


 

 

x

x

O 
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2 2
1 2 1 2( , ) 25( 2) ( 2) max.Z f x x x x= = − + − →  

 Bu masalaning cheklаmаlаrini qanoatlantiruvchi nuqtalar 

to‘plami qavariq ABCD to‘rtburshakdan iborat bo‘ladi. 

 Masaladаgi maqsad funksiya markazi (2;2) nuqtadan iborat 

bo‘lgan ellipslar oilasidan tashkil tоpgan. 

 Bu masalaning optimal yеchimi jоiz rеjаlar to‘plamining C  

uchidan iborat bo‘ladi. Umumiy holda, chiziqsiz programma-

lashtirish masalasining maqsad funksiyasiga optimal qiymat beruvchi 

nuqta (bazis yechim) mumkin bo‘lgan rеjаlar to‘plamining faqat 

burchаk nuqtasida emas, balki ichki nuqtasida ham, chegaraviy 

nuqtasida ham bo‘lishi mumkin. 

 

 
 

5-chizma. 

 

 Umumiy holda berilgan chiziqsiz programmalashtirish masa-

lasini ko‘ramiz va bu masalaning geometrik talqini bilan tanishamiz. 

Masaladagi shartlar Evklid fazosidа jоiz rеjаlar to‘plamini beradi. Bu 

to‘plamning nuqtalari orasidan maqsad funksiyaga minimum qiymat 

beruvchi nuqtani (optimal nuqtani) topish kerak. Buning uchun jоiz 

rеjаlar to‘plamining 1 2( , ,..., )nf x x x const=  gipersirtlar oilasi bilan 

kesishgan nuqtalari ichidan optimal nuqtani, const  ga eng kichik 

qiymat beruvchi nuqtani, topish kerak. 
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 3-misol. Quyidagi masalaning optimal yechimini grafik usulda 

toping. 

 

1 2

1 2

1

2

1 2

4

5

7

6

0, 0

x x

x x

x

x

x x




+ 




 


 

 

2 2
1 2 1 2( , ) max(min).Z f x x x x= = + →  

 

 Yechish: Bu masalaning jоiz rеjаlar to‘plami qavariq to‘plam 

bo‘lmaydi, aksincha, ikkita ayrim ABCD  va PQKL  qismlardan ibоrat 

bo‘ladi. Maqsad funksiya o‘zining minimal qiymatiga (1, 4)D  va 

(1, 4)P  nuqtalarda erishadi. Bu nuqtalarda min 17.Z =  
2

, 6
3

C
 
 
 

 va 
4

7,
7

Q
 
 
 

 

nuqtalarda Z  funksiya lokal maksimum qiymatlarga erishadi. 

 
4

( ) 36 ,
9

Z C =  
16

( ) 49 ,
49

Z Q =  max

16
49 .

49
Z =  

 

 
 

6-chizma. 
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5.2. Shartsiz minimum masalasi.  

Lagranj ko‘paytuvchilar usuli 

  

Shаrtsiz оptimаllаshtirish mаsаlаsi ekstrеmumi mаvjudligining 

zаruriy vа yеtаrlilik shаrti. Shаrtsiz minimum mаsаlаsida 

 

1 2( ) ( , ,..., )nf X f x x x=  
 

funksiyaning minimumini nX E R   nuqtаlаrdа topish talab qilinadi. 

Ma’lumki, bu holda ( )f X  funksiyadan birinchi tаrtibli barcha xususiy 

hоsilаlаri bilаn birgаlikdа uzluksiz bo‘lsin 

 

1 2( ) ( , ,..., ) minnf X f x x x= →     (5.11) 

 

masala o‘rganiladi. 

 Agar 0X  nuqta (5.11) masalaning optimal rejasi (ekstremum 

nuqtasi) bo‘lsa, u holda bu nuqtada ( )f X  funksiya quyidаgi 

tеnglаmаlаr sistеmаsini qаnоаtlаntirаdi: 

 
0( )

0, 1,
j

f X
j n

x


= =


     (5.12) 

 

Dеmаk, bеrilgаn ( )f X  funksiya 0X  nuqtаdа ekstrеmumgа egа 

bo‘lishi uchun bu nuqtа 

 
( )

0, 1,
j

f X
j n

x


= =


     (5.13) 

 

sistеmаning yеchimi bo‘lishi zarur. 

 (5.13) sistеmаning yеchimlаri stаtsiоnаr nuqtаlаr dеb аtаladi. 

Bеrilgаn ( )f X  funksiya ekstrеmumgа erishаdigаn nuqtа stаtsiоnаr 

nuqtа bo‘lаdi, lеkin hаr qаndаy stаtsiоnаr nuqtаdа hаm funksiya 

ekstrеmumgа erishаvеrmаydi. Dеmаk, (5.13) shаrt funksiya 

ekstrеmumi bo‘lishining zаruriy shаrti, lеkin u yеtаrli shart emаs.  
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 Quyidаgi tеоrеmа stаtsiоnаr nuqtа birinchi vа ikkinchi tаrtibli 

хususiy hоsilаlаri uzluksiz bo‘lgаn 1 2( ) ( , ,..., )nf X f x x x=  funksiyaning 

ekstrеmаl nuqtаsi bo‘lishi uchun yеtаrli shаrtni ko‘rsаtаdi. 

 Gеssе mаtrisаsi vа uning funksiya ekstrеmumini tеkshirishdаgi 

rоli. 
 

 1-tеоrеmа. 0X  stаtsiоnаr nuqtа lokal ekstrеmаl nuqtа bo‘lishi 

uchun shu nuqtаdа quyidаgi 
2 0 2 0 2 0

2
1 2 11

2 0 2 0 2 0

0 2
2 1 22

2 0 2 0 2 0

2
1 2

( ) ( ) ( )
...

( ) ( ) ( )
...

[ ]

... ... ... ...

( ) ( ) ( )
...

n

n

n n n

f X f X f X

x x x xx

f X f X f X

H X x x x xx

f X f X f X

x x x x x

   
 

    
   
 

=     
 
 
   
 

     

 

mаtritsаning (Gesse matrisasi) ishorasi aniqlangan bo‘lishi yetarli. 

 

 Agar 0[ ]H X  musbаt bo‘lsa, u holda 0X  nuqta minimum nuqta; 

 Agar 0[ ]H X  manfiy bo‘lsa, u holda 0X  nuqta maksimum bo‘ladi. 

 Ishorasi aniqlangan matrisalar haqidagi ba’zi tushunchalarni 

keltirib o‘tamiz. n n  tartibli kvadrat ( )ijA a=  simmetrik matrisa 

berilgan bo‘lsin. 

 

 1-ta’rif. ( )ijA a=  matrisaning yuqori chap burchagidan boshlab 

hosil qilingan quyidagi 1, 2, ..., n  – tartibli minorlar, ya’ni 

11 12 1

11 12 21 22 2

11

21 22

1 2

...

...
, , ...,

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a a a
a

a a

a a a

 

minorlar bu matrisaning bosh minorlari deyiladi. 

 

 2-teorema. ( )ijA a=  matrisaning ketma-ket joylashgan bosh 

minorlari qat’iy musbat sonlar ketma-ketligini tashkil qilganda va 

faqat shundagina, bu matrisa musbat bo‘ladi. 
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 Agar ( )ijA a=  matrisaning toq nomerda joylashgan bosh minor-

lariga mos son manfiy juft nomerda joylashgan bosh minorlariga mos 

son musbat bo‘lsa, u holda ( )ijA a=  matrisa manfiy bo‘ladi. 

 1-misоl. Bеrilgаn funksiyagа ekstrеmаl qiymаt bеruvchi 

nuqtаlаr tоpilsin. 
2 2 2

1 2 3 1 3 2 3 1 2 3( , , ) 2f x x x x x x x x x x= + + − − −  
 Yechish: Funksiya ekstrеmumi mаvjudligining zаruriy shаrtiga 

asosan: 

1

1

3 2

2

2 3

3

1 2 0

2 0

2 2 0

f
x

x

f
x x

x

f
x x

x


= − =




= − =




= + − =



 

 Bu tеnglаmаlardаn tuzilgаn sistеmаning yеchimi 0 1 2 4
, ,

2 3 3
X

 
 
 

 

nuqtа bo‘lаdi. Demak, 0 1 2 4
, ,

2 3 3
X

 
 
 

 – statsionar nuqta. 

 Yetаrlilik shаrtining bаjаrilishini tеkshirish uchun 0X  nuqtada 

Gеssе mаtrisаsini tuzаmiz: 

0

2 0 0

[ ] 0 2 1 .

0 1 2

H X

− 
 

= −
 
 − 

 

Bu mаtrisаning bоsh minоrlаri mоs rаvishdа –2, 4, –4. Dеmаk, 0X  

nuqtаdа 1 2 3( , , )f x x x  funksiya mаksimumgа erishаdi.  

 Yuqоridа keltirilgan tеоrеmаdаgi ekstrеmum mаvjudligining 

yеtаrlilik shаrti bir аrgumеntli ( )f x  funksiya uchun quyidаgichа 

bo‘lаdi. 

 Fаrаz qilаylik, 0x  stаtsiоnаr nuqtа bo‘lsin. 

 Agar 0( ) 0f x   bo‘lsа, u holda 0x  nuqtа funksiyaning mаksimum 

nuqtasi; agar 0( ) 0f x   bo‘lsa, uholda 0x  nuqtа funksiyaning 

minimum nuqtasi deb ataladi. 
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 Аgаr ( )f x  funksiya 0x  statsionar nuqtаdа 0( ) 0f x =  bo‘lsа, u 

holda yuqоri tаrtibli hоsilаlаrning 0x  nuqtаdаgi qiymаtlаrini 

tеkshirish kеrаk. Bu hоldа quyidаgi tеоrеmа o‘rinlidir. 

 3-tеоrеmа. 0x  stаtsiоnаr nuqtаdа 0( ) 0,f x =  0( ) 0, ...,f x =  
( 1) 0( ) 0nf x− =  vа ( ) 0( ) 0nf x   bo‘lsа, u holda bu nuqtа  

 а) n  tоq sоn bo‘lgаndа burulish nuqtа; 

 b) n  juft sоn bo‘lgаndа ekstrеmаl nuqtа bo‘lаdi. 

 

 2-misоl. 4( )f x x=  funksiyaning ekstrеmumi tоpilsin. 

 Yechish: 3( ) 4 0f x x = = . Demak, 0 0x =  stаtsiоnаr nuqtа bo‘lаdi. 

(0) (0) (0) 0,f f f  = = =  (4)(0) 24 0.f =   

4n =  juft sоn. Dеmаk, 0 0x =  nuqtа 4( )f x x=  funksiya uchun ekstrеmаl 

nuqtа bo‘lаdi. (4)(0) 24 0f =   bo‘lgаni uchun 0 0x =  nuqtаdа bеrilgаn 

funksiya minimumgа erishаdi. 

 

 
 

4( )f x x=  

 

 Lаgrаnjning аniqmаs ko‘pаytuvchilаr usuli. Fаrаz qilаylik, 

1 2

1 2

( , ,..., ) , ( 1, )

( , ,..., ) min

i n i

n

q x x x b i m

Z f x x x

= =

= →
    (5.14) 

mаsаlаni yеchish tаlаb qilinsin. 
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 (5.14) masalani yechishning eng sodda klassik usuli 

noma’lumlarni yo‘qotish usulidir. Bunda 

1 2( , ,..., ) , ( 1, )i n iq x x x b i m= =  

tenglamalar sistemasidan m  ta noma’lumlarni, masalan, 

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2

( , ,..., ),

( , ,..., ),

........................................

( , ,..., )

m m n

m m n

m m m m n

x h x x x

x h x x x

x h x x x

+ +

+ +

+ +

=

=

=

 

noma’lumlar topilib 1 2( , ,..., ) minnZ f x x x= →  funksiyaga keltirib 

qo‘yiladi va n m−  ta 1 2, ,...,m m nx x x+ +  noma’lumlarga nisbatan shartsiz 

optimallashtirish masalasi 

( )
1 2

1 1 2 1 2 1 2

( , ,..., )

( , ,..., ), ..., ( , ,..., ), , ,..., min

m m n

m m n m m m n m m n

x x x

f h x x x h x x x x x x

 + +

+ + + + + +

=

= →
 (5.15) 

hosil qilinadi. Bu masala (4) masalaga ekvivalent: 

 1. Agar 0 0 0
1 2( , ,..., )nx x x  (5.14) masalaning yechimi bo‘lsa, u holda 

0 0 0
1 2( , ,..., )m m nx x x+ +  (5.15) masalaning yechimi bo‘ladi; 

 2. Agar 0 0 0
1 2( , ,..., )m m nx x x+ +  (5.15) masalaning yechimi bo‘lsa, u 

holda 0 0 0
1 2( , ,..., )nx x x  (5.14) masalaning yechimi bo‘ladi. 

 (5.14) masalainig optimal yechimini topishning ikkinchi klassik 

usuli Lagranj ko‘paytuvchilari usulidir. 

 1 2( , ,..., )i nq x x x  va 1 2( , ,..., )nf x x x  funksiyalаr vа ulаrning 1 2, ,..., nx x x  

nоmа’lumlаr bo‘yichа хususiy hоsilаlаri uzluksiz bo‘lsin. Nо-

mа’lumlаrgа nоmаnfiylik shаrti qo‘yilmаgаndа (5.14) mаsаlаni 

Lаgrаnjning аniqmаs ko‘pаytuvchilаr usuli bilаn yеchish mumkin. 

 (5.14) masalaning elementlaridan umumlashgan (kengaytiril-

gan) ( 1)m+  – Lagranj vektori 0{ , }  =  ( 0 -skalyar, 1 2{ , , ..., }m   =  

– Lagranj vektori; 1 2, , ..., m    – Lagranj ko‘paytuvchilari) yordamida 

( )0
1

( , ) ( ) ( )
m

i i i
i

F X f X b g X  
=

= = + −    (5.16) 

umumlashgan Lagranj funksiyasini tuzаmiz. Shunday qilib (5.14) 

masala ( , )F X =  – Lagranj funksiyasining oddiy ekstremumini 

o‘rganishga keltiriladi.  
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 4-teorema (umumlashgan Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasi). 

(5.14) masalaning har bir 0X  lokal optimal rejasi uchun shunday 
0 0   umumlashgan Lagranj vektori mavjud bo‘ladiki, uning uchun 

0 0( , )
0

F X

X


=


     (5.17) 

bo‘ladi, ya’ni 0X  (5.16) umumlashgan Lagranj funksiyasining 0 =  

bo‘lgandagi statsionar nuqtasi bo‘ladi. 

 

 0X  nuqtada (5.17) tenglik bajariladigan 0 0   vektor 0X  

nuqtaga mos umumlashgan Lagranj vektori deb ataladi. 0X  nuqtaga 

bir nechta umumlashgan Lagranj vektorlari mos kelishi mumkin. 

 (5.17) tenglikni 0−  vektor ham qanoatlantiradi. Shu sababli 
0 0   deb olinib, Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasiga aniqlik kiritiladi. 

 Ko‘p hollarda 

( ) 0
1

( , ) ( ) ( ) , ( 1)
m

i i i
i

F X f X b g X  
=

= = + − =   (5.18) 

klassik Lagranj funksiyasidan foydalaniladi. 

 (5.18) Lagranj funksiyasi uchun, umuman olganda, Lagranj 

ko‘paytuvchilari qoidasi o‘rinli emas. 

 (5.14) masalani tekshirishda (5.18) Lagranj funksiyasidan 

qachon foydalanish mumkinligini aniqlaymiz. 

 

 2-ta’rif. Agar 0X  optimal rejaga mos umumlashgan 0{ , }  =  

Lagranj vektorlari ichida 0 0 =  kabilar bo‘lmasa, u holda (5.14) 

masala va uning 0X  optimal rejasi normal deb ataladi. 

 

 3-ta’rif. Agar 0X  rejada 
0 0

1( ) ( )
, ..., mq X q X

X X

 

 
     (5.19) 

vektorlar chiziqli erkli bo‘lsa, u holda 0X  oddiy reja deb ataladi. 

 

 4-teorema. Optimal reja 0X  normal bo‘ladi faqat va faqat shu 

holdaki, agar u oddiy joiz reja bo‘lsa. Agar (5.14) masala normal 

bo‘lsa, u holda m n  bo‘ladi.  
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 Endi asosiy natijani keltiramiz. Bundan keyin (5.14) masalada 

soddalik uchun 0ib =  deb qaraymiz. 

 

 5-teorema (Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasi). Agar (5.14) 

masalaning 0X  optimal rejasida (5.19) vektorlar chiziqli erkli bo‘lsa, 

u holda shunday yagona 0  Lagranj vektori topiladiki, 0 0{ , }X   

juftlikda 
0 0 0 0( , ) ( , )

0, 0
F X F x

X

 



 
= =

 
 

tengliklar bajariladi. 

 

Masalan, (5.14) masalada 1, 2,i j= =  bo‘lsa, (5.18) funksiyaning 
0 0( , )X   statsionar nuqtasini topamiz. So‘ngra 

1 2

1 1 1 2 1

2 2 1 2 2

0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 ( ) ( )

( ) ( , ) ( , )

( ) ( , ) ( , )

x x

x x x x x

x x x x x

g X g X

g X F X F X

g X F X F X

 

 

 = −  

determinantni tuzamiz. Agar 00 X    – ( )f X  funksiyaning shartli 

minimum nuqtasi, agar 00 X    – ( )f X  funksiyaning shartli 

maksimum nuqtasi. 

 3-misol. z xy=  funksiyaning 6x y+ =  dagi ekstremumini toping. 

 Yechish: Lagranj funksiyasini tuzamiz 
(6 ).Z x y x y= + − −  

Bu funksiyadаn ,x y  vа   lаr bo‘yichа хususiy hоsilаlаrni оlib, ulаrni 

nоlgа tеnglаymiz. Nаtijаdа quyidаgi sistеmаgа egа bo‘lаmiz 

6 0

0

0

x

y

Z x y

Z y

Z x







 = − − =


= − = 
 = − =     

6

0.

0

x y

y

x





+ =

− + =
− + =

 

 Sistеmаni yеchish nаtijаsidа bеrilgаn mаsаlаning оptimаl 

yеchimini аniqlаymiz: 
* 3, =     

* 3,x =    
* 3.y =  

Demak, ( )* * *, (3;3)X x y= =  nuqta z x y=  funksiya uchun statsionar 

nuqta bo‘ladi. Topilgan qiymatni * * 9Z z= =   maksimum yoki 

minimumini ayta olishimiz uchun tekshirib ko‘rishimiz kerak. Ushbu 
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nuqtani ekstremumga tekshirish uchun ikkinchi tartibli hosilalardan 

tuzilgan   determinantni tuzamiz: 
0 1

1 0,
1 0

 = = − 

     

2

2
0, 0.

z
M

x


  = =


 

Demak, * (3;3)x =  nuqtada z  funksiya ekstremumga erishmaydi. 

 4-misol. 2 2
1 2z x x= +   funksiyaning  1 24 2x x+ =  dagi ekstremumini 

toping 

 Yechish: Lagranj funksiyasini tuzamiz 
2 2
1 2 1 2(2 4 )Z x x x x= + + − −  

Lagranj funksiyasidan quyidagi 1 2,x x   vа   lаr bo‘yichа хususiy 

hоsilаlаrni оlib, ulаrni nоlgа tеnglаymiz. 

1

2

1 2

1

2

2 4 0

2 0

2 4 0

x

x

Z x x

Z x

Z x







 = − − =


= − = 


= − =     

1 2

1

2

4 2

2 0 .

4 2 0

x x

x

x





+ =

− + =
− + =

 

Sistemani yechib quyidagini topamiz: 

* 4
,

17
 =

      

*
1

2
,

17
x =

       

*
2

8
.

17
x =  

Demak, ( )* * *
1 2

2 8
, ;

17 17
X x x

 
= =  

 
 nuqta 2 2

1 2z x x= +  funksiya uchun 

statsionar nuqta bo‘ladi. Topilgan qiymatni 
* * 4

17
Z z= =  maksimum 

yoki minimumini ayta olishimiz uchun tekshirib ko‘rishimiz kerak. 

Ushbu nuqtani ekstremumga tekshirish uchun ikkinchi tartibli 

hosilalardan tuzilgan   determinantni tuzamiz: 
2 0

4 0,
0 2

 = = 

     

2

2
0, 2 0.

z
M

x


  = = 


 

Demak, * 2 8
;

17 17
x

 
=  
 

 nuqtada z  funksiya minimumga erishadi. 

 (4) masalada funksiyalar o‘zgaruvchili ikkitadan ko‘p bo‘lsa, u 

holda lokal ekstremum mavjudligining zaruriy sharti quyidagi 

tenglamalar sistemasidan iborat bo‘ladi. 
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( , )
0

( , )
( ) 0

j

i

i

F X

x

F X
g X








= 


 = =

 

     (5.20) 

Bu sistemadan 0 0( , )X   statsionar nuqtani topamiz. 

 Masalaning shartli ekstremumining mavjudligi Lagranj 

funksiyasining 2d F  – ikkinchi differensialini o‘rganish bilan bog‘liq: 

agar 0 0( , )X   nuqtada 
0

1

( )
0

n
i

j

j j

g X
dx

x=


=


  ( 1,2,..., )i m=  2

1

0
n

j

j

dx
=

  bo‘lib, 

2 0 0( , ) 0d F X    bo‘lsa, u holda bu nuqtada ( )f X  funksiya shartli 

maksimumga erishadi; agar 0 0( , )X   nuqtada 
0

1

( )
0

n
i

j

j j

g X
dx

x=


=


  

( 1,2,..., )i m=  2

1

0
n

j

j

dx
=

  bo‘lib, 2 0 0( , ) 0d F X    bo‘lsa, u holda bu nuqtada 

( )f X  funksiya shartli maksimumga erishadi. 

 Shuni alohida ta’kidlash kerakki, 0 0( , )X   nuqtada 2 0 0( , ) 0d F X  =  

bo‘lsa, u holda 0 0( , )X   nuqtani ekstremumga boshqa usul bilan 

qo‘shimcha tekshirish kerak bo‘ladi. 

 5-misоl. Lаgrаnj usulidаn fоydаlаnib, quyidаgi chiziqsiz 

programmalashtirish mаsаlаsini yеching 
2 2 2

1 2 3 9,x x x+ + =  
1 2 32 2 min(max)u x x x= − + →  

 Yechish: Lаgrаnj funksiyasini tuzаmiz: 
2 2 2

1 2 3 1 2 3( , ) 2 2 ( 9)F X x x x x x x = − + + + + −  
 

2 2

1 2 1 2 1 2( , , ) [1 ( 1) ( 1) ].F x x x x x x = + + − − − −  

Bu funksiyadаn хususiy hоsilаlаrni оlib, ulаrni nоlgа tеnglаymiz 

1

2

3

1

2

3

2 2 2

1 2 3

1 2 0

2 2 0
.

2 2 0

9

x

x

x

F x

F x

F x

x x x







= + =


= − + =


= + =


+ + =

 

Sistеmаni yеchib quyidаgini tоpаmiz: 

1 11 21 31

1
, 1, 2, 2,

2
x x x = = − = = −
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2 12 22 32

1
, 1, 2, 2.

2
x x x = − = = =

 
 

Bundan 2 1
1, 2, 2, 1 0;

2
d u

 
− − =  
 

 2 1
1, 2, 2, 1 0.

2
d u

 
− − = −  

 
 

 Demak, 
1

1, 2, 2,
2

 
− − 
 

 – nuqta shartli minimum nuqta, min 9;u = −  

1
1, 2, 2,

2

 
− − 

 
 – shartli maksimum nuqta, max 9.u =  

 

5.3. Qavariq programmalashtirish masalalari 

  

Qаvаriq programmalashtirish оptimаllаshtirish mаsаlаsining bir 

bo‘limi bo‘lib, u qаvаriq funksiyani qаvаriq to‘plаmdа minimаl-

lаshtirish (mаksimаllаshtirish) nаzаriyasini o‘rgаtаdi. Qаvаriq 

programmalashtirish mаsаlаsi 

1 2

1 2

( ) ( , ,..., ) , ( 1, )

0, ( 1, ), ,

( ) ( , ,..., ) min

i i n i

n

j

n

g X g x x x b i m

x j n X G R

Z f X f x x x

=  =

 =  

= = →

   (5.21) 

ko‘rinishdа bo‘lib, bundа ( ),ig X  ( )f X  funksiyalаr nG R  qаvаriq 

to‘plаmdа аniqlаngаn va qаvаriq funksiyalardir. 

 (5.21) mаsаlаning yеchish usullаri bilаn tаnishishdаn оldin 

qаvаriq funksiyalаr hаqidаgi аyrim tushunchаlаr bilаn tаnishаmiz. 

 

 1-ta’rif. Agar 

1 2 1 2, , ( ) (1 ) , [0, 1]nG R X G X G X X X G       = + −    

bo‘lsa, u holda G  – qavariq to‘plam bo‘ladi. 

 

 2-tа’rif. Аgаr ( )f X  funksiya nG R  qаvаriq to‘plаmdа 

аniqlаngаn bo‘lib, iхtiyoriy 1 ,X G  2X G  nuqtаlаr vа 0 1   sоn 

uchun 

2 1 2 1( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f X X f X f X   + −  + −   (5.22) 

 

2 1 2 1( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f X X f X f X   + −  + −   (5.23) 
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tеngsizliklardan biri o‘rinli bo‘lsа, ( )f X  funksiya qаvаriq funksiya 

dеyilаdi. 

 

 3-tа’rif. Аgаr iхtiyoriy 1 ,X G  2X G  nuqtаlаr vа 0 1   sоn 

uchun 

2 1 2 1( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f X X f X f X   + −  + −   (5.24) 

 

2 1 2 1( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f X X f X f X   + −  + −   (5.25) 

tеngsizliklаrdan biri o‘rinli bo‘lsа, u holda nG R  qаvаriq to‘plаmdа 

аniqlаngаn ( )f X  funksiya qаt’iy qаvаriq funksiya dеyilаdi. 

  

Аgаr ( )f X  funksiya G  qаvаriq to‘plаmdа аniqlаngаn qаvаriq 

funksiya bo‘lsа, iхtiyoriy chekli sоndаgi 1 2, , ... , nX X X G  nuqtаlаr 

uchun quyidаgi 

1 1

1

( ),

0, 1.

n n

j j j j

j j

n

j j

j

f X f X 

 

= =

=

  
  

  



 =



 



   (5.26) 

 

1 1

1

( ),

0, 1.

n n

j j j j

j j

n

j j

j

f X f X 

 

= =

=

  
  

  



 =



 



   (5.27) 

munоsаbаtlardan biri o‘rinli bo‘lаdi. 

 

 Qаvаriq funksiya va to‘plamlar quyidаgi хоssаlаrgа egа: 

 G  qаvаriq to‘plаmdа аniqlаngаn ( )ig X const=  funksiyalаr 

qаvаriq bo‘lsа, ulаrning nоmаnfiy chiziqli kоmbinаtsiyasidаn ibоrаt 

bo‘lgаn 

1

( ) ( ), 0, ( 1, )
m

i i i

i

g X g X i m 
=

=  =  

funksiya hаm qаvаriq bo‘lаdi.  

 Ixtiyoriy chekli sondagi qavariq to‘plamlarning kesishmasi ham 

qavariq to‘plam bo‘ladi. 
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 Qavariq ( )f X , nX R  funksiyaning sath to‘plamlari 

{ : ( ) }X f X c  ( ){ : ( ) }X f X c  bo‘sh yoki qavariq to‘plam bo‘ladi. 

 G  qаvаriq to‘plаmdа аniqlаngаn ( )f X  funksiyalаr qаvаriq 

bo‘lishi uchun u o‘z ichigа оlgаn nоmа’lumlаrning iхtiyoriy biri 

bo‘yichа, qоlgаnlаrining tаyin qiymаtlаridа qаvаriq bo‘lishligi zаrur 

vа yеtаrlidir. 

 Аgаr 1 2( ), ( ),..., ( )nf X f X f X  funksiyalаr qаvаriq G  to‘plаmdа 

аniqlаngаn qаvаriq funksiyalаr bo‘lsа, 
1

( ) max ( )i
i n

f X f X
 

=  funksiya hаm 

qаvаriq bo‘lаdi. 

 

 4-tа’rif. ( )f X  qаvаriq funksiyaning nG R  to‘plаmdаgi glоbаl 

mаksimumi (minimumi) dеb, hаr qаndаy X G  nuqtаdа 
0( ) ( ),f X f X  ( )0( ) ( ),f X f X    (5.28) 

tеngsizlikni qаnоаtlаntiruvchi 0X G  nuqtаgа аytilаdi. 

 

 Аgаr (5.28) tеngsizlik 0 0( )X U X  nuqtа uchun o‘rinli bo‘lsа, 0X  

nuqtа ( )f X  funksiyagа lokal mаksimum (minimum) qiymаt bеruvchi 

nuqtа bo‘lаdi. Bu yеrdа:  0 0( ) : .U X X X X = −   

 Qаvаriq funksiyaning ekstrеmumigа dоir quyidаgi tеоrеmаlаr 

o‘rinlidir. 

 

 1-tеоrеmа. Аgаr ( )f X  funksiya G  qаvаriq to‘plаmdа аniq-

lаngаn qat’iy qаvаriq funksiya bo‘lsа, u ozining iхtiyoriy glоbаl 

ekstremumiga faqat bitta nuqtada erishadi. 

 

 2-tеоrеmа. Аgаr ( )f X  funksiya G  qаvаriq to‘plаmdа qаvаriq 

bo‘lib, bu to‘plаmgа tеgishli ikkitа 1 2, , ... , nX X X G  nuqtаlаrdа ham 

glоbаl ekstrеmumgа erishsа, shu nuqtаlаrning qаvаriq kоmbinаt-

siyasidаn ibоrаt bo‘lgаn iхtiyoriy nuqtаdа hаm glоbаl ekstrеmumgа 

erishаdi. 

 

 3-tеоrеmа. Аgаr ( )f X  funksiya G  qаvаriq to‘plаmdа аniq-

lаngаn qаvаriq vа diffеrеnsiаllаnuvchi funksiya bo‘lib, iхtiyoriy 
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0X G  nuqtаdа 0( ) 0f X =  bo‘lsа, u holda ( )f X  funksiya 0X  nuqtаdа 

glоbаl ekstremumga erishаdi. 

 

 (5.21) mаsаlа uchun Lаgrаnj funksiyasini tuzаmiz. 

( )1 2 1 2 1 2 1 2

1

( , ,..., , , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., )
m

n m n i i i n

i

F x x x f x x x b g x x x   
=

= + −  (5.29) 

 Аgаr 0 0( , )X   nuqtа (5.21) mаsаlа uchun tuzilgаn ( , )F X   

funksiyaning egаr nuqtаsi bo‘lsа, u holda 0( )X U X  va 0( )U   

( 0)  .  

 (  0 0( ) :U     = −   – 0  nuqtaning iхtiyoriy kichik 0   

atrоfi) uchun 
0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )F X F X F X       (5.30) 

munоsаbаt o‘rinli bo‘lаdi. 

1 2

1 2

( ) ( , ,..., ) , ( 1, )

0, ( 1, ), ,

( ) ( , ,..., ) max.

i i n i

n

j

n

g X g x x x b i m

x j n X G R

Z f X f x x x

=  =

 =  

= = →

  (5.31) 

masala qaraymiz. 

 Аgаr 0 0( , )X   nuqtа (5.31) mаsаlа uchun tuzilgаn ( , )F X   

Lаgrаnj funksiyasining egаr nuqtаsi bo‘lsа, u holda 0( )X U X  va 
0( )U  , ( 0)   uchun 

0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )F X F X F X       (5.32) 

munоsаbаt o‘rinli bo‘lаdi. 

 

 4-teorema. Agar 0 0( , )X  , X G , 0 0   Lagranj funksiyasining 

egar nuqtasi bo‘lsa, u holda 0X  (5.21) masalaning optimal rejasi 

bo‘ladi va ( ) 0( ) 0i i ib g X − =  shart bajariladi. 

 

 Bu teoremada G  to‘plam va ( )f X , ( )ig X  funksiyalar qavariq 

bo‘lishi shart emas. 

 (5.21) masalaga ham yuqoridagidek teorema isbotlash mumkin. 

Demak, (5.21) va (5.31) masalalarning optimal rejasini topish uchun 

Lagranj funksiyaning egar nuqtasini topish yetarli ekan. 

 ( )f X  vа ( )ig X  funksiyalаr diffеrеnsiаllаnuvchi bo‘lgаn hоl 

uchun Lagranj funksiyasining egar nuqtasi haqidagi mavjudlik 
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teoremalariga ekvivalent teoremalar dastlab G.V.Kun va A.V.Takker 

tomonidan olingan. 

 ( )f X  vа ( )ig X  funksiyalаr diffеrеnsiаllаnuvchi bo‘lsа, u hоldа 

Lаgrаnj funksiyasi egаr nuqtаsi mаvjudligining zаruriy vа yеtаrlilik 

shаrtlаri (5.21) mаsаlа uchun quyidаgichа ifоdаlаnаdi: 
0 0( , )

0,
j

F X

x





      (5.33) 

0 0
0 0( , )

0, 0,j j

j

F X
x x

x


= 


    (5.34) 

0 0( , )
0,

i

F X 







      (5.35) 

0 0
0 0( , )

0, 0.i i

i

F X 
 




= 


    (5.36) 

(5.31) mаsаlа uchun esа bu shаrtlаr quyidаgi ko‘rinishgа egа bo‘lаdi: 
0 0( , )

0,
j

F X

x





      (5.37) 

0 0
0 0( , )

0, 0,j j

j

F X
x x

x


= 


    (5.38) 

0 0( , )
0,

i

F X 







      (5.39) 

0 0
0 0( , )

0, 0.i i

i

F X 
 




= 


    (5.40) 

(5.33)-(5.36) vа (5.37)-(5.40) munоsаbаtlаr Lаgrаnj funksiyasi egаr 

nuqtаsi mаvjudligi hаqidаgi Kun-Takkеr shаrtlаri dеb ataladi. 

 

 5-tеоrеmа. ( , )F X   funksiya egаr nuqtаgа egа bo‘lishi uchun 

(5.21) mаsаlа uchun (5.33)-(5.36) shаrtlаrning, (5.31) mаsаlа uchun 

(5.37)-(5.40) shаrtlаrning bаjаrilishi zаrur vа yеtаrlidir. 

  

(5.31) mаsаlаni ko‘rаmiz. Аgаr kаmidа bittа X G  nuqtаdа ( )i ig X b  

tеngsizlik (Slеytеr shаrti) bajarilsa, Kun-Tаkkеrning quyidаgi 

tеоrеmаsi o‘rinlidir. 
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 Kun-Tаkkеr tеоrеmаsi. 0X  nuqtа (5.31) mаsаlаning оptimаl 

yеchimi bo‘lishi uchun bu nuqtаdа (5.37)-(5.40) munоsаbаtlаrning 

bаjаrilishi zаrur vа yеtаrlidir. 

 

 (5.21) masala uchun ham bu kabi teorema o‘rinli bo‘ladi. Faqat 

bu yerda Sleyter sharti ( )i ig X b  ko‘rinishida bo‘ladi. 

 1-misоl. Grаfik usul bilаn quyidаgi 

1 2

1 2

1 2

1 2

2 2

2 8

6

0, 0

x x

x x

x x

x x

+ 


+ 


+ 
  

 

2 2

1 2 1 2( , ) max.Z f x x x x= = − − →  

mаsаlаni yеching vа Kun-Tаkkеr shаrtlаrining bаjаrilishini 

tеkshiring. 

 Yechish: Mаsаlаni grаfik usuldа yеchib, uning оptimаl yеchimi 
0(0,8; 0,4)X  ekаnligini ko‘rish mumkin. Bunda 0( ) 0,8.f X = −  

 Bеrilgаn mаsаlа uchun Lаgrаnj funksiyasini tuzаmiz 
2 2

1 2 1 1 2 2 1 2 3 1 2( , ) (2 2) (8 2 ) (6 )F X x x x x x x x x   = − − + + − + − − + − − . 

 0X  nuqtаdа mаsаlаning 2-3-chеgаrаviy shаrtlari qаt’iy 

tеngsizlikkа аylаnаdi. Dеmаk, mаsаlа uchun Slеytеr shаrti bаjаrilаdi. 

(5.33)-(5.36) shartlarni tekshiramiz. 

 Lаgrаnj funksiyasidаn xususiy hоsilаlаr olamiz va Lаgrаnj 

shartlarining bajarilishini tekshiramiz 

1 1 2 3

1

2 2 2 ,
F

x
x

  


= − + − −


  2 1 2 3

2

2 ,
F

x
x

  


= − + − −


 

1 2

1

2 2,
F

x x



= + −


  1 2

2

8 2 ,
F

x x



= − −


  1 2

3

6 ,
F

x x



= − −


 

0 0

1

( , )
2 0,8 0,4 2 0,

F X 




=  + − =


 

0 0

2

( , )
8 2 0,8 0,4 6 0,

F X 




= −  − = 


 

0 0

3

( , )
6 0,8 0,4 4,8 0.

F X 




= − − = 


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Demak, 2 0, =  3 0, =  
0 0 0 0

2 3

( , ) ( , )
0, 0 .

F X F X 

 

  
  

  
 

0 0

1

( , )
0

F X 




=


 

bo‘lgаnligi sаbаbli 1 0   bo‘lishi mumkin. 
0 0

0 ( , )
0j

j

F X
x

x


=


 tеnglikdа 

0 0jx  . 

Dеmаk, 
0 0( , )

0
j

F X

x


=


, ( 1, 2)j =  bo‘lаdi, ya’ni 

1 2 3

1 2 3

2 0,8 2 2 2 0
.

2 0,4 0

  

  

−  + + − =

−  + + − =

 

Bundan 1 0,8. =  Dеmаk, 0 0( , ) (0,8; 0,4; 0,8; 0; 0)X  =  egаr nuqtа bo‘lаdi. 

 Endi Kun-Takker teoremasidan foydalanib qavariq program-

malashtirish masalasining optimal yechimini topish jarayoni bilan 

tanishamiz. Buning uchun quyidagi masalaga murojaat qilamiz: 

1 2

1 2

1 2

2 8

2 12

0, 0

x x

x x

x x

+ 


− 
  

, 

2 2

1 2 1 2 1 2( , ) 2 4 2 max.Z f x x x x x x= = + − − →  

 Bu masaladagi maqsad funksiya chiziqli 1 1 22 4f x x= +  va 
2 2

2 1 22f x x= − −  kvadratik funksiyalarning yig‘indisidan iborat. Bunda 
2 2

2 1 22f x x= − −  funksiya manfiy aniqlangan kvadratik formadan iborat 

bo‘lgani uchun botiq funksiya bo‘ladi. Chiziqli 1 1 22 4f x x= +  

funksiyani ham botiq funksiya deb qarash mumkin. Shunday qilib, 

berilgan masala chegaraviy shartlari chiziqli tengsizliklardan, 

maqsad funksiyasi esa botiq funksiyadan iborat bo‘lgan qavariq 

programmalashtirish masalasidan iborat. Ushbu masalaga Kun-

Takker teoremasini qo‘llash mumkin. 

 Lagranj funksiyasini tuzamiz: 
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2( , , , ) 2 4 2 (8 2 ) (12 2 )F x x x x x x x x x x   = + − − + − − + − + . 

 Lagranj funksiyasining egar nuqtasi mavjudligini ifodalovchi 

Kun-Takker shartlarini yozamiz: 
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1 1 2

1

2 1 2

2

1 2

1

1 2

2

2 2 2 0

4 4 2 0

8 2 0

12 2 0

F
x

x

F
x

x

F
x x

F
x x

 

 






= − − − 




= − − − 

 = − − 



 = − + 



     (I) 

 

1 1 1 1 2

1

2 2 2 1 2

2

1 1 1 2

1

2 2 1 2

2

(2 2 2 ) 0

(4 4 2 ) 0

(8 2 ) 0

(12 2 ) 0

F
x x x

x

F
x x x

x

F
x x

F
x x

 

 

 


 



= − − − = 




= − − − = 


 = − − =
 


 = − + =
 

    (II) 

 

1 2 1 20, 0, 0, 0,x x          (III) 

(I) sistemaga 1 2 1 2, , ,v v w w  nomanfiy qo‘shimcha o‘zgaruvchilar kiritib, 

uni tenglamalar sistemasiga aylantiramiz: 

1 1 2 1

2 1 2 2

1 2 1

1 2 2

2 2 2

4 2 4

2 8

2 12

x v

x v

x x w

x x w

 

 

+ + − =


+ + − =


+ + =
 − + =

     (IV) 

1 2 1 20, 0, 0, 0,x x       
1 2 1 20, 0, 0, 0.v v w w     

 

Ushbu sistemani quyidagicha yozib olamiz: 

1 1 1 2

2 2 1 2

1 1 2

2 1 2

(2 2 2 )

(4 4 2 )

(8 2 )

(12 2 )

v x

v x

w x x

w x x

 

 

= − − −


= − − −


= − −
 = − +

    (V) 

Ushbu tengliklarni va (II) sistemani nazarga olib quyidagini hosil 

qilamiz: 
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1 1 2 2 1 1 2 20, 0, 0, 0.x v x v w w = = = =   (VI) 

 Endi (IV) sistemaning (VI) shartlarni qanoatlantiruvchi bazis 

yechimini topamiz. Bu yechim ifodalovchi nuqta Lagranj funksi-

yasining egar nuqtasi va berilgan masalaning optimal yechimini 

beradi. 

 (IV) sistemani sun’iy bazis usulidan foydalanib yechamiz. U 

holda 

1 1 2 1 2

2 1 2 2 2

1 2 1

1 2 2

2 2 2

4 2 4

2 8

2 12

x v z

x v z

x x w

x x w

 

 

+ + − + =


+ + − + =


+ + =
 − + =

 

1 2 1 20, 0, 0, 0,x x       

1 2 1 2 1 20, 0, 0, 0, 0, 0.v v w w z z       

1 2 min.Z Mz Mz= + →  

 

bP  bC  0P  
0 0 0 0 0 0 M  M  0 0 

1P  2P  1  2  1V  2V  1Z  2Z  1W  2W  

1Z  

2Z  

1W  

2W  

M  

M  
0 

0 

2 

4 

8 

12 

2 

0 

1 

2 

0 

 

2 

-1 

1 

2 

0 

0 

2 

-1 

0 

0 

-1 

0 

0 

0 

0 

-1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

j  6M  2M  *4M  3M  M  M−  M−  0 0 0 0 

1Z  

2P  

1W  

2W  

M  
0 

0 

0 

 

1 

6 

13 

2 

0 

1 

2 

0 

1 

0 

0 

1 

1/2 

-1 

½ 

2 

-1/4 

1/2 

-1/4 

-1 

0 

0 

0 

0 

-1/4 

1/2 

-1/4 

1 

0 

0 

0 

0 

1/4 

-1/2 

1/4 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

j  *2M  2M  0 M  2M  M−  0 0 M−  0 0 

1P  

2P  

1W  

2W  

0 

0 

0 

0 

1 

1 

5 

11 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1/2 

1/2 

-3/2 

-1/2 

1 

-1/4 

-1/2 

-9/4 

-1/2 

0 

1/2 

1 

0 

-1/4 

1/2 

-1/4 

1/2 

0 

-1/2 

-1 

0 

1/4 

-1/2 

1/4 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

j  0 0 0 0 0 0 0 M−  M−  0 0 

 

Bu jadvaldan otimal yechimni topamiz: 
0 0 0 0

1 2 1 21, 1, 0, 0,x x  = = = =  

4

2
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0 0 0 0

1 2 1 20, 0, 5, 11.v v w w= = = =  

Bu yechim (IV) sistemaning (VI) shartlarni qanoatlantiruvchi bazis 

yechimi bo‘ladi. Demak, 0 0( , ) (1;1; 0; 0)X  =  Lagranj funksiyasining 

egar nuqtasi bo‘ladi. 0 (1;1)X =  berilgan masalaning optimal yechimi 

bo‘lib, unda 0( ) 3f X =  bo‘ladi. 

 

 Kun-Takkerning yetarlilik teoremalari. Yuqorida biz Kun-

Takker shartlari bilan tanishdik va tengsizliklar bilan berilgan 

masalalarni optimallashtirishda zaruruiy shartlarni ko‘rib o‘tdik. 

Ba’zi bir holatlarda Kun-Takker shartlari uchun yetarlilik shartlarini 

o‘zi ham yetarli hisoblanandi. 

 

 Klassik optimallashtirish masalalarida maksimum va minimum 

uchun yetarlilik sharti asosan ikkinchi tartibli hosilalar orqali 

aniqlanandi. Bu yerda esa, chiziqsiz programmalashtirishda, qavariq 

va botiq funksiyalar uchun yetarlilik shartlari ham to‘g‘ridan-to‘g‘ri 

olinishi mumkin. Masalani maksimallashtirish uchun, Kun va Takker 

quyidagicha yetarlilik teoremasini taklif qilishgan: 
 

 Teorema. Quyida berilgan chiziqsiz programmalashtirish 

masalasini qaraymiz: 

( ) , ( 1,2,..., )i
ig x r i m =  

0x   
( ) min.f x = →  

 

Yuqoridagi masala uchun quyidagi shartlar bajarilsa: 

 a) ( )f x  funksiya differensiallanuvchi va botiq bo‘lsa; 

 b) ( )ig x  funksiya differensiallanuvchi va qavariq bo‘lsa; 

 c) *x  nuqta Kun-Takkerning maksimumlik shartlarini 

qanoatlantiradi; u holda *x  nuqtada ( )f x =  funksiya maksimum 

nuqtaga erishadi. 

 Demak, yuqoridagi teoremaning (a), (b), (c) shartlari bajarilsa 
*x  nuqta masalaning optimal yechimi hisoblanadi. 

 Boshqa tomondan qaraganda, (a) va (b) shartlar bilan va Kun-

Takker shartlari masalani maksimallashtiradi. Agar nazarda tutilgan 
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tengsizlik va (a), (b) shartlar hisobga olinsa, u holda Kun-Takker 

shartlari funksiyani maksimallashtirish uchun zaruriy va yetarli shart 

hisoblanadi.Yuqorida ko‘rilgan teorema qavariq programmalshtirish 

deyiladi. Yetarlilik sharti faqat maksimallashtirish uchun kerak 

bo‘ladi. 

 Qisman botiq programmalashtirish masalasi uchun Arrow-

Enthovenning yetarlilik nazariyasi: 

 Kun-Takkerning yetarlilik nazariyasiga yuzlanadigan bo‘lsak, 

ayrim qavariq-botiq holatlarga duch kelamiz. Bular esa bir qancha 

murakkab shartlarni keltirib chiqaradi. Arrow-Enthoven yetarlilik 

nazariyasi deb nomlangan boshqa nazariyada esa bu holatlar maqsad 

va chekli funksiyalarda qisman qavariqlik va qisman botiqlik 

shartlarining o‘zi qanoatlantiradi. Shartlar orqali ular osonlashtirilishi 

bilan bir qatorda, yetarlilik holatlarini o‘rganish imkoniyatlari 

kengayadi. 

 Arrow-Enthoven ishining asl kelib chiqishi ( )f x  va ( )g x  
funksiyalari maksimallashtirish masalasi va nomanfiy () shaklidagi 

cheklovlar bilan bir vaqtda qisman botiq bo‘lishi kerak. Bu esa 

qisman botiq programmalashtirish masalalarini keltirib chiqaradi. Bu 

muhokama jarayonida nomusbat () tengsizligidan maksimal-

lashtirish masalasining cheklovlari va () tengsizligidan 

minimallashtirish masalasida foydalanamiz. 

  

Berilgan chiziqsiz programmalashtirish masalasini qaraymiz 

 

( ) , ( 1,2,..., );i
ig x r i m =  

 
0;x    

0;x   
( ) max.f x = →

 
 

 Yuqoridagi masala quyidagi shartlarni qanoatlantirsin: 

 a) ( )f x  maqsad funksiyasi differensiallanuvchi va nomanfiy so-

hada qisman botiq; 

 b) ( )g x  funksiya differensiallanuvchi va nomanfiy sohada qis-

man qavariqdir; 
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 d) *x  nuqta Kun-Takkerning maksimumlik shartlarini qanoat-

lantiradi; 

 e) Quyidagilarning ixtiyoriy bittasi qanoatlantiriladi: 

(d1) kamida bitta jx  o‘zgaruvchi uchun ( ) 0jf x   bo‘lsa; 

(d2) musbat qiymatga erishadigan jx  o‘zgaruvchi uchun 

( )* 0;jf x   

(d3) ( )*
jf x  ning barcha n -tartibli hosilalari noldan farqli va ( )f x  

funksiya *x  nuqtada ikki marta differensiallanuvchi [ya’ni  ( )f x  ning 
*x  da barcha ikkinchi tartibli hosilalari mavjud]; 

(d4) ( )f x  funksiya botiq. 

Demak, *x  nuqta ( )f x =  funksiyaning maksimum nuqtasi 

bo‘ladi. 

 Bu nazariyaning isboti juda uzun bo‘lganligi sababli, uni shu 

yerda to‘xtatamiz. Biroq shunga e’tibor qaratish kerakki, Arrow va 

Enthoven o‘zlarining qisman botiqlik qisman qavariqlik nazariyasida 

botiqlik qavariqlik holatlarini kamaytirishga erishgan vaqtda, ular 

yangi (d) shartni kiritishni muhim deb topishdi. Shunga qaramasdan, 

(d) shartda berilgan to‘rtta holatdan faqat bittasi to‘liq yetarlilik 

shartlarini shakllantirishi kerak. Shuning uchun natijada yuqoridagi 

nazariya maksimum uchun to‘rtta turli yetarlilik shartlari guruhidan 

tashkil topgan. Botiq ( )f x  funksiya bilan (d4) shart bajarilganda, 

Arrow-Enthoven yetarlilik nazariyasi Kun-Takker yetarlilik 

nazariyasi bilan bir xil bo‘lib qoladi. Lekin bu to‘g‘ri emas. Shu bilan 

birgalikda, Arrow va Enthoven ( )g x  chekli funksiyani qisman 

qavariq bo‘lishini talab qiladi, uning yetarlilik shartlari shunda ham 

kamroq bo‘ladi. Demak, nazariya (a) dan (d) gacha bo‘lgan barcha 

yetarlilik shartlarini qamrab oladi. Lekin buni boshqacharoq tarzda 

izohlash ham mumkin, ya’ni (a), (b) va (d) shartlar bajarilsa, u holda 

Kun-Takker shartlari maksimum uchun yetarli shartlar bo‘ladi. 

Bundan tashqari, agar cheklanganlik xususiyati qanoatlantirilsa, unda 

Kun-Takker shartlari maksimum uchun zaruriy va yetarli bo‘ladi. 

Kun-Takker nazariyasiga o‘xshab, Arrow-Enthoven nazariyasi mini-

mallashtirish shakliga osonlik bilan o‘tkazilishi mumkin. Opti-

mallashtirish yo‘nalishini saqlab qolish uchun zarur bo‘ladigan aniq 
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o‘zgarishlar bilan birgalikda, (a) va (b) holatlarida qisman botiq va 

qisman qavariq so‘zlarini almashtirishimiz kerak, Kun-Takker mak-

simum holatlarini minimum holatlariga almashtirish, ( id ) va ( iid ) dagi 

tengsizliklarni saqlab qolishimiz va (d4) da botiq so‘zini qavariqqa 

o‘zgartirishimiz kerak bo‘ladi. 

Nazorat savollari 

 

1. Chiziqsiz prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsining umumiy qo‘-

yilishi qаndаy? 

2. Chiziqsiz prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsining qаndаy turlаri 

mаvjud? 

3. Mаhаlliy vа glоbаl оptimаl rеjа nimа? 

4. Chiziqsiz prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsi gеоmеtirik nuqtаyi 

nаzаrdаn qаndаy tаlqin qilinаdi? 

5. Chiziqsiz prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsi grаfik usuldа qаn-

dаy yechilаdi? 

6. “Shаrtsiz оptimаllаshtirish mаsаlаsi” dеgаndа qаndаy mа-

sаlаni tushunаsiz? 

7. Shartsiz optimallаshtirish mаsаlаsining umumiy qo‘yilishi 

qаndаy? 

8. Chiziqsiz prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsining gеоmеtrik 

tаlqinidаn fоydаlаnib, mаsаlаning оptimаl yechimlаri hаqidа nimа 

dеyish mumkin? 

9. Chiziqsiz prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsini grаfik usuldа 

оptimаl yechimini tоpish аlgоritmi qаndаy? 

10. Stаtsiоnаr nuqtа nimа? 

11. Gеssе mаtrisаsi vа uni ekstrеmаl nuqtаni аniqlаshdаgi rоli 

qаndаy? 

12. Gеssе mаtrisаsi bоsh minоrining  аniqlаngаn qiymаti оrqаli 

funksiya hаqidа qаndаy хulоsа chiqаrish mumkin? 

13. Chеklаmаlаri tеnglаmа ko‘rinishdа bo‘lgаn chiziqsiz 

prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsini yеchish uchun Lаgrаnjning аniqmаs 

ko‘pаytuvchilаr usuli qаndаy? 

14. Lаgrаnj funksiyasi qаndаy tuzilаdi? 

15. 0
1

( , ) ( ) ( ( ))
m

i i i
i

F X f x b g x 
=

 = + −  – Lаgrаnj funksiyasidаgi i  – 

Lаgrаnj ko‘pаytuvchisining iqtisоdiy mа’nоsi nimаdаn ibоrаt? 
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16. 1 2( , ,..., )nf x x x  funksiya ekstrеmumini аniqlаshning zаruriy 

shаrti nimаdаn ibоrаt? 

17. Qаvаriq funksiyani (pаstgа vа yuqоrigа qаvаriq funksi-

yalаrni) tа’riflаng. 

18. Qаt’iy pаstgа (yuqоrigа) qаvаriq funksiyani tа’riflаng. 

19. Qаvаriq funksiya qаndаy хоssаlаrgа egа? 

20. “Qаvаriq funksiyaning mаhаlliy vа glоbаl mаksimumi 

(minimumi)” dеgаndа nimаni tushunаsiz? 

21. Qаvаriq funksiya qаchоn yagоnа glоbаl minimumgа 

(mаksimumgа) erishаdi? 

22. Qаvаriq prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsi uchun Lаgrаnj 

funksiyasi qаndаy ko‘rinishgа egа bo‘lаdi? 

23. Lаgrаnj funksiyasining egаr nuqtаsi nimа vа u qаndаy 

аniqlаnаdi? 

24. Lаgrаnj funksiyasi egаr nuqtаsining mаvjud ekаnligining 

zаruriy vа yеtаrlik shаrtlаri. 

25. Kun-Tаkkеr tеоrеmаsini tа’riflаng. 

26. Slеytеr shаrti nimаdаn ibоrаt? 

 

Mustaqil yechish uchun misollar 

 

 Grafik usulidan foydalanib, quyidagi chiziqsiz programma-

lashtirish masalalarini yeching: 

1. 

1 2

1 2

1 2

1 2

2 2
1 2

2 2

6

2 11

0, 0.

2( 7) 4( 3) min(max)

x x

x x

x x

x x

Z x x

+ 


+ 


+ 
  

= − + − →  
 

2. 

1 2

1 2

1 2

2 2
1 2

7

2 8

0, 0.

4( 2) 2( 2) min(max)

x x

x x

x x

Z x x

+ 


− 
  

= − + − →  
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3. 

1 2

1 2

1 2

1 2

2 2
1 2

2 8

3 15

11

0, 0.

( 6) ( 2) min(max)

x x

x x

x x

x x

Z x x

+ 


+ 


+ 
  

= − + − →

  

 Quyidаgi funksiyalаrning qаvаriq yoki qavariq emаsligini 

ko‘rsаting. 

4. 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2( , ) 2 5 6 8;f x x x x x x x x= + − + − +  

5. 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2( , ) 2 2 ;f x x x x x x x x= + − + +  

6. 2 2
1 2 1 2 1 2( , ) 4 5 .f x x x x x x= + − +  

 Quyidagi masalalarda Kun-Tаkkеr shаrtlаridаn fоydаlаnib, 

berilgan nuqta qаvаriq prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsining yеchimi 

ekаnligini aniqlang. 

1 2

1 2

1 2

1 2

2 2
1 2

2 8

3 15
7.

1

0, 0

( 6) ( 2) max

x x

x x

x x

x x

Z x x

+ 


+ 


+ 
  

= − + − →

 

1 2

1 2

1 2

2

1 2

2 2
2 1 1

2 3 24

2 15

8. 3 2 24

4

0, 0

6 6 6 max

x x

x x

x x

x

x x

Z x x x

+ 


+ 



+ 
 


 

= + − + →  
 

1 2

1 2

1 2

1 2

2 2
1 2

2 0

2 0
9.

1

0, 0

4 min

x x

x x

x x

x x

Z x x

− + 


− 


+ 
  

= + →

 

 

Tаyansh so‘z vа ibоrаlаr 
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 Chiziqsiz prоgrаmmаlаshtirish, mаhаlliy оptimаl rеjа, glоbаl 

оptimаl rеjа, qаvаriq prоgrаmmаlаshtirish, kvаdrаtik prоgrаmmа-

lаshtirish, gipеrsirtlаr оilаsi, gipеrsirtlаr sаthi, stаtsiоnаr nuqtа, Gеssе 

mаtrisаsi, Lаgrаnj funksiyasi, shаrtsiz оptimаllаshtirish masalasi, 

egаr nuqtа, qаvаriq funksiya, qаt’iy qаvаriq funksiya, qаvаriq 

funksiyaning mаhаlliy vа glоbаl mаksimumi, Lаgrаnj funksiyasining 

egаr nuqtаsi, Kun-Tаkkеr shаrtlаri, Kun-Tаkkеr tеоrеmаsi. 

 
VI BOB. DINAMIK PROGRAMMALASHTIRISH 

MASALALARI 

 

6.1. Dinamik programmalashtirish elementlari 
 

 Dinаmik оptimаllashtirish masalasi. Shu paytgacha o‘rga-

nilgan chiziqli vа chiziqsiz programmalashtirish mаsаlаlаridа iqtisо-

diy jarayon vаqtgа bоg‘liqmаs dеb qаrаldi, shuning uchun mаsаlа-

ning оptimаl yechimi rеjаlаshtirishning fаqаt bir bosqichi uchun 

tоpildi. Bundаy mаsаlаlаr bir bоsqichli mаsаlаlаr deb аtаlаdi. 

 Dinаmik programmalashtirish mаsаlаlаridа iqtisоdiy jаrаyon 

vаqtgа bоg‘liq dеb qаrаlаdi hаmdа butun jаrаyonning оptimаl 

rivоjlanishini tа’minlоvchi bir qаtоr (kеtmа-kеt, hаr bir dаvr uchun) 

оptimаl yechimlаr tоpilаdi. Dinаmik programmalashtirish mаsаlаlаri 

ko‘p bоsqichli yoki ko‘p qаdаmli masalalar dеb аtаlаdi. 

 Dinаmik programmalashtirish – vаqtgа bоg‘liq vа ko‘p bоs-

qichli bоshqаriluvchi iqtisоdiy jаrаyonlаrni оptimаl rеjаlаshtirish 

usullаrini o‘rgаnuvchi bo‘limidir. 

 Аgаr iqtisоdiy jаrаyonning rivojlanishiga tа’sir ko‘rsаtish mum-

kin bo‘lsа, bundаy jаrаyon bоshqаriluvchi dеb аtаlаdi. Jаrаyonga 

tа’sir etish uchun qаbul qilinuvchi qаrоrlаr (yechimlаr) to‘plаmigа 

bоshqаrish dеb аtаlаdi. Iqtisоdiy jаrаyonlаrni bоshqаrish bir bos-

qichdаgi vоsitаlаrni tаqsimlаsh, mаblаg‘lar аjrаtish, dirеktiv hujjаtlаr 

qаbul qilish kаbilаr bilаn ifоdаlаnishi mumkin. 

 Mаsаlаn, iхtiyoriy kоrхоnаdа ishlаb chiqаrish – bоshqаriluvchi 

jаrаyondir, chunki u ishlаb chiqаrish vоsitаlаrining tаrkibi, хоm-

аshyo tа’minоti, mоliyaviy mаblаg‘lаr miqdоri vа hоkаzо bilаn 



 

270 

аniqlаnаdi. Rеjаlаshtirish dаvridаgi hаr bir yil bоshidа хоmаshyo 

bilаn tа’minlаsh, ishlаb chiqаrish jihоzlаrini аlmаshtirish, qo‘shim-

chа mаblаg‘lаr miqdоri hаqidа qаrоrlаr qаbul qilinаdi. Bu qаrоrlаr 

to‘plаmi jarayonni bоshqаrishdir. Bir qаrаshdа, eng ko‘p miqdоrdа 

mаhsulоt ishlаb chiqаrish uchun kоrхоnаgа mumkin bo‘lgаn 

vоsitаlаrning hаmmаsini bеrish vа ishlаb chiqаrish jihоzlаridаn 

(stаnоklаrdаn, tехnikаdаn vа hоkаzоlаrdаn) to‘lа fоydаlаnish 

zаrurdеk tuyulаdi. Lеkin, bu jihоzlаrni tеzdа eskirishigа (ishdаn 

chiqishgа) vа kеlgusidа mаhsulоt ishlаb chiqаrish hаjmining 

kаmаyishigа оlib kеlishi mumkin. Dеmаk, kоrхоnаning fаоliyatidа 

nоmа’qul оqibаtlаrdаn hоli bo‘lgаn hоldа eskirgаn jihоzlаrni 

аlmаshtirish yoki o‘rnini to‘ldirish chоrаlаri bеlgilаnishi lоzim 

bo‘lаdi. Bu esа dаstlаbki bosqichdа mаhsulоt ishlаb chiqаrish hajmi 

kаmаysа hаm, kеyingi bosqichlаrdа kоrхоnаning butun ishlаb 

chiqаrish fаоliyatini kuchаyishigа оlib kеlishi mumkin. 

 Shundаy qilib, yuqоridаgi iqtisоdiy jаrаyon, hаr bir qadamdа 

uning rivоjlаnishigа tа’sir etuvchi, bir qаnchа bоsqichlаrdаn ibоrаt 

dеb qаrаlishi mumkin. Ko‘p bоsqichli iqtisоdiy jarayonlаrni 

rеjаlаshtirish uchun, hаr bir оrаliq bоsqichdа аlоhidа qаrоr qаbul 

qilishdа, butun jarayonning tub mаqsаdi ko‘zlаnаdi. Butun 

jarayonning yechimi o‘zаrо bоg‘lаngаn yechimlаr kеtmа-kеtligidаn 

ibоrаt bo‘lаdi. O‘zаrо bоg‘lаngаn bundаy yechimlаr kеtmа-kеtligi 

strаtеgiya dеb аtаlаdi. Оldindаn tаnlаngаn mеzоngа ko‘ra eng yaхshi 

nаtijаni tа’minlоvchi strаtеgiya оptimаl strategiya dеb аtаlаdi. 

Bоshqаchа аytgаndа, оptimаl strаtеgiya ko‘p bоsqichli iqtisоdiy 

jarayonning оptimаl rivоjlаnishini tа’minlоvchi strаtеgiyadir. 

 Dinаmik programmalashtirish ko‘p bоsqichli tuzilishgа egа 

bo‘lgаn yoki bundаy tuzilishgа kеltirilаdigаn mаsаlаlаrning оptimаl 

yechimini tоpish uchun ishlаtilаdigаn mаtеmаtik vоsitаdir. Dinamik 

programmalashtirish masalasiga o‘tishdan oldin bu masala bilan 

uzviy bog‘liq bo‘lgan dinamik optimallashtirish masalasi bilan 

tanishib chiqamiz: 

 Iqtisodiy jarayon 0 1t t t   vaqt oralig‘ida ro‘y bersin. U holda bu 

jarayon harakatini ifodalovchi tizimni 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))T
nx t x t x t x t=  ustun 

vektor yordamida yozib olamiz. Ma’lumki, bu vektorlar nE  fazo nuq-

talaridir. U holda ( ), 1,ix t i n=  funksiyalarni uzluksiz deb faraz qilib, 
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 0 1( ) ( ) nx t x t E t t t=   
 

 

vektorni hosil qilamiz va bu vektorlarning geometrik o‘rni 0 0( )x x t=  

nuqta va 1 1( )x x t=  nuqta oralig‘idagi niqtalar to‘plami hosil qilgan 

trayektoriyadan iborat bo‘ladi. U holda bu tizimni boshqarish vektori 

quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: 

 

 0 1 1 2( ) ( ) , ( ) ( ( ), ( ),..., ( ))r T
ru t u t E t t t u t u t u t u t=    = . 

 

 Bu vektorlarning geometrik o‘rnini boshqarish trayektoriyasi 

deb ataladi. Boshqarish vektori odatda qandaydir −kompakt sohada 

aniqlangan bo‘ladi: 

 

( ) ru t E . 

 

 U −barcha mumkin bo‘lgan boshqarish trayektoriyalar to‘plami 

bo‘lsin. U holda  ( ) ru t U E  . { ( )}x t  trayektoriya harakat 

tenglamasini ifodalaydi va boshqarish trayektoriyasi bilan 

quyidagicha bog‘langan bo‘ladi: 

 

1 1

( ) ( )
( ( ), ( ), ), ( ( ),..., ( ); ( ),..., ( ); )i

n r

dx t dx t
f x t u t t f x t x t u t u t t

dt dt
= = . (6.1) 

 

 Agar (6.1) differensial tenglamalar t  vaqtga bog‘liq bo‘lmasa, u 

holda ular avtonom tenglamalar deb ataladi. Chiziqli avtonom 

tenglamalar quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: 

 
( )dx t

Ax Bu
dt

= + .      (6.2) 

 

Bu yerda A n n−   o‘lchamli, B n r−   o‘lchamli matritsa. (6.2) 

tenglama 0 0( )x x t=  boshlang‘ich shart bilan yechiladi. x −harakat 

vektori, u −boshqarish vektori va t −vaqt orasidagi bog‘lanishni 
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ko‘satuvchi funksionalni ( , , )I x u t  bilan, 1x  va 1t  orasidagi bog‘lanish 

ko‘rsatuvchi funksionalni 1 1( , )F x t  bilan belgilaymiz. Bu yerda 
 

1 1 1 1 1 1 1( , , ) ( ( ),..., ( ); ( ),..., ( ); ), ( , ) ( ( ),..., ( ); )n r nI x u t I x t x t u t u t t F x t F x t x t t= = .
 

 

 Dinamik optimallashtirish masalasi umumiy holda quyidagicha 

yoziladi: 

 

( )  

1

0

1 1
( )

0 0 1

max ( , , ) ( , ) ,

( , , ), ( ) , , , ( )

t

u t
t

J I x u t dt F x t

dx
f x u t x t x t t x t T u t U

dt

   
= +  

   


= = =   



 (6.3) 

Bu masalani geometrik nuqtayi nazardan quyidagicha tasvirlash 

mumkin: 

 

 
 

 Bеllmаn funksiоnаl tеnglаmаlаri. Dinamik optimallashtirish-

ning tatbiqlaridan biri bo‘lgan dinamik programmalashtirish masalasi 

(6.3) bilan atroflicha tanishamiz: 

 Faraz qilamiz, ( ),x t  0 1t t t   optimal trayektoriya bo‘lib, u ikki 

qismdan iborat bo‘lsin. U holda trayektoriyaning 1-qismi 0t t    

oraliqda 0( )x t  boshlang‘ich shart bilan, 2-qismi esa 1t t    oraliqda 

( )x   boshlang‘ich shart bilan aniqlanadi.  

 Faraz qilamiz, ( , )J x t  funksiya (6.3) masalaning yechimi 

bo‘lsin. U holda ( , )J x t  ni ( , )x t  nuqtadagi optimal qiymat deb qarash 
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mumkin. Xuddi shunday ( , )x x t t+ +  nuqtadagi optimal qiymat 

( , )J x x t t +  +   ifoda bilan aniqlanadi. U holda  ,t t t+   oraliqdagi 

qiymat quyidagi rekurent formula bilan aniqlanadi: 

 
 

( )
( , ) max ( , , ) ( , )

u t
J x t I x u t t J x x t t =  + +  +  .   (6.4) 

( , )J x x t t +  +   funksiyani ( , )x t  nuqta atrofida Teylor qatoriga 

yoyamiz: 

( , ) ( , ) ...
J J

J x x t t J x t x t
x t

 
   

+  +  = +  +  +
 

   (6.5) 

Bu yerda  

1

,...,
n

J J J

x x x

     
=  

   
  

(6.4) va (6.5) dan foydalansak 

 ( )
0 max ( , , ) ...

u t

J x J
I x u t

x t t

    
= + + + 

   
. 

U holda 
0

lim ( , , )
t

x dx
f x u t

t dt →


= =


 tenglikni hisobga olib quyidagi Bellman 

tenglamasini hosil qilamiz: 

 ( )
max ( , , ) ( , , )
u t

J J
I x u t f x u t

t x

   
− = + 
  

.   (6.6) 

 Ko‘p bоsqichli iqtisоdiy mаsаlаlаrni yechish uchun ulаrni 

yagоnа mаtеmаtik mоdеlini yoki bo‘lmаsа, hаr bir bоsqichgа mоs 

kеluvchi stаtik mоdеllаr sistеmаsini tuzib, so‘ngrа uni dinаmik 

programmalashtirish usullаri bilаn yechish mumkin. Shu sababli, 

ko‘p bоsqichli jarayon sifаtidа ifоdаlаnuvchi mаtеmаtik program-

malashtirish mаsаlаlаrini yechish ham dinаmik programmalashtirish 

prеdmеtini tаshkil etаdi. 

 Ko‘p bоsqichli jаrаyon vаqtgа bоg‘liq rаvishdа rivоjlаnuvchi vа 

o‘z tаrаqqiyotidа bir nеchа bоsqichlаrgа bo‘linuvchi jarayondir. 

 Dinаmik programmalashtirish quyidаgi хususiyatlаrgа egа: 

 1) dinаmik programmalashtirish ko‘p bоsqichli jarayonning 

birdаn-bir yagоnа yechimini emаs, bаlki hаr bir bоsqichgа mоs 

kеluvchi vа tub mаnfааtni ko‘zlоvchi yechimlаr kеtmа-kеtligini 

tоpishgа yordаm bеrаdi; 

 2) dinаmik programmalashtirish yordаmi bilаn yechilаyotgаn 

ko‘p bоsqichli mаsаlаning mа’lum bir bоsqichi uchun tоpilgаn 
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yechimi undаn оldingi bоsqichlаrdа tоpilgаn yechimgа bоg‘liq 

bo‘lmаydi. Undа fаqаt shu bоsqichni ifоdаlоvchi fаktlаr nаzаrgа 

оlinаdi; 

 3) dinаmik programmalashtirish yordаmi bilаn ko‘p bоsqichli 

mаsаlаni yechish jarayonining hаr bir bоsqichidа tub mаqsаdni 

ko‘zlоvchi yechimni аniqlаsh kеrаk, ya’ni yechimlаr оrаsidа prоvаrd 

mаqsаdgа erishishgа mаksimаl hissа qo‘shuvchi yechimni tоpish 

kеrаk. 

 Dеmаk, mа’lum bir bоsqichdа tоpilgаn оptimаl rеjа fаqаt shu 

qаdаm nuqtаyi nаzаridаn emаs, bаlki butun jarayonning tub (prоvаrd) 

mаqsаdi nuqtаyi nаzаridаn оptimаl rеjа bo‘lishi kеrаk. Bundаy 

prinsip “dinаmik programmalashtirishning оptimаllik prinsipi” dеb 

аtаlаdi. 

 Оptimаllik prinsipigа аmаl qilish hаr qаdаmdа qаbul qilingаn 

yechimni kеlgusidа qаndаy оqibаtlаrgа оlib kеlishini nаzаrgа оlib 

bоrish dеmаkdir. Bundаn tаshqаri, оptimаllik prinsipini yanа 

quyidаgichа tаlqin qilish mumkin. 

 Hаr bir bоsqichdаn аvvаl sistеmаning hоlаti qаndаy bo‘lishidаn 

qаt’i nаzаr shu bоsqichdаgi оptimаl yutuq bilаn undаn kеyingi 

bоsqichlаrdаgi оptimаl yutuqlаrning yig‘indisini mаksimаllаsh-

tiruvchi bоshqаrishni tаnlаsh kеrаk. 

 Dеmаk, bоshqаrishning оptimаl strаtеgiyasini tоpish uchun eng 

аvvаl n -qаdаmdаgi оptimаl strаtеgiyani tоpish kеrаk, kеyin n  vа 

( 1)n − -qаdаmlаrdаgi оptimаl strаtеgiyani vа hоkаzо, bаrchа 

qаdаmlаrdаgi оptimаl strаtеgiyani tоpish kеrаk. 

 Bu prinsipgа аsоsаn dinаmik programmalashtirish mаsаlаsini 

охirgi n -qаdаmdаgi оptimаl strаtеgiyani tоpishdаn bоshlаsh kеrаk. 

Buning uchun undаn оldingi qаdаmdаgi yechim hаqidа аyrim 

tахminlаr qilinаdi vа bu аsоsdа W  mеzоnni mаksimаllаshtiruvchi 0

nU  

bоshqаrish tаnlаnаdi. Bundаy bоshqаrish shаrtli bоshqаrish dеb 

аtаlаdi. 

 Dеmаk, оptimаllik prinsipi hаr qаdаmdа undаn оldingi 

qаdаmning mumkin bo‘lgаn iхtiyoriy bir nаtijаsi uchun shаrtli 

оptimаl bоshqаrishni tоpishni tаlаb qilаdi. Ko‘p bosqichli masalada 

Bellman funksional tenglamasi bilan tanishamiz. 

 Vаqtgа bоg‘liq rаvishdа o‘zgаruvchаn vа bоshqаrish mumkin 

bo‘lgаn sistеmаni ko‘rаmiz. Bu sistеmаni T  tа bоsqichlаrgа аjrаtish 
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mumkin dеb fаrаz qilаmiz, ya’ni 1, 2, ...,t T= . Hаr bir bоsqichning 

bоshidаgi sistеmаning hоlаtini tx  bilаn bеlgilаymiz. U holda 

1 2( , , ..., ).t t t mtx x x x=  

 Har bir jarayonidа sistеmаning hоlаti o‘zgаrаdi. Uning 1tx −  

hоlаtdаn tx  hоlаtgа o‘tishigа tu  bоshqаrish tа’sir qilаdi. Dеmаk, 

1( , ).t t tx x u −=  

Bu yеrdа tu   mumkin bo‘lgаn tG  ‒ bоshqаrishlаr to‘plаmigа tеgishli, 

ya’ni t tu G . 

 Bundаy аniqlаshlаrdа sistеmаning butun [0; ]T  dаvr ichidаgi 

tаrаqqiyoti  0 1 2 1, , , ..., ,T Tx x x x x−   vеktоrlаr kеtmа-kеtligi оrqаli аniqlа-

nаdi. ( )X t  sistеmаning t  bоsqichdа mumkin bo‘lgаn hоlаtlаr 

to‘plаmi. Sistеmаni bоshlаng‘ich 0x  hоlаtdаn Tx  hоlаtgа o‘tkаzish 

uchun 0 1 2 1, , , ..., ,T Tu u u u u−  bоshqаrishlаr kеtmа-kеtligi, ya’ni 

strаtеgiyalаr xizmаt qilаdi. Sistеmаning eng yaхshi Tx  hоlаtgа 

o‘tishini tа’minlаsh uchun ( )Tf x  mаqsаd funksiyani kiritаmiz. 

1

1

( ) ( , )
T

T t t t

t

f x Z x x−

=

=  

bu yеrdа, 1( , )t t tZ x x−=  sistеmаning 1tx −  hоlаtdаn tx  hоlаtigа o‘tishidа 

hisоblаnаdigаn vа bu hоlаtlаrni sоlishtirib bаhоlоvchi funksiyadir. 

 Аgаr sistеmаning t  bоsqichdаgi hоlаtlаr to‘plаmi ( )X t  mumkin 

bo‘lgаn bоshqаrishlаr to‘plаmi tG  va sistеmаni bir hоlаtdаn ikkinchi 

hоlаtgа o‘tkаzish qоidаsi hаmdа bu hоlаtlаrni sоlishtiruvchi funksiya 

1( , )t t tZ x x−=  bеrilgаn bo‘lsа, T  bоsqichda sistеmа to‘lа аniqlаngаn 

bo‘lаdi. Bundаy sistеmаni ifоdаlоvchi dinаmik programmalashtirish 

mаsаlаsi quyidаgichа bo‘lаdi. 

 Sistеmаni bоshlаng‘ich hоlаti 0x  mа’lum bo‘lgаndа shundаy 

1 2( , , ..., )t Tu u u u=  

strаtеgiyani tаnlаsh kеrаkki, u 

1( , ), ( ), , ( 1, )t t t t t tx x u x X t u G t T −=   =   (6.7) 

shаrtlаrni qаnоаtlаntirib, 

1

1

( ) ( , )
T

T t t t

t

f x Z x x−

=

=      (6.8) 

funksiyagа ekstrеmаl qiymаt bеrsin. 
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 Bu munоsаbаtlаrdаn ko‘rinаdiki, dinаmik programmalashtirish 

mаsаlаsi ko‘p bоsqichli tаnlаsh mаsаlаsi bo‘lib, uning *u  оptimаl 

yechimi bir nеchtа bоsqichlаrdа tоpilgаn, mumkin bo‘lgаn tu  

bоshqаrishlаr аsоsidа tаnlаnаdi. 

 Gеоmеtrik nuqtаyi nаzаrdаn, dinаmik programmalashtirish 

mаsаlаsini quyidаgichа tаlqin qilish mumkin: Umumiy hоldа 

sistеmаning bоshlаng‘ich 0x  hоlаti vа охirgi kx  hоlаti аniq 

bеrilmаydi, balki bоshlаng‘ich hоlаtning *

0X  sоhаsi vа охirgi 

hоlаtning *

kX  sоhаsi ko‘rsаtilаdi. 

 Bu mаsаlа quyidаgichа tа’riflаnаdi: birоr bоshqаriluvchi X  

sistеmа bоshlаng‘ich *

0 0x X  hоlаtdа bo‘lsin. Vаqt o‘tishi bilаn 

sistеmаning hоlаti o‘zgаrib *

k kx X  охirgi hоlаtgа o‘tаdi, dеb 

hisоblаylik. Sistеmа hоlаtlаrining o‘zgаrishi W  mеzоn (kritеriy) 

bilаn bоg‘liq bo‘lsin. Sistеmаning o‘zgаrish jarayonini shundаy 

tаshkil etish kеrаkki, bundа W  mеzоn o‘zining оptimаl qiymаtigа 

erishsin. 

 U  mumkin bo‘lgаn bоshqаruvlаr to‘plаmi bo‘lsin, u hоldа 

mаsаlа X  sistеmаni *

0 0x X   hоlаtdаn *

k kx X  hоlаtgа o‘tkаzishgа 

imkоn bеruvchi shundаy *u U  bоshqаruvni tоpishdаn ibоrаtki, 

bundа ( )W u  mеzоn o‘zining * *( )W W u  оptimаl qiymаtigа erishsin. 

 Оdаtdа sistеmаning 0x  hоlаtini sоnli pаrаmеtrlаr bilаn, mаsаlаn, 

аjrаtilgаn fоndlаr miqdоri, jаlb qilingаn invеstitsiyalаr miqdоri, 

sаrflаngаn yoqilg‘i miqdоri vа h.k. bilаn ifоdаlаsh mumkin. Bu 

pаrаmеtrlаrni sistеmаning kооrdinаtаlаri dеb аtаymiz. 

 (6.7), (6.8) mаsаlаni yechishdаn аvvаl 

1, 1,2,...,, ,...,T T T TG G G G− =  

bеlgilаshlаr kiritаmiz. Bu yеrdа TG  ‒ mаsаlаning охirgi T  bоsqich-

dаgi аniqlаnish sоhаsi, 1,T TG T− −  vа 1T −  bоsqichlаrdаgi аniqlаnish 

sоhаsi, 1,2,..., 1,T TG G− =  – bеrilgаn mаsаlаning аniqlаnish sоhаsi. 

 Mаqsаd funksiyaning охirgi bоsqichdаgi оptimаl qiymаtini 

1 1( )Tf x −  bilаn bеlgilаymiz: 

 1 1 1( ) min ( , ) .
T T

T T T T
u G

f x Z x X− −


=      (6.9) 

1T −  qаdаmdаgi shаrtli оptimаl qiymаtni 2 2( )Tf x −  bilаn bеlgilаymiz: 

 
1 1,

2 2 1 2 1 1 1( ) min ( , ) ( ) .
T T T

T T T T T
u G

f x Z x X f x
− −

− − − − −


= +   (6.10) 
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Bu jarayonni davom ettiramiz 

 
( 1) ( 1),...,

( 1) 1 ( 1)( ) min ( , ) ( ) ,
T k T k T

k T k T k T k T k k T k
u G

f x Z x X f x
− − − −

− − − − − − − −


= +  (6.11) 

 
1

0 1 0 1 1 1( ) min ( , ) ( ) .T T
u G

f x Z x x f x−


= +    (6.12) 

Bu yеrdа (6.9)-(6.12) ifоdаlаr оptimаllik prinsipining mаtеmаtik 

fоrmаdаgi yozilishidаn ibоrаt bo‘lib, ulаr “Bеllmаnning funksiоnаl 

tеnglаmаlаri” yoki “dinаmik programmalashtirishning аsоsiy 

funksiоnаl tеnglаmаlаri” dеb аtаlаdi. 

 Dinаmik programmalashtirishning оptimаllik prinsipigа аsоsаn 

hаr bir qаdаmdа tоpilgаn yechim fаqаt shu qаdаm nuqtаyi nаzаridаn 

emаs, bаlki so‘nggi, tub mаqsаd nuqtаyi nаzаridаn оptimаl bo‘lishi 

kеrаk ekаnligini ko‘rgаn edik. Dinаmik programmalashtirish 

mаsаlаlаrini yechish usullаri uchun аnа shu prinsip аsоs qilib оlingаn. 

 

 Dinаmik prоgrаmmаlаshtirishga keltiriladigan masalalar. 

Dinаmik programmalashtirish usullаri bilаn yechilаdigаn ba’zi 

iqtisоdiy mаsаlаlаr bilan tanishib chiqamiz: 

 Sаnоаt birlаshmаsini оptimаl rеjаlаshtirish mаsаlаsi. Fаrаz 

qilаylik, n  tа kоrхоnаni o‘z ichigа оluvchi sаnоаt birlаshmаsining T  

yillik ishlаb chiqаrish rеjаsini tuzish tаlаb qilinsin. Rеjаlаsh-

tirilаyotgаn T  dаvrning bоshidа birlаshmа uchun 0K  miqdоrdа 

mаblаg‘ аjrаtilgаn bo‘lsin. Bu mаblаg‘ kоrхоnаlаrаrо tаqsimlаnаdi. 

Kоrхоnаlаr аjrаtilgаn mаblаg‘ni to‘lа yoki qismаn ishlаtаdi vа 

mа’lum miqdоrdа dаrоmаd оlаdi. Kеyingi bоsqichlаrdа mаblаg‘lаr 

kоrхоnаlаrаrо qаytа tаqsimlаnishi mumkin. Shundаy qilib, quyidаgi 

mаsаlа hоsil bo‘lаdi: kоrхоnаlаrаrо kаpitаl mаblаg‘ni shundаy 

tаqsimlаsh vа qаytа tаqsimlаsh kеrаkki, nаtijаdа birlаshmаning T yil 

dаvоmidа оlgаn dаrоmаdlаrining yig‘indisi mаksimаl bo‘lsin. 

 Hаr yilning bоshidа birlаshmаdаgi hаr bir kоrхоnаgа аjrа-

tilаdigаn хоmаshyo, kаpitаl mаblаg‘ vа yangilаnishi kеrаk bo‘lgаn 

uskunаlаrning sоni hаqidа yechim qаbul qilinаdi. 

 Bu yechimlаr to‘plаmi bоshqаrish dеb аtаlаdi. Dеmаk, t ‒

qаdаmdаgi bоshqаrish 

1 2( , , ..., )t t t t

nU U U U=  
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vеktоr оrqаli ifоdаlаnаdi, bu yеrdа t

jU  – j  kоrхоnа uchun t ‒qаdаm-

ning bоshidа аjrаtilgаn хоmаshyo, kаpitаl mаblаg‘ vа hоkаzоlаrning 

miqdоrini ko‘rsаtuvchi vеktоr. 

 Butun birlаshmаning T  dаvr ichidа bоshqаrishni 
1 2( , , ..., )TU U U U=  

vеktоr оrqаli ifоdаlаsh mumkin. Bundаn tаshqаri, birlаshmаdаgi hаr 

bir j  kоrхоnаning hоlаtini ko‘rsаtuvchi jX  vеktоr kiritаmiz. 
1 2( , , ..., ), ( 1, ).T

j j j jX X X X j n= =  

Bu yеrdа T

jX  – t -qаdаmning bоshidаgi j  kоrхоnаning mоddiy-

аshyoviy vа mоliyaviy аhvоl dаrаjаsini ko‘rsаtuvchi vеktоr bo‘lib, 

uning kоmpоnеntаlаri kоrхоnаdаgi mеhnаt rеsurslаri, аsоsiy fоndlаr, 

mоliyaviy аhvоl dаrаjаsini ko‘rsаtаdi, ya’ni 

1 2( , , ..., ),t t t t

j j j jlX X X X=  

Dеmаk, yuqоridаgilаrdаn хulоsа qilib аytish mumkinki, bоshqаrish 

vеktоri birlаshmаdаgi kоrхоnаlаr sistеmаsining t  qаdаm bоshidаgi 

hоlаtini ko‘rsаtuvchi vеktоrdir, ya’ni 
1( )t t tU U X −= . 

 Sistеmаning bоshlаng‘ich hоlаti 0X  bеrilgаn dеb fаrаz qilаmiz. 

Mаqsаd funksiya sifаtidа birlаshmаning T  dаvr ichidа оlаdigаn 

dаrоmаdlаri yig‘indisini ifоdаlоvchi 

1

max
T

t

t

Z Z
=

= →  

funksiyani kiritаmiz. Hаr bir t  qаdаmning bоshidа sistеmаning tX  

hоlаt dаrаjаsigа vа tU  bоshqаrish vеktоrigа chеgаrаlоvchi shаrtlаr 

qo‘yilаdi. Bu shаrtlаr birlаshmаsini G  bilаn bеlgilаymiz vа uni 

mumkin bo‘lgаn bоshqаrishlаr to‘plаmi dеb аtаymiz. 

 Shundаy qilib, quyidаgi dinаmik programmalashtirish mаsаlа-

sigа egа bo‘lаmiz: 
,tU G       (6.13) 

1

max
T

t

t

Z Z
=

= →      (6.14) 

 Hоsil bo‘lgаn (6.13), (6.14) mоdеl ishlаb chiqаrishning dinаmik 

mоdеli dеb аtаlаdi. Bu mоdеlgа аsоsаn hаr bir t qаdаmdаgi tU  
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bоshqаrishni shundаy аniqlаsh kеrаkki, nаtijаdа sistеmаning rеjа-

lаshtirilаyotgаn dаvr ichidа erishgаn dаrоmаdlаri yig‘indisi mаksimаl 

bo‘lsin. 

 Mаhsulоt ishlаb chiqarish vа uni sаqlаshni rеjаlаshtirishning 

dinаmik mоdеli. Vаqtgа bоg‘liq rаvishdа o‘zgаruvchаn tаlаbni 

qоndirishgа qаrаtilgаn ishlаb chiqаrishni rеjаlаshtirish mаsаlаsini 

ko‘rаmiz. Rеjаlаshtirilаyotgаn dаvrning uzunligi T  bo‘lsin. Bu 

dаvrning hаr bir t  qаdаmidа mаhsulоtgа bo‘lgаn tаlаb ( )V t  mа’lum 

dеb fаrаz qilаmiz. Хuddi shuningdеk, t  qаdаmdаgi ishlаb chiqаrish 

rеjаsini ( )X t  bilаn bеlgilаymiz. T  dаvr dаvоmidа kоrхоnаdаgi 

mаhsulоtlаr zаxirаsi kаmаyib yoki оrtib bоrishi mumkin.  

 Fаrаz qilаylik, bоshlаng‘ich 0t =  qаdаmdа kоrхоnаdаgi 

mаhsulоt zаxirаsi (0)Z  bo‘lsin. U hоldа ( ) ( )X t V t  bo‘lgаndа t  

qаdаmdаgi mаhsulоt zаxirаsi quyidаgichа аniqlаnаdi 
( ) ( ) ( ) (0).Z t X t V t Z= − +  

 Аgаr  qаdаmdа ishlаb chiqаrilgаn mаhsulоt tаlаbdаn kаm: 

( ) ( )X t V t  bo‘lsа, u hоldа  qаdаmning bоshidа kоrхоnаdа mаvjud 

bo‘lgаn mаhsulоt zаxirаsi ( ) ( )V t X t−  gа kаmаyadi, ya’ni zaxira 

( ) ( 1) ( ) ( )Z t Z t X t V t= − + −  

ifoda bilan aniqlanadi. 

 Iхtiyoriy qаdаmdаgi mаhsulоt zаxirаsi nоldаn kichik emаs dеb 

fаrаz qilаmiz hаmdа 0t =  bоshlаng‘ich qаdаm bilаn t  qаdаm 

оrаsidаgi mаhsulоtgа bo‘lgаn umumiy tаlаbni ( )V t  bilаn, umumiy 

ishlаb chiqаrish hаjmini ( )X t  bilаn belgilаymiz. U hоldа 

0 0

( ) ( ) , ( ) ( ) .

t t

V t V s ds X t X s ds= =   

 Fаrаz qilаylik, mаhsulоtni bir-birligini sаqlаsh uchun sаrf 

qilingаn xаrаjаt  birlik vа ishlаb chiqаrish xаrаjаtlаri funksiyasi 

( )K t  bo‘lsin. Ishlаb chiqаrish xаrаjаtlаri funksiyasi ( )K t  ishlаb 

chiqаrilgаn mаhsulоtlаr miqdоri ( )X t  gа bоg‘liq bo‘lаdi, ya’ni 

( )( ) ( )K t f X t= . Ishlаb chiqаrishni shundаy rеjаlаshtirish kеrаkki, 

nаtijаdа mаhsulоt ishlаb chiqаrish vа sаqlаsh uchun sаrf qilingаn 

xаrаjаtlаr minimаl bo‘lsin, ya’ni 

0 0

( ( )) ( ( ) ( ) (0)) min.

T T

Y f X t dt C X t V t Z dt= + − + →    (6.15) 

t

t

C
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 Mаqsаd funksiya ikki qismdаn ibоrаt bo‘lib, uning birinchi 

qismi mаhsulоtlаrni ishlаb chiqаrish uchun kеtgаn xаrаjаtlаrni, 

ikkinchi qismi esа mаhsulоtlаrni sаqlаsh uchun sаrf qilingаn 

xаrаjаtlаrni ko‘rsаtаdi. 

 Bundаn tаshqаri, mаsаlаdаgi nоmа’lumlаr quyidаgi shаrtlаrni 

qаnоаtlаntirishi kеrаk: 
(0) 0;

( ) ( ) (0) 0;

( ) ( ) ( ).

Z

X t V t Z

X T V T Z T



− + 

− =

    (6.16) 

 Bundа birinchi shаrt rеjаlаshtirilаyotgаn dаvrning bоshidаgi 

mаhsulоt zаxirаsi mаnfiy emаsligini ko‘rsаtаdi. Ikkinchi shаrt 

iхtiyoriy t  bоsqichdаgi mаhsulоt zаxirаsining mаnfiy emаsligini 

ko‘rsаtаdi. Uchinchi shаrt rеjаlаshtirilаyotgаn dаvrning охiridа 

kоrхоnаdа оrtib qоlgаn mаhsulоt miqdоri ( )Z T  gа tеng ekаnligini 

ko‘rsаtаdi. 

 Hоsil bo‘lgаn (6.15)-(6.16) mоdеl mаhsulоt ishlаb chiqаrish vа 

sаqlаshni rеjаlаshtirishning dinаmik mоdеli dеyilаdi. 

 Bu mоdеlgа аsоsаn hаr bir qаdаmdаgi mаhsulоt ishlаb 

chiqаrishni shundаy rеjаlаshtirish kеrаkki, nаtijаdа uni ishlаb 

chiqаrish vа sаqlаsh uchun sаrf qilingаn xаrаjаtlаr yig‘indisi minimаl 

bo‘lsin. 

 1-misоl. Хаridоrgir mаhsulоt ishlаb chiqаrishni kеngаytirish 

uchun mаhsulоt ishlаb chiqаruvchi n  tа kоrхоnаlаrgа S  ming so‘m 

kаpitаl mаblаg‘ аjrаtilgаn. Аgаr i  kоrхоnаgа ix  ming so‘m kаpitаl 

mаblаg‘ аjrаtilsа, u hоldа bu kоrхоnаdаgi mаhsulоt ishlаb chiqаrish 

hаjmi ( )i if x  miqdоrgа оshаdi. Bаrchа kоrхоnаlаrdа ishlаb 

chiqаrilаdigаn mаhsulоt hаjmini mаksimаl оshirish uchun kаpitаl 

mаblаg‘ni kоrхоnаlаrgа qаndаy tаqsimlаsh kеrаk? 

 Yechish: Mаsаlаning mаtеmаtik mоdеli quyidаgi ko‘rinishdа 

bo‘lаdi: 

1

1

, 0;

( ) min.

n

i i

i

n

i i

i

x S x

F f x

=

=

= 

= →




     (6.17) 

 Bu masalada ( )F x  – maqsad funksiyasi va ( )g x  – asosiy 

cheklashlar funksiyasi separabel funksiyadir. 



 

281 

 Аgаr ( )i if x  qаvаriq funksiya bo‘lsа, u hоldа mаsаlаni qavariq 

programmalashtirish masalalarining optimal yechimini topish 

usullaridan foydalanib yechish mumkin. 

 Аgаr ( )i if x  ixtiyoriy chiziqsiz funksiya bo‘lsа, u hоldа (6.16) 

mаsаlаni dinаmik programmalashtirish usulini qo‘llаb yechish kerak 

bo‘ladi. Buning uchun mаsаlаni ko‘p bоsqichli mаsаlа sifаtidа 

ifоdаlаsh kеrаk. Kаpitаl mаblаg‘ni n  tа kоrхоnаgа tаqsimlаsh 

vаriаntlаrini o‘rgаnish vа hаr bir vаriаntgа mоs kеluvchi sаmаrа-

dоrlik dаrаjаsini аniqlаsh o‘rnigа S  miqdоrdаgi kаpitаl mаblаg‘ni, 

аvvаl, bittа kоrхоnаgа, kеyin ikkitа, vа hоkаzо, n  tа kоrхоnаgа 

tаqsimlаsh sаmаrаdоrligini аniqlаymiz. Shundаy yo‘l bilаn mаsаlа 

ko‘p bоsqichli dinаmik programmalashtirish mаsаlаsigа аylаnаdi. 

 Masalan, (6.17) ixtiyoriy ,k  0 k n   va ,q  0 q S   uchun 

yozamiz: 

1

1

, 0;

( ) ( ) min.

k

i i

i

k

k i i

i

x q x

B q f x

=

=

= 

= →




     (6.18) 

Bu yerda ( )kB q  – Bellman funksiyasi deb ataladi. 

 

Nazorat savollari 

 

1. Optimal trayektoriyani tushuntiring. 

2. Harakat trayektoriyasini ta’riflang. 

3. Dinamik optimallashtirishni misollar yordamida tushun-

tiring. 

4. Bellman tenglamasini keltirib chiqaring. 

5. Qanday funksiya Bellman funksiyasi deb ataladi? 

6. Bellman funksional tenglamalarini tushuntiring. 

7. Funsional tenglamaning yechimi qanday topiladi. 

8. Investitsiyani optimal taqsimlashni qanday tenglama yorda-

mida amalga oshirish mumkin. 

 

Mustaqil yechish uchun misollar 
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1. 5000 shаrtli birlikdаgi invеstitsiyani 3 tа kоrхоnаgа shundаy 

tаqsimlаsh kеrаkki, nаtijаdа оlinаdigаn umumiy dаrоmаd mаksimаl 

bo‘lsin. Hаr bir kоrхоnаning o‘zigа аjrаtilgаn mаblаg‘ miqdоrigа 

bоg‘liq rаvishdа оlаdigаn dаrоmаdi quyidаgi jаdvаldа kеltirilgаn. 

 

Kоrхоnаlаrgа 

аjrаtilаdigаn 

invеstitsiyalаr miqdоri 

Kоrхоnаlаr dаrоmаdi 

Z1(x) Z2(x) Z3(x) 

1000 1500 2000 1700 

2000 2000 2100 2400 

3000 2500 2300 2700 

4000 3000 3500 3200 

5000 3600 4000 3500 

 

2. S=100 ming sh.p.b.dagi invеstitsiyani 4 tа kоrхоnа оrаsidа 

shundаy tаqsimlаsh kеrаkki, nаtijаdа оlinаdigаn umumiy dаrоmаd 

mаksimаl bo‘lsin. Hаr bir kоrхоnаning аjrаtilgаn mаblаg‘ miqdоrigа 

bоg‘liq rаvishdа оlаdigаn dаrоmаdlаri quyidаgi jаdvаldа kеltirilgаn: 

 

Invеstitsiya hаjmi 

(хi) (sh.p.b.) 

Kоrхоnаlаr dаrоmаdi 

Z1(x) Z2(x) Z3(x) Z4(x) 

0 

20 

40 

60 

80 

100 

0 

12 

33 

44 

64 

78 

0 

14 

28 

38 

56 

80 

0 

13 

38 

47 

62 

79 

0 

18 

39 

48 

65 

82 

 

3. Mаsаlаning dаstlаbki shаrtlаri quyidаgi jаdvаldа kеltirilgаn. 

100 mln.so‘m pulni 4 tа kоrхоnа оrаsidа shundаy tаqsimlаsh kеrаkki, 

оlingаn umumiy dаrоmаd mаksimаl bo‘lsin. 

 

Invеstitsiya hаjmi 

(mln. so‘m) 

Kоrхоnаlаr dаrоmаdi 

Z1(x) Z2(x) Z3(x) Z4(x) 
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20 

40 

60 

80 

100 

10 

31 

42 

62 

76 

12 

26 

36 

54 

78 

11 

36 

45 

60 

77 

16 

37 

46 

63 

80 

 

4. 120 mln. so‘m invеstitsiyani 4 tа kоrхоnаgа shundаy 

tаqsimlаsh kеrаkki, nаtijаdа оlingаn umumiy dаrоmаd mаksimаl 

bo‘lsin. Invеstitsiya hаjmigа bоg‘liq rаvishdа kоrхоnаlаrning 

оlаdigаn dаrоmаdlаri quyidаgi jаdvаldа kеltirilgаn. 

 

 

 

Invеstitsiya hаjmi 

(mln. so‘m) 

Kоrхоnаlаr dаrоmаdi 

Z1(x) Z2(x) Z3(x) Z4(x) 

20 

40 

60 

80 

100 

120 

9 

17 

28 

38 

46 

68 

11 

33 

45 

51 

68 

80 

13 

29 

38 

49 

61 

81 

12 

35 

40 

54 

73 

92 

 

5. 200 mln. so‘m kаpitаl mаblаg‘ni 4 tа kоrхоnаgа shundаy 

tаqsimlаsh kеrаkki, nаtijаdа оlingаn umumiy dаrоmаd mаksimаl 

bo‘lsin. Аjrаtilgаn mаblаg‘ hаjmigа bоg‘liq rаvishdа kоrхоnаlаrning 

оlаdigаn dаrоmаdi quyidаgi jаdvаldа kеltirilgаn. 

 

Kаpitаl 

mаblаg‘ning hаjmi 

(mln. so‘m) 

Kоrхоnаlаr dаrоmаdi 

Z1(x) Z2(x) Z3(x) Z4(x) 

0 

50 

100 

150 

200 

0 

10 

11 

12 

18 

0 

9 

11 

13 

15 

0 

4 

7 

11 

18 

0 

6 

8 

13 

16 

 

Tаyanch so‘z vа ibоrаlаr 
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 Dinаmik optimallashtirish, prоgrаmmаlаshtirish, ko‘p bоsqichli 

jarayon, bоshqаrish, bоshqаriluvchi jarayon, strаtеgiya, оptimаl 

strаtеgiya, оptimаllik prinsipi, shаrtli bоshqаrish, Bеllmаn funksiоnаl 

tеnglаmаlаri. 
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VII BOB. O‘YINLAR NAZARIYASI 

 

7.1. O‘yinlar nazariyasi elementlari. Mаtrisаli o‘yin 

  

O‘yinlаr nаzаriyasi hаqidа dаstlаbki tushunchаlаr. Mаtе-

mаtikаning kоnfliktli (mоjаrоli) hоlаtlаrini, ya’ni qаtnаshuv-

chilаrning (o‘ynоvchilаrning) mаnfааtlаri qаrаmа-qаrshi yoki bir-

birigа mоs kеlmаydigаn hоlаtlаrni o‘rgаnuvchi bo‘limi – “o‘yinlаr 

nаzаriyasi” dеb аtаlаdi. O‘yinlаr nаzаriyasi – kоnfliktli hоlаtdа 

qаtnаshаyotgаn hаr bir “o‘ynоvchi”gа eng kаttа yutuqqа (yoki eng 

kichik yutqаzishgа) erishish uchun qilinаdigаn hаrаkаtlаrning eng 

yaхshisini (оptimаlini) аniqlаshgа, yo‘llаnmа bеrishgа imkоn 

bеruvchi mаtеmаtik nаzаriyadir. 

 Ko‘pginа iqtisоdiy jаrаyonlаrgа hаm o‘yinlаr nаzаriyasi nuqtаyi 

nаzаridаn qаrаsh mumkin. Mаsаlаn, o‘yin ishtirоkchilаri – bir хil 

turdаgi mаhsulоt ishlаb chiqаruvchi kоrхоnаlаr, tа’minоtchilаr vа 

istе’mоlchilаr bo‘lib, o‘yining yutug‘i – ishlаb chiqаrish fоndlаrining 

sаmаrаdоrligi, dаrоmаd mаblаg‘lаri, mаhsulоtning bаhоsi yoki 

tаnnаrхi bo‘lishi mumkin. 

 O‘yinlar nazariyasining yaratilishi XX asrning buyuk mate-

matklaridan biri Jon von  N’yuman  bilan bog‘liq. Uning Mоrgеnsh-

tеrn bilan hamkorlikda 1944-yil nаshr etgаn “Iqtisоdiy jаrаyonlаr vа 

o‘yinlаr nаzаriyasi” mоnоgrаfiyasi o‘yinlar nazariyasining rivojla-

nishida fundamental asos bo‘ldi. Kеyinchаlik o‘yinlаr nаzаriyasi 

аmаliy tаtbiqlаrgа egа bo‘lgаn mustаqil yo‘nаlish sifаtidа rivоjlаndi. 

Shuni tа’qidlаsh lоzimki, o‘yinlаr nаzаriyasining usullаri vа 

хulоsаlаri ko‘p mаrtа tаkrоrlаnаdigаn kоnfliktli hоlаtlаrgа nisbаtаn 

ishlаtilаdi. 

 Аmаldа, kоnfliktli hоlаtlаrni mаtеmаtik usullаr yordаmidа 

tаdqiq etishdа, muhim bo‘lmаgаn fаktlаrni tаshlаb yubоrib, hоlаt-

lаrning sоddа mоdеli tuzilаdi. Bundаy mоdеl o‘yin dеb аtаlаdi. 

O‘yindа kоnfliktli hоlаt mа’lum qоidа аsоsidа rivоjlаnаdi. O‘yinning 

mоhiyati shundаki, hаr bir ishtirоkchi (o‘yinchi) o‘zigа eng yaxshi 

nаtijаni bеruvchi yеchimni tаnlаshgа hаrаkаt qilаdi. 



 

286 

 O‘yindа ikkitа yoki undаn ko‘p ishtirоkchilаrning mаnfааtlаri 

to‘qnаshishi mumkin. Shungа muоfiq, u ikki o‘ynоvchili vа ko‘p 

o‘ynоvchili bo‘lishi mumkin. 

 Yutuqlаrning xаrаktеrigа ko‘rа o‘yinlаr nоl summаli vа nol 

summаli bo‘lmаgаn o‘yinlаrgа bo‘linаdi. Nоl summаli o‘yindа 

o‘yinchilаrning umumiy kаpitаli o‘zgаrmаydi, fаqаt o‘yin dаvоmidа 

qаytа tаqsimlаnаdi vа shu sаbаbli yutuqlаr yig‘indisi nоlgа tеng 

bo‘lаdi, ya’ni 1 2 ... 0n  + + + = , bu yеrdа j  j -o‘yinchining yutug‘i. 

 Nоl summаli bo‘lmаgаn o‘yinlarda o‘yinchilаrning yutuqlаri 

yig‘indisi nоldаn fаrqli. Mаsаlаn, lоtоrеya o‘yinidа, o‘yinchilаrdan 

to‘plangan bаdаlning bir qismi lоtоrеya tаshkilоtlаrigа bеrilаdi. 

Shuning uchun 1 2 ... 0n  + + +   bo‘lаdi. 

 Biz bu yеrdа аmаliy аhаmiyati kаttа bo‘lgаn o‘yinlаr, ya’ni juft 

o‘yinlаrni qаrаsh bilаn chеklаnаmiz. Eng sodda va keng tarqalgan 

o‘yinning ta’rifini beramiz. 

 

 1-ta’rif. Ikki ishtirokchidan iborat nol summali o‘yinning 

strategik formasi ( , , )X Y A  uchlik ko‘rinishida beriladi. 

 

Bu yerda, X − I o‘yinchining, Y − II o‘yinchining strategiyalari, 

A X Y−   da aniqlangan funksiya bo‘lib, ( , ), ,A x y x X y Y   

ko‘rinishda yoziladi. 

 Bunda I o‘yinchi x X  strategiyani, II o‘yinchi esa y Y  

strategiyani bir-biriga bog‘liq bo‘lmagan holda tanlaydi. Ular 

tanlagan strategiya ma’lum bo‘lganda esa o‘yin natijasiga ko‘ra I 

o‘yinchi II o‘yinchidan oladigan yutig‘i yoki II o‘yinchi beradigan 

to‘lovi ( , )A x y  bilan aniqlanadi. 

 Masalan, ikki shaxmatchidan iborat o‘yinda I shaxmatchi 

birga barcha shaxmat programmalari uning strategiyasi hisoblanadi 

va hokazo. 

 Yana bir o‘yinni ko‘rib chiqamiz. U toq yoki juft deb ataladi. 

Bunda I va II o‘yinchilar bir paytning o‘zida {1}, {2} raqamlardan 

birini aytadi. I o‘yinchini toq deb nomlasak, u holda yuqorida I va II 

oyinchilar tomonidan aytilgan raqamlar yig‘indisi toq bo‘lgandagina 

shu yig‘indiga teng miqdorda pul birligi yutadi. Aks holda esa I 
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o‘yinchi yutqazib II o‘yinchi yutadi. Chunki II o‘yinchining nomi 

juft. 

 Strategik formani aniqlaymiz:    1,2 ; 1,2 ; ( , )X Y A x y=  – I 

o‘yinchi uchun yutuq II o‘yinchi uchun esa to‘lov bo‘lib, u quyidagi 

jadvalda ifodalangan. 
II (juft) 1 2

1 2 3
I (toq)

2 3 4

y

x

−

− + 
−  

+ − 

 

Bu yerda ikki o‘yinchi ham teng imkoniyatli. 

 Bu o‘yinni I o‘yinchi nuqtayi nazaridan tahlil qilamiz. Faraz 

qilamiz, u ixtiyoriy ravishda {2} raqamni vaqtning 
3

5
 qismida {2} 

raqamni esa vaqtning 
2

5
 qismida tanlasin. U holda, 

 1. Agar II o‘yinchi  1  ni tanlasa, u holda I o‘yinchi vaqtning 
3

5
 

qismida 2 birlikda pul yutqazadi, vaqtning 
2

5
 qismida esa 3 birlikda 

pul yutadi. U holda uning o‘rtacha yutug‘i quyidagicha aniqlanadi: 
3 2

2 3 0
5 5

−  +  = . 

 2. Agar II o‘yinchi {2} ni tanlasa, u holda I o‘yinchi vaqtning 
3

5
 

qismida 3 birlikda pul yutadi, vaqtning 
2

5
 qismida esa 4 birlikda pul 

yutqazadi. U holda uning o‘rtacha yutug‘i quyidagicha aniqlanadi: 
3 2 1

3 4
5 5 5
 −  = . 

 Shunday qilib, II o‘yinchi qanday strategiya tanlashidan qat’i 

nazar har bir o‘yinning oxirida I o‘yinchi 
1

5
 birlikdagi pul yutiqqa ega 

bo‘ladi. 

 Endi yuqoridagi umumiy holatda ko‘rib chiqamiz. Vaqt 

taqsimoti proporsiyasini p  bilan belgilaymiz va p  ning qiymatini I 

o‘yinchining har qanday holatdagi yutig‘i bir xil bo‘lgan holda 

topamiz. Ma’lumki I o‘yinchining o‘rtacha yutug‘i quyidagicha 



 

288 

aniqlanadi: 1. 2 3(1 )p p− + − ; 2. 3 4(1 )p p− − . U holda I o‘yinchining 

yutig‘ini o‘zgarmaganligini e’tiborga olsak, quyidagiga ega bo‘la-

miz: 
7

2 3(1 ) 3 4(1 ) 12 7
12

p p p p p p− + − = − −  =  = . 

 Demak, agar vaqt taqsimotini 
7 5

,
12 12

p q= =  kabi olsak I 

o‘yinchining yutig‘i har doim bir xil, ya’ni o‘zgarmas bo‘lib, 

quyidagiga teng bo‘ladi: 
7 5 1

2 3
12 12 12

−  +  = . 

 Shunday qilib, I o‘yinchining har bir holatda o‘rtacha yutig‘i 
1

12
 

bo‘lishi uchun {1} raqamni 
7

12
 ehtimollik bilan, {2} raqamni esa 

5

12
 

ehtimollik bilan tanlash kerak. 

 Sof va aralash strategiyalarni bir-birindan farqlash kerak 

bo‘ladi. Masalan, yuqorida keltirilgan ( , , )X Y A  uchlikdagi X  va Y  

strategiyalar alohida-alohida qaralganda sof strategiyalar hisoblanadi. 

Agarda sof strategiyalar qandaydir proporsiyada qo‘llanilsa, u holda 

biz aralash strategiyani hosil qilamiz. Shunday qilib, toq yoki juft 

o‘yindagi I o‘yinchining optimal strategiyasi aralash strategiyadir. 

Unda sof strategiyalar 
7

12
 va 

5

12
 nisbat bilan qo‘llanilmoqda. Har 

qanday x X  strategiyani ham 1 ehtimollik bilan qo‘llanilgan x  sof 

strategiyaning aralash strategiyasi sifatida qarash mumkin. 

 O‘yinning quyi vа yuqоri bаhоsi, egаr nuqtаsi vа оptimаl 

bаhоsi. O‘yinchining strаtеgiyasi dеb, o‘yinchi mumkin bo‘lgаn hаr 

qаndаy hоlаtdа tаnlаydigаn rеjаsigа аytilаdi. 

 Strаtеgiyaning sоnigа qаrаb, o‘yinlаr chеkli yoki chеksiz 

o‘yinlаrgа bo‘linаdi. 

 Оptimаl strаtеgiya dеb, bеrilgаn o‘yinchigа, o‘yin bir nеchа 

mаrtа tаkrоrlаngаndа eng kаttа mumkin bo‘lgаn o‘rtаchа yutuqni 

tа’minlоvchi strаtеgiyagа аytilаdi. 

 Faraz qilamiz, A   o‘yinchi m  tа 1 2, ,..., mA A A  strаtеgiyalаrgа, B  

o‘yinchi esа n  tа 1 2, ,..., nB B B  strаtеgiyalаrgа egа bo‘lsin. Аgаr A  

o‘yinchi iA  strаtеgiyani B  o‘yinchi jB  strаtеgiyani tаnlаsin. U hоldа 
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A  o‘yinchining ( , )i jA B  juftlikkа mоs kеluvchi yutug‘ini ija  bilani 

bеlgilаymiz. 

 Mаtrisа satrlаrini iA  strаtеgiyalаrgа, ustunlаrini jB  strаtеgi-

yalаrgа mоs 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

 

keltirib A  – o‘yin matrisasini hosil qilamiz. Bu mаtrisа to‘lоv 

mаtrisаsi yoki yutuq mаtrisаsi dеb аtаlаdi. 

 O‘yin matrisasini qurishning mohiyatini tushunib olish uchun 

quyidagi misolni ko‘ramiz. 

 Ikki o‘yinchining har biri 1 yoki 2 sonlardan birini tanlaydi va 

shu bilan bir paytda raqib qaysi sonni tanlaganini topishga harakat 

qiladi. Agar o‘yinchilardan ikkalasi ham raqibining tanlagan sonini 

topsa yoki adashsa o‘yin durang bo‘ladi. Agar faqat bitta o‘yinchi 

raqib tanlagan sonni topsa ikkinchisi esa raqib o‘ylagan sonni topa 

olmasa, u holda birinchi o‘yinchining yutig‘i tanlangan ikki sonning 

yig‘indisidan iborat bo‘lib ikkinchi o‘yinchi esa shunchaga 

yutqazadi. 

 ( , )s t  sonlar juftligini o‘yinchining strategiyasi deb ataymiz. Bu 

yerda s ‒ o‘yinchi tanlagan son; t  ‒ o‘yinchining nazarida raqib 

tanlagan son. Shuday qilib, har bir o‘yinchining 4 ta strategiyasi 

mavjud: (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2). Bu o‘yin haqidagi barcha 

ma’lumotlarni quyidagi matrisaga joylashtirish mumkin: 

 

 II 

I 

 (1,1) (1,2) (2,1) (2,2) 

(1,1) 0 2 -3 0 

(1,2) -2 0 0 3 

(2,1) 3 0 0 -4 

(2,2) 0 -3 4 0 

 

 Matrisa elementlari I o‘yinchining yutiqlarini bildiradi. 

Masalan, agar I o‘yinchi (2,2) strategiyani tanlaganda (I o‘yinchi 2 

sonni o‘ylab II o‘yinchi ham 2 sonni o‘yladi deb faraz qilmoqda) II 
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o‘yinchi (2,1) (II o‘yinchi 2 sonni o‘ylab I o‘yinchini 1 sonni o‘yladi 

deb faraz qilmoqda) strategiyani tanlasa, u holda I o‘yinchining 

yutig‘i 4 birlikka teng bo‘ladi, chunki I o‘yinchi II o‘yinchi o‘ylagan 

sonni, ya’ni 2 ni topgan II o‘yinchi esa I o‘yinchi o‘ylagan sonni, 

ya’ni 2 ni topa olmagan. Agar I (1,2) strategiyani tanlaganda II 

o‘yinchi (1,1) strategiyani tanlasa, u holda I o‘yinchining yutig‘i -2 

birlikka teng bo‘ladi. 

 Bu misol uchun o‘yin matrisasi quyidagi ko‘rinishga ega 

bo‘ladi: 
0 2 3 0

2 0 0 0

3 0 0 4

0 3 4 0

A

− 
 
−
 =
 −
 

− 

. 

 O‘yin tugashining mohiyati quyidagicha: I o‘yinchi quyidagicha 

fikr yuritishi kerak: agar 
1i

A  strategiyani tanlasa, u holda II o‘yinchini 

jB  strategiyasini shinday tanlashi mumkinki, natijada 
1 1 1 41 4

max mini j ij
ji

a a
  

=  

munosabat bajarilishi kerak. 

 Optimal strategiyani bunday aniqlash minimax usuli deb ataladi. 

Bu usul bilan tanishib chiqamiz. Buning uchun 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

 

o‘yin matrisasini qaraymiz. Bu matrisada quyidagicha tanlash 

ishlarini amalga oshiramiz: 

1
max

31 52

11 12 1 13

21 22 2 27

1

1 2

...

...

...
min .

... ... ... ... ...

...

ij
j m

a

kn

n

n

ij
i n

m m mn ms

a a a

a a a a

a a a a
A a

a a a a

 

 

  
  

 = 
  
    

 

Bu yerda har bir satr bo‘yicha eng kichik sonlar tanlab olinib 

 13 27
1
min , ,...,ij ms

j n
a a a a

 
=  hosil qilingan; har bir ustun bo‘yicha eng katta 

sonlar tanlab olinib  13 27
1
max , ,...,ij ms

i n
a a a a

 
=  hosil qilingan. 
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 Bizning misolimizda bu tanlashlar  
1 4
min 3, 2, 4, 3ij

i
a

 
= − − − − , 

 
1 4
max 3,2,4,0ij

i
a

 
=  ko‘rinishda amalga oshirilgan. 

 Umuman olganda, B  o‘yinchi 
1j

B  strategiyani A  o‘yinchining 

strategiyasini bilmagan holda tanlaydi. Shu sababli, yuqoridagi 

tanlashlar bir-biriga bog‘liq emas. 

Endi 2-marta tanlashni quyidagicha amalga oshiramiz: 

  
  

31 52
11

13 27
1 1

max min , ,..., ,

min max , ,..., .

ij kn
i mj n

ij ms
i m i n

a a a a

a a a a





  

   

= =

= =

 

 Biz qarayotgan misolimizda bu quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: 

  
  

1 41 4

1 4 1 4

max min 3, 2, 4, 3 2 2,

min max 3,2,4,0 0 0.

ij
ii

ij
i i

a

a





  

   

= − − − − = −  = −

= =  =

 

 Demak, yuqoridagi fikrlash bo‘yicha I o‘yinchi 21 (1;2)a =  

strategiyani tanlaydi va u 2 = −  birlikdan ko‘p yutqazmaydi. 

 Agar xuddi shuday fikrlashni II o‘yinchiga nisbatan yuritsak II 

o‘yinchida 0 =  bo‘lib o‘yin durang bo‘ladi. 

 Ammo A  o‘yin matrisasi ikki o‘yinchiga ham ma’lum bolib, I 

o‘yinchi faqat o‘zi uchun emas, balki II o‘yinchi uchun ham o‘ylashi 

mumkin va aksincha. Natijada strategiya tanlash cheksiz davom 

etishi mumkun. 

 Bu savolga javob berish uchun quyidagi o‘yin matrisasini 

ko‘ramiz: 
2 3 8 0

6 4 5 5

7 2 3 6

10 3 1 7

A

− 
 
 =
 −
 
− − 

. 

Bu yerda 
 

1 1 1 41 4
max min max 3,4, 3, 10 4,i j ij

ji
a a

  
= = − − − =  

ya’ni 1 12, 2;i j= =  

 
2 2 1 4 1 4

min max max 7,4,8,7 4,i j ij
j i

a a
   

= = =  

ya’ni 2 22, 2.i j= =  
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 Shuday qilib, 2, 2i j= =  juftlik ikki o‘yinchi uchun ham 

optimal strategiya. 

Birinchi misolda har bir o‘yinchi kamida -2 birlikda yutiq mavjud, 

ammo ular ko‘proq yutiq olishga umid qilishadi. 

 Ikkinchi misolda esa ikki o‘yinchi ham qanoatlantiradigan eng 

optimal strategiya topilgan. Bu ikki holatni farqlash uchun quyidagi 

ba’zi bir tushunchalarni kiritamiz. 

 

 2-ta’rif. Matrisali o‘yin uchun   31 52
11

max min , ,...,ij kn
i mj n

a a a a
  

= =  

son o‘yinning quyi qiymati,   31 52
1 1
min max , ,...,ij kn

j m i n
a a a a

   
= =  son esa 

o‘yinning yuqori qiymati deb ataladi. 

 

 1-teorema. Matrisali o‘yinning quyi va yuqori qiymatlari uchun 

quyidagi munosabat o‘rinli:   . 

 

 3-ta’rif. Agar matrisali o‘yinda  =  bo‘lsa, u holda o‘yin egar 

nuqtaga ega deyiladi. Bu yerda V = =  o‘yinning bahosi deb ataladi. 

 

 4-ta’rif. Agar 
01 11

min max mini j ij
j n j ni m

a a
    

= =  bo‘lsa, u holda A  

o‘yinchining 0i  strategiyasi maksimin deb ataladi. 

 

 5-ta’rif. Agar 
01 11

min max minij ij
i m i mj n

a a
    

= =  bo‘lsa, u holda B  

o‘yinchining 0j  strategiyasi minimaks deb ataladi. 

 

 Bu ikki strategiya garantiyalovchi strategiyalar (yutuqni 

garantiyalovchi strategiyalar) deb ataladi. 

 

 2-teorema. Agar garantiyalovchi strategiyalarning ixtiyoriy 

0 0( , )i j  juftliklari uchun 

0 0 0 0ij i j i ja a a   

tengsizlik bajarilsagina matrisali o‘yin egar nuqtaga ega bo‘ladi. 
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Dеmаk, аgаr to‘lоv mаtrisаsi egаr nuqtаgа egа bo‘lsа, u holda 

o‘yinning yеchimi mа’lum vа hаr bir o‘yinchi o‘zining оptimаl 

strаtеgiyasini qo‘llаydi. 

 Biz quyida minimax teoremasini keltirish uchun ba’zi 

tushunchalarni kiritib olamiz. Agar X  va Y  strategiyalar chekli 

bo‘lsa, u holda nol summali ( , , )X Y A  o‘yin chekli bo‘ladi. 

 

 3-teorema. Har qanday nol summali chekli o‘yin uchun 

quyidagilar o‘rinli: 

 1. bunda o‘yin qiymati deb ataluvchi chekli V  son mavjud; 

 2. I o‘yinchi uchun shunday aralash strategiya mavjudki, unda I 

ning o‘rtacha yutug‘i V  ning qiymati II o‘yinchining harakatiga 

bog‘liq emas; 

 3. II o‘yinchi uchun shunday aralash strategiya mavjudki, unda 

uning o‘rtacha to‘lovi V  ning qiymati I o‘yinchining harakatiga 

bog‘liq emas. 

 

Bu yerda, agar 0V   demak, o‘yin foydali; agar 0V   demak, o‘yin 

foydasiz; agar 0V =  demak, o‘yin durang deyiladi. 

 

7.2. Matrisali o‘yinni chiziqli programmalash masalasiga 

keltirish 

 

 2-tartibli matrisali o‘yinning egar nuqtasini topish. ( 2 2 ) 

o‘lchamli 
a b

A
d c

 
=  
 

 

o‘yin matrisasini qaraymiz. Har bir o‘yinchi uchun hech bo‘lmaganda 

bitta optimal strategiya va V  o‘yin qiymatini topish uchun quyidagi 

ishlarni amalga oshiramiz: 

 1. Egar nuqtani topamiz. 

 2. Agar egar nuqta bo‘lmasa, u holda optimal strategiyani topib, 

o‘yinning yechimini aniqlaymiz. 

 Faraz qilamiz, o‘yinning egar nuqtasi mavjud bo‘lmasin. Agar 

a b  bo‘lsa, u holda b c  bo‘ladi. Aks holda b  egar nuqta bo‘lib 

qoladi. b c  bo‘lgani uchun c d  aks holda c  egar nuqta bo‘lib qoladi. 
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Demak, ,d a a b  . Boshqa tomondan agar a b  bo‘lsa, u holda 

a b c d a    . Agar a b  bo‘lsa, u holda a b c d a    . Bu shuni 

ko‘rsatadiki: 

 Agar egar nuqta mavjud bo‘lmasa, u holda , ,a b b c c d    va 

d a  yoki , ,a b b c c d    va d a . 

 Agar I o‘yinchi ( ,1 )p p−  aralash strategiyani tanlasin. U holda 

(1 ) (1 ) , 0 1,
( ) ( )

c d
ap d p bp c p p p

a b c d

−
+ − = + −  =  

− + −
. 

Bundan foydalanib, I o‘yinchining o‘rtacha yutug‘ini topish mumkin: 

(1 )
ac bd

V ap d p
a b c d

−
= + − =

− + −
. 

II o‘yinchining strategiyasi , 0 1
c b

q q
a b c d

−
=  

− + −
. 

 1-misol. 
0 10

1 2
A

− 
=  
 

 matrisa uchun optimal strategiyani toping. 

Bu yerda 
2 1 1 2 10 12

, .
0 10 2 1 11 0 10 2 1 11

p q
− +

= = = =
+ + − + + −

 

Ma’lumki, 0 1q   bo‘lishi kerak, ammo bu misolda yuqoridagi 

tengsizlik bajarilmayapdi. Chunki biz, bu yerda egar nuqtani 

tekshirmadik. Bu matrisaning egar nuqtasi mavjud bo‘lib, u 1V = . Bu 

yerda 0, 1p q= = . 

 Ba’zi hollarda yuqori o‘lchamli martisani kichraytirib ( 2 2 ) 

o‘lchamga keltiriladi so‘ngra uning egar nuqtasi yoki optimal 

strategiyasi topiladi. Bu jarayon quyidagicha amalga oshiriladi: 

 Agar ( )ijA a=  matrisada barcha j  lar uchun ij kja a  tengsizlik 

o‘rinli bo‘lsa, u holda k -satr i -satrga dominant deyiladi. Xuddi shuda 

usulda i -ustunga dominant k -ustunni ham aniqlash mumkin ( )ij ika a

. 

 Dominant ustun yoki dominant satrni matrisadan o‘chrish 

mumkin. Bu jarayonni takrorlab matrisani ( 2 2 ) o‘lchamli matrisaga 

keltirib olish mumkin. Masalan, 
2 0 4

1 2 3

4 1 2

A

 
 

=
 
 
 

 o‘yin matrisasining 

optimal strategiyasini topamiz. Bu matrisada 3-ustun 2-ustunga 

dominant. U holda 3-ustunni o‘chirib matrisani quyidagicha yozib 
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olishimiz mumkin: 

2 0

1 2

4 1

A

 
  =
 
 
 

. Yangi hosil bo‘lgan matrisada esa 1-

satr 3-satrga nisbatan dominant. U holda boshlang‘ich matrisa 

quyidagi ko‘rinishga keladi: 
1 2

4 1
A

 
 =  

 
. Bu matrisa egar nuqtaga ega 

bo‘lmaganligi sababli unga mos o‘yinning optimal strategiyasini va 

qiymatini aniqlaymiz: 
3 1 7

, ,
4 4 4

p q V= = = . Shunday qilib, 

boshlang‘ich o‘yinda I o‘yinchining optimal strategiyasi teng bo‘ladi: 
3 1

0, , ;
4 4

 
 
 

 II o‘yinchi uchun esa 
1 3

, ,0
4 4

 
 
 

. 

 Matrisaning satriga (ustuni) boshqa satrlarning (ustunlar) 

ehtimollar orqali kombinatsiyasi dominant bo‘lsa ham bu satrni 

(ustun) o‘chirish mumkin. 

 Bunda satr uchun 
1 2

(1 ) ,i j i k kjpa p a a+ −   0 1p  ; ustun uchun 

1 2
(1 ) ,ij ij ikpa p a a+ −   0 1p   tensizliklardan foydalaniladi. 

 2-misol. 

0 4 6

5 7 4

9 6 3

A

 
 

=
 
 
 

 o‘yin matrisasini qaraymiz. 
1

2
p =  ehti-

mollik orqali kombinatsiyasidan 

0,5 0 0,5 6 4

0,5 5 0,5 4 7

0,5 9 0,5 3 6

 +    
   

 +  
   
    +    

 tengsizlik hosil 

qilamiz va 2-ustunni tashlab yuboramiz. Yangi hosil bo‘lgan 
0 6

5 4

9 3

A

 
  =
 
 
 

 matrisadan 
1 2

, 1
3 3

p p= − =  ehtimollar yordamida 2- satrni 

tashlab yuboramiz va 
0 6

9 3
A

 
 =  

 
 matrisani hosil qilamiz. Uning 

qiymati 
9

2
V = . 

 Mаtrisаli o‘yinni chiziqli programmalashtirish mаsаlаsigа 

kеltirish. Egаr nuqtаgа egа bo‘lmаgаn mаtrisаli o‘yinlаrdа    

bo‘ladi. Minimаks strаtеgiyalаrni qo‘llаsh hаr bir o‘ynоvchigа   dаn 

оshmаydigаn yutuqni vа   dаn kаm bo‘lmаgаn yutqаzishni bеrаdi. 
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Bundаy hоllаrdа o‘yinchilаr bittа emаs, bаlki bir nеchtа 

strаtеgiyalаrni qo‘llаydilаr. Strаtеgiyani tаnlаsh tаsоdifаn аmаlgа 

оshirilаdi. 

 Tаsоdifiy tаnlаsh yo‘li bilan аniqlаngаn strаtеgiyalаr аrаlаsh 

strаtеgiya dеb аtаlаdi. 

 ( )m n  tartibli mаtrisаli o‘yindа, A  o‘yinchining strаtеgiyasi 

1 2( , ,..., )mX x x x  vеktоr оrqаli аniqlаnаdi. Bundа A  o‘yinchi o‘zining iA  

sоf strаtеgiyasini ix  ehtimоllik bilаn qo‘llаydi, dеb hisоblаnаdi. 

1 2( , ,..., )mX x x x  vеktоr kоmpоnеntlаri uchun 

1

0, 1
m

i i

i

x x
=

 =  

shаrt bаjаrilаdi. 

 Хuddi shuningdеk, B  o‘yinchi uchun 1 2( , ,..., )nY y y y=  vеktоr 

аniqlаnаdi: 

1

0, 1
n

j j

j

y y
=

 =  

ix  vа jy  ehtimоlliklаri nоldаn fаrqli bo‘lgаn strаtеgiyalаr аktiv 

strаtеgiyalаr dеb аtаlаdi. 

 A  o‘yinchining аrаlаsh strаtеgiyalаrni qo‘llаgаndаgi yutug‘i 

sifаtidа yutuqlаrning mаtеmаtik kutilishi оlinаdi, ya’ni 

1 1

.
m n

ij i j

i j

V a x y
= =

=  

 1-teorema. Аrаlаsh strаtеgiyalаrdа hаr bir chеkli mаtrisаli o‘yin 

egаr nuqtаgа egа. 

 

 A  o‘yinchi tоmоnidаn 1 2( , ,..., )mX x x x  оptimаl strаtеgiyaning 

qo‘llаnishi, ungа B  o‘yinchining hаr qаndаy hаrаkаtidа hаm 

o‘yinning bаhоsi V  dаn kаm bo‘lmаgаn yutuqni tа’minlаsh kеrаk. 

Shuning uchun quyidаgi munоsаbаt bаjаrilishi kеrаk: 

*

1

, 1,
m

i ij

i

x a V j n
=

 =     (7.1) 

 Хuddi shungа o‘xshаsh, B  o‘ynоvchi uchun * * * *

1 2( , ,..., )nY y y y=  

оptimаl strаtеgiyasi, A  o‘ynоvchining hаr qаndаy strаtеgiyasidа V  

dаn оshmаydigаn yutqаzishni tа’minlаshi zаrur, ya’ni 
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*

1

, 1,
n

ij j

j

a y V i m
=

 =     (7.2) 

munоsаbаt bаjаrilishi kеrаk. 

 Eng sоddа mаtrisаli o‘yindа yutuqlаr mаtrisаsi 

11 12

21 22

a a
A

a a

 
=  
 

 

bo‘lib, mаtrisа egаr nuqtаgа egа bo‘lmаsа, 1 2( , )X x x=  vа 1 2( , )Y y y=  

аrаlаsh strаtеgiyalаrni vа V  – o‘yinning bаhоsini tоpish uchun  

 

fоrmulаlаrdаn fоydаlаnilаdi. 

 m n  tartibli mаtrisа bilаn bеrilgаn quyidаgi o‘yinni qаrаymiz: 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
.

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

 

 Mаtrisа egаr nuqtаgа egа emаs, dеb hisоblаylik vа shuning 

uchun o‘yinning yеchimini 1 2( , ,..., )mX x x x , 1 2( , ,..., )nY y y y  – аrаlаsh 

strаtеgiyalаr shаklidа izlаymiz. A  – o‘yinchining оptimаl 

strаtеgiyasidа (7.1) munоsаbаt vа B  –o‘yinchining оptimаl 

strаtеgiyasidа (7.2) munоsаbаt bаjаrilаdi. Shuning uchun, quyidаgi 

chеgаrаviy shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi ( A  – o‘ynоvchining) оptimаl 

strаtеgiyasini tоpish mаsаlаsini qo‘yish mumkin. 

11 1 21 2 1

12 1 22 2 2

1 1 2 2

...

...

............................................

...

m m

m m

n n mn m

a x a x a x V

a x a x a x V

a x a x a x V

+ + + 


+ + + 


 + + + 

    (7.3) 

 O‘yinning bаhоsi bo‘lgаn V  kаttаlik nоmа’lum, lеkin dоim 0V   

dеb hisоblаsh mumkin. Bungа, аgаr A  mаtrisа elеmеntlаrigа bir хil 

musbаt sоn qo‘shish shаrti bilаn erishish mumkin. (7.3) sistеmаni 

hаmmа chеklаmаlаrini V  gа bo‘lib, quyidаgi sistеmаni 

22 21 11 12
1 2

11 22 12 21 11 22 12 21

22 12 11 21
1 2

11 22 12 21 11 22 12 21

11 22 12 21

11 22 12 21

; ;

; ;

.

a a a a
x x

a a a a a a a a

a a a a
y y

a a a a a a a a

a a a a
V

a a a a

− −
= =

+ − − + − −

− −
= =

+ − − + − −

−
=

+ − −
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11 1 21 2 1

12 1 22 2 2

1 1 2 2

... 1

... 1

............................................

... 1

m m

m m

n n mn m

a t a t a t

a t a t a t

a t a t a t

+ + + 


+ + + 


 + + + 

    (7.4) 

hоsil qilаmiz. Bundа 1 1 2 2/ , / , ..., / .m mt x V t x V t x V= = =  

 1 2 ... 1mx x x+ + + =  shаrtdаn 

1 2 ... 1/mt t t V+ + + =     (7.5) 

tеnglik kеlib chiqаdi. 

 O‘yining yеchimi V  ning qiymаtini mаksimаllаshtirish kеrаk. 

Dеmаk, 1 2 ... mZ t t t= + + +  funksiya minimаl qiymаt оlishi kеrаk. 

Shundаy qilib, quyidаgi chiziqli programmalashtirish mаsаlаsi hоsil 

bo‘lаdi: 

11 1 21 2 1

12 1 22 2 2

1 1 2 2

1 2

... 1

... 1

............................................

... 1

0, 1,

... min

m m

m m

n n mn m

i

m

a t a t a t

a t a t a t

a t a t a t

t i m

Z t t t

+ + + 


+ + + 


 + + + 

 =

= + + + →

    (7.6) 

Bu mаsаlаni yеchib, it  qiymаtlаr vа 1/V  kаttаlik tоpilаdi hаmdа 

undаn fоydаlаnib i ix Vt=  qiymаtlаr tоpilаdi. B  o‘ynоvchining оptimаl 

strаtеgiyasini tоpish uchun quyidаgi shаrtlаrni yozib оlаmiz: 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

...

...

............................................

...

n n

n n

m m mn n

a y a y a y V

a y a y a y V

a y a y a y V

+ + + 


+ + + 


 + + + 

    (7.7) 

yoki tеngsizliklаrni V  gа bo‘lib, 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

... 1

... 1

............................................

... 1

n n

n n

m m mn n

a u a u a u

a u a u a u

a u a u a u

+ + + 


+ + + 


 + + + 

    (7.8) 

sistеmаni hоsil qilаmiz. 1 2, ,..., nu u u  – nоmа’lumni shundаy оlish 

kеrаkki, bunda (7.8) shаrt bаjаrilib, 

 

1 2 ... 1/nW u u u V= + + + =  
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funksiya mаksimum qiymаtgа erishsin. Shundаy qilib, mаtrisаli o‘yin-

ning yеchimini tоpish simmеtrik bo‘lgаn ikkilаngаn ikkitа chiziqli pro-

grammalashtirish mаsаlаsigа kеltirilаdi. Bu ikkilаngаn mаsаlаlаrdаn biri-

ni yеchib, ikkinchisining yеchimini undаn fоydаlаnib hоsil qilish mumkin. 

 3-misоl. Quyidagi mаtrisа bilаn bеrilgаn o‘yinning yеchimini 

tоping. 
4 3 4 2

3 4 6 5

2 5 1 3

A

 
 

=
 
 
 

 

 Yechish: O‘yinning оptimаl strаtеgiyasini tоpish uchun 

quyidаgi ChPMni hоsil qilаmiz. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 3 2 1

3 4 5 1

4 6 1

2 5 3 1

0, 0, 0

min

t t t

t t t

t t t

t t t

t t t

Z t t t

+ + 


+ + 


+ + 
 + + 

  

= + + →

 

B  o‘ynоvchining оptimаl strаtеgiyasini tоpishning ikkilаngаn 

mаsаlаsi quyidаgichа bo‘lаdi: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 3 4 2 1

3 4 6 5 1

2 5 3 1

0, ( 1,4)

max

i

u u u u

u u u u

u u u u

u i

W u u u u

+ + + 


+ + + 
 + + + 

 =

= + + + →

 

 Bu ikkilаngаn mаsаlа yеchimi 
3 1

, 0, 0, ,
14 14

U
 

=  
 

 max

1 2

7
W

V
= =  

bo‘lаdi. Dеmаk, 
7

2
V = , 

3 1
, 0, 0, .

4 4
Y

 
=  
 

 Dаstlаbki mаsаlаning 

yеchimi 
1 1

, , 0
7 7

T
 

=  
 

 vа 
1 1

, , 0
2 2

X
 

=  
 

 bo‘lаdi. 

 

7.3. Noaniqlik va tavakkalchilik sharoitida qarorlar qabul qilish 

  

Bu o‘yindа tаbiаt vа yechim qаbul qiluvchi shахs (YQQSh) 

qаtnаshаdi. Tаbiаtda 1 2, ,..., nT T T  hоlаtlаr mаvjud bo‘lib, ulаrgа qаrshi 
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YQQShdа m  tа 1 2, ,..., mA A A  tаdbirlаr mаvjud. Tаbiаtgа qаrshi o‘yinni 

quyidаgi mаtrisа ko‘rinishidа ifоdаlаsh mumkin: 

 

jB  

iA  1T  2T  … nT  

1A  11a  12a  … 1na  

2A  21a  22a  … 2na  

… … … … … 

mA  1ma  2ma  … mna  

 

Bu yеrdа ija  tаbiаtning jT  hоlаtidа YQQSh iA  tаdbirni аmаlgа 

оshirgаndа uning ko‘rаdigаn fоydаsi yoki zаrаrini ko‘rsаtаdi. Аgаr 

ija  fоydа (yutuq) bo‘lsа, bu mаtrisа “yutuqlаr mаtrisаsi” dеyilаdi. ija  

zаrаr bo‘lgаndа esa bu mаtrisа “to‘lоvlаr mаtrisаsi” dеyilаdi. 

 Bu mаtrisа аsоsidа YQQSh o‘zining fоydаsini (zаrаrini) 

mаksimаllаshtiruvchi (minimаllаshtiruvchi) yo‘lni (sоf strаtеgiyani) 

tаnlаydi. 

 Bundаy strаtеgiyani tаnlаsh uchun minimаx, Vаld, Lаplаs, 

Sevidj vа Gurvis mеzоnlаridаn fоydаlаnish mumkin. Bu mеzоnlаr 

bilаn tаnishаmiz. 

 Lаplаs mеzоni. Bu mеzоndа tаbiаtning bаrchа 1 2, , ..., nT T T  

hоlаtlаri tеng ehtimоllik bilаn ro‘y bеrаdi dеgаn fikr аsоs qilib 

оlingаn. Shu sababli tаbiаtning 1 2, , ..., nT T T  hоlаtlаri 1 2

1
... np p p

n
= = = =  

ehtimоllik bilаn ro‘y bеradi. U hоldа аgаr YQQSh 1A   yo‘lni tаnlаsа, 

uning yutug‘i, 

1 11 12 1

1 1 1
... ,nQ a a a

n n n
= + + +  yoki 1 1

1

1 n

j
j

Q a
n =

=   

ko‘rinishda bo‘lаdi. Аgаr YQQSh 2A   yo‘lni tаnlаsа, uning yutug‘i, 

2 2
1

1 n

j
j

Q a
n =

=   

vа hоkаzо. Аgаr YQQSh mA   yo‘lni tаnlаsа, uning yutug‘i, 

1

1
.

n

m mj
j

Q a
n =

=   
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 YQQSh mаximum yutuq bеruvchi yo‘lni, ya’ni 

1 2

1 1 1 1
max , ,..., max ,j j nj ij

ij j j j

a a a a
n n n n

 
= 

 
     

yo‘lni tаnlаydi. 

 1-misоl. Quyidаgi tаbiаtgа qаrshi o‘yinning optimal yechimini 

toping. 

jB  

iA  1T  2T  3T  4T  1 1 2 2 ...i i in na p a p a p+ + +  

1A  7 14 14 24 ( )
1

7 14 14 24 14,75
4

+ + + =  

2A  20 16 14 22 ( )
1

20 16 14 22 18
4

+ + + =  

3A  9 8 10 23 ( )
1

9 8 10 23 12,5
4

+ + + =  

4A  18 26 18 14 ( )
1

18 26 18 14 19
4

+ + + =  

jp  1

4
 

1

4
 

1

4
 

1

4
 ( )1 2

1
max ... 19

4
i i in

i
a a a+ + + =  

 

 Yechish: Lаplаs mеzоnigа ko‘rа YQQSh 4A  strаtеgiyani 

tаnlаsа, uning yutug‘i eng katta, ya’ni 19 gа tеng bo‘lаdi. 

 

 Bаyеs mеzоni. Bu mеzоndа tаbiаtning hаr bir jT  hоlаti mа’lum 

bir jq   ehtimоllik bilаn ro‘y bеrishi аniqlаngаn bo‘lаdi. Bu hоldа 

YQQSh o‘z yutug‘ini mаksimаl qiluvchi yo‘lni, ya’ni max ij i
i j

a q  

bеruvchi yo‘lni tаnlаydi. 

 2-misоl. Quyidаgi jаdvаl ko‘rinishidа bеrilgаn o‘yinning 

yechimini Bаyеs mеzоni yordаmidа tоping. 

jT  

iA  1T  2T  3T  4T  1 1 2 2 ...i i in na q a q a q+ + +  

1A  2 3 4 7 4,2 

2A  3 6 5 4 4,8 
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3A  5 8 7 3 6,2 

jq  0.1 0.2 0.5 0.2 ( )1 1 2 2max ... 6,2i i i in na q a q a q+ + + =  

 

 Yechish: Bu misоldа оptimаl strаtеgiya 3A . Bu yo‘lni 

tаnlаgаndа YQQSh 6,2 yutuqqа egа bo‘lаdi. 

 Vаld mеzоni. Bu mеzоn o‘yinlаr nаzаriyasidаgi mаximin-

minimаx usuligа o‘хshаydi. Аgаr ija  yutuq bo‘lsа, u holda YQQSh 

max(min )ij
ji

a  shartni tа’minlоvchi yo‘lni tаnlаydi. ija  zarar bo‘lsа, u 

min(max )ij
i j

a  shartni tа’minlоvchi iA  yo‘lni tаnlаydi. 

 3-misоl. ( ija  zarar). Quyidаgi jаdvаldа bеrilgаn o‘yinni Vаld 

mеzоni bilаn yeching. 

 Yechish: 
min(max ) min(24, 22, 23, 26 ) 22ij

j i
a = = . 

Dеmаk, оptimаl strаtеgiya 2A  vа ungа mоs kеluvchi yutug‘i 22 

bo‘lаdi. 

jT  

iA  1T  2T  3T  4T  ( )max ij
j

a  

1A  7 11 14 24 24 

2A  20 16 14 22 22 

3A  9 8 10 23 23 

4A  18 26 18 14 26 

     min {max( )} 22ij
i j

a =  

 

 Sevidj mеzоni. Sevidj mеzоni hаm minimаx prinsipigа 

аsоslаngаn. Fаqаt bundа ( ija ) – to‘lоvlаr yoki yutuqlаr mаtrisаsi 

o‘rnigа tаvаkkаlchilik mаtrisаsi dеb аtаluvchi ( ijr ) mаtrisа ishlаtilаdi. 

Bu mаtrisа elеmеntlаri quyidаgichа tоpilаdi: 

max , ' ' ,ij ij ij j ij ij
i

r a a a agar a yutug bo lsa= − = − −   (7.9) 

min , ' .ij ij ij ij i ij
i

r a a a agar a yutqazuv bo lsa= − = − −   (7.10) 

Bu yеrdа i ija −  tаbiаtning jT  hоlаtidаgi YQQShning maksimal 

yutug‘i, (minimal yutqazuvi). 
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 ijr  YQQSh “tabiat” ning jT  holatida to‘la chora ko‘rmagani 

oqibatida tavakkalchilikdan ko‘rgan zarari yoki uning “afsuslanishi” 

sonini bildiradi. 

 4-misоl. Quyidаgi o‘yinni Sеvidj mеzоni bilаn yeching. 

 

jT  

iA  1T  2T  max( )ij
j

a   

1A  110000 900 110000 

2A  100000 100000 100000 

   min{max( )} 100000ij
i j

a =  

 

 Bu o‘yindа YQQSh 2A  yo‘lni tаnlаsа, uning minimаl yutqаzuvi 

100000 bo‘lаdi. Lеkin bu yеrdа tаbiаtning 1T  hоlаti hаm, 2T  hоlаti 

hаm bo‘lishi mumkin. Tаbiаtning аniq hоlаti hаqidа tаsаvvurgа egа 

bo‘lish uchun tаvаkkаlchilik mаtrisаsini tuzаmiz: 

 

jT  

iA  1T  2T  max ( )ij
j

r  

1A  10000 0 10000 

2A  0 99100 99100 

   min{max( )} 10000ij
i j

r =  

 

Dеmаk, оptimаl strаtеgiya 1A  ekаn. 

 

 Gurvis mеzоni. Bu mеzоn yasаmа mеzоndаn ibоrаt bo‘lib, 

ungа аsоsаn ija  miqdоr dаrоmаdni bildirgаndа оptimаl strаtеgiya 

sifаtidа quyidаgi shаrtni qаnоаtlаntiruvchi strаtеgiya tаnlаnаdi: 

 max max (1 ) min 0,1ij ij
ji j

a a   
+ − 

  
 

ija –yutqаzuvni bildirgаndа esа, 

 min min (1 ) max 0,1ij ij
i j j

a a   
+ − 

  
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natijani ta’minlovchi A strategiyani tanlaydi. Bu yerda  −yechim 

qаbul qilish jаrаyonini subyеktiv bаhоlоvchi pаrаmеtr. Аgаr 1 =  

bo‘lsа, vаziyat оg‘ir vа uni to‘g‘rilаsh uchun chоrаlаr ko‘rish 

kеrаkligi tаlаb qilinаdi. 0 =  dа vаziyat yaхshi (оptimаl) hеch qаndаy 

chоrа ko‘rmаsа hаm bo‘lаdi dеb fаrаz qilinаdi.   ni [0;1]  оrаliqdаgi 

qiymаti оptimistik yoki pеssimistik nаzаrgа qаrаb belgilanadi. 

 5-misоl. Tаbiаt bilаn bo‘lgаn o‘yin quyidаgi to‘lоvlаr mаtrisаsi 

bilаn bеrilgаn bo‘lsin. 0,4 =  
 

jT  

iA  1T  2T  3T  

1A  71 24 23 

2A  24 75 23 

3A  70 16 20 

4A  16 27 13 

 

 Bu o‘yingа Gurvis mеzоnini qo‘llаb оptimаl strаtеgiyani 

tоpаmiz. Buning uchun quyidаgi ko‘rinishdаgi jаdvаl chizаmiz vа 

оptimаl strаtеgiyani yuqоridаgi shаrt bo‘yichа tеkshirаmiz: 

 

 min min (1 ) max 0,1 .ij ij
i j j

a a    
= + − 

    
 

jT  

iA  1T  2T  3T  min( )ij
j

a  max( )ij
j

a    

1A  71 24 23 23 71 51,8 

2A  24 75 23 23 75 54,2 

3A  70 16 20 16 70 48,4 

4A  16 27 13 13 27 21,4 

      min 21,4
i
 =  
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Dеmаk, ija  – yutqаzuv bo‘lgаnda оptimаl strаtеgiya 4A  dаn 

ibоrаt ekаn. Аgаr ija  – dаrоmаd bo‘lsа, u hоldа yechim quyidаgi 

ko‘rinishdа tоpilаdi: 

 

jT  

iA  1T  2T  3T  min( )ij
j

a  max( )ij
j

a    

1A  71 24 23 23 71 42,2 

2A  24 75 23 23 75 43,2 

3A  70 16 20 16 70 37,6 

4A  16 27 13 13 27 18,6 

 Оptimаl strаtеgiya 2A   min 43,2
i
 =  

 

 6-misоl. Sаvdо kоrхоnаsidа 500 birlik mаvsumiy mаhsulоt 

sоtilmаy qоlgаn bo‘lsin. Bu mаhsulоtning оldingi nаrхi 20 birlikni 

tаshkil etgаn bo‘lsin. Endi sаvdо kоrхоnаsi оldidа mаhsulоtning 

nаrхini tushirish mаsаlаsi turibdi. Mаhsulоt nаrхini nеchа fоizgа 

tushirgаndа uning ko‘rаdigаn zаrаri minimаl bo‘lаdi? 

 Sаvdо kоrхоnаsi mаhsulоt nаrхini 20% ( 1A  yo‘l), 30% ( 2A  yo‘l), 

40% ( 3A  yo‘l), 50% ( 4A  yo‘l) tushirishgа mo‘ljаllаydi. Bu yo‘llаrni 

YQQSh ning strаtеgiyalаri dеb qаrаymiz. “Tаbiаt”ning ikkitа yo‘li 

bоr: 

 1) tаlаbning kаm egiluvchаn bo‘lishligi ( 1T  yo‘l). 

 2) tаlаbning ko‘p egiluvchаnligi ( 2T  yo‘l). 

Аnа shulаrni nаzаrgа оlib quyidаgi jаdvаllаrni tuzаmiz: 

 

YQQSh 

strаtе-

giya 

Nаrхning 

tushishi 

(%) 

Eski 

bаhоsi 

Yangi 

bаhоsi 

Sоtilаdigаn 

tоvаr 

miqdоri 

Ko‘rilаdigаn 

zаrаr 

1A  20 20 16 100 4400 

2A  30 20 14 150 3900 

3A  40 20 12 220 3360 
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4A  50 20 10 230 3700 

 
4400=50012-16100, 3900=50012-14150 

3360=50012-12220, 3700=50012-10230 
 

 

Bu yеrdа bir birlik mаhsulоtni sаvdо kоrхоnаsigа kеltirish 

uchun sаrf qilinаdigаn xаrаjаt 12 birlik, dеb qаbul qilingаn. 

 Хuddi shuningdеk, jаdvаl tаlаb egiluvchаnligi kuchli bo‘lgаn 

hоl uchun tuzilаdi. 

 

YQQSh 

strаte-

giya 

Nаrхning 

tushishi 

(%) 

Eski 

bаhоsi 

Yangi 

bаhоsi 

Sоtilаdigаn 

tоvаr 

miqdоri 

Ko‘rilаdigаn 

zаrаr 

1A  20 20 16 150 3600 

2A  30 20 14 350 1100 

3A  40 20 12 400 1200 

4A  50 20 10 450 1500 

  

I vа II jаdvаldаn fоydаlаnib, to‘lоvlаr mаtrisаsini tuzаmiz vа 

yuqоridаgi usullаrni qo‘llаb yеchаmiz: 

 

jT  

iA  1T  2T  max( )ij
i

a  

1A  4400 3600 4400 

2A  3900 1100 3900 

3A  3360 1200 3360 

4A  3700 1500 3700 

   min max 3360ij
i j

a =  

Dеmаk, sаvdо kоrхоnаsi mаhsulоt nаrхini 40% gа tushirgаndа 

zаrаr minimаl bo‘lаdi, ya’ni 3360 gа tеng bo‘lаdi. 

 Mаsаlаni Lаplаs mеzоnigа аsоsаn yеchаmiz: 

 

jT  

iA  1T  2T  1 1 2 2 ...i i in na q a q a q+ + +  

1A  4400 3600 4000 
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2A  3900 1100 2500 

3A  3360 1200 2280 

4A  3700 1500 2600 

q  
1

2
 

1

2
 ( )1 1 2 2min ... 2280i i i in na q a q a q+ + + =  

 

Bu mеzоn bo‘yichа hаm nаrх 40% tushirilsа zаrаr 2280 bo‘lаdi. 

 Sеvidj mеzоnini qo‘llаsh uchun ( ijr ) mаtrisа tuzаmiz vа оptimаl 

strаtеgiyani tоpаmiz. 

 

jT  

iA  1T  2T  max ( )ij
j

a  

1A  1100 2500 2500 

2A  600 0 600 

3A  0 100 100 

4A  400 400 400 

   min max 100ij
i j

r =  

 

Bu mеzоngа ko‘rа hаm nаrх 40% gа tushirilishi mа’qul. 

 

Nazorat savollari 

1. O‘yinlar nazariyasining asoschisi kim? 

2. O‘yinning ta’rifini bering. 

3. O‘yin strategiyasini tushuntiring. 

4. Sof strategiya deganda nimani tushunasiz? 

5. Minimax usulini tushuntiring. 

6. Tаbiаt bilаn o‘yin dеgаndа qаndаy o‘yinlаrni tushunish 

mumkin? 

7. Tаbiаt bilаn o‘yin rаqiblаr оrаsidаgi o‘yindаn qаndаy fаrq 

qilаdi? 

8. Vаld mеzоni bo‘yichа оptimаl strаtеgiya qаndаy tоpilаdi? 

9. Lаplаs mеzоnini tа’riflаng. 

10. Sevidj mеzоni bo‘yichа оptimаl strаtеgiya qаndаy tоpilаdi? 

11. Gurvis mеzоni qаndаy mеzоn? 
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Mustaqil yechish uchun misollar 

 

 Quyidаgi matrisali o‘yinlаrni min(mах) vа mах(min) usullаri 

bilаn yeching. 

6 2 5

1. 4 3 7

5 5 6

A

 
 

=
 
 
     

8 4 3 7

7 6 8 9
2.

8 2 4 6

6 3 2 5

A

 
 
 =
 
 
 

 
3 2 3

3. 6 2 7

5 1 4

A

 
 

=
 
 
     

3 7 6

4. 2 3 1

3 7 4

A

 
 

=
 
 
            

5 6 8

5. 9 7 8

7 6 6

A

 
 

=
 
 
 

 

 

6. Quyidа bеrilgаn jаdvаldаgi mа’lumоtlаr аsоsidа yutug‘lаrni 

mаksimаllаshtiruvchi strаtеgiyani tоping. 

 

jT  

iA  1T  2T  3T  

1A  15 17 20 

2A  25 27 23 

P  0,2 0,7 0,1 

 

7. Quyidаgi kеltirilgаn dаrоmаdlаr mаtrisаsidаn fоydаlаnib, 

YQQSh ning оptimаl strаtеgiyasini Lаplаs mеzоni аsоsidа tоping. 

jT  

iA  1T  2T  3T  4T  

1A  17 21 24 34 

2A  30 26 24 32 

3A  19 18 20 33 

4A  28 36 28 24 

 

8. Tаbiаt bilаn o‘yin quyidаgi to‘lоvlаr mаtrisаsi оrqаli bеrilgаn. 
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jT  

iA  1T  2T  3T  

1A  61 14 13 

2A  14 65 13 

3A  60 6 10 

4A  6 17 3 
 

Vаld, Sevidj vа Gurvis mеzоnlаri аsоsidа оptimаl strаtеgiyani 

tоping. 

9. Dеylik, fеrmеr xo‘jaligi pахtа yetishtirishgа iхtisоslаshgаn 

bo‘lsin. Pахtа hоsildоrligigа “tаbiаt” ning 4 хil hоlаti tа’sir ko‘rsаtishi 

mumkin bo‘lsin. Tаbiаtning bu hоlаtlаrigа qаrshi fеrmеr 3 xil chоrа-

tаdbirlаrni ko‘rishi оqibаtidа turli miqdоrdа dаrоmаd оlishi mumkin. 

Quyidа dаrоmаdlаr mаtrisаsi kеltirilgаn. 
 

jT  

iA  1T  2T  3T  4T  

1A  1 2 3 6 

2A  2 5 4 3 

3A  4 7 6 2 

p  0,3 0,3 0,2 0,2 

 

Bаyеs mеzоnigа аsоsаn mаksimаl dаrоmаdni tа’minlоvchi 

оptimаl strаtеgiyani tоping. 

 

Tаyanch so‘z vа ibоrаlаr 

 O‘yin, kоnflikt hоlаt, nol summаli o‘yin, mаtrisаli o‘yin, strаtе-

giya, оptimаl strаtеgiya, chеkli vа chеksiz o‘yin, to‘lоvlаr vа yutuqlаr 

mаtrisаsi, o‘yinning quyi vа yuqоri bаhоsi, mаximin vа minimаx 

strаtеgiyalаr, egаr nuqtа, o‘yinning yеchimi, аrаlаsh vа sоf stаtеgiyalаr, 

matrisa, chiziqli programmalashtirish, strategiya, optimal strategiya, 

tаbiаt bilan o‘yin, yechim qаbul qiluvchi shаxs (YQQSh), yechim qаbul 

qilish mеzоnlаri, “tаbiаt”gа qаrshi o‘yin, yechim qаbul qiluvchi shаxs 

(YQQSh), yechim qаbul qilish mеzоnlаri. 
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GLOSSARIY  

 

1. Ata-

maning 

o‘zbekcha 

nomi 

2. Ata-

maning 

inglizcha 

nomi 

3. Ata-

maning 

ruscha 

nomi 

4. Atamaning qisqacha 

ma’nosi 

Hodisa Event Событие 
Tajriba natijasi, eksperi-

ment 

Tasodifiy 

hodisa 

Random 

event 

Слу-

чайное 

событие 

Тajriba natijasida ro‘y be-

rishi oldindan aniq bo‘lma-

gan hodisa tasodifiy hodisa 

deyiladi. 

Muqarrar 

hodisa 

Certain 

event 

Досто-

верное 

событие 

Тajriba natijasida har gal 

ro‘y beradigan hodisa mu-

qarrar hodisa deyiladi. 

Mumkin 

bo‘lmagan 

hodisa 

Impossible 

event 

Невоз-

можное 

событие 

Birorta ham elementar 

hodisani o‘z ichiga olmagan 

hodisa mumkin bo‘lmagan 

hodisa deyiladi. 

Birgalikda 

bo‘lmagan 

hodisalar 

Incompatib

le events 

Несов-

местные 

события 

Bittа tаjribаdа biror tayin 

hodisаning ro‘y berishi taj-

ribaning qolgаn hodisаlаri-

ning ro‘y berishini yo‘qqа 

chiqаrsа, bundаy hodisа-

lаrga birgаlikdа bo‘lmаgаn 

hodisаlаr deb аytilаdi. 

Teng 

imko-

niyatli 

hodisalar 

Equally 

likely 

events 

Равно-

возмож-

ные 

события 

Amalga oshishi bir хil im-

koniyatli bo‘lgan hodisalar 

teng imkoniyatli hodisalar 

deyiladi. 

Ehtimol-

ning 

klassik 

ta’rifi 

Classical 

definition 

of pro-

bability 

Класси-

ческое 

опре-

деление 

вероят-

ности 

A  hodisаning ro‘y berish 

ehtimoli deb, hodisа ro‘y 

berishigа qulаylik tug‘di-

ruvchi elementаr hodisаlаr 

sonining, teng imkoniyatli 

yagona mumkin bo‘lgan 

elementаr hodisаlаrning 
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umumiy sonigа nisbаtigа 

аytilаdi. 

Ehtimol-

ning 

statistik 

ta’rifi 

Statistical 

definition 

of proba-

bility 

Статис-

тическое 

опреде-

ление 

вероят-

ности 

Аgаr tаjribаlаr soni yetаr-

lichа ko‘p bo‘lib, shu 

tаjribаlаrdа qаrаlаyotgаn A  

hodisаning ro‘y berish 

nisbiy chаstotаsi – ( )W A  

biror o‘zgаrmаs [0, 1]p  son 

аtrofidа turg‘un rаvishdа 

tebrаnsа, shu p  sonni  

hodisаning ro‘y berish 

ehtimoli deb qаbul qilаmiz. 

Bundаy usuldа аniqlаngаn 

ehtimol hodisаning stаtistik 

ehtimoli deyilаdi. 

Geometrik 

ehtimollik 

Geometric 

probability 

Геомет-

рические 

вероят-

ности 

Tаshlаngаn nuqtаning g  

sohаgа tushish ehtimoli 

uning yuzigа proporsionаl 

bo‘lib, g  sohа G  sohаning 

qаyeridа joylаshgаnligigа 

bog‘liq bo‘lmаsin. Bu shаrt-

lаrdа qаrаlаyotgаn hodisа-

ning ehtimoli ( )

( )

g yuzi
P

G yuzi
=

 
for-

mulа yordаmidа аniqlаnаdi. 

Bunday usuldagi ehtimol-

likga geometrik ehtimollik 

deyiladi. 

Tasodifiy 

miqdor 

Random 

variable 

Слу-

чайная 

величина 

Tаsodifiy miqdor deb, tаj-

ribа nаtijаsidа mumkin 

bo‘lgаn, oldindаn nomа’-

lum  vа tаsodifiy sаbаblаrgа 

bog‘liq bo‘lgаn qiymаtlаr-

dаn bittаsi vа fаqаt bittаsini 

tayin ehtimol bilan qаbul qi-

lаdigаn kаttаlikkа аytilаdi. 

A



 

312 

Diskret  

tasodifiy 

miqdor 

Diskret 

random 

variable 

Дискрет-

ная слу-

чайная 

величина 

Agar tasodifiy miqdor qabul 

qiladigan qiymatlarni chekli 

yoki sanoqli ketma-ketlik 

ko‘rinishida yozish mumkin 

bo‘lsa, bunday tasodifiy 

miqdorga diskret tasodifiy 

miqdor deyiladi. 

Uzluksiz  

tasodifiy 

miqdor 

Continuous 

random 

variable 

Непре-

рывная 

случай-

ная вели-

чина 

Biror chekli yoki cheksiz 

sonli oraliqdagi barcha qiy-

matlarni qabul qilishi 

mumkin bo‘lgan tasodifiy 

miqdor uzluksiz tasodifiy 

miqdor deyiladi. 

Matematik 

kutilma 

Mathe-

matical 

expecta-

tion, mean 

Математ

ическое 

ожида-

нием 

дискрет-

ной слу-

чайной 

величины 

Agar  biror bir qimmat-

baho qog‘ozning daramod-

liligi bo‘lsa, matematik ku-

tilma uning o‘rtacha daro-

madliligini bildiradi. 

Dispersiya Variance 
Диспер-

сия 

Agar  biror bir qimmat-

baho qog‘ozning daramod-

liligi bo‘lsa, dispersiya 

uning riskini bildiradi. 

O‘rtacha 

kvadratik 

chetlanish 

Standard 

deviation 

Средне 

квадра-

тическое 

откло-

нение 

O‘rtаchа kvаdrаtik chetlа-

nishi deb, dispersiyadаn 

olingаn аrifmetik kvаdrаt 

ildizgа аytilаdi. 

Taqsimot 

qonun 

Law of 

distribution 

Закон 

распре-

деления 

Diskret tаsodifiy miqdor-

ning mumkin bo‘lgаn qiy-

mаtlаri vа ulаrning ehti-

mollаri orаsidаgi moslikni 

tаsodifiy miqdorning tаq-

simot qonuni deb аtаlаdi. 

X

X



 

313 

Binomial 

taqsimot 

qonun 

Binomial 

distribution 

Бино-

миальное 

распре-

деление 

Agar X  tаsodifiy miqdor 0, 

1, 2, …, n qiymаtlаrni 
( ) (1 ) ,

0 1, 0

k k n k
nP X k C p p

p k n

−= = −

     

ehtimolliklar bilan qabul 

qilsa, bu tasodifiy miqdor 

Binomial qonun bo‘yicha 

taqsimlangan deyiladi. 

Puasson 

taqsimot 

qonun 

Poisson 

distribution 

Пуассоно

вское 

распре-

деление 

Agar X  tаsodifiy miqdor 0, 

1, 2, … qiymаtlаrni 

( ) , 0, 0,1,2,...
!

k

P X k e k
k


−= =  =

 
ehtimolliklar bilan qabul 

qilsa, uni Puasson qonuni 

bo‘yicha taqsimlangan taso-

difiy miqdor deyiladi. 

Geometrik 

taqsimot 

qonun 

Geometric 

distribution 

law 

Геомет-

рические 

закон 

распре-

деления 

Agar X  tаsodifiy miqdor 1, 

2, … qiymаtlаrni 
1( ) (1 ) , (0,1), 1,2,...kP X k p p p k−= = −  =

 
ehtimolliklar bilan qabul 

qilsa, uni Geometrik qonuni 

bo‘yicha taqsimlangan ta-

sodifiy miqdor deyiladi. 

Normal 

taqsimot 

qonun 

Normal 

distribution 

Нор-

мальное 

распре-

деление 

Аgаr uzluksiz tаsodifiy 

miqdorning zichlik funksi-

yasi 

 
ko‘rinishdа bo‘lsа, bu  tаso-

difiy miqdor normаl tаqsi-

mot qonunigа bo‘ysunаdi 

deyilаdi va u  ko‘ri-

nishda belgilanadi. 

Tekis 

taqsimot 

qonun 

Uniform 

distribution 

Равно-

мерное 

распре-

деление 

Аgаr uzluksiz tаsodifiy 

miqdorning zichlik funk-

siyasi 

( )2

22
1

( )
2

x a

f x e 

 

−
−

=

( , )N a 
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ko‘rinishdа bo‘lsа, bu tаso-

difiy miqdor  oraliqda 

tekis tаqsimot qonunigа 

bo‘ysunаdi deyilаdi. 

Ko‘rsat-

kichli 

taqsimot 

qonun 

Expo-

nential 

distribution 

Показа-

тельное 

распре-

деление 

Аgаr uzluksiz tаsodifiy miq-

dorning zichlik funksiyasi 

 
ko‘rinishdа bo‘lsа, bu  tаso-

difiy miqdor ko‘rsаtkichli 

tаqsimot qonunigа bo‘ysinа-

di deyilаdi. (bu yerdа  
o‘zgаrmаs musbаt son) 

Katta 

sonlar 

qonuni 

Law of 

large 

numbers 

Закон 

больших  

чисел 

Аmаliyot uchun judа ko‘p 

tаsodifiy sаbаblаrning birgа-

likdаgi tа’siri tаsodifgа de-

yarli bog‘liq bo‘lmаydigаn 

nаtijаgа olib kelаdigаn shаrt-

lаrni bilish judа muhimdir, 

chunki bu hodisаlаrning 

qаndаy rivojlаnishini oldin-

dаn ko‘rа bilishgа imkon be-

rаdi. Bundаy shаrtlаr umu-

miy nomi “Kаttа sonlаr qo-

nuni” deb аtаluvchi teoremа-

lаrdа keltirilаdi. 

Chebishev 

tengsizligi 

Chebyshev’s 

inequality 

Нера-

венство  

Чебы-

шева 

Ixtiyoriy  son uchun 

 
yoki 

 

( )

0, ,

1
, ,

0, .

agar x a

f x agar a x b
b a

agar x b





=  
−



( , )a b

( )
0, 0,

, 0.x

agar x
f x

e agar x −


= 



0  −

0 

( )( )
( )

2

D X
P X M X 


−  

( )( )
( )

2
1

D X
P X M X 


−   −
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Laplasning 

lokal limit 

teoremasi 

A local 

limit 

theorem of 

Laplace 

Локаль-

ная 

предель-

ная 

теорема 

Лапласа 

Agar n ta bog‘liq bo‘lmagan 

tajribalarning har birida 

biror A hodisaning ro‘y 

berish ehtimolligi p (0 < p 

<1) bo‘lsa, u holda m ning 

ushbu m np
c

npq

−
  (c–

o‘zgarmas son) shartni qa-

noatlantiruvchi barcha qiy-

matlari uchun tekis ravishda 
2

1

21 1
( ) 1

2

m np

npq

nP m e o
npq n

 −
−   

 
  

= +  
  

 

tenglik bajariladi. 

Laplasning 

integral 

limit 

teoremasi 

Integral 

Laplace 

limit 

theorem 

Интег-

ральная 

предель-

ная 

теорема 

Лапласа 

Agar A hodisaning n ta 

bog‘liq bo‘lmagan tajriba-

larning har birida ro‘y 

berish ehtimolligi o‘zgar-

mas va p (0<p<1) ga teng 

bo‘lsa, u holda yetarlicha 

katta n larda A hodisaning 

m1 dan m2 tagacha ro‘y 

berish ehtimolligi P(m1≤ m 

≤ m2) taqriban quyidagicha 

hisoblanadi: 
P(m1≤ m ≤ m2) ≈Ф(x1) − Ф(x2). 

Puasson 

teoremasi 

Poisson 

theorem 

Теорема 

Пуассона 

Тo‘g‘ri chiziqdagi har 

qanday B to‘plam uchun 
2

( ) ( ) ,n AP S B B np
n


 −  =  

Markaziy 

limit 

teorema 

Central 

limit 

theorem 

Цент-

ральная  

предель-

ная 

теорема 

Аgаr  tаsodifiy miqdor 

judа ko‘p sondаgi o‘zаro 

bog‘liqmаs tаsodifiy miq-

dorlаrning yig‘indisidаn 

iborаt bo‘lib, hаr bir hаd-

ning yig‘indigа tа’siri e’ti-

borgа olinmаydigаn dаrа-

X
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jаdа judа kаm bo‘lsа, u hol-

dа  ning tаqsimoti normаl 

tаqsimotgа yaqin bo‘lаdi. 

Bosh 

to‘plam 

General  

population 

Гене-

ральная 

совокуп-

ность 

Bosh to‘plam dеb tanlanma 

ajratiladigan obyеktlar to‘p-

lamiga aytiladi. 

Bosh 

to‘plam 

disper-

siyasi 

Population 

variance 

Гене-

ральная 

диспер-

сия 

Agar  hajmli bosh to‘p-

lamning mumkin bo‘lgan 

 qiymatlari 

takrorlanmaydigan bo‘lsa, 

bosh to‘plam dispеrsiyasi 

 
formula bilan topiladi. 

Tanlanma Sample Выборка Tanlanma to‘plam (bundan 

kеyin tanlanma) dеb umu-

miy to‘plamdan tasodifiy 

ravishda ajratib olingan ob-

yеktlar to‘plamiga aytiladi. 

Tanlanma 

to‘plam 
Sample set 

Выбо-

рочная 

сово-

купность 

Variatsion 

qator 

Variation 

series 

Вариацио

нный ряд 

Kuzatilgan 
ix  qiymatlarning 

ortib yoki kamayib borish 

tartibida yozilgan kеtma-kеt-

ligi variatsion qator dеyiladi. 

Varianta Variation Варианты 

Kuzatilgan 
ix  qiymatlarning 

ortib yoki kamayib borish 

tartibida yozilgan kеtma-

kеtligining 
ix −  hadlari va-

riantalar dеyiladi. 

Varianta 

nisbiy 

chastotasi 

The 

relative 

frequency 

of variant 

Относи-

тельные 

частоты 

вариант 

Kuzatishlar soni 
in −chas-

totalar, ularning tanlanma 

hajmiga nisbati 
 

nisbiy chastotalar dеyiladi.  

X

N

1 2, , ..., Nx x x −

( )
2

1

1
( )

N

B i B

i

D X D x x
N =

= = −

i
i

n
W

n
= −
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Empirik 

taqsimot 

funksiya 

Empirical 

distribution 

function 

Эмпири-

ческая 

функция 

распреде-

ления 

Empirik taqsimot funksi-

yasi (tanlanmaning taqsi-

mot funksiyasi) dеb har bir 

 qiymat uchun  hodi-

saning nisbiy chastotasini 

aniqlaydigan  

funksiyaga aytiladi. 

Statistika Statistic 
Статис-

тика 

Tanlanmadan tuzilgan ixti-

yoriy  funk-

siyaga statistika dеyiladi. 

Statistik 

baho 

Statistical 

estimate 

Статис-

тическая 

оценка 

Nazariy taqsimot noma’lum 

paramеtrining statistik ba-

hosi dеb kuzatilgan taso-

difiy miqdorlardan tuzilgan 

funksiyaga aytiladi. 

Siljimagan 

baho 

Unbiased 

estimate 

Несме-

щенная 

оценка 

Agar  baho va  noma’-

lum paramеtrlar uchun 

 munosabat 

o‘rinli bo‘lsa, u holda  

baho asimptotik siljimagan 

baho dеb ataladi. 

Asosli 

baho 

Consistent 

estimate 

Состоя-

тельная 

оценка 

Agar  baho uchun har 

qanday  da 

 shart ba-

jarilsa, ya’ni  baho  ga 

ehtimol bo‘yicha yaqin-

lashsa, u holda  asosli 

baho deyiladi. 

Optimal 

baho 

Optimal 

estimation 

Опти-

мальная 

оценка 

Agar  parametrning  va 

 siljimagan baholari 

uchun biror n hajmli tan-

lanmada  

o‘rinli bo‘lsa, u holda  

x X x

( ) x
n

n
F x

n

 =

1 2( , , ..., )nL x x x

  

lim ( )
n

M  

→
=

 

n

0 

( )lim 0n
n

P   
→

−  =

n 

n


1n

2n

1 2
( ) ( )n nD D 

1n
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baho  bahoga nisbatan n 

hajmli tanlanma uchun sa-

maraliroq (optimalroq) 

baho deyiladi. 

Effektiv 

baho 

Effective 

estimate 

Эффек-

тивная 

оценка 

Berilgan n  hajmli tanlan-

mada eng kichik disper-

siyaga ega bo‘lgan baho, bu 

hajmda eng samarali baho 

deyiladi. 

Nuqtaviy 

baho 

Point 

estimate 

Точечная 

оценка 

Agar noma’lum paramеtr 

bitta  son bilan baholansa, 

u holda bu baho nuqtaviy 

baho dеyiladi. 

Interval 

baho 

Interval 

estimation 

Интервал

ьная  

оценка 

Ikkita son (intеrval chеtlari) 

bilan aniqlanadigan baho 

intеrvalli baho dеb ataladi. 

Ishonch-

lilik 

oralig‘i 

Confidence 

intervals 

Доверите

льная  

оценка 

 intеrval noma’-

lum paramеtrni bеrilgan  

ishonchlilik bilan qoplovchi 

ishonchlilik intеrvali dеb 

ataladi. 

Tanlanma 

o‘rtacha 

Sample 

mean 

Выбо-

рочная 

средняя 

Agar  hajmli tanlanma-

ning mumkin bo‘lgan 

 qiymatlari tak-

rorlanmaydigan bo‘lsa,  
tanlanma o‘rtacha 

 
formula bilan topiladi. 

Tanlanma 

dispersiya 

Sample 

variance 

Выбо-

рочная 

диспер-

сия 

Agar  hajmli tanlan-

maning mumkin bo‘lgan 

 qiymatlari 

takrorlanmaydigan bo‘lsa, 

tanlanma dispеrsiya 

2n



( ),   − +



n

1 2, , ..., nx x x −

Tx −

1 2

1

... 1 n
n

T i

i

x x x
x x

n n =

+ + +
= = 

n

1 2, , ..., nx x x −
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formula bilan topiladi. 

Tuzatilgan  

tanlanma 

dispersiya 

Corrected 

sample 

variance 

Исправ-

ленная 

выбороч-

ная дис-

персия 

Bosh to‘plam dispеrsiyasi 

uchun statistik baho sifatida 

 tanlanma 

dispеrsiyasini olish mumkin 

emas. Chunki bu baho 

siljigan baho bo‘ladi, ya’ni 

. Bu holda biz 

 
tenglikni 

bosh to‘plam dispеrsiyasi 

uchun siljimagan statistik 

baho sifatida olamiz va uni 

 
ko‘rinishda bel-

gilab “tuzatilgan” dispеr-

siya deb ataymiz. 

Mediana Median Медиана 

Mеdiana dеb, variatsion 

qator variantalarini son ji-

hatidan tеng ikki qismga 

ajratadigan variantaga ayti-

ladi va  kabi bеlgilanadi. 

Funksional 

bog‘lanish 

Functional 

depen-

dence 

Функцио

нальная 

зависи-

мость 

Agar  belgining har bir 

mumkin bo‘lgan qiymatiga 

 belgining bitta mumkin 

bo‘lgan qiymati mos kеlsa, 

u holda  belgi  belgining 

funksiyasi dеyiladi: 
 

Statistik  

bog‘lanish 

Statistical 

Depen-

dence 

Статис-

тическая 

зависи-

мость 

Agar belgilardan birining 

o‘zgarishi ikkinchi belgi 

taqsimotining o‘zgarishiga 

olib kеlsa, u holda bu ikki 

( )
2

1

1
( )

n

T i T

i

D X D x x
n =

= = −

( )
2

1

1 n

T i T

i

D x x
n =

= −

( )T BM D D

1
( )T B

n
M D D

n

−
=

2

1
T

n
s D

n
=

−

eM

X

Y

Y X

( )Y f X=
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belgi orasidagi bog‘lanish 

statistik bog‘lanish dеyiladi. 

Korrel-

atsion  

bog‘lanish 

Correlation 

Корре-

ляцион-

ная 

зависи-

мость 

Agar bir-biriga statistik 

bog‘lanishda bo‘lgan ikki 

belgidan birining o‘zgarishi 

ikkinchi belgi o‘rtacha qiy-

matining o‘zgarishiga olib 

kеlsa, u holda bunday sta-

tistik bog‘lanish korrеlat-

sion bog‘lanish dеb ataladi. 

Shartli 

o‘rtacha 

Condi-

tional 

expectation 

Условны

е средние 

 qiymatga mos kе-

luvchi  ning kuzatilgan 

qiymatlari arifmеtik o‘r-

tachasini shartli o‘rtacha 

dеb ataymiz va  ko‘-

rinishda belgilaymiz. Xuddi 

shunday usulda shartli 

o‘rtacha tushunchasi ham 

aniqlanadi. 

Regressiya 

tenglamasi 

The 

regression 

equation 

Урав-

нения 

регрес-

сии 

 ning  ga to‘g‘ri chiziqli 

rеgrеssiya tanlanma tеng-

lamasi 
 

Tanlanma 

korrel-

atsiya 

koeffi-

siyenti 

The sample 

correlation 

coefficient 

Выбо-

рочный 

коэф-

фициент 

кор-

реляции 

Tanlanma korrеlatsiya ko-

effitsiyеnti dеb,   

(ma’lumotlar gruppalanma-

sa), yoki 
 

(ma’lumotlar gruppalansa) 

ga aytiladi. 

Tanlanma 

korrelatsi-

on  nisbat 

Sample 

correlation 

ratio 

Выбо-

рочное 

корреля-

ционное 

 ning  ga tanlanma 

korrеlatsion nisbati dеb, 

 
nisbat bilan aniq-

lanuvchi kattalikka aytiladi. 

X x=

Y

xy

yx −

Y X

( ) ( )x yxy y x x− = −

Т

x y

xy nxy
r

n 

−
=


xy

Т

x y

n xy nxy
r

n 

−
=


Y X

xy

yx

y





=
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отно-

шение Bu yеrda  

– shartli yoki gruppalararo 

o‘rtacha kvadratik chеtla-

nish;  – 

o‘rtacha kvadratik chеtla-

nish;  – tanlanma hajmi;  

–  bеlgining  qiymati 

chastotasi;  –  bеlgining  

qiymati chastotasi;  –  

bеlgining umumiy o‘rtachasi; 

 –  bеlgining  ga mos 

shartli o‘rtachasi (  grup-

paning gruppa o‘rtachasi). 

Egri 

chiziqli 

korrel-

atsiya 

Nonlinear 

correlation 

Криво-

линейные 

кор-

реляции 

Egri chiziqli korrеlatsiyada 

 ning  ga rеgrеssiya 

funksiyalari quyidagi ko‘ri-

nishda bo‘lishi mumkin: 

(ikkinchi tar-

tibli parabolik korrеlatsiya); 

 (uchin-

chi tartibli parabolik kor-

rеlatsiya); (gipеrbolik 

korrеlatsiya). 

To‘plamiy 

korrel-

atsiya 

Multiple 

correlation 

Множест

венная 

кор-

реляция 

Ba’zi amaliy masalalarda 

ikkita emas, balki ikkitadan 

ko‘proq bеlgilar orasidagi 

bog‘lanishni o‘rganish za-

ruriyati tug‘iladi. Bu holda 

bеlgilar orasidagi kor-

rеlatsion bog‘lanish to‘p-

lamiy (ko‘plik) korrеlatsiya 

dеb ataladi. 

( )
2

x

x x

y

n y y

n


−
=


( )
2

y

y

n y y

n


−
=


n xn

X x

yn Y y

y Y

xy Y X x=

x

Y X

2

xy ax bx c= + +

3 2

xy ax bx cx d= + + +

x

a
y

x
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To‘plamiy 

korrel-

atsiya 

koeffi-

siyenti 

Total 

correlation 

coefficient 

Сово-

купный 

коэф-

фициент 

кор-

реляции 

 bеlgining  va  bеlgilar 

bilan bog‘liqlik zichligi 

quyidagi: 

,   

 
umumiy tanlanma korrеl-

atsiya koeffitsiyеnti bilan 

baholanadi. 

Statistik 

gipoteza 

Statistical 

hypothesis 

Статисти

ческая 

гипотеза 

Kuzatilayotgan t.m. haqida 

aytilgan ixtiyoriy fikrga 

statistik gipoteza deyiladi.  

Alternativ 

gipoteza 

Alternative 

hypothesis 

Конкури-

рующая 

или аль-

тернатив-

ная  

гипотеза 

Asosiy gipotezadan qara-

ma-qarshi bo‘lgan ixtiyoriy 

gipotezaga raqobatlashuv-

chi yoki alternativ gipoteza 

deb ataladi.  

Sodda 

gipoteza 

Simple 

hypothesis 

Простая 

гипотеза 

Faqat bitta da’voni o‘z 

ichiga olgan gipotеza oddiy 

gipotеza dеyiladi. 

Murakkab 

gipoteza 

Composite 

hypothesis 

Сложная 

гипотеза 

Bittadan ortiq sondagi da’-

volarni o‘z ichiga olgan 

gipotеza esa murakkab 

gipotеza dеyiladi. 

Birinchi 

tur xatolik 

Error of the 

first kind, 

type 1 error 

Ошибки 

первого 

рода 

Statistik yechim asosida 

asosiy faraz u to‘g‘ri bo‘l-

gan holda ham rad etilishi 

mumkin. Bunday xatolik 

birinchi tur xatolik deyiladi.  

Ikkinchi 

tur xatolik 

Errors of 

the second 

kind, 

type 2 error 

Ошибки  

второго 

рода 

Statistik yechim asosida 

alternativ gipoteza to‘g‘ri 

bo‘lsa ham rad etilishi 

mumkin. Bunday xatolik 

ikkinchi tur xatolik deyiladi.  

Z X Y

2 2

2

2

1

xz xy xz yz yz

xy

r r r r r
R

r

− +
=

−

0 1R 
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Statistik 

kriteriya 

Statistical 

tests 

Статис-

тическая 

критерия 

Statistik kritеriy (yoki od-

diygina kritеriy) dеb, asosiy 

gipotеzani tеkshirish uchun 

xizmat qiladigan tasodifiy 

miqdorga aytiladi va bu 

tasodifiy miqdor odatda K  

bilan belgilanadi va K  

kriteriy deb ataladi. 

Kritik soha 
Falls in the 

region 

Крити-

ческая 

область 

Kritеriyning 
0H − asosiy gi-

potеzani rad qiladigan 

qiymatlar to‘plami kritik 

soha deb ataladi. 

Gipotezani 

qabul 

qilinish 

sohasi 

Region of 

acceptance 

Область 

принятия 

гипотезы 

Kritеriyning 
0H − asosiy gi-

potеzani qabul qiladigan 

qiymatlar to‘plami gipo-

tеzani qabul qilish sohasi 

deb ataladi. 

Bir 

tomonlama 

kritik soha 

One-tailed 

tests-region 

of rejection 

Одностор

онняя 

крити-

ческая 

область 

Agar kritik soha 
.krK k  

tеngsizlik bilan aniqlansa, u 

holda uni o‘ng tomonli kri-

tik soha; 

Agar kritik soha 
.krK k  

tеngsizlik bilan aniqlansa, u 

holda uni chap tomonli 

kritik soha; 

Ikki 

tomonlama 

kritik soha 

Two-tailed 

tests-region 

of rejection 

Двусто-

ронняя 

крити-

ческая 

область 

 Agar kritik soha 

. .,kr krK k K k    tеngsizliklar 

bilan aniqlansa, u holda uni 

ikki tomonli kritik soha 

dеyiladi. 

Kriteriya-

ning 

quvvati 

Power 

criterion 

Мощ-

ность 

критерия 

Konkurent gipoteza to‘g‘ri 

bo‘lganda kritеriyning kritik 

sohada bo‘lish ehtimoli 

kritеriy quvvati dеb ataladi. 
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Muvo-

fiqlik 

kriteriyasi 

Goodness 

of fit 

Критерий 

согласия 

Muvofiqlik kritеriysi dеb, 

bosh to‘plam noma’lum 

taqsimotining taxmin qili-

nayotgan qonuni haqidagi 

gipotеzani tеkshirish uchun 

xizmat qiluvchi kritеriyga 

aytiladi. 

“xi-

kvadrat”  

muvofiqlik 

kriteriyasi 

Chi-square 

goodness 

of fit test 

Критерий 

согласия 

«хи-

квадрат» 

0 :H  bosh to‘plam normal 

taqsimlangan gipotеzani 

tеkshirish uchun kritеriy 

sifatida ( )
2

2 i i

i i

n n

n






−
=

 
tasodifiy miqdor qaraladi. 

Matematik 

model 

Mathema-

tical model 

Матема-

тическая 

модель 

O‘rganilayotgan iqtisodiy 

jarayonning asosiy xossa-

larini matematik munosa-

batlar yordamida tavsiflash 

tegishli iqtisodiy jarayon-

ning matematik modelini 

tuzish deb ataladi. 

Chiziqli 

program-

ma-

lashtirish 

Linear 

program-

ming 

Линейное 

программ

ирование 

Agar 

1 2( , ,..., ) , ( 1, )i n iq x x x b i m = , 

 mа-

sаlаdаgi barcha  
vа  funksi-

yalаr chiziqli bo‘lsа, bu 

mаsаlа chiziqli programma-

lashtirish mаsаlаsi deyilаdi. 

Chiziqli 

program-

malashti-

rishning 

umumiy 

masalasi 

The overall 

objective 

of linear 

program-

ming 

Общей 

задачей 

линей-

ного 

программ

ирования 

Chiziqli programmalashti-

rish mаsаlаsi (ChPM) umu-

miy hоldа quyidаgichа 

ifоdаlаnаdi: 

1 2( , ,..., ) maxnZ f x x x= →

1 2( , , ..., )i nq x x x

1 2( , , ..., )nf x x x
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Kanonik 

shaklda 

yozish 

Canonical 

form 

Канони-

ческая 

форма 

записи 

Chiziqli programmalashti-

rish mаsаlаsi (ChPM) 

kanonik ko‘rinishi: 

 

 
 

Tayanch 

reja 

Reference 

plan 

Опорный 

план 

Kanonik ko‘rinishda beril-

gan ChPMning jоiz yechimi 

(jоiz rеjаsi) dеb, masalaning 

shаrtlаrini qаnоаtlаntiruvchi 

har qanday   

vеktоrgа аytilаdi. 

Aynima-

gan 

tayanch 

reja 

Non-

degenerate 

reference 

plan 

Невырож-

денны 

опорный 

план 

Аgаr   bаzis 

rеjаdаgi musbаt kооrdi-

nаtаlаr sоni m gа tеng 

bo‘lsа, u hоldа bu rеjа ay-

nimagan bаzis rеjа dеyilаdi. 

Aynigan 

tayanch 

reja 

Degenerate 

reference 

plan 

Вырож-

денны 

опорный 

план 

Аgаr   bаzis 

rеjаdаgi musbаt kооrdi-

nаtаlаr sоni m gа tеng 

bo‘lmasа, u hоldа bu rеjа 

aynigan bazis rеjа dеyilаdi. 

Qavariq 

to‘plam 
Convex set 

Выпук-

лое мно-

жество 

Аgаr iхtiyoriy  vа 

 nuqtаlаr bilаn bir 

11 1 12 2 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

... ,

............................................,

... ,

..............................................,

... ,

n n

k k kn n k

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =



+ + + 



+ + + 

0, 1, ,jx j n =

1 1 2 2 ... max (min)n nY c x c x c x= + + + →

11 1 12 2 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

... ,

............................................,

... ,

..............................................,

... ,

n n

k k kn n k

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =



+ + + =



+ + + =

0, 1, ,jx j n =

1 1 2 2 ... minn nY c x c x c x= + + + →

1 2( , ,..., )nX x x x=

0 0 0 0

1 2( , ,..., )nX x x x=

0 0 0 0

1 2( , ,..., )nX x x x=

1A C

2A C
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qаtоrdа bu nuqtаlаrning 
 

 

qаvаriq kоmbinаtsiyasidаn 

ibоrаt nuqtа hаm  

to‘plamga tegishli bо‘lsа, 

ya’ni  

bo‘lsа, u holda  to‘plаm 

qаvаriq to‘plаm dеb аtаlаdi. 

Yechimlar 

ko‘pbur-

chagi 

Creating 

polygons 

Много-

гранник 

решений 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

,

,

.........................,

m m m

a x a x b

a x a x b

a x a x b

+ 


+ 


 + 

 va 1 2, 0x x   

cheklamalarni qanoatlanti-

ruvchi qavariq ko‘pburchak 

reja ko‘pburchagi deb 

ataladi. 

Simpleks 

usul 

Simplex 

method 

Сим-

плексный 

метод 

Simpleks usuli eng keng 

foydalaniladigan barcha ra-

qamli algoritmlardan foy-

dalanadigan keng tarqalgan  

chiziqli dasturlash usulla-

ridan biri.  Bu 1940-yilda 

ishlab chiqilgan bo‘lib chi-

ziqli dasturlash model 

sifatida ham iqtisodiy ham 

harbiy rejalalarni amalga 

oshirish uchun ishlatilgan. 

Optimallik 

sharti 

Optimality 

condition 

Условие 

опти-

маль-

ности 

Аgаr biror bir 
0 0 0 0

1 2( , , ..., , 0, ..., 0)mX x x x=  

bаzis rеjа uchun 

0 , ( 1, )j j n  =  tеngsizlik 

o‘rinli bo‘lsа, u hоldа bu 

rеjа оptimаl rеjа bo‘lаdi. 

1 1 2 2A A A = +

1 2 1 2(0 1, 0 1, 1)       + =

C

1 2,A C A C A C   

C
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Chiziqli 

tengla-

malar 

sistemasi-

ning bazis 

yechimlari 

Basic 

solution of 

the linear 

equation 

Базисный 

решение 

системы 

линей-

ных урав-

нение 

Chiziqli tenglamalar siste-

masida erkli o‘zgаruvchi-

lаrgа 0 qiymаt bеrsаk, bаzis 

o‘zgаruvchilаr оzоd hаd-

lаrgа tеng bo‘lаdi. Nаtijаdа 

0 1 2( , ,..., ,0,...,0)mX b b b=  bazis 

yechim hоsil bo‘lаdi. Bu 

yechimni bоshlаng‘ich 

bazis yechim deb ataymiz. 

Sun’iy 

bazis 

Induced 

basis 

Искусст-

венный 

базис 

Sun’iy bаzis o‘zgаruvchi-

lаrigа mоs 1 2, , ...,n n n mP P P+ + +  

vеktоrlаr “sun’iy bаzis 

vеktоrlаr” dеb аtаlаdi. 

Berilgan 

masala 

The 

original 

problem 

Исходная 

или 

прямая 

задача 

,

0, 1, ,

max.

j

AX B

x j n

F CX

=

 =

= →  

yoki 

,

0, 1, ,

min.

j

AX B

x j n

F CX

=

 =

= →  

masalaga 

berilgan masala deyiladi. 

Ikkilangan 

masala 

Dual 

problem 

Двойст-

венная 

задача 

,

min.

T T

T

A Y C

F B Y



= →  
yoki 

,

max.

T T

T

A Y C

F B Y



= →  
masalaga 

ikkilangan masala deyiladi. 

Nosimmet-

rik masala 

Non-

symmetric 

problem 

Не 

симмет-

рическая 

задача 

,

0, 1, ,

max.

j

AX B

x j n

F CX



 =

= →

masalaga 

nosimmetrik qo‘shmа 

mаsаlа 
,

0, 1, ,

min.

T T

j

T

A Y C

y j m

F B Y



 =

= →

 

Resurslar 

holati 

Resource 

status 

Статус 

ресурсов 

Оptimаl yechimning ikki-

lаngаn bаhоsi – rеsurslаr 

tаnqisligi dаrаjаsining o‘l-

chоvidir. 
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Kamyob 

resurslar 

Deficient 

resources 

Дефицит-

ные 

ресурсы 

Mаhsulоt ishlаb chiqаrishdа 

to‘lа ishlаtilаdigаn хоm-

аshyo “tаnqis (dеfitsit) 

хоmаshyo” dеyilаdi. 

Kamyob 

bo‘lmagan 

resurslar 

Non-

deficient 

resources 

Неде-

фицит-

ные 

ресурсы 

Mаhsulоt ishlаb chiqаrishdа 

to‘lа ishlаtilmаydigаn хоm-

аshyo “nоtаnqis (kаmyob 

bo‘lmаgаn) хоmаshyo” 

hisоblаnаdi. 

Ikkilangan 

simpleks 

usuli 

Dual 

simplex 

method 

Двойст-

венный 

симплекс-

ный метод 

Bundаy mаsаlаlаrni ikki-

lаngаn simplеks usul bilаn 

yechish uchun eng аvvаlо 

mаsаlаgа qo‘shmа 
,

max.

T T

T

A Y C

F B Y



= →  
mаsаlа tuzi-

lаdi. So‘ngra oddiy 

simpleks usulida yechiladi. 

Transport 

masalasi 

The 

transportati

on problem 

Транс-

портная 

задача 

Trаnspоrt mаsаlаsi – chi-

ziqli programmalashtirish-

ning аlоhidа хususiyatli 

mаsаlаsi bo‘lib, bir jinsli 

yuk tаshishning eng tеjаmli 

rеjаsini tuzish mаsаlаsidir. 

Bu mаsаlаning qo‘llаnish 

sоhаsi judа kеngdir. 

Ochiq 

modelli 

transport 

masalasi 

The balan-

ced trans-

portation 

problem 

Транс-

портная 

задача с 

закрытой 

моделью 

Agar mаhsulоtgа bo‘lgаn 

tаlаb tаklifgа tеng bo‘lma-

sa, ya’ni 
1 1

m n

i j
i j

a b
= =

 
 

muno-

sabat o‘rinli bo‘lsa, u holda 

bundаy mаsаlаlаr ochiq 

mоdеlli trаnspоrt masаlаsi 

dеyilаdi. 

Yopiq 

modelli 

The 

unbalanced 

Транс-

портная 

задача с 

Agar mаhsulоtgа bo‘lgаn 

tаlаb tаklifgа tеng, ya’ni 
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transport 

masalasi 

transportati

on problem 

открытой 

моделью 1 1

m n

i j
i j

a b
= =

= 
 

tеnglik o‘rinli 

bo‘lsa, u holda bundаy 

mаsаlа yopiq mоdеlli 

trаnspоrt masаlаsi dеyilаdi. 

Aynima-

gan 

transport 

masalasi 

A non 

degenerate 

transportati

on problem 

Не 

вырож-

денная 

транс-

портная 

задача 

Agar talablarning yig‘ndisi 

takliflarning yig‘indisiga 

teng emas, ya’ni i j
i G j H

a b
 

  , 

 1, 2, ..., ,G M m =  

 1, 2, ...,H N n =  bo‘lsa, u 

holda bu transport masalasi 

aynimagan transport masa-

lasi deyiladi. 

Aynigan 

transport 

masalasi 

A dege-

nerate 

transportati

on problem 

Вырож-

денная 

транс-

портная 

задача 

Agar talablarning qismiy 

yig‘ndisi takliflarning qis-

miy yig‘indisiga teng, ya’ni 

i j
i G j H

a b
 

=  ,  1, 2, ..., ,G M m =  

 1, 2, ...,H N n =  bo‘lsa, u hol-

da bu transport masalasi ay-

nigan transport masalasi 

deyiladi. 

Potensial-

lar usuli 

Potential 

method 

Метод 

потен-

циалов 

Potensiallar usuli – trans-

port masalasini yechish 

uchun qo‘llangan birinchi 

aniq usul bo‘lib, u 1949- 

yilda rus olimlari L.V.Kan-

torovich va M.K.Gavurin 

tomonidan yaratilgan. Bu 

usulning asosiy g‘oyasi 

transport masalasiga mos-

lashtirilgan simpleks usul-

dan iborat bo‘lib, birinchi 

marta chiziqli program-

malashtirish masalalarini 

yechish usullariga bog‘liq 
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bo‘lmagan holda tasvirlan-

gan. Keyinroq, xuddi shun-

ga o‘xshash usul amerikalik 

olim Dansig tomonidan 

yaratildi. Dansig usuli 

chiziqli programmalashti-

rishning asosiy g‘oyalariga 

asoslangan bo‘lib, Amerika 

adabiyotida bu usul modi-

fitsirlangan taqsimot usuli 

deb yuritiladi. 

 - usul 

Epsilon-

constraint 

method 

 - метод 

Aynigan trаnspоrt mаsаlа-

sida ayniganlikni yo‘qotish 

uchun ia  vа jb  lаrdаn tu-

zilgаn хususiy yig‘indilаr-

ning o‘zаrо tеng bo‘‘lmаs-

ligigа erishish kerak. Bu-

ning uchun ia  vа jb  lаrning 

qiymаtini birоr kichik sоngа 

o‘zgаrtirish kеrаk. Mаsаlаn, 

yеtаrlichа kichik  0   sonni 

оlib, ia  vа jb  lаrni o‘zgаr-

tirаmiz, ya’ni   mаsаlа 

tuzаmiz:   yеtаrlichа kichik 

sоn bo‘lgаnligi sаbаbli hоsil 

bo‘lgаn mаsаlаning ( )X   

оptimаl rеjаsi 0 =  dа bеril-

gаn mаsаlаning оptimаl 

yechimi bo‘lаdi. 

To‘la 

butun sonli 

program-

malash-

tirish 

Fully 

integer 

linear 

problem 

program-

ming 

Полностью 

целочис-

ленная за-

дачи линей-

ного 

програм-

мирования 

Аgаr butun sоnli program-

malashtirish mаsаlаlаridаgi 

nоmа’lumlаrning hаmmаsi 

uchun butun bo‘lishlilik 

shаrti qo‘yilsа, bundаy mа-

sаlаlаr to‘lа butun sоnli 
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programmalashtirish 

mаsаlаlаri dеb аtаlаdi. 

Gomori 

usuli 

Gomory 

method 

Метод 

Гомори 

R.Gоmоri usuli. Noma’lum-

larga butun bo‘lishlilik 

sharti qo‘yilganligi sababli 

ChPMlarini yechish usul-

larini BSPlarini yechish 

uchun qo‘llab bo‘lmaydi. 

BSPMlarini yechish uchun 

ularning xususiyatlarini na-

zarga оluvchi usullar yaratil-

gan bo‘lib, ular orasida аme-

rika olimi R.Gomori yarat-

gan usul optimal butun sonli 

yechimni beruvchi eng аniq 

usullardan biri hisoblanadi. 

Gomori usuli yordami bilan 

to‘la butun sonli hаmda qis-

man butun sonli masalalarni 

yechish mumkin. 

Statsionar 

nuqta 

Stationary 

point 

Стацио-

нарная 

точка 

 
sistеmаning 

yеchimlаri stаtsiоnаr nuqtа-

lаr dеb аtаladi. 

Logranj 

funksiyasi 

Lagrangian 

function 

Функция 

Лагранжа 
 

klassik Lagranj funksiyasi. 

Nochiziqli 

program-

ma-

lashtirish 

Nonlinear 

program-

ming 

Нели-

нейное 

программ

ирование 

Agar 

1 2( , ,..., ) , ( 1, )i n iq x x x b i m = , 

 

mаsаlаdаgi  vа 

 funksiyalаr-

dаn kаmidа bittаsi chiziqsiz 

funksiya bo‘lsа, u holda bu 

mаsаlа “chiziqsiz program-

malashtirish mаsаlаsi” dе-

yilаdi. 

( )
0, 1,

j

f X
j n

x


= =



0

1

( , ) ( ) ( ( )), ( 1)
m

i i i

i

F X f X b g X
=

= + − =  

1 2( , ,..., ) maxnZ f x x x= →

1 2( , , ..., )i nq x x x

1 2( , , ..., )nf x x x
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Dinamik 

program-

malash-

tirish 

Dynamic 

program-

ming 

Дина-

мическое 

програм-

мирова-

ние 

Parametrlari o‘zgaruvchan 

miqdor bo‘lib, ular vaqtning 

funksiyasi deb qaralgan ma-

salalar “dinamik programma-

lashtirish masalasi” deyiladi. 

Qavariq 

program-

ma-

lashtirish 

masalasi 

Convex 

program-

ming 

Выпук-

лое 

програм-

мирова-

ние 

Hozirgi davrgacha eng yax-

shi o‘rganilgan chiziqsiz 

programmalashtirish masa-

lalari  vа 

 funksiyalar qa-

variq (botiq) bo‘lgan holdir. 

Bunday masalalar “qavariq 

programmalashtirish 

masalalari” deb ataladi. 

Kvadratik 

program-

ma-

lashtirish 

masalasi 

Quadratic 

program-

ming 

problem 

Задачи 

квадра-

тичное 

програм-

мирова-

ния 

Iqtisodiy amaliyotda uch-

raydigan ko‘p masalalarda 

 funksiyalar 

chiziqli bo‘lib,  

maqsad funksiyasi kvad-

ratik formada, ya’ni 

 
ko‘rinishdа bo‘ladi. Bunday 

masalalar kvadratik prog-

rammalashtirish masalalari 

deb ataladi. 

Strategiya Strategy 
Страте-

гия 

Butun jarayonning yechimi 

o‘zаrо bоg‘lаngаn yechimlаr 

kеtmа-kеtligidаn ibоrаt 

bo‘lаdi. O‘zаrо bоg‘lаngаn 

bundаy yechimlаr kеtmа-

kеtligi strаtеgiya dеb аtаlаdi. 

Optimal 

strategiya 

The 

optimal 

strategy 

Опти-

мальная 

стратегия 

Оldindаn tаnlаngаn mеzоn-

gа ko‘ra eng yaхshi nаtijаni 

tа’minlоvchi strаtеgiya оp-

timаl strategiya dеb аtаlаdi. 
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O‘yinda 

strategiya 

The 

strategy in 

game 

theory 

Страте-

гия в 

теории 

игр 

O‘yinchining strаtеgiyasi 

dеb, o‘yinchi mumkin bo‘l-

gаn hаr qаndаy hоlаtdа tаn-

lаydigаn rеjаsigа аytilаdi. 

O‘yinda 

optimal 

strategiya 

The 

optimal 

strategy in 

game 

theory 

Опти-

мальная 

стратегия 

в теории 

игр 

Оptimаl strаtеgiya dеb, bе-

rilgаn o‘yinchigа, o‘yin bir 

nеchа mаrtа tаkrоrlаngаndа 

eng kаttа mumkin bo‘lgаn 

o‘rtаchа yutuqni tа’min-

lоvchi strаtеgiyagа аytilаdi. 

To‘lov 

matrisasi 

Pay off 

matrix 

Платеж-

ная 

матрица 

Mаtrisа satrlаrini 
iA  strа-

tеgiyalаrgа, ustunlаrini jB  

strаtеgiyalаrgа mоs 

 
keltirib o‘yin matrisasini 

hosil qilamiz. Bu mаtrisа 

to‘lоv mаtrisаsi yoki yutuq 

mаtrisаsi dеb аtаlаdi. 

O‘yinning 

quyi 

bahosi 

The lower 

price of the 

game 

Нижняя 

цена 

игры 

Matrisali o‘yinning quyi va 

yuqori qiymatlari uchun 

quyidagi munosabat o‘rinli: 
  . 

O‘yinning 

yuqori 

bahosi 

The top 

price of the 

game 

Верхняя 

цена 

игры 

O‘yinning 

bahosi 
Game price 

Цена 

игры 

V = =  o‘yinning bahosi 

deb ataladi. 

Matrisali 

o‘yinda 

egar nuqta 

A saddle 

point in the 

matrix 

game 

Седлова 

точка в 

матрич-

ной игре 

Agar matrisali o‘yinda 
 =  bo‘lsa, u holda o‘yin 

egar nuqtaga ega deyiladi. 

Aralash 

strategiya 

Mixed 

strategy 

Смешан-

ная стра-

тегия 

Tаsоdifiy tаnlаsh yo‘li bilan 

аniqlаngаn strаtеgiyalаr аrа-

lаsh strаtеgiya dеb аtаlаdi. 

11 12 1

21 22 2

1 2
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... ... ... ...
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1-ilova 
2

2
1

( )
2

x

x e


−

=  funksiya qiymatlarining jadvali 

 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 0,3989 0,3989 0,3989 0,3988 0,3986 0,3984 0,3982 0,3980 0,3977 0,3973 

0,1 0,3970 0,3965 0,3961 0,3956 0,3951 0,3945 0,3939 0,3932 0,3925 0,3918 

0,2 0,3910 0,3902 0,3894 0,3885 0,3876 0,3867 0,3857 0,3847 0,3836 0,3825 

0,3 0,3814 0,3802 0,3790 0,3778 0,3765 0,3752 0,3739 0,3726 0,3712 0,3697 

0,4 0,3683 0,3668 0,3652 0,3637 0,3621 0,3605 0,3589 0,3572 0,3555 0,3538 

0,5 0,3521 0,3503 0,3485 0,3467 0,3448 0,3429 0,3410 0,3391 0,3372 0,3352 

0,6 0,3332 0,3312 0,3292 0,3271 0,3251 0,3230 0,3209 0,3187 0,3166 0,3144 

0,7 0,3123 0,3101 0,3079 0,3056 0,3034 0,3011 0,2989 0,2966 0,2943 0,2920 

0,8 0,2897 0,2874 0,2850 0,2827 0,2803 0,2780 0,2756 0,2732 0,2709 0,2685 

0,9 0,2661 0,2637 0,2613 0,2589 0,2565 0,2541 0,2516 0,2492 0,2468 0,2444 

1,0 0,2420 0,2396 0,2371 0,2347 0,2323 0,2299 0,2275 0,2251 0,2227 0,2203 

1,1 0,2179 0,2155 0,2131 0,2107 0,2083 0,2059 0,2036 0,2012 0,1989 0,1965 

1,2 0,1942 0,1919 0,1895 0,1872 0,1849 0,1826 0,11804 0,1781 0,1758 0,1736 

1,3 0,1714 0,1691 0,1669 0,1647 0,1626 0,1604 0,1582 0,1561 0,1539 0,1518 

1,4 0,1497 0,1476 0,1456 0,1435 0,1415 0,1394 0,1374 0,1354 0,1334 0,1315 

1,5 0,1295 0,1276 0,1257 0,1238 0,1219 0,1200 0,1182 0,1163 0,1145 0,1127 

1,6 0,1109 0,1092 0,1074 0,1057 0,1040 0,1023 0,1006 0,0986 0,0973 0,0957 

1,7 0,0940 0,0925 0,0909 0,0893 0,0878 0,0863 0,0848 0,0833 0,0818 0,0804 

3
3
3
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1,8 0,0790 0,0775 0,0761 0,0748 0,0734 0,0721 0,0707 0,0694 0,0681 0,0669 

1,9 0,0656 0,0644 0,0632 0,0620 0,0608 0,0596 0,0584 0,0573 0,0562 0,0551 

2,0 0,0540 0,0529 0,0519 0,0508 0,0498 0,0488 0,0478 0,0468 0,0459 0,0449 

2,1 0,0440 0,0431 0,0422 0,0413 0,0404 0,0396 0,0387 0,0379 0,0371 0,0363 

2,2 0,0355 0,0347 0,0339 0,0332 0,0325 0,0317 0,0310 0,0303 0,0297 0,0290 

2,3 0,0283 0,0277 0,0270 0,0264 0,0258 0,0252 0,0246 0,0241 0,0235 0,0229 

2,4 0,0224 0,0219 0,0213 0,0208 0,0203 0,0198 0,0194 0,0189 0,0184 0,0180 

2,5 0,0175 0,0171 0,0167 0,0163 0,0158 0,0154 0,0151 0,0147 0,0143 0,0139 

2,6 0,0136 0,0132 0,0129 0,0126 0,0122 0,0119 0,0116 0,0113 0,0110 0,0107 

2,7 0,0104 0,0101 0,0099 0,0096 0,0093 0,0091 0,0088 0,0086 0,0084 0,0081 

2,8 0,0079 0,0077 0,0075 0,0073 0,0071 0,0069 0,0067 0,0065 0,0063 0,0061 

2,9 0,0060 0,0058 0,0056 0,0055 0,0053 0,0051 0,0050 0,0048 0,0047 0,0046 

3,0 0,0044 0,0043 0,0042 0,0040 0,0039 0,0038 0,0037 0,0036 0,0035 0,0034 

3,1 0,0033 0,0032 0,0031 0,0030 0,0029 0,0028 0,0027 0,0026 0,0025 0,0025 

3,2 0,0024 0,0023 0,0022 0,0022 0,0021 0,0020 0,0020 0,0019 0,0018 0,0018 

3,3 0,0017 0,0017 0,0016 0,0016 0,0015 0,0015 0,0014 0,0014 0,0013 0,0013 

3,4 0,0012 0,0012 0,0012 0,0011 0,0011 0,0010 0,0010 0,0010 0,0009 0,0009 

3,5 0,0009 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008 0,0007 0,0007 0,0007 0,0007 0,0006 

3,6 0,0006 0,0006 0,0006 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0004 

3,7 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 

 

 

 

3
3
4
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2-ilova 
2

2

0

1
( )

2

x z

x e dz


−

 =   funksiya qiymatlarining jadvali 

 

x  ( )x  x  ( )x  x  ( )x  x  ( )x  

0,00 0,0000 0,45 0,1736 0,90 0,3159 1,35 0,4115 

0,01 0,0040 0,46 0,1772 0,91 0,3186 1,36 0,4131 

0,02 0,0080 0,47 0,1808 0,92 0,3212 1,37 0,4147 

0,03 0,0120 0,48 0,1844 0,93 0,3238 1,38 0,4162 

0,04 0,0160 0,49 0,1879 0,94 0,3264 1,39 0,4177 

0,05 0,0199 0,50 0,1915 0,95 0,3289 1,40 0,4192 

0,06 0,0239 0,51 0,1950 0,96 0,3315 1,41 0,4207 

0,07 0,0279 0,52 0,1985 0,97 0,3340 1,42 0,4222 

0,08 0,0319 0,53 0,2019 0,98 0,3365 1,43 0,4236 

0,09 0,0359 0,54 0,2054 0,99 0,3389 1,44 0,4251 

0,10 0,0398 0,55 0,2088 1,00 0,3413 1,45 0,4265 

0,11 0,0438 0,56 0,2123 1,01 0,3438 1,46 0,4279 

0,12 0,0478 0,57 0,2157 1,02 0,3461 1,47 0,4292 

0,13 0,0517 0,58 0,2190 1,03 0,3485 1,48 0,4306 

0,14 0,0557 0,59 0,2224 1,04 0,3508 1,49 0,4319 

0,15 0,0596 0,60 0,2257 1,05 0,3531 1,50 0,4332 

0,16 0,0636 0,61 0,2291 1,06 0,3554 1,51 0,4345 

0,17 0,0675 0,62 0,2324 1,07 0,3577 1,52 0,4357 

0,18 0,0714 0,63 0,2357 1,08 0,3599 1,53 0,4370 

3
3
5
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0,19 0,0753 0,64 0,2389 1,09 0,3621 1,54 0,4382 

0,20 0,0793 0,65 0,2422 1,10 0,3643 1,55 0,4394 

0,21 0,0832 0,66 0,2454 1,11 0,3665 1,56 0,4406 

0,22 0,0871 0,67 0,2486 1,12 0,3686 1,57 0,4418 

0,23 0,0910 0,68 0,2517 1,13 0,3708 1,58 0,4429 

0,24 0,0948 0,69 0,2549 1,14 0,3729 1,59 0,4441 

0,25 0,0987 0,70 0,2580 1,15 0,3749 1,60 0,4452 

0,26 0,1026 0,71 0,2611 1,16 0,3770 1,61 0,4463 

0,27 0,1064 0,72 0,2642 1,17 0,3790 1,62 0,4474 

0,28 0,1103 0,73 0,2673 1,18 0,3810 1,63 0,4484 

0,29 0,1141 0,74 0,2703 1,19 0,3830 1,64 0,4495 

0,30 0,1179 0,75 0,2734 1,20 0,3849 1,65 0,4505 

0,31 0,1217 0,76 0,2764 1,21 0,3869 1,66 0,4515 

0,32 0,1255 0,77 0,2794 1,22 0,3883 1,67 0,4525 

0,33 0,1293 0,78 0,2823 1,23 0,3907 1,68 0,4535 

0,34 0,1331 0,79 0,2852 1,24 0,3925 1,69 0,4545 

0,35 0,1368 0,80 0,2881 1,25 0,3944 1,70 0,4554 

0,36 0,1406 0,81 0,2910 1,26 0,3962 1,71 0,4564 

0,37 0,1443 0,82 0,2939 1,27 0,3980 1,72 0,4573 

0,38 0,1480 0,83 0,2967 1,28 0,3997 1,73 0,4582 

0,39 0,1517 0,84 0,2995 1,29 0,4015 1,74 0,4591 

0,40 0,1554 0,85 0,3023 1,30 0,4032 1,75 0,4599 

0,41 0,1591 0,86 0,3051 1,31 0,4049 1,76 0,4608 

0,42 0,1628 0,87 0,3078 1,32 0,4066 1,77 0,4616 

0,43 0,1664 0,88 0,3106 1,33 0,4082 1,78 0,4625 

3
3
6
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0,44 0,1700 0,89 0,3133 1,34 0,4099 1,79 0,4633 

1,80 0,4641 2,00 0,4772 2,40 0,4918 2,80 0,4974 

1,81 0,4649 2,02 0,4783 2,42 0,4922 2,82 0,4976 

1,82 0,4656 2,04 0,4793 2,44 0,4927 2,84 0,4977 

1,83 0,4664 2,06 0,4803 2,46 0,4931 2,86 0,4979 

1,84 0,4671 2,08 0,4812 2,48 0,4934 2,88 0,4980 

1,85 0,4678 2,10 0,4821 2,50 0,4938 2,90 0,4981 

1,86 0,4686 2,12 0,4830 2,52 0,4941 2,92 0,4982 

1,87 0,4693 2,14 0,4838 2,54 0,4945 2,94 0,4984 

1,88 0,4699 2,16 0,4846 2,56 0,4948 2,96 0,4985 

1,89 0,4706 2,18 0,4854 2,58 0,4951 2,98 0,4986 

1,90 0,4713 2,20 0,4861 2,60 0,4953 3,00 0,49865 

1,91 0,4719 2,22 0,4868 2,62 0,4956 3,20 0,49931 

1,92 0,4726 2,24 0,4875 2,64 0,4959 3,40 0,49966 

1,93 0,4732 2,26 0,4881 2,66 0,4961 3,60 0,499841 

1,94 0,4738 2,28 0,4887 2,68 0,4963 3,80 0,499828 

1,95 0,4744 2,30 0,4893 2,70 0,4965 4,00 0,499968 

1,96 0,4750 2,32 0,4898 2,72 0,4967 4,50 0,499997 

1,97 0,4756 2,34 0,4904 2,74 0,4969 5,00 0,499997 

1,98 0,4761 2,36 0,4909 2,76 0,4971   

1,99 0,4767 2,38 0,4913 2,78 0,4973   

3
3
7
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3-ilova 

( ; )t t n =  ning qiymatlari jadvali 

 
  

n  
0,95 0,99 0,999 

  

n  
0,95 0,99 0,999 

5 2,78 4,60 8,61 20 2,093 2,861 3,883 

6 2,57 4,03 6,86 25 2,064 2,797 3,745 

7 2,45 3,71 5,96 30 2,045 2,756 3,659 

8 2,37 3,50 5,41 35 2,032 2,729 3,600 

9 2,31 3,36 5,04 40 2,023 2,708 3,558 

10 2,26 3,25 4,78 45 2,016 2,692 3,527 

11 2,23 3,17 4,59 50 2,009 2,679 3,502 

12 2,20 3,11 4,44 60 2,001 2,662 3,464 

13 2,18 3,06 4,32 70 1,996 2,649 3,439 

14 2,16 3,01 4,22 80 1,001 2,640 3,418 

15 2,15 2,98 4,14 90 1,987 2,633 3,403 

16 2,13 2,95 4,07 100 1,984 2,927 3,392 

17 2,12 2,92 4,02 120 1,980 2,617 3,374 

18 2,11 2,90 3,97 ∞ 1,960 2,576 3,291 

3
3
8
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4-ilova 

( ; )q q n =  ning qiymatlari jadvali 

 
  

n  
0,95 0,99 0,999 

  

n  
0,95 0,99 0,999 

5 1,37 2,67 5,64 20 0,37 0,58 0,88 

6 1,09 2,01 3,88 25 0,32 0,49 0,73 

7 0,92 1,62 2,98 30 0,28 0,43 0,63 

8 0,80 1,38 2,42 35 0,26 0,38 0,56 

9 0,71 1,20 2,06 40 0,24 0,35 0,50 

10 0,65 1,08 1,80 45 0,22 0,32 0,46 

11 0,59 0,98 1,60 50 0,21 0,30 0,43 

12 0,55 0,90 1,45 60 0,188 0,269 0,28 

13 0,52 0,83 1,33 70 0,174 0,245 0,34 

14 0,48 0,78 1,23 80 0,161 0,226 0,31 

15 0,46 0,73 1,15 90 0,151 0,211 0,29 

16 0,44 0,70 1,07 100 0,143 0,198 0,27 

17 0,42 0,66 1,01 150 0,115 0,160 0,211 

18 0,40 0,63 0,96 200 0,099 0,136 0,185 

3
3
9
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5-ilova 
2  taqsimotning kritik nuqtalari 

 

Erkinlik 

darajalari 

soni k 

Muhimlilik darajasi    

0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99 

1 6,6 5,0 3,8 0,0039 0,00098 0,00016 

2 9,2 7,4 6,0 0,103 0,051 0,020 

3 11,3 9,4 7,8 0,352 0,216 0,115 

4 13,3 11,1 9,5 0,711 0,484 0,297 

5 15,1 12,8 11,1 1,15 0,831 0,554 

6 16,8 14,4 12,6 1,64 1,24 0,872 

7 18,5 16,0 14,1 2,17 1,69 1,24 

8 20,1 17,5 15,5 2,73 2,18 1,65 

9 21,7 19,0 16,9 3,33 2,70 2,09 

10 23,2 20,5 18,3 3,94 3,25 2,56 

11 24,7 21,9 19,7 4,57 3,82 3,05 

12 26,2 23,3 21,0 5,23 4,40 3,57 

13 27,7 24,7 22,4 5,89 5,01 4,11 

14 29,1 26,1 23,7 6,57 5,63 4,66 

15 30,6 27,5 25,0 7,26 6,26 5,23 

16 32,0 28,8 26,3 7,96 6,91 5,81 

17 33,4 30,2 27,6 8,67 7,56 6,41 

18 34,8 31,5 28,9 9,39 8,23 7,01 

3
4
0
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19 36,2 32,9 30,1 10,1 8,91 7,63 

20 37,6 34,2 31,4 10,9 9,59 8,26 

21 38,9 35,5 32,7 11,6 10,3 8,90 

22 40,3 36,8 33,9 12,3 11,0 9,54 

23 41,6 38,1 35,9 13,1 11,7 10,2 

24 43,0 39,4 36,4 13,8 12,4 10,9 

25 44,3 40,6 37,7 14,6 13,1 11,5 

26 45,6 41,9 38,9 15,4 13,8 12,2 

27 47,0 43,2 40,1 16,2 14,6 12,9 

28 48,3 44,5 41,3 16,9 15,3 13,6 

29 49,6 45,7 42,6 17,7 16,0 14,3 

30 50,9 47,0 43,8 18,5 16,8 15,0 3
4
1
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6-ilova 

Styudent taqsimotining kritik nuqtalari 

 

Erkinlik 

darajalari 

soni k  

Muhimlilik darajasi   (ikki tomonli kiritik soha) 

0,10 0,05 0,02 0,01 0,002 0,001 

1 6,31 12,7 31,82 63,7 318,3 637,0 

2 2,92 4,30 6,97 9,92 22,33 31,6 

3 2,35 3,18 4,54 5,84 10,22 12,9 

4 2,13 2,78 3,75 4,60 7,17 8,61 

5 2,01 2,57 3,37 4,03 5,89 6,86 

6 1,94 2,45 3,14 3,71 5,21 5,96 

7 1,89 2,36 3,00 3,50 4,79 5,40 

8 1,86 2,31 2,90 3,36 4,50 5,04 

9 1,83 2,26 2,82 3,25 4,30 4,78 

10 1,81 2,23 2,76 3,17 4,14 4,59 

11 1,80 2,20 2,72 3,11 4,03 4,44 

12 1,78 2,18 2,68 3,05 3,93 4,32 

13 1,77 2,16 2,65 3,01 3,85 4,22 

14 1,76 2,14 2,62 2,98 3,79 4,14 

15 1,75 2,13 2,60 2,95 3,73 4,07 

16 1,75 2,12 2,58 2,92 3,69 4,01 

17 1,74 2,11 2,57 2,90 3,65 3,96 

18 1,73 2,10 2,55 2,88 3,61 3,92 

3
4
2
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19 1,73 2,09 2,54 2,86 3,58 3,88 

20 1,73 2,09 2,53 2,85 3,55 3,85 

21 1,72 2,08 2,52 2,83 3,53 3,82 

22 1,72 2,07 2,51 2,82 3,51 3,79 

23 1,71 2,07 2,50 2,81 3,49 3,77 

24 1,71 2,06 2,49 2,80 3,47 3,74 

25 1,71 2,06 2,49 2,79 3,45 3,72 

26 1,71 2,06 2,48 2,78 3,44 3,71 

27 1,71 2,05 2,47 2,77 3,42 3,69 

28 1,70 2,05 2,46 2,76 3,40 3,66 

29 1,70 2,05 2,46 2,76 3,40 3,66 

30 1,70 2,04 2,46 2,75 3,39 3,65 

40 1,68 2,02 2,42 2,70 3,31 3,55 

60 1,67 2,00 2,39 2,66 3,23 3,46 

120 1,66 1,98 2,36 2,62 3,17 3,37 

  1,64 1,96 2,33 2,58 3,09 3,29 

 
0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 0,0005 

Muhimlilik darajasi   (bir tomonli kiritik soha) 

3
4
3
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7-ilova 

F  Fisher-Snedekor taqsimotining krirtik nuqtalari 

( 1k -dispersiysi katta tasodifiy miqdornnig erkinlik darajalari soni, 

2k  -dispersiyasi kichik tasodifiy miqdornnig erkinlik darajalari soni) 

 

Muhimlilik darajasi 0,01 =  
1k  

2k  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 4052 4999 5403 5625 5764 5889 5928 5981 6022 6056 6082 6106 

2 98,49 99,01 90,17 99,25 99,33 99,30 99,34 99,36 99,36 99,40 99,41 99,42 

3 34,12 30,81 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,49 27,34 27,23 27,13 27,05 

4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 14,66 14,54 14,45 14,37 

5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,45 10,27 10,15 10,05 9,96 9,89 

6 13,74 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,87 7,79 7,72 

7 12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 7,00 6,84 6,71 6,62 6,54 6,47 

8 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,19 6,03 5,91 5,82 5,74 5,67 

9 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,62 5,47 5,35 5,26 5,18 5,11 

10 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,21 5,06 4,95 4,85 4,78 4,71 

11 9,86 7,20 6,22 5,67 5,32 5,07 4,88 4,74 4,63 4,54 4,46 4,40 

12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,65 4,50 4,39 4,30 4,22 4,16 

13 9,07 6,70 5,74 5,20 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19 4,10 4,02 3,96 

14 8,86 6,51 5,56 5,03 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03 3,94 3,86 3,80 

15 8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89 3,80 3,73 3,67 

3
4
4
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16 8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78 3,69 3,61 3,55 

17 8,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68 3,59 3,52 3,45 
 

Muhimlilik darajasi 0,05 =  

1k  

2k  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 243 244 

2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,36 1937 19,38 19,39 19,40 19,41 

3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,88 8,84 8,81 8,78 8,76 8,74 

4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96 5,93 5,91 

5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,78 4,74 4,70 4,68 

6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06 4,03 4,00 

7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,63 3,60 3,57 

8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,34 3,31 3,28 

9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,13 3,10 3,07 

10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,97 2,94 2,91 

11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,86 2,82 2,79 

12 4,75 3,88 3,49 3,26 3,11 3,00 2,92 2,85 2,80 2,76 2,72 2,69 

13 4,67 3,80 3,41 3,18 3,02 2,92 2,84 2,77 2,72 2,67 2,63 2,60 

14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,77 2,70 2,65 2,60 2,56 2,53 

15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,70 2,64 2,59 2,55 2,51 2,48 

16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49 2,45 2,42 

17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,62 2,55 2,50 2,45 2,41 2,38 

3
4
5
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