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KIRISH

Hozirgi zamon jamiyati ishlab chiqarish unumdorligini
oshirishga talabning ortishi, xo‘jalik va korxonalarni boshqarishni
rejalashtirishga bo‘lgan talabning yuqoriligi bilan xarakterlanadi.
Bunday sharoitda jamiyat iqtisodiy hayotini ilmiy boshqarishgina
ishlab chiqarishdagi yuqori sur’atni saqlab qoladi. Buning uchun
igtisodiy fanlarni, matematika va matematikaning zamonaviy
yutuglarini keng qo‘llagan holda o‘rganish kerak bo‘ladi. Buni
amalga oshirish uchun esa matematik programmalashtirish, o‘yinlar
nazariyasi, korrelatsion va regression tahlil kabi bo‘limlarning
rivojlantirish zaruriyatini tug‘dirib ekstremal masalalarning optimal
yechimini qurishni talab qiladi.

Ekstremal masalalarni yechish uch bosqichdan iborat:

1) igtisodiy-matematik modelni qurish;

2) modelning optimal yechimini topish;

3) modelning amaliy ahamiyatini aniqlash.

Bu masalalar bilan A.N.Tolstoy, B.Egervari, L.V.Kantorovich,
M.K.Gavurin, R.Bellman kabi matematiklar shug‘ullanishgan bo‘lib,
ularning ishlaridan hozirgi zamon iqtisodiyotida keng qo‘llanil-
moqda. Shu sababli, yetuk iqtisodchilarni tayyorlashda matematik
usullardan foydalanishni o‘qitish bo‘lajak iqtisodchilarni oz
faoliyatida uchraydigan iqtisodiy masalalarni hal qilishda to‘g‘ri va
asosli garorlar gabul gilishlarida muhim ahamiyatga egadir.

Amaliy va nazariy iqtisodiyot masalalari turli-tuman bo‘lib,
bunda statisik ma’lumotlarni tahlil qilish usullari, iqtisodiy jara-
yonning rivojlanish holatini baholash va prognoz qilish masalalari
dolzarb hisoblanadi.

Iqtisodiy jarayonlarning noaniqlik va tavakkalchilik bilan
bog‘ligligi hamda stoxastik xarakterdaligi bu jarayonlarni tadqiq
ctishda ehtimollar nazariyasi va matematik statistika usullarini
qo‘llashni taqozo etadi. Iqtisodiy jarayonlarni modellashtirish bilan
birga bu jarayonlarning yechimini optimallashtirish ham muhimdir.
Bu esa o‘z navbatida matematik programmalashtirish usullarini
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qo‘llashni talab etadi. Yuqoridagi talablarga javob berish uchun
bo‘lajak iqtisodchilarga o‘zida oliy matematika fanining ehtimollar
nazariyasi va matematik statistika hamda matematik programmalash-
tirish kabi predmetlarni mujassamlashtirgan iqtisodiy matematika
kursini o‘qitish zarurligi kelib chigadi.

«Igtisodiy matematika» fanini o‘qitishdan maqgsad talabalarning
nazariy va amaliy iqtisodiy masalalarni hal qilishda ishlatiladigan
matematik apparatning asoslari bilan tanishtirish, mantiqiy fikr
yuritish qobiliyatini oshirish, ilmiy adabiyotlarni mustaqil o‘rganish-
ga odatlantirish, amaliy iqtisodiy masalalarni matematik usullar bilan
yechish va tahlil qilish hamda iqtisodiy jarayonlarning matematik
modelini tuzib, ularni matematik usullar yordamida optimal yechimi-
ni topishda ko‘nikmalar hosil qilishdan iborat. «Iqtisodiy matema-
tika» fanining vazifasi statistik ma’lumotlarni tahlil qilishni, iqtisodiy
ko‘rsatkichlar orasidagi bog‘lanishlarni aniglash va baholashni, iqti-
sodiy jarayonlarni prognozlashni hamda matematik modellashtirish
usullarini qo‘llab, ilmiy asoslangan iqtisodiy qarorlar gqabul qilishni
biladigan, xo‘jaliklar faoliyatini boshqaruvida va boshqga iqtisodiy
muammolarni hal qilishda matematik usullarini qo‘llab optimal
yechimlar qabul qilishga qodir bo‘lgan mutaxassislarni tayyorlashdan
iborat.

Bizning qo‘llanmamizda o‘rganiladigan ba’zi masalalarning
tarixi bilan tanishib chigamiz. Transport masalasi 1941-yilda Xich-
kok tomonidan, simpleks usuli 1949-yilda Dansig tomonidan, chiziq-
siz masalalar uchun optimallik sharti 1951-yilda Kun va Takker
tomonidan e’lon qilingan.



I BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI
1.1. Elementar hodisalar fazosi. Ehtimollikning ta’riflari

Ehtimollar nazariyasi hozirgi zamon matematikasining muhim
tarmoqlaridan  biridir. Ehtimollar nazariyasi fanining paydo
bo‘lishiga qimor o‘yinlarining matematik modellarini va nazariyasini
yaratish yo‘lidagi izlanishlar turtki bo‘ldi. Bu fanning dastlabki
tushunchalari shakllangan davr XVI-XVII asrlar bo‘lib, Kardano,
Gyuygens, Paskal, Ferma kabi olimlarning nomlari bilan bog‘liqdir.

Ehtimollar nazariyasining keyingi rivojlanish davri Yakob
Bernulli (1654-1705) nomi bilan bog‘liq. U isbotlagan va keyinchalik
“Katta sonlar qonuni” nomini olgan teorema oldingi to‘plangan
faktlarning birinchi nazariy asoslanishi edi. Ehtimollar nazariya-
sining keyingi yutuqlari Muavr, Laplas, Puasson kabi olimlarning
nomlari bilan bog‘liq.

XIX asrning ikkinchi yarmidan boshlab ehtimollar naza-
riyasining rivojlanishiga V.Ya.Bunyakovskiy, P.L.Chebishev,
A.A.Markov, A.M.Lyapunov kabi rus olimlari o‘z ilmiy izlanishlari
bilan katta hissa qo‘shdilar. Fanning mustaqil fan bo‘lib uyg‘un-
lashishida va keyingi rivojida S.N.Bernshteyn, V.I.Romanovskiy,
A.N.Kolmogorov, A.Ya.Xinchin, B.V.Gnedenko, N.V.Smirnov va
boshgalarning xizmatlari katta bo‘ldi.

Ehtimollar nazariyasi va matematik statistika fanining O‘zbe-
kistonda o‘z o‘rnini topishida va rivojlanishida V.I.Romanovskiy,
S.X.Sirojiddinov va T.A.Sarimsoqov kabi olimlarning hissalari
behisobdir. Hozirgi kunda ularning shogirdlari tomonidan ehtimollar
nazariyasi va matematik statistika fani bo‘yicha ham nazariy, ham
amaliy tadqiqotlar davom ettirilmoqda.

Ehtimollar nazariyasining dastlabki tushunchalari — tajriba,
hodisa, elementar hodisa, ehtimollik, nisbiy chastota kabi tushun-
chalar bo‘lib, ularni bayon qilishga o‘tamiz.

Tajriba hodisani ro‘yobga keltiruvchi shartlar majmui S ning
bajarilishini ta’minlashdan iboratdir.
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Tajribaning har qanday natijasi hodisadir. Kuzatilayotgan
hodisalarni 3 turga ajratish mumkin: muqarrar, mumkin bo‘lmagan
va tasodifly.

Ma’lum S shartlar majmui asosida, albatta, ro‘y beradigan
hodisaga mugarrar hodisa deb ataladi va Q bilan belgilanadi.
Masalan, “-10° temperaturada (normal atmosfera bosimi ostida) suv
muz holatda bo‘ladi” hodisasi muqarrar hodisadir.

S shartlar majmuida hech gachon ro‘y bermaydigan hodisa
mumkin bo ‘Imagan hodisa deb ataladi va @ belgi bilan belgilanadi.
Masalan, “-10° temperaturada (normal atmosfera bosimi ostida) suv
suyuq holatda bo‘ladi” hodisasi mumkin bo‘lmagan hodisadir.

Ma’lum bir § shartlar asosida ro‘y beradigan yoki ro‘y bermay-
digan hodisa tasodifiy hodisa deb ataladi va lotin alfavitining katta
A,B,C,... harflari bilan belgilanadi. Masalan, “10° temperaturada
yomg‘ir yog‘adi” hodisasi tasodifiy hodisadir.

1-misol. Tajriba o‘yin kubigi (shashqoltosh) bir marta tashlash
bo‘lsin. Bu holda: Q={tushgan ochko 6 dan katta emas} — muqarrar
hodisa; @={tushgan ochko 9 ga teng} — mumkin bo‘lmagan hodisa;
A= {tushgan ochko juft son} — tasodifiy hodisadir.

Ehtimollikni talgin etish uchun quyida beriladigan oddiy
misollardan boshlaymiz. Bu misollar yordamida ehtimollik tushun-
chasi mohiyatini ochib beruvchi uning muhim ta’riflarini keltirib
o‘tamiz.

Faraz qilaylik, tanga bir marta tashlandi va “raqam” tomoni
bilan tushdi. Bunday natija kuzatish deyiladi hamda kuzatishni
amalga oshirish jarayoni esa tajriba deb ataladi. Probirka, mikroskop
va boshqga laboratoriya jihozlarini esga soluvchi fizika fanlaridan
farqli ravishda biz ifodalagan tajriba mohiyati ancha chuqurroq
ma’no kasb etadi. Statistik tajribalarga internet foydalanuvchilarning
qaysi Web brauzerni ma’qul ko‘rishlarini va siyosiy saylovlarda
saylovchilarning fikrlarini qayd etib borish, ifloslangan daryodagi
kislorod eritmasi miqdorini aniqlash, test topshiruvchining bezovta-
lanishini kuzatish, gaydnomalardagi yo‘l qo‘yilgan xatoliklar miqdo-
rini hisoblash hamda hasharotlarga qarshi yangi vositalar yordamida
yo‘q qilingan hasharotlar ulushi kabilar kiradi. Statistik tajribaning
xususiyati shundan iboratki, natijasi noma’lum bo‘lgan kuzatishni
amalga oshirishdir.
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Tajriba kuzatishni amalga oshirish jarayoni hisoblanib, yagona
natijaga olib keladi.

Shashqoltoshni tashlashdan va uning ochko tomoni bilan
tushishidan iborat soddaroq tajribani ko‘rib chigamiz. Tajribaning
oltita natijasi quyidagicha bo‘ladi:

1. “Bir” ochko tushishi. 2. “Ikki” ochko tushishi.
3. “Uch” ochko tushishi. 4. “To‘rt” ochko tushishi.
5. “Besh” ochko tushishi. 6. “Olt1” ochko tushishi.

Shuni yodda tutish lozimki, agar tajriba bir marta
o‘tkazilayotgan bo‘lsa, yuqoridagi oltita natijadan faqat bittasi ro‘y
berishi mumkin hamda natijani aniq oldindan bilish mumkin emas.

Demak, tajribada tasodifiy hodisaning ro‘y berishini oldindan
aytib bo‘lmaydi. Tajribaning har qanday natijasi elementar hodisa
deb ataladi va o bilan belgilanadi. Tajriba natijasida ro‘y berishi
mumkin bo‘lgan barcha hodisalar to‘plami elementar hodisalar
fazosi deb ataladi va Q bilan belgilanadi.

2-misol. Ikkita tanga tashlandi va ularning tushgan tomonlari
aniglandi. Tajribaning barcha elementar hodisalarini ko‘rib chiqing.

Yechish: Hatto ahamiyatsizdek ko‘ringan tajribaning ham
elementar hodisalar to‘plamini tuzayotganda e’tiborliroq bo‘lishimiz
kerak. Bir qarashda uchta natijadan bittasini kutishimiz mumkin:
tanganing ikkita “raqam”; ikkita “gerb”; yoki bitta “ragam” va bitta
“gerb” tomonlari bilan tushishini. Tanganing bitta “ragam” va bitta
“gerb” tomoni bilan tushishi yana ikkita natijaga: birinchi tanganing
“raqam”, ikkinchi tanganing “gerb” va birinchi tanganing “gerb”,
ikkinchi tanganing “ragam” tomonlari bilan tushishiga

1-tanga

RG RR



Diagrammaning yuqori qismi tangani birinchi tashlashda ikkita
natija (“ragam” yoki “gerb”) ga bo‘linadi. Ikkinchi tangani tashlashda
ham sinov natijalari ikki qismga ajraladi. Shunday qilib, tangalar
tashlangandan so‘ng to‘rtta elementar hodisa ro‘y beradi.

1. Tanganing RR tomoni bilan tushishi.

2. Tanganing RG tomoni bilan tushishi.

3. Tanganing GR tomoni bilan tushishi.

4. Tanganing GG tomoni bilan tushishi.

Bu yerda, R birinchi tangani tashlashda “ragam” tomoni bilan
tushishi, G esa ikkinchi tangani tashlashda ‘“gerb” tomoni bilan
tushishidir.

3-misol. Agar tanga uch marta tashlansa, u holda

o =(ggg),, = (ggr),w, = (grr),w, = (rrr)
w; = (rrg), w, = (rgg),w, =(rgr),ws =(grg)
Elementar hodisalar fazosi sakkizta elementdan iborat.

4-misol. Tajriba shashqoltoshni ikki marta tashlashdan iborat

bo‘lsin. Bu holda o, =(3) bo‘lib, 1 birinchi va ; ikkinchi tashlashda

tushgan ochkoni bildiradi: Q= {a)]}l j=1,6. Elementar hodisalar soni:

n=36.
S-misol. Tajriba nuqtani [a,b] kesmaga tashlashdan iborat

bo‘lsin. Bunda Q=[a,b]. Kesmadagi barcha nuqtalardan iborat bo‘lib

elementar hodisalar soni cheksizdir.

Shunday qilib, ehtimollar nazariyasi fanining predmeti:
ommaviy bir jinsli tasodifiy hodisalar ro‘y berishining ehtimollik
gonuniyatlarini o‘rganishdir.

Yugorida aytilganidek, tajribaning natijasi hodisadir. Masalan,
mergan nishonga o‘q uzmoqda, bunda o‘qning uzilishi — tajriba
bo‘lsa, o‘gning nishonga tegishi esa hodisa bo‘ladi.

Ertaga Toshkent shahrida nechta yo‘l transport hodisasi ro‘y
beradi? Tez yordam punktlariga nechta bemor qo‘ng‘iroq qiladi?
Murakkab texnik qurilmani sozlash uchun qancha vaqt talab qilinadi?
Bu kabi savollarning bir xil o‘xshashligi bor, bu savollarga aniq javob
berib bo‘lmaydi. Chunki bu voqealarga ta’sir etuvchi faktorlar to‘liq
aniqlanmagan. Haqgigatan ham, birgina yo‘l transport hodisasini ro‘y
berishi bir nechta faktorlarga bog‘liq: ob-havo, yo‘lning holati,
yo‘lning vyoritilganlik darajasi, haydovchi va piyodalarning
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psixologik holatlari, avtomobillarning yo‘ldagi joylashuvi va hokazo.
Barcha shu kabi holatlarda bizni qizigtirgan hodisalar tasodifiydir.

Biz yuqgorida hodisalarni uch turga bo‘lgan edik. O‘z navbatida
tasodifly hodisalarni ham bir necha turlarga ajratiladi.

Bitta tajribada biror tayin hodisaning ro‘y berishi tajribaning
golgan hodisalarining ro‘y berishini yo‘qqa chigarsa, bunday hodisa-
larga birgalikda bo‘lmagan hodisalar deb aytiladi.

6-misol. Tanga tashlanadi. “Gerb” tomon tushishi “ragam”
tomon tushishini yo‘qqa chigaradi va aksincha. “Gerb” tushishi va
“raqam” tushishi hodisalari birgalikda bo‘lmagan hodisalardir.

7-misol. O‘yin kubigi tashlanadi. Bunda Q:{a),.},(izl,_6) to“p-

lamda 6 ta elementar hodisa bo‘lib, ular birgalikda bo‘lmagan
hodisalardir.

2-5-misollardagi elementar hodisalar ham birgalikda bo‘lmagan
hodisalardir.

Agar tajriba natijasida bir nechta hodisalardan bittasi va faqat
bittasining ro‘y berishi muqarrar hodisa bo‘lsa, u holda bu hodisaga
yagona mumkin bo‘lgan hodisalar deyiladi.

Agar bir nechta hodisalardan hech gaysi birining ro‘y berish
imkoniyati boshqalariga nisbatan kattaroq deyishga asos bo‘lmasa,
ular teng imkoniyatli hodisalar deyiladi. Yuqoridagi 6-misolda
“gerb” tushishi va “ragam” tushishi hodisalari teng imkoniyatli
hodisalardir. Bu tasdiq 2-7-misollardagi har bir elementar hodisa
uchun ham o‘rinli.

Ehtimol tushunchasi ehtimollar nazariyasining asosiy tushun-
chalaridan biri bo‘lib, uning bir nechta ta’rifi mavjud.

Umumiy qilib aytganda, ehtimol — tasodifiy hodisaning ro‘y
berish imkoniyatini miqdoriy jihatdan xarakterlovchi sondir. Quyida
ehtimolning klassik ta’rifini keltiramiz.

Dastlab quyidagi misolni ko‘rib chiqamiz. Qutida 10 ta: 4 ta
qizil, 4 ta ko‘k, 2 ta oq shar bo‘lsin. Qutidan tasodifiy tarzda shar
olinganda uning rangli bo‘lish imkoniyati oq bo‘lishiga qaraganda
ko‘progligi aniq. Bu imkoniyatni son bilan ifodalaymiz va uni
hodisaning ro‘y berish ehtimoli deb ataymiz. Shunday qilib,
hodisaning ro‘y berish imkoniyatini xarakterlovchi son hodisaning
ro‘y berish ehtimoli deb ataladi. Bu misolda qutidan tasodifiy
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ravishda shar olinganda uning rangli bo‘lish ehtimolini topamiz.
Olingan sharning rangli (hozir ham, keyinchalik ham rangli shar deb
oq shardan boshga rangdagi sharlarni tushunamiz) bo‘lishini A4
hodisa sifatida qaraymiz. Tajribaning har bir natijasini o elementar

hodisa deb garaymiz. Bizning misolda 10 ta elementar hodisa
mavjud: ,w, — oq shar olindi; o, o, 0,0, — qizil shar olindi;
w,,a,,0,,0,, — ko‘k shar olindi. Ko‘rinib turibdiki, @, hodisalar teng
imkoniyatlidir. Bizni qizigtirayotgan hodisaning ro‘y berishiga olib
keladigan elementar hodisalarni bu hodisaning ro‘y berishiga
qulaylik tug‘diruvchi hodisalar deb ataymiz. Bizning misolimizda 4
hodisaning ro‘y berishiga qulaylik tug‘diruvchi hodisalar 8 ta:
sy, Wy, Ws , Wy , WV, Wy, (U, (V) -

Shunday qilib, 4 hodisaga qulaylik tug‘diruvchi hodisalardan
gaysi biri bo‘lishidan gat’i nazar bittasi ro‘y bersa 4 hodisa ro‘y
beradi: bizning misolimizda agar w,,e,,e,,o,,®,,o,,o, o, hodisalardan
hech bo‘lmaganda biri ro‘y bersa, 4 hodisa ro‘y beradi.

Ehtimolning klassik ta’rifi. 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli
deb, hodisa ro‘y berishiga qulaylik tug‘diruvchi elementar hodisalar
sonining, teng imkoniyatli yagona mumkin bo‘lgan elementar
hodisalarning umumiy soniga nisbatiga aytiladi va

P(A) = % (1.1)
formula bilan aniqlanadi. Bu yerda, m — 4 hodisa ro‘y berishiga qu-
laylik tug‘diruvchi elementar hodisalar soni; » —elementar hodisalar-
ning umumiy soni.

Ehtimolning klassik ta’rifidan bevosita uning quyidagi xossalari
kelib chigadi.

1. Mugarrar hodisaning ro‘y berish ehtimoli birga teng.

Haqigatan ham, bu holda m=nr demak, . P(4) = R-2o1

n n
2. Mumkin bo‘lmagan hodisaning ro‘y berish ehtimoli nolga
teng. Bu holda m=0 va P(©)= m_0_ 0.
n n

3. Tasodifiy hodisaning ro‘y berish ehtimoli nol va bir orasida
yotuvchi sondir, ya’ni 0< P(4)<1. Haqigatan ham, bu holda O0<m<n.
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Shuning uchun 0<2 <1 demak, 0<P(4)<1. Bundan tashqgari
n

m=0=P(A)=0, m=n=>P(4)=1 bo‘lgani uchun istalgan hodisaning
ehtimoli quyidagi munosabatni ganoatlantiradi:
0<P(A)<1 (1.2)

Elementar hodisalarning ro‘y berish ehtimollari ularning
hodisadagi ulushlari hisoblansada, elementar hodisalar to‘plamidan
iborat hodisaning ehtimolini aniglashda muhim o‘rin egallaydi.

8-misol. Tajriba shashqoltosh tashlashdan iborat bo‘lsin. Agar
shashqoltoshni tashlaganimizda juft ochko tushsa, 1 p.b. yutiladi, aks
holda esa 1 p.b. yo‘qotiladi. A=(1 p.b yutib olish) — hodisasining
ehtimolini toping (p.b.-pul birligi).

Yechish: Eslatib o‘tamiz, ushbu tajribaning elementar hodisa-
lar fazosiga oltita elementar hodisa kiradi: Q={1,2,3,4,5,6}, n=6.

Shashqoltosh simmetrik bo‘lgani uchun elementar hodisalar fazosiga

kiruvchi elementar hodisalarni har birining ro‘y berish ehtimoli é ga

teng. Tajriba natijasida juft ochko tushishi “ikki” ochko, “to‘rt” och-
ko, “olti” ochkolarning tushishidan iborat elementar hodisalaridan
birining ro‘y berishini bildiradi. Bu elementar hodisalar to‘plami

hodisa deb ataladi. Uni 4 orqali belgilaymiz va m=3. U holda
3 1

P(A)= 3 = 5

Ehtimolning klassik ta’rifidan foydalanib amaliy va nazariy
masalalar yechishda kombinatsiyalar sonini aniglash muhim
ahamiyatga ega bo‘lganligi sababli kombinatorikaning ba’zi bir
formulalari ustida to‘xtab o‘tamiz.

Berilgan n ta turli elementning & ta elementlaridan tuzilgan yoki
tartibi bilan, yoki elementi bilan farq qiladigan kombinatsiyalarga
o ‘rinlashtirish deyiladi va mumkin bo‘lgan barcha o‘rinlashtirishlar
soni

A =n(n-D(n-2)-...-(n—(k—=1) (1.3)
formula bilan topiladi.

Agar o‘rinlashtirishda k=» bo‘lsa, o‘rinlashtirishlar soni o ‘rin
almashtirishlar (faqat tartibi bilan farq qiladigan kombinatsiyalar)
soniga teng bo‘ladi va bu son
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P=n'=n(n—-D)(n-2)-...-1 (1.4)
formula bilan aniglanadi.

Agar o‘rinlashtirishda kombinatsiyalar hech bo‘lmaganda bitta
elementi bilan farq qilsa, ularni » ta elementni £ tadan guruhlash
deyiladi va ularning soni

cf — n!
" kN n—k)!
formula bilan aniglanadi. Bu yerda 0!=1 deb qabul qilingan.

(1.5)

Eslatma. Agar 2-ta’rifda keltirilgan »n ta elementni k¢ tadan
o‘rinlashtirishda tanlashlar qaytariladigan bo‘lsa, ya’ni n ta turli
elementdan bittalab olingan element fiksirlangandan so‘ng yana
o‘rniga qaytarib qo‘yilib bu jarayon takrorlansa, tanlab olishlar soni

N=n*
formula bilan aniglanadi.

9-misol. 1, 2, 3, 4 ragamlaridan foydalanib, har bir raqam bir
marta qatnashadigan nechta to‘rt xonali son tuzish mumkin.

Yechish: Barcha tuzilishi mumkin bo‘lgan sonlar » =24 ga
teng.

10-misol. 25 ta xodimdan boshliq va uning o‘rinbosarini necha
xil usulda saylash mumkin.

Yechish: Misolning shartiga binoan mumkin bo‘lgan barcha
saylashlar soni (1.3) formulaga ko‘ra topiladi. 4;, =25-24=600.

11-misol. 25 ta talabadan 3 kishilik delegatsiyani necha xil
usulda tuzish mumkin?
Yechish: Misolning mazmuniga ko‘ra, bu holda (1.5) formulani
qo‘llaymiz.
, 25! 23.24.25
Cys = =
31.22! 1-2-3
Ehtimolning statistik ta’rifi. Ehtimolning yuqorida keltirilgan
klassik ta’rifi cheklangan bo‘lib, bu ta’rifni har qanday turdagi
masalalarga qo‘llab bo‘lmaydi. Jumladan, elementar hodisalar soni
cheksiz yoki elementar hodisalar teng imkoniyatli bo‘lmagan
tajribalarda ehtimolni hisoblash uchun klassik ta’rifdan foydalanish
mumkin emas, elementar hodisalarning teng imkoniyatliligini

=2300.
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asoslash esa amaliyotda anchagina qiyin masaladir. Odatda, teng
imkoniyatli hodisalar ro‘y beradigan tajribalarda simmetriya
saglangan deb faraz qilinadi. Masalan, o‘yin kubigining shakli
muntazam ko‘pyoq bo‘lib, u bir jinsli materialdan tayyorlangan deb
hisoblanadi, tangada ham shu holatni kuzatish mumkin. Ammo
amaliyotda simmetriyaga asoslangan holatlar kamdan-kam uchraydi.

Shu sababli, ehtimollarni hisoblashda ehtimolning klassik ta’rifi
bilan bir gatorda boshqa ta’riflardan ham foydalaniladi, jumladan,
statistik ta’rifdan. Ehtimolning statistik ta’rifini keltirishdan oldin
nisbiy chastota tushunchasini kiritamiz, chunki bu tushuncha statistik
ta’rifda muhim ahamiyatga egadir.

Nisbiy chastota ham ehtimol kabi ehtimollar nazariyasining
asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi.

Ta’rif. Kuzatilayotgan A4 hodisa yuz bergan tajribalar sonining

jami soniga nisbati 4 hodisaning nisbiy chastotasi deb ataladi va

W (A) :%

formula bilan aniglanadi, bu yerda & — 4 hodisa yuz bergan tajribalar
soni, n— jami tajribalar soni.

Hodisa ehtimoli va nisbiy chastotasi ta’riflarini tagqoslab
quyidagi xulosani chigarish mumkin: ehtimol tajribagacha, nisbiy
chastota esa tajribadan so‘ng hisoblangan qiymatdir.

12-misol. Noyabr oyining 6, 7, 11, 12, 17, 21, 24-kunlarida
yomg‘ir yoqgan bo‘lsa, noyabr oyi uchun yomg‘ir yog‘ish nisbiy
chastotasi: W(A)z%.

Bir xil sharoitda o‘tkazilgan ko‘p sondagi tajribalar seriyasi
shuni ko‘rsatadiki, nisbiy chastota turg‘unlik xossasiga egadir. Bu
xossaning ma’nosi quyidagicha: turli tajribalarda (bir xil sharoitda va
bitta hodisa ustida) topilgan nisbiy chastota giymatlarining bir-
biridan farqi kam (tajriba soni gancha katta bo‘lsa, farq shuncha kam)
bo‘ladi va bu nisbiy chastotalar biror son atrofida tebranadi. Mana
shu son hodisaning ro‘y berish ehtimoli bo‘ladi. Shunday qilib, nisbiy
chastotani ehtimolning taqribiy qiymati sifatida qabul qilish mumkin.
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13-misol. Bizning eramizdan 2000 yillar oldin Xitoyda o‘g‘il
bola tug‘ilishlar sonining jami tug‘ilgan bolalar soniga nisbati deyarli
0,5 ga tengligi hisoblangan.

14-misol. Fransuz olimi Laplas London, Peterburg va Fran-
siyada to‘plangan statistik ma’lumotlarga asoslanib, o‘g‘il bola
tug‘ilishlar sonining jami tug‘ilgan bolalar soniga nisbati taxminan

i—i ga tengligini ko‘rsatgan. Bu son ko‘p yillar mobaynida o‘zgarmay

qolishini tasdiqlagan.

15-misol. Byuffon (XVIII asr) tangani 4040 marta tashlaganda
2048 marta “gerb” tomon tushib nisbiy chastota 0,5069 ga, Pirson
(XIX asr) tangani 24000 marta tashlaganda 12012 martasida “gerb”
tomoni tushgan va nisbiy chastota 0,5005 ga teng bo‘lgan.

Ehtimolni statistik aniqlashda hodisa ehtimoli sifatida shu
hodisa nisbiy chastotasi yoki unga yaqinroq sonni olinadi.

Umuman, agar tajribalar soni yetarlicha ko‘p bo‘lib, shu
tajribalarda qaralayotgan 4 hodisaning ro‘y berish nisbiy chastotasi —
W(A) biror o‘zgarmas pe [0;1] son atrofida turg‘un ravishda tebransa,
shu p sonni 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli deb qabul qgilamiz.

Bunday usulda aniglangan ehtimol hodisaning statistik ehtimoli
deyiladi.

Klassik ta’rif uchun keltirilgan xossalar statistik ehtimol uchun
ham saqglanib qolishini osongina tekshirib ko‘rish mumkin.

Geometrik ehtimollik. Yuqgorida aytilganidek, tajriba natija-
sida ro‘y berishi mumkin bo‘lgan elementar hodisalar soni cheksiz
bo‘lsa, bu holda ehtimolning klassik ta’rifidan foydalanish mumkin
emas. Masalan, / kesma L kesmaning bir qismi bo‘lsin. L kesmaga
tasodifiy tarzda nuqta qo‘yilsin. Bunda qo‘yilgan nuqta L kesmaning
ixtiyoriy nuqgtasida bo‘lishi mumkin, nuqtaning / kesmaga tushish
ehtimoli uning uzunligiga proporsional bo‘ladi va / ning L kesmada
qanday holatda joylashganligiga bog‘liq bo‘lmaydi deb faraz qilinsa,
nuqtaning / kesmaga tushish ehtimolini ehtimolning klassik ta’rifi
bilan aniglash mumkin emas, bunday holatlardagi ehtimolning
klassik ta’rifi kamchiliklarini yo‘qotish uchun geometrik ehtimollik
tushunchasi kiritiladi.

Yugoridagi misolda nuqtaning / kesmaga tushish ehtimoli

14



P [(uzunligi)
N L(uzunligi)
tenglik bilan aniqlanadi.
16-misol. Tasodifiy tarzda tashlangan nuqta muntazam ABC
uchburchakning 4 uchidan chiggan mediananing ixtiyoriy nuqtasiga
tushadi. Bu nuqgtaning A0 (O — ABC uchburchak medianalarining
kesishish nuqtasi ) kesmaga tushish ehtimoli topilsin.
Yechish: Ma’lumki, uchburchak medianalari kesishish nuqtasi-
da uchburchak uchidan boshlab hisoblanganda 2:1 nisbatda bo‘linadi.

Shu sababli, 40 = %mA (m, — A4 uchdan chiggan mediana uzunligi). U

holda p=.

Biror tekislikda yassi G soha berilgan bo‘lib, bu soha yassi g
sohani 0‘z ichiga olsin. G sohaga tavakkaliga tashlangan nuqtaning g
sohaga tushish ehtimolini topish talab etilsin. Bu yerda Q elementar
hodisalar fazosi G ning barcha nuqtalaridan iborat. Shuning uchun,
bu holda ham klassik ta’rifdan foydalana olmaymiz. Tashlangan
nuqtaning g sohaga tushish ehtimoli uning yuziga proporsional
bo‘lib, g soha G sohaning qayerida joylashganligiga bog‘liq
bo‘lmasin. Bu shartlarda qaralayotgan hodisaning ehtimoli

p_ 8lyuzi)
G(yuzi)

formula yordamida aniglanadi. Bunday wusuldagi ehtimollikga
geometrik ehtimollik deyiladi.

17-misol. Radiusi R bo‘lgan doira ichiga tavakkaliga nuqta
tashlangan. Tashlangan nuqta doiraga ichki chizilgan:

a) kvadrat ichiga;

b) muntazam uchburchak ichiga tushish ehtimollarini toping.

Nugtaning yassi figuraga tushish ehtimoli bu figuraning yuziga
proporsional bo‘lib, uning doiraning qayerida joylashishiga esa
bog‘liqg emas deb faraz qilinadi.

Yechish:
kvadratning — yuzi 2R’ 3

a) P= 2
Vs

. . . 2
doiraning — yuzi 7R
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uchburchak — yuzi _ S\ﬁRz 3 3\@
doira — yuzi ArR* 4r
Yugoridagi keltirilgan hollar geometrik ehtimollar uchun

xususiy hollar edi. Agar sohaning o‘lchovini mes deb belgilasak, u
holda nuqtaning G sohaning qismi bo‘lgan g sohaga tushish ehtimoli

mes(g)
P =

mes(G)

b) P=

formula bilan hisoblanadi.

Tasodifiy hodisalar bo‘ysunadigan qonuniyatlarni bilish shu ho-
disalar rivojining qanday kechishini avvaldan ko‘ra bilishga imkon
beradi.

Ehtimollar nazariyasi fanining usullari hozirgi davrda amaliyot-
ning turli sohalarida, jumladan iqtisodiyot sohasida ham keng va
samarali qo‘llanilmoqda. Tasodifiylik bilan bog‘liq bo‘lgan masala-
lar 1qtisodiy jarayonlarni tadqiq etishda, bu jarayonlarning kechishini
bashorat gilishda hamda ma’qul iqtisodiy yechimlar qabul qilishda
qo‘llaniladi.

Ehtimollar nazariyasi va matematik statistika usullari makro -
va mikro-igtisodiyotni rejalashtirish va tashkil etishda, turli texnolo-
gik jarayonlarni tahlil etishda, mahsulot sifatini nazorat qilishda,
ommaviy xizmat ko‘rsatish jarayonini tahlil qilishda va boshqa ko*p-
lab sohalarda o°z tatbiglarini topmoqda.

1.2. Ehmollarni qo‘shish va ko‘paytirish qoidalari

Hodisalar ustida amallar. Hodisa ko‘p hollarda ikki yoki
undan ortiq hodisalar to‘plami sifatida ham qaraladi. Bunday
hodisalar murakkab hodisalar deb atalib, biz bu mavzuda ularni
ta’riflashga o‘tamiz.

Ikkita A va B hodisalarning yig ‘indisi (birlashmasi) deb, 4 yoki
B hodisaning, yoki ikkala hodisaning ham ro‘y berishidan iborat
bo‘lgan hodisaga aytiladi va 4 B ko‘rinishda belgilanadi.

Shunday qilib, 4u B hodisa 4 yoki B, yoki ikkala hodisaning
ro‘y berishini ifodalaydigan barcha elementar hodisalardan iboratdir.
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A va B hodisalarning ko ‘paytmasi (kesishmasi) deb, bu
hodisalarning bir paytda ro‘y berishidan iborat hodisaga aytiladi va
A B ko‘rinishda belgilanadi.

Shunday qilib, 4~ B hodisa 4 va B hodisalarning bir paytdaro‘y
berishini ifodalaydigan barcha elementar hodisalardan iborat.

Biz bundan keyingi belgilaslarimizda 4uUB o‘rniga A4+ B
belgini, 4~ B o‘rniga esa 4B belgini ishlatamiz.

Hodisalar yig‘indisi va ko‘paytmasi Venn diagrammasi orqali
quyidagicha tasvirlanadi

A+B

SSEPYa~

Yuqorida keltirilgan 4UB, AnB murakkab hodisalarni ko‘p

hollarda 4 va B hodisalar ustida bajarilgan amallar deb ham qaraladi.
Bu amallar yordamida biz hodisalarni klassifikatsiyalashimiz
mumkin:

a) Agar A hodisaning ro‘y berishi B hodisa ro‘y berishini
yo‘qqa chigarsa va shu bilan birgalikda B hodisaning ro‘y berishi 4
hodisa ro‘y berishini yo‘qqga chigarsa, u holda bu hodisalar birgalikda
bo ‘Imagan hodisalar deyiladi. Aks holda esa bu hodisalar birgalikda
deyiladi;

b) Agar A4 hodisaning ro‘y berishi B hodisa ro‘y berishiga
bog‘liq bo‘lmasa va shu bilan birgalikda B hodisaning ro‘y berishi A4
hodisa ro‘y berishiga bog‘liq bo‘lmasa, u holda bu hodisalar erk/i
hodisalar deyiladi. Aks holda esa bu hodisalar erksiz deyiladi.

Ko‘p hollarda 4+ B hodisani 4 va B hodisalarning hech
bo‘lmaganda bittasining ro‘y berishi, 4B hodisani esa 4 va B
hodisalarning bir paytda ro‘y berishi deb ham garaladi.

Ehtimollarni qo‘shish va ko‘paytirish qoidalari. Biz
murakkab hodisalarning ro‘y berish ehtimolliklarini hisoblash
qoidalari bilan tanishib chigamiz.
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1-qoida. Agar 4, B hodisalar birgalikda bo‘lmasa, u holda 4+ B
hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagicha hisoblanadi:
P(A+ B)=P(A)+ P(B).

P(4+ B) ehtimollk 4, B hodisalardan hech bo‘lmaganda bittasining

ro‘y berish ehtimoli deb ham ataladi.

1-misol. Qutida 6 ta qizil, 8 ta ko‘k va 6 ta oq shar bor. Qutidan
tasodifiy ravishda olingan sharning rangli bo‘lish ehtimoli topilsin.
(Oq shar rangsiz shar deb garaladi).

Yechish: 4 hodisa-qutidan olingan sharning qizil bo‘lishi; B
hodisa — qutidan olingan sharning ko‘k bo‘lishi bo‘lsin, u holda:

P(A) :%, P(B) :% A4 va B hodisalar birgalikda bo‘lmaganligi sababli
P(A+B) ehtimolni topish uchun 1-qoidani qo‘llash mumkin:
3 2 7
P(AUB)=P(A)+P(B)=—+—-—=—.
(AU B) ()+()10+5 10

2-qoida. Agar 4, B erkli (bog‘ligmas) hodisalar bo‘lsa, u holda

4B- hodisaning ro‘y berish ehtimoli 4 wva B hodisalar
chtimollarining ko‘paytmasiga teng: P(AB)=P(A)P(B).

2-misol. I mergan otgan o‘qning nishonga tegish ehtimoli
P(4)=0,8, Il mergan uchun bu ehtimollik P(B)=0,7 bo‘lsin. Agar ayiq
o‘lishi uchun unga ikkita o‘qning tegishi shart bo‘lsa, u holda ikkala
mergan 0‘q uzgandan so‘ng, ayiqning o‘lish ehtimoli topilsin.

Yechish: Bu yerda 4 va B hodisalar o‘zaro erkli hodisalar
ekanligi hamda masalaning yechimi 4B hodisaning ro‘y berish
ehtimolini topishdan iborat ekanligi masala shartidan ko ‘rinib turibdi.
Shu sababli masala yechimini topishda 2-qoidadan foydalanamiz. U
holda P(4B)=P(4)P(B)=0,8-0,7=0,56.

3-qoida. Agar 4, B hodisalar birgalikda bo‘lsa, u holda 4+ B

hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagicha hisoblanadi:
P(A+ B)=P(A) + P(B)— P(AB).

3-misol. I mergan otgan o‘qning nishonga tegish ehtimoli
P(4)=0,8, II mergan uchun bu ehtimollik P(B)=0,7 bo‘lsin. Agar
quyon o‘lishi uchun unga bitta o‘qning tegishi yetarli bo‘lsa, u holda
ikkala mergan o‘q uzgandan so‘ng, quyonning o‘lish ehtimoli
topilsin.
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Yechish: Bu yerda 4 va B hodisalar o‘zaro erkli, ammo
birgalikda hodisalar ekanligi hamda masalaning yechimi 4B
hodisaning ro‘y berish ehtimolini topishdan iborat ekanligi masala
shartidan ko‘rinib turibdi. Shu sababli, masala yechimini topishda 3-
goidadan foydalanamiz. U holda

P(AB) = P(A)+ P(B) — P(A)P(B)=0,8+0,7—-0,8-0,7=0,94.

Shartli ehtimollik. Tasodifiy hodisa tushunchasi ma’lum bir S
shartlar asosida ro‘y berishi yoki ro‘y bermasligi mumkin bo‘lgan
hodisa deb aniqlagan edi. Agar hodisaning ro‘y berish ehtimolini
hisoblashda faqat S shartlarning bajarilishi hisobga olinib, boshqa
qo‘shimcha shartlar talab gilinmasa, u holda bu ehtimol shartsiz
ehtimol deb ataladi; agar hodisaning ro‘y berish ehtimolini
hisoblashda S shartlardan bo‘shqa qo‘shimcha shartlar talab qilinsa,
u holda bu ehtimol shartli ehtimol deb ataladi. Agar 4 va B hodisalar
erksiz hodisalar bo‘lsa, u holda bu hodisalarning bir paytda ro‘y
berish ehtimolini hisoblash uchun shartli ehtimollik tushunchasini
kiritishi kerak bo‘ladi. Chunki, bu hodisalar bir-biriga bog‘liq bo‘lib,
birinchi hodisa ikkinchi hodisa ro‘y berish sharti bilan amalga oshadi
yoki aksincha. Faraz qilamiz, 4 hodisa B hodisa bilan birgalikda va
undan so‘ng ro‘y bersin. U holda 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli
P,(A4) ko‘rinishda yozilib, u B shart asosida 4 hodisaning ro‘y berish

ehtimoli deb o‘qiladi va P,(4) esa shartli ehtimollik deb ataladi.

4-misol. Qutida 4 ta oq, 3 ta qora shar bor. Qutidan gaytarib
solinmaslik sharti bilan ikkita shar olindi. Agar birinchi olingan shar
(4-hodisa) qora bo‘lsa, u holda ikkinchi olingan sharning (B-
hodisa) oq bo‘lish ehtimolini toping: P,(B)=?

Yechish: Birinchi tajribadan so‘ng qutida 6 ta shar (4 ta oq va 2
ta qora) qoladi. Shu sababli P,(B) :g.

4-qoida. Agar 4, B erksiz (bog‘liq) hodisalar bo‘lsa, u holda
4B - hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagicha hisoblanadi:

P(AB) = P(A)P,(B) = P(B)F;(4).

Yugoridagi qoidalarni ikkitadan ko‘p chekli sondagi hodisalar uchun
ham umumlashtirish mumkin. Buning uchun quyidagi tushunchalarni

kiritib olamiz.
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A,4,,....4, hodisalar to‘plamini qaraymiz.

1-ta’rif. Agar 4.4,,..,4 hodisalarning ixtiyoriy ikkitasi
birgalikda bo‘lmasa, u holda bu hodisalar juft-jufti bilan birgalikda
bo‘lmagan hodisalar deb ataladi.

2-ta’rif. Agar 4,4,,..., 4, hodisalarning ixtiyoriy ikkitasi o‘zaro
erkli bo‘lsa, u holda bu hodisalar juft-jufti bilan erkli deyiladi.

3-ta’rif. Agar 4,4,,..,4, hodisalar juft-jufti bilan erkli hamda
har bir hodisa va boshga hodisalarning mumkin bo‘lgan
ko‘paytmalari erkli bo‘lsa, u holda 4,4,,...,4, hodisalar birgalikda

erkli hodisalar deyiladi.

1-natija. Juft-jufti birgalikda bo‘lmagan chekli sondagi
A,4,,...,A hodisalardan hech bo‘lmaganda birining ro‘y berish

ehtimoli shu hodisalar ehtimollarining yig‘indisiga teng:
P(A+A4,+..+A4)=P(A)+P(A4)+..+ P(4)

2-natija. Agar 4.4,,..,4, birgalikda erkli hodisalar bo‘lsa, u
holda 44,..4, ko‘paytmaning ro‘y berish ehtimoli mos hodisalar

ehtimollarining ko‘paytmasiga teng:
P(A4A,..A)=P(4)P(4)-..- P(4)

3-natija. Umumiy holda 4,4,,..,4, hodisalarning birgalikda
ro‘y berish ehtimoli uchun quyidagi formula o‘rinli:

Ay

Shartli ehtimol tushunchasidan foydalanib, erkli hodisalarni
boshqgacha ta’riflash ham mumkin.

4-ta’rif. Agar 4 va B hodisalar uchun P,(B)=P(B), P,(A)=P(A)
bo‘lsa, u holda 4 va B erkli hodisalar deyiladi.
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5-ta’rif. 4 hodisaga garama-qarshi hodisa deb, 4 hodisaning
ro‘y bermasligidan iborat bo‘lgan hodisaga aytiladi va 4 kabi
belgilanadi.

Qarama-qgarshi 4 va 4 hodisalar uchun
A+ A=0Q, A-A=T
munosabatli o‘rinli ekanligidan,
P(A)+ P(4)=1

tenglik kelib chiqishini tushunish qiyin emas. Odatda, qarama-qarshi
hodisalardan birining ehtimoli p bilan belgilansa, ikkinchisining
ehtimoli ¢ bilan belgilanadi. Shunday qilib, p+4=1.

5-misol. 4 hodisa kubik bir marta tashlanganda “6” ochko
tushishini bildirsin. U holda 4 hodisa “6” ochko tushmasligini, ya’ni
qolgan 1,2,3,4,5 ochkolardan birortasining tushishini bildiradi.

3-qoida 4,4,,.,4, — hodisalar uchun quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi (Bul formulasi)

A\
P(U )= > P(A4A4)+ D P44 A4)+..+ (1) P(44,..4,)

i=1 J i=1 i<j i<j<k

Eslatma. Agar 4,4,,..,4, hodisalar birgalikda bog‘ligmas

bo‘lsa, u holda ularga garama-qarshi bo‘lgan A1, 4s,..., A, hodisalar
ham birgalikda bog‘ligmas bo‘ladi.

6-misol. I va II to‘plardan o°‘q otishda nishonga tekkizish
echtimollari mos ravishda p,=0,8 va p,=0,9. Bir yo‘la otishda

to‘plardan kamida birining nishonga tekkizish ehtimolini toping.

Yechish: 4 hodisa—I to‘pdan otilgan o‘qning nishonga tegishi;
B hodisa — II to‘pdan otilgan o‘gqning nishonga tegishi bo‘lsin.
To‘plardan otilgan o‘qlarning nishonga tegishi bir-biriga bog‘ligmas.
Shuning uchun 4 va 3 hodisalar erkli hodisalardir. Demak, 3-qoidani
go‘llash mumkin:

P(ANB)=P(A)P(B)=0,8-0,9=0,72,
P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(AnB)=0,8+0,9-0,72=0,98.

Birgalikda erkli bo‘lgan 4,4,,...,4, — hodisalardan hech bo‘lmaganda
bittasining ro‘y berish ehtimoli
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P=1-¢q,q,..9,
formula bilan aniglanadi. Bu yerda ¢, = P(4,), i=1,n.

Hodisalar to‘la guruhi

6-ta’rif. Agar tajriba natijasida 4,4,,..,4 — hodisalar
to‘plamidan hech bo‘lmaganda bittasi ro‘y bersa va ular juft-jufti
bilan birgalikda bo‘lmasa, u holda bu hodisalar to‘plami to‘la guruh
tashkil etadi deyiladi.

Ta’rifga binoan, agar 4,4,,..,4, hodisalar to‘la guruh tashkil

etsa, u holda
A+A4,+.+4,=Q, 44, =3, (i+))

munosabatlar o‘rinlidir.

7-misol. Ikkita talaba biror sport normativini topshirmogda. Bu
sinovda: 4 —faqat bitta talabaning normativni topshirishi; 4, —ikkala
talabaning ham normativni topshirishi; 4, —talabalarning ikkalasi
ham normativni topshira olmasligi bo‘lsa, bu hodisalar to‘plami to‘la
guruh tashkil etadi.

To‘la guruh tashkil etuvchi 4,4,,..,4, — hodisalar uchun xos

bo‘lgan quyidagi teoremani keltiramiz.

Teorema. To‘la guruh tashkil etuvchi 4,4,,..,4 — hodisalar
ehtimollarining yig‘indisi birga teng: P(4)+ P(4,)+...+ P(4,)=1.

Isbot: Ta’rifga asosan to‘la guruh tashkil etuvchi hodisalardan
hech bo‘lmaganda birining ro‘y berishi mugarrardir: muqarrar
hodisaning ehtimoli esa birga teng bo‘lgani uchun

P(A+A4,+..+4)=1.

Ta’rifga asosan to‘la guruhda istalgan ikkita hodisa birgalikda

emas, shuning uchun qo‘shish qoidasiga ko‘ra:
P(A+A4,+..+A4)=P(A4)+P(4,)+..+P(4)=1

Hodisalar to‘la guruhi tushunchasi yordamida garama-qarshi

hodisalarni quyidagicha ta’riflash ham mumkin.

7-ta’rif. Agar ikkita hodisa to‘la guruh tashkil etsa, u holda bu
hodisalar qarama-qarshi hodisalar deb ataladi.
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Yuqgoridagi teoremaga asosan, qarama-qarshi hodisalar
ehtimollarining yig‘indisi birga teng:
P(A4)+ P(4)=1
Shuni ta’kidlab o‘tamizki, ba’zan 4 hodisaning ehtimolini topishda
avval 4 hodisaning ehtimolini hisoblash, keyin esa izlanayotgan
ehtimolni quyidagi formula orqali topish qulay bo‘ladi:
P(A)=1-P(A).
8-misol. Qutida 20 ta detal bo‘lib, ulardan 12 tasi standart.
Tavakkaliga olingan 5 ta detal orasida kamida 1 standart detal bo‘lishi
chtimolini toping.
Yechish: 4-olingan detallar ichida kamida bittasi standart va
4 — olingan detallar orasida bitta ham standart detal yo‘q hodisalari
garama-qarshi hodisalardir.
py="-S P(A):l—P(Z):l—C—g.
h 20 G
Endi qo‘shish va ko‘paytirish teoremalarining natijalari sifatida
to‘la ehtimollik va Bayes formulalarini keltiramiz.

To‘la ehtimollik va Bayes formulalari. 4 hodisa to‘la guruh
tashkil etuvchi B,B,.,..,B, — hodisalardan bittasining amalga oshish

shartida ro‘y berishi mumkin bo‘lsin. B,B,.....B, — hodisalardan har
birining ro‘y berish ehtimollari va P, (4), (i =1,n) — shartli ehtimolliklar
ma’lum bo‘lsin. U holda, 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli quyidagi
to‘la ehtimol formulasi bo‘yicha topiladi:

P(A)=P(B)B, (A) + P(B,)B, (4) +...+ P(B,)B, (4).

Isbot: Shartga asosan, 4 hodisa ro‘y berishi uchun birgalikda
bo‘lmagan 4B,,...,4B, hodisalardan bittasining ro‘y berishi zarur va
yetarli, ya’ni

A=AB +AB, +...+ AB,.
Shartga asosan {4B} (i=1n) hodisalar to‘plami birgalikda
bo‘lmaganligi va P(B, 4)=P(B)P, (4) (i =1,n) bo‘lgani uchun
P(A)=P(AB, + AB, +...+ AB)) = P(AB,) + P(4B,) +...+ P(4B)) =
= P(B,)P, (A)+ P(B,)P, (A)+...+ P(B,)P, (4).
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To‘la ehtimol formulasi shartlarida 4 hodisaning ro‘y berishida
B,.B,,..,B, — hodisalardan gaysi birining amalga oshishi oldindan
ma’lum bo‘lmaganligi sabali B,B,.....B, — hodisalar gipotezalar deb
ataladi.

Faraz qilamiz, tajriba o‘tkazilgan bo‘lib, uning natijasida 4
hodisa ro‘y bergan bo‘lsin. B.B,,..,B, gipotezalarning ehtimollari
qanday o‘zgarganligini (4 hodisa ro‘y berganligi sababli) aniqlash
masalasini garaymiz. Boshgacha aytganda

P,(B), P,(B,),...P,(B,)
shartli ehtimollarni izlaymiz.

Ko‘rsatilgan ehtimollardan birini masalan, P,(B) ni topamiz.
Ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra:

P(ANB)=P(A)P,(B)=P(B)F; (4).
Bundan esa,
P(B)F; (4)
P(4)
Bu munosabatdagi P(4) ehtimolni uning to‘la ehtimol formulasidagi
ifodasi bilan almashtirib, quyidagini hosil gilamiz:
P(B)F; (4)  P(B)F; (A)

P S PP, (1)

Qolgan gipotezalarning shartli ehtimollari ham shunga o‘xshash
keltirib chiqariladi. Shunday qilib, ixtiyoriy B, gipoteza uchun

P,(B,)= f)(B’f)PBk(A) . (k=12,..,n)

2 P(B)P, (4)

PA(Bl):

PA(BI) =

formulalar o‘rinli.

Bu formulalar Bayes formulalari deb ataladi (Tom Bayes
(1702-1761)-ingliz matematigi). Bayes formulalari tajriba natijasida
A hodisaro‘y berganligi ma’lum bo‘lgandan so‘ng B, gipotezalarning

ehtimollarini qayta baholash imkonini beradi.

To‘la ehtimol formulasi va Bayes formulalarining qo‘llanishiga
doir quyidagi misolni qaraymiz.

9-misol. Talabalarning saralash sport musobaqasida qatnashishi
uchun kursning I guruhidan 4 ta, II guruhidan 6 ta, Il guruhidan 5 ta
talaba ajratilgan. I, II va III guruh talabalarining institut terma
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komandasiga kirish ehtimollari mos ravishda 0,9; 0,7; va 0,8 ga teng.
Quyidagilarni toping:

a) tavakkaliga tanlangan talabaning terma komandaga tushish
chtimolini;

b) tavakkaliga tanlangan talaba terma komandaga kirgan bo‘lsa,
uning I, II, IIT guruhdan bo‘lish ehtimollarini.

Yechish: Tanlangan talabaning terma komandaga kirishi A4
hodisa bo‘lsin. U holda talaba tanlash hodisasini quyidagi elementar
hodisalarga ajratish mumkin:

B, — tanlangan talabaning I guruhdan bo‘lishi;

B, — tanlangan talabaning II guruhdan bo‘lishi;
B, — tanlangan talabaning III guruhdan bo‘lishi.
Masala shartiga ko‘ra B,,B,,B, — hodisalar to‘la guruh tashkil

etadi, chunki talaba tanlashda boshqa elementar hodisa bo‘lishi
mumkin emas hamda ular birgalikda bo‘lmaydi. U holda:
4 6 5
PB)=175 PB)=15 PB)=15
F,(4)=0,9; F, (4)=0,7, F,(4)=03.
a) tavakkaliga tanlangan talabaning terma komandaga kirish
ehtimolini to‘la ehtimollik formulasiga asosan topamiz:

P(A) = P(B)F, (A)+ P(B))Fy, (A) + P(By) By (4) =

:i-O,9+£-O,7+i.O,8:2.
15 15 15 735
b) Bayes formulasiga asosan:
P(B):P(BI)PBJ(A):15 ’ :ﬁ_
A P(A) 59 59’
75
6 07
P(B):P(BZ)PBz(A)ZIS ’ :2_
A2 P(A) 59 59’
75
P(B):P(B3)PB3(A):15 20
A P(A) 59 59
75
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Misoldan ko‘rinib turibdiki, gipotezalarning ro‘y berish ehtimollari
4hodisa ro‘y bergandan so‘ng o‘zgaradi.

1.3. Erkli sinovlar ketma-ketligi. Bernulli sxemasi

Ma’lumki, hodisani kuzatish uchun o‘tkaziladigan tajribalar bir
necha marta takrorlanishi mumkin. U holda bu tajribalar ketma-
ketligida har bir tajribaning natijasi undan oldingi tajribalar natijasiga
bog‘liq bo‘lishi yoki bog‘liq bo‘Imasligi mumkin. Masalan, qutida »
ta qora, m ta oq shar bor. Tajriba qutidan bitta shar olinishi, 4 hodisa
esa olingan sharning oq chiqishi bo‘lsin. Buni ikki usulda amalga
oshirish mumkin:

a) har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng yana qaytarib
qutiga solinadi;

b) har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng qaytarib qutiga
solinmaydi.

Har birini alohida ko‘rib chigamiz:

a) Agar har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng yana

qaytarib qutiga solinsa, har bir tajribada 4 hodisaning ro‘y berish

ehtimoli: p(4)=—"

n+m
b) Agar har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng qaytarib
qutiga solinmasa, har bir tajribada pP(4) ehtimolning qiymatini

hisoblash uchun oldingi tajriba natijasini e’tiborga olishga majbur-

miz. Haqigatan ham, birinchi tajribada p(4)=—"" bo‘ladi, ikkinchi
n+m

m—1

tajribada p(4)= (birinchi tajriba natijasi 4 hodisa bo‘lsa) yoki

n+m-—1

m

P(A)= (birinchi tajriba natijasi 4 hodisa bo‘lsa) va hokazo,

n+m-—1
ya’ni ikkinchi tajribadan boshlab har bir tajribaning natijasi oldingi
tajribalar natijasiga bog‘liq.
Bu misolning a) holatdagi tajribalar ketma-ketligini erkli
sinovlar ketma-ketligi deb ataymiz.

1-ta’rif. Agar o‘tkazilayotgan tajribalar ketma-ketligida har bir
tajribaning natijasi (ikkinchi tajribadan boshlab) oldingi tajribalar
natijasiga bog‘liq bo‘lmasa, u holda bu tajribalar ketma-ketligi erkli
sinovlar ketma-ketligi deb ataladi.
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Biz quyida bir nechta alohida sodda hodisalardan iborat bo‘lgan
murakkab hodisa tushunchasidan foydalanamiz.

Erkli sinovlar ketma-ketligining har bir tajribasida 4 hodisaning
ro‘y berish ehtimoli yo har xil, yoki bir xil bo‘lishi mumkin. Biz
soddalik uchun bu ketma-ketlikining har bir tajribasida 4 hodisa bir
xil ehtimolga ega deb faraz qilamiz.

Faraz qilaylik, » ta erkli sinash o‘tkazilayotgan bo‘lib, ularning
har birida 4 hodisa ro‘y berishi yoki ro‘y bermasligi mumkin bo‘lsin
va har bir sinashda 4 hodisaning ehtimoli bir xil, chunonchi p ga
teng deb hisoblaymiz, u holda ro‘y bermaslik ehtimoli ¢g=1-p.
Masalan, o‘yin soqqgasini tashlashdan iborat tajriba o‘tkazilmoqda.
Har bir tashlashda u yoki bu sonda ochkolar chiqish ehtimolligi
oldingi tashlashlarda qanday ochko chigqanligiga bog‘ligmasligi
ravshan, binobarin biz 4 hodisa sifatida 3 ochkoning chiqishini

qarasak, bu yerda erkli sinovlar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz va

_1 .3
pP=v.q=r¢.

n ta sinashda 4 hodisaning k marta ro‘y berish, yoki » -k marta
ro‘y bermasligidan iborat P (k) — ehtimolini hisoblaymiz. Buning

uchun ketma-ket o‘tkazilgan » ta tajribani bitta murakkab tajriba deb
qarasak, bu tajribaning natijasi 4,,4,,..4, ko‘rinishda bo‘lib, uning har
bir4 (i=1,) hadiyoki 4, yoki 4 bilan ifodalanadi. Bunday hodisalar
soni 2" ta bo‘ladi. Haqiqatan ham, 4,4,,..4, hodisalar ichida:

1) 4,4,,...4, hodisaning 4 = A (i=1,n) shartni ganoatlantiradigan
kombinatsiyasi bitta;

2) 4,4,,..4, hodisaning 4,4,..4 ko‘rinishdagi kombinatsiyalari
soni n ta; k) 4,4,,.4 hodisaning ~“+ * ko‘rinishdagi

k n—k

kombinatsiyalari soni C* ta; n) 4,4,,..4, hodisaning 4 =4 (i=1,n)
shartni gqanoatlantiradigan kombinatsiyasi bitta.

Shunday qilib, ¢?,c!,....c" ketma-ketlikni hosil gilamiz, u holda
gruppalash xossasiga asosan, C° +C! +...+ C" =2".

Agar n ta tajribada 4 hodisaning rosa tmarta ro‘y berishini B
hodisa deb qarasak,
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B:(AA 4 4 4 aN 7 4 4 4 4 4 4 4N 4 4 4 4 4 4 (1.6)

" Y
k n—k k-1 n—k n—k k

bo‘lib, u ¢* ta haddan iborat bo‘ladi. Tajribalar ketma-ketligi erkli
bo‘lganligi sababli ko‘paytirish teoremasiga ko‘ra (1.6) ifodadagi har
bir hadning ehtimolligi p*“¢"* bilan aniglanadi, u holda (1.6)
yig‘indidagi har bir had birgalikda emasligini e’tiborga olsak:

P(B)=C\p‘q"™ (1.7)
Boshlang‘ich belgilashlarga qaytib,
P(k)=C,p'q"™ (1.8)

Bernulli (binomial) formulasi (sxemasi) ni hosil gilamiz.
binomial formula deb atalishiga sabab u
(p+q)' =C'p"¢* +C" ' p"'g+.+Cp'q"™* +..+C)p°q"

Nyuton binomining umumiy hadini ifodalaydi.

1-misol. Har bir detalning standart bo‘lish ehtimoli P=0,8
bo‘lsa, tavakkaliga olingan 5 ta detaldan 2 tasining standart bo‘lish
ehtimolini toping.

Yechish: Bu yerda »n=5m=2 p=0,8 va ¢=0,2. Bernulli

formulasiga asosan.

|
P(2)=C?-0,8%-0,2° =%-0,00512=0,0512.

2-misol. Tanga 10 marta tashlandi. “Gerb”’ning 3 marta tushish
ehtimoli ganchaga teng?

Yechish: Bu hodisaning har bir tajribadagi ro‘y berish ehtimoli

3 7

% ga teng. Bundan, 2,(3)=C,, Gj Gj = % : 2% = ;—z.

A4 hodisaning o‘tkazilayotgan » ta erkli sinovda kamida &, marta
va ko‘pi bilan 4, marta ro‘y berish ehtimoli

B (k <k<k)=F(k)+Fk+D+..+F(k) (1.9)

formula bilan hisoblanadi.

2-ta’rif. Agar n ta erkli sinovda hodisaning k, marta ro‘y berish

ehtimoli sinovning boshqa mumkin bo‘lgan natijalari ehtimollari
ichida eng kattasi bo‘lsa, ya’ni
P, (k,)=max{P, (k)} (1.10)

0<k<n

bo‘lsa, u holda &, soni eng ehtimolli son deb ataladi.
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Eng ehtimolli son quyidagi qo‘sh tengsizlik bilan aniqlanadi:
np—q<ky<np+p (1.11)

Eng ehtimolli sonni aniglash uchun hamma ehtimollarni
hisoblab chigmasdan, balki sinovlar soni » ni va har bir sinovda 4
hodisaning ro‘y berish ehtimolini bilish kifoya ekan. Haqigatan ham,
eng ehtimolli sonning ta’rifidan

])n(kO)ZIDn(kO —1), 1)}1(k0)21)n(k0 +1)-

Bu tengsizliklarga mos ravishda P(k,), P(k,—1), P(k,+1)

larning qiymatlarini qo‘yib quyidagilarga ega bo‘lamiz.

ko—1  n—ky+1
I’l' pko . q”—ko S n|p 0 qn ot
- 5
k,\(n — k) (ky —D)!(n—k, +1)
ko—1 _n—ky+1
n! ko | ko s nlp* q"" ko+l  n—ky—1

kT T D) =k, 1)
Bu tengsizliklarni %, ga nisbatan yechamiz va quyidagilarga ega
bo‘lamiz:
ky<np+p; k,=2np—q

Oxirgi ikki tengsizlikni birlashtirib, eng ehtimolli sonni

aniqlovchi tengsizlikka ega bo‘lamiz:
np—p<k,<np+p
Bu tengsizlikni aniglovchi intervalning uzunligini
np+p—(p—q)=p+q=1

va hodisa n ta sinov natijasida butun son marta ro‘y berishini hisobga
olsak, eng ehtimolli son &, quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:

a) agar np —q son kasr bo‘lsa, u holda bitta eng ehtimolli &, son
mavjud bo‘ladi;

b) agar np —q butun son bo‘lsa, u holda &, va k,+1 eng ehtimolli
sonlar mavjud bo‘ladi;

c) agar np butun son bo‘lsa, u holda eng ehtimolli son k, =np
bo‘ladi.

3-misol. Tanga 6 marta tashlanadi. Gerbli tomon tushishlarining
eng ehtimolli sonini toping.

Yechish: Berilgan masalaning shartlariga asosan, n=6, ¢=p :%.

U holda, “gerb” tushishining eng ehtimolli soni %, ni quyidagicha
topamiz: k, =np =3.
Demak, eng ehtimolli son 3 ekan.
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Shunday qilib, eng ehtimolli sonni aniqlash jarayonida biz np

sonning Bernulli sxemasida maxsus ahamiyatga ega ekanligiga
ishonch hosil qilish imkoniga ega bo‘ldik. Bu shundan iborat
bo‘ldiki, np songa eng yaqin bo‘lgan ikkita butun sonlardan biri

(ba’zan ikkalasi, ba’zan 0°zi) eng ehtimolli son bo‘ldi.

1-eslatma. np son yuqoridagiga nisbatan ham muhimroq
bo‘lgan talqinga ega. Chunonchi, np ni ma’lum ma’noda n» ta
tajribalardagi muvaffaqiyatlarning o‘rtacha soni deb garash mumkin.

4-misol. Ma’lum korxonada yarogsizlikka yo‘l qo‘yish ehtimoli
0,05 ga teng. 100 ta mahsulot orasidagi yaroqgsiz mahsulotlarning
o‘rtacha soni nimaga teng?

Yechish: [zlanayotgan son np=100-0,05=5 ga teng bo‘ladi.

2-eslatma. Binomial formulasini keltirib chigarishda erkli
sinovlar ketma-ketligining har bir sinashida 4 hodisaning ehtimoli
bir xil, p ga teng deb hisoblangan edi. Endi esa bu ehtimollarni
turlicha bo‘lsin deb faraz qilamiz, ya’ni p(4)=p, p(Z)zqi, u holda
(1.8) formula quyidagi ko‘rinishni oladi:

P = DDy DGy + Do Lo Piaisa G + Uae G Prirr-Pn (1.12)

(1.12) formulaning o‘ng tomonini hosil qilish uchun
2,2)=]1(a+p2) (1.13)

ko‘paytmani qarab z* ning koeffitsiyentlarini olish kifoya, bu yerda
z Ixtiyoriy parametr bo‘lib, ¢(z) funksiya p (k) ehtimollarni hosil

qiluvchi funksiya deb ataladi.

3-eslatma. Binomial sxemaning (Bernulli sxemasining)
umumlashmasi bo‘lgan polinomial sxemani ko‘rib chiqamiz. Agar
Bernulli sxemasida har bir tajribada faqat 2 ta hodisa 4 va 4 qaralgan
bo‘lsa, polinomial sxemada har bir tajribada to‘la gruppa hosil
qiluvchi k ta hodisa qaraladi.
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Tajriba shundan iborat bo‘ladiki, » ta erkli sinov o‘tkaziladi va
ularning har birida to‘la gruppa hosil qiladigan t ta 4,4,,....4,
hodisaning faqat bittasi ro‘y berishi mumkin, bunda bu hodisalarning
chtimolliklari ma’lum:

p = p(4), p, = p(4),.... p(4).
n tajribada 4, hodisa m, marta, 4, hodisa m, marta,..., 4 hodisa m,

marta (bu yerda m, +m, + m, +...+ m_=n) ro‘y berish ehtimoli
n! m o my m
p,(my,m,,...m,) = . P Py Dy (114)
m!m,\..m,!

Xususiy holda, k=2 bo‘lganda Bernulli formulasi kelib chigadi.
Agar n ning katta qiymatlarida p (k) ehtimollarni hisoblashda

Bernulli formulasidan foydalansak juda katta sonlar ustida arifmetik
amallarni bajarishimizga to‘g‘ri keladi. Masalan, biror korxonada
yarogsiz mahsulot chiqarish ehtimoli 0,25 ga teng bo‘lsin. Tayyor
mahsulotdan 500 tasi tekshirilsin. Tekshirilgan mahsulotlar orasida
25 tasining yaroqsiz bo‘lish ehtimoli topilsin. Bu holda har bir
mahsulotning tekshirilishini bitta tajriba sifatida garab, har birida 4
hodisaning (tekshirilgan bitta mahsulotning yaroqgsiz deb topilishi)
ro‘y berish ehtimoli 0,25 ga teng bo‘lgan 500 ta erkli tajriba
o‘tkazilyapti deb hisoblashimiz mumkin, u holda Bernulli
formulasiga asosan:
Pso(25) = Csz(fo (0, 25)25 -(0, 75)475,
bu yerda
W 123025

Bu misoldan ko‘rinib turibdiki, » ning katta qiymatlarida p, (k)
ehtimollarni hisoblashni osonlashtirish uchun boshga asimptotik for-
mulalardan foydalanish zaruriyati tug‘iladi. Bu formulalar ehtimollar
nazariyasida limit teoremalari deb ataluvchu teoremalarda keltiriladi.
1-va 2- teoremalar p ning qiymati 0 va 1 ga yaqin bo‘lmagan hollarda

keltiriladi (np >10).

s 476-477-...-499-500

1-teorema (Muavr-Laplasning lokal teoremasi). Agar har bir
tajribada 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli p< p<1) o‘zgarmas

bo‘lsa, u holda n ta erkli tajribada 4 hodisaning ¢ marta ro‘y berish
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) i i k— i
ehtimoli p, (k) uchun, k¥ ning m<C, (C =const) shartni qanoat-
\NPq

lantiruvchi barcha giymatlarida

1 1
k)=—F— 1+0(—= 1.15
k—np [
tenglik bajariladi, b da x= ,p(x)=—=e .
englik bajariladi, bu yerda x= \/@(p(x) Me

Bu teoremani Muavr 1730-yilda p =% uchun, so‘ngra Laplas

1783-yilda p e (0:1) uchun isbotlagan. Biz esa bu teorema xulosasini
isbotsiz qabul gilamiz.

Maxsus jadvallarda ¢(x) funksiyaning faqat x argumentining
musbat qiymatlariga mos qiymatlari keltirilgan. Chunki, ¢(x)
funksiya juft, ya’ni ¢(—x)=¢(x).

Shunday qilib, » ta erkli sinashda 4 hodisaning rosa ¢ marta
ro‘y berish ehtimoli taqriban quyidagiga teng:

|
p, (k)= P(x).
\NPq
n ning katta qiymatlarida (1.16) ning aniqligi oshib boradi.

S-misol. Agar har bir tajribada 4 hodisaning ro‘y berish
ehtimoli 0,2 ga teng bo‘lsa, 400 ta tajribada 4 hodisa 80 marta ro‘y
berish ehtimolini toping.

Yechish: n:400,k—80 p=02, g=0,8.

| k— np _ 80—-400-0,2
80) ~ =0.
Pany(80) = \/40002088(0() X =

\/ npq 8
jadvaldan ¢(0)=0,3989.

U holda: p,,,(80)=

(1.16)

0, 38989 ~0,04986

6-misol. Merganning o°‘gqni nishonga tekkizish ehtimoli:
p=0,75. Mergan otgan 10 ta o‘qdan 8 tasining nishonga tegish
ehtimolini toping.

Yechish: »=10k=8,p=0,75,4=0,25
(1.16) formulasidan foydalansak:

32




1
J10-0,75-0,25

P8 = o(x)=0,7301- p(x),

_k-np  8-10-0,75
\jnpq ~J10-0,75-0,25
jadvaldan: ¢(0,36)=0,3789. U holda: p,,(8)=0,7301-0,3739 ~0,273.

Endi bu masalani Bernulli formulasidan foydalanib yechimini
topamiz va boshqa natijaga: p,(8)=0,282 ga kelamiz. Javoblar

orasidagi katta farqni » ning qiymati kichikligi bilan tushuntiriladi.
Ma’lumki, har bir tajribada 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli p

o‘zgarmas bo‘lsa, u holda » (kichik » larda) ta erkli tajribada 4
hodisaning kamida & marta va ko‘pi bilan &, marta ro‘y berish

chtimoli Bernulli formulasiga asosan
pn(klak) pn(k <k<k) ch k nk

k=k,
n ning katta qiymatlarda esa p,(k.k,) ehtimolni hisoblash uchun
quyidagi teoremadan foydalanamiz.

~ 0,36

2-teorema (Muavr- Laplasning integral teoremasi). Agar har
bir tajribada 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli p(0< p <1) 0‘zgarmas

bo‘lsa, u holda » ta erkli tajribada 4 hodisaning kamida k, marta va
ko‘pi bilan &, marta ro‘y berish ehtimoli p,(k,, k) uchun n—>o da

\/_ j 2 a’z D(x") - D(x') (1.17)

munosabat k va k, (—o<x'<x"<o) ga nisbatan tekis bajariladi, bu
yerda

' kl_np " k —np
- = ()] 2d
X M,x \/_ (x)\/gj‘ ly .

Laplas funksiyasi deb ataluvchi @(x) \/_ j 2dy integralning

qiymatlari uchun maxsus jadval tuzilgan. Jadvalda integralning
0<x<5 kesmaga mos bo‘lgan qiymatlari berilgan, chunki x>5 lar
uchun ®(x)=0,5 deb olish tavsiya etiladi. ®(x) funksiya toq, ya’'ni
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O(—x)=—d(x) bo‘lgani uchun jadvalda x<0 chunki funksiya
qiymatlari berilmagan.

7-misol. Detalni texnik nazorat bo‘limi (TNB) tekshirmagan
bo‘lish ehtimoli p=0,2. Tasodifan olingan 400 ta detaldan kamida 70
ta ko‘pi bilan 100 ta detalni TNB tekshirmagan bo‘lish ehtimolini
toping.
Yechish: p=0,2, ¢ =0,8, n=400, k, =70, k, =100, u holda
,  70-400-0,2 , 100-400-0,2
X = =—14 ) = =
\J400-0,2-0,8 \J400-0,2-0,8

2,75.

(1.16) formulaga asosan, p,,,(70,100) = ®(2,5) - d(-1,25) = D(2,5) + O(1,25)..
Jadvaldan ®(2,5)=0,4938; ®(1,25)=0,3944. U holda
P00 (70,100) = 0,4938 + 0,3944 = 0,8882.

Faraz qilaylik, 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli o‘zgarmas p ga

(0< p<1) teng bo‘lgan n ta erkli sinash o‘tkazilayotgan bo‘lsin. k
n

nisbiy chastotaning o‘zgarmas p ehtimoldan chetlanishini absolyut
qiymati bo‘yicha oldindan berilgan &>0 sondan katta bo‘lmaslik,

ya’ni <¢ tengsizlik bajarilishining ro‘y berish ehtimoli:

o[t

k
—=Pp
n

4
n

< ej ni baholaymiz. Yuqoridagi tengsizlikni unga teng kuchli

k- .1 : . . .
" <e tengsizlik bilan almashtiramiz. Uni |—
n P4

bo‘lgan -¢<

ko‘paytuvchiga  ko‘paytirsak: o[k, \/Z : Agar
pq  \npq Pq

x'=- \/Z ,X'=¢ \/Z belgilashlarni kiritib, Muavr-Laplasning integral
Pq Pq

teoremasidan foydalansak:
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k— np<gf_ L M*i _
pYq 27

2
z

ool

e |—

) pq g
—J.e dz =2®(¢ —)

Lo Pq
Endi boshlang‘ich tengsizlikka qaytamiz:

Sg)zZCD(g\/z) (1.18)
pPq

<¢g

P(

k
——bp
n
Xulosa qilib aytganda,
k
—=p
n
tengsizlik bajarilishining ro‘y berish ehtimoli taqriban Laplas

funksiyasining x=¢ |-~ nuqtadagi ikkilangan qiymatiga teng ekan.
Pq

Muavr-Laplasning lokal teoremasi p ehtimol p :% ning atrofi-

da bo‘lganda p, (k) ni hisoblash uchun yaxshi natija beradi, lekin p
bir yoki nolga yaqin giymatlarni qabul qilsa, bu formula ma’lum bir
xatoliklarga olib keladi. Shuning uchun p bir yoki nolga yaqin
qiymatlarni gabul gilganda p, (k) ni hisoblash uchun boshqa asimpto-
tik formula topish zarurati tug‘iladi.

Biz pning nolga yaqin gqiymatlarini ko‘rish bilan chegaralana-
miz (np<10), chunki p birga yaqin gqiymatlarni gabul qilsa p ni ¢
bilan almashtirish mumkin, ya’ni p ning o‘rniga ¢ ni ishlatish mum-
kin, chunki p >1=¢—o0.

p,(k) ehtimolning p (k)=C!p“(1-p)"*, (1- p=¢q) i1fodasini for-
mal ravishda ikkita »,q o‘zgaruvchilarning funksiyasi deb qarash
mumkin. Faraz qilamiz, k fiksirlangan, » va p esa o‘zgaradi, ya’ni n
va p lar mos ravishda cheksizlikka va nolga shunday intiladiki, na-
tijada 2 =np miqdor chegaralangan bo‘lib qolaveradi: A =np = const .

Bernulli formulasiga asosan,

k, pa-py™.
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Bu yerda np=1=p= 4 almashtirish bajaramiz. U holda
n

o () = n(n—"1)(n-2)..(n—(k-1)) (&j" (1—ijn_k
k! n n

n juda katta sonligini e’tiborga olib p (k) o‘rniga lim p (k) ni topamiz.

Shu sababli, p, (k) ehtimolning taqribiy qiymati topiladi, chunki »
juda katta son bo‘lgani bilan chekli, bizda esa n — 0. Shuni ta’kidlash
kerakki, n — o= p—0, chunki np =const.

Shunday qilib,

p, (k) =lim

n—>0

n(n—1)(n— 2) (n— (k- 1))(1)( j
n

n

L2 S

k n -
:i—llmil—ij hm(l—ij ==,
k' n—0 n n—w n kl

Bundan esa quyidagi teoremaning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi.

3-teorema (Puassonning limit teoremasi). Agar n ta erkli
sinovlar ketma-ketligida 4 hodisaning k marta ro‘y berishida, &
fiksirlangan, n va p esa o‘zgaruvchan bo‘lib, n va p lar mos ravishda
cheksizlikka va nolga shunday intilsaki, 1 =#np miqdor chegaralangan
bo‘lib qolaversa: 1=unp=const, ya’ni turli sondagi tajribalar ketma-
ketligida (nturlicha bo‘lganda ham) ham 4 hodisa ro‘y berishining

o‘rtacha soni np o‘zgarmay qolaversa, p,(k) ehtimollik uchun
k

AN
IAGEE ’ (1.19)

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

8-misol. Qo‘shma korxona iste’molchiga 5000 sifatli mahsulot
jo‘natdi. Mahsulotning yo‘lda shikastlanish ehtimoli 0,001 ga teng
bo‘lsa, yo‘lda ikki yoki undan ortiq mahsulotning shikastlanish
ehtimolini toping.

Yechish: Shikastlangan mahsulotlar sonini # desak, i1zlana-
yotgan ehtimol p,,,(k >2) bo‘lib, u quyidagiga teng bo‘ladi:
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Ds000 (K = 2) = Psgo(2) + Dsgoo(3) + - F Psgoo (5000)] —[ P30 (0) + Psgee (D] -

Bizning holda sinashlar soni katta va hodisa ro‘y berish ehtimoli 0 ga
yaqin bo‘lganligi uchun Puasson teoremasidan foydalanamiz.
A=np=5000-0,001=5 ekanligini e’tiborga olsak:
507 5'.¢e?
0! !
U holda: p,,,(m>2)=1-¢” -5 =1-6e~ ~0,9596.

Psono(0) = =e’; DPsone(D = 5¢”.

1.4. Tasodifiy miqdorlar va ularning taqsimot funksiyalari

Tasodifiy miqdor tushunchasi ehtimollar nazariyasi fanining
asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi. Tasodifiy miqdorning qabul
qilishi mumkin bo‘lgan qiymatlari bilan biz oldindan tanishmiz.
Masalan, tajriba o‘yin soqqasi tashlanishidan iborat bo‘lsin. Bunda,
Q={w} (i=1,6) to‘plamda 6 ta elementar hodisa bo‘ladi. Ochkolar

soni tasodifiy migdor bo‘lsa, 1, 2, 3, 4, 5, 6 sonlari esa uning qabul
qilishi mumkin bo‘lgan qiymatlari bo‘ladi.

1-ta’rif. Tasodifiy miqdor deb, tajriba natijasida mumkin
bo‘lgan, oldindan noma’lum va tasodifiy sabablarga bog‘liq bo‘lgan
qiymatlardan bittasi va faqat bittasini tayin ehtimol bilan gabul
qiladigan kattalikka aytiladi.

Tasodifiy miqdorlar odatda lotin alfavitining bosh harflari
X, Y, Z, ...bilan, ularning gabul qilishi mumkin bo‘lgan qiymatlari esa
mos ravishda alfavitning kichik harflari x,y,z bilan belgilanadi.
Masalan, X -tasodifiy miqdorning qabul qilishi mumkin bo‘lgan
qiymatlari quyidagicha yoziladi: X :x,,x,,...,x,,...

Tasodifiy miqdorlar ikki turga ajratib o‘rganiladi:

a) diskret tasodifiy miqdorlar; b) uzluksiz tasodifiy migdorlar.

Bu ikki tushuncha haqida ma’lumot berishdan oldin to‘plam va
uning elementlari haqida ba’zi bir ma’lumotlarni berib o‘tamiz.
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2-ta’rif. Agar to‘plam elementlarining sonini biror bir son bilan
ifodalash mumkin bo‘lsa, u holda bu to‘plam chekli to‘plam deb
ataladi.

3-ta’rif. Agar to‘plam elementlarining soni cheksiz bo‘lib uning
elementlarini natural sonlar to‘plami bilan o‘zaro bir qiymatli
akslantirish mumkin bo‘lsa, u holda bu to‘plam sanoqli to‘plam deb
ataladi.

4-ta’rif. Agar to‘plam elementlarining sonini cheksiz bo‘lib
uning elementlari va [0;1] kesmadagi haqiqiy sonlar orasida o‘zaro bir

qiymatli moslik mavjud bo‘lsa, u holda bu to*plam kontinium quvvatli
to ‘plam deb ataladi.

Diskret tasodifiy miqdorlarning mumkin bo‘lgan qiymatlari
ayrim va ajralgan bo‘lib, uning mumkin bo‘lgan giymatlarining soni
chekli yoki sanoqli bo‘ladi.

1-misol. X tasodifiy miqdor 100 ta buyumdan iborat guruhdagi
yaroqsiz buyumlar soni. Bu migdorning mumkin bo‘lgan qiymatlari:
x,=0,x, =1...,x,, =100.

Diskret tasodifiy miqdorni tavsiflash uchun, eng avvalo, uning
barcha mumkin bo‘lgan qiymatlarini ko‘rsatish lozim. Ammo, X
tasodifiy miqdorning faqat mumkin bo‘lgan qiymatlarini bilish uning
xususiyatlarini ta’riflashga yetarli emas, chunki tasodifiy miqdor
o‘zining har bir qiymatini har xil ehtimollik bilan gabul qilishi
mumkin. Shu sababli, diskret tasodifiy miqdorni to‘liq aniqlash
uchun x,x,,... qiymatlardan tashqari {X =x},{X =x,}.... hodisalarning
ehtimollarini ham, ya’ni p,=p(X=x), p,=p(X =x,),... larni ham
ko‘rsatish lozim.

Disket tasodifiy miqdorning mumkin bo‘lgan qiymatlari va
ularning ehtimollart orasidagi moslikni tasodifiy miqdorning
taqsimot gonuni deb ataladi.

Diskret tasodifiy migdor tagsimot qonunini ifodalash usullari va
shakllari turlicha bo‘lishi mumkin.

X diskret tasodifiy migdor tagsimot qonuni berilishining eng
sodda shakli jadval bo‘lib, bunda barcha mumkin bo‘lgan qiymatlar
va ularga mos ehtimolliklar ko‘rsatilgan bo‘ladi:
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Xix; X, ..x, ...

pP-pp,--p, -
X, X,,....,x, qlymatlar odatda ortib borish yoki kamayib borish tartibida
yoziladi.

Bundan tashqari, {X=x} hodisalarning ixtiyoriy ikkitasi
birgalikdamasligi va {X ={x }} hodisalar to‘plami to‘la gruppa tashkil
etganligi sababli

ptp,+..+p, +...:Zpl. =1

tenglik har doim o‘rinli bo‘ladi. Ba’zan diskret tasodifiy miqdorning
taqsimot gonuni grafik usulda-tagsimot ko‘pburchagi yordamida ham
beriladi.

Tagsimot ko‘pburchagini hosil qilish uchun, abssissalar o‘qida
tasodifiy miqdorning mumkin bo‘lgan qiymatlari, ordinatalar o‘qida
esa ularga mos ehtimollar qo‘yiladi, keyin esa (x,p), (x,,p,),...

nuqtalarni kesmalar bilan tutashtiriladi. Taqsimot qonuni formula
(analitik) usulida ham beriladi.

2-misol. Tanga 5 marta tashlandi. “Gerb” tomonning tushish
soni X tasodifiy miqdor bo‘lsin. X tasodifiy migdorning mumkin
bo‘lgan qiymatlari 0, 1, 2, 3, 4, 5 sonlardan iborat bo‘ladi. Tasodifly
miqdorning bu qiymatlarni qabul qilish ehtimollari Bernulli
formulasi yordamida hisoblanadi.

3 2
Masalan, p(X =3)=C; Gj (%) = ;—(2) va hokazo. U holda

X:0 1 2 3 45
1 5 10 10 5 1

73232 3232323

ko‘rinishdagi jadvalni hosil gilamiz.

Diskret tasodifiy migdorlarning berilish usullarini uzluksiz taso-
difiy migdorlar uchun qo‘llab bo‘lmaydi. Chunki uzluksiz tasodifiy
miqdorlarning gabul qilishi mumkin bo‘lgan qiymatlar ro‘yxatini
tuzish mumkin emas. Shu sababli, uzluksiz tasodifiy miqdorlarni
ta’riflash uchun tagsimot funksiyasi tushunchasi kiritiladi.
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5-ta’rif. x tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi deb, uning
x (x-ixtiyorty haqiqiy son) dan kichik qiymatlarni gabul qilish
ehtimolini aniglovchi
F(x)=p(X <x) (1.20)
funksiyaga aytiladi.

Ba’zan F(x)-funksiyani integral tagsimot funksiyasi deb ham
ataladi.

Endi tagsimot funksiyasidan foydalanib uzluksiz va diskret
tasodifiy miqdorlarning gat’iy ta’rifini beramiz.

6-ta’rif. Agar tasodifiy miqdorning F(x)-tagsimot funksiyasi
uzluksiz  bo‘lsa, bu tasodifiy miqdor uzluksiz tasodifiy miqdor
deyiladi.

Diskret tasodifiy miqgdorning F(x)—tagsimot funksiyasi chekli
yoki sanoqli sondagi I tur uzulishlarga ega bo‘ldi.

Tasodifiy miqdorlarning taqsimot funksiyalari quyidagi
xossalarga ega.

1-xossa. Tagsimot funksiyaning qiymatlari [0;1] kesmaga
tegishli:

0<F(x)<1

Isbot: Bu xossaning isboti tagsimot funksiyani ehtimol sifatida
ta’riflanishdan, ya’ni F(x)= p(x <x) ekanligidan kelib chiqadi.

2-xossa. Tagsimot funksiyasi kamaymaydigan funksiyadir,
ya’ni x, <x, = F(x) < F(x,).

Isbot: Faraz qilamiz x <x, bo‘lsin, u holda (X <x,) oraligni
quyidagicha yozib olish mumkin (X <x)=(X<x)+(x, <X <x).
(X<x),(x,<X<x,) tasodifiy hodisalar birgalikda emasligidan
quyidagi tenglikni yozish mumkin

PX <x,)=p(X <x)+p(x <X <x).
Endi tagsimot funksiyaning ta’rifidan foydalansak
F(x,)—F(x)=p(x, <X <x,) (1.21)
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tenglikni hosil gilamiz. Ehtimolning nomanfiyligidan kerakli natijani
olamiz .
2-xossadan quyidagi natijalarni keltirib chiqarish mumkin.

1-natija. X tasodifiy miqdorning [a;b) intervalda yotuvchi
qiymatlarni qabul qilish ehtimoli quyidagicha aniqlanadi.
pla< X <b)=F(b)—F(a) (1.22)

Buning isboti (1.2) formulada x, =a, x, =6 almashtirishdan kelib
chigadi.

2-natija. X uzluksiz tasodifiy migdorning belgilangan bitta
aniq qiymatni gabul gilishi ehtimoli nolga teng, ya’ni p(X =x,)=0.

Buning isboti (1.22) formulada x, =x,, x, =x, +Ax almashtirish

so‘ngra Ax—0 limitni hisoblashdan kelib chigadi. Shu sababli,
uzluksiz tasodifiy migdorning bitta qiymatni qabul qilish ehtimolini
hisoblashning ahamiyati yo‘q va shunga ko‘ra quyidagi munosabatlar
o‘rinlidir:
plasX<bhb)y=pla<X<b)y=pla< X<b)=Fb)—F(a)
3-xossa. Agar tasodifiy miqdorning mumkin bo‘lgan qiymatlari
(a;b) intervalga tegishli bo‘lsa, u holda
lim F(x)=0, lim F(x)=1 (1.23)

x—a—0

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.

3-natija. Agar tasodifiy migdorning mumkin bo‘lgan qiymatlari
butun Ox o‘qda joylashgan bo‘lsa, u holda quyidagi munosabatlar

o‘rinli:
lim F(x) =0, lim F(x)=1 (1.24)

X—>—00

3-misol. X tasodifiy miqdor
0, x<-1,

F(x)= lx+l, —-1<x<3,
4 4

1, x>3.
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taqsimot funksiya bilan berilgan bo‘lsin. Sinash natijasida X
tasodifity miqdor (0;2) intervalga tegishli qiymatlarni qabul qilish
ehtimolini toping.

Yechish: p(OSX<2):F(2)—F(O):%.2+i_(l.0+l):l

4 4) 2
4-misol. x diskret tasodifiy miqdor quyidagi
X:1 4 8
:03 0,1 0,6

taqsimot qonuni bilan berilgan bo‘lsin. Uning tagsimot funksiyasini
toping.

0, agar x<1,

0,3, agar 1<x<4,

Yechish: F(x)=
0,4, agar 4<x<8,

1, agar x>38.

Yugqgorida uzluksiz tasodifiy miqgdorlarni taqsimot funksiyalari
yordamida aniqlagan edik. Agar tasodifiy miqdorning tagsimot
funksiyasi differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda tasodifiy miqdorning

zichlik (differensial) funksiyasi tushunchasini kiritishimiz kerak
bo‘ladi.

7-ta’rif. Tasodifiy miqdorning zichlik (differensial) funksiyasi
deb, tagsimot funksiyasidan olingan birinchi tartibli hosilaga aytiladi
va quyidagicha aniglanadi:

F'(x)= f(x) (1.25)

Uzluksiz tasodifiy miqdorlar uchun zichlik funksiyasi muhim
ahamiyatga ega bo‘lib, bu funksiya yordamida uzluksiz tasodifiy
miqdorlarning barcha xarakteristikalarini aniglash mumkin. Bu yerda
ularning ba’zilarini keltirib o‘tamiz.

1-teorema. Xx uzluksiz tasodifiy miqorning (a;5) intervalga

tegishli qiymatlarni qabul qilishi ehtimoli zichlik funksiyasidan ¢ dan
b gacha olingan aniq integral bilan aniqlanadi:

pla<X <b)=|f(x)dx (1.26)
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Isbot: Ma’lumki, 1-natijaga asosan
plaX<by=F(b)—-F(a).
Agar bu yerda Nyuton-Leybnits formulasi va zichlik funksiyasining
ta’rifi (1.25) ifodadan foydalansak, quyidagini hosil qilamiz

pla< X <b)=F(b)—F(a)= [ F'(x)dx = [ f(x)dx.

Bundan tashqari, x tasodifiy miqgdorning 7(x) zichlik funksiyasini
ma’lum bo‘lsa, uning F(x) tagsimot funksiyasini topish uchun quyi-
dagi anigmas integraldan foydalaniladi:

FOo= | £ (1.27)

Tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi quyidagi xossalarga
ega.

1-xossa. 7(x) — funksiya nomanfiy funksiyadir, ya’ni f(x)>o0.

Isbot: Bu xossa 7(x) differensial funksiya kamaymaydigan £(x)

taqsimot funksiyaning hosilasi ekanligidan kelib chigadi.
2-xossa. Agar tasodifiy migdor sonlar o‘qida aniglangan bo‘lsa,
quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi

[ rede=1 (1.28)

Isbot: Nyuton-Leybnits formulasi va zichlik funksiyasining
ta’rifiga asosan;

[ £()dx =lim F(x) - lim F(x)=1-0=1.

1-eslatama. Agar X tasodifiy miqdorning gqabul qilishi mumkin
bo‘lgan qiymatlari (a;b) oraligdan iborat bo‘lsa, u holda yuqoridagi
formula

[ £dx=1 (1.29)

ko‘rinishini oladi.

Bu formula geometrik nuqtayi nazardan Ox o‘q, f(x) funksiya,
x=a va x=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri chiziqli
trapetsiyaning yuzi 1 ga tengligini bildiradi.

43




2-eslatama. Zichlik funksiyasi fagat uzluksiz tasodifiy
miqdorlar uchun mavjud.

5-misol. X uzluksiz tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi
berilgan:

0, agar x<0,

/4
f(x)=<cosx, agar a<x£5,

T

0, >—,

agar Xx 5
F(x) tagsimot funksiyani toping.

Yechish: F(x)= ]C. f()dt=0 formuladan foydalanamiz. Agar

x<0 bo‘lsa, F(x)=0.Demak, F(x)= ]C.f(t)dt:O. Agar O<x£% bo‘lsa,
0 X -~

u holda F(x)= J F(o)dt + j costdt =sinx. Agar x>% bo‘lsa, u holda

F(x)= I f (t)dt+]€costdt+]£ f(dt=1. Demak, izlanayotgan taqsimot

2

funksiyasi quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
0, agar x<0,

F(x)=1sinx, agar O<x£%,

1, agar x>z
, ag 5

6-misol. Xx uzluksiz tasodifiy miqdor quyidagi =zichlik
funksiyaga ega:

0, agar x<0,

f(x)= %sinx, agar O<x£%,

0, agar x >%
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V4

X tasodifiy miqdorning (E;%j intervalga tegishli qiymatni qabul
qilish ehtimolini toping.
b
Yechish: pa<X<b)= j f(x)dx formuladan foydalanamiz. U

N

Vi r
holda p(€<X<Zj_ f(x)dx—T.

NN ey n [y

1.5. Tasodifiy miqdorlarning sonli xarakteristikalari

Ma’lumki, X tasodifiy miqdorning taqsimot qonuni X
miqdorni to‘liq tavsiflab beradi. Ammo ko‘pincha tagsimot qonuni
noma’lum bo‘lib, uni aniqlash katta qiyinchiliklar tug‘diradi va biz
kam ma’lumot bilan chegaralanishimizga to‘g‘ri keladi. Ba’zida esa
tasodifly miqdorni xarakterlovchi sonlarni qo‘llash foydalidir. Bu
sonlar tasodifiy migdorning sonli xarakteristikalari deb ataladi va
ularning vazifasi tasodifiy miqdorning eng muhim xususiyatlarini
qisqa shaklda ifodalashdir.

Tasodifiy miqdorning muhim sonli xarakteristikalaridan biri
matematik kutilma deb ataladi. Juda ko‘p masalalarning yechimini
matematik kutilmani bilish orqali hal etish mumkin. Masalan,
viloyatlarni tagqoslovchi ko‘rsatkichlardan biri ularda yetishtirilgan
hosilning o‘rtachasi, ya’ni matematik kutilmasidir.

1-ta’rif. x diskret tasodifiy miqdor qabul qilishi mumkin
bo‘lgan qiymatlarining mos ehtimollariga ko‘paytmalari yig‘indisiga
uning matematik kutilmasi deb aytiladi.

X diskret tasodifiy migdorning tagsimot qonuni:
X:ix X,..X

P-pb P - D,
berilgan bo‘lsin. U holda uning A (X)) — matematik kutilmasi
M(X)=x,p,+%,p, 44,0, = D 5P, (1.30)

i=1

tenglik bilan aniqlanadi.
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X tasodifiy miqdorning mumkin bo‘lgan qiymatlari soni
cheskiz bo‘lib, u

XX, Xy X,

p-p Py - D,
tagsimotga ega bo‘lsa, u holda uning matematik kutilmasi
M(X):x1p1+x2p2+...+xnpn+...:le.pl. (1.31)
i=1

formula bilan aniglanadi. Bunda oxirgi qator absolyut yaqinlashadi
deb faraz qilinadi. Aks holda, bu tasodifiy miqdor matematik
kutilmaga ega bo‘Imaydi.

1-misol. Tagsimot qonuni
X:123456

111111

ko‘rinishda bo‘lgan tasodifiy migdorning matematik kutilmasini
toping.
Yechish: (1.31) formuladan foydalanamiz:
1 1 1 1 1 1

MX)=1-—+2-—+3-—+4-—+5-—+6-—=3,5
6 6 6 6 6 6
2-misol. Puasson qonuni bo‘yicha tagsimlangan Xx diskret
tasodifly migdorning matematik kutilmasini toping.
Yechish: Puasson qonuni quyidagi jadval bilan aniglanadi:

X: 0 1 2 3 . k
-1 3 -4 k -4
p: e’ de’ Ae Ae e
2! 3! k!

u holda

0 ﬂ/k 0 /Ik_l
M(x)= Zk—e‘ﬂ = e Z =le e’ = A
i k! o (k—-1)!

Shunday qilib, Puasson tagsimotini xarakterlovchi parametr
A- X tasodifiy migdorning matematik kutilmasini bildirar ekan.

3-misol. Agar 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli p bo‘lsa, bitta
tajribada 4 hodisa ro‘y berish sonlarining matematik kutilmasini
toping.

Yechish: Bitta tajribada 4 hodisaning ro‘y berishi sonlarini x
tasodifiy miqdor desak, u faqat ikkita qiymat qabul gilishi mumkin:
x,=1 (4 hodisa ro‘y berdi), bunda p(X =x)=p;x,=0 (4 hodisa ro‘y
bermadi), bunda p(X =x,)=¢. U holda: mr(x)=p.
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X tasodifiy miqdor ustida » marta sinov o‘tkazilib, uning
natijalari quyidagicha bo‘lsin:
X:ix x, .. X,
n:on ony..n
Yugoridagi satr X miqdorning kuzatilgan qiymatlarini, pastki
satr esa bu qgiymatlarning chastotalarini bildiradi, ya’ni x, (i=1,k)
giymatni X miqdor », marta gabul qilgan.
X orqali kuzatilgan barcha qiymatlarning o‘rta arifmetigini
belgilaylik, u holda

X1+ X0, +. X0,

b

X=

n
yoki
}=3c1ﬂ+x2&+...+xkn—":le1 +x, W+ +x W,
n n n
Bu yerda w,,w,,...,W, — mos ravishda x,x,,..,x, qiymatlarning nisbiy
chastotalari.

Demak, X=M(X), ya’ni X tasodifiy miqdorning matematik
kutilmasi uning kuzatiladigan gqiymatlari o‘rta arifmetigiga taqriban
teng.

Matematik kutilma quyidagi xossalarga ega.

1-xossa. O‘zgarmas miqdorning matematik kutilmasi o‘zgar-
masning o0‘ziga teng:

M(C)=C.

Isbot. C o‘zgarmas miqdorni yagona C qiymatni 1 ga teng
ehtimol bilan qabul qiladigan tasodifiy miqdor deb garash mumkin.
Shuning uchun, m(C)=c-1=C.

l1-eslatma. Xx diskret tasodifiy miqdorning o‘zgarmas C
kattalikka ko‘paytmasini quyidagicha aniqlaymiz:
X :x,%y,....x, = CX : Cx,,Cx,,...,Cx

PEXETY ne

2-xossa. O‘zgarmas ko‘paytuvchini matematik kutilma belgisi
ostidan chigarish mumkin:
M(CX)=CM(X).
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Isbot: X diskret tasodifiy miqdorning tagsimot qonuni
XX X, .. X

pP-P P, - P,
ko‘rinishda bo‘lsin. U holda 1-eslatmaga asosan,
X:Cx, Cx, ... Cx,
pi P Dy Dy
Bundan Cx tasodifiy migdorning matematik kutilmasini hisoblaymiz
M(CX)=Cx,p, +Cx,p, +...+ Cx,p, =CM(X).
3-xossa. Chekli sondagi tasodifiy miqdorlar yig‘indisining
matematik kutilmasi ularning matematik kutilmalari yig‘indisiga
teng:
© MX +X,+..+X)=MX)+MX,)+..+M(X,)
4-xossa. Chekli sondagi bog‘ligmas tasodifiy miqdorlar
ko‘paytmasining matematik kutilmasi ular matematik kutilmalarning
ko‘paytmasiga teng:
M(X,X,..X,)=MX)M(X,)..MX,).
3-xossadan va 3-misoldan foydalanib quyidagi teoremani isbotlash
mumkin.

1-teorema. n ta bog‘ligmas tajribalarda 4 hodisa ro‘y
berishining matematik kutilmasi: m(x)=np.

Matematik kutilmalarining tengligi tasodifiy miqdorlarning
qabul qiladigan qiymatlari bir xil deb xulosa chigarishga imkon

bermaydi. Masalan,
X:-0,5 0 0,5 Y:-50 0 50

p: 0,3 0,4 0,3 p: 03 0,4 0,3
tasodifiy miqdorlarda ar(x)=ar(y), ammo ularning mumkin bo‘lgan
qiymatlari turlichadir. Shu sababli tasodifiy miqdorning tarqoqligini
aniglovchi ikkinchi sonli xarakteristika — dispersiya tushunchasini
kiritamiz.

Dispersiya tushunchasini kiritishdan oldin tasodifiy migdorning
matematik kutilmasidan chetlanishi tushunchasini kiritib olamiz.
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2-ta’rif. Tasodifiy miqdor va uning matematik kutilmasi
orasidagi farqni uning chetlanishi deb ataymiz va x-wm(x)

ko‘rinishda belgilaymiz.

Tasodifiy migdor chetlanishining muhim xossasini ko‘rsatuvchi
quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

2-teorema. Tasodifiy miqdor chetlanishining matematik kutil-
masi nolga teng;:
M(X - M(X))=0.

Amaliyotda tasodifiy migdorning mumkin bo‘lgan qiymatlarini
uning o‘rtachasi atrofidagi joylashish tarqoqligini baholash zarurati
tez-tez uchrab turadi. Masalan, merganlik darajasini baholashda. Shu
sababli, dispersiya tushunchasi kiritiladi, chunki tasodifiy miqgdor
chetlanishi qiymatlar tarqoqligini baholay olmasligi 2-teoremadan
ko‘rinib turibdi.

3-ta’rif. X tasodifiy miqdorning D(x) - dispersiyasi deb, uning
chetlanishi kvadratining matematik kutilmasiga aytiladi:
D(X)=M(X - M (X))’ (1.32)

Diskret tasodifiy migdor uchun bu formula ushbu ko‘rinishni oladi:

DX)=Y (x, - M(X) p, (1.33)

i=1

4-ta’rif. x tasodifiy miqdorning o(x)- o‘rtacha kvadratik
chetlanishi deb, dispersiyadan olingan arifmetik kvadrat ildizga

aytiladi:
o(X) =D(X) (1.34)

Dispersiyaning o‘lchamligi tasodifiy miqdor o‘lchamining
kvadratiga tengdir. O‘rtacha kvadratik chetlanishniki esa tasodifiy
miqdor o‘Ichami bilan bir xil bo‘ladi.

Agar X biror bir gimmatbaho qog‘ozning daromadliligi bo‘lsa,
M (Xx) uning o‘rtacha daromadliligini, D(x) esa riskini ifodalaydi.
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4-misol. Agar 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli p ga teng

bo‘lsa, u holda 4 hodisaning bitta sinovda ro‘y berish sonining
matematik kutilmasi, dispersiyasi va o‘rtacha kvadratik chetlanishini
toping.
Yechish: Bu tasodifiy migdorning taqsimot qonuni quyidagicha
bo‘ladi:
X:0 1
piq p
U holda,
M(X)=0-q+1-p=p,
D(X)=(0-p) -q+(1-p)’ - p=qp”+pq” = pa(p+q)=pq
o(X)=\pg
Dispersiyani hisoblash uchun quyidagi formuladan foydalanish
tavsiya etiladi:
D(X)=M(X") - (M (X))’
Tasodifiy migdor dispersiyasi quyidagi xossalarga ega.
1-xossa. O‘zgarmas miqdorning dispersiyasi nolga teng:
D(C)=0.
Isbot: C o‘zgarmas miqdorni C qiymatini 1 ehtimol bilan gabul
qiladi deb garash mumkin. U holda
M(C)=C va D(C)=(C-C)*-1=0.
2-xossa. O‘zgarmas ko ‘paytuvchi dispersiya belgisidan kvadrati
bilan chiqariladi:
D(CX)=C*D(X).
3-xossa. Chekli sondagi o‘zaro bog‘ligmas tasodifiy miqdorlar
yig‘indisining dispersiyasi ular dispersiyalarining yig‘indisiga teng:
DX, +X,+...+X)=D(X,)+D(X,)+...+ D(X,)

Natija. Bog‘ligmas ikkita tasodifiy miqdorlar ayirmasining
dispersiyasi ular dispersiyalarining yig‘indisiga teng:
D(X, - X,)=D(X,) + D(X,)

Ushbu natija ikkitadan ortiq tasodifiy miqdorlar uchun o‘rinli
ckanligini isbotlash qiyin emas.

5-misol. Quyidagi tagsimot qonuni bilan berilgan X diskret
tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi, dispersiyasi va o‘rtacha
kvadrat chetlanishini hisoblang.
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X:-2 1 3 6
p: 0,4 0,2 0,1 0,3
Yechish:
M(X)=-2-0,4+1-0,2+3-0,1+6-0,3=1,5,
D(X)=M(X - M(X))’ =(-2-1,5)-0,4+(1-1,5)>-0,2+
+(3-1,5)%-0,1+(6-1,5)*-0,3=11,25
(X)) =D(X) =11,25~3,36
Biz dispersiyani ta’rif  bo‘yicha hisobladik. Endi
D(X)=M(X*)-M?*(X) formula bo‘yicha hisoblaylik. Buning uchun
dastlab x* tasodifiy migdorning tagsimot qonunini tuzib olamiz.
X4 1 9 36
p:0,4 0,2 0,1 0,3
DX)=M(X*)-M?*(X)=13,5-2,25=11,25.
Diskret tasodifiy miqdorlar kabi uzluksiz tasodifiy miqdorlarda
ham matematik kutilma va dispersiya tushunchalari katta ahamiyatga

ega. Uzluksiz tasodifiy miqdorlar uchun bu tushunchalar quyidagicha
kiritiladi.

5-ta’rif. Mumkin bo‘lgan qiymatlari (a,») intervalga tegishli
bo‘lgan x uzluksiz tasodifiy migdorning matematik kutilmasi deb,

b
M(X):fo(x)dx (1.35)
tenglik bilan aniqlanuvchi kattalikka aytiladi.

Agar x uzluksiz tasodifiy miqdorning qabul qilishi mumkin
bo‘lgan qgiymatlar Ox o°‘qqga tegishli bo‘lsa, u holda matematik
kutilma formulasi (1.35) quyidagi ko‘rinishni oladi

M(X):Txf(x)dx (1.36)

Bu holatda bu xosmas integral absolyut yaqinlashuvchi, ya’ni

+00

I |x|f(x)dx

—0

integralning qiymati mavjud deb faraz qilinadi.
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Agar tasodifiy miqdorning qabul qilishi mumkin bo‘lgan
qiymatlari (a;b) intervalga tegishli bo‘lsa, u holda uning dispersiyasi
uchun

D(X)=[(x = M(x))’ f(x)dx (1.37)

formula o‘rinli bo‘ladi.
Agar tasodifiy miqdorning qabul qilishi mumkin bo‘lgan
qiymatlari Ox o‘qqa tegishli bo‘lsa, u holda uning dispersiyasi uchun

D(X)= [ (x=M(x))’ f(x)dx (1.38)

formula o‘rinli bo‘ladi.

Uzluksiz tasodifty miqdorning dispersiyasini hisoblash uchun
(1.37) va (1.38) formuladan foydalanish noqulay hisoblanadi, shu
sababli dispersiyani hisoblash uchun (1.37) formulaning qulay

ko‘rinishini keltirib chigaramiz.
b

D(X) = j (x—M (X))’ f(x)dx = j X f(x)dx -2 j XM (X) f(x)dx +

a

+[ M2 (X) f (¥)dx = M(X?) = 2M (X) [ xf (x)dx + M (X)) £ (x)dx =

=M(X*)-M*(X)
formulaga ham bu ko‘rinishdagi formulani keltirib chiqgarish
mumkin. Shunday qilib, kop hollarda dispersiyani hisoblash uchun
D(X)=M(X*)-M?*(X) (1.39)
formuladan foydalaniladi.

Uzluksiz tasodifiy miqdorlarning matematik kutilmasi va
dispersiyasi uchun ham diskret tasodifiy miqdorlarning matematik
kutilmasi va dispersiyalarining xossalari o‘rinli bo‘ladi.

6-misol. Ushbu

0, agar x<0,
F(x)=<x, agar 0<x<l,
l, agar x>1

tagsimot funksiyasi bilan berilgan X tasodifiy migdorning matematik
kutilmasi va dispersiyasini toping.
Yechish: Ma’lumki
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0, agar x<0,
f(x)=F'(x)=<1, agar 0<x<l],
0, agar x2>1

(1.35) formuladan foydalanib X tasodifiy migdorning matematik

kutilmasini topamiz:

1 o |t

X 1

MX)=|xldx=—| ==
'([ 2 2

(1.39) formuladan foydalanib x tasodifiy miqdorning dispersiyasini
topamiz:

0

L (1)2 11
D(X):jx ddx—|=| =2 ——=—,
) 2) 3], 4 12
Endi tasodifiy migdorlar orasidagi bog‘lanish darajasini aniqlashga
yordam beruvchi ba’zi bir tushunchalarni kiritamiz.

6-ta’rif. x va v tasodifiy miqdorlarning korrelatsiya momenti
(yoki kovariatsiyasi) deb, quyidagi songa aytiladi:
K, =M[X -MX)Y -MY))].

X va Y tasodifiy migdorlar diskret bo‘lsa, u holda bu formula
quyidagi ko‘rinishini oladi:
K,WZ(X,- ~M X))y, —M@X)p;
bunda p, =P(X =x;Y=y,).
Korrelatsiya momenti ifodasini matematik kutilma xossalari
asosida quyidagicha almashtirilish mumkin:
M[(X -MX))Y -M@)|=M[XY - XM (Y)-YM(X)+MX)MY)]=
= M(XY)- M(X)MY)- MM X)+MX)MY)=M(XY)- M(X)M(Y)

3-teorema. Agar ikkita tasodifiy migdor o‘zaro bog‘liq bo‘lma-
sa, u holda ularning korrelatsiya momenti nolga teng bo‘ladi.

7-ta’rif. X va Y tasodifiy migdorlarning korrelatsiya koeffit-
siyenti deb,




\ tenglik bilan aniqlanadigan kattalikka aytiladi.

Korrelatsiya momenti uchun quyidagi

K, |</D.D,

tengsizlik o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish mumkin, chunki |, |<1.

Agar x va Y tasodifiy miqdorlar bog‘ligmas bo‘lsa, u holda
ularning korrelatsiya koeffitsiyenti nolga tengligini ko‘rsatish qiyin
emas.

Quyidagi teorema tasodifiy miqdorlar orasida bog‘lanishni
tavsiflashda korrelatsiya koeffitsiyentining ahamiyatini yana ham
batafsil oydinlashtirib beradi.

4-teorema. Y tasodifiy miqdor x tasodifiy miqdorning chizigli
funksiyasi, ya’ni Y=aX+b bo‘lsin, u holda agar >0 bo‘lsa, r, =1,

agar a<0 bo‘lsa, r, =-1 bo‘ladi.

Isbot:
K, =M[(X-MX))Y -MY)]=M[(X -MX))aX +b-M¥))]=

M[(X -M(X))aX +b—aM (X)—-b)]|=aM [(X - M(X))]2 =aD(X)=ac’
o, =D(Y)=a’D(X)=d’c}, o, =|do,,
K, aaf I, a>0,
{—1, a<0.

]/'W = = 2 =
0.0, |a|0x

1.6. Amalda ko‘p uchraydigan tagsimot qonunlari. Katta sonlar
qonuni. Markaziy limit teoremasi

Tasodifiy miqdorlarning amalda ko‘p uchraydigan tagsimot
qonunlari bilan tanishib chiqamiz.

1. Diskret tasodifiy migdorlar uchun tagsimot qonunlari.

a) Binomial tagsimot qonuni. 4 hodisa ustida » ta erkli tajriba
o‘tkazilyotgan bo‘lsin. Ularning har birida 4 hodisa bir xil o‘zgarmas
p ehtimollik bilan yuz bersin. »n ta tajribada 4 hodisaning yuz
berishlar sonidan iborat X tasodifiy migdorni qaraymiz. Bu tasodifiy
miqdorga mos jadval
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X:0 1 2 n—1 n
r:p,0) p,M p,(2) v py(n=1) p,(n)
ko‘rinishda bo‘lib, bunda p, (k)=C!p*q"™*, (k=0,1,2,...,n).

Bu jadvaldagi p,(k)(k=0,n) ehtimollik binomial formuladan
foydalanib hisoblanganligi sababli yuqoridagi jadval bilan
xarakterlanadigan tagsimot qonuni binomial tagsimot qonuni deb
ataladi. Bu yerda shuni ta’kidlash kerakki &*(X)=npg, M(X)=np.

1-misol. Do‘konga kirgan har bir xaridorning xarid qilish ehti-
moli 0,25 ga teng bo‘lsa, do‘kondagi 4 ta xaridorning xarid qilgan-
larni X tasodifiy migdor deb garab uning tagsimot qonunini tuzing.

Yechish: X tasodifiy migdorning gabul qilishi mumkin bo‘lgan
qiymatlari: 0,1,2,3,4. p, (k) ehtimollarni Bernulli formulasi yordamida

hisoblaymiz:

1Y (3) 81 1Y (3) 108

O :CO' —_— . —_ :—, 1:C1- J— . J— [

p4() 4 (4) £4) 256 p4() 4 (4j (4j 256
1Y (3) 54 1Y 3\ 12
N=C*|=||=| =— N=C| = ||| =—=,
PR)=C (4) (4) 256 P3)=C (4) (4) 256

N (3) 1
H=CcH| =] |2 =—.
P=C (4} (4) 256
Olingan ma’lumotlarni jadvalga joylashtirib
X: 0 1 2 3 4
81 108 54 12 1

P 556 256 256 256 256
taqsimot qonunini hosil qilamiz.

b) Puasson tagsimot qonuni. » ta erkli tajriba o‘tkazilyotgan
bo‘lsin. Ularning har birida 4 hodisa bir xil p ehtimol bilan yuz

bersin. n ta tajribada 4 hodisaning yuz berishlar sonidan iborat x
tasodifly miqdorni qaraymiz. Agar X tasodifiy migdorga mos jadval
X:0 1 2. k..

P Dy Pr D3 D
ko‘rinishda bo‘lib, X tasodifiy miqdorning mumkin bo‘lgan

{x,} (k=0,1,2,...) qiymatlarining ehtimollari

k

p,(k)=p, =%e}“, (k=0,1,2,...,),A =np = const
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formula bilan hisoblansa, x tasodifiy migdor Puasson qonuni
bo‘yicha tagsimlangan deyiladi. Bu yerda M(X)=4, o*(X)=Aq.

n

1-eslatma. Puasson tagsimot qonunida lim» p, =1.

n—oo 4
i=0

2-misol. Qo‘shma korxona iste’molchiga 3000 ta sifatli
mahsulot jo‘natdi. Mahsulotning yo‘lda shikastlanish ehtimoli 0,001
ga teng bo‘lsa, yo‘lda shikastlangan mahsulotlar sonini x tasodifiy
miqdor deb garab uning tagsimot qonunini tuzing.
Yechish: Shartga asosan, 1=3,x:0,1,2,..,3000. U holda Xx
tasodifly migdorning tagsimot qonunini:
X: 0 | 3000

p :p3000 (O) p3000 (1) p3000 (3000)

d) Geometrik tagsimot qonuni. Erkli tajribalar o‘tkazilyotgan
bo‘lsin. Ularning har birida 4 hodisa bir xil p ehtimol bilan yuz
bersin. 4 hodisa yuz berishi bilan tajriba to‘xtatiladi. x tasodifiy
miqdor 4 hodisaning birinchi ro‘y berishigacha bo‘lgan tajribalar
soni bo‘lsin. Agar (k—1)-tajribagacha 4 hodisa ro‘y bermasdan #-

tajribada ro‘y bersa, bu murakkab hodisaning ehtimoli
p(X=k)=¢"p (1.40)
formula bilan aniglanadi. (1.40) formulada £ =1,2,... deb garab
X:1 2 3 .. k..
p:p pqd 4 pqp..
jadvalni hosil qilamiz. Bu tagsimot qonuni geometrik tagsimot
qonuni deb ataladi.

2-eslatma. Geometrik taqsimot qonunida lim» p, =1.
=0

n—o0 4
1

3-misol. X kubikni tashlashda birinchi marta “6” ochko
tushguncha o‘tkaziladigan tajribalar soni bo‘lsin. Ravshanki, bu

holda X diskret tasodifiy migdor bo‘lib, p=é parametrli geometrik

taqsimot qonuniga bo‘ysinadi. Ya’ni
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X:1 2 3k
151 (éjz
P s 66 |66

e) Gipergeometrik taqsimot qonuni. Ma’lumki, N ta detal-
ning ichida M ta standart detal bo‘lganda tasodifiy ravishda olingan
n ta detalning orasida k ta standart detal bo‘lishining ehtimoli

k n—k
p, (k)= CMgﬂ formula yordamida topiladi.
N

Mn

Bu yerda M(X):W’ 02(X):”(N—”)M(N—M)

N*(N -1)

4-misol. Qutida 7 ta shar bo‘lib, ularning 4 tasi qora. Tasodifly
ravishda 3 ta shar olingan. Agar x tasodifiy miqdor olingan sharlar
orasidagi oq sharlar sonidan iborat bo‘lsa, uning tagsimot qonunini
tuzing.

Yechish: x tasodifiy miqdorning qabul gilidigan giymatlari: 0,
1, 2, 3. Bu qiymatlarni gabul qilish ehtimollarini hisoblaymiz:

cy-C; 4 C,-C; 18
p3(0) - C3 ga 3( )_ C3 ga
c.Cc!' 12 C3 c° 1
2)="3 "4 "= = .

U holda quyidagi tagsimot qonuni hosil bo° ladl.

X:0 1 2 3
4 18 12 1

P 35 35 35 35

2. Uzluksiz tasodifiy miqdorlar uchun tagsimot qonunlari.
Endi uzluksiz tasodifiy miqdorlar uchun amalda ko‘p uchraydigan
ba’zi taqsimot va zichlik funksiyalarni hamda bu funksiyalarning
xossalarini ko‘rib chigamiz.

a) Tekis tagsimot qonuni. Agar uzluksiz tasodifiy migdorning
zichlik funksiyasi
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0, agar x<a,
1

b—a

0, agar x2b

fx)=

, agar a<x<b, (1.41)

ko‘rinishda bo‘lsa, bu tasodifiy miqdor (4;») oraliqda tekis tagsimot
qonuniga bo‘ysinadi deyiladi.

F(x)= .[ f(H)dt formuladan foydalanib, bu tasodifiy migdorning

tagsimot funksiyasini topamiz:

1) Agar x<a bo‘lsa, u holda F(x)= jff(t)dt:O.

0 a rdt  x-—a
< ‘Isa, F(x)= dt= [ 0d _ ,
2) Agar a<x<b bo‘lsa, F(x) __[Of(t) t _J;) H-!b—a P
3) Agar x>b bo‘lsa, u holda
X a b X b—a
F(x):_J;of(t)dt:_[Of(t)dt+£f(t)dt+_l[f(t)dt=O+b_a+0=1.
Demak,
0, agar x<a,
F(x):<x_a agar a<x<b 1.42
b-a’ & - ’ (1.42)
L agar x2>b

Odatda, (1.41) zichlik funksiyasi bilan berilgan uzluksiz
tasodifly miqdorni (a;5) oraliqda tekis tagsimlangan tasodifiy miqdor
deyiladi. (a;p) oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy miqdorning

a+b

matematik kutilmasi uchun ar(x)= , dispersiyasi uchun esa

(b-ay

D(X)= tenglik o‘rinli  bo‘ladi. [a,b] oraligda tekis

tagsimlangan uzluksiz tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasining
grafigi sxematik holda quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi.
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b

NF(X)

YA

X

[a,b] oraligda tekis tagsimlangan uzluksiz tasodifiy miqdorning
zichlik funksiyasining grafigi sxematik holda quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi.

ANF(x)

e Y
“X

b) Normal taqsimot qonuni. Agar uzluksiz tasodifiy miqdor-
ning zichlik funksiyasi
1
fx)= oy

ko‘rinishda bo‘lsa, bu tasodifiy migdor normal tagsimot qonuniga
bo‘ysinadi deyiladi va u ~N(a,0) ko‘rinishda belgilanadi. Bu zichlik
funksiya grafigining sxematik chizmasi quyidagi ko‘rinishga ega:

_(x-a)’

(1.43)




Bu egri chiziq normal egri chiziq (Gauss egri chizig‘i) deb aytiladi.
1 _=a)’

Diffrensial hisoblash metodlaridan foydalanib f(x)=———e **
o\27

funksiyani tekshirsak u quyidagi xossalarga ega bo‘ladi.

1. Funksiya butun sonlar o‘qida aniqlangan.

2. x ning barcha qiymatlarida funksiya grafigi Ox o‘qidan
yuqorida yotadi.

3. Ox o‘q funksiya grafigining gorizontal asimptotasi
hisoblanadi.

4. x=a nuqtada funksiya maksimumga erishadi va

1
o\27
qiymatni qabul qiladi.

5. x=a chizigqa nisbatan funksiya grafigi simmetrik joylashgan.

1 1

6. (a—a,—gem] va (CH_O-’—O'ex/%J
burilish nugtalari hisoblanadi.

(1.43) formuladan ko‘rinib turibdiki, normal tagsimot qonuniga
bo‘ysinuvchi uzluksiz tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi ikki: «
va o (o-sigma) parametrlar bilan aniglanadi. Demak, normal
taqsimot qonuniga bo‘ysinuvchi uzluksiz tasodifiy miqdorning
zichlik funksiyasini aniglash uchun shu ikkita parametrning
qiymatlarini bilish kifoya ekan. Bu parametrlarning ehtimoliy
ma’nosi quyidagichadir: ¢ parametr normal tagsimot qonuniga
bo‘ysinuvchi tasodifiy miqdorning matematik kutilmasiga, ¢ uning
o‘rtacha kvadratik chetlanishiga teng.

Darhaqiqat, (1.43) formula bilan aniglanuvchi tasodifiy
miqdorning aniqlanish sohasi (-;00) bo‘lganligi sababli

) (x a)

nuqtalar funksiya grafigining

M(X)= Txf(x)dx—

[ e

Bu integralni hisoblash uchun yangi =212

o‘zgaruvchi

kiritamiz. Bundan x=o0z+a=dx=0cdz, u holda

j a0+ 27z =a
E

Iaze 2dz +

M(X)=

|
N3l %)
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Shunday qilib, m(x)=a, ya’ni normal tagsimotning matematik
kutilmasi a parametrga teng. Xuddi shunga o‘xshash, D(X)=0c"
ekanligini ko‘rsatish mumkin (Buni mustaqil bajarib ko‘ring).

3-eslatma. Umumiy normal tagsimot qonuni deb, ¢ va o
parametrlarning qiymatlari ixtiyoriy bo‘lgan normal tagsimot
qonuniga aytiladi.

Standart normal tagsimot qonuni deb, a=0 va o =1 parametrli
normal taqsimot qonuniga aytiladi. Har ganday umumiy normal
tagsimot qonunini standart tagsimot qonuniga keltirish mumkin.
Masalan, x tasodifiy miqdor ¢« va o parametrli normal tagsimot
X—dad

gonuniga bo‘ysinuvchi tasodifiy migdor bo‘lsa, u holda z= -

almashtirish bilan uni standart tagsimot qonuniga bo‘ysundirish
mumkin bo‘ladi, chunki A (2)=0,0(2)=1. Standart tagsimotning
zichlik funksiyasi

= 1.44

P()= = (1.44)

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu funksiyaning qiymatlar jadvali ehtimollar
nazariyasiga oid ko‘plab adabiyotlarda keltirilgan.

4-eslatma. Umumiy normal tagsimot funksiyasi deb,
1% =)’

fe > ay (1.45)

o2 °,

funksiyaga, normalangan taqsimot funksiyasi deb esa,
g

iaje“@’ (1.46)

F(x)=

£y (%) =

funksiyaga aytiladi.

F(x) va Fy(x) funksiyalar orasida quyidagi munosabat mavjud

«ﬂ@=ﬂ(@_@
(o)

j . F,(x) funksiyaning qiymatlari uchun maxsus jadval

tuzilgan bo‘lib, uning grafigi quyidagicha shaklga ega:
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Y

NF(x)

F,(x) funksiya va ®(x)= _[ e Zdz Laplas funksiyasi orasida

\/_

quyidagicha munosabat (mustaqil keltirib chigariladi) mavjud
Fy(x)=0,5+D(x).

d) Ko‘rsatkichli taqsimot qonuni. Agar uzluksiz tasodifiy
miqdorning zichlik funksiyasi
£ = 0, agar x<0,

H= Ae ™™, agar x>0

ko‘rinishda bo‘lsa, bu tasodifiy miqdor ko‘rsatkichli tagsimot
gonuniga bo‘ysunadi deyiladi (bu yerda A >0 o‘zgarmas musbat son).

Ko‘rsatkichli tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy miq-
dorning taqsimot funksiyasini topamiz:

Feo)=[ f@)dt=0+[Ae¥dt=1-¢"
—0 0

Demak,

0, agar  x<0,
F(x)=
1—e™, agar x> 0.

Ko‘rsatkichli tagsimotning matematik kutilishi, dispersiya va
o‘rtacha kvadratik chetlanishlari (mustaqil hisoblanadi) mos ravishda
quyidagicha bo‘ladi:

M(X):%, D(X) =L J(X):%.

2

3. Katta sonlar qonuni. Ma’ lumki, tajriba natijasida tasodifiy
migdor mumkin bo‘lgan qiymatlarning qaysi birini gabul qilishini
oldindan aytib bo‘lmaydi, chunki bu juda ko‘p tasodifiy faktorlarga
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bog‘lig, bu faktorlarning esa hammasini hisobga olib bo‘lmaydi.
Ammo bir tomondan shuni ham ta’kidlash kerakki, keng qamrovli
shartlar ostida ko‘p sondagi tasodifiy miqdorlar o‘rta arifmetigi
deyarli tasodifiylik xarakterini yo‘qotadi.

Amaliyot uchun juda ko‘p tasodifiy sabablarning birgalikdagi
ta’siri tasodifga deyarli bog‘liq bo‘lmaydigan natijaga olib keladigan
shartlarni bilish juda muhimdir, chunki bu hodisalarning qanday
rivojlanishini oldindan ko‘ra bilishga imkon beradi. Bunday shartlar
umumiy nomi “Katta sonlar qonuni” deb ataluvchi teoremalarda
keltiriladi. Bular qatoriga Chebishev va Bernulli teoremalari mansub
bo‘lib, Chebishev teoremasi katta sonlar qonunining eng umumiy,
Bernulli teoremasi esa sodda holi hisoblanadi.

Dastlab quyidagi ta’rifni keltiramiz.

1-ta’rif. Agar X,,X,,.., X, tasodifiy migdorlar ketma-ketligi mos
ravishda M(X,), M(X,), ..., M(X,) matematik kutilishlarga ega bo‘lib,

ixtiyoriy &>0 son uchun n—o da
p( X +X,+.+X, MX)+MX,)+..+M(X,)

n n
munosabat bajarilsa, berilgan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi katta
sonlar qonuniga bo‘ysunadi deyiladi.

<g]41 (1.47)

Katta sonlar qonuniga oid teoremalarni isbotlashda Chebishev
tengsizligidan foydalaniladi. Biz bu teoremanti isbotsiz keltiramiz.

Chebishev tengsizligi. Ixtiyoriy ¢>0 son uchun

D(X .

p(|X—M(X)|28)S ;2 ) yoki p(|X—M(X)|<5)21——gz . (1.48)

Amaliyotda Chebishev tengsizligining ahamiyati cheklangan
bo‘lib, u ba’zan trivial baho beradi. Chebishev tengsizligining nazariy
ahamiyati juda kattadir.

D(X)

1-teorema (Chebishev teoremasi). Agar X, X,,... X, birgalikda
erkli tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi bo‘lib, ularning dispersiyalari
yuqoridan tekis chegaralangan (ya’ni D(X,)<C, i=1,2,...) bo‘lsa, u
holda musbat ¢ son har qancha kichik bo‘lganda ham
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X+ X, +..+X, MX)+MX,)+..+M(X,)

n n

<g}:1 (1.49)

limp(

munosabat bajariladi.

Shunday qilib, Chebishev teoremasi quyidagicha da’vo qiladi:
agar dispersiyalari tekis chegaralangan ko‘p sondagi tasodifiy
miqdorlar garalayotgan bo‘lsa, u holda bu tasodifiy miqdorlar
arifmetik o‘rtacha qiymatining ularning matematik kutilmalari
arifmetik o‘rtacha qiymatidan chetlanishining absolyut qiymati
istalgan musbat kichik sondan ham kichik bo‘lishidan iborat hodisani
deyarli mugarrar deb hisoblash mumkin.

Isbot: Chebishev tengsizligini

}:X1+X2 +..+ X,

n
tasodifiy migdorga nisbatan qo‘llaymiz:

p(‘}—M(})‘<g)Zl—D(§_() (1.50)

Matematik kutilma va dispersiyaning xossalaridan foydalanib va
teorema shartlariga ko‘ra quyidagilarni hosil gilamiz.

M(}):MLliXi]:lZn:M(Xi)a

n

D(X) =D£lZn:Xl) ZD(X )< <£ _C
ni n

Bu ifodalarni (1.50) tengsizlikka qo y1b

E ZX ——ZM(X) <gj ZD(X) <

>1 -4 >1-—
hamda ixtiyoriy hodisaning ehtimoli 1 dan katta emasligini hisobga

82 - 20
olib,
1—£<p[ <5]Sl

ne
tengsizlikni hosil qilamiz. Bu munosabatdan n—>o da teorema
tasdig‘i kelib chigadi:
<g}£1.

1 1
pU— E X,. —— E M(Xl)
n - n -

LSy -1 )

ni n i
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Chebishev teoremasida biz tasodifiy miqdorlarning matematik
kutilmalari har xil deb faraz qilgan edik. Amaliyotda esa tasodifiy
miqdorlar ko‘pincha bir xil a=M(X,) matematik kutilmaga va

D(X,)=c" dispersiyaga ega bo‘ladi. U holda:

M(X) :M[lZn:Xi] =lZ":M(X,.) ~Llwa=a
ng n

n o

Qaralayotgan xususiy holda, Chebishev teoremasi quyidagicha
ifodalanadi.

2-teorema. Agar X, X,,..., X, tasodifiy miqdorlar birgalikda erkli

bo‘lib, bir xil ¢ matematik kutilmaga va &* chekli dispersiyaga ega
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy kichik &>0 son uchun

limp[lzn:)(i—a <5j=1 (1.51)
n—o0 ng

Faraz qilamiz, » ta erkli sinash o‘tkazilayotgan bo‘lib, ularning
har birida 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli p ga teng bo‘lsin. U
holda hodisa ro‘y berishining nisbiy chastotasi ganday bo‘lishini
oldindan ko‘ra bilish mumkinmi? Bu savolga Yakob Bernulli
tomonidan isbotlangan quyidagi teorema 1jobiy javob beradi.

3-teorema (Bernulli teoremasi). Agar » ta erkli sinashning har
birida 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli p o‘zgarmas va sinashlar
soni yetarlicha katta bo‘lsa, u holda hodisa ro‘y berishi nisbiy
chastotasining p ehtimoldan chetlanishining absolyut qiymati

ixtiyoriy kichik musbat sondan ham kichik bo‘lish ehtimoli birga
yaqinlashadi:

A

lim p( p
n— n

<g}:1 (1.52)

Isbot: 4 hodisaro‘y berishlarining chastotasi x, ni quyidagicha
ifodalash mumkin:
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=X +X,+.+X,
Bunda X, - 4 hodisaning -sinashdagi ro‘y berishlar sonini
ifodalovchi tasodifty migdor. X, X,,..,X, tasodifiy miqdorlar erkli
bo‘lib, bir xil tagsimot qonuniga egadir. Ya’ni
X,:0 1 X,: 0 1 X, : 0 1
p-q p p- 9 p p- 9 p

Bu tasodifiy migdorlar uchun

M(X)=M(X,)=..=M(X,)=p, D(Xi):pqg%

ekanligini ko‘rsatish mumkin. U holda
M(u)=MX,+X,+..+X )=M(X,)+M(X,)+..+ M(X, )=np

limp( <8j=1.

Qaralayotgan holda Chebishev teoremasining barcha shartlari
bajariladi.
Bernulli teoremasi sinashlar soni yetarlicha katta bo‘lganda nisbiy
chastota nima uchun turg‘unlik xossasiga ega bo‘lishini tushuntiradi
va ehtimolning statistik ta’rifini asoslaydi.

va M (“—j = p ekanligini hisobga olsak:
n

< g} :limp(‘lZXl. -p
n

H,
— P
n

n—»0

: : .k Co
5-eslatma. Bernulli teoremasidan lim—=p xulosani chiqarish

n—>0 n

mumkKkin emas.

Teorema yetarlicha ko‘p sondagi tajribalarda nisbiy chastota har
bir tarjribada hodisa ro‘y berishining o‘zgarmas ehtimoliga faqat

ehtimol bo‘yicha yagqinlashishi haqidadir. k ning p ga ehtimol
n

bo‘yicha yaqinlashishi analizdagi oddiy yaqinlashishdan farq qiladi.
Bu fargni to‘g‘ri tushunish uchun ehtimol bo‘yicha yaqinlashish
ta’rifini beramiz.

2-ta’rif. Agar ixtiyority ¢>0 uchun

x, — x| <& tengsizlikning

bajarilish ehtimolligi n—>o da birga intilsa, u holda x,x,,...x,,...
ketma-ketlik x, ga ehtimol bo‘yicha yaqinlashadi deyiladi.
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Chebishev teoremasining (yoki katta sonlar qgonunining) mohi-
yati quyidagicha: ayrim olingan erkli tasodifiy migdorlar o‘z mate-
matik kutilmalaridan katta farq giladigan qiymatlarni gqabul qilsada,
yetarlicha katta sondagi tasodifiy migdorlarning arifmetik o‘rtacha
qiymati katta ehtimollik bilan tayin o‘zgarmas songa, chunonchi

1 .. : g
—Y M(X,) songa yaqin giymatlarni qabul giladi.
n

Boshqacha qilib aytganda, ayrim tasodifiy miqdorlar anchagina
sochilgan bo‘lishi mumkin, lekin ularning arifmetik o‘rtacha
qiymatlarining tarqoqligi kam bo‘ladi.

Shunday qilib, har bir tasodifiy migdor mumkin bo‘lgan qiymat-
laridan gaysi birini gabul qilishini aniq ayta olmasak ham ularning
arifmetik o‘rtachasi qanday qiymat gabul qilishini oldindan ko‘ra
bilish mumkin.

Katta sonlar qonuniga ko‘ra, yetarlicha ko‘p sondagi erkli
(dispersiyasi tekis chegaralangan) tasodifiy migdorlarning arifmetik
o‘rtacha qiymatlari tasodifiylik xarakterini yo‘qotadi. Bu esa
quyidagicha izohlanadi: har bir migdorning matematik kutilmasidan
chetlanishi musbat ham, manfiy ham bo‘lishi mumkin, ammo
arifmetik o‘rtachada ular o‘zaro yo‘qolib ketadi.

Chebishev teoremasining amaliy ahamiyatiga doir quyidagi
misolni keltiramiz.

Odatda, biror fizik kattalikni o‘lchash bir necha marta amalga
oshiriladi va ularning arifmetik o‘rtacha qiymati izlanayotgan
o‘lcham sifatida gabul qilinadi. Qanday shartlarda bu usulni to‘g‘ri
deb hisoblash mumkin? — degan savolga Chebishev teoremasi javob
beradi.

Haqiqatan ham, har bir o‘lchash natijalarini X, X,,..., X, tasodifiy

miqdorlar sifatida garab, bu tasodifiy miqdorlarga Chebishev
teoremasini qo‘llamoqchi bo‘lsak, quyidagilar bajarilishi kerak:
birgalikda erkli; bir xil matematik kutilmaga ega; dispersiyalari tekis
chegaralangan. Agar har bir o‘lchashning natijasi qolganlariga
bog‘lig bo‘Imasa, birinchi shart bajariladi.

Agar o‘lchashlar sistematik (bir xil ishorali) xatolarsiz bajarilsa,
ikkinchi talab bajariladi. Bu holda hamma tasodifiy miqdorlarning
matematik kutilmalari bir xil bo‘lib, u haqiqiy o‘lchamga teng
bo‘ladi. Agar o‘Ichash asbobi aniglikni ta’minlay olsa, uchinichi talab
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ham bajariladi. Bunda ayrim o‘lchashlarning natijalari har xil
bo‘lsada, ularning tarqoqligi chegaralangan bo‘ladi.

Agar yuqorida ko‘rsatilgan hamma talablar bajarilgan bo‘lsa, u
holda o‘lchash natijalariga Chebishev teoremasini qo‘llashga haq-
limiz. Bunda yetarlicha ko‘p sonda o‘lchashlar o‘tkazilsa, u holda
ularning arifmetik o‘rtacha qiymati o‘lchanayotgan kattalikning haqi-
qiy qiymatidan istalgancha kam farq qiladi. Statistikada qo‘llana-
digan tanlanma usul Chebishev teoremasiga asoslangan, bu usulning
mohiyati shundan iboratki, unda uncha katta bo‘lmagan tasodifiy
tanlanmaga asoslanib, barcha tekshirilayotgan obyektlar to‘plami
to‘g‘risida mulohaza qilinadi.

1-misol. X.X,,..X, erkli tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
quyidagicha tagsimot qonuniga ega.

X, —a a
n+1 n
2n+1 2n+1

Berilgan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun Chebishev
teoremasi o‘rinlimi?

Yechish: Chebishev teoremasi shartlarini tekshiramiz:
M) ==alP iy ™ ppy<d,
2n+1  2n+1  2n+1
Demak, dispersiyalari «* bilan tekis chegaralangan va bu tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi uchun Chebishev teoremasi o‘rinli.

2-misol. x diskret tasodifiy miqdor quyidagi tagsimot bilan
berilgan.

X:0,1 0,4 0,6
p:02 03 0,5
Chebishev tengsizligidan foydalanib, p(x —M(X)|<4/0,4) ehtimolni
baholang.
Yechish:

M(X)=0,1-0,2+0,4-0,3+0,6-0,5=0,44,
D(X)=0,1"-0,2+0,4"-0,3+0,6°-0,5—0,44> =0,0364

Demak, p(|X -0,44</0,4)>1- 0.0364

=0,909.

4. Markaziy limit teoremasi. Ma’lumki, normal tagsimlangan
tasodifiy miqgdorlar amaliyotda keng targalgan. Buni nima bilan
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asoslash mumkin. Bunga rus matematigi A.M.Lyapunovning
quyidagi teoremasi javob beradi.

4-teorema (Markaziy limit teoremasi). Agar x tasodifiy
miqdor juda ko‘p sondagi o‘zaro bog‘ligmas tasodifiy miqdorlarning
yig‘indisidan iborat bo‘lib, har bir hadning yig‘indiga ta’siri ¢’tiborga
olinmaydigan darajada juda kam bo‘lsa, u holda X ning tagsimoti
normal tagsimotga yaqin bo‘ladi.

Masalan, tajriba qandaydir fizik kattalikni o‘Ichashdan iborat
bo‘lsin. Har qanday o‘lchash bu kattalikning taxminiy qiymatini
beradi, o‘Ichash natijasiga ta’sir etuvchi tasodifiy faktorlar esa juda
ko‘p. Har bir faktor o‘lchash natijasiga e’tiborga olinmaydigan
darajada bo‘lsa ham ta’sir ko‘rsatadi va xatolikni hosil giladi. Ammo,
bu faktorlarning soni juda ko‘p bo‘lganligi sababli xatoliklarning
umumiy yig‘indisi sezilarli darajada xatolikni hosil qiladi. Bu
xatoliklar yig‘indisini juda katta sondagi o‘zaro bog‘ligmas tasodifiy
miqdorlar yig‘indisi deb qarab, bu yig‘indining tagsimoti normal
tagsimotga yaqin ekanligi haqida xulosa gilishimiz mumkin.

Faraz qilamiz, X, X,,..,X, o‘zaro bog‘ligmas tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligi berilgan bo‘lib, ularning matematik kutilmalari
M(X,)=a, va dispersiyalari D(X,)=5] chekli bo‘lsin.

Quyidagicha belgilash kiritamiz:

S, =X +X,+..+X,, 4,=>a,B = b
k=1 k=1

Normalangan yig‘indining tagsimot funksiyasini quyidagicha

belgilaymiz
F,(x) =p[S”Z;A” <XJ

n

Agar normalangan yig‘indining taqsimot funksiyasi x ning har
ganday qiymatida va n— o da normal tagsimotga intilsa, ya’'ni

S, — A 12
limp| 2+—2<x|= e 2dz 1.53
n»oop|: B :| \/27[ _'[O ( )
bo‘lsa, X,,X,,...X,... ketma-ketlik uchun markaziy limit teoremasini
go‘llash mumkin.

n

Nazorat savollari
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1. Hodisalarning turlarini ayting va ularga doir misollar
keltiring.

2. Elementar hodisa va elementar hodisalar fazosi ta’rifini
bering.

3. Ehtimolning klassik ta’rifini keltiring.

4. Nisbiy chastotaning turg‘unlik xossasi nimadan iborat?

5. Statistik ehtimollikni tushuntiring. Uning ehtimolning
klassik ta’rifidan farqi nimada?

6. Geometrik ehtimollik nima?

7. Hodisalar yig‘indisi va ko‘paytmasi amallarini ta’riflang.

8. Ehtimollarni qo‘shish qoidalarini ayting.

9. Erkli hodisalar ta’rifini bering.

10. Ehtimollarni ko‘paytirish qoidalarini keltiring.

11. Shartli ehtimol ta’rifini keltiring.

12. Hodisalar to‘la guruhiga ta’rif bering va misollar keltiring.

13. To‘la ehtimol formulasida ganday shartlar talab qilinadi?

14. Bayes formulasi va to‘la ehtimol formulalari orasidagi
umumiylikni ayting.

Mustaqil yechish uchun misollar

1. Telefon nomerini terayotganda abonent oxirgi ikki ragamni
eslay olmadi. U bu raqamlar har xil ekanligini eslab, ularni tavak-
kaliga terdi. Telefon nomeri to‘g‘ri terilganligi ehtimolligini toping.

2. 100 ta lotoreya biletlaridan bittasi yutuqli bo‘lsin.
Tavakkaliga olingan 10 lotoreya biletlari ichida yutuqlisi bo‘lishi
ehtimolligini toping.

3. Pochta bo‘limida 6 xildagi otkritka bor. Sotilgan 4 ta
otkritkadan:

a) 4 tasi bir xilda;

b) 4 tasi turli xilda bo‘lishi ehtimolliklarini toping.

4. Detallar partiyasi uch ishchi tomonidan tayyorlanadi.
Birinchi ishchi barcha detallarning 25%ini, ikkinchi ishchi 35%ini,
uchinchsi esa 40%ini tayyorlaydi. Bu uchchala ishchining
tayyorlagan detallarining sifatsiz bo‘lish ehtimolliklari mos ravishda
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0,05; 0.04 va 0,02 ga teng bo‘lsa, tekshirish uchun partiyadan olingan
detalning sifatsiz bo‘lish ehtimolligini toping.

5. Ikki teng kuchli shaxmatchi shaxmat o‘ynashmoqgda. Qaysi
hodisaning ehtimolligi katta: 4 ta partiyadan 2 tasida yutishmi yoki 6
ta partiyadan 3 tasida yutish.

6. Telefon stansiyasi 2000 ta abonentga xizmat ko‘rsatadi. Agar
har bir abonent uchun uning bir soatni ichida qo‘ng‘iroq qilishi
ehtimolligi 0,003 bo‘lsa, bir soatning ichida 5 ta abonent qo‘ngiroq
qilishi ehtimolligini toping.

7. Sex ishlab chigargan mahsulotining o‘rtacha 96% 1 sifatli.
Bazada mahsulotni qabul qilib oluvchi sexning 200 ta mahsulotini
tavakkaliga tekshiradi. Agar tekshirilgan mahsulotlardan sifatsizlari
soni 10 tadan ko‘p bo‘lsa, butun mahsulotlar partiyasi sifatsiz deb,
sexga qaytariladi. Mahsulotlar partiyasining gabul qilinishi
ehtimolligini toping.

8. Detalning nostandart bo‘lishi ehtimolligi 0,6 ga teng. »=1200
ta detal ichida nostandart detallar bo‘lishi nisbiy chastotasining
p=0,6 ehtimollikdan chetlashishi absolut qiymati £=0,05 dan katta
bo‘lmasligi ehtimolligini toping.

9. Musobaqaning 10 ta ishtirokchisiga 3 ta yutuqni necha xil
usul bilan tagsimlash mumkin.

10. Ma’lum uchta kitob yonma-yon turadigan qilib, 7 ta
kitobni tokchaga necha xil usul bilan taxlash mumkin.

11. Birinchi talabada 7 xil, ikkinchisida 16 xildagi kitoblar bor
bo‘lsa, kitobga kitobni necha xil usul bilan almashtirishlari mumkin.
2 ta kitobga 2 ta kitobnichi?

12. 3,3,5,5,8 ragamlaridan nechta besh xonali son hosil qilish
mumkin.

13. 9 qavatli bino liftiga 4 kishi kirdi. Ularning har biri bir-
biriga bog‘ligsiz ravishda ixtiyoriy gavatda chiqishlart mumkin.
Ular:

a) turli gavatlarda; b) bitta qavatda;
c¢) 5-qavatda chiqishlari ehtimolliklarini toping.

14. Imtihon biletlariga kiruvchi 60 savoldan talaba 50 tasini
biladi. Tavakkaliga tanlangan 3 ta savoldan:

a) hammasini; b) ikkitasini bilishi ehtimolligini toping.
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15. Idishda 5 ta ko‘k, 4 ta qizil va 3 ta yashil shar bor.
Tavakkaliga olingan 3 ta sharning:

a) bir xil rangda; b) har xil rangda;

c) 2 tast ko‘k va 1 tasi yashil rangda bo‘lishi ehtimolligini
hisoblang.

16. [0,5] kesmadan tavakkaliga bitta nuqta tanlanadi. Shu
nuqtadan kesmaning o‘ng oxirigacha bo‘lgan masofa 1,6 birlikdan
oshmasligi ehtimolligini toping.

17. Idishda4taoq, 3 tako‘k va 2 ta qora shar bor. Tavakkaliga,
ketma-ket, bittadan 3 ta shar olindi. Birinchi shar oq, ikkinchisi ko‘k
va uchinchisi qora rangda bo‘lishi ehtimolligini toping.

18. Talaba imtihon 40 ta biletlarining fagat 30 tasiga javob
bera oladi. Talabaga imtihonga birinchi bo‘lib kirishi foydalimi yoki
ikkinchi?

19. Zavod ishlab chiqargan mahsulotning 90% 1 sifat
talablariga javob beradi. Tekshiruvchi mahsulotni 0,96 ehtimollik
bilan sifatli, 0,06 ehtimollik bilan sifatsiz deb topadi. Tavakkaliga
olingan mahsulotning sifatli deb topilishi ehtimolligini toping.

20. Oilada 3 ta farzand bor. Agar o‘g‘il bola tug‘ilishi
ehtimolligi 0,51, qiz bola tug‘lishi ehtimolligi 0,49 ga teng bo‘lsa,

a) bolalarning hammasi o‘g‘illar,

b) 1 tasi o‘g‘il va 2 tasi qiz bo‘lishi ehtimolliklarini hisoblang.

21. Shoshqol tosh 10 marta tashlanganda:

a) 6 ragami bir marta tushishi ehtimolligini;

b) 6 ragami kamida bir marta tushish ehtimolligini;

c) 6 ragami tushishi soni ehtimolligi maksimal qiymatga
erishadigan miqdorni toping.

22. “Ehtimollar nazariyasi” fanidan ma’ruza darsida 84 ta
talaba ishtirok etmoqda. Shu talabalarning ikkitasini tug‘ilgan kuni
shu kuni bo‘lishi ehtimolligini toping.

23. A hodisaning ro‘y berish ehtimolligi 0,6 ga teng. 100 ta
bog‘ligsiz tajribada 4 hodisaning 70 marta ro‘y berishi ehtimolligini
toping.

24. Shunday m sonini topingki, 0,95 ehtimollik bilan 800 ta
yangi tug‘ilgan chaqaloqlardan kamida m tasi qizlar deb aytish
mumkin bo‘lsin. Qiz bola tug‘ilishi ehtimolligini 0,485 deb
hisoblang.
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25. Detalning nostandart bo‘lishi ehtimolligi 0,1 ga teng.
Tavakkaliga olingan 400 ta detal ichida nostandart detallar bo‘lishi
nisbiy chastotasining p=0,1 ehtimollikdan chetlashishi absolut
qiymati £=0,03 dan katta bo‘lmasligi ehtimolligini toping.

26. x va Y bog‘ligsiz diskret tasodifiy miqdorlar bo‘lib,
M(X)=0, M(Y)=-3, D(X)=2, D(Y)=9 bo‘lsa, Z=5X -3Y +2 tasodifiy
miqdorlar uchun a7(z) va D(z) ni hisoblang.

Tayanch so‘z va iboralar

Tasodifiy hodisa, muqarrar hodisa, mumkin bo‘lmagan hodisa,
birgalikda bo‘lmagan hodisalar, teng 1mkoniyatli hodisalar,
ehtimolning klassik ta’rifi, kombinatorika elementlari, nisbiy
chastota, nisbiy chastotaning turg‘unligi, statistik ehtimollik,
geometrik ehtimollik, erkli sinovlar ketma-ketligi, binomial formula,
eng ehtimolli son, polinomial sxema, lokal teorema, integral teorema,
hodisalar oqimi, puasson oqimi, oqimning intensivligi, nisbiy
chastotaning ehtimoldan chetlanishi, birgalikda bo‘lgan hodisalar,
erkli hodisalar, bog‘liq hodisalar,qarama-qarshi hodisalar, shartli
ehtimollik, kamida bitta hodisaning ro‘y berishi ehtimoli, hodisalar
to‘la guruhi, to‘la ehtimollik formulasi, Bayes formulasi, tasodifiy
miqdor, diskret tasodifiy miqdor, uzluksiz tasodifiy migdor, tagsimot
gonuni, tagsimot ko ‘pburchagi, tagsimot funksiyasi, taqsimot qonuni,
zichlik funksiyasi, matematik kutilma, chetlanish, o‘rtacha kvadratik
chetlanish, dispersiya, korrelatsiya koeffitsiyenti, tagsimot funksiya,
tagsimotning zichlik funksiyasi, Binomial tagsimot qonuni, geomet-
rik tagsimot qonuni, Puasson tagsimot qonuni, gipergeometik taqsi-
mot qonuni, tekis tagsimot qonuni, normal tagsimot qonuni, ko‘rsat-
kichli tagsimot qonuni, katta sonlar qonuni, Chebishev tengsizligi,
markaziy limit teoremasi, tasodifiy miqdor, arifmetik o‘rtacha, tekis
chegaralangan dispersiya.
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I1 BOB. MATEMATIK STATISTIKA
2.1. Statistik baholar va ularga qo‘yilgan talablar

Matematik statistikaning birinchi vazifasi — statistik ma’lumot-
larni to‘plash va (agar ma’lumotlar juda ko‘p bo‘lsa) gruppalash
usullarini ko‘rsatish.

Matematik statistikaning ikkinchi vazifasi — statistik ma’lumot-
larni tahlil qilish metodlarini tadqiqot masalalariga muvofiq holda
ishlab chiqish.

Matematik statistika yuqoridagi vazifalarni bajarish mobaynida
shug‘ullanadigan ba’zi masalalarni keltirib o‘tamiz:

1) tasodifiy hodisa ro‘y berishi ehtimolining noma’lum qiy-
matini baholash;

2) noma’lum tagsimot funksiyani baholash;

3) 9ko‘rinishi ma’lum bo‘lgan tagsimot funksiyasining noma’-
lum parametrlarini baholash;

4) tasodifiy miqdorning bir yoki bir necha tasodifiy miqdorlarga
bog‘ligligini va bog‘liqlik darajasini aniqlash;

5) statistik gipotezalarni tekshirish.

Shunday qilib, matematik statistikaning vazifasi ilmiy va naza-
riy xulosalar chiqarish magsadida statistik ma’lumotlarni to‘plash va
ularni tahlil qilish metodlarini yaratishdan iboratdir.

Bir jinsli obyektlar to‘plamini bu obyektlarni xarakterlovchi
biror bir sifat yoki son belgisiga nisbatan o‘rganish talab qilinsin.
Masalan, agar obyekt biror xil detallar partiyasi bo‘lsa, u holda
detalning sifat belgisi bo‘lib, uning standartligi, son belgisi bo‘lib esa
detalning o‘lchami xizmat qilishi mumkin.

Ba’zan tekshirish yalpi o‘tkaziladi, ya’ni to‘plamdagi obyekt-
larning har birini o‘rganilayotgan belgiga nisbatan tekshiriladi. Lekin
yalpi tekshirish amaliyotda nisbatan kam qo‘llaniladi. Masalan,
to‘plam juda ko‘p obyektlarni 0z ichiga olgan bo‘lsa, u holda yalpi
tekshirish o‘tkazish maqgsadga muvofiq emas. Bunday hollarda
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to‘plamdan chekli sondagi obyektlar tasodifiy ravishda olinadi va
ular o‘rganiladi.

Tanlanma to ‘plam (bundan keyin tanlanma) deb, umumiy
to‘plamdan tasodifiy ravishda ajratib olingan obyektlar to‘plamiga
aytiladi.

Bosh to‘plam deb tanlanma ajratiladigan obyektlar to‘plamiga
aytiladi.

To‘plam (bosh to‘plam yoki tanlanma) hajmi deb, bu to‘plam-
dagi obyektlar soniga aytiladi. Masalan, 500 ta detalni undan tanlab
olingan 50 ta detal orqali tekshiriladigan bo‘lsa, u holda bosh to‘plam
hajmi N =500, tanlanma hajmi esa »=50.

Bosh to‘plamdan olingan tanlanma bo‘yicha bosh to‘plam
haqida xulosa qilishga asoslangan usulga, tanlanma usul deb ataladi.

Tanlanmani ajratib olish ikki xil yo‘l bilan amalga oshirilishi
mumkin: obyekt ajratib olinib, uning ustida kuzatish o‘tkazilgandan
so‘ng, u bosh to‘plamga qaytarilishi yoki qaytarilmasligi mumkin.

Odatda, qaytarilmaydigan tasodifiy tanlashdan foydalaniladi.

Tanlanmadagi ma’lumotlar bo‘yicha bosh to‘plamning bizni
qizigtirayotgan belgisi haqida yetarlicha ishonch bilan fikr yuritish
uchun tanlanmaning obyektlari bosh to‘plamni to‘g‘ri tasvirlashi
zarur. Bu talab gisqacha bunday ta’riflanadi: tanlanma reprezentativ
(vakolatli) bo‘lishi kerak. Odatda, tanlanmaning reprezentativligini
ta’minlash uchun bosh to‘plam har bir elementining tanlanmaga
tushish ehtimoli teng deb olinadi.

Amaliyotda tanlanma ajratib olishda turli usullardan
foydalaniladi. Bu usullarni 2 tipga ajratish mumkin:

1. Bosh to‘plamni qism to‘plamlarga ajratmasdan tanlanma
olish, bunda oddiy tasodifiy:

a) qaytarilmaydigan;

b) qaytariladigan usullardan foydalaniladi.

2. Bosh to‘plamni qism to‘plamlarga ajratib so‘ngra tanlanma
olish, bunda bosh to‘plam:

a) tipik; b) mexanik;

c) seriyalab qism to‘plamlarga ajratiladi, so‘ngra tanlanma
ajratib olinadi.

Agar bosh to‘plamdan obyektlar bittadan tasodifiy ravishda
olinib tanlanma olinsa, bunga oddiy tasodifiy tanlash deyiladi.
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Tipik tanlashda bosh to‘plamni uning “tipik” xususiyatlarini
e’tiborga olgan holda qism to‘plamlarga ajratiladi, so‘ngra bu qism
to‘plamlardan tanlanmalar ajratib olinadi.

Mexanik tanlash bosh to‘plamni mexanik ravishda tanlanma
hajmiga mos bir nechta qism to‘plamlarga ajratiladi, so‘ngra bu qism
to‘plamlarning har biridan bittadan obyekt olinib, tanlanma hosil
qilinadi.

Seriyalab tanlanma ajratishda tekshriladigan tanlanma element-
lar1 bosh to‘plamdan donalab emas, balki seriyalab olinadi.

Odatda, tanlanma ajratib olishda yuqoridagi usullardan aralash
foydalaniladi, ya’ni ko‘rsatilgan usullardan birgalikda foydalaniladi.
Masalan, bosh to‘plamni ba’zan bir xil hajmli seriyalarga ajratiladi,
keyin oddiy tasodifiy tanlash bilan ayrim obyektlar olinadi.

Bosh to‘plamdan hajmli tanlanma olingan bo‘lsin. Bunda
tanlanmaning x, qiymati », marta kuzatilgan va >'n =n bo‘lsin.

Kuzatilgan .x,. giymatlarning ortib yoki kamayib borish = tartibida
yozilgan ketma-ketligi variatsion gator, ketma-ketlikning hadlari esa
variantalar deyiladi. Kuzatishlar soni » —chastotalar, ularning x, -

tanlanma hajmiga nisbati esa W, = < nisbiy chastotalar deyiladi.
n

Tanlanmaning statistik tagsimoti deb, variantalar va ularga mos
chastotalar yoki nisbiy chastotalardan tuzilgan quyidagi jadvalga
aytiladi:

XD X Xy e X .

1

n:on on, .. n ..

| 2.1)

X0X Xy e X, .

Shunday qilib, tagsimot ehtimollar nazariyasida tasodifiy
miqdorning mumkin bo‘lgan qiymatlari va ularning ehtimollari
orasidagi moslikni, matematik statistikada esa kuzatilgan variantalar
va ularning chastotalari yoki nisbiy chastotalari orasidagi moslikni
bildiradi.

1-misol. Hajmi 40 ga teng bo‘lgan tanlanmaning chastotalari
taqsimoti quyidagicha:
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x: 2 6 12

n: 6 20 14
berilgan. Nisbiy chastotalar tagsimotini yozing.
Yechish: Nisbiy chastotalarni topamiz. Buning uchun

chastotalarni tanlanma hajmiga bo‘lamiz va natijada:

=L 015w, =205 w, =2 035
40 40 40

U holda, nisbiy chastotalar tagsimoti:
x: 2 6 12
w: 0,15 05 035
Faraz qilamiz, X - belgining chastotalar statistik tagsimoti
ma’lum bo‘lsin. Quyidagi belgilashlar kiritamiz: » — x belgining x —

variantasidan kichik qiymatlari kuzatilgan kuzatishlar soni; n-—

umumiy kuzatishlar soni. U holda L x<x hodisaning ro‘y berish
n

nisbiy chastotasi: Agar x o‘zgaradigan bo‘lsa, u holda, % nisbiy chas-
n

tota ham o‘zgaradi. Demalk, L nisbiy chastota x ning funksiyasidir.
n

1-ta’rif. Empirik tagsimot funksiyasi (tanlanmaning tagsimot
funksiyasi) deb, har bir x qiymat uchun X <x hodisaning nisbiy

chastotasini aniqlaydigan F, (x)=_% funksiyaga aytiladi.
n

2-misol. Tanlanmaning quyidagi tagsimoti:
x: 2 6 10

1

n: 12 18 30
bo‘yicha uning empirik funksiyasini tuzing.
Yechish: Tanlanma hajmini topamiz: »=60. U holda
0, agar x<2,
0,2, agar 2<x<6
0,5 agar 6<x<10
1 agar x=>10

Bosh to‘plamning F(x)-tagsimot funksiyasi nazariy taqsimot
funksiyasi deb ataladi. Empirik tagsimot funksiya X <x hodisaning

F(x)=
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nisbiy chastotasini, nazariy tagsimot funksiya esa X <x hodisaning
ro‘y berish ehtimolini aniqlaydi. F (x) funksiya uchun F(x)
funksiyaning barcha xossalari o‘rinli, ya’ni:

D) F(x)e[01] ;

2) F (x) — kamaymaydigan funksiya;

3) agar x, — eng kichik varianta bo‘lsa, u holda x <x, qiymatlar
uchun F (x)=0; agar x, — eng katta varianta bo‘lsa, u holda x >x,
qiymatlar uchun F (x)=1.

Shunday qilib, tanlanmaning empirik tagsimot funksiyasi bosh
to‘plam nazariy tagsimot funksiyasini baholash uchun xizmat qiladi.

Hagiqatan ham, Bernulli teoremasiga asosan,
limP(‘F(x)—E:(x)‘<g):1. Demak, tanlanmaning empirik tagsimot

funksiyasidan bosh to‘plam nazariy tagsimot (integral) funksiya-
sining taxminiy ko‘rinishi sifatida foydalanish mumkin.
Ko‘rgazmalilik uchun statistik tagsimotning turli grafiklari
chiziladi, masalan, poligon va gistogramma.
Chastotalar poligonini yasash uchun Dekart koordinatalar
sistemasida kesmalari (x,») nuqtalarni tutashtiruvchi siniq chiziq

hosil qilish kerak. Nisbiy chastotalar poligonini yasash uchun esa
Dekart koordinatalar sistemasida kesmalari (x,, ) nuqtalarni

tutashtiruvchi siniq chiziq hosil qilish kerak bo‘ladi. Chastotalar va
nisbiy chastotalar poligonini diskret tasodifiy miqdorlarning grafik
usulda berilishi deb ham tushunish mumkin.

Agar kuzatilayotgan X - belgi uzluksiz bo‘lsa, u holda uni
grafik usulda tasvirlash uchun gistogramma yasash maqsadga
muvofiqdir, buning uchun belgining kuzatiladigan qiymatlarini o‘z
ichiga olgan intervalni uzunligi o‘zgarmas 4 bo‘lgan bir nechta
qismiy intervallarga bo‘linadi va har bir i —qismiy interval uchun », -

chastota, ya’ni i —intervaldagi variantalar chastotalarining yig‘indisi
topiladi. So‘ngra, Dekart koordinatalar sistemasida chastotalar
gistogrammasi, asoslari # uzunlikdagi intervallar, balandliklari esa

i

% nisbatlarga  (chastota  zichligi) teng bo‘lgan to‘g‘r

to‘rtburchaklardan iborat pog‘onaviy figura yoki nisbiy chastotalar
gistogrammasi yasaladi. Nisbiy chastotalar gistogrammasi uchun esa
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asoslari » uzunlikdagi intervallar, balandliklari esa % nisbatga
(nisbiy chastotalar zichligi) teng bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchaklardan
iborat pog‘onaviy figura yasaladi.

Matematik statistika masalaridan biri tanlanma asosida bosh
to‘plam tagsimot funksiyasining noma’lum parametrlar uchun
statistik baholar o‘rnatish. Bu masala gqanday hal qilinishini ko‘rib
chigamiz.

Faraz qilamiz, bosh to‘plamning son belgisini o‘rganish talab
gilinayotgan va belgining tagsimot funksiyasi nazariy mulohazalar
asosida aniglangan bo‘lsin. Bu tagsimotni aniglaydigan noma’lum
parametrlarni baholash masalasini ko‘rib chiqaylik. Masalan, bosh
belgi, to‘g‘rirog‘i o‘rganilayotgan belgi bosh to‘plamda normal
tagsimlanganligi oldindan ma’lum bo‘lsa, u holda matematik
kutilmani va o‘rtacha kvadratik chetlanishni baholash, ya’ni taqribiy
hisoblash zarur, chunki bu ikki parametr normal tagsimotni to°‘liq
aniglaydi, agar belgi Puasson tagsimotiga ega deyishga asos bo‘lsa, u
holda bu tagsimotni aniglaydigan A>0 parametrni baholash, ya’ni
taqribiy hisoblash zarur.

Odatda, tadqiqotchi ixtiyorida tanlanma asosida olingan
ma’lumotlar, masalan, tanlanma son belgisini » marta kuzatish
natijasida olingan x,, x,,..., x, qiymatlar bo‘ladi. Demak, baholana-

yotgan belgining bahosi xuddi shu ma’lumotlar orqali ifodalanishi
kerak.

Tanlanmadagi x, x,, ..., x, qiymatlarni erkli x,, x,,.., X, taso-
difiy miqgdorlar deb qarab, nazariy taqsimot noma’lum parametrining
statistik bahosini topish uchun kuzatilayotgan tasodifiy miqdorlar
orqali shunday funksiya topish kerakki, u baholanayotgan parametr-
ning taqribiy qiymatini bersin. Masalan, normal tagsimotning

matematik kutilishini baholash uchun ushbu

v XX X,

n
funksiya xizmat qiladi.
Shunday qilib, nazariy tagsimot noma’lum parametrining
statistik bahosi deb, kuzatilgan tasodifiy miqdorlardan tuzilgan
funksiyaga aytiladi.
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Faraz qilaylik, bosh to‘plam X belgisining tagsimot funksiyasi
F(x,0) bo‘lib, & noma’lum parametr bo‘lsin. Bosh to‘plamdan
olingan tanlanmaning kuzatilgan qiymatlari x, x,, ..., x, bo‘lsin.

2-ta’rif. Tanlanmadan tuzilgan ixtiyoriy L(x, x,,...
siyaga statistika deyiladi.

x,) funk-

>

Statistikadan noma’lum parametrlar uchun statistik baholar
o‘rnatihsda foydalaniladi.

3-ta’rif. Agar noma’lum parametr bitta ¢ son bilan baholansa,
u holda bu baho nugtaviy baho deyiladi.

Nugtaviy baholashda taqsimot funksiyaning noma’lum &
parametri uchun shunday L(x, x,, ..., x,) statistika qidiriladiki, bunda
L(x,, x,, ..., x,) statisttkani @ parametr uchun taqribiy qiymat deb
olinadi. Bu holda L(x, x,, ...
deyiladi.

Biz Dbirinchi navbatda tanlanma o‘rtachasi, tanlanma
“tuzatilgan” dispersiyasi, moda, mediana, variatsiya qulochi va
boshqa nuqtaviy baholar bilan tanishib chigamizi. Bunda o‘rnatilgan
statistik baho baholanayotgan parametrning yaxshi bahosi bo‘lishi
uchun u ma’lum bir talablarni qanoatlantirishi lozim. Quyida biz bu
talablarni ko‘rib chigamiz.

Bosh to‘plam F(x)-nazariy tagsimot funksiyasining &
parametri noma’lum bo‘lib, uning statistik bahosi ¢ bo‘lsin. Bosh
to‘plamdan olingan » hajmli 1-tanlanma bo‘yicha ¢ baho topamiz.
Tajribani takrorlaymiz, ya’ni bosh to‘plamdan yana » hajmli 2-
tanlanma olib ¢, bahoni topamiz. Tajribani ko‘p marta takrorlab,
0 ,46,,..,0 sonlar ketma-ketligini hosil qilamiz, umuman olganda,
o, ,46,, ..., 0, sonlar har xil bo‘ladi. U holda " bahoni tasodifiy miqdor,
0,6,,..,0 sonlarni esa uning mumkin bo‘lgan qiymatlari sifatida

x,) statistika & parametrning bahosi

b

garash mumkin.
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0" tasodifiy miqdorning M(6")-matematik kutilmasini hisob-
laymiz. M(6") va & noma’lum parametr qiymatlarini tagqoslasak ular
orasida:

1) M(©")<0; 2) M(6")=0; 3) M(6°)>0.
munosabatlardan biri albatta o‘rinli bo‘ladi. Matematik kutilmasi
baholanayotgan parametrga teng bo‘lmagan statistik bahoni ishlatish
sistematik xatolarga olib keladi. Shu sababli, 8" bahoning matematik
kutilmasi baholanayotgan parametrga teng bo‘lishini talab qilish
tabiiy holdir.

Demak, M(©)=0 talabga rioya qilish sistematik xatolardan
saglaydi.

4-ta’rif. Agar bosh to‘plamdan ixtiyoriy hajmli tanlanma
olinganda ham ¢ bahoning matematik kutilmasi baholanayotgan ¢
parametrga teng, ya’ni M(#)=0 bo‘lsa, u holda ¢ baho siljimagan
baho deb ataladi, aks holda 6" siljigan baho deyiladi.

S5-ta’rif. Agar ¢° baho va @ noma’lum parametrlar uchun
limM(6") =60 munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda ¢ baho asimptotik

n—»0

siljimagan baho deb ataladi.

Ammo shuni ham ta’kidlash kerakki, siljimagan baho har doim
ham baholanayotgan parametrga yaxshi yaqinlashadi deb hisoblash
xato bo‘ladi. Darhaqigat, & ning mumkin bo‘lgan qiymatlari uning
o‘rtacha qiymati atrofida ancha tarqoq joylashgan, ya’ni D(8")-
dispersiyasi anchagina katta bo‘lishi mumkin. U holda /-tanlan-
madagi ma’lumotlar bo‘yicha topilgan 6 -baho & o‘rtacha qiy-
matdan va demak, baholanayotgan @ parametrdan ancha
uzoqlashgan bo‘lishi mumkin.

Bu holda 6; ni @ ning tarqibiy qiymati sifatida gqabul qilib, katta
xatoga yo‘l qo‘ygan bo‘lar edik. Shu sababli, statistik baholarga
effektivlik talabi qo‘yiladi.
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6-ta’rif. Agar ¢ baho uchun har qanday &>0 da
limP(0, —-0|>)=0 shart bajarilsa, ya’ni ¢, baho 6 ga ehtimol

n—>0

bo‘yicha yaqinlashsa, u holda ¢ asosli baho deyiladi.

Agar 0 parametrning ¢, va 6, siljimagan baholari uchun biror
n hajmli tanlanmada D(6,)<D(6, ) o‘rinli bo‘lsa, uholda ¢, baho 6,

bahoga nisbatan » hajmli tanlanma uchun samaraliroq (optimalroq)
baho deyiladi.
Berilgan n hajmli tanlanmada eng kichik dispersiyaga ega
bo‘lgan baho, bu haymda eng samarali baho deyiladi.
x, —tanlanma o‘rtachasi bosh to‘plam matematik kutilmasi
uchun siljimagan, asosli va effektiv baho bo‘ladi.
Juda katta hajmli (» yetarlicha katta bo‘lganida) tanlanmalar
qaralganda statistik baholarga asoslilik talabi qo‘yiladi.
Agar bahoning dispersiyasi n—>o da nolga intilsa, u holda
bunday baho asosli bo‘ladi.
Agar N hajmli bosh to‘plamning mumkin bo‘lgan x,, x,, ..., x, —
qiymatlari takrorlanmaydigan bo‘lsa, x; —bosh to‘plam o‘rtachasi
— X, Xy e Xy 1
X, = v = N;xi (2.2)
formula bilan topiladi; agar ¥ haymli bosh to‘plamning mumkin
bo‘lgan  x, x,, .., x, —qiymatlari mos ravishda N, N,, .., N,
chastotalarga ega bo‘lib, N, + N, + ..+ N, =N bo‘lsa, u holda
— N +x,N,+.+xN, 13
Xy = N —N;xiNi (2.3)
Bosh to‘plamning kuzatilayotgan X belgisini tasodifiy miqdor
sifatida qarasak, uning matematik kutilmasi uchun M(X)=x, tenglik
o‘rinli bo‘ladi.
Agar n hajmli tanlanmaning mumkin bo‘lgan «x,x, .., x, -

n

qiymatlari takrorlanmaydigan bo‘lsa, x, —tanlanma o‘rtachasi

JE— n
g X, + X, +..tX, =lzx,- (2.4)
n n -
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formula bilan topiladi; agar » hajmli tanlanmaning mumkin bo‘lgan
X, X, ..., x, —qlymatlari mos ravishda n,n, .., n, chastotalarga ega
bo‘lib, n +n, +...+n, =n bo‘lsa, u holda
xn +x,n, +..+xn 1
e e 2 2n k""k :;;xlni (25)
M(X)- bosh to‘plam o‘rtachasining statistik bahosi sifatida
tanlanma o‘rtacha qabul qilinadi. x, siljimagan baho ekanligiga,

X

T

ya’ni M (x,)=M(X) ckanligiga ishonch hosil qilamiz. X, ni Xp
tasodifiy miqdor, x,, x, ..., x, —variantalarni erkli, bir xil tagsimlangan
X,, X, .., X, tasodifty miqdorlar sifatida qaraymiz. Bu miqdorlar bir

xil tagsimlanganligi uchun ular bir xil sonli xarakteristikalarga,
jumladan bir xil matematik kutilmaga ega: «=Mm(x,). Bir xil
tagsimlangan tasodifiy miqdorlar arifmetik o‘rtacha qiymatining

matematik kutilmasi ulardan bittasining matematik kutilmasiga teng,
ya’ni

M(Z):M[Xl’ X2, Tt XnJ: M(X1)+M(X2)+M(Xn) :ﬂ_

n n n

X, X, .., X, miqdorlarning har biri va bosh to‘plamning X
belgisi (uni ham tasodifiy miqdor sifatida qaraymiz) bir xil
tagsimotga ega ekanligini e’tiborga oladigan bo‘lsak, bu
miqdorlarning va bosh to‘plamning sonli xarakteristikalari bir xil
degan xulosaga kelamiz. Shunday qilib, M(X,)=a=M(X). U holda

x, bosh to‘plam matematik kutilmasi uchun siljimagan baho ekan.
Ma’lumki, katta sonlar qonuniga (Chebishev teoremasi) asosan
ixtiyoriy kichik &>0 son uchun
lim P, — M (xp)| < &) =1

ya’ni n ortishi bilan x, -tanlanma o‘rtachasi bosh to‘plam matematik

kutilmasiga ehtimol bo‘yicha yaginlashadi. Bundan esa, x, baho «

uchun asosli baho bo‘lishi kelib chigadi.

Agar bosh to‘plamdan katta hajmli bir nechta tanlanmalar olinib
har birining tanlanma o‘rtachalari topiladigan bo‘lsa, ular o‘zaro
taqriban teng bo‘ladi. Bu tanlanma o‘rtachaning turg‘unlik xossasi
deyiladi.

3-misol. Quyidagi tanlanmaning
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x: 4 8 11

1

n.: 510 5

1

statistik tagsimoti bo‘yicha bosh to‘plam matematik kutilmasining
siljimagan bahosini toping.
Yechish: (2.5) formuladan foydalanamiz. U holda x, =7,75.
Agar N hajmli bosh to‘plamning mumkin bo‘lgan x,, x, ..., x, —
qiymatlari takrorlanmaydigan bo‘lsa, bosh to‘plam dispersiyasi

mm=@=%ﬁw—gf (2.6)

formula bilan topiladi; agar ¥ hajmli bosh to‘plamning mumkin
bo‘lgan  x,x, .., x, —qlymatlari mos ravishda N, N, .., N,

chastotalarga ega bo‘lib, N, + N, +...+ N, =N bo‘lsa,u holda
k S
D) =D, ==Y N, ~ 7, (2.7)

formula bilan aniglanadi.
Bosh to‘plam o‘rtacha kvadratik chetlanishi esa
O'(X)ZO'BZ\/D_B (2.8)
formula bilan aniglanadi.
Agar n hajmli tanlanmaning mumkin bo‘lgan x,x, .., x, -

n

qiymatlari takrorlanmaydigan bo‘lsa, tanlanma dispersiya
D) =D, =~3 (%~ %, ) (2.9)
nig

formula bilan topiladi; agar » hajmli tanlanmaning mumkin bo‘lgan
X, X, .., X, —qlymatlari mos ravishda n,n, .., n, chastotalarga ega

bo‘lib, », +n,+...+ n, =n bo‘lsa, u holda

DIX)=D, =25 -3y (2.10)
n

i=1
. . e - - 1 k
4-misol. Tanlanmaning D=x*-(x)’, x==) nx,
=

x.: 4 8 11

1

n: 510 5
statistik tagsimoti bo‘yicha uning dispersiyasini toping.
Yechish: (2.5) formuladan foydalansak: x, =7,75. Dispersiyani

hisoblash uchun (2.10) formuladan foydalanamiz. U holda

84



5(4—7,75)* +10(8 — 7,75)+5(11—7,75)
20
Dispersiyani hisoblashda (2.6), (2.7), (2.9), (2.10) formulalar
noqulay, shu sababli, dispersiya va matematik kutilmalarning
xossalaridan foydalanib, dispersiyani hisoblash uchun qulay bo‘lgan
quyidagi formulani keltirib chigarish mumkin:

D=x"—(x)’, x=%2nl.xl., x’ :%Znixf (2.11)
i=1 i=l

D, = =7,0625.

Bosh to‘plam dispersiyasi uchun statistik baho sifatida

1 — : . :
D, =—> (x,—x;)* tanlanma dispersiyasini olish mumkin emas.
n g

Chumki bu baho siljigan baho bo‘ladi. Ya’ni m(D,)= D,. Bu holda
biz

-1
M(D;)= nTDB
tenglikni bosh to‘plam dispersiyasi uchun siljimagan statistik baho
sifatida olamiz va uni
$#=—"-p, (2.12)
n—1
ko‘rinishda belgilab “tuzatilgan™ dispersiya deb ataymiz.
Haqgigatan ham “tuzatilgan” dispersiya bosh to‘plam
dispersiyasi uchun siljimagan baho bo‘ladi. Chunki
M(s%) :MELDTJ =" M(D,)=D,.
n—1 n—1

Bosh to‘plam o‘rtacha kvadratik chetlanishining bahosi sifatida
s = ,/ & lDT “tuzatilgan” o‘rtacha kvadratik chetlanish olinadi.
n —

1-eslatma. » ning katta qiymatlarida tanlanma dispersiyasi va
“tuzatilgan™ dispersiyalarning farqi juda kam bo‘ladi. Shu sababli,
“tuzatilgan™ dispersiyadan » <30 hajmli tanlanmalarda foydalanish
tavsiya etiladi.

2-eslatma. Agar tanlanmaning variatsion qatorida x —
variantalarning qiymatlari katta sonlardan iborat bo‘lsa, u holda x,
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X — €

variantadan u, = —shartli variantaga o‘tish orqali «, —variantalari

)
kichik sonlardan iborat yangi variatsion qator hosil qilinadi, so‘ngra
yangi tanlanma uchun u, va D(u,) xarakteristikalar topiladi. Oldingi
tanlanmaning  x,, D(x,)  xarakteristikalarini  topish  uchun
X, =y +¢,, D(x;)=c;D(u;) formulalardan foydalaniladi.

Matematik statistika va uning tatbiqlarida variatsion gatorning
tanlanma o‘rtachasi va tanlanma dispersiyasidan tashqari boshqga
xarakteristikalari ham ishlatiladi. Shulardan ba’zilarini keltiramiz.

Eng katta chastotaga ega bo‘lgan varianta moda deb ataladi va
M, kabi belgilanadi.

Mediana deb, variatsion qator variantalarini son jihatidan teng
ikki gqismga ajratadigan variantaga aytiladi va as, kabi belgilanadi.
Variantalar sonining juft yoki togligiga gqarab, mediana quyidagicha
aniglanadi:

Xiiqo n=2k+1
M, =1 %, +x,,
2

Variatsiya qulochi R deb, eng katta va eng kichik variantalar

ayirmasiga aytiladi:

, n=2k

R=x_, —X..-
Variatsiya qulochi variatsion qator tarqoqligining eng sodda
xarakteristikasi bo‘lib xizmat qiladi.
Variatsion qator tarqoqligining yana bir xarakteristikasi sifatida
o‘rtacha absolyut chetlanish ¢ ham ishlatiladi:

Zni‘xi — X,
0=———.
n

Variatsiya koeffitsiyenti ¥ deb tanlanma o‘rtacha kvadratik
chetlanishining tanlanma o‘rtachasiga nisbatini foizlardagi ifodasiga

aytiladi: ¥ =2100%.

xT
Variatsiya koeffitsiyenti ikkita yoki undan ortiq variatsion ga-
torlarning tarqoqliklarini taqqoslash uchun xizmat qiladi: variatsion
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qatorlardan variatsiya koeffitsiyenti katta bo‘lgani ko‘proq tarqoq-
likka ega bo‘ladi.
5-misol. Quyida berilgan
x:13 616
n:410 5 1
tanlanma uchun a7, A, R, v, 6 xarakteristikalarni hisoblang.

Yechish: Yuqoridagi formulalardan fodalanamiz:

xlO + xll

M,=3 M, = =3, R=15, x, =4=0=2,2, 6, =3,24=V =80,1%

Tajribalar soni juda katta bo‘lsa, nuqtaviy bahoning qiymati
odatda noma’lum parametrga yaqin bo‘ladi. Ammo kuzatishlar soni
kam bo‘lsa, & nuqgtaviy baho va @ parametr orasidagi farq sezilarli
darajada bo‘lishi mumkin. Bunday hollarda parametrni baholash
uchun intervalli baholardan foydalanish magsadga muvofiq
hisoblanadi.

7-ta’rif. Ikkita son (interval chetlari) bilan aniglanadigan baho
intervalli baho deb ataladi.

Intervalli bahoda bahoning aniqliligi va ishonchliligi tushun-
chalarini kiritishimiz kerak bo‘ladi. Buni quyida ko‘rib chiqamiz.

Tanlanma ma’lumotlari  asosida topilgan @ —statistik
xarakteristika @ parametrning bahosi bo‘lsin. @ ni o‘zgarmas son deb
faraz qilamiz. Ma’lumki, @ ning aniqligi yuqori bo‘lganda ‘49—6?‘
farqning qiymati kamayib boradi, ya’ni ‘49 —~ 6?‘ <38, 6 >0 tengsizlikda &
gancha kichik bo‘lsa, baho shuncha aniq bo‘ladi. Shu sababli, &
bahoning aniqligi deb ataladi.

Statistik usullar & baho ‘9—9‘<5 tengsizlikni ganoatlantirishini
qat’1y tasdiglay olmaydi, balki bu tengsizlik bajarilishining gandaydir
y ehtimolligi hagida xulosa chiqara oladi.

‘0—9‘<5 tengsizlikning bajarilish ehtimoli y 6 parametrning ¢
baho bo‘yicha ishonchliligi (ishonchlilik ehtimoli) deyiladi. Bu
yerda, y=P(‘9—9‘<5 . Ko‘p hollarda, ishonchlilik ehtimoli oldindan

beriladi. Masalan, 0,95; 0,99; 0,999 va hokazo.
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y= P(‘H — 6" < ehtimollikni quyidagicha yozib olamiz:
PO-6<0<6+0)=y (2.13)
Bu munosabatni quyidagicha tushunish kerak: (6-5,5+06) interval ¢

noma’lum parametrni o‘z ichiga olish (qoplash) ehtimoli y ga teng.
(0-6.5+6) interval noma’lum parametrni berilgan

ishonchlilik bilan qoplovchi ishonchlilik intervali deb ataladi.

3-eslatma. (0-5,5+0) interval tasodifiy chetki nuqtalarga ega,

chunki turli tanlanmalar uchun @ ning qiymatlari turlicha bo‘ladi.
Shu sababli, tanlanma o‘zgarsa (0—5,5+0) intervalning chetki

nuqtalari ham o‘zgaradi.

Ishonchlilik intervallarini topish ganday amalga oshirilishi bilan
normal tagsimot qonuniga bo‘ysinuvchi tasodifiy migdorlar misolida
tanishib chigamiz.

Bosh to‘plamning X belgisi normal tagsimlangan bo‘lsin.
Ma’lumki, bu tagsimotni ikkita parametr: @ va o aniqlaydi. Faraz
qilamiz, ulardan biri, o—o‘rtacha kvadratik chetlanish ma’lum,
ikkinchisi a-—matematik kutilma esa noma’lum bo‘lsin. Bu
tagsimotning matematik kutilmasi a uchun ishonchlilik intervalini »
ishonch bilan § aniqlikda topish masalasini qaraymiz.

xr — tanlanma o‘rtachasini X, tasodifiy miqdor sifatida qa-

raymiz. X belgi normal tagsimlanganligi sababli tanlanma o‘rtacha
ham normal tagsimlangan bo‘ladi. Bu yerda

—_— —_— 2 —_—
M(X,)=a, D(Xr)= 9. P(‘XT — a‘ <6)=y munosabat o‘rinli bo‘lsin. U
n
holda

P(|X —a|<6)= 2@(%
(o}

formuladan foydalanib, X ni X, bilan o ni esa o(Xr)=—= bilan

Jn
almashtirsak quyidagi munosabatni hosil qilamiz:
P([x7 —d|<5)=20() (2.14)
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bu yerda t:&. Bundan & :%t bo‘ladi. U holda (2.14) quyidagi
(o} n

ko‘rinishni oladi:

}ﬂji—aﬂaﬂzzégﬁDP(Yr—%L<a<3;+XZJ:%Mﬂ (2.15)
n n

Shunday qilib, ishonchlilik intervali (E LN )‘(T]

Jn Jn
ot ot — .
<a<—=+X, | interval a para-
NN j P

aniqlikda qoplashi kelib chigadi.

ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan (Yr —

ot
Jn
(2.15) dan quyidagi xulosalarni chigaramiz: tanlanma hajmining or-
tishi baholash anigligi oshishiga olib keladi; agar y ishonchlilik orttirilsa,
t parametr ortadi va bu esa baholash aniqligi kamayishiga olib keladi.
6-misol. X tasodifiy miqdor normal tagsimlangan bo‘lib, uning
o‘rtacha kvadratik chetlanishi o=3. Tanlanma hajmi »=3 va
bahoning ishonchliligi »=0,95 bo‘lsin. Noma’lum parametr a-

metrni y =2d(¢) ehtimol bilan

matematik kutilmaning x, -tanlanma o*rtachasi bo‘yicha ishonchlilik
intervallarini toping.

Yechish: Jadvaldan foydalanib ¢ ni topamiz, ya’ni
1963 _ o

J36

2D(¢) =0,95= D(¢)=0,475=¢=1,96. Bahoning aniqligi 6 =

U holda ishonchlilik intervali: (x, —0,98,x, +0,98).

Berilgan y=0,95 ishonchlilikni quyidagicha tushunish kerak:
agar yetarlicha ko‘p sondagi tanlanmalar olingan bo‘lsa, u holda
ularning 95% 1 shunday ishonchli intervallarni aniqlaydiki, bu
intervallar parametrni haqigatan ham o°z ichiga oladi; 5% hol-
lardagina parametr interval chegarasidan tashqarida yotishi mumkin.

4-eslatma. Agar matematik kutilmani oldindan berilgan &

aniglik va y ishonchlilik bilan baholash talab qilinsa, u holda bu

aniglikni beradigan tanlanmaning minimal hajmi
o’t’

n= 52

(2.16)

formuladan topiladi.
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Bosh to‘plamning X belgisi normal tagsimlangan va uning a —
matematik kutilmasini x, -tanlanma o‘rtachasi orqali baholashda o -
o‘rtacha kvadratik chetlanish noma’lum bo‘lsin. U holda

= S S

X, —t(4,n) «/; J;
interval a uchun ishonch intervali bo‘lib xizmat qiladi. Bu yerda s -
tuzatilgan o‘rtacha kvadratik chetlanish; #(y,n) esa berilgan n va y
bo‘yicha maxsus jadvaldan topiladi. Bunday jadvallar ehtimollar
nazariyasi va matematik statistikaga oid adabiyotlarda beriladi.

7-misol. Bosh to‘plamdan »=10 hajmli tanlanma olingan va u
quyidagi statistik tagsimotga ega bo‘lsin:

x,:-212345
n 1212221

_ 1 6 1 6 =
Xy _;;nixi’s _\/m;”i(xf - X7)
Bosh to‘plamning X belgisi normal tagsimlangan bo‘lsa, uning a -

matematik kutilmasi uchun x, bo‘yicha »=0,95 ishonchlilik bilan
ishonchli intervalni toping.

Yechish: Tanlanma o‘rtachani va “tuzatilgan” o‘rtacha
kvadratik chetlanishni mos ravishda quyidagi formulalardan topamiz:

_ 1S 1 S _
XT:—Znixi,s:\/—IZni(xi—XT)z.
= i=1

n_

<a<X,+t(A,n) (2.17)

U holda: x,=2, s=24 jadvaldan =095 va n=10 larga mos
1(0,95;10)=2,26 ni topamiz. Topilganlarni (2.17) ifodaga qo‘yib:
(0,3;3,7) ishonchlilik intervalini hosil gilamiz. Bu interval noma’lum
a —matematik kutilmani y=0,95 ishonch bilan qoplaydi.

Bosh to‘plamning o‘rganiladigan X son belgisi normal tagsim-
langan bo‘lsin. Uning o—o‘rtacha kvadratik chetlanishi uchun tan-
lanma ma’lumotlari bo‘yicha y ehtimol bilan ishonchlilik intervalini
topish talab qilinsin.

Ma’lumki, tanlanmaning s°>- “tuzatilgan” dispersiyasi o* —
bosh to‘plam dispersiyasi uchun siljimagan bahodir. Shu sababli, o -
noma’lum paremetrni s orqali baholaymiz. Buning uchun

P(lo —slko)=y
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munosabat bajarilishini talab qilamiz. Tayyor jadvaldan foydalanish
uchun s -8 <o <s+5 tengsizlikni

s(l—é)<o- <s(l+é)
S S

tengsizlik bilan almashtiramiz. ¢ = ° belgilashdan so‘ng
S

s(l—qg)<o <s(1+¢q),g<10<o0 <s(1+q),g>1 (218)
ishonch intervalini hosil gilamiz. Bu yerda ¢(y,n) maxsus jadvaldan
topiladi.

8-misol. Bosh to‘plamning X belgisi normal tagsimlangan va
n=>50 hajmli tanlanmaning “tuzatilgan” dispersiyasi: s> =2,25 bo‘l-
sin. o noma’lum parametrni y=0,95 ishonchlilik bilan qoplaydigan
ishonchlilik intervalini toping.

Yechish: Jadvaldan »=50 va y=0,95 qiymatlarga mos ¢=0,21
ni topamiz. Bu yerda ¢<1 bo‘lgani uchun (2.18) tengsizlikning
birinchisidan foydalanib, 1,185<o<1,815 1shonchlilik intervalini
topamiz.

2.2. Statistik va korrelatsion bog‘lanishlar.
Regressiya tenglamasi

Kundalik faoliyatimizdagi ko‘pgina amaliy masalalarda,
tajribalarda o‘rganilayotgan Y belgining (tasodifiy migdorning) bitta
yoki bir nechta boshqa belgilarga (tasodifiy miqdorlarga)
bog‘ligligini aniglash va baholash talab qgilinadi. Dastlab Y belgining
bitta X tasodifiy migdorga bog‘ligligini o‘rganamiz.

Ikki belgi funksional bog‘lanish bilan, yoki statistik bog‘lanish
bilan bog‘langan, yoki umuman erkli bo‘lishi mumkin.

1-ta’rif. Agar X belgining har bir mumkin bo‘lgan qiymatiga
Y belgining bitta mumkin bo‘lgan qiymati mos kelsa, u holda v, x
belgining funksiyasi deyiladi.

1-misol. X diskret tasodifiy migdorning tagsimoti:
X: 2 3

p:0,6 0,4

91




berilgan. v = Xx* funksiyaning tagsimoti topilsin.
Yechish: Y ning mumkin bo‘lgan qiymatlarini topamiz:
», =4, y,=3. U holda Y ning tagsimoti:
Y: 4 9
p: 0,6 0,4
2-misol. X wuzluksiz tasodifiy migdor normal tagsimlangan
bo‘lib, M(X)=a=2, o(X)=0,5 bo‘lsa, Y =3X +1 chiziqli funksiyaning
zichlik funksiyasini toping.
Yechish: Y ning sonli xarakteristikalarini topamiz:
MY)=3-2+1=7, o(Y)=3-0,5=1,5.

L N 1 (y-17)
Uholda Y hlik funk : = — :
olda Y ning zichlik funksiyasi: g(y) s \/EGXP( 7. (1’5)2]

Funksional bog‘lanishlar aniq va tabiiy fanlar: matematika,
fizika, kimyo kabi fanlarda aynigsa yaqqol kuzatiladi.

Masalan, termometrdagi simob ustunining balandligi X havo
harorati ¥ haqida aniq va bir qiymatli ma’lumot beradi; aylana radiu-
si R va uning uzunligi C orasida C=2zR geometriyadan ma’lum
bo‘lgan formula bilan aniglangan funksional bog‘lanish mavjuddir.

Iqtisodiy jarayonlarda, umuman jamiyatning boshqga sohalarida
tasodifiy belgilar orasida qat’iy funksional bog‘lanish kamdan-kam
uchraydi. Buning asosiy sabablaridan biri belgilarga ta’sir etuvchi
faktorlarning xilma-xilligi va tasodifiyligidir. Bu holatda belgilar
orasidagi moslik statistik bog*lanish bo‘lishi mumkin.

2-ta’rif. Agar belgilardan birining o‘zgarishi ikkinchi belgi
taqsimotining o‘zgarishiga olib kelsa, u holda bu ikki belgi orasidagi
bog‘lanish statistik bog‘lanish deyiladi.

Masalan, agar Y(Z,,Z,,V,,V,) va X(Z,,Z,,U,,U,) (Z.,V,,U, —tasodifiy
faktorlar) belgilar berilgan bo‘lsin. Bu holda Y va X lar orasidagi
bog‘lanish statistik bog‘lanish deyiladi, chunki ularning har biri
bog‘lig bo‘lgan tasodifiy faktorlar ichida umumiylari mavjud.

Statistik bog‘lanishni matematik ifodalash murakkab, shu
sababli uning xususiy hollaridan biri hisoblangan korrelatsion
bog‘lanish bilan tanishib chigamiz.
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3-ta’rif. Agar bir-biriga statistik bog‘lanishda bo‘lgan ikki
belgidan birining o‘zgarishi ikkinchi belgi o‘rtacha qgiymatining
o‘zgarishiga olib kelsa, u holda bunday statistik bog‘lanish
korrelatsion bog‘lanish deb ataladi.

Bir-biri bilan korrelatsion bog‘lanishda bo‘lgan tasodifiy
miqdorlarga misollar keltiramiz.

1. Mehnat unumdorligi X va jami ishlab chigarilgan mahsulot
Y

2. Yig‘ib olingan hosil miqdori Y wva ishlatilgan o‘g‘itlar
miqdori X ;

3. Jami mahsulot miqdori X va korxonaning ish haqi fondi Y;

4. Sarflangan kapital mablag‘lar X va shu mablag‘lardan
olingan sof foyda Y;

5. Korxonaning texnika bilan qurollanganlik darajasi X va
mehnat unumdorligi ko‘rsatkichi Y.

Yugqgoridagi ta’rifdan ko‘rinib turibdiki, korrelatsion bog‘la-
nishni matematik ifodalash, ya’ni y= f(x) ko‘rinishda yozish uchun

shartli o‘rtacha tushunchasini kiritishimiz kerak.

4-ta’rif. X =x qiymatga mos keluvchi Y ning kuzatilgan
qiymatlari arifmetik o‘rtachasini shartli o‘rtacha deb ataymiz va y,
ko‘rinishda belgilaymiz.

Xuddi shunday usulda x, - shartli o‘rtacha tushunchasi ham
aniglanadi.

5-ta’rif. Y=y qiymatga mos keluvchi X ning kuzatilgan
qiymatlari arifmetik o‘rtachasini x, —shartli o‘rtacha deb ataymiz.

3-misol. X miqdorning x, =5 qiymatiga ¥ miqdorning y, =6,
v, =7, y,=8 qiymatlari mos keladi. JTX =7

— 6+7+8

Yechish:y, = 3 7.
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X va Y tasodifiy miqdorlar (belgilar) ustida kuzatishlar o‘tka-
zilgan bo‘lib, kuzatishlar natijalari mos ravishda
(X, 1,5 (%51, )5y (x,, ) DO‘1sin. U holda X va Y orasidagi bog‘lanishni

(munosabatni) ushbu jadval ko‘rinishida ifodalash mumkin.

X xl xZ oo xn
Y Vi M Y

Agar yuqoridagi jadvalda x, va y. lar turli qiymatlarini qabul
qilsa, u holda shartli o‘rtacha tushunchasidan foydalanmaymiz.
Agar kuzatishlar soni ko‘p, ya’ni x, qiymat m,_ marta, y, qiymat

“marta takrorlanishi mumkin bo‘lsa, u

m, marta, (x,,y,) juftliklar m,,

holda yuqoridagi jadval o‘rniga korrelatsion jadval yoki korrelatsion
panjara deb ataluvchi jadval ishlatiladi. m,,m, m, , lar mos ravishda
=m; belgilash kiritib

x.,¥,,(x,y,) larming chastotalari deyiladi. m,,

quyidagi jadvalni hosil gilamiz. Bu yerda

Zmy :my‘," Zmlj :mxi’ mei :Zmyj' =N
J i J

i

¥ N b2 Vi m
X m, m, m,
X, my, My, m, m
Xk my, My, vee my m,
m, m, m, e m, n

Bu holatda shartli o‘rtacha tushunchasidan foydalanishimiz zarur.
Korrelatsion panjarada shartli o‘rtacha topilishiga doir misol
ko‘rib chigamiz.
4-misol. Berilgan jadvaldan foydalanib, tanlanma shartli
o‘rtachani toping.
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3 4 6 7 8 z
Y
8 5 3 - - - 8
12 3 4 5 4 2 18
15 - 3 3 6 2 14
n, 8 10 8 10 4 n=40
Yechish: Hisoblashlarni quyidagi jadvalga joylashtiramiz:
s 4 6 7 8
Y
8 5 3 - - - 8
12 3 4 5 4 2 18
15 - 3 3 6 2 14
n 8 10 8 10 4 n=40
. 9,5 11,7 | 13,125 | 13,8 13,5

Belgilar orasidagi korrelatsion munosabatlar (bog‘lanishlar)
to‘g‘ri, teskari, to‘g‘ri chizigli va egri chizigli bo‘lishi mumkin.
Masalan, to‘g‘ri korrelatsion bog‘lanishda belgilardan birining ortishi
(kamayishi) boshqasining o‘rtachasi ortishiga (kamayishiga) olib
keladi, teskari bog‘lanishda esa aksincha va hokazo.

Masalan, daraxtning yoshi X ortib borishi bilan daraxtdagi halgalar
soni Y ortib boradi, havoning harorati X pasayishi bilan nafas olish
tezligi Y kamayadi va h.k.

Y ning X ga korrelatsion bog‘ligligi deb, y. shartli o‘rtachaning
x ga funksional bog‘lanishiga aytiladi: y. = f(x). Bu tenglama Y ning
X ga regressiya tanlanma tenglamasi (ba’zida Y ning X ga
regressiya tenglamasi), f(x) funksiya esa Y ning X ga tanlanma
regressiyasi (ba’zida regressiya funksiyasi) deb ataladi. Bu tenglama
grafigi esa Y ning X ga regressiya tanlanma chizig‘i (ba’zida Y ning
X garegressiya chizig‘l) deyiladi.
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X belgining Y belgiga regressiya tanlama tenglamasi va
regressiya tanlama chizig‘t ham yuqoridagiga o‘xshash aniqglanadi:
x, =p(y).

Korrelatsiya nazariyasi belgilar orasidagi bog‘lanishni o‘rganish
jarayonida asosan quyidagi ikki masalani hal qgiladi.

5-misol. Belgilar orasidagi korrelatsion bog‘lanish formasini
aniglash, ya’ni regressiya funksiyasining ko‘rinishini (chiziqli,
chizigsiz va h.k.) topish.

Agar f(x) va ¢(y) regressiya funksiyalarining ikkalasi ham
chizigli bo‘lsa, u holda X va Y belgilar orasidagi korrelatsion
bog‘lanish chiziqli, aks holda esa chizigsiz deyiladi.

6-misol. Korrelatsion bog‘lanish zichligini (kuchini) aniglash.

Y belgining X belgiga korrelatsion bog‘lanishining zichligi
X =x qiymatga mos Y ning mumkin bo‘lgan giymatlari y, -shartli
o‘rtacha atrofida tarqoqligi darajasini baholaydi.

Regressiya tanlanma tenglamasi

Yo =S (%)
ko‘rinishda yozilib, agar f(x) regressiya chizigli bo‘lsa, u holda X
va Y belgilar orasidagi korrelatsion bog‘lanish chiziqli deb atalar edi.
Biz mana shu chiziqgli korrelatsion bog‘lanishni atroflicha o‘rganib
chigamiz.

Buning uchun (X,Y) juftlikning sonli belgilari tizimini o‘rgana-
miz. Bunda ikki:

1) ma’lumotlar gruppalanmagan;

2) ma’lumotlar gruppalangan hollarni alohida-alohida qara-
shimiz kerak bo‘ladi.

1. Tanlanma ustida o‘tkazilgan » ta erkli tajriba natijasida
olingan ma’lumotlardan (x,y,) i=1,2,3,.n sonlar juftligi ketma-

ketligi hosil qilingan bo‘lib, bu ma’lumotlarni gruppalash shart
bo‘lmasin, ya’ni X belgining turli x qiymatlari va ularga mos Y
belgining y qiymatlari bir martadan kuzatilgan bo‘lsin. Bunday
holatda shartli o‘rtacha tushunchasidan foydalanish shart emas.
Shuning uchun izlanayotgan

v =ketb (2.19)
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tanlanma regressiya to‘g‘ri chizig‘i tenglamasini quyidagicha
yozishimiz mumkin

y=hkx+b (2.20)

Bu tenglamadagi burchak koeffitsiyentni p,, bilan belgilab, uni ¥

ning X ga regressiya tanlanma koeffitsiyenti deb ataymiz. Shunday
qilib, Y ning X ga to‘g‘ri chizigli regressiya tanlanma tenglamasini

Y=p, x+b (2.21)
ko‘rinishda izlaymiz.

Bu tenglamadagi noma’lum p,. vab koeffitsiyentlarni shunday
tanlashimiz kerakki, natijada kuzatish ma’lumotlari bo‘yicha topilgan
(x,,y,) nuqgtalarni x0Y tekislikka joylashtirganimizda bu nugqtalar
mumkin qadar (2.21) to‘g‘ri chizigning yaqin atrofida yotsin. Bunday
talabni bajarishdan oldin v, -y, ifoda bilan aniglanadigan chetlanish
tushunchasini kiritib olamiz, bu yerda vy -(2.21) tenglamadan x,
giymatga mos keluvchi ordinata; » esa x ga mos kuzatilgan
ordinata. Noma’lum p va b koeffitsiyentlarni shunday tanlaymizki,

chetlanishlar  kvadratlarining yig‘indisi eng kichik, ya’ni
min> (¥, -y,) bo‘lsin (noma’lum p, va b koeffitsiyentlarni

topishning bu usuli eng kichik kvadratlar usuli deb ataladi).

8F n
—=2Q (px; +b-y)x =0
op :;

OF 3
— =2 (px;, +b=-y,)=0
op :;

Har bir chetlanish noma’lum p, va b koeffitsiyentlarga bog‘liq

bo‘lgani uchun chetlanishlar kvadratlari yig‘indisining funksiyasi F
ham bu koeffitsiyentlarga bog‘liq bo‘ladi: F(p,.5)=>(v,~y,) . Bu

funksiyaning minimumini topish uchun noma’lum parametrlar
bo‘yicha xususiy hosilalarni hisoblab nolga tenglashtiramiz (hozircha
p,. 0‘rniga p yozib turamiz):

Bu sistemada elementar almashtirishlar bajarib, p,p larga
nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz:
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Zn:pxzi + ibxi = Zn:xiyl.
i=1 i=l1 i=1

i=1 i=1

(2.22)

Bu sistemadan izlanayotgan parametrlarni topamiz (yozivda ixcham-
lik uchun i indekslarni tushirib qoldiramiz):

L, LD XY
”sz 29 (2.23)
be an Zy—Zxey
anz — (Zx)2
7-misol. Haymi »=5 bo‘lgan tanlanmalarning quyidagicha
X: 1 L5 3 4,5 5

Y: 1,25 14 LS 175 2,25
taqsimoti bo‘yicha ¥ ning X ga to‘g‘ri chiziqli regressiya tanlanma
tenglamasini toping.
Yechish: Ma’lumotlar asosida quyidagi jadvalni tuzamiz:

X; Vi X; X,V
1 1,2 1 1,25
1,5 1,4 2,25 2,1
3 1,5 9 4,5
4,5 1,75 20,25 4,875
5 2,25 25 11,25
> =15 > =8,15 > =575 > =26,975

Jadvaldagi hisoblangan qiymatlarni (2.23) formulaga qo‘ysak:

P = ”inz _ (in)z
. ny XDy — 2 %)%y, 5-57,5-815-15-269,75

anl.z — (Z:xl.)2

MY XY =D %D Y, 5-26975-15-8,15

5.57,5-15

5.57,5-15

=1,024

U holda regressiya tanlanma tenglamasi: y, =0,202x +1,024.
2. Faraz qilamiz, kuzatish natijasida olingan ma’lumotlar ko‘p

sonli (kamida 50 ta kuzatish o‘tkazilishi kerak) bo‘lib, gruppalanadigan
bo‘lsin. U holda ma’lumotlar korrelatsion jadval ko‘rinishida beriladi:
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% 32 2 Y m
X my, m, my,
X, my, my, m,, m
xk mkl me mk[ mxA
m, m, m, m, n

Quyidagi ayniyatlardan:

= S = Yxmnr y=1 Yy = Sy =ny
n n

P i Y e
n

Y xy=n,xy ((xy) juftlik », marta kuzatilishi hisobga olingan)
foydalanib,(2.22) tenglamalar sistemasini quyidagicha yozib olamiz:

pﬁx2 + b;i)_c = anyxy, (2.24)

px+b=y.
Buyerda (x,y) juftlik »  marta takrorlangani uchun » xy ifoda n_xy
ko‘rinishda yoziladi.Bu sistemadan

anyxy —nx-y anyxy —nx-y
Pp=———=—F = ; (2.25)
n(x* = (x)*) NOy

ifodani topamiz. Izlanayotgan:
V., =p, +b (2.26)

regressiya tanlanma tenglamasini y uchun quyidagicha yozib olish

mumkin:

Ve =P X+b (2.27)
chunki (x,y) nuqta ham (2.26) tenglamaning yechimi bo‘ladi. (2.26)
va (2.27) tenglamalardan

3 =) =Py (x—x) (2.28)
regressiya tanlama tenglamasini hosil qilamiz. Bundan so‘ng
regressiya tanlanma tenglamasini (2.28) ko‘rinishda izlaymiz.
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1-eslatma. Agar ma’lumotlarda katta sonlar qatnashsa hi-
soblashlarni yengillashtirish uchun « .,y variantalardan mos ravishda

u =21 =21=% ghartli variantalarga o°tib olish mumkin.

1 1

c, c,

Ma’lumki, korrelatsiya nazariyasining asosiy masalalaridan biri
korrelatsion bog‘lanish zichligini (kuchini) aniglashdir.

Y belgining X belgiga korrelatsion bog‘lanish zichligi Y ning
X =x ga mos qiymatlarining y,-shartli o‘rtacha giymat atrofida
tarqoqligi bo‘yicha baholanadi. Agar tarqoqlik katta bo‘lsa, u holda
Y belgi X belgiga kuchsiz bog‘langanligini yoki umuman
bog‘lanmaganligini bildiradi. Tarqoqlikning katta bo‘lmasligi ular
orasida ancha kuchli bog‘lanish borligini ko‘rsatadi.

Y va X belgilar orasidagi chizigli korrelatsion bog‘lanish
zichligini xarakterlovchi kattalik korrelatsiya tanlanma koeffitsiyenti
bilan tanishib chigamiz. Ma’lumki

n, xy— n;;
p =2l 2.29)

no.
Bu tenglikning ikkala tomonini ham % nisbatga ko‘paytiramiz. U holda:

o
y
anyxy —nx- ;
g P = no.o,

Hosil bo‘lgan tenglikning 0‘ng tomonini 7, bilan belgilaymiz va
uni tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti deb ataymiz:

v = M (ma’lumotlar gruppalanmasa), (2.30)
no .o,
yoki
Zn Xy — n;; ,
p, === (ma’lumotlar gruppalansa) (2.31)
nO'xGy

r, —tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti bosh to‘plam korrelatsiya

koeffitsiyentining bahosi hisoblanadi, shuning uchun ¥ va X katta-
liklarning son belgilari orasidagi chiziqli bog‘ligligining o‘lchovi
hisoblanadi.
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Agar tanlanma yetarlicha katta hajmga ega va reprezentativ
bo‘lsa, u holda belgilar orasidagi zichlik haqida tanlanma ma’lu-
motlari bo‘yicha olingan xulosa ma’lum darajada bosh to‘plamga
ham tarqgatilishi mumkin. Masalan, normal tagsimot qonuni bo‘yicha
tagsimlangan bosh to‘plam korrelatsiya koeffitsiyentini baholash
uchun (n>50)

2 2
vy —3%SFB <r +3%

formuladan foydalanish mumkin.

Tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti uchun quyidagi xossalar
o‘rinli:

1-xossa. Tanlanma korrelatsiya koeffitsiyentining absolyut
qiymati birdan ortmaydi, ya’'ni |r,|<I.

2-xossa. Tanlanma korrelatsiya koeffitsiyentining absolyut
qiymati ortsa, belgilar orasidagi chizigli korrelatsion bog‘lanish
zichligi ortadi.

3-xossa. Agar |r;|=1 bo‘lsa, u holda kuzatilayotgan belgilarning
chizigli funksional bog‘langan bo‘ladi.

4-xossa. Agar r, =0 bo‘lib, regressiya tanlanma chiziqglari to‘g‘ri

chiziglardan iborat bo‘lsa, u holda X va Y belgilar orasidagi
bog‘lanish chiziqli korrelatsion bog‘lanish bo‘lmaydi.

2-eslatma. Agar » =0 bo‘lsa, u holda o‘rganilayotgan belgilar

chizigsiz korrelatsion bog‘lanishda (masalan, parabolik, ko‘rsatkichli
va h.k.) bo‘lishi mumkin.

Yuqorida keltirilgan  xossalardan  tanlanma korrelatsiya
koeffitsiyentining ma’nosi kelib chigadi: tanlanma korrelatsiya
koeffitsiyenti tanlanmada son belgilar orasidagi chizigli korrelatsion
bog‘lanish zichligini xarakterlaydi: |;| kattalik 1 ga qancha yaqin
bo‘lsa, chizigli korrelatsion bog‘lanish shuncha kuchli; |, | kattalik O ga
gancha yaqin bo‘lsa, chizigli korrelatsion bog‘lanish shuncha kuchsiz.

3-eslatma. Tanlanma korrelatsiya koeffitsiyentining ishorasi
regressiya koeffitsiyentlarining ishoralari bilan bir xil bo‘ladi, bu
quyidagi formulalardan kelib chiqadi:
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o o
P =1 —, P, =Tp—=. (2.32)

4-eslatma. Tanlanma  korrelatsiya koeffitsiyenti tanlanma
regressiya koeffitsiyentlarining geometrik o‘rtacha gqiymatiga teng:

Ir= i\/pxypyx .

Haqgiqgatan ham (2.32) dan

onxpxy :rTz :>rT :i\/pyxpxy

Ildiz oldidagi ishora regressiya koeffitsiyentlari ishoralari bilan bir xil
qilib olinishi lozim.

8-misol. Cho‘chga bolasining og‘irligi ¥ (kg.) va yoshi X
(haftalarda) orasidagi bog‘lanish quyidagi jadval bilan berilgan.

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
y 1,3 125139 152537590 10,8 13,1

Shu ma’lumotlar bo‘yicha tanlanma korrelatsiya koeffitsiyentini
toping. B
Yechish: :M formulada zarur hisoblashlarni
no.o,
bajarsak, r =0,98 ekanligini topamiz. Bundan esa cho‘chqga
bolasining og‘irligi va yoshi orasidagi bog‘lanish kuchli degan
xulosaga kelamiz.

5-eslatma. Tanlanma korrelatsiya koeffitsiyentini hisoblashni
soddalashtirish uchun shartli variantaga o‘tish mumkin (bunda -,

ning qiymati o‘zgarmaydi).

Kuzatilayotgan (yoki biz o‘rganmoqchi bo‘lgan) X va Y
belgilar orasidagi chiziqli korrelatsion bog‘lanish zichligini baholash
uchun 7, —korrelatsiya tanlanma koeffitsiyenti xizmat qilsa, chiziqsiz
yoki umuman ixtiyorty ko‘rinishdagi korrelatsion bog‘lanishning
zichligini qanday baholash mumkin degan savol bo‘lishi tabiiydir.
Umumiy holda korrelatsion bog‘lanishning zichligini aniglash uchun
tanlanma korrelatsion nisbat deb ataluvchi xarakteristika ishlatiladi.
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Bu xarakteristika bilan tanishib chiqgishdan oldin tanlanma kor-
relatsion nisbatni kiritish bilan bog‘liq bo‘lgan ba’zi tushunchalarni
keltirib o‘tamiz.

6-ta’rif. Bosh to‘plamning biror bir gruppasiga tegishli
belgilarning arifmetik o‘rtachasi gruppa o‘rtachasi deb ataladi.

Gruppa o‘rtachasini ba’zi hollarda shartli o‘rtacha deb ham
yuritish mumkin. Yuqorida foydalanilgan shartli o‘rtacha tushun-
chasida bu holat yuz bergan.

Gruppa o‘rtachasi va gruppalar hajmi ma’lum bo‘lsa, umumiy
to‘plam o‘rtachasini (bosh to‘plam o‘rtachasi) topish mumkin.

9-misol. Quyidagi jadval asosida ikki gruppadan tashkil topgan
to‘plam o‘rtachasi topilsin:

Gruppa Birinchi Ikkinchi
Belgining qiymatlari 1 6 1 5
Chastota 10 15 20 30
Hajm 10+15=25 20+30=50
Yechish: Gruppa o‘rtachalarini topamiz:
— 10-1+15-6 — 20-1+30-5
X, =———=4 x,=————=34
25 50

Gruppa o‘rtachalari bo‘yicha umumiy o‘rtachani topamiz:
— 25-4+50-3,4
xX= =3,6.
25+50

7-ta’rif. Gruppaga tegishli belgilarning gruppa o‘rtachasiga
nisbatan dispersiyasi gruppa dispersiyasi deb ataladi:

n,(x, _xj)
D (XJ):Z N

(2.33)

p
J

bu yerda, », —x, qiymatning chastotasi; ;- gruppa nomeri; x, -
gruppaning gruppa o‘rtachasi; N, => n - ;j gruppa hajmi.

10-misol. Ikki gruppadan tashkil topgan to‘plamning gruppa
dispersiyasi topilsin:

Gruppa

Birinchi

Ikkinchi

Belgining qiymatlari

6

5
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Chastota 10 15 20 30

Hajm 10+15=25 20+30=50

Yechish: 7-misoldan ma’lumki, x, =4, x,=3,4. Endi gruppa
dispersiyalarini topamiz:
10-(1-4)* +15-(6—4)" _
25 -
20-(1-3,4)> +30-(5-3,4)> 1152+76,8
50

6

Dp(Xl):

D,(X,)= =3,84

8-ta’rif. Gruppa dispersiyalarining gruppalar hajmi bo‘yicha
olingan arifmetik o‘rtachasi gruppalar ichki dispersiyasi deb ataladi:

ZN‘Dep(XJ)

J
n

D, =

bu yerda, N, - j gruppa hajmi; n=> N, —umumiy to‘plam hajmi.

Masalan, 8-misolda gruppalar ichki dispersiyasini quyidagicha
topamiz:

Hp _ 25- 6+7550-3,84 _ 456

9-ta’rif. Gruppa o‘rtachalarining umumiy to‘plam o‘rtachasiga
(bosh to‘plam o‘rtachasi) nisbatan dispersiyasi gruppalararo
dispersiya deb ataladi:

bu yerda, x, — j gruppaning gruppa o‘rtachasi; N, - j gruppa hajmi;

x, umumiy o‘rtacha; » = > N, umumiy to‘plam hajmi.

J

Masalan, 7-misolda gruppalararo dispersiyani topsak:
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_ . _ 2 . _ 2
Dp(xj)=25 (4-3,6)" +50-(3,4-3,6)" _4+2
- 75

=0,08

Endi bu tushunchalardan foydalanib, tanlanma korrelatsion
nisbat tushunchasini aniglaymiz.

10-ta’rif. ¥ ning X ga tanlanma korrelatsion nisbati deb,
O'i
My =—= (2.34)
(o3

y

nisbat bilan aniglanuvchi kattalikka aytiladi.
- _ N2
Bu yerda, o :\/an(yx )

n

— shartli yoki gruppalararo o‘rtacha

kvadratik chetlanish; o, =\/ Zny(y—y) — o‘rtacha kvadratik

n

chetlanish; » tanlanma hajmi; ». — X belgining x qiymati chastotasi;
n, — Y belgining y qiymati chastotasi; y — Y belgining umumiy
o‘rtachasi; y. — Y belgining X =x ga mos shartli o‘rtachasi (x
gruppaning gruppa o‘rtachasi).

X ning Y ga tanlanma korrelatsion nisbati ham shu kabi
aniglanadi:
o

My =— (2.35)

11-misol. » =50 hajmli quyidagi korrelatsion jadval bo‘yicha ¥
belgining X belgiga korrelatsion nisbati 7, ni toping.

X 10 20 30
Y
15 4 28 6 38
25 6 - 6 12
10 28 12 n=50
Y, 21 15 20

Yechish: y -umumiy o‘rtachani topamiz:
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— n. . .
y:Z Ji_38:15+12:25 870 .,
n 50 0

o‘rtacha kvadratik chetlanishni topamiz:
32
\/Z”y(y Y) :\/38(15 C17,4)? +12(25—17,4)°

50
o_-shartli o‘rtachaning o‘rtacha kvadratik chetlanishni (yoki

=4,27.

0 =
’ n

gruppalararo o‘rtacha kvadratik chetlanish) topamiz:

\/an(y_x—b J10(21—17,4)2 +28(15-17,4)> +12(20 —17,4)?
o = = =4,27.
Yx n 50
, : . : o 273
Topilganlarni (2.35) formulaga qo‘yamiz: n, =—= 107 0,64 .
O- 9

Tanlanma korrelatsion nisbat uchun quyidagi xossalar o‘rinli.
n, va n, kattaliklar uchun aniqlangan xossalar bir xil bo‘lganligi
sababli tanlanma korrelatsion nisbat xossalarini 7z kattalik uchun
sanab o‘tamiz.

1-xossa. Tanlanma korrelyatsion nisbat quyidagi qo‘sh
tengsizlikni ganoatlantiradi: 0<7n<1.

2-xossa. Agar n=1 bo‘lsa, belgilar funksional bog‘lanishda,
ya’ni Y = £(X) bo‘ladi.

3-xossa. Tanlanma korrelatsion nisbat tanlanma korrelatsiya
koeffitsiyentining absolyut qiymatidan kichik emas: 7 >|r|.

4-xossa. Agar n=|r,| bo‘lsa, belgilar orasida chizigli bog‘lanish
bo‘ladi.

5-xossa. Agar n=0 bo‘lsa, belgilar korrelatsion bog‘lanishda
bo‘lmaydi.

Tanlanma korrelatsion nisbatning afzalligi uning istalgan
korrelatsion bog‘lanish, shu jumladan, chizigli bog‘lanish
zichligining ham o‘lchovi bo‘lib xizmat qilishidadir. Shu bilan birga
tanlanma korrelatsion nisbat kamchilikka ham ega: u bog‘lanish
shakli hagida hech ganday ma’lumot bermaydi.

Agar X va Y belgilar orasidagi korrelatsion bog‘lanish
o‘rganilayotgan bo‘lib, y, = f(x) regressiya grafigi egri chiziq bilan
tasvirlanadigan bo‘lsa, u holda bu korrelatsiya egri chiziqgli deyiladi.
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Egri chizigli korrelatsiyada ham chiziqli korrelatsiya kabi
korrelatsion bog‘lanish shakli va uning zichligini aniqlash bilan
shug‘ullaniladi. Egri chiziqli korrelatsiyada ¥ ning X ga regressiya
funksiyalari quyidagi ko‘rinishda bo‘lishi mumkin:

y. =ax’ +bx +c (ikkinchi tartibli parabolik korrelatsiya);

y,=ax’ +bx’ + cx+d (uchinchi tartibli parabolik korrelatsiya);
v, = - (giperbolik korrelatsiya).
X

Regressiya funksiyasining ko‘rinishini aniglash uchun Dekart
koordinatalar sistemasida (x,y) nuqtalarning o‘rni topiladi va ularning
joylashishiga garab regressiya funksiyasining taxminiy ko‘rinishi
haqida gipoteza qilinadi; o‘rganilayotgan masalaning mohiyatidan
kelib chiggan holda oxirgi xulosa qabul qilinadi. Belgilar orasidagi
korrelatsion bog‘lanishni ifodalovchi regressiya funksiyalarining
noma’lum parametrlarni aniglash yoki statistik baholash masalalari
ham muhim hisoblanadi. Regressiya funksiyasining noma’lum
parametrlari ham eng kichik kvadratlar usuli yordamida topiladi. Egri
chizigli korrelatsiya zichligini baholashda tanlanma korrelatsion
nisbatdan foydalanamiz.

Egri chizigli korrelatsiyaning sodda hollaridan biri ikkinchi
tartibli parabolik korrelatsiya ko‘rinishdagi korrelatsiyaning
noma’lum parametrlarini tanlanma ma’lumotlari yordamida topamiz.
Aniqlik uchun ¥ ning X ga regressiya tanlanma tenglamasini
garaymiz. Bunda regressiya tanlanma tenglamasi

y,=ax’ +bx+c (2.36)
ko‘rinishda bo‘lib, a,b,c noma’lum parametrlarni tanlanma ma’lu-

motlari bo‘yicha topish kerak bo‘ladi. Noma’lum koeffitsiyentlarni
v, =y, —(ax’ +bx, +c) chetlanishlar kvadratlarining yig‘indisi eng

kichik bo‘ladigan qilib, tanlaymiz. Shu maqgsadda, quyidagi

funksiyani kiritamiz: F(a, b, c)=iul.2. Bu funksiyani ekstremumga
i=1

tekshirib va tegishli almashtirishlardan so‘ng quyidagi sistemani
hosil qilamiz.
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n n n n _
4 3 2 2
az n.x; + bz n x; + cz n x; = anl_xl. Y.,
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n _
3 2 .
aanl_xi +b2nx’_xl. + canl_xi —anl_xl.yxl_ (2.37)
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n —_
S b ven= 3.
ap n.x nox +en=) n.y
i=1 i=1

L =l
Kuzatish natijalari (x,, y,) juftliklardan foydalanib (2.37), tenglamalar
sistemasidan a, b, c noma’lum parametrlar topiladi.

12-misol.  Korrelatsion jadval —ma’lumotlari  asosida
y.=ax’ +bx+c ko‘rinishdagi Y ning X ga regressiya tanlama
tenglamasini toping.

X 1 1,1 1,2
Y
6 8 2 _ 10
7 - 30 - 30
7.5 - 1 9 10
8 33 9 n=50

Yechish: Korrelatsion jadval ma’lumotlari asosida quyidagi
jadvalni tuzamiz.

- 2 3 4 -
n, Y, n.x n.x n.x n.x n.y.

X

1 8 6 8 8 8 8 48
1,1 33 | 6,73 | 36,3 | 39,93 | 43,93 | 48,32 | 222,09
1,2 9 7,5 10,8 | 12,96 | 15,55 | 18,66 | 67,50
> 50 - 55,1 | 60,89 | 67,48 | 74,98 | 337,59

Bu jadvalning = gatoridagi sonlarni (2.37) ga qo‘yib quyidagi
tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:
74,98a + 67,48b +60,89¢ =413,93

67,48a +60,89b +55,10c =373,30
60,89a +55,10b + 50c =337,59
Bu sistemadan «=1,94,5=2,98, ¢=1,10 yechimlarni topamiz. U
holda regressiya tenglamasi
y. =1,94x" +2,98x +1,10
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ko‘rinishda bo‘ladi. Tekshirish uchun tenglama bo‘yicha hisoblangan
y. ning qiymatlari bilan jadval bo‘yicha topilgan y, ning qiymatlarini
taqqoslash mumkin.

Yugorida keltirilgan boshqa turdaga egri chizigli regressiya
tenglamalarining koeffitsiyentlarini topishda ham eng kichik
kvadratlar usulidan foydalanish mumkin, ammo ba’zi hollarda oldin
ma’lum bir almashtirishlarni amalga oshirish zarur. Masalan,
y=ax" (a>0,b>0) regressiya tenglamasidagi noma’lum a.,b
koeffisiyentlarni topishda avvalam bor bu tenglamani Iny=Ina +blnx
ko‘rinishda yozib olamiz, so‘ngra u=Inx, z=Iny belgilashlar
yordamida z=5bu +Ina chiziqli funksiyani hosil gilamiz.

Ba’zi amaliy masalalarda ikkita emas, balki ikkitadan ko‘proq
belgilar orasidagi bog‘lanishni o‘rganish zaruriyati tug‘iladi. Bu
holda belgilar orasidagi korrelatsion bog‘lanish to ‘plamiy (ko ‘plik)
korrelatsiya deb ataladi.

To‘plamli korrelatsiyaning eng sodda holi bo‘lgan uchta belgi
orasidagi chiziqli korrelatsiyani qaraymiz. Bu holda X, ¥ va Z
belgilar orasidagi korrelatsion munosabat

z=ax+by+c (2.38)
tenglama ko‘rinishida ifodalanadi. Bunda quyidagi:

1) kuzatish ma’lumotlari bo‘yicha regressiyaning a,b,c noma’-
lum koeffitsiyentlarni topish, ya’ni z = ax + by + ¢ tanlanma tenglamani
topish;

2) Z belgi bilan ikkala Y va Z belgilar orasidagi bog‘lanish
zichligini baholash;

3) v fiksirlanganda (o‘zgarmaganda) Z va X orasidagi, X
fiksirlanganda Z va Y orasidagi bog‘lanish zichligini topish
masalalarini hal qilish zarur.

Birinchi masala eng kichik kvadratlar usuli bilan hal qgilinadi.
Analitik geometriyadan ma’lumki, (2.38) chiziqli bog‘lanish
tenglamasini:

z—z=a(x—x)+b(y—y) (2.39)
ko‘rinishda yozib olish mumkin. Bu ko‘rinishda esa 1-masalani hal
qilish osonroq.
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Ba’zi elementar hisoblashlardan so‘ng a va b koeffitsiyentlar
uchun quyidagi formulalarni topamiz:

r.—r.r._ o v, —r.r.o
—_X w7z _yz Ty Yy

a="=—3" b= T (2.40)
Xy x Xy y

Bunda r_,»_,r, — mos ravishda X va Z, Y va Z, X va Y belgilar

orasidagi korrelatsiya koeffitsiyentlari; o ,0,,0, — o‘rtacha kvadratik
chetlanishlar.
Z belgining X va Y belgilar bilan bog‘liglik zichligi quyidagi:

rr=2rror +r
R:\/"Z wEE E 0<R<I (2.41)

2 5
1-r

umumiy tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti bilan baholanadi.

Shuningdek, Y fiksirlanganda (o‘zgarmaganda) Z va X
orasidagi, X fiksirlanganda Z va X bog‘lanish zichligi mos
ravishda:

r_—r.r
oy =22l 2.42
) Ja=r2a-r) (2.42)
oy = (2.43)

Ja-r2)a-rl)
xususiy tanlanma korrelatsiya koeffitsiyentlari bilan baholanadi.
Tabiatda turli-tuman jarayonlarni o‘rganishda, tasodifiy jara-
yonlarning o‘zaro bog‘liglik qonunlarini ochishda hamda umuman
prognozlash masalalarida korrelatsion va regression analizning
xulosalari katta ahamiyatga egadir. Xususan, iqtisodiy jarayonlarni
tadqiq etishda turli iqtisodiy ko‘rsatkichlarning bir-biriga bog‘lig-
ligin1 aniglash va shu asosda muhim xulosalar chiqarishda kor-
relatsiya nazariyasi muvaffaqiyatli tatbiq etib kelinmoqda.

2.3. Statistik gipotezalar. Statistik kriteriy

Amaliyotda, texnikada va iqtisodiyotda ko‘pincha tasodifiylik
bilan bog‘liq bo‘lgan biror faktni aniqlashtirish uchun statistik usul
bilan tekshirish mumkin bo‘lgan gipotezalarga tayanib ish ko‘riladi.

Ma’lumki, har ganday ilmiy asoslangan farazni gipoteza deb
aytishimiz mumkin, ammo har qanday gipotezani stastistik gipoteza
deb ayta olmaymiz, chunki uning alohida ajralib turadigan
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xususiyatlart bor, bu xususiyatlarni alohida ta’kidlash uchun biz
quyidagi ta’rifni keltiramiz.

1-ta’rif. Statistik gipoteza deb, kuzatilayotgan tasodifiy
miqdorning (bosh to‘plamning) noma’lum tagsimot qonuni yoki
ma’lum tagsimot qonunning noma’lum parametrlari haqidagi
gipotezaga aytiladi.

Masalan, quyidagi gipotezalar statistik gipotezalarga misol bo‘la
oladi:

1) bir xil ishlab chiqarish sharoitlarida bir xil 1shni bajarayotgan
ishchilarning mehnat unumdorligi normal tagsimot qonun bo‘yicha
tagsimlangan;

2) parallel ishlayotgan stanoklarda tayyorlanayotgan bir xil
turdagi detallarning o‘rtacha o‘lchamlari bir-biriga teng;

3) normal tagsimot qonuniga bo‘ysinuvchi ikki to‘plamning
dispersiyalari o‘zaro teng.

1-gipotezada tagsimotning ko‘rinishi haqida, 2 va 3-gipoteza-
larda esa parametrlar haqida faraz qilingan.

“Ertaga yomg‘ir yog‘adi”, “Bu yil mo‘l hosil olamiz” kabi
gipotezalar statistik gipotezalar bo‘la olmaydi, chunki ularda na
tagsimot qonunining ko‘rinishi haqida, na uning parametrlari haqida
so‘z boradi.

Bosh to‘plam haqida oldinga surilgan gipoteza tanlanma
natijalarga asoslanib tekshiriladi va natijada qabul qilinishi yoki rad
qilinishi mumkin. Bunda quyidagi tushuncha va belilashlardan
foydalaniladi:

H, —asosiy (yoki nolinchi) gipoteza deb, ma’lum faktlarga yoki
tadqiqot natijalariga asoslanib, ilgari surilgan statistik gipotezaga
aytiladi;

H, —konkurent (yoki alternativ) gipoteza deb, asosiy gipotezaga
zid bo‘lgan har qanday boshqa gipotezaga aytiladi.

Masalan, “X tasodifiy migdor Puasson tagsimot qonuniga
bo‘ysunadi” gipotezasi yuqoridagilarga asoslanib quyidagicha
yoziladi:
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Hy:P(X=k)=""— A>0, k=0123,.;

ke

Kl

H :P(X=k)#

Faqat bitta da’voni o‘z ichiga olgan gipoteza oddiy gipoteza;
bittadan ortiq sondagi da’volarni o‘z ichiga olgan gipoteza esa
murakkab gipoteza deyiladi.

Masalan, X tasodifiy migdor ko‘rsatkichli tagsimot:
0, agar x<0,
F(x) - { —Ax
l—e ™", agar x=>0.
gonuniga bo‘ysinib, uning A parametri noma’lum bo‘lsin. U holda
quyidagilar o‘rinli:
H,: =2 asosly gipotezani oddiy gipoteza;
H, : A=2 alternativ gipotezani esa murakkab gipoteza.

I[lgari surilgan gipoteza tekshirib ko‘riladi va so‘ngra xulosa
chiqariladi. Gipotezani tekshirish natijasida ikki turdagi xatolikka
yo‘l qo‘yilishi mumkin.

Agar to‘g‘ri gipoteza rad etilsa, qilingan xatolikni I tur xatolik,
agar noto‘g‘ri gipoteza gabul qilinsa, qilingan xatolik II tur xatolik
deb ataladi. Bu xatoliklarni jadvalda quyidagicha tasvirlash mumkin.

H, —gipoteza to‘g‘ri noto‘g‘ri
Rad qilindi I tur xatolik To‘g‘ri garor
Qabul qilindi To‘g‘r1 gqaror IT tur xatolik

Amaliyotda I va II tur xatoliklarning oqibatlari har xil bo‘lishi
mumkin. Masalan, agar samolyotga “uchishga ruxsat berilsin” degan
to‘g‘ri qaror rad etilgan bo‘lsa, u holda bu I tur xatolik bo‘lib, bunday
xatolik moddiy zararga olib kelishi mumkin; agar samolyotning
nosozligiga qaramasdan “uchishga ruxsat berilsin” degan noto‘g‘ri
garor qabul qilinsa, u holda bu II tur xatolik bo‘lib, bunday xatolik
halokatga olib kelishi mumkin.

Albatta, T tur xatolik II tur xatolikka qaraganda og‘irroq
oqibatlarga olib keladigan misollarni ham keltirish mumkin.

To‘g‘ri qarorni ikki holda qabul gilish mumkin:
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1) agar ilgari surilgan gipoteza haqiqatan ham to‘g‘ri bo‘lsa,
gipoteza gabul qilinadi;

2) agar ilgari surilgan gipoteza haqiqatan ham noto‘g‘ri bo‘lsa,
gipoteza gabul qilinmaydi.

I tur xatolikka yo‘l qo‘yish ehtimoli o bilan belgilanadi va u
muhimlilik darajasi deb ataladi. Ko‘p hollarda muhimlilik darajasi
a=0,05, a=0,01,... sifatida gabul qilinadi.

Biz ma’lum tagsimot qonuniga bo‘ysinuvchi belgining
noma’lum parametrlari haqida ilgari surilgan gipoteza statistik usulda
ganday tekshirilishini ko‘rib chigamiz.

Asosiy gipoteza ilgari surilgandan so‘ng, uning to‘g‘ri yoki
noto‘g‘ri ekanligini tekshirib ko‘rish kerak bo‘ladi. Shu magsadda
maxsus tanlangan, aniq yoki taxminiy tagsimoti ma’lum bo‘lgan
tasodifily miqdor ishlatiladi. Bu tasodifiy miqdorni & bilan
belgilaymiz.

2-ta’rif. Statistik kriteriy (yoki oddiygina kriteriy) deb, asosiy
gipotezani tekshirish uchun xizmat qiladigan tasodifiy miqdorga
aytiladi.

Bu tasodifiy miqdor odatda K bilan belgilanadi va K kriteriy
deb ataladi. Masalan, agar normal tagsimot qonuniga ega X, Y bosh
to‘plamlarning dispersiyalari tengligi haqidagi gipoteza tekshi-
rilayotgan bo‘lsa, u holda K kriteriy sifatida “tuzatilgan” tanlanma

dispersiyalar nisbati olinadi:
2

F="x (s3> (2.44)

2
y

Turli tajribalarda dispersiyalar har xil, oldindan ma’lum
bo‘lmagan qgiymatlar gabul qilganligi uchun F tasodifiy miqdor
bo‘lib, u Fisher-Snedekor qonuni bo‘yicha tagsimlangan.

Gipotezani tekshirish uchun kriteriyga kirgan miqdorlarning
xususiy qiymatlari tanlanma bo‘yicha hisoblanadi va shunday qilib
kriteriyning kuzatiladigan (xususiy) qiymati hosil qilinadi.

K, . —kuzatiladigan qiymat deb, statisttk kriteriyning
tanlanmalar bo‘yicha hisoblangan qiymatiga aytiladi. Masalan, ikkita
tanlanma asosida topilgan dispersiyalar: s> =20, s =15 bo‘lsa, uholda
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huzat :F:@:£~
' 15 3

Gipotezani tekshirish mobaynida K kriteriyning mumkin
bo‘lgan barcha qiymatlari to‘plami kesishmaydigan ikkita qism
to‘plamlarga ajratiladi: K=K UK*. Buyerda K- nK"=0.

Ulardan biri H, —asosiy gipoteza rad qilinadigan gqiymatlarni,
ikkinchisi esa asosiy gipoteza qabul giladigan qiymatlarini o‘z ichiga
oladi.

3-ta’rif. Kriteriyning H,—asosly gipotezani rad qiladigan
qiymatlar to‘plami kritik soha deb ataladi.

4-ta’rif. Kriteriyning H, —asosiy gipotezani qabul giladigan
qiymatlar to‘plami gipotezani qabul qilish sohasi deb ataladi.

Statistik  gipotezalarni tekshirishning asosiy prinsiplarini
quyidagicha ta’riflash mumkin: agar kriteriyning kuzatiladigan
qiymati kritik sohaga tegishli bo‘lsa, asosiy gipoteza rad qilinadi,
agar kriteriyning kuzatilayotgan qiymati gipotezaning gabul qilinish
sohasiga tegishli bo‘lsa, asosiy gipoteza qabul qilinadi. Kriteriy bir
o‘lchovli tasodifiy miqgdor bo‘lgani uchun uning mumkin bo‘lgan
barcha qiymatlari to‘plami biror intervaldan iborat bo‘ladi. Shu
sababli, kritik soha va gipotezaning qabul qilinish sohasi ham
intervaldan iborat bo‘ladi, demak, ularni ajratib turuvchi nugqtalar
to‘g‘risida gapirish mumkin.

5-ta’rif. Kritik nuqtalar deb, kritik sohani gipotezaning qabul
qilinish sohasidan ajratib turuvchi nuqtalarga aytiladi.

Agar kritik soha K >, tengsizlik bilan aniglansa, u holda uni

o ‘ng tomonli kritik soha.
Agar kritik soha K <k, tengsizlik bilan aniglansa, u holda uni

chap tomonli kritik soha.
Agar kritik soha K >4/, K<k, tengsizliklar bilan aniglansa, u

holda uni ikki tomonli kritik soha deyiladi.
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Chap tomonli va ikki tomonli kritik sohalarni aniqlash o‘ng
tomonli kritik sohani topishga o‘xshash bo‘lganligi sababli biz faqat
o‘ng tomonli kritik sohani aniqglash bilan tanishib chigamiz.

Kritik sohani aniqlash uchun kritik nuqtani topish yetarli. Bu
nuqtani aniqlash uchun esa o ning qiymati berilishi kerak. So‘ngra,
quyidagi talabga asoslanib, &, nuqta topiladi: H, —asosiy gipoteza
o‘rinli bo‘ladigan K kriteriyning &, nuqtadan katta bo‘lishi ehtimoli
« —muhimlilik darajasiga teng bo‘lsin:

P(K>k,)=a. (2.45)

Har bir kriterity uchun (2.45) shartni ganoatlantiruvchi kritik
nuqtalarni topish jadvallari mavjud.

Kritik nuqta topilgandan so‘ng, «x,x,,..x, tanlanma
ma’lumotlari bo‘yicha kriteriyning kuzatilgan qiymati topiladi.
Bunda agar k¥ >k, bo‘lsa, u holda asosiy gipoteza rad qilinadi; aks
holda asosiy gipotezani rad qilishga asos yo‘q deyiladi.

1-eslatma. H, gipoteza qabul qilingan bo‘lsin. Shu bilan bu
gipoteza isbotlandi deyish xato bo‘ladi. Aslida “kuzatilgan natijalar

¢ 9

H, gipotezaga mos keladi va demak, uni rad qilishga asos yo‘q
deyish to‘g‘riroq bo‘ladi.

Amalda gipotezani katta ishonch bilan qgabul qilish uchun
boshga statistik usullar bilan tekshiriladi yoki tanlanma hajmi
orttirilib tajriba takrorlanadi. Gipotezani qabul qilishdan ko‘ra
ko‘proq uni rad qilishga harakat gilinadi. Haqiqatan, ma’lumki biror
umumiy da’voni rad qilish, bu da’voga zid bo‘lgan bitta misolni
keltirish kifoya. Shu sababli kriteriy quvvati tushunchasi kritiladi.

6-ta’rif. Konkurent gipoteza to‘g‘ri bo‘lganda kriteriyning
kritik sohada bo‘lish ehtimoli kriteriy quvvati deb ataladi.

Agar II tur xatolikka yo‘l qo‘yish ehtimoli g bo‘lsa, u holda
kriteriy quvvati 1- 4 ga teng bo‘ladi. Bundan ko‘rinadiki, kriteriy
quvvati qancha katta bo‘lsa II tur xatolikka yo‘l qo‘yish ehtimoli
shuncha kam bo‘ladi. Yuqoridagi ta’riflardan ko‘rinib turibdiki, «

115




ning kamayishi g ning o‘sishiga olib keladi, va aksincha. Masalan,
a=0 bo‘lsa, u holda barcha gipotezalar gqabul qilinadi, jumladan
noto‘g‘rilari ham. Shu sababli, ikkala parametrni bir paytda
kamaytirib bo‘lmaydi. I tur va II tur xatoliklarga yo‘l qo‘yishning
oldini olishning yagona yo‘li tanlanma hajmini oshirishdir.

Statistik gepotezani tekshirish qanday amalga oshirilishini
quyidagi misolda ko‘rib chiqamiz.

Normal tagsimlangan ikki bosh to‘plamning dispersiyalarini
taqqoslash masalasi. Dispersiyalar haqidagi gipotezalar, ayniqgsa
texnikada muhim ahamiyatga ega, chunki tarqoqlik xarakteristikasi
bo‘lgan dispersiya mashina va uskunalarning, o‘Ichov asboblarining,
texnologik protsesslarning aniqligini baholashda juda muhim
ko‘rsatkich hisoblanadi.

Normal tagsimlangan bosh to‘plam dispersiyalarining tengligi

2
haqida gipoteza ilgari surilsa, kriteriy sifatida F = 2—2 kattalik olinishi-
y
ni aytib o‘tgan edik. Bunda F tasodifiy miqdor bo‘ysunadigan
Fisher-Snedekor tagsimotining erkinlik darajalari quyidagicha
aniqlanadi: k4 =n -1, k,=n, -1, bu yerda » —hisoblanganda qiymati
katta bo‘lgan “tuzatilgan” dispersiyaga mos tanlanmaning hajmi, », —
hisoblanganda qiymati kichik bo‘lgan “tuzatilgan™ dispersiyaga mos
tanlanmaning hajmi. Kritik nuqta %, =F(a;k,.k,) tenglik bilan
jadvaldan aniqlanadi.

1-misol. Normal tagsimlangan X,Y bosh to‘plamlardan mos
ravishda n =11, n,=14 haymli erkli tanlanmalar olinib, ularning
“tuzatilgan” dispersiyalari: s?=0,76, s> =0,38 topilgan. «=0,05
muhimlilik darajasida quyidagi gipotezani tekshiring:

H,:D(X)=D(Y)
{Hl - D(X) = D(Y)

Yechish: Gipotezani tekshirish uchun F= kriteriyni

M|Co
= ON= N

tanlaymiz. U holda
s; 0,76
2

2 038

y

K

kuzat.

:F:

Fisher-Snedekor tagsimotining kritik nuqtalar jadvalidan
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a=0,05, k =11-1=10, k,=14—1=13=k, =F(0,05;10,13)=2,67
kritik nuqtani topamiz. Bu yerda kK <k,_ bo‘lgani uchun gipotezani
rad qilishga asos yo‘q.

Ma’lumki, s*-tuzatilgan tanlanma dispersiya bosh to‘plam
dispersiyasi uchun siljimagan baho bo‘ladi. Biz bu tuzatilgan
tanlanma dispersiyasi bilan o (X)-bosh to‘plam dispersiyasi
opasidagi farq e’tiborga olinishi kerakmi yoki yo‘qmi degan savolga
javob beramiz. Amaliyotda o.(X) tajriba natijasida yoki nazariy
jihatdan aniqlanadi.

Buning uchun bosh to‘plamdan » hajmli tanlanma ajratib
olamiz. Bu tanlanmadan k=n-1 erkinlik darajasida s*—tuzatilgan
dispersiyani topamiz. U holda asosiy gipoteza H,:o; =M(s)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu kabi gipotezalar priborlar, instrumentlar,

stanoklarning aniqligini tekshirishda, texnologik jarayonlarni

o‘rganishda tekshiriladi. Asosiy gipotezani tekshirishda (n—l)s—2
o)

B
2

tasodifiy miqdordan foydalanamiz. (» —1)S—2 kattalik haqiqatan ham
UB

tasodifiy miqdor, chunki s* kattalik turli tajribalarda har xil
gqiymatlarni gabul qiladi. Bu tasodifiy miqdor k=n-1 erkinlik

darajasida y* (xi kvadrat) tagsimotga ega bo‘lganligi uchun asosiy
gipotezani tekshirish kriteriysini z? :(n—l)s—2 bilan belgilaymiz.
(o3

B
Kritik soha alternativ gipotezaga bog‘liq holda quriladi:

I. H,:0,=0" H, :0,<oc’ gipotezani tekshiramiz. Bu holda
P(x;.. > 2o (a;k))=a ehtimollikdan foidalanib o‘ng tomonli kritik
soha quriladi. y; (e;k)—kritik nuqta esa »* tagsimotning Kkritik
nuqtalari jadvalidan foydalanib topiladi. U holda kritik soha
7. >y tengsizlikdan, asosiy gipotezani qabul qilish qiymatlari esa
Zioa < 2. tensizlikdan topiladi. Demak,

Agar y! <y, bo‘lsa, u holda asosiy gipotezani rad etishga
asos yo‘q;

Agar y. . >y, bo‘lsa, u holda asosiy gipotezani rad etishga
asos bor.
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2-misol. Normal tagsimlangan bosh to‘plamdan »=13 haymli
tanlanma ajratib olinib, s°=14,6 “tuzatilgan” dispersiya topilgan.
a=0,01 muhumlilik darajasida H,:0, =0 =12; H,:12<c’ gipotezani
tekshiring.

Yechish: Kuzatilgan gqiymatini topamiz:
2
7 =(n-1)"5=14,6.
O-B

Jadvaldan 4. (0,01;13-1=12)=26,2 qiymatni topamiz. Bu yerda
i <zt bo‘lgani uchun asosiy gipotezani rad etishga asos yo‘q.

II. H,:0,=0"; H :0,#c" gipotezani tekshiramiz. Bu holda
P(y* > yi (a;k))=a ehtimollikdan foydalanib ikki tomonli kritik soha

quriladi. P[ 7 <i [%;k}j:% tengsizlikdan foydalanib chap kritik

soha, P( x> (%;k}j:% tengsizdan foydalanib o‘ng kritik soha

quriladi. »* tagsimotning kritik nuqtalari jadvalida faqat o‘ng kritik
nugqtalar berilgan. Chap kritik nuqtalarni topishda yuzaga keladigan

qiyinchlikdan »* <y (%;kj va y’ >y, (%;kj hodisalarning qarama-

qarashiligidan, ya’ni

P(;{z <Zfr'(%;kD+P(Z2 >;(k27_ (%;kjjzl:
=P > g;kj —1-P| 2 < 2(ﬁ;kj -1-¢
(l Zb,(z X <X 5 5

tengliklardan foydalanib qutilamiz.
Bundan ko‘rinib turibdiki, chap kritik nuqtani o‘ng kritik nuqta
kabi 1zlanadi. Shunday qilib, H,:0; =0 H, :0,#0° gipotezani
2
tekshirish uchun z,_, =(n —I)S—2 kuzatilgan qiymati topiladi. So‘ngra
GB

;(,f,_(%;kj—o‘ng kritik nuqta va ;(,fr(l—%;kJ—chap kritik nuqta

topiladi. Bunda:
Agar x’ . < Xiew < Xowg . DO‘18a, u holda asosiy gipotezani rad

etishga asos yo‘q;
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Agar y! . >xi.. YOKi 2. . >x.. bo‘lsa, u holda asosiy

gipotezani rad etishga asos bor.

3-misol. Normal tagsimlangan bosh to‘plamdan »=13 hajymli
tanlanma ajratib olinib s*>=10,3 “tuzatilgan” dispersiya topilgan.
a=0,02 muhumlilik darajasida H,:0, =0’ =12; H,:12= o’ gipotezani
tekshiring.

Yechish: Kuzatilgan qiymatini topamiz:
7 :(n—l)S—Z:10,3.
o-B

So‘ngra jadvaldan 2, =357, z2,,., =26,2 qiymatlarni jadvaldan
topamiz. Bu yerda 4. <X <ZXoww DOlgani uchun asosiy
gipotezani rad etishga asos yo‘q.

III. H,:0;=0% H, :0,>0" gipotezani tekshiramiz. Bu holda
kritik nuqta y. (1-a;k) topiladi. So‘ngra:

Agar y._ . <. bo‘lsa, u holda asosiy gipotezani rad etishga
asos bor;

Agar y! <y, bo‘lsa, u holda asosiy gipotezani rad etishga
asos yo‘q.

4-misol. Normal tagsimlangan bosh to‘plamdan »=13 hajmli
tanlanma ajratib olinib, s’>=14,6 “tuzatilgan” dispersiya topilgan.
a =0,01 muhumlilik darajasida H,:0; =0’ =12; H,:12>0" gipotezani
tekshiring.

Yechish: Kuzatilgan qiymatini topamiz:

Ve =(n—1)S—22:14,6.
O-B

Jadvaldan #°(0,99;12)=3,57 qiymatni topamiz. Bu yerda y;_, > ».
bo‘lgani uchun asosiy gipotezani rad etishga asos yo‘q.

Agar D, -tanlanma dispersiyasi topilgan bo‘lsa, u holda
tasodifiy miqdor sifatida y° = n% kattalik olinadi.

B

Agar erkinlik darajasi & >30 bo‘lsa, u holda kritik nuqta sifatida
3
vl 2 f 2 _1-2a o ..
i (k)= /{1 o +z, 9k} , (@(za) 5 ) kattalikning taxminiy

qiymati olinadi.
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2.4. Muvofiqlik kriteriysi

Ma’lumki, statistik gipotezada kuzatilayotgan belgining
tagsimot qonuni haqidagi faraz ham ilgari surilar edi. Biz ko‘pgina
amaliy masalalar o‘rganilayotganda uchraydigan X tasodifiy miq-
dorning tagsimot qonuni noma’lum bo‘lib, bu tagsimot to‘g‘risidagi
gipotezani statistik usulda tekshirishni ko‘rib chigamiz.

X tasodifly miqdor F(x) tagsimot qonuniga egaligi haqida
da’vo qiluvchi A, :P(x <x)=F(x) gipotezani tekshirish talab etilsin.
Buning uchun X tasodifiy miqdor ustida » marta erkli kuzatish
o‘tkazib x,,x,,..,x, tanlanma olamiz. Bu tanlanma bo‘yicha F’(x)
empirik taqsimot funksiyasini qurish mumkin. Empirik tagsimot
funksiyasi va nazariy (gipotetik) tagsimot funksiyasini taqqoslash
maxsus tanlangan tasodifiy migdor-muvofiglik (moslik) kriteriysi
yordamida bajariladi.

1-ta’rif. Muvofiqlik kriteriysi deb, bosh to‘plam noma’lum
tagsimotining taxmin qilinayotgan qonuni haqidagi gipotezani
tekshirish uchun xizmat qiluvchi kriteriyga aytiladi.

Bir gqancha muvofiglik kriteriylari mavjud: »* (“xi”-kvadrat”)
K.Pirson, Kolmogorov, Smirnov va boshqalar.

Normal tagsimot haqidagi gipotezani tekshirishda qo‘llanila-
digan Pirson kriteriysiga batafsil to‘xtalamiz. Shu maqgsadda empirik
va nazariy chastotalarni tagqoslaymiz.

Odatda, empirik va nazariy chastotalarning farqi bo‘ladi.

Masalan:
empir.chast 6 13 38 74 106 85 30 10 4

nazarchast 13 14 42 82 99 76 37 11 2

Bunda quyidagi savollar tug‘iladi: Chastotalarning bunday
farqlanishi tasodifiymi? Farqglanish sabablari nima? Bu kabi
savollarga Pirson kriteriysi javob beradi. Bu kriterty ham boshqga
kriteriylar kabi gipoteza to‘g‘riligini tasdiglamasdan, balki gabul
qilingan «-muhimlilik darajasida kuzatilgan ma’lumotlari bilan
uning mos yoki mosmasligini o‘rnatadi.
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XX X, .. X,

n hajmli tanlanma asosida: empirik tagsimot

n. n n, .. n
olingan bo‘lsin.

Bosh to‘plam normal taqsimlangan farazi asosida »’ nazariy
chastotalar hisoblangan bo‘lsin. @ —-muhimlilik darajasida.

H,: bosh to‘plam normal tagsimlangan gipotezani tekshirish
uchun kriteriy sifatida

poyltn) (2.46)

tasodifly miqdorni olamiz.

Bosh to‘plam qaysi tagsimot qonuniga bo‘ysunishidan qat’i
nazar (2.46) tasodifiy miqdor n—o da & erkinlik darajali »°
taqsimot qonuniga intilishi isbotlangan. Bu yerda k=s-1-r. s—
tanlanma gruppalari (xususiy intervallar) soni, » —faraz qilinayotgan,
ya’ni tanlanma ma’lumotlari asosida baholanayotgan, tagsimot
parametrlari soni. Masalan, normal tagsimotda »=2 va hokazo.

O‘ng tamonli kritik sohani quramiz. Asosiy gipotezani to‘g‘ri
deb faraz qilganimizda kriteriyning kritik sohaga tushish ehtimoli:

P(x* > zi (k) =a (2.47)
Shunday qilib, »* > ». (a;k) tengsizlik kritik sohani, »? <y} (a;k)
tengsizlik esa asosiy gipotezani gabul qilish sohasini aniglaydi.

2 (ni B nl* )2
Ko = (2.48)

n.

formula yordamida kriteriyning kuzatilgan qiymatini, jadvaldan

7. (a;k) —kritik nuqtani topamiz va quyidagi xulosalarni chiqaramiz.
Agar y’ <yl (a;k) bo‘lsa, u holda gipotezani rad etishga asos

yo'q;

Agar y’ <y, (a;k) bo‘lsa, u holda gipotezani rad etishga asos bor.
1-misol. «=0,05 bo‘lsa bosh to‘plam normal tagsimlangan

gipotezasini quyidagi jadval asosida tekshiring:
empir.chast 6 13 38 74 106 85 30 14

nazarchast 3 14 42 82 99 76 37 13
Yechish: »;_, qiymatni hisoblash uchun quyidagi jadvalni
tuzamiz.
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*\2
i n, n mo—n | (n,—n) om)
ni
1 6 3 3 9 3
2 13 14 -1 1 0,07
3 38 42 -4 16 0,38
4 74 82 -8 64 0,78
5 106 99 7 49 0,49
6 85 76 9 81 1,07
7 30 37 -7 49 1,32
8 14 13 1 1 0,08
> 366 366 7 =19

Erkinlik darajalari soni: k=s-r-1=8-2-1=5. Jadvaldan: y; =111.
Ziva < 2. bo‘lgani uchun asosiy gipotezani rad etishga asos

yo‘q. Demak, kuzatilgan ma’lumotlar gipoteza bilan mos.

Yugoridagilardan ko‘rinadiki, Pirson muvofiqglik kriteriysining
asosini empirik va nazariy chastotalarni taqqoslash tashkil etadi.
Empirik chastota tajribadan topiladi.

Bosh to‘plam normal tagsimlanganda nazariy chastota topish
usullaridan birini quyida keltiramiz:

1. X tanlanmaning barcha mumkin bo‘lgan qiymatlar sohasi &

ta bir xil uzunlikdagi (x.x,,) xususiy intervallarga bo‘linadi va har

bir xususiy interval x’ o‘rtasi topiladi va i intervalga tushgan

variantalar soni x’ variantaning chastotasi deb hisoblanadi. Natijada
XX, X, .. X

no onon, . n

1

tagsimot hosil gilinadi. Bu yerda ) 'n =n.

2. Tanlanma x* o‘rtachasi va o' o‘rtacha kvadratik chetlanishi
hisoblanadi.

o

miqdor bilan X tasodifiy migdor normalanadi va

(z,,z,,) Intervalning chetki nuqtalari: z = s
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topiladi. Bunda Z ning eng kichik qiymati z, —»—o, eng katta qiymati
z, — o deb olinadi.

4. p,=d(z,)-P(z,) formula bilan X ning (x,x, ) oraliqqa
tushish ehtimoli hisoblanadi. Bu yerda @(z)-Laplas funksiyasi. U
holda nazariy chastota: »’ =np,. Shuni ta’kidlash kerakki, har bir
oraliq kamida 5-10 ta variantani o‘z ichiga olishi lozim. Tanlanma
hayjmi ham yetarlicha katta, 50 dan kam bo‘lmasligi lozim.
Variantalari soni kam oraliglarni birlashtirish kerak.

2-misol. Bosh to‘plam normal tagsimlangan deb, jadval asosida
nazariy chastotalarni toping. Tanlanma hajmi » =200.

l xi xi+1 ni l 'xi xi+1 ni
1 4 6 15 6 14 16 21
2 6 8 26 7 16 18 24
3 8 10 25 8 18 20 20
4 10 12 30 9 20 22 13
5 12 14 26

Yechish: 1. Xususiy intervallar o‘rtasini topamiz va quyidagi
tagsimotni hosil qilamiz:
x5 7 9 11 13 15 17 19 21

1

n. 15 26 25 30 26 21 24 20 13
2. Tanlanma o‘rtachasi va o‘rtacha kvadratik chetlanishini
topamiz: x* =12,63, o* =4,695.
3. (z,z,) Intervallarni topamiz va quyidagi jadvalni hosil

qilamiz:

1 X; Xiv1 X — )F o E zZ; = al _*x Z,, = iy — X
O O

1 4 6 - -6,63 oo -1,41

2 6 8 -6,63 | -4,63 -1,41 -0,99

3 8 10 -4,63 | -2,63 -0,99 -0,56

4 10 12 -2,63 | -0,63 -0,56 -0,13

5 12 14 -0,63 1,37 -0,13 0,29

6 14 16 1,37 3,37 0,29 0,72
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7 16 18 3,37 5,37 0,72 1,14
8 18 20 5,37 7,37 1,14 1,57
9 20 22 7,37 - 1,57 o0

4. p. ehtimollikni va »p nazariy chastotani topib quyidagi

jadvalni tuzamiz:
] Z Zin D(z;) D(z,,) | p,=P(z,,) —D(z) 14
1 o -1,41 | -0,5 |-0,4207 0,0793 15,86
2 -1,41 | -0,99 |-0,4207|-0,3389 0,0818 16,36
3 -0,99 | -0,56 |-0,3389|-0,2123 0,1266 25,32
4 -0,56 | -0,13 [-0,2123 |-0,0517 0,1606 32,12
5 -0,13 | 0,29 |-0,0517| 0,1141 0,1658 33,16
6 0,29 | 0,72 | 0,1141 | 0,2642 0,1501 30,02
7 0,72 | 1,14 | 0,2642 | 0,3729 0,1087 21,74
8 1,14 | 1,57 |0,3729 | 0,4418 0,0689 13,78
9 1,57 . 0,4418 | 0,5 0,0582 11,64
Nazorat savollari

1. Statistik gipotezani ta’riflang.

2. Itur va II tur xatoliklarni misollar yordamida tushunturung.

3. Kiritik sohani qurishning qanday usullarini bilasiz?

4. Statistik kriteriyni ta’riflang.

5. Kiriteriy quvvatini qanday oshirish mumkin?

6. Pirson kriteriysini ta’riflang.

Mustaqil yechish uchun misollar

1. Quyida berilgan tanlanma uchun variatsion qator hamda
chastotali tagsimot tuzing: {5,3,7,10,5,5,2,10,7,2,7,7,4,2,4}.
2. Tavakkaliga

tanlangan

30

ta

talabalarning bo‘y
uzunliklaridan iborat quyidagi tanlanma berilgan. Bu tanlanma uchun
interval statistik tagsimot tuzing.

178

160

154

183

155

153

167

186

155

163

157

175

170

166

159

173

182

167

169

171
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179 | 165 | 156 | 179 | 158 | 171 | 175 | 173 | 172 | 164
3. Chastotali tagsimoti berilgan tanlanmaning empirik
tagsimot funksiyasini toping:
a)
X; 15 16 17 18 19
n, 1 4 5 4 2
b)
X; 3 4 5 6 7 8
n, 1 3 4 6 5 2 1
4. Quyidagi tanlanma uchun nisbiy chastotali gistogramma
yasang.
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 |9
n, 8 14 120 | 25 | 30 | 24 |16 | 12 | 7 |4
5. Quyidagi tanlanma uchun poligon yasang.
X, -3 -2 -1 0 1 2
n, 2 4 6 2 1
6. Quyidagi tanlanmaning o‘rta qiymati va dispersiyasini
hisoblang.
Interval |5, 30 | 3638 | 3840 | 40-42 | 42-44 | 44-46
chegarasi
n 2 3 30 40 20 5

7. Talabalardan 24 savoldan iborat test sinovi o‘tkazildi. Ushbu
test natijalariga ko‘ra talabalar quyidagicha tagsimlanishdi. Tan-
lanma sonli xarakteristikalarini hisoblang.
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To‘g‘ri
javoblar | 10-12 | 12-14 | 14-16 | 16-18 | 18-20 | 20-22 | 22-24
soni
Talabalar| 4 g 2 | 16 | 10 | 3
SOoni

8. Tanlanmaning quyidagi berilgan tagsimoti bo‘yicha uning
empirik funksiyasini toping.

X

1

4

6

n

10

15

25

9. Tanlanmaning quyidagi berilgan tagsimoti bo‘yicha nisbiy
chastotalar poligonini yasang.

2

4

5

7

10

X
w

0,15

0,2

0,1

0,1

0,45

10.Quyidagi ma’lumotlar asosida empirik tagsimot funksiyasini
toping va grafigini yasang.

X 4 7 8
n 5 2 3
11.Chastotalar poligonini yasang.
X 15 20 25 30 10
n 10 15 30 20 25
12. Nisbiy chastotalar poligonini yasang.
X 20 40 65 80
w 0.1 0.2 0.3 0.4
13. Tanlanmaning quyidagi berilgan tagsimoti bo‘yicha

chastotalar gistogrammasini yasang.
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n

No e n, ;
1 2-7 5
2 7-12 10
3 12-17 25
4 17-22 6
5 22-27 4

14. Bosh to‘plamning miqdoriy belgisi normal tagsimlangan. »
hajmli tanlanma bo‘yicha tuzatilgan o‘rtacha kvadratik chetlanishi to-
pilgan. Agar n=10 va s=5,1 bo‘lsa, y=0,99, ishonchlilik ehtimoli
bilan:

a) dispersiyani qoplaydigan;

b) o‘rtacha kvadratik chetlanishni qoplaydigan ishonchlilik
oralig‘ini toping.

15. Biror fizik kattalikni bog‘liq bo‘lmagan bir xil aniglikdagi
9 ta o‘lchash ma’lumotlari bo‘yicha, o‘Ichashlarning o‘rta arifmetik

qiymati x, =30, va o‘rtacha kvadratik chetlanishi =6 topilgan.
O‘Ichanayotgan kattalikning haqiqiy qiymatini ishonchli oraliq
yordamida y =0,95, ishonchlilik bilan baholang.

16. Bosh to‘plamdan »=10 hajmli tanlanma olingan va bosh
to‘plam normal tagsimlangan bo‘lsa, @ matematik kutilmasini
tanlanma o‘rtacha qiymat bo‘yicha 0,95 ishonchlilik bilan 0‘z ichiga
olishi mumkin bo‘lgan oraligni toping.

X; -2 1 2 3 4 5
n 2 1 2 2 2

17. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida x ,o, ni toping.

X 4 5 6 7 n,

Y
10 2 11 3 2 18
20 1 13 2 10 26
30 3 6 27 6 42




40

14

39

35

18

n=100

18. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida y_,o, ni to-

ping.
X 4 5 6 7 n,
Y
1 2 11 3 2 18
2 1 19 2 4 26a
3 3 9 27 3 42
4 5 ) 3 9 14
n, 8 39 35 18 =100

19. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida y o, nitoping.

X4 5 6 7 n,
Y
10 2 11 3 2 18
20 1 19 2 4 26
30 3 6 27 6 42
40 2 3 3 6 14
n, 8 39 35 18 n=100
20. Jadvaldagi ma’lumotlar asosida y =ax* +bx+c regressiya
tanlanma tenglamasini toping.
X1 0 4 6 10 n,
Y
7 19 1 1 - 21
13 2 14 - - 16
40 - 3 22 - 27

128




X

80 - - - 15 - 15
200 - - - - 21 21
n 21 18 23 17 21 n=100

21. Jadvalda keltirilgan ma’lumotlar asosida x_y:ay2+by+c
regressiya tanlanma tenglamasini va 5, tanlanma korrelatsion
nisbatni aniglang.

X 6 30 50 n,
Y
] 15 : 3 15
2 1 14 . 15
3 : 2 18 20
4 16 16 18 50
n, 32 32 36 71 =100

22. Normal tagsimlangan X va Y bosh to‘plamlardan hajmlari
mos ravishda », va », bo‘lgan ikkita erkli tanlanma ajratib olingan va

ularning “tuzatilgan” dispersiyalari: s2,s; lar topilgan. ¢ muhimlilik
darajasida H,:D(X)=D(Y), H:D(x)= D(Y) gipotezani tekshiring.

a) n,=10,n, =15, s; =2,4,5> =2,4, a=0,05;

b) n =13,n,=17,s =3,6, s> =4,8, 2 =0,05;

d) n,=9,n,=12, s2=3,6,s, =7,2, a=0,01;

€) n,=13,n,=15,s =36, s, =27, 2 =0,05.

23. Normal tagsimlangan X va Y bosh to‘plamlardan quyi-
dagi erkli tanlanmalar ajratib olingan. « =0,01 muhimlilik darajasida

H,:D(X)=D(Y), H,: D(X)>D(Y) gipotezani tekshiring.

X7 3 4 5 6 7
n 4 2 3 3 1
Y 3 6 9 12 15
n 4 4 3 3 4
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Tayanch so‘z va iboralar

Bosh to‘plam, tanlanma, statistik tagsimot, empirik tagsimot
funksiyasi, poligon, gistogramma, reprezentativ tanlanma, variatsion
qator, variant, siljimagan baho, effektiv baho, asosli baho, tanlanma
o‘rtachasi, bosh to‘plam o‘rtachasi, tanlanma dispersiyasi, “tuzatil-
gan” dispersiya, bosh to‘plam dispersiyasi, nuqtaviy baho, intervalli
baho, bahoning ishonchliligi, bahoning aniqligi, ishonchlilik
intervali, funksional bog‘lanish, statistik bog‘lanish, korrelatsion
bog‘lanish, korrelatsion panjara, shartli o‘rtacha, tanlanma regressi-
yasi, tanlanma regressiya tenglamasi, egri chiziqli korrelatsiya,
to‘plamli korrelatsiya, xususiy tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti,
umumiy tanlanma korrelatsiya koeffitsiyenti, tanlanma korrelatsion
nisbat, shartli varianta, statistik gipoteza, oddiy gipoteza, murakkab
gipoteza, statistik kriteriy, kuzatiladigan qiymat, kritik nugqtalar,
muhimlilik darajasi, kriteriy quvvati, muvofiglik kriteriysi, z* -
kriteriy, empirik chastota, nazariy chastota, normal tagsimot, erkinlik
darajasi, Laplas funksiyasi, kritik soha.
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IIT1 BOB. CHIZIQLI PROGRAMMALASHTIRISH
MASALALARI

3.1. Iqtisodiy masalalarning chiziqli modellarini tuzish

Chizigli programmalashtirish matematik programmalashtirish-
ning bir bo‘limi bo‘lib, u chegaralangan resurslar (xomashyo, texnika
vositalari, kapital qo‘yilmalar, yer, suv, mineral o‘g‘itlar va
boshgalar)ni ratsional tagsimlab eng ko‘p foyda olish yoki eng kam
xarajat qilish yo‘llarini o‘rgatadi.

Chizigli programmalashtirishning shakllanishi XX asrning
ikkinchi yarmidagi iqtisodiy fikrlarning takomillashishiga katta ta’sir
ko‘rsatdi. 1975-yilda chizigli programmalashtirish nazariyasini birin-
chi bor kashf qilgan rus olimi L.V.Kantorovichga va matematik iqti-
sodiyot bo‘yicha mutaxassis, “Chiziqli programmalashtirish” termi-
nining birinchi muallifi, amerika olimi T.Kupmansga Nobel muko-
fotining berilishi chizigli programmalashtirishning iqtisodiy naza-
riyaga qo‘shgan hissasini tan olishdan iborat deb hisoblash mumkin.

Chizigli programmalashtirish chizigli funksiyaning, uning
tarkibiga  kiruvchi  noma’lumlarga  chegaralovchi  shartlar
qo‘yilganda, eng katta va eng kichik qiymatini izlash va topish
uslubini o‘rgatuvchi bo‘limdir.

Noma’lumlarga chizigli chegaralashlar qo‘yilgan chiziqli
funksiyaning ekstremumini topish chiziqli programmalashtirishning
predmetini tashkil giladi. Shunday qilib, chiziqli programmalashtirish
chizigli funksiyaning shartli ekstremumini topish masalalari
turkumiga kiradi.

Iqtisodiy jarayonlarning o‘ziga xos qonuniyatlarini o‘rganish
uchun, birinchi navbatda, bu jarayonlarni tavsiflovchi matematik
modellarini tuzish kerak. O‘rganilayotgan iqtisodiy jarayonning
asosly xossalarini matematik munosabatlar yordamida tavsiflash
tegishli iqtisodiy jarayonning matematik modelini tuzish deb ataladi.

Iqtisodiy jarayonlarning (masalalarning) matematik modelini
tuzish uchun quyidagi bosqichlardagi ishlarni bajarish kerak:
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1) masalaning iqtisodiy ma’nosi bilan tanishib, undagi asosiy
shartlar va maqsadni aniqglash;

2) masaladagi ma’lum parametrlarni belgilash;

3) masaladagi noma’lumlarni (boshgaruvchi o‘zgaruvchilarni)
belgilash;

4) masaladagi cheklamalarni, ya’ni boshqaruvchi o‘zgaruv-
chilarning qanoatlantirishi kerak bo‘lgan chegaraviy shartlarni
chizigli tenglamalar yoki tengsizliklar orqali ifodalash;

5) masalaning magsadini chiziqli funksiya orqgali ifodalash.

Boshqgaruvchi o‘zgaruvchilarning barcha cheklamalarni qanoat-
lantiruvchi shunday qiymatini topish kerakki, u magsad funksiyaga
eng katta (maksimum) yoki eng kichik (minimum) qiymat bersin.
Bundan ko‘rinadiki, maqgsad funksiya boshqaruvchi noma’lum-
larning barcha qiymatlari ichida eng yaxshisini (optimalini) topishga
yordam beradi. Shuning uchun ham maqsad funksiyani foydalilik
yoki optimallik mezoni deb ham ataladi.

Iqtisodiy masalalarning matematik modelini tuzish jarayonini
amaliyotda nisbatan ko‘p uchraydigan quyidagi iqtisodiy masalalar
misolida o‘rganamiz.

Ishlab chigarishni tashkil qilish va rejalashtirish masalasi. Faraz
qilaylik, korxonada m xil mahsulot ishlab chiqarilsin; ulardan
ixtiyoriy birini i bilan belgilaymiz. Bu mahsulotlarni ishlab chiqarish
uchun » xil ishlab chiqarish faktorlari zarur bo‘lsin. Har bir xom-
ashyoning umumiy miqdori va bir birlik mahsulotni ishlab chigarish
uchun sarf qilinadigan normasi haqidagi ma’lumotlar quyidagi
jadvalda berilgan bo‘lsin.

Xomashyolar
1 2 3 ... | n | Daromad
Mahsulot turlari
1 a, a, a; e a, G
2 a, a,, a,, .| Ay, &)
m aml amZ amS cee amn cm
Xom ashyolar zaxirasi | b | b, | b | ... | b,

Jadvaldagi har bir: b, -; xomashyoning umumiy miqdori
(zaxirasi); a, - i mahsulotning bir birligini ishlab chiqarish uchun sarf
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qilinadigan ; xomashyo miqdori; ¢, —-korxonaning ; mahsulotning

bir birligini sotishdan oladigan daromadi.

Masalaning iqtisodiy ma’nosi: korxonaning ishini shunday
rejalashtirish kerakki:

a) hamma mahsulotlarni ishlab chigarish uchun sarf gilinadigan
har bir xomashyoning miqdori ularning umumiy miqdoridan
oshmasin;

b) mahsulotlarni sotishdan korxonaning oladigan daromadi
maksimal bo‘lsin.

Rejalashtirilgan davr ichida ishlab chiqariladigan i mahsulot-
ning miqdorini x, bilan belgilaymiz. U holda masaladagi a) shart
quyidagi tengsizliklar sistemasi orqali ifodalanadi:

a,x, +a,x, +..+a x <b,

a,X, +a,x, +..+a,,x, <b,,

........................................

a,x, +a,x,+..+a, x <b

mn--m

Masalaning iqtisodiy ma’nosiga ko‘ra noma’lumlar manfiy
bo‘lmasligi kerak, ya’ni: x, >0, (i =1,m).

Masaladagi b) shart uning magsadini aniqlaydi. Demak, masa-
laning magsadi mahsulotlarni sotishdan korxonaning oladigan umu-
miy daromadini maksimallashtirishdan 1borat bo‘lib, uni
y=c¢x, +cx, +...+¢,x, funksiya orqali ifodalash mumkin. Shunday

qilib, ishlab chiqarishni rejalashtirish masalasining matematik modeli
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
a,x, +a,x, +..+a x <b,

anX, +ayx, +..+a ,x <b,,

........................................

a,x, +a,x,+.+a, x <b

mn--m

x, 20, i=1m,
y=cX, +C,X, +...+ ¢, X, —>max

m m

Iste’mol savati masalasi. Faraz qilaylik, kishi organizmi uchun
bir sutkada n xil 4,4,,...,4, oziqa moddalari kerak bo‘lsin, jumladan

bir sutkada 4, oziga moddasidan kamida 5 miqdorda, 4, oziga

moddasidan b, miqdorda, 4, oziga moddasidan », miqdorda va

hokazo, 4, ozuqadan b, miqdorda zarur bo‘lsin va ularni m ta
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B,,B,,...,B, mahsulotlar tarkibidan olish mumkin bo‘lsin. Har bir B,
mahsulot tarkibidagi 4, oziqa moddasining miqdori ¢, birlikni tashkil

qilsin.
uga moddalari 4 4 4 4 Mahsulot
Mabhsulot turlari : ? 1 7" | bahosi

B, a, a, a e a, G
B, a a, a,, el | Ay G,
Bm aml am2 am3 PR amn Cm

Ozuga moddasining b b b b

o o . 1 2 3 PP n

minimal normasi

Masalaning iqtisodiy ma’nosi: iste’mol savatiga qanday
mahsulotlardan gancha miqdorda kiritish kerakki, natijada:

a) odam organizmi qabul qiladigan turli oziga moddasining
miqdori belgilangan minimal migdordan kam bo‘lmasin;

b) iste’mol savatining umumiy bahosi minimal bo‘lsin.

Iste’mol savatiga kiritiladigan i-mahsulotning miqdorini x, bilan
belgilaymiz. U holda masalaning a) sharti quyidagi tengsizliklar
sistemasi orqali ifodalanadi:
a,x, +a,x, +..+a x =b,
a,X, + a,x, +..+a,,x, 2b,,

........................................

a,x, +a,x, +..+a, x 2b

mn--m

Masalaning iqtisodiy ma’nosiga ko‘ra, undagi noma’lumlar manfiy

bo‘la olmaydi, ya’ni: x, 20, (i=1m).

Masalaning b) sharti uning maqsadini ifodalaydi. Demak,
masalaning magsadi iste’mol savatiga kiritiladigan mahsulotlarning
umumiy bahosini minimallashtirishdan iborat bo‘lib, uni quyidagicha
ifodalash mumkin:

y=cx +c,x, +...+c,x, —>min.
Shunday qilib, iste’mol savati masalasining matematik modeli
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi
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a, x, +a,x,+..+a, x 2=b,
a,Xx, +ayx, +..+a ,x 2b,,

........................................

a,x +a,x,+..+a, x =b

x, 20, (i=1Lm),

Y=c¢x +c,x, +...+¢, x —>min

Optimal bichish masalasi. Optimal bichish masalasining eng
sodda usuli bilan tanishamiz. Faraz qilamiz, uzunligi £ bo‘lgan xo-

maki materiallardan uzunliklari A, (i=1,m) bo‘lgan m xil detallarning
har biridan ¢, miqdorda tayyorlash kerak bo‘lsin. Bundan tashqari,
xomaki materiallarni » usul bilan kesish mumkin hamda har bir ; usul
bilan kesilgan xomaki materialdan ¢, miqdorda i detal tayyorlash va

b, miqdorda chiqindi hosil qilish mumkin ekanligi aniqlangan

bo‘lsin. Xomaki materiallardan qanchasini qaysi usul bilan kesganda
tayyorlangan detallar miqdori rejadagiga teng bo‘ladi va hosil
bo‘lgan chiqgindilarning umumiy miqdori eng kam (minimal) bo‘ladi.

Tayyorlanadigan Kesish Detallar ish-
detallarning usullari lab chiqarish
uzunliklari 1 2 e n rejasi
A, a ap e a, ¢
A, ay ay e a, )
Am aml amZ amn cm
Chigindilar b, b, . b,

j usul bilan kesiladigan xomaki materiallar miqdorini x, bilan belgi-

laymiz. U holda masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda
yoziladi:
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a,x, +a,x, +..+a,x, 2c,
a, X, +a,x, +..+a, x, 2c,,

........................................

a,x +a ,x,+..+a, x 2c,
x,20,(i=1m),

Y=bx +bx,+..+bx, — min

n-n

1-misol. Uzunligi 110 sm bo‘lgan po‘lat xipchinlardan
uzunliklari 45 sm, 35 sm va 50 sm bo‘lgan xomaki mahsulotlar
tayyorlash kerak bo‘lsin. Talab qilingan xomaki mahsulotlar migdori
mos ravishda 40, 30 va 20 birlikni tashkil qilsin. Po‘lat xipchinlarni
kesish yo‘llari va ularga mos keluvchi xomaki mahsulotlar va
chigindilar miqdori quyidagi jadvalda keltirilgan.

Xomaki Kesish usullari Xomaki
mahsulotlar mahsulotlar
uzunligi 1 2131456 i/ch. rejasi
45 sm 2 1 1 - - - 40
35 sm - 1 - 3 1 - 30
50 sm - - 1 - 1 2 20
Chiqgindilar | 20 | 30 | 15 | 5 | 25| 10

Har bir kesish usuli bo‘yicha gancha po‘lat xipchinlar
kesilganda tayyorlangan xomaki mahsulotlar migdori rejadagiga teng
bo‘ladi va chigindilarning umumiy miqgdori minimal bo‘ladi?

Yechish: j-usul bilan kesiladigan po‘lat xipchinlar sonini x,
bilan belgilaymiz. U holda uzunligi 45 sm bo‘lgan xomaki
mahsulotlardan ja’mi 2x, +x,+x, miqdorda tayyorlanadi. Rejaga
ko‘ra, bunday mahsulotlar soni 40 taga teng bo‘lishi kerak, ya’ni

2x, +x, +x, =40.

Xuddi shuningdek, uzunliklari 35 sm va 50 sm bo‘lgan xomaki
mahsulotlarni ishlab chiqarish rejasini to‘la bajarilishidan iborat
shartlar mos ravishda x, +3x, + x, =30 va x, +x, +2x, =20 tenglamalar
orqali ifodalanadi.

Iqtisodiy ma’nosiga ko‘ra belgilangan noma’lumlar manfiy
bo‘la olmaydi, demak,
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x,20,x,20,...,x,=0.

Rejadagi xomaki mahsulotlarni ishlab chiqarishda hosil bo‘lgan
chigindilarning umumiy miqdorini quyidagi chizigli funksiya
ko‘rinishida ifodalaymiz:

Y =20x, +30x, +15x; +5x, +25x; +10x,.

Masalaning shartiga ko‘ra, bu funksiya minimum qiymatni

qabul qilishi kerak, ya’ni
Y =20x, +30x, +15x; +5x, + 25x, +10x, — min.
Shunday qilib, quyidagi chiziqli programmalashtirish
masalasiga ega bo‘lamiz:
2x, + x, + x; =40,
x, +3x, +x, =30,
X, +x5+2x, =20
x, 20, (i=1,6)
Y =20x, +30x, +15x; + 5x, +25x; +10x, > min.

2-misol. Konditer fabrikasi uch turdagi 4, B, ¢ karamellarni
ishlab chigarish uchun uch xil xomashyo: shakar, giyom va quruq
mevalar ishlatadi. 1 tonna karamel turlarini ishlab chiqarish uchun
sarf qgilinadigan xomashyolar miqgdori (me’yori), xomashyolarning
zaxirasi hamda 1 tonna karamelni sotishdan olinadigan daromad
quyidagi jadvalda keltirilgan.

1 tonna mahsulotga xom- Xomashyo
Xomashyo c . .
turlari ashyo sarfi (tonna hisobida) zaxirasi
A B C (tonna)
Shakar 0,8 0,5 0,6 800
Qiyom 0,4 0,4 0,3 600
quruq mevalar - 0,1 0,1 120
1 t karamel
sotishdan
olinadigan 108 112 126
daromad (shartli
birlik)
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Fabrikaga maksimal foyda keltiruvchi karamel ishlab chiqarish
rejasini toping.

Yechish: Konditer fabrikasida 4 turdagi karameldan x, miq-
dorda, B turdagi karameldan x, miqdorda va C turdagi karameldan
x, miqdorda ishlab chiqarilsin deb belgilaymiz. U holda fabrikada
ishlab chiqariladigan barcha karamellar uchun 0,8x, +0,5x, +0,6x,

miqdorda shakar sarf qilinadi. Bu miqdor shakarning zaxirasidan,
ya’ni 800 tonnadan oshmasligi kerak. Demak, 0,8x, +0,5x, +0,6x, <800

tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kerak. Xuddi shunday yo‘l bilan mos ra-
vishda qiyom va quruq mevalar sarfini ifodalovchi quyidagi tengsiz-
liklarni hosil qilish mumkin: 0,4x, +0,4x, +0,3x, <600, 0,lx, +0,lx, <120
Fabrika ishlab chiqargan 4 karameldan 108x,, B karameldan 102x,, C
karameldan 126x, birlik va jami 108x, +112x, +126x, birlik daromad

oladi. Buyig‘indini ¥ bilan belgilab uni maksimumga intilishini talab
qilamiz.  natijada  quyidagi = funksiyaga ega  bo‘lamiz:
Y =108x, +112x, +126x, »>max. Shunday qilib, berilgan masalaning
matematik modelini quyidagi ko ‘rinishda yoziladi:

0,8x, +0,5x, +0,6x, <800,

0,4x, +0,4x, +0,3x, <600,

0,1x, +0,1x, <120

x,20,x,20,x; 20,

Y =108x, +112x, +126x, — max

3.2. Chiziqli programmalashtirish masalasining yechimi

Chizigli programmalashtirish masalasi (ChPM) umumiy holda
quyidagicha ifodalanadi:
a,x, +a,x, +..+a,x =b,

a,x, +a,x,+.+a,x <b, (3.1)

A X, +a,,%, +...+a,x, 2b,
x>0, (i=1,n), (3.2)

Y =c¢x, +¢,x, +...+¢,x, — (max)min (3.3)
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Demak, (3.1) va (3.2) shartlarni ganoatlantiruvchi noma’-
lumlarning shunday qiymatlarini topish kerakki, ular (3.3) chizigli
funksiyaga minimum (maksimum) giymat bersin.

Masalaning (3.1) va (3.2) shartlari uning chegaraviy shartlari,
(3.3) chizigli funksiya esa masalaning maqgsadi yoki maqsad
funksiyasi deb ataladi.

Muayyan masalalarda (3.1) shart tenglamalar sistemasidan, “>”
yoki “<” ko‘rinishdagi tengsizliklar sistemasidan yoki aralash
sistemadan iborat bo‘lishi mumkin.

Ko‘p hollarda ChPMsida qatnashyotgan tengsizliklarning
ishoralarini bir xil ko‘rinishga keltirib olinadi. Shu sababli
ChPMsining quyidagi shaklini
a,x, +a,x, +..+a,x <b,

a,x, +a,x, +..+a,x, <b, (3.1a)

a,x +a x,+..+a, x <b
x>0, i=ln, (3.2a)
y=c¢x, +¢,x, +...+¢,x, —>max (3.3a)
uning standart shakli deb qabul qilingan.

ChPMsi
a,x, +a,x, +..+a,x, =b,
a.x, +a,x,+..+a,x =b, (3.4)

QX A%+t a,, X, = b

x>0, i=ln, (3.5)
y=cx +c,x, +..+c, x —> max (3.6)
ko‘rinishda bo‘lsa, u holda (3.4)-(3.6) masala kanonik ko‘rinishdagi
chizigli programmalashtirish masalasi deb ataladi.
ChPMsini  (3.4)-(3.6) shaklini turli ko‘rinishlarda yozish
mumkin. Bu ko‘rinishlarni keltirib o‘tamiz.
1. ChPMning vektor ko‘rinishi. (3.4)-(3.6) masalani vektor

ko‘rinishda quyidagicha ifodalash mumkin:
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piX+ PDyX, .+ pX, =Py,

x,20,i=1n (3.7)
Y=CX > min
bu yerda
ay ap a, b X
P, = s, P, = ay ey P = a,, . D= b, X - Xy ,
a,, a,, a, b, X,
C=(c,c,,...,C,)

2. ChPMning matrisa Kko‘rinishi. (3.4)-(3.6) masalaning
matrisa ko‘rinishdagi ifodasi quyidagicha yoziladi:
AX =FR,
x,>20,i=1,2,..,n, (3.8)
Y =CX — min.
bu yerda 4=(q,).

Ba’zi hollarda (3.4)-(3.6) masala quyidagacha ifodalanadi:
Sax =b, i=Lm.
B x; 20, (3.9)
Y=Y cx, - min.

Har ganday chiziqli programmalashtirish masalasini (3.4)-(3.6)
ko‘rinishga keltirish mumkin. Buning uchun quyidagilarni amalga
oshirish zarur: ChPMda gatnashayotgan tengsizliklarni tenglamaga
keltirish kerak. Bu quyidagicha amalga oshiriladi.

Masalan, ax, +a,x, +..+ax, <b ko‘rinishdagi tengsizlikni
olamiz. Bu tengsizlikning chap tomoniga gandaydir nomanfiy x

n+l

o‘zgaruvchini shunday qiymat bilan qo‘shamizki, natijada tengsizlik

tenglikka aylansin:
ax, +a,x,+..+ax +x _,=b,

bu yerda

X, =b—ax —ax,—..—ax, 20

o‘zgaruvchi qo‘shimcha o‘zgaruvchi deb ataladi.
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1-teorema. Berilgan ax, +a,x, +...+a x,  <b tengsizlikning har
bir X, =(«,,,....a,) yechimiga a,x, + a,x, +...+ax, +x,,, =b,

tenglamaning bitta va faqgat bitta yagona ¥, =(«¢,,«,,....«,,,,,) yechimi
mos keladi va aksincha.

Isbot: Faraz qilaylik, X, tengsizlikning yechimi bo‘lsin. U

holda

ao, +a,o, +...+aa <b,
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Tengsizlikning chap tomonini o‘ng
tomonga o‘tkazib, hosil bo‘lgan ifodani ¢, bilan belgilaymiz:
0<b-(aqa +a,+...+aa)=a,,.

Endi Y, =(o,a,,...a,,2,,) vektor tenglamaning yechimi
ekanligini ko‘rsatamiz:

ao +ao,+..taa ta,, =
=ao, +a,a,+..+ao +(b-aa,—-a,a,—...—aa,)=b

Endi agar Y, tenglamani qanoatlantirsa, u holda u tengsizlikni
ham ganoatlantirishini ko‘rsatamiz.

Shartga  ko‘ra:  ao +aa, +..+aa +a, =b, a,
tenglamadan «,, >0 sonni tashlab yuborish natijasida

ao, +a,o, +..+aa <b
tengsizlikni hosil qilamiz. Bundan ko‘rinadiki, X,=(¢,a,,....2,)
tengsizlikning yechimi ekan.

Shunday yo‘l bilan chiziqli programmalashtirish masalasining
chegaralovchi shartlaridagi tengsizliklarni tenglamalarga aylantirish
mumkin. Bunda shunga e’tibor berish kerakki, sistemadagi turli
tengsizliklarni tenglamalarga aylantirish uchun ularga bir-birlaridan
farq qiluvchi nomanfiy o‘zgaruvchilarni qo‘shish kerak.

Masalan, agar chiziqli programmalashtirish masalasi quyidagi
a,x, +a,x,+..+a,x <b,

> (. Bu

a,x, + ax, +..+a, x <b,,

a,x, +a,x, +..+a, x <b

x, 20, i=1Ln, (3.10)

y=c¢x +CX, +...+¢,x, —> min
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shaklda bo‘lsa, bu masaladagi tengsizliklarning kichik tomoniga

»20,.., x >0 qo‘shimcha o‘zgaruvchilar qo‘shish yorda-
mida tenglamalarga aylantirish mumkin. Bu o‘zgaruvchilar Y
funksiyaga 0 koeffitsiyent bilan kiritiladi. Natijada (3.10) masala
quyidagi ko‘rinishga keladi.

a,x, +a,x,+..+a,x +x,=>b

n+l — “1°

x,,20,x

n

A, X, +ayX, +...+a, X, +x,,,=b,,

a,x +a,x,+..+a, x +x . =b

mn-n m
x. 20, i=l,n+m, (3.11)
y=cx +c,x, +...+cx, +0(x

Xuddi shuningdek,

+..+Xx,_ )— min

n+l n+m

a,x, +a,x,+..+a, x b,
a,x, + a,x, +..+a, x, 2b,,

a,x, +a,x,+..+a, x =2b
x, =0, i=1,n, (3.12)
Y=cX +C,X, +...+¢,x, — min
shaklda berilgan chiziqli programmalashtirish masalasini kanonik
shaklga  keltirish ~ mumkin. Buning uchun  qo‘shimcha
x,,20,x,,>0,.,x, >0 o‘zgaruvchilar tengsizliklarning katta
tomonidan ayriladi. Natijada quyidagi masala hosil bo‘ladi:

a,x, +a,x,+..+a,x —x,, =b,

b

29

n+l

anXx, + a,, X, +...+ a, X, —X,.,=

a, x +a,x,+.+a, x —x_ =b
x, 20, i=l,n+m, (3.13)
y=cx +cx, +..+cx, +0(x

Agar ChPMda maqgsad funksiyasi

y=cX, +c,X, +...+¢,x, —>min

+...+Xx,_ )— min

n+l n+m

ko‘rinishda bo‘lsa, uni kanonik shaklda yozish uchun ¢, (i=1n)
qarama-qarshi ishora bilan yozib olinib

Y=—¢x —c,x,—...—c,Xx, > min
ifodani hosil gilamiz.
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1-misol. Quyidagi chizigli programmalashtirish masalasini
kanonik ko‘rinishga keltiring va uni turli ko‘rinishlarda ifodalang:
2x, —3x; <1,
3x, +4x, +2x, =6, (D
X, —2x,—x,26
x,20,x,20,x;, 20,
Y =3x, —2x, + x; > max.

Yechish: Masalaning cheklamalaridagi birinchi va uchinchi
tengsizliklarning kichik tomoniga x,>0,x,>0 qo‘shimcha o‘zga-
ruvchilar kiritib, ularni tenglamalarga aylantiramiz hamda birinchi
tenglamaning ikki tomonini -1 ga ko‘paytirib, undagi ozod hadni
musbat songa aylantiramiz va (I) masalaga teng kuchli bo‘lgan
quyidagi masalani hosil qilamiz:

—2x, +3x; —x, =1,
3x, +4x, +2x, =6, (I1)
X, —2Xx,—X; +x,=06
x,20,x,20,x;20,x, 20,x, 20
Y =3x, —2x, + x; > max.

Ushbu masalada Y —»max ifodani qarama-qarshi ishora bilan
olib, uni ¥ — min bilan almashtiramiz. Natijada berilgan masalaning
kanonik shakliga ega bo‘lamiz:

—2x, +3x; —x, =1,
3x, +4x, +2x, =6, (I10)
X, —2x,—x; +x,=06
x,20,x,20,x; 20,x, 20,x, 20
Y =3x, —2x, + x; + 0(x, + x;) = min.

(ITIT) masalaning matrisa ko‘rinishini yozish uchun quyidagi

belgilashlarni kiritamiz:

X, -3

-2 0 3 -10 1 X, 2
A= 34 2 00|, B=6| X=|x]|, C=|-1{.

1-2-1 01 6 X, 0

X 0

U holda (III) masalaning matrisa shakli quyidagi ko‘rinishda
ifodalanadi:
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AX =B,
x;20, j= 3, (IV)
Y =C"X — min
(IIT) masalani vektor ko‘rinishlarda yozish uchun quyidagi
belgilashlarni kiritamiz:

-2 0 3 -1 0 1
p=|3 |, =4 | p={2 |, p,=/0 1| ps=|0]|, p,=|6]
-2 -1 0 1 6

X =(x,,%,,%;,X,,X5), C=(-3,2,-1,0, 0).
U holda (IIT) masala quyidagi ko‘rinishga keladi:
Py T PyXy T P3Xs + DXy & PsXs = Py,
x,20, j=15, (V)
Y =CX — min.
Endi chizigli programmalashtirish masalasi yechimlari va
ularning xossalari bilan tanishamiz.

1-ta’rif. (3.4)-(3.6) masalaning joiz yechimi (joiz rejasi) deb,
(3.4), (3.5) shartlarni gqanoatlantiruvchi har ganday X =(x,,x,,...,x,)
vektorga aytiladi.

(3.4)-(3.6) masalaning joiz yechimlar to‘plami uning mumkin
bo‘lgan (joiz) yechimlar to‘plamini tashkil etadi:
K = {X(xl,...,xn) AXT =p,, x,20,i :L_n} .Buyerda r(4)=m<n.

2-ta’rif. Agar biror bir X°=(x/,x),...,x)) €K, joiz rejaning n—m
ta koordinatasi (m<n) nolga teng bo‘lib, qolgan «x,x,,...x,
koordinatalariga mos p,,p,,..,p, vektorlar chizigli erkli bo‘lsa, u
holda X° € K, joiz reja bazis reja deyiladi.

3-ta’rif. Agar X°=(x,x),..,x") bazis rejadagi musbat koor-
dinatalar soni m ga teng bo‘lsa, u holda bu reja aynimagan bazis reja,
aks holda esa bu reja aynigan bazis reja deyiladi.
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4-ta’rif. (3.4)-(3.6) masalaning (3.6) chiziqli funksiyasiga eng
kichik giymat beruvchi X° =(x/,x),...,x)) bazis reja masalaning
optimal rejasi (optimal yechimi) deyiladi.

(3.4)-(3.6) masalaning joiz yechimlari to‘plami xossalarini
o‘rganish uchun ba’zi tushunchalarni kiritamiz.
4,4,,...,4,  chizigli erkli vektorlar sistemasi berilgan bo‘lsin.

Ma’lumki, R" fazoda har bir 4=(q,,a,,...,a,) vektorga koordinatalari
(a,,a,,..,a,) bo‘lgan nuqta mos keladi. Shuning uchun bundan keyin
A=(a,,a,,...,a,) vektorni R" fazo nuqtasi deb qaraymiz.

5-ta’rif. A=a,4 +a,4, +...+a, A —nuqtalar to‘plami 4,,4,,...,4,
nuqtalarning qavariq kombinatsiyasi deb ataladi. Bu yerda

n
o, =20, Zal. =1.
i=1

C e R" to‘plam berilgan bo‘lsin.

6-ta’rif. Agar ixtiyoriy 4, €C va 4, € C nuqtalar bilan bir
qatorda bu nuqtalarning
A=oAd+a,4, (0<e<1, 0L, <1, o +a,=1) qavariq
kombinatsiyasidan iborat nuqta ham C to‘plamga tegishli bo‘lsa,
ya’ni 4 e€C, 4,eC=A4eC bo‘lsa, u holda C to‘plam gavariq
to‘plam deb ataladi.

Qavariq to‘plamning geometrik ma’nosini tushuntirish uchun 4,
va 4, nuqtalarni tutashtiruvchi kesma tushunchasini kiritamiz.

Ma’lumki, 4, va 4, nuqgtalar orqgali o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning
parametrik tenglamasi

Ala)=A4, +(4 — 4,)x

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda 4, — 4, to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi
vektori.

Agar =0 bo‘lsa, u holda 4(0)=4,;
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Agar a=1Dbo‘lsa, u holda A(1)=4,.
Agar 0<a<1 bo‘lsa, u holda 4@) 4, va 4, nuqtalarni
tutashtiruvchi kesmadagi nuqtalarni aks ettiradi.

2-teorema. Chizigli programmalashtirish masalasining joiz
yechimlaridan tashkil topgan to‘plam gavariq to‘plam bo‘ladi.

Isbot: Chizigli programmalashtirish masalasining ixtiyoriy
ikkita yechimining qavariq kombinatsiyasi ham yechim ekanligini
ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, X, va X, chiziqli programmalashtirish
masalasining yechimlari bo‘lsin. U holda

AX! =P, x;20, j=Ln, (3.14)
AX; =P, x,,20, j=1n, (3.15)
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. X, va X, yechimlarning gavariq
kombinatsiyasini tuzamiz.
X=aoX +(1-a)X,, 0sa<l,
hamda uni yechim ekanligini ko‘rsatamiz:
AX" = A aX] + (- a)X] |adX] +(1-a)AX],

(3.14) va (3.15) tenglamalarni inobatga olsak:
AX" =aP, +(1-a)P, =P,

Bu munosabat X vektor ham yechim ekanligini ko‘rsatadi.
Demak, chiziqli programmalashtirish masalasining yechimlaridan
tashkil topgan to‘plam qavariq to‘plam bo‘ladi.

Quyidagi teoremalarni isbotsiz keltiramiz.

3-teorema. Agar k ta o‘zaro chizigli bog‘liq bo‘lmagan
P,P,..., P, vektorlar berilgan bo‘lib, ular uchun
Bx +Px, +..+Bx, =F
tenglik barcha x>0 lar wuchun o°‘rinli bo‘lsa, u holda
X =(x,x,,..,%,0,0,..,0) nuqta K qavariq to‘plamning burchak nuqtasi
bo‘ladi.
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4-teorema. Qavariq to‘plamning ixtiyoriy nuqtasini uning
burchak nugqtalarining chizigqli kombinatsiyasi orqali ifodalash
mumkin.

5-teorema. Chiziqli programmalashtirish masalasi o‘zining
optimal qiymatiga shu masalaning joiz yechimlaridan tashkil topgan
qavariq to‘plamning burchak nuqtasida erishadi. Agar masala birdan
ortiq burchak nuqgtada optimal qiymatga erishsa, u shu nuqtalarning
qavariq kombinatsiyasidan iborat bo‘lgan ixtiyoriy nuqtada ham
0°‘zining optimal qiymatiga erishadi.

Yugqorida keltirilgan teoremalardan quyidagi xulosalarni
chigarish mumkin.

1-xulosa. X =(x,x,,..,x,) K to‘plamning burchak nuqtasi
bo‘lishi uchun musbat x komponentalar Px, +Px, +..+Px, =P,
yoyilmada o‘zaro chiziqli bog‘liq bo‘lmagan P vektorlarning

1

koeffitsiyentlaridan iborat bo‘lishi zarur va yetarli.

2-xulosa. Chiziqli programmalashtirish masalasining bazis
yechimiga K, qavariq to‘plamning burchak nuqtasi mos keladi va
aksincha.

3-xulosa. Chiziqli programmalashtirish masalasining optimal
yechimini K, to‘plamning burchak nugqtalari orasidan qidirish kerak.

3.3. Chiziqli programmalashtirish masalasining geometrik
talqini

Chizigli programmalashtirish masalasini geometrik nuqtayi
nazardan tahlil qilish uchun quyidagi standart masalani ko‘ramiz:
Ax<B
x>0 j=Ln (3.15)
Y =CX — max
Ma’lumki, (3.15) masalaning har qanday rejasini n-o‘lchovli
fazoning nuqtasi deb qarash mumkin. Bizga yana shu ham ma’lumki,
chiziqli tengsizliklar bilan aniqlangan bunday nugqtalar to‘plami
qavariq to‘plamdan iborat bo‘ladi. Bu holda gavariq to‘plam (qavariq
ko‘pburchak yoki ko‘pyoq) chegaralangan yoki chegaralanmagan
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bo‘lishi, bitta nuqtadan iborat bo‘lishi yoki bo‘sh to‘plam bo‘lishi
ham mumkin. Masalan,
a) quyidagi rasmda keltirilgan gavariq to‘plam chegaralangan:

N

2

b) quidagi rasmda keltirilgan qavariq to‘plam chegaralanmagan:

N

K~

(3.15) masalani geometrik nuqtayi nazardan tahlil gilamiz. Buning
uchun quyidagi

ax +ax,+..+ax <b, (3.16)
tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalarning geometrik o‘rni bilan
tanishib chigamiz.

Ma’lumki, koordinatalari

ax, +a,x, +..+ax =b, (3.17)

tenglamani ganoatlantiruvchi x,,x,,..x, nuqtalar to‘plami gipertekislik

deb ataladi. Demak, (3.15) masalada (3.17) kabi tengliklar qatnashsa
ular gipertekisliklarni ifodalaydi. Har qanday gipertekislik fazoni ikki
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yarim fazoga ajratadi. Bu yarim fazolardan faqat bittasigina (3.16)
tengsizlikni ganoatlantiradi. (3.16) tengsizlikni ganoatlantiradigan
yarim fazoni aniqlash uchun 0(0,0...,0) koordinata boshidan
foydalanamiz, ya’ni:

® agar 0(0,0,...,0) nuqta (3.16) tengsizlikni to‘g‘r1 tengsizlikka
aylantirsa, u holda 0(0,0,...,0) nuqtani o‘z ichiga oluvchi yarim fazo

(3.16) tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalarning geometrik o‘rni
bo‘ladi;

e agar 0(0,0,..,00 nuqta (3.16) tengsizlikni noto‘g‘ri
tengsizlikka aylantirsa, u holda 0(0,0,..,0) nuiqtani o‘z ichiga
olmaydigan yarim fazo (3.16) tengsizlikni qanoatlantiruvchi
nuqtalarning geometrik o‘rni bo‘ladi.

Bundan ko‘rinadiki, (3.15) masalada nechta tensizlik qatnashsa,
ular shuncha yarim fazoni ifodalaydi. Bu yarim fazolarning
kesishmasi esa (3.15) masalaning barcha joiz yechimlarini 0‘z ichiga
oluvchi gavariq to‘plamni tasvirlaydi. Bu qavariq to‘plam masalaning
joiz yechimlar sohasi deb ataladi.

(3.15) masalaning optimal yechimini topish uchun
Y =¢x +c,x, +...+c,x, maqsad funksiyasidan foydalanamiz. Buning
uchun

CX, +CX, +...+ ¢ x, =const (3.18)
tenglik bilan aniglanuvchi gipertekisliklar oilasini garaymiz.

Ma’lumki, bu yerda const ning har bir qiymatiga bitta
gipertekislik mos keladi. ChPM ning gavariq to‘plami bilan ikkita
umumiy nuqtaga ega bo‘lgan gipertekisliklar “sath gipertekisliklar”
deyiladi. ChPM ning qavariq to‘plami bilan bitta umumiy nuqtaga
ega bo‘lgan gipertekislik, ya’ni urinma gipertekislik tayanch
gipertekislik deyiladi. Tayanch gipertekislikni hosil qilish uchun
(3.18) tenglikdagi const ga turli qiymatlar berib uni gipertekislikning
normal vektori bo‘ylab parallel ko‘chiramiz va urinma gipertekislikni
hosil qilamiz.

Shuni ta’kidlaymizki, Y funksiyaning maksimal qiymatini
topish uchun normal vektorning yo‘nalishi bo‘ylab, ¥ funksiyaning
minimal qiymatini topish uchun normal vektorning yo‘nalishiga
gqarama-qarshi harakatlanish kerak.
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n=2 o‘lchovli fazoda, ya’ni tekislikda ChPM ni geometrik
nuqtayi nazardan ko‘rib chigamiz.

a,x, +a,x,<b,
ay X, +ayx, <b,, (3 19)
a, X +a,,x, <b.,
X,,%, 20 (3.20)
Y =¢x, +¢,x, > max (3.21)

Faraz qilaylik, (3.19) sistema (3.20) shartni qanoatlantiruvchi
yechimlarga ega va ulardan tashkil topgan to‘plam chegaralangan
bo‘lsin. Ma’lumki, (3.19) va (3.20) tengsizliklarning har biri

a, X, +a,x, = bi’ (i=1,m),

x,=0, x,=0

to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan yarim tekisliklarni ifodalaydi.
Bu tekisliklarni ko‘rib chigamiz

a.x, +a,x, <b, (i=1,m) (3.22)
tengsizlikni qanoatlantiruvchi nugqtalar to‘plamini aniglash uchun
0(0,0) nuqtadan foydalanamiz. Agar 0(0,0) nuqta (3.22) tengsizlikni
ganoatlantirsa, u holda qidirilayotgan tekislik ©(0,0) nuqtani oz
ichiga oladi, aks holda qidirilayotgan tekislik ©¢0,0) nuqtani o‘z
ichiga olmaydi. Yuqoridagi mulohazalar asosida (3.19) sistemaning
yechimlaridan iborat qavariq ko‘pburchakni topib olganimizdan
so‘ng (3.20) tengsizliklarni e’tiborga olamiz. (3.20) tengsizliklar
(3.19) yordamida topilgan qavariq ko‘pburchakning I chorakdagi
qismini ajratib olishga yordam beradi. (3.19) va (3.20) cheklamalarni
ganoatlantiruvchi gavariq ko‘pburchakni reja ko‘pburchagi deb
ataymiz.

(3.19)-(3.21) masalaning optimal yechimini topish uchun (3.21)

ifodada gatnashayotgan chiziqli funksiyadan hosil gilinadigan

X, + ¢, X, = const (3.23)

to‘g‘ri chiziqlar oilasidan foydalanamiz. Ma’lumki, (3.23) ifodadagi
har bir ma’lum o‘zgarmas C, =const qiymatida bitta
cx, +¢,x, =C,

sath to‘g‘ri chizig‘i to‘g‘ri keladi.
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So‘ngra, bu sath to‘g‘ri chiziqlardan birini, masalan,
cx, +¢,x,=C, to‘g‘ri chizigni chizib olamiz. ¢x +cx,=C, chizigni
n(c,,c,) normal vektor boylab parallel ko“chirib, reja ko‘pburchagiga
cx, +¢,x, = C’ tayanch (urinma) to‘g‘ri chizigni topib olamiz. Bu yerda
c* (3.19)-(3.21) masalaning optimal yechimi yoki qiymati; X°(x’,x))
urinish nuqtasi esa (3.19)-(3.21) masalaning optimal rejasi deb
ataladi.

Ba’zi xususiy hollarni ko‘rib chigamiz.

Faraz qilaylik, reja ko‘pburchagi ABCDE beshburchakdan iborat
bo‘lsin (1-rasm).

A"

C

B
D
E
n
% H‘
’x
ex tex, = 0
1-rasm.

1-rasmdan ko‘rinib turibdiki, chizigli funksiya o‘zining minimal
qiymatiga ABCDE qavariq ko‘pburchakning 4 nuqtasida erishadi. C
nuqtada esa, u o‘zining maksimal (eng katta) qiymatiga erishadi.

Yechimlardan tashkil topgan qavariq ko‘pburchak chegaralan-
magan bo‘lsin. Bunday ko‘pburchaklardan ba’zilarini ko‘rib
chigamiz.

1-hol. 1-rasmdagi holatda cx, +c,x, =C, to‘g‘ri chiziq n vektor
bo‘ylab siljib borib, har vaqt qavariq ko‘pburchakni kesib o‘tadi.
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Bu holda c¢x +¢,x,=C, funksiya minimal qiymatga ham,
maksimal giymatga ham erishmaydi. Bu holda chizigli funksiya
(3.20) va (3.21) cheklamalar bilan aniglangan sohada quyidan ham,
yuqoridan ham chegaralanmagan bo‘ladi.

N

A\

2-rasm.
1-misol. Quyidagi masalani grafik usulda yeching.

—2x,+x,<2
—x, +x,<3
x <3
Z =—x, —2x, > min

x;,%, 2 0.

Yechish: Yechimlardan tashkil topgan qavariq ko‘pburchak
yasash uchun koordinatlar sistemasida

—2x,+x,=2
-x, +x,=3

x =3

chiziglar bilan chegaralangan
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—2x,+x, <2,—x, +x,<3,x,<3
yarim tekisliklarni koordinatalar sistemasining I choragida yasaymiz,
chunki x,,x,>0.

Berilgan tengsizliklarni qanoatlantiruvchi yechimlar to‘plami
bo‘yalgan OABCD beshburchakni tashkil giladi. Natijada Z =-x, —2x,

chizigli funksiyaga minimal qiymat beruvchi ¢(3;6) nuqtani topamiz.
Bu nuqtaning koordinatalari masalaning optimal rejasi,
Z(C)=-15—min €sa masalaning optimal yechimi bo‘ladi.
2-misol. Berilgan chiziqli programmalashtirish masalasini
grafik usulda yeching.
X, +2x,<3
{xl -x,<2
Y =2x, +2x, = max

x,x, 2 0.

Yechish: Bu yerda ham yuqoridagidek yechimlar ko‘pburchagini
hosil qilamiz.

| W
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Rasmdan ko‘rinadiki, yechimlar ko‘pburchagi yuqoridan
chegaralanmagan. Koordinata boshidan n(2;2) vektorni yasaymiz va
unga perpendikular bo‘lgan 2x, +2x, =0 to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Bu
to‘g‘ri chiziq 2x,+2x, =const to‘g‘ri chiziglar oilasidan biri bo‘ladi.
Shakldan ko‘rinadiki, masalada maqgsad funksiyaning qiymati

yuqoridan chegaralanmagan.
3-misol. Masalani grafik usulda yeching.
2x,—x, <4,
{xl >0, x,2>1,
Y =x,—2x, - max
Yechish: Masalani yuqoridagi usul bilan yechib quyidagi
shaklga ega bo‘lamiz.

Al’z

7

2 x

Rasmdan ko‘rinadiki, yechimlar to‘plami chegaralanmagan,
lekin optimal yechim mavjud va u X°(2,51) nuqta koordinatalaridan
iborat.

Shuni alohida ta’kidlash kerakki, agar ChPMda noma’lumlar
soni n=2 bo‘lganda uning optimal yechimini grafik usulida topish
magsadga muvofiq.

Agar ChPM kanonik ko‘rinishda berilgan bo‘lib, tenglamalar
sistemasida noma’lumlar soni tenglamalar sonidan 2 taga ko‘p
bo‘‘lsa, ya’ni n-m=2 bo‘lsa, bunday ChPMlarining optimal
yechimlarini ham gtafik usulida topish magsadga muvofiq.
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Iqtisodiy masalalarning optimal yechimlarining tahlili. Endi
ChPMsining optimal yechimini geometrik nuqtayi nazardan tahlil
qilib chigamiz. Buning uchun quyidagi iqtisodiy masalaning optimal
yechimini quramiz va tahlil gilamiz.

Faraz qilaylik, korxonada ikki xil bo‘yoq ishlab chiqarilsin. Bu
bo‘yoqlarni ishlab chigarish uchun 2 xil xomashyodan foydalanilsin.
Xomashyolarning zaxirasi 6 va 8 birlikni tashkil qilsin. Ikkinchi
bo‘yoqqga bo‘lgan talab 2 birlikdan oshmasin va u birinchi bo‘yoqqa
bo‘lgan talabdan 1 birlikka katta bo‘Isin.

Har bir bo‘yoqning bir birligini ishlab chigarish uchun kerak
bo‘lgan xomashyolar miqdori hamda korxonaning har bir birlik
bo‘yoqni sotishdan oladigan daromadi quyidagi jadvalda keltirilgan.

Xomashyolar
Bo‘voqlar y 1 2 Foyda
I 1 2 3
II 1 2
Zaxira 6 8

Har bir bo‘yoqdan ganchadan ishlab chigarilganda ularga sarf
qilingan xomashyolar miqdori ularning zaxiralaridan oshmaydi,
daromad eng yuqori bo‘ladi hamda talab bo‘yicha shartlar bajariladi?
Masalaning optimal rejasini toping.

Masaladagi noma’lumlarni belgilaymiz:

x, — 1shlab chiqarish rejalashtirilgan I mahsulotning miqdori;

x, — ishlab chiqarish rejalashtirilgan IT mahsulot migdori.

U holda masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi
X +2x,<6

2x, +x,<8

x,—x <1

x, 20

0<x,<2

Y =3x, +2x, = max.
Masalani grafik usulda yechib, D(%;l%) optimal nuqta ekanligini

aniqlaymiz.
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il NN

O 4 6 x

. . : : : 1
Optimal yechim quyidagicha bo‘ladi: x1=3§;x2:1%;YmaX:12§

Demak, korxona birinchi bo‘yoqdan 3% birlik, ikkinchisidan 1% birlik

ishlab chiqarishi kerak. Bu holda uning oladigan daromadi 12%

birlikka teng bo*ladi: XO(%,%), Y:12§.

Endi masalaning optimal yechimini tahlil qilamiz. Buning
uchun D-optimal nuqtani garaymiz. Bu nuqta 2x,+x,=8 va
x,+2x,=6 to‘g‘ri chiziglarning kesishgan nuqtasi. Bu esa, bo‘yoq
ishlab chiqarish uchun sarf qilinadigan ikkala xomashyoning ham
kamyob ekanligini ko‘rsatadi. Optimal nuqta bilan bog‘liq bo‘lgan bu
shartlar aktiv shartlar, optimal nuqtaga bog‘liq bo‘lmagan shartlar esa
passiv shartlar deb ataladi. Biz ko‘rayotgan masalada mahsulotlarga
bo‘lgan talabga qo‘yilgan -x,+x,<1 va x,<2 shartlar optimal
nuqtaga bog‘liq emas va shu sababli, bu shartlar passiv shartlar.

Passiv shartlarga mos keluvchi resurslar kamyob bo‘lmaydi va
ularning ma’lum darajada o‘zgarishi optimal yechimga ta’sir
qilmaydi.

Aksincha, aktiv shartlarga mos keluvchi resurslarni bir birlikka
oshirilishi optimal yechimning o‘zgarishiga olib keladi.

Masalan, birinchi xomashyo zaxirasini bir birlikka oshirilishi
optimal yechimga qanday ta’sir ko‘rsatishini ko‘rish uchun uning
zaxirasini 7 ga teng deb olamiz. U holda CD to‘g‘ri chiziq o‘ziga
parallel ravishda yuqoriga ko‘tariladi va DCK uchburchak reja
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ko‘pburchagiga qo‘shiladi. Natijada K nuqta optimal nuqtaga
aylanadi.

Bu nuqtada x,=2;x +2x,=7;2x,+x,=8 to‘g‘ri chiziqlar kesi-
shadi. Shuning uchun endi masalaning 0<x, <2; x, +2x, <7; 2x, + x, <8
shartlar aktiv shartlarga aylanadi. Demak, yangi optimal yechim:
X°2,3), Y =13.

Xuddi shunday yo‘l bilan ikkinchi xomashyoni bir birlikka
oshirish optimal yechimni qanday o‘zgartirishini ko‘rsatish mumkin.

Bundan tashqari, kamyob bo‘lmagan xomashyolar miqdorini,
optimal yechimga ta’sir qilmagan holda, ganchalik kamaytirish
mumbkinligini ham ko‘rsatish mumkin.

Yuqoridagi 8-shaklda BC kesma x,=2 chizigni, ya’ni masa-
laning 4-shartini ifodalaydi. Ma’lumki, bu — passiv shart. Magsad
funksiya qiymatini o‘zgartirmagan holda passiv shartni qanchalik
o‘zgartirish mumkin ekanligini aniglash uchun BC kesmani o‘ziga
parallel ravishda pastga, D nuqta bilan kesishguncha siljitamiz. Bu

4 :
nuqtada x, = 3 bo‘ladi.
Demak, ikkinchi bo‘yoqqa bo‘lgan talabni optimal yechimga
ta’sir qilmasdan g gacha kamaytirish mumkin ekan.

Shunday yo‘l bilan masalaning optimal yechimiga ta’sir
etmasdan, uning boshqga passiv shartning o‘ng tomonini ganchaga
kamaytirish mumkin ekanligini ko ‘rsatish mumkin.

3.4. Chiziqli programmalash masalasini yechishning
simpleks usuli

Simpleks usuli eng keng foydalaniladigan barcha ragamli algo-
ritmlardan foydalanadigan keng tarqalgan chiziqli dasturlash usul-
laridan biri. Bu 1940-yilda ishlab chiqgilgan bo‘lib, chiziqli dasturlash
modeli sifatida iqtisodiy, ham harbiy rejalalarni amalga oshirish
uchun ishlatilgan.

Simpleks wusuli fagat chizigli dasturlash muammolarini
yechishga qaratilgan bo‘lsada, uning yechish texnikalari umumiy
qizigishga sazovordir. Bu texnika chizigsiz optimallashtirish
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muammolarini chizigli cheklovlardan foydalanish va chizigsiz
cheklovlarni umumiylashtirishi mumkin.

Dansig yaratgan simpleks usul bilan chizigli programmalash
masalasi (ChPM)ning optimal yechimini topish uchun ChPM
kanonik shaklda va cheklamalar sistemasi keltirilgan tenglamalar
sistemasi shaklida bo‘lishi kerak. Simpleks usuli ChPMning optimal
yechimini chekli gadamdan so‘ng topishga yordam beradi.

Bizga quyidagi ChPM berilgan bo‘lsin.

Z=C"x — min
Ax=D>b
x=0.

Bu yerda x quyidagicha ko‘rinishda ifodalanadi:

Xp
x:( j
Ay

Bu bazis o‘zgaruvchilarning vektori esa nolga teng bo‘lgan
bazis bo‘lmagan o‘zgaruvchilarning vektori. Magsad funksiya
quyidagicha yoziladi:

Z=Cix, +Cix,,
bu yerda bazis o‘zgaruvchilarning koeffitsiyentlari va bazis
bo‘lmagan o‘zgaruvchilarning koeffitsiyentlari orgali bu tenglikni
quyidagicha yozishimiz mumkin:
Bx, + Nx, =b.
Qaytadan yozilganda quyidagicha bo‘ladi:
x, =B 'b—B ' Nx,.

Bazis bo‘lmagan o‘zgaruvchilarni qiymati o‘zgartirish orqali
Ax=b tenglikka barcha mumkin bo‘lishi bo‘lgan barcha yechimlarni
qo‘lga kiritamiz.

Bu formulani z formulaga almashtirsak, quyidagi formula kelib
chigadi

Z=C.B'b+(C},—C,B'N)x,.

Agar biz y=(C;B") =B7"C,, ni aniqlasak, z ni quyidagicha

yozishimiz mumkin:

Z=y"b+(C -y "N)x,.
Bu formula samaraliroq. y vektor simpleks vektorning ko‘paytiruv-
chilaridir. Magsad funksiya va bazis o‘zgaruvchilarning qiymati
x, =0 giymatga qo‘yish orqali topiladi.
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Xz=b=B"b va Z=C,B b.

Bazis Xg Xy b,
z Cy Cy
Xp B N b

va bazis asosda jadval quyidagicha bo‘ladi.

Bazis Xg Xy b,
_7 0 Ci —CIB'N 0
Xp I B'N B'b

Bu simpleks jadvalining rasmiy formulalari hisoblanadi. Bizga
quyidagi ChPM berilgan bo‘Isin.

X o .
Xy T e (3.24)
Xt T
ijO, jzl,_n, (3.25)
Y =cx +cx,+...+cx, > min (3.26)

Ko‘rinib turibdiki, bu masalada cheklamalar keltirilgan teng-
lamalar sistemasi ko‘rinishidadir. Sistemani vektor shaklida yozib
olamiz:

X

m+1

Bx,+Px,+..+Px +P
bu yerda, B, B, ..., P, vektorlar sistemasi m-o‘lchovli fazoda chiziqli
erkli birlik vektorlar sistemasidan iborat bo‘lib, bazis vektorlar
sistemasini tashkil etadi. Ular m-o‘lchovli fazoning bazisini tashkil
qiladi. Ushbu vektorlarga mos keluvchi x, x,, ..., x, o‘zgaruvchilar
“bazis (erksiz) o‘zgaruvchilar” deb ataladi. x, ,, x,.,,..., x, 0‘zga-
ruvchilar bazis bo‘lmagan (erkli) o‘zgaruvchilar. Agar erkli
o‘zgaruvchilarga 0 qiymat bersak, bazis o‘zgaruvchilar ozod hadlarga
teng bo‘ladi. Natijada X,=(b,b,,....h,,0,...,0) bazis yechim hosil
bo‘ladi. Bu yechimni boshlang‘ich bazis yechim deb ataymiz.
Quyidagicha belgilashlar kiritamiz: P, —bazis vektorlar sistemasi;
C,-maqsad funksiyasida bazis o‘zgaruvchlar oldidagi ¢, koefti-

tsiyentlar.

+..+Px =F,
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Yugqoridagilardan foydalanib, quyidagi jadvalni hosil gilamiz.

P C 1)0 ¢ ) Cm Cm+1 Ck <o cn
’ ’ P | P P | P P P

1 2 m m+l k n

A C b, 1 0 0 | &, dy; a,
b, G b, 0 1 0 | %,y Ay | .o | Gy,
A & b, 0 0 0 | a4, ay @i
P m cm bm O O e 1 amm+l amk amn

Bu jadval simpleks jadvali deb ataladi. X,=(b.b,,...,b,,0,...,0)
boshlang‘‘ich bazis rejani optimallikka tekshirish uchun bu jadvalga
qo‘shimcha A={A,, A}, j=1n satr kiritamiz.

Jadvalning £, ustiniga mos A, ni quyidagicha hisoblaymiz:
A=Y, =Y be.. (3.27)
i=1
Jadvalning P, ustinlariga mos A, larni esa quyidagicha hisoblaymiz:

A =>ac—c,. (3.28)

C C C, C.. C C,

Bl Gk Pl P2 P | P | Pk P
1 2 m m+l k n

A € b, 1 0 0 | | ... ay e a,
P, Gy b, 0 1 0 || ... | 9y N
Pl Cl b[ O O 0 a1m+1 cee alk aln
Pm Cm bm 0 O e 1 amm+1 e amk oo amn
AJ A0 A1 A1 oo Am m+l Ak An

(3.28) formuladan ko‘rinib turibdiki, simpleks jadvaldagi bazis
vektorlarga mos A, lar har doim 0 ga teng.
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Agar ¢, ustunlarga mos barcha A, lar uchun A <0 shart
bajarilsa, u holda X,(b,b,,...,b,,0,..,0) yechim optimal yechim
bo‘ladi. v chiziqli funksiyaning minimal qiymati ¥, ga teng bo‘ladi.

Shunday qilib, A,<0 shart (3.24)-(3.26) ChPM uchun
optimallik sharti deyiladi.

Agar kamida bitta j; uchun A;>0 bo‘lsa, u holda
X,(b,b,,...b,,0,..,0) masalaning optimal yechimi bo‘la olmaydi.

Bunday holatda topilgan X, (b,b,,....b,,0,..,0) bazis rejani
optimal rejaga yaqin bo‘lgan boshqga bazis rejaga almashtirish kerak.

Yangi bazisga kiritiladigan vektorni
max A, (3.29)

A]->0

shart asosida aniqlaymiz.
Masalan, maxA, =A, bo‘lsin. Demak, yangi bazislar sistemasida

P, vektor bazis vektor sifatida qatnashishi kerak. Agar P, vektor bazis
vektorlar sistemasiga kiritilsa, u holda eski P -bazis vektorlardan

birortasini bazisdan chiqarish kerak, chunki (3.24) sistemaning asosiy
matritsasi 4 matrisaning rangi: rang(4)=m. Bazisdan chigariladigan

P, i=1,m vektorni aniglash uchun — nisbat orqali aniqlovchi
A

koeffitsiyent tushunchasini kiritamiz. Bazisdan chiqgariladigan

P, i=1,m vektorni

1

. b
min —— (3.30)
a; >0 aik
shart asosida aniqlaymiz.
Masalan, mini b bo‘lsin. Demak, P vektor bazisdan

w0y ay
chigariladi. Bu holda g, element hal qiluvchi element sifatida
belgilandi. Shu element joylashgan / satrdagi P vektor o‘rniga u
joylashgan & ustundagi B, vektor bazis vektor sifatida kiritiladi.

Buning uchun simpleks jadvalida quyidagi elementar
almashtirishlar bajariladi.
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1. [ satrdagi barcha: b5,q, elementlarni a, hal qiluvchi

4

. b a a a, .
elementga bo‘lib, bu satrda —-, 2, ... &L [, “k1 " elementlarni
Ay Ay a, Ay

hosil gilamiz. U holda jadval quyidagi ko‘rinishga keladi:

])0 ¢ ) coe Cm Cm 1 Ck cn
G PP PP P ak
1 2 v m m+1 k n
b]
A ¢ b, 1 O | ... 0 || ... | G| ...| @, |
A
b2
Pz C, bz O 1 . O a1 I Ay, . a,, _
a;
b a a b
B CZ It 0 O O Im+1 1 In I
Ay Ay Ay ||
bm
P m cm bm O O s 1 amm+1 s amk s amn o
amk
Aj A0 A1 A1 Am Am+1 Ak e An

2. P, vektorni bazis vektorga aylantirish uchun, ya’ni jadvalni

quyidagi
P C E) Cl Cl cm Cm+1 Ck Cn
b b
Pl PZ Pm Pm+1 Pk n
a; ~ -
Pl Cl bl 1 eee T e e O ‘“”u oo O oo ‘“,
ay
i ~ ~
P, G bz 0 0 | 0 ¢
ay
b 1 a a
/ /
A A Ay ay
amk ~ ~
P lc, | b |0 1 | 0 ‘..
ay
AJ A0 A1 — Am —m+1 —k =y
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ko‘rinishga keltirish uchun jadvalda quyidagi elementar almash-

tirishlarni bajaramiz:
Lo cap ¢ Lagizl, (3.31)
Ay ' S ay
Bu jarayonni barcha A, lar uchun A, <0 shart bajarilguncha
davom ettiramiz. Har bir gadamda A, <0 optimallik shartini tekshirib

boramiz.
Shunday qilib quyidagi teoremalar o‘rinli.

1-teorema. Agar biror bir X°=(x}, xJ,...,x",0,...,0) bazis reja
uchun A; <0, (j= 1,n) tengsizlik o°rinli bo‘lsa, u holda bu reja optimal
reja bo‘ladi.

2-teorema. Agar X’ bazis rejada biror bir j uchun A, >0 shart
o‘rinli bo‘lib qolsa, x° optimal reja bo‘lmaydi va u holda shunday X,
rejani topish mumkin bo‘ladiki, uning uchun
Y(X)<Y(X°)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Agar biror bir ; uchun A >0 tengsizlik o‘rinli bo‘lib, bu
ustundagi barcha elementlar uchun a,<0 (i=Lm; j=1n) bo‘lsa, u

holda masalaning maqsad funksiyasi chekli ekstremumga ega
bo‘lmaydi.
Shuning uchun quyidagi shartlarga:

1. A, >0; 2.a,<0 (i=Lm; j=Ln)
(3.24)-(3.26) masalaning optimal yechimga ega bo‘lmaslik sharti
deyiladi.

Agar ChPMda maqgsad funksiyasi
Y=cx, +cx,+...+¢x —> max

ko‘rinishda bo‘lsa, u holda masalaning optimallik sharti sifatida:
A 20, (j= I,n) tengsizlikni; masalaning optimal yechimga ega
bo*‘“““Imaslik sharti sifatida esa:

1.A, >0 2.a,<0 (i=1m; j=1,n)
tengsizliklarni qabul qilamiz.
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1-misol. Quyidagi masalani simpleks usul bilan yeching.
—2x,+x,<2;
—x, +2x, <7,
x <35
x,20 (j=12)
Y =—x, —2x, > min.
Yechish: Bu chizigli tenglamani standartlashtirish uchun
qo‘shimcha o‘zgaruvchilar kiritamiz.
=2x,+ X, +x;,=2;
—x, +2x,+x, =17,
X, +x,=3;
x,20 (j=1,2,...,5)

Y =—x, —2x, - min.

-1 ) 0 0 0
P C k
b | R | B | R | A | R | B |*®
P 0 2 2 1 1 0 0
P 0 7 a1 | 2 0 1 0 %
P, 0 3 1 0 0 0 1 -

A, 0 1 0 0 0
P, 2 2 2 1 1 0 0
P, 0 3 3 0 2 1 0
P 0 3 1 0 0 0 1 3
A, 4 0 2 0 0
1 2
B | - HE - ]
) 2 4 0 1 : : 0
2 1
P -1 1 1 0 = | = 0 -
1 3 3
2 1
P 2 d
) 0 2 0 0 : 3 1 3
4 5
A, -9 0 0 . - 0
3
1 1
P, 2 5 0 1 0 > >
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I -1 3 1 0 0 0 1
1 3

P _= 2
3 0 3 0 0 1 > 5
A, -13 0 0 0 -1 -2

Simpleks usulning I bosqichida bazis vektorlar sistemasiga P,
vektor kiritilib P, vektor bazisdan chiqarildi, IT bosqichida P, bazisga
kiritildi va P, bazisdan chiqgarildi. Simpleks jadval (3.31) formulalar
asosida almashtirilib borildi. IIT bosqichda optimal yechim topildi:
X,=(3,5,3,0,0), Y. =-13.

2-misol. Quyidagi masalani simpleks usul bilan yeching.

—2x,+x,<2;
—x, +x, <3;
x, <3;
x,20 (j=1,2)
Z =—Xx, = min.
Yechish: Bu chizigli tenglamani standartlashtirish uchun
qgo‘shimcha o‘zgaruvchilar kiritamiz.
=2x, + X, +x; =2;
—x, +x, +x, =3;
X, +x,=3;
x,20 (j=12,.,5)

Z =—x, = min.

-1 0 0 0 0
LS TRl R R A AR Bk
P 0 2 2 | 1 0 0 ]
P, 0 3 -1 1 0 1 0 ]
P 0 3 1 0 0 0 1
A, 0 0 0 0 0
P 0 8 0 1 1 0 1 ]
P, 0 6 0 1 0 1 1
R -1 3 1 0 0 0 1
A, 3 0 0 0 0 1

—
N
(9]



X,=@3,0,8,6,0,), Y

min

=3,

3.5. Sun’iy bazis usuli

ChPM masalasi quyidagi ko‘rinishda bo‘lsin:

a,x,+a,x,+..+a,x =b,
ay X, +ay,Xx, +..+a, x =b,,

mnxn = bm 2

x,20, x,20, ..., x, 20, (3.32)

Y=cx, +c,x,+...4+¢c x, — min.

a, x, +a,,x, +..+a

Bu masalada tenglamalar sistemasi keltirilmagan. Shu sababli
undagi tenglamalarga x,,,, x,.,, ..., x,.,, —sun’iy o‘zgaruvchilar kiritib,

uni kengaytirilgan sistemaga aylantiramiz. U holda quyidagi masala
hosil bo‘ladi:

a, X, +a,x, +---+a,x, +x,,=b,

Ay X+ X, + -+ ay,,x, + X, =b,),

a,x+a, x,+--+a, x +x,_ =b

mn~"n m?2

x=20,..,x,20,x,20,.,x, >0, (3.33)

n+l —

Y=cx +c,x,+ ...+cx, +M(x,, +..+x,, )—> min.

Bu yerda, a -yetarlicha katta musbat son.

Sun’ly bazis o‘zgaruvchilariga mos P, P.,, ... vektorlar
“sun’ty bazis vektorlar” deb ataladi. Berilgan (3.32) masalaning

optimal yechimi quyidagi teoremaga asoslanib topiladi.

, P

n+m

1-teorema. Agar kengaytirilgan (3.32) masalaning optimal
yechimida sun’iy bazis o‘zgaruvchilari nolga teng bo‘lsa, ya’ni:
x,,,=0 (i=Lm) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda bu yechim berilgan

(3.33) masalaning ham optimal yechimi bo‘ladi.

166




Agar kengaytirilgan masalaning optimal yechimida kamida bitta
sun’ly bazis o‘zgaruvchi noldan farqli bo‘lsa, u holda boshlang‘ich
masala yechimga ega bo‘Imaydi.

Sun’1y bazis usuli magsad funksiyaga jarima(penalty) termini
kiritiladi qaysiki bazisga sun’ty o‘zgaruvchilar kiritishga mo‘ljal-
langan. Biz yana shartni minimallashtirish namunasidan metodni
oydinlashtirish uchun foydalanamiz:

3x, +2x, =14
2x,—4x,22
4x, +3x, <19
X;,%, =20
Z =2x,+3x, > min

Oldingidek, standart shaklga keltiramiz va sun’1y o‘zgaruvchlar
kiritiladi. Lekin bu holatda qo‘shimcha 1 muammo bosqich tashkil
qilish o‘rniga, maqgsad funksiya qo‘yilgan shartni minimumga
aylantiriladi.

Z' =2x,+3x, + Ma, + Ma, — min
Bu yerda M eng katta musbat sonni ifodalaydi. Umuman, har bir
sun’1y o‘zgaruvchini ifodalovchi bitta penalty termin bor. Kompyuter
hisoblari uchun M programma chizig‘ining yechimlari orasida
vujudaga kelishi mumkin bo‘lgan boshga hamma sonlar uchun
dominat yetarli katta son.

Agar M katta bo‘lsa, musbat sun’iy o‘zgaruvchini o‘z ichiga
olgan gandaydir bazis maqgsad funksiya Z' qiymatini ham katta
musbat songa olib boradi. Agar qandaydir bazis dastlabki chizigli
programmalash masalasining mumkin bo‘lgan javobi bo‘lsa, u holda
o‘rganilayotgan bazis o‘z ichiga hech qanday sun’iy o‘zgaruvchilarni
olmaydi va uning maqsad qiymati kichikroq bo‘ladi. Chunki sun’iy
o‘zgaruvchilar ular bilan katta qiymatli bog‘liglikka ega, simpleks
usul, agar bu mavjud bo‘lsa, ularni bazisdan oxirida olib tashlaydi.
Qandaydir ba’zis jarima muammosi bo‘lgan yechim bo‘ladi gaysiki
bazis emas hamma sun’1y o‘zgaruvchilar (va bundan buyog‘iga nol)
ham orginal muammoga mumkin bo‘lgan yechim bo‘ladi.

Sun’1y bazis usulida magsad funksiya 1 muammo bosqgichida
magsad funsiyaning chegarasi sifatida olinishi mumkin. Sun’1y bazis
usulining maqsad funksiyasi mavjud:
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Bu magsaddan foydalanishga teng:

Z'=ch+MZal.

Z:M_lch+Zal.

Chegaralarni M — « sifatida olish 1 magsad bosqichini beradi.
Natijada 1 muammo bosqichi ko‘rinishi Sun’1y bazis usuli ko ‘rinishi-
dan fagat tepa gatordan farq qiladi. Shu sababli, biz simpleks usulini
misollarda tezroq ko‘rib chiqamiz, ikki bosqich usulini tekshirishni

amalga oshirishga nisbatan.

Bizning misolda, jarima (penalized) muommo uchun dastlabki

bazis bilan sun’1y o‘zgaruvchilar quyidagini beradi.

Bazis X Xy X3 Xy a, a, by
_7 2 3 0 0 M M
a, 3 2 0 0 | 0 14
a, 2 -4 -1 0 0 1 2
Xy 4 3 0 1 0 0 19

Oldingidek, sun’1y o‘zgaruvchilar uchun qisqartirilgan qiymatlar
nol bo‘lmaydi va muammo doimiy bazis terminida yozilishi mumkin.

Bazis X Xy X Xy a, a, b,
7 | SM*2 | 2M+3 | M 0 0 0 -16M
4, 3 2 0 0 1 0 14
a, -4 -1 0 0 1 2
Xy 4 3 0 1 0 0 19

Birinchi takrorlashda, x, kirayotgan o‘zgaruvchi va a, chiga-
yotgan o‘zgaruvchi. Ikki bosqich usulidagidek, sun’iy o‘zgaruvchi
bazisni tark etsa, u ahamiyatsizga aylanadi va muammodan olib

tashlanadi. Tayanch nuqta muvozanatlashgandan keyin (va a, olib
tashlangandan), biz quyidagicha bazis yechim olamiz:
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Bazis X Xy X3 Xy a, bO
L 0 _8M+T —%M 10 0 | -11M2
3
a, 0 8 > 0 1 11
1
X, 1 2 -3 0 0 1
X, 0 2 1 0 15

Ikkinchi takrorlashda, x, kiritilayotgan o‘zgaruvchi va x, chiqib
ketayotgan o‘zgaruvchi. Tayanch nuqta muvozanatlashgandan keyin
(va a, ustun olib tashlangandan keyin u ahamiyatsiz), biz quyidagi
yangi bazis javobni olamiz:

Bazis X X X3 Xy a, by
M16 | 8M-7 M 1127

—Z 0 0 > 11 O 1

a, 0 0 " - 1 ¥

X 1 0 = = 0 =

X, 0 1 = = 0 =

Uchinchi takrorlashda, x, kiritilayotgan o‘zgaruvchi va a, chiqib

ketayotgan o‘zgaruvchi. Tayanch nuqta muvozanatlashgandan keyin
(va g, ustun olib tashlangandan keyin chunki u ahamiyatsiz), biz

yangi bazis yechimni olamiz:

Bazis X Xy X Xy b,
_7 0 0 0 -5 -11

X; 0 0 1 -16 2

X, | 0 0 -2 4

X, 0 1 0 3 1

Jorty bazis o‘z ichiga hech qanday sun’ty o‘zgaruvchini
olmaydi, shuning uchun bu haqiqiy muammo uchun mumkin bo‘lgan
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maqgsad. To‘rtinchi takrorlashda, x, uchun qisqartirilgan qiymat

bo‘lishsiz shuning uchun u optimal bazis emas. Muvozanatlashish
quyidagini beradi:

Bazis X, X, X, X, b,
5 28
~Z' 0 3 0 0 3
X; 0 % 1 0 23—2
X, 1 % 0 0 %
X, 0 % 0 | %

Bu bazis optimal. Kutilgandek, bu ikki — bosqich usuldan
olingan optimal bazis bilan bir xil.

Programmalarda bajarishda penalty uchun mos qiymatni tanlsh
qiyin bo‘lishi mumkin.

M muammoda boshqa qiymatlar uchun dominant bo‘lishi uchun
yetarlicha katta bo‘lishi zarur, lekin u juda katta bo‘lsa, uni aylana
bo‘ylab hisoblashda jiddiy muammolar kelib chigadi.

1-misol. Masalani sun’iy bazis usuli bilan yeching;:

X, +3x, +2x, +2x, =3,
{2x1+2x2 +x; +x, =3,
x,20,x,20,x,20,x, =20,

Z =5x,+3x, +4x, — x, &> max.

Yechish: Masalada maqgsad funksiyasiga qo‘yilgan shartni
minimumga aylantirib, sun’ity x, =0, x, >0 o‘zgaruvchilar kiritamiz
va uni quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:

X, +3x, +2x;, +2x, + x5 =3,
{2x1+2x2 +x, +x, +x, =3,
x,20,x,20,x,20,x, 20, x, 20, x, =0,
Z =-5x,-3x, —4x, + x, + M (x; + x;) = min.

Hosil bo‘lgan masalani simpleks jadvaliga joylashtirib, uni
simpleks usul bilan yechamiz.
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-5 -3 -4 1 M M
P |C | P a.k.
% R TR [ B | AR | B | B
PlM| 3 1 3 2 2 1 0
FIM| 3 2 2 1 1 0 1 %
A, 6M 3M 5M 3M 3M 0 0
1 2 2 1
P3| 1 — 1 = = — 0 3
3 3 3 3
1 1
Blm| 1 3 0 —= —= 2 RS
4 3 3 3 4
4 1 1 5
A, M —M 0 ——M | =M | =M 0
' 3 3 3 3
3 3 3 1 1
p|3| 2 0 1 = = —~ — |1
: 4 4 4 2 4
R -5 3 1 0 _l _l S E -
4 4 4 2 4
A, -6 0 0 2 M | -M
4 2 |
Pl4| 1 0 — 1 1 = —=
3 3 3
1 1 2
Pl-s| 1 1 — 0 0 —— =
3 3 3
A, 9 0 4 0 -5 M | M
Kengaytirilgan masalaning optimal yechimidagi sun’iy

o‘zgaruvchilar 0 ga teng. Shuning uchun (I-teoremaga asosan)
berilgan masalaning optimal yechimi:
X,(1,0,1,0), Z. =-9 7Z =9.

Aynigan chiziqli programmalashtirish masalasi. Sikllanish va
undan qutilish usuli (¢-usul). Agar ChPM da P, bazis vektorlarga mos
keluvchi birorta x’ =0 bo‘lsa, ya’ni

P, =Px +Px,+..+Px, (3.34)

yoyilmadagi x, lardan kamida bittasi nolga teng bo‘lsa, chiziqgli
programmalashtirish masalasi aynigan chizigli programmalashtirish
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masalasi deyiladi va P, bazis vektorlarga mos keluvchi bazis reja esa
aynigan reja bo‘ladi.

Yugorida, simpleks usulni asoslash jarayonida chizigli program-
malashtirish masalalarini aynimagan deb faraz qilgan edik. Bu
farazga ko‘ra simpleks usulning har bir iteratsiyasidan so‘ng chiziqli
funksiyaning qiymati kamaya borishini va chekli sondagi iteratsiya-
dan so‘ng u o‘zining optimal qiymatiga erishishi mumkinligini
ko‘rsatgan edik.

Agar masalaning bazis rejasi aynigan reja bo‘lsa,

0=—=0 (3.35)

bo‘lishi mumkin. U holda bir bazis rejadan ikkinchisiga o‘tganda,
chizigli funksiyaning qiymati o‘zgarmaydi. Ba’zan bunday
masalalarni yechish jarayonida sikllanish holati, ya’ni ma’lum
sondagi iteratsiyadan so‘ng oldingi iteratsiyalardan birortasiga
qaytish holati ro‘y berishi mumkin. Sikllanish holati ro‘y bergan
masalalarda optimal reja hech gachon topilmaydi. Sikllanish odatda,
bazis rejadagi birdan ortiq x,=0 bo‘lgan holatlarda ro‘y berishi
mumkin. Birdan ortiq vektorlar uchun =0 bo‘lganda bazisdan
chiqariladigan vektorni to‘g‘ri aniqlash sikllanish holatini oldini
olishda katta ahamiyatga egadir. Bundan ko‘rinadiki, aynigan
masalalarni yechishga moslashtirilgan usullar masalaning optimal
yechimini topishga ishonch bildirib bazisdan chigariladigan vektorni
tanlashning yagona yo‘lini ko‘rsatishi kerak.

Aynigan chiziqli programmalashtirish masalasining geometrik
tasvirini 3-rasmdan ko‘rish mumkin. Bunda F, vektor B,P, PR
vektorlardan tuzilgan qavariq konusning sirtida yotibdi. Shuning
uchun F, vektor B, P, P, vektorlarning qavariq kombinatsiyasi
sifatida ifodalab bo‘lmaydi, lekin uni £ va P, vektorlarning qavariq
kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin. £, ni B, B, B, vektorlarning
qavariq kombinatsiyasi orqali ifodalash uchun PBx +Px, + Bx,
yoyilmadagi P, vektorning koeffitsiyenti x, =0 bo‘lishi kerak.
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Agar P, vektorni >0 ga siljitib B, P, P, vektorlardan tashkil
topgan qavariq konusning ichiga kiritsak, u holda uni B, B, P,
vektorlarning gavariq kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin
bo‘ladi. P, vektorni qavariq konusning ichiga siljitish uchun ixtiyoriy
kichik &>0 son olib, B, B, B, vektorlarning

eP+&°P +¢&°P,
kombinatsiyasini tuzamiz va uni masalaning
Fx, +Px, + Bx; = K
cheklamalarining o‘ng tomoniga qo‘shib yozamiz:
Px,+Px,+Px,=P,+&P+&P,+ &P, =P(&). (3.36)

Hosil bo‘lgan F(¢) vektor B, B, B, vektorlardan tashkil togan
qavariq konusning ichida yotadi (3-rasm). Demak, Py ni B, B, B
vektorlarning qavariq kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin.

Xuddi shuningdek, umumiy holda berilgan masalaning

Px,+Bx,+..+x P +..+Px =P, (3.37)

cheklamalarini quyidagicha yozish mumkin:
Bx+Px,+..+x, P +..+Px =
) (3.38)
=P +sP+&P+.+&"P +...+&"P =F(&)
Faraz qilaylik, B, PB,.., P, bazis vektorlar bo‘lib, ular B
matrisani tashkil qilsin. U holda
X=B"'P>0 (3.39)

berilgan masalaning yechimi va
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X(e)=B'P(£)=0 (3.40)
o‘zgartirilgan (3.6) chegaralovchi shartli masalaning yechimi bo‘ladi.
X;=B"P, (3.41)
tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun (3.39) ni ushbu ko‘rinishda ifodalash
mumkin.
X(&)=B'P+&B'P+&B'P+..+&"B'P,+..+&"B"'P, =

—X+eX, +EX, +..+"X +.+6"X,. (3.42)
Demak, sistemaning o‘ng tomoni 5.(¢) quyidagicha aniqlanadi:
b(e)=b+Y ela, (3.43)
j=1
b(s)=b +& + i ga, (3.44)

J=m+1

¢ kichik son bolgani uchun 4.(s)>0.
Simpleks usulini qo‘llash jarayonida bazisdan chiqariladigan F,
vektorni aniglash uchun

0, = bie) _ min be) s > () (3.45)
ay B ay
formuladan foydalanamiz. Farazga asosan b(e) nisbat i=/ da
iy
minimumga erishadi.
Agar
0, = m_inw, (a, >0)
boay

qiymat, i=/ indeks uchun o‘rinli bo‘lsa, u holda F bazisdan
chigariladi.

Bazisga kiritiladigan P, tanlangandan so‘ng, simpleks jadval
ma’lum yo‘l bilan almashtiriladi. Natijada topilgan yangi X(¢) bazis
reja yetarli darajada kichik ¢ uchun aynimagan reja bo‘ladi.

Amalda aynigan chizigli programmalashtirish masalasi juda
kam uchraydi. Quyida biz keltiradigan masala amerikalik matematik
Bil tomonidan tuzilgan.
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1 1
le —60x, —E)% +9x, +x,=0,

%xl —90x, —iox3 +3x, +x,=0,

X, +x, =1,

x,20, j=17,

J

Y:—%x1 +150x, _5i0x3 +6x, &> min,

Bu masala aynigan masala bo‘lib, uni yuqorida keltirilgan
“to‘g‘rilash” usulini qo‘llamasak yechganda sikllanish holati ro‘y
beradi. Simpleks usulning 7-iteratsiyasidan so‘ng 2-iteratsiyaga
qaytish holati ro‘y beradi. Agar yuqorida ko‘rilgan “to‘g‘rilash”
usulini go‘llamasak, bu sikllanish holati cheksiz ravishda
takrorlanishi mumkin, demak, masalaning optimal yechimini topish
imkoniyati bo‘lmaydi. Endi masalani “to‘g‘rilash” usulini qo‘llab
yechamiz. Eng avval berilgan masaladagi sistemani quyidagi
ko‘rinishda yozib olamiz:

-

%xl —-60x, —2L5X3 +9x, + x4 =0+%8—6082,

%xl —90x, —%xS +3x, + X, = 0+%8—9082,

X, +x, =1,

Bu yerda ¢ kichik musbat son bo‘lib, uni shunday tanlash
mumkinki, natijada tenglamalarning o‘ng tomoniga ¢ ning faqat
birinchi va ikkinchi darajasini qo‘shish yetarli bo‘lsin. Masalani
simpleks jadvalga joylashtirib yechamiz:

I
3 |
plc | op T3 1055 60 0 0
R | R | PR | R | R | PB|P
|
B0 |S-e0s 5| -60 29 100
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£ 5 1 1
£ _90 2 } -
P, 0 5 & 5 90 %0 3 0 1
P, 0 1 0 0 | 0 0 0
II.
3 4
B 2 | e 2402 -240 B 36 4 0
P 0 2 30 =l 15 2 |
6 30¢& 50 = =
P, 0 1 0 1 0 0 0
3¢ 5 7
_2% 1160 ~ |- -
1 +160s 30 20 33 3 0
I11.
3 8
P 1 £ 40 2 -84 | -12 8
’ ‘ 500 | 2 | 15| 30
P, 0 1 0 1 0 0 0
3¢ 5 2
——+150 — - - -
2 +150¢ 0 >3 18 1 1
IV.
3 2 4] 8
R 2 &—160g -160| 0 -4 3 3
| 100 | 50
P | — 2 1 |-2 -— | —
) 50 500& 500 50 3 3
100 50
P, 0 1—500¢> -500 | 0 | 250 5 | 3
3¢ 5 5 7
2% 1110 ; S
J +110& 40 0 2 3 3
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3| 2 ) 4 | 12 2
P | -2 | = 4+e-168¢ i L e
! 4 | 125 L|-1681 0 1 0 51 5 | 125
1
P | -—— 1 1 1
) p 0| o 01| o 0
)2 6 _;L__ 2 0 9 0 1 22 __L_ _l_
4 250 i 15 15 | 250
1 3¢
_____ 7 11| 3
125 4 0 | 36|00 = | -—=]—=
l1as? 5 5 | 125
VI.
Pl -3 Licioe2 1 180 0l 6 |0 2 |
! 4 | 125 ] 25
1
P, 30 500 +1 0 0 1 0 0 0 1
3 ) 15 1 3
i | _ -~ __ -
o0 100 o 01 -151 015 I 2 | 100
L1 3 21 3 1
1356 —— - == - -= | ——
&5, 0 -1510 : 0 > | oo

Shunday qilib, yuqoridagi “to‘g‘irlash” usulini qo‘llab masalani
yechganda 6-bosqichda optimal yechim topiladi.

X(g)= 18082+8+L; 0; 500& +1; O;i—ISg2 :
25 100

3¢ 1

=—135¢" - = ——.

(&) =135 =20
Berilgan masalani yechimini topish uchun &=0 deb qabul

qilamiz. Javob:

Y

min

X, :(L; 0; 1, 0; ij, Y . :—L.
25 100 20

3.6. Ikkilanish nazariyasi

Quyidagi ChPMni qaraymiz:
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a,x, +a,x,+..+a,x <b,

a,x, +a.,x,+..+a,x <b, (3.46)

a,.x ta,,x,+..+a,x,<b,

F =c¢x, +¢,x, +...4+¢,x, —> max (3.47)
Bu masala matrisa shaklida quyidagicha yoziladi:
AX < B, (3.48)
F =CX — max.
1-ta’rif.
ann + a\y, +...+ a V. =¢C,
a,y, +ay,y, +..+a,y, =c, (3.49)
a + a,,V, +...+ a,V,=¢C,
.20, i=Lm (3.50)
I _,, b5y, +..+by —>min (3.51)

masala (3.46), (3.47) masalaga ikkilangan masala deyiladi.

U holda (3.48) masalaga ikkilangan masala quyidagicha yoziladi:

AY=C",
¥,20,i=1n, (3.52)
I _ _ >min.

Buyerda Y =y, »,..,), C=(¢ ¢, ..c,).

Yugoridagidan foydalanib ikkilangan masalani qurish qoidasini
keltiramiz:

1. Berilgan masala koeffitsiyentlaridan tashkil topgan asosiy
matrisa

a, dp a,
e a, A4y a,,
aml am2 amn

ko‘rinishda bo‘lsa, u holda ikkilangan masalaning asosiy matrisasi
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al 1 aZl aml
ST = dp Ay A2
aln aZn amn

ko‘rinishda bo‘lib, 4 matrisaga transponirlangan bo‘ladi.

2. Ikkilangan masaladagi noma’lumlar soni berilgan masaladagi
cheklamalar soniga teng. Ikkilangan masaladagi cheklamalar soni esa
berilgan masaladagi noma’lumlar soniga teng bo‘ladi.

3. Ikkilangan masalaning maqsad funksiyasi koeffitsiyentlari
berilgan masalaning ozod hadlardan iborat bo‘ladi. Ikkilangan
masalaning ozod hadlari esa berilgan masalaning maqgsad funksiyasi
koeffitsiyentlaridan iborat bo‘ladi.

4. Agar berilgan masalada x, >0 bo‘lsa, u holda ikkilangan

masaladagi unga mos j-cheklamaga > ko‘rinishdagi tengsizlik
qo‘yiladi. Agarda x, noma’lumning ishorasi noaniq bo‘lsa, u holda
ikkilangan masaladagi j—cheklamaga tenglik qo‘yiladi.

5. Agar berilgan masaladagi i —cheklama tengsizlikdan iborat
bo‘lsa, u holda ikkilangan masaladagi bu cheklamaga mos
noma’lumning ishorasi y, >0 bo‘ladi. Agarda berilgah masaladagi i —
cheklama tenglikdan iborat bo‘lsa, u holda ikkilangan masaladagi bu
cheklamaga mos y, noma’lumning ishorasi noaniq bo‘ladi.

Har qanday chizigli programmalash masalasi uchun ikkilangan
masala mavjud va uni berilgan masaladagi maqgsad funksiya va
noma’lumlarga qo‘yilgan cheklamalar orqali to‘la aniqlash mumkin.

Biz quyida ChPMlarining ba’zilariga ikkilangan masalani
qurish goidasi bilan tanishib chiqamiz.

Standart ChPM berilgan bo‘lsin:

AX < B,
x, >0, j=Ln, (3.53)
F=CX - max.

A= (AE] ; B= [fj belgilashlar kiritamiz, bu yerda E-nxn o‘lchovli

birlik matrisa, 0— n o‘lchovli nol matrisa. U holda (3.53) masalani
quyidagicha yozish mumkin:
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AX <B,
Y =CX — max.
Bu masalaning ko‘rinishi (3.48) masala bilan mos tushadi.
Demak, ikkilangan masalani yozishda ta’rifdan foydalanish mumkin.
Shunday qilib, ta’rifga asosan (3.54) masala uchun ikkilangan masala

(3.54)

quyidagicha yoziladi:
A'pP=C",
p; 20, i=lLn+m, (3.55)
I _ _ >min.

Bu yerda, P’ =(p P> - pn+m)=(YT, ZT)z(y1 Vo oo Vo 2y Z9 e Z,) 5
A" =(4", - E) ekanligini hisobga olib, oldingi belgilashlarga qaytsak
(3.55) quyidagicha yoziladi:

AY-Z=C",
v, 20, z, >0, i=1lm, j=1n, (3.56)
I _ _ >min.

z,>0 bo‘lgani uchun 4'Y-Z=C tenglik 4'Y >C bo‘lgandagina
o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun (3.53) masalaga ikkilangan masala

AY>C,
y,20, i=1m, (3.57)
I _ _ >min

ko‘rinishda bo‘ladi.
ChPM quyidagicha berilgan bo‘lsin:
AX =B,
x, 20, j=Ln, (3.58)
F =CX — max.
q=k,
q=>k.

Ma’lumki, g=% <:>{ U holda (3.58) masalani quyidagicha

yozish mumkin:
AX<B, —AX <-B,

x, 20, j=Ln, (3.59)
F=CX — max.
- Oy B : : .
< ay B ZK—B] belgilashlar yordamida (3.59) masalani

quyidagicha yozib olamiz:

180



x,20, j=Ln. (3.60)

F =CX — max.
(3.60) masalaga ikkilangan masalani, (3.57) ga asosan, yozamiz:

5,20, i=1m,

I~ _  _.n.
Bu yerda, S" =(s, s, ... sm):(PT,QT):(p1 Py o P & G5 - Gy,

Oldingi belgilashlarga qaytamiz, u holda
A P-A"Q0>C",

p;20,9, 20, i=1m,
I _ . B'O—min.
Y =P-(Q belgilashdan so‘ng

Ar=C, (3.61)

~

I _ . >min
masalani hosil qilamiz. Bu yerda Y ikkita matrisaning ayirmasi
bo‘lgani uchun uning ishorasi noaniq bo‘ladi.

Berilgan masala va unga ikkilangan masala birgalikda o ‘zaro
qo ‘shma masalalar deb ataladi. Agar qo‘shma masalalardan birortasi
yechimga ega bo‘lsa, ularning ikkinchisi ham optimal yechimga ega
bo‘ladi.

O‘zaro qo‘shma masalalarni ko‘z oldiga keltirish va ularni
igtisodiy ma’nolarini tahlil gilish uchun quyidagi ishlab chiqarishni
rejalashtirish masalasini ko‘ramiz.

AX < B,
x;20, j=1n, (3.62)
F =CX — max.

Yugqoridagilardan xulosa qilib, o‘zaro qo‘shma masalalarning

matematik modellarini quyidagi ko ‘rinishda ifodalash mumkin:

Simmetirik bo‘lmagan qo‘shma masalalar
Berilgan masala Ikkilangan masala
AX =B,
AY>C",
1 x;20, j=1,n, N
1l _ _ >min.
F =CX — max.
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AX =B,
Ay<c’,
II x;20, j=1n, _
' , 1l _ _ >max.
F=CX - min.
Berilgan masala Ikkilangan masala
AX < B, AY>CT,
| x;20, j=1,n, y;20, j=Lm,
F =CX — max. I _ _ >min.
AX > B, Ay<c’,
II x;20, j=1ln, y;,20, j=1m,
F=CX — min. I _ _ »>max.

1-misol. Berilgan masalaga ikkilangan masalani tuzing.
—x, +3x, —5x, <12,
2x, —x, +4x, <24,
3x, +x, +x; <18,
x20,x,20,x, 20,
Z =2x, +x, +3x;, - max.

Yechish: Masalada barcha cheklamalar “<” ko‘rinishdagi
tengsizliklardan iborat. Demak, berilgan masalaga simmetirik
bo‘lgan qo‘shma masala 4-ko‘rinishda tuziladi. Natijada quyidagi
simmetirik qo‘shma masalani hosil qilamiz:

—y+2y,+3y,22,

3=y, +y 21,

_Syl + 4)/2 T3 23,

»20,y,20,y,20,

F =12y +24y, +18y, - min.
2-misol. Berilgan masalaga ikkilangan masala tuzing.

X, —x, +4x, <12,
x, +3x, —2x;, —x, =13,
x, +5x, —6x; <11,
x,20,x,20,x; =0,

Z =4x, +x, +4x, — max.

182



Yechish: Berilgan masaladagi ikkinchi cheklama tenglamadan
iborat, birinchi va uchinchi cheklamalar esa tengsizliklardan iborat.
Shuning uchun qo‘shma masalani tuzishda yuqoridagi 5-punktda
keltirilgan qoidaga rioya qilamiz va quyidagi masalaga ega bo‘lamiz:

ity ty 24,

=y, +3y, +5y; 21,

4y, =2y, —6y,24,

»20,y,<0,y,20,
F=12y,+13y, +11y, —» min.

Ikkilangan masalalar yechimlari orasida mavjud bo‘lgan
bog‘lanishni ikkilanish nazariyasining asosiy tengsizligi va birinchi
teoremasi orqali aniqlash mumbkin.

Ikkilanish nazariyasida berilgan masalaning ixtiyority X joiz
rejasi hamda ikkilangan masalaning ixtiyoriy Y joiz rejasi uchun

F(X)<I -,
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bunday tengsizlik ikkilanish nazariyasining
asosly tengsizligi deb ataladi.

Agar X* va Y" joiz rejalar uchun

F(X)=1.,
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda bu joiz rejalar mos ravishda berilgan va
ikkilangan masalaning optimal rejasi bo‘ladi.

Bu tengsizlik ixtiyoriy joiz ishlab chigarish rejasi hamda xom-
ashyolarning ixtiyoriy joiz baholari uchun ishlab chiqarilgan
mahsulot bahosi xomashyolar bahosidan oshmasligini ko‘rsatadi.

Ikkilanish nazariyasining asosini ikki teorema tashkil etadi.
Ulardan bir1 ikkilanish teoremasi, ikkinchisi esa muvozanatlik
teoremasi deb ataladi.

Muvozanatlik teoremasidan ikkilangan masalaning iqtisodiy
tahlilidan foydalanamiz, shu sababli, biz bu teoremani keyinchalik
keltiramiz.

Ikkilanish teoremasini keltirish uchun berilgan va ikkilangan
masalalar orasidagi bazi bog‘lanishlarni aniglab olamiz.

2-ta’rif. X ={x
bo‘lgan yechimlar to‘plami deyiladi.

Ax<B} to‘plam (3.48) masalaning mumkin
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3-ta’rif. Agar (3.48) masalaning mumkin bo‘lgan yechimlar
to‘plami X ={x|4x<B} bo‘sh bo‘lmasa, u holda masala birgalikda

deyiladi.

Quyidagi teoremalarni isbotsiz gabul gilamiz:

1-teorema (ikkilanish teoremasi). Agar (3.48) va (3.52) o‘zaro
qo‘shma masalalarning har biri birgalikda bo‘lsa, u holda ularning
ikkalasi ham yechimga ega bo‘ladi hamda bu masalalardagi magsad
funksiyalarning ekstremal qiymatlari o‘zaro teng bo‘ladi, ya’ni
Fi (X D=1

max \~ /*

Bu teoremadan quyidagi xulosalarni chigarish mumkin.

2-teorema. Agar o‘zaro ikkilangan masalalardan biri yechimga
ega bo‘lsa, u holda ikkinchisi ham yechimga ega bo‘ladi.

3-teorema. Agar o‘zaro ikkilangan masalalardan biri birgalikda
bo‘lib, ikkinchisi esa birgalikda bo‘lmasa, u holda birinchi masala
o‘zining yechimlar to‘plamida chegeralanmagan bo‘ladi.

Bu teoremalar ikkilangan masalalarda quyidagi holatlar bo‘lishi
mumkinligini ko‘rsatadi:

1. Quyidagi ikkala masala ham birgalikda (ikkalasi ham
yechimga ega).

2x, +x,<4, 2y, +y, =1,
xl+2x2£4, y1+2y2:19
F = x, +x, —> max. I ., ly, >min.

X*:(ﬂ, ij s (11
3°3 373

2. Quyidagi ikkala masala ham birgalikda emas.
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X, —x, <3, =y =1
—.X'1+X2§—4, _y1+y2:37

F =x,+3x, > max. 1 +y, —> min.

/1

3. Quyidagi masalalardan biri birgalikda, ikkinchisi birgalikda
emas.

n=l
{xl—xzﬁl, { 1

F =x, — max. - .
1 . _nin.

Masala birgalikda 7!
Y=

Agar berilgan masala yechimga ega bo‘lsa, u holda ikkilangan
masalaning yechimi
Y’ =C"B"
formula orqali topiladi.
Xuddi shuningdek, agar ikkilangan masala optimal yechimga
ega bo‘lsa, u holda berilgan masalaning optimal yechimi
X°=B"'B"
formula orqali topiladi.
Bu formulalarda:
C’ -simpleks jadvalning oxirgi qadamidagi C, vektor;
B’ —ikkilangan masala simpleks jadvalining oxirgi qadamidagi
B vektor;

B~' —matrisani aniglash uchun
AX < B,

X; >0, j=1n,

F =CX — max.
masala simpleks jadvalining oxirgi gadamini yozamiz:

Pb Cb (X 0) cl 02 e Cm Cm+1 Ck Cn
PO Pl P2 e Pm Pm+1 Ijk n
A G b, 1 0 |... 0 By | oo | Ak cee | iy

185



P, ¢ b, 0 1 ... 0 Dt | oo | Ay | 4y,

P] c[ b[ O O e O a1m+1 e a]k e aln

Pm Cm bm O O XK 1 amm+1 oo amk oo amn

P, vektorni X'=(x,x,,..,x),0,..,0) (B=(b,b,..,b,) optimal
yechim bazislari B, B, ..., P, bo‘yicha yoyilmasini yozamiz

B=x,P+x,P+.+x P, k=0,n.
Bu yoyilmani quyidagicha yozish mumkin:

a, dp a,, Xk
a a .. a X
21 2 2 2%
Pk = " . = DXk
aml am2 amm xmk

D matrisaga teskari D' matrisani B~ bilan belgilaymiz, ya’ni
D'=B"'.Uholda B°=P; C’=C,.
3-misol. Berilgan masala va unga ikkilangan masalaning
yechimini toping:
X, +3x, —x, +2x, =7,
=2x, +4x; +x, =12,
—4x, +3x, +8x, + x, =10,
x,20, j=1,6,
F =x,-3x,+x, > min.
Yechish: Berilgan masalani simpleks jadvalga joylashtirib, uni
simpleks usul bilan yechamiz:

0 | -3 0 2 0
P C P, k.
b IRl ARl AR] A R]"®
B 0 7 | 3 -1 0 2 0
b, 0 12 0 -2 4 1 0 0
P 0 10 0 -4 3 0 8 1 10/3
A 0| 0 | -1 0| 2 |0
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Bl o [10] 1 [52]0 |14 2 |0
P, -3 3 0 |-122| 1 1/4 0 0
P, 0 1 0O |-52| 0 |-3/4 8 1
Aj -9 0 1/2 0 |-3/4| -2 0
b 1 4 | 2/5 1 0O [1/10| 4/5 | O
P, -3 5 /5| 0 1 (3/10] 2/5 | O
P, 0 11 1 0 0 |-1/2] 10 1
Aj -11 | -1/5] 0 0O |-4/5] -75 10
IIT bosqichda optimal yechimga ega bo‘lamiz:
X°=(0,4,5,0,0,11), F  =-11.
2 1y
5 10
C"=(1,-3.0), B =511, B'=1 3 ol
R T |5 10 ]
| 1 1
2
2 1
5 10
Y'=C’B"'=(1 -3 0) 13 {—l 4 0].
5 10 5 5
1 1 1
2

Keltirilgan ikkilanish nazariyasining 1-teoremasi iqtisodiy nuq-
tayl nazardan shunday talqin gilinadi: agar tashgaridan belgilangan c;
bahoda sotilgan mahsulotning pul miqgdori y, ichki bahoda o‘Ichan-

gan xarajatlar (xomashyolar) miqdoriga teng bo‘lsa, u holda mahsu-
lotning ishlab chiqarish rejasi hamda xomashyolarning baholari
optimal bo‘ladi. Bundan ko‘rinadiki, ikkilangan masaladagi
noma’lumlar (ularni ikkilangan baholar deb ataymiz) sarf qilingan
xarajatlar va ishlab chigarilgan mahsulotlarning pul miqdorlarini
o‘zaro teng bo‘lishini ta’minlovchi vosita bo‘lib xizmat qiladi.
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3.7. Iqtisodiy masalalarning yechimlarini tahlil gilish

Ma’lumki, chiziqli programmalash wusullari va, jumladan,
simpleks usul iqtisodiy masalalarning eng yaxshi (optimal) yechimini
topishga yordam beradi.

Lekin biz uchun buning o°zi kifoya emas. Optimal yechim
topilgandan so‘ng iqtisodiy obyektlar (zavod, fabrika, firma) boshqa-
ruvchilari oldida quyidagiga o‘xshagan masalalarni yechishga to‘g‘ri
keladi:

1. xomashyolarning ba’zilarini oshirib, ba’zilarini qisqartirib
sarf qilinsa, optimal yechim qanday o‘zgaradi?

2. optimal yechimni o‘zgartirmasdan xomashyolar sarfini qan-
day darajaga o‘zgartirish (kamaytirish) mumkin?

3. mahsulotga bo‘lgan talab bir birlikka kamayganda (oshganda)
optimal yechim qanday o‘zgaradi?

Shunga o‘xshash boshqa muammolarni hal qilishda ikkilanish
nazariyasi teoremalaridan foydalaniladi. Bunda ikkilanish nazariya-
sining quyidagi teoremalariga asoslaniladi. Quyidagi o‘zaro qo‘shma
masalalarni qaraymiz:

Berilgan masala:
AX < B,

(3.63)
F =CX — max.
Ikkilangan masala:
AY=C",
y;20, i=1n, (3.64)
I _ _ >min.

1-teorema (muvozanatlik teoremasi). X" =(x/, xJ,..., x7) beril-
gan masalaning, Y"=(y/,y5,..,y,) ikkilangan masalaning optimal
yechimi bo‘lsin.

Agar y’ >0 bo‘lsa, u holda
(3.65)

* * *
a,x, +a,x,+..+a,x =b..

4

Ikkilanish va muvozanatlik teoremalaridan quyidagi xulosalarni
chigarish mumkin.
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2-teorema. X" =(x/, xJ,..., x;) (3.63) berilgan masalaning,
Y =0, ¥, ... vo) (3.64) ikkilangan masalaning joiz yechimi bo‘lsin.
Agar y’ >0 tengsizlik bajarilganda
a.,x; +a,x, +..+a,x =b, (3.66)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda X, Y* mos ravishda (3.63) va (3.64)
masalalarning optimal yechimlari bo‘ladi.

Ikkilanish teoremalari ChPM ning standart, kanonik va boshqa
turdagi masalalari uchun ham o‘rinli. Masalan, muvozanatlik
teoremasini standart ChPM:

Berilgan masala:
AX < B,

x,20, j=ln, (3.67)
F =CX — max.

Ikkilangan masala:
AY>C,
y;20, i=1m, (3.68)

l _ _ >min

uchun keltiramiz.

3-teorema. X =(x,x;,...,x)) (3.67) berilgan masalaning,

Y =0, y.) (3.68) ikkilangan masalaning optimal yechimi
bo‘lsin. U holda, agar y >0 bo‘lsa,

a,x; +a,x, +..+a,x, =b,. (3.69)

Agar x; >0 bo‘lsa,
a, Y +ay, Y, + ot a, Y, =C;. (3.70)

Bu shartlarni quyidagicha talqin qilish mumkin: agar birinchi
masala yechimidagi noma’lum musbat qiymatga ega bo‘lsa, u holda
ikkinchi masalada tegishli shartlar optimal rejada tenglikka aylanadi.

Bundan ko‘rinadiki: optimal yechimning ikkilangan bahosi —
resurslar tanqisligi darajasining o‘lchovidir. Mahsulot ishlab
chiqarishda to‘la ishlatiladigan xomashyo “tanqis (defitsit) xom-
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ashyo” deyiladi. Bunday xomashyoni oshirib sarf qilish korxonada
mahsulot 1shlab chiqarish darajasini oshiradi. Mahsulot ishlab
chiqarishda to‘la ishlatilmaydigan xomashyo ‘“notanqis (kamyob
bo‘lmagan) xomashyo” hisoblanadi. Bunday xomashyolarni ikkilan-
gan bahosi nolga teng bo‘ladi. Ularning migdorini oshirish ishlab
chiqarish rejasini oshirishga ta’sir qilmaydi.

1-masala. Deylik, korxonada bir xil mahsulotni 3 ta texnologiya
asosida ishlab chiqgarilsin. Har bir texnologiyaga bir birlik vaqt ichida
sarf qilinadigan xomashyolar miqdori, ularning zaxirasi, har bir
texnologiyaning unumdorligi quyidagi jadvalda keltirilgan. Har bir
texnologiya bo‘yicha korxonaning ishlash vaqtini shunday topish
kerakki, natijada korxonada ishlab chiqarilgan mahsulotlarning
miqdori maksimal bo‘lsin.

Texnologiyalar )
R 1 Z

esurslar T T, T, axira

Ish kuchi (ishchi/soat) 15 20 25 1200

Birlamchi xomashyo (t) 2 3 2,5 150

Elektroenergiya (Kvt/ch) 35 60 60 3000

Texnologiyaning 300 250 450
unumdorligi
Texnolo glyglarql ishlatish x X, ¥, 7 max.
rejalari

Masalaning matematik modeli:
15x, +20x, +25x, <1200,

2x, +3x, +2,5x; <150,
35x, +60x, + 60x, <3000,
x, =0, (j=13),
Z =300x, +250x, +450x, — max.

Masalani simpleks usuli bilan yechamiz.
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300 | 250 | 450 0| 0] O
Xb Cb B Xl X2 X3 X4 XS X6 a.k.
X, | 0 | 1200 | 15 | 20 25 1 | 0| 0 | |48
X, 0 | 150 2 3 2.5 0 | 1 0 | 60
X, | 0 | 3000 | 35 | 60 60 0|0 1 | 50
A, 0 |-300-250| |-450 0| 0] O
X, 450 48 | 0,6 | 0,8 1 004 0 | 0 | 80
Xs 10 30 05 | 1 0 0,1 1 0 | |60
X | 0] 120 | -1 | 12 0 2410 1 -
A 21600 | [=30] | 110 0 181 0 0
X, [450| 12 0 |-04 1 0,16 1:2 0
X, 1300 60 1 2 0 02| 2| 0
X, | 0| 180 0 | 14 0 2,6 2 1
A, 23400 | 0 | 170 0 12 160 0

Jadvaldan ko‘rinadiki, X" =(60, 0,12, 0, 0,180), Z(X")=23400.

Jumladan 7, texnologiyani 60 soat, 7, texnologiyani 12 soat
qo‘llash kerak. 7, texnologiyani esa umuman qo‘llamaslik kerak.
Ikkilangan masalaning yechimi: Y* = (12, 60, 0), _400.

Masalaning yechimidan ko‘rinadiki, 1-va 2-resurslar (ish kuchi
va birlamchi xomashyo) to‘la ishlatiladi. Demak, ular kamyob
resurslardir. 3-resurs (elektroenergiya) kamyob emas.

Berilgan masala yechimini uning cheklamalariga qo‘yganda 1-
va 2-shartlar tenglikka aylanadi.

3-shart gat’1y tengsizlikka aylanadi.

(3.67) va (3.68) masala misolida ikkilanish nazariyasining ba’zi
tatbiglarini ko‘rib chigamiz. Buning uchun quyidagicha belgilash
kiritamiz: d=F,_ =1, .Biz d ning qiymati B" vektorga bog‘ligligini
aniqlaymiz. Shu maqsadda d =1/ deb qaraymiz.

I , funksiya quyidagi xossalarga ega:

1.1 _ )

2. I _ , funksiyaning aniqlanish sohasida botiq.

\= 7/

\— V4

, birjinsli,yani i ._ , . _ , . .__;
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Qavariq funksiyalar nazariyasidan ma’lumki botiq funksiya
aniqlanish sohasining ichida uzluksiz. Demak, i _ , funksiya ham

aniqlanish sohasida uzluksiz.

~

i funksiyaning differensiallanuvchanligi ikkilangan masala

\— /

yechimlarining strukturasiga bog‘liq.

4-teorema. Agar ikkilangan masala yagona v yechimga ega
bo‘lsa,uholda /i _ , funksiya B” nuqtada differensialanuvchi bo‘lib,

* .
T oyt =12, m

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Agarda ikkilangan masala yechimi yagona bo‘lmasa, u holda
yuqoridagiga o‘xshash tasdigni keltirish qiyinrogq. Ammo bu holda
ham yechimlar to‘plamining ko‘pyog‘ida chetki nuqtalar yagona

[ funksiyaning differensial xarakteristikalari bo‘lib qoladi.

Quyidagi ishlab chigarishni rejalashtirish masalasi yechimini
tahlil qilamiz.
2-masala. 3 ta 4, B, C, mahsulotlarni ishlab chiqarish uchun 3
xil xomashyolar (resurslar) ishlatilsin, I tur xomashyoning zaxirasi
180 kg, II tur xomashyoning zaxirasi 210 kg va III tur xomashyoning
chiqarish uchun sarf qilinadigan turli xomashyoning miqdori
(normasi) va mahsulot birligining bahosi (narxi) quyidagi jadvalga
joylashtirilgan. Ishlab chiqarilgan mahsulotlar pul qiymatini
maksimallashtiruvchi ishlab chigarish rejasini toping.

Mahsulot
Xomashyo birligi
Mahsulot I Il i bahosi
(p-b.)
A 4 3 1 10
B 2 1 2 14
C 1 3 5 12
Xomashyo zaxirasi
180 210 244
(kg)
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Bu masala bor resurslardan optimal foydalanish masalasi bo‘lib,
uning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
4x, +2x, +x, <180,
3x, +x, +3x, <210,
X, +2x, +5x, <244,
x, 20, (j=13),
Z =10x, +14x, +12x, - max.

Bu masalaga ikkilangan masalani tuzamiz.
4y, +3y, +y, 210,

2y, +y, +2y, 214,
Y, +3y,+5y, 212,
¥ 20, (i=13),
F =180y, +210y, + 244y, — min.

Berilgan masalani kanonik ko‘rinishga keltiramiz va simpleks
jadvalga joylashtirib uni simpleks usul bilan yechamiz.

10 14 12 0 0 0
X | G X | X, | x| X, | X, | X, Xo
X, 0 4 2 1 1 0 0 180
X 0 3 1 3 0 1 0 210
X 0 1 2 5 0 0 1 244
-10 | =14 | -12 0 0 0
X, 14 2 1 1/2 1/2 0 0 90
5 0 1 0 572 | -1/2 1 0 120
6 0 -3 0 4 -1 0 1 64
18 0 -5 7 0 0 1260
X, 14 | 19/8 | 0 5/8 0 |-1/8 82
X 0 23/8 | 0 0 1/8 1 |-5/8 80
X, 12 | -3/4 0 1 -1/4 0 | 1/4 16
57/4 1 0 0 23/4 1 0 | 5/4 1340
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Optimal yechim berilgan masala uchun X" =(0, 82,16),
o . (2
Z(X")=1340; ikkilangan masala uchun Y :(?3 0, %), F(Y")=1340.

Endi berilgan masala yechimini tahlil qilamiz.

Ikkilangan masala yechimida y; =§, Vi :%. Demak, 3-

teoremaga asosan I va III tur xomashyolar to‘la ishlatilgan. Chunki,
bu yerda
4.0+2-82+16=180, 0+2-82+5-16=244.
Shu sababli, bu xomashyolar kamyob hisoblanadi. y;=0.

Demak, II tur xomashyo to‘la ishlatilmagan. Shu sababli, bu xom-
ashyo kamyob emas.

Ikkilangan masalaning yechimi “shartli optimal yechim”
deyiladi. Ular yordamida xomashyolar 1 birlik ortigcha sarf
qilinganda maqsad funksiyasining qiymati, ya’ni daromad ganchaga
o‘zgarishi ko‘rsatiladi.

Masalan, I-tur resursni 1 kg ortigcha sarf qilish natijasida
magsad funksiyaning qiymati 5,75 birlikka oshadi.

Agar 1-tur resursdan ishlab chiqarishda 1 kg ortiqgcha sarf
qilinsa, uning ishlab chigarish rejasi o‘zgaradi. Bu yangi rejaga
muvofiq ishlab chigarilgan mahsulotlarning pul migdori 5,75 ko‘proq
bo‘ladi. Jadvaldagi x,ustunga qarab quyidagilarni aniqlaymiz. Yangi

rejada B mahsulotni ishlab chigarish % birlikka oshadi va C mah-

sulotni ishlab chiqgarish i birlikka kamayadi. Buning natijasida 2-tur

xomashyoni sarf qilish é birlikka kamayadi.

Xuddi shuningdek, x, ustunga qaraymiz. 3-tur xomashyo
xarajatini 1 birlikka oshirib sarf qilish natijasida yangi reja topiladi va
bu rejaga ko‘ra ishlab chiqarilgan mahsulotlarning pul qiymati 1,25
birlikka oshadi va daromad 1340+1,25=1341,25 birlikni tashkil

qiladi. Bu natija B mahsulot ishlab chiqarishni é birlikka

kamaytirish, C mahsulot ishlab chigarishni i birlikka oshirish

hisobiga bo‘ladi. Bu holda 2 tur resurs % kg ko‘proq sarf qilinadi.
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3.8. Ikkilangan simpleks usuli

Hozirgi paytgacha chizigli programmalashtirish masalalarining
optimal yechimini topish uchun foydalangan simpleks usulini biz
boshlang‘ich simpleks usuli deb ataymiz. Ma’lumki boshlang‘ich
simpleks usulida kanonik masala uchun optimallik sharti A >0

ko‘rinishda bo‘lib, undan ikkilangan masalaninng optimal yechimini
aniqlashda ham foydalanish mumkin edi.

Biz chiziqli programmalashtirish masalalarining optimal
yechimini aniqlashda yanada umumiy usul ikkilangan simpleks
usuli bilan tanishib chigamiz.

Ikkilangan simpleks usul oddiy simpleks usulga o‘xshash bo‘lsa
ham, unga nisbatan ba’zi qulayliklarga ega. Masalan, ikkilangan
simpleks usul bo‘yicha yechilayotgan masala shartlaridagi ozod
hadlar musbat bo‘lmasligi ham mumkin.

Oddiy simpleks usul singari ikkilangan simpleks usulining har
bir gadamida »-o‘Ichovli X vektor boshgasiga almashib boradi va
chekli qadamlardan so‘ng masalaning optimal yechimi topiladi yoki
uning yechimi mavjud emasligi aniglanadi.

Faqat shunga e’tibor berish kerakki, simpleks usuldan farqli
ravishda, ikkilangan simpleks usul bilan har gadamda topilgan x reja
joiz reja bo‘lmasligi ham mumkin. Chunki ikkilangan simpleks usul
bilan topilgan bunday reja masalaning hamma shartlarini
ganoatlantirgani bilan musbat bo‘lishlik shartini ganoatlantirmasligi
mumkin. Bunday reja chala joiz reja deb ataladi.

Ikkilangan simpleks wusul bo‘yicha chala joiz rejalarni
almashtirish jarayoni joiz reja topilguncha takrorlanadi. Topilgan joiz
reja esa optimal reja, ya’ni masalaning optimal yechimi bo‘ladi.

Faraz qilaylik, kanonik formadagi chizigli programmalashtirish
masalasi berilgan bo‘lsin:

a, x, +a,x, +...+a,x, =b,
a, x, +a,x, +..+a, x, =b,,
a, x +a x,+..+a, x =b ,

x,=20,x,20,..,x, =0, (3.71)

Z =cx, +cyx, +...+c X, —>min.
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Bu masaladagi b; ozod hadlarning ba’zilari yoki hammasi manfiy
ishorali bo‘lsin.
Bunday masalalarni ikkilangan simpleks usul bilan yechish

uchun eng avvalo masalaga qo‘shma
Ay <C,
F=B"Y - max.

masala tuziladi. So‘ngra berilgan (3.71) masalani quyidagi ko‘ri-

nishda yozib olamiz

(3.72)

X, +a, X, +..+ta, x =b,
x, +a,.X  +..+a,x =b,, (3.73)
......................................................... 5 .
x +a, X ., +..+a, x =b
x>0,x,>0,..,x, >0, (3.74)
F=c¢x +c¢x, +...+c,x, —>min. (3.75)

(3.73)-(3.75) masalaning koeffitsiyentlari va ozod hadlari simpleks
jadvaliga joylashtiriladi.

C C C C C
Ijb Cb PO 1 2 m m+l k n
1)1 ])2 Pm Pm+1 Pk n
A C b, 1 0 0 iy | oo | Gy e | Gy,
P2 (6% b2 0 1 0 Ayms1 | ... a,, ee. | Gy,
G b, 0 0 0 Ayt A a,
Pm Cm bm O O oo 1 amm+1 oo amk see amn
J AO A1 AZ e Am m+1 Ak n

Agar b (i=1,m) ozod hadlar uchun b >0 shart bajarilsa, masalaning
optimal yechimini topishda simpleks usulidan foydalanamiz.

Agar b, (i=1,m) ozod hadlarning ba’zilari yoki hammasi uchun
b,<0 shart bajarilsa, masalaning optimal yechimini topishda

ikkilangan simpleks usulidan foydalanamiz. Bunda quyidagi ishlarni
amalga oshiramiz:
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l. min {»} shart asosida {R,P,..B,.. P} bazis vektorlar

b; <0
sistemasidan chiqgarilishi kerak bo‘lgan bazis vektorni aniglaymiz.
Masalan, min {5} =5, bo‘lsin. Demak, F bazis vektorni bazis

vektorlar sistemasidan chiqarishimiz kerak.
2. P bazis vektor o‘rniga yangi bazis vektorlar sistemasiga

kiritilishi kerak bo‘lgan vektorni min [ﬁ) shart asosida aniglaymiz.

a;<0 alj

A . . .
Masalan, min[—f]—ﬁ bo‘lsin. Demak, P, vektor yangi bazis

a;<0 a[i alk
vektorlar sistemasiga kiritilishi kerak. Ya’ni {B,B,...,F,..., P} bazis

vektorlar sistemasini hosil gilamiz.
Bu holda a, element boshlovchi (hal giluvchi) element bo‘lib,

u joylashgan [ qatordagi P vektor o‘rniga & ustundagi F, vektor

kiritiladi. Simpleks jadvalda ham almashtirish oddiy simpleks
usuldagidek bajariladi. Bu jarayon masalaning optimal yechimi
topilguncha yoki uning mavjud emasligi aniglanguncha takrorlanadi.

Ikkilangan simpleks wusulda berilgan masalaning optimal
yechimini mavjud emaslik va chala yechimning optimal yechim
bo‘lishlik sharti quyidagi teoremalar orqali aniglanadi.

1-teorema. Agar masalaning chala rejasidagi koordinatalaridan
kamida bittasi, masalan, b, <0 bo‘lib a, koeffitsiyentlardan birortasi

ham manfiy bo‘lmasa, u holda masala optimal yechimga ega
bo‘lmaydi.

Shuday qilib, ikkilangan simpleks usulida masalaning optimal
yechimga ega bo‘lmaslik sharti:
{bk <0, k=Lm,

a, 20, jziﬁ

2-teorema. Agar masalaning chala rejasi uning joiz rejasidan
iborat bo‘lsa, u holda bu reja optimal reja bo‘ladi.
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1-misol. Quydagi berilgan masalani ikkilangan simpleks usul
bilan yeching.

2x,+x,—x; +5x, 25,
3x,—2x, +x,+4x, 24,
x,20,x,20,x;,20,x, 20, (D

Z =3x, +4x,+5x,+6x, > min.

Yechish: Berilgan masalaga x; va x, qo‘shimcha o‘zgaruvchi-

lar kiritamiz va ayrim teng kuchli almashtirishlarni bajarib, uni
quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiramiz:

—2x, —x, +x; = 5x, + x;, =5,
=3x, +2x, —x,—4x, + x, =4,
x, >20,x, >20,x,>0,x, >0, x, >0, x, >0, (I1)

Z=3x, +4x,+5x,+6x, > min.
Bu masalaga ikkilangan masalani tuzamiz:

-2y,-3y,<3,

-y, 2y, <4,

Y =Y, S5,

-5y, -4y, <6,
y=0,y,<0, (I1I)
F=-5y -4y, - max.

(IT) masalani ikkilangan simpleks usul bilan yechamiz.

3 4 5 6 0 0
P C P
el r R | B | B | A KR
| 0 -5 -2 -1 1 1 0
F | 0 -4 -3 2 -1 -4 0 1
Y, =0 A=-3 Ay=—4 | A==5 | A,=-6 A=0 A=0
2 1 1 1
P | 6 1 g g —g 1 —g 0
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|

|

|

I
o

Y, =6 A1=—g Ay=—— | Ay=——=| A, =0 |[A;=—| A;=0

Simpleks jadvaldan ko‘rinadiki, I bosqichda har bir j =1,6uchun
A;<0. Demak, X°=(0,0,0,0,—-5-4) vektor (II) masalaning chala
rejasi bo‘ladi.

(ITT) ikkilangan masalaning yechimi esa Y’ =(0, 0)bo‘ladi. x° -
chala rejaning eng kichik manfiy elementiga mos keluvchi P, vektorni
bazisdan chigarib 6= migﬂ =1,2 shart asosida P, vektorni bazisga

Gy
kiritamiz.

Simpleks jadvalni almashtirishlar bajarib yangi simpleks jadva-
liga o‘tamiz. X' =(0;0; 0;1; 0; 8) vektor yangi chala joiz reja bo‘ladi.

X' vektorning barcha koordinatalari nomanfiy bo‘lgani uchun u
berilgan masalaning joiz rejasi. Demak, (2-teoremaga asosan) u
masalaning optimal yechimi bo‘ladi.

Yangi bazisdagi qo‘shma masalaning yechimi

le(—g;OJ
5

vektordan iborat bo‘ladi. Of‘zaro qo‘shma masalalar uchun
F_. =7 _ =6 tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Masaladagi ma’lumotlarning o‘zgarishi chiziqli programma-
lashtirish masalasi yechimiga ta’siri bilan tanishib chigamiz. Bu kabi
tahlil masaladagi ko‘rsatkichlarga ma’lum bir vaqtdan keyingi
inflatsiyaning ta’sirini o‘rganishda yoki ma’lumotlar 700000 + 5000
kabi berilganda kerak bo‘ladi.

Yugoridagi tahlillar yordamida qyidagi savollarga javob berish
mumkin.

1. Ma’lumotlarga optimallik shartiga ta’sir etuvchi o‘zgartirish
mumkinmi?
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2. Optimallik sharti buzilgan bo‘lsa, uni qanday tiklash mum-
kin?

Quyidagi misolni ko‘ramiz.

2-misol. Quyidagi masalaning optimal yechimini toping va
tahlil qiling.

—2x, +x, <2,
—x; +2x, <7,
x, <3.

X, X, 20,

F =-x, —2x, > min

Yechish: Bu masalani simpleks usulida yechamiz va oxirgi
jadvalni keltiramiz:

P P P, P, P

P C P 1 2 3 4 5
b b 0 -1 ) O O 0 a.k.

1 1

P - il -

” 2 5 0 | 0 5 5

A -1 3 | 0 0 0 1

1 3

P, __ 2

3 0 3 0 0 1 > 5

A, -13 0 0 0 -1 2

Demak, quyidagi B, =(B,B,B) bazis vektorlarga tayanib
optimal yechim topiladi. Bu quyidagicha amalga oshirilgan.

o L 1 11

I -2 1 ) 0 0 )
B=l2 -1 0|, B'=|0 0 1|, N=|1 O|,B'N=|1 1].

0 1 0 1—13 0 1 13

2 2 2 2




5
B'b=|3|, éy=cy -y N=(1 2).
3
Bu yerda y ikkilangan masalaning optimal yechimi.

Biz endi boshlang‘ich ma’lumotlardagi o°‘zgarishlarning
yechimga ta’sirini o‘rganib chigamiz.

Birinchi bo‘lib, ozod had P =@, b, b)" o0°zgarishining
ta’sirini va o‘zgarish oralig‘ini ko‘rib chiqamiz. £, ., . . bo‘lsin. U
holda yangi masalaning o‘ng tomoni P=P+AP. Bu yerda
AP=0 & 0)'.Ma’lumki "'/ __. U holda

B[ _ _+AP)>0 = B'P>-B'AP =

W W W
v
=
U

-10<6<6 = [ _  _"=F+y'6=F+y,6=-13-6.
Demak, masalaning ikkinchi shartidagi ozod had -10<5<6

oraligda o‘zgarsa bazis o‘zgarmaydi. Haqiqatan ham agar 6=-4
bo‘lsa, u holda

5 -2 3
T 3AP=|3 04| 0 =3[0, 1 .. 4=-9,
3 2 5
Bu yerda bazis o‘zgarmaydi, chunki B7'i _ . shart bajariladi; agar
o0 =8 bo‘lsa, u holda
5 4 9
T F'AP=|3|+| 0 |=| 3|, 1 . 8=-2I.
3) |—4) =1

Bu yerda bazis o‘zgaradi chunki 7'/ _ . shart bajarilmadi.
Endi c=(c, ¢, c¢;) vektorning o‘zgarishini garab chigamiz.
C =(¢, ¢,+06 «¢) bo‘lsin. U holda
ch—(c, +Ac,) B'N20=¢l =cl, —c/ B'N>(Ac,) B'N
shartdan quyidagiga ega bo‘lamiz:
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1
2
(1 2)=( 0 0) 0

N[W — N~
—
)
N
(\Y
|
(o)
|
(8%

~—
S,
A
)

N | —

Demak, 6<2 bo‘lganda oldingi bazis optimal bazis bo‘lib
qoladi. Aks holda esa bazis o‘zgaradi.

Masalan, § =1 da boshlang‘ich bazis optimal bazis bo‘lib qoladi,
5=4 da esa boshlang‘ich bazis optimal bazis bo‘la olmaydi, shu
sababli, masalaning optimal yechimini topish uchun yangi bazisga
o‘tishimiz kerak.

Nazorat savollari

1. Ikkilangan masalani ta’riflang.

2. Qanday masalani standart masala deb ataymiz?

3. Qanday holatlarda ikkilangan masala optimal yechimga ega
bo‘lmaydi?

4. Qanday holatlarda ikkilangan masala optimal yechimga ega
bo‘ladi?

5. Ikkilanish teoremasini keltiring.

6. Qanday masala kanonik masala deb ataladi?

7. Muvozanat teoremasini misollar yordamida tushuntiring.

8. Ikkilangan masalaning optimal yechimini aniglashga yordam
beradi.

9. Ortiqcha xomashyolar ganday aniglanadi.

10. Kamyob xomashyoni aniqlash yo‘lini tushuntiring.

Mustaqil yechish uchun masalalar

1. Fermada qo‘ng‘ir va sariq quyonlar parvarish qilinadi.
Ularning normal parvarishi uchun 3 turdagi oziga ishlatiladi.
Qo‘ng‘ir va sariq quyonlar uchun har kungi zarur bo‘lgan har bir
turdagi ozuqalar miqdori jadvalda keltirilgan. Hayvon fermasi
ishlatishi mumkin bo‘lgan har bir turdagi ozuganing umumiy miqdori
va 1 ta qo‘ng‘ir va sariq quyon terisini sotishdan keladigan daromad
quyidagi jadvalda berilgan.
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Kunlik zarur bo‘lgan ozuga | Ozuganing
Ozuqa turi birligi migdori umumiy
qo‘ng‘ir quyon | sariq quyon miqdori
1 2 3 180
2 4 1 240
3 6 7 426
1 ta terini sotishdan
keladigan daromad 16 12
(sh.p.b.)

Ferma eng katta daromad olishi uchun ishni ganday tashkil
etishi kerak?

5 {xl -x, =1 3. {xl —2x,24 A {—3x1 +2x, <30
X, —2x,22 x +x,<8 —2x,+x, <12
Z=—-x,—x,—>mmn Z=Xx —2x,—>min Z =-5x, —7x, > min
x,x, 2 0. x,x, 2 0. X%, 20.
2x,+x, 212
6 X +Xx,25
X +x,<5 —x, +3x,<3
'{M+2%36 6x, —x, 212
Z =2x,+13x, - min Z =X, +2x, = max
x,x, 2 0. X, %, =2 0.

Quyidagi misollarni simpleks usulda yeching

Z =5x, +3x, + 2x; = max Z =3x, —2x, —4x, - min
7 4x, +5x, +2x, +x, <20 3 4x, +5x, —2x, <22
| 3x, +4x, —x, +x, <30 T ox —2x,+x,<30

x,20.(j=12,3,4) x,20.(j=1,23)
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Z ="x, +8x, = max

Z =3x,+9x, &> min
4x, +x, <100

—5x,+2x,<30
9.9 x,+x,<80 10, 7R TR
—3x, +x, <12
x, <40 5 0.(/=12)
. x,20.(j=1,
x;20.(j=12) /

Z =—6x,—14x, —13x; - min
11 x, +4x, +2x, <48
"X +2x, +4x, <60
x;20.(j=1,2,3)

12. Jadvalda berilgan ma’lumotlarga asoslanib, mebel ishlab
chiqarish rejasini shunday tuzingki, bunda mehnat zaxiralaridan
to‘liq foydalangan holda ishlab chiqarilgan jami mahsulotning pul
qiymati maksimallashtirilsin. Simpleks usulda optimal yechim
topilsin.

Ishlab chiqarish Faner, | Taxta, Mehnat, gir;gi
faktorlari (m*) | (m*) |(kishi/smena) so'm)
Sarflash normalari:
| ta servantga 0,2 0,1 2 150
1 ta shifonerga 0,1 0,2 1 120
Ishlab chiqarish
60 40 500

faktorlari zaxirasi

Quyidagi misollarni sun’iy bazis usuli bilan yeching

Z =—4x, —2x, —8x; = min Z =—4x, —2x, > min
13, 2x, —x, +3x, <30 14. 2x,—2x, 24
x, +2x, +4x, =40 —2x,+x,=2
X,Xy,%;, 20 X%, 20

15. Tikuv fabrikasida 4 turdagi mahsulot ishlab chigarish uchun
3 artikuldagi gazlamalar ishlatiladi. Turli mahsulotning bittasini
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tikish uchun sarflanadigan turli artikuldagi gazlamalar normasi
jadvalda keltirilgan. Fabrika ixtiyoridagi har bir artikuldagi
gazlamalarning umumiy miqdori va mahsulotlar bahosi ham ushbu
jadvalda berilgan. Fabrika har bir turdagi mahsulotdan gancha
miqdorda ishlab chiqarsa, ishlab chiqarilgan mahsulotlar bahosi
maksimal bo‘ladi? Masalaning matematik modeli tuzilsin.

1 ta mahsulotga :
: Gazlamalarning
o1 sarflanadigan gazlama :
Gazlama artikuli : umumiy
normasi (m) miqdori (m)
1 [ o [m | v d
1 1 - 2 1 180
2 - 1 3 2 210
3 4 2 . 4 800
Mabhsulotlar bahosi
(sh.p.b.) 0 0 4 /

16. Mexanika zavodi 2 turdagi detalni ishlab chiqarish uchun
tokarlik, frezerlik va payvandlash jihozlarini ishlatadi. Shu borada har
bir detalni 2 xil texnologik usul bilan ishlab chigarish mumkin. Har
bir jihozning samarali vaqt fondi berilgan. Har bir texnologik usul
bilan turli moslamada detallar birligini ishlab chiqarish uchun
sarflanadigan vaqt normasi va detallarni sotishdan olinadigan
foydalar quyidagi jadvalda keltirilgan. Korxonaga maksimal foydani
ta’minlovchi  jihozlar yuklanishining optimal rejasini topish
masalasining matematik modelini tuzing.

Detallar Samarali vaqt
Tihoz turi 1 2 fondi (stanok-
Texnologik usullar soat)
1 2 1 2
Tokarlik 3 2 3 0 20
Frezerlik 2 2 1 2 37
Payvandlovchi 0 1 1 4 30
Foyda (sh.p.b.)| 11 6 9 6
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Quyidagi masalalarda dastlab ChPMning biror tayanch rejasini
toping va simpleks usulini qo‘llab optimal yechimni aniqlang.

{3){1 +X, —2x; +6x, +9x; =3,

2X, =X, +x; +2x, =6,
X, +2x, —x; +2x, +3x, =1,

-2X, +2x, +3x, —x, =6,

7. >0,j=1234 18. x;20,j=1,2.3,45.

F=2x, —x, —x, +x, —4x. = min.
F=x +x, —x; +3x, > max. oo .

{4){1 +3x, +2x; +x, =16, {2){1 - X, +x; +2x, =6,

X, +2x; +4x, +5x; =16, 4x, —4x, —6x, +2x, =—12,

19. x,20,j=1,2345. 20. x,20,j=1234.
F=x,+x,+x; +x, +x;, > min. F=2x, +4x, —x; +3x, - max.
{2}(1 —x, —4x, +5x, =5, {2){1 +x, +3x; +x, = 200,

X, +x, +x; —2x, =4, -X, +x, =3x; —2x, =50,

21. x,20,j=1234. 22. x,20,j=1234.

F=x,-2x, -3x; +11x, - min. F=2x —4x, +9x, + x, - max.

Tayanch so‘z va iboralar

Matematik model, chiziqli va chizigsiz programmalashtirish,
stoxastik programmalashtirish, dinamik programmalashtirish, chi-
ziqli programmalashtirish, chegaralovchi shartlar (cheklamalar),
magsad funksiya, joiz reja (yechim), bazis yechim (reja), xos va
xosmas bazis reja, optimal reja, qo‘shimcha o‘zgaruvchi, qavariq
kombinatsiya, gavariq to‘plam, gavariq to‘plamning burchak nugqtasi,
gipertekislik, gipertekisliklar oilasi, yechimlar ko‘pburchagi, sath
to‘g‘ri chizig‘i, aktiv va passiv shartlar, kamyob xomashyo, kamyob
bo‘lmagan (ortigcha) xomashyo, simpleks usul, optimallik bahosi,
sun’1y o‘zgaruvchilar, sun’iy bazis; sun’iy bazis usuli; kengaytirilgan
masala; aynigan chiziqli programmalashtirish masalasi; aynigan reja
(yechim); sikllanish, &usul, o‘zaro qo‘shma masalalar, simmetrik
qo‘shma masalalar, simmetrik bo‘lmagan qo‘shma masalalar,
ikkilamchi baholar, ikkilangan masala, shartli optimal baho, shartli
optimal yechim, muvozanatlik teoremasi, ikkilangan simpleks usul,
chala joiz yechum, optimallik mezoni.
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IV BOB. CHIZIQLI PROGRAMMALASHTIRISHNING
MAXSUS MASALALARI

4.1. Transport masalasi

Transport masalasi — chiziqli programmalashtirishning alohi-
da xususiyatli masalasi bo‘lib, bir jinsli yuk tashishning eng tejamli
rejasini tuzish masalasidir. Bu masalaning qo‘llanish sohasi juda
kengdir.

Zaxirasida b; birlik mahsuloti bo‘lgan i -ta’minotchidan mavjud
bo‘lgan iste’molchilarga zaxirasidagi mahsulotni to‘la realizatsiya
qilish shatri

in,j =b,
j

bu yerda, x; ; — i -ta’minotchidan ;-iste’molchiga tashilgan mahsulot
hajmi.

Masalaning qo‘yilishi va uning matematik modeli. m ta 4
ta’minotchilarda «, miqdordagi bir xil mahsulotni » ta B,

iste’molchilarga mos ravishda », miqdordan yetkazib berish talab

qilinsin. Har bir i ta’minotchidan har bir ; iste’molchiga bir birlik
mahsulotni tashishga sarf qilinadigan yo‘l xarajati ¢ pul birligini
tashkil qilsin.

Mahsulot tashishning shunday rejasini tuzish kerakki, ta’minot-
chilardagi barcha mahsulotlar olib chiqib ketilsin, iste’molchilarning
barcha talablari qondirilsin va shu bilan birga yo‘l xarajatlarining
umumiy qiymati eng kichik bo‘lsin.

Masalaning matematik modelini tuzish uchun i ta’minotchidan
j iste’molchiga yetkazib berish uchun rejalashtirilgan mahsulot

miqdorini x, orqali belgilaymiz. U holda masalaning shartlarini

quyidagi jadval ko‘rinishda yozish mumkin:
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- . Iste’molchilar Zaxiralar
Ta’minotchilar B B B . .
| ) .ee . miqdori
o C1p cee Cin
4 a
A X12 X1n
Gy €y Coy
4, )
Xo1 X Xon
A le cm2 LR cmn a
m m
xml ‘xm2 an
Ta'lablaf' b b, b >a;=Yb,
miqdori

Bunda xarajatlarning umumiy qiymati
Z=32.¢;x;
i=1 j=1
ifoda bilan aniglanadi.
Masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishni oladi:

n
injzai, i=1lm
j=1

4.1)

ixii:bj, j=Ln
=l

chizigli tenglamalar sistemasining

X;; >0, (I=1lm; j=1n) (4.2)

shartlarni ganoatlantiruvchi shunday yechimini topish kerakki, bu
yechim

Z:iicyxij (4-3)

i=1 j=1
chiziqgli funksiyaga eng kichik giymat bersin.
Jadvaldan va masalaning modelidan  0<x; <min(q,, b,)
tengsizlikning bajarilishi ko‘rinib turibdi.
Transport masalalari ikki turga ajratib o‘rganiladi:
Agar mahsulotga bo‘lgan talab taklifga teng, ya’ni

Z;‘ai = Zlbf 4.4)
i= j=
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tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda bunday masala yopiq modelli transport
masalasi deyiladi.

Agar mahsulotga bo‘lgan talab taklifga teng bo‘lmasa, ya’ni
Sa%3b, (4.5)
i=1 j=1

munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda bunday masalalar ochiq modelli
transport masalasi deyiladi.

(4.1)-(4.3) masala uchun quyidagi teorema o‘rinli.

1-teorema. Talablar hajmi takliflar hajmiga teng bo‘lgan
istalgan transport masalasining optimal yechimi mavjud bo‘ladi.

Transport masalasi matematik modeli tenglamalar sistemasidagi
bazis vektorlar sistemasining o‘lchovini aniqlaymiz. Buning uchun
sistema asosly matrisasining rangini aniqlash kerak.

Agar x; o‘zgaruvchilarni

Xi 15 X125 o5 Xiyps X215 X025 o> Xopps woes Xpgl> X2 +ovs Xy
ko‘rinishda joylashtirsak, u holda transport masalasining cheklamalar
matrisasi quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi.

—— — Y

11..100...0..00...0
mi00..011..1..00..0

.......................................

Bu matrisaning rangi: rang(4)=m+n—1 ekanligini ko‘rish qiyin emas.
Haqiqatan ham, matrisada m+n ta satr bo‘lib ular chizigli bog‘liq.
Chunki birinchi m ta satrni qo‘shib undan oxirgi » ta satr yig‘indisini
ayirsak nol vektorni hosil qilamiz. Bu matrisaning ixtiyoriy m+n—1
satrini olsak chiziqli erkli vektorlar sistemasi hosil bo‘ladi.

Demak, masalaning optimal yechimida musbat x; lar soni ko‘pi

bilan m+n—-1 ta bo‘lad..
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Transport masalasi rejalari ko‘p takrorlanish xususiyatiga ega.

1-ta’rif. P. nuqtalarning (punktlarning) chekli P={R, B, ..., P}
to‘plami va har bir elementi yoy deb ataluvchi tartiblanmagan (7, P,)
juftliklarning @ to‘plami berilgan bo‘lsin. (P, P) yoy B va P,
nuqtalarni tutashtiradi, bu nuqtalar esa (B, P,)) yoyning oxiri deb

ataladi. (P, ) juftlik esa transport tarmog‘i deb ataladi.

Masalan,

rasmda elementlari 7 ta nuqtadan iborat P={R, P, ..., B} to‘plam va

oltita:
(R, R). (B, R). (B, R). (B, B). (P, P). (P, B)

yoylarni o‘z ichiga oluvchi Q to‘plam tasvirlangan.

2-ta’rif. BF..F, (P eP, [=0,1,..,k) ixtiyoriy chekli ketma-
ketlik berilgan bo‘lsin. Agar har qanday (P,P, ), r=0,1,.., k-1,
juftlik yoy bo‘lib ((B,R_)eQ), bu juftlik EF..E ketma-ketlikda

ko‘pi bilan bir marta uchrasa, u holda £, £, ... F, ketma-ketlik marshrut
(yo‘nalish) deb ataladi.

Yugoridagi rasmda ikkita marshrut bor: EERFF,, EEPF,PP,.

3-ta’rif. £ P... P P ko‘rinishdagi marshrut sikl deb ataladi.

0 k0

Demak, marshrutda boshlang‘ich holatga qaytilsa, u sikl deb
ataladi.
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Rasmdagi marshrutda sikl yo‘q, ammo unga (£,, ) yoy qo‘shil-
sa, u holda bu marshrutda PPPFP, ko‘rinishdagi sikl hosil bo‘ladi.

Ma’lumki, ixtiyoriy chiziqli programmalashtirish masalasining
optimal yechimini topish jarayoni boshlang‘ich tayanch rejani
topishdan boshlanadi.

Yopiq transport masalasining boshlang‘ich tayanch rejasini
topishning turli usullari mavjud bo‘lib, ulardan ikkitasi bilan tanishib
chigamiz.

Boshlang‘ich joiz rejani topish usullari. Masalaning aynimagan
joiz rejasi m+n—1 ta musbat komponentalarni o‘z ichiga oladi.

Shunday qilib, transport masalasining aynimagan joiz rejasi
biror usul bilan topilgan bo‘lsa, matrisaning m+n-1 ta kompo-
nentalart musbat bo‘lib, qolganlari nolga teng bo‘ladi.

Agar transport masalasining shartlari va uning joiz rejasi
yuqoridagi jadval ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, noldan farqli x; lar

joylashgan kataklar “band kataklar’, qolganlari “bo‘sh kataklar”
deyiladi.
Yechim aynimagan bazis yechim bo‘lishi uchun band kataklar
soni m+n—1 ta bo‘lib, u yerda sikllanish ro‘y bermasligi kerak.
Shimoliy-g‘arbiy burchak usuli. Quyidagi transport masalasi
berilgan bo‘lsin.

bj
b, b, b,
a;
a 3 &P Cln
d, Gy Cx» Gy
am le Cm2 cmn

Ma’lumki, har bir bo‘sh katakka x, noma’lumlardan biri to‘g‘ri
keladi. Bu usulda bo‘sh kataklmi x; qiymatlar bilan to‘ldiriladi deb

faraz qilamiz.
Jadvalning shimoliy-g‘arbiy burchagiga x,, o‘zgaruvchi to‘g‘ri
keladi. x{,=min{a, b} bo‘lsin. Agar x),=a, (a,<b) bo‘lsa, u holda
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birinchi ta’minotchining barcha mahsuloti birinchi iste’molchiga
jo‘natilgan bo‘ladi. Demak, x/, =0, j=1,n bo‘ladi.

II gadamda x), =min{h, —a,, a,} shart asosida x,, ning qiymatini
aniqlaymiz. Bunda, agar x),=b-a, (b -a <a,) bo‘lsa, u holda
x% =0, s=3,m bo‘ladi. Bu jarayonni davom ettirib band kataklardagi
x; larning qiymatlarini aniqlab olamiz.

Agar x|, =b, (b <a,) bo‘lsa, u holda birinchi ta’minotchida a, — b,
mlqdorda mahsulot qoladi. Demak, x5 =0, i=2,m bo‘ladi. IT qgadamda
x;, =min{a, —b, b,} shart asosida x,, ning qiymatini aniglaymiz va
hokazo.

2-misol. Shimoliy-g‘arbiy burchak usulidan foydalanib,
transport masalasining boshlang‘ich yechimini toping.

Ta’minotchilar Iste’molchilar Zaxira
B | B | B | B | B | haimi
y 10 7 4 1 4
: 100 100
2 71 10 6| 11
4 100 | 150 250
8 5 3 2 2
4 50 |100 |50 200
11 s| 12| 16| 13
A
) 50 |250 300
Talab hajmi | 200 | 200 | 100 | 100 | 250

Minimal xarajatlar usuli. Bu usulda boshlang‘ich yechim
qurish uchun x; qiymat avvalam bor yo‘l xarajati eng kichik bo‘lgan

katakka, ya’ni min {c,} shart o‘rinli bo‘ladigan katakka yoziladi.

1<i<m,1<j<n
Masalan, 1<z<mmllr<1,<n{c} c,, bo‘lsin. U holda x) =min{a,, b} qiymat
aniglanadi. x,,=minf{a,, b} (a,<b,) bo‘lsin. Demak,

x,=a,, j=12,..,q-1,g+1,..,n bo‘ladi. Bundan keyingi qadamlarda
ham min {c,}=c,.i#p, j#q shart asosida x; qiymatlar aniglanib

1<i<m,1<j<n
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boriladi. Bu usulda tuzilgan boshlang‘ich yechimni sikllanishga
tekshirish shart.
3-misol. Minimal xarajatlar usuli bilan boshlang‘ich yechimini

toping.
Ta’minotchilar Iste’molchilar Za).m'fl
B, B, B, B, B, hajmi
10 7 4 1 4
A
| 100 100
2 7 10 6 11
A
’ 200 50 250
8 5 3 2 2
A
’ 200 200
11 8 12 16 13
A
) 150 | 100 50 300
Talab hajmi 200 200 | 100 | 100 | 250

4.2. Transport masalasining optimal yechimini topish

Potensiallar usuli — transport masalasini yechish uchun
qo‘llangan birinchi aniq usul bo‘lib, u 1949-yilda rus olimlari
L.V.Kantorovich va M.K.Gavurin tomonidan yaratilgan. Bu usulning
asosliy g‘oyasi transport masalasiga moslashtirilgan simpleks usuldan
iborat bo‘lib, birinchi marta chizigli programmalashtirish masala-
larini yechish usullariga bog‘liqg bo‘lmagan holda tasvirlangan.
Keyinroq, xuddi shunga o‘xshash usul amerikalik olim Dansig
tomonidan yaratildi. Dansig usuli chiziqli programmalashtirishning
asosly g‘oyalariga asoslangan bo‘lib, Amerika adabiyotida bu usul
modifitsirlangan tagsimot usuli deb yuritiladi.

Transport masalasining optimal yechimini topishda foyda-
laniladigan potensiallar usuli simpleks usulining soddalashtirilgan
varianti hisoblanadi.

Bu usul bilan tanishishdan oldin aynigan va aynimagan
transport masalasi tushunchalarini kiritishimiz kerak.
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Ma’lumki, agar ChPM hech bo‘lmaganda bitta aynigan tayanch
yechimga ega bo‘lsa, u holda bu masala aynigan ChPM deb ataladi.

1-ta’rif. Agar X°=(x/,x),...x) tayanch rejadagi (yechimdagi)
musbat komponentalar soni rang4=m ga teng bo‘lsa, u holda bu reja

aynimagan tayanch reja, aks holda esa u aynigan tayanch reja
deyiladi.

Quyidagi transport masalasi berilgan bo‘lsin: 5, —talablar
miqdori; g, —takliflar miqdori.

bj
b, b, b,
da;
a i (o Cin
d, Gy Cx» Cop
am le Cm2 oo Cmn

1-teorema. Agar talablarning qismiy yig‘ndisi takliflarning
qismiy yig‘indisiga teng, ya’ni Ya=Yb, GcM={l2,..,mj,

ieG jeH
HcN={l2,..,n} bo‘lsa, u holda bu transport masalasi aynigan
transport masalasi deyiladi.

Aynimagan transport masalasini qaraymiz. Ma’lumki, bu
masalaning matematik modeli kanonik ko‘rinishda bo‘ladi:

y X; =, i=1,m,
- (4.6)
le.j =b,, j=Ln,
i=1
X >0, (4-7)
Z =33 c;x; - min. (4.8)

i=1 j=1
Bu masalaga ikkilangan masala tuzamiz.
U +V, <cy, (4.9)
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1

. H.l.,l+iijj—>max. (4.10)
i=1 j=1
Ikkilanish nazariyasiga asosan, agar (U,,V;) ikkilangan baholar
mavjud bo‘lsa, u holda {x;} tayanch reja optimal bo‘ladi. Bu yerda U,
va ¥, ikkilangan baholar mos ravishda “ta’minotchi va iste’-

molchilarning potensiallari” deyiladi.
Bu nazariyaga asosan transport masalasi uchun quyidagi
teoremani keltirish mumkin.

2-teorema. Agar transport masalasining X" =(x;) tayanch

yechimi uchun
x;.>0:>Ul.+Vj=cij, (4.11)

x;.=0:>Ul.+Vchij (4.12)
shartlar o‘rinli bo‘lsa, u holda X"=(x;) tayanch yechim optimal

yechim bo‘ladi.
(4.11) va (4.12) shartlar transport masalasi uchun optimallik shartlari
deb ataladi.

Shunday qilib, navbatdagi tayanch yechimni optimallikka
tekshirish uchun, avval, (4.11) shart yordamida potensiallar sistemasi
quriladi va so‘ngra (4.12) shartning bajarilishi tekshiriladi.

Masalaning optimal yechimini topish uchun quyidagi bel-
gilashlar kiritamiz: S, -ta’minotchilar joylashgan nuqta; 0, -
iste’'molchilar joylashgan nuqta. P=suLQ, x; >0=(S,,0,)€Q, (P, Q)
juftlik transport tarmog‘i.

Potensiallar usulida optimal yechimni topish algoritmi:

{xj} boshlang‘ich tayanch yechim topiladi.

Masalan,
0,895,980, (4.13)
marshrut topiladi;
(4.11) shart asosida U, va ¥, potensiallardan

VjO+Ul.1:c ij+Ul.0=c

o? le+Ul.1:cl.1jl, vy ij+Uik=C i (4.14)

iJk?
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tenglamalar sistemasi tuziladi. Bunda »+m—1 ta band katak uchun
n+m—-1 ta chzigli tenglama va n+m ta noma’lum hosil bo‘ladi.
Noma’lumlar soni tenglamalar sonidan bittaga ortiq bo‘lgani uchun
bitta erkli noma’lumga ixtiyoriy qiymat, masalan nol, qiymat berilib
golganlari mos tenglamalardan topiladi;

Bo‘sh kataklar uchun (4.12) shart tekshiriladi:

a) agar barcha bo‘sh kataklar uchun (4.12) shart bajarilsa, u
holda tayanch yechim optimal bo‘ladi va masalani yechish jarayoni
tugaydi;

b) agar ba’zi bo‘sh kataklar uchun (4.12) shart bajarilmasa, u
holda tayanch yechim optimal bo‘lmaydi va tayanch yechimni
almashtirish jarayoni amalga oshiriladi.

Tayanch yechimni almashtirish jarayonini amalga oshirish
uchun x)=0=U,+V,<c, shart o‘rinli bo‘lmagan bo‘sh kataklardan

biri
IA11Ua>§(Ay =U,+V,—¢;) (4.15)
shart asosida tanlanadi va u band katakka aylantiriladi. Masalan,
rAna>é Aij = Aiojo

bo‘lsin. Demak, (4.13) marshurtga (S, Q; ) yoyni qo‘shish kerak. U
holda (S, 9, ) yoyni o°zida saglovchi

5.9,,5.0,5,-0, 50,8
sikl hosil bo‘ladi. Bu siklga

xiojo’ xli]o’ xiljl’ T xikjk’ xiojk :

ketma-ketlik mos keladi. Quyidagicha almashtirish bajaramiz:

xo=x +6=0,

iojo — MioJo
1 _ .0

ijo = Nipjo — >
10
Xy =%, + 0, (4.16)
......................
10
Xicie = i +0,
X! X
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Boshga barcha (i, j) juftliklar uchun x;=x;. (4.16) formula yor-

damida topilgan {x;} yechim tayanch yechim bo‘lishi uchun ¢ ni

= minx’ (4.17)

O<r<k 'rlr

shart asosida tanlash yetarli.

Bu jarayonni tayanch yechim uchun (4.11), (4.12) optimallik
sharti bajarilguncha davom ettiramiz.

Bu jarayon chekli son marta qaytarilgandan so‘ng optimal
yechim hosil bo‘ladi. Chunki transport masalasi uchun quyidagi
teoremalar o‘rinli.

3-teorema. Har qanday yopiq modelli transport masalasining
optimal yechimi mavjud.

4-teorema. Agar barcha q;, b, sonlar butun bo‘lsa, u holda

transport masalasining ixtiyoriy tayanch yechimi butun sonlardan
iborat bo‘ladi.

1-misol. Quyidagi transport masalasining optimal yechimini

toping.
b,

4 200 200 100 100 250
100 10 7 4 1 4
250 2 7 10 6 11

8 5 3 2 2
200
300 11 8 12 16 73

Yechish: Boshlang‘ich tayanch yehimni minimal xarajatlar
usuli bilan topamiz.
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1-jadval

] 200 200 100 100 250
l 10 7 4 1 4
100 100 0
2 7 10 6 11
250 200 50
8 5 3 2 2
200 200
11 8 12 16 73
300 150 100 50

Bu jadvalda band kataklar soni n+m-2 ta. Shuning uchun
(a,, by) katakka 0 yozib uni band katakka aylantiramiz. So‘ngra band

kataklardan foydalanib U, +V; =c, potensial tenglamalar sistemasini

tuzib, U, va V, qiymatlarini va bu asosida A, =U,+V,-c; ning

qiymatini hisoblaymiz.

2-jadval
b.
4 200 200 100 100 250 U,
l 10 7 4 I 4
100 100-6 0+6 0
16 8 -1
2 7 10 6 11
250 |200 50-0 0 8
I 3 I
8 5 3 2 2
200 200 -2
16 8 2 3
11 8 12 16 73
300 150+6 |100 50-6 9
-8 -6
V; -6 -1 3 1 4 0=50
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Bu yerda max A, =A,, =3 bo‘lganligi sababli (a,, b,) katakka ¢ sonni

A;>0
kiritamiz va (4.16) formula asosida almashtirish bajaramiz. Natijada
2-jadvalni hosil gilamiz.
Endi 6=min (100, 50, 50)=50 asosida yangi bazis rejaga o‘tib,
U;+V;=c; potensial tenglamalar sistemasini tuzib U, va 7V,

qiymatlarini va bu asosida A, =U, +V; —¢;, ning qiymatini hisoblaymiz.
U holda quyidagi 3-jadval hosil bo‘ladi.

3-jadval
b.
. ! 200 200 100 100 250 U,
l 10 7 4 1 4
100 50 50 0
-13 -5 2
2 7 10 6 11
250 [200 0 50 5
1 -2
8 5 3 2 2
200 200 -2
-13 -5 1 -3
11 8 12 16 73
300 200 100 6
-14 9 -3
V; -3 2 6 1 4 0 =50

Buyerda max A; =A;;=2. Shuning uchun (4, b;) katakka ¢ parametrni
A;>0

kiritamiz va (4.16) formula asosida almashtirish bajaramiz. Natijada
4a-jadvalni hosil gilamiz. Bu jadvalda

6 =min {0, 50, 100} =0.
Bu asosda yangi bazis yechimni 4-jadvalga joylashtiramiz. 4-
jadvalda keltirilgan bazis yechim optimal yechim bo‘ladi, chunki
barcha bo‘sh katakchalarda A, <0.
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4-jadval

" 200 200 100 100 250
| 10 7 4 1 4
100 7 50-6 50
-13 -7
2 7 10 6 11
250 200 0-0 50+4
2 -1 2
8 5 3 2 2
200 200
-13 -7 -9 -3
11 8 12 16 73
300 200+0 100-6
-6 -7 -1
4a-jadval
b,
" 200 200 100 100 250 U
l 10 7 4 1 4
100 0 50 50 0
-13 -7
2 7 10 6 11
250 {200 50 5
2 -1 2
8 5 3 2 2
200 200 -2
-13 -7 -9 3
11 8 12 16 73
300 200 100 8
-6 -7 -1
v, 3 0 4 1 4

Shunday qilib, uchinchi gadamda quyidagi optimal yechimga
ega bo‘ldik:
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0 0 0 50 50
20000 0 50 0
X' = , Z,. =4150.
0 0 0 0 200

0 200 100 0 O

Ochiq modelli transport masalasi. Agar talab va takliflarning
umumiy miqdorlari teng bo‘lmasa, ya’ni

m n
Da # ij
i=1 j=1

shart bajarilsa, u holda bu masala “ochig modelli transport masalasi”
deyiladi. Ochiq modelli masalaning optimal yechimini topish uchun
yopiq modelga keltiriladi va potensiallar usuli qo‘llaniladi.

Ochiq modelli masalani yopiq modelliga keltirish uchun
qo‘shimcha “soxta” ta’minotchi yoki “soxta” iste’molchi kiritiladi,
ularning zaxirasi yoki talab hajmi

Ay = Z:lb] _Z;ai yOkl bn+1 = leai o Z‘ib]
J= = 1= J=

bo‘ladi. Soxta ta’minotchidan real iste’molchilarga yoki real
ta’minotchilardan  soxta iste’molchilarga amalda mahsulot
tashilmagani uchun yo‘l xarajatlari nolga teng qilib olinadi. Natijada
bu yerda yopiq modelli masala hosil bo‘ladi.

2-misol. Quyidagi ochiq modelli transport masalasini yeching.

Ta’minotchilar Iste’molchilar Zaxira
B, B, B, B, B, hajmi
4 L I Y Y I A T
4 2 7] W[ el I 950
4 S| s 30 22 200
4 nposp el e Bl 300
Talab hajmi 200 | 150 | 100 | 100 | 200

Yechish: iAj > znij bo‘lgan hol uchun masalani yopiq modelli
j=1

i=1
masalaga aylantiramiz: B, =100. So‘ngra potensiallar usulini
qo‘llaymiz.
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Iste’molchilar
. e . .
Ta’minotchilar B, B, B, B, B, B, Zaxira
4 10 7 4 1 4 0 100
Aq 2 7 10 6 11 0 250
Aq 5 3 2 2 0 200
A, 11 8 12 16 13 0 300
Talab hajmi 200 | 150 | 100 | 100 | 200 | 100

Aynigan transport masalasi. ¢-potensiallar usuli. Aynigan
transprot masalasida tayanch rejasidagi musbat komponentalar soni
k<m+n-1 bo‘ladi va bu tayanch reja aynigan reja bo‘ladi. Bunday
rejani aynimagan rejaga aylantirish uchun unga m+n-1-k ta nol
element kiritish mumkin. Ammo bu nol elementlarga mos x;

noma’lumlar band kataklarga mos x; noma’lumlar o‘zaro chizigli

bog‘liq vektorlar esa chiziqgli erkli bo‘lishi kerak. Bu holatni nazorat
qilish qiyin. Shu sababli aynigan transport masalasidagi siklni
yo‘qotib uni aynimagan transport masalasiga aylantirish kerak.
Bunga erishish uchun quyidagi ¢-potensiallar usulini qo‘llash
mumkin.

¢-potensiallar usuli. Ma’lumki, bir nechta a, larning yig‘indisi
(hammasi emas) bir nechta b larning yig‘indisiga teng bo‘lsa

transport masalasini aynigan transport masalasi deb ataymiz.
Masalada ayniganlikni yo‘qotish uchun ¢, va b, lardan tuzilgan

xususiy yig‘indilarning o‘zaro teng bo‘lmasligiga erishish kerak.
Buning uchun ¢, va b, larning qiymatini biror kichik songa

o‘zgartirish kerak. Masalan, yetarlicha kichik &>0 sonni olib, a;, va
b, larni o‘zgartiramiz, ya’'ni ¢ masala tuzamiz:

a_l.:al.+8, (i=1,m),

=b., (j=1n), (4.18)

J

| &

b,=b, +ms,
¢ yetarlicha kichik son bo‘lganligi sababli hosil bo‘lgan masalaning
X(¢) optimal rejasi =0 da berilgan masalaning optimal yechimi
bo‘ladi.
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3-misol. Berilgan aynigan transport masalasining optimal
yechimini toping.

bj
. 3 4 5 3
l 4 4 5 6 3
3 3 2 7 6
Q 5 9 1 3

Yechish: (4.18) munosabatlardan foydalanib, quyidagi ¢
masalani hosil qilamiz:

b;

p 3 4 5 3+3¢
A+¢ 4 5 6 3
3+ 3 2 7 6
8+ 5 9 1 3

Ushbu masalani yechib, x(¢) rejani topamiz. Bundan lim X (¢) = X°.

&0

4.3. Butun sonli programmalashtirish

O‘zgaruvshilariga butun bo‘lishlik sharti qo‘yilgan chiziqli
programmalashtirish masalalari katta amaliy ahamiyatga egadir.
Butun sonli programmalashtirish masalalariga sayyoh haqidagi
masala, optimal jadval tuzish masalasi, optimal bo‘lish masalasi,
transport vositalarini marshrutlarga optimal tagsimlash masalasi,
bo‘linmaydigan mahsulot ishlab chigaruvchi korxonaning ishini
optimal rejalashtirish masalasi va boshqa masalalar misol bo‘la oladi.
Bu masalalarning ayrimlari bilan tanishamiz.

Sayyoh haqida masala. 4, shaharda yashovchi sayyoh » ta

A, 4,, ..., A, shaharlarning har birida faqat bir martadan bo‘lib, eng
qisqa yo‘l bilan 4, shaharga qaytib kelishi kerak bo‘lsin.

223



Bu masalaning matematik modelini tuzish ushun 4 va 4,
shaharlar orasidagi masofani ¢, bilan belgilaymiz. Bundan tashqari,
quyidagicha belgilash kiritamiz:

1, agar sayyoh A4; dan A; ga borsa, i+ j,
i {O, agar sayyoh 4, dan A, ga bormasa.

Buyerda i, j=1,2,..,n
Bu holda masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

n

dox, =l j=12,..,n, (4.19)
Zx =1, i=1,2,.., n, (4.20)
ul.—uj+nxian—l, i,j=1,2,..n, 4.21)
x, =0 yoki x; =1, (4.22)
F= Zchx —> min. (4.23)

Bu yerda (4.21) shart sayyoh yo‘nalishining bog‘ligligini ta’min-
laydi. Anigroq aytilsa, bu shart 4, dan o‘tmaydigan har ganday ¢
sikllarni yo‘qqa chiqaradi‘ Masalan,

ko‘rinishdagi yo‘nalishlar bu masalada bo‘lishi mumkin emasligini
(4.21) shart ta’minlaydi.

To‘rt rang masalasi. 1976-yilda ajoyib teorema isbotlangan:
ko‘p1 bilan to‘rtta turli rangdan foidalanib, ixtiyoriy geografik xari-
tani bo‘yash mumbkin.

Bu masala quyidagicha qo‘yiladi: Har birning chegarasi yopiq
uzluksiz egri chizigdan iborat davlatlar tasvirlangan geografik xarita
berilgan. Agar ikki davlatning umumiy chegarasi uzunligi musbat
bo‘lgan egri chizigdan iborat bo‘lsa, u holda bu davlatlar qo‘shni
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davlatlar deb ataladi. Bu geografik xaritani to‘rt rangdan foydalanib
shunday bo‘yash kerakki qo‘shni davlatlar turli xil rangda bo‘Isin.
Bu masalaning matematik modeli quyidagicha bo‘ladi:
X, =X, +4u; 21,
{xl. — X, —4u,; 2 -3,
x,=0,1,2,3 j=12,..n, (4.24)
u,=0,1, (@ j)el.

Bu yerda I' = {(i,j) i, j —qo'shni davlatlar; i, j =1, 2, ..., n}

Bo‘linmaydigan mahsulotlar ishlab chigarishni rejalashtirish
masalasi. Deylik, korxona » xil bo‘linmaydigan mahsulotlar ishlab
chigarsin va buning ushun m xil resurslardan foydalansin. Korxona-
dagi resurslar zaxirasi chegaralangan va ular b, b,, ..., b, birliklarni
tashkil qilsin. Har bir turdagi mahsulot birligini ishlab chigarishga
sarflanadigan turli resurslar miqdori hamda har bir mahsulotdan
korxonaning oladigan daromadi quyidagi jadvalda keltirilgan.

/ch faktorlari
. 1 2
Mabhsulot turlar 3 n | Daromad
1 gl d Ay | ... | @, C
2 ay Ay Qy v | Gy c,
m i | Dy | Q3 | oo | G c,
I/ch fak.torlonlng b b, | s
zaxirasi

Korxona daromadini maksimallashtiruvchi ishlab chiqarish rejasini
aniglang.

Ushbu masalaning matematik modeliga noma’lumlarning butun
bo‘lishlik shartini kiritish kerak:

Sax <b, (i=Lm), (4.25)
}cj >0 (j=1Ln), (4.26)
x,€Z, (4.27)
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Y=Y ¢ x, - min, (4.28)
j=1

Agar butun sonli programmalashtirish masalalaridagi noma’-
lumlarning hammasi uchun butun bo‘lishlik sharti qo‘yilsa, bunday
masalalar to‘la butun sonli programmalashtirish masalalari deb
ataladi.

Noma’lumlarning ma’lum bir qismi uchun butun bo‘lishlik
sharti qo‘yilgan masalalar gisman butun sonli programmalashtirish
masalalari deb ataladi.

Agar butun sonli programmalashtirish masalasidagi noma’lum-
lar faqat 0 yoki 1 giymatlarni qabul qilishi mumkin bo‘lsa, u holda bu
masala Bul programmalashtirish masalasi deb ataladi.

Butun sonli programmalashtirish masalasining geometirik
talgini bilan tanishamiz.

Buning uchun quyidagi ikki o‘zgaruvchili butun sonli
programmalashtirish masalasiga murojaat qilamiz:

19
2x, +x, <—
TR a2
x, +3x, <10
x, 20, x,€Z, (i=1,2)

Y =2x, +4x, - max.

Ushbu masaladagi noma’lumlarning butun bo‘lishlik shartiga
e’tibor bermasdan uni grafik usulda yeshamiz (1-shakl).

\AA&
Ik \ R
M
1 N
/i
S C
o | | FT' | | | | | | |
1 7 ] 4 5 6 o] S q 10

1-shakl.
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Natijada OABC qavariq ko‘rburchakni, joiz rejalar to‘rlamini,
hosil qgilamiz. Bu ko‘pburchakka tegishli bo‘lgan nugtalar ichida
berilgan butun sonli programmalashtirish masalasining yechimi bo‘la
oladigan nuqtani topish uchun bu ko‘pburchakni OKEMNF
ko‘pburchak bilan almashtiramiz. Bu ko‘pburchakning burshak
nuqtalarining koordinatalari butun sonlardan iborat bo‘ladi. Ana shu
burchak nuqtalaridan birida maqsad funksiya maksimum giymatga
erishadi. Bunday nuqtani topish uchun 2x, +4x,=0 to‘g‘ri chizigni

yasaymiz. Bu chizigni normal vektor yo‘nalishida o‘z-o0°ziga parallel
ko‘chirib, shu yo‘nalishdagi burchak nuqta £(1,3) ni toramiz. Bu

nuqtada magsad funksiya maksimumga erishadi. Demak, berilgan
masalaning yechimi x, =1; x,=3; ¥__ =14 bo‘ladi.

R.Gomori usuli. Noma’lumlarga butun bo‘lishlik sharti
qo‘yilganligi sababli chizigli programmalashtirish masalalarini
yechish usullarini butun sonli programmalashtirish  masalalarini
yechish uchun qo‘llab bo‘lmaydi.

Butun sonli programmalashtirish masalalarini yechish uchun
ularning xususiyatlarini nazarga oluvchi usullar yaratilgan bo‘lib,
ular orasida amerikalik olim R.Gomori yaratgan usul optimal butun
sonlt yechimni beruvchi eng aniq usullardan biri hisoblanadi. Gomori
usuli yordami bilan to‘la butun sonli hamda qgisman butun sonli
masalalarni yechish mumkin.

Quyida biz Gomori wusuli bilan to‘la butun sonli
programmalashtirish masalasini yechish jarayonda tanishamiz.

Bu usulning g‘oyasi quyidagidan iborat:

1. Berilgan (4.25)-(4.28) masalani noma’lumlarning butun
bo‘lishlik shartiga, x; ez, e’tibor bermasdan, simpleks usuldan

foydalanib yechamiz va quyidagi jadvalni hosil qilamiz. Bu jadvalda
(4.25)-(4.28) masala uchun optimallik sharti bajarilgan bo‘lsin. U
holda masalaning optimal yechimi X 0 =(b, by, ..., b, 0,0,...,0) bo‘ladi.

<o Yo

c c c, | ¢, c U

B Goh 1; P2 P | P : Pk P
1 2 m m+1 k n
A i b, 1 0 0 Qi) | oeo | Qg | oo | Gy
b G b, 0 1 0 |ay|...| @ |...| a4,
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Pl ¢ b[ 0 0 |... 0 Ay | ov Ay ces a,

P c b 0 O |...| 1 |a

m m m mm+1 ank ann
A0 A1 AZ Am Am+1 Ak An

Agar topilgan X°=(b, b,,...,b,,0,0,...,0) yechimda b, € Z bo‘lsa,
u holda bu yechim butun sonli programmalashtirish masalasining
ham yechimi bo‘ladi.

2. Agar X° =(b, by, ..., b,,0,0,..,0) yechimda b, larning ba’zilari
yoki hammasi kasr sonlardan iborat bo‘lsa, u holda x; € Z shartning
bajarilish1 uchun kesuvchi tenglama deb ataluvchi qo‘shimcha
tenglama tuziladi.

Buning uchun quyidagi tushunchalarni kiritamiz:

Ixtiyoriy a ratsional sonni

a=[a]+{a} (4.29)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda [a] — ¢ sonning butun qismi;
{a} — a sonning kasr qismi (0<{a} <1, ¢ — butun bo‘lsa, {a}=0).

30 2 )
Masalan, —=4+—, chunki {ﬁ} =4, {E} = z;
7 7 7 7 7

30 —5+ é, chunki {—E} =-5, {—ﬁ} 2
7 7 7 7 7
Jadvalning F, ustunidagi kasr sonlardan iborat bo‘lgan b,

satrlardan max{p,} shart asosida kerakli satrni ajratib olamiz. Masalan,
maxi{b;} =g, bo‘lsin.
Demak, k-satr ajratib olindi. Bu satr uchun {g,;} =g, belgilash kiritib
quyidagi tengsizlikni hosil gilamiz:

GuX + Gy F ot G X, >4, (4.30)
Bu tengsizlikdan

M — Gk2Xy T G = 7k (4.31)
kesuvchi tenglamani hosil qilamiz va bu tenglama asosiy tenglamalar

sistemasiga kiritib yoziladi. So‘ngra bazis yechim almashtiriladi.
Bunda ikkilangan simpleks usulidan foydalaniladi. Bu jarayon
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masalaning yechimda faqgat butun sonlar hosil bo‘lganicha yoki
yechimning mavjud emasligi aniglanguncha takrorlanadi.

Har bir bosqichda tuzilgan qo‘shimcha tenglama kesuvchi
tenglama deb atalishiga sabab, bu tenglama yordamida berilgan butun
sonli programmalashtirish masalasi yechimlar to‘plamidagi kasr sonli
yechimni o°z ichiga oluvchi qismi kesib boriladi.

Agar kasr sonli x; ga mos keluvchi gatorda barcha x, lar butun

sonli bo‘lsa, u holda masala butun sonli yechimga ega bo‘lmaydi.
1-misol. Quyidagi chiziqli programmalashtirish masalasining
butun sonli yechimini toping:

X +x, +x;=15
2x, +3x;+x, =8
xJ.ZO, X, €Z, j=14,

Yechish: Masalani oddiy simpleks usul bilan yechamiz.

1 -3 5 2
& “ | bW TR R | B | »p

P, -3 37/3 1/3 1 0 ~1/3
I 5 8/3 2/3 0 1 1/3
A, ~71/3 | 4/3 0 0 2/3

Jadvaldan ko‘rinadiki, topilgan yechim butun sonli program-
malashtirish masalasining yechimi bo‘lmaydi. Bu yechimni butun
sonli yechimga aylantirish uchun kesuvchi tenglama tuzamiz.

370 1 (8) 2 1 2] 2
— ==, {T (=7, Mmaxqy—, —r=—.
{3} 3 {3} 3 {3 3} 3

Demak, 2-satr tanlandi

W | =

1
1}=0, {0} =0, {5} =
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munosabatlardan foydalanib
1 2

3 3 3

tengsizlikni hosil gilamiz. Bu tengsizlikning ikki tomonini (—1) ga
ko‘paytiramiz va qo‘shimcha noma’lumni kiritib, quyidagi
tenglamani hosil gilamiz:

2 1 2

——X,— =Xyt X =——.
37 3T g

Bu tenglamani simpleks jadvaliga joylashtiramiz.

1 -3 5 2 0
bl S h T e | B | P
P ~3 | 37/3 1/3 1 0 ~1/3 0
P, 5 8/3 2/3 0 1 1/3 0
g 0 | —2/3 | -2/3 0 0 —1/3* 1
A, —71/3 | 4/3 0 0 2/3 0

Bazisdan P, vektorni chigarib, o‘rniga P, vektorni kiritamiz.
Natijada simpleks jadval almashadi va quyidagi ko‘rinishga keladi.

1 -3 5 2 0
E, G, i

i B P, £, B
b -3 13 1 1 0 0 -1
B 5 2 0 0 1 0 1
P, 2 2 0 0 1 -3
A; -25 0 0 0 0 2

Demak, X°=(0,13,2,2,0), Y. =-25.
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Nazorat savollari

1. Numa uchun transport masalasining optimal yechimini
topishda simpleks usulidan foydalanilmaydi?

2. Transport masalasining matematik modelida bazis vektorlar
sistemasining rangi ganday aniqlanadi?

3. Potensiallar usulini tushuntiring.

4. Transport masalasida sikl gachon paydo bo‘ladi va u ganday
yo‘qotiladi?

5. Aynigan transport masalasini tushuntiring va uning optimal
yechimini topishni izohlang.

6. Qanday masalalar butun sonli programmalashtirish masa-
lalari deb ataladi.

7. To‘rt rang masalasini tushuntiring.

8. Kesuvchi tenglama ganday hosil gilinadi?

9. Boshlang‘ich tayanch rejani izohlang.

10.Sayyoh masalasini tushunturing.

Mustaqil yechish uchun misollar
Quyidagi masalalarning matematik modelini tuzing hamda

“shimoliy-g‘arb burchak™ usuli va “minimal xarajatlar” usulidan
foydalanib, boshlang‘ich bazis yechimlarini toping.

1.
Ta’minotchilar Iste’molchilar Zaxira
Bl B2 B3 B4 haj mi
Al 2 1 4 1 90
A ) 2 3 3 2 55
A 3 3 2 3 2 80
Talab hajmi 70 40 70 45
2.
- . Iste’molchilar Zaxira
Ta’minotchilar B, B, B, B, hajmi
Al 6 ! 3 > 100
As ! 2 > 6 150
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A3 10 20 1 50
Talab hajmi 75 80 60 85
3.
Ta’minotchilardagi Iste’molchilarning mahsulotga
. bo‘lgan talabi
mahsulot zaxirasi 120 160 120
90 9 8 10
35 11 12 8
75 7 10 13
150 12 7 10
4.
Ta’minotchilardagi Iste’molchilarning mahsulotga
. bo‘lgan talabi
mahsulot zaxirasi 400 330 120
330 6 5 3
270 5 9 8
300 8 3 7
3.

Ta’minotchilardagi

Iste’molchilarning mahsulotga

. bo‘lgan talabi
mahsulot zaxirasi 300 300 220
270 5 3 2
290 1 6 7
260 3 1 3

Quyidagi transport masalalarining boshlang‘ich bazis yechim-
larini hamda optimal yechimi potensiallar usuli bilan topilsin.

6.
Iste’molchilar Zaxira
- .
Ta’minotchilar B, B, B, B. hajmi
A ! ? 7 110
A2 6 2 12 190
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Az : 8 90
Talab hajmi 80 60 170 80
7.
Ta’minotchilar Iste’molchilar Zaxira
4 minotehliar g, B, B; B, | hajmi
Al 2 3 60
Ao 3 2 80
As 2 2 100
Talab hajmi 40 60 80 60
8.
. . Iste’molchilar Zaxira
Ta’minotchilar B, B, B, B, hajmi
Al ! ? 3 120
Ao 2 6 8 230
Aj 8 ! 2 160
Talab hajmi 130 220 90 70
9.
. . Iste’molchilar Zaxira
Ta’minotchilar B, B, B, B, hajmi
Al 4 3 4 160
Ao 2 . > 140
A3 6 3 2 60
Talab hajmi 80 100 80 100
10.
- . Iste’molchilar Zaxira
Ta’minotchilar B, B, B, B, hajmi
A 2 3 1 70
Ao 3 > 6 140
A3 2 6 3 R0
Talab hajmi 80 50 50 110
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To‘la butun sonli chizigli programmalash masalasini grafik
usulda yeching.

2x; +3x, <36 4x, +3x, <10
x <13 x <5

11. 47 1247
3x,+x,26 X +2x, <8
x20,x20,x;,€Z, j=12 x 20,0, 20,x,€Z,j=12.
2x; +3x, <5 4x; +x, <10

13.9x, <2 14.42x; +3x, <8
x20,x20,x,€Z,j=12 x20,x,20,x,€Z,j=12

Tayanch so‘z va iboralar

Yopiq modelli transport masalasi, band katakchalar, ochiq
modelli transport masalasi, “shimoliy-g‘arb burchak’ usuli, “minimal
xarajat” usuli, butun sonli programmalashtirish, to‘la butun sonli
programmalashtirish, gisman butun sonli programmalashtirish, Bul
o‘zgaruvchili programmalashtirish, kesuvchi tenglama.
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V BOB. CHIZIQSIZ PROGRAMMALASHTIRISH
MASALALARI

5.1. Chiziqgsiz programmalash masalasi va uning geometrik
talqini

Chizigsiz programmalashtirish masalasi va uning turlari.
Quyidagi

q:(X,%y500sx, ) <D, (i=1Lm) (5.1)
Z = f(x;,Xy,...,X,) = max (5.2)

masala matematik programmalashtirish masalasini tashkil etadi.
Bu yerda, ¢,(x,x,,...,x,) va f(x,x,,..,x,) berilgan funksiyalar; b,

(i=1,m) o‘zgarmas sonlardir. (5.1) shartlar masalaning chegaraviy
shartlari, Z=f(x,x,,....x,) funksiya esa “magsad funksiyasi” deb
ataladi.

Matematik  programmalashtirish  masalalarida  x,x,,...,x,

o‘zgaruvchilarning ba’zilariga yoki hammasiga nomanfiylik sharti
qo‘yilgan bo‘ladi. Ba’zi masalalarda esa noma’lumlarning bir qismi
yoki hammasi butun bo‘lishligi talab qilinadi.

1-ta’rif. Agar (5.1), (5.2) masaladagi barcha ¢;(x,,x,,...,x,) va
f(x,x,,..,x,) funksiyalar chiziqli bo‘lsa, bu masala chizigli
programmalashtirish masalasi deyiladi.

1-misol. Chekmalari

f(x) =2x, + x, & max(min)
X +x, <1,

x20, x,=20
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sistemadan iborat masalani garaymiz. Bu masaladagi chegaraviy
shartlari  chizigli tengsizlikdan, maqgsad funksiyasi chizigli
funksiyadan iborat va uning grafigi quyidagi 1-chizmada tasvirlangan

1-chizma.

Bu masalaning optimal yechimi X =(1;0)" dan iborat bo‘ladi.

2-ta’rif. Agar (5.1), (5.2) masaladagi ¢;(x,x,,....x,) va
f(x,x,,....,x,) funksiyalardan kamida bittasi chiziqsiz funksiya bo‘lsa,
u holda bu masala *“chiziqgsiz programmalashtirish masalasi” deyiladi.

2-misol. x, +x,=2 chizig‘idagi nuqtalardan (2;2)" markazga eng
yagin bo‘lgan nuqtani topish masalasini ko‘ramiz. Bu masalani
yechish quyidagi chizigsiz programmalashtirish masalasiga keladi.
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f(x)=(x,—2)* +(x,—2)* > min

X +x,=2.

- =~

2-chizma.

Chizmadan ko‘rinib turibdiki, bu masala X=(1,1)’ nuqtada

optimal yechmga ega. Bu masala chizigsiz programmalashtirish
masalasiga misol bo‘la oladi. Chizigsiz programmalashtirish
masalasi odatda S -joiz nuqtalar to‘plamida s maqsad funksiyasini

minimallashtiradi yoki maksimallashtiradi. Odatda, joiz nuqtalar
to‘plami o‘zgaruvchilarga qo‘yilgan shartlar asosida aniqlanadi.

Ushbu masalada bizning maqgsad funksiyamiz f(x)=(x, —2)° +(x, —2)’
— chizigsiz funksiya va joiz nuqtalar to‘plami S bitta x, +x, =2 chiziqli
shart orqali aniqlanadi.

Joiz nuqtalar to‘plami bir gancha shartlar orqali ham aniglanishi
mumkin. Masalan:

f(x)=x;, > min
xlzﬁxz’
x5 +x; <2.

Bu masala uchun joiz nuqtalar to‘plami S quyidagi 3-chizmada
ko‘rsatilgan.
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3-chizma.

Bu masala X =(-1,1)" nuqtada optimal yechimga ega.

Bazida shartlar (cheklovlar) bo‘lmagan paytda Shartsiz

optimallashtirish masalasi ham uchrashi mumkin.
Masalan:

f(x)=(e" -1)* +(x, —1)* > min
Demak, S —joiz niqtalar to‘plami bu yerda ikki o‘lchamli fazodadir.
Minimallashtiruvchi nuqta X =(0,1)" ga teng va funksiyaning qiymati
bu nuqtada nolga teng va boshqa o‘rinlarda musbat.

Biz ushbu misollardan shuni ko ‘rishimiz mumkinki, masalaning
maqgsad funksiyasi hamda shartlari chiziqli yoki chizigsiz bo‘lishi
mumkin. Yuqoridagi misollar ba’zi shartlar chizigsiz bo‘lganligi
sababli chizigsiz optimallashtirish masalalari hisoblanadi.

3-ta’rif. Agar (5.1), (5.2) masalada m=0 bo‘lsa, ya’ni
chegaraviy shartlar gatnashmasa, u holda bu masala “shartsiz
optimallashtirish masalasi” deyiladi.

Shartsiz optimallashtirish masalasi quyidagicha qo‘iladi:
f(x,%5,...,x,) = max(min),

(5.3)

(X}, Xy,...,x, )€ ECR".
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Bu yerda X =(x,,x,,...,x,) n-o‘lchovli (vektor) nuqta, r" n-o‘lchovli
fazo.

Faraz qilamiz, (5.1) sistema tenglamalar sistemasidan iborat
bo‘lib, noma’lumlarga nomanfiylik sharti qo‘yilmasin hamda m<n
bo‘lib, ¢;(x,x,,...,x,) va f(x,x,,...,x,) funksiyalar uzluksiz va kamida
ikkinchi  tartibli  xususiy hosilaga ega bo‘lsin. U holda
programmalashtirish masalasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

q; (X, Xy50sx, ) =b.,  (i=1,m) (5.4)
Z = f(x,,%y,...,x,) > min (5.5)

Bunday masala ‘“chegaraviy shartlari tenglamalardan iborat
bo‘lgan shartli minimum masalasi” deyiladi.

Shartsiz optimallashtirish va chegaraviy shartlari tenglama-
lardan iborat bo‘lgan shartli minimum masalalarni differensial
hisobga asoslangan klassik usullar bilan yechish mumkin bo‘lgani
ushun ularni “optimallashtirishning klassik masalalari” deyiladi.

Quyidagi masalani ko‘ramiz:

4%, %y,..,x,)<b.,  (i=1m), (5.6)
X(x,%y,...,x,)eGCR", (5.7)
Z = f(x,,%y,...,x,) —>min (5.8)
Bu yerda, f(x,x,,.,x,) — maqsad funksiyasi; ¢,(x,x,,....x,) —

chegaraviy funksiyalar (5.6) shartlarni ganoatlantiruvchi X eG
nuqtalar esa, masalaning joiz rejalari deb ataladi.

Chizigsiz programmalashtirishda lokal va global optimal reja
tushunchalari mavjud bo‘lib, ular quyidagicha ta’riflanadi.

Faraz qilamiz, z = r(x), X(x,x,,..,x,)€GcR" bo‘lsin.

4-ta’rif. x* nuqta (5.6)-(5.8) masalaning rejasi bo‘lib, uning
ixtiyoriy kichik ¢>0 atrofida nuqtalar to‘plami U,(X )cG mavjud
bo‘lsin. Agar ixtiyoriy X eU,(X") uchun
SO XD ()2 1) (5.9)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, x™ reja s(x) magsad funksiyaga lokal mini-
mum (maksimum) qiymat beruvchi lokal optimal reja deb ataladi.
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5-ta’rif. Agar f(X)<f(X) [ FXO<f (X*)] tengsizlik ixtiyoriy

X e G uchun o‘rinli bo‘lsa, u holda x* reja maqgsad funksiyaga global
minimum (maksimum) qiymat beruvchi global optimal reja yoki
global optimal yechim deb ataladi.

Chizigsiz programmalashtirish masalalarini yechish uchun
chizigli programmalashdagi simpleks usuliga o‘xshagan universal
usul kashf gilinmagan. Bu masalalar ¢,(x,x,,...x,) va f(x,x,,..,X,)
ixtiyoriy chizigsiz funksiyalar bo‘lgan hollarda juda kam o‘rganilgan.
Ko‘proq o‘rganilgan chizigsiz programmalashtirish masalarining
ba’zilari bilan tanishib chigamiz.

Hozirgi davrgacha eng yaxshi o‘rganilgan chizigsiz prog-
rammalashtirish masalalari ¢;(x,x,,....x,) va f(x,x,,..,x,) funksiyalar
qavariq (botiq) bo‘lgan holdir. Bunday masalalar “gavarig
programmalashtirish masalalari” deb ataladi.

Qavariq programmalashtirish masalalarining asosiy xususiyatlari
shundan iboratki, ularning har qanday lokal optimal yechimi global
yechimdan 1borat bo‘ladi.

Iqtisodiy = amaliyotda  uchraydigan ko‘p  masalalarda
q;,(x,%,,...,x,) funksiyalar chizigli bo‘lib, f(x,x,,..,x,) maqgsad
funksiyasi kvadratik formada, ya’ni

f(xl,xz,...,xn)zzicjxj+lezldijxixj (5.10)
i prien
ko‘rinishda bo‘ladi. Bunday masalalar kvadratik programma-
lashtirish masalalari deb ataladi.

Chegaraviy shartlari yoki maqgsad funksiyasi yoki ularning har
ikkisi n ta bir o‘zgaruvchili funksiyalarning yig‘indisidan iborat
bo‘lgan, ya’ni

q;(Xp,Xp50,%,) = 431 (%) + 4o (%) + ..+ G, (),

S (X0 X,) = L(0) + £(0) + 4 £ (%),
ko‘rinishda bo‘lgan masalalar “separabel programmalashtirish
masalalari” deb ataladi.

Kvadratik va separabel programmalashtirish masalalarini ye-
chish uchun simpleks usulga asoslangan taqribiy usullar yaratilgan.

Chizigsiz programmalashtirishga doir bo‘lgan ishlab chiqa-
rishni rejalashtirish va resurslarni boshqarishda uchraydigan muhim
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masalalardan biri stoxastik programmalashtirish masalalaridir. Bu
masalalarda ayrim parametrlar noaniq yoki tasodifiy miqgdorlardan
iborat bo‘ladi.

Chegaraviy shartlari haqida to‘liq ma’lumot bo‘lmagan
optimallashtirish masalalari “stoxastik masalalar” deb ataladi.

Parametrlari o‘zgaruvchan miqdor bo‘lib, ular vaqtning
funksiyasi deb qaralgan masalalar “dinamik programmalashtirish
masalasi” deyiladi. O‘zgaruvchilar faqatgina butun qiymatlardan
iborat bo‘lgan masalalar diskret programmalashtirish masalalari deb
yuritiladi yoki ko‘p hollarda qo‘yilgan masalaning barcha funksi-
yalari chizigli bo‘lsa, bunday masalalar butun sonli program-
malashtirish masalasi deb yuritiladi. Bazan masalani yechish uchun
muhim chegaralarini tashlab ketish va yechimga ega bo‘lgandan
keyin, butun songa yaqin bo‘lgan o‘zgaruvchilarni tanlab olishning
o‘zi kifoya. Lekin olingan so‘nggi yechimhar doim ham optimal
yechim bo‘la olmaydi.

Chizigli programmalashtirish masalalarining asosiy xusysiyat-
larini takrorlab o‘tamiz:

Birinchidan, uning joiz rejalar to‘plami, ya’ni masalaning
chegaraviy shartlarini va noma’lumlarning nomanfiylik shartlarini
ganoatlantiruvchi X =(x,,x,,...,x,) nuqtalar to‘plami qavariq bo‘ladi.

Ikkinchidan, f(x,x,,...,x,) maqgsad funksiyasi n-o‘lchovli fazo-

ning gipertekisliklar oilasini tashkil etadi.

Uchinchidan, magsad funksiyaning joiz rejalar to‘plamidagi har
ganday minimumi (maksimumi) global minimumdan (maksimum-
dan) iborat bo‘ladi.

To‘rtinchidan, agar maqsad funksiya chekli qiymatga ega
bo‘lsa, joiz rejalar to‘plamini ifodalovchi ko‘pburchakning kamida
bitta uchi optimal yechimni beradi.

Rejalar ko‘pburchagining uchlari (burchak nuqtalari) bazis
yvechim deb ataladi. Bazis yechimdagi hamma noma’lumlar (bazis
o‘zgaruvchilar) qat’ty musbat bo‘lgan holdagi yechim aynimagan
bazis yechim va agar ulardan kamida bittasi nolga teng bo‘lsa,
aynigan bazis yechim deyiladi.

Bazis yechim optimal yechim bo‘lishi uchun maqgsad funk-
siyaning bu yechimdagi qiymati boshqa bazis yechimlardagi
qiymatlaridan kam (ko‘p) bo‘lmasligi kerak.
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Chizigsiz programmalashtirish masalalarining geometrik talqi-
ni. Chizigsiz programmalashtirish masalalarida yuqoridagi chizigli
programmalashtirishga doir xususiyatlarning ayrimlari (yoki ham-
masi) bajarilmaydi:

1) chizigsiz programmalashtirishda rejalar to‘plami qavariq
bo‘lmasligi ham mumkin.

2-misol. Quyidagi cheklamalari

(x, =Dx, <1
X +x, 23,5
x20, x,=20

sistemadan iborat masalani ko ‘ramiz.

\"A

S
=y

4-chizma.

Masalaning joiz rejalar to‘plami ikkita alohida qismlarga
ajralgan bo‘lib, u qavariq emas.

Agar joiz rejalar to‘plami gavariq bo‘lmasa, magsad funksiya
chizigli bo‘lgan holda ham masalaning global optimal yechimidan
farq qiluvchi lokal yechimlari mavjud bo‘ladi.

Masalan, quyidagi masalani ko‘ramiz:

X +x, 22
X —x, <=2
1% +x,<6
X —3x,<2

x 20, x,=20
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Z = f(x, %) =25(x; —2)" +(x, —2)" - max.

Bu masalaning cheklamalarini ganoatlantiruvchi nugqtalar
to‘plami gavariq ABCD to‘rtburshakdan iborat bo‘ladi.

Masaladagi maqgsad funksiya markazi (2;2) nuqtadan iborat
bo‘lgan ellipslar oilasidan tashkil topgan.

Bu masalaning optimal yechimi joiz rejalar to‘plamining C
uchidan iborat bo‘ladi. Umumiy holda, chizigsiz programma-
lashtirish masalasining magsad funksiyasiga optimal qiymat beruvchi
nuqta (bazis yechim) mumkin bo‘lgan rejalar to‘plamining faqat
burchak nuqtasida emas, balki ichki nuqtasida ham, chegaraviy
nuqtasida ham bo‘lishi mumkin.

AT,

e
B

5-chizma.

Umumiy holda berilgan chizigsiz programmalashtirish masa-
lasini ko‘ramiz va bu masalaning geometrik talqini bilan tanishamiz.
Masaladagi shartlar Evklid fazosida joiz rejalar to‘plamini beradi. Bu
to‘plamning nuqtalari orasidan maqsad funksiyaga minimum qiymat
beruvchi nuqgtani (optimal nuqtani) topish kerak. Buning uchun joiz
rejalar to‘plamining f(x,,x,,...,x,) =const gipersirtlar oilasi bilan
kesishgan nugqtalari ichidan optimal nuqtani, const ga eng kichik
qiymat beruvchi nuqgtani, topish kerak.
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3-misol. Quyidagi masalaning optimal yechimini grafik usulda
toping.

(xx, <4
X +x,25
x <7

X, <6

x 20, x,20

Z = f(x,, X,) =X, +x; — max(min).

Yechish: Bu masalaning joiz rejalar to‘plami qavariq to‘plam
bo‘lmaydi, aksincha, ikkita ayrim 4BCD va pPOkL qismlardan iborat

bo‘ladi. Magsad funksiya o‘zining minimal qiymatiga D(,4) va
P(1, 4) nuqtalarda erishadi. Bu nuqtalarda Z_, =17. C (% 6] va Q(7, g)

nuqtalarda z funksiya lokal maksimum qiymatlarga erishadi.

4 16 16
Z(C)=36~, Z(0)=49—, Z_ =49—.
(€)=363, 20)= 49

X

6-chizma.
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5.2. Shartsiz minimum masalasi.
Lagranj ko‘paytuvchilar usuli

Shartsiz optimallashtirish masalasi ekstremumi mavjudligining
zarurly va yetarlilik sharti. Shartsiz minimum masalasida

J(X) = /(4% %,)

funksiyaning minimumini x < E c R" nuqtalarda topish talab qilinadi.
Ma’lumki, bu holda r(x) funksiyadan birinchi tartibli barcha xususiy

hosilalari bilan birgalikda uzluksiz bo‘lsin
f(X)=1(x,%y,...,x,) —> min (5.11)

masala o‘rganiladi.

Agar x° nuqta (5.11) masalaning optimal rejasi (ekstremum
nuqtasi) bo‘lsa, u holda bu nuqtada r(x) funksiya quyidagi
tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi:

IE_, iy (5.12)
Ox ;

J

Demak, berilgan r(x) funksiya x° nuqtada ekstremumga ega
bo‘lishi uchun bu nuqta

IX) _o, j=Tn (5.13)

J

sistemaning yechimi bo‘lishi zarur.
(5.13) sistemaning yechimlari statsionar nuqtalar deb ataladi.
Berilgan 7(x) funksiya ekstremumga erishadigan nuqta statsionar

nuqta bo‘ladi, lekin har qanday statsionar nuqtada ham funksiya
ekstremumga erishavermaydi. Demak, (5.13) shart funksiya
ekstremumi bo‘lishining zaruriy sharti, lekin u yetarli shart emas.
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Quyidagi teorema statsionar nuqta birinchi va ikkinchi tartibli
xususiy hosilalari uzluksiz bo‘lgan f(X)=f(x,x,,...,x,) funksiyaning
ekstremal nuqtasi bo‘lishi uchun yetarli shartni ko‘rsatadi.

Gesse matrisasi va uning funksiya ekstremumini tekshirishdagi
roli.

1-teorema. x° statsionar nuqta lokal ekstremal nuqta bo‘lishi
uchun shu nugtada quyidagi

Of(X°) (XY fXY)

ox; ox0x,  Ox0x,
Of(XY) fXY) (XY
H[X"]=| ox,ox, ox;  ox,0x,

(XN XY XY
ox 0x, ox,0x, | ox

n

matritsaning (Gesse matrisasi) ishorasi aniglangan bo‘lishi yetarli.

Agar H[X°] musbat bo‘lsa, u holda x° nuqta minimum nuqta;

Agar H[X°] manfiy bo‘lsa, u holda x° nuqta maksimum bo‘ladi.

Ishorasi aniglangan matrisalar haqidagi ba’zi tushunchalarni
keltirib o‘tamiz. nxn tartibli kvadrat 4=(a;) simmetrik matrisa

berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. 4=(a;) matrisaning yuqori chap burchagidan boshlab
hosil qilingan quyidagi 1, 2, ..., » — tartibli minorlar, ya’ni
a ap ... 4,

azl a22 cee azn

.........

anl anZ ann

minorlar bu matrisaning bosh minorlari deyiladi.

2-teorema. A=(q¢;) matrisaning ketma-ket joylashgan bosh

minorlari gat’ity musbat sonlar ketma-ketligini tashkil gilganda va
faqat shundagina, bu matrisa musbat bo‘ladi.
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Agar 4=(a;) matrisaning toq nomerda joylashgan bosh minor-
lariga mos son manfiy juft nomerda joylashgan bosh minorlariga mos
son musbat bo‘lsa, u holda 4=(a;) matrisa manfiy bo‘ladi.

1-misol. Berilgan funksiyaga ekstremal qiymat beruvchi
nugqtalar topilsin.
S (0,25, X3) =X, + 203 + 2,13 _xlz —x22 —x32
Yechish: Funksiya ekstremumi mavjudligining zaruriy shartiga
asosan:

i:1—2x1=0

0ox,
1:x3—2x2=0
ox,
i:2+x2—2x3=0
0x,

b

Bu tenglamalardan tuzilgan sistemaning yechimi X° G% %)

. 1 2 4 .
nuqta bo‘ladi. Demak, X° (5, 3 5) — statsionar nuqta.

Yetarlilik shartining bajarilishini tekshirish uchun x° nuqtada
Gesse matrisasini tuzamiz:

2 0 0
H[X°1=| 0 -2 1|
0 1-2

Bu matrisaning bosh minorlari mos ravishda -2, 4, —4. Demak, x°
nuqtada f(x,x,,x;) funksiya maksimumga erishadi.

Yugorida keltirilgan teoremadagi ekstremum mavjudligining
yetarlilik sharti bir argumentli 7(x) funksiya uchun quyidagicha
bo‘ladi.

Faraz qilaylik, x° statsionar nuqta bo‘lsin.

Agar f'(x")<0 bo‘lsa, u holda x” nuqta funksiyaning maksimum
nugqtasi; agarf"(x")>0 bo‘lsa, uholda x° nuqta funksiyaning
minimum nuqtasi deb ataladi.
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Agar 7(x) funksiya x’ statsionar nuqtada f"(x")=0 bo‘lsa, u

holda yuqori tartibli hosilalarning x° nuqtadagi qiymatlarini
tekshirish kerak. Bu holda quyidagi teorema o‘rinlidir.

3-teorema. x’ statsionar nuqtada f'(x’)=0, f"(x")=0, ..,
U P%=0va f™(x")#0 bo‘lsa, u holda bu nuqta

a) n toq son bo‘lganda burulish nuqta;
b) n juft son bo‘lganda ekstremal nuqta bo‘ladi.

2-misol. f(x)=x" funksiyaning ekstremumi topilsin.
Yechish: /'(x)=4x"=0. Demak, x” =0 statsionar nuqta bo‘ladi.
f0)=1"(0)=f"(0)=0, f“(0)=24%0.
n=4 juft son. Demak, x” =0 nuqta f(x)=x" funksiya uchun ekstremal
nuqta bo‘ladi. f®“(0)=24>0 bo‘lgani uchun x° =0 nuqtada berilgan
funksiya minimumga erishadi.

y

f0)=x"

Lagranjning anigmas ko‘paytuvchilar usuli. Faraz qilaylik,
q,(x,%y,...,x,)=b,, (i=1,m) (5.14)
Z = f(x,%y,...,X,) = min
masalani yechish talab qilinsin.
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(5.14) masalani yechishning eng sodda klassik wusuli
noma’lumlarni yo‘qotish usulidir. Bunda
4,(x,%y5.sx,)=b.,  (i=1,m)
tenglamalar sistemasidan m ta noma’lumlarni, masalan,
= Iy (X015 X 4250005 X, )5
=y (X105 X200 %)
X, =h, (XX, 055X,)
noma’lumlar topilib Z=f(x,x,,...x,)>min funksiyaga keltirib
qo‘yiladi va n—-m ta x,,,,x,.,,...x, noma’lumlarga nisbatan shartsiz

optimallashtirish masalasi
P(X 15 Xpyi250005 X)) =
= L (P15 Xs2see oo X s woor P (K13 Xms 205 X )s Xpits Xppy2s-ees X,y ) —> MDD
hosil qgilinadi. Bu masala (4) masalaga ekvivalent:
1. Agar (x,x),..,x)) (5.14) masalaning yechimi bo‘lsa, u holda

(X)X X)) (5. 15) masalaning yechimi bo‘ladi;

(5.15)

2. Agar (X) s X0 rrenXy) (5.15) masalaning yechimi bo‘lsa, u

holda (x],x,....x.) (5.14) masalaning yechimi bo‘ladi.

(5.14) masalainig optimal yechimini topishning ikkinchi klassik
usuli Lagranj ko‘paytuvchilari usulidir.

q;,(x,%y,....x,) va f(x,x,,..,x,) funksiyalar va ularning x,,x,,...,x,
noma’lumlar bo‘yicha xususiy hosilalari uzluksiz bo‘lsin. No-
ma’lumlarga nomanfiylik sharti qo‘yilmaganda (5.14) masalani
Lagranjning anigmas ko‘paytuvchilar usuli bilan yechish mumkin.

(5.14) masalaning elementlaridan umumlashgan (kengaytiril-

gan) (m+1) — Lagranj vektori 4=1{4,, 4} (4,-skalyar, 1={A, 4, .., 1}
— Lagranj vektori; 4, 4,, ..., 4, — Lagranj ko‘paytuvchilari) yordamida

F=(X,7) =ﬂﬂf<X)+§l& (b, - g,(X)) (5.16)

umumlashgan Lagranj funksiyasini tuzamiz. Shunday qilib (5.14)
masala F=(X,1) — Lagranj funksiyasining oddiy ekstremumini
o‘rganishga keltiriladi.
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4-teorema (umumlashgan Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasi).
(5.14) masalaning har bir x° lokal optimal rejasi uchun shunday

A" #0 umumlashgan Lagranj vektori mavjud bo‘ladiki, uning uchun
0 4,0
2D (5.17)
oX
bo‘ladi, ya’ni x° (5.16) umumlashgan Lagranj funksiyasining A=A’
bo‘lgandagi statsionar nuqtasi bo‘ladi.

x° nuqtada (5.17) tenglik bajariladigan A°#0 vektor x°
nuqtaga mos umumlashgan Lagranj vektori deb ataladi. x° nuqtaga
bir nechta umumlashgan Lagranj vektorlari mos kelishi mumkin.
(5.17) tenglikni -A° vektor ham ganoatlantiradi. Shu sababli
2" >0 deb olinib, Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasiga aniqlik kiritiladi.
Ko‘p hollarda

F=(X, D)=/ (X)+ 2 (5= 8,(X). (=1 (5.18)

klassik Lagranj funksiyasidan foydalaniladi.

(5.18) Lagranj funksiyasi uchun, umuman olganda, Lagranj
ko‘paytuvchilari qoidasi o‘rinli emas.

(5.14) masalani tekshirishda (5.18) Lagran; funksiyasidan
gachon foydalanish mumkinligini aniglaymiz.

2-ta’rif. Agar x° optimal rejaga mos umumlashgan 4 ={4,, 1}
Lagranj vektorlari ichida 4,=0 kabilar bo‘lmasa, u holda (5.14)
masala va uning x° optimal rejasi normal deb ataladi.

3-ta’rif. Agar x° rejada
g, (X°) 04,,(X°)
ox T X
vektorlar chiziqli erkli bo‘lsa, u holda x° oddiy reja deb ataladi.

(5.19)

4-teorema. Optimal reja x° normal bo‘ladi fagat va faqat shu
holdaki, agar u oddiy joiz reja bo‘lsa. Agar (5.14) masala normal
bo‘lsa, u holda m<n» bo‘ladi.
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Endi1 asosiy natijani keltiramiz. Bundan keyin (5.14) masalada
soddalik uchun b, =0 deb garaymiz.

5-teorema (Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasi). Agar (5.14)
masalaning x° optimal rejasida (5.19) vektorlar chizigli erkli bo‘lsa,
u holda shunday yagona A° Lagranj vektori topiladiki, {X°, 1"}
juftlikda

OF(X°, 2% 0 OF(x°, 1)
oX ’ oA

=0

tengliklar bajariladi.

Masalan, (5.14) masalada i=1, j=2, bo‘lsa, (5.18) funksiyaning
(X°, 2°) statsionar nuqtasini topamiz. So‘ngra

0 g, (X" g, (X"
A=—lg, (X*) F, (X", 2°) F_ (X° 4"

g, (X) F (X, 1) F, (X" ")

XX XX

determinantni tuzamiz. Agar A>0= X" — r(x) funksiyaning shartli

minimum nugqtasi, agar A<0=X" — r(x) funksiyaning shartli
maksimum nuqtasi.
3-misol. z=xy funksiyaning x+ y=6 dagi ekstremumini toping.
Yechish: Lagranj funksiyasini tuzamiz
Z=xy+AU(6—x—Y).
Bu funksiyadan x, y va 4 lar bo‘yicha xususiy hosilalarni olib, ularni
nolga tenglaymiz. Natijada quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz

Z,=6-x—-y=0 xX+y=6
Z =y—4=0 = -A+y=0.
Z,=x-1=0 ~-A+x=0

Sistemani yechish natijasida berilgan masalaning optimal
yechimini aniglaymiz:
=3, x'=3, y =3
Demak, X*z(x*, y*)=(3;3) nuqta z=xy funksiya uchun statsionar
nuqta bo‘ladi. Topilgan qiymatni Z =z =9  maksimum yoki
minimumini ayta olishimiz uchun tekshirib ko‘rishimiz kerak. Ushbu
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nuqtani ekstremumga tekshirish uchun ikkinchi tartibli hosilalardan
tuzilgan A determinantni tuzamiz:

0 1

A= —_1<0, A<0, M=2Z-0.
1 0

Demak, x =(3;3) nuqtada - funksiya ekstremumga erishmaydi.
4-misol. z=x" +x; funksiyaning x, +4x,=2 dagi ekstremumini
toping
Yechish: Lagran; funksiyasini tuzamiz
Z=x"+x; +A2~-x —4x,)
Lagran) funksiyasidan quyidagi x,x, va A lar bo‘yicha xususiy
hosilalarni olib, ularni nolga tenglaymiz.

Z,=2-x-4x,=0 X, +4x,=2
Z, =2x-4=0 = ~A+2x,=0 .
Z, =2x,-44=0 —44+2x,=0
Sistemani yechib quyidagini topamiz:
« 4 s 2 « 8
A =—, X =—, X, =—.
17 17 17
Demak, X = (x1 , X, ) =177 nuqta z=x; +x, funksiya uchun

statsionar nuqta bo‘ladi. Topilgan qiymatni Z =z =7 maksimum

yoki minimumini ayta olishimiz uchun tekshirib ko‘rishimiz kerak.
Ushbu nugtani ekstremumga tekshirish uchun ikkinchi tartibli
hosilalardan tuzilgan A determinantni tuzamiz:
0 0’z
2:4>O, A>0, M=—=2>0.

A—2
o ox?

% 2 8 . . . .
Demak, x :(ﬁ;ﬁj nuqtada - funksiya minimumga erishadi.

(4) masalada funksiyalar o‘zgaruvchili ikkitadan ko‘p bo‘lsa, u
holda lokal ekstremum mavjudligining zaruriy sharti quyidagi
tenglamalar sistemasidan iborat bo‘ladi.

252



OF(X.A) _,
aFf;‘(f ) (5.20)
o =g(X)=0

Bu sistemadan (x°,1°) statsionar nuqtani topamiz.

Masalaning shartli ekstremumining mavjudligi Lagranj
funksiyasining 4°F — ikkinchi differensialini o‘rganish bilan bog*liq:

n 0 n
agar (X°,A") nuqtada Z%dx;o (i=1,2,..,m) Y.dx;#0 bo‘lib,
=t O ' =1

d’F(X°, 2°)<0 bo‘lsa, u holda bu nuqtada r(x) funksiya shartli

n 0
maksimumga erishadi; agar (x°,A°) nuqtada Z%dxj =0
X

(i=1,2,m) Ydx* 0 bo‘lib, dF(X*, 2% >0 bo‘lsa, u holda bu nuqtada
7 (x) funksiya shartli maksimumga erishadi.

Shuni alohida ta’kidlash kerakki, (x°,1%) nuqtada ¢°F(X°, 2°)=0
bo‘lsa, u holda (Xx°,4°) nuqtani ekstremumga boshqa usul bilan

qgo‘shimcha tekshirish kerak bo‘ladi.
S-misol. Lagranj usulidan foydalanib, quyidagi chizigsiz
programmalashtirish masalasini yeching
Xl +x+x =9,
u=x, —2x, +2x, = min(max)
Yechish: Lagran; funksiyasini tuzamiz:
F(X, ) =x,—2x, +2x, + A(x] + X5 +x; =9)

F(x, x,, A)=x,+x, + A[1—(x, = 1) = (x, = 1)°].

Bu funksiyadan xususiy hosilalarni olib, ularni nolga tenglaymiz
F, =1+2/x=0

F, =-2+24x,=0
F,=2+2Ax,=0

X+ X, +x;, =9
Sistemani yechib quyidagini topamiz:

1
/71=5, x,=—1 x,,=2, x;,=-2,
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1
122—5, X, =1, x,=2, x,, =2.

Bundan dzu(—l, 2,-2, %) =1>0; dzu(l, -2.2, —%) =—-1<0.

Demalk, (—1, 2,-2, %j — nugqta shartli minimum nuqta, u_, =-9;

1 . .
(1, -2,2, _Ej — shartli maksimum nugqta, u,, =9.

5.3. Qavariq programmalashtirish masalalari

Qavariq programmalashtirish optimallashtirish masalasining bir
bo‘limi bo‘lib, u gavariq funksiyani qavariq to‘plamda minimal-
lashtirish  (maksimallashtirish) nazariyasini o‘rgatadi. Qavariq
programmalashtirish masalasi

g.(X)=g.(x,x,,....x,)<b, (i=Lm)
x,20, (j=ln), XeGcCR", (5.21)
Z=f(X)=f(x,x,,...,x,) = min
ko‘rinishda bo‘lib, bunda g,(X), r(x) funksiyalar G < R" qavariq
to‘plamda aniglangan va qavariq funksiyalardir.

(5.21) masalaning yechish usullari bilan tanishishdan oldin
qavariq funksiyalar haqidagi ayrim tushunchalar bilan tanishamiz.

1-ta’rif. Agar
GcR', X, €G, X,eG = X(V)=AX,+(1-1X, G, 1€][0,1]
bo‘lsa, u holda G — gavariq to‘plam bo‘ladi.

2-ta’rif. Agar rs(x) funksiya G<R" qavariq to‘plamda
aniglangan bo‘lib, ixtiyoriy X, €G, X, €G nuqtalar va 0<a <1 son

uchun
fleX,+(1-a)X)<af(X,)+(1-a)f(X) (5.22)

f@X, +(1-a)X)2af(X,)+(1-a)f(X) (5.23)
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tengsizliklardan biri o‘rinli bo‘lsa, r(x) funksiya gavariq funksiya
deyiladi.

3-ta’rif. Agar ixtiyoriy X, €G, X, €G nuqtalar va 0<a <1 son

uchun
flaX,+(1-a)X)<af(X,)+(1-a)f(X) (5.24)

fleX,+(1-a)X)>af(X,)+(1-a)f(X)) (5.25)
tengsizliklardan biri o‘rinli bo‘lsa, u holda G = r" gavariq to‘plamda
anigqlangan r(x) funksiya qat’iy qavariq funksiya deyiladi.

Agar f(x) funksiya G gavariq to‘plamda aniglangan gavariq
funksiya bo‘lsa, ixtiyoriy chekli sondagi X, X,,..., X, €eG nuqtalar
uchun quyidagi

f(zi,X,J <D A X),
(5.26)
2,20, izj =1.
f(zi,X,J 22 LX),

(5.27)
4;20, ilj -

munosabatlardan bir1 o‘rinli bo‘ladi.

Qavariq funksiya va to‘plamlar quyidagi xossalarga ega:

G qavariq to‘plamda aniqlangan g,(X)=const funksiyalar
qavariq bo‘lsa, ularning nomanfiy chiziqli kombinatsiyasidan iborat
bo‘lgan

g(X)=Y Ag,(X), 420, (i=Lm)

funksiya ham qavariq bo‘ladi.
Ixtiyoriy chekli sondagi qavariq to‘plamlarning kesishmasi ham
qavariq to‘plam bo‘ladi.
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Qavariq f(x), XeR" funksiyaning sath to‘plamlari
X:f(X)<c ({X:f(X)=c}) bo‘sh yoki qavariq to‘plam bo‘ladi.

G qavariq to‘plamda aniqlangan r(x) funksiyalar qavariq
bo‘lishi uchun u o‘z ichiga olgan noma’lumlarning ixtiyoriy biri
bo‘yicha, qolganlarining tayin qiymatlarida gavariq bo‘lishligi zarur
va yetarlidir.

Agar f,(X), f,(X),....f,(X) funksiyalar qavariq G to‘plamda
aniqlangan qavariq funksiyalar bo‘lsa, f(Xx ) =max f,(X) funksiya ham

gavariq bo‘ladi.

4-ta’rif. r(x) qavariq funksiyaning G — R" to‘plamdagi global
maksimumi (minimumi) deb, har qanday X € G nuqtada
fXO)2f(X),  (f(X)<f(X),) (5.28)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi x° e G nuqtaga aytiladi.

Agar (5.28) tengsizlik x° €U, (X°) nuqta uchun o‘rinli bo‘lsa, x°
nuqta 7(x) funksiyaga lokal maksimum (minimum) qiymat beruvchi
nuqta bo‘ladi. Bu yerda: U_(X°) :{X: ‘X—X‘)‘ < g}.

Qavariq funksiyaning ekstremumiga doir quyidagi teoremalar
o‘rinlidir.

1-teorema. Agar r(x) funksiya G qavariq to‘plamda anig-
langan qat’ily qavariq funksiya bo‘lsa, u ozining ixtiyoriy global
ekstremumiga faqat bitta nuqtada erishadi.

2-teorema. Agar r(x) funksiya G qavariq to‘plamda gavariq
bo‘lib, bu to‘plamga tegishli ikkita X, X,, ..., X, € G nuqtalarda ham
global ekstremumga erishsa, shu nuqtalarning gavariq kombinat-

siyasidan iborat bo‘lgan ixtiyoriy nuqtada ham global ekstremumga
erishadi.

3-teorema. Agar r(x) funksiya G qavariq to‘plamda aniq-
langan qavariq va differensiallanuvchi funksiya bo‘lib, ixtiyoriy
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X°eG nuqtada VF(X")=0 bo‘lsa, u holda r(x) funksiya x° nuqtada
global ekstremumga erishadi.

(5.21) masala uchun Lagran; funksiyasini tuzamiz.

F(X, %00 Xy A Ay ) = [ (61, %500000X,) + DA (B, = g(X X500 x,))  (5.29)

i=1
Agar (X°,2") nuqta (5.21) masala uchun tuzilgan F(x,2)
funksiyaning egar nugtasi bo‘lsa, u holda X eU_ (Xx°) va 1eU,1°)
(1=0).
(U;(2")={4:]2a-2"|<s} — 2° nuqtaning ixtiyoriy kichik &>0
atrofi) uchun
F(X°, ) <F(X°,A)<F(X,A% (5.30)
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
g.(X)=g/(x,x,,...,x,)2b, (i=1m)
x,20, (j=Ln), XeGcR", (5.31)
Z=f(X)=f(x,x,,..,x,) —> max.

masala qaraymiz.

Agar (X°,2") nuqta (5.31) masala uchun tuzilgan F(x,2)
Lagranj funksiyasining egar nugqtasi bo‘lsa, u holda xeU_(Xx°) va
AeUy A%, (A=0) uchun

F(X,2)<F(X°,A)<F(X°A) (5.32)
munosabat o‘rinli bo‘ladi.

4-teorema. Agar (X°,1"), X eG, A°>0 Lagranj funksiyasining
egar nuqtasi bo‘lsa, u holda x° (5.21) masalaning optimal rejasi
bo‘ladi va (b, - g,(X))A’ =0 shart bajariladi.

Bu teoremada G to‘plam va r(x), g(X) funksiyalar gavariq
bo‘lishi shart emas.

(5.21) masalaga ham yuqoridagidek teorema isbotlash mumkin.
Demak, (5.21) va (5.31) masalalarning optimal rejasini topish uchun
Lagranj funksiyaning egar nuqtasini topish yetarli ekan.

7(x) va g/(X) funksiyalar differensiallanuvchi bo‘lgan hol
uchun Lagranj funksiyasining egar nuqtasi haqidagi mavjudlik
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teoremalariga ekvivalent teoremalar dastlab G.V.Kun va A.V.Takker
tomonidan olingan.

7(x) va g,(X) funksiyalar differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
Lagranj funksiyasi egar nuqtasi mavjudligining zaruriy va yetarlilik
shartlari (5.21) masala uchun quyidagicha ifodalanadi:

8F(X0,2,0)20, (5.33)
Ox;
W XA o os, (5.34)
ox, /
0 0
OFX A oy, (5.35)
oA,
A.OGF(X—Wzo, A0 >0. (5.36)
1 aﬂ/l 1
(5.31) masala uchun esa bu shartlar quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
OF(X°,1%)
—— 2 <0, (5.37)
Ox;
0 0
X?M:O, x) >0, (5.38)
ox; '
0 0
OF (X", )20, (5.39)
o7,
0 0
20 % ~0, >0, (5.40)

(5.33)-(5.36) va (5.37)-(5.40) munosabatlar Lagranj funksiyasi egar
nuqtasi mavjudligi haqidagi Kun-Takker shartlari deb ataladi.

5-teorema. r(x,2) funksiya egar nuqtaga ega bo‘lishi uchun

(5.21) masala uchun (5.33)-(5.36) shartlarning, (5.31) masala uchun
(5.37)-(5.40) shartlarning bajarilishi zarur va yetarlidir.

(5.31) masalani ko‘ramiz. Agar kamida bitta X € G nuqtada g,(X) <5,
tengsizlik (Sleyter sharti) bajarilsa, Kun-Takkerning quyidagi
teoremasi o‘rinlidir.
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Kun-Takker teoremasi. x° nuqta (5.31) masalaning optimal
yechimi bo‘lishi uchun bu nuqtada (5.37)-(5.40) munosabatlarning
bajarilishi zarur va yetarlidir.

(5.21) masala uchun ham bu kabi teorema o‘rinli bo‘ladi. Fagat
bu yerda Sleyter sharti g.(X)<b ko‘rinishida bo‘ladi.

1-misol. Grafik usul bilan quyidagi

2x, +x,22
2x, +x,<8
X +x,<6
520, x,20
Z = f(x,, x,)=—X —x; —> max.
masalani yeching va Kun-Takker shartlarining bajarilishini
tekshiring.

Yechish: Masalani grafik usulda yechib, uning optimal yechimi
X°(0,8;0,4) ekanligini ko‘rish mumkin. Bunda £(x°)=-0,8.

Berilgan masala uchun Lagranj funksiyasini tuzamiz

F(X, ) ==x -2+ 4,2x,+x, =2)+ L, (8 =2x, — x,) + L,(6 —x, — x,).

X% nuqtada masalaning 2-3-chegaraviy shartlari qat’iy
tengsizlikka aylanadi. Demak, masala uchun Sleyter sharti bajariladi.
(5.33)-(5.36) shartlarni tekshiramiz.

Lagranj funksiyasidan xususiy hosilalar olamiz va Lagranj
shartlarining bajarilishini tekshiramiz

8—F:—2x1+2ﬂl—212—13, 8—F:—2x2+/1l—/12—/13,

ox, ox,
a—F:2xl—|rx2—2, 6—F:8—2x1—x2, a—F:6—x1—x2,
on o, 04,

0 10 0 10

FAXA) ) e 0aacg A o oo iaeno
oA, 04,
0 10
FUXA) ¢ 1o 0aiagso
0%y
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Demak, 4,=0, 4,=0, [aF(gii’io) >0, aF(?;i’/lO) > OJ. 61:(2(—;/10) =0
bo‘lganligi sababli 4 #0 bo‘lishi mumkin. xfaF(g(—xoﬂ’o) =0 tenglikda
x;>0. ]

Demalk, aFLOJO):O, (j=1,2) bo‘ladi, ya’ni

Y
—2.0,8+24 +24, -2, =0
{—2.0,4+,11 +A,—A=0
Bundan 4 =0,8. Demak, (Xx°,1°)=(0,8;0,4; 0,8; 0; 0) egar nuqta bo‘ladi.

Endi Kun-Takker teoremasidan foydalanib qavariq program-
malashtirish masalasining optimal yechimini topish jarayoni bilan
tanishamiz. Buning uchun quyidagi masalaga murojaat qilamiz:

X, +2x,<8
2x,—x, <12,
x,20, x,=20
Z = f(x, x,)=2x, +4x, —x_ —2x; — max.

Bu masaladagi maqgsad funksiya chiziqli f,=2x+4x, va
f,=-xt -2x2 kvadratik funksiyalarning yig‘indisidan iborat. Bunda
f,=-x’ —2x2 funksiya manfiy aniglangan kvadratik formadan iborat
bo‘lgani uchun botiq funksiya bo‘ladi. Chiziqli f,=2x +4x,
funksiyani ham botiq funksiya deb qarash mumkin. Shunday qilib,
berilgan masala chegaraviy shartlari chizigli tengsizliklardan,
maqgsad funksiyasi esa botiq funksiyadan iborat bo‘lgan qavariq
programmalashtirish masalasidan iborat. Ushbu masalaga Kun-
Takker teoremasini qo‘llash mumkin.

Lagranj funksiyasini tuzamiz:

F(x,, X,y A, A,)=2x, +4x, —x} —=2x3 + 4,(8 —x, —2x,) + L, (12— 2x, + x,) +

Lagranj funksiyasining egar nuqtasi mavjudligini ifodalovchi
Kun-Takker shartlarini yozamiz:
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8—Fz2—2x1—/1]—22230
ox,
8—F=4—4x2—2/1|—12£0
0ox,

a—F=8—xl—2x220

04,

a—F:12—2xl+x220

o4,

xlg—F=x1(2—2xl—ﬂq—2/12)=O

X

oF

X, ——=X(4-4x,-24 -4,)=0
ox,
oF

ﬂja—ﬂq(S—xl—sz)—O
oF

ﬂ,za: 2(12—2x1+x2)20

2

x20, x,20, 420, 4,20,

Q)

(1D

(I11)

(I) sistemaga v,,v,, w;, w, nomanfiy qo‘shimcha o‘zgaruvchilar kiritib,

uni tenglamalar sistemasiga aylantiramiz:
25, + A4, +24,-v, =2
4x, + 24+ 4, —v, =4
X, +2x,+w =8

2x, —x, +w,=12
x,20, x,20, 4,20, 4,20,

v 20, v,20, w20, w,20.

Ushbu sistemani quyidagicha yozib olamiz:

W=02-2x-4-24)
v, =(4—-4x,-24 - 4,)
w, =@ -x —2x,)

w, =(12-2x,+x,)

V)

(V)

Ushbu tengliklarni va (IT) sistemani nazarga olib quyidagini hosil

qilamiz:
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xv, =0, xv,=0, 4w, =0, Lw,=0. (VI)

Endi (IV) sistemaning (VI) shartlarni qanoatlantiruvchi bazis

yechimini topamiz. Bu yechim ifodalovchi nuqta Lagranj funksi-

yasining egar nuqtasi va berilgan masalaning optimal yechimini
beradi.

(IV) sistemani sun’iy bazis usulidan foydalanib yechamiz. U
holda

2x,+ A4, +24, —v, +z,=2
A, + 24+ A4, —v, +z,=4

X, +2x,+w =8

2x, —x, +w, =12

x20, x,20, 420, 4,20,
v20, v,20, w=0, w,20, z >0, z,>0.
Z =Mz + Mz, - min.

0 0 0 0 0 0 M | M | 0]O0

R A RN N A AN AR
Zi oyl 212100112110l 1]10l0]o
Zy \m| 410 20110 -1]0 111010
w o, 8 | 1| 2]0/l0]0/0/]0 07110
w, |0 122|100/ 0/0/|0]0/ 0 1
A 6M | oM |am™ |3M | M |-M |-m | 0 | 0 | 0|0
Zi |y 21l 0121/ 0]1]01l0lo0
B 10| 1 ]0 1 (12 ]-1/4) 0 |[-1/4] 0 | 1/4, 0|0
wlo| 6 | 1,0 -1 12 01120/ 1210
w, | 0| 132 0 | % -1/4 0 |[-1/4] 0 |1/4]0 1
A, oM™ oM | 0 | M |om|-m | O | O |[-m |00
B lol 1 1] 0 12| 1120112/ 010]0
B lol| 1 ]o0 1 [1/2]-1/4) 0 |[-1/4] 0 | 1/4,0 |0
wolo| 510 0 [-32 121212 ]-12]-12/1]0
w, |0 11| 0 | 0 |-12]-94 1 |-1/4| -1 | 1/4]0 |1
A, olol o ol o0] 0|0 | —m|l-mlo]o

Bu jadvaldan otimal yechimni topamiz:
x =1, x=1, A'=0, ) =0,
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w=0, W=0, w=5 w=1l.
Bu yechim (IV) sistemaning (VI) shartlarni qanoatlantiruvchi bazis
yechimi bo‘ladi. Demak, (X°,A%)=(1;1;0;0) Lagranj funksiyasining
egar nuqtasi bo‘ladi. X°=(l;1) berilgan masalaning optimal yechimi
bo‘lib, unda £(x°)=3 bo‘ladi.

Kun-Takkerning yetarlilik teoremalari. Yuqorida biz Kun-
Takker shartlari bilan tanishdik va tengsizliklar bilan berilgan
masalalarni optimallashtirishda zaruruiy shartlarni ko‘rib o‘tdik.
Ba’zi bir holatlarda Kun-Takker shartlari uchun yetarlilik shartlarini
0°‘z1 ham yetarli hisoblanandi.

Klassik optimallashtirish masalalarida maksimum va minimum
uchun yetarlilik sharti asosan ikkinchi tartibli hosilalar orqali
aniqlanandi. Bu yerda esa, chizigsiz programmalashtirishda, qavariq
va botiq funksiyalar uchun yetarlilik shartlari ham to‘g‘ridan-to‘g‘ri
olinishi mumkin. Masalani maksimallashtirish uchun, Kun va Takker
quyidagicha yetarlilik teoremasini taklif qilishgan:

Teorema. Quyida berilgan chizigsiz programmalashtirish
masalasini garaymiz:
g@<r, (i=12,..,m)
x>0
r=f (x) — min.

Yugoridagi masala uchun quyidagi shartlar bajarilsa:
a) r(x) funksiya differensiallanuvchi va botiq bo‘lsa;

b) g'(x) funksiya differensiallanuvchi va qavariq bo‘lsa;

¢) x nuqta Kun-Takkerning maksimumlik shartlarini
qanoatlantiradi; u holda x" nuqtada z=s(x) funksiya maksimum
nuqtaga erishadi.

Demak, yuqoridagi teoremaning (a), (b), (c) shartlari bajarilsa
x nuqta masalaning optimal yechimi hisoblanadi.

Boshga tomondan garaganda, (a) va (b) shartlar bilan va Kun-
Takker shartlari masalani maksimallashtiradi. Agar nazarda tutilgan
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tengsizlik va (a), (b) shartlar hisobga olinsa, u holda Kun-Takker
shartlari funksiyani maksimallashtirish uchun zaruriy va yetarli shart
hisoblanadi.Yuqorida ko‘rilgan teorema gavariq programmalshtirish
deyiladi. Yetarlilik sharti faqat maksimallashtirish uchun kerak
bo‘ladi.

Qisman botiq programmalashtirish masalasi uchun Arrow-
Enthovenning yetarlilik nazariyasi:

Kun-Takkerning yetarlilik nazariyasiga yuzlanadigan bo‘lsak,
ayrim qavarig-botiq holatlarga duch kelamiz. Bular esa bir gancha
murakkab shartlarni keltirib chigaradi. Arrow-Enthoven yetarlilik
nazariyasi deb nomlangan boshga nazariyada esa bu holatlar maqsad
va chekli funksiyalarda qisman qavariqlik va qisman botiglik
shartlarining o0°zi ganoatlantiradi. Shartlar orqali ular osonlashtirilishi
bilan bir qgatorda, yetarlilik holatlarini o‘rganish imkoniyatlari
kengayadi.

Arrow-Enthoven ishining asl kelib chiqishi f'(x) va g'(x)
funksiyalari maksimallashtirish masalasi va nomanfiy (>) shaklidagi
cheklovlar bilan bir vaqtda gisman botiq bo‘lishi kerak. Bu esa
qisman botiq programmalashtirish masalalarini keltirib chiqaradi. Bu
muhokama jarayonida nomusbat (<) tengsizligidan maksimal-
lashtirish  masalasining cheklovlari va (>) tengsizligidan
minimallashtirish masalasida foydalanamiz.

Berilgan chizigsiz programmalashtirish masalasini garaymiz

gi(x) <r, (i=12,..,m);

Yugoridagi masala quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:
a) f(x) magsad funksiyasi differensiallanuvchi va nomanfiy so-
hada gisman botiq;
b) g'(x) funksiya differensiallanuvchi va nomanfiy sohada qis-
man qavariqdir;
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d) x" nuqta Kun-Takkerning maksimumlik shartlarini gqanoat-
lantiradi;

e) Quyidagilarning ixtiyoriy bittasi ganoatlantiriladi:

(d1) kamida bitta x; o‘zgaruvchi uchun f;(x)<0 bo‘lsa;

(d2) musbat qiymatga erishadigan x, o‘zgaruvchi uchun
S (x*) <0;

(ds) £;(x") ning barcha n-tartibli hosilalari noldan farqli va f(x)

funksiya x nuqtada ikki marta differensiallanuvchi [ya’ni f(x) ning

x da barcha ikkinchi tartibli hosilalari mavjud];
(d4) f(x) funksiya botiq.

Demak, x nuqta z=s(x) funksiyaning maksimum nuqtasi
bo‘ladi.

Bu nazariyaning isboti juda uzun bo‘lganligi sababli, uni shu
yerda to‘xtatamiz. Biroq shunga e’tibor qaratish kerakki, Arrow va
Enthoven o°‘zlarining qisman botiglik qisman gavariqlik nazariyasida
botiglik qavariqglik holatlarini kamaytirishga erishgan vaqtda, ular
yangi (d) shartni kiritishni muhim deb topishdi. Shunga qaramasdan,
(d) shartda berilgan to‘rtta holatdan faqat bittasi to‘liq yetarlilik
shartlarini shakllantirishi kerak. Shuning uchun natijada yuqoridagi
nazariya maksimum uchun to‘rtta turli yetarlilik shartlari guruhidan
tashkil topgan. Botiq s’(x) funksiya bilan (d4) shart bajarilganda,

Arrow-Enthoven yetarlilik nazariyasi Kun-Takker yetarlilik
nazariyasi bilan bir xil bo‘lib qoladi. Lekin bu to‘g‘ri emas. Shu bilan
birgalikda, Arrow va Enthoven g'(x) chekli funksiyani qisman

qavariq bo‘lishini talab qgiladi, uning yetarlilik shartlari shunda ham
kamroq bo‘ladi. Demak, nazariya (a) dan (d) gacha bo‘lgan barcha
yetarlilik shartlarini gamrab oladi. Lekin buni boshqacharoq tarzda
izohlash ham mumkin, ya’ni (a), (b) va (d) shartlar bajarilsa, u holda
Kun-Takker shartlari maksimum uchun yetarli shartlar bo‘ladi.
Bundan tashgari, agar cheklanganlik xususiyati ganoatlantirilsa, unda
Kun-Takker shartlari maksimum uchun zaruriy va yetarli bo‘ladi.
Kun-Takker nazariyasiga o‘xshab, Arrow-Enthoven nazariyasi mini-
mallashtirish shakliga osonlik bilan o‘tkazilishi mumkin. Opti-
mallashtirish yo‘nalishini saglab qolish uchun zarur bo‘ladigan aniq
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o‘zgarishlar bilan birgalikda, (a) va (b) holatlarida gqisman botiq va
qisman qavariq so‘zlarini almashtirishimiz kerak, Kun-Takker mak-
simum holatlarini minimum holatlariga almashtirish, (d,) va (d,;) dagi
tengsizliklarni saqlab qolishimiz va (d4) da botiq so‘zini gavariqqa
o‘zgartirishimiz kerak bo‘ladi.

Nazorat savollari

1. Chizigsiz programmalashtirish masalasining umumiy qo‘-
yilishi ganday?

2. Chizigsiz programmalashtirish masalasining gqanday turlari
mavjud?

3. Mahalliy va global optimal reja nima?

4. Chizigsiz programmalashtirish masalasi geometirik nuqtayi
nazardan ganday talqin qilinadi?

5. Chizigsiz programmalashtirish masalasi grafik usulda gan-
day yechiladi?

6. “Shartsiz optimallashtirish masalasi” deganda ganday ma-
salani tushunasiz?

7. Shartsiz optimallashtirish masalasining umumiy qo‘yilishi
ganday?

8. Chizigsiz programmalashtirish masalasining geometrik
talginidan foydalanib, masalaning optimal yechimlari haqida nima
deyish mumkin?

9. Chizigsiz programmalashtirish masalasini grafik usulda
optimal yechimini topish algoritmi qanday?

10. Statsionar nuqta nima?

11. Gesse matrisasi va uni ekstremal nuqtani aniqlashdagi roli
qanday?

12. Gesse matrisasi bosh minorining aniglangan qiymati orqali
funksiya haqida qanday xulosa chigarish mumkin?

13. Cheklamalari tenglama ko‘rinishda bo‘lgan chizigsiz
programmalashtirish masalasini yechish uchun Lagranjning anigmas
ko‘paytuvchilar usuli ganday?

14. Lagranj funksiyasi ganday tuziladi?

15. F(X,A)=Af(x)+ 3. 4(b - g.(x) — Lagranj funksiyasidagi 4 —
i=1

Lagranj ko‘paytuvchisining iqtisodiy ma’nosi nimadan iborat?
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16. f(x,x,,...x,) funksiya ekstremumini aniqlashning zaruriy

sharti nimadan iborat?

17. Qavariq funksiyani (pastga va yuqoriga qavariq funksi-
yalarni) ta’riflang.

18. Qat’1y pastga (yuqoriga) qavariq funksiyani ta’riflang.

19. Qavariq funksiya ganday xossalarga ega?

20. “Qavariq funksiyaning mahalliy va global maksimumi
(minimumi)” deganda nimani tushunasiz?

21. Qavariq funksiya gachon yagona global minimumga
(maksimumga) erishadi?

22. Qavariq programmalashtirish masalasi uchun Lagranj
funksiyasi qanday ko‘rinishga ega bo‘ladi?

23. Lagranj funksiyasining egar nuqtasi nima va u qanday
aniglanadi?

24. Lagranj funksiyasi egar nuqtasining mavjud ekanligining
zaruriy va yetarlik shartlari.

25. Kun-Takker teoremasini ta’riflang.

26. Sleyter sharti nimadan iborat?

Mustaqil yechish uchun misollar

Grafik usulidan foydalanib, quyidagi chizigsiz programma-
lashtirish masalalarini yeching:
X +2xy22
X +x,<6
1. [2x +x, <11

x 20, x, 20.

Z =2(x; = 7)* + 4(x, — 3)> - min(max)

X +x, <7
x 20, x, 20.

Z =4(x; —2)* + 2(x, —2)* — min(max)
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X +2x, <8
3x +x, <15
3. [ x +x, 211

x20,x,20.

Z =(x; — 6)* + (x, — 2)* — min(max)

Quyidagi funksiyalarning gavariq yoki qavariq emasligini
ko‘rsating.

4. f(x;,%)=2x0 + X3 — XX, + 5%, — 6x, +8;

5. f(x,%) =X +X5 —2X.%) +2X, + Xy;

6. f(x,X)) =X + x5 —4x; +5x,.

Quyidagi masalalarda Kun-Takker shartlaridan foydalanib,
berilgan nuqta qavariq programmalashtirish masalasining yechimi
ekanligini aniqlang.

X +2x,<8
3x,+x, <15
X +x,21

x20,x,20

Z=(x —6)2 +(x, —2)2 — max
2x +3x, <24

x; +2x, <15

8. <3x; +2x, 224

X, <4

x20,x, 20

Z:x§+6x12—6x1+6—>max

X —2x, <0
X +x, 21

x20,x, 20

Z=x12 +4x§ — min

Tayansh so‘z va iboralar
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Chizigsiz programmalashtirish, mahalliy optimal reja, global
optimal reja, gavariq programmalashtirish, kvadratik programma-
lashtirish, gipersirtlar oilasi, gipersirtlar sathi, statsionar nuqta, Gesse
matrisasi, Lagranj funksiyasi, shartsiz optimallashtirish masalasi,
egar nuqta, qavariq funksiya, qat’ity qavariq funksiya, qavariq
funksiyaning mahalliy va global maksimumi, Lagranj funksiyasining
egar nuqtasi, Kun-Takker shartlari, Kun-Takker teoremasi.

VI BOB. DINAMIK PROGRAMMALASHTIRISH
MASALALARI

6.1. Dinamik programmalashtirish elementlari

Dinamik optimallashtirish masalasi. Shu paytgacha o‘rga-
nilgan chiziqli va chizigsiz programmalashtirish masalalarida iqtiso-
diy jarayon vaqtga bog‘ligmas deb qaraldi, shuning uchun masala-
ning optimal yechimi rejalashtirishning faqat bir bosqichi uchun
topildi. Bunday masalalar bir bosqichli masalalar deb ataladi.

Dinamik programmalashtirish masalalarida iqtisodiy jarayon
vaqtga bog‘liq deb qaraladi hamda butun jarayonning optimal
rivojlanishini ta’minlovchi bir qator (ketma-ket, har bir davr uchun)
optimal yechimlar topiladi. Dinamik programmalashtirish masalalari
ko ‘p bosqichli yoki ko ‘p gadamli masalalar deb ataladi.

Dinamik programmalashtirish — vaqtga bog‘liq va ko‘p bos-
qichli boshqariluvchi iqtisodiy jarayonlarni optimal rejalashtirish
usullarini o‘rganuvchi bo‘limidir.

Agar iqtisodiy jarayonning rivojlanishiga ta’sir ko‘rsatish mum-
kin bo‘lsa, bunday jarayon boshgariluvchi deb ataladi. Jarayonga
ta’sir etish uchun qabul qilinuvchi qarorlar (yechimlar) to‘plamiga
boshqgarish deb ataladi. Iqtisodiy jarayonlarni boshgarish bir bos-
gichdagi vositalarni tagsimlash, mablag‘lar ajratish, direktiv hujjatlar
qabul qilish kabilar bilan ifodalanishi mumkin.

Masalan, ixtiyoriy korxonada ishlab chiqarish — boshqariluvchi
jarayondir, chunki u ishlab chiqarish vositalarining tarkibi, xom-
ashyo ta’minoti, moliyaviy mablag‘lar migdori va hokazo bilan

269



anigqlanadi. Rejalashtirish davridagi har bir yil boshida xomashyo
bilan ta’minlash, ishlab chiqarish jihozlarini almashtirish, qo‘shim-
cha mablag‘lar miqdori haqida garorlar gabul qilinadi. Bu qarorlar
to‘plami jarayonni boshqarishdir. Bir qarashda, eng ko‘p migdorda
mahsulot ishlab chigarish uchun korxonaga mumkin bo‘lgan
vositalarning hammasini berish va ishlab chiqarish jihozlaridan
(stanoklardan, texnikadan va hokazolardan) to‘la foydalanish
zarurdek tuyuladi. Lekin, bu jihozlarni tezda eskirishiga (ishdan
chiqishga) va kelgusida mahsulot ishlab chiqarish hajmining
kamayishiga olib kelishi mumkin. Demak, korxonaning faoliyatida
noma’qul oqibatlardan holi bo‘lgan holda eskirgan jihozlarni
almashtirish yoki o‘rnini to‘ldirish choralari belgilanishi lozim
bo‘ladi. Bu esa dastlabki bosqichda mahsulot ishlab chigarish hajmi
kamaysa ham, keyingi bosqichlarda korxonaning butun ishlab
chiqarish faoliyatini kuchayishiga olib kelishi mumkin.

Shunday qilib, yuqoridagi iqtisodiy jarayon, har bir gadamda
uning rivojlanishiga ta’sir etuvchi, bir gancha bosqichlardan iborat
deb qaralishi mumkin. Ko‘p bosqichli iqtisodiy jarayonlarni
rejalashtirish uchun, har bir oraliq bosqichda alohida qaror qabul
qilishda, butun jarayonning tub maqgsadi ko‘zlanadi. Butun
jarayonning yechimi o‘zaro bog‘langan yechimlar ketma-ketligidan
iborat bo‘ladi. O‘zaro bog‘langan bunday yechimlar ketma-ketligi
strategiya deb ataladi. Oldindan tanlangan mezonga ko‘ra eng yaxshi
natijani ta’minlovchi strategiya optimal strategiya deb ataladi.
Boshqacha aytganda, optimal strategiya ko‘p bosqichli iqtisodiy
jarayonning optimal rivojlanishini ta’minlovchi strategiyadir.

Dinamik programmalashtirish ko‘p bosqichli tuzilishga ega
bo‘lgan yoki bunday tuzilishga keltiriladigan masalalarning optimal
yechimini topish uchun ishlatiladigan matematik vositadir. Dinamik
programmalashtirish masalasiga o‘tishdan oldin bu masala bilan
uzviy bog‘liq bo‘lgan dinamik optimallashtirish masalasi bilan
tanishib chigamiz:

Iqtisodiy jarayon ¢, <t <t vaqt oralig‘ida ro‘y bersin. U holda bu

jarayon harakatini ifodalovchi tizimni ¥u)=x(8), X,(£),...x, () ustun
vektor yordamida yozib olamiz. Ma’lumki, bu vektorlar £ fazo nuq-
talaridir. U holda x,(¢), i =1,n funksiyalarni uzluksiz deb faraz qilib,
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f\l}zi)_&([)EL |l0StSt1}

vektorni hosil qilamiz va bu vektorlarning geometrik o‘rni X, =x)
nuqta va X, =xy,) nuqta oralig‘idagi niqtalar to‘plami hosil qilgan
trayektoriyadan iborat bo‘ladi. U holda bu tizimni boshqarish vektori
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

U\) =iﬁu) ST UL )= WL ), Un( L), td, (1))

Bu vektorlarning geometrik o‘rnini boshqarish trayektoriyasi
deb ataladi. Boshqgarish vektori odatda gandaydir -kompakt sohada
aniglangan bo‘ladi:

ugyesec k.

U -barcha mumkin bo‘lgan boshqarish trayektoriyalar to‘plami
bo‘lsin. U holda {iu)jevcQcE". {xu); trayektoriya harakat

tenglamasini ifodalaydi va boshqarish trayektoriyasi bilan
quyidagicha bog‘langan bo‘ladi:

) . 5 (1)
= f(Xw),une),e),
dt dt

= f (50 X, (0514 (), ();8) . (6.1)

Agar (6.1) differensial tenglamalar ¢ vaqtga bog‘liq bo‘lmasa, u
holda ular avtonom tenglamalar deb ataladi. Chizigli avtonom
tenglamalar quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

dx\r)
dt

= AX + pu . (6.2)

Bu yerda A-nxn o‘lchamli, B-nxr o‘lchamli matritsa. (6.2)
tenglama x;=Xxy,) boshlang‘ich shart bilan yechiladi. x—harakat

vektori, #—boshqarish vektori va r-vaqt orasidagi bog‘lanishni

271



ko‘satuvchi funksionalni 7(x,4,r) bilan, X; va ¢, orasidagi bog‘lanish
ko‘rsatuvchi funksionalni F(x,,;;) bilan belgilaymiz. Bu yerda

](xaﬁal)=1\xlU)a'--7xnU);ulk[)r--aurk[);[)a F\)_élall)zrkxlkll)a'--)xn\tl);t) :

Dinamik optimallashtirish masalasi umumiy holda quyidagicha
yoziladi:

N
[,
mav I:j](f,ﬁ,[)d[ﬂ-ﬁ\)ﬂ,ﬁ)[,

o

(6.3)
dx .. - - -

E:f(xsual)a X\g) =X, L= =\ XL )Eed, {UL)jEU

Bu masalani geometrik nuqtayi nazardan quyidagicha tasvirlash

mumkin:

oxirgi
nuqta

boshlang ich

nuqta \

Bellman funksional tenglamalari. Dinamik optimallashtirish-
ning tatbiglaridan biri bo‘lgan dinamik programmalashtirish masalasi
(6.3) bilan atroflicha tanishamiz:

Faraz qilamiz, x ), t, <t<t, optimal trayektoriya bo‘lib, u ikki
qismdan iborat bo‘lsin. U holda trayektoriyaning 1-qismi ¢, <t<7
oraligda xy,) boshlang‘ich shart bilan, 2-qismi esa 7 <7<t oraliqda
x(r) boshlang‘ich shart bilan aniglanadi.

Faraz qilamiz, J'(X,;) funksiya (6.3) masalaning yechimi
bo‘lsin. U holda J*(X,r) ni (i,:) nuqtadagi optimal giymat deb garash
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mumkin. Xuddi shunday (i+ax%, 1+ar) nuqtadagi optimal giymat
J (X +nX, 1 +or) ifoda bilan aniqlanadi. U holda [¢,¢+A¢] oraliqdagi
qiymat quyidagi rekurent formula bilan aniqlanadi:

J*()_c',l)z?jw' X, UL L)AL+ U?-rw_c',l—rul)j. (6.4)
i)y

J'(X+nox, r+ar) funksiyani (x,,) nuqta atrofida Teylor gqatoriga
yoyamiz:

J X+, r+nr)=g X,0)+—_ —AL+... (6.5)
X ot

Bu yerda

yeosy

B \ o ox,
(6.4) va (6.5) dan foydalansak

% -
I . Ax oo
O=m~v’T(X,u,1)+— — 4.

s lar 8J*}

fawny ox nt ot
. AX ax - e . cq .
U holda AI}H%) v % = f(x,u,r) tenglikni hisobga olib quyidagi Bellman
tenglamasini hosil gilamiz:
oJ"

(6.6)

ID"”VJ’(:V’,II,!)-?-—_'

ot {awy Ox )f.

Ko‘p bosqichli iqtisodiy masalalarni yechish uchun ularni
yagona matematik modelini yoki bo‘lmasa, har bir bosqichga mos
keluvchi statik modellar sistemasini tuzib, so‘ngra uni dinamik
programmalashtirish usullari bilan yechish mumkin. Shu sababli,
ko‘p bosqichli jarayon sifatida ifodalanuvchi matematik program-
malashtirish masalalarini yechish ham dinamik programmalashtirish
predmetini tashkil etadi.

Ko‘p bosqichli jarayon vaqtga bog‘liq ravishda rivojlanuvchi va
0°z taraqqiyotida bir necha bosqichlarga bo‘linuvchi jarayondir.

Dinamik programmalashtirish quyidagi xususiyatlarga ega:

1) dinamik programmalashtirish ko‘p bosqichli jarayonning
birdan-bir yagona yechimini emas, balki har bir bosqichga mos
keluvchi va tub manfaatni ko‘zlovchi yechimlar ketma-ketligini
topishga yordam beradi;

2) dinamik programmalashtirish yordami bilan yechilayotgan
ko‘p bosqichli masalaning ma’lum bir bosqichi uchun topilgan
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yechimi undan oldingi bosqichlarda topilgan yechimga bog‘liq
bo‘lmaydi. Unda faqat shu bosqichni ifodalovchi faktlar nazarga
olinadi;

3) dinamik programmalashtirish yordami bilan ko‘p bosqichli
masalani yechish jarayonining har bir bosqichida tub maqsadni
ko‘zlovchi yechimni aniglash kerak, ya’ni yechimlar orasida provard
maqgsadga erishishga maksimal hissa qo‘shuvchi yechimni topish
kerak.

Demak, ma’lum bir bosqichda topilgan optimal reja faqat shu
qadam nuqtayi nazaridan emas, balki butun jarayonning tub (provard)
magsadi nuqtayi nazaridan optimal reja bo‘lishi kerak. Bunday
prinsip “dinamik programmalashtirishning optimallik prinsipi” deb
ataladi.

Optimallik prinsipiga amal qilish har gadamda qabul gilingan
yechimni kelgusida qanday oqibatlarga olib kelishini nazarga olib
borish demakdir. Bundan tashqgari, optimallik prinsipini yana
quyidagicha talqin gilish mumkin.

Har bir bosqichdan avval sistemaning holati qanday bo‘lishidan
qat’i nazar shu bosqichdagi optimal yutuq bilan undan keyingi
bosqichlardagi optimal yutuqlarning yig‘indisini maksimallash-
tiruvchi boshgarishni tanlash kerak.

Demak, boshgarishning optimal strategiyasini topish uchun eng
avval n-qadamdagi optimal strategiyani topish kerak, keyin n va
(n—1)-qadamlardagi optimal strategiyani va hokazo, barcha

qadamlardagi optimal strategiyani topish kerak.

Bu prinsipga asosan dinamik programmalashtirish masalasini
oxirgi n-qadamdagi optimal strategiyani topishdan boshlash kerak.
Buning uchun undan oldingi qadamdagi yechim haqida ayrim
taxminlar qilinadi va bu asosda W mezonni maksimallashtiruvchi U?

boshgarish tanlanadi. Bunday boshqarish shartli boshgarish deb
ataladi.

Demak, optimallik prinsipi har gadamda undan oldingi
gadamning mumkin bo‘lgan ixtiyoriy bir natijasi uchun shartli
optimal boshqgarishni topishni talab giladi. Ko‘p bosqichli masalada
Bellman funksional tenglamasi bilan tanishamiz.

Vaqtga bog‘liq ravishda o‘zgaruvchan va boshqgarish mumkin
bo‘lgan sistemani ko‘ramiz. Bu sistemani 7 ta bosqichlarga ajratish
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mumkin deb faraz qilamiz, ya’ni s=1,2, .., 7. Har bir bosqichning
boshidagi sistemaning holatini x, bilan belgilaymiz. U holda
X =X, Xy e X, ).

Har bir jarayonida sistemaning holati o‘zgaradi. Uning x,

holatdan x, holatga o‘tishiga u, boshqarish ta’sir qiladi. Demak,

x =@(x,_,u).
Bu yerda u, mumkin bo‘lgan G, — boshqarishlar to‘plamiga tegishli,
ya’ni u, €G,.

Bunday aniqglashlarda sistemaning butun [0;7] davr ichidagi
taraqqiyoti x,,x,, X,, .., X, ,,X, vektorlar ketma-ketligi orqali aniqla-
nadi. X(#) sistemaning ¢ bosqichda mumkin bo‘lgan holatlar
to‘plami. Sistemani boshlang‘ich x, holatdan x, holatga o‘tkazish
uchun  uy,u,u,,....,u, ,u, boshgarishlar ketma-ketligi, ya’ni
strategiyalar xizmat qiladi. Sistemaning eng yaxshi x, holatga
o‘tishini ta’minlash uchun f,(x) magsad funksiyani kiritamiz.

fT(x) = ZZz(xt—v xl)

bu yerda, Z =(x_,, x,) sistemaning x,_, holatdan x, holatiga o‘tishida
hisoblanadigan va bu holatlarni solishtirib baholovchi funksiyadir.

Agar sistemaning ¢ bosqichdagi holatlar to‘plami X () mumkin
bo‘lgan boshqarishlar to‘plami G, va sistemani bir holatdan ikkinchi
holatga o‘tkazish qoidasi hamda bu holatlarni solishtiruvchi funksiya
Z =(x,_,x,) berilgan bo‘lsa, 7 bosqichda sistema to‘la aniqlangan
bo‘ladi. Bunday sistemani ifodalovchi dinamik programmalashtirish
masalasi quyidagicha bo‘ladi.

Sistemani boshlang‘ich holati x, ma’lum bo‘lganda shunday

u, = U, Uy, ..., Uy)

strategiyani tanlash kerakki, u

X, =p(x 1), x€X@t), ueG, (=17 (6.7)
shartlarni qanoatlantirib,
fT(x):ZZz(xt—lﬂxt) (68)

funksiyaga ekstremal qiymat bersin.
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Bu munosabatlardan ko‘rinadiki, dinamik programmalashtirish
masalasi ko‘p bosqichli tanlash masalasi bo‘lib, uning »* optimal
yechimi bir nechta bosqgichlarda topilgan, mumkin bo‘lgan u,
boshgarishlar asosida tanlanadi.

Geometrik nuqtayi nazardan, dinamik programmalashtirish
masalasini quyidagicha talqin qilish mumkin: Umumiy holda
sistemaning boshlang‘ich x, holati va oxirgi x, holati aniq
berilmaydi, balki boshlang‘ich holatning X, sohasi va oxirgi
holatning X, sohasi ko‘rsatiladi.

Bu masala quyidagicha ta’riflanadi: biror boshgariluvchi x
sistema boshlang‘ich x,e X, holatda bo‘lsin. Vaqt o‘tishi bilan
sistemaning holati o‘zgarib x e X, oxirgi holatga o‘tadi, deb
hisoblaylik. Sistema holatlarining o‘zgarishi W mezon (kriteriy)
bilan bog‘lig bo‘lsin. Sistemaning o‘zgarish jarayonini shunday
tashkil etish kerakki, bunda W mezon o‘zining optimal qiymatiga
erishsin.

U mumkin bo‘lgan boshqaruvlar to‘plami bo‘lsin, u holda
masala X sistemani x,e X, holatdan x, e X, holatga o‘tkazishga
imkon beruvchi shunday " <tU boshqaruvni topishdan iboratki,
bunda w(u) mezon o‘zining W eW(u") optimal qiymatiga erishsin.

Odatda sistemaning x, holatini sonli parametrlar bilan, masalan,
ajratilgan fondlar miqdori, jalb qilingan investitsiyalar miqdori,
sarflangan yoqilg‘i miqdori va h.k. bilan ifodalash mumkin. Bu
parametrlarni sistemaning koordinatalari deb ataymiz.

(6.7), (6.8) masalani yechishdan avval

GT:GT—l,Ta-":Gl,z,..., T G
belgilashlar kiritamiz. Bu yerda G, — masalaning oxirgi 7 bosqich-
dagi aniqlanish sohasi, G, ,-T va T-1 bosqichlardagi aniqglanish
sohasi, G, ,,,=G — berilgan masalaning aniqlanish sohasi.

Magsad funksiyaning oxirgi bosqichdagi optimal giymatini
f,(x;_,) bilan belgilaymiz:

S1(x) :glelg: {ZT(xT_l,XT)}. (6.9)
T -1 gadamdagi shartli optimal gqiymatni f,(x,_,) bilan belgilaymiz:
Sf2(x;,)= min {ZT—I (X 5, X)) + ﬁ(xT—1)} . (6 1 O)

ur_1€bypr_y 1
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Bu jarayonni davom ettiramiz
Ji(xr )= min {ZT—k (X7 X o) + S Cor_iy )} > (6 11 )

fr(xo)=Il}}eig{21(xo»xl)+fm(xl)}- (6.12)

Bu yerda (6.9)-(6.12) ifodalar optimallik prinsipining matematik
formadagi yozilishidan iborat bo‘lib, ular “Bellmanning funksional
tenglamalari” yoki “dinamik programmalashtirishning asosiy
funksional tenglamalari” deb ataladi.

Dinamik programmalashtirishning optimallik prinsipiga asosan
har bir gadamda topilgan yechim fagat shu qadam nuqtayi nazaridan
emas, balki so‘nggi, tub maqgsad nuqtayi nazaridan optimal bo‘lishi
kerak ekanligini ko‘rgan edik. Dinamik programmalashtirish
masalalarini yechish usullari uchun ana shu prinsip asos qilib olingan.

Dinamik programmalashtirishga keltiriladigan masalalar.
Dinamik programmalashtirish usullari bilan yechiladigan ba’zi
iqtisodiy masalalar bilan tanishib chigamiz:

Sanoat birlashmasini optimal rejalashtirish masalasi. Faraz
qilaylik, »n ta korxonani o‘z ichiga oluvchi sanoat birlashmasining 7
yillik ishlab chigarish rejasini tuzish talab qilinsin. Rejalash-
tirilayotgan 7 davrning boshida birlashma uchun K, miqdorda

mablag® ajratilgan bo‘lsin. Bu mablag® korxonalararo tagsimlanadi.
Korxonalar ajratilgan mablag‘ni to‘la yoki qisman ishlatadi va
ma’lum miqdorda daromad oladi. Keyingi bosqichlarda mablag‘lar
korxonalararo qayta tagsimlanishi mumkin. Shunday qilib, quyidagi
masala hosil bo‘ladi: korxonalararo kapital mablag‘ni shunday
tagsimlash va qayta tagsimlash kerakki, natijada birlashmaning 7 yil
davomida olgan daromadlarining yig‘indisi maksimal bo‘lsin.

Har yilning boshida birlashmadagi har bir korxonaga ajra-
tiladigan xomashyo, kapital mablag® va yangilanishi kerak bo‘lgan
uskunalarning soni haqida yechim gabul qilinadi.

Bu yechimlar to‘plami boshqarish deb ataladi. Demak, ¢—
gadamdagi boshqarish

U'=U,U.,..,U)
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vektor orqali ifodalanadi, bu yerda U’ — ; korxona uchun r—qadam-

ning boshida ajratilgan xomashyo, kapital mablag‘ va hokazolarning
miqdorini ko‘rsatuvchi vektor.
Butun birlashmaning 7 davr ichida boshgarishni
Uu=U'\,Uus,..,Uu"h
vektor orgali ifodalash mumkin. Bundan tashqgari, birlashmadagi har
bir j korxonaning holatini ko‘rsatuvchi X, vektor kiritamiz.

X, =(X;, X;,...X)), (j=Ln).
Bu yerda X; — r-qadamning boshidagi ; korxonaning moddiy-

ashyoviy va moliyaviy ahvol darajasini ko‘rsatuvchi vektor bo‘lib,
uning komponentalari korxonadagi mehnat resurslari, asosiy fondlar,
moliyaviy ahvol darajasini ko‘rsatadi, ya’ni

X =(X, X, XY,
Demak, yuqoridagilardan xulosa qilib aytish mumkinki, boshqgarish
vektori birlashmadagi korxonalar sistemasining ¢ qadam boshidagi
holatini ko‘rsatuvchi vektordir, ya’ni

U =U'(X"".

Sistemaning boshlang‘ich holati X, berilgan deb faraz qilamiz.
Magsad funksiya sifatida birlashmaning 7 davr ichida oladigan
daromadlari yig‘indisini ifodalovchi

Z= iZ " — max
t=l1
funksiyani kiritamiz. Har bir + qgadamning boshida sistemaning X"
holat darajasiga va U’ boshqarish vektoriga chegaralovchi shartlar
qo‘yiladi. Bu shartlar birlashmasini G bilan belgilaymiz va uni
mumbkin bo‘lgan boshqarishlar to‘plami deb ataymiz.

Shunday qilib, quyidagi dinamik programmalashtirish masala-
siga ega bo‘lamiz:

U'egG, (6.13)

T
Z:ZZ‘—nnax (6.14)

t=1
Hosil bo‘lgan (6.13), (6.14) model ishlab chiqarishning dinamik
modeli deb ataladi. Bu modelga asosan har bir t qadamdagi v
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boshgarishni shunday aniqlash kerakki, natijada sistemaning reja-
lashtirilayotgan davr ichida erishgan daromadlari yig‘indisi maksimal
bo‘lsin.

Mahsulot ishlab chigarish va uni saqlashni rejalashtirishning
dinamik modeli. Vaqtga bog‘liq ravishda o‘zgaruvchan talabni
qondirishga qaratilgan ishlab chigarishni rejalashtirish masalasini
ko‘ramiz. Rejalashtirilayotgan davrning uzunligi 7 bo‘lsin. Bu
davrning har bir 1 qadamida mahsulotga bo‘lgan talab () ma’lum

deb faraz gilamiz. Xuddi shuningdek, s qadamdagi ishlab chiqarish
rejasini  x(r) bilan belgilaymiz. 7 davr davomida korxonadagi

mahsulotlar zaxirasi kamayib yoki ortib borishi mumkin.
Faraz qilaylik, boshlang‘ich =0 gadamda korxonadagi
mahsulot zaxirasi z() bo‘lsin. U holda x@)>v(@) bo‘lganda ¢

qadamdagi mahsulot zaxirasi quyidagicha aniqlanadi
Z(t) =X (t)—V (&) + Z(0).

Agar t gqadamda ishlab chigarilgan mahsulot talabdan kam:
X (@) <V (@) bo‘lsa, u holda ¢ qadamning boshida korxonada mavjud
bo‘lgan mahsulot zaxirasi v (r)— x(r) ga kamayadi, ya’ni zaxira

ZO)=Zt-D)+ X -V

ifoda bilan aniglanadi.

Ixtiyoriy qadamdagi mahsulot zaxirasi noldan kichik emas deb
faraz qilamiz hamda (=0 boshlang‘ich qadam bilan ¢ gadam

orasidagi mahsulotga bo‘lgan umumiy talabni ¥ (f) bilan, umumiy
ishlab chigarish hajmini X(¢) bilan belgilaymiz. U holda

V()= j.V(S)ds, X(@)= jX(s)ds.

Faraz qilaylik, mahsulotni bir-birligini saqlash uchun sarf
qilingan xarajat C birlik va ishlab chigarish xarajatlari funksiyasi
K(r) bo‘lsin. Ishlab chiqarish xarajatlari funksiyasi k() ishlab

chiqarilgan mahsulotlar miqdori x() ga bog‘liq bo‘ladi, ya’ni
K@) =f(X(@)). Ishlab chiqarishni shunday rejalashtirish kerakki,
natijada mahsulot ishlab chigarish va saqlash uchun sarf gilingan
xarajatlar minimal bo‘lsin, ya’ni

Y= f FX(0)dt + Cj.(X(t) —V(t)+ Z(0))dt — min. (6.15)
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Magsad funksiya ikki gismdan iborat bo‘lib, uning birinchi
qismi mahsulotlarni ishlab chigarish uchun ketgan xarajatlarni,
ikkinchi qismi esa mahsulotlarni saqlash uchun sarf qilingan
xarajatlarni ko‘rsatadi.

Bundan tashqari, masaladagi noma’lumlar quyidagi shartlarni
qanoatlantirishi kerak:

Z(0)>0;
X()-V(t)+Z(0)=0; (6.16)
X(T)-V(T)=Z(T).

Bunda birinchi shart rejalashtirilayotgan davrning boshidagi
mahsulot zaxirasi manfiy emasligini ko‘rsatadi. Ikkinchi shart
ixtiyorlty ¢ bosqichdagi mahsulot zaxirasining manfiy emasligini
ko‘rsatadi. Uchinchi shart rejalashtirilayotgan davrning oxirida
korxonada ortib qolgan mahsulot miqdort z(7) ga teng ekanligini

ko‘rsatadi.

Hosil bo‘lgan (6.15)-(6.16) model mahsulot ishlab chiqarish va
saqlashni rejalashtirishning dinamik modeli deyiladi.

Bu modelga asosan har bir qadamdagi mahsulot ishlab
chiqarishni shunday rejalashtirish kerakki, natijada uni ishlab
chiqarish va saqlash uchun sarf qilingan xarajatlar yig‘indisi minimal
bo‘lsin.

1-misol. Xaridorgir mahsulot ishlab chigarishni kengaytirish
uchun mahsulot ishlab chigaruvchi » ta korxonalarga S ming so‘m
kapital mablag* ajratilgan. Agar i korxonaga x, ming so‘m kapital
mablag® ajratilsa, u holda bu korxonadagi mahsulot ishlab chigarish
hajmi f(x,) miqdorga oshadi. Barcha korxonalarda ishlab
chiqariladigan mahsulot hajmini maksimal oshirish uchun kapital
mablag‘ni korxonalarga ganday tagsimlash kerak?

Yechish: Masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

ixi =5, x,20;
. (6.17)
F =Y f(x)— min.

Bu masalada F(x) — maqgsad funksiyasi va g(x) — asosiy
cheklashlar funksiyasi separabel funksiyadir.
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Agar f(x) qavariq funksiya bo‘lsa, u holda masalani qavariq
programmalashtirish masalalarining optimal yechimini topish
usullaridan foydalanib yechish mumkin.

Agar f(x) ixtiyoriy chizigsiz funksiya bo‘lsa, u holda (6.16)
masalani dinamik programmalashtirish usulini qo‘llab yechish kerak
bo‘ladi. Buning uchun masalani ko‘p bosqichli masala sifatida
ifodalash kerak. Kapital mablag‘ni n ta korxonaga tagsimlash
variantlarini o‘rganish va har bir variantga mos keluvchi samara-
dorlik darajasini aniglash o‘rniga S miqdordagi kapital mablag‘ni,
avval, bitta korxonaga, keyin ikkita, va hokazo, n ta korxonaga
tagsimlash samaradorligini aniqlaymiz. Shunday yo‘l bilan masala
ko‘p bosqichli dinamik programmalashtirish masalasiga aylanadi.

Masalan, (6.17) ixtiyoriy &, 0<k<n va ¢, 0<g<S uchun
yozamiz:

T (6.18)
B.(q)= Zf,(x,) — min.
i=1

Bu yerda B,(q) — Bellman funksiyasi deb ataladi.

Nazorat savollari

U

. Optimal trayektoriyani tushuntiring.
Harakat trayektoriyasini ta’riflang.
. Dinamik optimallashtirishni misollar yordamida tushun-

W N

tiring.
Bellman tenglamasini keltirib chigaring.
Qanday funksiya Bellman funksiyasi deb ataladi?
Bellman funksional tenglamalarini tushuntiring.
Funsional tenglamaning yechimi qanday topiladi.
8. Investitsiyani optimal tagsimlashni qanday tenglama yorda-
mida amalga oshirish mumkin.

NS e

Mustaqil yechish uchun misollar
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1. 5000 shartli birlikdagi investitsiyani 3 ta korxonaga shunday
tagsimlash kerakki, natijada olinadigan umumiy daromad maksimal
bo‘lsin. Har bir korxonaning o‘ziga ajratilgan mablag‘ miqdoriga
bog‘liq ravishda oladigan daromadi quyidagi jadvalda keltirilgan.

Korxonalarga Korxonalar daromadi
ajratiladigan
investgtsiyalargmiqdori Z1(x) Z5(x) Z3(x)
1000 1500 2000 1700
2000 2000 2100 2400
3000 2500 2300 2700
4000 3000 3500 3200
5000 3600 4000 3500

2. §=100 ming sh.p.b.dagi investitsiyani 4 ta korxona orasida
shunday taqgsimlash kerakki, natijada olinadigan umumiy daromad
maksimal bo‘lsin. Har bir korxonaning ajratilgan mablag® miqdoriga
bog‘liq ravishda oladigan daromadlari quyidagi jadvalda keltirilgan:

Investitsiya hajmi Korxonalar daromadi
(xi) (sh.p.b.) Z1(x) Z5(X) Z5(x) | Za(x)

0 0 0 0 0
20 12 14 13 18
40 33 28 38 39
60 44 38 47 48
80 64 56 62 65
100 78 80 79 82

3. Masalaning dastlabki shartlari quyidagi jadvalda keltirilgan.
100 mln.so‘m pulni 4 ta korxona orasida shunday tagsimlash kerakki,
olingan umumiy daromad maksimal bo‘lsin.

Investitsiya hajmi

Korxonalar daromadi

(mln. so‘m)

Z1(X)

Zz(X)

Z3(X)

Z4(X)
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20
40
60
80
100

10
31
42
62
76

12 11
26 36
36 45
54 60
78 77

16
37
46
63
30

4. 120 mIn. so‘m investitsiyani 4 ta korxonaga shunday
tagsimlash kerakki, natijada olingan umumiy daromad maksimal

bo‘lsin.

oladigan daromadlari quyidagi jadvalda keltirilgan.

Investitsiya hajmiga bog‘liq ravishda korxonalarning

Investitsiya hajmi Korxonalar daromadi
(mln. so‘m) Z:1(x) Z>(Xx) Z3(x) | Z4(x)
20 9 11 13 12
40 17 33 29 35
60 28 45 38 40
80 38 51 49 54
100 46 68 61 73
120 68 80 81 92

5. 200 mln. so‘m kapital mablag‘ni 4 ta korxonaga shunday
tagsimlash kerakki, natijada olingan umumiy daromad maksimal
bo‘lsin. Ajratilgan mablag‘ hajmiga bog‘liq ravishda korxonalarning
oladigan daromadi quyidagi jadvalda keltirilgan.

Kapital Korxonalar daromadi
oy | 00| 260 | 20 |20
0 0 0 0 0
50 10 9 4 6
100 11 11 7 8
150 12 13 11 13
200 18 15 18 16

Tayanch so‘z va iboralar
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Dinamik optimallashtirish, programmalashtirish, ko‘p bosqichli
jarayon, boshqarish, boshqariluvchi jarayon, strategiya, optimal
strategiya, optimallik prinsipi, shartli boshqgarish, Bellman funksional
tenglamalari.
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VII BOB. O°YINLAR NAZARIYASI
7.1. O‘yinlar nazariyasi elementlari. Matrisali o‘yin

O‘yinlar nazariyasi haqida dastlabki tushunchalar. Mate-
matikaning konfliktli (mojaroli) holatlarini, ya’ni qatnashuv-
chilarning (o‘ynovchilarning) manfaatlari gqarama-qarshi yoki bir-
biriga mos kelmaydigan holatlarni o‘rganuvchi bo‘limi — “o‘yinlar
nazariyast” deb ataladi. O‘yinlar nazariyasi — konfliktli holatda
qatnashayotgan har bir “o‘ynovchi’ga eng katta yutugqa (yoki eng
kichik yutqazishga) erishish uchun qilinadigan harakatlarning eng
yaxshisini (optimalini) aniqlashga, yo‘llanma berishga imkon
beruvchi matematik nazariyadir.

Ko‘pgina iqtisodiy jarayonlarga ham o‘yinlar nazariyasi nuqtayi
nazaridan qarash mumkin. Masalan, o‘yin ishtirokchilari — bir xil
turdagi mahsulot ishlab chiqaruvchi korxonalar, ta’minotchilar va
iste’molchilar bo‘lib, 0‘yining yutug‘i — ishlab chiqarish fondlarining
samaradorligi, daromad mablag‘lari, mahsulotning bahosi yoki
tannarxi bo‘lishi mumkin.

O‘yinlar nazariyasining yaratilishi XX asrning buyuk mate-
matklaridan biri Jon von N’yuman bilan bog‘ligq. Uning Morgensh-
tern bilan hamkorlikda 1944-yil nashr etgan “Igtisodiy jarayonlar va
o‘yinlar nazariyasi’ monografiyasi o‘yinlar nazariyasining rivojla-
nishida fundamental asos bo‘ldi. Keyinchalik o‘yinlar nazariyasi
amaliy tatbiqlarga ega bo‘lgan mustaqil yo‘nalish sifatida rivojlandi.
Shuni ta’qidlash lozimki, o‘yinlar nazariyasining usullari va
xulosalari ko‘p marta takrorlanadigan konfliktli holatlarga nisbatan
ishlatiladi.

Amalda, konfliktli holatlarni matematik usullar yordamida
tadqiq etishda, muhim bo‘lmagan faktlarni tashlab yuborib, holat-
larning sodda modeli tuziladi. Bunday model o‘yin deb ataladi.
O‘yinda konfliktli holat ma’lum qoida asosida rivojlanadi. O‘yinning
mohiyati shundaki, har bir ishtirokchi (o‘yinchi) o‘ziga eng yaxshi
natijani beruvchi yechimni tanlashga harakat qiladi.
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O‘yinda ikkita yoki undan ko‘p ishtirokchilarning manfaatlari
to‘gnashishi mumkin. Shunga muofiq, u ikki o‘ynovchili va ko‘p
o‘ynovchili bo‘lishi mumkin.

Yutuglarning xarakteriga ko‘ra o‘yinlar nol summali va nol
summali bo‘lmagan o‘yinlarga bo‘linadi. Nol summali o‘yinda
o‘yinchilarning umumiy kapitali o‘zgarmaydi, fagat o‘yin davomida
qayta tagsimlanadi va shu sababli yutuqlar yig‘indisi nolga teng
bo‘ladi, ya’ni v, +v,+..+v, =0, bu yerda v, j-0‘yinchining yutug‘i.

Nol summali bo‘lmagan o‘yinlarda o‘yinchilarning yutuqlari
yig‘indisi noldan farqli. Masalan, lotoreya o‘yinida, o‘yinchilardan
to‘plangan badalning bir qismi lotoreya tashkilotlariga beriladi.
Shuning uchun v, +v, +...+v, <0 bo‘ladi.

Biz bu yerda amaliy ahamiyati katta bo‘lgan o‘yinlar, ya’ni juft
o‘yinlarni garash bilan cheklanamiz. Eng sodda va keng tarqalgan
o‘yinning ta’rifini beramiz.

1-ta’rif. Ikki ishtirokchidan iborat nol summali o‘yinning
strategik formasi (x,v, 4) uchlik ko‘rinishida beriladi.

Bu yerda, x -1 o‘yinchining, Y -II o‘yinchining strategiyalari,
A-XxY da aniqlangan funksiya bo‘lib, A(x,y), xeX, yey
ko‘rinishda yoziladi.

Bunda I o‘yinchi xe X strategiyani, I o‘yinchi esa yey
strategiyani bir-biriga bog‘lig bo‘lmagan holda tanlaydi. Ular
tanlagan strategiya ma’lum bo‘lganda esa o‘yin natijasiga ko‘ra I
o‘yinchi II o‘yinchidan oladigan yutig‘i yoki II o‘yinchi beradigan
to‘lovi 4(x,y) bilan aniglanadi.

Masalan, ikki shaxmatchidan iborat o‘yinda I shaxmatchi
birga barcha shaxmat programmalari uning strategiyasi hisoblanadi
va hokazo.

Yana bir o‘yinni ko‘rib chiqamiz. U toq yoki juft deb ataladi.
Bunda I va II o‘yinchilar bir paytning o‘zida {1}, {2} ragamlardan
birini aytadi. I o‘yinchini toq deb nomlasak, u holda yuqorida I va Il
oyinchilar tomonidan aytilgan ragamlar yig‘indisi toq bo‘lgandagina
shu yig‘indiga teng miqdorda pul birligi yutadi. Aks holda esa I
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o‘yinchi yutqazib II o‘yinchi yutadi. Chunki II o‘yinchining nomi
juft.

Strategik formani aniqlaymiz: x={12}; Y{,2}; A(x,y) — I
o‘yinchi uchun yutuq II o‘yinchi uchun esa to‘lov bo‘lib, u quyidagi
jadvalda ifodalangan.

I Guftyy - 1 2
(-2 43
Hroalx = 1,5 4

Bu yerda ikki o‘yinchi ham teng imkoniyatli.
Bu o‘yinni I o‘yinchi nuqtayi nazaridan tahlil qilamiz. Faraz

qilamiz, u ixtiyoriy ravishda {2} ragamni vaqtning % qismida {2}
: .2 .
ragamni esa vaqtning 3 qismida tanlasin. U holda,
1. Agar II o‘yinchi {1} ni tanlasa, u holda I o‘yinchi vaqtning %

qismida 2 birlikda pul yutgazadi, vaqtning % qismida esa 3 birlikda

pul yutadi. U holda uning o‘rtacha yutug‘i quyidagicha aniqlanadi:

_2.§+3.2:0.
5 5

2. Agar IT o‘yinchi {2} ni tanlasa, u holda I o‘yinchi vaqtning %

qismida 3 birlikda pul yutadi, vaqtning % qismida esa 4 birlikda pul

yutqazadi. U holda uning o‘rtacha yutug‘i quyidagicha aniqlanadi:
3 2 1
3.2-4.2=—
5 S 5
Shunday qilib, II o‘yinchi qanday strategiya tanlashidan qat’i
nazar har bir o‘yinning oxirida [ o*yinchi % birlikdagi pul yutiqqa ega

bo‘ladi.

Endi yuqoridagi umumiy holatda ko‘rib chiqamiz. Vagqt
tagsimoti proporsiyasini p bilan belgilaymiz va p ning qiymatini I
o‘yinchining har ganday holatdagi yutig‘i bir xil bo‘lgan holda
topamiz. Ma’lumki I o‘yinchining o‘rtacha yutug‘i quyidagicha
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aniqlanadi: 1. —2p+331-p); 2. 3p—4(1-p). U holda I o‘yinchining
yutig‘ini o‘zgarmaganligini e’tiborga olsak, quyidagiga ega bo‘la-

miz: —2p+3<1—p)=3p—4(1—p>:»1zp:7:p:%,

Demak, agar vaqt tagsimotini pzé, q:% kabi olsak I

o‘yinchining yutig‘i har doim bir xil, ya’ni o‘zgarmas bo‘lib,
quyidagiga teng bo‘ladi:
7 5 1
— 43 —==—.
12 12 12
Shunday qilib, I o‘yinchining har bir holatda o‘rtacha yutig‘i é

bo‘lishi uchun {1} ragamni % ehtimollik bilan, {2} ragamni esa %

chtimollik bilan tanlash kerak.
Sof va aralash strategiyalarni bir-birindan farqlash kerak
bo‘ladi. Masalan, yuqorida keltirilgan (x,v,4) uchlikdagi x va v

strategiyalar alohida-alohida qaralganda sof strategiyalar hisoblanadi.
Agarda sof strategiyalar qandaydir proporsiyada qo‘llanilsa, u holda
biz aralash strategiyani hosil qilamiz. Shunday qilib, toq yoki juft
o‘yindagi I o‘yinchining optimal strategiyasi aralash strategiyadir.

Unda sof strategiyalar % va % nisbat bilan qo‘llanilmoqda. Har

ganday xe X strategiyani ham 1 ehtimollik bilan qo‘llanilgan x sof
strategiyaning aralash strategiyasi sifatida qarash mumkin.

O‘yinning quyi va yuqori bahosi, egar nuqtasi va optimal
bahosi. O‘yinchining strategiyasi deb, o‘yinchi mumkin bo‘lgan har
ganday holatda tanlaydigan rejasiga aytiladi.

Strategiyaning soniga qarab, o‘yinlar chekli yoki cheksiz
o‘yinlarga bo‘linadi.

Optimal strategiya deb, berilgan o‘yinchiga, o‘yin bir necha
marta takrorlanganda eng katta mumkin bo‘lgan o‘rtacha yutuqni
ta’minlovchi strategiyaga aytiladi.

Faraz qilamiz, 4 o‘yinchi m ta A4,4,,..,4, strategiyalarga, B
o‘yinchi esa n ta B,B,,..,B, strategiyalarga ega bo‘lsin. Agar 4
o‘yinchi 4; strategiyani B o‘yinchi B, strategiyani tanlasin. U holda
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4 o‘yinchining (4,,8;) juftlikka mos keluvchi yutug‘ini a; bilani
belgilaymiz.

Matrisa satrlarini 4; strategiyalarga, ustunlarini B, strategi-
yalarga mos

a, ap a,
A= ) Ay a,
a, a, .. da,

keltirib 4 — o‘yin matrisasini hosil qilamiz. Bu matrisa to ‘lov
matrisasi yoki yutug matrisasi deb ataladi.

O‘yin matrisasini qurishning mohiyatini tushunib olish uchun
quyidagi misolni ko‘ramiz.

Ikki o‘yinchining har biri 1 yoki 2 sonlardan birini tanlaydi va
shu bilan bir paytda raqib qaysi sonni tanlaganini topishga harakat
qiladi. Agar o‘yinchilardan ikkalasi ham raqibining tanlagan sonini
topsa yoki adashsa o‘yin durang bo‘ladi. Agar faqat bitta o‘yinchi
raqib tanlagan sonni topsa ikkinchisi esa raqib o‘ylagan sonni topa
olmasa, u holda birinchi o‘yinchining yutig‘i tanlangan ikki sonning
yig‘indisidan 1borat bo‘lib ikkinchi o‘yinchi esa shunchaga
yutqazadi.

(s, 1) sonlar juftligini o‘yinchining strategiyasi deb ataymiz. Bu
yerda s — o‘yinchi tanlagan son; ¢ — o‘yinchining nazarida raqib
tanlagan son. Shuday qilib, har bir o‘yinchining 4 ta strategiyasi
mavjud: (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2). Bu o‘yin haqidagi barcha
ma’lumotlarni quyidagi matrisaga joylashtirish mumkin:

I
(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)
(1,1) 0 2 3 0
1| (12 2 0 0 3
2,1) 3 0 0 4
(2,2) 0 3 4 0

Matrisa elementlari I o‘yinchining yutiglarini bildiradi.
Masalan, agar I o‘yinchi (2,2) strategiyani tanlaganda (I o‘yinchi 2
sonni o‘ylab II o‘yinchi ham 2 sonni o‘yladi deb faraz qilmoqda) I1
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o‘yinchi (2,1) (IT o‘yinchi 2 sonni o‘ylab I o‘yinchini 1 sonni o‘yladi
deb faraz qilmoqda) strategiyani tanlasa, u holda I o‘yinchining
yutig‘i 4 birlikka teng bo‘ladi, chunki I o‘yinchi II o‘yinchi o‘ylagan
sonni, ya’ni 2 ni topgan II o‘yinchi esa I o‘yinchi o‘ylagan sonni,
ya’ni 2 ni topa olmagan. Agar I (1,2) strategiyani tanlaganda II
o‘yinchi (1,1) strategiyani tanlasa, u holda I o‘yinchining yutig‘i -2
birlikka teng bo‘ladi.

Bu misol uchun o‘yin matrisasi quyidagi ko‘rinishga ega
bo‘ladi:

0 2 -3 0
|20 0 o
13 0 0 -4

0 -3 4 0

O‘yin tugashining mohiyati quyidagicha: I o‘yinchi quyidagicha
fikr yuritishi kerak: agar 4, strategiyani tanlasa, u holda II o‘yinchini

B; strategiyasini shinday tanlashi mumkinki, natijada a,; =maxminag;
1<i<4 1< j<4

munosabat bajarilishi kerak.
Optimal strategiyani bunday aniglash minimax usuli deb ataladi.
Bu usul bilan tanishib chigamiz. Buning uchun

a, ap a,
A= ay A4y a,
aml am2 amn

o‘yin matrisasini qaraymiz. Bu matrisada quyidagicha tanlash
ishlarini amalga oshiramiz:

max a;;

asz; dsp A
a, dp a, 193
ay Ay ay, |97 .
A= mina,,.
<i<n Y
_aml am2 amn_ ams

Bu yerda har bir satr bo‘yicha eng kichik sonlar tanlab olinib
min a; ={a,;,a,,,...,a,,} hosil gilingan; har bir ustun bo‘yicha eng katta

1<j<n

sonlar tanlab olinib maxa; ={a;,a,;,....a,,} hosil gilingan.

1<i<n
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Bizning misolimizda bu tanlashlar {I}il}al]-:{—3,—2,—4,—3},

max a,; = {3,2,4,0} ko‘rinishda amalga oshirilgan.

1<i<4

Umuman olganda, B o‘yinchi B, strategiyani 4 o‘yinchining
strategiyasini bilmagan holda tanlaydi. Shu sababli, yuqoridagi
tanlashlar bir-biriga bog‘liq emas.
Endi 2-marta tanlashni quyidagicha amalga oshiramiz:

max mina.:{a Aeryennyd } =
ISan{ISiSm U 312752 Tk } ’

min maxa..z{a Arryennyd }: )
1Si£m{1<z’<n Y 132752757222 % ms } p

Biz qarayotgan misolimizda bu quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
max{min a,; = {—3, -2,-4, —3}} =-2=a=-2,

1<i<4 |1<i<4 Y

gisri{tlggmij = {3,2,4,0}} =0= £=0.

Demak, yuqoridagi fikrlash bo‘yicha 1 o‘yinchi a, =(1;2)
strategiyani tanlaydi va u « =-2 birlikdan ko‘p yutqazmaydi.

Agar xuddi shuday fikrlashni IT o‘yinchiga nisbatan yuritsak II
o‘yinchida g =0 bo‘lib o‘yin durang bo‘ladi.

Ammo 4 o‘yin matrisasi ikki o‘yinchiga ham ma’lum bolib, I
o‘yinchi faqat o‘zi uchun emas, balki II o*yinchi uchun ham o‘ylashi
mumkin va aksincha. Natijada strategiya tanlash cheksiz davom
etishi mumkun.

Bu savolga javob berish uchun quyidagi o‘yin matrisasini
ko‘ramiz:

2 -3 8 0
16 4 55
17 2 3 6l
-10 -3 1 7
Bu yerda
a :@ifgﬁaf' = max{—3,4,—3,—10} =4,

ya'ni =2, j=2;

a, ; =minmaxa, =max{7,4,8,7} =4,

b2 i< <4 1<i<4

ya’ni i, =2, j,=2.
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Shuday qilib, i =2, j =2 juftlik ikki o*yinchi uchun ham
optimal strategiya.
Birinchi misolda har bir o‘yinchi kamida -2 birlikda yutiq mavjud,
ammo ular ko‘proq yutiq olishga umid qilishadi.

Ikkinchi misolda esa ikki o‘yinchi ham ganoatlantiradigan eng
optimal strategiya topilgan. Bu ikki holatni farqglash uchun quyidagi
ba’zi bir tushunchalarni kiritamiz.

2-ta’rif. Matrisali o‘yin uchun «=max{mina.={a,,,a.,,...,a
ij 31>452 fn

1<j<n \1<i<m

son o‘yinning quyi giymati, = min {maxay.:{a31,a52,...,akn}} son esa

I<j<m \ 1<i<n

o‘yinning yuqgori giymati deb ataladi.

1-teorema. Matrisali o‘yinning quyi va yuqori qiymatlari uchun
quyidagi munosabat o‘rinli: a < .

3-ta’rif. Agar matrisali o‘yinda « = B bo‘lsa, u holda o‘yin egar
nuqtaga ega deyiladi. Bu yerda o= =V 0‘yinning bahosi deb ataladi.

4-ta’rif. Agar o =ming _ =maxminag, bo‘lsa, u holda 4

1<j<n " isismigjsn Y

o‘yinchining j, strategiyasi maksimin deb ataladi.

S5-ta’rif. Agar p=ming, =maxming, bo‘lsa, u holda B

I<ism 0 1<j<nisism Y

o‘yinchining j, strategiyasi minimaks deb ataladi.

Bu ikki strategiya garantiyalovchi strategiyalar (yutugni
garantiyalovchi strategiyalar) deb ataladi.

2-teorema. Agar garantiyalovchi strategiyalarning ixtiyoriy
(iy, Jo) juftliklari uchun

L <a. . <a. .
al]o - alo]o - alo]

tengsizlik bajarilsagina matrisali o‘yin egar nuqtaga ega bo‘ladi.
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Demak, agar to‘lov matrisasi egar nuqtaga ega bo‘lsa, u holda
o‘yinning yechimi ma’lum va har bir o‘yinchi o‘zining optimal
strategiyasini qo‘llaydi.

Biz quyida minimax teoremasini keltirish uchun ba’zi
tushunchalarni kiritib olamiz. Agar x va Y strategiyalar chekli
bo‘lsa, u holda nol summali (x,y,4) o‘yin chekli bo‘ladi.

3-teorema. Har qanday nol summali chekli o‘yin uchun
quyidagilar o‘rinli:

1. bunda o‘yin qiymati deb ataluvchi chekli ¥ son mavjud;

2. I o‘yinchi uchun shunday aralash strategiya mavjudki, unda I
ning o‘rtacha yutug‘i ¥ ning qiymati II o‘yinchining harakatiga
bog‘liq emas;

3. II o‘yinchi uchun shunday aralash strategiya mavjudki, unda
uning o‘rtacha to‘lovi ¥ ning qiymati I o‘yinchining harakatiga
bog‘liq emas.

Bu yerda, agar V>0 demak, o‘yin foydali; agar <0 demak, o‘yin
foydasiz; agar =0 demak, o‘yin durang deyiladi.

7.2. Matrisali o‘yinni chiziqli programmalash masalasiga
keltirish

2-tartibli matrisali o‘yinning egar nuqtasini topish. (2x2)

o‘lchamli
(a bj
A=
d c

0‘yin matrisasini qaraymiz. Har bir o‘yinchi uchun hech bo‘lmaganda
bitta optimal strategiya va ¥ o‘yin qiymatini topish uchun quyidagi
ishlarni amalga oshiramiz:

1. Egar nuqtani topamiz.

2. Agar egar nuqta bo‘lmasa, u holda optimal strategiyani topib,
o‘yinning yechimini aniglaymiz.

Faraz qilamiz, o‘yinning egar nuqtasi mavjud bo‘lmasin. Agar
a>b bo‘lsa, u holda »<c bo‘ladi. Aks holda » egar nuqta bo‘lib
qoladi. »<c bo‘lgani uchun ¢ >d aks holda ¢ egar nuqta bo‘lib qoladi.
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Demak, d<a, a>b. Boshga tomondan agar a>b bo‘lsa, u holda
a>b<c>d<a. Agar a<b bo‘lsa, u holda a<b>c<d<a. Bu shuni
ko‘rsatadiki:

Agar egar nuqta mavjud bo‘lmasa, u holda a>p, b<c, ¢>d va
d<a yoKi a<b,b>c, c<d Vva d>a.

Agar I o‘yinchi (p,1- p) aralash strategiyani tanlasin. U holda

c—d

(a—b)+(c—d)’
Bundan foydalanib, I o‘yinchining o‘rtacha yutug‘ini topish mumkin:

ac—bd
V=ap+d(l-p)=——.
p+dl-p) a-b+c—d

ap+d(l-p)=bp+c(l-p)=p= O<p<l,.

IT o‘yinchining strategiyasi ¢=———, 0<g<I.
a-b+c—-d

. 0 . . . . .
1-misol. 4 =[1 5 ] matrisa uchun optimal strategiyani toping.

Bu yerda

2-1 1 2+10 12
0+10+2-1 11 17 0+1042-1 11
Ma’lumki, 0<g<1 bo‘lishi kerak, ammo bu misolda yuqoridagi
tengsizlik bajarilmayapdi. Chunki biz, bu yerda egar nugqtani
tekshirmadik. Bu matrisaning egar nuqtasi mavjud bo‘lib, u ' =1. Bu
yerda p=0,¢4=1.

Ba’zi hollarda yuqori o‘lchamli martisani kichraytirib (2x2)
o‘lchamga keltiriladi so‘ngra uning egar nuqtasi yoki optimal
strategiyasi topiladi. Bu jarayon quyidagicha amalga oshiriladi:

Agar A4=(a;) matrisada barcha ; lar uchun g;>q, tengsizlik

p:

o‘rinli bo‘lsa, u holda k-satr i -satrga dominant deyiladi. Xuddi shuda
usulda ; -ustunga dominant k-ustunni ham aniglash mumkin (a¢; <a)

Dominant ustun yoki dominant satrni matrisadan o‘chrish

mumkin. Bu jarayonni takrorlab matrisani (2x2) o‘lchamli matrisaga
2 0 4
keltirib olish mumkin. Masalan, A_El 2 3J o‘yin matrisasining

4 1 2

optimal strategiyasini topamiz. Bu matrisada 3-ustun 2-ustunga
dominant. U holda 3-ustunni o‘chirib matrisani quyidagicha yozib
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2 0

olishimiz mumkin: 4'=|1 2|. Yangi hosil bo‘lgan matrisada esa 1-
4 1

satr 3-satrga nisbatan dominant. U holda boshlang‘ich matrisa
. . . . I 2 .
quyidagi ko‘rinishga keladi: 4"= (4 1). Bu matrisa egar nuqtaga ega

bo‘lmaganligi sababli unga mos o‘yinning optimal strategiyasini va
qiymatini  aniglaymiz: p= %, q= %, V= % . Shunday  qilib,

boshlang‘ich o‘yinda I o‘yinchining optimal strategiyasi teng bo‘ladi:
(O,i,lj; IT o‘yinchi uchun esa (1,2,0).
4’4 4’4

Matrisaning satriga (ustuni) boshqa satrlarning (ustunlar)
ehtimollar orqali kombinatsiyasi dominant bo‘lsa ham bu satrni
(ustun) o‘chirish mumkin.

Bunda satr uchun pa,;+(1-p)a,, >a,, 0<p<l1; ustun uchun
pa; +(1-p)a; <a,, 0< p<1 tensizliklardan foydalaniladi.

0 4 6
2-misol. 4=|5 7 4| o‘yin matrisasini qaraymiz. p:% ehti-
9 6 3
0,5-0+0,5-6 4
mollik orqgali kombinatsiyasidan | 0,5-5+0,5-4 |>| 7 | tengsizlik hosil
0,5-9+0,5-3 6
qilamiz va 2-ustunni tashlab yuboramiz. Yangi hosil bo‘lgan

0 6
A'=|5 4| matrisadan p=

9 3

1 2 : : :
3 I-p =3 ehtimollar yordamida 2- satrni
0 6

tashlab yuboramiz va A”=£9 3

J matrisani hosil qilamiz. Uning

qiymati V = % :

Matrisali o‘yinni chizigli programmalashtirish masalasiga
keltirish. Egar nuqtaga ega bo‘lmagan matrisali o‘yinlarda o< g

bo‘ladi. Minimaks strategiyalarni qo‘llash har bir o‘ynovchiga a dan
oshmaydigan yutugqni va g dan kam bo‘lmagan yutqazishni beradi.

295



Bunday hollarda o‘yinchilar bitta emas, balki bir nechta
strategiyalarni qo‘llaydilar. Strategiyani tanlash tasodifan amalga
oshiriladi.

Tasodifiy tanlash yo‘li bilan aniqlangan strategiyalar aralash
strategiya deb ataladi.

(mxn) tartibli matrisali o‘yinda, 4 o‘yinchining strategiyasi
X(x,,x,,...,x,) vektor orqali aniqlanadi. Bunda 4 o‘yinchi o‘zining 4,
sof strategiyasini x, ehtimollik bilan qo‘llaydi, deb hisoblanadi.
X(x,,x,,....x,) vektor komponentlari uchun

x, 20, le. =1
i=1
shart bajariladi.

Xuddi shuningdek, B o‘yinchi uchun Y=(y,»,,.,»,) vektor
aniqlanadi:

ijO, Zlyjzl
=

x, va y, ehtimolliklari noldan farqli bo‘lgan strategiyalar aktiv
strategiyalar deb ataladi.

4 o‘yinchining aralash strategiyalarni qo‘llagandagi yutug‘i
sifatida yutuglarning matematik kutilishi olinadi, ya’ni

szz%.xiyj.

i=1 j=1

1-teorema. Aralash strategiyalarda har bir chekli matrisali o‘yin
egar nuqtaga ega.

A4 o‘yinchi tomonidan X(x,x,,...,x,) optimal strategiyaning
qo‘llanishi, unga B o‘yinchining har qanday harakatida ham
o‘yinning bahosi ¥ dan kam bo‘lmagan yutuqni ta’minlash kerak.
Shuning uchun quyidagi munosabat bajarilishi kerak:

Sxa, >V, j=in (7.1)

iy

Xuddi shunga o‘xshash, B o‘ynovchi uchun Y =(y,,y,,...7))

optimal strategiyasi, 4 o‘ynovchining har qanday strategiyasida »
dan oshmaydigan yutqazishni ta’minlashi zarur, ya’ni
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Da,y, <V, i=1m (7.2)
=

munosabat bajarilishi kerak.
Eng sodda matrisali o‘yinda yutuqlar matrisasi

4 :(all alzj
ay Ay
bo‘lib, matrisa egar nuqtaga ega bo‘lmasa, X =(x, x,) va Y =(y, »,)
aralash strategiyalarni va ' — o‘yinning bahosini topish uchun

¥ = a,, —dy ) Y. = a,—4ap, .
1= ’ 27 ’
a, +ay, —a,—ay a, +a, —a,—a,
_ a,, — a4, . _ a; —dy, .
y] - s yz - s
a, +a, —a,—a, a, +ay, —a,—ay
y = Ay ~ A,

ay tay —a;p —ay .
formulalardan foydalaniladi.
mxn tartibli matrisa bilan berilgan quyidagi o‘yinni qaraymiz:

ay  adp a,
A= dy  dy a,
a, a,, .. a,.

Matrisa egar nuqtaga ega emas, deb hisoblaylik va shuning
uchun o‘yinning yechimini X(x,x,,...,x,), Y(»,V,,..y,) — aralash
strategiyalar shaklida izlaymiz. 4 — o‘yinchining optimal
strategiyasida (7.1) munosabat va B —o‘yinchining optimal
strategiyasida (7.2) munosabat bajariladi. Shuning uchun, quyidagi
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi (4 — o‘ynovchining) optimal
strategiyasini topish masalasini qo‘yish mumkin.
ay X, +a,x, +...ta,, x, =V

X, +AyXy +.ota, ,x, 2V (7.3)

a4, +ay, X, +..+a,,x, 2V

mn-m

O‘yinning bahosi bo‘lgan » kattalik noma’lum, lekin doim » >0
deb hisoblash mumkin. Bunga, agar 4 matrisa elementlariga bir xil
musbat son qo‘shish sharti bilan erishish mumkin. (7.3) sistemani
hamma cheklamalarini » ga bo‘lib, quyidagi sistemani
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aqt, +ayt, +...+a,t, =1
apty +ayt, +...+a,,t, =1

(7.4)

............................................

at,+ayt, +..+a,t =1
hosil qilamiz. Bunda ¢, =x,/V, t,=x,/V,...,t, =x,/V.
X, + X, +...+x, =1 shartdan
L+t +.+t =11V (7.5)
tenglik kelib chiqadi.

O‘yining yechimi ¥ ning qiymatini maksimallashtirish kerak.
Demak, Z=t+t,+..+t, funksiya minimal qiymat olishi kerak.
Shunday qilib, quyidagi chizigli programmalashtirish masalasi hosil
bo‘ladi:
aqt, +ayt, +...+a,t, =1
apty +ant, +...+a,t =1

............................................

a bt ta,t, +..+a,t, >1
t,20, i=1lm (7.6)

Z=t+t,+..+t, > min

Bu masalani yechib, ¢ qiymatlar va 1/7 kattalik topiladi hamda
undan foydalanib x, =% qiymatlar topiladi. B o‘ynovchining optimal

strategiyasini topish uchun quyidagi shartlarni yozib olamiz:
agn +apy, +..+a,y, <V

Ay V) +apY, +..+a,y,y, <V

(7.7)
a v, +a,,y, +..+a, v, <V
yoki tengsizliklarni ¥ ga bo‘lib,
ay Uy + apuy +..+apu, <1
Ay Uy + Aplly +...+ayu, <1
2171 2272 2n™”n (78)

a, u +a,u, +..+a, u <1

sistemani hosil qilamiz. u,u,,..,u;, — noma’lumni shunday olish
kerakki, bunda (7.8) shart bajarilib,

W=u+u,+..+u, =1/V
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funksiya maksimum qiymatga erishsin. Shunday qilib, matrisali o‘yin-
ning yechimini topish simmetrik bo‘lgan ikkilangan ikkita chizigli pro-
grammalashtirish masalasiga keltiriladi. Bu ikkilangan masalalardan biri-
ni yechib, ikkinchisining yechimini undan foydalanib hosil gilish mumkin.

3-misol. Quyidagi matrisa bilan berilgan o‘yinning yechimini
toping.
3 42
4 6 5

2 513

Yechish: O‘yinning optimal strategiyasini topish uchun
quyidagi ChPMni hosil gilamiz.
41, +3t, + 21, >1
3t, +4t, +5t; 21
4t + 61, +1; =1
21, +50, +3t, > 1

t,>0, £,20, 1,>0
Z=t+t,+t; > min
B o‘ynovchining optimal strategiyasini topishning ikkilangan
masalasi quyidagicha bo‘ladi:
4u, +3u, +4u; +2u, <1

4
A=|3

3u, +4u, +6u; +Su, <1
2uy + Su, +uy +3u, <1
u; >0, (i=1,4)
W =u, +u, +u; +u, — max
o . 3 1 1 2
Bu ikkilangan masala yechimi U= —,0,0, — |, W, =—=—
14 14 Vo
. 3 1 . .
bo‘ladi. Demak, 1 = % , Y :(Z’ 0,0, Zj' Dastlabki masalaning

. I 1 1 1 .
yechimi T:(—,—,O va X=|—-,—,0| bo‘ladi.
77 2 2

7.3. Noaniqlik va tavakkalchilik sharoitida qarorlar qabul qilish

Bu o‘yinda tabiat va yechim qgabul qiluvchi shaxs (YQQSh)
qatnashadi. Tabiatda T7,,7,...,T, holatlar mavjud bo‘lib, ularga garshi
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YQQShda m ta 4,,4,....,4, tadbirlar mavjud. Tabiatga qarshi o‘yinni
quyidagi matrisa ko‘rinishida ifodalash mumkin:

5 T T. T

Al' 1 2 n
| ap a a,
2 ay; ay dy,
Am aml am2 amn

Bu yerda a; tabiatning 7, holatida YQQSh 4, tadbirni amalga

oshirganda uning ko‘radigan foydasi yoki zararini ko‘rsatadi. Agar
a; foyda (yutuq) bo‘lsa, bu matrisa “yutuglar matrisasi’ deyiladi.

zarar bo‘lganda esa bu matrisa “to ‘lovlar matrisasi”’ deyiladi.

Bu matrisa asosida YQQSh o‘zining foydasini (zararini)
maksimallashtiruvchi (minimallashtiruvchi) yo‘lni (sof strategiyani)
tanlaydi.

Bunday strategiyani tanlash uchun minimax, Vald, Laplas,
Sevidj va Gurvis mezonlaridan foydalanish mumkin. Bu mezonlar
bilan tanishamiz.

Laplas mezoni. Bu mezonda tabiatning barcha 7,,7,...,T,

holatlari teng ehtimollik bilan ro‘y beradi degan fikr asos qilib

: : . : 1
olingan. Shu sababli tabiatning 7;, 7, ..., T, holatlari p,=p,=...=p,=—
n

ehtimollik bilan ro‘y beradi. U holda agar YQQSh 4, yo‘Ini tanlasa,

uning yutug‘i,
Q1 =—a,+—a,+..+—q, yokl 0 :_zalj

ko‘rinishda bo‘ladi. Agar YQQSh 4, yo‘Ini tanlasa, uning yutug*‘i,

va hokazo. Agar YQQSh 4, yo‘lni tanlasa, uning yutug‘i,
12

Qm = Zamj‘
j=l1

n j=

300



Y QQSh maximum yutuq beruvchi yo‘Ini, ya’ni

ma){lZalj, lZazj,..., 12%} :maleal.j,
n; n; n; in;
yo‘Ini tanlaydi.
1-misol. Quyidagi tabiatga qarshi o‘yinning optimal yechimini
toping.
B,
A I I, L I aypy +appy t..t a4, p,
A4 7 14 14 | 24 %(7+14+14+24)=14,75
4, 20 16 14 22 %(20+16+14+22):18
4, 0 8 10 23 %(9+8+10+23):12,5
4, 18 26 18 14 i(18+26+18+14):19
p; i % i % mlaxi(aﬂ+ai2+...+am):19

Yechish: Laplas mezoniga ko‘ra YQQSh 4, strategiyani

tanlasa, uning yutug‘i eng katta, ya’ni 19 ga teng bo‘ladi.

Bayes mezoni. Bu mezonda tabiatning har bir 7, holati ma’lum
bir ¢, ehtimollik bilan ro‘y berishi aniqlangan bo‘ladi. Bu holda
YQQSh o‘z yutug‘ini maksimal qiluvchi yo‘lni, ya’ni max ¥ a,q,
beruvchi yo‘Ini tanlaydi.

2-misol. Quyidagi jadval ko‘rinishida berilgan o‘yinning
echimini Bayes mezoni yordamida toping.

T.
4 ’ T T, I T, a,q, +a,q, +...+a,q,
4 2 3 4 7 4,2
4, 3 6 5 4 4,8
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4, 5 8 7 3 6,2
q; 0.1 0.2 0.5 0.2 | max,(a,q, +a,q, +...+a,q,)=6,2

Yechish: Bu misolda optimal strategiya 4;,. Bu yo‘lni

tanlaganda YQQSh 6,2 yutuqqa ega bo‘ladi.
Vald mezoni. Bu mezon o‘yinlar nazariyasidagi maximin-
minimax usuliga o‘xshaydi. Agar «, yutuq bo‘lsa, u holda YQQSh

max (min ;) shartni ta’minlovchi yo‘lni tanlaydi. o, zarar bo‘lsa, u
i J :

min(max a;) shartni ta’minlovchi 4; yo‘Ini tanlaydi.
i J

3-misol. (¢, zarar). Quyidagi jadvalda berilgan o‘yinni Vald
mezoni bilan yeching.
Yechish:
min(max a;)=min(24, 22, 23, 26)=22.
J i

Demak, optimal strategiya 4, va unga mos keluvchi yutug‘i 22
bo‘ladi.
T,

4 "I I L I mf.‘x(“if)
4, 7 11 14 24 24
4, 20 16 14 22 22
4 9 8 10 23 23
4, 18 26 18 14 26
miin {m;;lx(ay.)} =22

Sevidj mezoni. Sevidj mezoni ham minimax prinsipiga
asoslangan. Faqat bunda (a;) — to‘lovlar yoki yutuqlar matrisasi
o‘rniga tavakkalchilik matrisasi deb ataluvchi (7, ) matrisa ishlatiladi.
Bu matrisa elementlari quyidagicha topiladi:

n,=maxa; —a, =, —a;, agar a;— yutug' bo'lsa, (7.9)
1

1, =a; —mina; =a, —a;, agar a, — yutqazuv bo'lsa. (7. 1 0)

Bu yerda g -q; tabiatning 7, holatidagi YQQShning maksimal
yutug‘i, (minimal yutqazuvi).
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r; YQQSh “tabiat” ning T, holatida to‘la chora ko‘rmagani
oqibatida tavakkalchilikdan ko‘rgan zarari yoki uning “afsuslanishi”
sonini bildiradi.

4-misol. Quyidagi o‘yinni Sevidj mezoni bilan yeching.

T
4 J T T, m?x(alj)
4 110000 900 110000
4 100000 100000 100000
min{max(a; )} =100000
i J

Bu o‘yinda YQQSh 4, yo‘Ini tanlasa, uning minimal yutqazuvi
100000 bo‘ladi. Lekin bu yerda tabiatning 7, holati ham, 7, holati

ham bo‘lishi mumkin. Tabiatning aniq holati haqida tasavvurga ega
bo‘lish uchun tavakkalchilik matrisasini tuzamiz:

T.
4 ’ T, T, max (7;)
4 10000 0 10000
4 0 99100 99100
min{max(7; )} =10000
i J

Demak, optimal strategiya 4, ekan.

Gurvis mezoni. Bu mezon yasama mezondan iborat bo‘lib,
unga asosan g; miqdor daromadni bildirganda optimal strategiya

sifatida quyidagi shartni ganoatlantiruvchi strategiya tanlanadi:
max [amaxal.j +(1-a) minal.j} a €[0,1]
i J J
a;—yutqazuvni bildirganda esa,

miin [a mjjnaij +(l-a) mje_lx al.j} o€ [0,1]
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natijani ta’minlovchi A4 strategiyani tanlaydi. Bu yerda «-yechim
qabul qilish jarayonini subyektiv baholovchi parametr. Agar a=1
bo‘lsa, vaziyat og‘ir va uni to‘g‘rilash uchun choralar ko‘rish
kerakligi talab qilinadi. « =0 da vaziyat yaxshi (optimal) hech qanday
chora ko‘rmasa ham bo‘ladi deb faraz qilinadi. o ni [0;1] oraliqdagi
qiymati optimistik yoki pessimistik nazarga qarab belgilanadi.

S5-misol. Tabiat bilan bo‘lgan o‘yin quyidagi to‘lovlar matrisasi
bilan berilgan bo‘lsin. «=0,4

Al' ! Ti T2 T3
4 71 24 23
4, 24 75 23
4, 70 16 20
4, 16 27 13

Bu o‘yinga Gurvis mezonini qo‘llab optimal strategiyani
topamiz. Buning uchun quyidagi ko‘rinishdagi jadval chizamiz va
optimal strategiyani yuqoridagi shart bo‘yicha tekshiramiz:

y =min [amjnaij.+(l—a) maxaij} a €[0,1].
l J J

4 T; T T, T, mjin(al.j) mjglx(ay.) y
4, 71 24 23 23 71 51,8
4 24 75 23 23 75 54,2
45 70 16 20 16 70 48,4
4, 16 | 27 13 13 27 21,4
miinj/ =21,4
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Demak, a; — yutqazuv bo‘lganda optimal strategiya 4, dan
iborat ekan. Agar a; — daromad bo‘lsa, u holda yechim quyidagi
ko‘rinishda topiladi:

4 g T, T, T, | min(e) | max(ay) y
4 71 24 23 23 71 42,2
4, 24 75 23 23 75 43,2
4 70 16 20 16 70 37,6
4, 16 27 13 13 27 18,6
Optimal strategiya 4, miny =43,2

6-misol. Savdo korxonasida 500 birlik mavsumiy mahsulot
sotilmay qolgan bo‘lsin. Bu mahsulotning oldingi narxi 20 birlikni
tashkil etgan bo‘lsin. Endi savdo korxonasi oldida mahsulotning
narxini tushirish masalasi turibdi. Mahsulot narxini necha foizga
tushirganda uning ko‘radigan zarari minimal bo‘ladi?

Savdo korxonasi mahsulot narxini 20% (4, yo‘l), 30% (4, yo‘l),
40% (4, yo‘l), 50% (4, yo‘l) tushirishga mo‘ljallaydi. Bu yo‘llarni
YQQSh ning strategiyalari deb garaymiz. “Tabiat”’ning ikkita yo‘li
bor:

1) talabning kam egiluvchan bo‘lishligi (7; yo‘l).

2) talabning ko‘p egiluvchanligi (7, yo‘l).
Ana shularni nazarga olib quyidagi jadvallarni tuzamiz:

YQQSh Narann.g Eski | Yangi Sotiladigan Ko‘riladigan
strate- | tushishi . . tovar
. bahosi | bahosi . . zarar
giya (%) migdori
4 20 20 16 100 4400
4, 30 20 14 150 3900
4, 40 20 12 220 3360
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50

20

10

230

3700

4400=500-12-16-100, 3900=500-12-14-150
3360=500-12-12-220, 3700=500-12-10-230

Bu yerda bir birlik mahsulotni savdo korxonasiga keltirish
uchun sarf qilinadigan xarajat 12 birlik, deb gabul qilingan.

Xuddi shuningdek, jadval talab egiluvchanligi kuchli bo‘lgan
hol uchun tuziladi.

YQQSh Narann.g Eski | Yangi Sotiladigan Ko‘riladigan
strate- | tushishi . . tovar
. bahosi | bahosi . . zarar
giya (%) migdori
4 20 20 16 150 3600
4, 30 20 14 350 1100
4 40 20 12 400 1200
4, 50 20 10 450 1500

I va IT jadvaldan foydalanib, to‘lovlar matrisasini tuzamiz va
yuqoridagi usullarni qo‘llab yechamiz:

Tj T T max(a;;)
4 1 2 L
4 4400 3600 4400
4, 3900 1100 3900
4, 3360 1200 3360
4, 3700 1500 3700
miin mjax a; =3360

Demak, savdo korxonasi mahsulot narxini 40% ga tushirganda
zarar minimal bo‘ladi, ya’ni 3360 ga teng bo‘ladi.
Masalani Laplas mezoniga asosan yechamiz:

L

I

a,q, ta,q, +..+a,4q,

4400

3600

4000
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4, 3900 1100 2500
4 3360 1200 2280
4, 3700 1500 2600
q % % min, (aﬂq1 +a,q, +...+ al.nqn) =2280

Bu mezon bo‘yicha ham narx 40% tushirilsa zarar 2280 bo‘ladi.
Sevidj mezonini qo‘llash uchun (7, ) matrisa tuzamiz va optimal

strategiyani topamiz.

A I T T, mjax (a;)
4 1100 2500 2500
4 600 0 600
4, 0 100 100
4, 400 400 400
miin m?x r; =100

Bu mezonga ko‘ra ham narx 40% ga tushirilishi ma’qul.

Nazorat savollari
O‘yinlar nazariyasining asoschisi kim?
O‘yinning ta’rifini bering.
O‘yin strategiyasini tushuntiring.
Sof strategiya deganda nimani tushunasiz?
Minimax usulini tushuntiring.
6. Tabiat bilan o‘yin deganda ganday o‘yinlarni tushunish
mumkin?
7. Tabiat bilan o‘yin raqiblar orasidagi o‘yindan qanday farq
qiladi?
8. Vald mezoni bo‘yicha optimal strategiya qanday topiladi?
9. Laplas mezonini ta’riflang.
10. Sevidj mezoni bo‘yicha optimal strategiya qanday topiladi?
11. Gurvis mezoni qanday mezon?

NP
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Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi matrisali o‘yinlarni min(max) va max(min) usullari

bilan yeching.

6 2 5
1. 4=14 3 7
55

3 2
3.4=|6 2

()]

2. A=

4. A=

8
7
8
6
3
2
3

~N W 9w b

A = O b~ o0 W

whn N O

o )
AN 0 o0

6. Quyida berilgan jadvaldagi ma’lumotlar asosida yutug‘larni
maksimallashtiruvchi strategiyani toping.

T.
! T T T
1 15 17 20
4 25 27 23
P 0,2 0,7 0,1

7. Quyidagi keltirilgan daromadlar matrisasidan foydalanib,
YQQSh ning optimal strategiyasini Laplas mezoni asosida toping.

b T T T T,
Al' 1 2 3 4
4 17 21 24 34
4 30 26 24 32
4, 19 18 20 33
4 28 36 28 24

8. Tabiat bilan o‘yin quyidagi to‘lovlar matrisasi orqali berilgan.
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b T T T
4
4 61 14 13
4, 14 65 13
4 60 6 10
4, 6 17 3

Vald, Sevidj va Gurvis mezonlari asosida optimal strategiyani
toping.

9. Deylik, fermer xo‘jaligi paxta yetishtirishga ixtisoslashgan
bo‘lsin. Paxta hosildorligiga “tabiat” ning 4 xil holati ta’sir ko‘rsatishi
mumkin bo‘lsin. Tabiatning bu holatlariga qarshi fermer 3 xil chora-
tadbirlarni ko‘rishi oqgibatida turli migdorda daromad olishi mumkin.
Quyida daromadlar matrisasi keltirilgan.

b T T T T,

4 1 ) ; !
4 1 2 3 6

4, 2 5 4 3

4, 4 7 6 2
P 0,3 0,3 0,2 0,2

Bayes mezoniga asosan maksimal daromadni ta’minlovchi
optimal strategiyani toping.

Tayanch so‘z va iboralar

O‘yin, konflikt holat, nol summali o‘yin, matrisali 0‘yin, strate-
giya, optimal strategiya, chekli va cheksiz o‘yin, to‘lovlar va yutuqlar
matrisasi, o‘yinning quyi va yuqori bahosi, maximin va minimax
strategiyalar, egar nuqta, o‘yinning yechimi, aralash va sof stategiyalar,
matrisa, chizigli programmalashtirish, strategiya, optimal strategiya,
tabiat bilan o‘yin, yechim gabul qiluvchi shaxs (YQQSh), yechim gabul
qilish mezonlari, “tabiat”ga qarshi o‘yin, yechim gabul giluvchi shaxs
(YQQSh), yechim gabul qilish mezonlari.
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GLOSSARIY

1. Ata- 2. Ata- 3- Ata-
maning maning maning 4. Atamaning qisqacha
o‘zbekcha | inglizcha ruscha ma’nosi
nomi nomi nomi
: Tajriba natijasi, eksperi-
Hodisa Event CoOpiTHE
ment
Crrv- Tajriba natijasida ro‘y be-
Tasodifiy | Random qafni]oe rishi oldindan aniq bo‘lma-
hodisa event gan hodisa tasodifiy hodisa
COOBITHE o
deyiladi.
Mugarrar Certain octo- Ta‘ana nz{tljas1da har gal
: BepHoe |ro‘y beradigan hodisa mu-
hodisa event : N
coowiTue | qarrar hodisa deyiladi.
: Birorta ham elementar
Mumkin : HeBo3s- e
) Impossible hodisani 0‘z ichiga olmagan
bo‘lmagan MOYHOE : : .
) event hodisa mumkin bo‘lmagan
hodisa COOBITHE : o
hodisa deyiladi.
Bitta tajribada biror tayin
hodisaning ro‘y berishi taj-
Birgalikda : HecoB- |ribaning qolgan hodisalari-
. Incompatib : 3 .
bo‘lmagan le events | MECTHBIE | nIng ro‘y berishini yo‘qqa
hodisalar coowiTus | chigarsa, bunday hodisa-
larga birgalikda bo‘lmagan
hodisalar deb aytiladi.
Teng PaBHo- | Amalga oshishi bir xil im-
: Equally L O :
imko- ; BO3MOX- | koniyatli bo‘lgan hodisalar
. likely ; Lo :
niyatli events HBIE teng imkoniyatli hodisalar
hodisalar cooniTusl | deyiladi.
4 hodisaning ro‘y berish
Knaccu- : ) . .
: : ehtimoli deb, hodisa ro‘y
Ehtimol- | Classical YeCcKoe . : 4
: g berishiga qulaylik tug‘di-
ning definition ompe- . :
; ruvchi elementar hodisalar
klassik of pro- JeJIEHUE . : . )
s . sonining, teng imkoniyatli
ta’rifi bability BEPOSIT- ) )
noory | yagona mumkin bo‘lgan

elementar  hodisalarning
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umumiy soniga nisbatiga
aytiladi.

Ehtimol-
ning
statistik
ta’rifi

Statistical

definition

of proba-
bility

Crartuc-
THYECKOE
omnpee-
JICHHE
BEPOSIT-
HOCTH

Agar tajribalar soni yetar-
licha ko‘p bo‘lib, shu
tajribalarda qaralayotgan 4
hodisaning ro‘y  berish
nisbiy chastotasi — W(A)
biror o‘zgarmas p<€[0,1] son
atrofida turg‘un ravishda
tebransa, shu p, sonni 4
hodisaning ro‘y  berish
ehtimoli deb gabul qilamiz.
Bunday usulda aniqlangan
ehtimol hodisaning statistik
chtimoli deyiladi.

Geometrik
ehtimollik

Geometric
probability

I'eomert-
pUYECKUE
BEPOSIT-
HOCTH

Tashlangan nuqtaning g

sohaga tushish ehtimoli
uning yuziga proporsional
bo‘lib, ¢ soha G sohaning
qayerida joylashganligiga
bog‘liq bo‘lmasin. Bu shart-
larda qaralayotgan hodisa-

ning ehtimoli ,_ gGuz) for-
G(yuzi)

mula yordamida aniqlanadi.
Bunday usuldagi ehtimol-
likga geometrik ehtimollik
deyiladi.

Tasodifiy
miqdor

Random
variable

Cny-
qyarHasg
BEJINYHUHA

Tasodifity migdor deb, taj-
riba natijjasida mumkin
bo‘lgan, oldindan noma’-
lum va tasodifiy sabablarga
bog‘lig bo‘lgan qiymatlar-
dan bittasi va faqat bittasini
tayin ehtimol bilan qabul qi-
ladigan kattalikka aytiladi.

311




Agar tasodifiy migdor qabul
qiladigan qiymatlarni chekli

Diskret Diskret | #CKPET- yoki sanoqli ketma-ketlik
tasodifly random AT CIY= 1 ko rinishida yozish mumkin
miqdor variable B:J?Eﬁfla bo‘lsa, bunday tasodifiy
miqdorga diskret tasodifiy
miqgdor deyiladi.
Herpe- Biro.r che.kli yoki cheksiz
Uzluksiz | Continuous | psIBHas son111 oraligdagi blarcha.lc.pi/l?
tasodifiy random CiTyyai- matlarni cclabu quishi
miqdor variable | Has Benu- mpmkm bo lga}n tasod¥ﬁy
miqdor uzluksiz tasodifiy
Y1Ha : o
miqdor deyiladi.
Maremar
Mathe- IZ:IEEZ? Agar X biror. bir gimmat-
Matematik | matical HHAEM baho qo‘g‘ozmng daramod-
kutilma | expecta- | AuCKper- liligi borlsa, m‘atematﬂ( ku-
tion, mean | HOM ciy- t1lma. unins o ﬁacha daro-
’ . . | madliligini bildiradi.
yalHOU
BEJIMYNHBI
Agar X biror bir qgimmat-
Dispersiya | Variance Jucrep- b.a.h X qog’ozning Qaramgd—
cus liligi  bo‘lsa, dispersiya
uning riskini bildiradi.
O‘rtacha E}faifgz Q‘rtgcha kvadr.atik (?hetla—
tvadratik Stapdgrd HHeCKOE n1§h1 deb,. dlgpers1yadan
chetlanish deviation OTKITO- Qllpgan a.rlfm.etlk kvadrat
eI ildizga aytiladi.
Diskret tasodifiy miqdor-
aKom ning mumkin bo‘lgan qiy-
Tagsimot Law of matlart va ularning ehti-
qonun | distribution Ilp 2;35;;{ mollari orasidagi moslikni

tasodifiy miqdorning taq-
simot qonuni deb ataladi.
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Agar X tasodifiy migdor O,

1,2, ...,nqiymatlarni
Binomial . . buHO- PX=k=C,p (= p)",
tagsimot Blnpmlgl MHAITBHOE O<p<l O<ks<n
distribution | pacnpe- | ehtimolliklar bilan qabul
qonun nenenure | qilsa, bu tasodifiy migdor
Binomial qonun bo‘yicha
tagsimlangan deyiladi.
Agar X tasodifiy miqdor 0,
1,2, ... giymatlarni
Puasson : Ilyaccoro P(X:k):’l—ke*l, A>0, k=0,1,2,...
tagsimot .P0¥ssop BCKOE . Kt _
distribution | pacmpe- ehtimolliklar bilan gabul
qonun nenerne | dilsa, uni Puasson gonuni
bo‘yicha tagsimlangan taso-
difiy miqdor deyiladi.
Agar X tasodifiy miqdor 1,
['eomer- |2, ... qiymatlarni
Geometrik | Geometric | pudeckue | P(X=k)=(1-p)p"", pe0D), k=12]..
tagsimot | distribution | 3akon | ehtimolliklar bilan qgabul
qonun law pacmpe- | qilsa, uni Geometrik qonuni
nenenus | bo‘yicha tagsimlangan ta-
sodifiy migdor deyiladi.
Agar uzluksiz tasodifiy
miqdorning zichlik funksi-
yasi
(x-a)*
Normal Hop- Sy =——e
tagsimot .No.rma.l MaJIbHOE - oN27
distribution | pacnope- | ko‘rinishda bo‘lsa, bu taso-
qonun o : :
nenenue | difiy migdor normal tagsi-
mot qonuniga bo‘ysunadi
deyiladi va u N(a,0) ko‘ri-
nishda belgilanadi.
Tekis : Pasro- Agar uzluksiz tasodifiy
: Uniform MEpHOE . : .
tagsimot distribution | pacmne. miqdorning zichlik funk-
qonun 1S pactip siyasi
JCTICHUE
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0, agar x<a,

£(x)= ﬁ agar a<x<b,

0. agar x=b.
ko‘rinishda bo‘lsa, bu taso-
difiy miqdor (a,b) oraliqda
tekis tagsimot qonuniga
bo‘ysunadi deyiladi.

Agar uzluksiz tasodifiy miq-
dorning zichlik funksiyasi

0, agar x<0,

Ko‘rsat- Expo- ITokasa- f(x)= { A agar x>0,
talzllscilrlrllt) ¢ 'ne.ntia.l ;ZJZI;[I;Z? ko‘rinishda bo‘lsa, bu taso-
distribution difiy miqdor ko‘rsatkichli
qonun JCIICHUE : : . .
tagsimot qonuniga bo‘ysina-
di deyiladi. (bu yerda 2>0-
0°‘zgarmas musbat son)
Amaliyot uchun juda ko‘p
tasodifiy sabablarning birga-
likdagi ta’siri tasodifga de-
yarli bog‘liq bo‘lmaydigan
natijaga olib keladigan shart-
Katta Law of 3akon | larni bilish juda muhimdir,
sonlar large oonpmnx | chunki bu hodisalarning
qonuni numbers yucen | ganday rivojlanishini oldin-
dan ko‘ra bilishga imkon be-
radi. Bunday shartlar umu-
miy nomi “Katta sonlar qo-
nuni” deb ataluvchi teorema-
larda keltiriladi.
Ixtiyoriy &>0 son uchun
Hepa- P(‘X—M(X)‘>g)<M
Chebishev Chebyshev’s| BeHCTBO IR
tengsizligi | inequality YeOnI- yoki
1IeBa D(X)

2

P(|x -M(x)<e)=1- .
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Agarn tabog‘liqg bo‘lmagan
tajribalarning har birida
biror A hodisaning ro‘y
berish ehtimolligi p (0 <p

Jloxans- <1) bo‘lsa, u holda m ning
. A local Has ~
Laplasning o ushbu Im—np| _ (c—
.. limit peJIeIib- p
lokal limit theorem of Has ‘ " :
teoremasi o‘zgarmas son) shartni qa-
Laplace | Tteopema | poatlantiruvchi barcha qLy-
Jlannaca | matlari uchun tekis ravishda
1 2| g 1
P (m) :—’_Zﬂnpq e [*/_] (1+0($D
tenglik bajariladi.
Agar A hodisaning n ta
bog‘lig bo‘lmagan tajriba-
larning har birida ro‘y
Hurer- | berish ehtimolligi o°zgar-
Laplasning | Integral panbHasg |mas va p (0<p<l) ga teng
integral Laplace | mpezmenb- |bo‘lsa, u holda yetarlicha
limit limit Hast katta n larda A hodisaning
teoremasi theorem TeopeMa |m; dan m tagacha ro‘y
Jlarmaca | berish ehtimolligi P(m;< m
< my) taqriban quyidagicha
hisoblanadi:
P(m;<m < my) =P(x1) — P(x2).
To‘g‘ri  chizigdagi  har
Puasson Poisson Teopema | ganday B to plam uchun
teoremasi theorem | [lyaccona IP(S, < B)-TI, (B)|<_ A=np
Agar X tasodifiy miqdor
IHent- |juda ko‘p sondagi o‘zaro
Markaziy Central panbHas | bog‘ligmas tasodifiy migqg-
limit limit npenenb- | dorlarning  yig‘indisidan
teorema theorem Has iborat bo‘lib, har bir had-
Teopema |ning yig‘indiga ta’siri e’ti-

borga olinmaydigan dara-
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jada juda kam bo‘lsa, u hol-
da X ning tagsimoti normal
tagsimotga yaqin bo‘ladi.

['ene- Bosh to‘plam deb tanlanma
Bosh General pambHas | . .. .. .
. . ajratiladigan obyektlar to‘p-

to‘plam | population | coBokyn- ) o

lamiga aytiladi.
HOCTh
Agar N hajmli bosh to‘p-
lamning mumkin bo‘lgan
Bosh TeHe- | X, Xy o0 Xy — qiymatlari
to‘plam | Population | pampnas |takrorlanmaydigan bo‘lsa,
disper- variance | nucnep- |bosh to‘plam dispersiyasi
siyasi cus 1 & _
y D(X)=D, = ﬁ;(x,. -%,)
formula bilan topiladi.
Tanlanma | Sample | Beibopka | Tanlanma to‘plam (bundan
Br16o- | keyin tanlanma) deb umu-

Tanlanma pounas |miy to‘plamdan tasodifiy

to‘plam Sample set coBo- |ravishda ajratib olingan ob-

kynHocTh | yektlar to‘plamiga aytiladi.
Kuzatilgan x, qiymatlarning
Variatsion | Variation | Bapuamuo |ortib yoki kamayib borish
qator series | HHBIA pax | tartibida yozilgan ketma-ket-
ligi variatsion qator deyiladi.
Kuzatilgan x, qiymatlarning
ortib yoki kamayib borish
Varianta | Variation |Bapuanrsl |tartibida yozilgan ketma-
ketligining x, — hadlari va-
riantalar deyiladi.

Var The OTHOCH- Kuzatishlar soni n, —chas-
arianta relative remsupre | tofalar, ularning tanlanma
nisbiy . L n

. | frequency | wactorel |hajmiga nisbati W, =—--

chastotasi : n

of variant | BapuaHT

nisbiy chastotalar deyiladi.
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Empirik tagsimot funksi-
yasi (tanlanmaning taqsi-

DOMIIUPU- . .
Empiri - P ot funksiyasi) deb har bir
mpirik | Empirical | 4eckas vmat uchun X < x hodi
tagsimot | distribution | pynkius | © 4YMat uehun & <x [odi-
: : saning nisbiy chastotasini
funksiya function | pacnpene- B,
JICHUS aniqlaydigan F(x)=—
n
funksiyaga aytiladi.
Tanlanmadan tuzilgan ixti-
. - Craruc- :
Statistika Statistic S yorlty L(x, x,,..,x,) funk-
siyaga statistika deyiladi.
Nazariy tagsimot noma’lum
Statistik | Statistical Cratuc- parametrining sFatlstlk ba-
: tuueckast | hosi deb kuzatilgan taso-
baho estimate ) . :
ornenka | difty migdorlardan tuzilgan
funksiyaga aytiladi.
Agar 6" baho va  noma’-
lum parametrlar uchun
eqee . Hecwme- imM (&) =6 bat
Siljimagan | Unbiased lim M(¢") munosaba
: IICHHAs o
baho estimate - o‘rinli bo‘lsa, u holda ¢
baho asimptotik siljimagan
baho deb ataladi.
Agar 6 baho uchun har
gqanday £>0 da
. . Cocros- H{.}P(Wn ~6]>¢)=0 shart ba-
Asosli | Consistent S S
baho estimate JaI’IO sa, ya'ni 0 aho 0 .ga
OLCHKA | ehtimol bo‘yicha yaqin-
lashsa, u holda 6, asosli
baho deyiladi.
Agar ¢ parametrning 6, va
_ |6, siljimagan baholari
Optimal Optimal Orru ) : i
baho estimation | M&bHad uchun biror n hajmli tan-
oneHka |lanmada D(6,)<D(6,)

o‘rinli bo‘lsa, u holda 6,
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baho 6, bahoga nisbatan n

hajmli tanlanma uchun sa-

maraliroq (optimalroq)
baho deyiladi.

Berilgan » hajmli tanlan-

Effektiv | Effective ddex- mada “ns k‘1ch1k disper-
) TUBHas |siyaga ega bo‘lgan baho, bu
baho estimate : :
omneHka |hajmda eng samarali baho
deyiladi.
Agar noma’lum parametr
Nugqtaviy Point Toueunas | bitta ¢ son bilan baholansa,
baho estimate omneHka |u holda bu baho nuqtaviy
baho deyiladi.
Interval Interval HNuTtepBan Ikklta son (mterv.al chetlari)
baho estimation pHas | bilan aniglanadigan baho
ornieHka | intervalli baho deb ataladi.
(¢ ... .., interval noma’-
ISIiiollillfh_ Confidence Hosepure ¥um pare.lr.netr.ni berilgan 4
- intervals JAbHaA | jshonchlilik bilan qoplovchi
oralig"i OUCHKA | jshonchlilik intervali deb
ataladi.
Agar n haymli tanlanma-
ning mumkin  bo‘lgan
X5 X,, .., X, — qlymatlari tak-
Br10o- : . _
Tanlanma | Sample pouHas rorlanmaydigan bo‘lsa, x, —
o‘rtacha mean — tanlanma o‘rtacha n
$ .50 +X, +.. X, =12x.
T n n ~ i
formula bilan topiladi.
Bribo. Agal.' n hajmll tafllan—
maning mumkin bo‘lgan
Tanlanma | Sample pouHas matlar;
dispersiya | variance | auchep- o e e N qhymdtatl
s takrorlanmaydigan bo‘lsa,

tanlanma dispersiya
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D(X) =D, :lzn:(xi _)_CT)2

n o

formula bilan topiladi.

Bosh to‘plam dispersiyasi

uchun statistik baho sifatida
1 n

Dy = ;Z(xi — X7 )2

i=1

tanlanma

dispersiyasini olish mumkin

emas. Chunki bu baho
Hcnpas- |siljigan baho bo‘ladi, ya’ni
Tuzatilgan | Corrected | nennas | M(D,)=D,. Bu holda biz
Ct;mlamr.na sarpple BBIOOPOU- MD,)= n-1 D, tenglikni
ispersiya | variance | Has JIuC- n
nepcus | bosh to‘plam dispersiyasi
uchun siljimagan statistik
baho sifatida olamiz va uni
2. IDT ko‘rinishda bel-
"
gilab “tuzatilgan” disper-
siya deb ataymiz.
Mediana deb, variatsion
qator variantalarini son ji-
Mediana Median | Menunana |hatidan teng ikki qismga
ajratadigan variantaga ayti-
ladi va M, kabi belgilanadi.
Agar X belgining har bir
mumkin bo‘lgan giymatiga
: Functional PyHrmo Y belgining bitta mumkin
Funksional HaJIbHas . . .
boo*lanish depen- ABUCI- bo‘lgan qiymati mos kelsa,
& dence u holda ¥ belgi X belgining
MOCTb .. o
funksiyasi deyiladi:
Y = f(X)
o Statistical Crartuc- A‘gar 'bel.gll.ard.an bmnmg
Statistik Deper. | THYECKad |0 zgarishi ikkinchi belgi
bog‘lanish delslce 3aBUCH- |tagsimotining o°‘zgarishiga
MocTh | olib kelsa, u holda bu ikki
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belgi orasidagi bog‘lanish
statistik bog‘lanish deyiladi.

Agar bir-biriga statistik
bog‘lanishda bo‘lgan 1kki
Koppe- : . . o
belgidan birining o°zgarishi
Korrel- JIAIUOH- | .. . o . .S .

: : ikkinchi belgi o‘rtacha qiy-
atsion Correlation Has . ) . .
boe*lanish SABICI- matining o‘zgarishiga olib

& MOCTL kelsa, u holda bunday sta-
tistik bog‘lanish korrelat-
sion bog‘lanish deb ataladi.
X=x qiymatga mos ke-
luvchi ¥ ning kuzatilgan
qiymatlari arifmetik o°r-

, Condi- tachasini shartli o‘rtacha
S‘hartllll tional YCIOBHBL | 4eby ataymiz va ». ko'-
0'rtacha expectation © CPCIMC | Hinishda belgilaymiz. Xuddi
shunday usulda x, —shartli
o‘rtacha tushunchasi ham
aniglanadi.
H Vpap- | Y ning X gato‘g‘ri chizighi
Regressiya e res:ion HEHUS regregsiya tanlanma teng-
tenglamasi eguation perpec- | lamasi )
1 CUU (. —»)=p(x—x)
Tanlanma korrelatsiya ko-
Tanlanma E;I:ggﬁ effitsiyenti deb, ., - Z:(yy —any
korrel- | The sample P , o
atsiya correlation K03~ | (ma’lumotlar gruppalanma-
koeffi- | coefficient (I)Pi(lgﬁHT sa), yoki =W
siyenti pemsun | (ma’lumotlar - gruppalansa)
ga aytiladi.
Y ning x ga tanlanma
Tanlanma Sample B()ijl?)_e korrelatsion nisbati deb,
korrelatsi- | correlation | P 9% . . .
on nisbat ratio KOppens- | 7. == nisbat bilan anig-
LIUOHHOE .

lanuvchi kattalikka aytiladi.
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OTHO-
INICHUC

S (v, -7)

n

Bu yerda o =\/

— shartli yoki gruppalararo
o‘rtacha kvadratik chetla-

nish; o =1’—Z"y(y_y)2

o‘rtacha kvadratik chetla-
nish; » — tanlanma hajmi; »,
— Xx belgining » qiymati
chastotasi; », — v belgining
qiymati chastotasi; , — v
belgining umumiy o‘rtachasi;
y, — Y belgining X =x ga mos
shartli ofrtachasi (x grup-
paning gruppa o‘rtachasi).

Egri
chiziqli
korrel-

atsiya

Nonlinear
correlation

Kpuso-
JIMHEVHBIC
KOp-
pensaun

Egri chizigli korrelatsiyada
Y ning x ga regressiya
funksiyalari quyidagi ko‘ri-
nishda bo‘lishi mumkin:

y. =ax® + bx + ¢ (ikkinchi tar-
tibli parabolik korrelatsiya);
JTX =ax’ +bx* +cx+d (uchin-
chi tartibli parabolik kor-

relatsiya); y_ =< (giperbolik
X

korrelatsiya).

To‘plamiy
korrel-
atsiya

Multiple
correlation

MHoxecT
BCHHas
KOp-
pensaus

Ba’zi amaliy masalalarda
ikkita emas, balki ikkitadan
ko‘proq belgilar orasidagi
bog‘lanishni o‘rganish za-
ruriyati tug‘iladi. Bu holda
belgilar  orasidagi  kor-
relatsion bog‘lanish to‘p-
lamiy (ko‘plik) korrelatsiya
deb ataladi.
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z belgining x va v belgilar

bilan bog‘liglik zichligi
To‘plamiy COBO_U quyidagi:
korrel- Total KYITHbIA I e
atsiya | correlation K03G- - \/ 1-r; ’
koeffi- | coefficient uuent 0<R<I
siyenti peIJ<I?IIL)[ -HH umumiy tanlanma korrel-
atsiya koeffitsiyenti bilan
baholanadi.
Statistik | Statistical Craructu | Kuzatilayotgan t.m. haqida
: : yeckas | aytilgan ixtiyorty fikrga
gipoteza | hypothesis runote3a | statistik gipoteza deyiladi.
I;(;II{(I;}IIII; i_ Asosly gipotezadan qara-
Alternativ | Alternative | wim ainb- ma—qarshl bo*lgan ixtiyoriy
gipoteza | hypothesis | TepraTus- gipotezaga  raqobatlashuy-
as chi yoki a.lternatlv gipoteza
HIoTesa deb ataladi.
Sodda Simple [Tpocras anat bitta .da vont - 02
gipoteza | hypothesis | runores3a 1gh1ga olgan gipoteza oddiy
gipoteza deyiladi.
Bittadan ortiq sondagi da’-
Murakkab | Composite | Cnoxnast | volarni o‘z ichiga olgan
gipoteza | hypothesis | runore3a | gipoteza esa murakkab
gipoteza deyiladi.
Statistik yechim asosida
Birinchi Error of the | Ommbku |asosiy faraz u to‘gri ?bf)‘lT
tur xatolik first kind, | mepBoro |gan hqlda ham rad etlllshl
type 1 error| poma | mumkin. Bunday xatolik
birinchi tur xatolik deyiladi.
Errors of Statistik yephim asosidq
Ikkinchi | the second Ommbku | alternativ ~ gipoteza tq‘ g‘n
tur xatolik Kind BTOPOTO bo‘lsa. ham rad etlhsm
type 2 e’rror pora | mumkin. Bunday xatolik

ikkinchi tur xatolik deyiladi.
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Statistik kriterty (yoki od-
diygina kriteriy) deb, asosiy
gipotezani tekshirish uchun

Statistik | Statistical Crarc- xizmat qiladigan tasodifiy
. THYECKast | . S
kriteriya tests KOUTEDIS miqdorga aytiladi va bu
PHTEP tasodifiy miqdor odatda K
bilan belgilanadi va K
kriteriy deb ataladi.
| Kpuri- Kriteriy.ning H, —as.osi}./ gi-
.. Falls in the potezani rad qiladigan
Kritik soha : yeckas . ) : -
region OGIACTE qiymatlar to‘plami kritik
soha deb ataladi.
Gipotezani Kriteriy'ning H, —as.osi}./ gi-
: OO0nacte | potezani qabul qiladigan
qabul Region of ) ; A
e OpUHATHSA | qiymatlar to‘plami  gipo-
qilinish | acceptance : o :
: TMIIOTE3HI |tezani qabul qilish sohasi
sohasi :
deb ataladi.
Agar kritik soha K>k,
tengsizlik bilan aniglansa, u
OnHocTOp . o
: : holda uni o‘ng tomonli kri-
Bir One-tailed | onHsA : .
tomonlama | tests-region | KpUTHU- tik soha,
. . Agar krittk soha K<k,
kritik soha | of rejection | dyeckas o , '
5 tengsizlik bilan aniglansa, u
00JacTh ) :
holda wuni chap tomonli
kritik soha;
JIBycCTO- Agar  kritik  soha
Ikki Two-tailed | ponnss | K>k, K<k, tengsizliklar
tomonlama | tests-region | kputu- | bilan aniglansa, u holda uni
kritik soha | of rejection | ueckas |ikki tomonli kritik soha
obsacte | deyiladi.
. Konkurent gipoteza to‘g‘ri
Krﬁi?ya_ Power Z{)OCTI; bo‘lganda kriteriyning kritik
5 criterion sohada bo‘lish  ehtimoli
quvvati Kpurepus

kriteriy quvvati deb ataladi.

323




Muvofiqlik kriteriysi deb,
bosh to‘plam noma’lum

Muvo- . | tagsimotining taxmin qili-
: Goodness | Kputepuii . .
figlik of fit COLIIACHS nayotgan qonuni haqidagi
kriteriyasi gipotezani tekshirish uchun
xizmat qiluvchi kriteriyga
aytiladi.
H,: bosh to‘plam normal
“Xi1- : Kpurepnii | tagsimlangan  gipotezani
kvadrat> | CI-SQUare | acus | tekshirish uchun kriteriy
muvofiglik goodness «XH- Fatid (n,—n)
kriteriyasi of fit test KBaIpaT sifatida X :Z "
tasodifiy migdor garaladi.
O‘rganilayotgan iqtisodiy
jarayonning asosily Xxossa-
Matematik | Mathema- Marema- | larini matemqtlk munosa-
: Thueckas | batlar yordamida tavsiflash
model | tical model c T
mozaenb | tegishli iqtisodiy jarayon-
ning matematik modelini
tuzish deb ataladi.
Agar
ql.(xl,xz,...,xn)ﬁbl.,(izl,_m),
Chiziqli . . Z = f(x,%,,....,x,) > max ma-
Linear | JIunenHoe :
program- saladagi barcha 4 (x, x,, ..., x)
. program- | porpamMmm Aunksi
lashtirish ming upoBaHue | ' & / (xl’_x{"“.’ x,)  Tunksi-
ashtiris yalar chizigli bo‘lsa, bu
masala chiziqli programma-
lashtirish masalasi deyiladi.
Chizigl: The overall O6me% L :
program- |~ L. . | 3a7ade Chizigli programmalashti-
malashti- Je auHedt- | rish masalasi (ChPM) umu-
C of linear : .
rishning FOoTAMmL. Horo | miy holda quyidagicha
umumiy P n;gin nporpamum | ifodalanadi:
masalasi & UPOBAHMS
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a,x, +a,x, +..+a,x

In""n

=b,

a,x, +a,x,+..+a,x 2b

mn>"n — “m?
x; 20,

j=Ln,

Y =cx, +cyx, +...+¢,x, = max (min)

Chizigli programmalashti-

rish masalasi (ChPM)
kanonik ko‘rinishi:
. Kanonu- a,x, +a,x,+..+a, x =b,
Kanonik :
Shaklda Canonlcal quKaﬂ -------------------------------------------- )
: form q)opMa agx, +a,x,+..+a,x =b,
yozish
BaHHCH .............................................. D)
aml'xl + amZxZ + + amn'xn = bm’
x,20, j=Ln,
Y=cx +c,x,+...4+¢c,x, > min
Kanonik ko‘rinishda beril-
gan ChPMning joiz yechimi
Tayanch | Reference | Onopmusiii | (joiz rejasi) deb, masalaning
reja plan J1aH shartlarini qanoatlantiruvchi
har ganday Xx=(x,x,,...,x,)
vektorga aytiladi.
: Agar X°=",x0,....x°") bazis
Aynima- Non- | HeBbIpoxk- gar X °=(n,%%,) :
rejadagi musbat koordi-
gan degenerate | JeHHBI :
. |natalar soni m ga teng
tayanch | reference | omopHbIi . :
: bo‘lsa, u holda bu reja ay-
reja plan 1aH ) . .
nimagan bazis reja deyiladi.
Agar X°=",x0,....x°) bazis
: BBIpoxk- gar & 065 0%,) .
Aynigan | Degenerate TeHHbI rejadagi musbat koordi-
tayanch | reference . |[natalar soni m ga teng
: OTIOPHBIN . :
reja plan bo‘lmasa, u holda bu reja
TUTaH : . o
aynigan bazis reja deyiladi.
Qavariq Bruyk- Agar ixtiyorly 4 eC va
. Convex set | 10e MHO- . :
to‘plam 4,eC nuqtalar bilan bir
KECTBO
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qatorda bu nuqtalarning
A=A + o, A4,

0,05, <L a+a,=1)
qavariq kombinatsiyasidan
iborat nuqta ham C
to‘plamga tegishli bo‘lsa,
ya'’ni A4 eC, 4,eC=AeC
bo‘lsa, u holda C to‘plam
qavariq to‘plam deb ataladi.

1
a, x, +a,x, <b,

a,x, +a,x, <b,,

3 va x,, x,=0
Yechimlar | Muoro. | |7 :
. Creating a,x +a,x,<b
ko‘pbur- 1 IrpaHHUK | * " T ,
chagi polygons perenit cheklgmalarr}l qanoatlanti-
ruvchi gavariq ko‘pburchak
reja  ko‘pburchagi  deb
ataladi.
Simpleks usuli eng keng
foydalaniladigan barcha ra-
qamli algoritmlardan foy-
dalanadigan keng targalgan
: : Cum- | chizigli dasturlash usulla-
Simpleks | Simplex ol . :
usul method | TVICKCHBIH pdan b1r1.. . Bu 194Q-y11d;1
meron | ishlab chiqilgan bo‘lib chi-
zigli  dasturlash  model
sifatida ham iqtisodiy ham
harbiy rejalalarni amalga
oshirish uchun ishlatilgan.
Agar biror bir
Venosue | X' =, %, %, 0, ..., 0)
Optimallik | Optimality | ontu- | bazis reja uchun
sharti condition Malmb- | A,<0, (j=Ln) tengsizlik
HOCTH

o‘rinli bo‘lsa, u holda bu
reja optimal reja bo‘ladi.
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Chizigli tenglamalar siste-
masida erkli o‘zgaruvchi-

(t3h1211q11 Basi basucubIi larga 0 gqiymat bersak, bazis
engla- asic PEMICHUC | ) saruvchilar ozod had-
malar solution of | cucTemsl I o1 ..

: : : . arga teng bo‘ladi. Natijada
sistemasi- | the linear MHEH- |\ (bbb 0...0) bazis
ning bazis | equation |HBIX ypaB-| . ol
yecl%imlari E HCIZEG yechim hosil bo‘ladi. Bu

yechimni boshlang‘ich
bazis yechim deb ataymiz.
Hexvee Sun’iy bazis o‘zgaruvchi-
.. KyCCT- :
Sun’iy Induced BGH}II{bIﬁ lariga mos P, P,,, ... B..,
bazis basis Sasic vektorlar  “sun’iy  bazis
vektorlar” deb ataladi.
AX =B,
Hcxomuas x, 20, =Ln. yoki
. The F =CX — max.
Berilgan . 158105 AX =B
: original L
masala problem ImpsaMmast X, >0, j=1,n, masalaga
3a/aqa F =CX — min.
berilgan masala deyiladi.
Ay >C", y0kl
: BOMCT- | [ ;
Ikkilangan Dual I]ieHHaSI IATY;C} > i I
masala problem —_— masalaga
3aJgada { - - max. o
ikkilangan masala deyiladi.
AX <B,
o x 20, j=Tn, masalaga
Nosi t Non- © F =CX - max.
osimmet- symmetric CUMMET- | 4, hsimmetrik qo‘shma
rik masala pudeckas ATy > CT
problem I =L
safada |masala .o o,
I _ _ >min.
Optimal yechimning ikki-

Resurslar | Resource Craryc |langan bahosi — resurslar

holati status pecypcoB |tanqisligi darajasining o‘l-

chovidir.
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Mabhsulot ishlab chiqarishda

Kamyob | Deficient ﬂeﬁzléﬂp to‘la ishlatiladigan xom-
resurslar | resources CCVDCLI ashyo “tanqis (defitsit)
peeyp xomashyo” deyiladi.
Here- Mabhsulot ishlab chiqgarishda
Kamyob Non- du HHT_ to‘la ishlatilmaydigan xom-
bo‘lmagan | deficient HEIe ashyo “notanqis (kamyob
resurslar | resources CCVOCLI bo‘lmagan) xomashyo”
peeyP hisoblanadi.
Bunday masalalarni ikki-
langan simpleks usul bilan
: IBoticT- | yechish uchun eng avvalo
Ikkilangan Dual " ‘
: : BeHHBIN | masalaga qo‘shma
simpleks simplex LY <CT
usuli method | C/HICKE” - masala tuzi-
HBIU METOX | F = B"Y — max.
ladi. So‘ngra oddiy
simpleks usulida yechiladi.
Transport masalasi — chi-
zigqli programmalashtirish-
The Tpasic- ning alohida xususiyatli
Transport : masalasi bo‘lib, bir jinsli
.| transportat1 | mopTHas oy ; .
masalasi yuk tashishning eng tejamli
on problem | 3agaua o : iy
rejasini tuzish masalasidir.
Bu masalaning qo‘llanish
sohasi juda kengdir.
Agar mahsulotga bo‘lgan
Tra talab taklifga teng bo‘lma-
Ochiq The balan- parc SR b
: noptHas |Sa, ya'ni Xa;#> b, muno-
modelli | ced trans- A ¢ i A
transport | portation 3a1<ﬂ - sabat o‘rinli bo‘lsa, u holda
masalasi problem MOpCJIBIO bunday masalalar ochiq
s modelli transport masalasi
deyiladi.
Yopiq The nzp 2;1:;;{ Agar mahsulotga bo‘lgan
modelli | unbalanced P talab taklifga teng, ya’ni
3aj1aya ¢

328




transporjc transportati | OTKPBITOU | < a = i b, tenglik ofrinli
masalasi | on problem | moxaenpio | ia =
bo‘lsa, u holda bunday
masala  yopiq  modelli
transport masalasi deyiladi.
Agar talablarning yig‘ndisi
He takliflarning  yig‘indisiga
) ni £y b,
Aynima- A non BBIPOK- feng emas, ya ni l-;;a’ %L, /7
gan degenerate OCHHAsA | Gc M={1, 2., m}
transport | transportati | TpaHc- HcN= {1 7 n} bo‘lsa. u
masalasi | on problem | noprHas holda bu transport masalasi
3a/1a4a :
aynimagan transport masa-
lasi deyiladi.
Agar talablarning qismiy
yig‘ndisi takliflarning qis-
Beipok- | miy yig‘indisiga teng, ya’ni
: A dege-
Aynigan JeHHas | Ya,=Y b, GcM={L2..,m),
nerate < len’
transport transportati | TPAHC- / ‘
masalasi p mopraas | 1SN ={1,2,..,n} bo‘lsa, u hol-
on problem :
3amaua | da bu transport masalasi ay-
nigan transport masalasi
deyiladi.
Potensiallar usuli — trans-
port masalasini yechish
uchun qo‘llangan birinchi
aniq usul bo‘lib, u 1949-
yilda rus olimlari L.V.Kan-
Meto torovich va M.K.Gavurin
Potensial- | Potential HOTeHI—[ tomonidan yaratilgan. Bu
lar usuli method usulning asosiy g‘oyasi
ITUAJIOB

transport masalasiga mos-
lashtirilgan simpleks usul-
dan 1borat bo‘lib, birinchi
marta chiziqli program-
malashtirish  masalalarini
yechish usullariga bog‘liq
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bo‘lmagan holda tasvirlan-
gan. Keyinroq, xuddi shun-
ga o‘xshash usul amerikalik
olim Dansig tomonidan
yaratildi.  Dansig  usuli
chizigli programmalashti-
rishning asosiy g‘oyalariga
asoslangan bo‘lib, Amerika
adabiyotida bu usul modi-
fitsirlangan tagsimot usuli
deb yuritiladi.

Aynigan transport masala-
sida ayniganlikni yo‘qotish
uchun ¢, va b, lardan tu-
zilgan xususiy yig‘indilar-
ning o‘zaro teng bo‘‘lmas-
ligiga erishish kerak. Bu-
ning uchun ¢, va b, larning

qiymatini biror kichik songa

Epsilon- ..
st o‘zgartirish kerak. Masalan,
¢-usul constraint | ¢- METOX ) o .
yetarlicha kichik ¢ >0 sonni
method : :

olib, 4, va b, larni o‘zgar-
tiramiz, ya’ni ¢ masala
tuzamiz: ¢ yetarlicha kichik
son bo‘lganligi sababli hosil
bo‘lgan  masalaning X ()
optimal rejasi ¢=0 da beril-
gan masalaning optimal

yechimi bo‘ladi.
To‘la Fully Hog;o;;:;}o Agar butun sonli program-
. integer ! malashtirish masalalaridagi
butun sonli : JICHHA 3a- , . .
rooram linear vt teii) 2OMa lumlarning hammasi
D | problem [ TP uchun - butun bo'lishlilik
tirish program- | sharti qo‘yilsa, bunday ma-
ming porp salalar to‘la butun sonli

MHPOBaHUS
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programmalashtirish
masalalari deb ataladi.

R.Gomorti usuli. Noma’lum-
larga  butun  bo‘lishlilik
sharti qo‘yilganligi sababli
ChPMlarini yechish usul-
larini  BSPlarini  yechish
uchun qo‘llab bo‘lmaydi.
BSPMlarini yechish uchun
ularning xususiyatlarini na-

Gomori Gomory Meron | zarga oluvchi usullar yaratil-
usuli method ['omopu | gan bo‘lib, ular orasida ame-
rika olimi R.Gomori yarat-
gan usul optimal butun sonli
yechimni beruvchi eng aniq
usullardan biri hisoblanadi.
Gomori usuli yordami bilan
to‘la butun sonli hamda qis-
man butun sonli masalalarni
yechish mumkin.
IX)_y i-in sistemanin
Statsionar | Stationary Cramo- | =5 R =
nuqta point HAPHAT | yechimlari statsionar nuqta-
TOTKA | 1ar deb ataladi.
Logranj | Lagrangian | @ymkims | F(X.A)=/(0+ 240G -g(X). (k=)
funksiyasi | function | Jlarpamxa | ,4qik Lagranj funksiyasi.
Agar
4, (x,,%,,..,x, ) <b., (i=1,m),
Z = f(x,,%,,...,x,) = max
Nochiziqli Nonlinear H?JII/I— masaladagi ¢.(x, x,, ...,.xn) va
program- program- HEUHOC | f(x, x,,...,x,) funksiyalar-
ma- ming HIPOrpaMM | dan kamida bittasi chizigsiz
lashtirish MPOBAaHMC | fynksiya bo‘lsa, u holda bu

masala “chizigsiz program-
malashtirish masalasi” de-
yiladi.
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: : Huua- | Parametrlari  o‘zgaruvchan
Dinamik : : i :
Dynamic | muyeckoe | migdor bo‘lib, ular vaqtning
program- ..
malash. program- | TIporpam- funks1yaS} deb garalgan ma-
tirish ming MHPOBa- salala.lr. “dinamik programma-
HUE lashtirish masalasi” deyiladi.
Hozirgi davrgacha eng yax-
shi o‘rganilgan chizigsiz
Qavariq Bemyk- | programmalashtirish masa-
program- | Convex o€ lalari ¢ (x.x,,..x) Vva
ma- program- | mporpamM- | f(x,x,,...,x ) funksiyalar qa-
lashtirish ming MHPOBa- | yariq (botiq) bo‘lgan holdir.
masalasi HHC Bunday masalalar “qavariq
programmalashtirish
masalalari” deb ataladi.
Iqtisodiy amaliyotda uch-
raydigan ko‘p masalalarda
q.(X,X,,...,.xX) funksiyalar
Kvadratik Quadratic Ifjsazlg;i chiziqli bo‘lib, | f(x].,xz,...,x")
program- maqgsad funksiyasi kvad-
ma- program- | THIHOC | ratik formada, ya’'ni
- ming porpam- " m &
ﬁs;;t;‘;ssl;l problem MHpOBa- S (X)X 50 X,) = jz_;cjxj + ;;dyxi;
HUs ko‘rinishda bo‘ladi. Bunday
masalalar kvadratik prog-
rammalashtirish masalalari
deb ataladi.
Butun jarayonning yechimi
o‘zaro bog‘langan yechimlar
: Crtpare- | ketma-ketligidan iborat
Strategiya | Strategy rpm{ bo‘ladi. O‘iaro bog‘langan
bunday yechimlar ketma-
ketligi strategiya deb ataladi.
. The Onti- Oldin‘dan tanlangaq mezon-
Optimal : ga ko‘ra eng yaxshi natijani
strategiya optimal MAIBRIL > minlovchi strategiya op-
strategy | cTpaterus

timal strategiya deb ataladi.
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The Crpare- | O‘yinchining  strategiyasi
O‘yinda | strategy in rusi B | deb, o‘yinchi mumkin bo‘l-
strategiya game Teopun | gan har qanday holatda tan-
theory Urp laydigan rejasiga aytiladi.
The Orrri- (.)ptlmalc s‘Frateglya c}el?, be.—
. - : rilgan o‘yinchiga, o‘yin bir
O‘yinda optimal MaJibHas
) : necha marta takrorlanganda
optimal strategy 1n | cTpaTerus . ]
: eng katta mumkin bo‘lgan
strateglya game B TEOpUH | L
theory urp o‘rtacha yutuqni ta’min-
lovchi strategiyaga aytiladi.
Matrisa satrlarini 4 stra-
tegiyalarga, ustunlarini B,
strategiyalarga mos
a, a, ... a
To‘lov Pay off Hﬂlj;jm- A=| 2 “
matrisasi matrix ' '
ManHHa aml am2 amn
keltirib 4 —o‘yin matrisasini
hosil qilamiz. Bu matrisa
to‘lov matrisasi yoki yutuq
matrisasi deb ataladi.
O‘yinning | The lower | Hwuxnss
quyi price of the neHa | Matrisali o‘yinning quyi va
bahosi game urpel | yuqori qiymatlari uchun
O‘yinning | Thetop | Bepxuss | quyidagi munosabat o‘rinli:
yuqori | price of the IIeHa a<p.
bahosi game UTPBI
O‘yinning : Ilena |a=p=V o‘yinning bahosi
bahosi (Game price urpel | deb ataladi.
Matrisali A sqddle Cennosa Agar matrisali o‘yinda
.. point in the | Touka B - ‘ -
o‘yinda : a =/ bo‘lsa, u holda o‘yin
egar nuqta mairix MEIPIE | o oar nuqtaga ega deyiladi
& game HOM UTpe & (taga cga ey '
Aralash Mixed Cwmeman- Ta.sodlﬁy tanlash yo li bilan
strategiya | strategy Has cTpa- | aniglangan strategiyalar ara-
terusi | lash strategiya deb ataladi.
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2

1-1lova

o(x) = J;_ﬂe_z funksiya qiymatlarining jadvali
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,3989 | 0,3989 | 0,3989 | 0,3988 | 0,3986 | 0,3984 | 0,3982 | 0,3980 | 0,3977 | 0,3973
0,1 0,3970 | 0,3965 | 0,3961 | 0,3956 | 0,3951 | 0,3945 | 0,3939 | 0,3932 | 0,3925 | 0,3918
0,2 0,3910 | 0,3902 | 0,3894 | 0,3885 | 0,3876 | 0,3867 | 0,3857 | 0,3847 | 0,3836 | 0,3825
0,3 0,3814 | 0,3802 | 0,3790 | 0,3778 | 0,3765 | 0,3752 | 0,3739 | 0,3726 | 0,3712 | 0,3697
0,4 0,3683 | 0,3668 | 0,3652 | 0,3637 | 0,3621 | 0,3605 | 0,3589 | 0,3572 | 0,3555 | 0,3538
0,5 0,3521 | 0,3503 | 0,3485 | 0,3467 | 0,3448 | 0,3429 | 0,3410 | 0,3391 | 0,3372 | 0,3352
0,6 0,3332 | 0,3312 | 0,3292 | 0,3271 | 0,3251 | 0,3230 | 0,3209 | 0,3187 | 0,3166 | 0,3144
0,7 0,3123 | 0,3101 | 0,3079 | 0,3056 | 0,3034 | 0,3011 | 0,2989 | 0,2966 | 0,2943 | 0,2920
0,8 0,2897 | 0,2874 | 0,2850 | 0,2827 | 0,2803 | 0,2780 | 0,2756 | 0,2732 | 0,2709 | 0,2685
0,9 0,2661 | 0,2637 | 0,2613 | 0,2589 | 0,2565 | 0,2541 | 0,2516 | 0,2492 | 0,2468 | 0,2444
1,0 0,2420 | 0,2396 | 0,2371 | 0,2347 | 0,2323 | 0,2299 | 0,2275 | 0,2251 | 0,2227 | 0,2203
1,1 0,2179 | 0,2155 | 0,2131 | 0,2107 | 0,2083 | 0,2059 | 0,2036 | 0,2012 | 0,1989 | 0,1965
1,2 0,1942 | 0,1919 | 0,1895 | 0,1872 | 0,1849 | 0,1826 | 0,11804 | 0,1781 | 0,1758 | 0,1736
1,3 0,1714 | 0,1691 | 0,1669 | 0,1647 | 0,1626 | 0,1604 | 0,1582 | 0,1561 | 0,1539 | 0,1518
1,4 0,1497 | 0,1476 | 0,1456 | 0,1435 | 0,1415 | 0,1394 | 0,1374 | 0,1354 | 0,1334 | 0,1315
1,5 0,1295 | 0,1276 | 0,1257 | 0,1238 | 0,1219 | 0,1200 | 0,1182 | 0,1163 | 0,1145 | 0,1127
1,6 0,1109 | 0,1092 | 0,1074 | 0,1057 | 0,1040 | 0,1023 | 0,1006 | 0,0986 | 0,0973 | 0,0957
1,7 0,0940 | 0,0925 | 0,0909 | 0,0893 | 0,0878 | 0,0863 | 0,0848 | 0,0833 | 0,0818 | 0,0804




vee

1,8 0,0790 | 0,0775 | 0,0761 | 0,0748 | 0,0734 | 0,0721 | 0,0707 | 0,0694 | 0,0681 | 0,0669
1,9 0,0656 | 0,0644 | 0,0632 | 0,0620 | 0,0608 | 0,0596 | 0,0584 | 0,0573 | 0,0562 | 0,0551
2,0 0,0540 | 0,0529 | 0,0519 | 0,0508 | 0,0498 | 0,0488 | 0,0478 | 0,0468 | 0,0459 | 0,0449
2,1 0,0440 | 0,0431 | 0,0422 | 0,0413 | 0,0404 | 0,0396 | 0,0387 | 0,0379 | 0,0371 | 0,0363
2,2 0,0355 | 0,0347 | 0,0339 | 0,0332 | 0,0325 | 0,0317 | 0,0310 | 0,0303 | 0,0297 | 0,0290
2,3 0,0283 | 0,0277 | 0,0270 | 0,0264 | 0,0258 | 0,0252 | 0,0246 | 0,0241 | 0,0235 | 0,0229
2,4 0,0224 | 0,0219 | 0,0213 | 0,0208 | 0,0203 | 0,0198 | 0,0194 | 0,0189 | 0,0184 | 0,0180
2,5 0,0175 1 0,0171 | 0,0167 | 0,0163 | 0,0158 | 0,0154 | 0,0151 | 0,0147 | 0,0143 | 0,0139
2,6 0,0136 | 0,0132 | 0,0129 | 0,0126 | 0,0122 | 0,0119 | 0,0116 | 0,0113 | 0,0110 | 0,0107
2,7 0,0104 | 0,0101 | 0,0099 | 0,0096 | 0,0093 | 0,0091 | 0,0088 | 0,0086 | 0,0084 | 0,0081
2,8 0,0079 | 0,0077 | 0,0075 | 0,0073 | 0,0071 | 0,0069 | 0,0067 | 0,0065 | 0,0063 | 0,0061
2,9 0,0060 | 0,0058 | 0,0056 | 0,0055 | 0,0053 | 0,0051 | 0,0050 | 0,0048 | 0,0047 | 0,0046
3,0 0,0044 | 0,0043 | 0,0042 | 0,0040 | 0,0039 | 0,0038 | 0,0037 | 0,0036 | 0,0035 | 0,0034
3,1 0,0033 | 0,0032 | 0,0031 | 0,0030 | 0,0029 | 0,0028 | 0,0027 | 0,0026 | 0,0025 | 0,0025
3,2 0,0024 | 0,0023 | 0,0022 | 0,0022 | 0,0021 | 0,0020 | 0,0020 | 0,0019 | 0,0018 | 0,0018
3,3 0,0017 | 0,0017 | 0,0016 | 0,0016 | 0,0015 | 0,0015 | 0,0014 | 0,0014 | 0,0013 | 0,0013
3,4 0,0012 | 0,0012 | 0,0012 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0010 | 0,0010 | 0,0010 | 0,0009 | 0,0009
3,5 0,0009 | 0,0008 | 0,0008 | 0,0008 | 0,0008 | 0,0007 | 0,0007 | 0,0007 | 0,0007 | 0,0006
3,6 0,0006 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0004
3,7 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003
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1

2-1lova

D(x) = N _([ e 2dz funksiya qiymatlarining jadvali
X D(x) X D(x) X D(x) X D(x)
0,00 0,0000 0,45 0,1736 0,90 0,3159 1,35 0,4115
0,01 0,0040 0,46 0,1772 0,91 0,3186 1,36 0,4131
0,02 0,0080 0,47 0,1808 0,92 0,3212 1,37 0,4147
0,03 0,0120 0,48 0,1844 0,93 0,3238 1,38 0,4162
0,04 0,0160 0,49 0,1879 0,94 0,3264 1,39 0,4177
0,05 0,0199 0,50 0,1915 0,95 0,3289 1,40 0,4192
0,06 0,0239 0,51 0,1950 0,96 0,3315 1,41 0,4207
0,07 0,0279 0,52 0,1985 0,97 0,3340 1,42 0,4222
0,08 0,0319 0,53 0,2019 0,98 0,3365 1,43 0,4236
0,09 0,0359 0,54 0,2054 0,99 0,3389 1,44 0,4251
0,10 0,0398 0,55 0,2088 1,00 0,3413 1,45 0,4265
0,11 0,0438 0,56 0,2123 1,01 0,3438 1,46 0,4279
0,12 0,0478 0,57 0,2157 1,02 0,3461 1,47 0,4292
0,13 0,0517 0,58 0,2190 1,03 0,3485 1,48 0,4306
0,14 0,0557 0,59 0,2224 1,04 0,3508 1,49 0,4319
0,15 0,0596 0,60 0,2257 1,05 0,3531 1,50 0,4332
0,16 0,0636 0,61 0,2291 1,06 0,3554 1,51 0,4345
0,17 0,0675 0,62 0,2324 1,07 0,3577 1,52 0,4357
0,18 0,0714 0,63 0,2357 1,08 0,3599 1,53 0,4370




9¢¢

0,19 0,0753 0,64 0,2389 1,09 0,3621 1,54 0,4382
0,20 0,0793 0,65 0,2422 1,10 0,3643 1,55 0,4394
0,21 0,0832 0,66 0,2454 1,11 0,3665 1,56 0,4406
0,22 0,0871 0,67 0,2486 1,12 0,3686 1,57 0,4418
0,23 0,0910 0,68 0,2517 1,13 0,3708 1,58 0,4429
0,24 0,0948 0,69 0,2549 1,14 0,3729 1,59 0,4441
0,25 0,0987 0,70 0,2580 1,15 0,3749 1,60 0,4452
0,26 0,1026 0,71 0,2611 1,16 0,3770 1,61 0,4463
0,27 0,1064 0,72 0,2642 1,17 0,3790 1,62 0,4474
0,28 0,1103 0,73 0,2673 1,18 0,3810 1,63 0,4484
0,29 0,1141 0,74 0,2703 1,19 0,3830 1,64 0,4495
0,30 0,1179 0,75 0,2734 1,20 0,3849 1,65 0,4505
0,31 0,1217 0,76 0,2764 1,21 0,3869 1,66 0,4515
0,32 0,1255 0,77 0,2794 1,22 0,3883 1,67 0,4525
0,33 0,1293 0,78 0,2823 1,23 0,3907 1,68 0,4535
0,34 0,1331 0,79 0,2852 1,24 0,3925 1,69 0,4545
0,35 0,1368 0,80 0,2881 1,25 0,3944 1,70 0,4554
0,36 0,1406 0,81 0,2910 1,26 0,3962 1,71 0,4564
0,37 0,1443 0,82 0,2939 1,27 0,3980 1,72 0,4573
0,38 0,1480 0,83 0,2967 1,28 0,3997 1,73 0,4582
0,39 0,1517 0,84 0,2995 1,29 0,4015 1,74 0,4591
0,40 0,1554 0,85 0,3023 1,30 0,4032 1,75 0,4599
0,41 0,1591 0,86 0,3051 1,31 0,4049 1,76 0,4608
0,42 0,1628 0,87 0,3078 1,32 0,4066 1,77 0,4616
0,43 0,1664 0,88 0,3106 1,33 0,4082 1,78 0,4625




LEE

0,44 0,1700 0,89 0,3133 1,34 0,4099 1,79 0,4633
1,80 0,4641 2,00 0,4772 2,40 0,4918 2,80 0,4974
1,81 0,4649 2,02 0,4783 2,42 0,4922 2,82 0,4976
1,82 0,4656 2,04 0,4793 2,44 0,4927 2,84 0,4977
1,83 0,4664 2,06 0,4803 2,46 0,4931 2,86 0,4979
1,84 0,4671 2,08 0,4812 2,48 0,4934 2,88 0,4980
1,85 0,4678 2,10 0,4821 2,50 0,4938 2,90 0,4981
1,86 0,4686 2,12 0,4830 2,52 0,4941 2,92 0,4982
1,87 0,4693 2,14 0,4838 2,54 0,4945 2,94 0,4984
1,88 0,4699 2,16 0,4846 2,56 0,4948 2,96 0,4985
1,89 0,4706 2,18 0,4854 2,58 0,4951 2,98 0,4986
1,90 0,4713 2,20 0,4861 2,60 0,4953 3,00 0,49865
1,91 0,4719 2,22 0,4868 2,62 0,4956 3,20 0,49931
1,92 0,4726 2,24 0,4875 2,64 0,4959 3,40 0,49966
1,93 0,4732 2,26 0,4881 2,66 0,4961 3,60 0,499841
1,94 0,4738 2,28 0,4887 2,68 0,4963 3,80 0,499828
1,95 0,4744 2,30 0,4893 2,70 0,4965 4,00 0,499968
1,96 0,4750 2,32 0,4898 2,72 0,4967 4,50 0,499997
1,97 0,4756 2,34 0,4904 2,74 0,4969 5,00 0,499997
1,98 0,4761 2,36 0,4909 2,76 0,4971

1,99 0,4767 2,38 0,4913 2,78 0,4973




%3

t, =t(y;n) ning qiymatlari jadvali

3-ilova

0,95 0,99 0,999 4 0,95 0,99 0,999
5 2,78 4,60 8,61 20 2,093 2,861 3,883
6 2,57 4,03 6,86 25 2,064 2,797 3,745
7 2,45 3,71 5,96 30 2,045 2,756 3,659
8 2,37 3,50 5,41 35 2,032 2,729 3,600
9 2,31 3,36 5,04 40 2,023 2,708 3,558
10 2,26 3,25 4,78 45 2,016 2,692 3,527
11 2,23 3,17 4,59 50 2,009 2,679 3,502
12 2,20 3,11 4,44 60 2,001 2,602 3,464
13 2,18 3,06 4,32 70 1,996 2,649 3,439
14 2,16 3,01 4,22 80 1,001 2,640 3,418
15 2,15 2,98 4,14 90 1,987 2,633 3,403
16 2,13 2,95 4,07 100 1,984 2,927 3,392
17 2,12 2,92 4,02 120 1,980 2,617 3,374
18 2,11 2,90 3,97 00 1,960 2,576 3,291




6¢¢

g, =q(y;n) ning qiymatlari jadvali

4-1lova

0,95 0,99 0,999 4 0,95 0,99 0,999
5 1,37 2,67 5,64 20 0,37 0,58 0,88
6 1,09 2,01 3,88 25 0,32 0,49 0,73
7 0,92 1,62 2,98 30 0,28 0,43 0,63
8 0,80 1,38 2,42 35 0,26 0,38 0,56
9 0,71 1,20 2,06 40 0,24 0,35 0,50
10 0,65 1,08 1,80 45 0,22 0,32 0,46
11 0,59 0,98 1,60 50 0,21 0,30 0,43
12 0,55 0,90 1,45 60 0,188 0,269 0,28
13 0,52 0,83 1,33 70 0,174 0,245 0,34
14 0,48 0,78 1,23 80 0,161 0,226 0,31
15 0,46 0,73 1,15 90 0,151 0,211 0,29
16 0,44 0,70 1,07 100 0,143 0,198 0,27
17 0,42 0,66 1,01 150 0,115 0,160 0,211
18 0,40 0,63 0,96 200 0,099 0,136 0,185
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7’ taqsimotning kritik nuqtalari

5-1lova

Erkinlik Muhimlilik darajasi «
darajalari 0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99
soni k

1 6.6 5.0 3.8 0,0039 0,00098 0,00016
2 9.2 7.4 6.0 0,103 0,051 0,020
3 11,3 9.4 7.8 0,352 0,216 0,115
4 13,3 11,1 9.5 0,711 0,484 0,297
5 15,1 12,8 11,1 1,15 0,831 0,554
6 16,8 14.4 12,6 1,64 124 0,872
7 18,5 16,0 14,1 2.17 1,69 124
8 20,1 17,5 15,5 2,73 2.18 1,65
9 21,7 19,0 16,9 333 2.70 2.09
10 232 20.5 18,3 3.94 3.5 2.56
11 24,7 21,9 19,7 4,57 3,82 3,05
12 26,2 23,3 21,0 5.23 4,40 3,57
13 27.7 24,7 22.4 5,89 5.01 4,11
14 29,1 26,1 23,7 6,57 5,63 4,66
15 30,6 27.5 25.0 7.26 6,26 5.23
16 32.0 28.8 26.3 7.96 6.91 5.81
17 33.4 30,2 27.6 8.67 7.56 6.41
18 34.8 31,5 28.9 9.39 8.23 7.01




843

19 36,2 32,9 30,1 10,1 8,91 7,63
20 37,6 34,2 314 10,9 9,59 8,26
21 38,9 35,5 32,7 11,6 10,3 8,90
22 40,3 36,8 33,9 12,3 11,0 9,54
23 41,6 38,1 35,9 13,1 11,7 10,2
24 43,0 39,4 36,4 13,8 12,4 10,9
25 44,3 40,6 37,7 14,6 13,1 11,5
26 45,6 41,9 38,9 15,4 13,8 12,2
27 47,0 43,2 40,1 16,2 14,6 12,9
28 48,3 44,5 41,3 16,9 15,3 13,6
29 49,6 45,7 42,6 17,7 16,0 14,3
30 50,9 47,0 43,8 18,5 16,8 15,0




(443

Styudent tagsimotining kritik nuqtalari

6-1lova

Erkinlik Muhimlilik darajasi « (ikki tomonli Kiritik soha)
darajalari 0,10 0,05 0,02 0,01 0,002 0,001
sonl &

1 6,31 12,7 31,82 63,7 318,3 637,0
2 2,92 430 6,97 9,92 22,33 31,6
3 2,35 3,18 4,54 5,84 10,22 12,9
4 2,13 2,78 3,75 4,60 7,17 8,61
5 2,01 2,57 3,37 4,03 5,89 6,86
6 1,94 2,45 3,14 3,71 521 5,96
7 1,89 2,36 3,00 3,50 4,79 5,40
g 1,86 2,31 2,90 3,36 4,50 5,04
9 1,83 2,26 2,82 3,25 4,30 4,78
10 1,81 2,23 2,76 3,17 4,14 4,59
1 1,80 2,20 2,72 3,11 4,03 4,44
12 1,78 2,18 2,68 3,05 3,93 4,32
13 1,77 2,16 2,65 3,01 3,85 4,22
14 1,76 2,14 2,62 2,98 3,79 4,14
15 1,75 2,13 2,60 2,95 3,73 4,07
16 1,75 2,12 2,58 2,92 3,69 4,01
17 1,74 2,11 2,57 2,90 3,65 3,96
18 1,73 2,10 2,55 2,88 3,61 3,92




eve

19 1,73 2,09 2,54 2,86 3,58 3,88
20 1,73 2,09 2,53 2,85 3,55 3,85
21 1,72 2,08 2,52 2,83 3,53 3,82
22 1,72 2,07 2,51 2,82 3,51 3,79
23 1,71 2,07 2,50 2,81 3,49 3,77
24 1,71 2,06 2,49 2,80 3,47 3,74
25 1,71 2,06 2,49 2,79 3,45 3,72
26 1,71 2,06 2,48 2,78 3,44 3,71
27 1,71 2,05 2,47 2,77 3,42 3,69
28 1,70 2,05 2,46 2,76 3,40 3,66
29 1,70 2,05 2,46 2,76 3,40 3,66
30 1,70 2,04 2,46 2,75 3,39 3,65
40 1,68 2,02 2,42 2,70 3,31 3,55
60 1,67 2,00 2,39 2,66 3,23 3,46
120 1,66 1,98 2,36 2,62 3,17 3,37
00 1,64 1,96 2,33 2,58 3,09 3,29
0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 0,0005

Muhimlilik darajasi a (bir tomonli kiritik soha)
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(k,-dispersiysi katta tasodifiy miqdornnig erkinlik darajalari soni,
k. -dispersiyasi kichik tasodifiy migdornnig erkinlik darajalari soni)

7-1lova

Muhimlilik darajasi « =0,01
K, g 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 | 4052 | 4999 | 5403 | 5625 | 5764 | 5889 | 5928 | 5981 | 6022 | 6056 | 6082 | 6106
2 198,49 (99.01 | 90,17 | 99,25 | 99.33 | 99,30 | 99,34 | 99.36 | 99,36 | 99,40 | 99.41 | 99,42
3 34,12 | 30,81 | 29,46 | 28,71 | 2824 | 27,91 | 27,67 | 27,49 | 27,34 | 27,23 | 27.13 | 27,05
4 21,20 18,00 | 16,69 | 15,98 | 15,52 | 1521 | 14,98 | 14,80 | 14,66 | 14,54 | 14,45 | 14,37
5 116,26 13,27 | 12,06 | 11,39 | 10,97 | 10,67 | 10,45 | 10,27 | 10,15 | 10,05 | 9,96 | 9.89
6 | 13,74 11092 | 9,78 | 9,15 | 8,75 | 847 | 826 | 8,10 | 798 | 787 | 7,79 | 7.72
7 11225 955 | 845 | 7,85 | 746 | 7,19 | 7,00 | 6,84 | 6,71 | 6,62 | 6,54 | 6,47
8 | 1126 865 | 7,59 | 7,01 | 6,63 | 637 | 6,19 | 6,03 | 591 | 5,82 | 574 | 5,67
9 110,56 | 8,02 | 6,99 | 642 | 6,06 | 580 | 5,62 | 547 | 535 | 526 | 5,18 | 5,11
10 | 10,04 | 7,56 | 6,55 | 599 | 564 | 539 | 521 | 506 | 495 | 4,85 | 4,78 | 4,71
11 | 9,86 | 720 | 6,22 | 5,67 | 532 | 5,07 | 4,88 | 474 | 4,63 | 4,54 | 4,46 | 4,40
12 | 933 | 693 | 595 | 541 | 506 | 482 | 4,65 | 450 | 439 | 430 | 422 | 4,16
13 | 9,07 | 6,70 | 5,74 | 520 | 486 | 462 | 444 | 430 | 4,19 | 4,10 | 4,02 | 3,96
14 | 8,86 | 6,51 | 556 | 5,03 | 4,69 | 446 | 428 | 4,14 | 4,03 | 3,94 | 3,86 | 3,80
15 | 8,68 | 636 | 542 | 489 | 456 | 432 | 4,14 | 400 | 3,89 | 3,80 | 3,73 | 3,67




She

16 | 8,53 | 623 | 529 | 477 | 444 | 420 | 4,03 | 3,89 | 3,78 | 3,69 | 3.61 | 3,55
17 | 8,40 | 6,11 | 5,18 | 4,67 | 434 | 4,10 | 3,93 | 3,79 | 3,68 | 3,59 | 3,52 | 3,45
Muhimlilik darajasi « =0,05
K, i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 161 | 200 | 216 | 225 | 230 | 234 | 237 | 239 | 241 | 242 | 243 | 244
2 | 18,51 19,00 | 19,16 | 19,25 | 19,30 | 19,33 | 19,36 | 1937 | 19,38 | 19,39 | 19,40 | 19,41
3 110,13 955 | 928 | 9,12 | 9,01 | 894 | 8,88 | 884 | 8,81 | 8,78 | 8,76 | 8,74
4 7,71 | 6,94 | 6,59 | 6,39 | 6,26 | 6,16 | 6,09 | 6,04 | 6,00 | 596 | 593 | 591
5 6,61 | 579 | 541 | 5,19 | 505 | 495 | 4,88 | 482 | 478 | 4,74 | 4,70 | 4,68
6 599 | 514 | 4,76 | 453 | 439 | 428 | 421 | 4,15 | 4,10 | 4,06 | 4,03 | 4,00
7 559 | 474 | 435 | 412 | 397 | 3.87 | 3,79 | 3,73 | 3,68 | 3,63 | 3,60 | 3,57
8 532 | 446 | 4,07 | 3,84 | 3,69 | 3,58 | 3,50 | 3,44 | 3,39 | 3,34 | 3,31 | 3,28
9 512 | 426 | 3,86 | 3,63 | 348 | 3,37 | 3,29 | 323 | 3,18 | 3,13 | 3,10 | 3,07
10 | 496 | 4,10 | 3,71 | 3,48 | 333 | 3,22 | 3,14 | 3,07 | 3,02 | 2,97 | 2,94 | 2,91
11 | 484 | 3,98 | 3,59 | 3,36 | 320 | 3,09 | 3,01 | 295 | 290 | 2,86 | 2,82 | 2,79
12 | 475 | 3,88 | 3.49 | 326 | 3,11 | 3,00 | 292 | 285 | 2,80 | 2,76 | 2,72 | 2,69
13 | 4,67 | 3,80 | 341 | 3,18 | 3,02 | 2,92 | 2,84 | 2,77 | 2,72 | 2,67 | 2,63 | 2,60
14 | 4,60 | 3,74 | 334 | 3,11 | 296 | 285 | 2,77 | 2,70 | 2,65 | 2,60 | 2,56 | 2,53
15 | 454 | 3,68 | 329 | 3,06 | 290 | 2,79 | 2,70 | 2,64 | 2,59 | 2,55 | 2,51 | 2,48
16 | 449 | 3,63 | 324 | 3,01 | 285 | 2,74 | 2,66 | 2,59 | 254 | 249 | 245 | 2,42
17 | 445 | 3,59 | 320 | 296 | 2,81 | 2,70 | 2,62 | 2,55 | 2,50 | 2,45 | 2,41 | 2,38
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