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Дорогой читатель!

Две идеи, на которых основана эта книга, пришли мне в голову в середине
1970-х годов, когда я еще жил в Москве. Первая идея состояла в том, чтобы
разбивать программы на небольшие (5–15 строк) алгоритмические части, каж-
дая из которых сама по себе могла бы использоваться в других программах.
Вторая идея состояла в том, что каждый такой алгоритм должен работать на
любых типах данных, к которым он применим. Я называю их обобщенны-
ми алгоритмами. Мне казалось, что эти две идеи самоочевидны. К моему
удивлению, мне много лет не удавалось изложить их удовлетворительно для
самого себя. Несколько лет назад Пол Мак-Джонс уговорил меня вспомнить
мою математическую молодость, и мы вместе написали Начала программиро-
вания.

Эта книга не учит программировать, не объясняет новую программную
технологию, не пропагандирует новый язык программирования. Некоторым
читателям может показаться, что она содержит случайный набор алгоритмов.
Это не так. Надеюсь, что у читателя будет достаточно интереса, чтобы разо-
браться в структуре книги, ибо цель книги именно в том, чтобы показать
глубокую взаимосвязь отдельных алгоритмов.

Надеюсь, что русский перевод нашей книги позволит мне хотя бы в малой
мере воздать за то, что я получил от русской науки. Посвящаю это издание
всем замечательным российским математикам, меня учившим.

Александр Александрович Степанов
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Предисловие

В настоящей книге применяется дедуктивный подход к программированию,
основанный на объединении программ с абстрактными математическими тео-
риями, которые обеспечивают их работу. Представлены вместе описания этих
теорий, алгоритмы, записанные в терминах этих теорий, а также теоремы
и леммы, описывающие их свойства. Реализация алгоритмов на реальном язы-
ке программирования является центральной темой книги. Теоретические опи-
сания адресованы людям, поэтому в них научная строгость должна сочетать-
ся с некоторой неформальностью; код предназначен для компьютера, поэтому
должен быть абсолютно точным, даже если он имеет общее назначение.

Как и в других областях науки, в программировании наиболее подходящей
основой является дедуктивный метод. Он обеспечивает декомпозицию слож-
ных систем на компоненты с математически обоснованным поведением. Созда-
ние таких компонентов, в свою очередь, служит необходимой предпосылкой
разработки эффективного, надежного, безопасного и экономически эффектив-
ного программного обеспечения.

Эта книга предназначена для тех, кто стремится глубже понять суть про-
граммирования, будь то профессиональные программисты или ученые и ин-
женеры, для которых программирование составляет важную часть их профес-
сиональной деятельности.

Книга предназначена для чтения от начала и до конца. Читатели смогут до-
стичь понимания материала, только изучая код, доказывая леммы и выполняя
упражнения. Кроме того, мы предлагаем несколько проектов, причем решения
нам не известны. Изложение в книге является кратким, но внимательный чи-
татель в конечном итоге сумеет обнаружить связь между ее частями и понять,
чем мы руководствовались при выборе материала. Читатель должен поставить
перед собой цель — раскрыть принципы построения книги.

Мы предполагаем наличие способности выполнять элементарные алгебра-
ические манипуляции1. Мы также предполагаем, что читатель знаком с основ-

1Для проведения переподготовки по элементарной алгебре рекомендуем книгу [Chrystal,
1904].
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Предисловие 11

ной терминологией логики и теории множеств на уровне базовых университет-
ских курсов по дискретной математике; в приложении A приведены сводные
данные об используемой нами системе обозначений. Мы приводим определе-
ния некоторых понятий абстрактной алгебры, необходимых для формулировки
алгоритмов. Предполагаем также наличие развитых навыков программирова-
ния и понимания архитектуры ЭВМ2 и знакомство с элементарными алгорит-
мами и структурами данных3.

Мы выбрали язык C++, поскольку в нем механизмы абстракции соче-
таются с точным представлением существующей машины4. Мы используем
небольшое подмножество языка и записываем требования как структуриро-
ванные комментарии. Мы надеемся, что следовать за изложением в книге
смогут и читатели, не знакомые с языком C++. Подмножество языка, исполь-
зуемое в книге, определено в приложении B5. Везде, где имеется различие
между математической системой обозначений и языком C++, типографский
шрифт и контекст определяют, приведено ли описание математического обос-
нования или кода C++. У многих концепций и программ из этой книги есть
параллели в STL (Standard Template Library — стандартная библиотека шаб-
лонов C++), но некоторые решения, принятые в книге, отличаются от таковых
в STL. В книге также игнорируются проблемы, которые должны быть решены
в реальной библиотеке, такой как STL: пространства имен, видимость, встро-
енные директивы и т. д.

В главе 1 приведено описание значений, объектов, типов, процедур и кон-
цепций. Главы 2–5 посвящены алгоритмам на алгебраических структурах, та-
ких как полугруппы и полностью упорядоченные множества. В главах 6–11
описываются алгоритмы на абстрактных представлениях памяти. В главе 12
рассматриваются объекты, содержащие другие объекты. В послесловии пред-
ставлены наши размышения о подходе, изложенном в книге.

Благодарности

Мы благодарны компании Adobe Systems и ее руководителям за поддерж-
ку курса “Foundations of Programming” и этой книги, которая выросла из
него. В частности, Грег Гилли (Greg Gilley) был инициатором проведения
курса и предложил написать книгу; Дэйв Стори (Dave Story), а затем Билл

2Рекомендуем книгу [Patterson and Hennessy, 2007].
3См. [Tarjan, 1983].
4Стандартным справочником является [Stroustrup, 2000].
5Код из книги компилируется и выполняется в версиях Microsoft Visual C++ 9 и g++ 4.

Этот код может быть загружен с сайта www.elementsofprogramming.com вместе с несколь-
кими простейшими макросами, которые обеспечивают его компиляцию, а также тестовыми
модулями.
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12 Предисловие

Хенслер (Bill Hensler) обеспечивали неуклонную поддержку. Наконец, книга
не была бы возможна без грамотного руководства Шона Пэрента (Sean Parent)
и непрерывного контроля качества кода и текста. Идеи, изложенные в книге,
стали итогом нашего тесного, почти тридцатилетнего сотрудничества с Дэй-
вом Массером (Dave Musser). Бьярне Страуструп (Bjarne Stroustrup) специ-
ально доработал язык C++ для поддержки этих идей. И Дэйв и Бьярне были
достаточно любезны, чтобы прибыть в Сан-Хосе и тщательно рассмотреть
предварительный проект книги. Шон Пэрент и Бьярне Страуструп написали
приложение, определяющее подмножество C++, которое используется в книге.
Джон Брандт (Jon Brandt) просмотрел несколько черновых вариантов книги.
Джон Уилкинсон (John Wilkinson) тщательно прочитал окончательную версию
рукописи, предоставив неисчислимое количество ценных предложений.

Книга существенно выиграла благодаря усилиям редактора Питера Гордона
(Peter Gordon), редактора проекта Элизабет Райан (Elizabeth Ryan), литера-
турного редактора Эвелин Пайл (Evelyn Pyle) и редакционных рецензентов:
Мэтта Аустерна (Matt Austern), Эндрю Кёнига (Andrew Koenig), Дэвида Мас-
сера (David Musser), Арчи Робисона (Arch Robison), Джерри Шварца (Jerry
Schwarz), Джереми Сика (Jeremy Siek) и Джона Уилкинсона (John Wilkinson).

Мы благодарим всех студентов — участников курса, который проводил-
ся в компании Adobe, а также проводившегося ранее курса в компании SGI,
за их предложения. Мы надеемся, что нам удалось связать материал этих
курсов в единое целое. Мы благодарны за комментарии Дэйву Абрахэмсу
(Dave Abrahams), Андрею Александреску (Andrei Alexandrescu), Константи-
ну Аркудасу (Konstantine Arkoudas), Джону Бэннингу (John Banning), Гансу
Боему (Hans Boehm), Анджело Борсотти (Angelo Borsotti), Джиму Денер-
ту (Jim Dehnert), Джону Детревиллу (John DeTreville), Борису Фомичеву
(Boris Fomitchev), Кевлину Хенни (Kevlin Henney), Юсси Кетонену (Jussi
Ketonen), Карлу Мальбрену (Karl Malbrain), Мэту Маркусу (Mat Marcus),
Ларри Мэзинтеру (Larry Masinter), Дэйву Пэренту (Dave Parent), Дмит-
рию Полухину (Dmitry Polukhin), Джону Риду (Jon Reid), Марку Рузону
(Mark Ruzon), Джеффу Скотту (Geoff Scott), Дэвиду Симонсу (David Simons),
Анне Степановой (Anna Stepanov), Тони Ван Ирду (Tony Van Eerd), Уолте-
ру Ваннини (Walter Vannini), Тиму Винклеру (Tim Winkler) и Олегу Заблу-
де (Oleg Zabluda). Благодарим Джона Баннинга (John Banning), Боба Ин-
глиша (Bob English), Стивена Граттона (Steven Gratton), Макса Гальперина
(Max Hailperin), Евгения Кирпичова (Eugene Kirpichov), Алексея Некрасова
(Alexei Nekrassov), Марка Рузона (Mark Ruzon) и Хао Сонга (Hao Song) за
то, что выявили ошибки в первой редакции книги. Благодарим Фостера Бре-
ретона (Foster Brereton), Габриэль Дос Реис (Gabriel Dos Reis), Райана Ерн-
ста (Ryan Ernst), Абрахама Себастьяна (Abraham Sebastian), Майка Спертуса
(Mike Spertus), Хеннинга Тилеманна (Henning Thielemann) и Карлу Вилло-
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рию Бургацци (Carla Villoria Burgazzi) за то, что выявили ошибки во второй
редакции книги. Благодарим Синдзи Досака (Shinji Dosaka), Райана Ернста
(Ryan Ernst) и Стивена Граттона (Steven Gratton) за то, что выявили ошибки
во третьей редакции книги.6

Наконец, мы благодарны всем людям, которые учили нас посредством сво-
их опубликованных работ или лично, а также университетам и компаниям,
которые позволили нам углубить наше понимание программирования.

6С последними по времени замечаниями и исправлениями можно ознакомиться на сайте
www.elementsofprogramming.com. (См. раздел “Errata”).
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Глава 1
Вводные определения

Начиная с краткой таксономии идей, мы введем понятия значения, объек-
та, типа, процедуры и концепции, которые представляют различные катего-
рии идей в компьютере. Затем определим центральное понятие книги — регу-
лярность. Для процедур регулярность означает, что процедуры возвращают
равные результаты для равных аргументов. Для типов регулярность означа-
ет, что типы позволяют воспользоваться оператором проверки на равенство,
а также сохраняющим равенство конструированием копии и присваиванием.
Регулярность дает нам возможность заменять значения на другие, но равные
им значения, для преобразования и оптимизации программ.

1.1. Категории идей: сущность, вид, род

Чтобы объяснить, в чем состоят объекты, типы и другие фундаментальные
понятия программирования, полезно дать краткий обзор некоторых категорий
идей, которые соответствуют этим понятиям.

Абстрактная сущность — это предмет, который является вечным и неиз-
менным, тогда как конкретная сущность — это предмет, который может
обрести свое существование в пространстве и времени или перестать суще-
ствовать. Атрибут определяет соответствие между конкретной сущностью
и абстрактной сущностью — он описывает некоторое свойство, измерение или
качество конкретной сущности. Идентичность, одно из примитивных поня-
тий нашего восприятия действительности, определяет одинаковость предмета,
изменяющегося в течение времени. Атрибуты конкретной сущности могут из-
меняться, не затрагивая его идентичность. Моментальный снимок конкрет-
ной сущности — это полная коллекция его атрибутов в определенный момент
времени. Конкретными сущностями являются не только физические объекты,
но также и правовые, финансовые или политические сущности. Синий цвет
и число 13 — это примеры абстрактных сущностей. Сократ и Соединенные
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16 Глава 1. Вводные определения

Штаты Америки — примеры конкретных сущностей. Цвет глаз Сократа и чис-
ло американских штатов — это примеры атрибутов.

Абстрактный вид описывает общие свойства эквивалентных абстрактных
сущностей. Примеры абстрактных видов — натуральное число и цвет. Кон-
кретные виды описывают множество атрибутов почти полностью эквивалент-
ных конкретных сущностей. Примеры конкретных видов — человек и штат
США.

Функция — это правило, которое связывает одну или несколько абстракт-
ных сущностей, называемых аргументами, из соответствующего вида с аб-
страктной сущностью, называемой результатом, из другого вида. Примерами
функций являются функция определения преемника, которая связывает каж-
дое натуральное число с непосредственно следующим за ним, и функция,
которая связывает с двумя цветами результат их смешивания.

Абстрактный род описывает различные абстрактные виды, которые яв-
ляются подобными в некотором отношении. Примеры абстрактных родов —
число и бинарный оператор. Конкретный род описывает различные конкрет-
ные виды, подобные в некотором отношении. Примеры конкретных родов —
млекопитающее и двуногое.

Сущность принадлежит к одному и только одному виду, который регла-
ментирует правила для ее построения или существования. Сущность может
принадлежать к нескольким родам, каждый из которых описывает определен-
ные свойства.

Ниже мы покажем, что объекты и значения представляют сущности, типы
представляют виды, а концепции представляют роды.

1.2. Значения

Если мы не знаем интерпретацию, то единственными предметами, кото-
рые мы видим в компьютере, являются нули и единицы. Элемент данных
представляет собой конечную последовательность нулей и единиц.

Тип значения определяет соответствие между видом (абстрактным или
конкретным) и множеством элементов данных. Элемент данных, соответству-
ющий определенной сущности, называется представлением сущности; сущ-
ность называется интерпретацией элемента данных. Мы называем элемент
данных вместе с его интерпретацией значением. Примерами значений явля-
ются целые числа, представленные в формате 32-битовых двоичных чисел
в дополнительном коде с обратным порядком байтов, и рациональные числа,
представленные как конкатенация двух 32-битовых последовательностей, ин-
терпретируемых как целочисленный числитель и знаменатель, которые пред-
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1.2. Значения 17

ставлены как значения двоичных чисел в дополнительном коде с обратным
порядком байтов.

Элемент данных является полностью сформированным относительно типа
значения, если и только если этот элемент данных представляет абстрактную
сущность. Например, каждая последовательность из 32 битов является пол-
ностью сформированной, будучи интерпретируемой как целое число в допол-
нительном двоичном коде; значение NaN (Not a Number — не число) с плаваю-
щей запятой по стандарту IEEE 754 не является полностью сформированным,
будучи интерпретируемым как вещественное число.

Тип значений является собственно частичным, если его значения пред-
ставляют собственное подмножество абстрактной сущности в соответствую-
щем виде; в противном случае он является полным. Например, тип int —
собственно частичный, тогда как тип bool — полный.

Тип значений является уникально представленным, если и только если
каждой абстрактной сущности соответствует не больше чем одно значение.
Например, тип, представляющий истинностное значение как байт, который
интерпретирует нулевое значение как ложь и отличное от нуля значение как
истину, не является уникально представленным. Тип, представляющий целое
число как знаковый бит и величину без знака, не обеспечивает уникальное
представление нуля. Тип, представляющий целое число как двоичное число
в дополнительном коде, является уникально представленным.

Тип значений является неоднозначным, если и только если значение типа
имеет больше чем одну интерпретацию. Отрицание неоднозначного является
однозначным. Например, неоднозначен тип, представляющий календарный год
за период дольше чем одно столетие как две десятичные цифры.

Два значения из типа значений являются равными, если и только если они
представляют одну и ту же абстрактную сущность. Они являются предста-
вительно равными, если и только если их элементы данных представляют
собой идентичные последовательности нулей и единиц.

Лемма 1.1. Если тип значений является уникально представленным, то из
равенства следует представительное равенство.

Лемма 1.2. Если тип значений не является неоднозначным, то из представи-
тельного равенства следует равенство.

Если тип значений уникально представлен, мы осуществляем проверку на
равенство, проверяя, не являются ли обе последовательности нулей и еди-
ниц одинаковыми. В противном случае мы должны осуществлять проверку на
равенство таким способом, который сохраняет его согласованность с интер-
претациями его аргументов. Неуникальные представления выбираются, если
проверка на равенство осуществляется менее часто, чем операции, вырабаты-
вающие новые значения, и если есть возможность ускорить выработку новых
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18 Глава 1. Вводные определения

значений за счет замедления проверки на равенство. Например, два рацио-
нальных числа, представленные как пары целых чисел, равны, если они при-
водятся к одному к тому же несократимому виду. Два конечных множества,
представленные как неотсортированные последовательности, равны, если по-
сле сортировки и устранения дубликатов равны их соответствующие элементы.

Иногда осуществление истинной поведенческой проверки на равенство ста-
новится слишком дорогим или даже невозможным, как в примере с типом ко-
дировок вычислимых функций. В этих случаях мы вынуждены согласиться на
более слабую представительную проверку на равенство, которая показывает,
что два значения представляют собой одну и ту же последовательность нулей
и единиц.

Компьютеры реализуют функции на абстрактных сущностях как функции
на значениях. Безусловно, значения находятся в памяти, но функция на зна-
чениях, реализованная должным образом, не зависит от конкретных адресов
памяти: она реализует отображение из значений в значения.

Функция, определенная применительно к данному типу значений, является
регулярной, если и только если она соблюдает проверку на равенство: подста-
новка равного значения для аргумента дает равный результат. Большинство
числовых функций являются регулярными. Примером числовой функции, не
являющейся регулярной, служит функция, которая возвращает числитель ра-
ционального числа, представленного как пара целых чисел, поскольку 1

2
= 2

4
,

но numerator(1
2
) ̸= numerator(2

4
). Регулярные функции позволяют провести

рассуждение, основанное на равенствах: подстановку равных вместо равных.
Нерегулярная функция зависит от представления, а не только от интер-

претации ее аргумента. При проектировании представления для типа значений
приходится одновременно выполнять две задачи: осуществление проверки на
равенство и принятие решения о том, какие функции должны быть регуляр-
ными.

1.3. Объекты

Память — это множество слов, каждое из которых имеет адрес и со-
держание. Адрес — это значение фиксированного размера, называемого дли-
ной адреса. Содержание — это значение другого фиксированного размера,
называемого длиной слова. Получение содержания по адресу осуществляется
в операции загрузки. Изменение связи содержания с адресом осуществляет-
ся в операции сохранения. Примерами реализации памяти являются байты
в оперативной памяти и блоки на диске.

Объект — это представление конкретной сущности как значения в памяти.
Объект имеет состояние, которое представляет собой значение, относящееся
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1.3. Объекты 19

к некоторому типу значений. Состояние объекта является изменяемым. Если
некоторый объект соответствует конкретной сущности, то его состояние соот-
ветствует моментальному снимку этой сущности. Объект владеет множеством
ресурсов, таких как слова в памяти или записи в файле, предназначенных для
хранения его состояния.

В то время как значение объекта представляет собой непрерывную после-
довательность нулей и единиц, ресурсы, в которых хранятся эти нули и едини-
цы, не обязательно расположены непрерывно. В этом состоит интерпретация,
которая придает целостность объекту. Например, два значения double могут
интерпретироваться как одно комплексное число, даже если они не являют-
ся смежными. Ресурсы объекта могут даже находиться не в одной памяти.
Однако в настоящей книге рассматриваются только объекты, находящиеся
в единственной памяти с одним адресным пространством. Каждый объект
имеет уникальный начальный адрес, из которого могут быть достигнуты все
его ресурсы.

Тип объектов — это шаблон для хранения и изменения значений в памяти.
Каждому типу объектов соответствует тип значений, описывающий состояния
объектов этого типа. Каждый объект принадлежит к некоторому типу объ-
ектов. Примером типа объектов могут служить целые числа, представленные
в формате 32-битового двоичного числа в дополнительном коде с прямым по-
рядком байтов, выровненные к 4-байтовой границе адреса.

Значения и объекты играют взаимно дополняющие роли. Значения явля-
ются неизменными и независимыми от любой конкретной реализации в ком-
пьютере. Объекты являются изменяемыми и имеют реализации, зависимые от
компьютера. Состояние объекта в любой точке во времени может быть опи-
сано значением, которое можно в принципе записать на бумаге (создание мо-
ментального снимка) или сериализовать (преобразовать в последовательную
форму) и отправить по линии связи. Описание состояний объектов в терминах
значений позволяет нам абстрагироваться от определенных реализаций объ-
ектов, когда речь идет о равенстве. Функциональное программирование имеет
дело со значениями, а императивное — с объектами.

Мы используем значения для представления сущностей. Так как значения
являются неизменными, они могут представить абстрактную сущность. По-
следовательности значений могут также представлять последовательности мо-
ментальных снимков конкретных сущностей. Объекты хранят значения, пред-
ставляющие сущности. Так как объекты являются изменяемыми, они могут
представлять конкретные сущности, принимая новое значение для представ-
ления изменения в сущности. Объекты могут также представить абстракт-
ную сущность, оставаясь постоянными или принимая различные приближения
к абстрактному.

Мы используем объекты в компьютере по трем причинам.
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20 Глава 1. Вводные определения

1. Объекты моделируют изменяемые конкретные сущности, такие как кар-
точки служащих в приложении учета заработной платы.

2. Объекты обеспечивают удобный способ реализации функции на значени-
ях, таких как процедура, извлекающая квадратный корень числа с пла-
вающей запятой с использованием итеративного алгоритма.

3. Компьютеры с памятью составляют единственную доступную реализа-
цию универсального вычислительного устройства.

Некоторые свойства типов значений переносятся на типы объектов. Объект
является полностью сформированным, если и только если полностью сфор-
мировано его состояние. Тип объектов является собственно частичным, если
и только если его тип значений собственно частичен; в противном случае он
является полным. Тип объектов является уникально представленным, если
и только если уникально представлен его тип значений.

Так как конкретные сущности имеют идентичности, представляющие их
объекты нуждаются в соответствующем понятии идентичности. Маркер иден-
тичности — это уникальное значение, выражающее идентичность объекта,
которое вычисляется из значения объекта и адреса его ресурсов. Примера-
ми маркеров идентичности могут служит адрес объекта, индекс в массиве,
в котором хранится объект, и номер служащего в картотеке персонала. Про-
верка маркеров идентичности на равенство соответствует проверке на иден-
тичность. В течение времени существования приложения каждый конкретный
объект может использовать различные маркеры идентичности в ходе переме-
щения либо в пределах структуры данных, либо из одной структуры данных
в другую.

Два объекта одного и того же типа равны, если и только если равны их
состояния. Если два объекта равны, мы говорим, что каждый из них является
копией другого. Внесение изменения в объект не затрагивает ни одной его
копии.

В настоящей книге используется язык программирования, в котором отсут-
ствует какой-либо способ описания значений и типов значений как отдельных
от объектов и типов объектов. Поэтому с данного момента будем предпола-
гать, что если речь идет о типах, без уточнения, то подразумеваются типы
объектов.

1.4. Процедуры

Процедура — это последовательность команд, которая изменяет состоя-
ние некоторых объектов; процедура может также создавать или уничтожать
объекты.
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Объекты, с которыми взаимодействует процедура, могут быть разделены
на четыре разновидности в соответствии с намерениями программиста.

1. Объекты входные/выходные состоят из объектов, передаваемых в проце-
дуру или из процедуры прямо или косвенно с применением ее аргументов
или возвращаемого результата.

2. Объекты локального состояния состоят из объектов, создаваемых, уни-
чтожаемых и, как правило, изменяемых в течение одного вызова про-
цедуры.

3. Объекты глобального состояния состоят из объектов, доступных для
этой и других процедур на протяжении многочисленных вызовов.

4. Объекты собственного состояния состоят из объектов, доступных толь-
ко для данной процедуры (и присоединенных к ней процедур), но предо-
ставляемых для общего доступа на протяжении многочисленных вызовов.

Объект передан прямо, если он передан как аргумент или возвращен как
результат, и передан косвенно, если он передан через указатель или объект,
подобный указателю. Объект является входным объектом процедуры, если
происходит его чтение, но не изменение процедурой. Объект является выход-
ным объектом процедуры, если происходит его запись, создание или уничто-
жение процедурой, но не чтение его начального состояния процедурой. Объект
является входным/выходным объектом процедуры, если происходит не только
его изменение, но и чтение процедурой.

Вычислительный базис для типа — это конечное множество процедур, ко-
торые обеспечивают построение любой другой необходимой процедуры приме-
нительно к данному типу. Базис является эффективным, если и только если
любая процедура, реализованная с его использованием, оказывается такой же
эффективной, как и эквивалентная процедура, написанная на основе альтер-
нативного базиса. Например, базис для k-битовых целых чисел без знака, ко-
торый предоставляет только значение нуль, процедуру проверки на равенство
и функцию определения преемника, не эффективен, поскольку сложность ре-
ализации операции сложения на основе определения последующего элемента
является экспоненциальной в k.

Базис является выразительным, если и только если он позволяет созда-
вать компактные и удобные определения процедур применительно к данному
типу. В частности, необходимо обеспечить поддержку всех обычных мате-
матических операций, если они являются применимыми. Например, операция
вычитания может быть реализована с использованием операций перемены зна-
ка и сложения, но должна быть включена в выразительный базис. Аналогично
перемена знака может быть реализована с использованием операции вычита-
ния и значения нуль, но должна быть включена в выразительный базис.

Стр.   21
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1.5. Регулярные типы

Может быть предложено множество процедур, включение которых в вы-
числительный базис типа позволит нам помещать объекты в структуры дан-
ных и использовать алгоритмы для копирования объектов из одной структуры
данных в другую. Мы называем типы, имеющие такой базис, регулярными,
так как их использование гарантирует регулярность поведения и благодаря
этому функциональную совместимость типа1. Мы выводим семантику регу-
лярных типов от встроенных типов, таких как bool и int, а также, если
ограничиваемся полностью сформированными значениями, double. Тип явля-
ется регулярным, если и только если его базис включает процедуру проверки
на равенство, процедуру присваивания, деструктор, стандартный конструктор,
конструктор копии, процедуру полного упорядочения2 и основополагающий
тип3.

Равенство — это процедура, которая принимает два объекта одного и того
же типа и возвращает значение true, если и только если состояния объектов
равны. Неравенство определено тогда же, когда и равенство, и возвращает
значение, противоположное равенству. Мы используем следующую систему
обозначений:

Определение C++

Равенство a = b a == b
Неравенство a ̸= b a != b

Присваивание — это процедура, которая принимает два объекта одного
и того же типа и делает первый объект равным второму, не изменяя его.
Смысл присваивания не зависит от начального значения первого объекта. Мы
используем следующую систему обозначений:

Определение C++

Присваивание a← b a = b

Деструктор — это процедура, вызывающая прекращение существования
объекта. После того как по отношению к объекту вызван деструктор, к этому
объекту больше не может быть применена ни одна процедура, а его преж-
ние местоположения в памяти и ресурсы могут быть повторно использованы
в других целях. Деструктор обычно вызывается неявно. Глобальные объекты
уничтожаются после завершения работы приложения, локальные объекты —
после выхода из блока, в котором они объявлены, а элементы структуры дан-
ных — после уничтожения структуры данных.

1Регулярные типы лежат в основе проекта STL, но были впервые формально представлены
в [Dehnert and Stepanov 2000].

2Строго говоря, как будет показано в главе 4, может быть предусмотрено либо полное
упорядочение, либо стандартное полное упорядочение.

3Определение понятия основополагающего типа приведено в главе 12.
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Конструктор — это процедура, преобразовывающая местоположения в па-
мяти в объект. Возможные варианты поведения находятся в пределах от невы-
полнения никаких действий до установления состояния сложного объекта.

Объект находится в частично сформированном состоянии, если к нему
можно применить процедуру присваивания или уничтожения. Для объекта,
который частично, но не полностью сформирован, результат любой процедуры,
кроме присваивания (только на левой стороне) и уничтожения, не определен.

Лемма 1.3. Полностью сформированный объект является частично сформи-
рованным.

Стандартный конструктор не принимает аргументы и оставляет объект
в частично сформированном состоянии. Мы используем следующую систему
обозначений:

C++

Локальный объект типа T T a;
Анонимный объект типа T T()

Конструктор копии принимает дополнительный аргумент того же типа
и создает новый, равный ему объект. Мы используем следующую систему
обозначений:

C++

Локальная копия объекта b T a = b;

1.6. Регулярные процедуры

Процедура является регулярной, если и только если замена ее входных
объектов равными объектами приводит к получению равных выходных объ-
ектов. Как и применительно к типам значений, определяя тип объекта, мы
должны сделать непротиворечивые выборы, касающиеся того, как осуществ-
лять проверку на равенство и какие процедуры, относящиеся к данному типу,
должны быть регулярными.

Упражнение 1.1. Распространите понятие регулярности на входные и выход-
ные объекты процедуры, т. е. на объекты, которые не только считываются, но
и изменяются.

Безусловно, регулярность применяется по умолчанию, но, как показано
ниже, есть причины для применения нерегулярного поведения процедур.

1. Процедура возвращает адрес объекта; примером может служить встро-
енная функция addressof.

2. Процедура возвращает значение, определенное состоянием реального ми-
ра, такое как показания часов или другого устройства.
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3. Процедура возвращает значение в зависимости от собственного состоя-
ния; примером является генератор псевдослучайных чисел.

4. Процедура возвращает зависящий от представления атрибут объекта,
допустим, объем памяти, зарезервированной для структуры данных.

Функциональная процедура — это регулярная процедура, определенная на
регулярных типах, с одним или несколькими непосредственно передаваемыми
входными объектами и единственным выходным объектом, возвращаемым как
результат процедуры. Регулярность функциональных процедур обеспечивает
возможность применения двух способов передачи входных параметров. Если
размер параметра является небольшим или если процедуре требуется копия,
в которую она могла бы вносить изменения, передаем параметр по значению,
выполняя локальную копию. В противном случае параметр передается по неиз-
меняющейся ссылке. Функциональная процедура может быть реализована как
функция C++, указатель на функцию или функциональный объект4.

Это — функциональная процедура:

int plus_0(int a, int b)
{

return a + b;
}

Это — семантически эквивалентная функциональная процедура:

int plus_1(const int& a, const int& b)
{

return a + b;
}

Это — семантически эквивалентная, но не функциональная процедура, по-
скольку ее входные и выходные объекты не передаются непосредственно:

void plus_2(int* a, int* b, int* c)
{

*c = *a + *b;
}

В plus_2 объекты a и b являются входными, тогда как c — выходной объект.
Понятие функциональной процедуры — это синтаксическое, а не семантиче-
ское свойство: в нашей терминологии процедура plus_2 является регулярной,
но не функциональной.

Областью определения функциональной процедуры является подмноже-
ство значений ее входных объектов, для применения к которому она пред-
назначена. Функциональная процедура всегда заканчивает свою работу на

4Функции C++ не являются объектами и не могут быть переданы как аргументы; указатели
на функции C++ и функциональные объекты являются объектами и могут быть переданы как
аргументы.
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входном объекте из своей области определения; в то время как она может
завершиться применительно к входному объекту вне своей области определе-
ния, но, возможно, не возвратит значимого значения.

Однородная функциональная процедура — это такая функциональная про-
цедура, все входные объекты которой имеют одинаковый тип. Домен однород-
ной функциональной процедуры представляет собой тип ее входных объек-
тов. Вместо того чтобы определять домен неоднородной функциональной про-
цедуры как прямое произведение его входных типов, мы обращаемся к вход-
ным типам процедуры по отдельности.

Кодомен для функциональной процедуры представляет собой тип его вы-
ходного объекта. Область значений для функциональной процедуры представ-
ляет собой множество всех значений из ее кодомена, возвращенное процедурой
применительно к входным объектам из ее области определения.

Рассмотрим функциональную процедуру

int square(int n) { return n * n; }

В то время как ее домен и кодомен имеют тип int, ее областью опреде-
ления является множество целых чисел, квадрат которых является предста-
вимым с помощью этого типа, а областью значений — множество квадратов
целых чисел, представимых с помощью того же типа.

Упражнение 1.2. В предположении, что тип int является типом 32-битового
двоичного числа в дополнительном коде, сформулируйте его точное определе-
ние и установите область значений.

1.7. Концепции

Процедура, в которой используется тип, зависит от синтаксических и се-
мантических свойств вычислительного базиса типа, а также от свойств, опре-
деляющих сложность этого базиса. Синтаксически она зависит от присутствия
определенных литералов и процедур с конкретными именами и сигнатурами.
Семантика зависит от свойств этих процедур. Сложность зависит от времени
и пространственной сложности этих процедур. Программа остается правиль-
ной, если тип заменяется другим типом с такими же свойствами. Повышению
полезности программного компонента, такого как библиотечная процедура или
структура данных, способствует его разработка не в терминах конкретных
типов, а в терминах требований к типам, выраженных как синтаксические
и семантические свойства. Мы называем коллекцию требований концепцией.
Типы представляют виды, концепции — роды.

Чтобы мы могли описывать концепции, требуется несколько механизмов
работы с типами: атрибуты типов, функции и конструкторы типа. Атрибут
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типа — это отображение из типа в значение, описывающее некоторую ха-
рактеристику типа. Примерами атрибутов типов могут служить встроенный
атрибут типа sizeof(T) в языке C++, выравнивание объекта определенного
типа и количество элементов в структуре struct. Если F — функциональ-
ная процедура типа, то Arity(F) возвращает количество ее входных объектов.
Функция типа — это отображение из типа в другой тип. Примером опреде-
ления функции типа является следующее: если задан “указатель на T”, тип
T . В некоторых случаях полезно определить индексированную функцию ти-
па с дополнительным постоянным целочисленным параметром; примером мо-
жет служить функция типа, возвращающая тип i-го элемента типа структуры
(с отсчетом от 0). Если F — тип функциональной процедуры, то функция
типа Codomain(F) возвращает тип результата. Если F — тип функциональной
процедуры и i < Arity(F), то индексированная функция типа InputType(F, i) воз-
вращает тип i-го параметра (с отсчетом от 0)5. Конструктор типа представ-
ляет собой механизм создания новых типов исходя из одного или нескольких
существующих типов. Например, pointer(T) — встроенный конструктор ти-
па, который принимает тип T и возвращает тип “указатель на T”; struct —
встроенный n-арный конструктор типа; шаблон структуры — определяемый
пользователем n-арный конструктор типа.

Если T представляет собой n-арный конструктор типа, мы обычно обозна-
чаем результат его применения к типам T0, . . . , Tn−1 как TT0,...,Tn−1 . Важным
примером является pair, который, будучи применен к регулярным типам T0
и T1, возвращает структуру struct типа pairT0,T1 с элементом m0 типа T0
и элементом m1 типа T1. Для обеспечения того, чтобы сам тип pairT0,T1 был
регулярным, необходимо определить процедуры проверки на равенство и при-
сваивания, деструктор и конструкторы на основе поэлементных расширений
соответствующих операций над типами T0 и T1. Тот же метод используется для
любого типа кортежа, такого как triple. В главе 12 мы покажем реализацию
pairT0,T1 и опишем, как обеспечить регулярность с помощью более сложных
конструкторов типа.

Несколько более формально концепция представляет собой описание тре-
бований к одному или нескольким типам, выраженных в терминах существо-
вания и свойств процедур, атрибутов типов и функций типа, определенных на
типах. Мы говорим, что концепция моделируется конкретными типами или
что типы моделируют концепцию, если удовлетворяются требования к этим
типам. Чтобы указать, что концепция C моделируется типами T0, . . . , Tn−1,
пишем C(T0, . . . , Tn−1). Концепция C ′ уточняет концепцию C, если каждый
раз, когда C ′ удовлетворяется для множества типов, C также удовлетворяется
для этих типов. Мы говорим, что концепция C ослабляет концепцию C ′, если
C ′ уточняет C.

5В приложении B показано, как определять атрибуты и функции типа в языке C++.
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Концепция типа представляет собой концепцию, определенную на одном
типе. Например, в языке C++ определена концепция типа целочисленный
тип, уточнениями который являются концепции типа целочисленный тип
без знака и целочисленный тип со знаком, тогда как в STL определена кон-
цепция типа последовательность. Мы используем примитивные концепции
типа Regular и FunctionalProcedure, соответствующие неформальным опреде-
лениям, которые мы привели ранее.

Мы определяем концепции формально с использованием стандартной мате-
матической системы обозначений. Чтобы определить концепцию C, мы пишем

C(T0, . . . , Tn−1) ,
E0

∧ E1

∧ . . .

∧ Ek−1

где , читается как “равно по определению”, Ti представляют собой формаль-
ные параметры типа, а Ej являются предложениями концепции, которые при-
нимают одну из трех форм.

1. Приложение предварительно определенной концепции, указывающее под-
множество параметров типа, которое моделирует концепцию.

2. Сигнатура атрибута типа, функции типа или процедуры, которая должна
существовать для любых типов, моделирующих концепцию. Сигнатура
процедуры принимает форму f : T → T ′, где T — домен; T ′ — кодо-
мен. Сигнатура функции типа принимает форму F : C → C ′, где домен
и кодомен — концепции.

3. Аксиома, выраженная в терминах этих атрибутов типа, функций типа
и процедур.

Мы иногда включаем определения атрибутов типов, функций типов или
процедур вслед за их сигнатурами в предложения концепции второй разно-
видности. Определение принимает форму x 7→ F(x) для некоторого выражения
F. В какой-то конкретной модели такое определение могло быть перекрыто
другой, но совместимой реализацией.

Например, следующая концепция описывает унарную функциональную
процедуру:
UnaryFunction(F) ,

FunctionalProcedure(F)
∧ Arity(F) = 1

∧ Domain : UnaryFunction → Regular

F 7→ InputType(F, 0)
Следующая концепция описывает однородную функциональную процедуру:
HomogeneousFunction(F) ,

FunctionalProcedure(F)

Стр.   27



28 Глава 1. Вводные определения

∧ Arity(F) > 0

∧ (∀i, j ∈ N)(i, j < Arity(F))⇒ (InputType(F, i) = InputType(F, j))
∧ Domain : HomogeneousFunction → Regular

F 7→ InputType(F, 0)

Отметим следующее:

(∀F ∈ FunctionalProcedure)UnaryFunction(F)⇒ HomogeneousFunction(F)

Для определения параметров абстрактной процедуры применяются ти-
пы и значения констант с указанием требований к этим параметрам6. Мы
используем функциональные шаблоны и шаблоны функционального объекта.
Параметры следуют за зарезервированным словом template и вводятся с по-
мощью typename применительно к типам и с помощью int или другого
целочисленного типа применительно к значениям констант. Для определения
требований применяется предложение requires, аргументом которого явля-
ется выражение, состоящее из значений констант, конкретных типов, фор-
мальных параметров, приложения атрибутов типа и функций типа, операций
проверки на равенство на значениях и типах, концепций и логических связок7.

Пример абстрактной процедуры приведен ниже.

template<typename Op>
requires(BinaryOperation(Op))

Domain(Op) square(const Domain(Op)& x, Op op)
{

return op(x, x);
}

Значения домена могли быть большими, поэтому передаем их с помо-
щью неизменяющейся ссылки. Представления операций в памяти, как прави-
ло, невелики (в качестве примера можно назвать указатель на функцию или
небольшой функциональный объект), поэтому мы передаем их по значению.

Концепции описывают свойства, которым удовлетворяют все объекты опре-
деленного типа, тогда как предварительные условия описывают свойства кон-
кретных объектов. Например, процедура может требовать, чтобы параметр
был простым числом. Требование по применению целочисленного типа зада-
ется в соответствии с концепцией, в то время для указания необходимости
применять простое число служит предварительное условие. Тип указателя на
функцию выражает только ее сигнатуру, а не семантические свойства. Напри-

6Абстрактные процедуры были представлены по существу в той форме, в которой мы их
используем, в 1930 году в работе [van der Waerden 1930], будучи основанными на лекциях
Эмми Нётер (Emmy Noether) и Эмиля Артина (Emil Artin). Джордж Коллинс (George Collins)
и Дэвид Массер (David Musser) использовали их в контексте компьютерной алгебры в конце
1960 — начале 1970-х. См., например, [Musser 1975].

7Полный синтаксис предложения requires см. в приложении B.
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мер, процедура может потребовать, чтобы параметр был указателем на функ-
цию, реализующую ассоциативную двухместную операцию на целых числах.
Требование по применению двухместной операции на целых числах задается
в соответствии с концепцией; ассоциативность конкретной функции определя-
ется согласно предварительному условию.

Чтобы определять предварительное условие для семейства типов, мы долж-
ны использовать математические обозначения, такие как кванторы всеобщно-
сти и существования, операторы импликации и т. д. Например, чтобы указать,
что целое число должно быть простым, определяем

property(N : Integer)
prime : N

n 7→ (|n| ̸= 1)∧ (∀u, v ∈ N)uv = n⇒ (|u| = 1∨ |v| = 1)
где в первой строке представлены формальные параметры типа и моделиру-

емые ими концепции, во второй строке названо свойство и дана его сигнатура,
а в третьей приведен предикат, который устанавливает, соблюдается ли свой-
ство для данного аргумента.

Чтобы определить регулярность унарной функциональной процедуры, пи-
шем следующее:

property(F : UnaryFunction)
regular_unary_function : F

f 7→ (∀f ′ ∈ F)(∀x, x ′ ∈ Domain(F))
(f = f ′ ∧ x = x ′)⇒ (f(x) = f ′(x ′))

Это определение легко распространяется на n-арные функции: применение
равных функций к равным аргументам дает равные результаты. Проводя рас-
ширение понятия, называем абстрактную функцию регулярной, если все ее
реализации являются регулярными. Если не указано иное, в настоящей книге
каждый процедурный аргумент представляет собой регулярную функцию; мы
опускаем предварительное условие, в котором это утверждается явно.

Проект 1.1. Распространите понятия равенства, присваивания и конструиро-
вания копии на объекты различных типов. Обдумайте интерпретации двух ти-
пов и аксиом, соединяющих процедуры, в которых применяются разные типы.

1.8. Резюме

Обыденные взгляды на действительность, разделяемые многими людьми,
могут найти свое выражение в компьютере. Основывая толкования значений
и объектов на их интерпретациях, мы получаем простое, целостное представ-
ление. А если учитывается их соответствие сущностям, то становится проще
принятие проектных решений, например, касающихся того, как определить
равенство.
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31
Глава 2

Преобразования и их орбиты

В этой главе определено преобразование как унарная регулярная функция,
принимающая и возвращающая значения одного и того же типа. Последова-
тельные применения преобразования, начинающиеся с некоторого начального
значения, определяют орбиту этого значения. Учитывая зависимость только
от регулярности преобразования и конечности орбиты, мы реализуем алго-
ритм определения структуры орбиты, который может найти свое применение
в различных областях. Например, он может использоваться для обнаруже-
ния цикла в связном списке или анализа генератора псевдослучайных чисел.
Мы выводим интерфейс к алгоритму как множество взаимосвязанных проце-
дур и определений для их аргументов и результатов. Этот анализ алгоритма
структуры орбиты позволяет нам описать наш подход к программированию
в наиболее простом представлении.

2.1. Преобразования

Несомненно, можно предусмотреть применение таких функций, которые
принимают значения из любой последовательности типов и возвращают зна-
чение любого типа, но обычно встречаются определенные классы сигнатур.
В этой книге мы часто используем два таких класса: однородные предикаты
и операции. Однородные предикаты имеют форму T×· · ·×T → bool; операции
представляют собой функции в форме T × · · · × T → T . Несмотря на наличие
n-арных предикатов и n-арных операций, мы главным образом сталкиваемся
с унарными и бинарными однородными предикатами и унарными и бинарными
операциями.

Предикат — это функциональная процедура, возвращающая истинностное
значение:
Predicate(P) ,

FunctionalProcedure(P)
∧ Codomain(P) = bool
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Однородным предикатом называют такой предикат, который является так-
же однородной функцией:
HomogeneousPredicate(P) ,

Predicate(P)
∧ HomogeneousFunction(P)

Унарный предикат — это предикат, принимающий один параметр:
UnaryPredicate(P) ,

Predicate(P)
∧ UnaryFunction(P)

Операция — это однородная функция, кодомен которой равен ее домену:
Operation(Op) ,

HomogeneousFunction(Op)
∧ Codomain(Op) = Domain(Op)

Примеры операций:

int abs(int x) {
if (x < 0) return -x; else return x;

} // унарная операция

double euclidean_norm(double x, double y) {
return sqrt(x * x + y * y);

} // бинарная операция

double euclidean_norm(double x, double y, double z) {
return sqrt(x * x + y * y + z * z);

} // тернарная операция

Лемма 2.1. euclidean_norm(x,y, z) = euclidean_norm(euclidean_norm(x,y), z)

Эта лемма показывает, что тернарная версия может быть получена из би-
нарной версии. По соображениям эффективности, выразительности и, возмож-
но, точности, тернарная версия становится частью вычислительного базиса для
программ, имеющих дело с трехмерным пространством.

Процедура является частичной, если имеет область определения, пред-
ставляющую собой подмножество прямого произведения типов ее входных па-
раметров; процедура является полной, если имеет область определения, рав-
ную прямому произведению. Мы придерживаемся стандартного математиче-
ского подхода, согласно которому частичная функция включает полную функ-
цию. Мы называем неполными частичные процедуры, которые не являются
полными. Реализации некоторых полных функций на компьютере неполны
из-за конечности представления. Например, сложение, которое определено на
32-битовых целых числах со знаком, неполно.

Неполная процедура сопровождается предусловием, задающим область ее
определения. Чтобы проверить правильность вызова этой процедуры, мы долж-
ны выяснить, удовлетворяют ли аргументы ее предусловию. Иногда частичную
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процедуру передают в качестве параметра к алгоритму, который должен вы-
явить во время выполнения область определения процедурного параметра. Что-
бы иметь дело с такими случаями, мы задаем предикат области определения
с теми же входными параметрами, что и в процедуре; предикат возвращает
true, если и только если входные параметры находятся в пределах области
определения процедуры. Перед вызовом неполной процедуры должно быть ли-
бо удовлетворено ее предусловие, либо вызов должен быть защищен вызовом
ее предиката области определения.

Упражнение 2.1. Реализуйте предикат области определения для сложения на
32-битовых целых числах со знаком.

Эта глава имеет дело с унарными операциями, которые мы называем пре-
образованиями:
Transformation(F) ,

Operation(F)
∧ UnaryFunction(F)
∧ DistanceType : Transformation → Integer

Мы обсуждаем DistanceType в следующем разделе.
Преобразования являются самокомпонующимися: f(x), f(f(x)), f(f(f(x)))

и т. д. Область определения f(f(x)) представляет собой пересечение области
определения и области значений f. Эта способность к самокомпоновке, наряду
со способностью проводить проверку на равенство, позволяет нам определять
интересные алгоритмы.

Если f — преобразование, определяем его степени следующим образом:

fn(x) =

{
x если n = 0,

fn−1(f(x)) если n > 0

Чтобы реализовать алгоритм для вычисления fn(x), мы должны опреде-
лить требование для целочисленного типа. Мы изучаем различные концепции,
описывающие целые числа, в главе 5. Пока мы полагаемся на интуитивное по-
нимание целых чисел. Их модели включают целочисленные типы без знака
и со знаком, а также целые числа произвольной точности со следующими
операциями и литералами:

Спецификации C++
Сумма + +
Разность − -
Произведение · *
Частное / /
Остаток mod %
Нуль 0 I(0)
Один 1 I(1)
Два 2 I(2)
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где I — целочисленный тип.
Это приводит к следующему алгоритму:

template<typename F, typename N>
requires(Transformation(F) && Integer(N))

Domain(F) power_unary(Domain(F) x, N n, F f)
{

// Предусловие: n > 0∧ (∀i ∈ N) 0 < i 6 n⇒ fi(x) определено
while (n != N(0)) {

n = n - N(1);
x = f(x);

}
return x;

}

2.2. Орбиты

Чтобы понять глобальное поведение преобразования, исследуем структуру
его орбит — элементов, достижимых от начального элемента путем повторных
применений преобразования. y является достижимым от x согласно преоб-
разованию f, если для некоторого n > 0, y = fn(x). x является циклическим
согласно f, если для некоторого n > 1, x = fn(x). x является терминаль-
ным согласно f, если и только если x не находится в области определения
f. Орбита x согласно преобразованию f представляет собой множество всех
элементов, достижимых от x согласно f.

Лемма 2.2. Орбита не содержит одновременно циклический и терминальный
элементы.

Лемма 2.3. Орбита содержит не более одного терминального элемента.

Если y является достижимым от x согласно f, то расстояние от x до y —
это наименьшее количество шагов преобразования от x до y. Очевидно, что
расстояние не всегда определено.

Если задан тип преобразования F, то DistanceType(F) — это целочисленный
тип, достаточно большой для кодирования максимального количества шагов
при любом преобразовании f ∈ F от одного элемента T = Domain(F) к другому.
Если тип T занимает k битов, то количество значений может составлять 2k,
но может быть только 2k − 1 шагов между различными значениями. Таким
образом, если T — тип фиксированного размера, то любой целочисленный тип
того же размера является допустимым типом расстояния для любого преобра-
зования на T . (Вместо того, чтобы использовать тип расстояния, мы допускаем
использование любого целочисленного типа в power_unary, поскольку допол-
нительная общность, по-видимому, здесь не помешает.) Часто имеет место
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такая ситуация, что все типы преобразования над доменом имеют один и тот
же тип расстояния. В этом случае для типа домена определена функция типа
DistanceType, которая определяет соответствующую функцию типа для типов
преобразования.

Существование DistanceType приводит к следующей процедуре:

template<typename F>
requires(Transformation(F))

DistanceType(F) distance(Domain(F) x, Domain(F) y, F f)
{

// Предусловие: y достижим от x согласно f

typedef DistanceType(F) N;
N n(0);
while (x != y) {

x = f(x);
n = n + N(1);

}
return n;

}

Орбиты имеют различные формы. Орбита x согласно преобразованию на-
зывается

бесконечной, если она не содержит циклического или терминального
элемента;

завершающейся, если в ней имеется терминальный элемент;
циклической, если x является циклическим;
ρ-образной, если x не является циклическим, но его орбита содержит

циклический элемент.
Орбита x называется конечной, если она не бесконечна. Различные случаи

иллюстрируются на рис. 2.1.
Циклом орбиты называется множество циклических элементов в орбите,

которое является пустым для бесконечных и завершающихся орбит. Ручка
орбиты, представляющая собой дополнение цикла орбиты относительно ор-
биты, является пустой для круговой орбиты. Точкой соединения называется
первый циклический элемент, который является первым элементом круговой
орбиты и первым элементом после ручки для ρ-образной орбиты. Размером
орбиты o некоторой орбиты называется количество в ней различных элемен-
тов. Размером ручки h некоторой орбиты называется количество элементов
в ручке орбиты. Размером цикла c некоторой орбиты называется количество
элементов в цикле орбиты.

Лемма 2.4. o = h+ c

Лемма 2.5. Расстояние от любой точки в орбите до некоторой точки в цикле
этой орбиты всегда определено.
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Бесконечный

Завершающийся

Циклический

ρ-образный

Рис. 2.1. Формы орбит

Лемма 2.6. Если x и y — различные точки в цикле размера c, то

c = distance(x,y, f) + distance(y, x, f)

Лемма 2.7. Если x и y — точки в цикле с размером c, то расстояние от x до
y удовлетворяет условию

0 6 distance(x,y, f) < c

2.3. Точка столкновения

Если мы наблюдаем поведение преобразования, не имея доступа к его
определению, то не можем определить, бесконечна ли конкретная орбита: она
может закончиться или снова войти в цикл в любой точке. Если мы знаем, что
орбита конечна, то можем использовать какой-то алгоритм, чтобы определить
форму орбиты. Поэтому для всех алгоритмов в этой главе неявно применяется
предусловие конечности орбиты.

Разумеется, есть такой примитивный алгоритм, который предусматривает
сохранение в памяти каждого посещенного элемента и проверку при каждом
шаге, не встречался ли ранее вновь полученный элемент. Даже если бы мы
могли использовать хеширование для ускорения поиска, такой алгоритм все
равно требовал бы линейно увеличивающегося объема памяти и не был бы
практичным во многих приложениях. Однако есть и такой алгоритм, который
требует только постоянного объема памяти.

Понять суть этого алгоритма поможет следующая аналогия. Если быстрый
и медленный объекты одновременно начинают двигаться из одной точки по
некоторому пути, то быстрый объект догонит медленный, если и только если
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2.3. Точка столкновения 37

в пути есть цикл. Если цикл отсутствует, то быстрый объект достигнет конца
пути прежде, чем медленный. Если же цикл имеется, то к тому времени, как
медленный объект войдет в цикл, быстрый уже будет в цикле и в конечном
счете встретится с медленным. Перенося это интуитивное представление из
непрерывного домена в дискретный, необходимо следить за тем, чтобы быст-
рый объект не мог проскакивать мимо медленного1.

Дискретная версия алгоритма основана на поиске точки, в которой быст-
рый объект встречается с медленным. Точка столкновения преобразования f

и начальной точки x — это уникальное значение y, такое, что

y = fn(x) = f2n+1(x)

и n > 0 — наименьшее целое число, удовлетворяющее этому условию. Это
определение приводит к такому алгоритму определения структуры орбиты, ко-
торый нуждается в одном сравнении быстрого и медленного объектов в расчете
на каждую итерацию. Чтобы можно было справиться с частичными преобра-
зованиями, передаем в алгоритм предикат области определения:

template<typename F, typename P>
requires(Transformation(F) && UnaryPredicate(P) &&

Domain(F) == Domain(P))
Domain(F) collision_point(const Domain(F)& x, F f, P p)
{

// Предусловие: p(x)⇔ f(x) определено
if (!p(x)) return x;
Domain(F) slow = x; // slow = f0(x)
Domain(F) fast = f(x); // fast = f1(x)

// n← 0 (законченные итерации)
while (fast != slow) { // slow = fn(x)∧ fast = f2n+1(x)

slow = f(slow); // slow = fn+1(x)∧ fast = f2n+1(x)
if (!p(fast)) return fast;
fast = f(fast); // slow = fn+1(x)∧ fast = f2n+2(x)
if (!p(fast)) return fast;
fast = f(fast); // slow = fn+1(x)∧ fast = f2n+3(x)

// n← n+ 1

}
return fast; // slow = fn(x)∧ fast = f2n+1(x)
// Постусловие: возвращаемое значение представляет собой конечную точку
// или точку столкновения

}

Устанавливаем правильность collision_point в три этапа: 1) проводим про-
верку того, что f никогда не применяется к аргументу вне области опреде-

1В [Knuth 1997, стр. 7] предположено, что этот алгоритм принадлежит Роберту В. Флойду.
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ления; 2) проверяем, удовлетворено ли постусловие после завершения работы
алгоритма; 3) подтверждаем, что работа алгоритма всегда заканчивается.

Несмотря на то, что f — частичная функция, ее использование в проце-
дуре полностью определено, поскольку движение fast защищено вызовом p.
Движение slow незащищено, поскольку в силу регулярности f объект slow

проходит по той же орбите, что и fast, поэтому f всегда определена, будучи
применена к slow.

Из этого следует, что если после n > 0 итераций положение fast стано-
вится равным slow, то имеют место fast = f2n+1(x) и slow = fn(x). Кроме
того, n является именно таким наименьшим целым числом, поскольку мы
проверяли условие для каждого i < n.

Если цикл отсутствует, то p в конечном счете возвратит false ввиду конеч-
ности орбиты. Если цикл имеется, то slow в конечном счете достигнет точки
соединения (первый элемент в цикле). Рассмотрим расстояние d от fast до
slow в верхней части петли, когда slow впервые входит в цикл: 0 6 d < c.
Если d = 0, процедура заканчивается. В противном случае расстояние от fast

до slow уменьшается на 1 при каждой итерации. Поэтому процедура всегда
заканчивается; после ее завершения slow перемещается в общей сложности
на h+ d шагов.

Следующая процедура определяет, завершается ли орбита:

template<typename F, typename P>
requires(Transformation(F) && UnaryPredicate(P) &&

Domain(F) == Domain(P))
bool terminating(const Domain(F)& x, F f, P p)
{

// Предусловие: p(x)⇔ f(x) определено
return !p(collision_point(x, f, p));

}

Иногда нам известно то, что преобразование является полным или орбита
бесконечна применительно к определенному начальному элементу. Для этих
ситуаций полезно иметь специализированную версию collision_point:

template<typename F>
requires(Transformation(F))

Domain(F)
collision_point_nonterminating_orbit(const Domain(F)& x, F f)
{

Domain(F) slow = x; // slow = f0(x)
Domain(F) fast = f(x); // fast = f1(x)

// n← 0 (законченные итерации)
while (fast != slow) { // slow = fn(x)∧ fast = f2n+1(x)

slow = f(slow); // slow = fn+1(x)∧ fast = f2n+1(x)
fast = f(fast); // slow = fn+1(x)∧ fast = f2n+2(x)

Стр.   38



2.3. Точка столкновения 39

fast = f(fast); // slow = fn+1(x)∧ fast = f2n+3(x)
// n← n+ 1

}
return fast; // slow = fn(x)∧ fast = f2n+1(x)
// Постусловие: возвращаемое значение представляет собой
// точку столкновения

}

Чтобы определить структуру цикла (размер ручки, точку соединения и раз-
мер цикла), мы должны проанализировать позицию точки столкновения.

Когда процедура возвращает точку столкновения

fn(x) = f2n+1(x)

n — количество шагов, проделанных slow, а 2n + 1 — количество шагов,
проделанных fast.

n = h+ d

где h — размер ручки, а 0 6 d < c — количество шагов, проделанных slow

в цикле. Количество шагов, проделанных fast, составляет

2n+ 1 = h+ d+ qc

где q > 0 — количество полных циклов, законченных объектом fast к тому
времени, как он сталкивается со slow. В силу того, что n = h+d, имеет место
следующее:

2(h+ d) + 1 = h+ d+ qc

С помощью упрощения получаем

qc = h+ d+ 1

Представим h по модулю c:
h = mc+ r

с условием 0 6 r < c. Подстановка дает

qc = mc+ r+ d+ 1

или
d = (q−m)c− r− 1

из 0 6 d < c следует
q−m = 1

поэтому
d = c− r− 1
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и необходимы r+ 1 шагов, чтобы закончить цикл.
Поэтому расстояние от точки столкновения до точки соединения состав-

ляет
e = r+ 1

В случае круговой орбиты h = 0 имеет место r = 0, и расстояние от точки
столкновения до начала орбиты равно

e = 1

Поэтому цикличность может быть проверена с помощью следующих процедур:

template<typename F>
requires(Transformation(F))

bool circular_nonterminating_orbit(const Domain(F)& x, F f)
{

return x == f(collision_point_nonterminating_orbit(x, f));
}

template<typename F, typename P>
requires(Transformation(F) && UnaryPredicate(P) &&

Domain(F) == Domain(P))
bool circular(const Domain(F)& x, F f, P p)
{

// Предусловие: p(x)⇔ f(x) определено
Domain(F) y = collision_point(x, f, p);
return p(y) && x == f(y);

}

Но мы все еще не знаем размер ручки h и размер цикла c. Определе-
ние последнего значения является несложным, поскольку точка столкновения
известна: пройдем по циклу и подсчитаем количество шагов.

Чтобы понять, как определить h, рассмотрим позицию точки столкновения:

fh+d(x) = fh+c−r−1(x) = fmc+r+c−r−1(x) = f(m+1)c−1(x)

Прохождение h + 1 шагов от точки столкновения приводит нас к точке
f(m+1)c+h(x), которая равна fh(x), поскольку (m + 1)c соответствует дви-
жению по циклу m + 1 раз. Если мы одновременно проделаем h шагов от x

и h + 1 шагов от точки столкновения, то окажемся в точке соединения. Дру-
гими словами, орбиты x и 1 шаг после точки столкновения сходятся точно в h

шагах, что приводит к следующей последовательности алгоритмов:

template<typename F>
requires(Transformation(F))

Domain(F) convergent_point(Domain(F) x0, Domain(F) x1, F f)
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{
// Предусловие: (∃n ∈ DistanceType(F))n > 0∧ fn(x0) = fn(x1)

while (x0 != x1) {

x0 = f(x0);
x1 = f(x1);

}
return x0;

}

template<typename F>
requires(Transformation(F))

Domain(F)
connection_point_nonterminating_orbit(const Domain(F)& x, F f)
{

return convergent_point(
x,
f(collision_point_nonterminating_orbit(x, f)),
f);

}

template<typename F, typename P>
requires(Transformation(F) && UnaryPredicate(P) &&

Domain(F) == Domain(P))
Domain(F) connection_point(const Domain(F)& x, F f, P p)
{

// Предусловие: p(x)⇔ f(x) определено
Domain(F) y = collision_point(x, f, p);
if (!p(y)) return y;
return convergent_point(x, f(y), f);

}

Лемма 2.8. Если орбиты двух элементов пересекаются, они имеют одни и те
же циклические элементы.

Упражнение 2.2. Даны преобразование и его предикат области определения.
Спроектируйте алгоритм, который определяет, пересекаются ли орбиты двух
элементов.

Упражнение 2.3. Предусловие convergent_point гарантирует завершение. Ре-
ализуйте алгоритм convergent_point_guarded, предназначенный для использо-
вания, когда неизвестно, соблюдается ли это предусловие, но орбиты x0 and
x1 включают общий элемент.
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2.4. Измерение размеров орбиты

Типом, который естественным образом подходит для представления раз-
меров o, h и c орбит типа T , может служить целочисленный счетный тип,
достаточно большой, чтобы с его помощью можно было подсчитать все раз-
личные значения типа T . Если тип T занимает k битов, то количество значений
может составлять 2k, поэтому счетный тип, занимающий k битов, не позволя-
ет представить все результаты подсчета от 0 до 2k. Однако есть возможность
представить эти размеры с использованием типа расстояния.

Орбита потенциально способна содержать все значения типа, и в этом слу-
чае o может не поместиться во внутреннем представлении типа расстояния.
В зависимости от формы такой орбиты могут также не поместиться h и c. Но
если орбита ρ-образная, помещаются и h, и c. Во всех случаях помещается
каждое из следующих: o− 1 (максимальное расстояние в орбите), h− 1 (мак-
симальное расстояние в ручке) и c − 1 (максимальное расстояние в цикле).
Это позволяет нам реализовать процедуры, возвращающие тройку, которая
представляет полную структуру орбиты, а элементами тройки является следу-
ющее:

Случай m0 m1 m2

Завершающаяся h− 1 0 терминальный элемент
Круговая 0 c− 1 x

ρ-образная h c− 1 точка соединения

template<typename F>
requires(Transformation(F))

triple<DistanceType(F), DistanceType(F), Domain(F)>
orbit_structure_nonterminating_orbit(const Domain(F)& x, F f)
{

typedef DistanceType(F) N;
Domain(F) y = connection_point_nonterminating_orbit(x, f);
return triple<N, N, Domain(F)>(distance(x, y, f),

distance(f(y), y, f),
y);

}

template<typename F, typename P>
requires(Transformation(F) &&

UnaryPredicate(P) && Domain(F) == Domain(P))
triple<DistanceType(F), DistanceType(F), Domain(F)>
orbit_structure(const Domain(F)& x, F f, P p)
{

// Предусловие: p(x)⇔ f(x) определено
typedef DistanceType(F) N;
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Domain(F) y = connection_point(x, f, p);
N m = distance(x, y, f);
N n(0);
if (p(y)) n = distance(f(y), y, f);
// Завершающаяся: m = h− 1∧ n = 0

// Другая: m = h∧ n = c− 1

return triple<N, N, Domain(F)>(m, n, y);
}

Упражнение 2.4. Выведите формулы для подсчета различных операций (f, p,
проверка на равенство) для алгоритмов в этой главе.

Упражнение 2.5. Используйте orbit_structure_nonterminating_orbit, чтобы оп-
ределить средний размер ручки и размер цикла какого-нибудь конкретного
генератора случайных чисел для различных начальных значений.

2.5. Действия

В алгоритмах часто используется преобразование f в виде инструкции,
подобной следующей:

x = f(x);

Изменение состояния объекта путем применения к нему преобразования
определяет действие над объектом. Преобразования и соответствующие дей-
ствия являются дуалистичными по отношению друг к другу: действие опреде-
лимо в терминах преобразования, и наоборот:

void a(T& x) { x = f(x); } // действие из преобразования

и

T f(T x) { a(x); return x; } // преобразование из действия

Несмотря на эту дуалистичность, иногда более эффективны независимые
реализации, когда необходимо обеспечить и действие, и преобразование. На-
пример, если преобразование определено на большом объекте и изменяет толь-
ко часть его полного состояния, то действие может оказаться значительно
быстрее.

Упражнение 2.6. Перезапишите все алгоритмы в этой главе в терминах дей-
ствий.

Проект 2.1. Еще один способ обнаружения цикла состоит в том, чтобы неод-
нократно проверять единственный продвигающийся элемент на равенство с со-
храненным элементом, заменяя сохраненный элемент через постоянно увели-
чивающиеся интервалы. Эта и другие идеи описаны в [Sedgewick, et al. 1982],
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[Brent 1980] и [Levy 1982]. Реализуйте другие алгоритмы для анализа орби-
ты, сравните их производительность применительно к различным приложе-
ниям и разработайте набор рекомендаций для выбора наиболее подходящего
алгоритма.

2.6. Резюме

Абстракция позволила нам определить абстрактные процедуры, которые
могут использоваться в различных областях. Регулярность типов и функций
является необходимой для обеспечения работы алгоритмов: fast и slow сле-
дуют по одной и той же орбите благодаря регулярности. Необходимым требо-
ванием является разработка терминологии (например, касающейся разновид-
ностей и размеров орбит). Должны быть точно определены типы, относящиеся
к этой проблематике, такие как типы расстояния.
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Глава 3
Ассоциативные операции

В этой главе обсуждаются ассоциативные бинарные операции. Ассоциатив-
ность позволяет перегруппировывать смежные операции. Эта возможность пе-
регруппирования приводит к эффективному алгоритму вычисления степеней
бинарной операции. Регулярность обеспечивает применение различных преоб-
разований программы в целях оптимизации алгоритма. Затем мы используем
алгоритм для вычисления линейных рекуррентных соотношений, таких как
числа Фибоначчи, за логарифмическое время.

3.1. Ассоциативность

Бинарная операция представляет собой операцию с двумя аргументами:
BinaryOperation(Op) ,

Operation(Op)
∧ Arity(Op) = 2

Бинарные операции сложения и умножения занимают центральное место
в математике. Широко используются также многие другие операции, такие
как вычисление минимума и максимума, конъюнкция, дизъюнкция, объеди-
нение множеств, пересечение множеств и т. д. Все эти операции являются
ассоциативными:

property(Op : BinaryOperation)
associative : Op

op 7→ (∀a,b, c ∈ Domain(op))op(op(a,b), c) = op(a,op(b, c))

Разумеется, есть и неассоциативные бинарные операции, такие как вычи-
тание и деление.

Если из контекста ясно, что определенная бинарная операция op является
ассоциативной, мы часто используем подразумеваемую мультипликативную
систему обозначений и пишем ab вместо op(a,b). Поскольку операция op

является ассоциативной, мы не обязаны вводить круглые скобки в выражение,
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предусматривающее два или большее количество ее применений, учитывая
то, что способы группирования операций эквивалентны: (· · · (a0a1) · · · )an−1 =
· · · = a0(· · · (an−2an−1) · · · ) = a0a1 · · ·an−1. Если a0 = a1 = · · · = an−1 = a,
пишем an: n−ÿ степень от a.

Лемма 3.1. anam = aman = an+m (степени одного и того же элемента
коммутативны)

Лемма 3.2. (an)m = anm

Но соотношение (ab)n = anbn не всегда является истинным. Это условие
соблюдается, только если операция коммутативна.

Если f и g представляют собой преобразования на одном и том же до-
мене, то их композицией, g ◦ f, называется преобразование, отображающее x

в g(f(x)).

Лемма 3.3. Бинарная операция композиции является ассоциативной.

Если мы выберем некоторый элемент a домена ассоциативной операции op

и будем рассматривать выражение op(a, x) как унарную операцию с формаль-
ным параметром x, то можем трактовать a как преобразование “умножением
на a”. Это оправдывает использование одной и той же системы обозначений
для степеней преобразования, fn, и степеней элемента при ассоциативной би-
нарной операции, an. Эта дуалистичность позволяет нам использовать алго-
ритм из предыдущей главы для доказательства интересной теоремы о степенях
ассоциативной операции. Элемент x имеет конечный порядок при ассоциатив-
ной операции, если существуют целые числа 0 < n < m, такие, что xn = xm.
Элемент x называется идемпотентным элементом при ассоциативной опера-
ции, если имеет место x = x2.

Теорема 3.1. Элемент конечного порядка имеет идемпотентную степень (см.
[Frobenius 1895]).

Доказательство. Предположим, что x — элемент конечного порядка при ас-
социативной операции op. Пусть g(z) = op(x, z). Поскольку x представляет
собой элемент конечного порядка, его орбита при g имеет цикл. В соответ-
ствии с постусловием преобразования,

collision_point(x,g) = gn(x) = g2n+1(x)

для некоторого n > 0. Таким образом,

gn(x) = xn+1

g2n+1(x) = x2n+2 = x2(n+1) = (xn+1)2

и xn+1 — идемпотентная степень x. 2
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Лемма 3.4. collision_point_nonterminating_orbit может использоваться в дока-
зательстве.

3.2. Вычисление степеней

Алгоритм вычисления an для ассоциативной операции op принимает в ка-
честве параметров a, n и op. Тип a представляет собой домен op; значение
n должно иметь целочисленный тип. Без предположения об ассоциативности
следующие два алгоритма вычисляют степень соответственно слева направо
и справа налево:

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))

Domain(Op) power_left_associated(Domain(Op) a, I n, Op op)
{

// Предусловие: n > 0

if (n == I(1)) return a;
return op(power_left_associated(a, n - I(1), op), a);

}

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))

Domain(Op) power_right_associated(Domain(Op) a, I n, Op op)
{

// Предусловие: n > 0

if (n == I(1)) return a;
return op(a, power_right_associated(a, n - I(1), op));

}

Алгоритмы выполняют n−1 операций. Они возвращают другие результаты
для неассоциативной операции. Рассмотрим, например, возведение 1 в 3-ю
степень с операцией вычитания.

Если и a, и n — целые числа, а операция представляет собой умножение,
оба алгоритма выполняют возведение в степень; если же операцией является
сложение, оба они выполняют умножение. Еще в Древнем Египте был открыт
быстрый алгоритм умножения, который может быть обобщен на вычисление
степеней любой ассоциативной операции1.

1Оригинал приведен в [Robins and Shute 1987, стр. 16-17]; папирус датируется примерно
1650 годом до н. э., но его составитель указал, что это — копия другого папируса с датой около
1850 года до н. э.
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Ассоциативность позволяет нам свободно перегруппировывать операции,
поэтому имеем

an =


a if n = 1

(a2)n/2 если n четно

(a2)⌊n/2⌋a если n нечетно
что соответствует следующему:

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))

Domain(Op) power_0(Domain(Op) a, I n, Op op)
{

// Предусловие: associative(op)∧ n > 0

if (n == I(1)) return a;
if (n % I(2) == I(0))

return power_0(op(a, a), n / I(2), op);
return op(power_0(op(a, a), n / I(2), op), a);

}

Подсчитаем количество операций, выполяемых функцией power_0 для по-
казателя степени n. Количество рекурсивных вызовов равно ⌊log2 n⌋. Пред-
положим, что v представляет собой количество единиц в двоичном представ-
лении n. Каждый рекурсивный вызов выполняет операцию по возведению a

в квадрат. Кроме того, в v− 1 вызовах выполняется лишняя операция. Таким
образом, количество операций составляет

⌊log2 n⌋+ (v− 1) 6 2⌊log2 n⌋

Если n = 15, то ⌊log2 n⌋ = 3 и количество единиц составляет четыре, поэтому
формула дает в результате шесть операций. Другое группирование приводит
к получению a15 = (a3)5, где для a3 требуются две операции, а для a5 — три
операции, что в общей сложности равно пяти. Имеются также более быстрые
группирования для других показателей степени, таких как 23, 27, 39 и 432.

Реализация алгоритма power_left_associated выполняет n − 1 операций,
а power_0 — самое большее 2⌊log2 n⌋ операций, поэтому может показаться, что
при очень больших значениях n алгоритм power_0 всегда будет намного быст-
рее. Но иногда дело обстоит иначе. Например, если операция представляет
собой умножение многочленов с одной переменной с целочисленными коэффи-
циентами произвольной точности, быстрее становится power_left_associated3.
Даже применительно к этому простому алгоритму мы не знаем, как точно за-
дать требования к сложности, которые определяют, какая из двух реализаций
лучше.

2Исчерпывающее описание возведения в степень с применением минимального количества
операций см. в [Knuth 1997, стр. 465–481].

3См. [McCarthy 1986].
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Способность power_0 обрабатывать очень большие показатели степени,
скажем, 10300, выдвигает ее в число крайне важных для шифрования4.

3.3. Преобразования программ

Функция power_0 является удовлетворительной реализацией алгоритма
и применима, если стоимость выполнения операции значительно больше по
сравнению с издержками вызовов функции, вызванных рекурсией. В этом раз-
деле мы выводим итеративный алгоритм, который выполняет то же количество
операций, что и power_0, используя последовательность преобразований про-
граммы, которые могут использоваться во многих контекстах5. В остальной
части книги мы показываем только окончательные или почти окончательные
версии.

power_0 содержит два идентичных рекурсивных вызова. Но в каждом кон-
кретном вызове выполняется только один из них, поэтому можно сократить
размер кода путем устранения общего подвыражения:

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))

Domain(Op) power_1(Domain(Op) a, I n, Op op)
{

// Предусловие: associative(op)∧ n > 0

if (n == I(1)) return a;
Domain(Op) r = power_1(op(a, a), n / I(2), op);
if (n % I(2) != I(0)) r = op(r, a);
return r;

}

Наша цель состоит в том, чтобы устранить рекурсивный вызов. Первый
шаг состоит в преобразовании процедуры в форму с концевой рекурсией, в ко-
торой выполнение процедуры заканчивается рекурсивным вызовом. Одним из
методов, который допускает это преобразование, является введение накопи-
тельной переменной, для того, чтобы сохранение накопленного результата от
одного рекурсивного вызова к другому происходило с помощью накопительной
переменной:

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))

Domain(Op) power_accumulate_0(Domain(Op) r, Domain(Op) a, I n,
Op op)

4См. работу по RSA в [Rivest, et al. 1978].
5Компиляторы выполняют аналогичные преобразования только для встроенных типов, ког-

да известны семантика и сложность операций. Концепция регулярности позволяет создателю
типа дать гарантии, что выполнение таких преобразований программистами и компиляторами
безопасно.
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{
// Предусловие: associative(op)∧ n > 0

if (n == I(0)) return r;
if (n % I(2) != I(0)) r = op(r, a);
return power_accumulate_0(r, op(a, a), n / I(2), op);

}

Если r0, a0 и n0 — исходные значения r, a и n, то при каждом рекурсив-
ном вызове остается в силе следующий инвариант: ran = r0a

n0

0 . Эта версия
вычисляет не только саму степень, но и степень, умноженную на коэффици-
ент, что служит ее дополнительным преимуществом. Она также воспринимает
нуль как значение показателя степени. Но в power_accumulate_0 выполняется
ненужное возведение в квадрат после перехода от 1 к 0. Это можно устранить
с помощью дополнительного условия:

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))

Domain(Op) power_accumulate_1(Domain(Op) r, Domain(Op) a, I n,
Op op)

{
// Предусловие: associative(op)∧ n > 0

if (n == I(0)) return r;
if (n == I(1)) return op(r, a);
if (n % I(2) != I(0)) r = op(r, a);
return power_accumulate_1(r, op(a, a), n / I(2), op);

}

Результат введения этого дополнительного условия — одно дублирующееся
подвыражение и три проверки, которые не являются независимыми. Анализ
зависимостей между проверками и упорядочение проверок с учетом ожидае-
мой частоты приводят к следующему:

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))

Domain(Op) power_accumulate_2(Domain(Op) r, Domain(Op) a, I n,
Op op)

{
// Предусловие: associative(op)∧ n > 0

if (n % I(2) != I(0)) {
r = op(r, a);
if (n == I(1)) return r;

} else if (n == I(0)) return r;
return power_accumulate_2(r, op(a, a), n / I(2), op);

}

Процедура со строго соблюдаемой концевой рекурсией — это такая про-
цедура, в которой все вызовы с концевой рекурсией выполняются с формаль-
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ными параметрами процедуры, которые играют роль соответствующих аргу-
ментов:

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))

Domain(Op) power_accumulate_3(Domain(Op) r, Domain(Op) a, I n,
Op op)

{
// Предусловие: associative(op)∧ n > 0

if (n % I(2) != I(0)) {
r = op(r, a);
if (n == I(1)) return r;

} else if (n == I(0)) return r;
a = op(a, a);
n = n / I(2);
return power_accumulate_3(r, a, n, op);

}

Процедура со строго соблюдаемой концевой рекурсией может быть пре-
образована в итерационную процедуру путем замены каждого рекурсивного
вызова переходом к началу процедуры по goto или путем использования эк-
вивалентной итерационной конструкции:

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))

Domain(Op) power_accumulate_4(Domain(Op) r, Domain(Op) a, I n,
Op op)

{
// Предусловие: associative(op)∧ n > 0

while (true) {
if (n % I(2) != I(0)) {

r = op(r, a);
if (n == I(1)) return r;

} else if (n == I(0)) return r;
a = op(a, a);
n = n / I(2);

}
}

Этот инвариант рекурсии становится циклическим инвариантом.
Если с самого начала n > 0, то показатель степени, прежде чем стать

равным 0, принимает значение 1. Мы воспользуемся этим, устранив проверку
на 0 и усилив предусловие:

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))

Domain(Op) power_accumulate_positive_0(Domain(Op) r,
Domain(Op) a, I n,
Op op)
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{
// Предусловие: associative(op)∧ n > 0

while (true) {
if (n % I(2) != I(0)) {

r = op(r, a);
if (n == I(1)) return r;

}
a = op(a, a);
n = n / I(2);

}
}

Это удобно, если известно, что n > 0. Разрабатывая компонент, мы часто
обнаруживаем новые интерфейсы.

Теперь снова ослабляем предусловие:

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))

Domain(Op) power_accumulate_5(Domain(Op) r, Domain(Op) a, I n,
Op op)

{
// Предусловие: associative(op)∧ n > 0

if (n == I(0)) return r;
return power_accumulate_positive_0(r, a, n, op);

}

Мы можем реализовать power исходя из power_accumulate, используя про-
стое тождество:

an = aan−1

Преобразование состоит в устранении накопительной переменной:

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))

Domain(Op) power_2(Domain(Op) a, I n, Op op)
{

// Предусловие: associative(op)∧ n > 0

return power_accumulate_5(a, a, n - I(1), op);
}

Этот алгоритм выполняет больше операций, чем необходимо. Например,
если n равно 16, он выполняет семь операций, тогда как требуется толь-
ко четыре. При нечетном значении n этот алгоритм превосходен. Поэтому
мы можем избежать возникновения проблемы путем повторного возведения a

в квадрат и деления показателя степени на два, пока он не станет нечетным:

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))
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Domain(Op) power_3(Domain(Op) a, I n, Op op)
{

// Предусловие: associative(op)∧ n > 0

while (n % I(2) == I(0)) {
a = op(a, a);
n = n / I(2);

}
n = n / I(2);
if (n == I(0)) return a;
return power_accumulate_positive_0(a, op(a, a), n, op);

}

Упражнение 3.1. Убедитесь в том, что последние три строки программы яв-
ляются правильными.

3.4. Процедуры для специального случая

В окончательных версиях мы использовали следующие операции:

n / I(2)
n % I(2) == I(0)
n % I(2) != I(0)
n == I(0)
n == I(1)

И /, и % являются дорогостоящими. Мы можем применять операции сдвига
и наложения маски к неотрицательным значениям целых чисел со знаком и без
знака.

Зачастую бывает удобно выявлять обычно встречающиеся выражения, в ко-
торые входят процедуры и постоянные некоторого типа, определяя специали-
зированные процедуры. Такие специализированные процедуры нередко могут
быть реализованы более эффективно по сравнению с универсальными и по-
этому включены в вычислительный базис типа. Если речь идет о встроенных
типах, то для специализированных вычислений могут быть предусмотрены
машинные команды. А что касается определяемых пользователем типов, то
зачастую открываются еще более существенные возможности по оптимизации
специализированных вычислений. Например, реализовать деление двух про-
извольных многочленов труднее, чем деление многочлена на x. Аналогично,
деление двух комплексных целых чисел (чисел в форме a + bi, где a и b —
целые числа, а i =

√
−1) является более трудоемким по сравнению с делением

комплексного целого числа на 1+ i.
Для любого целочисленного типа должны быть предусмотрены следующие

специализированные процедуры:
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Integer(I) ,
successor : I→ I

n 7→ n+ 1

∧ predecessor : I→ I

n 7→ n− 1

∧ twice : I→ I

n 7→ n+ n

∧ half_nonnegative : I→ I

n 7→ ⌊n/2⌋, where n > 0

∧ binary_scale_down_nonnegative : I× I→ I

(n,k) 7→ ⌊n/2k⌋, where n,k > 0

∧ binary_scale_up_nonnegative : I× I→ I

(n,k) 7→ 2kn, where n,k > 0

∧ positive : I→ bool

n 7→ n > 0

∧ negative : I→ bool

n 7→ n < 0

∧ zero : I→ bool

n 7→ n = 0

∧ one : I→ bool

n 7→ n = 1

∧ even : I→ bool

n 7→ (n mod 2) = 0

∧ odd : I→ bool

n 7→ (n mod 2) ̸= 0

Упражнение 3.2. Реализуйте эти процедуры для целочисленных типов C++.

Теперь можем привести окончательные реализации процедур возведения
в степень, в которых используются специализированные процедуры:

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))

Domain(Op) power_accumulate_positive(Domain(Op) r,
Domain(Op) a, I n,
Op op)

{
// Предусловие: associative(op)∧ positive(n)
while (true) {
if (odd(n)) {

r = op(r, a);
if (one(n)) return r;

}
a = op(a, a);
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n = half_nonnegative(n);
}

}

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))

Domain(Op) power_accumulate(Domain(Op) r, Domain(Op) a, I n,
Op op)

{
// Предусловие: associative(op)∧ ¬negative(n)
if (zero(n)) return r;
return power_accumulate_positive(r, a, n, op);

}

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))

Domain(Op) power(Domain(Op) a, I n, Op op)
{

// Предусловие: associative(op)∧ positive(n)
while (even(n)) {

a = op(a, a);
n = half_nonnegative(n);

}
n = half_nonnegative(n);
if (zero(n)) return a;
return power_accumulate_positive(a, op(a, a), n, op);

}

Поскольку известно, что an+m = anam, вычисление a0 должно приве-
сти к получению единичного элемента для операции op. Мы можем распро-
странить power на нулевые показатели степени, передавая единичный элемент
в качестве еще одного параметра6:

template<typename I, typename Op>
requires(Integer(I) && BinaryOperation(Op))

Domain(Op) power(Domain(Op) a, I n, Op op, Domain(Op) id)
{

// Предусловие: associative(op)∧ ¬negative(n)
if (zero(n)) return id;
return power(a, n, op);

}

Проект 3.1. Операции умножения с плавающей точкой и сложения не ас-
социативны, поэтому могут давать различные результаты при использовании

6Еще один способ предусматривает определение функции identity_element, такой, что
identity_element(op) возвращает единичный элемент для op.
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в качестве операций для power и power_left_associated; установите, позволя-
ет ли power или power_left_ associated получить более точный результат при
возведении числа с плавающей точкой в целочисленную степень.

3.5. Параметризация алгоритмов

В power мы используем два различных способа предоставления операций
для абстрактного алгоритма.

1. Ассоциативная операция передается в качестве параметра. Это позволяет
использовать power применительно к одному и тому же типу с различ-
ными операциями, такими как умножение по модулю n.

2. Операции с показателем степени предоставляются как часть вычисли-
тельного базиса для типа показателя степени. Мы не выбрали, например,
вариант с передачей half_nonnegative в качестве параметра для power,
поскольку нам неизвестен случай, в котором имеются конкурирующие
реализации half_nonnegative, относящиеся к тому же типу.

Вообще говоря, мы передаем операцию в качестве параметра, если алгоритм
может использоваться с различными операциями применительно к одному
и тому же типу. Если процедура определена с операцией в качестве парамет-
ра, то следует всегда стремиться указывать подходящее стандартное значение.
Например, вполне естественным является выбор умножения как стандартной
операции, передаваемой в power.

Использование знака операции или имени процедуры с одной и той же
семантикой применительно к различным типам называется перегрузкой, и мы
говорим, что знак операции или имя процедуры являются перегруженными по
отношению к типу. Например, знак + используется для обозначения операции
с натуральными, целыми и рациональными числами, многочленами и матрица-
ми. В математике знак + всегда используется для обозначения ассоциативной
и коммутативной операции, поэтому использование + для конкатенации строк
было бы непоследовательным. Аналогично, если присутствуют и +, и ×, опе-
рация × должна быть дистрибутивной по отношению к +. В функции power

функция half_nonnegative является перегруженной применительно к типу по-
казателя степени.

Создавая экземпляры абстрактной процедуры, такой как collision_point или
power, мы создаем перегруженные процедуры. Если фактические параметры
типа удовлетворяют этим требованиям, то все экземпляры абстрактной про-
цедуры имеют одну и ту же семантику.
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3.6. Линейные рекуррентные соотношения

Линейная рекуррентная функция порядка k — это функция f, такая, что

f(y0, . . . ,yk−1) =

k−1∑
i=0

aiyi

где коэффициенты a0,ak−1 ̸= 0. Последовательность {x0, x1, · · · } — это ли-
нейная рекуррентная последовательность порядка k, если есть линейная
рекуррентная функция порядка k, скажем, f, и

(∀n > k) xn = f(xn−1, . . . , xn−k)

Следует учитывать, что индексы при x уменьшаются. При условии, что за-
даны k начальных значений x0, . . . , xk−1 и линейная рекуррентная функция
порядка k, мы можем сформировать линейную рекуррентную последователь-
ность с помощью простого итеративного алгоритма. Этот алгоритм требует
n − k + 1 применений функции для вычисления xn при n > k. Как показано
ниже, мы можем вычислить xn за O(log2 n) шагов, используя power7. Если
f(y0, . . . ,yk−1) =

∑k−1
i=0 aiyi — линейная рекуррентная функция порядка k,

мы можем рассматривать f как выполнение векторного внутреннего произве-
дения8:

[
a0 · · · ak−1

]  y0

...
yk−1


Если мы расширим вектор коэффициентов до сопровождающей матрицы

с единицами на поддиагонали, то сможем одновременно вычислять новое зна-
чение xn и сдвигать старые значения xn−1, . . . , xn−k+1 в правильные позиции
для следующей итерации:

a0 a1 a2 · · · ak−2 ak−1

1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 0




xn−1

xn−2

xn−3

...
xn−k

 =


xn

xn−1

xn−2

...
xn−k+1


7Первый алгоритм O(logn) для линейных рекуррентных последовательностей описан

в [Miller and Brown 1966].
8Краткий обзор линейной алгебры приведен в [Kwak and Hong 2004], где линейные рекур-

рентные последовательности обсуждаются, начиная со стр. 214.
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Из ассоциативности умножения матриц следует, что мы можем получить
xn, умножая вектор начальных значений k на сопровождающую матрицу, воз-
веденную в степень n− k+ 1:

xn
xn−1

xn−2

...
xn−k+1

 =


a0 a1 a2 · · · ak−2 ak−1

1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 0


n−k+1 

xk−1

xk−2

xk−3

...
x0


Использование power позволяет находить xn с применением не больше
2 log2(n − k + 1) операций умножения матриц. Простой алгоритм умножения
матриц требует k3 операций умножения и k3−k2 операций сложения коэффи-
циентов. Поэтому для вычисления xn требуется не больше 2k3 log2(n− k+ 1)
раз выполнить умножение и 2(k3 − k2) log2(n − k + 1) — сложение коэффи-
циентов. Напомним, что k — порядок линейного рекуррентного соотношения,
который является постоянным значением9.

Мы еще не дали определение домена элементов линейной рекуррентной
последовательности. Это могут быть целые, рациональные, вещественные или
комплексные числа. Единственным требованием является наличие ассоциа-
тивной и коммутативной операции сложения и ассоциативной операции умно-
жения, а также дистрибутивность умножения по отношению к сложению10.

Последовательность fi, сформированная с помощью линейной рекуррент-
ной функции

�b(y0,y1) = y0 + y1

порядка 2 с начальными значениями f0 = 0 и f1 = 1, называется последо-
вательностью Фибоначчи11. Вычислить n-е число Фибоначчи fn с помощью
функции power с умножением матриц 2×2 несложно. Воспользуемся последо-
вательностью Фибоначчи для иллюстрации того, как обеспечить применение
меньшего количества операций умножения, чем k3, в данном конкретном слу-
чае. Допустим, что

F =

[
1 1

1 0

]
представляет собой сопровождающую матрицу для линейного рекуррентного
соотношения, вырабатывающего последовательность Фибоначчи. Мы можем

9В [Fiduccia 1985] показано, как уменьшить этот постоянный коэффициент с помощью
модульного умножения многочленов.

10Это может быть любой тип, моделирующий полукольцо, определение которого мы дадим
в главе 5.

11Leonardo Pisano, Liber Abaci, первое издание, 1202. Перевод на английский см. в [Sigler
2002]. Сама последовательность впервые упоминается на стр. 404.
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показать по индукции следующее

Fn =

[
fn+1 fn
fn fn−1

]
Действительно:

F1 =

[
f2 f1
f1 f0

]
=

[
1 1

1 0

]
Fn+1 = FFn

=

[
1 1

1 0

] [
fn+1 fn
fn fn−1

]
=

[
fn+1 + fn fn + fn−1

fn+1 fn

]
=

[
fn+2 fn+1

fn+1 fn

]
Это позволяет выразить матричное произведение Fm и Fn как

FmFn =

[
fm+1 fm
fm fm−1

] [
fn+1 fn
fn fn−1

]
=

[
fm+1fn+1 + fmfn fm+1fn + fmfn−1

fmfn+1 + fm−1fn fmfn + fm−1fn−1

]
Мы можем представить матрицу Fn с помощью пары pair, соответствующей ее
нижней строке, (fn, fn−1), поскольку верхняя строка могла быть вычислена
как (fn−1 + fn, fn), что приводит к получению следующего кода:

template<typename I>
requires(Integer(I))

pair<I, I> fibonacci_matrix_multiply(const pair<I, I>& x,
const pair<I, I>& y)

{
return pair<I, I>(

x.m0 * (y.m1 + y.m0) + x.m1 * y.m0,
x.m0 * y.m0 + x.m1 * y.m1);

}

Эта процедура выполняет только четыре умножения вместо восьми, ко-
торые требовались при использовании универсальной процедуры умножения
матриц 2× 2. Первым элементом нижней строки Fn является fn, поэтому для
вычисления fn служит следующая процедура:

template<typename I>
requires(Integer(I))

I fibonacci(I n)
{
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// Предусловие: n > 0

if (n == I(0)) return I(0);
return power(pair<I, I>(I(1), I(0)),

n,
fibonacci_matrix_multiply<I>).m0;

}

3.7. Процедуры накопления

В предыдущей главе определено действие как дуалистичное по отноше-
нию к преобразованию. Можно определить и процедуру, дуалистичную по
отношению к бинарной операции, если последняя используется в инструкции,
подобной следующей:

x = op(x, y);

Изменение состояния объекта путем комбинирования его с другим объ-
ектом с помощью бинарной операции определяет процедуру накопления на
объекте. Процедура накопления является определимой в терминах бинарной
операции, и наоборот:

void op_accumulate(T& x, const T& y) { x = op(x, y); }
// процедура накопления из бинарной операции

и

T op(T x, const T& y) { op_accumulate(x, y); return x; }
// бинарная операция из процедуры накопления

Как и применительно к действиям, иногда более эффективны независимые
реализации, если нужно предусмотреть и операцию, и процедуры накопления.

Упражнение 3.3. Перепишите все алгоритмы в этой главе в терминах проце-
дур накопления.

Проект 3.2. Создайте библиотеку для выработки линейных рекуррентных по-
следовательностей на основе результатов [Miller and Brown 1966] и [Fiduccia
1985].

3.8. Резюме

Алгоритмы рассматриваются как абстрактные, если они могут использо-
ваться с различными моделями, удовлетворяющими одним и тем же требова-
ниям, таким как ассоциативность. Оптимизация кода зависит от того, можно
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ли применять рассуждения, основанные на равенствах; если неизвестно, яв-
ляются ли типы регулярными, то возможности оптимизации довольно ограни-
чены. Применение специализированных процедур позволяет сделать код более
эффективным и даже более абстрактным. Совместное использование мате-
матики и абстрактных алгоритмов приводит к созданию алгоритмов с уди-
вительными свойствами, например, вырабатывающих n-й элемент линейного
рекуррентного соотношения за логарифмическое время.

Стр.   61



Стр.   62



63
Глава 4

Линейные упорядочения

В настоящей главе описаны свойства бинарных отношений, такие как тран-
зитивность и симметричность. В частности, мы вводим понятия полного и сла-
бого линейных упорядочений, а также концепцию стабильности функций на
основе линейного упорядочения: сохранения порядка, присутствующего в ар-
гументах, для эквивалентных элементов. Мы обобщаем min и max до функ-
ций выбора порядка, таких как медиана трех элементов, и вводим способ
управления сложностью их реализации путем приведения к ограниченным
подзадачам.

4.1. Классификация отношений

Отношение — это предикат, принимающий два параметра одного и того
же типа:

Relation(Op) ,
HomogeneousPredicate(Op)

∧ Arity(Op) = 2

Отношение транзитивно, если из того, что оно выполняется между a и b

и между b и c, следует, что оно выполняется между a и c:

property(R : Relation)
transitive : R

r 7→ (∀a,b, c ∈ Domain(R)) (r(a,b)∧ r(b, c)⇒ r(a, c))

Примеры транзитивных отношений — равенство, равенство первых элемен-
тов пар, достижимость в орбите и делимость.

Отношение строго, если оно никогда не выполняется между элементом
и им самим; отношение рефлексивно, если это всегда выполняется между
элементом и им самим:
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property(R : Relation)
strict : R

r 7→ (∀a ∈ Domain(R))¬r(a,a)

property(R : Relation)
re�exive : R

r 7→ (∀a ∈ Domain(R)) r(a,a)

Транзитивные отношения во всех предыдущих примерах рефлексивны; от-
ношение “собственный делитель” является строгим.

Упражнение 4.1. Приведите пример отношения, которое не является ни стро-
гим, ни рефлексивным.

Отношение симметрично, если из того, что оно выполняется в одном на-
правлении, следует, что оно выполняется в другом; отношение асимметрично,
если оно никогда не выполняется в обоих направлениях одновременно:

property(R : Relation)
symmetric : R

r 7→ (∀a,b ∈ Domain(R)) (r(a,b)⇒ r(b,a))

property(R : Relation)
asymmetric : R

r 7→ (∀a,b ∈ Domain(R)) (r(a,b)⇒ ¬r(b,a))

Пример симметричного транзитивного отношения — “брат”; пример асим-
метричного транзитивного отношения — “предок”.

Упражнение 4.2. Приведите пример симметричного отношения, которое не
является транзитивным.

Упражнение 4.3. Приведите пример симметричного отношения, которое не
является рефлексивным.

Если дано отношение r(a,b), то существуют производные отношения
с тем же доменом:

complementr(a,b) ⇔ ¬r(a,b)

converser(a,b) ⇔ r(b,a)

complement_of_converser(a,b) ⇔ ¬r(b,a)

Что касается симметричного отношения, то единственным интересным от-
ношением, которое может быть получено на его основе, является дополнение,
поскольку обратное отношение эквивалентно исходному.

Отношение эквивалентно, если оно транзитивно, рефлексивно и симмет-
рично:
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property(R : Relation)
equivalence : R

r 7→ transitive(r)∧ re�exive(r)∧ symmetric(r)
Примеры отношений эквивалентности — равенство, геометрическая кон-

груэнтность и целочисленная конгруэнтность по модулю n.

Лемма 4.1. Если r — отношение эквивалентности, то a = b⇒ r(a,b).

Отношение эквивалентности разделяет свой домен на множество классов
эквивалентности: подмножеств, содержащих все элементы, эквивалентные
данному элементу. Мы часто можем реализовать отношение эквивалентно-
сти, определяя ключевую функцию, которая возвращает уникальное значение
для всех элементов в каждом классе эквивалентности. Применение равенства
к результатам ключевой функции определяет эквивалентность:

property(F : UnaryFunction,R : Relation)
requires(Domain(F) = Domain(R))

key_function : F× R

(f, r) 7→ (∀a,b ∈ Domain(F)) (r(a,b)⇔ f(a) = f(b))

Лемма 4.2. key_function(f, r)⇒ equivalence(r)

4.2. Полные и слабые упорядочения

Отношение является полным упорядочением, если оно транзитивно и под-
чиняется закону трихотомии, согласно которому для каждой пары элементов
выполняется одно и только одно из следующего: отношение, его обращение
или равенство:

property(R : Relation)
total_ordering : R

r 7→ transitive(r)∧
(∀a,b ∈ Domain(R)) выполняется одно и только одно из следующего:

r(a,b), r(b,a), или a = b

Отношение является слабым упорядочением, если оно транзитивно и су-
ществует отношение эквивалентности на том же домене, такое, что исходное
отношение подчиняется закону слабой трихотомии, согласно которому для
каждой пары элементов выполняется одно и только одно из следующего: от-
ношение, его обращение или эквивалентность:

property(R : Relation,E : Relation) requires(Domain(R) = Domain(E))
weak_ordering : R

r 7→ transitive(r)∧ (∃e ∈ E) equivalence(e)∧
(∀a,b ∈ Domain(R)) выполняется одно и только одно из

следующего: r(a,b), r(b,a) или e(a,b)
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Если дано отношение r, то отношение ¬r(a,b)∧ ¬r(b,a) называется сим-
метричным дополнением для r.

Лемма 4.3. Симметричное дополнение слабого упорядочения — это отноше-
ние эквивалентности.

Примеры слабого упорядочения — пары, упорядоченные по их первым эле-
ментам, и служащие, упорядоченные по зарплате.

Лемма 4.4. Полное упорядочение — слабое упорядочение.

Лемма 4.5. Слабое упорядочение асимметрично.

Лемма 4.6. Слабое упорядочение строго.

Ключевая функция f на множестве T , наряду с полным упорядочением r

на кодомене f, определяет слабое упорядочение r̃(x,y)⇔ r(f(x), f(y)).
Мы называем полные и слабые упорядочения линейными упорядочениями,

поскольку на них распространяются соответствующие законы трихотомии.

4.3. Выбор порядка

Если дано слабое упорядочение r и два объекта, a и b, из домена r, то
приобретает смысл вопрос: какой из них является минимумом? Очевидно, как
определить минимум, когда выполняется r или его обращение между a и b, но
не столь очевидно, как это сделать, если элементы эквивалентны. Аналогичная
проблема возникает, если вопрос состоит в том, какой из элементов является
максимумом.

Свойство, позволяющее справиться с этой проблемой, известно как ста-
бильность. Неформально алгоритм является стабильным, если он сохраняет
исходный порядок эквивалентных объектов. Итак, если рассматривать мини-
мум и максимум как выбор в списке из двух аргументов, соответственно наи-
меньшего и второго наименьшего по счету, то стабильность требует, чтобы при
вызове с эквивалентными элементами операция минимума возвратила первый
элемент, а максимума — второй1.

Мы можем обобщить минимум и максимум на выбор (j, k)-го порядка, где
k > 0 указывает количество аргументов, а 0 6 j < k указывает, что должен
быть выбран j-й наименьший аргумент. Чтобы формализовать применяемое
нами понятие стабильности, предположим, что каждый из аргументов k связан
с уникальным натуральным числом, называемым его индексом стабильности.

1В следующих главах мы распространим понятие стабильности на другие категории алго-
ритмов.
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При условии, что дано исходное слабое упорядочение r, определяем усиленное
отношение r̂ на парах (объект, индекс стабильности):

r̂((a, ia), (b, ib))⇔ r(a,b)∨ (¬r(b,a)∧ ia < ib)

Если мы реализуем алгоритм выбора порядка в терминах r̂, то неоднозначные
случаи, вызванные эквивалентными аргументами, исключаются. Естествен-
ным стандартным значением для индекса стабильности аргумента является
его порядковая позиция в списке аргументов.

Разумеется, это усиленное отношение r̂ предоставляет нам мощное инстру-
ментальное средство проведения рассуждений о стабильности, но несложно
определить простые процедуры выбора порядка, не прибегая явно к использо-
ванию индексов стабильности. Следующая реализация минимума возвращает
a, если a и b эквивалентны, удовлетворяя принятому нами определению ста-
бильности2:

template<typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& select_0_2(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b, R r)

{
// Предусловие: weak_ordering(r)
if (r(b, a)) return b;
return a;

}

Аналогично следующая реализация максимума возвращает b, если a и b

эквивалентны, также в соответствии с принятым определением стабильности3:

template<typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& select_1_2(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b, R r)

{
// Предусловие: weak_ordering(r)

if (r(b, a)) return a;
return b;

}

В оставшейся части главы подразумевается выполнение предусловия
weak_ordering(r).

2Описание принятого нами соглашения об именовании приведено ниже в этом разделе.
3STL необоснованно требует, чтобы функция max(a,b) возвращала a, если a и b эквива-

лентны.
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Несомненно, было бы полезно иметь другие процедуры выбора порядка для
k аргументов, но сложность составления подобной процедуры выбора порядка
быстро возрастает с увеличением k, а количество различных процедур, кото-
рые могли бы потребоваться, весьма велико. Поэтому мы применяем подход,
названный нами сведением к ограниченным подзадачам, который позволя-
ет разрешить обе проблемы. Мы разрабатываем семейство процедур, которые
принимают определенный объем информации об относительном упорядочении
их аргументов.

При этом важно определить систему обозначения этих процедур. Каждое
имя начинается с select_j_k, где 0 6 j < k, указывая на выбор j-го элемента из
из k аргументов в соответствии с заданным упорядочением. Затем добавляется
последовательность символов, указывающая предусловие упорядочения пара-
метров, которое выражено в виде наращиваемых цепочек. Например, суффикс
_ab означает, что по порядку расположены первые два параметра, а _abd пока-
зывает, что по порядку расположены первый, второй и четвертый параметры.
Больше чем один подобный суффикс появляется, когда имеются предусловия,
относящиеся к различным цепочкам параметров.

Например, несложно реализовать минимум и максимум для трех элемен-
тов:

template<typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& select_0_3(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b,
const Domain(R)& c, R r)

{
return select_0_2(select_0_2(a, b, r), c, r);

}

template<typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& select_2_3(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b,
const Domain(R)& c, R r)

{
return select_1_2(select_1_2(a, b, r), c, r);

}

Легко также найти медиану трех элементов, если известно, что первые два
элемента находятся в порядке по возрастанию:

template<typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& select_1_3_ab(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b,
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const Domain(R)& c, R r)
{

if (!r(c, b)) return b; // a, b, c отсортированы
return select_1_2(a, c, r); // b не является медианой

}

Определение предусловия для select_1_3_ab требует только одного срав-
нения. Параметры передаются по постоянной ссылке, поэтому перемещение
данных не происходит:

template<typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& select_1_3(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b,
const Domain(R)& c, R r)

{
if (r(b, a)) return select_1_3_ab(b, a, c, r);
return select_1_3_ab(a, b, c, r);

}

В наихудшем случае в select_1_3 выполняются три сравнения. В этой функ-
ции производятся два сравнения, только если c является максимумом среди
a, b, c, а поскольку это происходит в одной трети случаев, среднее количе-
ство сравнений равно 22

3
, при условии, что распределение входных данных

равномерно.
Для поиска второго из наименьших среди n элементов требуется по край-

ней мере n+⌈log2 n⌉−2 сравнений4. В частности, для поиска второго элемента
из четырех требуются четыре сравнения.

Второй аргумент из четырех выбрать несложно, если известно, что обе
пары аргументов, и первая, и вторая, заданы в порядке возрастания:

template<typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& select_1_4_ab_cd(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b,
const Domain(R)& c,
const Domain(R)& d, R r) {

if (r(c, a)) return select_0_2(a, d, r);
return select_0_2(b, c, r);

}

Предусловие для select_1_4_ab_cd может быть установлено с применени-
ем одного сравнения, если известно, что первая пара аргументов приведена
в порядке возрастания:

4Этот результат был предсказан Йозефом Шрейером и доказан Сергеем Кислицыным [Knuth
1998, теорема S, стр. 209].
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template<typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& select_1_4_ab(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b,
const Domain(R)& c,
const Domain(R)& d, R r) {

if (r(d, c)) return select_1_4_ab_cd(a, b, d, c, r);
return select_1_4_ab_cd(a, b, c, d, r);

}

Предусловие для select_1_4_ab может быть установлено с помощью одного
сравнения:

template<typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& select_1_4(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b,
const Domain(R)& c,
const Domain(R)& d, R r) {

if (r(b, a)) return select_1_4_ab(b, a, c, d, r);
return select_1_4_ab(a, b, c, d, r);

}

Упражнение 4.4. Реализуйте select_2_4.

Поддержка стабильности сетей выбора порядка вплоть до порядка 4 ока-
залась не слишком затруднительной. Но начиная с порядка 5 возникают си-
туации, в котором процедура, соответствующая ограниченной подзадаче, вы-
зывается из исходной вызывающей программы с аргументами, не приведенны-
ми в требуемом порядке, что приводит к нарушению стабильности. Успешно
справляться с такими ситуациями позволяет систематический подход, который
состоит в том, что наряду с фактическими параметрами передаются индексы
стабильности и используется усиленное отношение r̂. Мы избегаем дополни-
тельного увеличения времени выполнения благодаря использованию парамет-
ров в виде целочисленных шаблонов.

Мы именуем индексы стабильности как ia, ib, . . . в соответствии с па-
раметрами a, b и т. д. Для получения усиленного отношения r̂ использует-
ся шаблон функционального объекта compare_strict_or_re�exive, принимающий
параметр шаблона bool, значение true которого показывает, что индексы ста-
бильности его аргументов находятся в порядке возрастания:

template<bool strict, typename R>
requires(Relation(R))

struct compare_strict_or_reflexive;

При создании экземпляра compare_strict_or_re�exive мы предоставляем со-
ответствующий булев аргумент шаблона:
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template<int ia, int ib, typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& select_0_2(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b, R r)

{
compare_strict_or_reflexive<(ia < ib), R> cmp;
if (cmp(b, a, r)) return b;
return a;

}

Мы специализируем compare_strict_or_re�exive для следующих двух слу-
чаев: 1) индексы стабильности находятся в порядке возрастания, и в этом
случае используется исходное строгое отношение r; и 2) имеет место порядок
убывания; при этом используется соответствующая рефлексивная версия r:

template<typename R>
requires(Relation(R))

struct compare_strict_or_reflexive<true, R> // строгая
{

bool operator()(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b, R r)

{
return r(a, b);

}
};

template<typename R>
requires(Relation(R))

struct compare_strict_or_reflexive<false, R> // рефлексивная
{

bool operator()(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b, R r)

{
return !r(b, a); // complement_of_converser(a,b)

}
};

Когда процедура выбора порядка с индексами стабильности вызывает дру-
гую такую процедуру, тогда передаются индексы стабильности, соответствую-
щие параметрам, в том же порядке, в каком они появляются в вызове:

template<int ia, int ib, int ic, int id, typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& select_1_4_ab_cd(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b,
const Domain(R)& c,
const Domain(R)& d, R r)
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{
compare_strict_or_reflexive<(ia < ic), R> cmp;
if (cmp(c, a, r)) return

select_0_2<ia,id>(a, d, r);
return

select_0_2<ib,ic>(b, c, r);
}

template<int ia, int ib, int ic, int id, typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& select_1_4_ab(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b,
const Domain(R)& c,
const Domain(R)& d, R r)

{
compare_strict_or_reflexive<(ic < id), R> cmp;
if (cmp(d, c, r)) return

select_1_4_ab_cd<ia,ib,id,ic>(a, b, d, c, r);
return

select_1_4_ab_cd<ia,ib,ic,id>(a, b, c, d, r);
}

template<int ia, int ib, int ic, int id, typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& select_1_4(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b,
const Domain(R)& c,
const Domain(R)& d, R r)

{
compare_strict_or_reflexive<(ia < ib), R> cmp;
if (cmp(b, a, r)) return

select_1_4_ab<ib,ia,ic,id>(b, a, c, d, r);
return

select_1_4_ab<ia,ib,ic,id>(a, b, c, d, r);
}

Теперь мы готовы реализовать процедуры выбора порядка 5:

template<int ia, int ib, int ic, int id, int ie, typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& select_2_5_ab_cd(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b,
const Domain(R)& c,
const Domain(R)& d,
const Domain(R)& e, R r)

{
compare_strict_or_reflexive<(ia < ic), R> cmp;
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if (cmp(c, a, r)) return
select_1_4_ab<ia,ib,id,ie>(a, b, d, e, r);

return
select_1_4_ab<ic,id,ib,ie>(c, d, b, e, r);

}

template<int ia, int ib, int ic, int id, int ie, typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& select_2_5_ab(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b,
const Domain(R)& c,
const Domain(R)& d,
const Domain(R)& e, R r)

{
compare_strict_or_reflexive<(ic < id), R> cmp;
if (cmp(d, c, r)) return

select_2_5_ab_cd<ia,ib,id,ic,ie>(
a, b, d, c, e, r);

return
select_2_5_ab_cd<ia,ib,ic,id,ie>(

a, b, c, d, e, r);
}

template<int ia, int ib, int ic, int id, int ie, typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& select_2_5(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b,
const Domain(R)& c,
const Domain(R)& d,
const Domain(R)& e, R r)

{
compare_strict_or_reflexive<(ia < ib), R> cmp;
if (cmp(b, a, r)) return

select_2_5_ab<ib,ia,ic,id,ie>(b, a, c, d, e, r);
return

select_2_5_ab<ia,ib,ic,id,ie>(a, b, c, d, e, r);
}

Лемма 4.7. select_2_5 выполняет шесть сравнений.

Упражнение 4.5. Найдите алгоритм определения медианы для 5 аргументов,
который в среднем выполняет немного меньше сравнений.

Мы можем оформить процедуру выбора порядка с внешней процедурой,
которая предоставляет в качестве индексов стабильности любой строго возрас-
тающий ряд целочисленных постоянных; обычно используются подряд идущие
целые числа начиная с 0:
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template<typename R>
requires(Relation(R))

const Domain(R)& median_5(const Domain(R)& a,
const Domain(R)& b,
const Domain(R)& c,
const Domain(R)& d,
const Domain(R)& e, R r)

{
return select_2_5<0,1,2,3,4>(a, b, c, d, e, r);

}

Упражнение 4.6. Докажите стабильность каждой процедуры выбора поряд-
ка, приведенной в этом разделе.

Упражнение 4.7. Проверьте правильность и стабильность каждой процедуры
выбора порядка в этом разделе с помощью исчерпывающего тестирования.

Проект 4.1. Спроектируйте набор необходимых и достаточных условий со-
хранения стабильности при составлении процедур выбора порядка.

Проект 4.2. Создайте библиотеку процедур проверки на минимум для ста-
бильной сортировки и слияния5. Минимизируйте не только количество срав-
нений, но и количество перемещений данных.

4.4. Естественное полное упорядочение

Равенство применительно к типу определяется уникальным образом, по-
скольку равенство значений конкретного типа показывает, что эти значения
представляют одну и ту же сущность. Зачастую нельзя уникально определить
естественное полное упорядочение применительно к некоторому типу. Что ка-
сается конкретных видов, то часто можно определить много полных и слабых
упорядочений, причем ни одно из них не играет какую-то особую роль. При-
менительно к абстрактным видам может быть задано одно специальное полное
упорядочение, в котором поддерживаются все фундаментальные операции для
конкретного вида. Такое упорядочение именуется естественным полным упо-
рядочением и обозначается символом <, как показано ниже.
TotallyOrdered(T) ,

Regular(T)
∧ <: T × T → bool

∧ total_ordering(<)
Например, фундаментальные операции поддерживаются в естественном

полном упорядочении на целых числах:

5См. [Knuth 1998, Section 5.3: Optimum Sorting].
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a < successor(a)
a < b⇒ successor(a) < successor(b)
a < b⇒ a+ c < b+ c

a < b∧ 0 < c⇒ ca < cb

Иногда тип не имеет естественного полного упорядочения. Например, ком-
плексные числа и личные дела служащих не имеют естественных полных упо-
рядочений. Мы требуем, чтобы регулярные типы обеспечивали стандартное
полное упорядочение (иногда сокращенно называемое стандартным упоря-
дочением) для предоставления возможности логарифмического поиска. При-
мером стандартного полного упорядочения значений в условиях отсутствия
естественного полного упорядочения может служить лексикографическое упо-
рядочение для комплексных чисел. Если естественное полное упорядочение
существует, оно совпадает со стандартным упорядочением. Мы используем
следующую систему обозначений:

Определения C++

Стандартное упорядочение для T lessT less<T>

4.5. Семейства производных процедур

Некоторые процедуры естественным образом объединяются в семейства.
Если некоторые процедуры в семействе уже определены, то на этой основе
могут быть легко получены определения других процедур. Всякий раз, когда
определено равенство, становится определенным неравенство — дополнение
равенства; операторы = и ̸= должны быть определены непротиворечивым спо-
собом. Для каждого полностью упорядоченного типа должны быть определены
одновременно все четыре оператора, <, >, 6 и >, таким образом, чтобы имело
место следующее:

a > b⇔ b < a

a 6 b⇔ ¬(b < a)
a > b⇔ ¬(a < b)

4.6. Расширение процедур выбора порядка

Процедуры выбора порядка в этой главе не возвращают объект, который
может быть изменен, поскольку они работают с постоянными ссылками. Но
удобнее и проще, если предусмотрены версии, которые возвращают изменяе-
мый объект, что позволяет использовать их в левой стороне операции присва-
ивания или в качестве изменяемого аргумента для действия или процедуры
накопления. Перегруженная изменяемая версия процедуры выбора порядка
может быть реализована путем удаления в неизменяемой версии ключевого
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слова const в объявлении каждого типа параметра и типа результата. Напри-
мер, применяемая нами версия select_0_2 может быть дополнена следующим
образом:

template<typename R>
requires(Relation(R))

Domain(R)& select_0_2(Domain(R)& a, Domain(R)& b, R r)
{

if (r(b, a)) return b;
return a;

}

Кроме того, в любой библиотеке должны быть предусмотрены версии для
полностью упорядоченных типов (с операцией <), так как это — обычный
случай. Это означает, что имеются четыре версии каждой процедуры.

Согласно законам трихотомии и слабой трихотомии, которым подчиняется
полное и слабое упорядочение, вместо двузначного отношения можно исполь-
зовать трехзначную процедуру сравнения, в связи с тем, что в некоторых
ситуациях это позволяет избежать дополнительного вызова процедуры.

Упражнение 4.8. Перепишите алгоритмы в этой главе с использованием трех-
значного сравнения.

4.7. Резюме

Аксиомы полного и слабого упорядочения обеспечивают интерфейс для
подключения определенных упорядочений к универсальным алгоритмам. Си-
стематический поиск решений небольших задач позволяет облегчить деком-
позицию крупных задач. Процедуры объединяются в семейства со взаимосвя-
занной семантикой.
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Упорядоченные алгебраические

структуры

В настоящей главе представлена иерархия концепций из абстрактной алгеб-
ры, начиная с полугрупп и заканчивая кольцами и модулями. Затем мы объ-
единяем алгебраические концепции с понятием полного упорядочения. Если
упорядоченные алгебраические структуры являются архимедовыми, мы можем
определить эффективный алгоритм вычисления частного и остатка. Частное
и остаток, в свою очередь, приводят к обобщенной версии алгоритма Евкли-
да для наибольшего общего делителя. Мы кратко рассматриваем связанные
с концепциями логические понятия, такие как непротиворечивость и незави-
симость. В заключение мы обсуждаем компьютерную целочисленную арифме-
тику.

5.1. Основные алгебраические структуры

Элемент называется нейтральным элементом бинарной операции, если
при его совместном применении с любым другим элементом в качестве первого
или второго аргумента операция возвращает этот другой элемент:

property(T : Regular ,Op : BinaryOperation)
requires(T = Domain(Op))

identity_element : T ×Op

(e,op) 7→ (∀a ∈ T)op(a, e) = op(e,a) = a

Лемма 5.1. Нейтральный элемент уникален:

identity_element(e,op)∧ identity_element(e ′,op)⇒ e = e ′

Пустая строка — это нейтральный элемент для конкатенации строк. Матрица(
1 0
0 1

)
является нейтральным элементом умножения для матриц 2 × 2, тогда

как
(
0 0
0 0

)
служит для них нейтральным элементом сложения.
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Преобразование называется обратной операцией бинарной операции от-
носительно заданного элемента (обычно нейтрального элемента бинарной опе-
рации), если оно удовлетворяет следующему:

property(F : Transformation, T : Regular ,Op : BinaryOperation)
requires(Domain(F) = T = Domain(Op))

inverse_operation : F× T ×Op

(inv, e,op) 7→ (∀a ∈ T)op(a, inv(a)) = op(inv(a),a) = e

Лемма 5.2. n3 является мультипликативным обратным элементом по модулю
5 положительного целого числа n ̸= 0.

Бинарная операция коммутативна, если ее результат остается тем же
после перемены местами ее аргументов:

property(Op : BinaryOperation)
commutative : Op

op 7→ (∀a,b ∈ Domain(Op))op(a,b) = op(b,a)
Композиция преобразований ассоциативна, но не коммутативна.
Множество с ассоциативной операцией называется полугруппой. Как бы-

ло отмечено в главе 3, знак + всегда используется для обозначения ассо-
циативной, коммутативной операции, поэтому тип с операцией + называется
аддитивной полугруппой:
AdditiveSemigroup(T) ,

Regular(T)
∧ + : T × T → T

∧ associative(+)
∧ commutative(+)

Умножение иногда не коммутативно. В качестве примера можно указать
умножение матриц.
MultiplicativeSemigroup(T) ,

Regular(T)
∧ · : T × T → T

∧ associative(·)
Мы используем следующую систему обозначений:

Определения C++

Умножение · *

Полугруппа с нейтральным элементом называется моноидом. Нейтральный
элемент сложения обозначается как 0, что приводит к определению аддитив-
ного моноида:
AdditiveMonoid(T) ,

AdditiveSemigroup(T)
∧ 0 ∈ T

∧ identity_element(0,+)
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Мы используем следующую систему обозначений:

Определения C++

Нейтральный элемент сложения 0 T(0)

Неотрицательные вещественные числа составляют аддитивный моноид,
как и матрицы с натуральными числами в качестве их коэффициентов.

Нейтральный элемент умножения обозначается как 1, что приводит к опре-
делению мультипликативного моноида:
MultiplicativeMonoid(T) ,

MultiplicativeSemigroup(T)
∧ 1 ∈ T

∧ identity_element(1, ·)
Мы используем следующую систему обозначений:

Определения C++

Нейтральный элемент умножения 1 T(1)

Матрицы с целочисленными коэффициентами составляют мультипликативный
моноид.

Моноид с обратной операцией называется группой. Если аддитивный моно-
ид имеет обратную операцию, последняя обозначается унарным знаком − и су-
ществует производная операция, называемая вычитанием, которая обознача-
ется бинарным знаком −. Это приводит к определению аддитивной группы:
AdditiveGroup(T) ,

AdditiveMonoid(T)
∧ − : T → T

∧ inverse_operation(unary −, 0,+)
∧ − : T × T → T

(a,b) 7→ a+ (−b)

Матрицы с целочисленными коэффициентами составляют аддитивную группу.

Лемма 5.3. В аддитивной группе −0 = 0.

Наряду с концепцией аддитивной группы есть соответствующая концепция
мультипликативной группы. В этой концепции обратная операция называет-
ся мультипликативной инверсией, а также имеется производная операция,
именуемая делением, которая обозначается бинарным знаком /:
MultiplicativeGroup(T) ,

MultiplicativeMonoid(T)
∧ multiplicative_inverse : T → T

∧ inverse_operation(multiplicative_inverse, 1, ·)
∧ / : T × T → T

(a,b) 7→ a ·multiplicative_inverse(b)
multiplicative_inverse(x) is written as x−1.
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Множество {cos θ+i sin θ} комплексных чисел на единичной окружности со-
ставляет коммутативную мультипликативную группу. Унимодулярная группа
GLn(Z) (матрицы n×n с целочисленными коэффициентами и определителем,
равным ±1) составляет некоммутативную мультипликативную группу.

Две концепции могут быть объединены применительно к одному и тому
же типу с помощью аксиом, соединяющих их операции. Если применитель-
но к некоторому типу заданы обе операции, и +, и ·, то их взаимодействие
устанавливается с помощью аксиом, определяющих полукольцо:
Semiring(T) ,

AdditiveMonoid(T)
∧ MultiplicativeMonoid(T)
∧ 0 ̸= 1

∧ (∀a ∈ T) 0 · a = a · 0 = 0

∧ (∀a,b, c ∈ T)
a · (b+ c) = a · b+ a · c

∧ (b+ c) · a = b · a+ c · a
Аксиома об умножении на 0 называется свойством аннигиляции. Послед-

няя аксиома, соединяющая + и ·, называется дистрибутивностью.
Матрицы с неотрицательными целочисленными коэффициентами состав-

ляют полукольцо.
CommutativeSemiring(T) ,

Semiring(T)
∧ commutative(·)

Неотрицательные целые числа составляют коммутативное полукольцо.
Ring(T) ,

AdditiveGroup(T)
∧ Semiring(T)

Матрицы с целочисленными коэффициентами составляют кольцо.
CommutativeRing(T) ,

AdditiveGroup(T)
∧ CommutativeSemiring(T)

Целые числа составляют коммутативное кольцо; многочлены с целочис-
ленными коэффициентами составляют коммутативное кольцо.

Реляционная концепция — это концепция, определенная на двух типах.
Полумодуль — это реляционная концепция, которая соединяет аддитивный
моноид и коммутативное полукольцо:
Semimodule(T ,S) ,

AdditiveMonoid(T)
∧ CommutativeSemiring(S)
∧ · : S× T → T
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∧ (∀α,β ∈ S)(∀a,b ∈ T)
α · (β · a) = (α · β) · a
(α+ β) · a = α · a+ β · a
α · (a+ b) = α · a+ α · b

1 · a = a

Если определена концепция Semimodule(T ,S), мы говорим, что T — полу-
модуль над S. Мы заимствуем терминологию из теории векторных пространств
и называем элементы T векторами и элементы S — скалярами. Например,
многочлены с неотрицательными целочисленными коэффициентами составля-
ют полумодуль над неотрицательными целыми числами.

Теорема 5.1. AdditiveMonoid(T) ⇒ Semimodule(T ,N), где скалярное умноже-
ние определено как n · x = x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸

n раз

.

Доказательство. Это следует тривиально из определения скалярного умно-
жения, наряду с ассоциативностью и коммутативностью операции моноида.
Например,

n · a+ n · b = (a+ · · ·+ a) + (b+ · · ·+ b)

= (a+ b) + · · ·+ (a+ b)

= n · (a+ b) 2

Использование процедуры power из главы 3 позволяет нам реализовать
умножение на целое число за log2 n шагов.

Усиление этих требований путем замены аддитивного моноида аддитивной
группой и замены полукольца кольцом приводит к преобразованию полумодуля
в модуль:
Module(T , S) ,

Semimodule(T ,S)
∧ AdditiveGroup(T)
∧ Ring(S)

Лемма 5.4. Каждая аддитивная группа — это модуль над целыми числами
с соответственно определенным скалярным умножением.

Компьютерные типы часто являются частичными моделями концепций.
Модель называется частичной, когда ее операции удовлетворяют аксиомам
там, где они определены, но последние определены не везде. Например, резуль-
тат конкатенации строк может оказаться непредставимым из-за ограничений
по памяти, но конкатенация ассоциативна всякий раз, когда она определена.
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5.2. Упорядоченные алгебраические структуры

Если на элементах структуры определено полное упорядочение, так, что
это упорядочение соответствует алгебраическим свойствам структуры, оно яв-
ляется естественным полным упорядочением для структуры:
OrderedAdditiveSemigroup(T) ,

AdditiveSemigroup(T)
∧ TotallyOrdered(T)
∧ (∀a,b, c ∈ T)a < b⇒ a+ c < b+ c

OrderedAdditiveMonoid(T) ,
OrderedAdditiveSemigroup(T)

∧ AdditiveMonoid(T)
OrderedAdditiveGroup(T) ,

OrderedAdditiveMonoid(T)
∧ AdditiveGroup(T)

Лемма 5.5. В упорядоченной аддитивной полугруппе a < b∧c < d⇒ a+c <

b+ d.

Лемма 5.6. В упорядоченном аддитивном моноиде, рассматриваемом как по-
лумодуль над натуральными числами, a > 0∧ n > 0⇒ na > 0.

Лемма 5.7. В упорядоченной аддитивной группе a < b⇒ −b < −a.

Полное упорядочение и отрицание позволяют определить абсолютное зна-
чение:

template<typename T>
requires(OrderedAdditiveGroup(T))

T abs(const T& a)
{

if (a < T(0)) return -a;
else return a;

}

Следующая лемма отражает важное свойство abs.

Лемма 5.8. В упорядоченной аддитивной группе a < 0⇒ 0 < −a.

Мы используем обозначение |a| для абсолютного значения a. Абсолютное зна-
чение удовлетворяет следующим свойствам.

Лемма 5.9. |a− b| = |b− a|

|a+ b| 6 |a|+ |b|

|a− b| > |a|− |b|

|a| = 0⇒ a = 0

a ̸= 0⇒ |a| > 0
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5.3. Остаток

Выше было показано, что повторяющееся сложение в аддитивном моно-
иде по индукции приводит к умножению на неотрицательное целое число.
В аддитивной группе можно осуществить обращение этого алгоритма, полу-
чая деление путем повторного вычитания на элементах в форме a = nb, где
b делит a. Чтобы распространить это определение на деление с остатком
для произвольной пары элементов, мы должны воспользоваться упорядоче-
нием. Упорядочение позволяет завершить работу алгоритма после того, как
дальнейшее вычитание станет невозможным. Как будет показано ниже, это
делает возможным выполнение алгоритма за логарифмическое количество ша-
гов. Операция вычитания не должна быть определена везде; достаточно иметь
частичное вычитание, называемое сокращением, где a−b определено, только
если b не превышает a:
CancellableMonoid(T) ,

OrderedAdditiveMonoid(T)
∧ − : T × T → T

∧ (∀a,b ∈ T)b 6 a⇒ a− b is defined∧ (a− b) + b = a

Мы записываем аксиому как (a − b) + b = a вместо (a + b) − b = a, чтобы
избежать переполнения в частичных моделях CancellableMonoid :

template<typename T>
requires(CancellableMonoid(T))

T slow_remainder(T a, T b)
{

// Предусловие: a > 0∧ b > 0

while (b <= a) a = a - b;
return a;

}

Концепция CancellableMonoid недостаточно сильна, чтобы с ее помощью
можно было проверять, завершается ли slow_remainder. Например, slow_
remainder не всегда завершается применительно к многочленам с целочислен-
ными коэффициентами, упорядоченными лексикографически.

Упражнение 5.1. Приведите пример двух многочленов с целочисленными ко-
эффициентами, для которых работа этого алгоритма не завершается.

Чтобы можно было гарантировать, что работа алгоритм завершится, нам
требуется еще одно свойство, называемое аксиомой Архимеда1:

1“. . . разность, на которую бо́льшая из (двух) неравных площадей превышает меньшую,
путем сложения с самой собой может быть сделана большей по величине любой заданной
конечной площади”. См. [Heath 1912, стр. 234].
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ArchimedeanMonoid(T) ,
CancellableMonoid(T)

∧ (∀a,b ∈ T) (a > 0∧ b > 0)⇒ slow_remainder(a,b) terminates
∧ QuotientType : ArchimedeanMonoid → Integer

Следует отметить, что применение аксиомы завершения алгоритма вполне
обосновано; в этом случае она эквивалентна следующему:

(∃n ∈ QuotientType(T))a− n · b < b

Аксиома Архимеда обычно приводится в формулировке “существует такое це-
лое число n, что a < n · b”, но наша версия применима для частичных ар-
химедовых моноидов, в условиях, когда может произойти переполнение n · b.
Функция типа QuotientType возвращает тип, достаточно большой для пред-
ставления количества итераций, выполненных slow_remainder.

Лемма 5.10. Следующие примеры относятся к архимедовым моноидам: целые
числа, рациональные числа, двоичные дроби { n

2k
}, троичные дроби { n

3k
} и ве-

щественные числа.

Мы можем тривиально приспособить код slow_remainder для возврата част-
ного:

template<typename T>
requires(ArchimedeanMonoid(T))

QuotientType(T) slow_quotient(T a, T b)
{

// Предусловие: a > 0∧ b > 0

QuotientType(T) n(0);
while (b <= a) {

a = a - b;
n = successor(n);

}
return n;

}

Повторное удвоение приводит к алгоритму power логарифмической сложно-
сти. Связанный с этим алгоритм возможен для остатка2. Выведем выражение
для остатка u от деления a на b в терминах остатка v от деления a на 2b:

a = n(2b) + v

Поскольку остаток v должен быть меньше, чем делитель 2b, из этого сле-
дует, что

u =

{
v if v < b

v− b if v > b

2В Древнем Египте этот алгоритм использовался для деления с остатком, а степенной ал-
горитм — для умножения. См. [Robins and Shute 1987, стр. 18].
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Это приводит к следующей рекурсивной процедуре:

template<typename T>
requires(ArchimedeanMonoid(T))

T remainder_recursive(T a, T b)
{

// Предусловие: a > b > 0

if (a - b >= b) {
a = remainder_recursive(a, b + b);
if (a < b) return a;

}
return a - b;

}

Проверка a−b > b, а не a > b+b позволяет избежать переполнения b+b.

template<typename T>
requires(ArchimedeanMonoid(T))

T remainder_nonnegative(T a, T b)
{

// Предусловие: a > 0∧ b > 0

if (a < b) return a;
return remainder_recursive(a, b);

}

Упражнение 5.2. Проанализируйте сложность remainder_nonnegative.

В [Floyd and Knuth 1990] Floyd and Knuth [1990] приведен алгоритм для
остатка на архимедовых моноидах с постоянной потребностью в простран-
стве, который выполняет примерно на 31% больше операций по сравнению
с remainder_nonnegative, но при условии, что возможно деление на два, суще-
ствует алгоритм, не требующий увеличения количества операций3. Очевид-
но, что такая возможность обнаруживается во многих ситуациях. Например,
общая задача k-секции угла с помощью линейки и циркуля не может быть
решена, но задача бисекции тривиальна.
HalvableMonoid(T) ,

ArchimedeanMonoid(T)
∧ half : T → T

∧ (∀a,b ∈ T) (b > 0∧ a = b+ b)⇒ half(a) = b

Отметим, что процедура half должна быть определена только для “четных”
элементов.

template<typename T>
requires(HalvableMonoid(T))

T remainder_nonnegative_iterative(T a, T b)

3В [Dijkstra 1972, стр. 13] утверждается, что этот алгоритм принадлежит Н. Г. де Брюйну.
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{
// Предусловие: a > 0∧ b > 0

if (a < b) return a;
T c = largest_doubling(a, b);
a = a - c;
while (c != b) {

c = half(c);
if (c <= a) a = a - c;

}
return a;

}

где largest_doubling определена следующей процедурой:

template<typename T>
requires(ArchimedeanMonoid(T))

T largest_doubling(T a, T b)
{

// Предусловие: a > b > 0

while (b <= a - b) b = b + b;
return b;

}

Правильность remainder_nonnegative_iterative зависит от следующей леммы.

Лемма 5.11. Результат удвоения положительного элемента делимого на два
моноида k раз может быть подвергнут делению на два k раз.

Процедура remainder_nonnegative нам потребовалась бы, только если бы
рассматриваемый архимедов моноид не был делимым на два. Во всех приве-
денных нами примерах, включая линейные сегменты в евклидовой геометрии,
рациональные числа, двоичные и троичные дроби, моноиды являются делимы-
ми на два.

Проект 5.1. Есть ли полезные модели архимедовых моноидов, не являющихся
моноидами, делимыми на два?

5.4. Наибольший общий делитель

Для a > 0 и b > 0 в архимедовом моноиде T определим делимость следу-
ющим образом:

b делит a⇔ (∃n ∈ QuotientType(T))a = nb

Лемма 5.12. В архимедовом моноиде T с положительными x,a,b:

� b делит a⇔ remainder_nonnegative(a,b) = 0
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� b делит a⇒ b 6 a

� a > b∧ x делит a∧ x делит b⇒ x делит (a− b)

� x делит a∧ x делит b⇒ x делит remainder_nonnegative(a,b)

Наибольший общий делитель a и b, обозначаемый как gcd(a,b), является
делителем a и b, делимым на любой другой общий делитель a и b4.

Лемма 5.13. В архимедовом моноиде имеет место следующее при положи-
тельных x,a,b:

� gcd коммутативна

� gcd ассоциативна

� x делит a∧ x делит b⇒ x 6 gcd(a,b)

� gcd(a,b) уникален

� gcd(a,a) = a

� a > b⇒ gcd(a,b) = gcd(a− b,b)

Из приведенных выше лемм непосредственно следует, что если следующий
алгоритм завершает свою работу, то возвращает gcd своих аргументов5:

template<typename T>
requires(ArchimedeanMonoid(T))

T subtractive_gcd_nonzero(T a, T b)
{

// Предусловие: a > 0∧ b > 0

while (true) {
if (b < a) a = a - b;
else if (a < b) b = b - a;
else return a;

}
}

Лемма 5.14. Он всегда завершается для целых и рациональных чисел.

Есть и такие типы, для которых алгоритм не всегда завершается. В част-
ности, он не всегда завершается для вещественных чисел; особо следует от-
метить, что он не завершается для входных данных

√
2 и 1. Доказательство

этого факта зависит от следующих двух лемм:

Лемма 5.15. gcd( a
gcd(a,b) ,

b
gcd(a,b)) = 1

4Хотя это определение применяется для архимедовых моноидов, оно не зависит от упорядо-
чения и может быть распространено на другие структуры с отношениями делимости, такие как
кольца.

5Он известен как алгоритм Евклида [Heath 1925, том 3, стр. 14–22].
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Лемма 5.16. Если квадрат целого числа n является четным, n четно.

Теорема 5.2. subtractive_gcd_nonzero(
√
2, 1) не завершается.

Доказательство. Предположим, что subtractive_gcd_nonzero(
√
2, 1) заверша-

ется, возвращая d. Пусть m =
√
2

d
и n = 1

d
; согласно лемме 5.15, m и n не

имеют общих множителей больше 1. m
n

=
√
2
1

=
√
2, поэтому m2 = 2n2; m —

четно; для некоторого целого числа u, m = 2u. 4u2 = 2n2, поэтому n2 = 2u2;
n — четно. И m, и n делятся на 2; налицо противоречие6. 2

Евклидов моноид — это архимедов моноид, где subtractive_gcd_nonzero все-
гда завершается:
EuclideanMonoid(T) ,

ArchimedeanMonoid(T)
∧ (∀a,b ∈ T) (a > 0∧b > 0)⇒ subtractive_gcd_nonzero(a,b) завершается

Лемма 5.17. Каждый архимедов моноид с наименьшим положительным эле-
ментом является евклидовым.

Лемма 5.18. Рациональные числа — это евклидов моноид.

Несложно распространить subtractive_gcd_nonzero на случай, в котором
один из аргументов этой процедуры — нуль, поскольку любой аргумент b ̸= 0

является делителем для нуля моноида:

template<typename T>
requires(EuclideanMonoid(T))

T subtractive_gcd(T a, T b)
{

// Предусловие: a > 0∧ b > 0∧ ¬(a = 0∧ b = 0)
while (true) {

if (b == T(0)) return a;
while (b <= a) a = a - b;
if (a == T(0)) return b;
while (a <= b) b = b - a;

}
}

Каждая из внутренних инструкций while в процедуре subtractive_gcd эк-
вивалентна вызову slow_remainder. Используя наш логарифмический алгоритм
вычисления остатка, ускорим вычисления в том случае, когда a и b значи-
тельно отличаются по величине, продолжая полагаться только на примитивное
вычитание на типе T :

6Доказательство несоизмеримости стороны и диагонали квадрата было одним из первых ма-
тематических доказательств, полученных в Древней Греции. Аристотель упоминает его в Пер-
вой аналитике (I. 23) как канонический пример доказательства от противного (reductio ad
absurdum).
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template<typename T>
requires(EuclideanMonoid(T))

T fast_subtractive_gcd(T a, T b)
{

// Предусловие: a > 0∧ b > 0∧ ¬(a = 0∧ b = 0)
while (true) {

if (b == T(0)) return a;
a = remainder_nonnegative(a, b);
if (a == T(0)) return b;
b = remainder_nonnegative(b, a);

}
}

Концепция евклидового моноида позволила нам получить более абстракт-
ную версию оригинального алгоритма Евклида, который был основан на по-
вторном вычитании.

5.5. Обобщение НОД

Мы можем использовать fast_subtractive_gcd с целыми числами, потому
что они составляют евклидов моноид. Для целых чисел можно было бы также
использовать тот же алгоритм со встроенной процедурой вычисления остат-
ка вместо remainder_nonnegative. Кроме того, алгоритм является применимым
в определенных неархимедовых доменах, при условии, что для них преду-
смотрена подходящая функция вычисления остатка. Например, стандартный
алгоритм деления в столбик легко распространяется с десятичных целых чи-
сел на многочлены над вещественными числами7. Используя такой остаток,
мы можем вычислить НОД двух многочленов.

В абстрактной алгебре определено понятие евклидового кольца (известного
также как евклидов домен), позволяющее обеспечить указанное применение
алгоритма Евклида8. Однако достаточно выполнить требования к полукольцу:
EuclideanSemiring(T) ,

CommutativeSemiring(T)
∧ NormType : EuclideanSemiring → Integer

∧ w : T → NormType(T)
∧ (∀a ∈ T)w(a) > 0

∧ (∀a ∈ T)w(a) = 0⇔ a = 0

∧ (∀a,b ∈ T)b ̸= 0⇒ w(a · b) > w(a)
∧ remainder : T × T → T

∧ quotient : T × T → T

7См. [Chrystal 1904, глава 5].
8См. [van der Waerden 1930, глава 3, раздел 18].
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∧ (∀a,b ∈ T)b ̸= 0⇒ a = quotient(a,b) · b+ remainder(a,b)
∧ (∀a,b ∈ T)b ̸= 0⇒ w(remainder(a,b)) < w(b)

Функция w называется евклидовой функцией.

Лемма 5.19. В евклидовом полукольце a · b = 0⇒ a = 0∨ b = 0.

template<typename T>
requires(EuclideanSemiring(T))

T gcd(T a, T b)
{

// Предусловие: ¬(a = 0∧ b = 0)
while (true) {

if (b == T(0)) return a;
a = remainder(a, b);
if (a == T(0)) return b;
b = remainder(b, a);

}
}

Необходимо учитывать, что вместо использования remainder_nonnegative
мы используем функцию remainder, определяемую типом. Завершение гаран-
тируется тем фактом, что w уменьшается после каждого применения remainder.

Лемма 5.20. gcd завершается на евклидовом полукольце.

В евклидовом полукольце quotient возвращает элемент полукольца. Это
препятствует его использованию по первоначальному назначению алгоритма
Евклида: определение общей меры любых двух соизмеримых количеств. На-
пример, gcd(1

2
, 3
4
) = 1

4
. Мы можем унифицировать исходную и современную

трактовку с помощью концепции евклидова полумодуля, который позволяет
использовать quotient для возврата другого типа и принять условие заверше-
ния gcd как аксиому:
EuclideanSemimodule(T ,S) ,

Semimodule(T ,S)
∧ remainder : T × T → T

∧ quotient : T × T → S

∧ (∀a,b ∈ T)b ̸= 0⇒ a = quotient(a,b) · b+ remainder(a,b)
∧ (∀a,b ∈ T) (a ̸= 0∨ b ̸= 0)⇒ gcd(a,b) terminates

где процедура gcd определена следующим образом:

template<typename T, typename S>
requires(EuclideanSemimodule(T, S))

T gcd(T a, T b)
{

// Предусловие: ¬(a = 0∧ b = 0)
while (true) {
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if (b == T(0)) return a;
a = remainder(a, b);
if (a == T(0)) return b;
b = remainder(b, a);

}
}

Каждое коммутативное полукольцо — это полумодуль над самим собой,
поэтому данный алгоритм может использоваться, даже если quotient возвра-
щает тот же тип, как в случае с многочленами над вещественными числами.

5.6. Алгоритм gcd по Штейну

В 1961 году Джозеф Штейн открыл новый алгоритм gcd для целых чисел,
который часто оказывается более быстродействующим, чем алгоритм Евклида
[Stein 1967]. Алгоритм Штейна зависит от таких двух известных свойств:

gcd(a,b) = gcd(b,a)

gcd(a,a) = a

вместе со следующими дополнительными свойствами, которые выполняются
для всех a > b > 0:

gcd(2a, 2b) = 2 gcd(a,b)

gcd(2a, 2b+ 1) = gcd(a, 2b+ 1)

gcd(2a+ 1, 2b) = gcd(2a+ 1,b)

gcd(2a+ 1, 2b+ 1) = gcd(2b+ 1,a− b)

Упражнение 5.3. Реализуйте процедуру gcd по Штейну для целых чисел
и докажите, что она завершается.

Разумеется, может показаться, что процедура gcd по Штейну зависит от
двоичного представления целых чисел, но догадка, согласно которой 2 являет-
ся наименьшим простым целым числом, позволяет обобщать эту процедуру на
другие домены с использованием наименьших простых чисел в этих доменах;
в качестве примеров можно указать одночлен x для многочленов9 или 1+i для
комплексных целых чисел10. Процедура gcd по Штейну могла использоваться
в кольцах, которые не являются евклидовыми11.

Проект 5.2. Найдите правильную общую трактовку для gcd по Штейну.

9См. [Knuth 1997, упражнение 4.6.1.6 (стр. 435) и решение (стр. 673)].
10См. [Weilert 2000].
11См. [Agarwal and Frandsen 2004].
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5.7. Частное

Ход обоснования быстрой процедуры вычисления частного и остатка пол-
ностью повторяет приведенное нами ранее обоснование быстрой процедуры
вычисления остатка. Мы выводим выражение для частного m и остатка u из
выражения для деления a на b в терминах частного n и остатка v от деления
a на 2b:

a = n(2b) + v

Поскольку остаток v должен быть меньше, чем делитель 2b, из этого сле-
дует, что

u =

{
v if v < b

v− b if v > b

и

m =

{
2n if v < b

2n+ 1 if v > b

Это приводит к получению следующего кода:

template<typename T>
requires(ArchimedeanMonoid(T))

pair<QuotientType(T), T>
quotient_remainder_nonnegative(T a, T b)
{

// Предусловие: a > 0∧ b > 0

typedef QuotientType(T) N;
if (a < b) return pair<N, T>(N(0), a);
if (a - b < b) return pair<N, T>(N(1), a - b);
pair<N, T> q = quotient_remainder_nonnegative(a, b + b);
N m = twice(q.m0);
a = q.m1;
if (a < b) return pair<N, T>(m, a);
else return pair<N, T>(successor(m), a - b);

}

Если применимо “деление на два”, мы получаем следующее:

template<typename T>
requires(HalvableMonoid(T))

pair<QuotientType(T), T>
quotient_remainder_nonnegative_iterative(T a, T b)
{

// Предусловие: a > 0∧ b > 0

typedef QuotientType(T) N;
if (a < b) return pair<N, T>(N(0), a);
T c = largest_doubling(a, b);
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a = a - c;
N n(1);
while (c != b) {

n = twice(n);
c = half(c);
if (c <= a) {

a = a - c;
n = successor(n);

}
}
return pair<N, T>(n, a);

}

5.8. Частное и остаток для отрицательных величин

В определениях частного и остатка, используемых во многих компьютер-
ных процессорах и языках программирования, понятие отрицательной вели-
чины интерпретируется неправильно. Расширение наших определений для ар-
химедова моноида на архимедову группу T должно удовлетворять следующим
свойствам, где b ̸= 0:

a = quotient(a,b) · b+ remainder(a,b)

|remainder(a,b)| < |b|

remainder(a+ b,b) = remainder(a− b,b) = remainder(a,b)

Последнее свойство эквивалентно классическому математическому опре-
делению конгруэнтности12. В книгах по теории чисел обычно предполагается,
что b > 0, но мы можем, не вступая в противоречие, распространить remainder

на b < 0. Эти требования не удовлетворяются в реализациях, которые преду-
сматривают усечение частного в сторону нуля, приводя таким образом к на-
рушению нашего третьего требования13. Усечение не только нарушает третье
требование, но и является худшим способом округления, поскольку при его
применении ноль возвращается вдвое чаще чем любое другое число, что при-
водит к созданию неоднородного распределения.

При наличии процедуры вычисления остатка rem и процедуры вычисления
остатка и частного quo_rem, удовлетворяющих нашим трем требованиям для

12“Если два числа a и b имеют один и тот же остаток r относительно одного и того же модуля
k, то они называются конгруэнтными относительно модуля k (согласно Гауссу)” [Dirichlet
1863].

13Превосходное обсуждение темы частного и остатка см. в [Boute 1992]. Бут обозначает
два приемлемых расширения как E и F; мы следуем Кнуту и предпочитаем то, которое Бут
называет F.
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неотрицательных входных данных, мы можем написать процедуры сопряже-
ния, которые дают правильные результаты для положительных или отрица-
тельных входных данных. Эти процедуры сопряжения будут применяться на
архимедовой группе:
ArchimedeanGroup(T) ,

ArchimedeanMonoid(T)
∧ AdditiveGroup(T)

template<typename Op>
requires(BinaryOperation(Op) &&

ArchimedeanGroup(Domain(Op)))
Domain(Op) remainder(Domain(Op) a, Domain(Op) b, Op rem)
{

// Предусловие: b ̸= 0

typedef Domain(Op) T;
T r;
if (a < T(0))

if (b < T(0)) {
r = -rem(-a, -b);

} else {
r = rem(-a, b); if (r != T(0)) r = b - r;

}
else

if (b < T(0)) {
r = rem(a, -b); if (r != T(0)) r = b + r;

} else {
r = rem(a, b);

}
return r;

}

template<typename F>
requires(HomogeneousFunction(F) && Arity(F) == 2 &&

ArchimedeanGroup(Domain(F)) &&
Codomain(F) == pair<QuotientType(Domain(F)),

Domain(F)>)
pair<QuotientType(Domain(F)), Domain(F)>
quotient_remainder(Domain(F) a, Domain(F) b, F quo_rem)
{

// Предусловие: b ̸= 0

typedef Domain(F) T;
pair<QuotientType(T), T> q_r;
if (a < T(0)) {

if (b < T(0)) {
q_r = quo_rem(-a, -b); q_r.m1 = -q_r.m1;

} else {
q_r = quo_rem(-a, b);
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if (q_r.m1 != T(0)) {
q_r.m1 = b - q_r.m1; q_r.m0 = successor(q_r.m0);

}
q_r.m0 = -q_r.m0;

}
} else {

if (b < T(0)) {
q_r = quo_rem( a, -b);
if (q_r.m1 != T(0)) {

q_r.m1 = b + q_r.m1; q_r.m0 = successor(q_r.m0);
}
q_r.m0 = -q_r.m0;

}
else

q_r = quo_rem( a, b);
}
return q_r;

}

Лемма 5.21. remainder и quotient_remainder удовлетворяют нашим требовани-
ям, если их функциональные параметры удовлетворяют требованиям для по-
ложительных аргументов.

5.9. Концепции и их модели

Мы использовали целочисленные типы начиная с главы 2, формально не
определяя эту концепцию. Основываясь на упорядоченных алгебраических
структурах, определенных ранее в этой главе, мы можем формализовать нашу
трактовку целых чисел. Сначала определим дискретное архимедово полу-
кольцо:
DiscreteArchimedeanSemiring(T) ,

CommutativeSemiring(T)
∧ ArchimedeanMonoid(T)
∧ (∀a,b, c ∈ T)a < b∧ 0 < c⇒ a · c < b · c
∧ ¬(∃a ∈ T) 0 < a < 1

Дискретность относится к последнему свойству: между 0 и 1 нет элемен-
тов.

Дискретное архимедово полукольцо может иметь отрицательные элементы.
Связанной концепцией, которая не предусматривает наличие отрицательных
элементов, является следующая:
NonnegativeDiscreteArchimedeanSemiring(T) ,

DiscreteArchimedeanSemiring(T)
∧ (∀a ∈ T) 0 6 a

Стр.   95



96 Глава 5. Упорядоченные алгебраические структуры

В дискретном архимедовом полукольце отсутствуют аддитивные обратные
операции; связанной концепцией с аддитивными обратными операциями явля-
ется следующая:
DiscreteArchimedeanRing(T) ,

DiscreteArchimedeanSemiring(T)
∧ AdditiveGroup(T)

Два типа, T и T ′, являются изоморфными, если возможно написать функ-
ции преобразования из T в T ′ и из T ′ в T , которые сохраняют процедуры и их
аксиомы.

Концепция является однозначной, если изоморфны все удовлетворяющие
ей типы. Концепция NonnegativeDiscreteArchimedeanSemiring однозначна; удо-
влетворяющие ей типы изоморфны N — натуральным числам14. Концепция
DiscreteArchimedeanRing однозначна; удовлетворяющие ей типы изоморфны
Z — целым числам. Как было показано выше, по мере добавления аксиом
количество моделей в концепции уменьшается, поэтому она быстро достигает
точки однозначности.

Изложение в настоящей главе развивается дедуктивно, от более общих
концепций к более конкретным, в ходе чего количество представленных опе-
раций и аксиом увеличивается. Дедуктивный подход представляет в готовом
виде таксономию концепций, а также связанных с ними теорем и алгоритмов.
Но фактический процесс открытия новых фактов происходит индуктивно, на-
чиная с конкретных моделей, таких как числа или вещественные числа, после
чего исключаются операции и аксиомы в целях поиска самой слабой концеп-
ции, к которой можно применить интересные алгоритмы.

Определяя концепцию, мы должны проверить независимость и непротиво-
речивость ее аксиом и продемонстрировать ее полезность.

Суждение независимо от набора аксиом, если есть модель, в которой все
аксиомы являются истинными, а это суждение — ложным. Например, ассоци-
ативность и коммутативность независимы: конкатенация строк ассоциативна,
но не коммутативна, тогда как среднее двух значений (x+y

2
) коммутативно, но

не ассоциативно. Суждение является зависимым, или доказуемым из набора
аксиом, если может быть выведено из них.

Концепция является непротиворечивой, если она имеет модель. Продол-
жая наш пример, отметим, что сложение натуральных чисел ассоциативно
и коммутативно. Концепция противоречива, если из ее аксиом можно выве-
сти и суждение, и его отрицание. Иными словами, чтобы продемонстрировать
непротиворечивость, мы создаем модель; чтобы продемонстрировать несогла-
сованность, мы выводим противоречие.

14Мы следуем [Peano 1908, стр. 27] и включаем 0 в состав натуральных чисел.
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Концепция полезна, если есть полезные алгоритмы, для которых она явля-
ется наиболее абстрактным основанием. Например, параллельное приведение
с изменением последовательности применимо к любой ассоциативной, комму-
тативной операции.

5.10. Компьютерные целочисленные типы

Компьютерные системы команд, как правило, предусматривают лишь ча-
стичные представления натуральных и целых чисел. Например, ограниченный
целочисленный двоичный тип без знака, Un, где n = 8, 16, 32, 64, . . ., — это
целочисленный тип без знака, способный представлять значения в интерва-
ле [0, 2n); ограниченный целочисленный двоичный тип со знаком, Sn, где
n = 8, 16, 32, 64, . . ., — это целочисленный тип со знаком, способный пред-
ставлять значения в интервале [−2n−1, 2n−1). Хотя эти типы ограничены, ти-
пичные компьютерные команды предусматривают выполнение с ними полных
операций, поскольку результаты кодируются как кортежи ограниченных зна-
чений.

Обычно существуют команды для ограниченных типов без знака, имеющие
сигнатуры, подобные следующим:

sum_extended : Un ×Un ×U1 → U1 ×Un

di�erence_extended : Un ×Un ×U1 → U1 ×Un

product_extended : Un ×Un → U2n

quotient_remainder_extended : Un ×Un → Un ×Un

Следует отметить, что U2n можно представить как Un×Un (пара Un). Языки
программирования, которые обеспечивают полный доступ к этим аппаратным
операциям, позволяют разрабатывать эффективные и абстрактные программ-
ные компоненты, основанные на использовании целочисленных типов.

Проект 5.3. Спроектируйте семейство концепций для ограниченных двоич-
ных целых чисел без знака и со знаком. Системы команд для современных ар-
хитектур вычислительных систем должны предоставлять определенные функ-
циональные возможности, для определения которых проводятся специальные
исследования. Хорошее абстрактное описание таких систем команд представ-
лено в MMIX [Knuth 2005].
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5.11. Резюме

Мы можем объединять алгоритмы и математические структуры в единое
целое, описывая алгоритмы в абстрактных терминах и подстраивая теории,
чтобы они соответствовали алгоритмическим требованиям. В математических
выкладках и алгоритмах, представленных в этой главе, в абстрактном виде пе-
реформулированы результаты, полученные больше двух тысяч лет тому назад.
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Глава 6
Итераторы

В настоящей главе вводится концепция итератора: интерфейса между ал-
горитмами и последовательными структурами данных. Иерархия концепций
итератора соответствует различным разновидностям последовательных обхо-
дов: однопроходный прямой, многопроходный прямой, двунаправленный и с
произвольным доступом1. Мы исследуем разнообразие интерфейсов к общим
алгоритмам, таких как линейный и дихотомический поиск. Ограниченные
и счетные интервалы предоставляют гибкий способ определения интерфейсов
для всевозможных разновидностей последовательного алгоритма.

6.1. Читаемость

Каждый объект имеет адрес: целочисленный индекс в машинной памяти.
Адреса позволяют нам обращаться или изменять объекты и создавать широкое
разнообразие структур данных, многие из которых опираются на тот факт,
что адреса, по существу, являются целыми числами и позволяют выполнять
с ними операции, подобные операциям с целыми числами.

Итераторы — это семейство концепций, которые абстрагируют различные
аспекты применения адресов, предоставляя нам возможность разрабатывать
алгоритмы, которые работают не только с адресами, но и с любыми подобны-
ми адресам объектами, удовлетворяющими минимальному набору требований.
В главе 7 мы вводим еще более широкое концептуальное семейство: коорди-
натные структуры.

Предусмотрены две разновидности операций на итераторах: доступ к зна-
чениям или обход. Имеются три разновидности доступа: чтение, запись или
и чтение, и запись. Существуют четыре разновидности линейного обхода: од-
нопроходный прямой (входной поток), многопроходный прямой (односвязный

1Наша трактовка итераторов является дальнейшим уточнением таковой, приведенной
в [Stepanov and Lee 1995], но отличается от нее в нескольких аспектах.
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список), двунаправленный (двухсвязный список) и с произвольным досту-
пом (массив).

В настоящей главе рассматривается первая разновидность доступа: чита-
емость, т. е. способность получить значение одного объекта, обозначенного
другим объектом. Тип T является читаемым, если унарная функция source,
определенная на нем, возвращает объект типа ValueType(T):
Readable(T) ,

Regular(T)
∧ ValueType : Readable → Regular

∧ source : T → ValueType(T)
source используется только в контекстах, в которых необходимо значение; ее
результат можно передать в процедуру по значению или по постоянной ссылке.

Не исключено существование объектов читаемого типа, на которых source

не определена; функция source не обязана быть всеохватывающей. Эта кон-
цепция не предоставляет предикат области определения, который позволил бы
выяснять, определена ли функция source для конкретного объекта. Например,
если задан указатель на тип T , то невозможно определить, указывает ли он на
объект, созданный допустимым способом. Допустимость использования source

в алгоритме должна быть выводимой из предусловий.
Доступ к данным путем вызова source применительно к объекту читае-

мого типа является столь же быстродействующим, как и любой другой спо-
соб доступа к этим данным. В частности, мы предполагаем, что для объекта
читаемого типа со значением типа T , находящегося в оперативной памяти,
стоимость вызова source будет приблизительно равна стоимости разадресации
обычного указателя на T . Как и в случае обычных указателей, может иметь
место неоднородность вследствие иерархической организации памяти. Други-
ми словами, нет необходимости хранить указатели вместо итераторов, чтобы
ускорить работу алгоритма.

Было бы полезно распространить source на типы, объекты которых не ука-
зывают на другие объекты. Мы осуществим это, предусмотрев возврат функ-
цией source ее аргумента в случае применения к объекту такого типа. Это
позволяет программе определять свое требование к значению типа T таким
образом, чтобы требование могло быть удовлетворено значением типа T , указа-
телем на тип T или, вообще говоря, любым читаемым типом со значением типа
T . Поэтому мы предполагаем, что если не определено иное, ValueType(T) = T ,
и функция source возвращает объект, к которому она применена.
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6.2. Итераторы

Для обхода требуется способность генерировать новые итераторы. Как бы-
ло показано в главе 2, один из способов генерировать новые значения некото-
рого типа состоит в использовании преобразования. В то время как преобра-
зования являются регулярными, для некоторых однопроходных алгоритмов не
требуется регулярность обхода, а некоторые модели, такие как входные пото-
ки, не обеспечивают регулярность обхода. Таким образом, для самой нестро-
гой концепции итератора требуются только псевдотрансформации2 successor

и функция типа DistanceType:
Iterator(T) ,

Regular(T)
∧ DistanceType : Iterator → Integer

∧ successor : T → T

∧ successor не обязательно является регулярной
DistanceType возвращает целочисленный тип, достаточно большой для из-

мерения любой последовательности применений successor, допустимых для ти-
па. Регулярность подразумевается по умолчанию, поэтому мы обязаны явно
указать, что регулярность не является требованием к функции successor.

Как и в случае применения функции source к читаемым типам, функция
successor не должна быть всеохватывающей; могут быть такие объекты типа
итератора, на которых successor не определена. Эта концепция не предоставля-
ет предикат области определения, который позволил бы выяснять, определена
ли функция successor для конкретного объекта. Например, указатель в масси-
ве не содержит сведения, указывающие на то, сколько раз может произойти
его наращивание. Допустимость использования successor в алгоритме должна
быть выводимой из предусловий.

Действие, соответствующее successor, определено следующим образом:

template<typename I>
requires(Iterator(I))

void increment(I& x)
{

// Предусловие: successor(x) определено
x = successor(x);

}

Многие важные алгоритмы, такие как линейный поиск и копирование, яв-
ляются однопроходными, т. е. применяют successor к значению каждого ите-
ратора лишь единожды. Поэтому они могут использоваться со входными по-
токами, и именно по этой причине мы опускаем требование к successor, со-

2Псевдотрансформация имеет сигнатуру трансформации, но не является регулярной.
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гласно которому она должна быть регулярной: из равенства i = j не следует
successor(i) = successor(j), даже если функция successor определена. Кроме то-
го, после вызова successor(i) может оказаться, что итератор i и любой равный
ему итератор больше не являются полностью сформированными. Итераторы
остаются частично сформированными и могут быть уничтожены или исполь-
зованы в левой части операции присваивания; к ним не должны применяться
функции successor или source и операция сравнения на равенство, =.

Следует учитывать, что из successor(i) = successor(j) не следует, что i = j.
В качестве примера можно указать два односвязных списка, завершающихся
нулем.

Итератор обеспечивает столь же быстрый линейный обход через всю кол-
лекцию данных, как и любой другой способ обхода по этим данным.

Чтобы можно было моделировать Iterator с помощью целочисленного ти-
па, этот тип должен иметь тип расстояния. Целочисленный тип без знака
является своим собственным типом расстояния; типом расстояния для любого
ограниченного двоичного целочисленного типа Sn со знаком служит соответ-
ствующий тип Un без знака.

6.3. Интервалы

Предположим, что f — объект типа итератора, а n — объект соответствую-
щего типа расстояния; мы должны иметь возможность определять алгоритмы,
оперирующие в нестрогом интервале Jf,nM итераторов n, начиная с f, с при-
менением кода в форме

while (!zero(n)) { n = predecessor(n); ... f = successor(f); }

Это свойство обеспечивает такую итерацию:

property(I : Iterator)
weak_range : I× DistanceType(I)

(f,n) 7→ (∀i ∈ DistanceType(I))
(0 6 i 6 n)⇒ successori(f) определено

Лемма 6.1. 0 6 j 6 i∧ weak_range(f, i)⇒ weak_range(f, j)

В нестрогом интервале можем продвигаться вплоть до его размера:

template<typename I>
requires(Iterator(I))

I operator+(I f, DistanceType(I) n)
{

// Предусловие: n > 0∧ weak_range(f,n)
while (!zero(n)) {

n = predecessor(n);
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f = successor(f);
}
return f;

}

Добавление следующей аксиомы гарантирует, что в интервале не будет
циклов:

property(I : Iterator ,N : Integer)
counted_range : I×N

(f,n) 7→ weak_range(f,n)∧
(∀i, j ∈ N) (0 6 i < j 6 n)⇒

successori(f) ̸= successorj(f)
Предположим, что f и l — объекты типа итератора; мы должны иметь воз-

можность определять алгоритмы, действующие на ограниченном интервале
[f, l) итераторов, начиная с f и ограничиваясь l, с применением кода в форме

while (f != l) { ... f = successor(f); }

Это свойство обеспечивает такую итерацию:

property(I : Iterator)
bounded_range : I× I

(f, l) 7→ (∃k ∈ DistanceType(I)) counted_range(f,k)∧ successork(f) = l

Структура итерации, использующей ограниченный интервал, заканчивает-
ся сразу после обнаружения l; поэтому, в отличие от нестрогого интервала,
она не может иметь циклов.

В ограниченном интервале мы можем реализовать3 частичное вычитание
на итераторах:

template<typename I>
requires(Iterator(I))

DistanceType(I) operator-(I l, I f)
{

// Предусловие: bounded_range(f, l)
DistanceType(I) n(0);
while (f != l) {

n = successor(n);
f = successor(f);

}
return n;

}

Поскольку функция successor может оказаться нерегулярной, вычитание
должно использоваться только в предусловиях или в ситуациях, в которых
необходимо вычислить только размер ограниченного интервала.

3Обратите внимание на аналогию с функцией distance из главы 2.
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Наши определения операций + и − между итераторами и целыми числами
не противоречат их трактовке в математике, где + и − всегда определяются на
одном и том же типе. Как и в математике, и операция + между итераторами
и целыми числами, и операция − между итераторами определены индуктивно
в терминах successor. В стандартном индуктивном определении сложения на
натуральных числах используется функция successor4:

a+ 0 = a

a+ successor(b) = successor(a+ b)

Наше итерационное определение f + n для итераторов эквивалентно, даже
притом, что f и n имеют различные типы. Как и в случае с натуральными
числами, доказуемым по индукции является определенный вариант ассоциа-
тивности.

Лемма 6.2. (f + n) + m = f + (n + m)

В предусловиях мы должны определить принадлежность в пределах ин-
тервала. Мы заимствуем соглашения, касающиеся интервалов (см. приложе-
ние A), для введения полуоткрытых и замкнутых интервалов. Мы исполь-
зуем разные обозначения для нестрогих или счетных интервалов и для огра-
ниченных интервалов.

Полуоткрытый нестрогий или счетный интервал Jf,nM, где n > 0 — це-
лое число, обозначает последовательность итераторов {successork(f) | 0 6 k < n}.
Закрытый нестрогий или счетный интервал Jf,nK, где n > 0 — целое число,
обозначает последовательность итераторов {successork(f) | 0 6 k 6 n}.

Полуоткрытый ограниченный интервал [f, l) эквивалентен полуоткрыто-
му счетному интервалу Jf, l − fM. Замкнутый ограниченный интервал [f, l]
эквивалентен замкнутому счетному интервалу Jf, l− fK.

Размер интервала — это количество итераторов в последовательности, ко-
торую он обозначает.

Лемма 6.3. Функция successor определена для каждого итератора в полуот-
крытом интервале и для каждого итератора, кроме последнего, в замкнутом
интервале.

Если r — интервал, а i — итератор, указываем, что i ∈ r , если i — элемент
соответствующего множества итераторов.

Лемма 6.4. Если i ∈ [f, l), то [f, i) и [i, l) — ограниченные интервалы.

Пустые полуоткрытые интервалы обозначаются с помощью Ji, 0M или [i, i)
для некоторого итератора i. Пустые замкнутые интервалы не существуют.

4Впервые представлена в [Grassmann 1861]; определение Грассмана было популяризировано
в [Peano 1908].
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Лемма 6.5. i /∈ Ji, 0M ∧ i /∈ [i, i)

Лемма 6.6. Пустые интервалы не имеют ни первого, ни последнего элемента.

Полезно описать пустую последовательность итераторов, начинающуюся
с определенного итератора. Например, допустим, что в дихотомическом по-
иске отыскивается последовательность итераторов, значения которых равны
заданному значению. Эта последовательность пуста, если такие значения от-
сутствуют, но ее позиция определяется там, где они появились бы в случае их
вставки.

Итератор l называется пределом полуоткрытого [f, l) ограниченного интер-
вала. Итератор f + n — предел полуоткрытого нестрогого интервала Jf,nM.
Необходимо учитывать, что пустой интервал имеет предел, даже притом, что
он не имеет первого или последнего элемента.

Лемма 6.7. Размер полуоткрытого нестрогого интервала Jf,nM равен n. Раз-
мер замкнутого нестрогого интервала Jf,nK равен n+1. Размер полуоткрытого
ограниченного интервала [f, l) равен l − f. Размер замкнутого ограниченного
интервала [f, l] равен (l− f) + 1.

Если i и j — итераторы в счетном или ограниченном интервале, опреде-
ляем отношение i ≺ j как означающее, что i ̸= j ∧ bounded_range(i, j), иными
словами, что одно или несколько применений successor приводят от i к j. От-
ношение ≺ (“предшествует”) и соответствующее рефлексивное отношение ≼
(“предшествует или равно”) используются в спецификациях, таких как пред-
и постусловия алгоритмов. Для многих пар значений типа итератора отноше-
ние ≺ не определено, поэтому часто отсутствует эффективный способ написа-
ния кода, реализующего ≺. Например, не существует эффективного способа
определения того, предшествует ли один узел другому в связной структуре;
узлы могут даже не быть соединены.

6.4. Читаемые интервалы

Интервал итераторов, которые относятся к типу, моделирующему Readable

и Iterator , является читаемым, если функция source определена на всех ите-
раторах в интервале:

property(I : Readable)
requires(Iterator(I))

readable_bounded_range : I× I

(f, l) 7→ bounded_range(f, l)∧ (∀i ∈ [f, l)) source(i) определено
Необходимо учитывать, что source не обязательно должна быть определена

на пределе интервала. Кроме того, итератор может оказаться не полностью
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сформированным после применения successor, поэтому не гарантируется, что
source можно будет применить к итератору после получения его последующего
элемента. Функции readable_weak_range и readable_counted_range определены
подобным образом.

При наличии читаемого интервала появляется возможность применить про-
цедуру к каждому значению в интервале:

template<typename I, typename Proc>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

Procedure(Proc) && Arity(Proc) == 1 &&
ValueType(I) == InputType(Proc, 0))

Proc for_each(I f, I l, Proc proc)
{

// Предусловие: readable_bounded_range(f, l)
while (f != l) {

proc(source(f));
f = successor(f);

}
return proc;

}

Мы возвращаем процедуру, поскольку она могла собрать полезные данные
в течение обхода5.

Реализуем линейный поиск с помощью следующей процедуры:

template<typename I>
requires(Readable(I) && Iterator(I))

I find(I f, I l, const ValueType(I)& x)
{

// Предусловие: readable_bounded_range(f, l)
while (f != l && source(f) != x) f = successor(f);
return f;

}

При этом либо возвращенный итератор равен пределу интервала, либо его
значение равно x. Возврат предела указывает на неудачное завершение поиска.
Поскольку количество результатов достигает n + 1 при поиске в интервале
с размером n, предел в данном алгоритме и во многих других алгоритмах
выполняет полезное назначение. Поиск, в котором применяется функция �nd,
можно перезапустить, выполнив обход вслед за возвращенным итератором,
а затем снова вызвав �nd.

Изменение оператора сравнения с x для использования равенства вместо
неравенства позволяет получить функцию �nd_not.

5Таким образом может использоваться функциональный объект.
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Мы можем обобщить поиск равного значения до поиска первого значения,
удовлетворяющего унарному предикату:

template<typename I, typename P>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))
I find_if(I f, I l, P p)
{

// Предусловие: readable_bounded_range(f, l)
while (f != l && !p(source(f))) f = successor(f);
return f;

}

Применение предиката вместо его дополнения позволяет получить следу-
ющее: �nd_if_not.

Упражнение 6.1. Используйте �nd_if и �nd_if_not для реализации квантор-
ных функций all, none, not_all и some, каждая из которых принимает ограни-
ченный интервал и предикат.

Функция �nd и кванторные функции позволяют искать значения, удовле-
творяющие условию; мы можем также подсчитывать количество удовлетворя-
ющих значений:

template<typename I, typename P, typename J>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

UnaryPredicate(P) && Iterator(J) &&
ValueType(I) == Domain(P))

J count_if(I f, I l, P p, J j)
{

// Предусловие: readable_bounded_range(f, l)
while (f != l) {

if (p(source(f))) j = successor(j);
f = successor(f);

}
return j;

}

Явная передача j становится полезной, если сложение целого числа с j

требует линейного времени. Тип J может быть любым целочисленным типом
или типом итератора, включая I.

Упражнение 6.2. Реализуйте count_if, передавая соответствующий функцио-
нальный объект в for_each и извлекая результат накопления из возвращенного
функционального объекта.

Естественный стандартный подход состоит в том, чтобы начинать отсчет
с нуля и использовать тип расстояния для итераторов:
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template<typename I, typename P>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))
DistanceType(I) count_if(I f, I l, P p) {

// Предусловие: readable_bounded_range(f, l)
return count_if(f, l, p, DistanceType(I)(0));

}

Замена предиката с проверкой равенства дает нам count; отрицание прове-
рок позволяет получить count_not и count_if_not.

Обозначение
∑n

i=0 ai для суммы ai часто обобщается на другие бинарные
операции; например,

∏n
i=0 ai используется для произведений и

∧n
i=0 ai — для

конъюнкций. В любом случае операция является ассоциативной, а это озна-
чает, что группирование не важно. Кеннет Айверсон объединил эту систему
обозначений языка программирования APL с оператором приведения /, кото-
рый принимает бинарную операцию и последовательность и сводит элементы
в единственный результат6. Например, +/1 2 3 равняется 6.

Айверсон не ограничивает приведение ассоциативными операциями. Мы
расширяем приведение Айверсона для работы с интервалами итераторов, но
ограничиваем его частично ассоциативными операциями: если операция
определена между смежными элементами, то может быть повторно связана:

property(Op : BinaryOperation)
partially_associative : Op

op 7→ (∀a,b, c ∈ Domain(op))
Если op(a,b) и op(b, c) определены,
op(op(a,b), c) и op(a,op(b, c))) определены
и равны.130g

В качестве примера операции, которая является частично, но не полностью
ассоциативной, рассмотрим конкатенацию двух интервалов, [f0, l0) и [f1, l1),
которая определена, только если l0 = f1.

Мы допускаем возможность применения унарной функции к каждому ите-
ратору до выполнения бинарной операции, что приводит к получению ai из
i. Произвольная частично ассоциативная операция может не иметь единицы,
поэтому предусматриваем такую версию приведения, которая требует наличия
непустого интервала:

template<typename I, typename Op, typename F>
requires(Iterator(I) && BinaryOperation(Op) &&

UnaryFunction(F) &&
I == Domain(F) && Codomain(F) == Domain(Op))

Domain(Op) reduce_nonempty(I f, I l, Op op, F fun)
{

6См. [Iverson 1962].
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// Предусловие: bounded_range(f, l)∧ f ̸= l

// Предусловие: partially_associative(op)
// Предусловие: (∀x ∈ [f, l)) fun(x) определено
Domain(Op) r = fun(f);
f = successor(f);
while (f != l) {

r = op(r, fun(f));
f = successor(f);

}
return r;

}

Естественным стандартным значением для fun является source. Может
быть передан единичный элемент для возврата применительно к пустому ин-
тервалу:

template<typename I, typename Op, typename F>
requires(Iterator(I) && BinaryOperation(Op) &&

UnaryFunction(F) &&
I == Domain(F) && Codomain(F) == Domain(Op))

Domain(Op) reduce(I f, I l, Op op, F fun, const Domain(Op)& z)
{

// Предусловие: bounded_range(f, l)
// Предусловие: partially_associative(op)
// Предусловие: (∀x ∈ [f, l)) fun(x) определено
if (f == l) return z;
return reduce_nonempty(f, l, op, fun);

}

Если операции, в которых участвует единичный элемент, являются мед-
ленными или требуют для реализации дополнительных вычислений, то стано-
вится полезной следующая процедура:

template<typename I, typename Op, typename F>
requires(Iterator(I) && BinaryOperation(Op) &&

UnaryFunction(F) &&
I == Domain(F) && Codomain(F) == Domain(Op))

Domain(Op) reduce_nonzeroes(I f, I l,
Op op, F fun, const Domain(Op)& z)

{
// Предусловие: bounded_range(f, l)
// Предусловие: partially_associative(op)
// Предусловие: (∀x ∈ [f, l)) fun(x) определено
Domain(Op) x;
do {

if (f == l) return z;
x = fun(f);
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f = successor(f);
} while (x == z);
while (f != l) {

Domain(Op) y = fun(f);
if (y != z) x = op(x, y);
f = successor(f);

}
return x;

}

Алгоритмы, принимающие ограниченный интервал, имеют соответствую-
щую версию, принимающую нестрогий или счетный интервал; однако должна
быть возвращена дополнительная информация:

template<typename I, typename Proc>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

Procedure(Proc) && Arity(Proc) == 1 &&
ValueType(I) == InputType(Proc, 0))

pair<Proc, I> for_each_n(I f, DistanceType(I) n, Proc proc)
{

// Предусловие: readable_weak_range(f,n)
while (!zero(n)) {

n = predecessor(n);
proc(source(f));
f = successor(f);

}
return pair<Proc, I>(proc, f);

}

Необходимо обеспечить возврат окончательного значения итератора, по-
скольку из отсутствия регулярности successor следует, что возможность его
повторного вычисления может отсутствовать. Даже если итераторы являются
таковыми, что функция successor для них регулярна, ее повторное вычисление
может потребовать затрат времени, линейно зависящих от размера интервала.

template<typename I>
requires(Readable(I) && Iterator(I))

pair<I, DistanceType(I)> find_n(I f, DistanceType(I) n,
const ValueType(I)& x)

{
// Предусловие: readable_weak_range(f,n)
while (!zero(n) && source(f) != x) {

n = predecessor(n);
f = successor(f);

}
return pair<I, DistanceType(I)>(f, n);

}
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�nd_n возвращает окончательное значение итератора и количество, по-
скольку оба эти значения необходимы для перезапуска поиска.

Упражнение 6.3. Реализуйте разновидности алгоритмов, принимающие не-
строгий интервал вместо ограниченного интервала, для всех версий �nd, кван-
торов, count и reduce.

Мы можем устранить одну из двух проверок в цикле �nd_if, если есть
уверенность в том, что элемент в интервале удовлетворяет предикату; такой
элемент называется защитным:

template<typename I, typename P>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))
I find_if_unguarded(I f, P p) {

// Предусловие: (∃l) readable_bounded_range(f, l)∧ some(f, l,p)
while (!p(source(f))) f = successor(f);
return f;
// Постусловие: p(source(f))

}

Применение предиката вместо его дополнения лежит в основе функции
�nd_if_not_unguarded.

Если имеются два интервала с одним и тем же типом значений и отношение
на этом типе значений, то можно обеспечить поиск несогласованной пары
значений:

template<typename I0, typename I1, typename R>
requires(Readable(I0) && Iterator(I0) &&

Readable(I1) && Iterator(I1) && Relation(R) &&
ValueType(I0) == ValueType(I1) &&
ValueType(I0) == Domain(R))

pair<I0, I1> find_mismatch(I0 f0, I0 l0, I1 f1, I1 l1, R r)
{

// Предусловие: readable_bounded_range(f0, l0)
// Предусловие: readable_bounded_range(f1, l1)
while (f0 != l0 && f1 != l1 && r(source(f0), source(f1))) {

f0 = successor(f0);
f1 = successor(f1);

}
return pair<I0, I1>(f0, f1);

}

Упражнение 6.4. Сформулируйте постусловие для �nd_mismatch и объясни-
те, почему происходит возврат окончательных значений обоих итераторов.

Естественным стандартным значением для отношения в �nd_mismatch яв-
ляется равенство на типе значений.
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Упражнение 6.5. Разработайте разновидности функции �nd_mismatch для
всех четырех комбинаций счетных и ограниченных интервалов.

Иногда бывает важно найти рассогласование не между интервалами, а меж-
ду смежными элементами одного и того же интервала:

template<typename I, typename R>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

Relation(R) && ValueType(I) == Domain(R))
I find_adjacent_mismatch(I f, I l, R r) {

// Предусловие: readable_bounded_range(f, l)
if (f == l) return l;
ValueType(I) x = source(f);
f = successor(f);
while (f != l && r(x, source(f))) {

x = source(f);
f = successor(f);

}
return f;

}

Мы должны скопировать предыдущее значение, поскольку не имеем воз-
можности применить source к итератору после применения к нему successor. Из
нестрогих требований к Iterator также следует, что возврат первого итератора
в несогласованной паре может привести к возврату не полностью сформиро-
ванного значения.

6.5. Увеличение интервалов

Если дано некоторое отношение на типе значений определенного итерато-
ра, то интервал, охватывающий этот тип итератора, называется сохраняющим
отношение, если отношение соблюдается для каждой смежной пары значе-
ний в интервале. Иными словами, �nd_adjacent_mismatch возвращает предел,
будучи вызванной с этим интервалом и отношением:

template<typename I, typename R>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

Relation(R) && ValueType(I) == Domain(R))
bool relation_preserving(I f, I l, R r)
{

// Предусловие: readable_bounded_range(f, l)
return l == find_adjacent_mismatch(f, l, r);

}

Если дано нестрогое упорядочение r, мы говорим, что интервал является
r-возрастающим, если он сохраняет отношение применительно к дополнению
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обращения r. Если дано нестрогое упорядочение r, мы говорим, что интервал
является строго r-возрастающим, если он сохраняет отношение примени-
тельно к r7. Несложно проверить, что интервал — строго возрастающий:

template<typename I, typename R>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

Relation(R) && ValueType(I) == Domain(R))
bool strictly_increasing_range(I f, I l, R r)
{

// Предусловие: readable_bounded_range(f, l)∧ weak_ordering(r)
return relation_preserving(f, l, r);

}

С помощью функционального объекта мы можем проверить, что интервал
является возрастающим:

template<typename R>
requires(Relation(R))

struct complement_of_converse
{

typedef Domain(R) T;
R r;
complement_of_converse(const R& r) : r(r) { }
bool operator()(const T& a, const T& b)
{

return !r(b, a);
}

};

template<typename I, typename R>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

Relation(R) && ValueType(I) == Domain(R))
bool increasing_range(I f, I l, R r)
{

// Предусловие: readable_bounded_range(f, l)∧ weak_ordering(r)
return relation_preserving(

f, l,
complement_of_converse<R>(r));

}

Определить strictly_increasing_counted_range и increasing_counted_range не-
сложно.

Если задан предикат p на типе значений некоторого итератора, то интер-
вал, распространяющийся на этот тип итератора, называется p-разделенным,
при условии, что все значения в интервале, удовлетворяющие предикату, сле-
дуют за всеми значениями в интервале, не удовлетворяющими предикату.

7Некоторые авторы используют неуменьшающиеся и возрастающие интервалы вместо воз-
растающих и строго возрастающих соответственно.
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Несложно предусмотреть проверку, которая показывает, является ли интер-
вал разделенным по p:

template<typename I, typename P>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))
bool partitioned(I f, I l, P p)
{

// Предусловие: readable_bounded_range(f, l)
return l == find_if_not(find_if(f, l, p), l, p);

}

Итератор, возвращенный вызовом �nd_if, называется точкой раздела;
это — первый итератор, если таковые вообще имеются, значение которого
удовлетворяет предикату.

Упражнение 6.6. Реализуйте предикат partitioned_n, который проверяет, яв-
ляется ли счетный интервал разделенным по p.

В ходе линейного поиска необходимо вызывать source после каждого при-
менения successor, поскольку неудавшаяся проверка не предоставляет инфор-
мацию о значении любого другого итератора в интервале. Но равномерность
разделенного интервала позволяет получить дополнительную информацию.

Лемма 6.8. Если p — предикат и [f, l) — p-разделенный интервал:

(∀m ∈ [f, l))¬p(source(m))⇒ (∀j ∈ [f,m])¬p(source(j))

(∀m ∈ [f, l))p(source(m))⇒ (∀j ∈ [m, l))p(source(j))

Это наталкивает на идею создания алгоритма дихотомического поиска для
определения точки раздела: при наличии равномерного распределения про-
верка существования средней точки интервала позволяет вдвое уменьшить
область поиска. Но такой алгоритм может потребовать обхода подынтерва-
ла, по которому уже выполнен обход, что выдвигает требование регулярности
successor.

6.6. Прямые итераторы

Преобразование функции successor в регулярную позволяет неоднократно
проходить через один и тот же интервал и поддерживать в интервале больше
одного итератора:
ForwardIterator(T) ,

Iterator(T)
∧ regular_unary_function(successor)
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Следует учитывать, что различия между Iterator и ForwardIterator со-
стоят только в одной аксиоме; новые операции отсутствуют. В дополнение
к successor все другие функциональные процедуры, определенные на уточ-
нениях концепции прямого итератора, которые будут введены ниже в этой
главе, являются регулярными. Регулярность successor позволяет реализовать
�nd_adjacent_mismatch без сохранения значения перед продвижением итера-
тора:

template<typename I, typename R>
requires(Readable(I) && ForwardIterator(I) &&

Relation(R) && ValueType(I) == Domain(R))
I find_adjacent_mismatch_forward(I f, I l, R r)
{

// Предусловие: readable_bounded_range(f, l)
if (f == l) return l;
I t;
do {

t = f;
f = successor(f);

} while (f != l && r(source(t), source(f)));
return f;

}

Следует учитывать, что значение t указывает на первый элемент этой несо-
гласованной пары и также может быть возвращено.

В главе 10 будет показано, как использовать планирование концепции для
создания перегруженных версий алгоритма, написанных для различных кон-
цепций итератора. Для обозначения различных версий применяются суффиксы
наподобие _forward.

Регулярность successor позволяет также реализовать алгоритм дихотоми-
ческого поиска для обнаружения точки раздела:

template<typename I, typename P>
requires(Readable(I) && ForwardIterator(I) &&

UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))
I partition_point_n(I f, DistanceType(I) n, P p) {

// Предусловие: readable_counted_range(f,n)∧ partitioned_n(f,n,p)
while (!zero(n)) {

DistanceType(I) h = half_nonnegative(n);
I m = f + h;
if (p(source(m))) {

n = h;
} else {

n = n - successor(h); f = successor(m);
}

}
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return f;
}

Лемма 6.9. partition_point_n возвращает точку раздела p-разделенного интер-
вала Jf,nM.

Для обнаружения точки раздела в ограниченном интервале с помощью
бисекции8 необходимо вначале определить размер интервала:

template<typename I, typename P>
requires(Readable(I) && ForwardIterator(I) &&

UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))
I partition_point(I f, I l, P p)
{

// Предусловие: readable_bounded_range(f, l)∧ partitioned(f, l,p)
return partition_point_n(f, l - f, p);

}

Это определение точки раздела непосредственно приводит к алгоритмам
дихотомического поиска в интервале, возрастающем по r, для нестрогого упо-
рядочения r. Любое значение a, независимо от того, появляется ли оно в воз-
растающем интервале, определяет два итератора в этом интервале, называе-
мые нижней и верхней границами. Неформально можно отметить, что ниж-
ней границей является первая позиция, в которой значение, эквивалентное
a, может появиться в возрастающей последовательности. Аналогично верх-
няя граница — это последователь последней позиции, где может появиться
значение, эквивалентное a. Поэтому элементы, эквивалентные a, появляются
только в полуоткрытом интервале от нижней до верхней границы. В качестве
примера укажем, что при условии полного упорядочения последовательность
с нижней границей l и верхней границей u для значения a выглядит следую-
щим образом:

x0, x1, . . . , xl−1︸ ︷︷ ︸
xi<a

, xl, . . . , xu−1︸ ︷︷ ︸
xi=a

, xu, xu+1, . . . , xn−1︸ ︷︷ ︸
xi>a

Следует учитывать, что любая из этих трех областей может быть пустой.

8Метод бисекции восходит к доказательству теоремы о среднем значении в [Bolzano 1817]
и независимо описан в [Cauchy 1821]. Больцано и Коши использовали этот метод для наибо-
лее общего случая непрерывных функций, а в [Lagrange 1795] он использовался еще раньше
для решения частной задачи аппроксимации корня многочлена. Первое описание применения
бисекции для поиска приведено Джоном В. Мочли в лекции “Сортировка и упорядочение”
[Mauchly 1946].
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Лемма 6.10. В возрастающем интервале [f, l), для любого значения a из типа
значений для интервала, интервал секционируется по следующим двум пре-
дикатам:

lower_bounda(x)⇔ ¬r(x,a)

upper_bounda(x)⇔ r(a, x)

Это позволяет формально определить нижнюю и верхнюю границы как
точки раздела для соответствующих предикатов.

Лемма 6.11. Итератор нижней границы предшествует или равен итератору
верхней границы.

Реализация функционального объекта, соответствующего этому предикату,
ведет непосредственно к созданию алгоритма определения нижней границы:

template<typename R>
requires(Relation(R))

struct lower_bound_predicate
{

typedef Domain(R) T;
const T& a;
R r;
lower_bound_predicate(const T& a, R r) : a(a), r(r) { }
bool operator()(const T& x) { return !r(x, a); }

};

template<typename I, typename R>
requires(Readable(I) && ForwardIterator(I) &&

Relation(R) && ValueType(I) == Domain(R))
I lower_bound_n(I f, DistanceType(I) n,

const ValueType(I)& a, R r)
{

// Предусловие: weak_ordering(r)∧ increasing_counted_range(f,n, r)
lower_bound_predicate<R> p(a, r);
return partition_point_n(f, n, p);

}

Аналогично для верхней границы:

template<typename R>
requires(Relation(R))

struct upper_bound_predicate
{

typedef Domain(R) T;
const T& a;
R r;
upper_bound_predicate(const T& a, R r) : a(a), r(r) { }
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bool operator()(const T& x) { return r(a, x); }
};

template<typename I, typename R>
requires(Readable(I) && ForwardIterator(I) &&

Relation(R) && ValueType(I) == Domain(R))
I upper_bound_n(I f, DistanceType(I) n,

const ValueType(I)& a, R r)
{

// Предусловие: weak_ordering(r)∧ increasing_counted_range(f,n, r)
upper_bound_predicate<R> p(a, r);
return partition_point_n(f, n, p);

}

Упражнение 6.7. Реализуйте процедуру, которая возвращает и нижнюю, и
верхнюю границы и выполняет меньше сравнений, чем сумма сравнений, ко-
торые были бы выполнены при вызове и lower_bound_n, и upper_bound_n9.

Предикат применяется в середине интервала, и это гарантирует, что даже
в наихудшем случае количество применений предиката в алгоритме поиска
точки раздела будет оптимальным. При любом другом выборе лучшим стал
бы конкурирующий алгоритм, который гарантирует, что больший подынтервал
содержит точку раздела. Если априори известна ожидаемая позиция точки
раздела, то проверка должна осуществляться в этой точке.

В partition_point_n предикат применяется ⌊log2 n⌋ + 1 раз, поэтому длина
интервала при каждом шаге сокращается вдвое. Количество сложений итера-
торов/целых чисел, выполняемых в алгоритме, определяется по логарифмиче-
скому закону.

Лемма 6.12. Что касается прямого итератора, то общее количество операций
successor, выполняемых в алгоритме, меньше или равно размеру интервала.

partition_point вычисляет также l− f, что в случае прямых итераторов при-
водит к выполнению еще n вызовов successor. Этот алгоритм целесообразно
использовать по отношению к прямым итераторам, таким как связные спис-
ки, когда применение предиката является более дорогостоящим, чем вызов
successor.

Лемма 6.13. При условии, что ожидаемое расстояние до точки раздела равно
половине размера интервала, partition_point работает быстрее по сравнению
с �nd_if при обнаружении точки раздела для прямых итераторов в любом
случае, если

costsuccessor <
(
1− 2

log2 n

n

)
costpredicate

9Аналогичная функция STL носит имя equal_range.
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6.7. Индексированные итераторы

Для обеспечения лучших характеристик partition_point, lower_bound
и upper_bound по сравнению с линейным поиском необходимо гарантировать,
чтобы операции сложения целого числа с итератором и вычитания итератора
из итератора выполнялись быстро:
IndexedIterator(T) ,

ForwardIterator(T)
∧ + : T × DistanceType(T)→ T

∧ − : T × T → DistanceType(T)
∧ + takes constant time
∧ − takes constant time

Операции + и −, которые были определены для Iterator в терминах
successor, теперь должны стать примитивными и быстрыми. Эта концепция
отличается от ForwardIterator только тем, что требования к сложности стано-
вятся более строгими. Мы ожидаем, что стоимость + и − на индексированных
итераторах будет почти полностью идентична стоимости successor.

6.8. Двунаправленные итераторы

В некоторых ситуациях индексация неосуществима, но у нас есть возмож-
ность двигаться в обратном направлении:
BidirectionalIterator(T) ,

ForwardIterator(T)
∧ predecessor : T → T

∧ predecessor takes constant time
∧ (∀i ∈ T) successor(i) определено⇒

predecessor(successor(i)) определено и равно i

∧ (∀i ∈ T) predecessor(i) определено⇒
successor(predecessor(i)) определено и равно i

Как и в отношении successor, функция predecessor не обязательно должна
быть полной; аксиомы этой концепции связывают ее область определения с об-
ластью определения successor. Мы ожидаем, что стоимость predecessor будет
почти полностью идентична стоимости successor.

Лемма 6.14. Если successor определена на двунаправленных итераторах i и j,

successor(i) = successor(j)⇒ i = j

В нестрогом интервале двунаправленных итераторов возможно движение
в обратном направлении вплоть до начала интервала:
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template<typename I>
requires(BidirectionalIterator(I))

I operator-(I l, DistanceType(I) n)
{

// Предусловие: n > 0∧ (∃f ∈ I)weak_range(f,n)∧ l = f+ n

while (!zero(n)) {
n = predecessor(n);
l = predecessor(l);

}
return l;

}

С помощью двунаправленных итераторов можно осуществлять поиск в об-
ратном направлении. Как было указано выше, при поиске в интервале итера-
торов n количество результатов составляет n + 1; это утверждение остается
истинным, выполняется ли поиск в прямом или обратном направлении. По-
этому мы должны придерживаться такого соглашения, чтобы полуоткрытые
левые интервалы обозначались в форме (f, l]. Для указания результата “не
найдено” мы возвращаем f, что вынуждает нас возвращать successor(i), если
найден удовлетворяющий условию элемент в итераторе i:

template<typename I, typename P>
requires(Readable(I) && BidirectionalIterator(I) &&

UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))
I find_backward_if(I f, I l, P p)
{

// Предусловие: (f, l] — читаемый ограниченный полуоткрытый
// левый интервал
while (l != f && !p(source(predecessor(l))))

l = predecessor(l);
return l;

}

Сравнение этого варианта с �nd_if служит иллюстрацией к преобразова-
нию программы: f и l меняются ролями, source(i) преобразуется в
source(predecessor(i)), а successor(i) — в predecessor(i). При этом преобразо-
вании в непустом интервале l допускает разадресацию, а f — нет.

Только что продемонстрированное преобразование программы может быть
применено к любому алгоритму, который принимает интервал прямых итера-
торов. Поэтому возможно реализовать вспомогательный тип, который после
получения типа двунаправленного итератора вырабатывает другой тип двуна-
правленного итератора, где successor преобразуется в predecessor, predecessor
преобразуется в successor, а source — в source для predecessor10. Этот вспомо-
гательный тип позволяет приспособить любой алгоритм для итераторов или

10В STL этот тип именуется вспомогательным типом обратного итератора.
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прямых итераторов к работе в обратном направлении на двунаправленных
итераторах, и это также позволяет в любом алгоритме на двунаправленных
итераторах менять направления обхода.

Упражнение 6.8. Перепишите �nd_backward_if так, чтобы в этой функции
осуществлялся только один вызов predecessor в цикле.

Упражнение 6.9. В качестве примера алгоритма, в котором используются
и successor, и predecessor, реализуйте предикат, определяющий, является ли
интервал палиндромом. Палиндром читается одинаково и в прямом, и в об-
ратном направлениях.

6.9. Итераторы с произвольным доступом

Некоторые типы итераторов удовлетворяют требованиям и к индексирован-
ным, и к двунаправленным итераторам. Эти типы, называемые итераторами
с произвольным доступом, позволяют воспользоваться всеми возможностями
компьютерной адресации:
RandomAccessIterator(T) ,

IndexedIterator(T)∧ BidirectionalIterator(T)
∧ TotallyOrdered(T)
∧ (∀i, j ∈ T) i < j⇔ i ≺ j

∧ Di�erenceType : RandomAccessIterator → Integer

∧ + : T × Di�erenceType(T)→ T

∧ − : T × Di�erenceType(T)→ T

∧ − : T × T → Di�erenceType(T)
∧ < требует постоянных затрат времени
∧ − применительно к итератору и целому числу требует постоянных

затрат времени
Di�erenceType(T) является достаточно большим для включения расстояний

и их аддитивных обратных значений; если i и j — итераторы из допустимого
интервала, то разность i−j всегда определена. С итератором можно складывать
отрицательное целое число или вычитать из него это число.

При менее строгих типах итераторов операции + и − определены только
в пределах одного интервала. Что касается типов итераторов с произвольным
доступом, то это утверждение относится к операции <, а также к операциям
+ и −. Вообще говоря, операция на двух итераторах определена, только если
они принадлежат к одному и тому же интервалу.

Проект 6.1. Определите аксиомы, связывающие друг с другом операции на
итераторах с произвольным доступом.

Стр.   121



122 Глава 6. Итераторы

Мы не описываем более подробно итераторы с произвольным доступом по
следующим причинам.

Теорема 6.1. Для любой процедуры, определенной на явно заданном интер-
вале итераторов с произвольным доступом, можно найти другую процедуру
с той же сложностью, которая определена на индексированных итераторах.

Доказательство. Поскольку операции на итераторах с произвольным досту-
пом определены только на итераторах, принадлежащих к одному и тому же
интервалу, возможно реализовать вспомогательный тип, который при наличии
индексированного типа итератора производит тип итератора с произвольным
доступом. Информация о состоянии такого итератора содержит сам итератор
f и целое число i и представляет итератор f+ i. Операции с итератором, такие
как +, − и <, оперируют над i; source оперирует над f + i. Иными слова-
ми, итератор, указывающий на начало интервала, вместе с индексом в этом
интервале ведет себя как итератор с произвольным доступом. 2

Эта теорема показывает, что теоретически указанные концепции являются
эквивалентными в любом контексте, в котором известны начала интервалов.
На практике мы пришли к выводу, что применение менее строгой концепции
не приводит к снижению производительности. Однако в некоторых случаях
должна быть откорректирована сигнатура, чтобы в нее было включено начало
интервала.

Проект 6.2. Реализуйте семейство абстрактных процедур поиска подпоследо-
вательности в последовательности. Опишите компромиссы, к которым необхо-
димо прийти при выборе соответствующего алгоритма11.

6.10. Резюме

Алгебра предоставляет иерархию концепций, таких как полугруппы, моно-
иды и группы, которые позволяют формулировать алгоритмы в наиболее об-
щем контексте. Подобным образом, концепции итератора (рис. 6.1) позволяют
формулировать в наиболее общем контексте алгоритмы на последовательных
структурах данных. При разработке этих концепций использовались три раз-
новидности усовершенствований: добавление операции, уточнение семантики
и ужесточение требований к сложности. В частности, применяемые в главе
три концепции, итератор, прямой итератор и индексированный итератор,
не только различаются своими операциями, но и имеют разную семантику
и сложность. Широкий набор алгоритмов поиска для различных концепций

11Два из наиболее известных алгоритмов для этой задачи приведены в [Boyer and Moore
1977] и [Knuth, et al. 1977]. [Musser and Nishanov 1997] может служить хорошей основой для
подготовки этих алгоритмов к работе на определенном уровне абстракции.
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Рис. 6.1. Концепции итератора

итераторов, счетных и ограниченных интервалов и способов упорядочения ин-
тервалов может служить основой последовательного программирования.
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125
Глава 7

Координатные структуры

В главе 6 представлено семейство концепций итераторов как интерфейса
между алгоритмами и объектами в структурах данных с неизменяемой линей-
ной формой. В настоящей главе мы выходим за рамки итераторов и приступаем
к рассмотрению координатных структур с более сложной формой. В ней бу-
дут введены бифуркатные координаты и реализованы алгоритмы на бинарных
деревьях с помощью машины для итерационного обхода дерева. После об-
суждения схемы концепций для координатных структур изложение материала
завершается алгоритмами для изоморфизма, эквивалентности и упорядочения.

7.1. Бифуркатные координаты

Итераторы позволяют осуществлять обход линейных структур, которые
имеют единственного последователя в каждой позиции. Вместе с тем находят
применение структуры данных с произвольным количеством последователей,
поэтому в настоящей главе рассматривается важный случай структур с двумя
и только с двумя последователями в каждой позиции, обозначенными как ле-
вый и правый. Чтобы можно было определять алгоритмы на этих структурах,
сформулируем следующую концепцию:

BifurcateCoordinate(T) ,
Regular(T)

∧ WeightType : BifurcateCoordinate → Integer

∧ empty : T → bool

∧ has_left_successor : T → bool

∧ has_right_successor : T → bool

∧ left_successor : T → T

∧ right_successor : T → T

∧ (∀i, j ∈ T) (left_successor(i) = j∨ right_successor(i) = j)⇒ ¬empty(j)
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Функция типа WeightType возвращает тип, позволяющий подсчитывать все
объекты в обходе, в котором используются бифуркатные координаты. Функция
WeightType аналогична функции DistanceType для типа итератора.

Предикат empty всюду определен. Если он возвращает true, ни одна из
прочих процедур не определена. empty является отрицанием предиката об-
ласти определения и для has_left_successor, и для has_right_successor. has_left_
successor — предикат области определения для left_successor, а has_right_
successor — предикат области определения для right_successor. Иными сло-
вами, если бифуркатная координата не пуста, то has_left_successor и has_right_
successor определены; если одна из этих функций возвращает true, то соот-
ветствующая функция определения последователя определена. В алгоритмах,
предназначенных для работы с итераторами, используются данные о пределе
или количестве для указания конца интервала. Что же касается бифуркатных
координат, то на концах ветвей имеется много позиций. Поэтому более целе-
сообразно ввести предикаты has_left_successor и has_right_successor для опре-
деления того, имеет ли координата последователей.

В данной книге мы описываем алгоритмы на концепции Bifurcate-
Coordinate, где все операции являются регулярными. В этом состоит отличие
от концепции Iterator , при использовании которой наиболее фундаменталь-
ные алгоритмы, такие как �nd, не требуют регулярности successor, и применя-
ются нерегулярные модели наподобие входных потоков. Для структур, в ко-
торых применение left_successor и right_successor приводит к изменению фор-
мы основополагающего бинарного дерева, требуется концепция WeakBifurcate-
Coordinate, в рамках которой операции не являются регулярными.

Форма структуры, доступ к которой осуществляется с помощью итерато-
ров, может быть циклической при нестрогом интервале и является линейно
сегментированной при счетном или ограниченном интервале. Для обсужде-
ния формы структуры, доступ к которой может осуществляться с помощью
бифуркатных координат, необходимо сформулировать понятие достижимости.

Бифуркатная координата y является подлинным потомком другой коорди-
наты x, если y — левый или правый последователь x или подлинный потомок
левого или правого последователя x. Бифуркатная координата y является по-
томком координаты x, если y = x или y — подлинный потомок x.

Потомки x образуют ориентированный ациклический граф, если для всех
y из потомков x узел y не является его собственным потомком. Иными сло-
вами, ни одна из последовательностей последователей любой координаты не
должна вести к самой себе. x называется корнем ориентированного ацикличе-
ского графа его потомков. Если потомки x образуют ориентированный ацикли-
ческий граф и их количество является конечным, то они образуют конечный
ориентированный ациклический граф. Высота конечного ориентированного
ациклического графа — это увеличенная на единицу максимальная длина по-
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следовательности последователей, начинающихся от корня графа, или нуль,
если граф пуст.

Бифуркатная координата y является достижимой слева от x, если она —
потомок левого последователя x; аналогичное определение относится к коор-
динате, достижимой справа.

Потомки x образуют дерево, если они входят в состав конечного ориен-
тированного ациклического графа и для всех y, z среди потомков x узел z

не является ни достижимым слева, ни достижимым справа от y. Иными сло-
вами, имеется уникальная последовательность последователей от некоторой
координаты до любого из ее потомков. Свойство, которое определяет граф как
дерево, имеет то же назначение для алгоритмов в этой главе, что и свойства,
определяющие ограниченные или счетные интервалы, которые использовались
в главе 6, — оно задает конечность, гарантирующую завершение:

property(C : BifurcateCoordinate)
tree : C

x 7→ потомки x образуют дерево
Ниже приведены рекурсивные алгоритмы вычисления веса и высоты

дерева.

template<typename C>
requires(BifurcateCoordinate(C))

WeightType(C) weight_recursive(C c)
{

// Предусловие: tree(c)
typedef WeightType(C) N;
if (empty(c)) return N(0);
N l(0);
N r(0);
if (has_left_successor(c))

l = weight_recursive(left_successor(c));
if (has_right_successor(c))

r = weight_recursive(right_successor(c));
return successor(l + r);

}

template<typename C>
requires(BifurcateCoordinate(C))

WeightType(C) height_recursive(C c)
{

// Предусловие: tree(c)
typedef WeightType(C) N;
if (empty(c)) return N(0);
N l(0);
N r(0);
if (has_left_successor(c))
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l = height_recursive(left_successor(c));
if (has_right_successor(c))

r = height_recursive(right_successor(c));
return successor(max(l, r));

}

Лемма 7.1. height_recursive(x) 6 weight_recursive(x)

Функция height_recursive правильно вычисляет высоту ориентированного
ациклического графа, но количество посещений ею каждой координаты равно
количеству путей к этой координате; этот факт означает, что weight_recursive
не вычисляет правильно вес ориентированного ациклического графа. Для ал-
горитмов обхода ориентированных ациклических графов и циклических струк-
тур требуется маркирование: способ запоминания того, какие координаты уже
были посещены.

Могут быть предложены три основных порядка обхода дерева с поиском
в глубину. При использовании всех этих трех порядков вначале полностью
осуществляется обход левых потомков, а затем правых потомков. Посеще-
ния координаты по принципу preorder происходят перед обходом ее потомков;
посещения inorder происходят между обходами левых и правых потомков; по-
сещения postorder происходят после обхода всех потомков. Мы именуем эти
три посещения с помощью следующего определения типа:

enum visit { pre, in, post };

Может быть выполнена любая комбинация обходов с помощью единствен-
ной процедуры, которая принимает в качестве параметра другую процедуру,
принимающую посещение вместе с координатой:

template<typename C, typename Proc>
requires(BifurcateCoordinate(C) &&

Procedure(Proc) && Arity(Proc) == 2 &&
visit == InputType(Proc, 0) &&
C == InputType(Proc, 1))

Proc traverse_nonempty(C c, Proc proc)
{

// Предусловие: tree(c)∧ ¬empty(c)
proc(pre, c);
if (has_left_successor(c))

proc = traverse_nonempty(left_successor(c), proc);
proc(in, c);
if (has_right_successor(c))

proc = traverse_nonempty(right_successor(c), proc);
proc(post, c);
return proc;

}
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7.2. Двунаправленные бифуркатные координаты

Для рекурсивного обхода требуется пространство стека, пропорциональное
высоте дерева, которая может достигать значения веса; это часто недопусти-
мо, если приходится иметь дело с большими несбалансированными деревьями.
Кроме того, интерфейс к traverse_nonempty не позволяет осуществлять парал-
лельный обход многочисленных деревьев. Вообще говоря, для обхода больше
чем одного дерева одновременно необходимо предусмотреть отдельный стек
для каждого дерева. Если бы мы объединили координату со стеком предыду-
щих координат, то создали бы новый тип координат с дополнительным пре-
образованием для получения предшественника. (Было бы более эффективно
использовать действия, а не преобразования, чтобы избежать копирования
каждый раз стека.) Такая координата моделировала бы концепцию двуна-
правленной бифуркатной координаты. Может быть предложена более про-
стая и более гибкая модель этой концепции: деревья, которые включают связь
предшественника в каждом узле. Такие деревья позволяют выполнять парал-
лельные обходы с постоянной потребностью в пространстве и обеспечивают
возможность реализовывать различные алгоритмы повторного балансирова-
ния. Издержки на сопровождение дополнительной связи обычно оправдыва-
ются.
BidirectionalBifurcateCoordinate(T) ,

BifurcateCoordinate(T)
∧ has_predecessor : T → bool

∧ (∀i ∈ T)¬empty(i)⇒ has_predecessor(i) определено
∧ predecessor : T → T

∧ (∀i ∈ T) has_left_successor(i)⇒
predecessor(left_successor(i)) определено и равно i

∧ (∀i ∈ T) has_right_successor(i)⇒
predecessor(right_successor(i)) определено и равно i

∧ (∀i ∈ T) has_predecessor(i)⇒
is_left_successor(i)∨ is_right_successor(i)

где is_left_successor и is_right_successor определены следующим образом:

template<typename T>
requires(BidirectionalBifurcateCoordinate(T))

bool is_left_successor(T j)
{

// Предусловие: has_predecessor(j)
T i = predecessor(j);
return has_left_successor(i) && left_successor(i) == j;

}
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template<typename T>
requires(BidirectionalBifurcateCoordinate(T))

bool is_right_successor(T j) {
// Предусловие: has_predecessor(j)
T i = predecessor(j);
return has_right_successor(i) && right_successor(i) == j;

}

Лемма 7.2. If x and y are bidirectional bifurcate coordinates,

left_successor(x) = left_successor(y)⇒ x = y

left_successor(x) = right_successor(y)⇒ x = y

right_successor(x) = right_successor(y)⇒ x = y

Упражнение 7.1. Противоречит ли существование координаты x, такой, что

is_left_successor(x)∧ is_right_successor(x)

аксиомам двунаправленных бифуркатных координат?

traverse_nonempty посещает каждую координату три раза, независимо от
того, имеет ли она последователей; благодаря сохранению этого инварианта
обход становится единообразным. Три посещения координаты всегда проис-
ходят в одном и том же порядке (pre, in, post), поэтому, если даны текущая
координата и только что выполненное посещение этой координаты, можно
определить следующую координату и следующее состояние с использованием
лишь информации о координате и ее предшественнике. Эти соображения при-
водят к созданию итерационного алгоритма обхода дерева с двунаправленными
бифуркатными координатами, характеризующегося постоянной потребностью
в пространстве. Обход зависит от машины — последовательности инструкций,
используемых как компонент многих алгоритмов:

template<typename C>
requires(BidirectionalBifurcateCoordinate(C))

int traverse_step(visit& v, C& c)
{

// Предусловие: has_predecessor(c)∨ v ̸= post

switch (v) {
case pre:

if (has_left_successor(c)) {
c = left_successor(c); return 1;

} v = in; return 0;
case in:

if (has_right_successor(c)) {
v = pre; c = right_successor(c); return 1;
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} v = post; return 0;
case post:

if (is_left_successor(c))
v = in;

c = predecessor(c); return -1;
}

}

Значением, возвращаемым процедурой, является изменение по высоте.
В алгоритме, основанном на traverse_step, используется цикл, в котором опре-
деляется, достигнута ли исходная координата в последнем посещении (post):

template<typename C>
requires(BidirectionalBifurcateCoordinate(C))

bool reachable(C x, C y)
{

// Предусловие: tree(x)
if (empty(x)) return false;
C root = x;
visit v = pre;
do {

if (x == y) return true;
traverse_step(v, x);

} while (x != root || v != post);
return false;

}

Лемма 7.3. Если reachable возвращает true, то v = pre имеет место непосред-
ственно перед возвратом.

Чтобы вычислить вес дерева, подсчитываем количество посещений pre в об-
ходе:

template<typename C>
requires(BidirectionalBifurcateCoordinate(C))

WeightType(C) weight(C c)
{

// Предусловие: tree(c)
typedef WeightType(C) N;
if (empty(c)) return N(0);
C root = c;
visit v = pre;
N n(1); // Инвариант: n — количество выполненных посещений pre

do {
traverse_step(v, c);
if (v == pre) n = successor(n);

} while (c != root || v != post);
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return n;
}

Упражнение 7.2. Внесите в weight такие изменения, чтобы осуществлялся
подсчет посещений in или post вместо pre.

Для вычисления высоты дерева необходимо отслеживать текущие значения
высоты и достигнутого максимума:

template<typename C>
requires(BidirectionalBifurcateCoordinate(C))

WeightType(C) height(C c)
{

// Предусловие: tree(c)
typedef WeightType(C) N;
if (empty(c)) return N(0);
C root = c;
visit v = pre;
N n(1); // Инвариант: n — максимальное значение высоты в посещениях

// pre, достигнутое до настоящего времени
N m(1); // Инвариант: m — высота текущего посещения pre

do {
m = (m - N(1)) + N(traverse_step(v, c) + 1);
n = max(n, m);

} while (c != root || v != post);
return n;

}

Дополнительные значения −1 и +1 предусмотрены на тот случай, что тип
WeightType — без знака. Данный код можно усовершенствовать с применением
версии, в которой значение max накапливается.

Мы можем определить итерационную процедуру, соответствующую
traverse_nonempty. Включаем проверку на то, что дерево — пустое, поскольку
такая проверка не выполняется при каждом рекурсивном вызове:

template<typename C, typename Proc>
requires(BidirectionalBifurcateCoordinate(C) &&

Procedure(Proc) && Arity(Proc) == 2 &&
visit == InputType(Proc, 0) &&
C == InputType(Proc, 1))

Proc traverse(C c, Proc proc)
{

// Предусловие: tree(c)
if (empty(c)) return proc;
C root = c;
visit v = pre;
proc(pre, c);
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do {
traverse_step(v, c);
proc(v, c);

} while (c != root || v != post);
return proc;

}

Упражнение 7.3. Воспользуйтесь traverse_step и процедурами из главы 2 для
определения того, образуют ли потомки двунаправленной бифуркатной коор-
динаты ориентированный ациклический граф.

Свойство readable_bounded_range для итераторов указывает, что для каж-
дого итератора в интервале source определено. Аналогичным свойством для
бифуркатных координат является следующее:

property(C : Readable)
requires(BifurcateCoordinate(C))

readable_tree : C
x 7→ tree(x)∧ (∀y ∈ C) reachable(x,y)⇒ source(y) определено

Алгоритмы для итераторов, такие как �nd и count, можно распространить
на бифуркатные координаты, для чего применяются два подхода: реализация
специализированных версий и реализация вспомогательного типа.

Проект 7.1. Реализуйте версии алгоритмов из главы 6 для двунаправленных
бифуркатных координат.

Проект 7.2. Спроектируйте вспомогательный тип, который после получения
типа двунаправленной бифуркатной координаты производит тип итератора,
осуществляющего доступ к координатам в порядке обхода (pre, in или post),
определенного при создании итератора.

7.3. Координатные структуры

До сих пор мы определили отдельные концепции, каждая из которых зада-
ет набор процедур и их семантику. Иногда бывает полезно определить схему
концепций, представляющую собой способ описания некоторых общих свойств
семейства концепций. Разумеется, невозможно определять алгоритмы на осно-
ве схемы концепций, но возможно описывать структуры связанных алгоритмов
на различных концепциях, принадлежащих к одной и той же схеме концеп-
ций. Например, мы определили несколько концепций итераторов, описываю-
щих линейные обходы, и концепций бифуркатных координат, описывающих
обход бинарных деревьев. Чтобы обеспечить обход в пределах произвольных
структур данных, мы вводим схему концепций под названием координатные
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структуры. Координатная структура может иметь несколько взаимосвязан-
ных типов координат, каждый из которых характеризуется применением раз-
личных функций обхода. Координатные структуры абстрагируют навигацион-
ные аспекты структур данных, тогда как сложные объекты, которые будут
введены в главе 12, абстрагируют управление и владение памятью. Для опи-
сания одного и того же множества объектов могут применяться многие разные
координатные структуры.

Концепция представляет собой координатную структуру, если она состо-
ит из одного или нескольких типов координат, нуля или большего количества
типов значений, одной или нескольких функций обхода и нуля или большего
количества функций доступа. Каждая функция обхода отображает один или
несколько типов координат и типов значений в тип координат, а каждая функ-
ция доступа отображает один или несколько типов координат и типов значений
в тип значений. Например, читаемый индексированный итератор, будучи рас-
сматриваемым как координатная структура, имеет один тип значений и два
типа координат: тип итератора и его тип расстояния. Функциями обхода явля-
ются + (складывающая расстояние с итератором) и − (позволяющая получить
расстояние между двумя итераторами). Предусмотрена одна функция доступа:
source.

7.4. Изоморфизм, эквивалентность и упорядочение

Две коллекции координат из одной и той же концепции координатной
структуры являются изоморфными, если они имеют одну и ту же форму.
Более формально, коллекции являются изоморфными, если имеется взаимно-
однозначное соответствие между этими двумя коллекциями, такое, что любое
допустимое применение функции обхода к координатам из первой коллекции
возвращает координату, соответствующую применению той же функции обхо-
да к соответствующим координатам из второй коллекции.

Изоморфизм не зависит от значений объектов, на которые указывают ко-
ординаты: в алгоритмах проверки изоморфизма используются только функции
обхода. Но изоморфизм требует, чтобы для соответствующих координат были
определены или не определены одни и те же функции доступа. Например, два
ограниченных или счетных интервала изоморфны, если имеют одинаковый
размер. Два нестрогих интервала прямых итераторов изоморфны, если они
имеют одну и ту же структуру орбиты, как определено в главе 2. Два дерева
изоморфны, если оба они пусты; если же оба дерева непусты, то изоморфизм
определяется с помощью следующего кода:

template<typename C0, typename C1>
requires(BifurcateCoordinate(C0) &&
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BifurcateCoordinate(C1))
bool bifurcate_isomorphic_nonempty(C0 c0, C1 c1)
{

// Предусловие: tree(c0)∧ tree(c1)∧ ¬empty(c0)∧ ¬empty(c1)
if (has_left_successor(c0))

if (has_left_successor(c1)) {
if (!bifurcate_isomorphic_nonempty(

left_successor(c0), left_successor(c1)))
return false;

} else return false;
else if (has_left_successor(c1)) return false;
if (has_right_successor(c0))

if (has_right_successor(c1)) {
if (!bifurcate_isomorphic_nonempty(

right_successor(c0), right_successor(c1)))
return false;

} else return false;
else if (has_right_successor(c1)) return false;
return true;

}

Лемма 7.4. Что касается двунаправленных бифуркатных координат, то дере-
вья изоморфны, если одновременные их обходы состоят из одинаковых после-
довательностей посещений:

template<typename C0, typename C1>
requires(BidirectionalBifurcateCoordinate(C0) &&

BidirectionalBifurcateCoordinate(C1))
bool bifurcate_isomorphic(C0 c0, C1 c1)
{

// Предусловие: tree(c0)∧ tree(c1)
if (empty(c0)) return empty(c1);
if (empty(c1)) return false;
C0 root0 = c0;
visit v0 = pre;
visit v1 = pre;
while (true) {

traverse_step(v0, c0);
traverse_step(v1, c1);
if (v0 != v1) return false;
if (c0 == root0 && v0 == post) return true;

}
}

В главе 6 содержатся алгоритмы для линейного и дихотомического поиска,
зависящие от свойств равенства и полного упорядочения, которые составляют
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часть понятия регулярности. Определив операции равенства и упорядочения
на коллекциях координат из координатной структуры, мы можем обеспечить
поиск коллекции объектов, а не отдельных объектов.

Две коллекции координат из одной и той же читаемой концепции коор-
динатной структуры и с одними и теми же типами значений являются экви-
валентными согласно заданным отношениям эквивалентности (по одному на
каждый тип значений), если они изоморфны и если применение одной и той
же функции доступа к соответствующим координатам из этих двух коллек-
ций приводит к возврату эквивалентных объектов. Замена отношений экви-
валентности равенствами для типов значений естественным образом приводит
к определению равенства коллекций координат.

Два читаемых ограниченных интервала эквивалентны, если они имеют
один и тот же размер и если соответствующие итераторы имеют эквивалент-
ные значения:

template<typename I0, typename I1, typename R>
requires(Readable(I0) && Iterator(I0) &&

Readable(I1) && Iterator(I1) &&
ValueType(I0) == ValueType(I1) &&
Relation(R) && ValueType(I0) == Domain(R))

bool lexicographical_equivalent(I0 f0, I0 l0, I1 f1, I1 l1, R r)
{

// Предусловие: readable_bounded_range(f0, l0)
// Предусловие: readable_bounded_range(f1, l1)
// Предусловие: equivalence(r)
pair<I0, I1> p = find_mismatch(f0, l0, f1, l1, r);
return p.m0 == l0 && p.m1 == l1;

}

Несложно реализовать lexicographical_equal, передавая функциональный
объект, реализующий равенство на типе значений, функции lexicographical_
equivalent:

template<typename T>
requires(Regular(T))

struct equal
{

bool operator()(const T& x, const T& y)
{

return x == y;
}

};

template<typename I0, typename I1>
requires(Readable(I0) && Iterator(I0) &&

Readable(I1) && Iterator(I1) &&

Стр.   136



7.4. Изоморфизм, эквивалентность и упорядочение 137

ValueType(I0) == ValueType(I1))
bool lexicographical_equal(I0 f0, I0 l0, I1 f1, I1 l1)
{

return lexicographical_equivalent(f0, l0, f1, l1,
equal<ValueType(I0)>());

}

Два читаемых дерева эквивалентны, если они изоморфны и если соответ-
ствующие координаты имеют эквивалентные значения:

template<typename C0, typename C1, typename R>
requires(Readable(C0) && BifurcateCoordinate(C0) &&

Readable(C1) && BifurcateCoordinate(C1) &&
ValueType(C0) == ValueType(C1) &&
Relation(R) && ValueType(I0) == Domain(R))

bool bifurcate_equivalent_nonempty(C0 c0, C1 c1, R r)
{

// Предусловие: readable_tree(c0)∧ readable_tree(c1)
// Предусловие: ¬empty(c0)∧ ¬empty(c1)
// Предусловие: equivalence(r)
if (!r(source(c0), source(c1))) return false;
if (has_left_successor(c0))

if (has_left_successor(c1)) {
if (!bifurcate_equivalent_nonempty(

left_successor(c0), left_successor(c1), r))
return false;

} else return false;
else if (has_left_successor(c1)) return false;
if (has_right_successor(c0))

if (has_right_successor(c1)) {
if (!bifurcate_equivalent_nonempty(

right_successor(c0), right_successor(c1), r))
return false;

} else return false;
else if (has_right_successor(c1)) return false;
return true;

}

Что касается двунаправленных бифуркатных координат, то деревья эквива-
лентны, если одновременные их обходы приводят к одинаковой последователь-
ности посещений и если соответствующие координаты имеют эквивалентные
значения:

template<typename C0, typename C1, typename R>
requires(Readable(C0) &&

BidirectionalBifurcateCoordinate(C0) &&
Readable(C1) &&
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BidirectionalBifurcateCoordinate(C1) &&
ValueType(C0) == ValueType(C1) &&
Relation(R) && ValueType(C) == Domain(R))

bool bifurcate_equivalent(C0 c0, C1 c1, R r)
{

// Предусловие: readable_tree(c0)∧ readable_tree(c1)
// Предусловие: equivalence(r)
if (empty(c0)) return empty(c1);
if (empty(c1)) return false;
C0 root0 = c0;
visit v0 = pre;
visit v1 = pre;
while (true) {

if (v0 == pre && !r(source(c0), source(c1)))
return false;

traverse_step(v0, c0);
traverse_step(v1, c1);
if (v0 != v1) return false;
if (c0 == root0 && v0 == post) return true;

}
}

Мы можем распространить нестрогое (полное) упорядочение на читаемые
интервалы итераторов, используя лексикографическое упорядочение, при ко-
тором игнорируются префиксы эквивалентных (равных) значений, а более ко-
роткий интервал рассматривается как предшествующий более длинному:

template<typename I0, typename I1, typename R>
requires(Readable(I0) && Iterator(I0) &&

Readable(I1) && Iterator(I1) &&
ValueType(I0) == ValueType(I1) &&
Relation(R) && ValueType(I0) == Domain(R))

bool lexicographical_compare(I0 f0, I0 l0, I1 f1, I1 l1, R r)
{

// Предусловие: readable_bounded_range(f0, l0)
// Предусловие: readable_bounded_range(f1, l1)
// Предусловие: weak_ordering(r)
while (true) {

if (f1 == l1) return false;
if (f0 == l0) return true;
if (r(source(f0), source(f1))) return true;
if (r(source(f1), source(f0))) return false;
f0 = successor(f0);
f1 = successor(f1);

}
}
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Несложно специализировать этот код для lexicographical_less, передавая как
r функциональный объект, воплощающий в себе операцию < на типе значений:

template<typename T>
requires(TotallyOrdered(T))

struct less {
bool operator()(const T& x, const T& y)
{

return x < y;
}

};

template<typename I0, typename I1>
requires(Readable(I0) && Iterator(I0) &&

Readable(I1) && Iterator(I1) &&
ValueType(I0) == ValueType(I1))

bool lexicographical_less(I0 f0, I0 l0, I1 f1, I1 l1)
{

return lexicographical_compare(f0, l0, f1, l1,
less<ValueType(I0)>());

}

Упражнение 7.4. Объясните, почему в функции lexicographical_compare тре-
тью и четвертую инструкции if можно переставить местами, а первую и вто-
рую — нет.

Упражнение 7.5. Объясните, почему мы не стали реализовывать функцию
lexicographical_compare с помощью �nd_mismatch.

Мы можем также распространить лексикографическое упорядочение на би-
фуркатные координаты, игнорируя эквивалентные поддеревья, исходящие из
корня, и рассматривая координату без левого последователя как предшеству-
ющую координате, имеющей левого последователя. Если текущие значения
и левые поддеревья не определяют результат, то рассматривайте координату
без правого последователя как предшествующую координате, имеющей право-
го последователя.

Упражнение 7.6. Реализуйте bifurcate_compare_nonempty для читаемых би-
фуркатных координат.

Читатели, выполнившие предыдущее упражнение, оценят простоту сравне-
ния деревьев на основе двунаправленных координат и итерационного обхода:

template<typename C0, typename C1, typename R>
requires(Readable(C0) &&

BidirectionalBifurcateCoordinate(C0) &&
Readable(C1) &&
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BidirectionalBifurcateCoordinate(C1) &&
Relation(R) && ValueType(C) == Domain(R))

bool bifurcate_compare(C0 c0, C1 c1, R r)
{

// Предусловие: readable_tree(c0)∧ readable_tree(c1)∧ weak_ordering(r)
if (empty(c1)) return false;
if (empty(c0)) return true;
C0 root0 = c0;
visit v0 = pre;
visit v1 = pre;
while (true) {

if (v0 == pre) {
if (r(source(c0), source(c1))) return true;
if (r(source(c1), source(c0))) return false;

}
traverse_step(v0, c0);
traverse_step(v1, c1);
if (v0 != v1) return v0 > v1;
if (c0 == root0 && v0 == post) return false;

}
}

Мы можем реализовать bifurcate_shape_compare, передавая в bifurcate_
compare отношение, которое всегда имеет значение false. Это позволяет отсор-
тировать интервал деревьев, а затем воспользоваться upper_bound для поиска
изоморфного дерева за логарифмическое время.

Проект 7.3. Спроектируйте координатную структуру для семейства структур
данных и распространите понятия изоморфизма, эквивалентности и упорядо-
чения на эту координатную структуру.

7.5. Резюме

Линейные структуры играют фундаментальную роль в информатике, а ите-
раторы предоставляют естественный интерфейс между такими структурами
и алгоритмами для работы с ними. Однако имеются нелинейные структуры
данных со своими собственными нелинейными координатными структурами.
Двунаправленные бифуркатные координаты предоставляют пример итератив-
ных алгоритмов, весьма отличных от алгоритмов на интервалах итераторов.
Мы распространяем понятия изоморфизма, равенства и упорядочения на кол-
лекции координат с различными топологиями.
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Глава 8
Координаты с изменяемыми

последователями

В настоящей главе вводятся концепции итератора и координатной струк-
туры, которые обеспечивают повторное связывание: изменение successor или
других функций обхода применительно к конкретной координате. Повторное
связывание позволяет реализовать такие переупорядочения, как сортировки,
которые сохраняют значение source в координате. Мы вводим машины по-
вторного связывания, которые сохраняют определенные структурные свойства
координат. В заключение рассматривается машина, позволяющая выполнять
определенные обходы дерева без использования стека или связей с предше-
ственником с помощью временного повторного связывания координат в тече-
ние обхода.

8.1. Связанные итераторы

В главе 6 функция successor для заданного итератора рассматривалась
как неизменяемая: применение successor к определенному значению итерато-
ра всегда приводит к возврату одного и того же результата. Тип связанного
итератора — это тип прямого итератора, для которого существует объект
формирователя связей; применение объекта формирователя связей к итера-
тору позволяет преобразовать функцию successor для этого итератора в изме-
няемую. Такие итераторы моделируются с помощью связанных списков, в ко-
торых связи между узлами могут быть изменены. Мы используем объекты
формирователей связей, а не единственную функцию set_successor, перегру-
женную применительно к типу итератора, чтобы иметь возможность исполь-
зовать различные связи для одной и той же структуры данных. Например,
двухсвязные списки могут быть связаны путем задания связей и с последо-
вателем, и с предшественником или с помощью установления связей только
с последователем. Это позволяет свести работу многопроходного алгоритма
к минимуму путем избавления от необходимости сопровождать связи с пред-
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шественником до заключительного прохода. Таким образом, мы определяем
концепции для связанных итераторов косвенно, в терминах соответствующих
объектов формирователей связей. Но неформально мы продолжаем вести речь
о типах связанных итераторов. Чтобы определить требования к объектам фор-
мирователей связей, мы определяем следующие взаимозависимые концепции:
ForwardLinker(S) ,

IteratorType : ForwardLinker → ForwardIterator

∧ Пусть I = IteratorType(S) в:
(∀s ∈ S) (s : I× I→ void)

∧ (∀s ∈ S) (∀i, j ∈ I) if successor(i) определено,
то s(i, j) устанавливает successor(i) = j

BackwardLinker(S) ,
IteratorType : BackwardLinker → BidirectionalIterator

∧ Пусть I = IteratorType(S) в:
(∀s ∈ S) (s : I× I→ void)

∧ (∀s ∈ S) (∀i, j ∈ I) if predecessor(j) определено,
то s(i, j) устанавливает i = predecessor(j)

BidirectionalLinker(S) , ForwardLinker(S)∧ BackwardLinker(S)

Два интервала являются непересекающимися, если они не включают ни
одного общего итератора. Для полуоткрытых ограниченных интервалов это
соответствует следующему:

property(I : Iterator)
disjoint : I× I× I× I

(f0, l0, f1, l1) 7→ (∀i ∈ I)¬(i ∈ [f0, l0)∧ i ∈ [f1, l1))

то же можно определить для других разновидностей интервалов. Разумеет-
ся, связанные итераторы остаются итераторами, поэтому по отношению к ним
можно использовать все понятия, которые были определены нами для интер-
валов, но для связанных итераторов непересекаемость и все другие свойства
интервалов со временем могут изменяться. Возможно, чтобы для непересе-
кающихся интервалов прямых итераторов только с формирователем прямых
связей (односвязных списков) был предусмотрен один и тот же предел, обыч-
но называемый nil.

8.2. Переупорядочение связей

Переупорядочение связей — это алгоритм, принимающий один или не-
сколько связанных интервалов и возвращающий один или несколько связан-
ных интервалов, а также удовлетворяющий следующим свойствам.

� Входные интервалы (будь то счетные или ограниченные) являются по-
парно непересекающимися.
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� Выходные интервалы (будь то счетные или ограниченные) являются по-
парно непересекающимися.

� Каждый итератор во входном интервале появляется в одном из выходных
интервалов.

� Каждый итератор в выходном интервале появляется в одном из входных
интервалов.

� Каждый итератор в каждом выходном интервале обозначает тот же объ-
ект, что и перед переупорядочением, и этот объект имеет то же значение.

Следует отметить, что отношения successor и predecessor, которые соблюда-
лись во входных интервалах, могут не соблюдаться в выходных интервалах.

Переупорядочение связей является сохраняющим предшествование, если
всякий раз, когда два итератора i ≺ j в выходном интервале исходят из одного
и того же входного интервала, оказывается, что условие i ≺ j изначально
соблюдалось во входном интервале.

При реализации переупорядочения связей необходимо следить за тем, что-
бы удовлетворялись свойства непересекаемости, сохранения и упорядочения.
На следующем этапе мы представим три короткие процедуры, или машины,
каждая из которых выполняет один шаг обхода или связывания, а затем при-
ступим к составлению на основе этих машин переупорядочений связей для
разбиения, объединения и обращения связанных интервалов. Первые две ма-
шины устанавливают или поддерживают отношения f = successor(t) между
двумя объектами итераторов, передаваемыми по ссылке:

template<typename I>
requires(ForwardIterator(I))

void advance_tail(I& t, I& f)
{

// Предусловие: successor(f) определено
t = f;
f = successor(f);

}

template<typename S>
requires(ForwardLinker(S))

struct linker_to_tail
{

typedef IteratorType(S) I;
S set_link;
linker_to_tail(const S& set_link) : set_link(set_link) { }
void operator()(I& t, I& f)
{

// Предусловие: successor(f) определено
set_link(t, f);
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advance_tail(t, f);
}

};

Мы можем использовать advance_tail для поиска последнего итератора
в непустом ограниченном интервале1:

template<typename I>
requires(ForwardIterator(I))

I find_last(I f, I l) {
// Предусловие: bounded_range(f, l)∧ f ̸= l

I t;
do

advance_tail(t, f);
while (f != l);
return t;

}

Можно также использовать advance_tail и linker_to_tail совместно для раз-
биения одного интервала на два с учетом значения псевдопредиката, при-
меняемого к каждому итератору. Псевдопредикат не обязательно является
регулярным, причем его результат может зависеть от собственного состоя-
ния, а также от его входов. Например, псевдопредикат может игнорировать
свои аргументы и возвращать попеременно значения false и true. Рассматри-
ваемый алгоритм принимает ограниченный интервал связанных итераторов,
псевдопредикат на типе связанного итератора и объект формирователя связей.
Алгоритм возвращает пару интервалов: итераторы, не удовлетворяющие псев-
допредикату, и итераторы, удовлетворяющие ему. Полезно представить эти
возвращаемые интервалы как закрытые ограниченные интервалы [h, t], где h

является первым, или головным, итератором, а t — последним, или хвосто-
вым, итератором. Возврат хвоста каждого интервала позволяет вызывающему
объекту повторно связывать этот итератор, не будучи вынужденным произ-
водить обход по направлению к нему (например, с использованием �nd_last).
Но любой из возвращенных интервалов может быть пустым, для представле-
ния чего применяется возврат h = t = l, где l — предел входного интервала.
Связи successor хвостов двух возвращенных интервалов не изменяются этим
алгоритмом. Сам алгоритм приведен ниже.

template<typename I, typename S, typename Pred>
requires(ForwardLinker(S) && I == IteratorType(S) &&

UnaryPseudoPredicate(Pred) && I == Domain(Pred))
pair< pair<I, I>, pair<I, I> >
split_linked(I f, I l, Pred p, S set_link)

1Следует отметить, что в функции �nd_adjacent_mismatch_forward из главы 6 неявно ис-
пользовалась advance_tail.
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{
// Предусловие: bounded_range(f, l)
typedef pair<I, I> P;
linker_to_tail<S> link_to_tail(set_link);
I h0 = l; I t0 = l;
I h1 = l; I t1 = l;
if (f == l) goto s4;
if (p(f)) { h1 = f; advance_tail(t1, f); goto s1; }
else { h0 = f; advance_tail(t0, f); goto s0; }

s0: if (f == l) goto s4;
if (p(f)) { h1 = f; advance_tail(t1, f); goto s3; }
else { advance_tail(t0, f); goto s0; }

s1: if (f == l) goto s4;
if (p(f)) { advance_tail(t1, f); goto s1; }
else { h0 = f; advance_tail(t0, f); goto s2; }

s2: if (f == l) goto s4;
if (p(f)) { link_to_tail(t1, f); goto s3; }
else { advance_tail(t0, f); goto s2; }

s3: if (f == l) goto s4;
if (p(f)) { advance_tail(t1, f); goto s3; }
else { link_to_tail(t0, f); goto s2; }

s4: return pair<P, P>(P(h0, t0), P(h1, t1));
}

Эта процедура представляет собой конечный автомат. Переменные t0 и t1

указывают на хвосты двух выходных интервалов соответственно. Эти состоя-
ния соответствуют следующим условиям:

s0: successor(t0) = f∧ ¬p(t0)

s1: successor(t1) = f∧ p(t1)

s2: successor(t0) = f∧ ¬p(t0)∧ p(t1)

s3: successor(t1) = f∧ ¬p(t0)∧ p(t1)

Повторное связывание необходимо только при перемещениях между состо-
яниями s2 и s3. Инструкции goto, которые ведут от состояния к непосред-
ственно следующему за ним состоянию, включены для симметричности.

Лемма 8.1. Для каждого из интервалов [h, t], возвращенных split_linked, име-
ет место h = l⇔ t = l.

Упражнение 8.1. При условии, что один из интервалов (h, t), возвращенных
split_linked, не пуст, объясните, на что указывает итератор t и каково значение
successor(t).

Лемма 8.2. split_linked является сохраняющим предшествование переупорядо-
чением связей.
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Мы можем также использовать advance_tail и linker_to_tail для реализации
алгоритма объединения двух интервалов в один интервал на основе псевдо-
отношения, применяемого к головам оставшихся частей входных интервалов.
Псевдоотношение — это бинарный однородный псевдопредикат, который по-
этому не обязательно должен быть регулярным. Этот алгоритм принимает
два ограниченных интервала связанных итераторов, псевдоотношение на типе
связанного итератора и объект формирователя связей. Алгоритм возвращает
тройку (f, t, l), где [f, l) — полуоткрытый интервал объединенных итерато-
ров, а t ∈ [f, l) — итератор, посещенный последним. Последующий вызов
�nd_last(t, l) возвращает последний итератор в интервале, что позволяет его
связать с другим интервалом. Сам алгоритм приведен ниже.

template<typename I, typename S, typename R>
requires(ForwardLinker(S) && I == IteratorType(S) &&

PseudoRelation(R) && I == Domain(R))
triple<I, I, I>
combine_linked_nonempty(I f0, I l0, I f1, I l1, R r, S set_link)
{

// Предусловие: bounded_range(f0, l0)∧ bounded_range(f1, l1)
// Предусловие: f0 ̸= l0∧ f1 ̸= l1∧ disjoint(f0, l0, f1, l1)
typedef triple<I, I, I> T;
linker_to_tail<S> link_to_tail(set_link);
I h; I t;
if (r(f1, f0)) { h = f1; advance_tail(t, f1); goto s1; }
else { h = f0; advance_tail(t, f0); goto s0; }

s0: if (f0 == l0) goto s2;
if (r(f1, f0)) { link_to_tail(t, f1); goto s1; }
else { advance_tail(t, f0); goto s0; }

s1: if (f1 == l1) goto s3;
if (r(f1, f0)) { advance_tail(t, f1); goto s1; }
else { link_to_tail(t, f0); goto s0; }

s2: set_link(t, f1); return T(h, t, l1);
s3: set_link(t, f0); return T(h, t, l0);
}

Упражнение 8.2. Реализуйте combine_linked, допуская возможность пустых
входов. Какое значение должно быть возвращено в качестве итератора, посе-
щенного последним?

Эта процедура также представляет собой конечный автомат. Переменная t

указывает на хвост выходного интервала. Эти состояния соответствуют сле-
дующим условиям:

s0: successor(t) = f0∧ ¬r(f1, t)

s1: successor(t) = f1∧ r(t, f0)
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Переупорядочение связей необходимо только при перемещении между со-
стояниями s0 и s1.

Лемма 8.3. Если вызов combine_linked_nonempty(f0, l0, f1, l1, r, s) возвращает
(h, t, l), то h равно f0 или f1 и независимо от этого l равно l0 или l1.

Лемма 8.4. Если достигнуто состояние s2, то t берется из исходного интер-
вала [f0, l0), successor(t) = l0 и f1 ̸= l1; если достигнуто состояние s3, то t

берется из исходного интервала [f1, l1), successor(t) = l1 и f0 ̸= l0.

Лемма 8.5. combine_linked_nonempty является сохраняющим предшествование
переупорядочением связей.

Третья машина устанавливает связь с головой списка, а не с его хвостом:

template<typename I, typename S>
requires(ForwardLinker(S) && I == IteratorType(S))

struct linker_to_head
{

S set_link;
linker_to_head(const S& set_link) : set_link(set_link) { }
void operator()(I& h, I& f)
{

// Предусловие: successor(f) определено
IteratorType(S) tmp = successor(f);
set_link(f, h);
h = f;
f = tmp;

}
};

С помощью этой машины можно осуществить обращение интервала ите-
раторов:

template<typename I, typename S>
requires(ForwardLinker(S) && I == IteratorType(S))

I reverse_append(I f, I l, I h, S set_link)
{

// Предусловие: bounded_range(f, l)∧ h /∈ [f, l)
linker_to_head<I, S> link_to_head(set_link);
while (f != l) link_to_head(h, f);
return h;

}

Чтобы можно было избежать совместного использования подлинных хво-
стов, h должно быть началом непересекающегося связанного списка (для од-
носвязного списка допустимо значение nil), или l. Разумеется, можно исполь-
зовать l в качестве начального значения для h (что дает нам reverse_linked),
но удобнее передавать отдельный накопительный параметр.
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8.3. Области применения переупорядочений связей

Если задан предикат на типе значений типа связанных итераторов, мож-
но использовать split_linked для разделения некоторого интервала. Необходима
вспомогательная функция для преобразования предиката на значениях в пре-
дикат на итераторах:

template<typename I, typename P>
requires(Readable(I) &&

Predicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))
struct predicate_source
{

P p;
predicate_source(const P& p) : p(p) { }
bool operator()(I i)
{

return p(source(i));
}

};

Эта вспомогательная функция позволяет разделить интервал на значения,
не удовлетворяющие данному предикату, и значения, которые ему удовлетво-
ряют:

template<typename I, typename S, typename P>
requires(ForwardLinker(S) && I == IteratorType(S) &&

UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))
pair< pair<I, I>, pair<I, I> >
partition_linked(I f, I l, P p, S set_link)
{

predicate_source<I, P> ps(p);
return split_linked(f, l, ps, set_link);

}

Если задано нестрогое упорядочение на типе значений типа связанных
итераторов, мы можем использовать combine_linked_nonempty для объедине-
ния увеличивающихся интервалов. И в этом случае требуется вспомогатель-
ная функция для преобразования отношения на значениях в отношение на
итераторах:

template<typename I0, typename I1, typename R>
requires(Readable(I0) && Readable(I1) &&

ValueType(I0) == ValueType(I1) &&
Relation(R) && ValueType(I0) == Domain(R))

struct relation_source
{

R r;
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relation_source(const R& r) : r(r) { }
bool operator()(I0 i0, I1 i1)
{

return r(source(i0), source(i1));
}

};

После объединения интервалов с помощью этого отношения остается лишь
найти последний итератор объединенного интервала и задать его равным l1:

template<typename I, typename S, typename R>
requires(Readable(I) &&

ForwardLinker(S) && I == IteratorType(S) &&
Relation(R) && ValueType(I) == Domain(R))

pair<I, I> merge_linked_nonempty(I f0, I l0, I f1, I l1,
R r, S set_link)

{
// Предусловие: f0 ̸= l0∧ f1 ̸= l1

// Предусловие: increasing_range(f0, l0, r)
// Предусловие: increasing_range(f1, l1, r)
relation_source<I, I, R> rs(r);
triple<I, I, I> t = combine_linked_nonempty(f0, l0, f1, l1,

rs, set_link);
set_link(find_last(t.m1, t.m2), l1);
return pair<I, I>(t.m0, l1);

}

Лемма 8.6. Если [f0, l0) и [f1, l1) — непустые увеличивающиеся ограничен-
ные интервалы, то результат их объединения с помощью merge_linked_nonempty

представляет собой увеличивающийся ограниченный интервал.

Лемма 8.7. Если i0 ∈ [f0, l0) и i1 ∈ [f1, l1) — итераторы, значения которых
эквивалентны согласно отношению r, то при объединении этих интервалов
с помощью merge_linked_nonempty имеет место i0 ≺ i1.

Если определена функция merge_linked_nonempty, то несложно реализовать
сортировку с объединением:

template<typename I, typename S, typename R>
requires(Readable(I) &&

ForwardLinker(S) && I == IteratorType(S) &&
Relation(R) && ValueType(I) == Domain(R))

pair<I, I> sort_linked_nonempty_n(I f, DistanceType(I) n,
R r, S set_link)

{
// Предусловие: counted_range(f,n)∧ n > 0∧ weak_ordering(r)
typedef DistanceType(I) N;
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typedef pair<I, I> P;
if (n == N(1)) return P(f, successor(f));
N h = half_nonnegative(n);
P p0 = sort_linked_nonempty_n(f, h, r, set_link);
P p1 = sort_linked_nonempty_n(p0.m1, n - h, r, set_link);
return merge_linked_nonempty(p0.m0, p0.m1,

p1.m0, p1.m1, r, set_link);
}

Лемма 8.8. sort_linked_nonempty_n представляет собой переупорядочение свя-
зей.

Лемма 8.9. Если Jf,nM является непустым счетным интервалом, то sort_
linked_nonempty_n переупорядочивает его в увеличивающийся ограниченный
интервал.

Сортировка на связанном интервале является стабильной относительно
нестрогого упорядочения r, если всякий раз, когда итераторы i ≺ j на входе
имеют эквивалентные значения относительно r, на выходе соблюдается усло-
вие i ≺ j.

Лемма 8.10. sort_linked_nonempty_n является устойчивым относительно пре-
дусмотренного нестрогого упорядочения r.

Упражнение 8.3. Определите формулы для количества применений отноше-
ния и объекта формирователя связей в sort_linked_nonempty_n в наихудшем
случае и в среднем.

Очевидно, что количество операций, выполняемых sort_linked_nonempty_n,
близко к оптимальному, но при плохом расположении ссылок полезность этой
функции становится ограниченной, если связанная структура не помещается
в кэш-памяти. В таких ситуациях, если доступна дополнительная память,
необходимо скопировать связанный список в массив и отсортировать массив.

Сортировка связанного интервала не зависит от predecessor. Сопровождение
инварианта

i = predecessor(successor(i))

требует применения количества операций обратного связывания, пропорци-
онального количеству сравнений. Можно избежать дополнительной работы,
нарушая на время этот инвариант. Предположим, что I — тип связанных дву-
направленных итераторов, а forward_linker и backward_linker — соответ-
ственно объекты формирователей прямых и обратных связей для I. Мы можем
предоставить объект forward_linker для процедуры сортировки (рассматри-
вая список как односвязный), а затем исправлять связи predecessor, применяя
backward_linker к каждому итератору, начиная с первого:
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pair<I, I> p = sort_linked_nonempty_n(f, n,
r, forward_linker);

f = p.m0;
while (f != p.m1) {

backward_linker(f, successor(f));
f = successor(f);

};

Упражнение 8.4. Реализуйте связанное переупорядочение с сохранением
предшествования unique, при котором берется связанный интервал и отно-
шение эквивалентности на типе значений итераторов, а затем вырабатывают-
ся два интервала путем перемещения всех итераторов, кроме первого, в лю-
бую смежную последовательность итераторов с эквивалентными значениями
во второй интервал.

8.4. Связанные бифуркатные координаты

Если разрешается внесение изменений в функцию successor, то появляется
возможность создания алгоритмов переупорядочения связей, таких как объ-
единение и разбиение. Полезно иметь изменяемые функции обхода для других
координатных структур. Проиллюстрируем эту идею с помощью связанных би-
фуркатных координат.

Применяя связанные итераторы, мы передавали операцию связывания в ка-
честве параметра, поскольку необходимо было использовать разные операции
связывания: например, при восстановлении обратных связей после сортировки.
Что касается связанных бифуркатных координат, то, по-видимому, нет необ-
ходимости применять альтернативные версии операций связывания, поэтому
мы определим их в концепции:
LinkedBifurcateCoordinate(T) ,

BifurcateCoordinate(T)
∧ set_left_successor : T × T → void

(i, j) 7→ устанавливает left_successor(i) = j

∧ set_right_successor : T × T → void

(i, j) 7→ устанавливает right_successor(i) = j

Область определения для set_left_successor и set_right_successor представ-
ляет собой множество непустых координат.

Деревья составляют разнообразный набор возможных структур данных
и алгоритмов. В качестве заключения в этой главе приведем небольшой набор
алгоритмов для иллюстрации важного метода программирования. Этот метод,
называемый обращением связей, предусматривает изменение связей во время
обхода дерева и восстановление исходного состояния после полного обхода,
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для чего требуется лишь постоянное дополнительное пространство. Для обра-
щения связей требуются дополнительные аксиомы, которые позволяют иметь
дело с пустыми координатами: теми, на которых функции обхода не опреде-
лены:
EmptyLinkedBifurcateCoordinate(T) ,

LinkedBifurcateCoordinate(T)
∧ empty(T())2

∧ ¬empty(i)⇒
left_successor(i) и right_successor(i) определены

∧ ¬empty(i)⇒
(¬has_left_successor(i)⇔ empty(left_successor(i)))

∧ ¬empty(i)⇒
(¬has_right_successor(i)⇔ empty(right_successor(i)))

traverse_step из главы 7 является эффективным способом осуществления обхо-
да с помощью двунаправленных бифуркатных координат, но требует примене-
ния функции predecessor. Если функция predecessor недоступна и рекурсивный
обход (на основе стека) неприемлем из-за того, что деревья несбалансирова-
ны, может использоваться обращение связей для сохранения на время связей
с предшественником в связи, обычно содержащей последователя, гарантируя
тем самым, что есть путь назад к корню3.

Если мы будем рассматривать левого и правого последователей узла дерева
вместе с координатой предыдущего узла дерева как составляющие тройку, то
сможем выполнять обращение этих трех элементов тройки с помощью данной
машины:

template<typename C>
requires(EmptyLinkedBifurcateCoordinate(C))

void tree_rotate(C& curr, C& prev)
{

// Предусловие: ¬empty(curr)
C tmp = left_successor(curr);
set_left_successor(curr, right_successor(curr));
set_right_successor(curr, prev);
if (empty(tmp)) { prev = tmp; return; }
prev = curr;
curr = tmp;

}

2Иными словами, функция empty равна true на стандартных сконструированных значениях,
а также, возможно, на других значениях.

3Обращение связей было представлено в [Schorr and Waite 1967] и независимо открыто
Л. П. Дойчем (L. P. Deutsch). Версия без маркирующих битов была опубликована в [Robson
1973] и в [Morris 1979]. Мы показываем метод вращения связей, который представлен
в [Lindstrom 1973] и независимо от этого в [Dwyer 1974].
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Повторные применения tree_rotate позволяют осуществить обход всего де-
рева:

template<typename C, typename Proc>
requires(EmptyLinkedBifurcateCoordinate(C) &&

Procedure(Proc) && Arity(Proc) == 1 &&
C == InputType(Proc, 0))

Proc traverse_rotating(C c, Proc proc)
{

// Предусловие: tree(c)
if (empty(c)) return proc;
C curr = c;
C prev;
do {

proc(curr);
tree_rotate(curr, prev);

} while (curr != c);
do {

proc(curr);
tree_rotate(curr, prev);

} while (curr != c);
proc(curr);
tree_rotate(curr, prev);
return proc;

}

Теорема 8.1. Рассмотрим вызов traverse_rotating(c,proc) и любого непустого
потомка i для c, где i имеет начальных левого и правого последователей, l
и r, и предшественника p. В таком случае:

1. Левые и правые последователи i проходят три преобразования:

(l, r)
pre→ (r,p)

in→ (p, l)
post→ (l, r)

2. Если nl и nr — веса l и r, то преобразования (r,p)
in→ (p, l) и (p, l)

post→
(l, r) принимают вызовы 3nl + 1 и 3nr + 1 функции tree_rotate соответ-
ственно.

3. Если k — число вызовов tree_rotate, то значение k mod 3 является раз-
личным для каждого из трех преобразований последователей i.

4. Во время вызова traverse_rotating(c,proc) общее количество вызовов
tree_rotate равно 3n, где n — вес c.

Доказательство. По индукции по n, весу c. 2

Упражнение 8.5. Нарисуйте диаграммы каждого состояния обхода с помо-
щью traverse_rotating полного бинарного дерева с семью узлами.
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traverse_rotating выполняет ту же последовательность посещений preorder,
inorder и postorder, как и функция traverse_nonempty из главы 7. К сожалению,
нам неизвестно, как определить, является ли конкретное посещение коорди-
наты посещением pre, in или post. Тем не менее с помощью traverse_rotating
мы все еще имеем возможность вычислить полезные данные, такие как вес
дерева:

template<typename T, typename N>
requires(Integer(N))

struct counter {
N n;
counter() : n(0) { }
counter(N n) : n(n) { }
void operator()(const T&) { n = successor(n); }

};

template<typename C>
requires(EmptyLinkedBifurcateCoordinate(C))

WeightType(C) weight_rotating(C c)
{

// Предусловие: tree(c)
typedef WeightType(C) N;
return traverse_rotating(c, counter<C, N>()).n / N(3);

}

Можно посетить каждую координату только один раз, подсчитывая посе-
щения по модулю 3:

template<typename N, typename Proc>
requires(Integer(N) &&

Procedure(Proc) && Arity(Proc) == 1)
struct phased_applicator
{

N period;
N phase;
N n;
// Инвариант: n,phase ∈ [0,period)
Proc proc;
phased_applicator(N period, N phase, N n, Proc proc) :

period(period), phase(phase), n(n), proc(proc) { }
void operator()(InputType(Proc, 0) x)
{

if (n == phase) proc(x);
n = successor(n);
if (n == period) n = 0;

}
};
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template<typename C, typename Proc>
requires(EmptyLinkedBifurcateCoordinate(C) &&

Procedure(Proc) && Arity(Proc) == 1 &&
C == InputType(Proc, 0))

Proc traverse_phased_rotating(C c, int phase, Proc proc)
{

// Предусловие: tree(c)∧ 0 6 phase < 3

phased_applicator<int, Proc> applicator(3, phase, 0, proc);
return traverse_rotating(c, applicator).proc;

}

Проект 8.1. Используйте tree_rotate для реализации свойств изоморфизма,
эквивалентности и упорядочения на бинарных деревьях.

8.5. Резюме

Связанные координатные структуры с изменяемыми функциями обхода
позволяют создавать полезные алгоритмы переупорядочения, такие как сор-
тировка связанных интервалов. Подобные алгоритмы можно составлять систе-
матически из простых машин, что приводит к получению эффективного кода
с точно определенными математическими свойствами. Продуманное использо-
вание goto является допустимым способом реализации конечных автоматов.
Инварианты, распространяющиеся больше чем на один объект, могут на время
нарушаться при обновлении одного из объектов. Алгоритм определяет область,
в которой допускается нарушение инвариантов, если гарантируется, что они
будут восстановлены перед выходом из области.
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Глава 9

Копирование

В настоящей главе приведено вводное описание записываемых итераторов,
функции доступа которых позволяют изменять значения итераторов. Для ил-
люстрации использования записываемых итераторов будет применяться семей-
ство алгоритмов копирования, созданных на основе простых машин, которые
копируют один объект и обновляют входные и выходные итераторы. Тщатель-
но продуманная спецификация предусловий допускает, чтобы входные и вы-
ходные интервалы перекрывались во время копирования. Если два неперекры-
вающихся интервала одного и того же размера являются изменяемыми, то для
обмена их содержимого может использоваться семейство алгоритмов взаимной
перестановки.

9.1. Записываемость

В настоящей главе обсуждается вторая разновидность доступа к итера-
торам и другим координатным структурам — записываемость. Тип является
записываемым, если на нем определена унарная процедура sink; sink может
использоваться только на левой стороне оператора присваивания, правая сто-
рона которого принимает значение объекта ValueType(T):
Writable(T) ,

ValueType : Writable → Regular

∧ (∀x ∈ T) (∀v ∈ ValueType(T)) sink(x) ← v — формально правильная
инструкция

Единственный способ использования sink(x), обоснованный концепцией
Writable, состоит в ее размещении в левой стороне оператора присваивания.
Разумеется, могут быть предусмотрены и другие способы использования этой
процедуры, поддерживаемые конкретным типом, моделирующим Writable.

sink не должна быть всеобъемлющей; не исключено наличие объектов за-
писываемого типа, на которых sink не определена. Как и в отношении чи-
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таемости, в этой концепции не предусмотрен предикат области определения,
который позволил бы выяснить, определена ли процедура sink для конкретного
объекта. Допустимость ее использования в алгоритме должна быть выводимой
из предусловий.

Для определенного состояния объекта x должно быть обосновано только
однократное присваивание значения процедуре sink(x) в соответствии с кон-
цепциейWritable; для того или иного конкретного типа может быть предусмот-
рен некоторый протокол, допускающий последующие присваивания значений
процедуре sink(x)1.

Записываемый объект x и читаемый объект y являются обозначенными
псевдонимом, если определены и sink(x), и source(y), а присваивание любого
значения v процедуре sink(x) вынуждает ее обнаруживаться в качестве значе-
ния source(y):

property(T : Writable,U : Readable)
requires(ValueType(T) = ValueType(U))

aliased : T ×U

(x,y) 7→ sink(x) определено∧
source(y) определено∧
(∀v ∈ ValueType(T)) sink(x)← v устанавливает source(y) = v

Последней разновидностью доступа является изменяемость, при которой
читаемость и записываемость сочетаются непротиворечивым способом:
Mutable(T) ,

Readable(T)∧Writable(T)
∧ (∀x ∈ T) sink(x) определено⇔ source(x) определено
∧ (∀x ∈ T) sink(x) определено⇒ aliased(x, x)
∧ deref : T → ValueType(T)&
∧ (∀x ∈ T) sink(x) определено⇔ deref(x) определено

Что касается изменяемого итератора, то замена source(x) или sink(x) на deref(x)
не затрагивает смысл или производительность программы.

Интервал итераторов, которые относятся к типу, моделирующему Writable

и Iterator , является записываемым, если процедура sink определена на всех
итераторах в интервале:

property(I : Writable)
requires(Iterator(I))

writable_bounded_range : I× I

(f, l) 7→ bounded_range(f, l)∧ (∀i ∈ [f, l)) sink(i) определено
writable_weak_range и writable_counted_range определены аналогичным образом.

1Джерри Шварц (Jerry Schwarz) предлагает потенциально более изящный интерфейс: заме-
ну sink процедурой store, такой, что вызов store(v, x) эквивалентен sink(x)← v.
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При наличии читаемого итератора i процедура source(i) может вызывать-
ся неоднократно, при этом всегда возвращая одинаковое значение, поскольку
она является регулярной. Это позволяет писать простые, полезные алгоритмы,
такие как �nd_if. Однако, что касается записываемого итератора j, то присва-
ивание значения процедуре sink(j) не является повторимым: в вызове successor

должны быть разделены два присваивания через итератор. Асимметрия меж-
ду читаемым и записываемым итераторами введена намеренно: складывается
впечатление, что она не устраняет полезные алгоритмы и допускает примене-
ние моделей, не являющихся буферизированными, таких как выходные пото-
ки. Благодаря наличию нерегулярной процедуры successor в концепции Iterator
и нерегулярной процедуры sink появляется возможность использовать алгорит-
мы по отношению к входным и выходным потокам, а не только к структурам
данных в оперативной памяти.

Интервал итераторов, которые относятся к типу, моделирующему Mutable

и ForwardIterator , является изменяемым, если процедуры sink, а следователь-
но source и deref, определены на всех итераторах в интервале. Чтение и запись
в одном и том же интервале могут осуществлять только многопроходные алго-
ритмы. Это означает, что для изменяемых интервалов требуются по меньшей
мере прямые итераторы, и мы опускаем требование, согласно которому два
присваивания итератору должны быть разделены вызовом процедуры successor:

property(I : Mutable)
requires(ForwardIterator(I))

mutable_bounded_range : I× I

(f, l) 7→ bounded_range(f, l)∧ (∀i ∈ [f, l)) sink(i) определено
mutable_weak_range и mutable_counted_range определены аналогичным образом.

9.2. Копирование с учетом позиции

Представим семейство алгоритмов копирования объектов из одного или
нескольких входных интервалов в один или несколько выходных интервалов.
Вообще говоря, постусловия этих алгоритмов определяют равенство между
объектами в выходных интервалах и исходными значениями объектов во вход-
ных интервалах. Если входные и выходные интервалы не перекрываются, то
несложно установить желаемое постусловие. Но часто возникает необходи-
мость копировать объекты между перекрывающимися интервалами, поэтому
предусловие для каждого алгоритма указывает, какое перекрытие является
допустимым.

Основное правило для перекрытия состоит в том, что если итератор во
входном интервале связан псевдонимом с итератором в выходном интерва-
ле, то алгоритм может не применять процедуру source к входному итератору
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после применения процедуры sink к выходному итератору. Мы разработаем
точные условия и общие свойства для их выражения по ходу представления
алгоритмов.

Все машины, из которых мы составляем алгоритмы копирования, прини-
мают два итератора по ссылке и отвечают за копирование и обновление ите-
раторов. Наиболее часто используемая машина копирует один объект, а затем
наращивает оба итератора:

template<typename I, typename O>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

Writable(O) && Iterator(O) &&
ValueType(I) == ValueType(O))

void copy_step(I& f_i, O& f_o)
{

// Предусловие: source(fi) и sink(fo) определены
sink(f_o) = source(f_i);
f_i = successor(f_i);
f_o = successor(f_o);

}

Общая форма алгоритмов копирования предусматривает выполнение шага
копирования до тех пор, пока не удовлетворено условие завершения. Напри-
мер, copy копирует полуоткрытый ограниченный интервал в выходной интер-
вал, определенный его первым итератором:

template<typename I, typename O>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

Writable(O) && Iterator(O) &&
ValueType(I) == ValueType(O))

O copy(I f_i, I l_i, O f_o)
{

// Предусловие: not_overlapped_forward(fi, li, fo, fo + (li − fi))
while (f_i != l_i) copy_step(f_i, f_o);
return f_o;

}

copy возвращает предел выходного интервала, поскольку он может оказать-
ся неизвестным для вызывающего объекта. Тип выходного итератора может не
допускать многочисленные обходы, и в этом случае, если не был бы возвращен
предел, то отсутствовала бы возможность восстановления.

Постусловие для copy состоит в том, что последовательность значений
в выходном интервале равна исходной последовательности значений во вход-
ном интервале. Чтобы удовлетворялось это постусловие, предусловие должно
гарантировать соответственно читаемость и записываемость входного и вы-
ходного интервалов; достаточный размер выходного интервала; и если входной
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и выходной интервалы перекрываются, то отсутствие чтения входного итера-
тора после записи связанного с помощью псевдонима выходного итератора.
Эти условия формализованы с помощью свойства not_overlapped_forward. Чи-
таемый и записываемый интервалы не являются перекрывающимися вперед,
если в индексе во входном интервале обнаруживаются какие-либо связанные
псевдонимом итераторы, которые не превышают индекс в выходном интервале:

property(I : Readable,O : Writable)
requires(Iterator(I)∧ Iterator(O))

not_overlapped_forward : I× I×O×O

(fi, li, fo, lo) 7→
readable_bounded_range(fi, li)∧
writable_bounded_range(fo, lo)∧
(∀ki ∈ [fi, li))(∀ko ∈ [fo, lo))

aliased(ko, ki)⇒ ki − fi 6 ko − fo
Иногда размеры входного и выходного интервалов могут быть разными:

template<typename I, typename O>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

Writable(O) && Iterator(O) &&
ValueType(I) == ValueType(O))

pair<I, O> copy_bounded(I f_i, I l_i, O f_o, O l_o)
{

// Предусловие: not_overlapped_forward(fi, li, fo, lo)
while (f_i != l_i && f_o != l_o) copy_step(f_i, f_o);
return pair<I, O>(f_i, f_o);

}

Поскольку концы обоих интервалов известны вызывающему объекту, воз-
врат этой пары позволяет вызывающему объекту определить, какой интервал
меньше и где в большем интервале остановлено копирование. По сравнению
с copy ослаблено выходное предусловие: выходной интервал может быть короче
входного интервала. Можно даже утверждать, что самым нестрогим предусло-
вием должно быть следующее:

not_overlapped_forward(fi, fi + n, fo, fo + n)

где n = min(li − fi, lo − fo).
Эти вспомогательные машины обрабатывают условие завершения для счет-

ных интервалов:

template<typename N>
requires(Integer(N))

bool count_down(N& n)
{

// Предусловие: n > 0
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if (zero(n)) return false;
n = predecessor(n);
return true;

}

copy_n копирует полуоткрытый счетный интервал в выходной интервал,
определенный его первым итератором:

template<typename I, typename O, typename N>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

Writable(O) && Iterator(O) &&
ValueType(I) == ValueType(O) &&
Integer(N))

pair<I, O> copy_n(I f_i, N n, O f_o)
{

// Предусловие: not_overlapped_forward(fi, fi+n, fo, fo+n)
while (count_down(n)) copy_step(f_i, f_o);
return pair<I, O>(f_i, f_o);

}

Результат применения copy_bounded к двум счетным интервалам получен
путем вызова copy_n, самое меньшее, с двумя размерами.

Если интервалы перекрываются в прямом направлении, все еще остает-
ся возможность копирования, при условии, что типы итераторов моделируют
BidirectionalIterator и поэтому обеспечивают движение в обратном направле-
нии. Это ведет к созданию следующей машины:

template<typename I, typename O>
requires(Readable(I) && BidirectionalIterator(I) &&

Writable(O) && BidirectionalIterator(O) &&
ValueType(I) == ValueType(O))

void copy_backward_step(I& l_i, O& l_o)
{

// Предусловие: source(predecessor(li)) и sink(predecessor(lo))
// определены
l_i = predecessor(l_i);
l_o = predecessor(l_o);
sink(l_o) = source(l_i);

}

Поскольку мы имеем дело с полуоткрытыми интервалами и начинаем с пре-
дела, следует уменьшить значение итератора перед копированием, что ведет
к созданию copy_backward:

template<typename I, typename O>
requires(Readable(I) && BidirectionalIterator(I) &&

Writable(O) && BidirectionalIterator(O) &&
ValueType(I) == ValueType(O))
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O copy_backward(I f_i, I l_i, O l_o)
{

// Предусловие: not_overlapped_backward(fi, li, lo − (li − fi), lo)
while (f_i != l_i) copy_backward_step(l_i, l_o);
return l_o;

}

copy_backward_n является аналогичным.
Постусловие для copy_backward аналогично таковому для copy и форма-

лизовано с помощью свойства not_overlapped_backward. Читаемый и записы-
ваемый интервалы не являются перекрывающимися назад, если в индексе
из предела входного интервала обнаруживаются какие-либо связанные псев-
донимом итераторы, которые не превышают индекса из предела выходного
интервала:

property(I : Readable,O : Writable)
requires(Iterator(I)∧ Iterator(O))

not_overlapped_backward : I× I×O×O

(fi, li, fo, lo) 7→
readable_bounded_range(fi, li)∧
writable_bounded_range(fo, lo)∧
(∀ki ∈ [fi, li))(∀ko ∈ [fo, lo))

aliased(ko, ki)⇒ li − ki 6 lo − ko
Если один из интервалов имеет тип итератора, моделирующего

BidirectionalIterator , то можно изменить на обратное направление выходно-
го интервала по отношению к входному интервалу с использованием машины,
которая движется в обратном направлении в выходном интервале, или маши-
ны, которая движется в обратном направлении во входном интервале:

template<typename I, typename O>
requires(Readable(I) && BidirectionalIterator(I) &&

Writable(O) && Iterator(O) &&
ValueType(I) == ValueType(O))

void reverse_copy_step(I& l_i, O& f_o)
{

// Предусловие: source(predecessor(li)) и sink(fo) определены
l_i = predecessor(l_i);
sink(f_o) = source(l_i);
f_o = successor(f_o);

}

template<typename I, typename O>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

Writable(O) && BidirectionalIterator(O) &&
ValueType(I) == ValueType(O))
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void reverse_copy_backward_step(I& f_i, O& l_o)
{

// Предусловие: source(fi) и sink(predecessor(lo)) определены
l_o = predecessor(l_o);
sink(l_o) = source(f_i);
f_i = successor(f_i);

}

что ведет к следующим алгоритмам:

template<typename I, typename O>
requires(Readable(I) && BidirectionalIterator(I) &&

Writable(O) && Iterator(O) &&
ValueType(I) == ValueType(O))

O reverse_copy(I f_i, I l_i, O f_o)
{

// Предусловие: not_overlapped(fi, li, fo, fo + (li − fi))
while (f_i != l_i) reverse_copy_step(l_i, f_o);
return f_o;

}

template<typename I, typename O>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

Writable(O) && BidirectionalIterator(O) &&
ValueType(I) == ValueType(O))

O reverse_copy_backward(I f_i, I l_i, O l_o)
{

// Предусловие: not_overlapped(fi, li, lo − (li − fi), lo)
while (f_i != l_i) reverse_copy_backward_step(f_i, l_o);
return l_o;

}

reverse_copy_n и reverse_copy_backward_n аналогичны.
Постусловие и для reverse_copy, и для reverse_copy_backward состоит в том,

что выходной интервал является обращенной копией исходной последователь-
ности значений входного интервала. Практически применимое, но не самое
нестрогое предусловие состоит в том, что входной и выходной интервалы
не перекрываются, что можно формально представить с помощью свойства
not_overlapped. Читаемый и записываемый интервалы не перекрываются, ес-
ли они не имеют общих связанных псевдонимами итераторов:

property(I : Readable,O : Writable)
requires(Iterator(I)∧ Iterator(O))

not_overlapped : I× I×O×O

(fi, li, fo, lo) 7→
readable_bounded_range(fi, li)∧
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writable_bounded_range(fo, lo)∧
(∀ki ∈ [fi, li)) (∀ko ∈ [fo, lo))¬aliased(ko,ki)

Упражнение 9.1. Найдите самые нестрогие предусловия для процедуры
reverse_copy и сопутствующей ей процедуры reverse_copy_backward.

Разумеется, главной причиной для введения copy_backward, а также copy

является обработка интервалов, перекрывающихся в любом направлении, но
причина для введения reverse_copy_backward, а также reverse_copy состоит
в том, чтобы обеспечить бо́льшую гибкость с точки зрения требований к ите-
раторам.

9.3. Копирование на основе предиката

В алгоритмах, представленных до сих пор, каждый объект во входном
интервале копируется в выходной интервал, а их постусловия не зависят от
значения какого-либо итератора. Алгоритмы в этом разделе принимают в ка-
честве аргумента предикат и используют его для управления каждым шагом
копирования.

Например, выполнение шага копирования по условию, определяемому унар-
ным предикатом, ведет к получению процедуры copy_select:

template<typename I, typename O, typename P>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

Writable(O) && Iterator(O) &&
ValueType(I) == ValueType(O) &&
UnaryPredicate(P) && I == Domain(P))

O copy_select(I f_i, I l_i, O f_t, P p)
{

// Предусловие: not_overlapped_forward(fi, li, ft, ft + nt)
// где nt — верхняя граница для числа итераторов, удовлетворяющих p

while (f_i != l_i)
if (p(f_i)) copy_step(f_i, f_t);
else f_i = successor(f_i);

return f_t;
}

Наихудшим случаем для nt является li−fi; контекст мог бы гарантировать
меньшее значение.

В наиболее распространенном случае предикат применяется не к итератору,
а к его значению:

template<typename I, typename O, typename P>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

Writable(O) && Iterator(O) &&
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ValueType(I) == ValueType(O) &&
UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))

O copy_if(I f_i, I l_i, O f_t, P p)
{

// Предусловие: то же, что и для copy_select
predicate_source<I, P> ps(p);
return copy_select(f_i, l_i, f_t, ps);

}

В главе 8 представлены процедуры split_linked и combine_linked_nonempty,
оперирующие на связанных интервалах итераторов. Есть и аналогичные алго-
ритмы копирования:

template<typename I, typename O_f, typename O_t, typename P>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

Writable(O_f) && Iterator(O_f) &&
Writable(O_t) && Iterator(O_t) &&
ValueType(I) == ValueType(O_f) &&
ValueType(I) == ValueType(O_t) &&
UnaryPredicate(P) && I == Domain(P))

pair<O_f, O_t> split_copy(I f_i, I l_i, O_f f_f, O_t f_t,
P p)

{
// Предусловие: см. ниже
while (f_i != l_i)

if (p(f_i)) copy_step(f_i, f_t);
else copy_step(f_i, f_f);

return pair<O_f, O_t>(f_f, f_t);
}

Упражнение 9.2. Напишите постусловие для split_copy.

Чтобы удовлетворялось его постусловие, вызов split_copy должен гаран-
тировать, что эти два выходных интервала вообще не перекрываются. Допу-
стимо, чтобы любой из выходных интервалов перекрывал входной интервал,
при условии, что интервалы не перекрываются в прямом направлении. Это
приводит к получению следующего предусловия:

not_write_overlapped(ff,nf, ft,nt)∧

((not_overlapped_forward(fi, li, ff, ff + nf)∧ not_overlapped(fi, li, ft, lt))∨

(not_overlapped_forward(fi, li, ft, ft + nt)∧ not_overlapped(fi, li, ff, lf)))

где nf и nt — верхние границы для количества итераторов, не удовлетворяю-
щих и удовлетворяющих p соответственно.

Определение свойства not_write_overlapped зависит от понятия примене-
ния псевдонимов при записи: два записываемых объекта, x и y, таких, что
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определены и sink(x), и sink(y), и любой наблюдатель результатов записи в x

наблюдает также результаты записи в y:

property(T : Writable,U : Writable)
requires(ValueType(T) = ValueType(U))

write_aliased : T ×U

(x,y) 7→ sink(x) определено∧ sink(y) определено∧
(∀V ∈ Readable) (∀v ∈ V) aliased(x, v)⇔ aliased(y, v)

Это приводит к определению не перекрывающихся при записи, или запи-
сываемых интервалов, которые не имеют общих стоков, связанных псевдони-
мами:

property(O0 : Writable,O1 : Writable)
requires(Iterator(O0)∧ Iterator(O1))

not_write_overlapped : O0 ×O0 ×O1 ×O1

(f0, l0, f1, l1) 7→
writable_bounded_range(f0, l0)∧
writable_bounded_range(f1, l1)∧
(∀k0 ∈ [f0, l0))(∀k1 ∈ [f1, l1))¬write_aliased(k0,k1)

Как и в отношении select_copy, предикат в наиболее распространенном
случае применения split_copy применяется не к итератору, а к его значению2:

template<typename I, typename O_f, typename O_t, typename P>
requires(Readable(I) && Iterator(I) &&

Writable(O_f) && Iterator(O_f) &&
Writable(O_t) && Iterator(O_t) &&
ValueType(I) == ValueType(O_f) &&
ValueType(I) == ValueType(O_t) &&
UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))

pair<O_f, O_t> partition_copy(I f_i, I l_i, O_f f_f, O_t f_t,
P p)

{
// Предусловие: то же, что и для split_copy
predicate_source<I, P> ps(p);
return split_copy(f_i, l_i, f_f, f_t, ps);

}

Значения в каждом из этих двух выходных интервалов находятся в одном
и том же относительном порядке, как и во входном интервале; то же касается
и partition_copy_n.

Код для combine_copy столь же прост:

template<typename I0, typename I1, typename O, typename R>
requires(Readable(I0) && Iterator(I0) &&

2Этот интерфейс предложен Т. К. Лакшманом (T. K. Lakshman).
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Readable(I1) && Iterator(I1) &&
Writable(O) && Iterator(O) &&
BinaryPredicate(R) &&
ValueType(I0) == ValueType(O) &&
ValueType(I1) == ValueType(O) &&
I0 == InputType(R, 1) && I1 == InputType(R, 0))

O combine_copy(I0 f_i0, I0 l_i0, I1 f_i1, I1 l_i1, O f_o, R r)
{

// Предусловие: см. ниже
while (f_i0 != l_i0 && f_i1 != l_i1)

if (r(f_i1, f_i0)) copy_step(f_i1, f_o);
else copy_step(f_i0, f_o);

return copy(f_i1, l_i1, copy(f_i0, l_i0, f_o));
}

Что касается combine_copy, то чтение с перекрытием между входными ин-
тервалами является приемлемым. Кроме того, допустимо, чтобы один из вход-
ных интервалов перекрывался с выходным интервалом, но такое перекрытие
не может осуществляться в прямом направлении и должно быть возмещено
в обратном направлении, по меньшей мере, на размер другого входного ин-
тервала, как описано в свойстве backward_o�set, используемом в предусловии
combine_copy:

(backward_o�set(fi0 , li0 , fo, lo, li1 − fi1)∧ not_overlapped(fi1 , li1 , fo, lo))∨

(backward_o�set(fi1 , li1 , fo, lo, li0 − fi0)∧ not_overlapped(fi0 , li0 , fo, lo))

где lo = fo + (li0 − fi0) + (li1 − fi1) — предел выходного интервала.
Свойство backward_o�set удовлетворяется читаемым интервалом, записы-

ваемым интервалом и смещением n > 0, если какие-либо связанные псевдо-
нимом итераторы обнаруживаются в индексе во входном интервале, который
после увеличения n не превышает индекса в выходном интервале:

property(I : Readable,O : Writable,N : Integer)
requires(Iterator(I)∧ Iterator(O))

backward_o�set : I× I×O×O×N

(fi, li, fo, lo,n) 7→
readable_bounded_range(fi, li)∧
n > 0∧

writable_bounded_range(fo, lo)∧
(∀ki ∈ [fi, li))(∀ko ∈ [fo, lo))

aliased(ko, ki)⇒ ki − fi + n 6 ko − fo
Следует отметить, что имеет место not_overlapped_forward(fi, li, fo, lo) =

backward_o�set(fi, li, fo, lo, 0).
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Упражнение 9.3. Запишите постусловие для combine_copy и докажите, что
оно удовлетворяется каждый раз, когда соблюдается предусловие.

combine_copy_backward является аналогичным. Чтобы можно было гаран-
тировать соблюдение того же постусловия, порядок предложений if должен
быть обратным по отношению к порядку в combine_copy:

template<typename I0, typename I1, typename O, typename R>
requires(Readable(I0) && BidirectionalIterator(I0) &&

Readable(I1) && BidirectionalIterator(I1) &&
Writable(O) && BidirectionalIterator(O) &&
BinaryPredicate(R) &&
ValueType(I0) == ValueType(O) &&
ValueType(I1) == ValueType(O) &&
I0 == InputType(R, 1) && I1 == InputType(R, 0))

O combine_copy_backward(I0 f_i0, I0 l_i0, I1 f_i1, I1 l_i1,
O l_o, R r)

{
// Предусловие: см. ниже
while (f_i0 != l_i0 && f_i1 != l_i1) {

if (r(predecessor(l_i1), predecessor(l_i0)))
copy_backward_step(l_i0, l_o);

else
copy_backward_step(l_i1, l_o);

}
return copy_backward(f_i0, l_i0,

copy_backward(f_i1, l_i1, l_o));
}

Предусловием для combine_copy_backward является

(forward_o�set(fi0 , li0 , fo, lo, li1 − fi1)∧ not_overlapped(fi1 , li1 , fo, lo))∨

(forward_o�set(fi1 , li1 , fo, lo, li0 − fi0)∧ not_overlapped(fi0 , li0 , fo, lo))

где fo = lo − (li0 − fi0) + (li1 − fi1) — первый итератор выходного интервала.
Свойство forward_o�set удовлетворяется читаемым интервалом, записывае-

мым интервалом и смещением n > 0, если какие-либо связанные псевдонимом
итераторы обнаруживаются в индексе из предела входного интервала, который
после увеличения n не превышает индекса из предела выходного интервала:

property(I : Readable,O : Writable,N : Integer)
requires(Iterator(I)∧ Iterator(O))

forward_o�set : I× I×O×O×N

(fi, li, fo, lo,n) 7→
readable_bounded_range(fi, li)∧
n > 0∧
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writable_bounded_range(fo, lo)∧
(∀ki ∈ [fi, li))(∀ko ∈ [fo, lo))

aliased(ko,ki)⇒ li − ki + n 6 lo − ko
Следует отметить, что имеет место not_overlapped_backward(fi, li, fo, lo) =

forward_o�set(fi, li, fo,lo, 0).

Упражнение 9.4. Запишите постусловие для combine_copy_backward и дока-
жите, что оно удовлетворяется каждый раз, когда соблюдается предусловие.

Если алгоритмам копирования, в которых сочетается переход в прямом
и обратном направлениях, передается нестрогое упорядочение на типе значе-
ний, они производят слияние увеличивающихся интервалов:

template<typename I0, typename I1, typename O, typename R>
requires(Readable(I0) && Iterator(I0) &&

Readable(I1) && Iterator(I1) &&
Writable(O) && Iterator(O) &&
Relation(R) &&
ValueType(I0) == ValueType(O) &&
ValueType(I1) == ValueType(O) &&
ValueType(I0) == Domain(R))

O merge_copy(I0 f_i0, I0 l_i0, I1 f_i1, I1 l_i1, O f_o, R r)
{

// Предусловие: дополнительно к таковому для combine_copy
// weak_ordering(r)∧
// increasing_range(fi0 , li0 , r)∧ increasing_range(fi1 , li1 , r)
relation_source<I1, I0, R> rs(r);
return combine_copy(f_i0, l_i0, f_i1, l_i1, f_o, rs);

}

template<typename I0, typename I1, typename O, typename R>
requires(Readable(I0) && BidirectionalIterator(I0) &&

Readable(I1) && BidirectionalIterator(I1) &&
Writable(O) && BidirectionalIterator(O) &&
Relation(R) &&
ValueType(I0) == ValueType(O) &&
ValueType(I1) == ValueType(O) &&
ValueType(I0) == Domain(R))

O merge_copy_backward(I0 f_i0, I0 l_i0, I1 f_i1, I1 l_i1, O l_o,
R r)

{
// Предусловие: дополнительно к таковому для combine_copy_backward
// weak_ordering(r)∧
// increasing_range(fi0 , li0 , r)∧ increasing_range(fi1 , li1 , r)
relation_source<I1, I0, R> rs(r);
return combine_copy_backward(f_i0, l_i0, f_i1, l_i1, l_o,

rs);
}
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Упражнение 9.5. Реализуйте combine_copy_n и combine_copy_backward_n с со-
ответствующими возвращаемыми значениями.

Лемма 9.1. Если размеры входных интервалов равны n0 и n1, то merge_copy
и merge_copy_backward выполняют n0 +n1 присваиваний и, в наихудшем слу-
чае, n0 + n1 − 1 сравнений.

Упражнение 9.6. Определите количество сравнений в наилучшем случае и в
среднем.

Проект 9.1. Современные вычислительные системы включают оптимизиро-
ванные библиотечные процедуры для выполнения операций копирования в па-
мяти; в качестве примера можно привести memmove и memcpy, в которых
используются методы оптимизации, не рассматриваемые в настоящей книге.
Изучите процедуры, предусмотренные в вашей базовой системе, определите
методы, которые в них используются (такие как развертывание цикла и про-
граммная конвейерная обработка), и спроектируйте абстрактные процедуры,
выражающие настолько многие из этих методов, насколько это возможно. Ка-
кие требования к типу и предусловия являются необходимыми для каждого
метода? Какие языковые расширения позволили бы компилятору достичь пол-
ной гибкости при выполнении этой оптимизации?

9.4. Взаимная перестановка интервалов

Вместо копирования одного интервала в другой иногда бывает полезно ме-
нять местами два интервала одного и того же размера: взаимно обменивать
значения объектов в соответствующих позициях. Алгоритмы взаимной пере-
становки весьма напоминают алгоритмы копирования, за исключением того,
что присваивание заменяется процедурой, взаимно обменивающей значения
объектов, на которые указывают два изменяемых итератора:

template<typename I0, typename I1>
requires(Mutable(I0) && Mutable(I1) &&

ValueType(I0) == ValueType(I1))
void exchange_values(I0 x, I1 y)
{

// Предусловие: deref(x) и deref(y) определены
ValueType(I0) t = source(x);

sink(x) = source(y);
sink(y) = t;

}

Упражнение 9.7. Каковым является постусловие exchange_values?
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Лемма 9.2. Результаты применения exchange_values(i, j) и exchange_values(j, i)
эквивалентны.

Мы хотели бы избежать в реализации exchange_values фактического созда-
ния или уничтожения любых объектов и заниматься просто взаимным обме-
ном значениями двух объектов, чтобы стоимость применения этой процедуры
не возрастала с увеличением количества ресурсов, принадлежащих объектам.
Мы сможем достичь этой цели в главе 12, применяя понятие основополагаю-
щего типа.

Как и по отношению к копированию, мы создаем алгоритмы взаимной пере-
становки из машин, которые принимают два итератора по ссылке и отвечают
не только за обмен, но и за обновление итераторов. Одна машина взаимно
обменивает два объекта, а затем увеличивает оба итератора:

template<typename I0, typename I1>
requires(Mutable(I0) && ForwardIterator(I0) &&

Mutable(I1) && ForwardIterator(I1) &&
ValueType(I0) == ValueType(I1))

void swap_step(I0& f0, I1& f1)
{

// Предусловие: deref(f0) и deref(f1) определены
exchange_values(f0, f1);
f0 = successor(f0);
f1 = successor(f1);

}

Это ведет к созданию первого алгоритма, аналогичного copy:

template<typename I0, typename I1>
requires(Mutable(I0) && ForwardIterator(I0) &&

Mutable(I1) && ForwardIterator(I1) &&
ValueType(I0) == ValueType(I1))

I1 swap_ranges(I0 f0, I0 l0, I1 f1)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f0, l0)
// Предусловие: mutable_counted_range(f1, l0 − f0)
while (f0 != l0) swap_step(f0, f1);
return f1;

}

Второй алгоритм аналогичен copy_bounded:

template<typename I0, typename I1>
requires(Mutable(I0) && ForwardIterator(I0) &&

Mutable(I1) && ForwardIterator(I1) &&
ValueType(I0) == ValueType(I1))

pair<I0, I1> swap_ranges_bounded(I0 f0, I0 l0, I1 f1, I1 l1)
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{
// Предусловие: mutable_bounded_range(f0, l0)
// Предусловие: mutable_bounded_range(f1, l1)
while (f0 != l0 && f1 != l1) swap_step(f0, f1);
return pair<I0, I1>(f0, f1);

}

Третий алгоритм аналогичен copy_n:

template<typename I0, typename I1, typename N>
requires(Mutable(I0) && ForwardIterator(I0) &&

Mutable(I1) && ForwardIterator(I1) &&
ValueType(I0) == ValueType(I1) &&
Integer(N))

pair<I0, I1> swap_ranges_n(I0 f0, I1 f1, N n)
{

// Предусловие: mutable_counted_range(f0,n)
// Предусловие: mutable_counted_range(f1,n)
while (count_down(n)) swap_step(f0, f1);
return pair<I0, I1>(f0, f1);

}

Если интервалы, передаваемые в алгоритмы взаимной перестановки ин-
тервалов, не перекрываются, то очевидно, что результатом их применения
становится взаимный обмен значений объектов в соответствующих позици-
ях. В следующей главе мы выведем постусловие для случая перекрытия.

Обратное копирование приводит к получению копии, в которой позиции
являются обратными по отношению к исходной последовательности; анало-
гична и обратная взаимная перестановка. Для этого требуется вторая маши-
на, которая движется в обратном направлении в первом интервале и в прямом
направлении во втором интервале:

template<typename I0, typename I1>
requires(Mutable(I0) && BidirectionalIterator(I0) &&

Mutable(I1) && ForwardIterator(I1) &&
ValueType(I0) == ValueType(I1))

void reverse_swap_step(I0& l0, I1& f1)
{

// Предусловие: deref(predecessor(l0)) и deref(f1) определены
l0 = predecessor(l0);
exchange_values(l0, f1);
f1 = successor(f1);

}

Процедура exchange_values действует симметрично, поэтому reverse_swap_
ranges может использоваться в любом случае, если по крайней мере один тип
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итератора является двунаправленным; какие-либо обратные версии не требу-
ются:

template<typename I0, typename I1>
requires(Mutable(I0) && BidirectionalIterator(I0) &&

Mutable(I1) && ForwardIterator(I1) &&
ValueType(I0) == ValueType(I1))

I1 reverse_swap_ranges(I0 f0, I0 l0, I1 f1)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f0, l0)
// Предусловие: mutable_counted_range(f1, l0 − f0)
while (f0 != l0) reverse_swap_step(l0, f1);
return f1;

}

template<typename I0, typename I1>
requires(Mutable(I0) && BidirectionalIterator(I0) &&

Mutable(I1) && ForwardIterator(I1) &&
ValueType(I0) == ValueType(I1))

pair<I0, I1>reverse_swap_ranges_bounded(I0 f0, I0 l0,
I1 f1, I1 l1)

{
// Предусловие: mutable_bounded_range(f0, l0)
// Предусловие: mutable_bounded_range(f1, l1)
while (f0 != l0 && f1 != l1)

reverse_swap_step(l0, f1);
return pair<I0, I1>(l0, f1);

}

template<typename I0, typename I1, typename N>
requires(Mutable(I0) && BidirectionalIterator(I0) &&

Mutable(I1) && ForwardIterator(I1) &&
ValueType(I0) == ValueType(I1) &&
Integer(N))

pair<I0, I1> reverse_swap_ranges_n(I0 l0, I1 f1, N n)
{

// Предусловие: mutable_counted_range(l0 − n,n)
// Предусловие: mutable_counted_range(f1,n)
while (count_down(n)) reverse_swap_step(l0, f1);
return pair<I0, I1>(l0, f1);

}

9.5. Резюме

Расширение типа итератора с помощью процедуры sink приводит к полу-
чению таких методов доступа, как записываемость и изменяемость. Аксиома
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для sink проста, но из-за проблем, обусловленных связыванием псевдонима-
ми и параллельными обновлениями, которые не рассматриваются в настоя-
щей книге, императивное программирование усложняется. В частности, тре-
бует значительной осторожности определение предусловий, которые касаются
связывания псевдонимами различных типов итераторов. Алгоритмы копирова-
ния являются простыми, мощными и широко используются. Составление этих
алгоритмов из простых машин помогает организовать их в семейство путем
выявления общих свойств и предоставления дополнительных разновидностей.
Использование взаимного обмена значениями вместо присваивания значений
приводит к созданию аналогичного, но несколько меньшего семейства полез-
ных алгоритмов взаимной перестановки интервалов.
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Глава 10

Переупорядочения

В настоящей главе вводятся концепция перестановки и таксономия для клас-
са алгоритмов, называемых переупорядочениями, которые переставляют эле-
менты интервала в целях удовлетворения заданного постусловия. Мы предо-
ставляем итеративные алгоритмы обращения для двунаправленных итераторов
и итераторов с произвольным доступом, а также алгоритм декомпозиции для
обращения на прямых итераторах. Мы покажем, как преобразовать алгоритмы
декомпозиции, чтобы обеспечить их более быстрое выполнение, если доступ-
на дополнительная память. Описаны три алгоритма вращения, соответствую-
щие различным концепциям итератора, где под вращением подразумевается
взаимный обмен двух смежных интервалов не обязательно равного разме-
ра. В заключение обсуждается, как оформить алгоритмы для предоставления
возможности выбора среди них во время компиляции на основе требований
к алгоритмам.

10.1. Перестановки

Преобразование f является инъективным преобразованием, если для всех
x в его области определения существует y в его области определения, та-
кой, что y = f(x). Преобразование f является суръективным преобразовани-
ем, если для всех y в его области определения существует x в его области
определения, такой, что y = f(x). Преобразование f является биективным
преобразованием, если для всех x, x ′ в его области определения имеет место
f(x) = f(x ′)⇒ x = x ′.

Лемма 10.1. Преобразование в конечной области определения является суръ-
ективным преобразованием, если и только если оно является и инъективным,
и биективным преобразованием.
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Упражнение 10.1. Найдите преобразование натуральных чисел, которое яв-
ляется инъективным и суръективным, но не биективным, а также такое преоб-
разование, которое является инъективным и биективным, но не суръективным.

Неподвижная точка преобразования — это элемент x, такой что f(x) = x.
Тождественное преобразование — это такое преобразование, которое име-
ет каждый элемент своей области определения как неподвижную точку. Мы
обозначаем тождественное преобразование на множестве S как identityS.

Перестановка — это суръективное преобразование в конечной области
определения. Ниже приведен пример перестановки на [0, 6).

p(0) = 5

p(1) = 2

p(2) = 4

p(3) = 3

p(4) = 1

p(5) = 0

Если p и q — две перестановки на множестве S, то композиция q ◦ p
преобразует x ∈ S в q(p(x)).

Лемма 10.2. Композиция перестановок является перестановкой.

Лемма 10.3. Композиция перестановок ассоциативна.

Лемма 10.4. Для каждой перестановки p на множестве S имеется обратная
перестановка p−1, такая, что p−1 ◦ p = p ◦ p−1 = identityS.

Перестановки на множестве образуют группу согласно композиции.

Лемма 10.5. Каждая конечная группа представляет собой подгруппу группы
перестановок ее элементов, где каждая перестановка в подгруппе формируется
путем умножения всех элементов на отдельный элемент.

Например, группа умножения по модулю 5 имеет следующую таблицу
умножения:

× 1 2 3 4
1 1 2 3 4
2 2 4 1 3
3 3 1 4 2
4 4 3 2 1

Каждая строка и каждый столбец таблицы умножения — это перестановка.
В таблице умножения присутствует не каждая из 4! = 24 перестановок четы-
рех элементов, поэтому группа умножения по модулю 5 является собственной
подгруппой группы перестановок четырех элементов.
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Цикл — это циклическая орбита в пределах перестановки. Тривиальный
цикл — это цикл с размером 1; элементом в тривиальном цикле является
неподвижная точка. Перестановка, содержащая единственный нетривиальный
цикл, называется циклической перестановкой. Транспозиция — это цикли-
ческая перестановка с размером цикла 2.

Лемма 10.6. Каждый элемент в перестановке принадлежит к уникальному
циклу.

Лемма 10.7. Любая перестановка множества с n элементами содержит k 6 n

циклов.

Лемма 10.8. Непересекающиеся циклические перестановки коммутативны.

Упражнение 10.2. Приведите пример двух ненепересекающихся циклических
перестановок, которые не являются коммутативными.

Лемма 10.9. Каждая перестановка может быть представлена как произведе-
ние циклических перестановок, соответствующих ее циклам.

Лемма 10.10. Инверсия перестановки является произведением инверсий ее
циклов.

Лемма 10.11. Каждая циклическая перестановка — это произведение транс-
позиций.

Лемма 10.12. Каждая перестановка — произведение транспозиций.

Конечное множество S с размером n — это множество, для которого
может быть определена пара функций

chooseS : [0,n)→ S

indexS : S→ [0,n)

удовлетворяющих условию

chooseS(indexS(x)) = x

indexS(chooseS(i)) = i

Иными словами, S может быть приведено во взаимно-однозначное соответ-
ствие с интервалом натуральных чисел.

Если p — перестановка на конечном множестве S с размером n, то имеется
соответствующая индексная перестановка p ′ на [0,n), определенная как

p ′(i) = indexS(p(chooseS(i)))

Лемма 10.13. p(x) = chooseS(p
′(indexS(x)))

Мы будем часто определять перестановки с помощью соответствующих
индексных перестановок.
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10.2. Переупорядочения

Переупорядочение — это алгоритм, который копирует объекты из входно-
го интервала в выходной интервал, таким образом, что отображение между
индексами входного и выходного интервалов представляет собой перестанов-
ку. В настоящей главе рассматриваются переупорядочения с учетом позиции,
в которых выбор будущей позиции значения зависит только от его исходной
позиции, а не от самого значения. В следующей главе рассматриваются пере-
упорядочения с учетом предиката, в которых выбор будущей позиции значе-
ния зависит только от результата применения предиката к значению, а также
переупорядочения с учетом упорядочения, в которых выбор будущей позиции
зависит только от упорядочения значений.

В главе 8 рассматривались переупорядочения связей, такие как reverse_
linked, где для осуществления переупорядочения изменения вносятся в связи.
В главе 9 было приведено описание переупорядочений путем копирования,
таких как copy и reverse_copy. В настоящей и следующей главах речь идет об
изменяемых переупорядочениях, в которых входные и выходные интервалы
идентичны.

Каждое изменяемое переупорядочение соответствует двум перестановкам:
входящей перестановке, отображающей итератор i в итератор, который ука-
зывает на будущую позицию элемента в i, и исходящей перестановке, отоб-
ражающей итератор i в итератор, который указывает на исходную позицию
элемента, перемещенного в i.

Лемма 10.14. Входящая и исходящая перестановки для переупорядочения яв-
ляются инверсиями друг друга.

Если известна входящая перестановка, мы можем перестроить цикл с по-
мощью следующего алгоритма:

template<typename I, typename F>
requires(Mutable(I) && Transformation(F) && I == Domain(F))

void cycle_to(I i, F f)
{

// Предусловие: орбита i при f является циклической
// Предусловие: (∀n ∈ N) deref(fn(i)) определено
I k = f(i);
while (k != i) {

exchange_values(i, k);
k = f(k);

}
}
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После применения cycle_to(i, f) значение source(f(j)) и исходное значение
source(j) становятся равными для всех j в орбите i согласно f. В этом вызове
выполняются 3(n− 1) присваиваний для цикла с размером n.

Упражнение 10.3. Реализуйте версию cycle_to, которая выполняет 2n−1 при-
сваиваний.

Если известна исходящая перестановка, мы можем перестроить цикл с по-
мощью следующего алгоритма:

template<typename I, typename F>
requires(Mutable(I) && Transformation(F) && I == Domain(F))

void cycle_from(I i, F f)
{

// Предусловие: орбита i при f является циклической
// Предусловие: (∀n ∈ N) deref(fn(i)) определено
ValueType(I) tmp = source(i);
I j = i;
I k = f(i);
while (k != i) {

sink(j) = source(k);
j = k;
k = f(k);

}
sink(j) = tmp;

}

После применения cycle_from(i, f) значение source(j) и исходное значение
source(f(j)) становятся равными для всех j в орбите i согласно f. В этом вызове
выполняется n+ 1 присваиваний, тогда как после реализации его с помощью
exchange_values выполнялось бы 3(n−1) присваиваний. Следует отметить, что
мы требуем изменяемости только по отношению к типу I; какие-либо функции
обхода не требуются, поскольку обход выполняет преобразование f. В дополне-
ние к исходящей перестановке для реализации изменяемого переупорядочения
с использованием cycle_from требуется способ получения представительного
элемента из каждого цикла. В некоторых случаях структура цикла и предста-
вительные элементы циклов известны.

Упражнение 10.4. Реализуйте алгоритм, который выполняет произвольное
переупорядочение интервала индексированных итераторов. Используйте мас-
сив из n булевых значений, чтобы отмечать элементы после их размещения,
и проверяйте этот массив на наличие неотмеченных значений в целях опреде-
ления представительного элемента следующего цикла.

Упражнение 10.5. Руководствуясь предположением, что итераторы пол-
ностью упорядочены, спроектируйте алгоритм, который использует постоян-
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ный объем памяти, для определения того, является ли итератор представи-
тельным элементом для цикла; используйте этот алгоритм, чтобы реализовать
произвольное переупорядочение.

Лемма 10.15. Если дана исходящая перестановка, появляется возможность
выполнить изменяемое переупорядочение с использованием n + cN − cT при-
сваиваний, где n — количество элементов; cN — количество нетривиальных
циклов; cT — количество тривиальных циклов.

10.3. Алгоритмы обращения

Простое, но полезное изменяемое переупорядочение с учетом позиции поз-
воляет полностью найти обращение интервала. Это переупорядочение можно
вывести по индукции с помощью обратной перестановки на конечном мно-
жестве с n элементами, которое определено индексной перестановкой

p(i) = (n− 1) − i

Лемма 10.16. Количество нетривиальных циклов в обратной перестановке
равно ⌊n/2⌋; количество тривиальных циклов составляет n mod 2.

Лемма 10.17. ⌊n/2⌋ является наибольшим количеством нетривиальных цик-
лов в перестановке.

Это определение обращения непосредственно приводит к следующему ал-
горитму для индексированных итераторов1:

template<typename I>
requires(Mutable(I) && IndexedIterator(I))

void reverse_n_indexed(I f, DistanceType(I) n)
{

// Предусловие: mutable_counted_range(f,n)
DistanceType(I) i(0);
n = predecessor(n);
while (i < n) {

// n = (noriginal − 1) − i

exchange_values(f + i, f + n);
i = successor(i);
n = predecessor(n);

}
}

1Этот алгоритм мог бы возвращать интервал элементов, которые не были перемещены: сред-
ний элемент при нечетном размере интервала или пустой интервал между двумя средними
элементами, если размер интервала — четный. Нам неизвестен пример, в котором это возвра-
щаемое значение было бы полезным, поэтому возвращаем void. Разумеется, в версиях, прини-
мающих счетный интервал прямых итераторов, полезно обеспечить возврат значения предела.
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Если этот алгоритм используется с прямыми или двунаправленными ите-
раторами, то выполняет квадратичное количество приращений итератора. Что
касается двунаправленных итераторов, то требуются по две проверки на каж-
дую итерацию:

template<typename I>
requires(Mutable(I) && BidirectionalIterator(I))

void reverse_bidirectional(I f, I l)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)
while (true) {

if (f == l) return;
l = predecessor(l);
if (f == l) return;
exchange_values(f, l);
f = successor(f);

}
}

Если размер интервала известен, то может использоваться reverse_swap_
ranges_n:

template<typename I>
requires(Mutable(I) && BidirectionalIterator(I))

void reverse_n_bidirectional(I f, I l, DistanceType(I) n)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)∧ 0 6 n 6 l− f

reverse_swap_ranges_n(l, f, half_nonnegative(n));
}

Порядок первых двух аргументов функции reverse_swap_ranges_n определен
в соответствии с тем фактом, что эта функция осуществляет продвижение на-
зад в первом интервале. Передача n < l − f в функцию reverse_n_bidirectional
приводит к тому, что значения в середине остаются в своих исходных позициях.

Если в структуре данных предусмотрены прямые итераторы, то иногда
они являются связанными итераторами и в этом случае может использоваться
reverse_linked. В других случаях может быть доступна дополнительная буфер-
ная память, что позволяет применять следующий алгоритм:

template<typename I, typename B>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I) &&

Mutable(B) && BidirectionalIterator(B) &&
ValueType(I) == ValueType(B))

I reverse_n_with_buffer(I f_i, DistanceType(I) n, B f_b)
{

// Предусловие: mutable_counted_range(fi,n)
// Предусловие: mutable_counted_range(fb,n)
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return reverse_copy(f_b, copy_n(f_i, n, f_b).m1, f_i);
}

reverse_n_with_bu�er выполняет 2n присваиваний.
Мы будем использовать этот подход с копированием в буфер и обратно

для других переупорядочений.
Если буферная память недоступна, но в качестве пространства стека мо-

жет использоваться память с объемом, определяемым по логарифмическому
закону, возможно применение алгоритма декомпозиции: разбейте интервал на
две части, выполните обращение каждой части и, наконец, поменяйте местами
эти части с помощью swap_ranges_n.

Лемма 10.18. Разбиение, настолько равное, насколько это возможно, позво-
ляет свести работу к минимуму.

Возврат значения предела позволяет оптимизировать обход в сторону сред-
ней точки с использованием метода, названного нами вспомогательным вы-
числением в ходе рекурсии:

template<typename I>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I))

I reverse_n_forward(I f, DistanceType(I) n)
{

// Предусловие: mutable_counted_range(f,n)
typedef DistanceType(I) N;
if (n < N(2)) return f + n;
N h = half_nonnegative(n);
N n_mod_2 = n - twice(h);
I m = reverse_n_forward(f, h) + n_mod_2;
I l = reverse_n_forward(m, h);
swap_ranges_n(f, m, h);
return l;

}

Правильность reverse_n_forward зависит от следующего.

Лемма 10.19. Обратная перестановка на [0,n) является единственной пере-
становкой, удовлетворяющей i < j⇒ p(j) < p(i).

Очевидно, что это условие соблюдается для интервалов с размером 1. Для
рекурсивных вызовов по индукции можно установить, что условие соблюда-
ется в пределах каждой половины. Условие вновь устанавливается с помощью
swap_ranges_n между этими половинами и пропущенным средним элементом,
если таковой имеется.

Лемма 10.20. Для интервала с длиной n =
∑⌊logn⌋

i=0 ai2
i, где ai — ith цифра

в двоичном представлении n, количество присваиваний равно 3
2

∑⌊logn⌋
i=0 aii2

i.
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reverse_n_forward требует логарифмического объема пространства для стека
вызовов. В адаптивном к памяти алгоритме для максимального повышения
производительности используется весь объем дополнительного пространства,
какой только он может получить. Даже несколько процентов дополнительного
пространства дают значительное повышение производительности. Это приво-
дит к следующему алгоритму, в котором используется разделение и происхо-
дит переключение на функцию reverse_n_with_bu�er с линейными затратами
времени каждый раз, когда данные для подзадачи вписываются в буфер:

template<typename I, typename B>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I) &&

Mutable(B) && BidirectionalIterator(B) &&
ValueType(I) == ValueType(B))

I reverse_n_adaptive(I f_i, DistanceType(I) n_i,
B f_b, DistanceType(I) n_b)

{
// Предусловие: mutable_counted_range(fi,ni)
// Предусловие: mutable_counted_range(fb,nb)
typedef DistanceType(I) N;
if (n_i < N(2))

return f_i + n_i;
if (n_i <= n_b)

return reverse_n_with_buffer(f_i, n_i, f_b);
N h_i = half_nonnegative(n_i);
N n_mod_2 = n_i - twice(h_i);
I m_i = reverse_n_adaptive(f_i, h_i, f_b, n_b) + n_mod_2;
I l_i = reverse_n_adaptive(m_i, h_i, f_b, n_b);
swap_ranges_n(f_i, m_i, h_i);
return l_i;

}

Упражнение 10.6. Выведите формулу для количества присваиваний, выпол-
няемых в reverse_n_adaptive, для заданного интервала и размеров буферов.

10.4. Алгоритмы вращения

Перестановка p элементов в количестве n, определенная с помощью ин-
дексной перестановки p(i) = (i+ k) mod n, называется k-вращением.

Лемма 10.21. Инверсия k-вращения n элементов представляет собой (n− k)-
вращение.

Элемент с индексом i находится в цикле

{i, (i+ k) mod n, (i+ 2k) mod n, . . .} = {(i+ uk) mod n}

Стр.   185



186 Глава 10. Переупорядочения

Длина цикла — наименьшее положительное целое число m, такое, что

i = (i+mk) mod n

Это равенство эквивалентно равенству mk mod n = 0, которое показывает
длину цикла, обеспечивающую независимость от i. Здесь m — наименьшее по-
ложительное число, такое, что mk mod n = 0, lcm(k,n) = mk, где lcm(a,b) —
наименьшее общее кратное a и b. Используя стандартное равенство

lcm(a,b) gcd(a,b) = ab

получим, что размер цикла равен

m =
lcm(k,n)

k
=

kn

gcd(k,n)k
=

n

gcd(k,n)

Количество циклов, таким образом, равно gcd(k,n).
Рассмотрим два элемента в цикле: (i + uk) mod n и (i + vk) mod n. Рас-

стояние между ними составляет

|(i+ uk) mod n− (i+ vk) mod n| = (u− v)k mod n

= (u− v)k− pn

где p = quotient((u − v)k,n). И k, и n являются делимыми на d = gcd(k,n),
поэтому делимым является и это расстояние. Это означает, что расстояние
между различными элементами в одном и том же цикле равно по меньшей
мере d и элементы с индексами в [0,d) принадлежат к непересекающимся
циклам.

Переупорядочение с k-вращением интервала [f, l) эквивалентно взаимному
обмену относительными позициями значений в подынтервалах [f,m) и [m, l),
где m = f+ ((l− f) − k) = l− k. Таким образом, m представляет собой более
полезное входное значение, чем k. Если задействованы прямые или двуна-
правленные итераторы, то появляется возможность обойтись без выполнения
операций с линейными затратами времени для вычисления m из k. Возврат
итератора m ′ = f+k, указывающего на новую позицию элемента в f, является
полезным для многих других алгоритмов2.

Лемма 10.22. Вращение интервала [f, l) вокруг итератора m, а затем враще-
ние его вокруг возвращенного значения m ′ приводит к возврату m и восста-
новлению интервала в его исходное состояние.

2Джозеф Тай (Joseph Tighe) предлагает возвращать пару, m и m ′, в таком порядке, чтобы
эти элементы составляли допустимый интервал; безусловно, это — интересное предложение,
позволяющее сохранить всю информацию, но нам еще не известен достаточно привлекательный
способ использования подобного интерфейса.
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Мы можем использовать cycle_from для реализации переупорядочения с k-
вращением интервала индексированных итераторов или итераторов с произ-
вольным доступом. Входящей перестановкой является p(i) = (i + k) mod n,
а исходящей перестановкой — ее инверсия: p−1(i) = (i + (n − k)) mod n, где
n− k = m− f. Мы хотим избежать вычисления mod и отмечаем, что

p−1(i) =

{
i+ (n− k) if i < k

i− k if i > k

Это приводит к получению следующего функционального объекта для ите-
раторов с произвольным доступом:

template<typename I>
requires(RandomAccessIterator(I))

struct k_rotate_from_permutation_random_access
{

DistanceType(I) k;
DistanceType(I) n_minus_k;
I m_prime;
k_rotate_from_permutation_random_access(I f, I m, I l) :

k(l - m), n_minus_k(m - f), m_prime(f + (l - m))
{

// Предусловие: bounded_range(f, l)∧m ∈ [f, l)
}
I operator()(I x)
{

// Предусловие: x ∈ [f, l)
if (x < m_prime) return x + n_minus_k;
else return x - k;

}
};

Что касается индексированных итераторов, то отсутствие естественного
упорядочения и необходимость вычитания расстояния из итератора приводят
к тому, что приходится выполнять одну-две дополнительные операции сложе-
ния:

template<typename I>
requires(IndexedIterator(I))

struct k_rotate_from_permutation_indexed
{

DistanceType(I) k;
DistanceType(I) n_minus_k;
I f;
k_rotate_from_permutation_indexed(I f, I m, I l) :

k(l - m), n_minus_k(m - f), f(f)
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{
// Предусловие: bounded_range(f, l)∧m ∈ [f, l)

}
I operator()(I x)
{

// Предусловие: x ∈ [f, l)
DistanceType(I) i = x - f;
if (i < k) return x + n_minus_k;
else return f + (i - k);

}
};

Следующая процедура выполняет вращение каждого цикла:

template<typename I, typename F>
requires(Mutable(I) && IndexedIterator(I) &&

Transformation(F) && I == Domain(F))
I rotate_cycles(I f, I m, I l, F from)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)∧m ∈ [f, l]
// Предусловие: from является исходящей перестановкой на [f, l)
typedef DistanceType(I) N;
N d = gcd<N, N>(m - f, l - m);
while (count_down(d)) cycle_from(f + d, from);
return f + (l - m);

}

Этот алгоритм соответствует алгоритму, впервые опубликованному в [Flet-
cher and Silver 1966], если не считать того, что его авторы использовали
cycle_to, а мы используем cycle_from. Эти процедуры выбирают подходящий
функциональный объект:

template<typename I>
requires(Mutable(I) && IndexedIterator(I))

I rotate_indexed_nontrivial(I f, I m, I l)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)∧ f ≺ m ≺ l

k_rotate_from_permutation_indexed<I> p(f, m, l);
return rotate_cycles(f, m, l, p);

}

template<typename I>
requires(Mutable(I) && RandomAccessIterator(I))

I rotate_random_access_nontrivial(I f, I m, I l)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)∧ f ≺ m ≺ l

k_rotate_from_permutation_random_access<I> p(f, m, l);
return rotate_cycles(f, m, l, p);

}
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Количество присваиваний составляет n+ cN − cT = n+ gcd(n,k). Напом-
ним, что n — количество элементов, cN — количество нетривиальных циклов,
cT — количество тривиальных циклов. Ожидаемым значением gcd(n,k) для
1 6 n, k 6 m является 6

π2 lnm+ C +O( lnm√
m
) (см. [Diaconis and Erdös 2004]).

Следующее свойство позволяет получить алгоритм вращения для двуна-
правленных итераторов.

Лемма 10.23. k-вращение на [0,n) является единственной перестановкой p,
которая инвертирует относительное упорядочение между подынтервалами
[0,n − k) и [n − k,n), но сохраняет относительное упорядочение в каждом
подынтервале:

1. i < n− k∧ n− k 6 j < n⇒ p(j) < p(i)

2. i < j < n− k∨ n− k 6 i < j⇒ p(i) < p(j)

Обратное переупорядочение удовлетворяет условию 1, но не 2. Применение
обращения к подынтервалам [0,n−k) и [n−k,n) с последующим применением
обращения ко всему интервалу удовлетворяет обоим условиям:

reverse_bidirectional(f, m);
reverse_bidirectional(m, l);
reverse_bidirectional(f, l);

Поиск возвращаемого значения m ′ осуществляется с использованием
reverse_swap_ranges_bounded3:

template<typename I>
requires(Mutable(I) && BidirectionalIterator(I))

I rotate_bidirectional_nontrivial(I f, I m, I l)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)∧ f ≺ m ≺ l

reverse_bidirectional(f, m);
reverse_bidirectional(m, l);
pair<I, I> p = reverse_swap_ranges_bounded(m, l, f, m);
reverse_bidirectional(p.m1, p.m0);
if (m == p.m0) return p.m1;
else return p.m0;

}

Лемма 10.24. Количество присваиваний равно 3(⌊n/2⌋+ ⌊k/2⌋+ ⌊(n−k)/2⌋),
что составляет 3n, если и n, и k являются четными, а 3(n− 2) — нечетным.

Если задан интервал [f, l) и итератор m в этом интервале, то вызов

p← swap_ranges_bounded(f,m,m, l)

3Использование reverse_swap_ranges_bounded для определения m ′ было предложено нам
Уилсоном Хо (Wilson Ho) и Реймондом Ло (Raymond Lo).
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задает p равным паре итераторов, таких, что

p.m0 = m∨ p.m1 = l

Если p.m0 = m ∧ p.m1 = l, то наша цель достигнута. В противном случае
[f,p.m0) находится в окончательной позиции и, в зависимости от того, имеет
ли место p.m0 = m или p.m1 = l, необходимо выполнить вращение [p.m0, l)
вокруг p.m1 или m соответственно. Это непосредственно приводит к следую-
щему алгоритму, впервые опубликованному в [Gries and Mills 1981]:

template<typename I>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I))

void rotate_forward_annotated(I f, I m, I l)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)∧ f ≺ m ≺ l

DistanceType(I) a = m - f;
DistanceType(I) b = l - m;

while (true) {
pair<I, I> p = swap_ranges_bounded(f, m, m, l);
if (p.m0 == m && p.m1 == l) { assert(a == b);

return;
}
f = p.m0;
if (f == m) { assert(b > a);

m = p.m1; b = b - a;
} else { assert(a > b);

a = a - b;
}

}
}

Лемма 10.25. После первого применения предложения else имеет место f =
m ′, стандартное возвращаемое значение для вращения.

Дополнительные переменные a и b остаются равными размерам двух
подынтервалов, с которыми должен быть произведен взаимный обмен. Вместе
с тем они находят путем вычитания gcd по отношению к начальным размерам.
Каждый вызов exchange_values, выполненный в swap_ranges_bounded, приводит
к размещению одного значения в его окончательной позиции, кроме послед-
него вызова swap_ranges_bounded, при котором каждый вызов exchange_values
размещает два значения в их окончательных позициях. В последнем вызове
swap_ranges_bounded выполняются gcd(n,k) вызовов exchange_values, поэтому
общее количество вызовов в exchange_values равно n− gcd(n,k).

Предыдущая лемма предоставляет еще одну возможность реализации пол-
ной процедуры rotate_forward: создание второй копии кода, которая сохраня-
ет копию функции f в предложении else, а затем вызывает rotate_forward_
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annotated для завершения вращения. Это может быть преобразовано в следу-
ющие две процедуры:

template<typename I>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I))

void rotate_forward_step(I& f, I& m, I l)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)∧ f ≺ m ≺ l

I c = m;
do {

swap_step(f, c);
if (f == m) m = c;

} while (c != l);
}

template<typename I>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I))

I rotate_forward_nontrivial(I f, I m, I l)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)∧ f ≺ m ≺ l

rotate_forward_step(f, m, l);
I m_prime = f;
while (m != l) rotate_forward_step(f, m, l);
return m_prime;

}

Упражнение 10.7. Проверьте, действительно ли rotate_forward_nontrivial вра-
щает [f, l) вокруг m и возвращает m ′.

Иногда бывает полезно выполнить частичное вращение интервала, пере-
мещая правильно выбранные объекты в [f,m ′), но оставляя объекты в [m ′, l)
в некотором переупорядочении объектов, первоначально находившихся в [f,m).
Например, это может использоваться для перемещения нежелательных объ-
ектов в конец последовательности при подготовке к их стиранию. Это можно
осуществить с помощью следующего алгоритма:

template<typename I>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I))

I rotate_partial_nontrivial(I f, I m, I l)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)∧ f ≺ m ≺ l

return swap_ranges(m, l, f);
}

Лемма 10.26. Постусловием для rotate_partial_nontrivial является то, что эта
функция выполняет частичное вращение, такое, что объекты в позициях [m ′, l)
подвергнуты k-вращению, где k = −(l− f) mod (m− f).
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Иногда может быть полезна обратная версия rotate_partial_nontrivial, в ко-
торой используется обратная версия swap_ranges.

Если доступна дополнительная буферная память, может использоваться
следующий алгоритм:

template<typename I, typename B>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I) &&

Mutable(B) && ForwardIterator(B))
I rotate_with_buffer_nontrivial(I f, I m, I l, B f_b)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)∧ f ≺ m ≺ l

// Предусловие: mutable_counted_range(fb, l− f)
B l_b = copy(f, m, f_b);
I m_prime = copy(m, l, f);
copy(f_b, l_b, m_prime);
return m_prime;

}

rotate_with_bu�er_nontrivial выполняет (l− f)+ (m− f) присваиваний, тогда
как следующий алгоритм выполняет (l− f) + (l−m) присваиваний. Если про-
изводится вращение интервала двунаправленных итераторов, то может быть
выбран алгоритм, который сводит к минимуму количество присваиваний, хотя
для вычисления разностей во время выполнения требуется линейное количе-
ство операций successor:

template<typename I, typename B>
requires(Mutable(I) && BidirectionalIterator(I) &&

Mutable(B) && ForwardIterator(B))
I rotate_with_buffer_backward_nontrivial(I f, I m, I l, B f_b) {

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)∧ f ≺ m ≺ l

// Предусловие: mutable_counted_range(fb, l− f)
B l_b = copy(m, l, f_b);
copy_backward(f, m, l);
return copy(f_b, l_b, f);

}

10.5. Выбор алгоритма

В разделе 10 мы представили обратные алгоритмы с различными требова-
ниями к итераторам и сигнатурами процедур, включая версии, принимающие
счетный и ограниченный интервалы. Имеет смысл определить такие разновид-
ности алгоритмов, которые предоставляют доступ к наиболее удобным сигна-
турам, доступным для дополнительных типов итераторов. Например, примене-
ние дополнительной операции вычисления разности итераторов с постоянными
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затратами времени приводит к созданию алгоритма для обращения ограничен-
ного интервала индексированных итераторов:

template<typename I>
requires(Mutable(I) && IndexedIterator(I))

void reverse_indexed(I f, I l)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)
reverse_n_indexed(f, l - f);

}

Если должно быть выполнено обращение интервала прямых итераторов,
обычно имеется достаточный объем дополнительной памяти для обеспечения
эффективного выполнения reverse_n_adaptive. Если размер интервала, подле-
жащего обращению, остается не слишком большим, то дополнительная па-
мять может быть получена обычным образом (например, с помощью функции
malloc). Но если этот размер очень велик, то может не оказаться достаточного
объема доступной физической памяти для распределения буфера такого разме-
ра. Такие алгоритмы, как reverse_n_adaptive, работают эффективно, даже если
размер буфера невелик по сравнению с интервалом, подлежащим изменению,
поэтому имеет смысл предусмотреть в системе способ распределения времен-
ного буфера. При этом распределении может быть зарезервирован меньший
объем памяти по сравнению с запрашиваемым; в системе с виртуальной памя-
тью такая распределенная память имеет назначенную ей физическую память.
Временный буфер предназначен для краткосрочного использования, а его воз-
врат после завершения работы алгоритма гарантирован.

Например, в следующем алгоритме используется тип temporary_bu�er:

template<typename I>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I))

void reverse_n_with_temporary_buffer(I f, DistanceType(I) n)
{

// Предусловие: mutable_counted_range(f,n)
temporary_buffer<ValueType(I)> b(n);
reverse_n_adaptive(f, n, begin(b), size(b));

}

Конструктор b(n) распределяет память для хранения некоторого количе-
ства m 6 n смежно расположенных объектов типа ValueType(I); size(b) возвра-
щает количество m, а begin(b) возвращает итератор, указывающий на начало
этого интервала. Деструктор для b освобождает память.

Для одной и той же задачи часто предусмотрены разные алгоритмы для
различных требований к типам. Например, что касается вращения, то имеются
три полезных алгоритма для индексированных (и с произвольным доступом),
двунаправленных и прямых итераторов. Есть возможность автоматически вы-
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бирать алгоритмы из семейства алгоритмов на основе требований, которым
удовлетворяют типы. Мы достигаем этой цели с использованием механизма,
известного как планирование концепции. Для этого прежде всего опреде-
ляется процедура планирования верхнего уровня, которая в данном случае
осуществляет также тривиальные вращения:

template<typename I>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I))

I rotate(I f, I m, I l)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)∧m ∈ [f, l]
if (m == f) return l;
if (m == l) return f;
return rotate_nontrivial(f, m, l, IteratorConcept(I)());

}

Функция типа IteratorConcept возвращает тип дескриптора концепции,
который представляет в коде самую сильную концепцию, смоделированную ее
аргументом. Затем мы реализуем процедуру для каждого типа дескриптора
концепции:

template<typename I>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I))

I rotate_nontrivial(I f, I m, I l, forward_iterator_tag) {
// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)∧ f ≺ m ≺ l

return rotate_forward_nontrivial(f, m, l);
}

template<typename I>
requires(Mutable(I) && BidirectionalIterator(I))

I rotate_nontrivial(I f, I m, I l, bidirectional_iterator_tag)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)∧ f ≺ m ≺ l

return rotate_bidirectional_nontrivial(f, m, l);
}

template<typename I>
requires(Mutable(I) && IndexedIterator(I))

I rotate_nontrivial(I f, I m, I l, indexed_iterator_tag)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)∧ f ≺ m ≺ l

return rotate_indexed_nontrivial(f, m, l);
}

template<typename I>
requires(Mutable(I) && RandomAccessIterator(I))

I rotate_nontrivial(I f, I m, I l, random_access_iterator_tag)
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{
// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)∧ f ≺ m ≺ l

return rotate_random_access_nontrivial(f, m, l);
}

При планировании концепции не учитываются иные факторы, кроме требо-
ваний к типам. Например, как представлено в итоговом виде в табл. 10.1, мы
можем вращать интервал итераторов с произвольным доступом при использо-
вании трех алгоритмов, в каждом из которых выполняется различное количе-
ство присваиваний. Если интервал вписывается в кэш-память, то n+gcd(n, k)
присваиваний, выполняемых алгоритмом с произвольным доступом, обеспе-
чивают наилучшую производительность. Но если интервал не вписывается
в кэш, то быстрее становится двунаправленный алгоритм с 3n присваивания-
ми или прямой алгоритм с 3(n− gcd(n, k)) присваиваниями. В этом случае на
то, будет ли работать быстрее двунаправленный или прямой алгоритмы, вли-
яют дополнительные факторы, включая более регулярную структуру цикла
двунаправленного алгоритма, из-за чего могут потребоваться дополнительные
выполняемые в нем присваивания, и нюансы архитектуры процессора, такие
как конфигурация его кэша и логика предварительной выборки. Следует также
отметить, что эти алгоритмы выполняют операции с итераторами в дополнение
к присваиваниям типа значений; по мере того, как размер типа значений ста-
новится меньше, относительная стоимость этих прочих операций возрастает.

Таблица 10.1. Количество присваиваний, выполняемых алгоритмами вращения

Алгоритм Присваивания
indexed, random_access n+ gcd((n, k)
bidirectional 3n or 3(n− 2)
forward 3(n− gcd(n, k))
with_bu�er n+ (n-k)
with_bu�er_backward n+ k

partial 3k

Примечание. Здесь n = l− f и k = l−m

Проект 10.1. Спроектируйте тест для сравнения производительности всех ал-
горитмов при различных размерах массивов, размерах элементов и количе-
ствах вращений. На основе результатов этого теста спроектируйте составной
алгоритм, который соответствующим образом использует один из алгоритмов
вращения в зависимости от концепции итератора, размера интервала, коли-
чества вращений, размера элемента, размера кэша, доступности временного
буфера и других относящихся к делу соображений.
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Проект 10.2. Мы представили две разновидности алгоритмов переупорядоче-
ния с учетом позиции: обращение и вращение. Однако в литературе есть и дру-
гие примеры таких алгоритмов. Разработайте таксономию переупорядочений
с учетом позиции, сведите в каталог существующие алгоритмы, определите
недостающие алгоритмы и создайте библиотеку.

10.6. Резюме

Структура перестановок позволяет проектировать и анализировать алго-
ритмы переупорядочения. Даже простые задачи, такие как обращения и вра-
щения, ведут к созданию широкого набора полезных алгоритмов. Выбор наи-
более подходящего из них зависит от требований к итераторам и особен-
ностей вычислительной системы. Алгоритмы, адаптивные к памяти, предо-
ставляют практическую альтернативу теоретическому понятию замещающих
алгоритмов.
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Глава 11
Разбиение и слияние

В настоящей главе формируются переупорядочения на основе предикатов
и упорядочений из компонентов, описанных в предыдущих главах. После пред-
ставления алгоритмов разбиения для прямых и двунаправленных итераторов
мы реализуем алгоритм стабильного разбиения. Затем введем механизм дво-
ичного счетчика для преобразования восходящих алгоритмов декомпозиции,
таких как алгоритм стабильного разбиения, в итерационную форму. Мы вве-
дем алгоритм стабильного слияния, адаптивный к памяти, и воспользуемся
им для создания эффективной стабильной сортировки, адаптивной к памяти,
применимой и для прямых итераторов: наименее строгая концепция, которая
допускает переупорядочения.

11.1. Разбиение

В главе 6 было введено понятие интервала, разделенного по предикату,
наряду с фундаментальным алгоритмом partition_point на таком интервале. Те-
перь мы рассмотрим алгоритмы для преобразования произвольного интервала
в интервал, подвергнутый разбиению.

Упражнение 11.1. Реализуйте алгоритм partitioned_at_point, который проверя-
ет, разделен ли данный ограниченный интервал по указанному итератору.

Упражнение 11.2. Реализуйте алгоритм potential_partition_point, возвращаю-
щий итератор, в котором появилась бы точка разбиения после проведения
разбиения.

Лемма 11.1. Если m = potential_partition_point(f, l,p), то

count_if(f,m,p) = count_if_not(m, l,p)

Иными словами, количество стоящих не на своих местах элементов с обеих
сторон от m является одинаковым.
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Эта лемма позволяет определить минимальное количество присваиваний
для разбиения интервала, 2n + 1, где n — количество стоящих не на сво-
их местах элементов с обеих сторон от m: 2n присваиваний для элементов,
стоящих не на своих местах, и одно присваивание временной переменной.

Лемма 11.2. Существует u!v! перестановок, которые подвергают разбиению
интервал с u значениями false и v значениями true.

Разбиение с переупорядочением является стабильным, если сохраняется
относительный порядок элементов, не удовлетворяющих предикату, как и от-
носительный порядок элементов, удовлетворяющих предикату.

Лемма 11.3. Результат стабильного разбиения является уникальным.

Разбиение с переупорядочением является полустабильным, если сохраня-
ется относительный порядок элементов, не удовлетворяющих предикату. Сле-
дующий алгоритм выполняет полустабильное разбиение1:

template<typename I, typename P>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I) &&

UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))
I partition_semistable(I f, I l, P p)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)
I i = find_if(f, l, p);
if (i == l) return i;
I j = successor(i);
while (true) {

j = find_if_not(j, l, p);
if (j == l) return i;
swap_step(i, j);

}
}

Правильность partition_semistable зависит от следующих трех лемм.

Лемма 11.4. Перед проверкой условия выхода имеет место none(f, i,p) ∧

all(i, j,p).

Лемма 11.5. После проверки условия выхода имеет место p(source(i)) ∧ ¬

p(source(j)).

Лемма 11.6. После вызова swap_step имеет место none(f, i,p)∧ all(i, j,p).

Полустабильность следует из того факта, что вызов swap_step перемещает
элемент, не удовлетворяющий предикату, в позицию перед интервалом эле-
ментов, удовлетворяющих предикату, поэтому порядок элементов, не удовле-
творяющих предикату, не изменяется.

1В [Bentley 1984, стр. 287–291] этот алгоритм приписывается Нико Ломуто (Nico Lomuto).
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partition_semistable использует только один временный объект, в swap_step.
Допустим, что n = l − f — количество элементов в интервале, а w —

количество элементов, не удовлетворяющих предикату, которые следуют за
первым элементом, удовлетворяющим предикату. Тогда предикат применяется
n раз, exchange_values выполняется w раз, а количество приращений итератора
равняется n+w.

Упражнение 11.3. Перепишите partition_semistable, подставив код вместо вы-
зова �nd_if_not и устранив лишнюю проверку значения l.

Упражнение 11.4. Приведите постусловие алгоритма, которое следует из за-
мены вызова swap_step(i, j) вызовом copy_step(j, i) в функции partition_
semistable, предложите подходящее имя и сравните назначение полученной
процедуры с назначением процедуры partition_semistable.

Допустим, что n — количество элементов в интервале, подлежащем раз-
биению.

Лемма 11.7. Разбиение с переупорядочением, которое возвращает точку раз-
биения, требует n применений предиката.

Лемма 11.8. Разбиение с переупорядочением непустого интервала, которое не
возвращает точку разбиения, требует n− 1 применений предиката2.

Упражнение 11.5. Реализуйте разбиение с переупорядочением для непустых
интервалов, в котором осуществляется n− 1 применений предиката.

Рассмотрим интервал с одним элементом, удовлетворяющим предикату, за
которым следуют n элементов, не удовлетворяющих предикату. В partition_
semistable выполняется n вызовов exchange_values, тогда как достаточно одно-
го. Если мы объединим прямой поиск элемента, удовлетворяющего предикату,
с обратным поиском элемента, не удовлетворяющего предикату, то избежим
ненужных обменов местами. Для этого алгоритма требуются двунаправленные
итераторы:

template<typename I, typename P>
requires(Mutable(I) && BidirectionalIterator(I) &&

UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))
I partition_bidirectional(I f, I l, P p)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)
while (true) {

f = find_if(f, l, p);
l = find_backward_if_not(f, l, p);
if (f == l) return f;

2Эта лемма и следующее упражнение были предложены нам Джоном Брандтом (Jon Brandt).

Стр.   199



200 Глава 11. Разбиение и слияние

reverse_swap_step(l, f);
}

}

Как и в случае partition_semistable, в partition_bidirectional используется
только один временный объект.

Лемма 11.9. Количество раз выполнения exchange_values, v равняется количе-
ству стоящих не на своих местах элементов, не удовлетворяющих предикату.
Поэтому общее количество присваиваний равно 3v.

Упражнение 11.6. Реализуйте разбиение с переупорядочением для прямых
итераторов, в котором exchange_values вызывается такое же количество раз,
как и partition_bidirectional, благодаря тому, что вначале вычисляется потенци-
альная точка разбиения.

Возможно осуществить разбиение с другим переупорядочением, которое
имеет лишь единственный цикл, что приводит к 2v + 1 присваиваниям. Идея
состоит в том, что первый стоящий не на своем месте элемент сохраняет-
ся и тем самым создается “дырка”, а затем повторно осуществляется поиск
стоящего не на своем месте элемента с противоположной стороны от потен-
циальной точки разбиения и его перемещение в дырку, создание новой дырки
и, наконец, перемещение сохраненного элемента в последнюю дырку.

Упражнение 11.7. Используя этот метод, реализуйте partition_single_cycle.

Упражнение 11.8. Реализуйте разбиение с переупорядочением для двунаправ-
ленных итераторов, в котором осуществляется поиск подходящих защитных
элементов, а затем используются �nd_if_unguarded и незащищенная версия
�nd_backward_if_not.

Упражнение 11.9. Повторите предыдущее упражнение, применив метод с
единственным циклом.

Идеи двунаправленного алгоритма разбиения, а также вариантов с един-
ственным циклом и защищенным элементом принадлежат Ч. Э. Р. Хоару3.

Если стабильность необходима для обеих сторон разбиения, а объем до-
ступной памяти для буфера с таким же размером, как и интервал, является
достаточным, может использоваться следующий алгоритм:

3См. в [Hoare 1962] описание алгоритма быстрой сортировки. В соответствии с требования-
ми быстрой сортировки при разбиении по Хоару происходит обмен местами элементов, которые
больше или равны выбранному элементу, с элементами, меньшими или равными выбранному
элементу. Интервал равных элементов разделяется посередине. Следует отметить, что эти два
отношения, 6 и >, не являются дополнениями друг друга.
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template<typename I, typename B, typename P>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I) &&

Mutable(B) && ForwardIterator(B) &&
ValueType(I) == ValueType(B) &&
UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))

I partition_stable_with_buffer(I f, I l, B f_b, P p)
{

// Предусловие: mutable_bounded_range(f, l)
// Предусловие: mutable_counted_range(fb, l− f)
pair<I, B> x = partition_copy(f, l, f, f_b, p);
copy(f_b, x.m1, x.m0);
return x.m0;

}

Если же памяти для полноразмерного буфера недостаточно, то возможно
реализовать стабильное разбиение с использованием алгоритма декомпозиции.
Если интервал является одноэлементным, то он уже разделен и его точку
разбиения можно определить с помощью одного применения предиката:

template<typename I, typename P>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I) &&

UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))
pair<I, I> partition_stable_singleton(I f, P p)
{

// Предусловие: readable_bounded_range(f, successor(f))
I l = successor(f);
if (!p(source(f))) f = l;
return pair<I, I>(f, l);

}

Возвращенным значением является точка разбиения и предел интервала:
иными словами, интервал значений, удовлетворяющих предикату.

Два смежных интервала, подвергнутых разбиению, можно объединить в
единственный интервал, подвергнутый разбиению, вращая интервал, ограни-
ченный первой и второй точками разбиения, вокруг середины:

template<typename I>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I))

pair<I, I> combine_ranges(const pair<I, I>& x,
const pair<I, I>& y)

{
// Предусловие: mutable_bounded_range(x.m0,y.m0)
// Предусловие: x.m1 ∈ [x.m0,y.m0]
return pair<I, I>(rotate(x.m0, x.m1, y.m0), y.m1);

}

Лемма 11.10. Функция combine_ranges является ассоциативной, будучи при-
меняемой к трем неперекрывающимся интервалам.
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Лемма 11.11. Если для некоторого предиката p имеет место

(∀i ∈ [x.m0, x.m1))p(i)∧

(∀i ∈ [x.m1,y.m0))¬p(i)∧

(∀i ∈ [y.m0,y.m1))p(i)

то после применения
z← combine_ranges(x,y)

соблюдается следующее условие:

(∀i ∈ [x.m0, z.m0))¬p(i)

(∀i ∈ [z.m0, z.m1))p(i)

Входы относятся к интервалам значений, удовлетворяющих предикату, и то
же касается выходов; поэтому неодноэлементный интервал подвергается ста-
бильному разбиению путем разделения его посередине, рекурсивного разбие-
ния обеих половин, а затем объединения частей, подвергнутых разбиению:

template<typename I, typename P>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I) &&

UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))
pair<I, I> partition_stable_n_nonempty(I f, DistanceType(I) n,

P p)
{

// Предусловие: mutable_counted_range(f,n)∧ n > 0

if (one(n)) return partition_stable_singleton(f, p);
DistanceType(I) h = half_nonnegative(n);
pair<I, I> x = partition_stable_n_nonempty(f, h, p);
pair<I, I> y = partition_stable_n_nonempty(x.m1, n - h, p);
return combine_ranges(x, y);

}

Получение пустых интервалов никогда не становится результатом допол-
нительного разбиения интервала с размером больше 1, поэтому мы рассмат-
риваем этот случай только на верхнем уровне:

template<typename I, typename P>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I) &&

UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))
pair<I, I> partition_stable_n(I f, DistanceType(I) n, P p)
{

// Предусловие: mutable_counted_range(f,n)
if (zero(n)) return pair<I, I>(f, f);
return partition_stable_n_nonempty(f, n, p);

}
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На нижнем уровне рекурсии осуществляется ровно n применений предика-
та. Глубина рекурсии для partition_stable_n_nonempty составляет ⌈log2 n⌉. На
каждом уровне рекурсии мы вращаем в среднем n/2 элементов, что требует
от n/2 до 3n/2 присваиваний, в зависимости от категории итератора. Общее
количество присваиваний равно n log2 n/2 для итераторов с произвольным до-
ступом и 3n log2 n/2 для прямых и двунаправленных итераторов.

Упражнение 11.10. Воспользуйтесь методами из предыдущей главы для по-
лучения версии partition_stable_n, адаптивной к памяти.

11.2. Сбалансированное приведение

Разумеется, производительность partition_stable_n зависит от дополнитель-
ного разбиения интервала в середине, но ее правильность — нет. Опера-
ция combine_ranges является частично ассоциативной, поэтому дополнитель-
ное разбиение может быть выполнено в любой точке. Мы можем восполь-
зоваться этим фактом для создания итеративного алгоритма с аналогичной
производительностью; такой алгоритм полезен, например, когда размер ин-
тервала неизвестен заранее или должны быть устранены издержки вызова
процедуры. Основная идея состоит в использовании приведения, применении
partition_stable_singleton к каждому единичному интервалу и объединении ре-
зультатов с помощью combine_ranges:

reduce_nonempty(
f, l,
combine_ranges<I>,
partition_trivial<I, P>(p));

где partition_trivial — функциональный объект, который связывает параметр
предиката с partition_stable_singleton:

template<typename I, typename P>
requires(ForwardIterator(I) &&
UnaryPredicate(P) && ValueType(I) == Domain(P))

struct partition_trivial
{

P p;
partition_trivial(const P & p) : p(p) { }
pair<I, I> operator()(I i)
{

return partition_stable_singleton<I, P>(i, p);
}

};
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В связи с тем, что используется reduce_nonempty, сложность становится
квадратичной. Мы должны воспользоваться частичной ассоциативностью, что-
бы создать сбалансированное дерево приведения. Мы используем метод дво-
ичного счетчика для создания дерева приведения снизу вверх4. Аппаратный
двоичный счетчик увеличивает n-битовое двоичное целое число на 1. Значе-
ние 1 в позиции i имеет вес, равный 2i; перенос из этой позиции имеет вес
2i+1 и распространяется на следующую по высоте позицию. В нашем счетчике
используется бит в позиции i для представления либо пустого интервала, ли-
бо результата сокращения 2i элементов из исходного интервала. Если перенос
распространяется на следующую по высоте позицию, то либо сохраняется, ли-
бо объединяется с другим значением, имеющим тот же вес. Возврат переноса
из самой высокой позиции осуществляется в следующей процедуре, которая
принимает нейтральный элемент в качестве явно заданного параметра, как
и reduce_nonzeroes:

template<typename I, typename Op>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I) &&

BinaryOperation(Op) && ValueType(I) == Domain(Op))
Domain(Op) add_to_counter(I f, I l, Op op, Domain(Op) x,

const Domain(Op)& z)
{

if (x == z) return z;
while (f != l) {

if (source(f) == z) {
sink(f) = x;
return z;

}
x = op(source(f), x);
sink(f) = z;
f = successor(f);

}
return x;

}

Память для счетчика предоставляется с применением следующего типа,
который обрабатывает переполнения, поступающие из add_to_counter, с помо-
щью следующего расширенного варианта счетчика:

template<typename Op>
requires(BinaryOperation(Op))

struct counter_machine
{

typedef Domain(Op) T;

4Этот метод приписывается Джону Маккарти (John McCarthy) в [Knuth 1998, раздел 5.2.4
(Сортировка слиянием), упр. 17, стр. 167].
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Op op;
T z;
T f[64];
pointer(T) l;
counter_machine(Op op, const Domain(Op)& z) :

op(op), z(z), l(f) { }
void operator()(const T& x)
{

// Предусловие: вызов не должен осуществляться больше 264 − 1 раз
T tmp = add_to_counter(f, l, op, x, z);
if (tmp != z) {

sink(l) = tmp;
l = successor(l);

}
}

};

При этом используется встроенный массив C++; возможны и альтернатив-
ные реализации5.

После вызова add_to_counter для каждого элемента интервала непустые по-
зиции в счетчике объединяются с крайним левым приведением для получения
окончательного результата:

template<typename I, typename Op, typename F>
requires(Iterator(I) && BinaryOperation(Op) &&

UnaryFunction(F) && I == Domain(F) &&
Codomain(F) == Domain(Op))

Domain(Op) reduce_balanced(I f, I l, Op op, F fun,
const Domain(Op)& z)

{
// Предусловие: bounded_range(f, l)∧ l− f < 264

// Предусловие: partially_associative(op)
// Предусловие: (∀x ∈ [f, l)) fun(x) определено
counter_machine<Op> c(op, z);
while (f != l) {

c(fun(f));
f = successor(f);

}
transpose_operation<Op> t_op(op);
return reduce_nonzeroes(c.f, c.l, t_op, z);

}

Значения в более высоких позициях счетчика соответствуют более ранним
элементам исходного интервала, и операция не обязательно является комму-

5Выбор 64 элементов для массива подходит для любого приложения в 64-битовых архитек-
турах.
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тативной. Поэтому мы должны использовать транспонированную версию этой
операции, которую получаем с использованием следующего функционального
объекта:

template<typename Op>
requires(BinaryOperation(Op))

struct transpose_operation
{

Op op;
transpose_operation(Op op) : op(op) { }
typedef Domain(Op) T;
T operator()(const T& x, const T& y)
{

return op(y, x);
}

};

Теперь мы можем реализовать итерационную версию стабильного разбие-
ния с помощью следующей процедуры:

template<typename I, typename P>
requires(ForwardIterator(I) && UnaryPredicate(P) &&

ValueType(I) == Domain(P))
I partition_stable_iterative(I f, I l, P p)
{

// Предусловие: bounded_range(f, l)∧ l− f < 264

return reduce_balanced(
f, l,
combine_ranges<I>,
partition_trivial<I, P>(p),
pair<I, I>(f, f)

).m0;
}

pairI,I(f, f) является хорошим способом представления нейтрального эле-
мента, поскольку его возврат никогда не происходит с применением partition_
trivial или операции объединения.

Этот итеративный алгоритм создает иное дерево приведения, чем рекурсив-
ный алгоритм. Если размер задачи равен 2k, то рекурсивные и итерационные
версии выполняют одну и ту же последовательность операций объединения;
в ином случае итерационная версия может потребовать вплоть до линейного
объема дополнительной работы. Например, в некоторых алгоритмах сложность
составляет от n log2 n до n log2 n+ n

2
.

Упражнение 11.11. Реализуйте итерационную версию функции sort_linked_
nonempty_n из главы 8, используя reduce_balanced.
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Упражнение 11.12. Реализуйте итерационную версию функции reverse_n_
adaptive из главы 10, используя reduce_balanced.

Упражнение 11.13. Воспользуйтесь reduce_balanced, чтобы реализовать ите-
рационную и адаптивную к памяти версию partition_stable_n.

11.3. Слияние

В главе 9 были представлены алгоритмы копирования путем слияния, в ко-
торых два увеличивающихся интервала объединяются в третий увеличиваю-
щийся интервал. Что касается сортировки, то полезно иметь переупорядоче-
ние, которое производит слияние двух смежных увеличивающихся интервалов
в единственный увеличивающийся интервал. При наличии буфера, размер ко-
торого равен размеру первого интервала, можно воспользоваться следующей
процедурой6:

template<typename I, typename B, typename R>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I) &&

Mutable(B) && ForwardIterator(B) &&
ValueType(I) == ValueType(B) &&
Relation(R) && ValueType(I) == Domain(R))

I merge_n_with_buffer(I f0, DistanceType(I) n0,
I f1, DistanceType(I) n1, B f_b, R r)

{
// Предусловие: mergeable(f0,n0, f1,n1, r)
// Предусловие: mutable_counted_range(fb,n0)
copy_n(f0, n0, f_b);
return merge_copy_n(f_b, n0, f1, n1, f0, r).m2;

}

где свойство mergeable определено следующим образом:

property(I : ForwardIterator ,N : Integer ,R : Relation)
requires(Mutable(I)∧ ValueType(I) = Domain(R))

mergeable : I×N× I×N× R

(f0,n0, f1,n1, r) 7→ f0 + n0 = f1 ∧

mutable_counted_range(f0,n0 + n1)∧
weak_ordering(r)∧
increasing_counted_range(f0,n0, r)∧
increasing_counted_range(f1,n1, r)

Лемма 11.12. Постусловием для merge_n_with_bu�er является

increasing_counted_range(f0,n0 + n1, r)

6Решение упр. 9.5 служит объяснением необходимости извлечения элемента m2.
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Слияние является стабильным, если в выходном интервале сохраняется
относительный порядок эквивалентных элементов и в каждом входном интер-
вале, и между первым и вторым входными интервалами.

Лемма 11.13. merge_n_with_bu�er является стабильной.

Следует учитывать, что merge_linked_nonempty, merge_copy и merge_copy_
backward также стабильны.

Мы можем отсортировать интервал с помощью буфера, размер которого
равен половине размера интервала7:

template<typename I, typename B, typename R>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I) &&

Mutable(B) && ForwardIterator(B) &&
ValueType(I) == ValueType(B) &&
Relation(R) && ValueType(I) == Domain(R))

I sort_n_with_buffer(I f, DistanceType(I) n, B f_b, R r)
{

// Предусловие: mutable_counted_range(f,n)∧ weak_ordering(r)
// Предусловие: mutable_counted_range(fb, ⌈n/2⌉)
DistanceType(I) h = half_nonnegative(n);
if (zero(h)) return f + n;
I m = sort_n_with_buffer(f, h, f_b, r);

sort_n_with_buffer(m, n - h, f_b, r);
return merge_n_with_buffer(f, h, m, n - h, f_b, r);

}

Лемма 11.14. Постусловием для sort_n_with_bu�er является

increasing_counted_range(f,n, r)

Алгоритм сортировки является стабильным, если он сохраняет относи-
тельный порядок элементов с эквивалентными значениями.

Лемма 11.15. sort_n_with_bu�er является стабильной.

Алгоритм имеет ⌈log2 n⌉ уровней рекурсии. На каждом уровне выполня-
ется самое большее 3n/2 присваиваний с общим количеством, ограниченным
значением 3

2
n⌈log2 n⌉. На i-м уровне снизу количество сравнений в наихудшем

случае равно n − n
2i
, что позволяет получить следующее граничное значение

количества сравнений:

n⌈log2 n⌉−
⌈log2n⌉∑

i=1

n

2i
≈ n⌈log2 n⌉− n

7Аналогичный алгоритм был впервые описан в лекции Джона В. Мочли (John W. Mauchly)
“Сортировка и упорядочение” [Mauchly 1946].
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Если доступен буфер достаточного размера, алгоритм sort_n_with_bu�er яв-
ляется эффективным. Если доступно меньше памяти, может использоваться
алгоритм слияния, адаптивный к памяти. Дополнительное разбиение первого
подынтервала в середине и использование среднего элемента для дополнитель-
ного разбиения второго подынтервала в его нижней граничной точки приводит
к созданию четырех подынтервалов, r0, r1, r2 и r3, таких, что значения в r2
строго меньше, чем значения в r1. Вращение интервалов r1 и r2 приводит
к созданию двух новых подзадач слияния (r0 с r2 и r1 с r3):

template<typename I, typename R>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I) &&

Relation(R) && ValueType(I) == Domain(R))
void merge_n_step_0(I f0, DistanceType(I) n0,

I f1, DistanceType(I) n1, R r,
I& f0_0, DistanceType(I)& n0_0,
I& f0_1, DistanceType(I)& n0_1,
I& f1_0, DistanceType(I)& n1_0,
I& f1_1, DistanceType(I)& n1_1)

{
// Предусловие: mergeable(f0,n0, f1,n1, r)
f0_0 = f0;
n0_0 = half_nonnegative(n0);
f0_1 = f0_0 + n0_0;
f1_1 = lower_bound_n(f1, n1, source(f0_1), r);
f1_0 = rotate(f0_1, f1, f1_1);
n0_1 = f1_0 - f0_1;
f1_0 = successor(f1_0);
n1_0 = predecessor(n0 - n0_0);
n1_1 = n1 - n0_1;

}

Лемма 11.16. Вращение не изменяет относительных позиций элементов с эк-
вивалентными значениями.

Итератор i в интервале является центром вращения, если его значение не
меньше любого предшествующего ему значения и не больше любого следую-
щего за ним значения.

Лемма 11.17. После применения merge_n_step_0 элемент f1_0 становится цен-
тром вращения.

Мы можем выполнить аналогичное дополнительное разбиение справа с ис-
пользованием upper_bound:

template<typename I, typename R>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I) &&

Relation(R) && ValueType(I) == Domain(R))
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void merge_n_step_1(I f0, DistanceType(I) n0,
I f1, DistanceType(I) n1, R r,
I& f0_0, DistanceType(I)& n0_0,
I& f0_1, DistanceType(I)& n0_1,
I& f1_0, DistanceType(I)& n1_0,
I& f1_1, DistanceType(I)& n1_1)

{
// Предусловие: mergeable(f0,n0, f1,n1, r)
f0_0 = f0;
n0_1 = half_nonnegative(n1);
f1_1 = f1 + n0_1;
f0_1 = upper_bound_n(f0, n0, source(f1_1), r);
f1_1 = successor(f1_1);
f1_0 = rotate(f0_1, f1, f1_1);
n0_0 = f0_1 - f0_0;
n1_0 = n0 - n0_0;
n1_1 = predecessor(n1 - n0_1);

}

Это приводит к получению следующего алгоритма, принадлежащего [Du-
dziński and Dydek 1981]:

template<typename I, typename B, typename R>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I) &&

Mutable(B) && ForwardIterator(B) &&
ValueType(I) == ValueType(B) &&
Relation(R) && ValueType(I) == Domain(R))

I merge_n_adaptive(I f0, DistanceType(I) n0,
I f1, DistanceType(I) n1,
B f_b, DistanceType(B) n_b, R r)

{
// Предусловие: mergeable(f0,n0, f1,n1, r)
// Предусловие: mutable_counted_range(fb,nb)
typedef DistanceType(I) N;
if (zero(n0) || zero(n1)) return f0 + n0 + n1;
if (n0 <= N(n_b))

return merge_n_with_buffer(f0, n0, f1, n1, f_b, r);
I f0_0; I f0_1; I f1_0; I f1_1;
N n0_0; N n0_1; N n1_0; N n1_1;
if (n0 < n1) merge_n_step_0(

f0, n0, f1, n1, r,
f0_0, n0_0, f0_1, n0_1,
f1_0, n1_0, f1_1, n1_1);

else merge_n_step_1(
f0, n0, f1, n1, r,
f0_0, n0_0, f0_1, n0_1,
f1_0, n1_0, f1_1, n1_1);
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merge_n_adaptive(f0_0, n0_0, f0_1, n0_1,
f_b, n_b, r);

return merge_n_adaptive(f1_0, n1_0, f1_1, n1_1,
f_b, n_b, r);

}

Лемма 11.18. merge_n_adaptive завершает свою работу с получением увеличи-
вающегося интервала.

Лемма 11.19. merge_n_adaptive является стабильной.

Лемма 11.20. Количество уровней рекурсии составляет самое большее
⌊log2(min(n0,n1))⌋+ 1.

Используя merge_n_adaptive, можем реализовать следующую процедуру
сортировки:

template<typename I, typename B, typename R>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I) &&

Mutable(B) && ForwardIterator(B) &&
ValueType(I) == ValueType(B) &&
Relation(R) && ValueType(I) == Domain(R))

I sort_n_adaptive(I f, DistanceType(I) n,
B f_b, DistanceType(B) n_b, R r)

{
// Предусловие: mutable_counted_range(f,n)∧ weak_ordering(r)
// Предусловие: mutable_counted_range(fb,nb)
DistanceType(I) h = half_nonnegative(n);
if (zero(h)) return f + n;
I m = sort_n_adaptive(f, h, f_b, n_b, r);

sort_n_adaptive(m, n - h, f_b, n_b, r);
return merge_n_adaptive(f, h, m, n - h, f_b, n_b, r);

}

Упражнение 11.14. Определите формулы для количества присваиваний и ко-
личества сравнений как функций от размера входного и буферного интерва-
лов. В [Dudziński and Dydek 1981] содержится тщательный анализ сложности
случая, в котором буфер не применяется.

В завершение представим следующий алгоритм:

template<typename I, typename R>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I) &&

Relation(R) && ValueType(I) == Domain(R))
I sort_n(I f, DistanceType(I) n, R r)
{

// Предусловие: mutable_counted_range(f,n)∧ weak_ordering(r)
temporary_buffer<ValueType(I)> b(half_nonnegative(n));
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return sort_n_adaptive(f, n, begin(b), size(b), r);
}

Этот алгоритм работает на интервалах с минимальными требованиями
к итераторам, является стабильным и эффективным, даже если функция
temporary_bu�er способна распределить лишь несколько процентов от запра-
шиваемой памяти.

Проект 11.1. Разработайте библиотеку алгоритмов сортировки, созданных из
абстрактных компонентов. Спроектируйте эталонный тест для анализа их про-
изводительности при различных размерах массивов, элементов и буферов.
Снабдите библиотеку документацией с рекомендациями, касающимися обсто-
ятельств, при которых каждый алгоритм является приемлемым.

11.4. Резюме

Сложные алгоритмы могут быть разложены на более простые абстрактные
компоненты с тщательно определенными интерфейсами. Обнаруженные таким
образом компоненты могут использоваться для реализации других алгоритмов.
Итеративный процесс, переходящий от простого к сложному и обратно, явля-
ется основным способом составления систематического каталога эффективных
компонентов.
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Глава 12
Составные объекты

В главах 6–11 представлены алгоритмы, работающие с коллекциями объек-
тов (структурами данных) с применением итераторов или координатных струк-
тур; при этом не рассматривались вопросы построения, уничтожения и струк-
турного изменения таких коллекций: сами коллекции не рассматривались как
объекты. В настоящей главе приведены примеры составных объектов, начиная
с пар и массивов постоянного размера и заканчивая таксономией реализаций
динамических последовательностей. Будет описана общая схема составного
объекта, содержащего другие объекты в качестве своих частей. В заключение
будет показан механизм, обеспечивающий эффективное поведение алгоритмов
переупорядочения на вложенных составных объектах.

12.1. Простые составные объекты

Чтобы проще было понять, как распространить понятие регулярности на
составные объекты, начнем с некоторых простых случаев. В главе 1 было пред-
ставлено понятие конструктора типа pair, который после получения двух ти-
пов, T0 и T1, возвращает тип структуры pairT0,T1 . Мы реализовываем pair с по-
мощью шаблона структуры вместе с некоторыми глобальными процедурами:

template<typename T0, typename T1>
requires(Regular(T0) && Regular(T1))

struct pair
{

T0 m0;
T1 m1;
pair() { } // стандартный конструктор
pair(const T0& m0, const T1& m1) : m0(m0), m1(m1) { }

};

Язык C++ обеспечивает выполнение стандартным конструктором стандарт-
ного формирования обоих элементов, гарантируя то, что они находятся в ча-
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стично сформированных состояниях, поэтому есть возможность присваивать
им значения или уничтожать их. Язык C++ автоматически генерирует кон-
структор копии и присваивание, которые копируют или присваивают значение
каждому элементу, а также автоматически генерирует деструктор, который
вызывает деструктор для каждого элемента. Мы должны обеспечить вручную
равенство и упорядочение:

template<typename T0, typename T1>
requires(Regular(T0) && Regular(T1))

bool operator==(const pair<T0, T1>& x, const pair<T0, T1>& y)
{

return x.m0 == y.m0 && x.m1 == y.m1;
}

template<typename T0, typename T1>
requires(TotallyOrdered(T0) && TotallyOrdered(T1))

bool operator<(const pair<T0, T1>& x, const pair<T0, T1>& y)
{

return x.m0 < y.m0 || (!(y.m0 < x.m0) && x.m1 < y.m1);
}

Упражнение 12.1. Реализуйте стандартное упорядочение less для pairT0,T1,
используя стандартные упорядочения для T0 и T1 применительно к ситуа-
циям, в которых оба типа элемента не полностью упорядочены.

Упражнение 12.2. Реализуйте tripleT0,T1,T2 .

Разумеется, pair — неоднородный конструктор типа, а array_k — однород-
ный конструктор типа, который после получения целого числа k и типа T

возвращает тип последовательности постоянного размера array_kk,T :

template<int k, typename T>
requires(0 < k && k <= MaximumValue(int) / sizeof(T) &&

Regular(T))
struct array_k
{

T a[k];
T& operator[](int i)
{

// Предусловие: 0 6 i < k

return a[i];
}

};

Требование к k определено в терминах атрибутов типов. Функция
MaximumValue(N) возвращает максимальное значение, представимое целочис-
ленным типом N, а sizeof — встроенный атрибут типа, который возвращает
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размер типа. Язык C++ генерирует стандартный конструктор, конструктор ко-
пии, присваивание и деструктор для array_k с правильной семантикой. Мы
реализуем функцию-член, которая обеспечивает чтение или запись x[i]1.

IteratorType(array_kk,T ) определена как указатель на T . Мы предоставляем
процедуры для возврата первого элемента и предела элементов массива2:

template<int k, typename T>
requires(Regular(T))

pointer(T) begin(array_k<k, T>& x)
{

return addressof(x.a[0]);
}

template<int k, typename T>
requires(Regular(T))

pointer(T) end(array_k<k, T>& x)
{

return addressof(x.a[k]);
}

Объект x типа array_kk,T может быть инициализирован как копия счетного
интервала Jf,kM с применением примерно такого кода:

copy_n(f, k, begin(x));

Мы не знаем, как реализовать подходящий конструктор инициализации, ко-
торый позволил бы избежать необходимости осуществляемого автоматически
стандартного формирования каждого элемента массива. Кроме того, copy_n
принимает итератор любой категории и возвращает предельный итератор, но
отсутствует способ возврата предельного итератора из конструктора копии.

Равенство и упорядочение для массивов реализуются с использованием
лексикографических расширений, введенных в главе 7:

template<int k, typename T>
requires(Regular(T))

bool operator==(const array_k<k, T>& x, const array_k<k, T>& y)
{

return lexicographical_equal(begin(x), end(x),
begin(y), end(y));

}

1Как и при использовании begin и end, для полной реализации необходима перегрузка по
отношению к постоянному значению.

2Полная реализация должна включать постоянный тип итератора и постоянный указатель
на T , наряду с версиями begin и end с перегрузкой по отношению к постоянному значению
array_k, которая возвращает постоянный тип итератора.

Стр.   215



216 Глава 12. Составные объекты

template<int k, typename T>
requires(Regular(T))

bool operator<(const array_k<k, T>& x, const array_k<k, T>& y)
{

return lexicographical_less(begin(x), end(x),
begin(y), end(y));

}

Упражнение 12.3. Реализуйте версии = и < для array_kk,T , которые форми-
руют встроенный развернутый код для небольших k.

Упражнение 12.4. Реализуйте стандартное упорядочение less для array_kk,T .

Мы предоставляем процедуру для возврата количества элементов в
массиве:

template<int k, typename T>
requires(Regular(T))

int size(const array_k<k, T>& x)
{

return k;
}

и еще одну процедуру для определения того, равен ли размер 0:

template<int k, typename T>
requires(Regular(T))

bool empty(const array_k<k, T>& x)
{

return false;
}

Мы постарались определить size и empty таким образом, чтобы с помощью
array_k можно было моделировать концепцию Sequence, которая будет опреде-
лена позже.

Упражнение 12.5. Дополните array_k, чтобы можно было принимать значения
k = 0.

array_k моделирует концепцию Linearizable:
Linearizable(W) ,

Regular(W)
∧ IteratorType : Linearizable → Iterator

∧ ValueType : Linearizable → Regular

W 7→ ValueType(IteratorType(W))
∧ SizeType : Linearizable → Integer

W 7→ DistanceType(IteratorType(W))
∧ begin : W → IteratorType(W)
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∧ end : W → IteratorType(W)
∧ size : W → SizeType(W)

x 7→ end(x) − begin(x)
∧ empty : W → bool

x 7→ begin(x) = end(x)
∧ [ ] : W × SizeType(W)→ ValueType(W)&

(w, i) 7→ deref(begin(w) + i)
empty всегда требует постоянных затрат времени, даже если size требует

линейных затрат времени. Предусловием для w[i] является 0 6 i 6 size(w);
при этом сложность определяется спецификацией типа итератора для кон-
цепций, уточняющих Linearizable: линейная для прямых и двунаправленных
итераторов и постоянная для индексированных итераторов и итераторов с про-
извольным доступом.

Линеаризуемый тип описывает интервал итераторов с помощью стандарт-
ных функций begin и end, но в отличие от array_k копирование линеаризуемо-
го типа не должно требовать копирования основополагающих объектов; как
будет показано ниже, это не контейнер, — последовательность, которая вла-
деет своими элементами. Например, следующий тип моделирует концепцию
Linearizable и не является контейнером; он определяет ограниченный интер-
вал итераторов, находящийся в некоторой структуре данных:

template<typename I>
requires(Readable(I) && Iterator(I))

struct bounded_range {
I f;
I l;
bounded_range() { }
bounded_range(const I& f, const I& l) : f(f), l(l) { }
const ValueType(I)& operator[](int i)
{

// Предусловие: 0 6 i < l− f

return source(f + i);
}

};

Язык C++ автоматически генерирует конструктор копии, присваивание
и деструктор с той же семантикой, что и для pairI,I. Если T представляет собой
bounded_rangeI, то IteratorType(T) определяется как I, а SizeType(T) определя-
ется как DistanceType(I).

Несложно определить процедуры, связанные с итератором:

template<typename I>
requires(Readable(I) && Iterator(I))

I begin(const bounded_range<I>& x) { return x.f; }

Стр.   217



218 Глава 12. Составные объекты

template<typename I>
requires(Readable(I) && Iterator(I))

I end(const bounded_range<I>& x) { return x.l; }

template<typename I>
requires(Readable(I) && Iterator(I))

DistanceType(I) size(const bounded_range<I>& x)
{

return end(x) - begin(x);
}

template<typename I>
requires(Readable(I) && Iterator(I))

bool empty(const bounded_range<I>& x)
{

return begin(x) == end(x);
}

В отличие от array_k, равенство для bounded_range не реализовано с ис-
пользованием лексикографического равенства, но вместо этого, по существу,
объект рассматривается как пара итераторов и проводится сравнение соответ-
ствующих значений:

template<typename I>
requires(Readable(I) && Iterator(I))

bool operator==(const bounded_range<I>& x,
const bounded_range<I>& y)

{
return begin(x) == begin(y) && end(x) == end(y);

}

Равенство, определенное таким образом, соответствует конструктору ко-
пии, сгенерированному языком C++, в котором оно трактуется так же, как
и для пары итераторов. Рассмотрим тип W, который моделирует Linearizable.
Если W — контейнер с линейной структурой координат, то lexicographical_equal
служит для него правильно заданным равенством, как было определено для
array_k. Если W — однородный контейнер, структура координат которого нели-
нейна (например, дерево или матрица), то ни lexicographical_equal, ни равен-
ство интервалов (как было определено для bounded_range) не являются пра-
вильно заданным равенством, хотя алгоритм lexicographical_equal все еще мо-
жет оказаться полезным. Если W — не контейнер, а лишь описание интервала,
принадлежащего другой структуре данных, то равенство интервалов является
для него правильно заданным равенством.

Стандартное полное упорядочение для bounded_rangeI определено лексико-
графически на паре итераторов с использованием стандартного полного упо-
рядочения для I:
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template<typename I>
requires(Readable(I) && Iterator(I))

struct less< bounded_range<I> >
{

bool operator()(const bounded_range<I>& x,
const bounded_range<I>& y)

{
less<I> less_I;
return less_I(begin(x), begin(y)) ||

(!less_I(begin(y), begin(x)) &&
less_I(end(x), end(y)));

}
};

Даже если тип итератора не имеет естественного полного упорядочения,
он должен предусматривать стандартное полное упорядочение: например, пу-
тем трактовки битового шаблона как целого числа без знака. pair и array_k —
примеры очень широкого класса составных объектов. Объект является со-
ставным объектом, если он состоит из других объектов, называемых его
частями. Связь “целое–часть” удовлетворяет четырем свойствам, связность,
нецикличность, непересекаемость и принадлежность. Связность означает,
что объект имеет присоединенную структуру координат, которая позволяет до-
стигать каждой части объекта из начального адреса объекта. Нецикличность
означает, что объект не является подчастью самого себя, притом что подчасти
объекта являются его частями и подчастями его частей. (Из нецикличности
следует, что ни один объект не является частью самого себя.) Непересека-
емость означает, что если два объекта имеют общую подчасть, то один из
этих двух объектов является подчастью другого. Принадлежность означает,
что копирование объекта приводит к копированию его частей, а уничтожение
объекта вызывает уничтожение его частей. Составной объект является дина-
мическим, если множество его частей может изменяться на протяжении его
существования.

Мы именуем тип, к которому относится составной объект, типом составно-
го объекта, а концепцию, моделируемую типом составного объекта, — концеп-
цией составного объекта. На составных объектах как таковых не могут быть
определены какие-либо алгоритмы, поскольку составной объект — это схема
концепций, а не концепция.

array_k является моделью концепции Sequence: концепции составного объ-
екта, который уточняет Linearizable и интервал элементов которого определяет
его части:
Sequence(S) ,

Linearizable(S)
∧ (∀s ∈ S) (∀i ∈ [begin(s), end(s))) deref(i) является частью s
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∧ = : S× S→ bool

(s, s ′) 7→ lexicographical_equal(
begin(s), end(s), begin(s ′), end(s ′))

∧ < : S× S→ bool

(s, s ′) 7→ lexicographical_less(
begin(s), end(s), begin(s ′), end(s ′))

Если s и s ′ — равные, но не идентичные последовательности, то begin(s) ̸=
begin(s ′), но source(begin(s)) = source(begin(s ′)). В этом состоит пример регу-
лярности проекции. Следует отметить, что begin и end могут быть регулярны-
ми для концепции Linearizable, которая не является Sequence; например, они
регулярны для bounded_range.

Упражнение 12.6. Определите свойство projection_regular_function.

12.2. Динамические последовательности

array_kk,T является последовательностью постоянного размера: пара-
метр k определяется во время компиляции и применяется ко всем объектам
этого типа. Мы не определяем соответствующую концепцию для последо-
вательностей постоянного размера, поскольку не знаем, имеются ли другие
полезные модели. Аналогичным образом, мы не определяем концепцию для
последовательности постоянного размера, размер которой определяется во
время формирования. Все известные нам структуры данных, которые моде-
лируют последовательность постоянного размера, моделируют также после-
довательность динамического размера, размер которой изменяется по мере
вставки или стирания элементов. (Однако есть и составные объекты постоян-
ного размера; примером могут служить квадратные матрицы n× n.)

Вне зависимости от конкретной структуры данных, требования к регуляр-
ным типам диктуют стандартное поведение для динамической последователь-
ности. При уничтожении структуры данных все ее элементы уничтожаются,
а занимаемые ими ресурсы освобождаются. Равенство и полное упорядочение
на динамических последовательностях определяются лексикографически, так
же, как и для array_k. При присваивании значений динамической последова-
тельности она становится равной, но непересекающейся с правой стороной;
аналогичным образом конструктор копии создает равную, но непересекающу-
юся последовательность.

Если s — имеющая динамический размер, или просто динамическая по-
следовательность с размером n > 0, то вставка интервала r с размером k

в индекс вставки i приводит к увеличению размера до n+k. Индекс вставки
i может представлять собой любое из значений n + 1 в замкнутом интервале
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[0,n]. Если s ′ — значение последовательности после вставки, то

s ′[j] =


s[j] if 0 6 j < i

r[j− i] if i 6 j < i+ k

s[j− k] if i+ k 6 j < n+ k

Аналогичным образом, если s — последовательность с размером n > k, то
стирание k элементов в индексе стирания i приводит к уменьшению размера
до n − k. Индекс стирания i может представлять собой любое из значений
n−k в открытом интервале [0,n−k). Если s ′ — значение последовательности
после стирания, то

s ′[j] =

{
s[j] if 0 6 j < i

s[j+ k] if i 6 j < n− k

В связи с необходимостью обеспечивать вставку и стирание элементов при-
ходится создавать многочисленные разновидности последовательных структур
данных на основе различных компромиссных решений, касающихся сложно-
сти применяемых процедур вставки и стирания. Все эти категории зависят от
присутствия отдельно расположенных частей. Часть является расположен-
ной отдельно, если она не расположена с постоянным смещением от адреса
определенного объекта, но должна быть достигнута посредством обхода в ко-
ординатной структуре объекта, начиная с его заголовка. Заголовок составно-
го объекта — это коллекция его локальных частей, иными словами, частей,
расположенных с постоянными смещениями от начального адреса объекта.
Количество локальных частей в объекте — это постоянная, определяемая его
типом.

В этом разделе мы суммируем свойства последовательных структур дан-
ных, относящихся к фундаментальным категориям: связанные и основанные
на экстенте.

Связанные структуры данных соединяют данные с помощью указателей,
которые служат в качестве связей. Каждый элемент находится в одной из
отдельных частей с постоянным размещением: на протяжении срока суще-
ствования элемента его адрес никогда не изменяется. По аналогии с элемен-
том, часть содержит связи, соединяющие ее со смежными частями. Итераторы
относятся к категории связанных итераторов; индексированные итераторы не
поддерживаются. Возможно применение операций вставки и стирания, харак-
теризующихся постоянными затратами времени, поскольку они реализуются
на основе операций повторного связывания, поэтому их применение не при-
водит к тому, что итераторы становятся недействительными. Имеются две
основные разновидности связных списков: односвязный и двухсвязный.
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Односвязный список имеет связанный ForwardIterator . Стоимость вставки
и стирания элемента после указанного итератора является постоянной, тогда
как стоимость вставки и стирания перед позицией произвольного итератора
линейно зависит от расстояния до начала списка. Поэтому стоимость встав-
ки и стирания в начале списка постоянна. Имеется несколько разновидностей
односвязных списков, отличающихся по структуре заголовка и типу связи
с последним элементом. Заголовок базового списка состоит из связи с пер-
вым элементом или специального значения null, указывающего, что список
пуст; связь с последним элементом имеет значение null. Заголовок цикличе-
ского списка состоит из связи с последним элементом или имеет значение
null, указывающее на пустой список; связь с последним элементом указывает
на первый элемент. Заголовок списка “первый–последний” состоит из двух
частей: заголовок базового списка, оканчивающегося значением null, и связь
с последним элементом списка или null, если список пуст.

На выбор реализации односвязного списка влияют несколько факторов.
Меньший заголовок хорошо подходит для приложения с большим количе-
ством списков, многие из которых пусты. Размер итератора для циклического
списка больше, а операция successor с ним выполняется медленнее, поскольку
необходимо проводить различие между указателем на первый элемент и ука-
зателем на предельное значение. Структура данных, поддерживающая вставку
с постоянными затратами времени в начальной части списка, может исполь-
зоваться в качестве очереди или двусторонней очереди с ограничением по
выходу. В следующей таблице приведены сводные данные о том, как расцени-
ваются эти факторы с точки зрения реализации.

Разновидность
Однословный
заголовок

Простой
итератор

Обратная
вставка

Простой да да нет
Циклический да нет да

“Первый–последний” нет да да

Двухсвязный список имеет связанный BidirectionalIterator . Стоимость
вставки до или после стирания в позиции произвольного итератора посто-
янна. Как и в случае односвязных списков, имеется несколько разновидностей
двухсвязных списков. Заголовок циклического списка состоит из указателя
на первый элемент или значения null, указывающего на пустой список; обрат-
ная связь первого элемента указывает на последний элемент, а прямая связь
последнего элемента указывает на первый элемент. Список с фиктивным уз-
лом подобен циклическому списку, но имеет дополнительный фиктивный узел
между последним и первым элементами; заголовок состоит из связи к фик-
тивному узлу, который позволяет опустить фактический объект данных. За-
головок с двумя указателями аналогичен списку с фиктивным узлом, но его

Стр.   222



12.2. Динамические последовательности 223

заголовок состоит из двух указателей, соответствующих связям фиктивного
узла.

Два фактора, от которых зависит выбор реализации односвязного спис-
ка, являются значимыми и для реализаций двухсвязных списков; речь идет
о размере заголовка и сложности итератора. Для двухсвязных списков ха-
рактерны также дополнительные проблемы. Некоторые алгоритмы могут быть
упрощены, если список имеет итератор с постоянным пределом, поскольку
этот предел может использоваться в качестве значения, отличного от любого
действительного итератора, на протяжении всего срока существования списка.
Как будет показано ниже в этой главе, из-за присутствия связей от отдель-
но расположенных частей до локальных частей выполнение переупорядочения
становится более дорогостоящим для элементов, которые относятся к типу
списка. В следующей таблице приведены сводные данные о том, как расцени-
ваются эти факторы с точки зрения реализации:

Разновидность
Однословный
заголовок

Простой
итератор

Без связей
от отдельных
к локальным

Постоянный
предел

Циклический да нет да нет
С фиктивным узлом да да да нет3

Заголовок с двумя
указателями

нет да нет да

В главе 8 было представлено понятие переупорядочений связей; под этим
подразумевается переопределение взаимосвязей связанных итераторов в од-
ном или нескольких связанных интервалах без создания или уничтожения
итераторов либо изменения отношений между итераторами и объектами, ко-
торые они определяют. Переупорядочения связей могут ограничиваться одним
списком или охватывать несколько списков; в этом случае принадлежность
элементов изменяется. Например, split_linked может использоваться для пере-
мещения элементов, удовлетворяющих предикату, из одного списка в другой,
а combine_linked_nonempty может использоваться для перемещения элемен-
тов из одного списка в полученные путем слияния позиции в другом списке.
Сращивание — это переупорядочение связей, в котором стирается некоторый
интервал в одном списке и снова вставляется в другой список.

Обратные связи в связанной структуре не используются в алгоритмах,
подобных сортировке. Однако такие связи обеспечивают стирание и вставку
элементов в произвольной позиции с постоянными затратами времени, что об-
ходится более дорого в односвязной структуре. Наиболее значимой причиной

3Если фиктивный узел распределен, даже если список пуст, то список имеет постоянный
предел; к сожалению, при этом нарушается желаемое свойство пустых структур данных — не
иметь отдельных частей, — позволяющее конструировать их без дополнительных ресурсов.
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для выбора связной структуры часто бывает эффективность вставки и уда-
ления, поэтому следует наряду с этим рассмотреть возможность применения
двунаправленных связей.

Структуры данных на основе экстентов группируют элементы в одном
или нескольких экстентах, или отдельно расположенных блоках частей дан-
ных, а также обеспечивают произвольный доступ к ним. Вставка и стирание
в произвольной позиции требуют затрат времени, пропорциональных размеру
последовательности, тогда как вставка и стирание в конце, а также, возмож-
но, в начале занимают амортизированное постоянное время4. В зависимости от
того, какие конкретные правила применяются для той или иной реализации,
после вставки и стирания некоторые итераторы становятся недействительны-
ми; иными словами, ни один элемент не имеет постоянного места. В некоторых
структурах данных на основе экстентов используется один экстент, тогда как
другие являются сегментированными, т. е. в них используются многочислен-
ные экстенты, а также дополнительные индексные структуры.

В массиве с единственным экстентом этот экстент должен присутствовать,
только если массив имеет размер, отличный от нуля. Для предотвращения
перераспределения при каждой вставке экстент содержит резервную область;
после того как резервная область исчерпывается, экстент перераспределяется.
Заголовок содержит указатель на экстент; дополнительные указатели отсле-
живают данные, а резервные области обычно находятся в префиксе экстента.
Благодаря размещению дополнительных указателей в префиксе, а не в заго-
ловке улучшаются характеристики и пространственной, и временной сложно-
сти, когда массивы являются вложенными.

Имеется несколько разновидностей массивов с единственным экстентом.
В одностороннем массиве данные начинаются с фиксированного смещения
в экстенте, и за ними следует резервная область5. В двустороннем масси-
ве данные находятся в середине экстента, а резервные области окружают их
с обеих сторон; если в результате роста с любой из сторон соответствующая
резервная область исчерпывается, экстент перераспределяется. В циклическом
массиве экстент рассматривается так, как если бы последователь для его са-
мого высокого адреса имел самый низкий его адрес; поэтому единственная
резервная область всегда логически предшествует и следует за данными, ко-
торые могут расти в обоих направлениях.

На выбор реализации массива с единственным экстентом влияет несколько
факторов. Для одно- и двусторонних массивов наиболее эффективной реализа-

4Амортизированная сложность операции представляет собой сложность, усредненную по
последовательности операций в наихудшем случае. Понятие амортизированной сложности было
введено в [Tarjan 1985].

5Безусловно, возможно обеспечить наращивание данных с конца в направлении вниз, но,
по-видимому, на практике это не принесет особой пользы.
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цией итераторов являются машинные адреса; итератор для кольцевого массива
больше, а его функция обхода действует медленнее в связи с необходимостью
следить за тем, не произошел ли перенос используемой области в начало экс-
тента. Структура данных, поддерживающая вставку/стирание в начале с по-
стоянными затратами времени, может применяться в качестве очереди или
двусторонней очереди с ограничением по выходу. Двусторонний массив мо-
жет требовать перераспределения, даже если в одной из двух его резервных
областей имеется доступное пространство; односторонний или кольцевой мас-
сив требует перераспределения только после исчерпания резерва.

Разновидность
Простой
итератор

Со вставкой/стиранием
в начале

С эффективным
перераспределением

Односторонний Да Нет Да
Двусторонний Да Да Нет
Циклический Нет Да Да

Если происходит вставка, притом что экстент одностороннего или коль-
цевового массива заполнен, выполняется перераспределение: распределяется
больший экстент и существующие элементы перемещаются в новый экстент.
В случае двустороннего массива при вставке, исчерпывающей резерв на одном
конце массива, требуется либо перераспределение, либо перемещение элемен-
тов на другой конец для переброски оставшегося резерва. Перераспределение
(и перемещение элементов в двустороннем массиве) приводит к тому, что все
итераторы, указывающие на массив, становятся недействительными.

Если происходит перераспределение, то увеличение размера экстента на
мультипликативный коэффициент приводит к тому, что над каждым элемен-
том выполняются операции формирования, количество которых в среднем из-
меряется амортизированной постоянной величиной. Проведенные нами экс-
перименты показывают, что коэффициент, равный 2, позволяет успешно до-
стичь компромисса между уменьшением амортизированного количества опе-
раций формирования в расчете на каждый элемент и использованием памяти.

Упражнение 12.7. Выведите выражения для использования памяти и коли-
чества операций формирования в расчете на каждый элемент для различных
мультипликативных коэффициентов.

Проект 12.1. Объедините теоретический анализ с экспериментированием, что-
бы определить оптимальные стратегии перераспределения для массивов с един-
ственным экстентом при различных реалистичных рабочих нагрузках.

Для одностороннего или циклического массива с одним экстентом a преду-
смотрена функция capacity, такая, что size(a) 6 capacity(a), а вставка в a

приводит к перераспределению, только если размер после вставки больше ем-
кости перед вставкой. Имеется также процедура reserve, которая позволяет
увеличить емкость массива до указанной величины.
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Упражнение 12.8. Разработайте интерфейс, позволяющий управлять ем-
костью и резервом, для двусторонних массивов.

Сегментированный массив имеет одни или несколько экстентов, в которых
хранятся элементы, и индексную структуру данных, управляющую указателя-
ми на экстенты. В связи с необходимостью проверять, не достигнут ли конец
экстента, функция обхода с итератором действует медленнее, чем для масси-
ва с одним экстентом. Индекс должен поддерживать такое же поведение, как
и в сегментированном массиве: он должен обеспечивать произвольный доступ,
а также вставку и стирание в конце, а в случае необходимости в начале. По-
требность в полном перераспределении никогда не возникает, поскольку после
заполнения существующего экстента добавляется еще один экстент. Резервное
пространство требуется только в экстентах на одном или обоих концах.

Основным источником разнообразия сегментированных массивов является
структура индекса. Индекс с одним экстентом — это массив указателей на
экстенты данных с одним экстентом; такой индекс поддерживает рост в конце,
тогда как двусторонний или циклический индекс поддерживает рост с обоих
концов. Сегментированный индекс сам является сегментированным масси-
вом, обычно имеющим индекс с одним экстентом, но может быть также снаб-
жен сегментированным индексом. Кособокий индекс имеет несколько уровней.
Его корнем является единственный экстент фиксированного размера; первые
несколько элементов служат указателями на экстенты данных; следующий
элемент указывает на экстент с косвенным индексом, содержащий указатели
на экстенты данных; очередной элемент указывает на другой экстент косвен-
ного индекса с двойными указателями на экстенты с косвенными индексами6

и т. д.

Проект 12.2. Разработайте полное семейство интерфейсов для динамических
последовательностей. Оно должно предусматривать поддержку построения,
вставки, стирания и соединения. Предусмотрите наличие вариантов для под-
держки особых случаев в различных реализациях. Например, должна быть
учтена возможность вставки не только после, но и до указанного итератора
для обработки односвязных списков.

Проект 12.3. Реализуйте всесторонне развитую библиотеку динамических по-
следовательностей, предоставляющую средства работы с различными одно-
связными, двухсвязными, имеющими один экстент и сегментированными
структурами данных.

6В основе этого индекса лежит оригинальная файловая система UNIX [см. Thompson and
Ritchie 1974].
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Проект 12.4. Разработайте эталонный тест для динамических последователь-
ностей, учитывающий реалистичные рабочие нагрузки в приложениях, опре-
делите производительность различных структур данных и предоставьте поль-
зователю руководство по выбору подходящей структуры на основе этих ре-
зультатов.

12.3. Основополагающий тип

В главах 2–5 были описаны алгоритмы на математических значениях и по-
казано, что регулярные типы предоставляют возможность проводить рассуж-
дения, основанные на равенствах, применительно к алгоритмам и доказатель-
ствам. В главах 6–11 представлены алгоритмы на структурах в оперативной
памяти и продемонстрировано, что рассуждения, основанные на равенствах,
остаются полезными в мире с изменяющимся состоянием. При этом речь шла
о небольших объектах, таких как целые числа и указатели, для которых опера-
ции присваивания и копирования не являются дорогостоящими. В этой главе
представлены составные объекты, которые удовлетворяют требованиям к ре-
гулярным типам, поэтому могут использоваться в качестве элементов других
составных объектов. Динамические последовательности и другие составные
объекты, в которых заголовок отделен от отдельно расположенных частей,
предоставляют эффективный способ реализации переупорядочений: переме-
щение заголовков без перемещения отдельно расположенных частей.

При переупорядочении составных объектов эффективность может стать
низкой; чтобы понять, с чем связана эта проблема, рассмотрим процедуру
swap_basic, определенную следующим образом:

template<typename T>
requires(Regular(T))

void swap_basic(T& x, T& y)
{

T tmp = x;
x = y;
y = tmp;

}

Предположим, что мы вызываем функцию swap_basic(a,b), чтобы обме-
нять местами две динамические последовательности. Конструирование копии
и два выполняемых при этом присваивания требуют линейных затрат времени.
Кроме того, в какой-то момент может возникнуть исключительная ситуация
в связи с нехваткой памяти, даже если по завершении операции объем зани-
маемой памяти должен возвратиться к прежнему значению.
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Мы можем избежать этого дорогостоящего копирования, специализируя
функцию swap_basic для того, чтобы в ней осуществлялся обмен местами за-
головков динамической последовательности определенного типа и, в случае
необходимости, обновлялись связи от отдельно расположенных частей к за-
головку. Однако при разработке специальной версии функции swap_basic воз-
никают проблемы. Прежде всего, такую версию приходится разрабатывать
отдельно для каждой структуры данных. Что еще более важно, многие алго-
ритмы переупорядочения не основаны на swap_basic; к ним относятся замеща-
ющие перестановки, такие как cycle_from, и алгоритмы, в которых использу-
ется буфер, наподобие merge_n_with_bu�er. Наконец, есть такие ситуации, как
перераспределение массива с одним экстентом, в которых объекты перемеща-
ются из старого экстента в новый.

Мы хотим обобщить идею обмена местами заголовков на произвольные
переупорядочения, что позволило бы использовать буферную память и пе-
рераспределение и продолжить писать абстрактные алгоритмы, которые не
зависят от реализации управляемых ими объектов. Чтобы достичь этой це-
ли, ассоциируем каждый регулярный тип T с его основополагающим типом,
U = UnderlyingType(T). Тип U идентичен типу T , если тип T не имеет отдельно
расположенных частей или имеет отдельно расположенные части со связями,
ведущими обратно к заголовку7. В противном случае тип U идентичен типу T

во всех отношениях, за исключением того, что он не поддерживает владение:
уничтожение не влияет на отдельно расположенные части, а при конструи-
ровании копии и присваивании просто копируется заголовок без копирования
отдельно расположенных частей. Если основополагающий тип отличается от
исходного типа, он имеет ту же компоновку (комбинацию двоичных разрядов),
что и заголовок исходного типа.

Сам факт, что одна и та же комбинация двоичных разрядов может ин-
терпретироваться как объект некоторого типа и его основополагающего ти-
па, позволяет нам рассматривать память как содержащую тот или другой
тип, используя встроенный шаблон функции reinterpret_cast. Объекты типа
UnderlyingType(T) могут использоваться для хранения только временных зна-
чений при реализации переупорядочения объектов типа T . Сложность кон-
струирования копии и присваивания для истинного основополагающего типа
(того, который не идентичен исходному типу) пропорциональна размеру заго-
ловка типа T . Дополнительным преимуществом в этом случае является то, что
при конструировании копии и присваивании для UnderlyingType(T) никогда не
возникает исключение.

7Это позволяет понять смысл предупреждения в отношении связей от отдельных частей
к заголовку в нашем обсуждении списков с двойными связями.
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Реализация основополагающего типа для исходного типа T является не-
сложной и может быть автоматизирована. U = UnderlyingType(T) всегда имеет
ту же компоновку, что и заголовок T . Конструктор копии и присваивание для
U только копируют биты; они не создают копию отдельно расположенных ча-
стей T . Например, основополагающий тип pairT0,T1 представляет собой пару,
элементы которой — основополагающие типы T0 и T1; то же относится к кор-
тежам других типов. Основополагающим типом для array_kk,T является тип
array_kk, элементы которого имеют основополагающий тип T .

После определения типа UnderlyingType(T) мы можем приводить ссылку на
T к ссылке на UnderlyingType(T), не выполняя никаких вычислений, с помощью
следующей процедуры:

template<typename T>
requires(Regular(T))

UnderlyingType(T)& underlying_ref(T& x)
{

return reinterpret_cast<UnderlyingType(T)&>(x);
}

Теперь мы можем эффективно менять местами составные объекты, пере-
писав swap_basic следующим образом:

template<typename T>
requires(Regular(T))

void swap(T& x, T& y)
{

UnderlyingType(T) tmp = underlying_ref(x);
underlying_ref(x) = underlying_ref(y);
underlying_ref(y) = tmp;

}

что можно также выполнить с помощью такого вызова:

swap_basic(underlying_ref(x), underlying_ref(y));

Многие алгоритмы переупорядочения можно модифицировать в целях ис-
пользования с основополагающим типом путем повторной реализации
exchange_values и cycle_from таким же образом, как мы повторно реализовали
swap.

Для работы с другими алгоритмами переупорядочения мы используем вспо-
могательный итератор. Такой вспомогательный итератор выполняет такие же
операции обхода, что и исходный итератор, но тип значений заменяется
основополагающим типом исходного типа значения; source возвращает
underlying_ref(source(x.i)), а sink возвращает underlying_
ref(sink(x.i)), где x — вспомогательный объект, а i — исходный объ-
ект итератора в x.
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Упражнение 12.9. Реализуйте подобный вспомогательный итератор, приме-
нимый для всех концепций итераторов.

Теперь мы можем повторно реализовать reverse_n_with_temporary_bu�er сле-
дующим образом:

template<typename I>
requires(Mutable(I) && ForwardIterator(I))

void reverse_n_with_temporary_buffer(I f, DistanceType(I) n)
{

// Предусловие: mutable_counted_range(f,n)
temporary_buffer<UnderlyingType(ValueType(I))> b(n);
reverse_n_adaptive(underlying_iterator<I>(f), n,

begin(b), size(b));
}

где underlying_iterator — вспомогательный итератор, рассматриваемый в упраж-
нении 12.9.

Проект 12.5. Систематически внедрите принцип использования основопола-
гающего типа в какой-либо крупной библиотеке C++, такой как STL, или
разработайте новую библиотеку на основе идей, изложенных в этой книге.

12.4. Резюме

Мы распространили типы структур и типы массивов постоянного размера
языка C++ на динамические структуры данных на основе понятия отдель-
но расположенных частей. Концепции владения и регулярности определяют
трактовку частей применительно к конструированию копии, присваиванию,
равенству и полному упорядочению. Как было показано для случая динамиче-
ских последовательностей, полезные разновидности структур данных необхо-
димо тщательно реализовывать, классифицировать и документировать, чтобы
программисты могли выбирать наиболее подходящие из них для каждого при-
ложения. Переупорядочения на вложенных структурах данных эффективно
реализуются путем временного ослабления инварианта владения.
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Послесловие

В этом послесловии мы подведем итоги рассмотрения основных тем книги:
регулярность, концепции, алгоритмы и их интерфейсы, методы программиро-
вания, а также значения указателей. Применительно к каждой теме обсужда-
ются также связанные с ней конкретные ограничения.

Регулярность

Регулярные типы определяют конструирование копии и присваивание с точ-
ки зрения равенства. Регулярные функции возвращают равные результаты,
будучи применяемыми к равным аргументам. Например, регулярность преоб-
разований позволила нам определять и рассуждать об алгоритмах анализа
орбит. На свойства регулярности мы фактически опирались во всей книге,
рассматривая упорядочение отношений, функцию определения последующего
элемента для прямых итераторов и многие другие вопросы.

Работая со встроенными типами, мы обычно рассматриваем сложность ра-
венства, копирования и присваивания как постоянную. Если же дело касается
составных объектов, то предполагается, что сложность этих операций должна
быть линейной в области определения объектов: общий объем памяти, вклю-
чая отдельно расположенные, а также локальные части. Однако на практике
надежда на то, что равенство в худшем случае будет линейным в области
определения его аргументов, может не всегда оправдываться.

Например, рассмотрим представление мультимножества, или неупорядо-
ченной коллекции потенциально повторных элементов, как неотсортирован-
ную динамическую последовательность. Хотя вставка нового элемента зани-
мает постоянное время, проверка на равенство двух мультимножеств занимает
время O(n logn), которое требуется для их сортировки, а затем лексикогра-
фического сравнения. При условии, что проверка на равенство происходит не
часто, с этим вполне можно смириться; однако, если такие мультимножества
помещены в последовательность, в которой должен производиться поиск с по-
мощью �nd, то производительность может стать неприемлемой. В качестве
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примера крайне неблагоприятной рассмотрим ситуацию, в которой равенство
для типа должно быть реализовано с применением изоморфизма графов —
задачи, для которой неизвестен какой-либо полиномиальный алгоритм.

В разделе 1 было отмечено, что если реализация поведенческого равенства
на значениях невыполнима, то часто можно реализовать представительное ра-
венство. Для составных объектов мы часто реализовываем представительное
равенство с помощью методов, описанных в разделе 7. Такое структурное
равенство часто бывает применимым при предоставлении семантики констру-
ирования копии и присваивания, а также может быть полезным в других це-
лях. Напомним, что из представительного равенства следует поведенческое
равенство. Аналогичным образом, хотя естественное полное упорядочение не
всегда осуществимо, стандартное полное упорядочение, основанное на струк-
туре (например, лексикографическое упорядочение для последовательностей),
позволяет эффективно осуществлять сортировку и поиск. Есть, конечно, и та-
кие объекты, для которых ни конструирование копии, ни присваивание, ни
даже равенство, не имеют смысла, поскольку они владеют уникальным ресур-
сом.

Концепции

Мы используем концепции абстрактной алгебры (полугруппы, моноиды
и модули) для описания таких алгоритмов, как возведение в степень, вы-
числение остатка и наибольшего общего делителя. Во многих случаях мы
должны адаптировать стандартные математические понятия, чтобы они со-
ответствовали алгоритмам. Иногда мы вводим новые концепции, такие как
HalvableMonoid , чтобы ужесточить требования. Иногда ослабляем требова-
ния, как применительно к свойству partially_associative. Часто нам приходится
сталкиваться с частичными доменами, как с предикатом области определения,
передаваемым в collision_point. Математические понятия — это инструменты,
которые должны использоваться и свободно модифицироваться. Эта логика
также применима к концепциям информатики. Концепции итератора описыва-
ют фундаментальные свойства определенных алгоритмов и структур данных;
однако есть и другие координатные структуры, описываемые концепциями,
которые еще предстоит открыть. Задача программиста состоит в том, чтобы
определить, полезна ли данная концепция.

Алгоритмы и их интерфейсы

Ограниченные полуоткрытые интервалы естественным образом соответ-
ствуют реализации многих структур данных и обеспечивают удобный способ
представить входы и выходы для таких алгоритмов, как поиск, вращение, раз-
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биение, слияние и т. д. Однако применительно к некоторым алгоритмам, таким
как partition_point_n, естественным интерфейсом является счетный интервал.
Даже для алгоритмов, для которых естественными являются ограниченные
интервалы, обычно имеются естественные разновидности, принимающие счет-
ные интервалы. Попытка с нашей стороны сэкономить усилия, ограничившись
единственной разновидностью интерфейса, была бы неоправданной.

Три алгоритма вращения, описанные в главе 10, соответствуют трем кон-
цепциям итератора. Для каждого алгоритма мы должны установить его кон-
цептуальные требования, предусловия для его входов, и все прочие характери-
стики, которые необходимы для того, чтобы обеспечить его использование по
назначению. Редко случается так, чтобы единственный алгоритм становился
применимым при всех обстоятельствах.

Методы программирования

Использование successor, строго функционального преобразования, позво-
лило нам написать целый ряд четких и эффективных программ. Однако в гла-
ве 9 мы предпочли инкапсулировать вызовы successor и predecessor в неболь-
шие изменяемые машины, такие как copy_step, поскольку это способствовало
созданию более четкого кода для семейства связанных алгоритмов. Точно так
же оказалось приемлемым использовать goto в конечных автоматах в главе 8
и использовать reinterpret_cast для основополагающего типа в главе 12.
Вместо того, чтобы ограничивать выразительную мощь компьютера и языка
программирования, необходимо определить подходящую область использова-
ния для каждой доступной конструкции. Качественное программное обеспече-
ние следует из надлежащей организации компонентов, а не из синтаксических
или семантических ограничений.

Значения указателей

В настоящей книге демонстрируются два способа использования указате-
лей: во-первых, как итераторов и других координат, представляющих проме-
жуточные позиции в ходе работы алгоритма, и, во-вторых, как соединителей,
обеспечивающих владение отдельно расположенными частями составного объ-
екта. Например, в разделе 12 мы обсуждали использование указателей для
соединения узлов в списке и экстентов в массиве.

Эти две разные роли для указателей определяют различное поведение при
копировании объекта, его уничтожении или сравнении на равенство. При ко-
пировании объекта для создания копий отдельно расположенных частей от-
слеживаются связанные с ними соединители, поэтому новый объект содержит
новые соединители, указывающие на скопированные части. С другой стороны,
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при копировании объекта, содержащего итераторы (например, bounded_range),
итераторы просто копируются, без их отслеживания. Точно так же при уни-
чтожении объекта отслеживаются его соединители для уничтожения отдель-
но расположенных частей, в то время как уничтожение объекта, содержащего
итераторы, не оказывает влияния на объект, на который указывают итераторы.
Наконец, при проверке равенства на контейнере для сравнения соответствую-
щих частей отслеживаются соединители, в то время как при проверке равен-
ства на объекте, отличном от контейнера (например, bounded_range), просто
происходит проверка на равенство соответствующих итераторов.

Однако есть и третий способ использования указателей: представление
отношений между сущностями. Отношение между двумя или бо́льшим коли-
чеством объектов не следует рассматривать как часть, которой владеют сами
объекты; отношение имеет собственное существование и поддерживает вза-
имные зависимости между связываемыми им объектами. Вообще говоря, ука-
затель, представляющий отношение, не участвует в регулярных операциях.
Например, при копировании объекта не происходит отслеживание или копи-
рование указателя отношения, поскольку отношение существует для скопиро-
ванного объекта, но не для его копии. Если взаимно-однозначное отношение
представлено как пара встроенных указателей, связывающих два объекта, то
уничтожение любого из объектов должно приводить к очистке соответствую-
щего указателя в другом объекте.

Разработка структур данных как составных объектов с владением и от-
дельно расположенными частями приводит к стилю программирования, в ко-
тором основные объекты (не являющиеся подчастями других объектов) на-
ходятся в статических переменных в течение всего выполнения программы
или в локальных переменных, пока происходит выполнение блока. Динамиче-
ски распределяемая память используется только для отдельно расположенных
частей. Тем самым применение стековой блочной структуры Algol 60 рас-
пространяется на обработку произвольных структур данных. Такая структура
естественным образом подходит для многих приложений. Однако при опреде-
ленных обстоятельствах становятся в большей степени применимыми подсчет
ссылок, сбор мусора или другие методы управления памятью.

Резюме

Программирование — это итеративный процесс: изучение полезных задач,
поиск эффективных алгоритмов их решения, шлифовка концепций, лежащих
в основе алгоритмов, и организация концепций и алгоритмов в целостную ма-
тематическую теорию. Каждое новое открытие дополняет общую совокупность
знаний, но путь научного развития остается непройденным до конца.
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обозначений

Если P и Q — суждения, таковыми же являются ¬P (читается как “не P”),
P ∨ Q (“P или Q”), P ∧ Q (“P и Q”), P ⇒ Q (“из P следует Q”) и P ⇔ Q

(“P эквивалентно Q”). Для указания на эквивалентность мы часто пишем “P,
если и только если Q”.

Если P — суждение и x — переменная, (∃x)P — суждение (читается “су-
ществует x, такой, что P”). Если P — суждение и x — переменная, (∀x)P —
суждение (читается “для всех x, P”); (∀x)P ⇔ (¬(∃x)¬P).

Мы используем следующие термины из теории множеств:
a ∈ X (“a — элемент X”),
X ⊂ Y (“X — подмножество Y”),
{a0, . . . ,an} (“конечное множество с элементами a0, . . . и an”)
{a ∈ X|P(a)} (“подмножество X, для которого соблюдается предикат P”)
X ∪ Y (“объединение X и Y”)
X ∩ Y (“пересечение X и Y”)
X× Y (“прямое произведение X и Y”)
f : X→ Y (“f функция из X в Y”)
f : X0 × X1 → Y (“f функция из произведения X0 и X1 в Y”)
x 7→ E(x) (“x отображает в E(x)”, всегда указано вслед за сигнатурой

функции).
Замкнутый интервал [a,b] является множеством всех элементов x, та-

ких, что a 6 x 6 b. Открытый интервал (a,b) является множеством всех
элементов x, таких, что a < x < b. Полуоткрытый справа интервал [a,b)
является множеством всех элементов x, таких, что a 6 x < b. Полуоткры-
тый слева интервал (a,b] является множеством всех элементов x, таких, что
a < x 6 b. Полуоткрытый интервал — используемое нами сокращение для
полуоткрытого справа интервала. Эти определения обобщаются на нестрогие
упорядочения.

Мы используем следующую систему обозначений в спецификациях, где i

и j — итераторы, а n — целое число:
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i ≺ j (“i предшествует j”),
i ≼ j (“i предшествует или равняется j”),
[i, j) (“полуоткрытый ограниченный интервал от i до j”)
[i, j] (“закрытый ограниченный интервал от i до j”),Ji,nM (“полуоткрытый нестрогий или счетный интервал от i для n > 0”),Ji,nK (“закрытый нестрогий или счетный интервал от i для n > 0”).
При обсуждении концепций мы используем следующую терминологию.
Нестрогий указывает на ослабление аксиом, в том числе их исключение.

Например, при нестрогом упорядочении равенство заменяется эквивалент-
ностью.

Полу — приставка, указывающая на исключение операций. Например, в по-
лугруппе отсутствует обратная операция.

Частичный обозначает ограничение области определения. Например, ча-
стичное вычитание (сокращение) a− b определено, если a > b.
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Шон Пэрент (Sean Parent) и Бьярне Страуструп (Bjarne
Stroustrup)

В настоящем приложении определяется подмножество C++, используемое
в книге. Чтобы упростить синтаксис, мы используем несколько средств биб-
лиотеки в качестве встроенных средств. Эти встроенные средства не приведе-
ны в настоящем описании подмножества C++, но используют другие функции
C++. Само подмножество определено в разделе B.1, а реализация встроенных
средств рассматривается в разделе B.2.

B.1. Определение языка

Система обозначений синтаксиса

Используется расширенная форма Бэкуса–Наура, разработанная Никлау-
сом Виртом (Niklaus Wirth). В [Wirth 1977, стр. 822–823] эта форма описана
следующим образом.

Термин идентификатор служит для обозначения нетерминального сим-
вола, а термин литерал обозначает терминальный символ. Для кратко-
сти более подробное определение терминов идентификатор и символ не
приведено.

syntax = {production}.
production = identifier "=" expression ".".
expression = term {"|" term}.
term = factor {factor}.
factor = identifier | literal

| "(" expression ")"
| "[" expression "]"
| "{" expression "}".

literal = """" character {character} """".
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Повторение обозначается фигурными скобками, т. е. применяется обозна-
чение {a} вместо ϵ | a | aa | aaa | . . . . Необязательность выра-
жается квадратными скобками, т. е. применяется обозначение [a] вместо
a | ϵ. Круглые скобки служат для группирования, например, применя-
ется обозначение (a | b) c вместо ac | bc. Терминальные символы,
т. е. литералы, заключаются в кавычки (а если в качестве литерала появ-
ляется сама кавычка, то записывается дважды).

Лексические соглашения

Синтаксис идентификаторов и литералов задают следующие продукции:

identifer = (letter | "_") {letter | "_" | digit}.
literal = boolean | integer | real.
boolean = "false" | "true".
integer = digit {digit}.
real = integer "." [integer] | "." integer.

Комментарии распространяются от двух знаков косой черты до конца стро-
ки:

comment = "//" {character} eol.

Основные типы

Используются три типа C++: Тип bool имеет значения false и true, тип
int — значения целого числа со знаком, а тип double имеет 64-разрядные
значения с плавающей точкой по стандарту IEEE:

basic_type = "bool" | "int" | "double".

Выражения

Выражения могут относиться ко времени выполнения или компиляции.
Вычисление выражений времени компиляции может приводить к получению
значения или типа.

Выражения определены следующей грамматикой. Операторы во внутрен-
них продукциях (расположенных ниже в определении грамматики) имеют бо-
лее высокий порядок приоритета по сравнению с таковыми во внешних про-
дукциях:

expression = conjunction {"||" conjunction}.
conjunction = equality {"&&" equality}.
equality = relational {("==" | "!=") relational}.
relational = additive {("<" | ">" | "<=" | ">=") additive}.
additive = multiplicative {("+" | "-") multiplicative}.
multiplicative = prefix {("*" | "/" | "%") prefix}.
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prefix = ["-" | "!" | "const"] postfix.
postfix = primary {"." identifier

| "(" [expression_list] ")"
| "[" expression "]"
| "&"}.

primary = literal | identifier | "(" expression ")"
| basic_type | template_name | "typename".

expression_list = expression {"," expression}.

Операторы || и && определяют ∨ (дизъюнкцию) и ∧ (конъюнкцию) со-
ответственно. Операнды должны быть булевыми значениями. Первый операнд
вычисляется перед вторым операндом. Если первый операнд определяет ре-
зультат выражения (true для || или false для &&), то второй операнд не
вычисляется и результатом становится значение первого операнда. Префикс !
обозначает ¬ (отрицание) и должен применяться к булеву значению.

== и != — соответственно операторы проверки на равенство и неравенство,
возвращающие булевы значения.

<, >, <=, и >= обозначают соответственно операторы сравнения по усло-
вию “меньше “больше “меньше или равно"и “больше или равно которые также
возвращают булевы значения.

+ и - — операторы сложения и вычитания; префикс - — аддитивная опе-
рация перемены знака.

*, /, и % — соответственно операторы умножения, деления и вычисления
остатка.

Постфикс . (точка) принимает объект типа структуры и возвращает эле-
мент, соответствующий идентификатору, который следует за точкой. Пост-
фикс () принимает процедуру или объект, на которых определен оператор
применения, и возвращает результат вызова процедуры или функционально-
го объекта с данными аргументами. Будучи применен к типу, постфикс ()
выполняет построение, используя заданные аргументы; в случае применения
к функции типа возвращает другой тип. Постфикс [] принимает объект, на
котором определен оператор индекса, и возвращает элемент, позиция которого
указана согласно значению выражения в квадратных скобках.

Префикс const — это оператор типа, возвращающий тип, который являет-
ся постоянной версией его операнда. Если он применяется к ссылочному типу,
результирующим типом становится ссылка на постоянную версию базового
типа ссылки.

Постфикс & — оператор типа, возвращающий ссылочный тип его операнда.
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Перечисления

Перечисление генерирует тип, в котором каждому идентификатору в спис-
ке соответствует уникальное значение. Единственными операциями, которые
определены на перечислениях, являются операции, относящиеся к регулярным
типам: проверка на равенство, реляционные операции, проверка на неравен-
ство, построение, уничтожение и присваивание:

enumeration = "enum" identifier "{" identifer_list "}" ";".
identifer_list = identifier {"," identifier}.

Структуры

Структура — это тип, состоящий из разнородного кортежа именованных,
типизированных объектов, называемых элементами данных. Каждый элемент
данных представляет собой отдельный объект или массив постоянного раз-
мера. Кроме того, структура может включать определения конструкторов, де-
структора, операторы-члены (операторы присваивания, применения и индек-
сации) и локальные определения типов. Структура с оператором-членом при-
менения известна как функциональный объект. Тело структуры может быть
исключено, что обеспечивает предваряющее объявление.

structure = "struct" structure_name [structure_body] ";".
structure_name = identifier.
structure_body = "{" {member} "}".
member = data_member

| constructor | destructor
| assign | apply | index
| typedef.

data_member = expression identifier ["[" expression "]"] ";".
constructor = structure_name "(" [parameter_list] ")"

[":" initializer_list] body.
destructor = "~" structure_name "(" ")" body.
assign = "void" "operator" "="

"(" parameter ")" body.
apply = expression "operator" "(" ")"

"(" [parameter_list] ")" body.
index = expression "operator" "[" "]"

"(" parameter ")" body.

initializer_list = initializer {"," initializer}.
initializer = identifer "(" [expression_list] ")".

Конструктором, принимающим постоянную ссылку на тип структуры, яв-
ляется конструктор копии. Если конструктор копии не определен, создается
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конструктор поэлементного копирования. Конструктором без аргументов яв-
ляется стандартный конструктор. Стандартный поэлементный конструктор
создается, только если не определены какие-либо другие конструкторы. Если
оператор присваивания не определен, создается оператор поэлементного при-
сваивания. Если деструктор вообще не предусмотрен, создается поэлементный
деструктор. Каждый идентификатор в списке инициализатора представляет со-
бой идентификатор элемента данных структуры. Если конструктор содержит
список инициализатора, каждый элемент данных структуры создается с помо-
щью конструктора, согласующегося1 со списком выражений инициализатора;
все эти построения происходят перед выполнением тела конструктора.

Процедуры

Определение процедуры состоит из относящегося к ней обозначения типа
возврата или void (если не происходит возврат какого-либо значения), за ко-
торым следуют имя процедуры и список параметров. Имя может представлять
собой идентификатор или оператор. Применение выражения параметра долж-
но приводить к получению типа. Исключение тела процедуры обеспечивает
предваряющее объявление.

procedure = (expression | "void") procedure_name
"(" [parameter_list] ")" (body | ";").

procedure_name = identifier | operator.
operator = "operator"

("==" | "<" | "+" | "-" | "*" | "/" | "%").
parameter_list = parameter {"," parameter}.
parameter = expression [identifier].
body = compound.

Могут быть определены только перечисленные операторы. Определение
для оператора != создается на основе определения оператора ==; определения
для операторов >, <= и >= создаются на основе определения оператора <.
При вызове процедуры значение каждого выражения аргумента связывается
с соответствующим параметром, и выполняется тело процедуры.

Инструкции

Инструкции составляют тело процедур, конструкторов, деструкторов и опе-
раторов-членов:

statement = [identifier ":"]
(simple_statement | assignment

1Механизм согласования выполняет разрешение перегрузки путем точного согласования без
каких-либо неявных преобразований.
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| construction | control_statement
| typedef).

simple_statement = expression ";".
assignment = expression "=" expression ";".
construction = expression identifier [initialization] ";".
initialization = "(" expression_list ")" | "=" expression.
control_statement = return | conditional | switch | while | do

| compound | break | goto.
return = "return" [expression] ";".
conditional = "if" "(" expression ")" statement

["else" statement].
switch = "switch" "(" expression ")" "{" {case} "}".
case = "case" expression ":" {statement}.
while = "while" "(" expression ")" statement.
do = "do" statement

"while" "(" expression ")" ";".
compound = "{" {statement} "}".
break = "break" ";".
goto = "goto" identifier ";".
typedef = "typedef" expression identifier ";".

Простая инструкция, которая часто представляет собой вызов процедуры,
вычисляется для получения ее побочных эффектов. Операция присваивания
сводится к тому, что применяется оператор присваивания, относящийся к типу
объекта, который находится слева от знака этой операции. Первым выраже-
нием для построения является выражение типа, задающее создаваемый тип.
Для построения без инициализации применяется стандартный конструктор.
Для построения при наличии заключенного в скобки списка выражений при-
меняется соответствующий конструктор. Для построения при наличии знака
равенства, за которым следует выражение, применяется конструктор копии;
выражение должно иметь такой же тип, как и создаваемый объект.

Инструкция return возвращает управление вызывающему объекту теку-
щей функции со значением выражения как результатом функции. Вычисление
выражения должно приводить к получению значения с возвращаемым типом
функции.

Условный оператор выполняет первую инструкцию, если значение выра-
жения равно true; если выражение равно false и имеется предложение else,
выполняется вторая инструкция. Вычисление выражения должно приводить
к получению булева значения.

Инструкция switch вычисляет выражение, а затем выполняет первую ин-
струкцию после метки выбора с совпадающим значением; последующие ин-
струкции выполняются до конца инструкции switch или до выполнения ин-
струкции break. Вычисление выражения в инструкции switch должно при-
водить к получению целого числа или перечисления.
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Инструкция while неоднократно вычисляет выражение и выполняет ин-
струкцию до тех пор, пока выражение равно true. Инструкция do неоднократ-
но выполняет инструкцию и вычисляет выражение до тех пор, пока выражение
не становится равным false. В любом случае вычисление выражения должно
приводить к получению булева значения.

Составной оператор выполняет последовательность инструкций в опреде-
ленном порядке.

Инструкция goto передает выполнение той инструкции, которая следует
за соответствующей меткой в текущей функции.

Инструкция break завершает выполнение ближайшей охватывающей ин-
струкции switch, while или do; выполнение продолжается с инструкции,
которая следует за завершенной инструкцией.

Инструкция typedef определяет псевдоним для типа.

Шаблоны

Шаблон обеспечивает параметризацию структуры или процедуры на ос-
нове одного или нескольких типов или констант. В определениях и именах
шаблонов знаки < и > используются как разделители2.

template = template_decl
(structure | procedure | specialization).

specialization = "struct" structure_name "<" additive_list ">"
[structure_body] ";".

template_decl = "template" "<" [parameter_list] ">" [constraint].
constraint = "requires" "(" expression ")".

template_name = (structure_name | procedure_name)
["<" additive_list ">"].

additive_list = additive {"," additive}.

Если template_name используется в качестве основного, определение
шаблона служит для создания структуры или процедуры с параметрами шаб-
лона, замененными соответствующими аргументами шаблона. Эти аргументы
шаблона задаются явно как список выражений с разграничителями в
template_name или, применительно к процедурам, могут быть выведены из
типов аргументов процедуры.

Структура шаблона может быть специализирована, обеспечивая альтер-
нативное определение для шаблона, который рассматривается, когда аргу-

2Для снятия неопределенности относительно того, используются ли < и > как отношения
или как разделители в именах шаблонов, после синтаксического анализа structure_name или
procedure_name в составе template эти знаки преобразуются в терминальные символы.
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менты согласуются до согласования неспециализированной версии структуры
шаблона.

Если определение шаблона включает ограничение, типы и значения аргу-
ментов шаблона должны удовлетворять булеву выражению после requires.

Встроенные средства

pointer(T) — конструктор типа, который возвращает указатель типа на
T. Если x — объект типа T, то addressof(x) возвращает значение типа
pointer(T), ссылающееся на x. source, sink и deref — унарные функ-
ции, определяемые на типах указателей. Функция source определена для
всех типов указателей и возвращает соответствующую постоянную ссылку
(см. раздел 6). Функции sink и deref определены для типов указателей на
непостоянные объекты и возвращают соответствующие непостоянные ссылки
(см. раздел 9). reinterpret_cast — шаблон функции, который принима-
ет ссылочный тип и объект (передаваемый по ссылке) и возвращает ссылку
ссылочного типа на тот же объект. Объект должен также иметь допустимую
интерпретации со ссылочным типом.

B.2. Макросы и характеристические структуры

Чтобы язык, определенный в разделе B.1, можно было компилировать как
допустимую программу C++, необходимы некоторые макросы и определения
структур.

Ограничения шаблонов

Предложение requires реализовано с помощью следующего макроса3:

#define requires(...)

Встроенные средства

pointer(T) и addressof(x) введены, чтобы предоставить пользовате-
лям простую линейную систему обозначений и обеспечить простой нисходя-
щий синтаксический анализ. Они реализованы как

#define pointer(T) T*

template<typename T>
pointer(T) addressof(T& x)

3В этой реализации требования трактуются только как документация.
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{
return &x;

}

Функции типа

Функции типа реализованы с использованием средства C++, называемо-
го характеристическим классом. Для каждой функции типа (скажем,
ValueType) мы определяем соответствующий шаблон структуры: допустим,
value_type<T>. Шаблон структуры содержит одно определение типа, в со-
ответствии с принятым соглашением, называемое type; если это уместно, то
в основном шаблоне структуры может быть предоставлено стандартное значе-
ние:

template<typename T>
struct value_type
{

typedef T type;
};

Чтобы обеспечить удобную систему обозначений, мы определяем макрос4,
который извлекает определение типа как результат функции типа:

#define ValueType(T) typename value_type< T >::type

Уточняем глобальное определение для конкретного типа, специализируя
следующее:

template<typename T>
struct value_type<pointer(T)>
{

typedef T type;
};

4Такой макрос работает только в определении шаблона, поскольку используется ключевое
слово typename.
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Символы
∧ (and), 235
⇔ (equivalent), 235
∃ (exists), 235
∀ (for all), 235
⇒ (implies), 235
[ ] (index)

для array_k, 215
для bounded_range, 217

< (less)
для array_k, 216
для pair, 214

¬ (not), 235
∨ (or), 235
|a|, 82
− (аддитивная инверсия), в аддитивной

группе, 79
> (больше), 75
> (больше или равно), 75
− (вычитание)

в аддитивной группе, 79
в сокращаемом моноиде, 83
итераторов, 103Jf,nM (интервал, полуоткрытый

нестрогий или счетный), 104Jf,nK (интервал, закрытый нестрогий
или счетный), 104

[f, l] (интервал, замкнутый
ограниченный), 104

[f, l) (интервал, полуоткрытый
ограниченный), 104

< (меньше), 75
естественное полное упорядочение,

74
6 (меньше или равно), 75

̸= (неравенство), 22, 75
∪ (объединение), 235
7→ (отображает в), 235
∩ (пересечение), 235
⊂ (подмножество), 235
≺ (предшествует), 105
≼ (предшествует или равно), 105
· (произведение)

в мультипликативной полугруппе, 78
в полумодуле, 80
целых чисел, 34

× (прямое произведение), 235
= (равенство), 22

для array_k, 215
для pair, 214

, (равно по определению), 27
− (разность)

итератора и целого числа, 120
целых чисел, 34

+ (сложение)
в аддитивной полугруппе, 78
итератора и целого числа, 103

an (степень ассоциативной операции), 46
fn (степень преобразования), 33
+ (сумма)

целых чисел, 34
→ (функция), 235
/ (частное), от деления целых чисел, 34
∈ (элемент), 235

A
Artin, Emil (Артин, Эмиль), 28

B
Bolzano, Bernard (Больцано, Бернард),

116
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Brandt, Jon (Брандт, Джон), 199

C
Cauchy, Augustin Louis (Коши, Огюстен

Луи), 116
Collins, George (Коллинс, Джордж), 28

D
DAG (directed acyclic graph —

ориентированный ациклический
граф), 126

de Bruijn, N. G. (де Брюйн, Н. Г.), 85
Dudziński, Krzysztof (Дудзиньски

Кшиштоф), 210
Dydek, Andrzej (Дыдек, Анджей), 210

F
Floyd, Robert W. (Флойд, Роберт В.), 37
Frobenius, Georg Ferdinand (Фробениус,

Георг Фердинанд), 46

G
gcd, 87

разностный, 87

H
Ho, Wilson (Хо, Уилсон), 189
Hoare, C. A. R. (Хоар, Ч. Э. Р.), 200

I
inorder, 128

K
Kislitsyn, Sergei (Кислицын, Сергей), 69

L
Lagrange, J.-L. (Лагранж, Ж.-Л.), 116
Lakshman, T. K. (Лакшман, Т. К.), 167
Lo, Raymond (Ло, Реймонд), 189

M
Mauchly, John W. (Мочли, Джон В.), 116
mod (остаток), 34
Musser, David (Массер, Дэвид), 28

N
nil, 142
Noether, Emmy (Нётер, Эмми), 28

P
postorder, 128

S
Schreier, Jozef (Шрейер, Йозеф), 69
Schwarz, Jerry (Шварц, Джерри), 158
STL, 11

T
Tighe, Joseph (Тай, Джозеф), 186

А
Абсолютное значение

(|a|), 82
свойства, 82

Абстрактная
процедура, 28

перегрузка, 56
сущность, 15

Абстрактный
вид, 16
род, 16

Адаптивный к памяти алгоритм, 185
Аддитивная инверсия (−), в аддитивной

группе, 79
Адрес, 18

с абстрактным представлением
в виде итератора, 99

Аксиома Архимеда, 83, 84
Алгоритм, см. Машина

abs, 32, 82
add_to_counter, 204
all, 107
bifurcate_compare, 140
bifurcate_compare_nonempty, 139
bifurcate_equivalent, 138
bifurcate_equivalent_nonempty, 137
bifurcate_isomorphic, 135
bifurcate_isomorphic_nonempty, 135
circular, 40
circular_nonterminating_orbit, 40
collision_point, 37
collision_point_nonterminating_orbit,

39
combine_copy, 168
combine_copy_backward, 169
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combine_linked_nonempty, 146
combine_ranges, 201
compare_strict_or_re�exive, 70, 71, 71
complement, 64
complement_of_converse, 64
connection_point, 41
connection_point_nonterminating_orbit,

41
convergent_point, 41
converse, 64
copy, 160
copy_backward, 163
copy_bounded, 161
copy_if, 166
copy_n, 162
copy_select, 165
count_if, 107, 108
cycle_from, 181
cycle_to, 180
distance, 35
euclidean_norm, 32
exchange_values, 171
fast_subtractive_gcd, 89
�bonacci, 60
�nd, 106
�nd_adjacent_mismatch, 112
�nd_adjacent_mismatch_forward, 115,

144
�nd_backward_if, 120
�nd_if, 107
�nd_if_not_unguarded, 111
�nd_if_unguarded, 111
�nd_last, 144
�nd_mismatch, 111
�nd_n, 111
�nd_not, 106
for_each, 106
for_each_n, 110
gcd, 90, 91
height, 132
height_recursive, 128
increment, 101
is_left_successor, 129
is_right_successor, 130
k_rotate_from_permutation_indexed,

188

k_rotate_from_permutation_random_
access, 187

largest_doubling, 86
lexicographical_compare, 138
lexicographical_equal, 137
lexicographical_equivalent, 136
lexicographical_less, 139
lower_bound_n, 117
lower_bound_predicate, 117
median_5, 74
merge_copy, 170
merge_copy_backward, 171
merge_linked_nonempty, 149
merge_n_adaptive, 211
merge_n_with_bu�er, 207
none, 107
not_all, 107
orbit_structure, 43
orbit_structure_nonterminating_orbit,

42
partition_bidirectional, 200
partition_copy, 167
partition_copy_n, 167
partitioned_at_point, 197
partition_linked, 148
partition_point, 116
partition_point_n, 116
partition_semistable, 198
partition_single_cycle, 200
partition_stable_iterative, 206
partition_stable_n, 202
partition_stable_n_adaptive, 203
partition_stable_n_nonempty, 202
partition_stable_singleton, 201
partition_stable_with_bu�er, 201
partition_trivial, 203
phased_applicator, 155
power, 55

количество операций, 48
power_accumulate, 55
power_accumulate_positive, 55
power_right_associated, 47
power_unary, 34
predicate_source, 148
quotient_remainder, 95
quotient_remainder_nonnegative, 92
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quotient_remainder_nonnegative_
iterative, 93

reachable, 131
reduce, 109
reduce_balanced, 205
reduce_nonempty, 109
reduce_nonzeroes, 110
relation_source, 149
remainder, 94
remainder_nonnegative, 85
remainder_nonnegative_iterative, 86
reverse_append, 147
reverse_bidirectional, 183
reverse_copy, 164
reverse_copy_backward, 164
reverse_indexed, 193
reverse_n_adaptive, 185
reverse_n_bidirectional, 183
reverse_n_forward, 184
reverse_n_indexed, 183
reverse_n_with_bu�er, 184
reverse_swap_ranges, 174
reverse_swap_ranges_bounded, 174
reverse_swap_ranges_n, 174
reverse_with_temporary_bu�er, 193,

230
rotate, 194
rotate_bidirectional_nontrivial, 189
rotate_cycles, 188
rotate_forward_annotated, 190
rotate_forward_nontrivial, 191
rotate_forward_step, 191
rotate_indexed_nontrivial, 188
rotate_nontrivial, 194, 195
rotate_partial_nontrivial, 191
rotate_random_access_nontrivial, 189
rotate_with_bu�er_backward_nontrivial,

192
rotate_with_bu�er_nontrivial, 192
select_0_2, 67, 76
select_0_3, 68
select_1_2, 67
select_1_3, 69
select_1_3_ab, 69
select_1_4, 70, 72
select_1_4_ab, 70, 72

select_1_4_ab_cd, 69, 72
select_2_3, 68
select_2_5, 73
select_2_5_ab, 73
select_2_5_ab_cd, 73
slow_quotient, 84
slow_remainder, 83
some, 107
sort_linked_nonempty_n, 150
sort_n, 212
sort_n_adaptive, 211
sort_n_with_bu�er, 208
split_copy, 166
split_linked, 145
subtractive_gcd, 88
subtractive_gcd_nonzero, 87
swap, 229
swap_basic, 227
swap_ranges, 172
swap_ranges_bounded, 173
swap_ranges_n, 173
terminating, 38
transpose_operation, 206
traverse, 133
traverse_nonempty, 128
traverse_phased_rotating, 155
traverse_rotating, 153
underlying_ref, 229
upper_bound_n, 118
upper_bound_predicate, 118
weight, 132
weight_recursive, 127
weight_rotating, 154
адаптивный к памяти, 185
Евклида (разностный gcd), 87
разбиения, происхождение, 200

Амортизированная сложность, 224
Аристотель, 88
Ассоциативная операция, 45, 108

ее степень (an), 46
Ассоциативное свойство associative

partially_associative, 108
композиция перестановок, 178

Атрибут, 15
типа, 26
Arity, 26
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Ациклические потомки бифуркатной
координаты, 126

Б
Базовый односвязный список, 222
Биективное преобразование, 177
Больше (>), 75
Больше или равно (>), 75

В
Верхняя граница, 116
Вид

абстрактный, 16
конкретный, 16

Возврат полезной информации, 97, 106,
110–112, 115, 120, 160, 161, 167,
171, 182, 186, 189, 215

Возрастающий интервал, 112
Вращение

перестановка, 185
переупорядочение, 186

Вспомогательное вычисление в ходе
рекурсии, 184

Вспомогательный итератор
основополагающий тип, 229

Вспомогательный тип итератора
для двунаправленных бифуркатных

координат, проект, 133
обратный из двунаправленного, 121
с произвольным доступом из

индексированного, 122
Вставка в последовательность, 220
Входной объект, 21
Входной/выходной объект, 21
Входящая перестановка, 180
Выразительный вычислительный базис,

21
Высота бифуркатной координаты (DAG),

126
Выходной объект, 21
Вычислительный базис, 21
Вычитание (−)

в аддитивной группе, 79
в сокращаемом моноиде, 83
итераторов, 103

Вычитание, в аддитивной группе, 79

Г
Гауссовы целые числа, алгоритм Штейна,

91
Глобальное состояние, 21
Группа, 79

перестановок, 178

Д
Двусторонний массив, 224
Двухсвязный список, 222, 223

с фиктивным узлом, 222
Действие, 43
Деление, 79
Делимость на архимедовом моноиде, 86
Деструктор, 22

для pair, 214
Домен, 25
Дополнение

обращения отношения, 64
отношения, 64

Дополнительная переменная, 190
Достижимость

бифуркатной координаты, 127
в орбите, 34

Е
Евклидова функция, 90
Естественное полное упорядочение,

зарезервированное для <, 74

З
Зависимость от аксиом, 96
Заголовок с двумя указателями

двухсвязного списка, 222
Заголовок составного объекта, 221
Загрузка, 18
Закон

слабой трихотомии, 65
трихотомии, 65

Закрытый нестрогий или счетный
интервал (Jf,nK), 104

Замкнутый интервал, 235
Замкнутый ограниченный интервал

([f, l]), 104
Записываемый интервал, 158
Запись с применением псевдонимов, 166
Защитный элемент, 111
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Значение, 16

И
Идеи, категории, 15
Идентичность

конкретной сущности, 15
объекта, 20

Изменяемое переупорядочение, 180
Изменяемый интервал, 159
Изоморфные коллекции координат, 134
Изоморфный тип, 96
Инвариант, 155

рекурсия, 50
циклический, 51

Индекс
([ ]) для array_k, 215
с одним экстентом, 226
стабильности, 66

Индексированный итератор
эквивалентный итератору
с произвольным доступом, 122

Индексная перестановка, 179
Инструкция goto, 155
Интервал, 235

верхняя граница, 116
возрастающий, 112
закрытый нестрогий или счетный

(Jf,nK), 104
замкнутый ограниченный ([f, l]), 104
записываемый, 158
изменяемый, 159
нижняя граница, 116
поиск в обратном направлении, 120
полуоткрытый нестрогий или

счетный (Jf,nM), 104
полуоткрытый ограниченный ([f, l)),

104
предел, 105
пустой, 104
разделенный, 113
размер, 104
строго возрастающий, 113
точка раздела, 114
читаемый, 105

Интерпретация, 16
Интуитивная интерпретация понятия

обнаружения цикла, 36

Инъективное преобразование, 177
Прилагательное “частичный”

(соглашение об использовании),
236

Истинный основополагающий тип, 228
Исходящая перестановка, 180
Итератор с произвольным доступом,

эквивалентный
индексированному итератору,
122

К
Категории идей, 15
Класс эквивалентности, 65
Кодомен, 25
Комплексные целые числа, 53
Композиция

перестановок, 178
преобразований, 46

Конечное множество, 179
Конечный порядок

при ассоциативной операции, 46
Конкретная сущность, 15
Конкретные виды, 16
Конкретный род, 16
Конструктор, 23

копии, 23
для array_k, 215
для pair, 214

типа, 26
Контейнер, 217
Концепция, 26

AdditiveGroup, 79
AdditiveMonoid , 78
AdditiveSemigroup, 78
ArchimedeanGroup, 94
ArchimedeanMonoid , 84
BackwardLinker , 142
BidirectionalBifurcateCoordinate, 129,

130
BidirectionalIterator , 119
BidirectionalLinker , 142
BifurcateCoordinate, 125
BinaryOperation, 45
CancellableMonoid , 83
CommutativeRing , 80
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CommutativeSemiring , 80
DiscreteArchimedeanRing , 96
DiscreteArchimedeanSemiring, 95
EmptyLinkedBifurcateCoordinate, 152
EuclideanMonoid , 88
EuclideanSemimodule, 90
EuclideanSemiring , 89
ForwardIterator , 114
ForwardLinker , 142
FunctionalProcedure, 27
HalvableMonoid , 85
HomogeneousFunction, 27
HomogeneousPredicate, 32
IndexedIterator , 119
Integer , 33, 54
Iterator , 101

связанная, 141
Linearizable, 216
LinkedBifurcateCoordinate, 151
Module, 81
MultiplicativeGroup, 79
MultiplicativeMonoid , 79
MultiplicativeSemigroup, 78
Mutable, 158
NonnegativeDiscreteArchimedean-

Semiring , 95
Operation, 32
OrderedAdditiveGroup, 82
OrderedAdditiveMonoid , 82
OrderedAdditiveSemigroup, 82
Predicate, 31
RandomAccessIterator , 121, 122
Readable, 100
Regular , 27

и преобразование программы, 49
Relation, 63
Ring , 80
Semimodule, 80
Semiring , 80
Sequence, 219

модели на основе экстентов, 224
моделируемая array_kk,T , 220
связанные модели, 221

TotallyOrdered , 74
Transformation, 33
UnaryFunction, 27

UnaryPredicate, 32
Writable, 157
моделированная типом, 26
непротиворечивая, 96
однозначная, 96
ослабление, 26
полезная, 97
примеры из C++ и STL, 27
реляционная концепция, 80
типа, 27
уточнение, 26

Координатная структура
бифуркатная координата, 125
итератор, 99
схема концепций, 134

Копия объекта, 20
Кособокий индекс, 226

Л
Линейное упорядочение, 66
Локальная часть составного объекта, 221
Локальное состояние, 21
Локальность ссылки, 150

М
Маркер идентичности, 20
Маркирование, 128
Массив с единственным экстентом, 224
Массив, разновидности, 224–226
Математический папирус Ринда

деление, 84
степень, 47

Машина, 130
advance_tail, 143
copy_backward_step, 162
copy_step, 160
count_down, 162
linker_to_head, 147
linker_to_tail, 144
merge_n_step_0, 209
merge_n_step_1, 210
reverse_copy_backward_step, 164
reverse_copy_step, 163
reverse_swap_step, 173
swap_step, 172
traverse_step, 131
tree_rotate, 153
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Меньше (<), 75
естественное полное упорядочение,

74
Меньше или равно (6), 75
Метод

адаптивный к памяти алгоритм, 185
бисекции, 116
возврат полезной информации, 97,

106, 110–112, 115, 120, 160, 161,
167, 171, 182, 186, 189, 215

вспомогательное вычисление в ходе
рекурсии, 184

Многопроходный обход, 114
Множество, 235
Модель, 26

частичная, 81
Моментальный снимок, 15
Моноид, 78
Мультимножества, 231

Н
Наибольший общий делитель (gcd), 87

Штейн, 91
Накопительная переменная

введение, 49
устранение, 52

Начальный адрес, 19, 219
Независимость суждения, 96
Нейтральный элемент, 77
Неоднозначный тип значений, 17
Непересекаемость составного объекта,

219
Неподвижная точка преобразования, 178
Неполная процедура, 32
Непротиворечивость аксиом концепции,

96
Неравенство ( ̸=), 22

стандартное определение, 75
Нецикличность составного объекта, 219
Нижняя граница, 116

О
Область

значений, 25
определения, 24

объекта, 231
Обратная перестановка, 178, 179

Обращение отношения, 64
Обращение связей, 152
Обход

дерева, рекурсивный, 129
многопроходный, 114
однопроходный, 101

Общее подвыражение, устранение, 49
Объединение (∪), 235
Объект, 18

начальный адрес, 219
область определения, 231
состояние, 18

Объект формирователя связей, 141, 142
Объекты

проверка равенства, 20
Ограниченном интервале, 103
Ограниченный целочисленный тип, 97
Однозначная концепция, 96
Однозначный тип значений, 17
Однопроходный обход, 101
Однородная функциональная процедура,

25
Односвязный список, 222

“первый–последний”, 222
Односторонний массив, 224
Операция

and (∧), 235
equivalent (⇔), 235
exists (∃), 235
for all (∀), 235
implies (⇒), 235
index ([ ])

для bounded_range, 217
less (<)

для array_k, 216
для bounded_range, 219
для pair, 214

not (¬), 235
or (∨), 235
остатка quotient

в евклидовом полукольце, 89
в евклидовом полумодуле, 90

Орбита, 34–36
Размер орбиты, 35
Ориентированный ациклический граф,

126
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Ослабление концепции, 26
Ослабление предусловия, 52
Основополагающий тип, 172, 228

вспомогательные итераторы, 229
истинный, 228

Остаток (mod), от деления целых чисел,
34

в евклидовом полукольце, 89
в евклидовом полумодуле, 90

Отдельно расположенная часть
составного объекта, 221

Открытый интервал, 235
Отображает в ( 7→), 235

П
Память, 18
Перегрузка, 56, 142, 151
Передача параметров, 24
Пересечение (∩), 235
Перестановка, 178

вращение, 185
входящая, 180
индексная, 179
исходящая, 180
композиция, 178
обратная, 178, 179, 182
произведение ее циклов, 179
транспозиция, 179
цикл, 179
циклическая, 179

Переупорядочение, 180
вращение, 186
изменяемое, 180
обращение, 182
путем копирования, 180
с учетом позиции, 180
с учетом предиката, 180
с учетом упорядочения, 180
связей

на списках, 223
со сращиванием, 223

связь, 142
Планирование концепции, 115, 194
Поведенческая проверка на равенство, 18
Поведенческое равенство, 232
Подмножество (⊂), 235
Подсчет ссылок, 234

Подчасть составного объекта, 219
Поиск в обратном направлении

в интервале, 120
Полезность концепции, 97
Полная процедура, 32
Полное состояние объекта, 20
Полностью сформированное значение, 17
Полностью сформированный объект, 20
Полный тип значений, 17
Полугруппа, 78
Полуоткрытый интервал, 235
Полуоткрытый нестрогий или счетный

интервал (Jf,nM), 104
Полуоткрытый ограниченный интервал

([f, l)), 104
Полустабильное разбиение

с переупорядочением, 198
Посещение

inorder, 128
postorder, 128
preorder, 128

Последовательность
динамического размера, 220
постоянного размера, 220
Фибоначчи, 58

Постоянно размещенная часть
составного объекта, 221

Потомок бифуркатной координаты, 126
Превращение итератора в массиве

в недействительный, 225
Предварительные условия, 28
Предел в интервале, 105
Предикат области определения, 33
Предложение requires, 28

синтаксис, 244
Представительная проверка на

равенство, 18
Представительное равенство, 17, 232
Представление, 16
Предшествует (≺), 105
Предшествует или равно (≼), 105
Преобразование, 33

биективное, 177
инъективное, 177
композиция, 46
неподвижная точка, 178
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орбита, 34
программы, см. Преобразование

программы
самокомпонующееся, 33
степень (fn), 33
суръективное, 177
терминальный элемент, 34
тождественное, 178
циклический элемент, 34

Преобразование программы
в форму с концевой рекурсией, 49
введение накопительной переменной,

49
ослабление предусловия, 52
прямые итераторы в обратные, 120
с применением регулярных типов, 49
с усилением предусловия, 51
со строго соблюдаемой концевой

рекурсией, 50
устранение накопительной

переменной, 52
устранение общего подвыражения,

49
Префикс экстента, 224
Приведение, 108
Прилагательное “нестрогий” (соглашение

об использовании), 236
Принадлежность, частей составному

объекту, 219
Присваивание, 22

для array_k, 215
для pair, 214

Приставка “полу” (соглашение об
использовании), 236

Проверка на равенство
для уникально представленных

типов, 17
для объектов, 20
поведенческая, 18
представительная, 18

Проект
аксиомы для итератора

с произвольным доступом, 121
алгоритмы для двунаправленных

бифуркатных координат, 133
алгоритмы обнаружения цикла, 44

архимедовы моноиды, не
являющиеся моноидами,
делимыми на два, 86

библиотека сортировки, 212
вспомогательный тип итератора для

двунаправленных бифуркатных
координат, 133

интерфейсы для динамических
последовательностей, 226

использование основополагающего
типа в крупной библиотеке, 230

концепции для ограниченных
двоичных целых чисел, 97

линейные рекуррентные
последовательности, 60

неассоциативность операций
с плавающей точкой, 56

операции с объектами разных типов,
29

поиск подпоследовательности
в последовательности, 122

понятие координатной структуры,
140

проверка на минимум для
стабильной сортировки
и слияния, 74

реализация динамических
последовательностей, 226

реализация свойств изоморфизма,
эквивалентности
и упорядочения
с использованием функции
tree_rotate, 155

создание абстрактных алгоритмов
копирования для конкретной
платформы, 171

стабильность выбора порядка, 74
стратегия перераспределения для

массивов с единственным
экстентом, 225

тест и составной алгоритм
вращения, 195

трактовка для gcd по Штейну, 91
эталонный тест для динамических

последовательностей, 227
Произведение (·)
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в мультипликативной полугруппе, 78
в полумодуле, 80
целых чисел, 34

Производное отношение, 64
Пространственная сложность,

адаптивный к памяти, 185
Противоречивость концепции, 96
Процедура, 20

абстрактная, 28
накопления, 60
неполная, 32
полная, 32
функциональная, 24
частичная, 32

Прямое произведение (×), 235
Псевдоотношение, 146
Псевдопредиката, 144
Псевдотрансформации, 101
Пустая координата, 152
Пустой интервал, 104

Р
Равенство
̸=, 75
=, 22
equal для Regular , 136
для array_k, 215
для pair, 214
для регулярных типов, 22
для типа значений, 17
поведенческое, 232
представительное, 232
структурное, 232

Равно по определению (,), 27
Разбиение с переупорядочением,

полустабильное, 198
Разделенный интервал, 113
Размер

интервала, 104
ручки, 35
цикла, 35

Разность (−)
итератора и целого числа, 120
целых чисел, 34

Расстояние в орбите, 34
Рассуждение, основанное на равенствах,

18

Регулярная функция на типе значений,
18

Регулярность, 220
Регулярный тип, 22, 23
Реляционная концепция, 80
Род, 16
Ручка орбиты, 35

С
Самокомпоновка преобразования, 33
Сбор мусора, 234
Свойство

aliased, 158
associative, 45

применяемое в функции power, 47
asymmetric, 64
backward_o�set, 168
bounded_range, 103
commutative, 78
complement_of_converse, 113
counted_range, 103
disjoint, 142
equivalence, 65
forward_o�set, 169
identity_element, 77
increasing_counted_range, 113
increasing_range, 113
inverse_operation, 78
mergeable, 207
mutable_bounded_range, 159
mutable_counted_range, 159
mutable_weak_range, 159
not_overlapped, 164
not_overlapped_backward, 163
not_overlapped_forward, 161
not_write_overlapped, 167
partially_associative, 108
partitioned, 114
prime, 29
readable_bounded_range, 105
readable_counted_range, 106
readable_tree, 133
readable_weak_range, 106
re�exive, 64
regular_unary_function, 29
relation_preserving, 112
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strict, 64
strictly_increasing_counted_range, 113
strictly_increasing_range, 113
symmetric, 64
total_ordering, 65
transitive, 63
tree, 127
weak_ordering, 65
weak_range, 102
writable_bounded_range, 158
writable_counted_range, 158
writable_weak_range, 158
write_aliased, 167
аннигиляции, 80
дискретности, 95
дистрибутивности, 80

выполняемое для полукольца, 80
нейтральный элемент, 77
обозначение, 29
слабой трихотомии, 65
трихотомии, 65

Связанный итератор, 141
Связи, обращение, 152
Связность составного объекта, 219
Связные структуры, прямые

и двунаправленные, 224
Связь null, 222
Сегментированный

индекс, 226
массив, 226
по индексу массив, 226

Семейства производных процедур, 75
Симметричное дополнение отношения, 66
Слияние, стабильность, 208
Слова в памяти, 18
Сложение (+)

в аддитивной полугруппе, 78
итератора и целого числа, 103

Сложность
power_left_associated по сравнению

с power_0, 48
амортизированная, 224
для empty, 217
для source, 100
при индексации последовательности,

217

регулярных операций, 231
функции successor, 102

Собственно частичное состояние
объекта, 20

Собственно частичный тип значений, 17
Собственное состояние, 21
Соединитель, 233
Сокращение в моноиде, 83
Составной объект, 219
Состояние объекта, 18
Сохранение, 18
Сохраняющее предшествование

переупорядочение связей, 143
Список

двухсвязный, 222
односвязный, 222

Способ, см. Преобразование программы
дуалистичность

преобразования–действия, 43
с дуалистичностью операции

и процедуры накопления, 60
с удобными вариантами интерфейса,

52
сведения к ограниченным

подзадачам, 68
Стабильность, 66

разбиения, 198
слияния, 208
сортировки, 208
сортировки на связанном интервале,

150
Стандартная библиотека шаблонов, 11
Стандартное полное упорядочение, 75

его важность, 232
Стандартное упорядочение, 75
Стандартный конструктор, 23

для array_k, 215
для pair, 213

Степень
ассоциативной операции (an), 46
коммутативность степеней одного

и того же элемента, 46
преобразования (fn), 33

Стирание в последовательности, 221
Строго возрастающий интервал, 113
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Структура координат для составного
объекта, 219

Структурное равенство, 232
Суждение, его независимость, 96
Сумма (+) целых чисел, 34
Суръективное преобразование, 177
Схема концепций

координатная структура, 133
составной объект, 219

Схема, концепция, 133

Т
Терминальный элемент согласно

преобразованию, 34
Тип

array_k, 214
bounded_range, 217
counter_machine, 205
pair, 26, 213
temporary_bu�er, 193
triple, 26
underlying_iterator, 230
visit, 128
вычислительный базис, 21
дескриптора концепции, 194
значений

на котором определена регулярная
функция, 18

неоднозначный, 17
полный, 17
собственно частичный, 17
уникально представленный, 17

значения, 16
изоморфизм, 96
моделирующий концепцию, 26
объектов, 19
регулярный, 22

Тождественное преобразование, 178
Точка

раздела, 114
нижняя и верхняя границы, 116

соединения орбиты, 35
столкновения орбиты, 37

Транспозиция, 179
Трехзначное сравнение, 76
Тривиальный цикл, 179

У
Удобный вариант интерфейса, 52
Уникально представленный тип

значений, 17
объектов, 20

Упорядочение, линейное, 66
Усиление предусловия, 51
Усиленное отношение, 67
Устранение общего подвыражения, 49
Уточнение концепции, 26

Ф
Форма с концевой рекурсией, 49
Функциональная процедура, 24
Функциональный объект, 24, 106, 240
Функция, 16
→, 235
begin

для array_k, 215
для bounded_range, 217
для Linearizable, 217

binary_scale_down_nonnegative, 54
binary_scale_up_nonnegative, 54
deref, 158
empty

для array_k, 216
для bounded_range, 218
для Linearizable, 217

end

для array_k, 215
для bounded_range, 218
для Linearizable, 217

even, 54
�nd_if_not, 107
half_nonnegative, 54
less для TotallyOrdered , 139
negative, 54
odd, 54
one, 54
positive, 54
predecessor

от итератора, 119
целых чисел, 54

sink, 157
size

для array_k, 216

Стр.   262



Предметный указатель 263

для bounded_range, 218
для Linearizable, 217

source, 100
successor

от итератора, 101
пространство определения
в интервале, 104

целых чисел, 54
twice, 54
zero, 54
на абстрактных сущностях, 16
на значениях, 18
типа, 26
Codomain, 26
Di�erenceType, 121
DistanceType, 33, 101
Domain, 27, 28
InputType, 26
IteratorConcept, 194
IteratorType, 142, 216
QuotientType, 84
SizeType, 216
UnderlyingType, 228
ValueType, 100, 157, 216
WeightType, 125
реализованная с использованием
характеристического класса, 245

Х
Характеристический класс, 245

Ц
Центр вращения, 209
Цикл

в перестановке, 179

орбиты, 35
Циклическая перестановка, 179
Циклический

двухсвязный список, 222
инвариант, 51
массив, 224
односвязный список, 222
элемент согласно преобразованию,

34

Ч
Частичная

модель, 81
процедура, 32

Частично сформированное состояние
объекта, 23

Частное (/), от деления целых чисел, 34
Часть составного объекта, 219–224
Читаемый интервал, 105
Чтение и запись с применением

псевдонимов, 158

Ш
Stein, Josef (Штейн, Джозеф), 91

Э
Эквивалентные коллекции координат, 136
Элемент

(∈), 235
данных, 16

Эффективный вычислительный базис, 21

Я
Язык программирования C++, 11
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С++ И STL
СПРАВОЧНОЕ РУКОВОДСТВО
2-е издание

Написанная авторами, 
принимавшими участие
в разработке и практическом 
применении STL, данная книга 
представляет собой полное 
справочное руководство по 
данной теме. Она включает 
небольшой учебный курс, 
подробное описание каждого 
элемента библиотеки и большое 
количество примеров.
В книге вы найдете подробное 
описание итераторов, обобщенных 
алгоритмов, контейнеров, 
функциональных объектов 
и т.д. Ряд нетривиальных 
приложений демонстрирует 
использование мощи и гибкости 
STL в повседневной работе 
программиста. Книга также 
разъясняет, как интегрировать 
STL с другими объектно-
ориентированными методами 
программирования. Она будет 
вашим постоянным спутником 
и советчиком при работе над 
проектами любой степени 
сложности.

Дэвид Р. Мюссер, 
Жилмер Дж. Дердж, 

Атул Сейни

www.williamspublishing.com

в продажеISBN 978&5&8459&1665-5
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ПРОГРАММИРОВАНИЕ
принципы и практика
использования С++
Исправленное издание 

Это учебник по программиро-
ванию, написанный автором 
языка С++. Книга задумана как 
вводный курс по программирова-
нию с демонстрацией примеров 
программ, написанных на языке 
С++, и описывает широкий круг 
понятий и приемов объектно-
ориентированного и обобщенного 
программирования, необходимых 
для того, чтобы стать профессио-
нальным программистом.
В частности, в ней рассмотрены 
основы вычислений на языке 
С++, приемы обработки ошибок, 
система ввода и вывода данных, 
методы работы с графикой, стан-
дартная библиотека шаблонов, 
методы обработки текста, основы 
разработки встроенных систем, 
приемы тестирования. Синтаксис 
языка С++ описан в приложении. 
Это отражает точку зрения автора 
на то, чему посвящена книга: в 
первую очередь — программирова-
нию, а во вторую — языку С++.
В первую очередь, книга адре-
сована начинающим програм-
мистам, но она будет полезна и 
профессионалам, которые найдут 
в ней много новой информации, 
а главное, смогут узнать точку 
зрения изобретателя языка С++ 
на современные методы програм-
мировании.

Бьярне Страуструп

www.williamspublishing.com

в продажеISBN 978#5#8459#1705-8

reklama-Programong C++ispravlen.indd   1reklama-Programong C++ispravlen.indd   1 03.12.2010   15:10:5003.12.2010   15:10:50
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АЛГОРИТМЫ НА С++ 
АНАЛИЗ, СТРУКТУРЫ ДАННЫХ, 
СОРТИРОВКА, ПОИСК, 
АЛГОРИТМЫ НА ГРАФАХ

Эта классическая книга 
удачно сочетает в себе теорию 
и практику, что делает ее 
популярной у программистов 
на протяжении многих лет. 
Кристофер Ван Вик и Роберт 
Седжвик разработали новые 
лаконичные реализации на 
C++, которые естественным и 
наглядным образом описывают 
методы и могут применяться 
в реальных приложениях.
Каждая часть содержит новые 
алгоритмы и реализации, 
усовершенствованные 
описания и диаграммы, а 
также множество новых 
упражнений для лучшего 
усвоения материала. Акцент 
на АТД расширяет диапазон 
применения программ 
и лучше соотносится с 
современными средами 
объектно-ориентированного 
программирования.
Книга предназначена 
для широкого круга 
разработчиков и студентов. 

Алгоритмы
на С++
АНАЛИЗ

СТРУКТУРЫ ДАННЫХ

СОРТИРОВКА

ПОИСК

АЛГОРИТМЫ НА ГРАФАХ

Р О Б Е Р Т  С Е Д Ж В И К
при участии Кристофера Дж. Ван Вика в качестве консультанта по C++

Ajgoretm_cover.indd   1 01.07.2010   18:47:47

Роберт Седжвик

www.williamspublishing.com

в продажеISBN 978-5-8459-1650-1
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C++: БАЗОВЫЙ КУРС
ТРЕТЬЕ ИЗДАНИЕ 

В этой книге описаны все 
основные средства языка С++: 
от элементарных понятий до 
супервозможностей. После 
рассмотрения основ програм-
мирования на C++ (перемен-
ных, операторов, инструкций 
управления, функций, классов 
и объектов) читатель освоит 
такие более сложные средства 
языка, как механизм обработ-
ки исключительных ситуаций 
(исключений), шаблоны, про-
странства имен, динамическая 
идентификация типов, стан-
дартная библиотека шаблонов 
(STL), а также познакомится 
с расширенным набором клю-
чевых слов, используемым в 
программировании для .NET. 
Автор справочника — обще-
признанный авторитет в 
области программирования 
на языках C и C++, Java и C# — 
включил в текст своей книги и 
советы программистам, кото-
рые позволят повысить эффек-
тивность их работы.

Герберт Шилдт

www.williamspublishing.com

в продажеISBN 978-5-8459-0768-4
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VISUAL C++ 2010
ПОЛНЫЙ КУРС

По существу, в этой книге рассмат-
риваются две обширные темы: 
язык программирования C++ 
и программирование приложений 
Windows с использованием MFC 
или .NET Framework. Прежде чем 
вы сможете разработать полно-
функциональное приложение 
Windows, необходимо приобрести 
хороший уровень знаний языка 
C++, поэтому упражнения здесь на 
первом месте.
В первой части книги поэтапно 
изложены основные темы про-
граммирования на языке C++. Вы 
изучите синтаксис и использова-
ние базового языка C++, а также 
приобретете уверенность и опыт 
применения его на практике. 
Модификацию C++/CLI базового 
языка C++ вы также изучите на 
практических примерах.
Кроме того, вы узнаете о мощных 
инструментальных средствах, 
предоставляемых стандартной 
библиотекой шаблонов STL, для 
базовой версии языка C++ и вер-
сии C++/CLI. Одна из глав посвя-
щена библиотеке шаблонов для 
параллельных вычислений, кото-
рая позволяет использовать мощь 
многоядерных PC для приложений 
с интенсивными вычислениями.

Айвор Хортон

в продажеISBN 978�5�8459�1698-3

w w w . d i a l e k t i k a . c o m

Visual_CPP_Reklama .indd   1Visual_CPP_Reklama .indd   1 08.11.2010   18:13:2408.11.2010   18:13:24

Стр.   268



C# 4 И ПЛАТФОРМА .NET 4 
ДЛЯ ПРОФЕССИОНАЛОВ

Книга известных специалистов 
в области разработки 
приложений с использованием 
.NET Framework посвящена 
программированию на 
языке C# 2010 в среде 
.NET Framework 4 и в 
предшествующих версиях. 
Книгу отличает простой и 
доступный стиль изложения, 
изобилие примеров и 
рекомендаций по написанию 
высококачественных программ. 
Подробно рассматриваются 
такие вопросы, как основы 
языка программирования 
C#, организация среды 
.NET, работа с данными, 
написание Windows- и веб-
приложений, взаимодействие 
через сеть, создание веб-служб 
и многое другое. Немалое 
внимание уделено проблемам 
безопасности и сопровождения 
кода. Тщательно подобранный 
материал позволит без труда 
разобраться с тонкостями 
использования Windows Forms 
и построения веб-страниц. 
Читатели ознакомятся с 
работой в Visual Studio 2010, 
а также с применением 
различных технологий, 
встроенных в .NET. 
Книга рассчитана на 
программистов разной 
квалификации.

Кристиан Нейгел
Билл Ивьен

Джей Глинн
Карли Уотсон

Морган Скиннер

w w w . d i a l e k t i k a . c o m

в продажеISBN 978-5-8459-1656-3
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MICROSOFT ASP.NET 4 
С ПРИМЕРАМИ НА C# 2010 
ДЛЯ ПРОФЕССИОНАЛОВ 
4-Е ИЗДАНИЕ

Книга известных специалистов 
в области технологий .NET 
представляет собой учебное и 
справочное пособие для раз-
работчиков .NET-приложений, 
использующих новую версию 
ASP.NET 4. Настоящее издание 
было полностью обновлено и 
дополнено с учетом последней 
версии ASP.NET, и теперь 
включает описание ASP. NET 
MVC, ASP.NET AJAX 4, 
ASP.NET Dynamic Data и 
Silverlight 3. Предложенный 
авторами практический 
подход к изложению мате-
риала не является простым 
повторением документации, а 
позволяет сконцентрироваться 
на решении конкретных задач, 
связанных с разработкой веб-
приложений разного уровня 
сложности. Глубина изложения 
материала превращает эту 
книгу в незаменимый источник 
информации для разработчи-
ков приложений ASP.NET 4.

EXPERT’S VOICE ® IN .NET

Мэтью Мак-Дональд, 
Адам Фримен, 

Марио Шпушта

www.williamspublishing.com

www.apress.com

   Microsoft

ASP.NET 4 
С ПРИМЕРАМИ 

НА C# 2010
Д Л Я  П Р О Ф Е С С И О Н А Л О В

4-Е ИЗДАНИЕ

ASP_NET4_cover.indd   1 24.03.2011   14:45:11

Мэтью Мак-Дональд
Адам Фримен

Марио Шпушта

www.williamspublishing.com

в продажеISBN 978-5-8459-1702-7
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C# 4.0 
полное руководство

В этом полном руководстве 
по C# 4.0 — языку програм-
мирования, разработанному 
специально для среды .NET, — 
детально рассмотрены все 
основные средства языка: типы 
данных, операторы, управ-
ляющие операторы, классы, 
интерфейсы, методы, делегаты, 
индексаторы, события, указа-
тели, обобщения, коллекции, 
основные библиотеки классов, 
средства многопоточного про-
граммирования и директивы 
препроцессора. Подробно 
описаны новые возможности 
C#, в том числе PLINQ, библио-
тека TPL, динамический тип 
данных, а также именованные 
и необязательные аргументы. 
Это справочное пособие 
снабжено массой полезных 
советов авторитетного 
автора и сотнями примеров 
программ с комментариями, 
благодаря которым они ста-
новятся понятными любому 
читателю независимо от 
уровня его подготовки.
Книга рассчитана на широкий 
круг читателей, интересующих-
ся программированием на C#.
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Язык программирования  
C# 2010 и платформа .NET 4 
5-е издание

Версия .NET 4 привнесла мно-
жество новых API-интерфейсов 
в библиотеках базовых классов, 
а также новых синтаксических 
конструкций в языке C#. 
В этой книге вы найдете полное 
описание всех нововведений в 
характерной для автора друже-
ственной к читателю манере. 
Помимо общих вопросов, под-
робно рассматривается среда 
Dynamic Language Runtime 
(DLR); библиотека Task Parallel 
Library (TPL, включая PLINQ); 
технология ADO.NET Entity 
Framework (а также LINQ to 
EF); расширенное описание 
API-интерфейса Windows 
Presentation Foundation (WPF); 
улучшенная поддержка 
взаимодействия с COM.
В книге рассматриваются 
следующие темы
• �Особенности платформы 

.NET 4 и языка Visual C# 2010
• �Детали технологии .NET – 

лидера в производстве 
современного программного 
обеспечения

• �Полезные советы по разработ-
ке от эксперта в .NET, который 
изучает эту платформу, 
начиная с ее первой версии

• �Полное описание технологий 
WPF, WCF и WF, поддержива-
емых ядром платформы .NET

Эндрю Троелсен

www.williamspublishing.com

в продажеISBN 978-5-8459-1682-2

Стр.   272


