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 Oʻzbekiston Respublikasi Oliy va oʻrta maxsus ta’lim vazirligining 201__ 
yil “__”.___dagi “__”-sonli buyrugʻining __-ilovasi bilan fan dasturi roʻyxati 
tasdiqlangan. 
 
 Oliy va oʻrta maxsus, kasb-hunar ta’limi yoʻnalishlari boʻyicha Oʻquv-
uslubiy birlashmalar faoliyatini Muvofiqlashtiruvchi Kengashining 201__ yil 
“___”__________ dagi “____”-son bayonnomasi bilan ma’qullangan fan dasturi 
asosida OʻUM ishlab chiqilgan. 
 
 OʻUM Toshkent moliya institutida ishlab chiqildi. 
 
 
Tuzuvchilar: A.R.Xashimov – Toshkent moliya instituti, “Oliy va amaliy 

matematika” kafedrasi, dotsent, f.-m.f.n.; 
 G.Xujaniyozova – Toshkent moliya instituti, “Oliy va amaliy 

matematika” kafedrasi, katta oʻqituvchi. 
   
Taqrizchilar: O.X.Abdullaev – Oʻzbekiston Milliy universiteti, “Differensial 

tenglamalar va matematik fizika” kafedrasi, 
dotsent, f.-m.f.n.; 

 I.N.Mamurov – Toshkent moliya instituti, “Oliy va amaliy 
matematika” kafedrasi, dotsent, f.-m.f.n. 

 
 
 OʻUM Toshkent moliya instituti Kengashida koʻrib chiqilgan va tavsiya 
qilingan (201__ yil __ _________ ___-sonli bayonnoma). 
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1-mavzu. Matrisalar va ular ustida amallar 
 

Reja: 
1.1. Matrisaga doir asosiy tushunchalar. 
1.2. Matrisalar ustida amallar. 
1.3. Texnologik matrisa tushunchasi. 
1.4. Excelda matrisalar ustida amallarni bajarish. 
 
 Tayanch soʻz va iboralar: matrisa, satr matrisa, ustun matrisa, satr-vektor, 
ustun-vektor, vektor komponenti, nol matrisa, teng matrisa, zanjirlangan 
matrisalar, kvadrat matrisaning bosh diagonali, diagonal matrisa, skalyar matrisa, 
birlik matrisa, transponirlangan matrisa, simmetrik matrisa, qiya simmetrik 
matrisa, texnologik matrisa. 
 
 Matrisa tushunchasi va unga asoslangan matematikaning “Matrisalar 
algebrasi” boʻlimi amaliyotda, jumladan, iqtisodiyotda katta ahamiyat kasb etadi. 
Bu shu bilan tushuntiriladiki, aksariyat iqtisodiy obyekt va jarayonlarning 
matematik modellari matrisalar yordamida sodda va kompakt koʻrinishida 
tasvirlanadi. 
 Matrisa tushunchasi birinchi marta ingliz matematiklari U.Gamilton (1805-
1865-y.y.) va A.Kel (1821-1895 y.y.) ishlarida uchraydi. Hozirgi kunda matrisa 
tushunchasi tabiiy va amaliy jarayonlarning matematik modellarini tuzishda 
muhim vosita sifatida qoʻllaniladi. 
 
1-ta’rif. Matrisa deb m  ta satr va n  ta ustunga ega boʻlgan qavslar ichiga olingan 
toʻrtburchakli sonlar jadvaliga aytiladi. 
 
 Matrisalar lotin alifbosining bosh harflari bilan belgilanadi. Masalan, 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
.

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

 

 Matrisani tashkil qilgan sonlar uning elementlari deyiladi. Matrisa oʻlchami 

m n  kabi yoziladi. Matrisaning i satr, j ustun kesishmasidagi element ija  kabi 

belgilangan. Demak, 34a 3 - satr va 4 - ustin kesishmasida joylashgan elementdir. 

 Ba’zida matrisalarni yozishda (...) qavslar oʻrniga [...] qavslar yoki ||...|| kabi 
belgilardan foydalaniladi. 
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 Aytaylik quyidagi jadvalda iqtisodiyotning tarmoqlari boʻyicha resurslarning 
taqsimlanishi berilgan boʻlsin: 
 

Resurslar 
Iqtisodiyot tarmoqlari 

Sanoat Qishloq xoʻjaligi 
Elektr energiyasi resurslari 7,3 5,2 

Mehnat resurslari 4,6 3,1 
Suv resurslari 4,8 6,1 

 
 Bu resurslar taqsimotini matrisa koʻrinishida quyidagicha yozish mumkin: 

7,3 5,2

4,6 3,1 .

4,8 6,1

A

 
   
 
 

 Bu matrisaning oʻlchami 3 2  boʻlib, satrlari resurs turlariga 

ustunlari esa tarmoqlarga mos keladi. 
 (1 n ) oʻlchamli matrisaga satr matrisa, ( 1m ) oʻlchamli matrisaga esa 
ustun matrisa deyiladi, ya’ni 

 11 12 1nK a a a  ,     

11

21

1

.

m

a

a
L

a

 
 
 
 
 
 


 

 Bundan tashqari ba’zida bu matrisalar mos ravishda satr-vektor va ustun-
vektor deb ham ataladi. Matrisaning elementlari esa vektorlarning komponentlari, 
deyiladi. 
 Har bir elementi nolga teng boʻlgan, ixtiyoriy oʻlchamli matrisaga nol 
matrisa deb aytiladi va quyidagi koʻrinishda boʻladi: 

0 0 ... 0

0 0 ... 0
.

... ... ... ...

0 0 ... 0

 
 
  
 
 
 

 

 
2-ta’rif. A va B  matrisalar bir xil oʻlchamga ega boʻlib, ularning barcha mos 
elementlari oʻzaro teng boʻlsa, bunday matrisalar teng matrisalar deyiladi va A B  
koʻrinishda yoziladi. 
 
 1-misol. Quyidagi matrisaviy tenglikdan x  va y  noma’lumlarning 

qiymatlarini toping: 
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3 2 3
.

1 2 1

y

x y

   
      

 

 Yechish. Matrisalarning mos elementlarini taqqoslab quyidagi tengliklarni 
hosil qilamiz: 

2, 2 0y x y x     . 

 
3-ta’rif. A  matrisaning ustunlari soni B  matrisaning satrlari soniga teng boʻlsa, A  
matrisa B  matrisa bilan zanjirlangan matrisa deyiladi. 
 

 Masalan, 

2 3 4

4 5 2

9 8 2

A

 
   
 
 

 va 

5 8

1 4

4 3

B

 
   
 
 

 matrisalar zanjirlangan matrisalar 

boʻladi. Chunki, A  matrisaning oʻlchami 3 3  ga, B  matrisaning oʻlchami 3 2  
ga teng.  
 Shuni ta’kidlash lozimki B  va A  matrisalar zanjirlangan emas. Chunki, B  
matrisaning ustunlari soni 2 ga, A  matrisaning satrlari soni 3 ga teng boʻlib, oʻzaro 
bir xil emas. 
 
4-ta’rif. Ham satrlar soni, ham ustunlar soni n  ga teng boʻlgan, ya’ni n n  
oʻlchamli matrisa n -tartibli kvadrat matrisa deyiladi. 
 

 Masalan, 

1 8 6 1

2 5 7 3

1 0 11 15

0 5 3 9

A

 
  
 
  

 matrisa 4-tartibli kvadrat matrisadir. 

11 22, ,..., nna a a  elementlarning tartiblangan tо’plami kvadrat matrisaning asosiy 

diagonali deyiladi. Agar ( )ijA a  kvadrat matrisada ( )i j i j   munosabat 

bajarilganda 0ija   boʻlsa, u holda A  matrisa yuqori (quyi) uchburchakli matrisa 

deyiladi. 

 

11 12 1

22 2

...

0 ...
yuqori uchburchakli matritsa

... ... ... ...

0 0 ...

n

n

nn

a a a

a a
A

a
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11

21 22

1 2

0 ... 0

... 0
quyi uchburchakli matritsa

... ... ... ...

...n n nn

a

a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

 

 ( )ijA a  kvadrat matrisada i j  boʻlganda, 0,ija   i j  boʻlganda, 0ija 
 

boʻlsa, u holda A  matrisaga diagonal matrisa deyiladi ya’ni 

11

22

0 ... 0

0 ... 0
.

... ... ... ...

0 0 ... nn

a

a
A

a

 
 
 
 
 
 

 

 Agar diagonal matrisaning barcha diagonal elementlari oʻzaro teng boʻlsa, u 
holda bunday matrisaga skalyar matrisa deyiladi ya’ni  

0 ... 0

0 ... 0
.

... ... ... ...

0 0 ...

a

a
A

a

 
 
 
 
 
 

 

 Agar skalyar matrisada 1a   boʻlsa, u holda bunday matrisaga birlik matrisa 
deyiladi va odatda E  harfi bilan belgilanadi, ya’ni 

1 0 ... 0

0 1 ... 0
.

... ... ... ...

0 0 ... 1

E

 
 
 
 
 
 

 

 Oʻlchamlari aynan teng boʻlgan matrisalar ustidagina algebraik qoʻshish 
amali bajariladi. 
 Oʻlchamlari aynan teng boʻlgan 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

... ...

... ...

... ... ... ... ... ...

... ...

... ... ... ... ... ...

... ...

j n

j n

i i ij in

m m mj mn

a a a a

a a a a

A
a a a a

a a a a

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 va 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

... ...

... ...

... ... ... ... ... ...

... ...

... ... ... ... ... ...

... ...

j n

j n

i i ij in

m m mj mn

b b b b

b b b b

B
b b b b

b b b b

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

matrisalarni qoʻshish uchun, ularning mos elementlari qoʻshiladi, y’ani 
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11 11 12 12 1 1 1 1

21 21 22 22 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

... ...

... ...

... ... ... ... ... ...
.

... ...

... ... ... ... ... ...

... ...

j j n n

j j n n

i i i i ij ij in in

m m m m mj mj mn mn

a b a b a b a b

a b a b a b a b

A B C
a b a b a b a b

a b a b a b a b

    
     
 

        
 
      

 

 Matrisani biror haqiqiy   songa koʻpaytirish uchun bu son matrisaning har 
bir elementiga koʻpaytiriladi, y’ani

 11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

... ...

... ...

... ... ... ... ... ...
.

... ...

... ... ... ... ... ...

... ...

j n

j n

i i ij in

m m mj mn

a a a a

a a a a

A
a a a a

a a a a

   
   


   

   

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

 Ikkita matrisa ayirmasi quyidagicha topiladi: 

11 11 12 12 1 1 1 1

21 21 22 22 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

... ...

... ...

... ... ... ... ... ...
.

... ...

... ... ... ... ... ...

... ...

j j n n

j j n n

i i i i ij ij in in

m m m m mj mj mn mn

a b a b a b a b

a b a b a b a b

A B D
a b a b a b a b

a b a b a b a b

    
     
 

        
 
      

 

 2-misol. Quyidagi matrisalarning yigʻindisi va ayirmasini toping: 

3 1 0 2 4 1 2 2
, .

1 4 3 1 3 0 4 0
A B

    
       

 

 Yechish. A  va B  matrisalarning oʻlchamlari 2 4  ga teng. Shu sababli bu 
matrisalarni qoʻshish va ayirish mumkin. Ta’rifga asosan 

3 4 1 1 0 2 2 2 7 0 2 0
;

1 3 4 0 3 4 1 0 2 4 7 1
A B

      
            

 

3 4 1 1 0 2 2 2 1 2 2 4
.

1 3 4 0 3 4 1 0 4 4 1 1
A B

        
            

 

 3-misol. Quyidagi A  matrisani 2   soniga koʻpaytiring:

 

2 3

8 2 .

7 6

A

 
   
 
 

 



 

8 

 Yechish. 

2 3 2 2 2 3 4 6

2 2 8 2 2 8 2 2 16 4 .

7 6 2 7 2 6 14 12

A A
      

                 
           

 

 4-misol. Firma 5 turdagi mahsulotni ikkita korxonada ishlab chiqaradi. 
Firmaning ishlab chiqargan mahsulotlari taqsimoti quyidagi jadvalda berilgan: 
 

Mahsulot turlari 1 2 3 4 5 
1-korxonada ishlab chiqarilgan mahsulotlar 

miqdori 
139 160 205 340 430

2-korxonada ishlab chiqarilgan mahsulotlar 
miqdori 

122 130 145 162 152

 
 Firma ishlab chiqarish uskunalarini yangilash natijasida ishlab chiqarishni 
17% ga oshirdi. Firma ishlab chiqarish uskunalarini yangilagandan keyin, 
firmaning bir oyda ishlab chiqargan mahsulotlari taqsimoti qanday boʻladi? 
 Yechish. Firmaning ishlab chiqarish uskunalarini yangilamasdan oldingi 
ishlab chiqargan mahsulotlari taqsimotini quyidagi matrisa koʻrinishda yozish 
mumkin: 

139 160 205 340 430
.

122 130 145 162 152
P

 
  
 

 

 Firma ishlab chiqarish uskunalarini yangilagandan keyin, firmaning bir oyda 
ishlab chiqargan mahsulotlari taqsimotini topish uchun, bu ishlab chiqarish 
matrisasini 1,17 ga koʻpaytirish zarur boʻladi: 

139 160 205 340 430
1,17 1,17

122 130 145 162 152
P

 
    

 
 

162,63 187,2 239,85 397,8 503,1
.

142,74 152,1 169,65 189,54 177,84

 
  
 

 

 Matrisalarni qoʻshish, ayirish, ya’ni algebraik qoʻshish va matrisani songa 
koʻpaytirish amallariga matrisalar ustida chiziqli amallar deyiladi.  
 Matrisalarni qoʻshish va songa koʻpaytirish amallari quyidagi xossalarga 
boʻysinadi: 

1) ;

2) ( ) ( ) ;

3) ( ) ;

4) ( ) ( ) ;

A B B A

A B C A B C

k A B kA kB

k nA kn A

  
    
  


  
 

5)( ) ;

6) ;

7) ;

8)1 .

k n A kA nA

A A

A A

A A
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Bu yеrda , ,A B С bir xil oʻlchamli matrisalar,   matrisa , ,A B С  matrisalar bilan 

bir xil oʻlchamli nol matrisa, ,k n  ixtiyoriy haqiqiy sonlar. 

 Faqat va faqat zanjirlangan matrisalar ustida koʻpaytirish amali bajariladi. 

m p  oʻlchamli ( )ijA a  matrisaning p n  oʻlchamli ( )jkB b  matrisaga 

koʻpaytmasi deb elementlari 1 1 2 2 ...ik i k i k ip pkc a b a b a b     kabi aniqlanadigan 

m n  oʻlchamli ( )ikС c  matrisaga aytiladi. Bu formuladan koʻrish mumkinki, A  

va B  matrisalarning koʻpaytmasi C  matrisadagi ikc  element A  matrisaning i 

satrida joylashgan har bir elementni B  matrisaning k   ustunida joylashgan mos 
oʻrindagi elementga koʻpaytirish va hosil boʻlgan koʻpaytmalarni qoʻshish 
natijasida aniqlanadi. 

 Masalan, bizga umumiy holda 
11 12

21 22

31 32

a a

A a a

a a

 
   
 
   

va 11 12

21 22

b b
B

b b

 
  
   

koʻrinishdagi matrisalar berilgan boʻlsin. Bu matrisalarni koʻpaytirish quyidagicha 
amalga oshiriladi: 

11 12 11 11 12 21 11 12 12 22
11 12

21 22 21 11 22 21 21 12 22 22
21 22

31 32 31 11 32 21 31 12 32 22

      

a a a b a b a b a b
b b

AB a a a b a b a b a b
b b

a a a b a b a b a b

    
                   

. 

Endi buni aniq misollarda koʻrib chiqamiz.  
 5-misol. Quyidagi A  matrisani B  matrisaga koʻpaytiring: 

3 1 1 1 1 -1

2 1 2 , 2 -1 1 .

1 2 3 1 0 1

A B

   
       
   
   

 

 Yechish. 1. Izlanayotgan C AB  matrisaning 11c  elementi A  matrisaning 

birinchi satr elementlarini B  matrisaning birinchi ustun mos elementlari bilan 
koʻpaytmalarining yigʻindisiga teng, ya’ni  

 11

1

3 1 1 2 3 1 1 2 1 1 6

1

c

 
         
 
 

. 

 2. Izlanayotgan C AB  matrisaning birinchi satr va ikkinchi ustunining 
elementi A  matrisaning birinchi satr elementlarini B  matrisaning ikkinchi ustun 
elementlari bilan mos ravishda koʻpaytmalarining yigʻindisiga teng: 
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12

1

(3 1 1) 1 3 1 1 ( 1) 1 0 2

0

c

 
           
 
 

. 

 3. Birinchi satr va uchinchi ustun elementi  

13

1

(3 1 1) 1 3 ( 1) 1 1 1 1 1

1

c

 
           
 
 

 

kabi aniqlanadi. 
 4. Izlanayotgan matrisaning ikkinchi satr elementlari A  matrisaning ikkinchi 
satr elementlarining B  matrisaning mos ravishda 1, 2, 3-ustun elementlari bilan 
koʻpaytmalarining yigʻindisi sifatida topiladi:  

21

22

23

2 1 1 2 2 1 6;

2 1 1 ( 1) 2 0 1;

2 ( 1) 1 1 2 1 1.

c

c

c

      
       
       

 

 5. C  matrisaning uchinchi satr elementlari ham shunga oʻxshash topiladi:  

31

32

33

1 1 2 2 3 1 8;

1 1 2 ( 1) 3 0 1;

1 ( 1) 2 1 3 1 4.

c

c

c

      

        

       
 

Shunday qilib, 

6 2 1

6 1 1

8 1 4

C AB

 
    
  

. 

 6-misol. Quyidagi A  matrisani B  matrisaga koʻpaytiring: 

 1 2 3 4 ,A     

1

2
.

3

4

B

 
 
 
 
 
 

 

 Yechish. Bu matrisalar zanjirlangan boʻlganligi sababli ular ustida 
koʻpaytirish amali bajariladi.  

     

1

2
1 2 3 4 1 4 9 16 30 .

3

4

AB

 
 
      
 
 
 

 



 

11 

 

1 1 2 3 4

2 2 4 6 8
1 2 3 4 .

3 3 6 9 12

4 4 8 12 16

BA

   
   
    
   
   
   

 

Keltirilgan misoldan koʻrinib turibdiki, A va B  matrisalarning koʻpaytmasi 
kommutativlik (oʻrin almashtirish) xossasiga ega emas, ya’ni AB BA . Agar A  va 
B  bir xil tartibli kvadrat matrisalar boʻlsa, AB  va BA  koʻpaytmalarini topish 

mumkin. Agar A  va B  matrisalar uchun BAAB   AB BA  munosabat oʻrinli 

boʻlsa, u holda A  va B  matrisalar kommutativ (antikommutativ) matrisalar 
deyiladi. Masalan, E  birlik matrisa ixtiyoriy A  kvadrat matrisa bilan 
kommutativdir. Haqiqatan ham  

AE EA A  . 
 Matrisalarni koʻpaytirish amali quyidagi xossalarga ega: 

 1)( ) ( ) ;

2)( ) ;

3) ( ) ;

4) ( ) ( ) .

kA B k AB A kB

A B C AC BC

A B C AB AC

A BC AB C

 

  
  



 

 Keltirilgan xossalardan toʻrtinchisini quyidagi misol yordamida tekshiramiz. 

 7-misol.  1 2A , 
3 4

2 1
B

 
  
 

 va 
3 0 2

5 1 0
C

 
  
   

matrisalar berilgan 

boʻlsin: 

   

   

   

3 4
1. 1 2 7 6 ,

2 1

3 0 2
( ) 7 6 51 6 14 ,

5 1 0

3 4 3 0 2 29 4 6
2. ,

2 1 5 1 0 11 1 4

29 4 6
( ) 1 2 51 6 14 .

11 1 4

AB

AB C

BC

A BC

 
  

 
 

  
 

    
     
    

 
  

 

 

Koʻrinib turibdiki, ikki xil hisoblash usulida ham natija bir xil. 

 A  kvadrat matrisani  1m m   butun musbat darajaga koʻtarish quyidagicha 

amalga oshiriladi: 

... .m

m marta

A A A A     
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 Agar A  matrisada barcha satrlari matrisaning mos ustunlari bilan 

almashtirilsa, u holda hosil boʻlgan TA  matrisa A  matrisaga transponirlangan 
matrisa deyiladi. 
 Transponirlangan matrisalar quyidagi xossalarga ega: 

 1) ,

2)( ) ,

3)( ) ,

4)( ) .

TT

T T

T T T

T T T

A A

kA kA

A B A B

AB B A





  



 

 Masalan, 

2 1

3 4

5 0

A

 
   
 
 

 boʻlsa, 
2 3 5

1 4 0
TA

 
   

 boʻladi. 

 Agar A  kvadrat matrisa uchun TA A  munosabat oʻrinli boʻlsa, u holda bu 
matrisaga simmetrik matrisa deyiladi. 

 Masalan, 

4 5 2

5 8 3

2 3 7

A

 
   
 
 

 simmetrik matrisaning elementlari bosh diagonalga 

nisbatan simmetrik joylashgan. 

 n  tartibli simmetrik matrisaning turli elementlari soni koʻpi bilan 
( 1)

2

n n 

 
ga teng, bunda n  natural son. 

 Agar A  kvadrat matrisada TA A   munosabat oʻrinli boʻlsa, bunday 
matrisaga qiya simmetrik matrisa deb ataladi. Masalan, 

0 5 2

5 0 3 .

2 3 0

A

 
   
  

 

 n  tartibli qiya simmetrik matrisaning turli elementlari soni koʻpi bilan 
2 1n n   formula yordamida topiladi, bunda n natural son. 

 

5-ta’rif. Nolmas satrlarga ega A  matrisada har qanday k   nolmas satrning 

birinchi noldan farqli elementi  1k    nolmas satrning birinchi noldan farqli 

elementidan oʻngda tursa, u holda A  pogʻonasimon matrisa deyiladi. 
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 Masalan, 

1 0 2 3 5

0 0 4 0 1

0 0 0 7 0

A

 
   
 
 

 matrisa pogʻonasimon matrisadir. 

 Iqtisodiy masalalarni matematik modellashtirishda, ya’ni, iqtisodiy 
muammoni matematik ifodalar yordamidagi ifodasida, matrisalardan keng 
foydalaniladi. Bunda muhim tushunchalardan biri texnologik matrisa 
tushunchasidir. Bu matrisa, masalan, bir nechta turdagi resurslardan bir nechta 
mahsulot turlarini ishlab chiqarishni rejalashtirish (programmalashtirish), 
tarmoqlararo balansni modellashtirish kabi muhim iqtisodiy masalalarda asosiy 
rolni oʻynaydi.  
 Faraz qilaylik, oʻrganilayotgan iqtisodiy jarayonda n  хil mаhsulоt ishlаb 
chiqаrish uchun m  хil ishlаb chiqаrish fаktоrlаri (resurslar) zаrur boʻlsin. i
mahsulotning bir birligini ishlab chiqarish uchun j  turdagi resursdan ija  miqdori 

sarflansin. ija  elementlardan tuzilgan m n  oʻlchamli A  matrisa texnologik 

matrisa deb ataladi. 

 1-turdagi mahsulotdan 1x  miqdorda, 2-turdagi mahsulotdan 2x  miqdorda, ..., 

n  turdagi mahsulotdan nx  birlik miqdorda ishlab chiqarilishi talab qilinsin. Bu 

rejani 

1

2

...

n

x

x
X

x

 
 
 
 
 
 

 ustun vektor ( 1n   oʻlchamli matrisa) shaklida ifodalaymiz. U 

holda 1-turdagi resurs sarfi 11 1 1... n na x a x   ga, ikkinchi turdagi resurs sarfi 

21 1 2... n na x a x   ga teng. Umumlashtiradigan boʻlsak, ishlab chiqarish rejasini 

bajarish uchun zarur boʻlgan j  turdagi resurs sarfi 1 1 ...j jn na x a x   birlikka teng. 

Bu miqdorlarni ustun vektor sifatida yozsak aynan AX  koʻpaytmani hosil qilamiz. 

j mahsulotning bir birligining narxi jc  boʻlsin. Narxlar vektorini 1( ,..., )nC c c  

koʻrinishda ifodalaymiz. U holda CX  koʻpaytma, matrisalarni koʻpaytirish 
qoidasiga koʻra, skalyar miqdor, ya’ni sondan iborat. Bu son ishlab chiqarishdan 
olingan daromadni ifodalaydi. 
 i turdagi resurs zahirasi miqdori ib  birlikka teng boʻlsin. Resurs zahiralari 

vektorini ustun vektor shaklida ifodalaymiz: 

1

2

...

m

b

b
B

b

 
 
 
 
 
 

. U holda AX B  
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tengsizlik ishlab chiqarishda resurs zahiralari hisobga olinishi zarurligini bildiradi. 
Bu vektor tengsizlik AX  vektorning har bir elementi B  vektorning mos 
elementidan katta emasligini bildiradi. AX B  shartni qanoatlantiruvchi X  rejani 
joiz reja, deb ataymiz. Ma’nosidan kelib chiqadigan boʻlsak, har qanday X  
rejaning elementlari musbat sonlardan iborat boʻlishi zarur. 
 8-misol. Korxona ikki turdagi transformatorlar ishlab chiqaradi. 1-turdagi 
transformator ishlab chiqarish uchun 5 kg temir va 3 kg sim, 2-turdagi 
transformator ishlab chiqarish uchun 3 kg temir va 2 kg sim sarflanadi. Bir birlik 
transformatorlarni sotishdan mos ravishda 6 va 5 sh.p.b. miqdorida daromad 
olinadi. Korxonaning omborida 4,5 tonna temir va 3 tonna sim mavjud. 
Texnologik matrisa, narxlar vektori va resurs zahirasini ifodalovchi vektorni 

tuzing. 
500 600

,
600 600

   
   
   

 rejalar joiz reja boʻla oladimi?  

 Yechish. Korxona ikki turdagi resursdan foydalanib 2 turdagi mahsulot 

ishlab chiqaradi. Narxlar vektori  6,5С  . Resurs zahiralari vektori 
4500

3000
B

 
  
 

 

Texnologik (resurs sarfi normasi) matrisa 
5 3

3 2
A

 
  
 

. 

1

2

x
X

x

 
  
 

 rejani qaraymiz. Bu rejani bajarishdagi resurs sarfi  

1 1 2

2 1 2

5 35 3

3 2 3 2

x x x
AX

x x x

    
          

 

ga teng. Bu sarf zahiradan oshib ketmasligi kerak, ya’ni AX B  yoki 

1 2

1 2

5 3 4500,

3 2 3000.

x x

x x

 
 

 

Joiz reja yuqoridagi tengsizliklarni qanoatlantirishi zarur. 

 1) 
500

600
X

 
  
 

 rejani qaraymiz. U holda  

5 3 500 4300 4500

3 2 600 2700 3000
AX

      
        
      

, 

ya’ni bu reja joiz reja. Bu reja asosida olinadigan daromad miqdori 

 
500

(6 5) 6000
600

CX
 

  
 

 sh.p.b. ga teng.  

 2) 
600

600
X

 
  
 

 rejani qaraymiz. U holda  
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5 3 600 4800

3 2 600 3000
AX

    
     
    

. 

Bundan koʻrish mimkinki, 1-turdagi resurs sarfi 4800 ga teng boʻlib, resurs 
zahirasi 4500 dan katta. Shu sababli, qaralayotgan reja joiz reja emas. 
 9-misol. Korxona m turdagi resurslarni qoʻllab, n  turdagi mahsulot ishlab 
chiqaradi. j  turdagi mahsulot birligini ishlab chiqarishga ketgan i xom ashyo 

resurslari harajatlarining normalari m nA   matrisa bilan berilgan. Vaqtning ma’lum 

oraligʻida korxona har bir turdagi mahsulotdan ijx  miqdorini ishlab chiqargan 

boʻlsin. Uni 1nX   matrisa bilan ifodalaymiz.  

 Vaqtning berilgan davrida barcha mahsulotning har bir turini ishlab 
chiqarishga ketgan resurslarning toʻla harajatlar matrisasi S  ni aniqlang. Berilgan  

4 3

2 5 3

0 1 8
,

1 3 1

2 2 3

A 

 
 
 
 
 
 

     3 1

100

80 .

110

X 

 
   
 
 

 

 Yechish. Resurslarning toʻla harajatlar matrisasi S  A  va X  matrisalarning 
kо’paytmasi sifatida aniqlanadi, ya’ni .S AX  
Berilgan masalaning sharti bо’yicha 

2 5 3 930
100

0 1 8 960
80 .

1 3 1 450
110

2 2 3 690

S

   
    
              

   

 

Berilgan vaqt orligʻida 930birlik I turdagi resurs, 960birlik II turdagi resurs, 450
birlik III turdagi resurs, 690 birlik IV turdagi resurs sarf qilingan.  
 10-misol. Korxona mahsulotning n  turini ishlab chiqaradi, ishlab 
chiqariladigan mahsulot hajmlari 1 nA  matrisa bilan berilgan. j mintaqada 

mahsulotning i  turi birligining sotilish narxi n kB   matrisa bilan berilgan, bu yerda 

k mahsulot sotilayotgan mintaqalar soni. 
 Mintaqalar boʻyicha daromad matrisasi С  ni toping. 

 1 3 100,200,100 ;A     

2 3 1 5

1 3 2 2

2 4 2 4
n kB 

 
   
 
 

 boʻlsin. 

 Yechish. Daromad 1 1k n n kС A B     matrisa bilan aniqlanadi, 

1
1

n

ij i ij
i

c a b


   bu j mintaqada korxonaning daromadi quyidagicha: 
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2 3 1 5

100,200,100 1 3 2 2 600,1300,700,1300 .

2 4 2 4

C

 
   
 
 

 

 MS Excel dasturida matrisalarni qoʻshish, songa koʻpaytirish va matrisalarni 
koʻpaytirishga misollar keltiramiz. 

 1) 
1 3 5

2 3 2
A

 
  
 

 va 
0 4 3

2 2 3
B

 
   

 matrisalarni qoʻshish talab qilinsin. 

 I) Matrisalarni quyidagi koʻrsatilgan jadvallar shaklida MS Excelga 
kiritamiz. 

 
 
 II) Biror katakka matrisalarning 1-elementlari yigʻindisini topish uchun 
formula kiritamiz. 

 
 
 III) 2x3 oʻlchamli jadvalni bu katakdagi formulani avtomatik koʻchirish 
usuli bilan toʻldiramiz. Buning uchun sichqonchani bu katakning pastki oʻng 
burchagiga keltiramiz. Qalin qora kursor (krestik) paydo boʻlganda sichqonchaning 
chap tugmasini bosamiz va oldin satr boʻyicha uch katakka, keyin ustun boʻyicha 
ikki kattakka tortamiz.  

 
 
Natijada matrisalarning yigʻindisi hosil boʻladi. 
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 2) Yuqoridagi A  matrisani 2 ga koʻpaytiramiz. Buning uchun A  matrisani 2 
ga koʻpaytirish formulasini biror katakka kiritamiz. Bu katakdagi formulani 
yuqorida tushuntirilgan usulda avtomatik toʻldiramiz. 

 
 

 3) 

2 2 1

0 3 2

4 2 1

A

 
   
  

, 

3 2

4 4

5 5

B

 
   
  

 boʻlsin. AB  koʻpaytmani topamiz. A  

matrisa oʻlchamlari 3 3  va B  matrisa oʻlchamlari 3 2  boʻlganligi sababli, 
koʻpaytmaning oʻlchamlari 3 2  boʻladi. 
 I) A  va B  matrisalarni Excelda jadval shaklida kiritamiz. 

 
 
 II) Excel funksiyalari roʻyxatidan matematik funksiyalar roʻyxatini topamiz. 
bu roʻyxatdan "МУМНОЖ" funksiyani tanlaymiz.  
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 III) Hosil boʻlgan yangi oynachada ‘Массив1’ qatoriga A matrisa 
koordinatalarini, ‘Массив2’ qatoriga B matrisa koordinatalarini kiritamiz. Enter 
tugmasini bosamiz. 

 
 
 IV) Bunda funksiya kiritilgan katakda koʻpaytmaning faqat bitta elementi 
hosil boʻladi. Boshqa elementlarni topish uchun koʻpaytma oʻlchovlariga mos 
uchta satr va uchta ustunli jadvalni rasmdagiday belgilaymiz va F2 tugmasini 
bosamiz. 

 
 
 V) Ctrl+Shift+Enter tugmalarni bir paytda bosamiz. Belgilangan kataklarda 
matrisalar koʻpaytmasi hosil boʻladi. 
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Demak, 

19 1

2 22

25 5

AB

 
   
  

. 

 
Oʻz-oʻzini tekshirish uchun savollar 

1. Matrisa deb nimaga aytiladi? 
2. Satr matrisa, ustun matrisa deb qanday matrisaga aytiladi? 
3. Nol matrisa deb qanday matrisaga aytiladi? 
4. Matrisalarni qoʻshish va matrisani songa koʻpaytirish amallari boʻysunadigan 

xossalarni sanab oʻting? 
5. Matrisa satrlarini mos ustunlari bilan almashtirish amali qanday nomlanadi? 
6. Oʻzaro zanjirlangan matrisalar qanday koʻpaytiriladi? 
7. Matrisalarni koʻpaytirish amali qanday xossalarga boʻysunadi? 
8. Matrisalarni koʻpaytirish amali oʻrin almashtirish qonuniga boʻysunadimi? 
9. n-tartibli kvadratik matrisa deb qanday matrisaga aytiladi? 
10. Kvadrat matrisaning qanday xususiy koʻrinishlarini bilasiz? 

 
 

2-mavzu. Determinantlar nazariyasi 
 

Reja: 
2.1. Oʻrin almashtirishlar. Determinantning ta’rifi. 
2.2. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar. 
2.3. Determinantning xossalari. 
2.4. Laplas teoremasi. 
2.5. Excelda determinantni hisoblash. 
 
 Tayanch soʻz va iboralar: matrisa, determinant, kvadrat matrisa, 
aniqlovchi, n  tartibli determinant, ikkinchi tartibli determinant, uchinchi tartibli 
determinant, Sarrius qoidasi. 
 
 A  kvadrat matrisaning skalyar (sonli) miqdorni aniqlovchi determinant 
tushunchasining kiritilishi chiziqli tenglamalar sistemasini yechish bilan 
chambarchas bogʻliq. 
 n  tartibli oʻrin almashtirish tushunchasini kiritamiz. 1,2,3,...,n  sonlarning 

biror bir tartibda yozilishi n  tartibli oʻrin almashtirish deb ataladi.  
 Masalan, {1,2,3,4} toʻplamni qaraymiz. Bu toʻplamdagi oʻrin almashtirishlar 

1 2 3(2,3,1,4), (3,2,4,1), (3,1,2,4)P P P    va hakozo. 
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 Umuman olganda har qanday n  ta elementdan tuzilgan toʻplamda oʻrin 
almashtirish tushunchasini kiritish mumkin. Bu jarayonni toʻplam elementlarini 1 
dan boshlab ketma-ket natural sonlar bilan nomerlaymiz va {1,2,..., }n  sonlar ustida 

oʻrin almashtirishga keltiramiz. Ya’ni, {1,2,..., }n  sonlar ustida oʻrin almashtirish 

tushunchasini qarash umumiylikni buzmaydi.  
 
1-ta’rif. Agar m k  boʻlib, m  soni k  dan chaproqda joylashgan boʻlsa, u holda 
P  oʻrin almashtirishda m  va k  sonlar inversiyani tashkil qiladi deyiladi. 
 
2-ta’rif. P  oʻrin almashtirishdagi barcha elementlar tashkil etgan umumiy 
inversiyalar soni P  oʻrin almashtirishning inversiyalar soni, deb ataladi va inv P  

kabi belgilanadi. 
 inv P  sonning juft yoki toq boʻlishiga qarab, mos ravishda, P  oʻrin 

almashtirish juft yoki toq deb ataladi.  
 
 Masalan, (1,4,3,2)P   oʻrin almashtirishda 1 va 4 sonlari inversiya tashkil 

qilmaydi. 3 soniga mos inversiyalar 1 ta, 2 soniga mos inversiyalar 2 ta. Demak, 
1 2 3inv P    . P  oʻrin almashtirish toq. 

 Oʻrin almashtirish quyidagi xossalarga ega: 
1. {1,2,3,..., }n  toʻplamdagi barcha oʻrin almashtirishlar soni !n  ga teng; 

2. Juft va toq oʻrin almashtirishlar soni oʻzaro teng, ya’ni har biri 
!

2

n
 tadan; 

3. Oʻrin almashtirishda ikkita elementning oʻrni almashtirilsa uning juft-toqligi 
oʻzgaradi. 
 
3-ta’rif. {1,2,3,..., }n  sonlar toʻplamini oʻziga akslantiruvchi oʻzaro bir qiymatli 

akslantirish oʻrinlashtirish deb ataladi. 
 
 Oʻrinlashtirishni ikkita oʻrin almashtirish bilan berishimiz mumkin. Ikkita 1P  

va 2P  n   tartibli oʻrin almashtirishlardan tuzilgan F  oʻrinlashtirish quyidagicha 

belgilanadi: 1

2

.
P

F
P

 
  
 

 

 Masalan, 
1 2 3

2 3 1
F

 
  
 

 va 1

3 1 2

1 2 3
F

 
  
 

 oʻrinlashtirishlar oʻzaro teng. Chunki 

bu oʻrinlashtirishlarning har biri 1 ga 2 ni, 2 ga 3 ni va 3 ga 1 ni mos qoʻyadi. 
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Oʻrinlashtirishni har doim 
1 2 3

1 2 3 ...

... n

n
F

i i i i

 
  
 

 koʻrinishga keltirish mumkin. Bunda 

2 1 2( , ,..., )nP i i i  biror n   tartibli oʻrin almashtirish. 2P  almashtirish juft boʻlsa, F  

oʻrinlashtirish juft, 2P  toq boʻlsa, F  ham toq deyiladi. 2( ) ( 1)inv Ph F    miqdorga 

F  oʻrinlashtirishning signaturasi deyiladi. n   tartibli barcha oʻrinlashtirishlar 
toʻplamini nS  bilan belgilaymiz. 

 Endi n   tartibli determinant tushunchasini kiritamiz. Bizga n  tartibli  

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

 

kvadrat matrisa berilgan boʻlsin. 
 

4-ta’rif. Barcha mumkin boʻlgan turli 
1 2 3

1 2 3 ...

... n

n
F

i i i i

 
  
 

 oʻrinlashtirishlarga mos 

1 2 31 2 3( ) ...
ni i i nih F a a a a  koʻrinishdagi koʻpaytmalarning yigʻindisidan iborat songa 

tartibli determinant deyiladi. 
 

tartibli determinant det( )A , | |A  yoki  

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 

kabi belgilanadi. 
 Oʻrinlashtirish va oʻrin almashtirishlarning xossalariga asosan, bu ta’rifdan  
 1) n  tartibli determinant !n  ta hadning yigʻindisidan iborat; 
 2) bu yigʻindining har bir hadi matrisaning turli satrlari va turli ustunlarida 
joylashgan  ta elementi koʻpaytmasidan iborat; 
 3) yuqorida aytilgan koʻpaytmalarning yarmi ( !/ 2n  tasi) oʻz ishorasi bilan, 
qolgan yarmi qarama-qarshi ishora bilan olingan. 
 Bundan koʻrinib turibdiki, determinantni ta’rif boʻyicha hisoblash juda koʻp 
amallardan iborat boʻlib, ma’lum noqulayliklarga ega. Misol uchun 4-tartibli 
determinant 4! 24  ta haddan iborat. Har bir hadi matrisaning turli satr va 
ustunlaridan olingan 4 ta elementi koʻpaytmasidan iborat. Bu hadlarning har 
birining ishorasini topish uchun 24 ta oʻrinlashtirishning juft-toqligi aniqlanishi 
talab qilinadi. 
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 Shu sababdan determinantni uning ba’zi xossalaridan foydalanib hisoblash 
qulayroq. Bu xossalarni berishdan oldin ikkinchi va uchinchi tartibli 
determinantlarni alohida qarab oʻtamiz.  
 2-tartibli kvadrat matrisaning determinanti quyidagicha aniqlanadi: 

11 12
11 22 21 12

21 22

a a
a a a a

a a
  . 

Haqiqatan, ikkinchi tartibli turli oʻrinlashtirishlar soni 2! 2  ta. Bular 

1 2

1 2

 
 
 

 va 
1 2

2 1

 
 
 

. 

 Bulardan birinchisi juft, ikkinchisi esa toq. Shu sababli determinant 11 22a a  va 

12 21a a  sonlarning yigʻindisidan iborat. 

 1-misol. Quyida berilgan ikkinchi tartibli matrisaning determinantini 
hisoblang: 

6 9
.

10 8
A

 
  
 

 

 Yechish. 
6 9

6 8 10 9 48 90 42.
10 8

A           

 2-misol. Quyida berilgan ikkinchi tartibli determinantni hisoblang: 

cos sin
.

sin cos

 
 

 

 Yechish. Yuqoridagi ta’rifga asosan 

2 2cos sin
cos sin 1

sin cos

 
 

 
  


. 

 Endi uchinchi tartibli determinantni qaraymiz. Uchinchi tartibli turli 
oʻrinlashtirishlar soni 3! 1 2 3 6     ta. Bular  

1

1 2 3

1 2 3
S

 
  
 

,   2

1 2 3

2 3 1
S

 
  
 

,   3

1 2 3

3 1 2
S

 
  
 

, 

4

1 2 3

3 2 1
S

 
  
 

,   5

1 2 3

2 1 3
S

 
  
 

,   6

1 2 3

1 3 2
S

 
  
 

. 

 Bu oʻrinlashtirishlarning ikkinchi satridagi oʻrin almashtirishlarni qaraymiz. 

1S  da 1 (1,2,3)P   boʻlib, 1 0inv P  , 2S  da 2 (2,3,1)P   boʻlib, 

2 0 0 2 2,inv P      3S  da 3 (3,1,2)P   boʻlib, 3 0 1 1 2inv P     . Demak, 1 2,S S  

va 3S  lar juft boʻlib, ularga mos signaturalar 1 ga teng. Shu sababli determinantni 

ifodalovchi yigʻindida bu uchta oʻrinlashtirishga mos 11 22 33a a a , 12 23 31a a a  va 
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13 21 32a a a  koʻpaytmalar oʻz ishorasi bilan olinadi. Juft va toq oʻrin almashtirishlar 

soni teng boʻlganligi sababli, qolgan uchta 4S , 5S  va 6S  lar toq va ularga mos 

13 22 31a a a , 12 21 33a a a  va 11 23 32a a a  koʻpaytmalar qarama-qarshi ishora bilan olinishi 

kerak.  
 Yuqoridagilarni umumlashtirsak, uchinchi tartibli determinant uchun 
quyidagi ifodani olamiz: 

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32

31 32 33

.

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a

     

 
 Uchinchi tartibli determinantda oʻz ishorasi va qarama-qarshi ishora bilan 
olinadigan hadlarni eslab qolish uchun odatda ikki xil usuldan foydalaniladi. Bular 
uchburchak va Sarrus usullari deb nomlanadi. 
 Uchburchak usuli. Uchinchi tartibli determinantni hisoblashning 
uchburchak usuli quyidagicha sxematik koʻrinishda amalga oshiriladi: 

 
 Uchinchi tartibli determinantni hisoblashning Sarrus qoidasi quyidagicha 
amalga oshiriladi. Determinant ustunlarining oʻng yoniga chapdagi birinchi va 
ikkinchi ustunlar koʻchirib yoziladi. Hosil boʻlgan kengaytirilgan jadvalda bosh 
diagonal yoʻnalishida joylashgan elementlar koʻpaytirilib musbat ishora bilan, 
ikkilamchi diagonal yoʻnalishidagi elementlar koʻpaytirilib manfiy ishora bilan 
olinib yigʻindi tuziladi. Bu yigʻindi uchinchi tartibli determinantning qiymatidan 
iborat. Buni sxema koʻrinishida quyidagicha tasvirlash mumkin: 

 
 3-misol. Quyidagi uchinchi tartibli determinantni uchburchak usuli bilan 
hisoblang: 

2 1 1

3 4 0 .

5 1 2
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 Yechish. 

2 1 1

3 4 0 2 4 2 1 0 5 3 1 ( 1) ( 1) 4 5 1 3 2 2 0 1 27.

5 1 2


                    

 
 Determinant quyidagi xossalarga ega: 
 1. Agar determinant biror satri (ustuni) ning barcha elementlari nolga teng 
boʻlsa, u holda uning qiymati nolga teng boʻladi. Masalan,  

6 7 3

0 0 0 6 0 2 0 4 3 7 0 3 3 0 3 6 4 0 7 0 2 0.

3 4 2

                    

 2. Diagonal matrisaning determinanti diagonal elementlarining 
koʻpaytmasiga teng, ya’ni: 

11 22
1

det( ) .
n

nn ii
i

A a a a a


       

 3. Yuqori (quyi) uchburchakli matrisalarning determinantlari uning bosh 
diagonal elementlari koʻpaytmasiga teng, ya’ni: 

11 22
1

det( )
n

nn ii
i

A a a a a


      . 

Masalan, 

2 3 4

0 5 9 2 5 6 60.

0 0 6

     

 4. Determinantning biror satri (ustuni) elementlarini 0k   songa 
koʻpaytirish determinantni shu songa koʻpaytirishga teng kuchlidir yoki biror satr 
(ustun) elementlarining umumiy koʻpaytuvchisini determinant belgisidan 
tashqariga chiqarish mumkin, ya’ni: 

11 12 13 11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33 31 32 33

.

a a a ka ka ka a a ka

k a a a a a a a a ka

a a a a a a a a ka

    

Masalan, 

2 7 3

3 5 6 8 3 (24 60 56 18 70 64) 36.

1 4 2

           

3 2 3 7 3 3

5 6 8 72 180 168 54 192 210 36.

1 4 2
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3 2 7 3

3 5 6 8 72 180 168 54 192 210 36.

3 1 4 2


        
  

 5. n  tartibli determinant uchun quyidagi tenglik oʻrinli: 

det( ) det( )nkA k A   

 6. Determinantda ikkita satr (ustun) oʻrinlari almashtirilsa, determinantning 
ishorasi oʻzgaradi. Masalan, 

2 4 3

3 1 5 39.

1 2 1




 
 

 Endi bu matrisada birinchi va uchinchi ustunlarining oʻrinlarini 
almashtiramiz, u holda 

3 4 2

5 1 3 3 12 20 2 20 18 39.

1 2 1


        

 
 

Bundan koʻrinib turibdiki, determinantlar faqat ishorasi bilan farq qiladi. 
 7. Agar determinant ikkita bir xil satr (ustun)ga ega boʻlsa, u holda uning 
qiymati nolga teng boʻladi. Masalan, 

5 3 6

5 3 6 45 36 150 36 150 45 0.

2 5 3

        

 8. Agar determinantning biror satri (yoki ustuni)  elementlariga boshqa satr 
(ustun)ning mos elementlarini biror  songa koʻpaytirib qoʻshilsa, determinantning 
qiymati oʻzgarmaydi. 

11 12 1 11 12 1

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

n n

i i in i j i j in jn

j j jn j j jn

n n nn n n nn

a a a a a a

a a a a ka a ka a ka

a a a a a a

a a a a a a

     
                       

        
                       

     
                       

     

 

Masalan, 

1 2 3 1 2 3

2 4 5 2 1 2 4 2 2 5 3 2 .

3 5 1 3 5 1
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Haqiqatan ham, tenglikning chap tarafi 

1 2 3

2 4 5 4 30 30 36 4 25 1.

3 5 1

         

tenglikning oʻng tarafi: 

1 2 3

2 1 2 4 2 2 5 3 2 8 66 60 72 55 8 1.

3 5 1

               

Demak tenglik oʻrinli. 
 9. Agar determinant ikki satri (ustuni)ning mos elementlari proporsional 
boʻlsa, u holda uning qiymati nolga teng boʻladi, ya’ni 

11 12 13 11 12 11

11 12 13 21 22 21

31 32 33 31 32 31

0.

a a a a a ka

ka ka ka a a ka

a a a a a ka

   

Masalan, 

6 8 4 2 3 2 4 2 2

12 6 8 12 6 8 72 192 192 72 192 192 0.

3 4 2 3 4 2

  
         

 10. Transponirlash natijasida determinantning qiymati oʻzgarmaydi. 
Masalan, 

2 4 3 2 3 1

3 1 5 4 1 2 39.

1 2 1 3 5 1

 
   

 
 

 11. Agar determinant biror satri (ustuni)ning har bir elementi ikki 
qoʻshiluvchi yigʻindisidan iborat boʻlsa, u holda determinant ikki determinant 
yigʻindisiga teng boʻlib, ulardan birining tegishli satri (ustuni) birinchi 
qoʻshiluvchilaridan, ikkinchisining tegishli satri (ustuni) ikkinchi 
qoʻshiluvchilaridan iborat boʻladi, ya’ni: 

11 12 1

1 1 2 2

1 2

n

i i i i in in

n n nn

a a a

a b a b a b

a a a
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11 12 1 11 12 1

1 2 1 2

1 2 1 2

.

n n

i i in i i in

n n nn n n nn

a a a a a a

a a a b b b

a a a a a a

     
                       

       
                       

       
 12. Agar determinant satr (ustun)laridan biri uning qolgan satr (ustun) 
larining chiziqli kombinatsiyasidan iborat boʻlsa, determinant nolga teng. Masalan, 

2 3 16 2 3 2 2 4 3

2 1 0 2 1 2 2 4 1 0.

3 2 2 3 2 3 2 4 2

  
       

     
 

 13. Toq tartibli har qanday qiya simmetrik matrisaning determinanti nolga 
teng. Masalan, 

0 3 4

3 0 5 0 60 60 0 0 0 0.

4 5 0


       


 

 14. Bir xil tartibli ikkita matrisalar koʻpaytmasining determinanti, bu 
matrisalar determinantlarining koʻpaytmasiga teng, ya’ni: 

det( ) det( ) det( ).A B A B    

Bizga n  tartibli kvadrat matrisa berilgan boʻlsin. 
 
5-ta’rif. n  tartibli A  kvadrat matrisaning 1 1k n    shartni qanoatlantiruvchi 
ixtiyoriy k  ta satrlari va k  ta ustunlari kesishgan joyda turgan elementlardan 
tashkil topgan k  tartibli matrisaning determinanti d  determinantning k  tartibli 
minori deb ataladi. 
 
 k  tartibli minor sifatida A  kvadrat matrisaning n k  ta satr va n k  ta 
ustunini oʻchirishdan hosil boʻlgan determinant, deb ham qarash mumkin. 
 
6-ta’rif. Matrisaning diagonal elementlari yordamida hosil boʻlgan minorlar bosh 
minorlar deb ataladi. 
 
7-ta’rif. n  tartibli A  kvadrat matrisada k  tartibli M  minor turgan satrlar va 
ustunlar oʻchirib tashlangandan soʻng qolgan ( )n k  tartibli M   minorga M

minorning toʻldiruvchisi deyiladi va aksincha. 
 
 M  minor va uning M   toʻldiruvchi minorini sxematik ravishda quyidagicha 
tasvirlash mumkin: 
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11 1 1 1 1

1 1

11 1 1 1 1

1 1

... ...

... ... ... ... ...

... ...

... ...

... ... ... ... ... ...

... ...

k k n

k kk kk kn

k k k k k k n

n nk nk nn

a a a a

M

a a a a
d

a a a a

a a a a





    



 . 

 Shunday qilib, determinantning oʻzaro toʻldiruvchi minorlar jufti haqida 
gapirish mumkin. Xususiy holda, ija  element va determinantning i  satri va j 

ustunini oʻchirishdan hosil boʻlgan ( 1)n   tartibli minor oʻzaro toʻldiruvchi 

minorlar juftini hosil qiladi. 
 

8-ta’rif. ija  minorning (elementning) algebraik toʻldiruvchisi deb ( 1)i j
ij ijA M   

songa aytiladi. 
 

Laplas teoremasi. Determinantning qiymati uning ixtiyoriy satr (ustun) 
elementlari bilan, shu elementlarga mos algebraik toʻldiruvchilar koʻpaytmalari 
yigʻindisiga teng, ya’ni: 

11 12 1

1 2 1 1 2 2
1

1 2

...

... ... ... ...

... ... ( 1)

... ... ... ...

...

n

n
i j

i i in i i i i in in ij ij
j

n n nn

a a a

a a a a A a A a A a M

a a a





         

Bu formulaga   determinantni i  satr elementlari boʻyicha yoyish formulasi 
deyiladi. 

 
Determinantning biror satr (ustun) elementlari bilan uning boshqa satri (ustuni) 
elementlari algebraik toʻldiruvchilari koʻpaytmalarining yigʻindisi nolga teng. 
 4-misol. Quyidagi determinantni Laplas formulasi bilan hisoblang: 

2 1 3

5 3 2 .

1 4 3

 

 
 Yechish. Berilgan determinantni birinchi satr elementlari boʻyicha yoysak 

1 1 1 2 1 3
11 12 13 11 12 13

2 1 3

5 3 2 2 3 2( 1) ( 1) 3( 1)

1 4 3

A A A M M M                
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3 2 5 2 5 3
2 3 2(9 8) (15 2) 3(20 3) 2 13 51 40.

4 3 1 3 1 4
              

 
 5-misol. Quyidagi determinantni Laplas formulasi bilan hisoblang: 

1 0 3 2

2 1 4 1

3 2 1 5

1 0 6 2


  . 

 Yechish. Berilgan determinantni ikkinchi ustun elementlari boʻyicha yoyib 
chiqamiz. Bu ustunda 2 ta noldan farqli element boʻlgani uchun natijada 2 ta 3-
tartibli determinant hosil boʻladi.  

2 2 3 2

1 3 2 1 3 2

1 ( 1) 3 1 5 2 ( 1) 2 4 1 .

1 6 2 1 6 2

          

Yoki avval 32 2a  elementni nolga keltirishimiz mumkin. Buning uchun 2-satrni 2 

ga koʻpaytirib 3-satrga qoʻshamiz va hosil boʻlgan determinantni 2-ustun 
elementlariga nisbatan yoyamiz va hisoblaymiz: 

2 2

1 0 3 2
1 3 2

2 1 4 1
1 ( 1) 7 9 7 21.

7 0 9 7
1 6 2

1 0 6 2


          

 Koʻrinib turibdiki, Laplas teoremasidan yuqorida keltirilgan xossalar bilan 
birgalikda foydalanish determinantni hisoblashni ancha osonlashtiradi. Buning 
uchun biror satr yoki ustunni tanlab olib, shu ustun yoki satrdagi elementlarni 
determinantning xossalaridan foydalanib iloji boricha nollarga keltirishimiz kerak 
boʻladi. Soʻngra, Laplas teoremasi yordamida determinantning tartibini bittaga 
kamaytirishimiz mumkin.  
 Determinantni Excelda hisoblash usuli bilan tanishib chiqamiz. 

 6-misol. 

2 4 12 7

3 4 8 9

4 5 5 11

2 7 2 4

A

 
  
   
 
 

 matrisaning determinantini hisoblang. 
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 I. Matrisani Excel dasturida jadval shaklida kiritamiz; 

 
 
 II. Biror katakni tanlaymiz. Matematik funksiyalar roʻyxatidan “МОПРЕД” 
funksiyasini tanlaymiz. 

 
 
 III. Hosil boʻlgan oynada massiv qatoriga matrisa joylashgan koordinatalarni 
kiritamiz. 

 
 
Enter tugmasi bosilsa, determinant qiymati hosil boʻladi. 
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Determinant qiymati 141 ga teng ekan. 

 
Oʻz-oʻzini tekshirish uchun savollar 

1. Uchinchi tartibli determinant deb nimaga aytiladi? 
2. Uchinchi tartibli determinantni hisoblash Sarrius qoidasi nimadan iborat? 
3. Uchinchi tartibli determinantni hisoblash uchburchak sxemasini yozing. 
4. Transpozitsiyalash deganda nimani tushunasiz? 
5. Juft yoki toq oʻrin almashtirish tizimi deb, qanday oʻrin almashtirishga 

aytiladi? 
6. n-tartibli determinant deb nimaga aytiladi? 
7. n-tartibli determinant ixtiyoriy elementi minori deb nimaga aytiladi? 
8. Algebraik toʻldiruvchi yoki ad’yunkt deb nimaga aytiladi? 
9. Determinantni transponirlashdan tashqari uning ustida qanday almashtirishlar 

bajarganda kattaligi oʻzgarmaydi? 
10. n-tartibli kvadrat matrisaning determinanti yoki aniqlovchisi deb nimaga 

aytiladi? 
 
 

3-mavzu. Matrisa rangi. Teskari matrisa 
 

Reja: 
3.1. Matrisa rangi va uning xossalari. 
3.2. Vektorlar sistemasining rangi. 
3.3. Xos va xosmas matrisalar. 
3.4. Bazis minor tushunchasi. 
3.5. Teskari matrisa. Teskari matrisani Excelda hisoblash. 
 
 Tayanch soʻz va iboralar: matrisa, matrisa osti minori, matrisa rangi, xos 
matrisa, xosmas matrisa, determinant, qoʻshma matrisa, teskari matrisa. 
 
 Ixtiyoriy oʻlchamli matrisaning bir necha satr yoki ustunlarini oʻchirishdan 
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hosil boʻlgan kvadrat matrisa determinantiga matrisa osti minori deyiladi. Bu 
kvadrat matrisa tartibi matrisa osti minorning tartibi deyiladi. Agar berilgan 
matrisa kvadrat shaklda boʻlsa, uning eng katta tartibli minori oʻziga teng. 

Masalan, 

4 5 7

2 1 4

3 7 0

A

 
   
 
   

matrisaning 1-satr va 1-ustunini oʻchirishdan 2-tartibli 

minor 11

1 4

7 0
M  , 2-satr va 3-ustunini oʻchirishdan 2-tartibli minor 23

4 5

3 7
M   

va hokazo minorlarni hosil qilish mumkin. 
 
1-ta’rif. A  matrisaning rangi, deb noldan farqli matrisa osti minorlarining eng 

katta tartibiga aytiladi va   ( )rang A r A  koʻrinishida ifodalanadi. 

 
 Matrisa rangining xossalari: 

1) agar A  matrisa m n oʻlchovli boʻlsa, u holda  min ; ;rangA m n  

2) A  matrisaning barcha elementlari nolga teng boʻlsa, u holda 0;rangA   

3) agar A  matrisa n  tartibli kvadrat matrisa va 0A   boʻlsa, u holda 

.rangA n  

 1-misol. 

1 -2

2    4

3 -7

A

 
   
 
   

matrisa rangini aniqlang. 

 Yechish. Berilgan matrisa  3 2  oʻlchamli boʻlgani uchun satrlar va 

ustunlar sonini taqqoslaymiz va kichigini, ya’ni 2 ni tanlaymiz. Matrisadan 
ikkinchi tartibli minorlar ajratamiz va ularning qiymatini hisoblaymiz. Bu 
jarayonni noldan farqli ikkinchi tartibli minor topilguncha davom ettiramiz: 

1 2

1 2 1 2
0,    1 0. 

2 4 3 7
M M

 
     
 

 

Berilgan matrisadan noldan farqli eng yuqori ikkinchi tartibli minor ajraldi. 

Demak, ta’rifga binoan, A  matrisa rangi 2 ga teng, ya’ni   2rang A  . 

 Matrisa rangi uning ustida quyidagi almashtirishlar bajarganda oʻzgarmaydi: 
1. matrisa biror satri (ustuni) har bir elementini biror noldan farqli songa 
koʻpaytirganda; 
2. matrisa satrlari (ustunlari) oʻrinlari almashtirilganda; 
3. matrisa biror satri (ustuni) elementlariga uning boshqa parallel satri (ustuni) 
mos elementlarini biror noldan farqli songa koʻpaytirib, soʻngra qoʻshganda; 
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4. barcha elementlari noldan iborat satrni (ustunni) tashlab yuborganda; 
5. matrisa transponirlanganda. 
 

Teorema. Elementar almashtirishlar matrisa rangini oʻzgartirmaydi.  

 
 Masalan, 

3 1 2 1

2 1 1 2

5 2 3 1

A

  
    
   

 

matrisada birinchi satrni 2  ga va ikkinchi satrni 3  ga koʻpaytirib, birinchini 
ikkinchiga qoʻshsak, soʻngra yana birinchi satrni 5  ga, uchunchi satrni 3  ga 
koʻpaytirib, natijalarni qoʻshsak, 

3 1 2 1

0 5 7 4

0 1 1 2

  
  
    

 

matrisa hosil boʻladi.  
 Bu matrisada ikkinchi satrni 1 ga, uchunchi satrni 5 ga koʻpaytirib, ikkinchi 
satrni uchunchi satrga qoʻshsak, 

3 1 2 1

0 5 7 4

0 0 12 6

  
  
   

 

matrisa hosil boʻladi. Yana 

2 3 3 0

4 2 4 5

2 1 1 5

B

 
    
    

 

matrisani olib, yuqoridagi singari almashtirishlarni bajarsak,  

2 3 3 0 2 3 3 0

0 4 2 5 0 4 2 5

0 4 2 5 0 0 0 0

B

    
         
      

 

hosil boʻladi. 
 A  va B  matrisaga qoʻllanilgan almashtirishlarning mohiyati quyidagidan 
iborat: m  satrli matrisa berilgan holda birinchi va ikkinchi satrlarni, undan keyin 
birinchi va uchinchi satrlarni, ..., nihoyat, birinchi va m   satrlarni shunday 
sonlarga koʻpaytiramizki, tegishli songa koʻpaytirilgan birinchi satrni navbat bilan 
boshqa hamma satrlarga qoʻshganimizda ikkinchi satrdan boshlab birinchi ustun 
elementlari nollarga aylanadi. Soʻngra ikkinchi satr yordamida keyingi hamma 
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satrlar bilan yana shunday almashtirishlarni bajaramizki, uchinchi satrdan boshlab, 
ikkinchi ustun elementlari nollarga aylanadi. Undan keyin toʻrtinchi satrdan 
boshlab uchinchi ustun elementlari nollarga aylanadi va hokazo. Shu tariqa bu 
jarayon oxirigacha davom ettiriladi. 
 Agar matrisaning qandaydir satrlari boshqa satrlari orqali chiziqli 
ifodalangan boʻlsa, u holda shu almashtirishlar natijasida, bunday satrlarning 
hamma elementlari nollarga (ya’ni bunday satrlar nol satrlarga) aylanadi. 
 Birorta elementi noldan farqli satrni nolmas satr, deb atasak, yuqoridagi 
almashtirishlardan keyin hosil boʻlgan matrisaning rangi nolmas satrlar soniga teng 
boʻladi, chunki bunday satrlar chiziqli erkli satrlarni bildiradi. 
 Yuqorida qoʻllaniladigan almashtirishlar matrisani elementar 
almashtirishlardan iborat boʻlgani uchun, ular matrisaning rangini oʻzgartirmaydi. 
 

Teorema. Pogʻonasimon matrisaning rangi uning nolmas satrlari soniga teng.  

 
 Ixtiyoriy matrisaning rangini aniqlash uchun yuqorida kо’rsatilgan qoida 
bо’yicha elementar almashtirishlar yordamida matrisa pogʻonasimon matrisaga 
keltiriladi: 

11 12 1 1

22 2 2

... ...

0 ... ...
,

. . . . . .

0 0 ... ...

r k

r k

rr rk

a a a a

a a a
A

a a

 
 
 
 
 
 

 

bu yerda 0, 1,..., , .iia i r r k    

 Pogʻonasimon matrisaning rangi r  ga teng. 

 Masalan, yuqoridagi misollarda   3,r A    2r B   boʻladi.  

 2-misol. 

1 2 1 3

3 1 0    7

2 3 -1 4

A

 
   
 
 

 matrisaning rangini aniqlang. 

 Yechish. Berilgan dastlabki matrisa ustida quyidagicha elementar 
almashtirishlar bajaramiz: 

1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3

3 1 0    7 0 7 -3   2 0 7 -3   2 .

2 3 -1 4 0 7 -3 2 0

~

0

~

0 0

       
           
          

 

 Matrisa pogʻonasimon matrisaga keltirildi. Uchinchi satr barcha elementlari 
nollardan iborat boʻlganligi sababli, berilgan matrisa rangi ikkiga teng. 
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Matrisa yordamida vektorlar sistemasining rangi bilan tanishib chiqamiz: 

oʻlchamlari teng bir necha vektorlardan tuzilgan 1 2( , ,... )T
i i i miA a a a , 1,2,..., ,i n  

ustun vektorlar sistemasini qaraymiz.  
 
2-ta’rif. Vektorlar sistemasining rangi, deb shu vektorlar koordinatalari yordamida 
tuzilgan  

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

 

matrisa rangiga aytiladi va 1 2( , ,..., )nr A A A koʻrinishida belgilanadi. 

 
 Izoh. Xuddi shuningdak, satr vektorlar sistemasi ham qaralishi mumkin. 

 3-misol. 1

3

2

5

A

 
   
 
 

, 2

1

0

3

A

 
   
  

, 3

4

2

1

A

 
   
 
 

, 4

1

2

3

A

 
   
 
 

 vektorlar sistemasining 

rangini hisoblang. 
 Yechish. Berilgan vektor koordinatalari yordamida matrisa quramiz va 
martitsa rangini elementar almashtirish yordamida topamiz: 

~ ~

3 1 4 1 1 3 4 1 1 3 4 1 1 3 4 1

2 0 2   2 0 2 2    2 0 2 2    2 0 2 2    2

5 3 1 3 3 5 1 3 0 14 13 6 0 0 1

~

- 8

A

       
               
                

 

( ) 3r A   boʻlgani uchun 1 2 3 4( , , , ) 3r A A A A   boʻladi. 

 
3-ta’rif. Kvadrat matrisa elementlaridan tuzilgan determinant noldan farqli boʻlsa, 
u holda bunday matrisa aynimagan yoki maxsusmas matrisa deyiladi. Aks holda, 
ya’ni agar determinant nolga teng boʻlsa, bu matrisa aynigan yoki maxsus matrisa 
deyiladi. 
 

 4-misol. 
1 2 3

0 4 1 ,

5 0 0

A

 
   
 
 

1 2

5 10
B

 
     

va 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

E

 
   
 
 

 matrisalarning 

aynigan yoki aynimaganligini aniqlang. 
 Yechish. Berilgan matrisalarning determinantlarini hisoblaymiz: 
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1 2 3

0 4 1 10 60 50,

5 0 0

A


     

 
1 2

10 10 0,
5 10

B


   


 

1 0 0

0 1 0 1.

0 0 1

E    

Demak, A  va E  matrisalar – aynimagan, B  matrisa esa aynigan matrisa. 

1 2, ,..., n    ixtiyoriy sonlar va 1 2, ,..., nA A A  vektorlar berilgan boʻlsin. 

 
4-ta’rif. 1 1 2 2 ... n nB A A A       vektorga 1 2, ,..., nA A A  vektorlarning chiziqli 

kombinatsiyasi deyiladi. 
 
5-ta’rif. Agar A  matrisaning r  tartibli minoridan katta barcha minorlari nolga 
teng boʻlsa, u holda matrisaning noldan farqli r  tartibli minori bazis minor deb 
ataladi. 
 
Ta’rifdan koʻrinib turibdiki, bazis minorning tartibi matrisa rangiga teng. 
Bazis minorlar haqidagi quyidagi teoremani keltiramiz. 
 
Teorema. Matrisaning ixtiyoriy ustuni (satri) bazis minor joylashgan ustunlar 
(satrlar) chiziqli kombinatsiyasidan iborat.  
 
 Isbot. Umumiylikni buzmasdan bazis minor birinchi r  ta satr va birinchi r  
ta ustunlar kesishmasida joylashgan, deb olamiz. 1r   tartibli quyidagi minorni 
koʻrib chiqamiz. 

11 1 1

1

1

r k

r rr rk

s sr sk

a a a

D
a a a

a a a




   




 

Bu minor bazis minorga s   satr va k   ustun elementlarini qoʻshishdan hosil 
boʻlgan. Ta’rifga asosan 0D  . Determinantni Laplas teoremasidan foydalangan 
holda oxirgi satri boʻyicha yoysak, 

1 1 ... 0s s sr sr sk ska D a D a D     
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tenglikka ega boʻlamiz. Bunda sjD  son sja  elementning algebraik toʻldiruvchisi. 

Teorema shartiga koʻra 0skD  . Bundan: 

1 1 2 2 ... ,sk s s r sra a a a       

bu yerda , 1,2,..., .sj
j

sk

D
j r

D
    Bu tenglikda k  ni 1 dan m  gacha oʻzgartirib, 

ixtiyoriy k   ustun , 1,2,...,j j r   koeffisiyentlar bilan bazis minorga mos 

ustunlar chiziqli kombinatsiyasi shaklida ifodasini olamiz. 
 
6-ta’rif. A  kvadrat matrisaning har bir ika  elementini unga mos algebraik 

toʻldiruvchisi bilan almashtirish natijasida hosil qilingan matrisa ustida 

transponirlash amalini bajarishdan hosil boʻlgan A  matrisa berilgan matrisaga 
qoʻshma matrisa deyiladi. 
 
Masalan, 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

... ...

... ...

... ... ... ... ... ...

... ...

... ... ... ... ... ...

... ...

j n

j n

i i ij in

n n nj nn

a a a a

a a a a

A
a a a a

a a a a

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

matrisaga qoʻshma matrisa 

11 21 1 1

12 22 2 2

1 2

1 2

... ...

... ...

... ... ... ... ... ...

... ...

... ... ... ... ... ...

... ...

i n

i n

j j ij nj

n n in nn

A A A A

A A A A

A
A A A A

A A A A

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

koʻrinishda boʻladi. 

 5-misol. Quyidagi  

1 2 3

0 4 1

5 0 0

A

 
   
 
   

matrisa uchun qoʻshma matrisa 

topilsin. 
 Yechish. Matrisaning barcha elementlariga mos algebraik toʻldiruvchilarni 
hisoblaymiz: 
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1 1
11

4 1
( 1) 0,

0 0
A  

       1 2
12

0 1
( 1) 5,

5 0
A  

      

1 3
13

0 4
( 1) 20,

5 0
A        2 1

21

2 3
( 1) 0,

0 0
A  

     

2 2
22

1 3
( 1) 15,

5 0
A        2 3

23

1 2
( 1) 10,

5 0
A  

      

3 1
31

2 3
( 1) 10,

4 1
A  

    


  3 2
32

1 3
( 1) 1,

0 1
A    


 

3 3
33

1 2
( 1) 4.

0 4
A  

     

Shunday qilib, berilgan A  kvadrat matrisaga qoʻshma boʻlgan A  matrisa 

0 5 20 0 0 10

0 15 10 5 15 1

10 1 4 20 10 4

T

A

     
           
        

 

koʻrinishda aniqlanadi.  
 

7-ta’rif. Agar A  kvadrat matrisa uchun EAAAA   11  tenglik bajarilsa, 1A  
matrisa A  matrisaga teskari matrisa deyiladi. 

 

 Ta’rifga asosan, 1 1det( )det( ) det( ) det( ) 1A A AA E     boʻlganligi sababli, 

agar teskari matrisa mavjud boʻlsa det( ) 0A   ekanligini hosil qilamiz. Agar 

det( ) 0A   boʻlsa, teskari matrisa mavjud emas. 

 Odatda matrisaga teskari matrisa topishning 2 xil usulidan foydalanamiz: 
 1. Agar A  matrisa aynimagan boʻlsa, u holda uning uchun yagona 1A  
matrisa mavjud boʻladi va u quyidagi tenglik bilan aniqlanadi:  

1 1
,

det
A A

A
   

bunda A  matrisa A  ga qoʻshma matrisa. 

 6-misol. Berilgan matrisaga teskari matrisani toping: 

1 2 3

4 5 6 .

7 8 0

A

 
   
 
 

 

 Yechish. 1) A matrisaning determinantini topamiz: 

5 6 4 6 4 5
det 1 2 3

8 0 7 0 7 8
A         
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   48 2 42 3 32 35 48 84 9 27 0.               

det 0A   demak, 1A   mavjud. 
 2) A  matrisa barcha elementlarining algebraik toʻldiruvchilarini topamiz: 

 1 1

11

5 6
1 5 0 6 8 48;

8 0
A

          

   1 2

12

4 6
1 4 0 6 7 42;

7 0
A

          

 1 3

13

4 5
1 4 8 5 7 3;

7 8
A

          

21

2 3
24;

8 0
A      22

1 3
21;

7 0
A     

23

1 2
6;

7 8
A      31

2 3
3;

5 6
A     

32

1 3
6;

4 6
A      33

1 2
3;

4 5
A     

 3)  
48 24 3

42 21 6

3 6 3

T

ijA A

  
    
   

 matrisani yozamiz. 

 4) 1A   matrisani topamiz: 

1

16 8 1

9 9 948 24 3
1 1 14 7 2

42 21 6 .
det 27 9 9 9

3 6 3
1 2 1

9 9 9

A A
A



   
    
                 

   
 

 

Tekshiramiz: 

1

16 8 1

9 9 9 1 2 3 1 0 0
14 7 2

4 5 6 0 1 0 ;
9 9 9

7 8 0 0 0 1
1 2 1

9 9 9

A A
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1

16 8 1

9 9 91 2 3 1 0 0
14 7 2

4 5 6 0 1 0 .
9 9 9

7 8 0 0 0 1
1 2 1

9 9 9

A A

   
    
                   

   
 

 

 Teskari matrisani topishning Gauss-Jordan usulida maxsusmas matrisani shu 
tartibdagi birlik matrisa bilan kengaytiriladi, kengaytirilgan matrisa satrlari ustida 
elementar almashtirish to kengaytirilgan matrisa birinchi qismida birlik matrisa 
hosil boʻlguncha olib boriladi, natijada kengaytirilgan matrisaning ikkinchi 
qismida berilgan matrisaga teskari boʻlgan matrisa hosil boʻladi. Bu jarayonni 
Gauss-Jordan modifikatsiyasi (yoki formulasi) koʻrinishida yozishimiz mumkin: 

   1~A E E A  

 7-misol. Gauss-Jordan usulida berilgan matrisaga teskari matrisani toping. 

1 1 1

1 2 1 .

2 2 4

A

 
   
 
 

 

 Yechish.  3 6 oʻlchamli   /Г A E  kengaytirilgan matrisani yozamiz. 

Avval matrisaning satrlari ustida elementar almashtirishlar bajarib uni 

pogʻonasimon koʻrinishga keltiramiz  1 1 /Г A B , keyin  1
2 /Г E A  

koʻrinishga keltiramiz.  

1 1 1 1 0 0

1 2 1 0 1 0

2 2 4 0 0 1 2

Г II I

III I

 
    
    

 1

1 1 1 1 0 0

0 1 2 1 1 0

0 0 2 2 0 1

Г II III

 
     
  

  

1 1 1 1 0 0

0 1 0 3 1 1

0 0 2 2 0 1 2III

 
  
   

 
1 1 1 1 0 0

0 1 0 3 1 1

0 0 1 1
1 0

2

I II III
 
   
 

 
 

 
 

  

2

3
5 11 0 0 2

0 1 0 3 1 1

0 0 1 1
1 0

2

Г
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Demak, 1

3
5 1

2
3 1 1 .

1
1 0

2

A

   
 

  
 
 

 

 

Tekshiramiz: 

1

3
5 11 1 1 1 0 02

1 2 1 3 1 1 0 1 0 .

2 2 4 1 0 0 1
1 0

2

AA

      
           

        
 

 

1

3
5 1 1 1 1 1 0 02
3 1 1 1 2 1 0 1 0 .

1 2 2 4 0 0 1
1 0

2

A A

      
           

        
 

 

 Endi teskari matrisani Excelda qurish bilan tanishib chiqamiz.  

2 4 2 7

3 0 2 0

3 2 5 12

2 3 2 4

A

 
 
 
   
 
 

 matrisaning teskarisini topamiz. Birinchi navbatda 

matrisaning determinantini hisoblaymiz. det( ) 81 0A    . Demak, teskari matrisa 

mavjud. 
 I. Boʻsh katakni belgilaymiz. Matematik funksiyalardan ‘МОБР’ 
funksiyasini tanlaymiz. 

 
  



 

42 

 II. Dialog oynasida A  matrisa joylashgan oʻrni koordinatalarini kiritamiz. 

 
 
 III. Enter tugmasini bosamiz. Belgilangan katakda teskari matrisaning 
birinchi elementi paydo boʻladi. Boshqa elementlarni hosil qilish uchun shu 
katakdan boshlab 4 ga 4 jadvalni belgilaymiz va 2F  tugmasini bosamiz. Keyin 
Ctrl+Shift+Enter tugmalari birgalikda bosiladi. Shu bilan teskari matrisani hosil 
qilamiz. 

 
 
 Matrisalarni koʻpaytirish usuli bilan tekshirib, natija toʻgʻriligiga ishonch 
hosil qilishimiz mumkin. 
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Oʻz-oʻzini tekshirish uchun savollar 
1. Matrisaning rangi deb nimaga aytiladi? 
2. Matrisa rangini hisoblashning qanday usullarini bilasiz? 
3. Matrisa ustida qanday amallarni bajarganda uning rangi oʻzgarmaydi? 
4. Xosmas matrisa deb qanday kvadratik matrisaga aytiladi? 
5. Xos matrisa deb qanday kvadratik matrisaga aytiladi? 
6. Teng tartibli qanday kvadratik matrisalarni koʻpaytirganda koʻpaytma xosmas 

matrisadan iborat boʻladi? 
7. Xosmas matrisaning teskari matrisasi deb qanday matrisaga aytiladi? 
8. Nima uchun xos matrisaning teskarisi mavjud emas? 
9. Kvadratik matrisaning teskari matrisasini qurishning qanday usullarini 

bilasiz? 
10. Teskari matrisaning qanday xossalarini bilasiz? 

 
 

4-mavzu. Vektorlar sistemasi va uning rangi 
 

Reja: 
4.1. Vektorlarning chiziqli erkliligi. 
4.2. Vektorlar sistemasining bazisi va rangi. 
4.3. Ortogonal va ortonormallangan vektorlar sistemalari. 
 
 Tayanch soʻz va iboralar: vektorlar sistemasi, vektorlar sistemasi bazisi, 
vektorlar sistemasi rangi, ortogonal vektorlar sistemasi, ortogonallash jarayoni, 
ortonormallangan vektorlar sistemasi, fazo bazisi, kanonik bazis.  
 
 Bizga ma’lumki, matrisaning har bir ustunini yoki har bir satrini mos 

ravishda ustun vektor yoki satr vektor sifatida qarash mumkin. Masalan, 

1

2

m

a

a
a

a

 
 
 
 
 
 


 

– ustun vektor,  1 2, ,..., na a a a  – satr vektor. 

 n  oʻlchovli m  ta 1 2, ,..., ma a a  vektorlardan iborat vektorlar sistemasi 

berilgan boʻlsin. 
 
1-ta’rif. 1 1 .... m mX a a     vektor 1 2, ,..., ma a a  vektorlarning chiziqli 

kombinatsiyasi deb ataladi. Bu yerda , 1,i i m   . 
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 1-misol. 

1 11 1

2 12 2
1

1

, , ...,

m

m
m

n n mn

x a a

x a a
X a a

x a a

     
     
       
     
     
     

  
 vektorlar va 1,..., m   sonlar 

berilgan boʻlsin. U holda 1 1 .... m mX a a     chiziqli kombinatsiya quyidagi 

koʻrinishda boʻladi: 

1 1 11 1

1 1

... ,

...............................,

... .

m m

n n m mn

x a a

x a a

 

 

  


   

     (1) 

 
2-ta’rif. Agar 1 1 .... m ma a      tenglik faqat va faqat 1 ... 0m     

boʻlgandagina oʻrinli boʻlsa, u holda  1 2, ,..., ma a a  vektorlar chiziqli erkli vektorlar 

deb ataladi. Bu yerda 

0

, 1, ,

0
i i m

 
      
 
 

  nol vektor.  

Aks holda, ya’ni yuqoridagi tenglik i  sonladan hech boʻlmaganda bittasi noldan 

farqli boʻganda ham bajarilsa, u holda 1 2, ,..., ma a a  vektorlar chiziqli erksiz 

(bogʻliq) vektorlar deb ataladi. 
 

 2-misol. 



















































1

0

0

,

0

1

0

,

0

0

1

321 XXX  vektorlar chiziqli erkli 

ekanligini koʻrsatamiz. 1-misolga asosan  332211 XXX   tenglik quyidagi 

tenglamalar sistemasiga teng kuchli: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 0 0 0,

0 1 0 0,

0 0 1 0.

  
  
  

     
     

     

 

U holda bu sistamaning yechimi 1 2 3 0     . Demak, yuqorida berilgan 

vektorlar chiziqli erkli. 
 Chiziqli erkli vektorlarga doir ba’zi teoremalarni keltirib otamiz. 
 
1-teorema. Agar 1 2, ,..., ma a a  vektorlar chiziqli erksiz (bogʻliq) boʻlishi uchun 

ulardan hech boʻlmaganda bittasini boshqalarining chiziqli kombinatsiyasi sifatida 
ifodalash zarur va yetarli. 
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2-teorema (Shteynis teoremasi). Agar 1 2, ,..., nX X X  vektorlar 1 2, ,..., ma a a  

vektorlarning chiziqli kombinatsiyasidan iborat boʻlib, n m  boʻlsa, u holda bu 
vektorlar chiziqli erksiz (bogʻliq) boʻladi. 
 

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

, ,....,

n

n
n

m m mn

x x x

x x x
X X X

x x x

     
     
       
     
     
     

  
    (2) 

vektorlar sistemasi berilgan boʻlsin. 
 
3-ta’rif. (2) vektorlar sistemasining qism osti boʻlgan 1 2, ,..., ma a a  vektorlar 

chiziqli erkli boʻlib, (2) sistemadagi ixtiyoriy vektorni 1 2, ,..., ma a a  vektorlarning 

chiziqli kombinatsiyasi sifatida yozish mumkin boʻlsa, u holda 1 2, ,..., ma a a  

vektorlar (2) vektorlar sistemasining bazisi deb ataladi. 
 
4-ta’rif. (2) vektorlar sistemasining bazisi boʻlgan 1 2, ,..., ma a a  vektorlar bazis 

vektorlar deb ataladi. 
 
3-teorema. (2) vektorlar sistemasining har qanday bazisidagi bazis vektorlar soni 
bir xil boʻladi. 
 
5-ta’rif. (2) vektorlar sistemasining bazisi boʻlgan 1 2, ,..., ma a a  bazis vektorlar soni 

(2)sistemaning rangi deb ataladi. 
 

 3-misol. 1 2 3

2 0 4

3 , 0 , 6

0 3 1

X X X

     
            
          

 vektorlar sistemasining rangini 

aniqlaymiz. Bu yerda 3X  vektornin 1 2,X X  vektorlarning chiziqli kombinatsiyasi 

sifatida yozish mumkinligini ta’kidlaymiz: 213 3

1
2 XXX  . Bundan tashqari 

1 2 1 2

2 0

. 3 0 0 0

0 3

   
   
            
      

 boʻlgani uchun 1 2,X X  vektorlar chiziqli 

erkli. Demak, sistemadagi barcha vektorlarni 1X , 2X  vektorlar orqali chiziqli 

ifodalash mumkin: 
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,01 211 XXX   

,10 212 XXX   

3 1 2
1

2 .
3

X X X     

Shunday qilib, 1X , 2X  vektorlar sistemaning bazisi. Bazis vektorlar soni 2 ta 

boʻlgani uchun sistemaning rangi 2 ga teng. 
Umuman olganda, 

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

, ,....,

n

n
n

m m mn

x x x

x x x
X X X

x x x

     
     
       
     
     
     

  
 

vektorlar sistemzsining rangi bu vektorlarning komponentalaridan tuzilgan 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

m m mn

x x x

x x x
X

x x x

 
 
 
 
 
 

  
 

matritsning rangiga teng boʻladi. Demak,  1,..., ( )nr X X r X .  

 4-misol. 1 2 3

2 0 4

3 , 0 , 6

0 3 1

X X X

     
            
          

 vektorlar sistemasining rangini 

aniqlaymiz. Bu yerda 

2 0 4

3 0 6

0 3 1

X

 
   
  

 matrisaning rangi 2ga teng. Demak, 

vektorlar sistemasining rangi ham 2 ga teng. 
 Mashqlar. Quyidagi vektorlar sistemasining rangi topilsin. 

,

1

0

0

,

1

2

1

,

1

1

1

) 321


















































 AAAa  

;

3

3

1

,

4

3

2

,

0

1

0

,

1

0

1

) 4321





































































 AAAAb  

.

1

10

11

,

4

3

7

,

1

2

5

,

3

1

3

) 321











































































 XAAAc  
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6-ta’rif. n  oʻlchovli  1 2, ,..., na a a a  va 1 2( , ,..., )nb b b b  vektorlar juftligi uchun mos 

ravishda skalyar koʻpaytma, deb ataluvchi ( , )a b  haqiqiy son mos qoʻyilgan boʻlib, 

quyidagi shartlar bajarilsa, skаlyar koʻpаytmа aniqlangan deyiladi: 

1)  , 0a a  ,  , 0a a a   ;   2)    , ,a b b a ; 

3)      , , ,a b c a c b c   ;   4)    , ,a b a b  . 

Bu yerda 1 1( , ) ... n na b a b a b   . 

 
 Teng oʻlchovli 1 2, ,..., ka a a  chiziqli erkli vektorlar sistemasi ustida ortogonal 

vektorlar sistemasini qurish, ya’ni uni 1 2, ,..., kb b b  ortogonal vektorlar sistemasi 

bilan almashtirish mumkin. Buning uchun Shmidt formulalaridan foydalanamiz: 
 1 11) b a , deb olib keyingi qadamda  

 
 
 

1

t
1

2) ,





 


t

i t
t i

i i i

b a
b a b

b b
2, 3, ...,t k  

Masalan, 1(1, 1, 1)a


, 2 (0, 1, 1)a


, 3 (0, 0, 1)a


 vektorlar sistemasi ustida ortogonal 

vektorlar sistemasini quramiz. 
 Birinchi navbatda 1(1, 1, 1)a


, 2 (0, 1, 1)a


, 3 (0, 0, 1)a


 vektorlar sistemasining 

rangini aniqlab olamiz 

1 1 1

0 1 1 1

0 0 1

  

1 2 3( , , ) 3rang a a a 
  

 boʻlganligi sababli bu sistemadagi vektorlar chiziqli erkli. 

Sistemani ortogonal sistemaga aylantirish uchun Shmidt formulasidan 
foydalanamiz: 

 1 11) (1, 1, 1)b a
 

; 

 
 
     1 2

2 2 1

1 1

, 2 2 1 1
2) 0, 1, 1 1, 1, 1 , ,

3 3 3 3,

b a
b a b

b b

       
 

 
 

  ; 

 
 
 

 
 

1 3 2 3

3 3 1 2

1 1 2 2

, 1 1
3) 0; ;

2 2,

b a b a
b a b b

b b b b

      
 

  
  

    . 

Berilgan vektorlar sistemasi ustida qurilgan ortogonal sistema vektorlarini butun 

koordinatali vektorlarga aylantirish uchun 1 1 (1, 1, 1)c b


; 2

2 1 1
, ,

3 3 3
b    

 


 ni unga 

kollinear boʻlgan 2 2

1
( 2, 1, 1)

3
c b 


 bilan; 3

1 1
0; ;

2 2
b    

 


 ni esa unga kollinear 
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boʻlgan 3 3

1
(0, 1, 1)

2
c b 


 bilan almashtirib va 1 1 (1, 1, 1)c b


 belgilash kiritib: 

1(1, 1, 1)c


, 2 ( 2, 1, 1)c 


, 3 (0, 1, 1)c 


ortogonal vektorlar sistemasini hosil qilamiz. 

 Nol boʻlmagan b  vektorning birlik vektori, deb 
b

b
vektorga aytiladi. 

 Har bir vektori birlik vektorga keltirilgan ortoganal sistemaga ortonormal 
vektorlar sistemasi deyiladi. 
 Yuqoridagi misolda topilgan ortogonal 1(1, 1, 1)c


, 2 ( 2, 1, 1)c 


, 3 (0, 1, 1)c 


 

vektorlar sistemasini ortonormal vektorlar sistemasiga keltiramiz. 

 1

2 2 2
1

1 1 1 1
1, 1, 1 , ,

3 3 31 1 1

b

b

 
   

  


  

 2

2 2 2
2

1 2 1 1
2, 1, 1 , ,

6 6 6( 2) 1 1

b

b

 
    

   


  

 3

2 2 2
3

1 1 1
0, 1, 1 0, ,

2 20 ( 1) 1

b

b

     
   


  

n -oʻlchovli Yevklid fazosida 1 2, ,..., ne e e  vektorlar i j  da  , 0i je e   boʻlsa 

ortogonal bazis, 1,2,...,i n  da 1ie   boʻlsa ortonormallangan bazis tashkil qiladi.  

 
Oʻz-oʻzini tekshirish uchun savollar 

1. Vektorlar sistemasi bazisi deb nimaga aytiladi? 
2. Vektorlar sistemasining har qanday chiziqli erkli qism osti sistemasini uning 

bazisigacha toʻldirish mumkinmi? 
3. Chiziqli bogʻliq vektorlar sistemasining bazislaridan biri qanday quriladi? 
4. Chiziqli bogʻliq vektorlar sistemasi bir nechta bazisga ega boʻlishi mumkinmi 

va nima uchun? 
5. Vektorlar sistemasining rangi deb nimaga aytiladi? 
6. Ortogonal vektorlar sistemasi deb qanday sistemaga aytiladi? 
7. Chiziqli erkli vektorlar sistemasini orthogonal sistemaga aylantirish 

mumkinmi va qanday? 
8. Ortogonallash jarayoni deganda nimani tushunasiz? 
9. Ortonormallangan vektorlar sistemasi deb qanday sistemaga aytiladi? 
10. Ortogonal sistemani ortonormallangan sistemaga aylantirish jarayoni nimadan 

iborat? 
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5-mavzu. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi. Asosiy tushunchalar 
 

Reja: 
5.1. Chiziqli tenglamalar sistemasi haqida umumiy tushunchalar. 
5.2. Kroneker-Kapelli teoremasi. 
5.3. Chiziqli tenglamalar sistemasining iqtisodiyotda qoʻllanilishiga misollar. 
 
 Tayanch soʻz va iboralar: chiziqli tenglamalar sistemasi (ChTS), 
tenglamalar sistemasi yechishning qoʻshish usuli, oʻrniga qoʻyish usuli, grafik 
usuli, yagona yechim, birgalikda boʻlgan sistema, aniqmas sistema, ekvivalent 
sistema, birgalikda boʻlmagan sistema, tenglamalar sistemasining iqtisodiyotda 
qoʻllanilishi. 
 
 Ma’lumki, bir necha tenglamalar birgalikda qaralsa, ularga tenglamalar 
sistemasi deyiladi. 
 Quyidagi 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

... ... ... ... ... ...

...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    

    (1) 

sistemaga n  ta noma’lumli m  ta chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi (yoki 
soddalik uchun chiziqli tenglamalar sistemasi) deyiladi. Bu yerda 11 12, ,...., mna a a  

sonlar (1) sistemaning koeffisiyentlari, 1,x 2 ,x …, nx  lar noma’lumlar, 1 2, ,..., mb b b  

sonlar esa ozod hadlar deyiladi. 
 Tenglamalar sistemasi koeffisiyentlaridan tuzilgan 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

 

matrisa tenglamalar sistemasining asosiy matrisasi deyiladi. Noma’lumlar 

vektorini 1 2( , ,..., )T
nX x x x  ustun vektor, ozod hadlarni 1 2( , ,..., )T

mB b b b  ustun 

vektor shaklida ifodalaymiz. U holda tenglamalar sistemasi quyidagi matrisa 
shaklida yozilishi mumkin: 

.AX B  
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1-ta’rif. Agar 1 2, , , n     sonlar 1 2, , , nx x x  larning oʻrniga qoʻyilganda (1) 

sistemadagi tenglamalarni toʻgʻri tenglikka aylantirsa, bu sonlarga (1) 

sistemaning yechimlari tizimi, deb aytiladi va  1 2, , ,
T

nX      kabi 

belgilanadi. 
 
 Chiziqli tenglamalar sistemasi kamida bitta yechimga ega boʻlsa, u holda 
bunday sistema birgalikda deyiladi. 

 1-misol. 
2,

2 7

x y

x y

 
  

 sistema birgalikda chunki sistema 3, 1x y   

yechimga ega. 
 Bitta ham yechimga ega boʻlmagan chiziqli tenglamalar sistemasi birgalikda 
boʻlmagan sistema deyiladi. 

 2-misol. 
1,

3 3 3 5

x y z

x y z

  
   

 sistema yechimga ega boʻlmaganligi sababli 

birgalikda emas. 
 Birgalikda boʻlgan sistema yagona yechimga ega boʻlsa, aniq sistema va 
cheksiz koʻp yechimga ega boʻlsa aniqmas sistema deyiladi. 

 3-misol. 

1,

2 2 2,

3 3 3

x y

x y

x y

 
  
  

 sistema birgalikda, ammo aniqmas, chunki bu 

sistema x  , 1y     koʻrinishdagi cheksiz koʻp yechimga ega, bunda  -

ixtiyoriy haqiqiy son. 
 Birgalikda boʻlgan tenglamalar sistemasi bir xil yechimlar majmuiga ega 
boʻlsa, bunday sistemalar ekvivalent deyiladi. 

 4-misol. 
2 3 5

2 3

x y

x y

 
  

 (a) tenglamalar sistemasining yechimi ( , ) (1,1)x y  . 

 
3 2 1

3 4

x y

x y

 
  

 (b) tenglamalar sistemasining yechimi ( , ) (1,1)x y  . 

 (a) va (b) tenglamalar sistemasi ekvivalent tenglamalar sistemasi deyiladi. 
 Berilgan tenglamalar sistemasining birorta tenglamasini noldan farqli songa 
koʻpaytirib, boshqa tenglamasiga hadma-had qoʻshish bilan hosil boʻlgan sistema 
berilgan sistemaga ekvivalent boʻladi. 
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 5-misol. 
3 5

3 5

x y

x y

 
  

 (a) tenglamalar sistemadagi 1-tenglamani (-3) ga 

koʻpaytirib 2-tenglamaga qoʻshib quyidagini hosil qilamiz. 
3 5

10 10

x y

y

 
  

 (b) 

natijada (a) va (b) tenglamalar sistemasi ekvivalent. 
 Chiziqli tenglamalar sistemasining yechimga ega yoki ega emasligini 
quyidagi teorema yordamida aniqlash mumkin. 
 
Kroneker-Kapelli teoremasi. Chiziqli tenglamalar sistemasi birgalikda boʻlishi 
uchun uning A  asosiy matrisasi va kengaytirilgan ( | )A B  matrisalarining 

ranglari teng boʻlishi zarur va yetarli. 
 
 Isbot. Zaruriyligi. Faraz qilamiz, (1) sistema birgalikda boʻlsin. U holda 
uning biror yechimi mavjud va 1 1 2 2 n nx ,x ,...,x      dan iborat boʻlsin. 

 Bu yechimni (1) chiziqli tenglamalar sistemasidagi noma’lumlar oʻrniga 
qoʻysak: 

1 1 2 2 1 2i i in n ia a a b , i , ,...,m      Λ                            (2) 

ega boʻlamiz. 
 Bu tengliklar majmuasi quyidagi tenglikka ekvivalent: 

11 12 1 1

21 22 2 2
1 2

1 2

1 2

n

n
n

m m mn m

a a a b

a a a b
, i , ,...,m

a a a b

  

       
       
           
       
       
       

Λ
Μ Μ Μ Μ

         (3) 

Bundan (1) sistemaning kengaytirilgan matrisasi oxirgi ustuni asosiy matrisa 
ustunlari kombinatsiyasidan iborat ekanligi kelib chiqadi. Ma’lumki matrisaning 
rangi ustunlarning chiziqli kombinatsiyasidan iborat boʻlgan ustunni tashlab 
yuborilganda oʻzgarmaydi. Kengaytirilgan matrisadan ozod hadlar ustunini olib 
tashlasak sistemaning asosiy matrisasiga ega boʻlamiz. Demak, asosiy va 
kengaytirilgan matrisalarning ranglari teng. Shuni isbotlash talab etilgan edi. 
 Yetarliligi. Aytaylik asosiy va kengaytirilgan matrisalarning ranglari teng, 

   r A r A B  

A  (asosiy) matrisaning r  ta bazis ustunlarini ajratamiz, bular  A B  

(kengaytirilgan) matrisaning ham bazis ustunlari boʻladi. Faraz qilamiz birinchi r  
ta ustun bazis boʻlsin. 
 Bazis minor haqidagi teoremaga asosan A  matrisaning oxirgi ustuni bazis 
ustunlarning chiziqli kombinatsiyasi sifatida tasvirlanishi mumkin. Bu esa: 
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11 12 1 1

21 22 2 2
1 2

1 2

r

r
r

m m mr m

a a a b

a a a b

a a a b

  

       
       
          
       
       
       

Λ
Μ Μ Μ Μ

 

munosabatni qanoatlantiruvchi 1 2, ,..., r    lar mavjudligini bildiradi. Oxirgi 

munosabat quyidagi m  ta tenglamalarga ekvivalent: 

1 1 2 2 1 2i i ir r ia a a b , i , ,...,m      Λ  

 Agar (1) tenglamalar sistemasiga  

1 1 2 2 1 0 0r r r nx ,x ,...,x ,x ,...,x        ,                    (4) 

qoʻysak, u holda tenglamalar sistemasi (2) ga aylanadi. Bundan noma’lumlarning 
(4) qiymati (1) sistemadagi barcha tenglamalarni qanoatlantiradi, ya’ni sistema 
yechimga ega boʻladi. Teorema isbotlandi. 
 Kroneker-Kapelli teoremasiga koʻra birgalikda boʻlgan tenglamalar 

sistemasining asosiy A  matrisasi rangi bilan uning kengaytirilgan  A B  

matrisasining ranglari teng.    r r A r A B   qiymatni berilgan sistemaning 

rangi deb ataymiz. A  matrisaning biror bazis minorini belgilab olamiz. Bazis 
satrlarga mos boʻlgan tenglamalarni berilgan sistemaning bazis tenglamalari deb 
ataymiz. Bazis tenglamalar bazis sistemani tashkil etadi. Bazis ustunlarda 
qatnashgan noma’lumlarni bazis oʻzgaruvchilar, qolganlarini ozod oʻzgaruvchilar, 
deb ataymiz.  
 Oldingi mavzularda berilgan bazis minor haqidagi teoremadan quyidagi 
tasdiq oʻrinliligi kelib chiqadi. 
 
Teorema. Chiziqli tenglamalar sistemasi oʻzining bazis tenglamalar sistemasiga 
ekvivalent. 
 
 Soddalik uchun (1) sistemada birinchi r  ta tenglama bazis tenglama boʻlsin. 
Yuqorida keltirilgan teoremaga asosan: 

1 1 2 2 1 2i i in n ia x a x a x b , i , ,...,r    Λ    (5) 

bazis tenglamalar sistemasi berilgan (1) sistemaga ekvivalent. Shuning uchun (1) 
tenglamalar sistemasi oʻrniga uning rangiga teng boʻlgan (5) sistemani tadqiq etish 
yetarli. 
 Oʻz-oʻzidan koʻrinadiki matrisaning rangi ustunlar sonidan katta emas, ya’ni 
r n . Boshqacha aytganda birgalikdagi sistemaning rangi noma’lumlar sonidan 
oshmaydi. 
 Bu yerda ikki hol boʻlishi mumkin: 
 1) r n ; 
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r n , ya’ni bazis sistemada tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng boʻlsin. 
Bazis sistemani quyidagicha ifodalaymiz b bA X B . Bunda bA  bazis minorga mos 

matrisa. det( ) 0bA   boʻlganligi sababli, 1
bA  mavjud va  

1 1 1( )b b b b bX EX A A X A A X A B       

tenglik yagona yechimni ifodalaydi. 
 2) r n  boʻlsin. Tenglamalarda 1 2, ,..., rx x x  bazis noma’lumlar 

qatnashmagan barcha hadlarni uning oʻng tomoniga oʻtkazamiz. U holda (5) 
sistema:  

1 1 2 2 1 1i i ir r i ir r in na x a x a x b a x a x       Λ Λ .                   (6) 

koʻrinishni oladi. 
 Agar erki 1, ,...,r r nx x x  noma’lumlarga biror 1,...,r n   sonli qiymatlarni 

bersak, u holda 1,..., rx x  oʻzgaruvchilarga nisbatan tenglamalar sistemasini olamiz 

va bu sistemada noma’lumlar soni asosiy matrisa rangiga teng boʻlganligi sababli u 
yagona yechimga ega. Erkli noma’lumlar qiymati ixtiyoriy tanlanganligi 
sistemaning umumiy yechimlari soni cheksiz koʻp. 
 Fan va texnikadaning koʻp sohalarida boʻlganidek, iqtisodiyotning ham koʻp 
masalalarining matematik modellari chiziqli tenglamalar sistemasi orqali 
ifodalanadi.  
 6-misol. Korxona uch xildagi xom ashyoni ishlatib uch turdagi mahsulot 
ishlab chiqaradi. Ishlab chiqarish xarakteristikalari quyidagi jadvalda berilgan. 
 

Xom ashyo 
turlari 

Mahsulot turlari boʻyicha xom ashyo sarflari 
Xom ashyo 

zahirasi 
A B C  

1 5 12 7 2000 
2 10 6 8 1660 
3 9 11 4 2070 

 
Berilgan xom ashyo zahirasi toʻla sarflansa, mahsulot turlari boʻyicha ishlab 
chiqarish hajmini aniqlashning matematik modelini tuzing. 
 Yechish. Ishlab chiqarilishi kerak boʻlgan mahsulotlar hajmini mos ravishda 

1 2 3, ,x x x  lar bilan belgilaymiz. Bir birlik A turdagi mahsulotga, 1-xil xom ashyo 

sarfi 5 birlik boʻlganligi uchun 15x  A turdagi mahsulot ishlab chiqarish uchun 

ketgan 1-xil xom ashyoning sarfini bildiradi. Xuddi shunday B va C turdagi 
mahsulotlarni ishlab chiqarish uchun ketgan 1-xil xom ashyo sarflari mos ravishda 

212x , 37x  boʻlib, uning uchun quyidagi tenglama oʻrinli boʻladi: 

1 2 35 12 7 2000x x x   . 
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 Yuqoridagiga oʻxshash 2, 3-xil xom ashyolar uchun 

1 2 310 6 8 1660,x x x    

1 2 39 11 4 2070x x x    

tenglamalar hosil boʻladi. Demak, masala shartlaridan quyidagi uch noma’lumli 
uchta chiziqli tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu masalaning matematik 
modeli quyidagi uch noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasidan iborat boʻladi: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 12 7 2000,

10 6 8 1660,

9 11 4 2070.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 

 Ikki bozor muvozanati masalasi. Koʻp bozorli muvozanat modelida 
tenglamalar sistemasi har bir bozordagi talab, taklifning muvozanatini ifodalaydi. 
Bunda talab va taklif har bir bozorda, boshqa bozordagi narxlarga bogʻliq. 
Masalan, kofega boʻlgan talab, faqat kofening narxiga bogʻliq emas shuningdek 
oʻrin bosuvchi tovar boʻlgan choyning ham narxiga bogʻliq. Mashinaga talab uning 
narxiga bogʻliq va shuningdek, toʻldiruvchi tovar boʻlgan uning yoqilgʻisiga ham 
bogʻliq. Korxonalarning  taklifi turli koʻrinishdagi tovarlar narxiga bogʻliq. 
Masalan, biror firma ishlab chiqargan mahsulot, boshqasi uchun xom ashyo 
material boʻlishi mumkin. 
 Ikki tovar bogʻliqligi modeli masalasi.  

1 1 11 1 12 2

2 2 21 1 22 2

s

s

q p p

q p p

  
  

  


   
 taklif 

1 1 11 1 12 2

2 2 21 1 22 2

d

d

q a b p b p

q a b p b p

  


   
 talab 

Natijada masalan, 12 0   ikkinchi firmadagi materiallar narxi oʻsishi, birinchi 

firmani material sarfini kamaytiradi, natijada esa birinchi firma ishlab chiqarishni 
kamaytiradi. Har bir bozordagi talab va taklifning tengligining oʻrnatilishi 
muvozanat narxlar boʻlgan 1p  va 2p  larni aniqlash uchun ikki tenglamalar 

sistemasini beradi. ijb s  va ij s   lar nolga teng ham boʻlishi mumkin. 

 Bu tenglamalar modelning asosini tashkil etadi va strukturali tenglik, deb 
ataladi. 

11 11 1 12 12 2 2 1( ) ( )b p b p           

21 21 1 22 22 2 2 1( ) ( )b p b p           

Ikkinchi tenglamadan 1p  ni topsak: 

2 1 22 22 2
1

21 21

( ) ( )

( )

b p
p

b

  


   



 

Endi buni birinchi tenglikka qoʻyamiz 
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11 11 2 2 21 21 1 1
2

11 11 22 22 21 21 12 12

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

b a b a
p

b b b b

   
   
      


      

 

1p  ni topsak: 

22 22 1 1 12 12 12 12
2

11 11 22 22 21 21 12 12

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

b a b b
p

b b b b

   
   
      


      

 

1p  va 2p  larni bunday ta’riflash kamaytirilgan forma deb ataladi. Chunki ular 

faqat modelning koʻrsatkichlariga boʻgʻliq. , , ,i i ij ija b   , 1,2i j   larning alohida 

parametrlari uchun biz ip  ning qiymatlarini topa olamiz. Keyingi misollarda bu 

qiymatni qanday topish koʻrsatilgan. 
 Toʻldiruvchi tovarlar uchun ikki bozor muvozanati. Faraz qilaylik, 
iste’molchilar bozorida oʻrin bosadigan tovarlarga talab, taklif tengligi 
quyidagicha: 

1 1 1 1 21 , 20 2s dq p q p p           1-tovar 

2 2 2 2 1, 40 2s dq p q p p                2-tovar 

Bu yerda s
iq  va d

iq  talab va taklif miqdori. ip  tovar narxlari bu tovarlarning 

oʻrinbosar ekanligidan agar birinchi tovarga talab kamaysa, ikkinchi tovar narxi 
koʻtariladi. Endi muvozanat narxni toping (ikki tovar uchun). 

 Yechish. s d
i iq q  tengligidan ikkita tenglik kelib chiqadi 

1 23 21p p   

1 23 40p p   

Ikkinchi tenglikdan 1 240 3p p   topib, birinchisiga qoʻysak: 

2 2 2 23 (40 3 ) 21 8 99 12,375p p p p         

va 1 2,875p   ekanligi keladi. Natijada bu narx bozordagi muvozanat narxni 

beradi. 
 

Oʻz-oʻzini tekshirish uchun savollar 
1. Chiziqli tenglamalar sistemasi deb nimaga aytiladi? 
2. Chiziqli tenglamalar sistemaning yechimi deb nimaga aytiladi? 
3. Chiziqli tenglamalar sistemaning matrisaviy shakli. 
4. Qanday sistemalarga birgalikda, aniq, aniqmas va birgalikda boʻlmagan 

sistemalar deyiladi? 
5. Birgalikdagi chiziqli tenglamalar sistemasi nima bilan xarakterlanadi va erkli 

noma’lumlar deb nimaga aytiladi? 
6. Chiziqli tenglamalar sistemasining umumiy yechimi deb nimaga aytiladi? 
7. Chiziqli tenglamalar sistemasi yechimi mavjudlik va yagonalik yetarli 

shartlari nimalardan iborat? 
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8. Kroneker-Kapelli teoremasi. 
9. Ikki bozor muvozanati masalasi. 
10. Toʻldiruvchi tovarlar uchun ikki bozor muvozanati masalasi. 

 
 

6-mavzu. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechishning Gauss va 
Gauss-Jordan metodlari 

 
Reja: 

6.1. Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usuli. 
6.2. Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss-Jordan usuli. 
6.3. Bazis yechim tushunchasi. 
6.4. Gauss va Gauss-Jordan usullarining iqtisodiy masalalarni yechishga 
qoʻllanilishi. 
 
 Tayanch soʻz va iboralar: chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning 
Gauss usuli, chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss-Jordan 
modifikatsiyasi, chiziqli tenglamalar sistemasining bazis yechimlari. 
 
 n  ta noma’lumli n  ta chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan boʻlsin: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

.... ,

.... ,

... ... ... ... ... ...

.... .

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    

     (1) 

n  ta noma’lumli n  ta chiziqli tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechish 
ikki bosqichda (dastlab chapdan oʻngga, soʻngra oʻngdan chapga qarab) amalga 
oshiriladi. 
 1-bosqich. (1) sistemani uchburchak koʻrinishga keltirishdan iborat. 
 Buning uchun, 11 0a  , deb (agar 11 0a   boʻlsa, 1-tenglamani 1 0ia   

boʻlgan i -tenglama bilan oʻrin almashtiriladi) birinchi tenglamaning chap va oʻng 

tomoni 11a  ga boʻlinadi. Soʻngra, 1 tenglama 1

11

ia

a
  ga koʻpaytirilib, i -tenglamaga 

qoʻshiladi. Bunda, sistemaning 2-tenglamasidan boshlab 1x  noma’lum yoʻqotiladi. 

Bu jarayonni 1n   marotaba takrorlab quyidagi uchburchaksimon sistema hosil 
qilinadi: 
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1 12 2 13 3 1 1

2 23 3 2 2

... ,

... ,

...................................................

.

n n

n n

nn n n

x a x a x a x b

x a x a x b

a x b

    
    


 

 

 2-bosqich. Oxirgi sistemani yechishdan iborat. Bunda, dastlab sistemaning 
oxirgi tenglamasidan nx  topilib, undan oldingi tenglamaga qoʻyiladi va undan 1nx   

topiladi. Shu jarayon davom ettirilib, nihoyat 1-tenglamadan 1x  topiladi. 

 Sistema Gauss usuli bilan yechilganda uchburchaksimon shaklga kelsa u 
yagona yechimga ega boʻladi. Agar sistema pogʻonasimon shaklga kelsa u cheksiz 
koʻp yechimga ega boʻladi yoki yechimga ega boʻlmaydi. 
 Tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usuli noma’lumlarni ketma-ket 
yoʻqotish usuli, deb ham ataladi. Bu jarayonni kattaroq teglamalar sistemasiga 
qoʻllash mumkin, chunki bu juda samarali. Quyidagi misolni koʻrib chiqamiz: 
 1-misol. Tenglamalar sistemasining barcha mumkin boʻlgan yechimlarini 
toping. 

2 3

1 2 3

1 2 3

2 7,

3 2,

3 2 2 10.

x x

x x x

x x x

  
   
    

 

 Yechish. Dastlab ikkinchi va uchinchi tenglamadagi 1x  noma’lumni yoʻq 

qilinadi va keyin 2x  noma’lumni uchinchi tenglamadan yoʻqotamiz. Keyin faqat 

3x  noma’lum qoladi. Lekin biz dastlabki 2 ta tenglamaning oʻrnini almashtirishdan 

boshlaymiz: 

1 2 3

2 3

1 2 3

3 2,

2 7,

3 2 2 10

x x x

x x

x x x

  
   
    

 

 2-tenglamada 1x  yoʻq. Keyingi qadamda 1-tenglamani ishlatib 3-

tenglamadagi 1x  noma’lumni yoʻqotamiz. Bu jarayon 1-tenglamani 3 ga 

koʻpaytirib 3-tenglamaga qoʻshish orqali bajariladi. 

1 2 3

2 3

2 3

3 2,

2 7,

5 11 4.

x x x

x x

x x

  
   
   

 

Keyingi bosqichda 2-tenglamani 
1

2
 ga koʻpaytirib, 2x  ning koeffisiyentini 1 ga 

aylantiramiz. 
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1 2 3

2 3

2 3

3 2,

1 7
,

2 2
5 11 4.

x x x

x x

x x

  
   


  

 

Oxirgi tenglamalar sistemasidagi 2-tenglamani -5 ga koʻpaytirib 3-tenglamaga 
qoʻshamiz. 2x  ni yoʻqotamiz. 

1 2 3

2 3

3

3 2,

1 7
,

2 2
27 27

.
2 2

x x x

x x

x


   
   

 

 

Soʻng, oxirgi tenglamani 
2

27
 ga koʻpaytirib 3 1x   qiymatni topamiz. Bu qiymatni 

ikkinchi tenglamaga qо’yib, 2 3x   qiymatni hosil qilamiz. 3 1x   va 2 3x  

qiymatlarni birinchi tenglamaga qо’yib 1 2x  qiymatni olamiz. Shunday qilib, 

sistema yagona  2; 3;1  yechimga ega.  

 Mashqni bajaring. Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching. 

1) 1 2

1 2

3,

3 5 5.

x x

x x

 
  

      2) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4,

5,

2 3 1.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

      3) 1 2 3

1 2 3

2 3 0,

0.

x x x

x x x

  
   

 

 2-misol. Chiziqli tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4 1,

3 2 9,

4 2 4.

x x x

x x x

x x x

   
    
   

 

 Yechish. Chiziqli tenglamalar sistemasidagi noma’lumlarni ketma-ket 
yoʻqotib yechimni topamiz: 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

2 4 1, 4 2 4,

3 2 9, 2 4 1,

4 2 4 3 2 9

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

       
           
        

 

1 2 3 1 2 3

2 3 2

2 3 2

4 2 4, 4 2 4,

9 9, 2 3,

14 7 21. 1.

x x x x x x

x x x

x x x
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2 1x   qiymatni ikkinchi tenglamaga qо’yib, 3 1x   qiymatni hosil qilamiz. 2 1x   

va 3 1x   qiymatlarni birinchi tenglamaga qо’yib 1 2x   qiymatni olamiz. 

Shunday qilib, sistema yagona  2;1; 1   yechimga ega.  

 Mashqni bajaring. Quyidagi tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan 
yeching: 

1) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3,

3 4 6,

5 5 2 8.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

    2) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 6,

2 3 4 20,

3 2 5 6.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

    3) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3,

3 4 6,

5 3 2 12.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 

Tenglamalar sistemasida noma’lumlar soni tenlamalar sonidan koʻp boʻlsa ham, 
ya’ni sistema birgalikda boʻlib aniq boʻlmasa ham uning yechimini Gauss usulida 
topish mumkin. Buni quyidagi misolda koʻrib chiqamiz. 
 3-misol. Quyidagi chiziqli tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan 
yeching: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4,

10,

7 2 8 6 44,

5 2 5 6 30.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

 

 Yechish. Birinchi qadamda sistemadagi birinchi tenglamani oʻzgarishsiz 
qoldirib, qolganlaridan ketma-ket 1x  noma’lumni yoʻqotamiz, ikkinchi qadamda 

ikkinchi tenglamani qoldirib qolganlaridan 2x  noma’lumni yoʻqotamiz, uchinchi 

qadamda uchinchi tenglamani qoldirib qolganlaridan 3x  noma’lumni yoʻqotamiz. 

Soddalik uchun tenglamalar sistemasi oʻrniga kengaytirilgan matrisa ustida ish olib 
boramiz: 

1 1 2 1 4 1 1 2 1 4 1 1 2 1 4

1 1 1 1 10 0 2 1 2 6 0 2 1 2 6

7 2 8 6 44 0 9 6 1 16 0 0 3 16 22

5 2 5 6 30 0 7 5 1 10 0 0 3 16 22

           
            
      
                

 

Hosil boʻlgan sistemada ikkita bir hil tenglamadan bittasini qoldirib, ikkinchisini 
tashlab yuboramiz. Shu yerda chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning 
chapdan oʻngga qarab bosqichi tugadi. Tenglamalar soni noma’lumlar sonidan 
kichik. Endi 4x  erkli oʻzgaruvchini oʻng tomonga oʻtkazamiz. Soʻngra oʻngdan 

chapga qarab harakat yordamida sistemaning barcha yechimlari topiladi. 

 
 

1 2 3 4 1 4

2 3 4 2 4

3 43 4

2 4, 8 34 / 3

      2 2 6, 11 2 / 3

16 22 / 3          3 16 22

x x x x x x

x x x x x

x xx x
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Javob: 4 4
4 4 4

34 11 2 16 22
8 ; ; ; , .

3 3 3

x x
x x x R

      
 

 

 Mashqni bajaring. Quyidagi chiziqli tenglamalar sistemasini Gauss usuli 
bilan yeching: 

1) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 5,

2 2 3 6,

3 2 1.

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
     

   2) 1 2 3

1 2 3

3 6,

2 2 6 9.

x x x

x x x

  
    

   3) 
1 2

1 2

1 2

3 5,

1,

4 2.

x x

x x

x x

  
  
  

 

Tenglamalar sistemasini yechishda Gauss-Jordan usulining (Gauss usulining 
Jordan modifikatsiyasi) mazmun-mohiyati quyidagidan iborat: dastlabki normal 

koʻrinishda berilgan sistemaning kengaytirilgan  A B  matrisasi quriladi. 

Yuqorida keltirilgan sistemaning teng kuchliligini saqlovchi elementar 
almashtirishlar yordamida, kengaytirilgan matrisaning chap qismida birlik matrisa 
hosil qilinadi. Bunda birlik matrisadan oʻngda yechimlar ustuni hosil boʻladi. 
Gauss-Jordan usulini quyidagicha sxematik ifodalash mumkin:  

   ~A B E X  . 

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechish Gauss-Jordan usuli noma’lumlarni ketma-
ket yoʻqotishning Gauss strategiyasi va teskari matrisa qurishning Jordan 
taktikasiga asoslanadi. Teskari matrisa oshkor shaklda qurilmaydi, balki oʻng 
ustunda bir yoʻla teskari matrisaning ozod hadlar ustuniga koʻpaytmasi yechimlar 
ustuni quriladi. 
 4-misol. Quyidagi chiziqli tenglamalar sistemasini Gauss-Jordan usulida 
yeching: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 1,

3 2 4,

2 3 6,

2 3 4.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
     
     

 

 Yechish. Chiziqli tenglamalar sistemasi koeffisiyentlaridan kengaytirilgan 
matrisa tuzamiz. Tenglamalar ustida bajariladigan almashtirishlar yordamida 
asosiy matrisani quyidagicha birlik matrisaga keltirib javobni topamiz: 

1 1 2 3 1 1 1 2 3 1 1 1 2 3 1

3 1 1 2 4 0 4 7 11 7 0 1 1 4 5

2 3 1 1 6 0 1 5 7 8 0 1 5 7 8

1 2 3 1 4 0 1 1 4 5 0 4 7 11 7
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1 0 1 7 6 1 0 1 7 6 1 0 0 2 3

0 1 1 4 5 0 1 1 4 5 0 1 0 13 14

0 0 6 3 3 0 0 1 9 9 0 0 1 9 9

0 0 3 27 27 0 0 2 1 1 0 0 0 17 17

       
                  
     
                

 

1 0 0 2 3 1 0 0 0 1

0 1 0 13 14 0 1 0 0 1

0 0 1 9 9 0 0 1 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0 1 1

      
         
   
      
   

 

 5-misol. Tenglamalar sistemasini Gauss-Jordan usulida yeching: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 2 3 3 1,

2 2 5 2 4,

3 4 2 2 2.

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
     

 

 Yechish. Berilgan sistemada kengaytirilgan matrisani ajratib olamiz: 

5 2 3 3 1

2 2 5 2 4

3 4 2 2 2

 
  
  

 

va unga Gauss-Jordan usulini tatbiq etamiz: 

1 2 / 5 3 / 5 3 / 5 1 / 5 1 0 8 / 7 5 / 7 5 / 7

0 14 / 5 19 / 5 4 / 5 18 / 5 0 1 19 /14 2 / 7 9 / 7

0 14 / 5 1 / 5 1 / 5 13 / 5 0 0 4

~ ~

1 1

   
         
      

 

1 0 0 3 / 7 3 / 7

0 1 0 3 / 56 53 / 56

0 0 1 1 / 4 1 / 4

~

 
  
 
 

 

Sistema trapetsiyasimon koʻrinishiga keldi: 

1 4

2 4

3 4

3 3

7 7
3 53

56 56
1 1

4 4

x x

x x

x x

  

   

  

 

Bu yerda 1 2,x x  va 3x  oʻzgaruvchilarni bazis sifatida qabul qilamiz, chunki ular 

oldidagi koeffisiyentlardan tuzilgan determinant 

1 0 0

0 1 0 1 0

0 0 1

  . Bu determinant 
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oxirgi sistemaning koeffisiyentlaridan tuzilgan asosiy matrisaning ham bazis 
minori boʻladi. Erkli oʻzgaruvchi boʻlib 4x  xizmat qiladi. 

 Oxirgi sistemadan quyidagi yechimga 

1 4 2 4 3 4

3 3 53 3 1 1
, , .

7 7 56 56 4 4
x x x x x x        

ega boʻlamiz. Shunday qilib, berilgan sistemaning umumiy X  yechimini 

4

4

4

4

3 3

7 7
53 3

56 56
1 1

4 4

x

X x

x

x

 
 
 
 
 

   
 
  
  
 

 

koʻrinishda tasvirlash mumkin.  
 Agar 4 2x   deb olsak, u holda berilgan sistemaning 

1

3

7
59

56
1

4
2

X

 
 
 
 
 

  
 
  
 
 

 

koʻrinishdagi xususiy yechimini topamiz. 
 Agar 4 0x   ni olsak berilgan sistemaning quyidagi bazis yechimiga ega 

boʻlamiz: 

3

7
53

56
1

4
0

bX

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

. 

 Iqtisodiy masalalarning chiziqli tenglamalar sistemasi yordamida 
ifodalanadigan modellarida odatda noma’lumlar soni tenglamalar sonidan katta 
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boʻladi. Bu holat bir tomondan erkli oʻzgaruvchilarni tanlash hisobiga bizga 
qoʻshimcha erkinlik beradi. Biroq sistema yechimlari cheksiz koʻp boʻlgani sabab 
mumkin boʻlgan barcha holatlarni koʻrish mumkin boʻlmay qoladi va buning 
oqibatida iqtisodiy jihatdan optimal yechimni topishning imkoniyati boʻlmaydi. 
 Bunday holatlarda odatda bazis yechim tushunchasidan foydalanish 
maqsadga muvofiq hisoblanadi. 
 
1-ta’rif. Faqat bazis oʻzgaruvchilari noldan farqli boʻlishi mumkin boʻlgan 
yechim tenglamalar sistemasining bazis yechimi deyiladi. 
 
 Bazis yechimda erkli oʻzgaruvchilarning qiymatlari nolga teng, deb olinadi. 
Tenglamalar sistemasi cheksiz koʻp boʻlsada, bazis yechimlar soni chekli boʻladi. 
Bazis yechimlar soni bazis minorlar soniga teng boʻladi.  
 Faraz qilaylik, sistemaning rangi r  ga, noma’lumlar soni n  ga teng boʻlsin. 
n r  boʻlganda bazis minorlar soni (bazis yechimlar soni) koʻpi bilan 

!

!( )!
r
n

n
C

r n r



 ga teng. 

 Tasdiq. Agar 1 2, ,..., kX X X  vektorlar AX B  tenglamalar sistemasining 

bazis yechimlari boʻlsa, 1 2 ... 1k       shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 

1 2, ,..., k    sonlar uchun 1 1 2 2 ... k kX X X      chiziqli kombinatsiya ham 

AX B  tenglamalar sistemasining yechimi boʻladi.  
 Haqiqatan ham 

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2

( ... ) ...

... ( ... ) .
k k k k

k k

A X X X AX AX AX

B B B B B

     
     

       
        

 

 Umuman olganda, sistemaning ixtiyoriy yechimini bazis yechimlarning 
koeffisiyentlari yigʻindisi birga teng boʻlgan chiziqli kombinatsiyasi shaklida 
ifodalash mumkin.  
 6-misol. Ushbu  

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 6 6 3,

3 4 6 8 9 5.

x x x x x

x x x x x

    
     

 

sistemada: 
 a) noma’lumlarni bazis va erkin oʻzgaruvchilarga ajratish usuli sonini 
aniqlang:  
 b) bazis yechimlarini toping. 
 Yechish. a) mazkur sistemada ikkita tenglama va beshta noma’lum 
qatnashmoqda ( 2, 5)m n  . Koʻrinib turibdiki, 2r  . Demak, 

noma’lumlarning bazis guruhlari ikkita noma’lumdan iborat. Bunda: 
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2
5

5! 3!4 5
10

2!3! 1 2 3!
C


  

 
. 

Bunda guruhlar: 

1 2 1 3 1 4 1 5 2 3 2 4 2 5 3 4 3 5 4 5, ; , ; , ; , ; , ; , ; , ; , ; , ; , .x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x  

Bu juftliklarning qaysi birida noʻmalumlar oldidagi koeffisiyentlardan tuzilgan 
determinant noldan farqli boʻlsa, oʻsha juftlik noma’lumlari bazis oʻzgaruvchi 
boʻla oladi. Shuning uchun quyidagi determinantlarni hisoblaymiz: 

;01
43

32





    ;0
63

42
     ;02

83

62
      ;0

93

62
      ;02

64

43





 

;0
84

63





    ;03
94

63





    ;04
86

64
     ;0

96

64
    .06

98
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Bundan koʻrinib turibdiki 2, 4, 6, 9-juftliklar bazis oʻzgaruvchilar boʻla olmaydi. 
Chunki bu juftliklarga mos bazis minorlar nolga teng. Demak, sistemani bazis va 
erkin oʻzgaruvchilarga oltita usul bilan ajratish mumkin:  
 1) 1x  va 2x  - bazis, 3 4 5, ,x x x  - erkli; 

 2) 1x  va 4x  - bazis, 2 3 5, ,x x x  - erkli; 

 3) 2x  va 3x  - bazis, 1 4 5, ,x x x  - erkli;  

 4) 2x  va 5x  - bazis, 1 3 4, ,x x x  - erkli; 

 5) 3x  va 4x  - bazis, 1 2 5, ,x x x  - erkli;  

 6) 4x  va 5x  - bazis, 1 2 3, ,x x x  - erkli.  

 b) berilgan sistemaning bazis yechimlarini topamiz. Yuqoridagi  a) punktda 
sistema oltita bazis yechimga ega ekanligini koʻrgan edik. Birinchi bazis yechimni 
topish uchun 1x  va 2x  bazis oʻzgaruvchilarni oʻzgarishsiz qoldirib, 3 4 5, ,x x x  erkli 

oʻzgaruvchilarni nolga tenglaymiz. Natijada 1 2

1 2

2 3 3,

3 4 5.

x x

x x

 
  

 sistemaga ega 

boʻlamiz va uning yechimi 1 23, 1.x x   Shunday qilib, birinchi bazis yechim 

1

3

1

0

0

0

bX

 
 
 
 
 
 
 
 

. 

 Ikkinchi bazis yechimni topamiz. 1x  va 4x  – bazis, u holda 532 ,, xxx  erkli 

oʻzgaruvchilarni nolga tenglab  

1 4

1 4

2 6 3,

3 8 5

x x

x x
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sistemaga ega boʻlamiz va 1 4

1
3,

2
x x    yechimi topamiz. Shunday qilib, 

ikkinchi bazis yechim 

2

3

0

0

0,5

0

bX

 
 
 
 
  
 
 

. 

Xuddi shu usul bilan qolgan bazis yechimlarni ham topamiz: 

3

0

1

1,5

0

0

bX

 
 
 
 
 
 
 
 

;   4

0

1

0

0

1

bX

 
 
 
 
 
 
 
 

;   5

0

0

1,5

0,5

0

bX

 
 
 
 
  
 
 

;   6

0

0

0

0,5

1

bX

 
 
 
 
  
 
 

. 

 Aniq r  ta noldan farqli noma’lumdan tashkil topgan bazis yechimga xosmas 
bazis yechim deyiladi, bunda r  – sistemaning rangi. 
 Yuqorida qaralgan misoldagi barcha oltita yechim ham xosmas bazis yechim 
boʻladi.  
 Ta’rifga koʻra bazis yechimda erkli oʻzgaruvchilar nolga teng, bazis 
yechimlar esa odatda noldan farqli. Lekin, bazis yechimning bazis oʻzgaruvchilari 
ham nolga teng boʻlib qolishi mumkin. Bunday bazis yechimlar xos (maxsus) bazis 
yechimlar deb ataladi. 
 7-misol. Ushbu  

1 2 3

1 2 3

2 2 2,

3 4 8 3

x x x

x x x

  
   

 

tenglamalar sistemasining bazis yechimlari topilsin. 
 Yechish. Sistema ikkita tenglama va uchta noma’lumdan iborat 
( 2, 3)m n   va 2r  . Demak, bazis oʻzgaruvchilar guruhi ikkita noma’lumdan 

tashkil topgan. Bazis yechimlar soni 2
3

3!
3

2! 1!
C  


 dan katta emas.  

 1x  va 2x  – bazis oʻzgaruvchilar, chunki ular oldidagi koeffisiyentlardan 

tuzilgan determinant noldan farqli: 05
43

12
 . U holda 3x  – erkli oʻzgaruvchi. 

Tenglamalarga 3 0x   qiymatni qoʻyib,  

1 2

1 2

2 2,

3 4 3.

x x

x x
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sistemaga ega boʻlamiz va uning yechimi 1 21, 0x x  . Topilgan birinchi bazis 

yechim 1

1

0

0
bX

 
   
 
 

, chunki ikkinchi bazis oʻzgaruvchi 2 0x  . 

 1x  va 3x  – ham bazis oʻzgaruvchilar, chunki ular oldidagi koeffisiyentlardan 

tuzilgan determinant noldan farqli: 010
83

22





. U holda 2x  – erkli 

oʻzgaruvchi. Tenglamalarga 2 0x   qoʻyib,  

1 3

1 3

2 2 2,

3 8 3

x x

x x

 
  

 

sistemaga ega boʻlamiz, uning yechimi 1 31, 0x x  . Ikkinchi bazis yechim 

2

1

0

0
bX

 
   
 
 

 chunki ikkinchi bazis oʻzgaruvchi 3 0x  . 

 2x  va 3x  lar bazis oʻzgaruvchilar emas, chunki ular oldidagi 

koeffisiyentlardan tuzilgan determinant nolga teng: 0
84

21





. Demak, uchinchi 

bazis yechim mavjud emas. 
 8-misol. Korxona uch xildagi xom ashyoni ishlatib uch turdagi mahsulot 
ishlab chiqaradi. Ishlab chiqarish xarakteristikalari quyidagi jadvalda berilgan. 
 
Xom ashyo 

turlari 
Mahsulot turlari boʻyicha xom ashyo sarflari Xom ashyo 

zahirasi (tonna) 1 2 3 
1 5 12 3 20 
2 2 6 8 16 
3 9 7 4 20 

 
Berilgan xom ashyo zahirasini ishlatib, mahsulot turlari boʻyicha ishlab chiqarish 
hajmini aniqlang. 
 Yechish. Ishlab chiqarilishi kerak boʻlgan mahsulotlar hajmini mos ravishda 

1 2 3, ,x x x  lar bilan belgilaymiz. 1-tur mahsulotga, 1-xil xom ashyo, bittasi uchun 

sarfi 5 birlik boʻlganligi uchun 15x  1-tur mahsulot ishlab chiqarish uchun ketgan 1-

xil xom ashyoning sarfini bildiradi. Xuddi shunday 2, 3-tur mahsulotlarni ishlab 
chiqarish uchun ketgan 1-xil xom ashyo sarflari mos ravishda 212x , 33x  boʻlib, 

uning uchun quyidagi tenglama oʻrinli boʻladi: 
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1 2 35 12 3 20x x x   . 

Yuqoridagiga oʻxshash 2, 3-xil xom ashyolar uchun 

1 2 32 6 8 16,x x x    

1 2 39 7 4 20x x x    

tenglamalar hosil boʻladi. Demak, masala shartlarida quyidagi uch noma’lumli 
uchta chiziqli tenglamalar sistemasini hosil qilamiz: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 12 3 20,

2 6 8 16,

9 7 4 20

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 

Bu masalaning matematik modeli uch noma’lumli uchta tenglamalar sistemasidan 
iborat boʻladi. Bu masala tenglamalar sistemasining yechimini topish bilan 
yechiladi. Bunday tenglamalar sistemasini yechishda Gauss usulidan 
foydalanamiz: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 12 3 20,

2 6 8 16,

9 7 4 20

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 ~ 

1 2 3

2 3

2 3

5 12 3 20,

6 34
8,

5 5
73 7

16
5 5

x x x

x x

x x


   

  

    

~ 

~ 
1 2 3

2 3

3

5 12 3 20,

6 34 40,

1220 1220

3 3

x x x

x x

x


   


 

   


 ~ 
1 2 3

2 3

3

5 12 3 20,

6 34 16,

1.

x x x

x x

x

  
  
 

 

 9-misol. Korxona toʻrt xildagai xom ashyo ishlatib toʻrt turdagi mahsulot 
ishlab chiqaradi. Ishlab chiqarish xarakteristikalari jadvalda berilgan. 
 

Xom ashyo 
turlari 

Mahsulot turlari boʻyicha xom ashyo sarflari Xom ashyo 
zahirasi (tonna)1 2 3 4 

1 1 2 1 0 8 
2 0 1 3 1 15 
3 4 0 1 1 11 
4 1 1 0 23 23 
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Matematik modelini tuzamiz.  

1 2 3

2 3 4

1 3 4

1 2 4

2 8,

3 15,

4 11,

5 23

x x x

x x x

x x x

x x x

  
   
   
   

 

Tenglamalar sistemasini Gauss-Jordan usuli bilan yechamiz. 
 Yechish. 1-tenglamani oʻzgarishsiz qoldirib sistemaning qolgan 
tenglamalaridan 1x  noma’lumni yoʻqotamiz, buning uchun 1-tenglamani ketma-ket 

(-4), (-1) ga koʻpaytirib mos ravishda 3, 4-tenglamalarga hadma-had qoʻshish 
orqali ushbu sistemani hosil qilamiz: 

1 2 3

2 3 4

2 3 4

2 3 4

2 8,

0 3 15,

0 8 3 21,

0 5 15.

x x x

x x x

x x x

x x x

  
    
    
    

 

Endi 2-tenglamani oʻzgarishsiz qoldirib, boshqa tenglamalardan 2х  noma’lumni 

yoʻqotamiz, buning uchun 2 tenglamani (-2), (8), (1) larga ketma-ket koʻpaytirib, 
mos ravishda 1, 3, 4 – tenglamalarga hadma-had qoʻshamiz va ushbu sistemani 
hosil qilamiz: 

1 2 3

2 3 4

3 4

3 4

0 5 2 22,

0 3 15,

0 0 21 9 99,

0 0 2 6 30.

x x х

x x x

x х

х x

    
    
    
    

 

Endigi qadamda 3-tenglamani oʻzgarishsiz qoldirib boshqa tenglamalardan 3х

noma’lumni yoʻqotamiz, buning uchun 3-tenglamani ketma-ket 

5 3 2
, ,

21 21 21
            
     

 larga koʻpaytirib mos ravishda 1, 2, 4-tenglamalarga 

hadma-had qoʻshsak, ushbu tenglamalar sistemasi hosil boʻladi: 

1 4

2 4

3 4

4

3 33
0 0 ,

21 21
6 18

0 0 ,
21 21

0 0 21 9 99,

0 0 0 4.

x х

x x

x х

х

    

    


   
    

 

Oxirgi qadamda 4-tenglamani oʻzgarishsiz qoldirib boshqa tenglamalardan, х4 
noma’lumni yoʻqotamiz, buning uchun 4-tenglamani ketma-ket 
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 21 21
, , 9

3 6
        
   

 larga koʻpaytirib, mos ravishda 1, 2, 3-tenglamalarga 

hadma-had qoʻshamiz natijada, quyidagiga ega boʻlamiz: 

1

2

3

4

0 0 0 1,

0 0 0 2,

0 0 21 0 63,

0 0 0 4.

x

x

x

x

   
    
    
    

 

Oxirgi sistemadan 1 1x  , 2 2x  , 3 3x  , 4 4x   yechimni olamiz. 

 
Oʻz-oʻzini tekshirish uchun savollar 

1. Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usuli? 
2. Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usulining qanday 

modifikatsiyalarini bilasiz? 
3. Chiziqli tenglamalar sistemasi Gaussning klassik usulida qanday yechiladi? 
4. Chiziqli tenglamalar sistemasi ustida elementar almashtirishlar deganda 

nimani tushunasiz? 
5. Chiziqli tenglamalar sistemasining  barcha yechimlarini topish oʻrniga uning 

umumiy yechimini qurish yetarlimi? 
6. Chiziqli tenglamalar sistemasini yechish Gauss usulining Jordan 

modifikatsiyasi mazmun-mohiyatini soʻzlab bering va sxemasini yozing? 
7. Bazis yechim tushunchasi. 
8. Chiziqli tenglamalar sistemasining iqtisodiy masalalarni yechishga 

qoʻllanilishi. 
 
 

7-mavzu. Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning matrisalar usuli. 
Kramer qoidasi 

 
Reja: 

7.1. Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer qoidasi. 
7.2. Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning teskari matrisalar usuli. 
7.3. Chiziqli tenlamalar sistemasining yechishning Kramer qoidasi va teskari 
matrisalar usulining iqtisodiyotda qoʻllanilishi. 
 
 Tayanch soʻz va iboralar: chiziqli tenglamalar sistemasi (ChTS), Kramer 
teoremasi, Kramer formulalari, teskari matrisa. 
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 Kramer qoidasi. Agar n ta noma’lumli n ta chiziqli tenglamalar sistemaning 
  determinanti noldan farqli boʻlsa, u holda 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

.... ,

.... ,

... ... ... ... ... ...

.... .

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    

  (1) 

(1) sistema yagona yechimga ega boʻladi va bu yechim quyidagi formulalar bilan 
topiladi: 

1
1

1
1

,

,

n
n

x
x

x
x

x
x

  
 


       


  

      (2) 

bu yerda 1x , 2x , …, nx  determinantlar   determinantda noma’lumlar oldidagi 

koeffisiyentlarni mos ravishda ozod hadlar bilan almashtirish orqali hosil qilinadi. 
(2) formulalarga Kramer formulalari deyiladi. 
 1-misol. Quyidagi 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2      7,

   4 2 3 5,

    3 2 1

x x x

x x x

x x x

   
    
   

 

chiziqli tenglamalar sistemasining yechimini Kramer formulalari yordamida 
toping. 
 Yechish. Sistemaning asosiy determinanti   ni hisoblaymiz. Bunda 

2 1 1

4 2 3 27

1 3 2

 
  


. 0   

boʻlganligi sababli berilgan sistema aniq sistemani tashkil qiladi va u yagona 
yechimga ega boʻladi. Bu yechim Kramer formulalari yordamida quyidagicha 
topiladi: 

1
1

7 1 1

5 2 3

1 3 2 81
3

27 27

x
x





     


, 



 

71 

2
2

2 7 1

4 5 3

1 1 2 54
2

27 27

x
x

 



   


, 

3
3

2 1 7

4 2 5

1 3 1 27
1

27 27

x
x





   


. 

Demak, tenglamalar sistemaning yechimi: (-3; 2; 1). 
 Mashqni bajaring. Chiziqli tenglamalar sistemasini yeching. 

1) 
1 2

1 3

1 2 3

7 5 31,

4 11 43,

2 3 4 20.

x x

x x

x x x

 
   
    

     2) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4 31,

5 2 20,

3 9.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

   3) 
1 2 3

1 3

1 2 3

6,

2 3,

5.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 

4) 
1 2 3

1 2 3

2 3

2,

2 0,

6.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

     5) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 10,

2 20,

3 30.  

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 

Agar 0   boʻlib, 1x , 2x , …, nx   lardan birortasi noldan farqli boʻlsa, u holda 

(1) sistema yechimga ega boʻlmaydi. 
 2-misol. Quyidagi 

1 2 3

1 2 3

1 2

2 3 3,

4 2 6 5,

3 2 2

x x x

x x x

x x

  
   
  

 

chiziqli tenglamalar sistemasining yechimini Kramer formulalari yordamida 
toping. 
 Yechish. Tenglamalar sistemasining asosiy determinanti   ni hisoblaymiz. 
Bunda: 

2 1 3

4 2 6 0

3 2 0

   . 0   

boʻlganligi sababli berilgan sistemadan 1x , 2x , 3x  larni hisoblaymiz. Bu 

yechim Kramer formulalari yordamida quyidagicha topiladi: 

1

3 1 3

5 2 6 6

2 2 0

x    ,      2

2 3 3

4 5 6 9

3 2 0

x   ,      3

2 1 3

4 2 5 1

3 2 2

x   . 

Demak, tenglamalar sistemaning yechimga ega emas, chunki 
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0   va 1 0x  , 2 0x  , 3 0x  . 

 Mashqni bajaring. Chiziqli tenglamalar sistemasini yeching. 

1) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 3,

4 2 6 5,

3 2 2.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

     2) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 3 3,

8 2 6 5,

3 2 2 2.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

     3) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 3,

2 2 6 5,

3 2 3 2.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 

Agar 0   boʻlib, 1 2 .... 0nx x x        boʻlsa, u holda (2.6) sistema cheksiz 

koʻp yechimga ega boʻladi. 
 3-misol. Quyidagi  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 3,

4 2 6 6,

6 3 9 9.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 

chiziqli tenglamalar sistemasining yechimini Kramer formulalari yordamida 
toping. 
 Yechish. Sistemaning asosiy determinanti   ni hisoblaymiz. Bunda: 

2 1 3

4 2 6 0

6 3 9

   . 0   

boʻlganligi sababli berilgan sistemaning 1x , 2x , 3x  determinantlarini 

hisoblaymiz. Bu yechim Kramer formulalari yordamida quyidagicha topiladi: 

1

3 1 3

6 2 6 0

9 3 9

x   ,      2

2 3 3

4 6 6 0

6 9 9

x   ,       3

2 1 3

4 2 6 0

6 3 9

x   . 

Demak, tenglamalar sistemasi cheksiz koʻp yechimga ega chunki 
0   va 1 0x  , 2 0x  , 3 0x  . 

 Agar sistemaning yechimi cheksiz koʻp boʻlsa, u holda uning umumiy 
yechimini Kramer qoidasi bilan ham topish mumkin.  
 4-misol. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 3,

4 2 6 6,

6 4 5 9.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 

sistemaning yechimini toping. 
 Yechish. Sistemaga ekvivalent sistemani hosil qilamiz: 

1 2 3

1 2 3

2 3 3,

6 4 5 9.

x x x

x x x

   
    

 

Sistemaning determinantlarini hisoblaymiz: 
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3 3
1 3 2 3

3 3

3 3 1 2 3 32 1
2, 7 3, 8

5 9 4 6 5 96 4

x x
x x x x

x x

   
          

   
. 

U holda Kramer formulalari yordamida quyidagi yechimni hosil qilamiz va undan 
sistemaning yechimi cheksiz koʻp ekanligini koʻrishimiz mumkin: 

3 3
1 3 2 3 3

7 3 7 3 8 7 3
, 4 , ,4

2 2 2 2 2 2

x x
x x x x x X               

 
. 

 Shuni ta’kidlashimiz kerakki, bu yerda biz asosiy determinant sifatida 

2 1

6 4
   determinantni oldik. Agar sistemaning yechimini topishda asosiy 

determinant sifatida 
2 3

6 5
   yoki 

1 3

4 5
   determinantlarni olib sistema 

yechimining boshqa koʻrinishlarini ham hosil qilishimiz mumkin. 
 Mashqni bajaring. Chiziqli tenglamalar sistemasini yeching. 

1) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 3,

4 4 12 12,

3 3 9 6.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

     2) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 3 3,

8 2 6 6,

12 3 9 9.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

     3) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 4,

2 4 6 8,

3 6 9 12.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 

 Kramer formulalari asosan nazariy jihatdan ahamiyatga ega. Agar sistemada 
noma’lumlar soni koʻp boʻlsa, bu qoida yordamida yechilganda katta va ogʻir 
hisoblashlarni bajarishga olib keladi. Lekin, bu formulalar muhim afzallikka ega, 
ular barcha noma’lumlarning qiymatlarini aniq ifodalaydi.  
 Ushbu n  noma’lumli n  ta chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan boʻlsin: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

.... ,

.... ,

... ... ... ... ... ...

.... .

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    

   (3) 

(3) tenglamalar sistemada quyidagi belgilashlarni kiritamiz: 

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

...

...
, ,

... ... ... ...

...

n

n

n n nn n n

a a a x b

a a a x b
A X B

a a a x b

     
     
       
     
     
     

 
. 

Bu yerda, A  noma’lumlar oldida turgan koeffisiyentlardan tuzilgan matrisa; 
X noma’lumlardan tuzilgan matrisa; B  ozod hadlardan tuzilgan matrisa. 
 U holda (3) tenglamalar sistemasini 

AX B  

koʻrinishda ifodalash mumkin. 
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 Faraz qilamiz, det 0A   boʻlsin. U holda A  matrisa uchun 1A  teskari 

matrisa mavjud. AX B  tenglikning har ikkala tomonini 1A  ga chapdan 
koʻpaytiramiz:  

1 1 ,A AX A B         1 ,EX A B             1 .X A B  

 Hosil boʻlgan 1X A B  ifoda chiziqli tenglamalar sistemasini matrisalar 
usuli bilan yechish formulasidan iborat. 
 5-misol. Chiziqli tenglamalar sistemasini matrisalar usuli bilan yeching: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 3 5,

0,

3 2.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 

 Yechish. , ,A X B  matrisalarni tuzib olamiz: 

2 2 3

1 1 1

3 1 1

A

 
 

  
 
 

, 
1

2

3

x

X x

x

 
 

  
 
 

, 

5

0

2

B

 
 

  
 
 

. 

Bundan, det 12 0.A     Teskari matrisani topamiz: 

11

1 1
2

1 1
A


   ,     12

1 1
2,

3 1
A        13

1 1
4,

3 1
A


   

21

2 3
5,

1 1
A


        22

2 3
11,

3 1
A


        23

2 2
4,

3 1
A    

31

2 3
1,

1 1
A


  


      11

2 3
5,

1 1
A


        33

2 2
4,

1 1
A   


 

1

2 5 1
1

2 11 5
12

4 4 4

A

   
    
  

. 

Bundan: 

1

2 5 1 5 10 0 2 12 1
1 1 1

2 11 5 0 10 0 10 0 0
12 12 12

4 4 4 2 20 0 8 12 1

X A B

               
                             
                     

 

Demak, 1 1x  , 2 0x  , 3 1x    yoki  1;0; 1 . 

 Mashqni bajaring. Chiziqli tenglamalar sistemasini yeching. 

1) 
1 2 3

1 3

1 2 3

2 2 6,

3 2 8,

1.

x x x

x x

x x x

  
  
   

       2) 
2 3

1 2 3

2 3

3 2 5,

2 4,

2 1.

x x

x x x

x x
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3) 
1 3

1 2

1 2 3

2 5,

3 9,

2 1.

x x

x x

x x x

 
  
   

        4) 
1 2 3

2 3

1 2

2 4,

2 3,

2.

x x x

x x

x x

  
  
  

 

 Agar sistema matrisasining rangi tenglama noma’lumlari sonidan kichik 
boʻlsa ham uning yechimini teskari matrisa usulida topish mumkin. Buni quyidagi 
misolda koʻrib chiqamiz.  
 6-misol. Ushbu chiziqli tenglamalar sistemasini teskari matrisa usulida 
yeching:  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 5 2,

2 4 3,

3 3 8 2 1,

2 2 5 12 4

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
     
    

 

 Yechish. Tenglamalar sistemasi matrisasi A va kengaytirilgan matrisasi 

 A B  

 

1 2 3 5 1 2 3 5 2

2 1 4 1 2 1 4 1 3
,

3 3 8 2 3 3 8 2 1

2 2 5 12 2 2 5 12 4

A A B

      
      
      
          

 

larning rangini topib 

1 2 3 5 2 1 2 3 5 2

2 1 4 1 3 0 5 2 11 7

3 3 8 2 1 0 3 1 13 7

2 2 5 12 4 0 2 1 2 0

       
         
       
            

 

1 2 3 5 2 1 2 3 5 2

0 5 2 11 7 0 5 2 11 7

0 0 1 32 14 0 0 1 32 14

0 0 1 32 14 0 0 0 0 0

       
          
    
          

 

    3r A r A B   ekanligini koʻramiz. Uning minori 

1 2 3

2 1 4 8 18 24 9 32 12 1

3 3 8


        


 

noldan farqli. Shuning uchun 4-tenglamani tashlab yuboramiz, qolgan 
tenglamalarda 4x  qatnashgan hadlarni oʻng tomonga oʻtkazamiz. 
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1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 2 5 ,

2 4 3 ,

3 3 8 1 2 .

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
     

 

Bu sistemani teskari matrisa usuli bilan yechamiz. Avval asosiy matrisa teskarisini 
Gauss-Jordan usulida topamiz: 

1 2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 0 1 7 0 8 0 3

2 1 4 0 1 0 0 5 2 2 1 0 0 1 0 4 1 2

3 3 8 0 0 1 0 3 1 3 0 1 0 3 1 3 0 1

        
                
              

 

1 0 0 20 7 11

0 1 0 4 1 2 ,

0 0 1 9 3 5

  
    
   

 1

20 7 11

4 1 2

9 3 5

A

 
    
   

. 

Tenglamalar sistemasining umumiy yechimni topish uchun 1X A B   amalni 
bajaramiz: 

4 4

4 4

4 4

20 7 11 2 5 10 71

4 1 2 3 7 15

9 3 5 1 2 14 32

x x

X x x

x x

       
                  
               

 

Javob:  4 4 4 4 430 71 ; 7 15 ; 14 32 ; ,x x x x x R      . 

 4x  ga ixtiyoriy qiymatlar berib 1 2 3, ,x x x  noma’lumlarning mos 

qiymatlarini topamiz. Sistema cheksiz koʻp yechimga ega. 
 Mashqni bajaring. Ushbu chiziqli tenglamalar sistemasini teskari matrisa 
usulida yeching: 

1) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 3,

4 4 12 12,

2 3 4 5.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

     2) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 3 3,

8 2 6 6,

2 5 4.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

     3) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 4,

2 4 6 8,

2 3 5 12.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 

 7-misol. Quyidagi tenglamani yeching: 

0 1 1 3 4 0

2 1 3 6 5 8
X

     
     

     
 

 Yechish. Tenglamaga quyidagi belgilashlarni kiritamiz: 

1

0 1 1 3 4 0
, ,

2 1 3 6 5 8
A B C

     
       
     

. 

U holda berilgan tenglama 
A X B C    

koʻrinishni oladi. 
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 Agar AXB  ifodaning chap tomondan 1A  va oʻng tomondan 1B  ga 

koʻpaytirsak, hamda 1 ,A A E   ,EX X  1BB E   va XE X  ekanligini hisobga 

olsak quyidagi yechimga ega boʻlamiz: 

1 1

2 1
1 1 4 01

1
2 0 5 82 1

3

X A CB 
                      

 

2 1 5
1 8 31

61
8 02 1

8 43

                        

. 

 Mashqni bajaring. Quyidagi tenglamalarni yeching: 

1) 
0 1 1 3 4 0

3 1 3 2 2 8
X

     
     

     
,        2) 

0 1 2 3 4 0

5 1 3 2 2 5
X

     
     

     
, 

3) 
2 1 1 3 4 0

.
3 1 2 5 2 1

X
     

     
     

 

 Agar sistemada m n  va ( )r A m  boʻlib,    r A r A B  boʻlgan holda 

ham teskari matrisa usulidan foydalanib uning yechimini topsa boʻladi.  
 Chiziqli tenglamalar sistemasining iqtisodiyotda qoʻllanilishiga doir misollar 
keltiramiz. 
 Masala. A  va B  mahsulotlarni ishlab chiqarish uchun 2 turdagi xom 
ashyodan foydalaniladi. Bir birlik A  mahsulotni ishlab chiqarish uchun 5 birlik 1-
tur va 4 birlik 2-tur xom ashyo sarflanadi, bitta B  mahsulotni ishlab chiqarish 
uchun esa, 3 birlik 1-tur va 5 birlik 2-tur xom ashyo ishlatiladi. 1-tur xom ashyo 62 
birlik, 2-tur xom ashyo 73 birlik berilgan boʻlsa, ishlab chiqarilgan A  va B  
mahsulot miqdorini toping. 
 Bu masalaning matematik modelini tuzish maqsadida 1x  bilan ishlab 

chiqarilishi kerak boʻlgan A  mahsulot miqdorini, 2x  bilan esa ishlab chiqarilishi 

kerak boʻlgan B  mahsulot miqdorini belgilaylik. Bu holda 15x  A  mahsulotni 

ishlab chiqarish uchun sarflangan 1-tur xom ashyo miqdorini, 23x  esa B  

mahsulotni ishlab chiqarish uchun sarflangan 1-tur xom ashyo miqdorini 
ifodalaydi. 1 25 3x x  A  va B  mahsulotni ishlab chiqarish uchun sarflanadigan 1-

tur xom ashyo jami sarfi miqdorinni ifodalaydi, bu xom ashyo chegaralangan 
boʻlib, 62 birlikda mavjud, demak 1 25 3 62x x   tenglama kelib chiqadi. Xuddi 

shunday qilib, 2-tur xom ashyo sarfi uchun 1 24 5 73x x   tenglamani hosil 

qilamiz. Shunday qilib, 
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1 2

1 2

5 3 62,

4 5 73.

x x

x x

 
  

 

Ikki noma’lumli ikkita chiziqli tenglamalar sistemasini hosil qildik. Bu tenglamalar 
sistemasi berilgan A  va B  mahsulotlarni ishlab chiqarishda, xom ashyo sarfining 
matematik modelini ifodalaydi. 
 Yechish. Kramer usulidan foydalanib yechimini topamiz. 

5 3

4 5
A

 
  
 

,    det 25 12 13 0A     . 

Bunda det 0A   boʻlganligi sababli berilgan sistema aniq sistemani tashkil qiladi 

va u yagona yechimga ega boʻladi. Bu yechim Kramer formulalari yordamida 
quyidagicha topiladi: 

1
1

62 3

73 5 91
7

det 13 13

x
x

A


    ,        2

2

5 62

4 73 117
9.

det 13 13

x
x

A


     

Demak, tenglamalar sistemaning yechimi: 1 2( , ) (7,9)x x  . 

 8-misol. Korxona uch xildagi xom ashyoni ishlatib uch turdagi mahsulot 
ishlab chiqaradi. Ishlab chiqarish xarakteristikalari 1-jadvalda berilgan. 
1-jadval 

Xom ashyo 
turlari 

Mahsulot turlari boʻyicha xom ashyo sarflari Xom ashyo 
zahirasi (tonna) 1 2 3 

1 5 12 3 20 
2 2 6 8 16 
3 9 7 4 20 

 
Berilgan xom ashyo zahirasini ishlatib, mahsulot turlari boʻyicha ishlab chiqarish 
hajmini aniqlang. 
 Yechish. Ishlab chiqarilishi kerak boʻlgan mahsulotlar hajmini mos ravishda 

1 2 3, ,x x x  lar bilan belgilaymiz. 1-tur mahsulotga, 1-xil xom ashyo, bittasi uchun 

sarfi 5 birlik boʻlganligi uchun 15x  1-tur mahsulot ishlab chiqarish uchun ketgan 1-

xil xom ashyoning sarfini bildiradi. Xuddi shunday 2, 3-tur mahsulotlarni ishlab 
chiqarish uchun ketgan 1-xil xom ashyo sarflari mos ravishda 212x , 33x  boʻlib, 

uning uchun quyidagi tenglama oʻrinli boʻladi: 

1 2 35 12 3 20x x x   . 

Yuqoridagiga oʻxshash 2, 3-xil xom ashyolar uchun 

1 2 32 6 8 16,x x x    

1 2 39 7 4 20x x x    
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tenglamalar hosil boʻladi. Demak, masala shartlaridan quyidagi uch noma’lumli 
uchta chiziqli tenglamalar sistemasini hosil qilamiz: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 12 3 20,

2 6 8 16,

9 7 4 20  .

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 

Bu masalaning matematik modeli uch noma’lumli uchta tenglamalar sistemasidan 
iborat boʻladi. Bu masala tenglamalar sistemasining yechimini topish bilan 
yechiladi. Bunday tenglamalar sistemasini yechishda teskari matrisalar usulidan 
foydalanamiz: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 12 3 20,

2 6 8 16,

9 7 4 20

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 

5 12 3

2 6 8

9 7 4

A

 
   
 
 

, 
1

2

3

x

X x

x

 
   
 
 

,

20

16

20

B

 
   
 
 

. 

Bundan, det 488 0.A    Teskari matrisani topamiz: 

11

6 8
32

7 4
A    ,    12

2 8
64,

9 4
A        13

2 6
40,

9 7
A     

21

12 3
27,

7 4
A        22

5 3
7

9 4
A    ,    23

5 12
73,

9 7
A     

31

12 3
78,

6 8
A       32

5 3
34,

2 8
A          33

5 12
6

2 6
A    

1

32 27 78
1

64 7 34
488

40 73 6

A

  
    
  

. 

Bundan:  

1

36 27 81 20 640 432 1560
1 1

64 7 34 16 1280 112 680
495 495

31 73 1 20 800 1168 120

488 1
1

488 1 .
488

488 1

X A B

         
                  
             

   
       
   
   

 

Demak, 1 1x  , 2 1x  , 3 1x   yoki  1;1;1 . 
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Oʻz-oʻzini tekshirish uchun savollar 
1. n ta noma’lumli n ta chiziqli tenglamalar sistemasi uchun Kramer teoremasi 

nimani aniqlab beradi? 
2. Aniqmas chiziqli tenglamalar sistemasini Kramer formulalaridan foydalanib 

yechish mumkinmi? 
3. Chiziqli tenglamalar sistemasini matrisa shaklida yozish mumkinmi va 

qanday? 
4. Chiziqli tenglamalar sistemasining yechimi matrisa koʻrinishida qanday 

yoziladi? 
5. Chiziqli tenglamalar sistemasini matrisa usulida yechish yoki teskari matrisa 

usulining afzallik va noqulaylik jihatlari nimalardan iborat? 
 
 

8-mavzu. Bir jinsli chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi. 
Fundamental yechimlar sistemasi 

 
Reja: 

8.1. Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi va uning yechimlari xossalari. 
8.2. Vektorlar sistemasining chiziqli bogʻliqligi va chiziqli erkliligi tushunchalari. 
8.3. Fundamental yechimlar sistemasi. 
 
 Tayanch soʻz va iboralar: bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi, 
fundamental yechimlar sistemasi, aniqlik shartlari, bir jinsli boʻlmagan chiziqli 
tenglamalar sistemasining umumiy yechimi. 
 
 n  ta noma’lumli m  ta chiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasini vektor 
shakldagi koʻrinishda yozib olamiz: 

AX    

Bu yerda (0,0,...,0)T   – nol vektor, A  – m n  oʻlchovli matrisa, 

1 2( , ,..., )T
nX x x x  – noma’lumlar vektori. 

 Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi har doim birgalikda, chunki X    
har doim sistemaning yechimi boʻladi. Bir jinsli sistema uchun ( )rang A n  

munosabat oʻrinli boʻlsa, sistema aniq boʻlib, yagona nol yechimga ega. 
 Agarda bir jinsli sistema uchun ( )rang A n  munosabat oʻrinli boʻlsa, 

sistema nol yechimdan tashqari nolmas yechimlarga ham ega boʻladi. Buni 
quyidagi misolda koʻrib chiqamiz. 
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 1-misol. Quyidagi sistemani yeching: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 3 0,

2 3 5 0,

2 2 3 0.

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

 

 Yechish. Bu sistemadan 

2 4

2 3 4

1 2 3 4

2 2 0,

7 5 11 0,

2 2 3 0.

x x

x x x

x x x x

 
   
    

 

sistemani hosil qilamiz. Agar ozod had sifatida 4x  noma’lumni olib, 4x  , deb 

qarasak. U holda 

1

3
,

5
x       2 ,x      3

4
,

5
x       4x   

koʻrinishdagi yechimlarni hosil qilamiz. 
 Ushbu holda har bir nolmas yechim n  oʻlchovli vektor sifatida qaralishi 
mumkin. 
 Chiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasining yechimlari quyidagi xossalarga 
ega: 
 1. Agar 0 1 2( , ,..., )nX b b b  vektor AX    sistemaning yechimi boʻlsa, u 

holda k  ixtiyoriy son boʻlganda ham 0 1 2( , ,..., )nkX k b k b k b  vektor ham bu 

sistemaning yechimi boʻladi. 
 2. Agar 0 1 2( , ,..., )nX b b b  va 1 1 2( , ,..., )nX c c c  vektorlar AX     

sistemaning yechimlari boʻlsa, u holda 0 1 1 1 2 2( , ,..., )n nX X b c b c b c      vektor 

ham bu sistemaning yechimi boʻladi. 
 Shuning uchun bir jinsli sistema yechimlarining har qanday chiziqli 
kombinatsiyasi ham uning yechimi boʻla oladi. 
 Bir jinsli boʻlmagan sistema yechimlari uchun yuqoridagi da’vo oʻrinli 
emas. 

11 12

21 22
1 2

1 2

, ,

n n

a a

a a
A A

a a

   
   
    
   
   
   

 
 ..., 

1

2

k

k
k

nk

a

a
A

a

 
 
 
 
 
 


 

n -oʻlchovli vektorlar sistemasini koʻrib chiqamiz. 
 
1-ta’rif. Agar 1 1 2 2 ... k kx A x A x A      tenglikni qanoatlantiruvchi kamida 

bittasi noldan farqli 1 2, ,..., kx x x  sonlar mavjud boʻlsa, u holda 1 2, ,..., kA A A  

vektorlar sistemasi chiziqli bogʻliq vektorlar sistemasi deb ataladi. 
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Aks holda, yani faqat 1 2 ... 0kx x x     boʻlgandagina 

1 1 2 2 ... k kx A x A x A      tenglik oʻrinli boʻlsa, u holda 1 2, ,..., kA A A  vektorlar 

sistemasi chiziqli erkli vektorlar sistemasi deb ataladi. 
 
 Izoh. 1 1 2 2 ... k kx A x A x A      vektor bir jinsli tenglamalar sistemasini 

ifodalaydi. Masalan, 1 2 3

1 2 1
, ,

2 3 2
A A A

     
       
     

 vektorlar sistemasini 

qaraymiz.  

1 1 2 2 3 3x A x A x A     

vektordan quyidagi algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilamiz: 

1 2 3

1 2 3

2 0,

2 3 2 0.

x x x

x x x

  
   

 

Bu sistemaning yechimlarini Gauss usulida topamiz. 

1 3
1 2 3

2 3
2 3

3

7 ,
2 0,

4 ,
4 0.

.

x x
x x x

x x
x x

x R

 
         

 

Koʻrinib turibdiki, tenglamalar sistemasi cheksiz koʻp yechimga ega. 3 1x  , deb 

olsak, 1 27, 4x x    qiymatlarni topamiz. Ya’ni, 

1 2 37 4 .A A A      

Demak, ta’rifga asosan, qaralayotgan vektorlar sistemasi chiziqli bogʻliq. 
 Yuqorida aytib oʻtilgan bir jinsli tenglamalar sistemasining xossalari va 
Kroneker-Kapelli teoremasiga asosan quyidagi tasdiqni hosil qilamiz. 
 Tasdiq. Agar 1 2, ,..., kA A A  vektorlar sistemasining rangi 1( ,..., )kr A A  

vektorlar soni k  dan kichik boʻlsa, u holda bu vektorlar sistemasi chiziqli bogʻliq 
boʻladi. Agar r k  boʻlsa, u holda 1 2, ,..., kA A A  vektorlar sistemasi chiziqli erkli 

boʻladi. 
 Xususan, bu tasdiqdan, bir xil oʻlchovli vektorlar sistemasidagi vektorlar 
soni bu vektorlarning oʻlchovidan, ya’ni rangidan katta boʻlsa, u holda bu vektorlar 
sistemasi chiziqli boʻgliq boʻlishi kelib chiqadi.  
 Haqiqatan ham 1 2, ,..., kA A A  vektorlar sistemasining rangi, ta’rifga asosan, 

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

n n nk

a a a

a a a
A

a a a
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matrisa rangiga teng. Shartga asosan k n , ( ) min( , )r A n k n k   . U holda 

AX    tenglamada noma’lumlar soni tenglamalar sistemasi rangidan katta. 
Demak, sistema trivial boʻlmagan (noldan farqli) yechimga ega, ya’ni, vektorlar 
sistemasi chiziqli bogʻliq. 
 
2-ta’rif. Bir jinsli chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi yechimlarining har 
qanday maksimal sondagi chiziqli erkli sistemasi bu tenglamalar sistemasining 
fundamental yechimlar sistemasi deb ataladi. 
 

Teorema. AX    tenglamalar sistemasining har qanday yechimi fundamental 
yechimlar sistemasining chiziqli kombinatsiyasidan iborat. 

 
 Isbot. 1 2, ,..., kX X X  vektorlar sistemasi AX    tenglamalar sistemasining 

fundamental yechimlari sistemasi boʻlsin. 0X  vektor esa tenglamalar sistemasining 

boshqa ixtiyoriy yechimi boʻlsin. U holda, ta’rifga asosan, 0 1 2, , ,..., kX X X X  

vektorlar sistemasi chiziqli bogʻliq. Ya’ni shunday kamida bittasi noldan farqli 

0 1, ,..., k    sonlar mavjudki,  

0 0 1 1 ... .k kX X X        

 Agar bu tenglikda 0 0   boʻlsa, 1 1 ... 0k kX X    , ya’ni, 1 2, ,..., kX X X  

vektorlar chiziqli bogʻliq. Bu esa teorema shartiga zid. Demak, 0 0  . Shu sababli 

1
0 1

0 0

... k
kX X X

 
 

    . 

Bu teoremadan muhim boʻlgan quyidagi tasdiq kelib chiqadi.  
 Tasdiq. Agar 1 2, ,..., kF F F  n  oʻlchovli vektorlar sistemasi AX    

tenglamalar sistemasining fundamental yechimlar sistemasi boʻlsa, bu bir jinsli 
algebraik tenglamalar sistemasining umumiy yechimi  

1 1 ... k kX c F c F    

shaklda ifodalanadi.  
 Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz: 
 
Teorema. Bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasining rangi r  ga teng boʻlib, 
sistema noma’lumlari soni n  dan kichik boʻlsin. U holda tenglamalar 
sistemasining fundamental yechimlar sistemasi n r  ta nolmas vektorlardan iborat 
boʻladi. 
 
 Teoremadan koʻrinib turibdiki, fundamental yechimlar sistemasidagi 
vektorlar soni bu sistemaga mos erkli oʻzgaruvchilar soniga teng ekan.  
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 Bir jinsli sistemaning fundamental yechimlari sistemasini quyidagicha 
qurishimiz mumkin: 
1. Bir jinsli sistemaning umumiy yechimi topiladi; 
2. n r  ta erkli oʻzgaruvchilarga qiymat beramiz. Buning uchun n r  
oʻlchovli n r  ta vektorlardan iborat chiziqli erkli vektorlar sistemasi tanlanadi. 

Bunda masalan, har bir vektori n r  oʻlchovli 1 (1,0,...,0)TA  , 2 (0,1,...,0)TA  ,...,

(0,0,...,1)T
n rA    sistemani tanlash mumkin; 

3. Erkli noma’lumlar oʻrniga yuqorida tanlangan 1A  vektorning mos 

koordinatalarini qoʻyib, bazis noma’lumlar aniqlanadi va 1F  quriladi. Xuddi 

shunday usulda 2 3, ,..., n rA A A   vektorlardan foydalanib, mos ravishda 

2 3, , ..., n rF F F   yechimlar quriladi.  

 1 2, ,..., n rF F F   vektorlar sistemasining rangi ularning qismi boʻlgan 1,..., n rA A   

vektorlar rangidan kichik emas. 1,..., n rA A   vektorlar chiziqli erkli boʻlgani sababli 

bu vektorlar sistemasi rangi maksimal, ya’ni n r  ga teng. Shu sababli, 

1 2, ,..., n rF F F   vektorlar sistemasi rangi ham maksimal, ya’ni n r  ga teng, ya’ni bu 

yechimlar sistemasi chiziqli erkli. 
 2-misol. Quyidagi  

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 8 2 0,

2 2 3 7 2 0,

5 2 16 3 0,

11 12 34 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    
     
     
     

 

chiziqli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlar sistemasini toping. 
 Yechish. Bu sistemada 2r  , 5n  . Demak, sistemaning har qanday 
fundamental yechimlar sistemasi 3n r   ta yechimdan iborat boʻladi. 
Bu yerda 3 4 5, ,x x x  noma’lumlarni ozod noma’lumlar, deb hisoblab sistemani 

yechamiz va quyidagi umumiy yechimni hosil qilamiz: 

1 3 4 5

2 3 4 5

19 3 1
,

8 8 2
7 25 1

.
8 8 2

x x x x

x x x x

   

   


 

Soʻngra uchta chiziqli erkli uch oʻlchovli vektor olamiz: 

1 0 0

0 , 1 , 0

0 0 1

     
     
     
     
     

. 
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Bu vektorlarning har birining komponentlarini umumiy yechimga ozod 
noma’lumlarning qiymatlari sifatida keltirib qoʻyib, 1 2,x x  larning qiymatlarini 

hisoblab, berilgan tenglamalar sistemasining quyidagi fundamental yechimlar 
sistemasini hosil qilamiz: 

1

2

3

19 7
, , 1, 0, 0 ,

8 8

3 25
, , 0, 1, 0 ,

8 8

1 1
, , 0, 0, 1 .

2 2

T

T

T

F

F

F

   
 

   
 

   
 

 

Sistemaning umumiy yechimi 1 1 2 2 3 3X c F c F c F   , yoki 

1

2

3 1 2 3

4

5

19 / 8 3 / 8 1 / 2

7 / 8 25 / 8 1 / 2

1 0 0 .

0 1 0

0 0 1

x

x

F x c c c

x

x

       
              
          
       
       

             

 

Bu yerda 1 2,c c  va 3c  ixtiyoriy sonlar. 

 n  noma’lumli m  ta chiziqli bir jinsli boʻlmagan tenglamalar sistemasi 
matrisalar yordamida AX B  koʻrinishda ifodalangan boʻlsin. Bunda A  – m n  
oʻlchovli matrisa, X  – n  oʻlchovli noma’lumlardan iborat ustun vektor, B  – m  
oʻlchovli ozod hadlar vektori. 
 AX    tenglamalar sistemasi AX B  bir jinsli boʻlmagan sistemaning bir 
jinsli qismi deyiladi. 
 Berilgan bir jinsli boʻlmagan sistemaning umumiy yechimini vektor shaklda 
quyidagicha yozish mumkin: 

0 1 1 ... n r n rX F с F с F      

Bu yerda, 0F   dastlabki bir jinslimas sistemaning xususiy yechimlaridan biri ( 0F  

ni aniqlash uchun erkli oʻzgaruvchilarning xususiy qiymatlarida bir jinsli 
boʻlmagan tenglamalar sistemasi yechiladi); 1 2, , ..., n rF F F    bir jinsli 

sistemaning fundamental yechimlari sistemasi; 1 2, , ..., n rс с с   – ixtiyoriy 

haqiqiy sonlar. 
 3-misol. Quyidagi 

1 2 3

1 2 3

2 1

2 2

x x x

x x x

  
   

 

chiziqli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlarini toping.  
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 Yechish. Sistemaning yechimini topishda Gauss-Jordan usulidan 
foydalanamiz 

1 1 2 1 3 0 1 3 3 0 1 3

2 1 1 2 2 1 1 2 5 1 0 5

      
           

: : . 

Bu yerda 2 3x , x  bazis oʻzgaruvchilar, 1x erkli oʻzgaruvchidir. 

3 2 1n , r , n r .     Oxirgi sistemada 1 0x  , deb olsak, 0

0

5

3

F

 
   
 
 

 xususiy 

yechimni olamiz. 

  Endi bir jinsli boʻlgan chiziqli tenglamalar sistemasini yechib fundamental 
yechimlar sistemasini topamiz. Bir jinsli sistema quyidagi sistemaga ekvivalent 

1 3

1 2

3 0

5 0

x x ,

x x .

 
  

 

Bu sistemada 1 1x  , deb olsak, 1

1

5

3

F

 
   
  

 bir jinsli tenglamalar sistemasining 

fundamental yechimni olamiz. Demak, umumiy yechim 

1

2

3

0 1

5 5

3 3

x

x с

x

     
            

         

, 

bu yerda с -ixtiyoriy son. 
 4-misol. Quyidagi 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 7 2 3 8,

3 2 3,

2 4 2.

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

 

tenglamalar sistemasining umumiy yechimini vektor shaklda yozing.

  Yechish. Sistemaning yechimini topishda Gauss-Jordan usulidan 
foydalanamiz: 

4 7 2 3 8 0 5 6 5 4 0 1 1,2 1 0,8

1 3 1 2 3 1 3 1 2 3 1 0 2,6 1 0,6

2 1 4 1 2 0 5 6 5 4 0 0 0 0 0

         
            
             

: : . 

0 0 6 0 8 0 0F ( , ; , ; ; ) sistemaning xususiy yechimlaridan biri. Bundan foydalanib 

sistemaning umumiy yechimini vektor shaklida yozamiz: 
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0 1 1 2 2 1 2

0,6 2,6 1

0,8 1,2 1

0 1 0

0 0 1

X F с F с F с с

     
               
     
     
     

. 

bu yerda 1 2,с с  lar ixtiyoriy haqiqiy sonlar. 

 
Oʻz-oʻzini tekshirish uchun savollar 

1. Vektor shaklda yozilgan chiziqli tenglamalar sistemasining birgalikdalik 
yetarli sharti nimadan iborat? 

2. Vektor shaklda yozilgan chiziqli tenglamalar sistemasining aniqlik va 
aniqmaslik yetarli shartlari nimalardan iborat? 

3. Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari tizimi 
deb nimaga aytiladi? 

4. Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi qanday shartlar bajarilganda oʻzining 
fundamental yechimlari tizimiga egaligi bilan xarakterlanadi? 

5. Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari tizimini 
qurish jarayoni nimalarni oʻz ichiga oladi? 

6. Vektorlar sistemasining chiziqli bogʻliqligi tushunchasi. 
7. Vektorlar sistemasining chiziqli erkliligi tushunchasi. 
8. Agar bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi fundamental yechimlari tizimi 

qurilgan boʻlsa, uning umumiy yechimini vektor shaklda yozish mumkinmi 
va qanday? 

9. Bir jinsli boʻlmagan chiziqli tenglamalar sistemaning keltirilgan sistemasi deb 
nimaga aytiladi? 

10. Bir jinsli boʻlmagan chiziqli tenglamalar sistemaning umumiy yechimi vektor 
shaklda qanday yoziladi? 

 
 

9-mavzu. Arifmetik vektor fazo. Chiziqli fazo 
 

Reja: 
9.1. Arifmetik vektorlar va ular ustida chiziqli amallar. 
9.2. Arifmetik vektorlarning skalyar koʻpaytmasi. Vektor uzunligi. 
9.3. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi. Uchburchak tengsizligi. 
9.4. Arifmetik vektorlar orasidagi burchak. 
9.5. Chiziqli fazo. 
9.6. Chiziqli fazoga misollar. 
9.7. Elementlarning chiziqli kombinatsiyasi. 
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9.8. Chiziqli fazoning oʻlchovi va bazisi. 
9.9. Chiziqli fazo elementlarining bazis vektorlari boʻyicha yoyilmasi, 
elementlarining bazisdagi koordinatalari. 
9.10. Chiziqli qism fazo va unga misollar. 
9.11. Yevklid fazosi va unga misollar. 
 
 Tayanch soʻz va iboralar: arifmetik vekto fazo, arifmetik vektor, nol 
vektor, vektorlar ustida chiziqli amallar, vektorlarning skalyar koʻpaytmasi, 
arifmetik vektor uzunligi, arifmetik vektorlar orasidagi burchak, uchburchak 
tengsizligi, Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi. chiziqli fazo, elementlarning chiziqli 
kombinatsi yasi, chiziqli kombinatsiya koeffisiyentlari, chiziqli bogʻliq va chiziqli 
erkli elementlar, chiziqli fazo bazisi, chiziqli fazo oʻlchami, qism fazo, Yevklid 
fazosi. 
 

 Bizga ma’lumki, yoʻnalgan kesmalar vektorlar, deb atalib, ular , , ,...a b c
ρρ ρ

 

koʻrinishda belgilangan va bu vektorlar ustida amallar aniqlangan. Yuqoridagi 

aniqlangan vektor tushunchasidan tekislikda va 3R  fazoda foydalanish mumkin. 
Biz bu paragrafda umumiyroq vektor, ya’ni n -oʻlchovli arifmetik vektor 
tushunchasini kiritib, vektorlar ustida bajariladigan amallarni aniqlaymiz va bu 
amallar yordamida arifmetik vektor fazo tushunchasini kiritamiz. 
 
1-ta’rif. n  ta sonning tartiblangan tizimiga n -oʻlchovli vektor deyiladi. 
 
 Vektorlarni lotin alifbosining bosh harflari bilan , , ..., , ,...A B X Y  

koʻrinishda belgilaymiz va quyidagi bir ustundan iborat matrisa koʻrinishida 
yozamiz: 

1

2

n

x

x
X

x

 
 
 
 
 
 


. 

 Izoh. 1. Amaliyotda 1 2( , ,..., )nA a a a  shakldagi satr matrisa vektorlardan 

ham foydalaniladi. 
 2. Ba’zida vektorlar matrisalardan farq qilishi uchun lotin alifbosining kichik 
harflari bilan ham belgilanishi mumkin. 
 3. Elementar geometriya kurslarida ikki va uch oʻlchovli geometrik vektorlar 
oʻrganilgan. Bu mavzuda oʻrganiladigan vektorlar bu vektorlarning 
umumlashmasidan iboratdir.  
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 n -oʻlchovli vektorlar ustida qoʻshish va songa koʻpaytirish amallari xuddi 
matrisalardagi kabi aniqlanadi. 
 1) vaX Y  vektorlarning yigʻindisi, deb shunday bir C X Y   vektorga 

aytiladiki, bu vektor quyidagicha aniqlanadi: 

1 1 1 1

2 2 2 2

n n n n

x y x y

x y x y
C X Y

x y x y

     
              
     
          

  
; 

 2) X  vektorning  songa koʻpaytmasi quyidagicha aniqlanadi: 

1 1

2 2 .

n n

x x

x x
X

x x




 



   
   
    
   
   
   

 
 

 Aniqlanishiga koʻra ikkita n -oʻlchovli vektorlar yigʻindisi, shuningdek, 
vektorni songa koʻpaytirish natijasida yana n -oʻlchovli vektor hosil boʻladi, ya’ni 
n -oʻlchovli vektorlar toʻplami kiritilgan bu amallarga nisbatan yopiq toʻplam 
boʻladi. Ya’ni, bu amallar natijasida yana n -oʻlchovli vektor hosil boʻladi. 
 1-misol. Quyidagi vektorlar yigʻindisini va 5A  ni toping: 

2 1

5 5
; .

3 6

4 7

A B

   
   
    
   
      

 

 Yechish. 

2 1 1 2 10

5 5 10 5 25
; 5 .

3 6 9 3 15

4 7 3 4 20

A B A

         
         
              
         
                    

 

 Vektorlar ustida chiziqli amallar quyidagi xossalarga ega:  
 1) ;X Y Y X    

 2) ( ) ( ) ;X Y Z X Y Z      

 3) ,X X    bunda (0,0,...,0)T  ; 

 4) ( ) ;X X     

 5) 1 ;X X   

 6) ( ) ,X X X       bunda   va   ixtiyoriy sonlar; 

 7) ( ) ;X Y X Y      
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 8) ( ) ( ) .X X    
bu yerda, ,X Y  va Z  n  oʻlchovli vektorlar. 

 
2-ta’rif. Barcha n -oʻlchovli vektorlar toʻplami yuqorida kiritilgan chiziqli amallar 
bilan birgalikda n -oʻlchovli arifmetik vektor fazo deyiladi. 
 
 Agar vektorlarning komponentlari haqiqiy sonlardan iborat boʻlsa, bu 
arifmetik vektor fazoga haqiqiy arifmetik vektor fazo deyiladi, agar vektorlarning 
komponentlari kompleks sonlardan iborat boʻlsa bu arifmetik vektor fazoga 
kompleks arifmetik vektor fazo deyiladi.  

 Haqiqiy arifmetik vektor fazo nR , kompleks arifmetik vektor fazo esa nC  
bilan belgilanadi. 
 Biz faqat haqiqiy arifmetik vektor fazo bilan ish koʻramiz va uni oddiy qilib 

arifmetik fazo deb ataymiz hamda nR  kabi belgilaymiz. 
 Izoh. Vektor tushunchasining umumlashtirilishi vektor komponentlarini 
turlicha talqin qilishga imkon beradi. 
 2-misol. Korxona oʻzining ishlab chiqarish jarayonida n  turdagi xom 
ashyodan foydalanib m  xildagi mahsulot ishlab chiqarsin. Korxonaning bir 
sutkada xom ashyoga boʻlgan ehtiyojini va bir sutkada ishlab chiqargan 
mahsulotlarini ifodalovchi vektorlarni yozing. 
 Yechish. Agar kx  kattalik k xom ashyoga boʻlgan korxonaning bir 

sutkalik ehtiyojini, iy  kattalik esa bir sutkada ishlab chiqarilgan i mahsulot 

miqdorini bildirsa, u holda quyidagi 1 2( , ,..., )T
nX x x x  va 1 2( , ,..., )T

mY y y y  

vektorlar mos ravishda korxonaning barcha xom ashyoga boʻlgan bir sutkalik 
ehtiyojini va bir kunda, ishlab chiqarilgan mahsulotning turlari miqdorini bildiradi. 
 3-misol. Ikkita korxona bir xil 4 turdagi mahsulot ishlab chiqaradi. 
Korxonalarning har bir mahsulotdan bir sutkada qanchadan ishlab chiqarishi 
quyidagi jadvalda berilgan: 
 

Mahsulot turlari 1 2 3 4 
1-korxona 24 36 50 80 
2-korxona 30 25 20 10 

 
 Birinchi korxona bir oyda 22 kun, ikkinchi korxona esa 20 kun ishlaydi. Bir 
oyda ikkala korxona har bir turdagi mahsulotlardan birgalikda qancha miqdorda 
ishlab chiqaradi. 
 Yechish. Korxonalarning bir sutkada ishlab chiqargan mahsulotlari 
vektorlarini quyidagicha yozamiz: 
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24 30

36 25
.

50 20

80 10

A va B

   
   
    
   
   
   

 

U holda ikkala korxonaning birgalikdagi bir oyda ishlab chiqarish vektori 
quyidagicha topiladi: 

24 30 528 600 1128

36 25 792 500 1292
22 20 22 20 .

50 20 1100 400 1500

80 10 1760 200 1960

A B

         
         
              
         
         
         

 

 
3-ta’rif. Ikkita bir xil oʻlchovli 

1 1

2 2

n n

x y

x y
X va Y

x y

   
   
    
   
   
   

 
 

vektorlarning skalyar koʻpaytmasi deb shu vektorlar mos koordinatalari 
koʻpaytmalarining yigʻindisiga teng songa aytiladi va 

1 1 2 2( , ) n nX Y x y x y x y     

shaklda yoziladi. 
 
 Skalyar koʻpaytmani matrisalar koʻpaytmasi shaklida quyidagicha 
ifodalashimiz mumkin: 

( , ) T TX Y X Y Y X  . 

 4-misol. Quyidagi vektorlarning skalyar koʻpaytmasini  toping: 

2 1

5 5
;

3 6

4 7

X Y

   
   
    
   
      

. 

 Yechish.  

1

5
( , ) 2 5 3 4

6

7

TX Y X Y

 
 
     
 
 
 

 

   2 1 5 5 3 6 4 7 2 25 18 28 13.                 
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 5-misol. Korxona 5 turdagi mahsulot ishlab chiqaradi. Korxonaning bir 
sutkada har bir turdagi mahsulotdan qanchadan ishlab chiqarganligi va har bir 
mahsulotning bir birligining narxi quyidagi jadvalda berilgan: 
 

Mahsulot turlari 1 2 3 4 5 
Korxonaning bir sutkada i/ch.mahsuloti miqdori 23 54 26 46 68 

Bir birlik mahsulot narxi(sh.p.b) 32 56 36 65 35 
 
Korxonaning bir sutkalik daromadi qancha boʻladi? 
 Yechish. Agar korxonaning ishlab chiqarish vektorini X  va narx vektorini 
P  bilan belgilasak, u holda 

23 32

54 56

;26 36

46 65

68 35

X P

   
   
   
    
   
   
   
   

 

boʻladi. Korxonaning bir sutkalik daromadini topish uchun bu vektorlarni skalyar 
koʻpaytiramiz: 

 

32

56

( , ) 23 54 26 46 68 10066.36

65

35

TX P X P

 
 
 
   
 
 
 
 

 

 Skalyar koʻpaytma quyidagi xossalarga ega:  
 1) ( , ) 0X X  ; 

 2) ( , ) 0X X X O   ; 

 3) ( , ) ( , );X Y Y X  

 4) ( , ) ( , ) ( , );X Y Z X Y X Z    

 5) ( , ) ( , ).X Y X Y   
bu yerda ,X Y , Z  n -oʻlchovli vektorlar va   ixtiyoriy son. 

 
4-ta’rif. Vektor komponentlari kvadratlari yigʻindisining kvadrat ildiziga teng 
boʻlgan 

2 2 2
1 2( , ) nX X X x x x      

songa n -oʻlchovli X  vektor uzunligi (moduli, normasi) deyiladi. 
 



 

93 

 Vektor uzunligi quyidagi xossalarga ega:  

 1) 0X  ; 

 2) X X   ; 

 3) X Y X Y    (uchburchak tengsizligi) 

bu yerda, ,X Y , Z  n  oʻlchovli vektorlar va   ixtiyoriy son. 

 6-misol. Quyidagi vektorlarning uzunliklarini toping: 

 

1
2

3 2
5

1) 0 ; 2) ; 3) .3
2

4 4
3

3

A B C

 
                          
    

 

 Yechish. 2 2 21) 3 0 4 9 16 25 5A       

  2 2 2 22) | | 2 5 ( 2) 3 4 25 4 9 42B            

 2 2 2 2 23) 1 2 3 ( 4) ( 3) 1 4 9 16 9 39.C               

 
5-ta’rif. Agar ikkita noldan farqli vektorlarning skalyar koʻpaytmasi nolga teng 
boʻlsa, u holda bunday vektorlar ortogonal vektorlar deyiladi. 
 
 7-misol. a  parametrning qanday qiymatida quyidagi vektorlar ortogonal 
boʻladi: 

3 2

0 5
.

6

1 0

X va Y
a

   
   
    
   
      

 

 Yechish. Bu vektorlarning skalyar koʻpaytmasini hisoblaymiz 

   ( , ) 3 2 0 5 6 1 0 6 6.X Y a a             

Masala shartiga koʻra, 6 6 0,a   1a  . 

 
nR  arifmetik fazoda kiritilgan skalyar koʻpaytma xossalaridan foydalanib 

quyidagi teoremani isbotlaymiz. 
 

Teorema. nR  arifmetik fazodan olingan ixtiyoriy X  va Y  vektorlar uchun 

2 2

1 1 1

( , ) .
n n n

i i i i
i i i

X Y X Y yoki x y x y
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 Isbot. Ixtiyoriy R  uchun 
20 2( X Y ,X Y ) ( X ,X ) ( X ,Y ) (Y ,Y )          

Ixtiyoriy R  ga nisbatan hosil boʻlgan bu kvadrat uchhad nomanfiyligidan bu 
kvadrat uchhadning diskriminanti manfiy boʻlmasligini bilamiz. Bundan 

24 4 0( X ,Y ) ( X ,X )(Y ,Y )   yoki ( , )X Y X Y  . 

Bu teorema asosida nR  arifmetik fazo vektorlari orasidagi burchak tushunchasini 
kiritamiz. 
 
6-ta’rif. Ikkita n  oʻlchovli noldan farqli X  va Y  vektorlar orasidagi burchak 

1

2 2

1 1

( , )
cos , [0; ]

n

i i
i

n n

i i
i i

x y
X Y

X Y
x y

  

 

  
 





 
 

formula bilan aniqlanadi. 
 

 
nR  arifmetik fazodagi n -oʻlchovli vektorlar orasidagi burchak ta’rifining 

korrektligi yuqorida isbotlangan Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan kelib chiqadi. 
 8-misol. (3; 4;2;5) ( 1;3; 7;2)X va Y    vektorlar berilgan: 

 ) 3 2a X Y  vektorni toping; 

  ) ,b X Y  skalyar koʻpaytmani toping; 

 )c X va Y  vektorlar orasidagi burchakni toping; 

 )d  Koshi – Bunyakovskiy tengsizligini tekshiring. 

 Yechish. 

3 1 7

4 3 6
) 3 2 3 2 .

2 7 8

5 2 19

a X Y

     
              
      
     
     

 

  ) , 3 12 14 10 19.b X Y         

 ) 9 16 4 25 54; 1 9 49 4 63.c X Y           

19 19 19
cos ; arccos arccos .

54 63 54 63 9 42
               

 

 ) 19 54 63 19 9 42 9 42 58,33.d       

 Elementar matematika, analitik geometriya, algebra va matematik analiz 
kurslarida turli tabiatli elementlar toʻplamlarini uchratish mumkin. Bular haqiqiy 
va kompleks sonlar toʻplamlari; toʻg’ri chiziqdagi, tekislikdagi va fazodagi 
vektorlar toʻplamlari; oldingi mavzularda biz tanishgan n -oʻlchovli vektorlar 
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toʻplamlari; bizga tanish boʻlgan matrisalar toʻplamlari; biror  ,a b  kesmada 

aniqlangan va uzluksiz funksiyalar toʻplamlari va hakozo. Bu toʻplamlar turli 
tabiatli boʻlsada, bu toʻplamlarning har birining elementlari orasida ularni qoʻshish 
va songa koʻpaytirish amallarini kiritish mumkin va bu toʻplamlar turli tabiatli 
boʻlishiga qaramasdan ular ustida kiritilgan qoʻshish va songa koʻpaytirish 
amallari juda koʻp umumiy xossalarga ega boʻladi. Biz quyida toʻplam 
elementlarining tabiatini hisobga olmasdan bu toʻplamlar uchun umumiy boʻlgan 
nazariya bilan tanishamiz. Bu ob’ektlardan biri chiziqli fazo boʻlib, iqtisodiy 
masalalarni yechishda juda muhim ahamiyatga ega.  
 
7-ta’rif. Agar elementlari ixtiyoriy tabiatli boʻlgan L toʻplam berilgan va bu 
toplam elementlari orasida qoʻshish va songa koʻpaytirish amallari kiritilgan, ya’ni 
 1) ixtiyoriy x L  va y L  elementlar juftiga x  va y  elementlarning 

yigʻindisi, deb ataluvchi yagona z x y L    element mos qoʻyilgan; 

 2) x L  element va K  ( K -haqiqiy yoki kompleks sonlar toʻplami) songa 
x  vektorning   songa koʻpaytmasi deb ataluvchi yagona z x L   element mos 
qoʻyilgan boʻlib, aniqlangan bu qoʻshish va songa koʻpaytirish amallari quyidаgi 8 
ta aksiomani bajarsa, u holda L  toʻplаm chiziqli (yoki vektor) fazo dеyilаdi: 
 1. Qoʻshish kommutativ, x y y x   ; 

 2. Qoʻshish assotsiativ, ( ) ( )x y z x y x     ; 

 3. L toʻplаmda barcha x  elementlar uchun x x   shartni 
qanoatlantiradigan nol element   mavjud; 
 4. L toʻplаmda har qanday x  element uchun ( )x x     shartni 

qanoatlantiradigan x qarama-qarshi element mavjud; 

 5.  x y x y     ; 

 6.   x x x      ; 

 7.    x x   ; 

 8. 1 x x  . 
 
 Bundan keyin biz chiziqli fazo elementlarini vektorlar deb aytamiz. Аgаr 
chiziqli fаzodаgi vеktorlаr uchun komplеks songа koʻpаytirish аmаli аniqlаngаn 
boʻlsа, u holdа bundаy fаzogа komplеks chiziqli fаzo dеyilаdi. Аgаr chiziqli 
fаzodаgi vеktorlаr uchun fаqаt hаqiqiy songа koʻpаytirish аmаli аniqlаngаn boʻlsа, 
u holdа bundаy fаzo hаqiqiy chiziqli fаzo dеyilаdi. 
 Chiziqli fаzoni аniqlovchi аksiomаlаrdаn, quyidаgi хossаlаrni аjrаtish 
mumkin: 
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 1) Hаr qаndаy chiziqli fаzo uchun yagonа  -nol vеktor mаvjud. 
 2) Hаr qаndаy chiziqli fаzodа hаr bir x  vеktor uchun ungа qаrаmа-qаrshi 

boʻlgаn yagonа  x  vеktor mаvjud. 

 3) Hаr qаndаy chiziqli fаzodа hаr bir vеktor uchun 0 0x   tеnglik oʻrinli. 
 Izoh. y x  vеktorlаr аyirmаsi dеb, y  vа x  vеktorlаr yigʻindisi 

tushunilаdi. 
 Yuqoridagi aniqlashimizga koʻra chiziqli fаzo elementlari turli tabiatli 
boʻlishi mumkin. Quyida biz chiziqli fаzolarni aniq misollarda koʻrib chiqamiz. 
 Misollar. 1. Barcha haqiqiy sonlar toʻplami haqiqiy sonlarni qoʻshish va 
koʻpaytirish amallariga nisbatan chiziqli fаzo tashkil qiladi. 
 2. Barcha kompleks sonlar toʻplami kompleks sonlarni qoʻshish va 
koʻpaytirish amallariga nisbatan chiziqli fаzo tashkil qiladi. 

 3. Oldingi mavzularda koʻrgan ( 1,2,3,..., )nR n k  fazolar vektorlarni 

qoʻshish va songa koʻpaytirish amallariga nisbatan chiziqli fаzo tashkil qiladi. 

 4. Elementlari n m -tartibli matrisalardan iborat boʻlgan n mM   matrisalar 
toʻplami matrisalarni qoʻshish va songa koʻpaytirish amallariga nisbatan chiziqli 
fаzo tashkil qiladi. 

 5.    , ,C a b a b  kesmada aniqlangan va uzluksiz barcha haqiqiy f f ( t )  

funksiyalar toʻplami funksiyalarni qoʻshish va songa koʻpaytirish 

 f g t f ( t ) g( t ), f ( t )    amallariga nisbatan chiziqli fаzo tashkil qiladi. 

 6. Darajasi n  dan yuqori boʻlmagan barcha koʻphadlar toʻplami 
koʻphadlarni qoʻshish va songa koʻpaytirish amallariga nisbatan chiziqli fаzo 
tashkil qiladi. 
 7. Darajasi roppa-rosa n  ga teng boʻlgan barcha koʻphadlar toʻplami 
koʻphadlarni qoʻshish va songa koʻpaytirish amallariga nisbatan chiziqli fаzo 
tashkil qilmaydi. Haqiqatan ham  

1
1 1 0

n n
n n nP P ( t ) a t a t a t a

     Λ  

va 
1

1 1 0
n n

n n nQ Q ( t ) a t b t b t b
     Λ  

n   darajali koʻphad lekin ( ) ( )n nP x Q x  koʻphadning darajasi n  dan kichik. 

Chiziqli fazoda elementlarning chiziqli kombinatsiyasi, chiziqli bogʻliqligi va 
erkliligi vektorlarga oʻxshab kiritiladi. 
 
8-ta’rif. L  chiziqli fazodan olingan 1 2 nx ,x ,...,x  elementlar va i R  ,( 1i ...n ) 

sonlar yordamida qurilgan 1 1 2 2 3 3 n nx x x ... x        ifodaga 1 2 nx ,x ,...,x  – 

elementlarning chiziqli kombinatsiyasi deyiladi. 
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9-ta’rif. Agar 1 1 2 2 n ny x x x          tenglik oʻrinli boʻlsa, u holda y  element 

1 2, ,..., nx x x  elementlarning chiziqli kombinatsiyasidan iborat deyiladi. 

 
10-ta’rif. Agar 1 2, ,..., n    koeffisiyentlardan hech boʻlmaganda bittasi noldan 

farqli boʻlganda 1 1 2 2 n nx x x           tenglik oʻrinli boʻlsa, u holda 

1 2 nx ,x ,...,x elementlar chiziqli bogʻliq deyiladi. 

 Agar 1 1 2 2 n nx x x           tenglik 1 2, ,..., n    koeffisiyentlardan 

barchasi nolga teng boʻlgandagina oʻrinli boʻlsa, u holda 1 2 nx ,x ,...,x  – elementlar 

chiziqli erkli deyiladi. Bu yerda,  -chiziqli fazoning nol elementi. 
 
11-ta’rif. Agar L  chiziqli fаzoda n  ta chiziqli erkli elementlar mavjud boʻlib, har 
qanday 1n   ta element chiziqli bogʻliq boʻlsa, u holda L  chiziqli fаzoning 
oʻlchovi n  ga teng deyiladi. 
 
12-ta’rif. n -oʻlchovli L  chiziqli fаzoda har qanday n  ta chiziqli erkli vektorlar 
sistemasi bu fazoning bazisi deyiladi. 
Odatda bazis vektorlar sistemasi 1 2, ,..., ne e e  kabi belgilanadi. 

 
Masalan, darajasi n  dan oshmaydigan barcha koʻphadlar toʻplami chekli oʻlchovli, 
ya’ni ( 1n  ) oʻlchovli chiziqli fazo tashkil qiladi. Bu fazoning bazisini 

 21 n, t , t ,...,t  vektorlar sistemasi tashkil qiladi. 

 9-misol. Barcha ikkinchi tartibli matrisalarning chiziqli fazosini qaraymiz  

11 122
11 12 21 22

21 22

a a
M : a ,a ,a ,a R

a a

  
   
  

 

Bu chiziqli fazoning bazisi va oʻlchamini toping. 
 Yechish. Bu fazoning bazislaridan biri sifatida quyidagi matrisalar 
sistemasini olish mumkin. 

1 2 3 4

1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 1
e , e , e , e

       
          
       

 

Chunki ixtiyoriy 2-tartibli matrisani bu matrisalarning chiziqli kombinatsiyasi 
orqali quyidagicha yozish mumkin 

11 12
11 1 12 2 21 3 22 4

21 22

a a
a e a e a e a e

a a

 
    

 
 

1 2 3 4

1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 1
e , e , e , e
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matrisalar sistemasining chiziqli erkliligini koʻrsatamiz. Buning uchun quyidagi 
tenglikni qaraymiz: 

11 12
11 1 12 2 21 3 22 4

21 22

0 0

0 0

a a
a e a e a e a e

a a

   
       

  
. 

Bu tenglik faqat va faqat 11 120, 0,a a   21 220, 0a a   bajarilsagina oʻrinli 

boʻlgani uchun  

1 2 3 4

1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 1
e , e , e , e

       
          
       

 

matrisalar sistemasi 2M  fazoning bazisi hisoblanadi. Bundan 2M  fazoning 
oʻlchovi 4 ga tengligi ham kelib chiqadi. 
 
Teorema. n -oʻlchovli L  chiziqli fаzoning har bir elementi bazis vektorlarining 
chiziqli kombinatsiyasi koʻrinishida bir qiymatli yoziladi. 
 

 Isbot. Faraz qilaylik,  1 2, ,..., ne e e  – elementlar sistemasi L  fazoning 

bazisi va x L  ixtiyoriy element boʻlsin. U holda  1 2, ,..., ,ne e e x  elementlar 

sistemasi L  fazoda chiziqli bogʻliq boʻladi. U holda barchasi bir vaqtda nolga teng 

boʻlmagan  1 2, ,..., ,n     sonlar ketma-ketligi mavjudki, 

1 1 2 2 n nx x x x                (1) 

tenglik oʻrinli boʻladi. Bu yerda 0   boʻladi, aks holda 

1 1 2 2 n nx x x           tenglikda  1 2, ,..., n    sonlarning hech 

boʻlmaganda bittasi noldan farqli boʻlishi kerak, ammo bu  1 2, ,..., ne e e  

elementlar sistemasining bazisligiga ziddir. Chunki 

1 1 2 2 1 0n n ne e e ...                . (1) tenglikdan quyidagiga ega 

boʻlamiz: 

1 2
1 2 ... n

nx e e e
 

  
      

yoki ( 1,2,..., )i
i i n





    belgilashdan, 

1 1 2 2 ... n nx e e e      ,    (2) 

ya’ni L  fazoning ixtiyoriy elementi bazis elementlarining kombinatsiyasi, 
koʻrinishida ifodalanadi. 
 Endi (2) yoyilma bir qiymatli yoʻzilishini isbotlaymiz. Faraz qilaylik, bu x  
elementni boshqa koʻrinishda ham ifodalash mumkin boʻlsin: 

1 1 2 2 ... n nx e e e           (3) 

(2) va (3) ifodalarni hadma-had ayirib quyidagini hosil qilamiz 
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1 1 1 2 2 2( ) ( ) ... ( )n n ne e e             . 

Bu tenglikdan va  1 2, ,..., ne e e  elementlar sistemasining bazisligidan 

1 1 2 2 ... 0n n             yani 1 1 2 2, ,..., n n        . Demak (2) 

yoʻyilma yagona boʻladi. 
 

13-ta’rif. (2) tenglik x L  elementning  1 2, ,..., ne e e  bazis vektorlari boʻyicha 

yoyilmasi deyiladi, 1 2, ,..., n    sonlarga esa x  elementning bu bazis vektorlar 

boʻyicha koordinatalari deyiladi. 
 
Chiziqli fazo elementlari uchun chiziqli bogʻliqlik va erklilik tushunchalariga 
misollar koʻramiz. 

 10-misol. [ , ]C a b  fazoda 1
tx e  va 2 3 tx e  funksiyalar chiziqli bogʻliq 

boʻladimi? 
 Yechish. Bu vektorlarning quyidagicha chiziqli kombinatsiyasini tuzamiz va 
uni nolga tenglaymiz  

1 1 2 2 1 20 3 0t tx x e e        , 1 23 0   . 

Demak, bu funksiyalar chiziqli bogʻliq. 

 Xuddi shunga oʻxshab koʻrsatish mumkinki [ , ]C a b  fazoda 2
1y sin t , 

2
2y cos t , 3

1

2
y   funksiyalar ham chiziqli bogʻliq boʻladi. Chunki  

1 2 32 0y y y   . 

 
14-ta’rif. Agar chiziqli fazo cheksiz sondagi chiziqli erkli vektorlar sistemasiga 
ega boʻlsa, u holda bunday chiziqli fazoga cheksiz oʻlchovli chiziqli fazo deyiladi. 
 
 Yuqorida koʻrilgan [ , ]C a b  fazo cheksiz oʻlchovli chiziqli fazo boʻladi, 

chunki  21 n, t , t ,...,t ...  funksiyalar barcha n N  lar uchun chiziqli erkli boʻladi. 

 
15-ta’rif. L  chiziqli fаzoning V  qism toʻplamining oʻzi ham L  da aniqlangan 
elementlarni qoʻshish va elementlarni songa koʻpaytirish amallariga nisbatan 
chiziqli fazo boʻlsa, u holda V  fazo L  fazoning chiziqli qism fazosi deyiladi. 
 
Teorema. L  fazoning boʻsh boʻlmagan V  qism toʻplami uning chiziqli qism 
fazosi boʻlishi uchun quyidagi shartlarning bajarilishi yetarli: 
 1. Agar x  va y  vektorlar V  ga tegishli boʻlsa, u holda x y  vektor ham V  

ga tegishli boʻlishi; 
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 2. Agar x  vektor V  ga tegishli boʻlsa, u holda x  vektor ham   sonning 
istalgan qiymatida V  ga tegishli boʻlishi. 
 
 11-misol. Barcha n -tartibli kvadrat matrisalar chiziqli fazosini qaraymiz. Bu 
fazo uchun barcha n -tartibli diagonal matrisalar fazosi chiziqli qism fazo 
boʻladimi? 
 Yechish. Ixtiyoriy  

11 11

22 22
1 2

0 ... 0 0 ... 0

0 ... 0 0 ... 0

... ,,, ... ... ... ... ... ...

0 0 ... 0 0 ...nn nn

a b

a b
D D

a b

   
   
    
   
   
   

 

matrisalarni qaraymiz. Ma’lumki bunda 

11 11

22 22
1 2

0 ... 0

0 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... nn nn

a b

a b
D D

a b

 
   
 
  

 

ya’ni ikkita diagonal matrisaning yigʻindisi yana diagonal matrisa boʻladi. 
 Endi diagonal matrisaning   songa koʻpaytmasini tekshiramiz: 

11 11

22 22
1

0 ... 0 0 ... 0

0 ... 0 0 ... 0

... ,,, ... ... ... ... ... ...

0 0 ... 0 0 ...nn nn

a a

a a
D

a a




 



   
   
     
   
   
   

 

ya’ni diagonal matrisani   songa koʻpaytirsak yana diagonal matrisa hosil boʻladi. 
Bundan tashqari bizga ma’lumki, n -tartibli matrisalar uchun chiziqli fazo uchun 
oʻrinli boʻlgan yuqoridagi 8 ta aksioma bajariladi. Demak, n -tartibli diagonal 
matrisalar fazosi n -tartibli matrisalar fazosining qism fazosi boʻlganligi sababli 
yuqoridagi teoremaga asosan barcha n -tartibli diagonal matrisalar toʻplami 
chiziqli qism fazo tashkil qiladi. 
 Mashqni bajaring. 
 1. Barcha n -tartibli kvadrat matrisalar fazosini va barcha n -tartibli 
simmetrik matrisalar toʻplamini qaraymiz. Agar barcha n -tartibli simmetrik 
matrisalar toʻplami barcha n -tartibli kvadrat matrisalar fazosining chiziqli qism 
fazosi boʻlsa, chiziqli qism fazoning oʻlchovini toping.  
 
16-ta’rif. n -oʻlchovli haqiqiy L  chiziqli fazoning har bir x  va y  vektorlar juftligi 

uchun mos ravishda skalyar koʻpaytma, deb ataluvchi ( , )x y  haqiqiy son mos 
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qoʻyilgan boʻlib, quyidagi shartlar bajarilsa, L  chiziqli fazoda skаlyar koʻpаytmа 
aniqlangan, deyiladi: 

1)  , 0x x  , ixtiyoriy x L  uchun  , 0x x x    ;  

2)    , ,x y y x ; 

3)      , , ,x y z x z y z   ; 

4)    , ,x y x y  . 

 
17-ta’rif. Agar n -oʻlchovli haqiqiy chiziqli fazoda skаlyar koʻpаytmа aniqlangan 

boʻlsa, bu fazo n -oʻlchovli Yevklid fаzosi dеyilаdi va nE  koʻrinishda belgilanadi. 
 
Har qanday n -oʻlchovli haqiqiy arifmetik fazoda skаlyar koʻpаytmаni aniqlash 
orqali uni Yevklid fаzosigа aylantirish mumkin. 
 12-misol. Korxona jadvalda koʻrsatilgan miqdorda 4 turdagi mahsulot ishlab 
chiqaradi.  
 

Mahsulot turlari B1 B2 B3 B4 
Mahsulot miqdori 

(birlik) 
50 80 20 120 

Bir birlik mahsulot 
uchun xom ashyo sarfi 

7 3,5 10 4 

Mahsulot hajmining 
oʻzgarishi 

+5 -4 -2 +10 

 
Mahsulot ishlab chiqarish uchun sarflanadigan umumiy xom ashyo miqdori va 
mahsulot hajmining oʻzgarishidagi uning oʻzgarishini toping. 

 Yechish. Umumiy xom ashyo miqdori S )120;20;80;50(x  va 

)4;10;5,3;7(y  vektorlarning skalyar koʻpaytmasi boʻladi: 

 , 50 7 80 3,5 20 10 120 4 1310( )S x y kg           

Skalyar koʻpaytmaning xossasidan, umumiy xom ashyo miqdorining oʻzgarishini 
topamiz. 

     , , , 5 7 4 3,5 2 10 10 4 41( ).S x x y x y x y kg                 

Yevklid fаzosidа x  vеktorning uzunligi (normаsi) dеb uning skаlyar kvаdrаtidаn 
olingаn kvаdrаt ildizgа аytilаdi: 

2 2 2
1 2( , ) ... nx x x x x x      

 Vеktorning uzunligi uchun quyidаgi хossаlаr oʻrinlidir: 

 1. 0x   boʻladi faqаt vа fаqаt 0x   boʻlsagina; 
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 2. x x   , bundа R ; 

 3. ( , )x y x y   (Koshi-Bunyakovskiy tеngsizligi); 

 4. yxyx   (uchburchаk tеngsizligi). 

 Noldan farqli vektorlardan tashkil topgan vektorlar sistemasidagi 
vektorlarning har qanday ikki jufti oʻzaro ortogonal boʻlsa, u holda sistema 
ortogonal vektorlar sistemasi deb ataladi. 
 Teng oʻlchovli 1 2, ,..., ka a a  chiziqli erkli vektorlar sistemasi ustida ortogonal 

vektorlar sistemasini qurish, ya’ni uni 1 2, ,..., kb b b  ortogonal vektorlar sistemasi 

bilan almashtirish mumkin. Buning uchun Shmidt formulalaridan foydalanamiz: 
 1 11) b a , deb olib keyingi qadamda  

 
 
 

1

t
1

2) ,





 


t

i t
t i

i i i

b a
b a b

b b
2, 3, ...,t k  

Masalan, 1(1, 1, 1)a


, 2 (0, 1, 1)a


, 3 (0, 0, 1)a


 vektorlar sistemasi ustida ortogonal 

vektorlar sistemasini quramiz. 
 Birinchi navbatda 1(1, 1, 1)a


, 2 (0, 1, 1)a


, 3 (0, 0, 1)a


 vektorlar sistemasining 

rangini aniqlab olamiz 

1 1 1

0 1 1 1

0 0 1

  

1 2 3( , , ) 3rang a a a 
  

 boʻlganligi sababli bu sistemadagi vektorlar chiziqli erkli. 

Sistemani ortogonal sistemaga aylantirish uchun Shmidt formulasidan 
foydalanamiz: 

 1 11) (1, 1, 1)b a
 

; 

 
 
     1 2

2 2 1

1 1

, 2 2 1 1
2) 0, 1, 1 1, 1, 1 , ,

3 3 3 3,

b a
b a b

b b

       
 

 
 

  ; 

 
 
 

 
 

1 3 2 3

3 3 1 2

1 1 2 2

, 1 1
3) 0; ;

2 2,

b a b a
b a b b

b b b b

      
 

  
  

    . 

Berilgan vektorlar sistemasi ustida qurilgan ortogonal sistema vektorlarini butun 

koordinatali vektorlarga aylantirish uchun 1 1 (1, 1, 1)c b


; 2

2 1 1
, ,

3 3 3
b    

 


 ni unga 

kollinear boʻlgan 2 2

1
( 2, 1, 1)

3
c b 


 bilan; 3

1 1
0; ;

2 2
b    

 


 ni esa unga kollinear 



 

103 

boʻlgan 3 3

1
(0, 1, 1)

2
c b 


 bilan almashtirib va 1 1 (1, 1, 1)c b


 belgilash kiritib: 

1(1, 1, 1)c


, 2 ( 2, 1, 1)c 


, 3 (0, 1, 1)c 


ortogonal vektorlar sistemasini hosil qilamiz. 

Nol boʻlmagan b  vektorning birlik vektori, deb 
b

b
vektorga aytiladi. 

 Har bir vektori birlik vektorga keltirilgan ortoganal sistemaga ortonormal 
vektorlar sistemasi deyiladi. 

 Yuqoridagi misolda topilgan ortogonal 1(1, 1, 1)c


, 2 ( 2, 1, 1)c 


, 3 (0, 1, 1)c 


 

vektorlar sistemasini ortonormal vektorlar sistemasiga keltiramiz. 

 1

2 2 2
1

1 1 1 1
1, 1, 1 , ,

3 3 31 1 1

b

b

 
   

  


  

 2

2 2 2
2

1 2 1 1
2, 1, 1 , ,

6 6 6( 2) 1 1

b

b

 
    

   


  

 3

2 2 2
3

1 1 1
0, 1, 1 0, ,

2 20 ( 1) 1

b

b

     
   


  

n -oʻlchovli Yevklid fazosida 1 2, ,..., ne e e  vektorlar i j  da  , 0i je e   boʻlsa 

ortogonal bazis, 1,2,...,i n  da 1ie   boʻlsa ortonormallangan bazis tashkil qiladi. 

 Mashqlarni bajaring. 
 1) Tekislikda boshi koordinatalar boshida uchi I chorakda boʻlgan vektorlar 
toʻplami vektorlarni qoʻshish va songa koʻpaytirish amallariga nisbatan chiziqli 
fazo tashkil qiladimi? 
 2) Tekislikda birorta vektorga parallel boʻlgan vektorlar toʻplami vektorlarni 
qoʻshish va songa koʻpaytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil qiladimi? 

 3) 1R barcha musbat haqiqiy sonlar toʻplami boʻlsin. Bu toʻplamda 

quyidagicha amal kiritamiz: ikki son yigʻndisi sifatida ularning oddiy 

koʻpaytmasini, 1r R  ning   songa koʻpaytmasi sifatida esa r  ni tushunamiz. 

Bu kiritilgan amallarga nisbatan 1R  chiziqli fazo tashkil qiladimi? 

 4) 2 3( ) 5 2( 1) 3( 1) ( 1)P t t t t        koʻphadning quyidagi bazisga 

nisbatan koordinatalarini toping. 

 a) 2 3
1 1 1 11, , ,e e t e t e t    ; 

 b) 2 3
1 2 3 41, 1, ( 1) , ( 1)e e t e t e t       . 
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Oʻz-oʻzini tekshirish uchun savollar 
1. n -oʻlchovli haqiqiy arifmetik fazo deganda nimani tushunasiz? 
2. Vektorlar ustida chiziqli amallar deganda qanday amallar tushuniladi? 
3. Vektorlar ustida bajariladigan chiziqli amallar boʻysunadigan xossalarni 

sanab oʻting? 
4. Vektorlarning skalyar koʻpaytmasi deb nimaga aytiladi? 
5. Arifmetik vektor uzunligi deb nimaga aytiladi? 
6. Vektorlarning uzunligi boʻysunadigan qanday xossalarni bilasiz? 
7. Vektorlarning skalyar koʻpaytmasi boʻysunadigan qanday xossalarni bilasiz? 
8. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini yozing? 
9. Vektorlarning chiziqli kombinatsiyasi deb nimaga aytiladi?   
10. Ortogonal vektorlar sistemasi deb qanday sistemaga aytiladi? 
11. Chiziqli fazo deb nimaga aytiladi?  
12. Chiziqli fazoning qism osti fazosi deb nimaga aytiladi? Misollar keltiring. 
13. Chiziqli fazoda elementlarning chiziqli kombinatsiyasi. 
14. n -oʻlchovli chiziqli fazo deb qanday chiziqli fazoga aytiladi? 
15. Chiziqli fazo oʻlchovi deb nimaga aytiladi? 
16. n -oʻlchovli chiziqli fazo bazisi deb nimaga aytiladi? 
17. Chiziqli fazo elementlarining bazis vektorlari boʻyicha yoyilmasi, 

elementlarining bazisdagi koordinatalari. 
18. Har qanday xєLn vektorni fazoning bazisi orqali yoyish mumkinmi? 
19. Vektorning biror-bir bazisdagi koordinatalari deb nimaga aytiladi? 
20. Qanday chiziqli fazoga Yevklid fazo deyiladi? 

 
 

10-mavzu. Chiziqli operatorlar va ularning xossalari 
 

Reja: 
10.1. Chiziqli operator tushunchasi. 
10.2. Chiziqli operator matrisasi. 
10.3. Chiziqli operatorlar ustida amallar. 
10.4. Oʻtish matrisasi. 
10.5. Operatorning xos qiymatlari va xos vektorlari. Chiziqli operator matrisasini 
diagonal shaklga keltirish. 
 
 Tayanch soʻz va iboralar: Operator, chiziqli operator, operatorning 
matrisasi, operatorning rangi, nol operator, birlik operator, matrisaning xos vektori, 
matrisaning xos qiymati, xarakteristik tenglama, chiziqli operator matrisasining 
diagonal shakli. 
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 Matrisalar algebrasining asosiy tushunchalaridan biri – chiziqli operatorlar 
tushunchasidir. Faraz qilaylik, bizga 1,L L  chiziqli fazolar berilgan boʻlsin. 

 

1-ta’rif. Agar biror A% qoida yoki qonun boʻyicha har bir x L  elementga 1y L  

element mos qoʻyilgan boʻlsa, u holda L  fazoni 1L  fazoga oʻtkazuvchi A% operator 

(almashtirish, akslantirish) aniqlangan deyiladi va y A( x ) %  koʻrinishda 

belgilanadi. 
 
2-ta’rif. Agar ixtiyoriy , ,x y L R   uchun: 

 1) ( ) ( ) ( )A x y A x A y     (operatorning additivligi); 

 2) ( ) ( )A x A x   (operatorning bir jinsliligi) munosabatlar oʻrinli boʻlsa, u 

holda bu operator chiziqli operator deyiladi. 
 

 1-misol. A operator 2 3:A R R  almashtirishni amalga oshiradi. Agar bu 

operator almashtirishni        2 3, , , , , , , ,A x y x y x y x y R x y x y R      

formula yordamida amalga oshirsa, u holda bu operatorning chiziqli operator 
ekanligini koʻrsating. 

 Yechish. Ma’lumki,  1 1 1,a x y  va  2 2 2,a x y  vektor uchun 

 1 2 1 2 1 2,a a x x y y    . U holda  1 2 1 2 1 2,a a x x y y     elementga A% 

operatorni ta’sir ettirsak, quyidagiga ega boʻlamiz: 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 2 2 2 2 1 2

( ) ( , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( ) ( ).

A a a A x x y y x x y y x x y y

x y x y x y x y A a A a

          

     

 
   

Bu esa A  operatorning additivligini koʻrsatadi. 
 Endi operatorning bir jinsli ekanligini tekshiramiz. Ma’lumki, 1 1 1( , )ka kx ky  

U holda 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( ).A ka A kx ky kx ky kx ky k x y x y kA a         

Demak, biz oʻrganayotgan operator chiziqli operatordir. 
 Mashqlarni bajaring. 

 1) 2 2
1 2 1 2 1 2: , ( , ) ( , 3 2 )T R R T x x x x x x      operator berilgan. Bu 

operatorning chiziqli isbotlang. 

 2)  1 2 3 2 1 2 3 1 2 3( , , ) 4 , 2 , 5 4A x x x x x x x x x x      operator berilgan. Bu 

operatorlarning chiziqli ekanligini isbotlang. 

 3) 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ), ( , ) ( , )A x x x x x x B x x x x x x        operatorlar 

berilgan. Bu operatorlarning chiziqli ekanligini isbotlang. 
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°
1y A( x ) L   element x L  elementning aksi, x L  elementning oʻzi esa 1y L  

elementning proobrazi deyiladi. Agar 1L L  boʻlsa, u holda A  operator L  fazoni 

oʻzini oʻziga akslantiruvchi operator boʻladi. Biz koʻproq fazoni oʻzini oʻziga 
akslantiruvchi operatorlarni oʻrganamiz. 
 

Teorema. Har bir : n nA L L  chiziqli operatorga berilgan bazisda n  tartibli 
matrisa mos keladi va aksincha har bir n -tartibli matrisaga n -oʻlchovli chiziqli 

fazoni, n  oʻlchovli chiziqli fazoga akslantiruvchi A  chiziqli operator mos keladi. 
 

 Isbot. Faraz qilaylik : n nA L L  chiziqli operator boʻlsin. Agar 

 1 2, ,..., n
ne e e L  vektorlar sistemasi nL  fazoning bazisi boʻlsa, u holda ixtiyoriy 

nx L  elementni bu bazis elementlari orqali yozish mumkin: 

1 1 ... n nx x e x e   .     (1) 

Bu yerda biz A  operatorning chiziqliligidan foydalanib, ( )A x  ni quyidagicha yoza 

olamiz: 
° °   ° °

1 1 1 1( ) ... ( ) ... ( )n n n nA x A x e x e x A e x A e      .  (2) 

Bu yerda har bir °( ) ( 1, )iA e i n  elementlar oʻz navbatida nL  fazoning elementlari 

boʻlganligi sababli, bu elementlarni ham  1 2, ,..., ne e e  bazis orqali yozish mumkin: 

°
1 1( ) ...i i ni nA e a e a e   .     (3) 

U holda (3) dan foydalanib (2) ifodani quyidagicha yozish mumkin: 
°

1 11 1 21 2 1 2 12 1 22 2 2

1 1 2 2 11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2 1 1 2 2

( ) ( ... ) ( ... ) ...

( ... ) ( ... )

( ... ) ... ( ... )

n n n n

n n n nn n n n

n n n n nn n n

A x x a e a e a e x a e a e a e

x a e a e a e a x a x a x e

a x a x a x e a x a x a x e

        

        

        

    (4) 

Ikkinchi tomondan °y A( x )  element ham  1 2, ,..., ne e e  bazis elementlari 

boʻyicha quyidagi yoyilmaga ega: 
°

1 1 2 2 n ny A( x ) y e y e ... y e     .   (5) 

 Vektorning bitta bazis boʻyicha yoyilmasi yagonaligidan (4) va (5) 
tengliklarning oʻng tomonlarini tenglashtirib, quyidagini olamiz. 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n n nn n

y a x a x ... a x

y a x a x ... a x

............................................

y a x a x ... a x

   
    


    

 

yoki matrisa koʻrinishida Y AX , bu yerda  
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11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
A ,

a a a

 
 
 
 
 
 

Λ

Λ

Μ Μ Λ Μ

Λ

    

1

2

n

x

x
X ,

x

 
 
 
 
 
 

Μ
    

1

2

n

y

y
Y

y

 
 
 
 
 
 

Μ

 
 

3-ta’rif. ( ) ( , 1,2,..., )ijA a i j n   matrisa °A  operatorning  1 2, ,..., ne e e  

bazisdagi matrisasi, ( ) ( , 1,2,..., )ijA a i j n   matrisaning rangi esa °A  

operatorning rangi deyiladi. 
L  fazoning barcha vektorlarini   nol vektorga akslantiruvchi ( )x   operator 

nol operator, °( )E x x  tenglikni qanoatlantiruvchi operator birlik operatori deb 

ataladi. 
 

 

 2-misol. 3R  fazoda  1 2, ,..., ne e e  bazisda chiziqli operator matrisasi 

3 2 4

1 5 6

1 8 2

A

 
   
 
 

 

berilgan boʻlsin. 1 2 34 3x e e e    vektorning °( )y A x  aksini toping. 

 Yechish. Yuqorida qayd qilingan formulaga koʻra  

1

2

3

3 2 4 4 10

1 5 6 3 13

1 8 2 1 18

y

y

y

      
                

           

 

Demak, 1 2 310 13 18y e e e   . 

 3-misol. 

1 2
1

1 23 4
2

3
3

1

: ;

x x
x

x x
T R R T x

x
x

x

 
              

 

 operatorning matrisasini toping. 

 Yechish.  1 2 3( ) ( ) ( )A T e T e T e  matrisaning har bir elementini topamiz:  

1

1 0 1
1

1 0 1
( ) 0 ,

0 0
0

1 1

T e T
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2

3

0 1 1
0

0 1 1
( ) 1 ,

0 0
0

0 0

0 0 0
0

0 0 0
( ) 0 .

1 1
1

0 0

T e T

T e T

   
                        

   
   

                       
   

 

U holda  

1 1 0

1 1 0

0 0 1

1 0 0

A

 
  
 
 
 

. 

 Mashqlarni bajaring. 

 1) 4R  fazoning  1 2 3 4, , ,e e e e  bazisida °A  chiziqli operator matrisasi 

1 2 0 3

4 5 2 5

3 4 7 0

6 3 2 1

A

 
 
 
 
 
 

 

koʻrinishda berilgan boʻlsin. 1 2 3 43 2 2x e e e e     vektorning aksini toping. 

 2) 4R  fazoning  1 2 3 4, , ,e e e e  bazisida °A  chiziqli operator matrisasi 

2 2 3 3

0 5 2 5

1 4 7 0

1 3 2 1

A

 
 
 
 
 
 

 

koʻrinishda berilgan boʻlsin. 1 2 3 43 4 3x e e e e     vektorning aksini toping. 

 Chiziqli operatorlar ustida bajariladigan amallar bilan tanishib chiqamiz. nR  

chiziqli fazoda ° °,A B  chiziqli operatorlar berilgan boʻlsin. 

 

4-ta’rif. ° °  ° °( ) ( ) ( )A B x A x B x    tenglik bilan aniqlanadigan operatorni ° °,A B  

operatorlarning yigʻindisi deb ataladi. 
 
° °A B  operator chiziqlidir. 
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 Haqiqatan ham, ixtiyoriy , nx y R  vektorlar va R   son uchun: 

 1)  ( ) ( ) ( )A B x y A x y B x y           

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );A x A y B x B y A B x A B y               

 2)  ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))A B x A x B x A x B x             

 ( ( ) ( )) ( )( )A x B x A B x       
    

munosabatlar oʻrinli. Bu esa ° °A B  operator chiziqli ekanligini koʻrsatadi. 
 

5-ta’rif.    ( ) ( )AB x B A x    tenglik bilan aniqlanadigan, ya’ni ° °,A B  operatorlarni 

ketma-ket bajarishdan hosil boʻlgan ° °AB  operator ° °,A B  operatorlarning 

koʻpaytmasi deyiladi. 
 
° °AB  operator chiziqlidir. 

 Haqiqatan ham, ixtiyoriy , nx y R  vektorlar va R   son uchun: 

 1)      ( ) [ ( )] ( ( ) ( )) ( ) ( );AB x y B A x y B A x A y AB x AB y                 

 2)  ( ) [ ( )] [ ( ( ))] [ ( ( ))] [( )( )]AB x B A x B A x B A x AB x                 

munosabat oʻrinli. Bu esa ° °AB  operator chiziqli ekanligini koʻrsatadi. 
 

6-ta’rif.    ( ) ( )A x A x    tenglik bilan aniqlanadigan °A  operator °A  

operatorlarning   songa koʻpaytmasi deyiladi. 
 
°A  operator chiziqlidir. 

 Haqiqatan ham, ixtiyoriy , nx y R  vektorlar va , R    sonlar uchun: 

 1)  ( ) [ ( )] ( ( ) ( ))A x y A x y A x A y          
 

   ( ( )) ( ( )) ( ) ( );A x A y A x A y           

 2)  ( ) [ ( )] [ ( ( ))] [ ( ( ))] [( )( )]A x A x A x A x A x                  

munosabat oʻrinli. Bu esa °A  operator chiziqli ekanligini koʻrsatadi. 
 Yuqoridagilardan quyidagi xulosalarni chiqarish mumkin. 
I. Ixtiyoriy bazisda chiziqli operatorlar yigʻindisining matrisasi bu 
operatorlarning oʻsha bazisdagi matrisalari yigʻindisiga teng. 
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II. Ixtiyoriy bazisda chiziqli operatorlar koʻpaytmasining matrisasi bu 
operatorlarning oʻsha bazisdagi matrisalari koʻpaytmasiga teng. 

III. Biror bir bazisda °A  chiziqli operatorning   songa koʻpaytmasini beruvchi 
matrisa bu operatorning shu bazisdagi matrisasini   songa koʻpaytirilganiga teng. 
 

7-ta’rif. ( )A x  operator uchun 1 1A A A A E        munosabat oʻrinli boʻlsa, u 

holda °
1

A


 operator °A  operatorga teskari operator deb ataladi. 
 

 Shuni ta’kidlab oʻtish kerakki, ( )A x  operatorga teskari operator mavjud 

boʻlishi uchun (bu holda ( )A x  operator aynimagan operator, deb ataladi) uning har 

qanday bazisdagi A  matrisasi aynigan boʻlmasligi zarur va etarlidir. 

 4-misol. Berilgan  1 2 3 2 1 2 3 1 2 3( , , ) 2 , 2 3 2 , 4 5A x x x x x x x x x x       va 

 1 2 3 1 2 2 3 2 3( , , ) 3 , 2 , 3B x x x x x x x x x       operatorlar berilgan. ° ° °C AB  

operator va uning matrisasi topilsin. 
 Yechish. Avval A  va B  matrisalarni topib olamiz: 

1 2 3

0 2 0

( ) 2 , ( ) 3 , ( ) 2

4 1 5

A e A e A e

     
             
          

   , 

1 2 3

3 1 0

( ) 0 , ( ) 2 , ( ) 1 .

0 1 3

B e B e B e

     
            
          

   

U holda 

0 2 0 3 1 0

2 3 2 , 0 2 1 .

4 1 5 0 1 3

A B

   
        
       

   

0 4 2

6 2 9 .

12 3 14

C AB

 
    
   

 

Bundan 

1

0

( ) 6 ,

12

С е

 
   
  


2

4

( ) 2 ,

3

С е

 
   
  


3

2

( ) 9 .

14

С е

 
   
 
 

  

 2 3 1 2 3 1 2 3( ) 4 2 , 6 2 9 , 12 3 14C x x x x x x x x x       . 

Mashqni bajaring. 

 1.  1 2 3 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) , 4 3 , 3 6A x x x x x x x x x x x        va 

 1 2 3 1 2 2 3 2 3( , , ) 3 , 4 , 5 3B x x x x x x x x x      operatorlar berilgan. ° ° °C AB  

operator va uning matrisasi topilsin. 
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Bitta chiziqli operatorning turli bazislardagi matrisalari orasidagi bogʻlanish 
haqidagi teoremani keltiramiz. 
 

Teorema. Agar °A  chiziqli operatorning  1 2, ,..., ne e e  va  * * *
1 2, ,..., ne e e  

bazislardagi matrisalari mos ravishda A  va A  matrisalardan iborat boʻlsa, u holda 
1A C AC   munosabat oʻrinli boʻladi. Bu yerda C  oʻtish matrisasi deb ataladi. 

 

 5-misol. 1 2{ , }e e  bazisda chiziqli operator matrisasi 
17 6

6 8
A

 
  
 

 berilgan 

boʻlsin. Yangi 
1 1 2

1 1 2

2

2

e e e

e e e





  


 
 bazisdagi chiziqli operator matrisasini toping. 

 Yechish. Oʻtish matrisasi 
1 2

2 1
C

 
   

, unga teskari matrisa 

1 1 21

2 15
C  

  
 

. Demak, yangi bazisda operatorning matrisasi quyidagi 

koʻrinishda boʻladi: 

1 1 2 17 6 1 2 5 01

2 1 6 8 2 1 0 205
A C AC .       

            
 

Mashqlarni bajaring. 

 1) 1 2{ , }e e  bazisda chiziqli operator 
1 2

3 1
A

 
  
 

 koʻrinishga ega. Yangi 

*
1 1 2

*
2 1 2

e e e

e e e

  


 
 bazisda chiziqli operatorning matrisasini toping. 

 2) 1 2{ , }e e  bazisda chiziqli operatorning matrisasi 
3 3

2 4
A

 
  
 

 koʻrinishga 

ega.Yangi 
*
1 1 2

*
2 1 2

2e e e

e e e

  


 
 bazisda chiziqli operatorning matrisasini toping. 

 Shuni ta’kidlab oʻtish kerakki, ( )A x  operatorga teskari operator mavjud 

boʻlishi uchun (bu holda ( )A x  operator aynimagan operator, deb ataladi) uning har 

qanday bazisdagi A  matrisasi aynigan boʻlmasligi zarur va etarlidir. 

 Agar °A  chiziqli operator va   son uchun 

( )A x x  
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tenglik oʻrinli boʻlsa, u holda   son ( )A x  operatorning xos soni, unga mos x  

vektorga esa operatorning xos vektori deb ataladi.  
 Yuqoridagi tenglikni operatorning matrisasidan foydalanib yozsak, u holda 
quyidagi tenglamalar sistemasini hosil qilamiz: 
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2211

2222121
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Bundan 

  0A E X   . 

 Ma’lumki bir jinsli sistema har doim nol yechimga ega. Sistema nolmas 
yechimga ega boʻlishi uchun esa uning koeffisiyentlaridan tuzilgan 
determinantning qiymati nolga teng boʻlishi zarur va yetarli, ya’ni 

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a ... a

a a ... a
A E

...

a a ... a











  


Μ Μ Μ

  

 (6) 

EA   determinant   ga nisbatan n  darajali koʻphaddir. Bu koʻphad ( )A x  

operatorning xarakteristik koʻphadi deb ataladi. (6) tenglama ( )A x  operatorning 

xarakteristik tenglamasi deyiladi. Chiziqli operatorning xarakteristik koʻphadi 
bazisni tanlashga bogʻliq emas. 

 6-misol.  1 2 3 1 2 3 1 3( ) 2 2 , 5 3 3 , 2A x x x x x x x x x        operatorning xos 

soni va xos vektorlarini toping. 

 Yechish. Avval A  operatorning matrisasini tuzib olamiz: 






















201

335

212

A . 

Berilgan operatorga mos keluvchi bir jinsli tenglamalar sistemasi quyidagi 
koʻrinishni oladi: 

 
 
 

1 2 3

1 2 3

1 3

2 2 0

5 3 3 0

2 0.

x x x

x x x

x x







   


   
   

 

Bundan xarakteristik koʻphadni topamiz: 
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   3

2 1 2

5 3 3 1 .

1 0 2

р


  



 
     

  
 

Demak, xos son 1    ekan. Bu sonni sistemaga qoʻysak, 

1 2 3

1 2 3

1 3

3 2 0,

5 2 3 0,

0.

x x x

x x x

x x

  
   
  

 

Bundan 1 2 1 3,x x x x   . Demak, 

1

1

1

X 
 
   
  

. 

Mashqlarni bajaring. 

 1) 
6 24

54 6
A

 
  
 

 matrisa bilan berilgan chiziqli operatorning xos soni va xos 

vektorlarini toping. 

 2)  1 2 3 1 2 3 1 3( ) 4 2 4 , 10 6 6 , 2 4A x x x x x x x x x        operatorning xos soni 

va unga mos keluvchi xos vektorlarini toping. 
 7-misol. Ushbu 

7 2 0

2 6 2

0 2 5

A

 
    
  

 

matrisaning xos soni va xos vektorlarini toping. 
 Yechish. Xarakteristik tenglamani tuzib yechamiz: 

7 2 0

2 6 2 0

0 2 5






 
   

 
; 

3 2

1 2 3

18 99 162 0,

3, 6, 9.

  
  

    
  

 

1 3   xos son uchun xos vektor 

1 2

1 2 3

2 3

4 2 0

2 3 2 0

2 2 0

x x

x x x

x x

  
    
   

 

tenglamalar sistemasidan aniqlanadi. 1x m , deb qabul qilib, 2 32 , 2x m x m   ni 

hosil qilamiz. Xos vektor: 
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1 2 2mi mj mk   
 

. 

Shunga oʻxshash 

2

1

2
mi mj mk   

 
; 

3

1

2
mi mj mk    

 
 

xos vektorlarni topamiz.  
 Izoh. Yuqorida keltirilgan misollardan koʻrinib turibdiki, chiziqli 
operatorning xarakteristik tenglamasi koʻp hollarda yuqori darajali tenglamalarga 
keltiriladi. Shu sababli biz quyida 3 va undan yuqori darajali tenglamalarning 
ildizlari haqidagi ba’zi tushunchalarni keltiramiz. Ma’lumki, tenglamaning ildizlar 
soni tenglama darajasi bilan aniqlanadi. 

3 2 0   y ay by c  

tenglamaning ildizlarini topish uchun uni 
3

 
a

y x  almashtirish yordamida 

3 0  x px q  

koʻrinishga keltiramiz va uning uchta ildizini Kardano formulasi: 

2 3 2 3

3 3
0 2 4 27 2 4 27
       

q q p q q p
x  

yordamida topamiz. 
4 3 2 0    y ay by cy d  

tenglamaning ildizini topish uchun uni 
4

 
a

y x  almashtirish yordamida 

4 2 0   x px qx r  

koʻrinishga keltiramiz va uning toʻrtta ildizini 

2
0 0

0

2
0 0

0

2 0,
2 2 2

2 0.
2 2 2

p q
x x

p q
x x

 


 


  
         


 

       
 

 

sistemaning ildizlari sifatida aniqlaymiz. Bu yerda 0   
2

2 24 2 0
4

  
 

      
 

p
q p r  

tenglama ildizlaridan biri. 
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 XIX asrning yigirmanchi yillarida Abel 5n  boʻlganda n -darajali 
tenglamalarning ildizlari uchun yuqoridagi kabi formulalar topish mumkin 
emasligini isbotlab uch asr davom etgan befoyda urinishlarga nuqta qoʻydi. XIX 
asrning 30-yillarida esa Galua qanday shartlar bajarilganda tenglamani yechish 
mumkinligi haqidagi masalani toʻliq tekshirib masalaga nuqta qoʻydi. 
 Xalqaro savdo modeli. Koʻpgina iqtisodiy masalalarning matematik modeli 
chiziqli modellarga keltirilishi sababli, chiziqli fazo elementlari iqtisodiyotda 
oʻzining muhim oʻrnini egallagan. 
 Matrisaning xos vektori va xos sonini topishga olib keladigan iqtisodiy 
jarayonning matematik modeli sifatida xalqaro savdo modelini keltirish mumkin. 
 nSSS n,,, 21   ta mamlakat boʻlib, ularning milliy daromadlari  mos ravishda 

nxxx ,,, 21   larga teng boʻlsin. ija  – jS  mamlakatning iS  mamlakatdan sotib olgan 

mahsulotlarga sarf qilgan milliy daromadning ulushi boʻlsin. Milliy daromad 
toʻlaligicha mamlakat ichida va boshqa mamlakatlardan mahsulot xarid uchun sarf 
boʻladi, deb hisoblaymiz, ya’ni  





n

i
ij nja

1

,,2,1,1   

tenglik oʻrinli boʻlishi kerak. Quyidagi matrisani qaraylik 






















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A






21

22221

11211

, 

bu matrisa savdo-sotiqning strukturaviy matrisasi, deb nomlanadi. Istalgan 

),1( niSi   mamlakat uchun ichki va tashqi savdodan hosil boʻlgan tushimi 

niniii xaxaxaP  2211  tenglik orqali aniqlanadi. Mamlakat olib borayotgan 

savdo-sotiqning muvozanatda boʻlishi uchun, har bir mamlakat savdosi 
kamomadsiz boʻlishi kerak, ya’ni har bir mamlakat savdosidan hosil boʻlgan 
tushum uning milliy daromadidan kam boʻlmasligi kerak. Ya’ni  

nixP ii ,1,   

 Agar ii xP  , deb faraz qilsak, u holda quyidagini hosil qilamiz,  





n

k
ikik nixxaPi

1

,1,  

bu yerdan  

 
 


n

i

n

i
ii xP

1 1

, 

ya’ni, 

    
     











n

i

n

i

n

k

n

k

n

k

n

k
ikk

n

i
ikkiki xxxaxaP

1 1 1 1 1 11
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ekanligi kelib chiqadi, bu esa qarama-qarshilikdir. Demak ii xP   tengsizlik oʻrniga 

ii xP   tenglik oʻrinli boʻlishligi kelib chiqadi. Iqtisodiy nuqtai nazardan bu 

tushunarli holatdir, chunki mamlakatlarning barchasi bir paytda foyda 

koʻrolmaydi. Mamlakatlar milliy daromadi uchun 





















nx

x

x

X

2

1

 vektorni kiritsak u 

holda ii xP  , ya’ni 



n

k
ikik nixxa

1

,1,  tengliklardan quyidagi tenglamani hosil 

qilamiz:  , ya’ni, qaralayotgan masala A -matrisaning 1  xos soniga mos 
keladigan xos vektorini topish masalasiga kelar ekan. 
 8-misol. Uch mamlakatdagi savdoning strukturali matrisasi quyidagi 
koʻrinishga ega: 

0,2 0,3 0,2

0,6 0,4 0,6 .

0,2 0,3 0,2

A

 
   
 
 

 

Balanslangan savdo uchun bu mamlakatlarning milliy daromadlari nisbatini 
aniqlang. 

 Yechish.   0A E x   tenglamani yechib yoki 

1

2

3

0,8 0,3 0,2 0

0,6 0,6 0,6 0

0,2 0,3 0,8 0

x

x

x

     
         

        

 

sistemani Gauss metodida yechib, 1   xos songa mos x  xos vektorni topamiz. 

Demak  ; 2 ; .x c c c  Olingan natijadan balanslangan savdo uchun bu uch 

mamlakatlarning milliy daromadlari nisbati 1: 2 :1 boʻladi. 
 

Oʻz-oʻzini tekshirish uchun savollar 
1. Ln fazoda bir bazisdan ikkinchi bazisga oʻtish matrisasi qanday tuziladi? 
2. Qanday haqiqiy elementli matrisaga ortogonal matrisa deyiladi? 
3. Ortogonal matrisa determinanti haqida nima deya olasiz? 
4. Chiziqli fazoning chiziqli almashtirishi yoki operatori deb nimaga aytiladi? 
5. Matrisaning o’xshashlik almashtirishi deganda nimani tushunasiz? 
6. Chiziqli almashtirish ustida bajariladigan qanday amallarni bilasiz? 
7. Chiziqli almashtirishning xos vektori va xos qiymati deb nimaga aytiladi? 
8. Xos vektorlarning qanday xossalarini bilasiz? 
9. Matrisaning xarakteristik ko’phadi bazis tanlanishiga bogʻliqmi? 
10. Qanday bazisda matrisa diagonal ko’rinishga ega bo’ladi? 



 

117 

11-mavzu. Kvadratik formalar 
 

Reja: 
11.1. Kvadratikformalar. 
11.2. Kvadratik formalarning kanonik ko’rinishi. 
11.3. Ortogonalalmashtirish. 
11.4. Inersiyaqonuni. 
11.5. Ishorasi aniqlangan kvadratik formalar. 
11.6. Ikkinchi tartibli chiziqlar. 
 
 Tayanch soʻz va iboralar: kvadratik formalar, kanonik ko’rinish, inersiya 
qonuni, ortogonal almashtirish, xos va xosmas kvadratik formalar, xos va xosmas 
chiziqli almashtirishlar, ikkinchi tartibli chiziqlar. 
 
 Kvadratik formalar nazariyasining manbalari ikkinchi tartibli chiziqlar va 
sirtlar nazariyasida yotadi. Ma’lumki, markazi koordinata boshida boʻlgan 

2 22Ax Bxy Cy D        (1) 

egri chiziqda 

cos sin ,

sin cos

x x y

y x y

 
 

  
   

     (2) 

almashtirish bajarib, ya’ni koordinata oʻqlarini  burchakka burib, (1) egri chiziq 
tenglamasini quyidagi 

2 2A x C y D            (3) 

“kanonik” koʻrinishga keltirish mumkin. (2) almashtirish xosmas chiziql I 
almashtirish deb ataladi, chunki 

cos sin
1

sin cos

 
 


 . 

 
1-ta’rif. n  ta 1 2, ,..., nx x x  noma’lumlarning ( )f x  kvadratik formasi, deb har bir 

hadi bu noʻmalumlarning kvadrati yoki ikkita noma’lumning koʻpaytmasidan 
iborat boʻlgan 

1 1

n n

ij i j
i j

f a x x
 

      (4)

yigʻindiga aytiladi. 
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 Kvadratik formaning ija  koeffisiyentlaridan foydalanib 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

 

kvadrat matrisani tuzish mumkin. Bu yerda A  matrisaning barcha xarakteristik 
ildizlari haqiqiy boʻlishi uchun ij jia a , deb faraz qilinadi. A  matrisaning rangi (4) 

kvadratikformaning rangi, deyiladi. A  matrisa aynimagan boʻlsa, (4) kvadratik 
forma xosmas deyiladi. 
 Kvadratik formaning koeffisiyentlari haqiqiy yoki kompleks sonlar 
boʻlishiga boʻgʻliq holda, kvadratik forma haqiqiy yoki kompleks deyiladi. 
 (4) ni matrisa formada quyidagacha yozish mumkin 

Tf X AX       (5) 

Bu yerda X va X   oʻzaro transponirlangan matrisalar boʻlib, 

1

2

n

x

x
X

x

 
 
 
 
 
 



 
 Ikki noʻmalumli kvadratik forma quyidagi koʻrinishda boʻladi  

  11 12 1
1 2

21 22 2

T a a x
f X AX x x

a a x

  
    

    

2 2 2 2
11 1 12 21 1 2 22 2 11 1 12 1 2 22 2 12 21( ) 2 , ( )f a x a a x x a x a x a x x a x a a         

Uchta noʻmalumning kvadratik formasi esa 

 
11 12 13 1

1 2 3 21 22 23 2

31 32 33 3

T

a a a x

f X AX x x x a a a x

a a a x

  
      
  
  

 

2
11 1 12 1 2 13 1 3 23 2 3

2 2
22 2 33 3 12 21 13 31 23 32

2 2 2

, ( , , )

f a x a x x a x x a x x

a x a x a a a a a a

    

    
 

koʻrinishda boʻladi. 
 Simmetrik matrisalar uchun ba’zi xossalarini keltirib oʻtamiz: 

 1) ( )T T TAB B A ; 

 2) TA A . 
 Bu xossalardan foydalanib quyidagi teoremani sxematik isbotlaymiz. 
 



 

119 

Teorema. A  matrisali n  noma’lumli kvadratik forma ustida Q  matrisali chiziqli 

almashtirish bajarilgandan soʻng u TQ AQ  matrisali yangi n  noma’lumli kvadratik 

formaga aylanadi. 
 
 Isbot. (4) formaga nisbatan 

1

n

i ik k
k

x q y


 , 

ya’ni X QY  chiziqli almashtirishni bajaramiz. U holda 1-xossaga koʻra
T T TX Y Q  tenglikni hosilqilamiz. U holda (4) quyidagi koʻrinishga keladi: 

( )T Tf Y Q AQ Y  yoki Tf Y BY . 

Bu yerda B  matrisa simmetrik boʻladi. 

 1-misol. 2 2
1 1 2 22 4 3f x x x x    kvadratik forma ustida  

1 1 2

2 1 2

2 3 ,x y y

x y y

 
  

 

almashtirish bajarilgandan soʻng hosil boʻlgan yangi kvadratik formani toping. 

 Yechish. Bu yerda kvadratik formaning matrisasi 
2 2

2 3
A

 
   

, chiziqli 

almashtirishning matrisasi esa 
2 3

1 1
C

 
  
 

 koʻrinishda boʻladi. U holda 

teoremaga asosan 

2 1 2 2 2 3 13 17

3 1 2 3 1 1 17 3
* TA C AC

      
              

. 

Bundan quyidagi kvadratik formani hosil qilamiz: 

1

2 2
1 2 113 34 3L y y y y   . 

Mashqlarni bajaring. 

 1) 2 2
1 1 2 28 3f x x x x    kvadratik forma ustida  

1 1 2

2 1 2

2 3 ,

3 2

x y y

x y y

 
  

 

almashtirish bajarilgandan soʻng hosil boʻlgan yangi kvadratik formani toping. 

 2) 2 2
1 1 2 25 4 2f x x x x    kvadratik forma ustida  

1 1 2

2 1 2

2 5 ,

2 3

x y y

x y y

 
  

 

almashtirish bajarilgandan soʻng hosil boʻlgan yangi kvadratik formani toping. 
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 Yuqoridagilarga asoslanib quyidagi xulosani chiqarish mumkin. 
 Chiziqli almashtirish bajarilgandan soʻng kvadratik formaning rangi 
oʻzgarmaydi. 
 
2-ta’rif. Agar (4) kvadratik formada turli noma’lumlarning koʻpaytmalari oldidagi 
barcha koeffisiyentlar nolga teng boʻlsa, u holda bu forma kvadratik formaning 
kanonik koʻrinishi deb ataladi. Shunday qilib, quyidagi 

2 2 2
1 1 2 2 .... n nf b y b y b y     

ifoda (4) formaning kanonik koʻrinishi deyiladi. 
 
 Shuni alohida ta’kidlash kerakki, kanonik koʻrinishda noldan farqli 
koeffisiyentlar soni (4) kvadratik formaning rangiga teng boʻlishi kerak. Quyidagi 
teoremani isbotsiz keltiramiz. 
 
Teorema. Har qanday kvadratik forma biror xosmas chiziqli almashtirish orqali 
kanonik koʻrinishga keltirilishi mumkin. 
 
 Bu teoremani matematik induksiya metodi yordamida isbotlash mumkin. 
Demak, matematik induksiya metodi yordamida kvadratik formani kanonik 
koʻrinishga keltirish mumkin. 
 Berilgan kvadratik forma keltiriladigan kanonik koʻrinish bir qiymatli 
aniqlangan emas, ya’ni har qanday kvadratik forma turli usullar bilan turli 
koʻrinishdagi kanonik koʻrinishga keltirilishi mumkin. Masalan,

1 2 2 3 3 12 6 2f x x x x x x    kvadratik formani 

 a) 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 3

1 1
3 ,

2 2
1 1

,
2 2
.

x t t t

x t t t

x t

   

   





 

xosmas chiziqli almashtirish yordamida 2 2 2
1 2 3

1 1
6

2 2
f t t t    kanonik koʻrinishga 

keltirish mumkin; 

 b) 
1 1 2 3

2 1 2 3

3 2

3 2 ,

2 ,

.

x t t t

x t t t

x t
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xosmas chiziqli almashtirish yordamida 2 2 2
1 2 32 6 8f t t t    kanonik koʻrinishga 

keltirish mumkin. 
 (4) krvadratik formani kanonik koʻrinishda yozish uchun A  matrisaning 

xarakteristik ildizlarini, ya’ni A E  koʻphadning ildizlarini topamiz. Bu ildizlar 

esa kanonik koʻrinishning koeffisiyentlari boʻladi. 
 2-misol. Quyidagi 

1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 42 2 2 2 2 2f x x x x x x x x x x x x      . 

kvadratik formani kanonik koʻrinishga keltiring. 
 Yechish. Bu kvadratik formaning matrisasi 

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

A

 
  
 
  

 

koʻrinishga ega. Uning xarakteristik koʻphadini topamiz: 

3

1 1 1

1 1 1
( 1) ( 3)

1 1 1

1 1 1

A E




  




 
 

    
 

 

. 

 Shunday qilib, A  matrisaning uch karrali xarakteristik ildizi: 1 2 3 1      

va bitta oddiy xarakteristik ildizi: 4 3    mavjud. Demak, bu kvadratik formaning 

kanonik koʻrinishi quyidagicha boʻladi: 
2 2 2 2
1 2 3 43f y y y y    . 

 Ba’zi hollarda faqat kanonik koʻrinishini emas, balki bu koʻrinishga 
keltiruvchi almashtirishni bilish kerak boʻlib qoladi. 
 Buning uchun berilgan A  simmetrik matrisani diagonal koʻrinishga 

keltiruvchi Q  orthogonal matrisani yoki uning teskari matrisasi 1Q  ni topish va A  

matrisaning 0  xarakteristik ildizlaridan foydalanib tuzilgan 

0( ) 0A E X   

sistemaning fundamental yechimlarini ortonormallash kifoya. 
 Yuqoridagi misolda uning amalga oshirish algoritimini koʻrib chiqamiz. 
 3-misol.Quyidagi 

1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 42 2 2 2 2 2f x x x x x x x x x x x x      . 

kvadratik formani kanonik koʻrinishga keltiruvchi xosmas almashtirishni toping. 
 Yechish. 0 1   boʻlsin. U holda quyidagi sistemani hosil qilamiz: 
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1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0,

0,

0,

0.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

    
    
    
    

 

Bu sistemaning rangi 1 ga teng. Demak, uning 3 ta chiziqli erkli yechimini topish 
mumkin. Masalan, 

1

2

3

(1,1,0,0),

(1,0,1,0),

( 1,0,0,1)

b

b

b



 

 

vektorlar sistemaning chiziqli erkli yechimlari boʻladi. 
 Bu vektorlar sistemasini ortogonallab, quyidagi 

1 1

2 1 2

3 1 2 3

(1,1,0,0),

1 1 1
, ,1,0 ,

2 2 2

1 1 1 1 1
, , ,1

3 3 3 3 3

c b

c c b

c c c b

 

      
 
      
 

 

vektorlar sistemasini hosil qilamiz. 
 0 3    boʻlsin. U holda quyidagi sistemaga ega boʻlamiz: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 0,

3 0,

3 0,

3 0.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

 

Bu sistemaning rangi 3 ga teng. Uning noldan farqli yechimi 4 (1, 1, 1,1)c     
koʻrinishda boʻladi. 1 2 3 4, , ,c c c c  vektorlar orthogonal sistemani tashkil etadi. Uni 

normalashtirib 

1

2

3

4

1 1
, ,0,0 ,

2 2

1 1 2
, , ,0 ,

36 6

1 1 1 3
, , , ,

22 3 2 3 2 3

1 1 1 1
, , ,

2 2 2 2

c

c

c

c
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ortonormalangan vektorlar sistemasini hosil qilamiz. Shunday qilib, f  ni kanonik 

koʻrinishga keltiruvchi almashtirishlardan biri 

1 1 2

2 1 2 3

3 1 2 3 4

4 1 2 3 4

1 1
,

2 2

1 1 2
,

36 6

1 1 1 3
,

22 3 2 3 2 3
1 1 1 1

2 2 2 2

y x x

y x x x

y x x x x

y x x x x

  



  

     

    

 

koʻrinishda boʻladi. 
 Mashqni bajaring. 

1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 42 2 2 4 4 4f x x x x x x x x x x x x       

kvadratik formani kanonik koʻrinishga keltiruvchi xosmas almashtirishni toping. 
 Agar kvadratik formaning kanonik koʻrinishida 1 2 ... 1nb b b     boʻlsa, u 

holda bu formani kvadratik formaning normal koʻrinishi deyiladi. 
 Agar haqiqiy kvadratik forma qaralayotgan boʻlsa, uni normal koʻrinishga 
keltirish masalasi anchagina murakkab masalalardan biri hisoblanadi. Chunki 
bunda manfiy sondan kvadrat ildiz chiqarish talab qilinishi mumkin. 
 
Teorema. Berilgan haqiqiy koeffisiyentli kvadratik formaning haqiqiy xosmas 
chiziqli almashtirish yordamida hosil qilingan normal koʻrinishdagi musbat 
kvadratlar soni va manfiy kvadratlar soni bu almashtirishning tanlab olinishiga 
boʻgʻliq emas. 
 
 Berilgan f  kvadratik formaning keltirilgan kanonik koʻrinishidagi musbat 

ishorali kvadratlar soni bu forma inersiyasining musbat indeksi, deb manfiy 
ishorali kvadratlar soni esa inersiyaning manfiy indeksi, deb musbat va manfiy 
indekslar ayirmasi esa f  kvadratik formaning signaturasi deb ataladi. 

 Bu tushunchalardan foydalanib quyidagi teoremani keltirish mumkin. 
 
Teorema. n  ta noma’lumning haqiqiy koeffisiyentli ikkita kvadratik formasi bir xil 
rangga va bir xil signaturaga ega boʻlgandagina va faqat shundagina, ular xosmas 
chiziqli almashtirish orqali bir-biriga oʻtkaziladi. 
Teorema. Agarda (4) kvadratik formada oʻzgaruvchining kvadrati ishtirok etmasa, 
u holda chiziqli almashtirish yordamida uni hech boʻlmaganda bitta 
oʻzgaruvchining kvadrati qatnashgan kvadratik formaga keltirish mumkin. 
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 Kvadratik formalarni oʻrganishda ularning kanonik koʻrinishlarini 
klassifikatsiyaga ajratib oʻrganish kerak boʻladi. 
 Biz quyida ularning bir necha turlarini keltirib oʻtamiz. 
 
3-ta’rif.Agar n  ta noma’lumning haqiqiy koeffisiyentli f  kvadratik formani n  ta 

musbat kvadratdan iborat normal koʻrinishga keltirilsa, u holda bu forma musbat 
aniqlangan deyiladi. 
 
4-ta’rif.Agar n  ta noma’lumning haqiqiy koeffisiyentli f  kvadratik formasi n ta 

manfiy kvadratdan iborat normal koʻrinishga keltirilsa, u holda bu forma manfiy 
aniqlangan deyiladi. 
 
5-ta’rif.Agar haqiqiy koeffisiyentli f  kvadratik formaning normal koʻrinishida  

ham musbat, ham manfiy kvadratlardan iborat boʻlsa, u holda bu forma ishorasi 
aniqlanmagan forma deyiladi. 
 
6-ta’rif.Agar haqiqiy koeffisiyentli f  xos kvadratik formalarning normal 

koʻrinishi bir xil ishorali kvadratlardan iborat boʻlsa, u holda bu forma ishorasi 
yarim aniqlangan formalar deyiladi. 
 
Masalan, 

1. 2 2 2
1 1 2 3 1 2 3( , , )x x x x x x     kvadratik forma musbat aniqlangan; 

2. 2 2 2
2 1 2 3 1 2 3( , , )x x x x x x      kvadratik forma manfiy aniqlangan; 

3. 2 2 2
3 1 2 3 1 2 3( , , )x x x x x x     kvadratik formaning ishorasi aniqlanmagan; 

4. 2 2 2
4 1 2 3 4 1 2 3( , , , )x x x x x x x     kvadratik formaning ishorasi yarim aniqlangan. 

 Amaliyotda va iqtisodiyotda eng koʻp uchraydigan kvadratik formalar 
ishorasi aniqlangan kvadratik formalar boʻlganligi sababli biz asosiy e’tiborni 
ishorasi aniqlangan kvadratik formalarga beramiz. 
 Koeffisiyentlar boʻyicha formaning musbat aniqlangan ekanligini bilish 
uchun quyidagi tushunchalarni kiritamiz. 
 n  ta noma’lumning matrisasi ( )ijA a  boʻlgan f  kvadratik forma berilgan 

boʻlsin. Bu matrisaning yuqori chap burchagiga joylashgan 1,2,...,n  tartibli 

minorlari, ya’ni 
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11 12 1

21 22 211 12
11

21 22

1 2

...

...
, , ...,

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a

a a aa a
a

a a

a a a

 

minorlari f  kvadratik formaning ( ( )ijA a  matrisaning) bosh minorlari deyiladi. 

 
Teorema. n  ta 1 2, ,..., nx x x  noma’lumlarning haqiqiy koeffisiyentli ( )f x  kvadratik 

formasiuning bosh minorlari qat’iy musbat boʻlganda va faqat shundagina, musbat 
aniqlangan boʻladi. 
 
 Bu teoremani matematik induksiya metodidan foydalanib isbotlash mumkin. 

 Isbot. 1n   boʻlganda 2
11f a x . Bu forma 11 0a  boʻlgandagina musbat 

aniqlangan. 
 Teoremani 1n   ta noma’lum uchun isbotlangan, deb faraz qilamiz va n  ta 
noma’lum uchun isbotlaymiz. 
 Koeffisiyentlari haqiqiy ( )f x  kvadratik forma berilgan boʻlib, uning 

matrisasi ( )ijA a
 
boʻlsin. Ma’lumki, agar ( )f x kvadratik forma ustida matrisasi

Q  boʻlgan xosmas chiziqli almashtirish bajarilsa, u holda forma determinantining 

ishorasi oʻzgarmaydi. 

 Haqiqatan ham, almashtirishdan soʻng matrisasi TQ AQ  boʻlgan kvadratik 

forma hosil boʻladi. Bu yerda 
2T T TQ Q Q AQ Q A Q A Q    . 

 Endi 
1 1

n n

ij i j
i j

f a x x
 


 
boʻlsin. Uni quyidagicha yozish mumkin: 

1
2

1 2 1
1

( , ,..., ) 2
n

n in i n nn n
i

f x x x a x x a x





   . 

f  forma musbat aniqlangan boʻlsin. U holda induktiv farazga koʻra   formaning 

hamma bosh minorlari qat’iy musbat. f  formaning oxirgi bosh minori, ya’ni A

matrisa determinantining qat’iy musbatligi quyidagi mulohazadan kelib chiqadi: f  

forma musbat aniqlanganligi sababli u xosmas chiziqli almashtirish yordamida n  
ta musbat kvadratlardan tuzilgan normal koʻrinishgakeladi. Bu normal 
koʻrinishning determinant qat’iy musbat, shu sababli f  formaning determinanti 

ham qat’iy musbat. 
 Endi f  formaning hamma bosh minorlari qat’iy musbat boʻlsin. U holda   
formaning hamma bosh minorlari qat’iy musbat boʻlgani uchun induktiv farazga 
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koʻra   forma musbat aniqlanganligi kelib chiqadi, ya’ni 1 2 1, ,..., nx x x   
noma’lumlarning shunday chiziqli almashtirishi mavjudki, u yangi   formani 

1 2 1, ,..., ny y y   noma’lumlarning 1n   ta kvadratlari yigʻindisi koʻrinishiga keltiradi. 

Bu chiziqli almashtirishni, n nx y , deb farazqilib, barcha 1 2, ,..., nx x x  
noma’lumlarning chiziqli almashtirishigacha toʻldirish mumkin.  Bu chiziqli 
almashtirishdan soʻng quyidagi koʻrinishga keladi: 

1 1
2 2

1 1

2
n n

i in i n nn n
i i

f y b y y b y
 

 

    . 

inb ning aniq koʻrinishi biz uchun muhim emas. 

 22 2 22i in i n i in n in ny b y y y b y b y     

boʻlgani uchun , 1,2,..., 1,i i in n n nz y b y i n z y      chiziqli almashtirish f  
formani 

1
2 2

1

n

i n
i

f z cz




       (6) 

kanonik koʻrinishga keltiradi. 
 f  formaning musbat aniqlanganligini koʻrsatish uchun c sonning 

musbatligini koʻrsatish yetarli. Koʻrinib turibdiki, (6) formaning determinanti c  ga 
teng. Bu determinant esa musbat. Chunki farazga asosan f  formaning bosh 

determinanti musbat va xosmas chiziqli almashtirishlarda forma determinantining 
ishorasi oʻzgarmaydi. 

 Masalan, 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 35 5 4 8 4f x x x x x x x x x       kvadratik forma musbat 

aniqlangan, chunki uning bosh minorlari musbat: 

5 2 4
5 2

5, 1, 2 1 2 1.
2 1

4 2 5


  

 
 

 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 33 5 4 8 4f x x x x x x x x x       kvadratik forma musbat 

aniqlangan emas, chunki uning ikkinchi minori manfiy: 
3 2

1
2 1

  . 

 Ikki noma’lumli ikkinchi darajali tenglamaning umumiy koʻrinishi 
quyidagicha boʻladi: 

2 22 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F         (7) 

(7) tenglama bilan aniqlanuvchi nuqtalarning geometrik oʻrnini koʻrib chiqamiz. 
 Buning uchun (7) tenglamaning koeffisiyentlaridan quyidagi ikkita: 
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,

A B D
A B

B C E
B C

D E F

     

determinantni tuzamiz. 
 Bu yerda    (7) tenglamaning diskriminanti,  uning yuqori tartibli 
hadlarining diskriminanti deyiladi.   va   larning qiymatlariga qarab (7) 
tenglama quyidagi geometrik formalarni aniqlaydi: 
 

 0   0   
0   Ellips (haqiqiy yoki mavhum) Nuqta 
0   Giperbola Ikkita kesishuvchi toʻgʻri chiziq 

0   Parabola 
Ikkita parallel toʻgʻri chiziq (haqiqiy 
yoki mavhum parallel toʻgʻri chiziq) 

 

Masalan, 2 2 0x y   ikkita kesishuvchi toʻgʻri chiziqni aniqlaydi, chunki bu yerda 

1, 0     ; 2( ) 1x y   ikkita parallel toʻgʻri chiziqlarni aniqlaydi, chunki bu 

yerda 0, 0    ; 2 2 0x y   bitta nuqtani ifodalaydi chunki bu yerda 

1, 0    .  

 Yuqorida jadvalda keltirilgan ikkinchi tartibli egri chiziqlarning har birini 
alohida-alohida koʻrib chiqamiz. 

 1. 2 22 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F       kvadratik formada 0, 0    

boʻlsin. U holda jadvalga asosan kvadratik forma ellipsning tenglamasi boʻladi. 
Biz ellipsning xususiy hol aylanani koʻrishdan boshlaymiz. 
 
7-ta’rif. Tekislikda belgilangan ( , )M a b  nuqtadan bir xil R  masofada yotgan 

nuqtalarning geometrik oʻrni aylana deb ataladi. 
 

 Aylananig tenglamasi 2 2 2( ) ( )x a y b R     koʻrinishda boʻlib, bu yerda

( , )M a b nuqta aylana markazi, R  masofa esa aylana radiusi deb ataladi. 
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 4-misol. 2 2 6 7 0x y x     tenglama bilan berilgan aylananing markazi 

koordinatalarini va radiusini toping. 
 Yechish. Tenglamada x  va y  ga nisbatan toʻla kvadrat ajratamiz:

2 2 2( 3) 4x y   . Bundan 4R   aylana radiusini va 0 (3,0)M  aylana markazini 

topamiz. 

 5-misol. (0,3)M  nuqtadan 2 2 6 4 12 0x y x y      aylanaga oʻtkazilgan 

urinma tenglamasini toping. 
 Yechish. Urinma tenglamasini 3y kx   toʻgʻri chiziq koʻrinishida 

izlaymiz. Chunki u (0,3) nuqtadan oʻtadi. Aylana tenglamasini kanonik koʻrinishga 
keltiramiz: 

   2 23 2 9 4 12 0х у        ya’ni    2 2 3    2  25х у    . 

 Aylana va toʻgʻri chiziqning umumiy nuqtasini topish uchun toʻgʻri chiziq 
va aylana tenglamalarini birgalikda yechib, quyidagi shakl almashtirish bajaramiz: 

2 2 2 2( 3) ( 3 2) 0 ( 1) (10 6) 9 0x kx k x k x           . 

 Toʻgʻri chiziq aylanaga uringani uchun bu tenglama yagona yechimga ega 
boʻlishi kerak. Tenglama yagona yechimga ega boʻlishi uchun esa uning 
diskriminanti nolga teng boʻlishi lozim: 

2 2 2(5 3) 9( 1) 0 16 30 0k k k k        

U holda 1 2

15
0,

8
k k  . Demak, izlangan urinma tenglamalari 3y   yoki 

15
3

8
y x   koʻrinishda boʻladi. 

 
8-ta’rif. Har bir nuqtasidan belgilangan 1 2( ,0), ( ,0)F c F c  nuqtalargacha boʻlgan 

masofalar yigʻindisi oʻzgarmas 2a songa teng boʻlgan nuqtalarninggeometrik oʻrni 
ellips deb ataladi. 
Bu yerda 1 2( ,0), ( ,0)F c F c  nuqtalar ellipsning fokuslari deb ataladi. 

 

 



 

129 

2 2

2 2
1

x y

a b
  .     (8) 

(8) ellipsning kanonik tenglamasi deb ataladi. (8) tenglamada noma’lumlarning 
faqat kvadratlari qatnashgani uchun, uning grafigi Ox  va Oy  oʻqlariga nisbatan 

simmetrik joylashgan. Koordinatalar boshi uning simmetriya markazi boʻlib, 
koordinata oʻqlari simmetriya oʻqlari boʻladi. Fokuslar joylashgan oʻq ellipsning 
fokus (fokal) oʻqi deyiladi. 
 Ellipsni koordinata oʻqlari bilan kesishgan nuqtalari uning uchlari deyiladi. 
(8) tenglamada 0y  , deb 1 2( ,0), ( ,0)A a A a  uchlarni, 0х  , deb 

1 2( ,0), ( ,0)B b B b  uchlarni topamiz, 2 1 2 12 , 2A A a B B b   kesmalar ellipsning 

mos ravishda katta (fokal) oʻqi va kichik (fokal) oʻqi, deyiladi ,a b  kesmalar mos 

ravishda katta yarim oʻq va kichik yarim oʻq deyiladi. Oʻqlari koordinata oʻqlariga 
parallel boʻlgan ellipsning tenglamasi  

2 2
0 0

2 2

( ) ( )
1

x x y y

a b

 
   

koʻrinishda boʻladi va  0 0,x y  ellips markazining koordinatasini ifodalaydi. 

 Ellips fokuslari orasidagi 2c masofani katta oʻq 2 a  ga nisbati uning 

ekssentrisiteti deyiladi va   bilan belgilanadi: .
c
a

   

 Har qanday ellips uchun 1   boʻlib,   ellipsning choʻzinchoqligini yoki 
siqilganligini bildiradi. Ellipsning fokal radiuslari 

1 2 1 2, ( 2 )r a x r a x r r a        formula bilan aniqlanadi. 

 Ellipsning kichik oʻqiga parallel va undan 
a


 masofada yotgan toʻgʻri 

chiziqlarellipsning direktrisasi deb ataladi va 
a

x


  tenglama bilan aniqlanadi. 

 6-misol. 2 24 3 8 12 32 0x y x y      tenglama bilan aniqlangan 

chiziqning shaklini, markazini va ekssentrisitetini toping. 
 Yechish. Egri chiziq tenglamasida shakl almashtiramiz. 

   2 2 2 24  3  8   12  32  4  2   3  4  32 x y х у х х у у           

   2 22 24 2 1 1 3 4 4 4 32 4 1 4( 3) ( )2 12 32 0,х х у у x y                 

boʻlganligi sababli, bu tenglamani quyidagicha yozish mumkin: 

 
2 2

2 2
2 2

( 1) ( 2)
4( 1) 3( 2) 48 1

42 3

x y
x y

 
       . 

Demak, tenglama ellipsni ifodalaydi. Bu yerda
2

2 3, 4, 2, 0,5
4

a b c      . 
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 Mashq. Ellips 2 224 49 117x y   tenglama bilan berilgan. Uning 

 1) yarim oʻqlari uzunligini; 
 2) fokuslarining koordinatalarini; 
 3) ellips ekssentrisitetini; 
 4) direktrisalar tenglamalari va ular orsidagi masofani; 
 5) chap fokusidan 12 birlik masofada joylashgan ellips nuqtasini toping. 

 2. 2 22 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F       kvadratik formada 0, 0    

boʻlsin. U holda jadvalga asosan kvadratik forma giperbolaning tenglamasi 
boʻladi. 
 
9-ta’rif. Har bir nuqtasidan belgilangan 1 2( ,0), ( ,0)F c F c  nuqtalargacha boʻlgan 

masofalar ayirmasining absolyut qiymati oʻzgarmas 2a  songa teng boʻlgan 
nuqtalarning geometrik oʻrni giperbola deb ataladi. 
Belgilangan 1 2,F F  nuqtalar giperbolaning fokuslari deb ataladi. 

 
 Ta’rifga asosan, giperboladagi ixtiyoriy ( , )M x y  uchun 1 2 2F M F M a   

U holda c a , 2 2 2b c a   belgilashlardan soʻng giperbolaning quyidagi kanonik 
tenglamasini topamiz: 

2 2

2 2
1

x y

a b
  .      (9) 

Tenglamadan koʻrinib turibdiki giperbola koordinata oʻqlariga nisbatan simmetrik 
boʻladi. Shuningdek, giperbola (0,0)O  nuqtaga, ya’ni koordinata boshiga nisbatan 

ham simmetrik. Fokuslar yotgan oʻq giperbolaning fokal oʻqi deyiladi. Agar (9) 

tenglamada 0,y   deb olsak, x a   ni topamiz.    1 2,0 , ,0A a A a  nuqtalar 

giperbolaning uchlari deyiladi. Bu yerda 1 2 2A A a . Giperbola Oy  oʻq bilan 

kesishmaydi. 1 2(0, ), (0, )B b B b  nuqtalar giperbolaning mavhum uchlari, deb 

atalib, ular orasidagi masofa 2b  ga teng boʻladi. 
b

y x
a

   toʻgʻri chiziqlar 

giperbolaning asimptotalari deyiladi. Bu toʻgʻri chiziqlar markazi koordinatalar 
boshida boʻlgan, tomonlari 2a  va 2b  ga teng boʻlgan toʻgʻri toʻrtburchak 
(giperbolaning asosiy toʻrtburchagi) diagonallarida yotadi. Giperbolani chizishdan 
oldin asimptotalarini chizish maqsadga muvofiq.  
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Giperbola uchun ham 
c

a
   koʻrinishdagi tenglik giperbolaning ekssentrisiteti 

deyiladi, giperbola uchun 1  . 
 Ekssentrisitet giperbolaning asosiy toʻgʻri toʻrtburchagini choʻzinchoqligini 
ifodalaydi. 

 Giperbolaning mavhum oʻqiga parallel hamda undan 
a


 masofada yotgan 

1 2,l l  toʻgʻri chiziqlar giperbolning direktrisasi deb ataladi.  

 Agar giperbolada a b  boʻlsa, giperbola teng tomonli deyiladi, uning 

tenglamasi 2 2 2x y a   koʻrinishda boʻladi. 

 Simmetriya markazi  0 0 0,M x y  nuqtada va simmetriya oʻqlari koordinata 

oʻqlariga parallel boʻlgan giperbolaning tenglamasi 
2 2

0 0
2 2

( ) ( )
1

x x y y

a b

 
   

koʻrinishda boʻladi. 
 Agar giperbolaning haqiqiy oʻqi Oy  oʻqda yotsa, u holda giperbola 

tenglamasi quyidagi koʻrinishda boʻladi: 
2 2

2 2
1

y x

b a
   

Bu giperbolaning ekssentrisiteti 
c

b
   ga, asimtotalar 

b
y x

a
  ga, teng boʻlib, 

uning direktrisalari esa 
b

y


   tenglamalar bilan aniqlanadi. 

 7-misol. 2 25 4 20x y   giperbolada: 

 1) yarim oʻqlar uzunligi; 
 2) fokuslar koordinatasi; 
 3) ekssentrisiteti; 



 

132 

 4) asimptotava direktrisa tenglamasi; 
 5) (3;2,5)M nuqtasining fokal radiuslaritopilsin. 

 Yechish. Tenglamaning ikki tarafini 20 ga boʻlib, giperbola tenglamasini 

kanonik koʻrinishga keltiramiz: 
2 2

1
4 5

x y
  . Bundan: 

 1) 2 4a  , 2 5b  , ya’ni 2, 5a b  ; 

 2) 2 2 2 4 5 9 3c a b c       . Demak, 1 2( 3,0), (3,0)F F ; 

 3) 
3

2

c

a
   ; 

 4) asimptota va direktrissa tenglamalari topamiz: 

5 4
,

2 3

b a
y x x x

c 
        ; 

 5) M  nuqta giperbolaning oʻng qismida  3 0x    yotganligi sababli 

uning fokal radiusi r a x    formuladan foydalanib topiladi: 

1 1

3 3
2 3 6,5, 2 3 2,5

2 2
r r         . 

 Mashqlar. 1) Fokuslari 1 2( 2;4), (12;4)F F  nuqtalarda yotgan va mavhum 

oʻqining uzunligi 6 boʻlgan giperbola tenglamasini toping. 
 2) Agar giperbola ekssentrisiteti 2 boʻlsa, uning asimtotalari orasidagi 
burchakni toping. 

 3. 2 22 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F       kvadratik formada 0, 0    

boʻlsin. U holda jadvalga asosan kvadratik forma parabolaning tenglamasi boʻladi. 
 

10-ta’rif. Belgilangan 0,
2

p
F  
 
 

 nuqta va belgilangan :
2

p
d x    toʻgʻri chiziqdan 

bir xil uzoqlikda yotgan nuqtalarning geometrik oʻrni parabola deb ataladi. 

0,
2

p
F  
 
 

 nuqta fokus, :
2

p
d x    toʻgʻri chiziqesadirektrisa deb ataladi. 

 
 Fokus nuqtadan oʻtib direktrisaga perpendikulyar boʻlgan oʻqni Ox  oʻqi, 
deb qabul qilamiz. U holda parabolaning grafigi quyidagi koʻrinishda boʻladi: 
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Paraboladan ixtiyoriy ( , )M x y nuqta olamiz. U holda ta’rifga asosan 

2
2( , )

2 2

p p
MF M d x y x        

 
. 

Bu tenglamani soddalashtirib quyidagiga ega boʻlamiz: 
2 2y px . 

Bu tenglama parabolaning kanonik tenglamasi deb ataladi. 

 Agar parabolaning fokusi ,0
2

p
F  
 
   

nuqtada, direktrisasi 
2

p
y   toʻgʻri 

chiziqda boʻlsa, u holda uning grafigi 

 
koʻrinishda boʻlib, tenglamasini esa quyidagicha yozamiz: 

2 2x py  

 Parabolaning uchi (0,0)O  nuqtada yotadi, FM  kesma uzunligi М  nuqtaning 

fokal radiusi, Ox  oʻqi esa uning simmetriya oʻqi deyiladi. Parabolning fokal 

radiusi 
2

p
r x  formula boʻyicha topiladi. 

 8-misol. Parabola 2 4x y  tenglama bilan berilgan boʻlsin. Fokus nuqta 

koordinatasi, direktrisa tenglamasi, (4;4)M  nuqtaning fokal radiusi topilsin. 

 Yechish. 2 2 2x py p   . Demak, (0;1), 1F y   . (4;4)M  nuqtaning 

fokal radiusi 4 1 5r    . 



 

134 

 Mashq. 22 8 5y x x     parabola uchining koordinatasi, fokusi va 

direktrisasi topilsin hamda uning grafigining eskizi chizilsin. 
 9-misol. Agar talab va taklif funksiyalari 

2 214 22, 10 150S S D DP Q Q P Q Q        koʻrinishda boʻlsa, ishlab chiqarilgan 

mahsulot uchun muvozanat miqdorini va muvozanat narxini aniqlang. 
 Yechish. Muvozanatda S DQ Q Q   boʻlgani uchun masala shartidagi 

funksiyalarni 2 214 22, 10 150P Q Q P Q Q        ko’rinishda yozib olamiz. 

U holda 
2 2 214 22 10 150 2 24 128 0Q Q Q Q Q Q          . 

Bu tenglamaning yechimi 16, 4Q Q   . Bu yerda 0Q  boʻlgani uchun 4Q   

(muvozanat miqdor) qiymatni tenglamaning yechimi sifatida qabul qilamiz. U 
holda 94P   (muvozanat narx).  
 Mashqlar. 1) Agar talab va taklif funksiyalari 

2 22 10 10, 5 52S S D DP Q Q P Q Q        boʻlsa, ishlab chiqarilgan mahsulot 

uchun muvozanat miqdorni va muvozanat narxni aniqlang. 

 2) Agar talab va taklif funksiyalari 2 22 12, 4 68S S D DP Q Q P Q Q        

mahsulot uchun muvozanat miqdorni va muvozanat narxni aniqlang. 

 3) Agar talab va taklif funksiyalari 2 2 7, 25S S DP Q Q P Q       boʻlsa, 

ishlab chiqrilgan mahsulot uchun muvozanat miqdorni va muvozanat narxni 
aniqlang. 

 10-misol. 2 22 2 4 6 3 0x xy y x y       tenglamada qaysi turdagi egri 

chiziq berilgan. 
 Yechish. 

1 1 2
1 1

1, 1 2 3 26.
1 2

2 3 3


 


       


 
 

Demak, 0  , 0,   u holda bu tenglama ellipsni ifodalaydi. 

 11-misol. 2 25 8 5 18 18 3 0x xy y x y       tenglama bilan berilgan egri 

chiziqning qaysi turdagi egri chiziq ekanligini aniqlang. 
 Yechish. 5 4 5 9 9 3A , B , C ,D , E ,F         

5 4 9
5 4

9, 4 5 9 0.
4 5

9 9 3




     
   

Demak, 0  , 0,   u holda bu tenglama ellipsni ifodalaydi. 
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Oʻz-oʻzini tekshirish uchun savollar 
1. n ta noma’lumlarning kvadratik formasi deb qanday ko’phadga aytiladi? 
2. Kvadratik formani matrisa ko’rinishida yozish mumkinmi va qanday? 
3. Kvadratik formaning kanonik ko’rinishi deb, uning qanday formaiga aytiladi? 
4. Kvadratik forma matrisasini diagonal ko’rinishga keltiruvchi ortogonal 

matrisa mavjudmi va nima uchun? 
5. Kvadratik formani kanonik ko’rinishga keltirish masalasi qanday yechiladi? 
6. Kvadratik formaning xarakteristik sonlari va bosh yo’nalishlari deb nimalarga 

aytiladi? 
7. Kvadratik forma rangi deb nimaga aytiladi? 
8. Musbat va manfiy aniqlangan kvadratik formalar deb, qanday formalarga 

aytiladi? 
9. Kvadratik forma matrisasining bosh yoki burchak minorlari deb, nimalarga 

aytiladi? 
10. Kvadratik forma musbat va manfiy aniqlanganlik yetarli shartlari nimalardan 

iborat? 
 
 

12-mavzu. Analitik geometriya elementlari 
 

Reja: 
12.1. Analitik geometriyaga oid ba’zi ma’lumotlar. 
12.2. Tekislikda toʻgʻri chiziq tenglamasining turli koʻrinishlari. 
12.3. Toʻgʻri chiziqlarning oʻzaro joylashuvi.  
12.4. Iqtisodiyotda toʻgʻri chiziqlarning qoʻllanishiga misollar. 
12.5. Fazoda uch oʻlchovli vektorlarning ba’zi xossalari. 
12.6. Fazoda tekislik tenglamasi. 
12.7. Fazoda toʻgʻri chiziq. 
 
 Tayanch soʻz va iboralar: Dekart koordinata sistemasi, nuqta 
koordinatalari, toʻgʻri chiziqning normal vektori, toʻgʻri chiziqning burchak 
koeffisiyenti, toʻgʻri chiziqning parametrli tenglamasi, toʻgʻri chiziqning kanonik 
tenglamasi, toʻgʻri chiziqning normal tenglamasi, toʻgʻri chiziqlarning parallelik va 
perpendikulyarlik shartlari, fazoda tekislik tenglamasi, fazoda toʻgʻri chiziq. 
 
 Mikroiqtisodiyot alohida korxonalar va bozorlarning iqtisodiy nazariyasi va 
ularning siyosatini tahlil qilish bilan shugʻullanadi. Bu esa talab va taklif orasidagi 
muvozanatni aniqlab beruvchi bozor muvozanatini oʻrganishni talab qiladi. 
Mahsulotni sotish narxi va uni ishlab chiqarish miqdori muvozanatini aniqlash 
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uchun talab va taklif chiziqlarining oʻzaro joylashishini aniqlash zaruriyati 
tugʻiladi. Biz bu paragrafda talab va taklif chiziqlarini ifodalash uchun zarur 
boʻlgan chiziqlarning sodda koʻrinishi bilan, ya’ni tekislikda toʻgʻri chiziqlarning 
joylashishi bilan tanishib chiqamiz. Buning uchun biz toʻgʻri chiziqlarni analitik 
ifodalashni, ya’ni toʻgʻri chiziqlarning tenglamasini yozish bilan tanishamiz. 
 Matematikada chiziqlarning tenglamasi tushunchasi bilan tanishtiradigan 
boʻlim analitik geometriya deb ataladi. 
 
1-ta’rif. Agar d  chiziqdagi har bir ( , )x y  nuqta ( , ) 0 ( ( ))F x y y f x   tenglamani 

qanoatlantirsa, u holda ( , ) 0F x y   tenglama d  chiziqning tenglamasi deb ataladi. 

Agar d  chiziqni toʻgʻri chiziq, deb qarasak, u holda ( , ) 0F x y   tenglama d  

toʻgʻri chiziqning tenglamasi boʻladi. 
 
 Toʻgʻri chiziqning 

y kx b        (1) 

koʻrinishdagi tenglamasi bilan biz oldindan tanishmiz. Analitik geometriyada bu 
tenglama toʻgʻri chiziqning burchak koeffisiyentli tenglamasi deb ataladi.  
 Bu kabi tenglamalardan iqtisodiyotda milliy daromadni oʻrganishda 
foydalanish mumkin. Masalan, milliy daromadni hisoblashda iqtisodning eng 
sodda modelidan foydalanish maqsadida uni ikki sektordan: xoʻjaliklar 
(iste’molchilar) va korxonalardan (ishlab chiqaruvchilar) iborat, deb qaraymiz. 
Korxonalar quyidagi resurslardan masalan, yer, kapital, mehnat resurslari va xom-
ashyolardan mahsulotlarni ishlab chiqarishda va iste’molchilarga xizmat koʻrsatish 
sohalarida foydalanadi. Bu resurslar ishlab chiqarish koʻrsatkichlari sifatida 
korxonalarga tegishli boʻlishi kerak. Bu koʻrsatkichlar uchun korxonalardan 
xoʻjaliklarga toʻlov sifatida joʻnatilayotgan pul oqimini milliy daromad sifatida 
qarash mumkin. Xoʻjaliklar bu pullarni ikki maqsad uchun: pulning ma’lim bir 
qismini korxonalar tomonidan ishlab chiqarilgan mahsulotlarni C  iste’mol 
qilishga (xarid qilishga) va pulning qolgan qismini S  iqtisod qilishga (jamgʻarma 
qilishga) sarflaydi, deb qarash mumkin. U holda C  va S  belgilar Y daromadning 
funksiyasi sifatida qaraladi: ( ), ( )C f Y S f Y  . 

 Agar C  va Y  orasidagi bogʻliqlik chiziqli boʻlsa, u holda 
, 0, 0C aY b a b     boʻladi. Chunki daromad ortishi bilan iste’mol uchun sarf 

ham oshadi. 



 

137 

 
 Bu yerda b  daromad boʻlmagandagi ( 0Y  ) iste’mol darajasini bildiradi va 
uni koʻp hollarda avtonom iste’mol, deb ham ataladi. a  iste’mol oʻzgarishining 
limit qiymati boʻlib, u Y  bir birlikka oʻzgarganda C  belgining qanchaga 
oʻzgarishini bildiradi. Yuqorida aytilganidek, daromad iste’mol uchun va 
jamgʻarma uchun ishlatiladi. U holda 

Y C S  . 
Demak, bir birlik daromadning ma’lum bir qismigina iste’mol uchun sarflanadi va 
0 1a  . Y C S   munosabat iste’mol funksiyasidan foydalanib jamgʻarma 
funksiyasini aniqlashga yordam beradi. 
 1-misol. Agar iste’mol funksiyasi 0,6 10C Y   koʻrinishda boʻlsa, u holda 

unga mos jamgʻarma funksiyasini aniqlang va uning grafigini chizing. 
 Yechish. Iste’mol funksiyasining grafigini chizib olamiz. 

 
Bu chiziqqa tegishli boʻlgan ikkita nuqtani topamiz: (0,10), (10,16)A B . Jamgʻarma 

funksiyasini topish uchun Y C S   munosabatdan foydalanamiz. U holda 
S Y C   boʻlgani uchun jamgʻarma funksiyasi (0, 10), (10, 6)D K   nuqtalardan 

oʻtadi va bu funksiyaning koʻrinishi quyidagicha boʻladi: 
(0,6 10) 0,4 10S Y C Y Y Y       . 
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 Mashq. Agar iste’mol funksiyasi 0,7 15C Y   koʻrinishda boʻlsa, u holda 

unga mos jamgʻarma funksiyasini aniqlang va uning grafigini chizing. 
 Endi biz tekislikda toʻgʻri chiziq tenglamasining turli koʻrinishlari bilan 
tanishib chiqamiz. 

0Ax By C        (2) 

koʻrinishdagi tenglama toʻgʻri chiziqning umumiy tenglamasi deb ataladi. Bu 
tenglamadan foydalanib toʻgʻri chiziqning boshqa koʻrinishdagi tenglamalarini 
hosil qilish mumkin yoki aksincha toʻgʻri chiziqning boshqa koʻrinishdagi 
tenglamalarini (2) koʻrininshga keltirish mumkin. 
 (2) tenglamani (1) koʻrinishga keltiramiz: 

  ,
0

0

A C
k b

B B bA C
Ax By C By Ax C y x y kx b

B B

     
              . 

 Endi (1) tenglamani (2) koʻrinishga keltiramiz: 
1

, 1,
1 1

0
1

b
B A C

k kb
y kx b y x b y x Ax By C

k k
k

    
 

            . 

 2-misol. 3 4 5 0x y    tenglama bilan berilgan toʻgʻri chiziqni burchak 

koeffisiyentli tenglama orqali yozing va grafigini chizing. 
 Yechish. Birinchi navbatda 3 4 5 0x y    tenglamani (1) koʻrinishga 

keltirib olamiz: 
3 4 5 0 4 3 5 0,75 1,25x y y x y x           . 

Endi toʻgʻri chiziqni Dekart koordinatalar sistemasida tasvirlaymiz: 

 
Endi toʻgʻri chiziq tenglamasining boshqa koʻrinishlari bilan ham tanishib 
chiqamiz. 

 0 0( , )M x y  nuqtadan oʻtuvchi ( , )l m n
ρ

 vektorga parallel boʻlgan d  toʻgʻri 

chiziq tenglamasini tuzamiz. Ixtiyoriy 0 ( , )M M x y d   nuqta olamiz. U holda  

0 0
0 0 0( , )

x x y y
M M x x y y Pl

m n

 
   

 
   (3) 

(3) d  toʻgʻri chiziqning kanonik tenglamasi, l
ρ

 esa uning yoʻnaltiruvchi vektori, 
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deb ataladi. (2) tenglamani (3) koʻrinishga keltiramiz: : 0d Ax By C    boʻlsin. 

U holda 

0 0
0 0 0

,
0 0 0 0

0,
( ) ( ) 0

0
m B n A

M d Ax By C
A x x B y y

M d Ax By C

x x y y x x y y

B A m n

 

     
          

   
   



 

Demak, 0Ax By C    toʻgʻri chiqning yoʻnaltiruvchi vektori ( , )l B A
ρ

. 

 Endi (3) tenglamani (2) koʻrinishga keltiramiz: 
 0 0, ,

0 0
0 0( ) ( ) 0 0

A n B m C my nxx x y y
n x x m y y Ax By C

m n

    
          . 

 
 3-misol. (3,4)M  nuqtadan oʻtuvchi ( 3,7)l 

ρ
 vektorga parallel boʻlgan d  

toʻgʻri chiziq tenglamasini tuzing. 
 Yechish. Ixtiyoriy 0 ( , )M M x y d   nuqta olamiz. U holda  

0

3 4
( 3, 4) 7 3 33 0

3 7

x y
M M x y Pl x y

 
       



 
. 

Toʻgʻri chiziqning kanonik tenglamasidan uning parametrli tenglamasi, deb 
ataluvchi tenglamasini keltirib chiqaramiz: 

00 0
0 0 0

0

,
( , )

.

x x tmx x y y
M M x x y y Pl t

y y tnm n

  
        

 
 

Oxirgi tenglama toʻgʻri chiziqning parametrli tenglamasi, t  esa parametr, deb 
ataladi va uning har bir parametriga bitta toʻgʻri chiziq mos keladi. 
 0 0( , )M x y  nuqtadan oʻtuvchi ( , )n a b

ρ
 vektorga perpendikulyar boʻlgan d  

toʻgʻri chiziq tenlamasini tuzamiz. Ixtiyoriy 0 0 0( , ) ( , )M x y M x y d   nuqta 

olamiz. U holda  

 0 0 0 0, 0 ( ) ( ) 0.M M n M M n a x x b y y       
  

  (4) 

Bu yerda n
ρ

 vektor d  toʻgʻri chiziqning normal vektori, deb ataladi. (4) tenglamani 
(3) koʻrinishga keltiramiz: : 0d Ax By C    boʻlsin. U holda 
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,

0 0
0 0 0

0,
( ) ( ) 0

0

A a B bM d Ax By C
a x x b y y

M d Ax By C

      
         

. 

Demak, 0Ax By C    toʻgʻri chiziqning normal vektori ( , )n A B
ρ

. 

 Endi (4) tenglamani (2) koʻrinishga keltiramiz: 
 0 0, ,

0 0( ) ( ) 0 0
A a B b C by ax

a x x b y y Ax By C
   

        . 

 
 4-misol. ( 5,4)M   nuqtadan oʻtuvchi (4,3)n

ρ
 vektorga perpendikulyar 

boʻlgan d  toʻgʻri chiziq tenglamasini tuzing.  
 Yechish. Ixtiyoriy 0 0 0( , ) ( , )M x y M x y d   nuqta olamiz. U holda  

 0 0 , 0 4( 5) 3( 4) 0 4 3 8 0.M M n M M n x y x y           
  

 

Toʻgʻri chiziqning 0Ax By C    umumiy tenglamasining shaklini quyidagicha 

oʻzgartiramiz: 

2 2 2 2 2 2 2 2

0
0

Ax By C Ax By C

A B A B A B A B

  
     

      
cos sin .x y p     

Oxirgi tenglama toʻgʻri chiziqning normal tenglamasi deb ataladi. Bu yerda 

2 2 2 2 2 2
cos , sin ,

A B C
p

A B A B A B
      

  
. 

Bunda: agar 0С   boʻlsa ishora “+” va agar 0С   boʻlsa “–“ olinadi. 
 Toʻgʻri chiziqning 0Ax By C    umumiy tenglamasida 0C   boʻlsin. U 

holda 

,

0 1 1

C C
a b

A Bx y x y
Ax By C

C C a b
A B

 

        
 

. 

Toʻgʻri chiziqning ,a b  kesmalar boʻyicha tenglamasini hosil qilamiz. 

 5-misol. Ushbu 4 3 9 0x y     tenglama bilan berilgan toʻgʻri chiziqni 

yasang. 
 Yechish. Berilgan tenglamani  
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4 3 9 0 1
2,25 3

x y
x y      


 

koʻrinishga keltirib olamiz. Demak, toʻgʻri chiziq Oy  oʻqidan 3 birlik, Ox  oʻqidan 

esa –2,25 birlik kesma ajratadi va uning grafigi quyidagi koʻrinishda boʻladi. 

 
Ma’lumki, 1 1 2 2,y k x b y k x b     toʻgʻri chiziqlar orasidagi   burchak  

2 1

2 11

k k
tg

k k
 



 

formula yordamida topiladi. Bundan 1 2k k  boʻlsa, toʻgʻri chiziqlar parallel; 

1 2 1k k    boʻlsa, toʻgʻri chiziqlar perpendikulyar ekanligi kelib chiqadi.  

 
1 1 1 2 2 2: 0, : 0I A x B y C II A x B y C       umumiy tenglamalari bilan berilgan 

toʻgʻri chiziqlar orasidagi burchak ularning 1 1 1 2 2 2( , ), ( , )n A B n A B
 

 normal vektorlari 

orasidagi burchakka teng, ya’ni  1 2,n n



ρ ρ

. Shuning uchun  

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 1 2 2

cos
n n A A B B

n n A B A B
 
 

  

 
   

formula oʻrinli. Bundan ikkita toʻgʻri chiziq uchun parallellik 1 1

2 2

A B
t

A B
   va 

perpendikulyarlik 1 2 1 2 0A A B B   shartlari kelib chiqadi. 

 Faraz qilamiz, 0 0 0( , )M x y  nuqta va : 0d Ax By C    toʻgʻri chiziq 

berilgan boʻlsin. U holda 0M  nuqtadan d  toʻgʻri chiziqqacha boʻlgan masofa  
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0 0
0 2 2

( , )
Ax By C

M d
A B


 




 

formula yordamida topiladi. 

 
 Iqtisodiyotdagi muhim tushunchalardan biri bu talab va taklif 
funksiyalaridir. Odatda bunday funksiyalar mahsulot narxi p  va shu narxda 

sotiladigan mahsulot miqdori q  orasidagi munosabatni ifodalaydi. Ba’zi bir 

cheklovlar ostida bu funksiyalarni chiziqli funksiyalar deb olishimiz mumkin. 
 Talab va taklif miqdori teng boʻladigan p narxga muvozanat narxi deyiladi. 

Masalan, talab va taklif funksiyalari quyidagi chiziqli funksiyalar bilan ifodalangan 
boʻlsin 2 36, 4 12q p q p     . Bu misolda ,x y  oʻzgaruvchilar oʻrniga narxni 

ifodalovchi p  oʻzgaruvchi va miqdorni ifodalovchi q oʻzgaruvchi ishtirok 

qilmoqda. Talab funksiyasining burchak koeffisiyenti 2  ga teng boʻlib, narxga 
nisbatan kamayish tezligini (koeffisiyentini) ifodalaydi. Taklif funksiyasining 
burchak koeffisiyenti 4 ga teng boʻlib, narxga nisbatan taklifning oʻsish 
koeffisiyentini ifodalaydi. Talab va taklifning muvozanat holatini topish uchun bu 
ikkita tenglikni birgalikda yechamiz, ya’ni mos toʻgʻri chiziqlarning kesishish 
nuqtasini topamiz. 

2 36,
2 36 4 12 8, 20.

4 12.

q p
p p p q

q p

  
         

 

Demak, talab va taklif bir xil boʻladigan muvozanat narxi 8p   ga teng boʻlib, 

bunda talab va taklif miqdori 20q   ga teng. 

 Iqtisodiy jarayonlarni modellashtirishda imkoniyatlardan kelib chiqadigan 
chiziqli tengsizlik shaklidagi cheklovlardan foydalaniladi. Bu cheklovlar odatda 
resurslar zahirasidan ortiq miqdorda resursdan foydalana olmasligimizni yoki 
mablagʻ sarfiga cheklovni ifodalaydi. 
 Faraz qilaylik, ikki xil turdagi mahsulot sotib olish talab qilinsin. Bu 
mahsulotlarning bir birliklarining narxlari mos ravishda 1 2,p p  boʻlsin. U holda 

1

2

p
P

p

 
  
 

 narx vektori deb ataladi. Sotib olingan mahsulotlar miqdori mos 
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ravishda 1 2,x x  boʻlsin. 1

2

x
X

x

 
  
 

 vektor mahsulotlar vektori deb ataladi. Bu 

mahsulotlar vektorining umumiy narxi 1 1 2 2( , ) TP X P X p x p x    ga teng. 

 Bir xil narxli ikkita X  va Y  mahsulotlar vektorlari ekvivalent deyiladi va 
~X Y  kabi belgilanadi.  

 Izoh. Umuman olganda biz bu yerda ixtiyoriy n  sondagi mahsulotlarni 
qarashimiz mumkin. Bunda narx va mahsulotlar vektorlari n -oʻlchovli arifmetik 
vektorlardan iborat boʻladi. Aynan ikki mahsulotning qaralishi ikki oʻlchovli 
arifmetik vektorning tekislikdagi vektor bilan ekvivalentligidir. 
 Bir xil c  narxdagi X  mahsulot vektorlari toʻplami 1 2Ox x  tekislikda 

1 1 2 2p x p x c   toʻgʻri chiziqni ifodalaydi. 

 Q  miqdordagi mablagʻ berilgan boʻlsin. Narxi Q  dan oshmaydigan 

mahsulot vektorlari toʻplami byudjet toʻplami deyiladi. Byudjet toʻplami 

1 1 2 2p x p x Q   tengsizlik bilan ifodalanadi va 

  1 2 1 2 1 1 2 2( , ) ( , , ) ,B P Q B p p Q x x p x p x Q     kabi belgilanadi. 

 Q  narxdagi mahsulot vektorlari toʻplami 1 2( , , )B p p Q  byudjet toʻplam 

chegarasi deyiladi va 1 1 2 2p x p x Q   tenglama bilan ifodalanadi.  

 Quyidagi rasmda byudjet toʻplamiga misollar keltirilgan. Mahsulotlar 
vektori komponentalari musbat boʻlganligi sababli, byudjet toʻplami katetlari 
koordinata oʻqlarida yotgan I chorakda joylashgan toʻgʻri burchakli uchburchakdan 
iborat. 

 
 Toʻgʻri chiziqning xossalaridan kelib chiqadigan boʻlsak, byudjet toʻplam 
chegarasini ifodalovchi toʻgʻri chiziqning normali P  narx vektoridan iborat. 
Yuqoridagi rasmdan byudjet toʻplami chegarasini ifodalovchi toʻgʻri chiziq narx 
vektori (normal vektor) yoʻnalishida parallel koʻchirilsa, sarflanadigan Q  mablagʻ 

miqdori ortadi. 
 Budjet toʻplami tushunchasida narxni bir birlik mahsulot ishlab 
chiqarishdagi ma’lum bir resurs sarfi, Q  ni resurs zahirasi, deb olishimiz mumkin. 
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Bu holatda byudjet toʻplami ma’lum resurs sarfi shu resurs zahirasidan ortmasligi 
zarurligini bildiradi. 
 Biz vektorlarning skalyar koʻpaytmasi bilan tanishmiz va bu tushunchadan 
tekislikda toʻgʻri chiziq tenglamasining normal shaklini aniqlashda foydalandik. 

Biz tekislik tushunchasini kiritish 3R  fazoda amalga oshirilganligi sababli bu fazo 
vektorlariga doir ba’zi tushunchalarni, ya’ni vektorlarning vektor koʻpaytmasi, 
vektorlarning aralash koʻpaytmasi va komplanar vektorlar tushunchalarini kiritib 
olamiz. 
 
2-ta’rif. Agar ,x y

ρ ρ
 vektorlar tekisligiga perpendikulyar z

ρ
 vektor quyidagi: 

 1) z
ρ

 vektor koʻpaytma uzunligi 

sinz x y 
ρ ρρ

 

tenglik bilan aniqlanadi va son jihatidan ,x y
ρ ρ

 vektorlarga qurilgan 

parallelogrammning yuziga teng boʻladi (bu yerda   ,x y
ρ ρ

 vektorlar orasidagi 

burchak); 
 2) z

ρ
 vektor uchidan qaraganda x

ρ
 va y

ρ
 vektorlar orasidzgi   burchak soat 

strelkasiga qarama-qarshi yoʻnalishda aniqlanadi; xossalarga ega boʻlsa, u holda z
ρ

 

vektorga ,x y
ρ ρ

 vektorlarning vektor koʻpaytmasi deyiladi va  ,z x y
ρ ρρ

 koʻrinishda 

belgilanadi. 
 
 Vektor koʻpaytma quyidagi xossalarga ega: 

 1) [ , ] [ , ]x y y x 
   

;     2) [ , ]x y x y x y  
     

; 

 3) [ , ] [ , ] [ , ]x y x y x y   
     

;  4) [ , ( )] [ , ] [ , ]x y z x y x z  
      

. 

 1 2 3( , , )x x x x


 va 1 2 3( , , )y y y y


 vektorlarning vektor koʻpaytmasini 3-tartibli 

determinant yordamida quyidagicha aniqlash mumkin: 

2 3 3 1 1 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

.

i j k
x x x x x x

z x x x i j k
y y y y y y

y y y

   

 
  

 

 6-misol. (2;1;2), ( 1;2;0)x y 
ρ ρ

 vektorlar berilgan. Quyidagilarni aniqlang: 

 1) vektor koʻpaytmasi va uning uzunligini; 
 2) skalyar koʻpaytmasini; 
 3) ular orasidagi burchakni. 
 Yechish. 
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 a)   1 2 2 2 2 1
, 2 1 2 4 2 5

2 0 1 0 1 2
1 2 0

i j k

z x y i j k i j k        
 



ρρ ρ

ρ ρρ ρ ρ ρρ ρρ
. 

Demak, (2;1;2), ( 1;2;0)x y 
ρ ρ

 vektorlarning vektor koʻpaytmasi: ( 4; 2;5)z  
ρ

. Bu 

vektorning uzunligi: 16 4 25 45 3 5z     
ρ

. 

 b)  , 2 2 0 0x y     
ρ ρ

. 

 c)  , 0 90x y    ορ ρ
. Bu yerda   (2;1;2), ( 1;2;0)x y 

ρ ρ
 vektorlar 

orasidagi burchak. Bu burchakni vektor koʻpaytmadan foydalanib ham hisoblab 
koʻramiz: 

 , 3 5
sin 1 90

4 1 4 1 2 0

x y

x y
     

   
ο

ρ ρ

ρ ρ . 

 Mashq. (2;4; 2), (4; 2;5)x y 
ρ ρ

 vektorlar berilgan. Quyidagilarni aniqlang: 

1) vektorlarning vektor koʻpaytmasi va uning uzunligini; 
2) vektorlarning skalyar koʻpaytmasini; 
3) vektorlar orasidagi burchakni; 
4) vektorlarga qurilgan parallelepiped yuzini. 
 

3-ta’rif. Agar x


 va y


 vektorlarning vektor koʻpaytmasi [ , ]x y
 

 uchinchi z


 

vektorga skalyar koʻpaytmasi  [ , ],x y z
  

 , ,x y z
  

 vektorlarning aralash koʻpaytmasi 

deb ataladi va ( , , )x y z
  

 kabi belgilanadi. 

 
 Vektorlarning aralash koʻpaytmasi quyidagi xossalarga ega: 

 1) ( , , ) ( , , ) ( , , ).x y z y z x z x y 
        

 

Ya’ni koʻpaytiriluvchi vektorlar oʻrinlari doiraviy almashtirilganda aralash 
koʻpaytma qiymati oʻzgarmaydi. 

 2) ( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ).x y z y x z x y z z y x x y z x z y     
                 

, 

Ya’ni qoʻshni 2 ta vektorlarning oʻrinlari almashtirilganda aralash koʻpaytma 
ishorasini oʻzgartiradi. 

 3) 3R  da aralash koʻpaytma qiymatini quyidagicha 3-tartibli determinant 

yordamida aniqlash mumkin: 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

( , , ) .

x x x

x y z y y y

z z z


  

 

 7-misol. (2;1;2), ( 1;2;0), (3;2;4)x y z
ρ ρ ρ

 vektorlar berilgan. Bu vektorlar 

uchun ( , , )x y z
ρ ρ ρ

 aralash koʻpatmani hisoblang. 
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 Yechish. ( , , ) ( , , )x y z z x y
ρ ρ ρ ρρ ρ

 boʻlgani uchun biz ( , , )z x y
ρ ρρ

 koʻpaytmaning 

qiymatini hisoblaymiz: 

3 2 4
1 2 2 2 2 1

( , , ) 2 1 2 3 2 4 12 4 20 4
2 0 1 0 1 2

1 2 0

z x y            
 



ρ ρρ
. 

Demak, (2;1;2), ( 1;2;0), (3;2;4)x y z
ρ ρ ρ

 vektorlarning aralash koʻpaytmasi 4 ga teng. 

 Mashq. (5; 7;2), ( 11;2;5), (3;6;4)x y z 
ρ ρ ρ

 vektorlar berilgan. Bu vektorlar 

uchun ( , , )x y z
ρ ρ ρ

 aralash koʻpaytmani hisoblang. 

 
4-ta’rif. Bir tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi vektorlar komplanar 
vektorlar deyiladi. 
 

Teorema. 3R  da 3 ta , ,x y z
  

 vektorlar komplanar boʻlishi uchun ularning aralash 

koʻpaytmasi nolga teng boʻlishi zarur va yetarli. 
 

 8-misol. 2 ; 3 2 ; 7 14 13a i j k b i j k c i j k        
         

 vektorlarni 

komplanarlikka tekshiring. 

 Yechish. [ , ] 1 2 1 3 5 7 ,

3 1 2

i j k

a b i j k    


 
    , , 21 70 91 0a b c    

  
. 

Demak, bu vektorlar komplanar. 

 Mashq. 3 2 2 ; 3 5 2 ; 7 4 13a i j k b i j k c i j k        
         

 vektorlarni 

komplanarlikka tekshiring. 
 Izoh. Vektorlarning aralash koʻpaytmasining absolyut qiymati shu 

vektorlarga qurilgan parallelepipedning hajmiga teng, ya’ni  , ,V x y z
  

, V  

parallelepipedning hajmi. 
 Tekislik geometriyaning boshlangʻich tushunchalaridan boʻlib, uni turli 
usullarda aniqlash mumkin. Biz tekislikni aniqlashning ba’zi usullari bilan tanishib 
chiqamiz. Shuni alohda ta’kidlashimiz zarurki, bizga ma’lum ma’lumotlar 
yordamida aniqlangan tekislik yagona boʻlishi kerak. 
 Belgilangan 0 0 0( , )M x y  nuqtadan oʻtuvchi va ( , , )n A B C


 vektorga 

perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzamiz. Ma’lumki, bunday tekislik yagona. 
 Tekislikka tegishli ixtiyoriy ( , )M x y  nuqtani olamiz. U holda tekislikda 

yotgan 0 0 0( , )M M x x y y 


 vektor n

 ga perpendikulyar. Bundan 0( , ) 0M M n 

 
 

yoki 
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0 0 0( ) ( ) ( ) 0.A x x B y y C z z       

Bu tenglamani soddalashtirsak, tekislikning umumiy tenglamasi hosil boʻladi: 

 0 0 00Ax By Cz D D Ax By Cz         

 Tekislikka perpendikulyar boʻlgan har qanday ( , , )n A B C


 vektor tekislikning 

normal vektori deyiladi. 
 9-misol. 3 4 7 6 0x y x     tekislikning normal vektorini toping. 

 Yechish. Bu tekislikning normal vektori: (3; 4;7)n 
ρ

. 

 Tekislik umumiy tenglamasining xususiy hollarini qaraymiz: 
 1) Agar 0D   boʻlsa, tenglama 0Ax By Cz    koʻrinishida boʻlib, uni 

(0;0;0)O  nuqta qanoatlantiradi, ya’ni tekislik koordinatalar boshidan oʻtadi. 

 2) 0C   boʻlsa, tenglama 0Ax By D    koʻrinishni oladi. Bu Oxy  

tekislikdagi proeksiyasi 0Ax By D    toʻgʻri chiziqdan iborat boʻlgan tekislik 

tenglamasi. Bu tekislik Oz  oʻqiga parallel. Shunga oʻxshash, 0B   va 0A   
boʻlganda, mos ravishda, Oy  va Ox  oʻqlariga parallel boʻlgan 0 DByAx  va 

0 DCzBy  tekisliklarni hosil qilamiz. 

 3) 0B C D    boʻlsa, Oyz  tekislikning tenglamasi hosil boʻladi. Shunga 

oʻxshash, Oxz  tekislik va Oxy  tekislik tenglamalarini hosil qilamiz. 

 Faraz qilamiz, tekislikning umumiy tenglamasida barcha koeffisiyentlar 
noldan farqli boʻlsin. U holda bu tenglamani quyidagicha yozib olishimiz mumkin: 

1, , ,
x y z D D D

Ax By Cz D a b c
a b c A B C

               
 

. 

 Bu tekislikning , ,a b c  kesmalar boʻyicha tenglamasi deb atalib, bunda 

, ,a b c  tekislikning koordinata oʻqlarida ajratgan kesmalar kattaligi. Masalan, 

2 3 6 0x y z     tenglamani kesmalar boʻyicha tenglamaga keltirish talab 

qilinsin. Buning uchun tenglamaning har bir hadini 6 ga boʻlamiz va izlangan 

1
3 2 6

x y z
  


 tenglamani topamiz.  

 Mashq. Ushbu  
 1) 2 5 0;у    

 2)   1  0; х z    

 3) 3 4 6 12 0х у z     

tenglamalar bilan berilgan tekisliklarni chizing. 
 Bitta toʻgʻri chiziqda yotmaydigan 

0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z  nuqtalardan oʻtuvchi tekislik 

tenglamasini tuzish talab qilinsin.  
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Bu tekislikda yotgan ixtiyoriy ( , , )M x y z  nuqtani qaraymiz va quyidagi vektorlarni 

hosil qilamiz: 0 0 0 0( , , )M M x x y y z z  


, 1 1 1 1( , , )M M x x y y z z  


, 

2 0 0 0( , , )M M x x y y z z  


. Bu vektorlar bitta tekislikda yotganligi sababli, bu 

vektorlar komplanar. Demak,  0 1 2, , 0M M M M M M 
  

, ya’ni 

 
0 0 0

1 0 1 0 1 0

2 0 2 0 2 0

0

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

  
   
    

Bu tenglama belgilangan uchta nuqtadan oʻtuvchi tekislik tenglamasi deb ataladi. 
 10-misol. Bitta toʻgʻri chiziqda yotmaydigan 

0 1 2(2;0;1), (1;2;0), (0;3;2)M M M  nuqtalardan oʻtuvchi tekislik tenglamasini 

tuzing. 
 Yechish. Bu tekislikda yotgan ixtiyoriy ( , , )M x y z  nuqtani qaraymiz va 

quyidagi vektorlarni hosil qilamiz: 0 ( 2, , 1)M M x y z 


, 1 ( 1, 2, )M M x y z 


, 

2 ( , 3, 2)M M x y z 


. Bu vektorlar bitta tekislikda yotganligi sababli, bu vektorlar 

komplanar. Demak,  0 1 2, , 0M M M M M M 
  

, ya’ni 

 2 1 2 1
2 1 1 1

1 2 2 0 0 1 1 2 1 ( 2)
3 1 2 1

0 2 3 0 2 1 2 3 1

1 2
( 1) 5( 2) 3 1 5 3 11 0.

2 3

x y z x y z

x y

z x y z x y z

   
  

         


   


           



 

 Mashq. Bitta toʻgʻri chiziqda yotmaydigan 

0 1 2(2;3;1), (1;2;4), (5;3;2)M M M  nuqtalardan oʻtuvchi tekislik tenglamasini 

tuzing. 
 Ikki tekislik orasidagi ikki yoqli burchakning chiziqli burchagi sifatida bu 
tekisliklarning normal vektorlari orasidagi burchak qabul qilingan. Demak, 
umumiy tenglamalari 1 1 1 1 2 2 2 20, 0A x B y C z D A x B y C z D         

koʻrinishda boʻlgan tekisliklar orasidagi burchakni   bilan belgilasak, u holda bu 

burchakni topish uchun  1 1 1 1n A B C  va 2 2 2 2( , , )n A B C  vektorlar orasidagi burchakni 

topish formulasidan foydalanamiz: 

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
A A B B C C

A B C A B C
  


    
 

 Bu ikki tekislik orasidagi burchakni topish formulasi boʻlib, u 0     

oraliqda topiladi. 
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 Umuman olganda ikki tekislikning normal vektorlari yordamida ularning 
oʻzaro joylashishi haqida quyidagi mulohazalarni chiqarish mumkin. 

 Agar tekisliklar parallel boʻlsa, u holda 1 1 1

2 2 2

;
A B C

A B C
   agar tekisliklar 

perpendikulyar boʻlsa, u holda 1 2 1 2 1 2 0A A B B C C    munosabatlar oʻrinli 

boʻladi. 

  1 1 1 1, ,M x y z  nuqtadan 0 DCzByAx  tekislikkacha masofa quyidagi 

formula bilan hisoblanadi: 

1 1 1 .
Ax By Cz D

d
n

  
 ρ  

 11-misol.  1 2 ;1; 0M   nuqtadan 2 6 3 4 0x y x     tekislikkacha 

masofa topilsin. 

 Yechish. 
 2 2 6 1 3 0 4 4 6 4

2
74 36 9

d
         

  
 

. 

 12-misol.  1; 3; 2М    nuqtadan oʻtgan va 3 2 4 3 0х у z     tekislikka 

parallel tekislik tenglamasini tuzing. 
 Yechish. Ikkita parallel tekislik umumiy normalga ega. Berilgan tekislik 
normal vektori (3; 2; 4)n  

. Bundan izlangan tekislik tenglamasining 

koʻrinishini topamiz: 
3( 1) 2( 3) 4( 2) 0 3 2 4 1 0.x y z x y z            

 Fazoda toʻgʻri chiziqni ikkita parallel boʻlmagan tekisliklar kesishmasidan 
iborat nuqtalarning geometrik oʻrni sifatida aniqlash mumkin. 
 Toʻgʻri chiziqning umumiy tenglamasi quyidagicha yoziladi: 

1 1 1 1

2 2 2 2

0,

0.

A x B y C z D

A x B y C z D

   
    

 

 Toʻgʻri chiziqqa parallel boʻlgan ixtiyoriy vektor toʻgʻri chiziqning 
yoʻnaltiruvchi vektori deb ataladi. Yuqoridagi tenglamalar sistemasi yordamida 
ifodalangan toʻgʻri chiziqning yoʻnaltiruvchisini 1 2[ , ]s n n

  
 kabi aniqlash mumkin, 

bunda 1 1 1 1( , , )n A B C


 va 2 2 2 2( , , )n A B C


 tekisliklarning normal vektorlari.  

 Ma’lumki, fazodagi ixtiyoriy ( , , )M x y z  nuqtani r OM


 radius vektor bilan 

aniqlaymiz.  
 Fazoda toʻgʻri chiziqda yotuvchi 0 0 0 0( , , )M x y z  nuqta va noldan farqli 

 , ,s m n p


 yoʻnaltiruvchi vektor berilgan boʻlsin. Faraz qilamiz ( , , )M x y z  nuqta 



 

150 

toʻgʻri chiziqda yotgan ixtiyoriy nuqta boʻlsin. U holda 0M M


 va s


 vektorlar 

kollinear boʻladi, ya’ni shunday t  son mavjudki, 0M M t s 
 

.  

 U holda ta’rifga asosan 0 0M M r r 
υυυυυυρ ρ ρ

 ekanligini hisobga olsak, toʻgʻri 

chiziqning vektor tenglamasini 0r r st 
ρ ρ ρ

 hosil qilamiz. Bu tenglamani 

koordinatalar koʻrinishida ifodalasak 

0

0

0

x x mt

y y nt

z z pt

  
  
  

 

toʻgʻri chiziqning parametrik tenglamasini hosil qilamiz. Bu sistemada t  
parametrni yoʻqotsak 

0 0 0x x y y z z

m n p

  
   

ga ega boʻlamiz. Bu toʻgʻri chiziqning kanonik tenglamasi deyiladi.  
 13-misol. Toʻgʻri chiziqning 

2 1 0

3 2 3 0

x y z

x y z

   
    

 

umumiy tenglamasini kanonik shaklga keltiring. 
 Yechish. Buning uchun berilgan sistemadan ,x y  noma’lumlarni topamiz: 

1 5 7 9
,

5 2 5 5
x z y z      

Endi esa bu ifodalardan z  ni topamiz: 
2 9

5 5,
1 7

5 5

x y
z z

 
 


. 

Endi ularni oʻzaro tenglashtirib 
2 9

5 5
1 71
5 5

x yz  
 



 

koʻrinishdagi kanonik tenglamani topamiz. 
 Ikkita toʻgʻri chiziq kanonik tenglamalari bilan berilgan boʻlsin. Bu toʻgʻri 
chiziqlarning orasidagi burchakni topish, ularning parallelik va perpendikulyarlik 
shartlari yoʻnaltiruvchilar orasidagi burchakni topish, yoʻnaltiruvchilarning 
parallellik va perpendikulyarlik shartlariga ekvivalent.  
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p

zz

n

yy

m

xx 000 






 toʻgʻri chiziq va 0Ax By Cz D     tekislik orasidagi 

burchak  

2 2 2 2 2 2
sin

Am Bn Cp

A B C m n p


 


      
formula yordamida topiladi. Agar 0Am Bn Cp   , ya’ni toʻgʻri chiziqning 

yoʻnaltiruvchisi va tekislikning normal vektori perpendikulyar boʻlsa, tekislik va 

toʻgʻri chiziq parallel boʻladi. Agar 
p

C

n

B

m

A
  boʻlsa, ya’ni toʻgʻri chiziqning 

yoʻnaltiruvchisi va tekislikning normal vektori parallel boʻlsa, tekislik va toʻgʻri 
chiziq perpendikulyar boʻladi. 

 14-misol. Berilgan 
2 2 1

3 1 2

x y z  
 


 toʻgʻri chiziq va 

2 3 3 8 0x y z     tekislikning kesishish nuqtasi topilsin.  

 Yechish. 
2 2 1

3 1 2

x y z
t

  
  


  

Belgilash yordamida  
3 2, 2, 2 1x t y t z t        

ifodalarni topamiz. Bu qiymatlarni tekislik tenglamasiga qoʻysak, 1t  . Bundan, 
1.x y z    

 Tekislikning ba’zi tatbiqlarini koʻrib chiqamiz: bozorga ikki turdagi 
mahsulot taklif etilayotgan boʻlsin. Quyidagi belgilashlar kiritamiz: ( 1,2)iP i  

mahsulotlarni sotish narxi, iQ mahsulotlarga boʻlgan talab miqdori boʻlsin. Agar 

narx va miqdor orasidgi bogʻlanish chiziqli boʻlsa, u holda quyidagi tenglamalarni 
olamiz: 

1 1 1 1 1 2

2 2 2 1 2 2

,

.

Q a b P c P

Q a b P c P

  
   

 

Birinchi tenglamada qatnashayotgan oʻzgaruvchilarni va koeffisiyentlarni tahlil 
qilib chiqamiz. Mahsulotlar narxi nolga teng boʻlganda ularga boʻlgan talab 1 0Q   

boʻlgani uchun 1 0a  . Mahsulot narxi oshganda talab kamayganligi sababli 1 0b  , 

1c  parametrning ishorasi mahsulotlarning xarakteriga bogʻliq. Agar mahsulotlar 

bir-birining oʻrnini bosadigan boʻlsa, u holda 2-mahsulot narxining oshishi 
iste’molchi 1-mahsulotni xarid qilishga undaydi va natijada 1-mahsulotga boʻlgan 
talab 1Q  ortadi. Bu holat, ya’ni ular bir-birining oʻrnini bosuvchi mahsulotlar 

ekanligi 1 0c   tengsizlik bajarilishi bilan xarakterlanadi. Agar mahsulotlar bir-

birini toʻldiruvchi mahsulotlar boʻlsa, u holda mahsulot narxining oshishi unga 
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boʻlgan talabning kamayishiga olib keladi. Bu holat esa 1 0c   tengsizlik bajarilishi 

bilan xarakterlanadi. Xuddi shunday usulda 2 2 2, ,a b c  parametrlarning ham 

ishoralari aniqlanadi. 
 15-misol. Ikki mahsulot uchun talab va taklif funksiyalari quyidagi 
koʻrinishda berilgan boʻlsin: 

11 1 2

12 1 2

21 1

22 2

10 2 ,

5 2 2 ,

3 2 ,

2 3 .

Q P P

Q P P

Q P

Q P

  
  
  
  

 

Bu ikki mahsulotni ishlab chiqarish miqdori va narxi uchun muvozanat nuqtasini 
aniqlang. Bu yerda 11 21 12 22,Q Q Q Q  . 

 Yechish. 11 21 1 12 22 2,Q Q Q Q Q Q     belgilashlar kiritib tenglamalarni 

quyidagicha yozib olamiz: 

1 1 2

2 1 2 1 2 1 1 2

1 1 1 2 2 1 2

2 2

1 2 1 2

10 2 ,

5 2 2 , 10 2 3 2 , 4 13,

3 2 , 5 2 2 2 3 2 5 7

2 3

4, 3, 5, 7.

Q P P

Q P P P P P P P

Q P P P P P P

Q P

P P Q Q

   
                           
   

    

 

 
Oʻz-oʻzini tekshirish uchun savollar 

1. Tekislikda toʻgʻri chiziqning umumiy koʻrinishdagi tenglamasi deb qanday 
shakldagi tenglamaga aytiladi? 

2. Toʻgʻri chiziqning kesmalarga nisbatan tenglamasini yozing va geometrik 
izohlang. 

3. Toʻgʻri chiziqning burchak koeffisiyentli tenglamasini yozing va 
koeffisiyentlarining geometrik ma’nosini izohlang. 

4. Toʻgʻri chiziqning kanonik koʻrinishdagi tenglamasini yozing. 
5. Koordinatalar tekisligida toʻgʻri chiziqning vektor shakldagi tenglamasini 

yozing va izohlang. 
6. Toʻgʻri chiziqning normal koʻrinishdagi tenglamasi, deb qanday shakldagi 

tenglamaga aytiladi? 
7. Koordinatalar tekisligida berilgan nuqtadan oʻtuvchi va burchak koeffisiyenti 

ma’lum boʻlgan toʻgʻri chiziq tenglamasini yozing. 
8. Fazoda kiritilgan toʻgʻri burchakli koordinatalar sistemasiga nisbatan tekislik 

vaziyati qanday aniqlanadi? 
9. Tekislikning normal shakldagi tenglamasini yozing. 
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10. Tekislikning umumiy koʻrinishdagi tenglamasi, deb qanday shakldagi 
tenglamaga aytiladi? 

11. Tekislik umumiy tenglamasining mumkin boʻlgan barcha xususiy hollarini 
sharhlab bering? 

12. Tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasi deb qanday shakldagi 
tenglamaga aytiladi va nima uchun? 

13. Fazoda bir toʻgʻri chiziqda yotmaydigan berilgan uchta nuqtadan oʻtuvchi 
tekislik tenglamasining qanday shakllarini bilasiz? 

14. Tekisliklarning perpendikulyarlik va parallellik shartlarini yozing. 
15. Koordinatalar fazosida berilgan nuqtadan berilgan tekislikgacha boʻlgan 

masofani hisoblash formulasini yozing. 
16. Fazoda kiritilgan toʻgʻri burchakli koordinatalar sistemasiga nisbatan toʻgʻri 

chiziq qanday aniqlanadi? 
17. Fazoda toʻgʻri chiziqning vektor tenglamasini yozing. 

 
 

13-mavzu. Chiziqli programmalashtirish masalasining yechimlari va 
ularning xossalari 

 
Rеjа: 

13.1. Chiziqli prоgrаmmаlаshtirishning asosiy mаsаlаlаri. 
13.2. Iqtisоdiy mаtеmаtik mоdеl tushunchаsi.  
13.3. Eng sоddа iqtisodiy mаsаlаlаrning mаtеmаtik mоdеllаri. 
13.4. Chiziqli prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsining umumiy qoʻyilishi. 
13.5. Chiziqli prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsining turli fоrmаdа ifоdаlаnishi. 
13.6. Tеng kuchli аlmаshtirishlаrni bajarib ChPMni kanonik koʻrinishga keltirish. 
13.7. Chiziqli prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsining jоiz vа bаzis yechimlаri.  
13.8. Jоiz yechimlаr toʻplаmining qаvаriqligi. 
 
 Tаyanch soʻz vа ibоrаlаr: Mаtеmаtik mоdеl, chiziqli vа chiziqsiz 
prоgrаmmаlаshtirish, stохаstik prоgrаmmаlаshtirish, dinаmik prоgrаmmа-
lаshtirish. Chiziqli prоgrаmmаlаshtirish, chеgаrаlоvchi shаrtlаr (chеklаmаlаr), 
mаqsаd funksiya, jоiz rеjа (yechim), bаzis yechim (rеjа), xos vа xosmas bаzis rеjа, 
оptimаl rеjа, qoʻshimchа oʻzgаruvchi, qаvаriq kоmbinаtsiya, qаvаriq toʻplаm, 
qаvаriq toʻplаmning burchаk nuqtаsi. 
 
 Chiziqli programmalashtirish matematik programmalashtirishning bir 
boʻlimi boʻlib, u chegaralangan resurslar (xom-ashyo, texnika vositalari, kapital 
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qoʻyilmalar, yer, suv, mineral oʻgʻitlar va boshqalar)ni ratsional taqsimlab eng 
koʻp foyda olish yoki eng kam xarajat qilish yoʻllarini oʻrgatadi. 
 Chiziqli programmalashtirishning shakllanishi XX asrning ikkinchi 
yarmidagi iqtisodiy fikrlarning takomillashishiga katta ta’sir koʻrsatdi. 1975 yilda 
chiziqli programmalashtirish nazariyasini birinchi bor kashf qilgan rus olimi 
L.V.Kantorovichga va matematik iqtisodiyot boʻyicha mutaxassis, “Chiziqli 
programmalashtirish” terminining birinchi muallifi, amerika olimi T.Kupmansga 
Nobel mukofotining berilishi chiziqli programmalashtirishning iqtisodiy 
nazariyaga qoʻshgan hissasini tan olishdan iborat deb hisoblash mumkin. 
 Chiziqli programmalashtirish chiziqli funksiyaning, uning tarkibiga kiruvchi 
noma’lumlarga chegaralovchi shartlar qoʻyilganda, eng katta va eng kichik 
qiymatini izlash va topish uslubini oʻrgatuvchi boʻlimdir. 
 Noma’lumlarga chiziqli chegaralashlar qoʻyilgan chiziqli funksiyaning 
ekstremumini topish chiziqli programmalashtirishning predmetini tashkil qiladi. 
Shunday qilib, chiziqli programmalashtirish chiziqli funksiyaning shartli 
ekstremumini topish masalalari turkumiga kiradi. 
 Iqtisodiy jarayonlarning oʻziga xos qonuniyatlarini oʻrganish uchun, birinchi 
navbatda, bu jarayonlarni tavsiflovchi matematik modellarni tuzish kerak. 
Oʻrganilayotgan iqtisodiy jarayonning asosiy xossalarini matematik munosabatlar 
yordamida tavsiflash tegishli iqtisodiy jarayonning matematik modelini tuzish deb 
ataladi. 
 Iqtisodiy jarayonlarning (masalalarning) matematik modelini tuzish uchun 
quyidagi bosqichlardagi ishlarni bajarish kerak: 
1)  masalaning iqtisodiy ma’nosi bilan tanishib, undagi asosiy shartlar va 

maqsadni aniqlash; 
2)  masaladagi ma’lum parametrlarni belgilash; 
3)  masaladagi noma’lumlarni (boshqaruvchi oʻzgaruvchilarni) belgilash; 
4)  masaladagi cheklamalarni, ya’ni boshqaruvchi oʻzgaruvchilarning 

qanoatlantirishi kerak boʻlgan chegaraviy shartlarni chiziqli tenglamalar yoki 
tengsizliklar orqali ifodalash; 

5)  masalaning maqsadini chiziqli funksiya orqali ifodalash. 
 Boshqaruvchi oʻzgaruvchilarning barcha cheklamalarni qanoatlantiruvchi 
shunday qiymatini topish kerakki, u maqsad funksiyaga eng katta (maksimum) 
yoki eng kichik (minimum) qiymat bersin. Bundan koʻrinadiki, maqsad funksiya 
boshqaruvchi noma’lumlarning barcha qiymatlari ichida eng yaxshisini 
(optimalini) topishga yordam beradi. Shuning uchun ham maqsad funksiyani 
foydalilik yoki optimallik mezoni deb ham ataladi. 
 Iqtisodiy masalalarning matematik modelini tuzish jarayonini amaliyotda 
nisbatan koʻp uchraydigan quyidagi iqtisodiy masalalar misolida oʻrganamiz. 
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 Ishlab chiqarishni tashkil qilish va rejalashtirish masalasi. Fаrаz 
qilаylik, kоrхоnаdа  хil mаhsulоt ishlаb chiqаrilsin; ulаrdаn iхtiyoriy birini  
bilаn bеlgilаymiz. Bu mаhsulоtlаrni ishlаb chiqаrish uchun  хil ishlаb chiqаrish 
fаktоrlаri zаrur boʻlsin. Hаr bir xom-ashyoning umumiy miqdоri vа bir birlik 
mаhsulоtni ishlаb chiqаrish uchun sаrf qilinаdigаn nоrmаsi haqidagi ma’lumotlar 
quyidаgi jаdvаldа bеrilgаn boʻlsin. 
 

Xom-ashyolar 
Mаhsulоt turlаri 

1 2 3 …  Dаrоmаd 

1    …   

2    …   

… … … … … … … 

    …   

Xom-ashyolar zаhirаsi    …   

 
 Jаdvаldаgi hаr bir: –  xom-ashyoning umumiy miqdоri (zаhirаsi);  – 

 mаhsulоtning bir birligini ishlаb chiqаrish uchun sаrf qilinаdigаn  xom-ashyo 

miqdоri;  – kоrхоnаning  mаhsulоtning bir birligini sotishdan оlаdigаn 

dаrоmаdi. 
 Mаsаlаning iqtisоdiy mа’nоsi: kоrхоnаning ishini shundаy rеjаlаshtirish 
kеrаkki:  
 а) hаmmа mаhsulоtlаrni ishlаb chiqаrish uchun sаrf qilinаdigаn hаr bir xom-
ashyoning miqdоri ulаrning umumiy miqdоridаn оshmаsin;  
 b) mаhsulоtlаrni sotishdan kоrхоnаning оlаdigаn dаrоmаdi mаksimаl 
boʻlsin. 
 Rеjаlаshtirilgаn dаvr ichidа ishlаb chiqаrilаdigаn  mаhsulоtning miqdоrini 

 bilаn bеlgilаymiz. U hоldа mаsаlаdаgi а) shаrt quyidаgi tеngsizliklаr sistеmаsi 

оrqаli ifоdаlаnаdi: 

 

 Mаsаlаning iqtisоdiy mа’nоsigа koʻrа nоmа’lumlаr mаnfiy boʻlmаsligi 
kеrаk, ya’ni: .

 
 Mаsаlаdаgi b) shаrt uning mаqsаdini аniqlаydi. Dеmаk, mаsаlаning mаqsаdi 
mаhsulоtlаrni sotishdan korхоnаning оlаdigаn umumiy dаrоmаdini 
mаksimаllаshtirishdаn ibоrаt boʻlib, uni  funksiya оrqаli 

m i
n

n

11a 12a 13a 1na 1c

21a 22a 23a 2na 2c

m 1ma 2ma 3ma mna mc

1b 2b 3b nb

jb j ija

i j

jc j

i

ix

11 1 21 2 1 1

12 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,

............................................,

,

m m

m m

n n mn m n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

    
     


     

0, ( 1, )ix i m 

1 1 2 2 m my c x c x c x      
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ifоdаlаsh mumkin. Shundаy qilib, ishlаb chiqаrishni rеjаlаshtirish mаsаlаsining 
mаtеmаtik mоdеli quyidаgi koʻrinishdа boʻlаdi: 

 

, 

. 

 Istе’mоl sаvаti mаsаlаsi. Fаrаz qilаylik, kishi оrgаnizmi uchun bir sutkаdа 
n хil  oziqa mоddаlаri kеrаk boʻlsin, jumlаdаn bir sutkаdа  oziqa 

mоddаsidаn kamida  miqdоrdа,  oziqa mоddаsidаn  miqdоrdа,  oziqa 

mоddаsidаn    miqdоrdа vа hоkаzо,   ozuqadаn  miqdоrdа zаrur boʻlsin vа 

ulаrni m tа   mаhsulоtlаr tаrkibidаn оlish mumkin boʻlsin. Hаr bir  

mаhsulоt tаrkibidаgi  oziqa mоddаsining miqdоri  birlikni tаshkil qilsin.  

 
Ozuqa moddalаri 
Mаhsulоt turlаri 

   …  Mahsulot 
bahosi 

    …   

    …   

… … … … … … … 
    …   

Ozuqa moddasining 
minimal normasi 

   …   

 
 Mаsаlаning iqtisоdiy mа’nоsi: istе’mоl sаvаtigа qаndаy mаhsulоtlаrdаn 
qаnchа miqdorda kiritish kеrаkki,  nаtijаdа:  
 а) оdаm оrgаnizmi qаbul qilаdigаn turli oziqa mоddаsining miqdori  
bеlgilаngаn minimal miqdоrdаn kаm boʻlmаsin;  
 b) istе’mоl sаvаtining umumiy bаhоsi minimаl boʻlsin. 
 Istе’mоl sаvаtigа kiritilаdigаn i-mаhsulоtning miqdоrini  bilаn 

bеlgilаymiz. U hоldа mаsаlаning 
 а) shаrti quyidаgi tеngsizliklаr sistеmаsi оrqаli ifоdаlаnаdi: 

 

11 1 21 2 1 1

12 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,

.............................................,

,

m m

m m

n n mn m n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b
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 Mаsаlаning iqtisоdiy mа’nоsigа koʻrа, undаgi  nоmа’lumlаr mаnfiy boʻlа 
оlmаydi, ya’ni: . 

 Mаsаlаning b) shаrti uning mаqsаdini ifоdаlаydi. Dеmаk, mаsаlаning 
mаqsаdi istе’mоl sаvаtigа kiritilаdigаn mаhsulоtlаrning umumiy bаhоsini 
minimаllаshtirishdаn ibоrаt boʻlib, uni quyidаgicha ifоdаlаsh mumkin: 

. 

 Shundаy qilib, istе’mоl sаvаti mаsаlаsining mаtеmаtik mоdеli koʻrinishdа 
boʻladi. 

 

 Оptimаl bichish mаsаlаsi. Optimаl bichish mаsаlаsining eng sоddа hоli 
bilаn tаnishаmiz. Faraz qilamiz, uzunligi L boʻlgаn хоmаki mаtеriаllаrdаn 

uzunliklаri  boʻlgаn  хil dеtаllаrning hаr biridаn  miqdоrdа 

tаyyorlаsh kеrаk boʻlsin. Bundаn tаshqаri хоmаki mаtеriаllаrni n usul bilаn kеsish 
mumkin, hаmdа hаr bir j usul bilаn kеsilgаn хоmаki mаtеriаldаn  miqdоrdа i 

dеtаl tаyyorlаsh vа  miqdоrdа chiqindi hоsil qilish mumkin ekаnligi аniqlаngаn 

boʻlsin. Хоmаki mаtеriаllаrdаn qаnchаsini qаysi usul bilаn kеsgаndа tаyyorlаngаn  
dеtаllаr miqdоri rеjаdаgigа tеng boʻlаdi vа hоsil boʻlgаn chiqindilаrning umumiy 
miqdоri eng kаm (minimаl) boʻlаdi. 
 

Tаyyorlаnаdigаn 
dеtаllаrning uzunliklаri 

Kеsish usullаri Dеtаllаr ishlаb 
chiqаrish rеjаsi 1 2 …  

   …   

   …   

… … … … … … 

   …   

Chiqindilаr   …   

 
 usul bilаn kеsilаdigаn хоmаki mаtеriаllаr miqdоrini  bilаn bеlgilаymiz. U 

hоldа mаsаlаning mаtеmаtik mоdеli quyidаgi koʻrinishdа yoizilаdi: 

0, ( 1, )ix i m 

1 1 2 2 minm my c x c x c x       

11 1 21 2 1 1

12 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

1 1 2 2

,

,

............................................,

,

0, 0, ..., 0,

... m in .

m m

m m

n n m n m n

m

m m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

x x x

Y c x c x c x

      
       


       

  

    

),1( mii  m ic

ija

jb

n

1 11a 12a 1na 1c

2 21a 22a 1na 2c

m 1ma 2ma mna mc

1b 2b nb

j jx



 

158 

 

 1-misol. Uzunligi 110 sm. boʻlgan poʻlat xipchinlardan uzunliklari 45 sm, 
35 sm va 50 sm boʻlgan xomaki mahsulotlar tayyorlash kerak boʻlsin. Talab 
qilingan xomaki mahsulotlar miqdori mos ravishda 40, 30 va 20 birlikni tashkil 
qilsin. Poʻlat xipchinlarni kesish yoʻllari va ularga mos keluvchi xomaki 
mahsulotlar va chiqindilar miqdori quyidagi jadvalda keltirilgan. 
 

Xomaki mahsulotlar 
Uzunligi 

Kesish usullari Xomaki mahsulotlar 
i/ch rejasi 1 2 3 4 5 6 

45 sm. 2 1 1 - - - 40 
35 sm. - 1 - 3 1 - 30 
50 sm. - - 1 - 1 2 20 

Chiqindilar 20 30 15 5 25 10  

 
 Har bir kesish usuli boʻyicha qancha poʻlat xipchinlar kesilganda 
tayyorlangan xomaki mahsulotlar miqdori rejadagiga teng boʻladi va 
chiqindilarning umumiy miqdori minimal boʻladi? 
 Yechish. usul bilan kesiladigan poʻlat xipchinlar sonini xj bilan 

belgilaymiz. U holda uzunligi 45sm boʻlgan xomaki mahsulotlardan ja’mi 
 miqdorda tayyorlanadi. Rejaga koʻra bunday mahsulotlar soni 40 

taga teng boʻlishi kerak, ya’ni . 

 Xuddi shuningdek, uzunliklari 35sm va 50sm boʻlgan xomaki mahsulotlarni 
ishlab chiqarish rejasini toʻla bajarilishidan iborat shartlar mos ravishda 

 va  tenglamalar orqali ifodalanadi. 

 Iqtisodiy ma’nosiga koʻra belgilangan noma’lumlar manfiy boʻla olmaydi, 
demak  

 Rejadagi xomaki mahsulotlarni ishlab chiqarishda hosil boʻlgan chiqindilar-
ning umumiy miqdorini quyidagi chiziqli funksiya koʻrinishida ifodalaymiz: 

. 

 Masalaning shartiga koʻra bu funksiya minimum qiymatni qabul qilishi 
kerak, ya’ni  
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1 1 2 2

1 2
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 Shunday qilib, quyidagi chiziqli programmalashtirish masalasiga ega 
boʻlamiz: 

 

 

. 

 2-misol. Konditer fabrikasi uch turdagi  karamellarni ishlab 

chiqarish uchun uch xil xom-ashyo: shakar, qiyom va quruq mevalar ishlatadi. 1 
tonna karamel turlarini ishlab chiqarish uchun sarf qilinadigan xom-ashyolar 
miqdori (me’yori), xom-ashyolarning zahirasi hamda 1 tonna karamelni sotishdan 
olinadigan daromad quyidagi jadvalda keltirilgan. 
 

Xom-ashyo turlari 
1 tonna mahsulotga xom-ashyo 

sarfi (t. hisobida) 
Xom-ashyo 
zahirasi (t) 

A B C 
Shakar 0,8 0,5 0,6 800 
Qiyom 0,4 0,4 0,3 600 

Quruq mevalar - 0,1 0,1 120 
1 t karamel sotishdan 

olinadigan daromad (sh.b.) 
108 112 126  

 
Fabrikaga maksimal foyda keltiruvchi karamel ishlab chiqarish rejasini toping.  
 Yechish. Konditer fabrikasida  turdagi karameldan  miqdorda,  

turdagi karameldan  miqdorda va  turdagi karameldan  miqdorda ishlab 

chiqarilsin deb belgilaymiz. U holda fabrikada ishlab chiqariladigan barcha 
karamellar uchun  miqdorda shakar sarf qilinadi. Bu miqdor 

shakarning zahirasidan, ya’ni 800 tonnadan oshmasligi kerak. Demak, 
 tengsizlik oʻrinli boʻlishi kerak. Xuddi shunday yoʻl 

bilan mos ravishda qiyom va quruq mevalar sarfini ifodalovchi quyidagi 
tengsizliklarni hosil qilish mumkin:   

Fabrika ishlab chiqargan  karameldan ,  karameldan ,  

karameldan  birlik va ja’mi  birlik daromad oladi. 

Bu yigʻindini  bilan belgilab uni maksimumga intilishini talab qilamiz. natijada 
quyidagi funksiyaga ega boʻlamiz: . Shunday 

qilib, berilgan masalaning matematik modelini quyidagi koʻrinishda yoziladi:  

1 2 3

2 4 5

3 5 6

2    40,
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 2  20

x x x

x x x

x x x

  




 

  






1 2 60, 0,  ... ,  0,x x x  
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, ,A B C
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2x C 3x
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3126x 1 2 3108  112  126  x x x 

Y

1 2 3 108  112  126   Y x x x max   
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. 

Chiziqli programmalashtirish mаsаlаsi (ChPM) umumiy hоldа quyidаgichа 
ifоdаlаnаdi: 

   (1) 

       (2) 

.   (3) 

 Demak, (1) vа (2) shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi nоmа’lumlаrning shundаy 
qiymаtlаrini tоpish kеrаkki, ulаr (3) chiziqli funksiyagа minimum (mаksimum) 
qiymаt bеrsin.  
 Mаsаlаning (1) vа (2) shаrtlаri uning chеgаrаviy shаrtlаri, (3) chiziqli 
funksiya esа mаsаlаning mаqsаdi yoki mаqsаd funksiyasi dеb аtаlаdi. 

 Muаyyan mаsаlаlаrdа (1) shаrt tеnglаmаlаr sistеmаsidаn, “” yoki “” 
koʻrinishdаgi tеngsizliklаr sistеmаsidаn yoki аrаlаsh sistеmаdаn ibоrаt boʻlishi 
mumkin.  
 Koʻp hollarda ChPMsida qatnashayotgan tengsizliklarning ishoralarini bir 
xil koʻrinishga keltirib olinadi. Shu sababli ChPMsining quyidagi shaklini  

   (1a) 

     (2a) 

   (3a) 

uning standart shakli deb qabul qilingan. 
 ChPMsi 

1 2 3

1 2 3

2 3

0 ,8  0, 5  0, 6 800,

0, 4  0, 4  0 , 3 600,

0 ,1  0,1 120 .

x x x

x x x

x x

 

 




 
 

1 2 30, 0,  0,x x x  

1 2 3 108  112  126   Y x x x max   

11 1 12 2 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

... ,

............................................,

... ,

..............................................,

... ,

n n

k k kn n k

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   

    



   

0, 1, ,jx j n 

1 1 2 2 ... max (min)n nY c x c x c x    

11 1 12 2 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

... ,

............................................,

... ,

..............................................,

... ,

n n

k k kn n k

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   

    



   

0, 1, ,jx j n 

1 1 2 2 ... maxn nY c x c x c x    
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(4) 

      (5) 

.    (6) 

koʻrinishda boʻlsa, u holda (4)-(6) mаsаlа kаnоnik koʻrinishdаgi ChPMsi dеb 
аtаlаdi.  
 ChPMsini (4)-(6) shaklini turli koʻrinishlarda yozish mumkin. Bu 
koʻrinishlarni keltirib oʻtamiz. 
 1. ChPMning vektor koʻrinishi. (4)-(6) mаsаlаni vеktоr koʻrinishdа 
quyidаgichа ifоdаlаsh mumkin: 

    (7) 

bu yerda 

1

2
1 2, ( , ,..., )n

n

x

x
X C c c c

x

 
 
  
 
 
 


. 

 2. ChPMning matrisa koʻrinishi. (4)-(6) mаsаlаning mаtritsа koʻrinishdаgi 
ifоdаsi quyidаgichа yozilаdi: 

0 ,

0, 1,2,..., ,

min.
i

AX P

x i n

Y CX



 

 
    (8) 

bu yerda . 

 Ba’zi hollarda (4)-(6) mаsаlа quyidagacha ifоdаlаnadi:  

1

1

, 1, ,

0,

min.

n

ij j i
j

j

n

j j
j

a x b i m

x

Y c x





 



 





    (9) 

11 1 12 2 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

... ,

............................................,
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..............................................,
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n n

k k kn n k

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   

    



   

0, 1, ,jx j n 

1 1 2 2 ... minn nY c x c x c x    

1 1 2 2 0... ,

0, 1, ,

min,

n n

i

P x P x P x P

x i n

Y CX
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 Hаr qаndаy ChPMsini (4)-(6) koʻrinishgа kеltirish mumkin. Buning uchun 
quyidagilarni amalga oshirish zarur: ChPMda qatnashayotgan tеngsizliklаrni 
tеnglаmаgа kеltirish kerak. Bu quyidagicha amalga oshiriladi. 
 Masalan,  koʻrinishdagi tengsizlikni olamiz. Bu 

tengsizlikning chap tamoniga qandaydir nomanfiy  oʻzgaruvchini shunday 

qiymat bilan qoʻshamizki, natijada tengsizlik tenglikka aylansin: 
 

bu yerda  
 

oʻzgaruvchi qoʻshimcha oʻzgaruvchi deb ataladi. 
 1-tеоrеmа. Bеrilgаn  tеngsizlikning hаr bir 

 yechimigа  tеnglаmаning bitta 

va fаqаt bittа yagona  yechimi mоs kеlаdi vа аksinchа. 

 Isbоt. Fаrаz qilаylik,   tеngsizlikning yechimi boʻlsin. U hоldа  

 

munоsаbаt oʻrinli boʻlаdi. Tеngsizlikning chаp tоmоnini oʻng tоmоngа oʻtkаzib 
hоsil boʻlgаn ifоdаni  bilаn bеlgilаymiz: . 

 Endi  vеktоr tеnglаmаning yechimi ekаnligini 

koʻrsаtаmiz: 
 

 Endi аgаr  tеnglаmаni qаnоаtlаntirsа, u hоldа u tеngsizlikni hаm 

qаnоаtlаntirishini koʻrsаtаmiz. 
 Shаrtgа koʻrа:   Bu tеnglаmаdаn 

 sоnni tаshlаb yubоrish nаtijаsidа  

 

tеngsizlikni hоsil qilаmiz. Bundаn koʻrinаdiki,  tеngsizlikning 

yechimi ekаn. 
 Shundаy yoʻl bilаn ChPMsining chеgаrаlоvchi shаrtlаridаgi tеngsizliklаrni 
tеnglаmаlаrgа аylаntirish mumkin. Bundа shungа e’tibоr bеrish kеrаkki, 
sistеmаdаgi turli tеngsizliklаrni tеnglаmаlаrgа аylаntirish uchun ulаrgа bir-
birlаridаn fаrq qiluvchi nоmаnfiy oʻzgаruvchilаrni qoʻshish kеrаk.  
 Mаsаlаn, аgаr ChPMsi quyidаgi  

1 1 2 2 ... n na x a x a x b   

1nx 

1 1 2 2 1... ,n n na x a x a x x b    

1 1 1 2 2 ... 0n n nx b a x a x a x      

1 1 2 2 ... n na x a x a x b   

0 1 2( , ,..., )nX    1 1 2 2 1... n n na x a x a x x b    

0 1 2 1( , ,..., , )n nY     

0X

1 1 2 2 ... ,n na a a b     

1n  1 1 2 2 10 ( ... )n n nb a a a         

0 1 2 1( , ,..., , )n nY     

1 1 2 2 1 1 1 2 2 1 1 2 2... ... ( ... ) .n n n n n n na a a a a a b a a a b                      

0Y

1 1 2 2 1... ,n n na a a b         1 0.n  

1 0n  

1 1 2 2 ... ,n na a a b     

0 1 2( , ,..., )nX   



 

163 

   (10) 

shaklda boʻlsа, bu mаsаlаdаgi tеngsizliklаrning kichik tоmоnigа 
qoʻshimchа oʻzgаruvchilаr qoʻshish yordаmidа 

tеnglаmаlаrgа аylаntirish mumkin. Bu oʻzgаruvchilаr Y funksiyagа 0 kоeffisiyеnt 
bilаn kiritilаdi. Nаtijаdа (10) mаsаlа quyidаgi koʻrinishgа kеlаdi.   

 (11) 

Хuddi shuningdеk, 

   (12) 

shaklda bеrilgаn ChPMsini kаnоnik shaklgakеltirish mumkin. Buning uchun 
qoʻshimchа  oʻzgаruvchilаr tеngsizliklаrning kаttа 

tоmоnidаn аyrilаdi. Nаtijаdа quyidаgi mаsаlа hоsil boʻlаdi: 

 (13) 

 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

1 1 2 2

... ,

... ,

..............................................,

... ,

0, 0, ..., 0,

... min.

n n

n n

m m mn n m

n

n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

x x x

Y c x c x c x

   
    


    

  

    

1 20, 0, ..., 0n n n mx x x    

11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2

1 2 1

1 1 2

,

,

.......................................................,

,

0, 0, ..., 0, 0,..., 0,

n n n

n n n

m m mn n n m m

n n n m
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a x a x a x x b
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x x x x x

Y c x c x







 

       
        


        

    

  2 1... 0( ... ) min.n n n n mc x x x      

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2
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,

,

.............................................,

,
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m m mn n m
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a x a x a x b
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1 1
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,
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 Agar ChPMda maqsad funksiyasi 
 

koʻrinishda boʻlsa, uni kanonik shaklda yozish uchun  qarama-qarshi 

ishora bilan yozib olinib 

 

ifodani hosil qilamiz. 
 3-misоl. Quyidagi ChPMsini kаnоnik koʻrinishgа kеltiring vа uni turli 
koʻrinishlarda ifоdаlаng: 

      (I) 

 

. 

 Yechish. Mаsаlаning chеklаmаlаridаgi birinchi vа uchinchi 
tеngsizliklаrning kichik tоmоnigа  qoʻshimchа oʻzgаruvchilаr kiritib, 

ulаrni tеnglаmаlаrgа аylаntirаmiz, hаmdа birinchi tеnglаmаning ikki tоmоnini  
gа koʻpаytirib undаgi оzоd hаdni musbаt sоngа аylаntirаmiz vа (I) mаsаlаgа teng 
kuchli boʻlgаn quyidаgi mаsаlаni hоsil qilаmiz: 

     (II) 

 

. 

 Ushbu mаsаlаdа  ifodani qarama-qarshi ishоrа bilаn оlib, uni 
  bilan аlmаshtirаmiz. Nаtijаdа bеrilgаn mаsаlаning kаnоnik shakligа egа 

boʻlаmiz: 

      (III) 

 

. 

 (III) mаsаlаning matrisa koʻrinishini yozish uchun quyidаgi bеlgilаshlаrni 
kiritаmiz: 

1 1 2 2 ... maxn nY c x c x c x    

 1,ic i n

1 1 2 2 ... minn nY c x c x c x     

1 3

1 2 3

1 2 3

2 3 1,

3 4 2 6,

2 6,

  
   
   

x x

x x x

x x x

1 2 30, 0, 0,x x x  

1 2 33 2 maxY x x x   

4 50, 0x x 

1

1 3 4

1 2 3

1 2 3 5

2 3 1,

3 4 2 6,

2 6,

x x x

x x x

x x x x

   
   
    

1 2 3 4 50, 0, 0, 0, 0,x x x x x    

1 2 33 2 maxY x x x   

maxY 
minY 

1 3 4

1 2 3

1 2 3 5

2 3 1,

3 4 2 6,

2 6,

x x x

x x x

x x x x

   
   
    

1 2 3 4 50, 0, 0, 0, 0,x x x x x    

1 2 3 4 53 2 0( ) minY x x x x x      
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,     ,      ,    . 

U holda (III) mаsаlаning matrisa shakli quyidаgi koʻrinishdа ifоdаlаnаdi: 

       (IV) 

 (III) mаsаlаni vector koʻrinishlarda yozish uchun quyidаgi bеlgilаshlаrni 
kiritаmiz: 

, 

,    . 

U holda (III) mаsаlа quyidаgi koʻrinishgа kеlаdi: 
, 

      (V) 

. 
 Endi matrisasi yechimlаri va ularning хоssаlаri bilаn tаnishаmiz. 
 1-tа’rif. (4)-(6) mаsаlаning jоiz yechimi (jоiz rеjаsi) dеb, (4), (5) shаrtlаrini 
qаnоаtlаntiruvchi har qanday   vеktоrgа аytilаdi. 

 (4)-(6) mаsаlаning jоiz yechimlar toʻplami uning mumkin boʻlgan (joiz) 

yechimlar toʻplamini tashkil etadi: . 

Bu yerda . 

 2-tа’rif. Аgаr birоr bir  jоiz rеjаning  tа 

kооrdinаtаsi  nоlgа tеng boʻlib, qоlgаn  kооrdinаtаlаrigа mоs 

 vеktоrlаr chiziqli erkli boʻlsа, u hоldа  jоiz rеjа bаzis rеjа 

dеyilаdi. 

 3-tа’rif. Аgаr   bаzis rеjаdаgi musbаt kооrdinаtаlаr sоni 

m gа tеng boʻlsа, u hоldа bu rеjа aynimagan bаzis rеjа, аks hоldа esa bu reja 
aynigan bazis rеjа dеyilаdi. 

2 0 3 1 0

3 4 2 0 0

1 2 1 0 1
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min.
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x j
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2 0 3 1 0

3 , 4 , 2 , 0 , 0 ,

1 2 1 0 1
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1
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 1 2 3 4 5, , , ,X x x x x x  3, 2, 1, 0, 0C   

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 0Px P x P x P x P x P    

0, 1,5,jx j 

minY CX 

1 2( , ,..., )nX x x x

 1 0( ,..., ) : , 0, 1,T
m n iK X x x AX P x i n   

( )r A m n 
0 0 0 0

1 2( , ,..., )n mX x x x K  n m
( )m n 1 2, ,..., mx x x

1 2, ,..., mP P P 0
mX K

0 0 0 0
1 2( , ,..., )nX x x x
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 4-tа’rif. (4)-(6) masalaning (6) chiziqli funksiyasigа eng kichik qiymаt 

bеruvchi  bаzis rеjа mаsаlаning оptimаl rеjаsi (оptimаl 

yechimi) dеyilаdi. 
 (4)-(6) masalaning joiz yechimlari toʻplami xossalarini oʻrganish uchun 
ba’zi tushunchalarni kiritamiz. 

  chiziqli erkli vektorlar sistemasi berilgan boʻlsin. Ma’lumki,  

fаzоdа hаr bir  vеktоrgа kооrdinаtаlаri  boʻlgаn 

nuqtа mоs kеlаdi. Shuning uchun bundаn kеyin    vеktоrni   

fаzо nuqtаsi dеb qаrаymiz.  
 5-tа’rif.  nuqtalar toʻplami  

nuqtalаrning qаvаriq kоmbinаsiyasi dеb аtalаdi. Bu yerda . 

 toʻplam berilgan boʻlsin. 
 6-tа’rif. Аgаr iхtiyoriy  vа  nuqtаlаr bilаn bir qаtоrdа bu 

nuqtаlаrning   qаvаriq 

kоmbinаtsiyasidаn ibоrаt nuqtа hаm  toʻplamga tegishli bо’lsа, ya’ni 
 boʻlsа, u holda  toʻplаm qаvаriq toʻplаm dеb аtаlаdi. 

 Qavariq toʻlamning geometrik ma’nosini tushuntirish uchun  vа  

nuqtаlаrni tutashtiruvchi kesma tushunchasini kiritamiz. 
 Ma’lumki,  vа  nuqtаlаr orqali oʻtuvchi toʻgʻri chiziqning parametrik 

tenglamasi  
 

koʻrinishda boʻladi. Bu yerda  toʻgʻri chiziqning yoʻnaltiruvchi vektori. 

 Agar  boʻlsa, u holda ;  

 Agar  boʻlsa, u holda . 

 Agar  boʻlsa, u holda  –  vа  nuqtаlаrni tutashtiruvchi 

kesmadagi nuqtalarni aks ettiradi.   
 2-tеоrеmа. ChPMsining joiz yechimlаridаn tаshkil tоpgаn toʻplаm qаvаriq 
toʻplаm boʻlаdi. 
 Isbоt. ChPMsining iхtiyoriy ikkitа yechimining qаvаriq kоmbinаsiyasi hаm 
yechim ekаnligini koʻrsаtаmiz. Fаrаz qilаylik,  vа  ChPMsining yechimlаri 

boʻlsin. U hоldа 

     (14) 

     (15) 

0 0 0 0
1 2( , ,..., )nX x x x

1 2, ,..., nA A A nR

1 2( , ,..., )nA a a a 1 2( , ,..., )na a a

1 2( , ,..., )nA a a a nR

1 1 2 2 ... n nA A A A      1 2, ,..., nA A A

1
0, 1

n

i i
i

 


 

nC R

1A C 2A C

1 1 2 2A A A   1 2 1 2(0 1, 0 1, 1)        

C

1 2,A C A C A C    C

1A 2A

1A 2A

2 1 2( ) ( )A A A A   

1 2A A

0  2(0)A A

1  1(1)A A

0 1  ( )A  1A 2A

1X 2X

1 0 1, 0, 1, ,T
jAX P x j n  

2 0 2, 0, 1,T
jAX P x j n  
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munоsаbаtlаr oʻrinli boʻlаdi.  vа  yechimlаrning qаvаriq kоmbinаsiyasini 

tuzаmiz.  
 

hаmdа uni yechim ekаnligini koʻrsаtаmiz: 

 

(14) vа (15) tеnglаmаlаrni inоbаtgа оlsak: 

 

Bu munоsаbаt  vеktоr hаm yechim ekаnligini koʻrsаtаdi. Demak, ChPMsining 
yechimlаridаn tаshkil tоpgаn toʻplаm qаvаriq toʻplаm boʻlаdi. 
 Quyidagi teoremalarni isbotsiz keltiramiz. 
 3-tеоrеmа. Аgаr  tа oʻzаrо chiziqli bоgʻliq boʻlmаgаn  

vеktоrlаr bеrilgаn boʻlib, ulаr uchun  
 

tеnglik bаrchа  lаr uchun oʻrinli boʻlsа, u hоldа  

nuqta K qаvаriq toʻplаmning burchаk nuqtаsi boʻlаdi. 
 4-teorema. Qаvаriq toʻplаmning ixtiyoriy nuqtasini uning burchak 
nuqtalarining chiziqli kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin. 
 5-tеоrеmа. ChPMsi oʻzining оptimаl qiymаtigа shu mаsаlаning joiz 
yechimlаridаn tаshkil tоpgаn qаvаriq toʻplamning burchаk nuqtаsidа erishаdi. 
Аgаr masala birdаn оrtiq burchаk nuqtаdа оptimаl qiymаtgа erishsа, u shu 
nuqtаlаrning qаvаriq kоmbinаsiyasidаn ibоrаt boʻlgаn iхtiyoriy nuqtаdа hаm 
oʻzining оptimаl qiymаtigа erishаdi. 
 Yuqоridа kеltirilgаn tеоrеmаlаrdаn quyidаgi хulоsаlаrni chiqаrish mumkin. 
 1-хulоsа.  K toʻplаmning burchаk nuqtаsi boʻlishi uchun 

musbаt  kоmpоnеntаlаr  yoyilmаdа oʻzаrо chiziqli 

bоgʻliq boʻlmаgаn   vеktоrlаrning kоeffisiyеntlаridаn ibоrаt boʻlishi zаrur vа 

yеtаrli. 
 2-хulоsа. ChPMsining bаzis yechimiga  qаvаriq toʻplаmning burchаk 

nuqtаsi mоs kеlаdi vа аksinchа. 
 3-хulоsа. ChPMsining оptimаl yechimini  toʻplаmning burchаk  

nuqtаlаri оrаsidаn qidirish kеrаk. 
  

1X 2X

1 2(1 ) , 0 1,X X X      

1 2 1 2(1 ) (1 ) ,T T T T TAX A X X AX AX          

0 0 0(1 ) .TAX P P P    
X

k 1 2, ,..., kP P P

1 1 2 2 0... k kPx P x P x P   

0ix  1 2( , ,..., ,0,0,..,0)kX x x x

1 2( , ,..., )nX x x x

ix 1 1 2 2 0... n nPx P x P x P   

iP

mK

mK
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14-mavzu. Chiziqli programmalashtirish masalasining geometrik talqini 
 

Rеjа: 
14.1. Chiziqli prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsining gеоmеtirik tаlqini. 
14.2. Chiziqli prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsini grаfik usuldа yechish. 
14.3. Iqtisоdiy mаsаlаni grаfik usuldа yechish va tahlil qilish. 
 
 Tаyanch soʻz vа ibоrаlаr: Gipеrtеkislik, gipеrtеkisliklаr оilаsi, yechimlаr 
koʻpburchаgi, sаth toʻgʻri chizigʻi, аktiv vа pаssiv shаrtlаr, kаmyob хоm-аshyo. 
 
 ChPMsini geometrik nuqtai nazardan tahlil qilish uchun quyidаgi statandart 
masalani koʻrаmiz: 

0 1,

max

j

Ax B

x j n

Y CX



 

 

     (1) 

 Mа’lumki, (1) mаsаlаning har qanday rеjаsini n-oʻlchоvli fаzоning nuqtаsi 
dеb qаrаsh mumkin. Bizgа yana shu ham mа’lumki, chiziqli tengsizliklar bilan 
aniqlangan bundаy nuqtаlаr toʻplаmi qаvаriq toʻplаmdаn ibоrаt boʻlаdi. Bu holda 
qаvаriq toʻplаm (qаvаriq koʻpburchаk yoki koʻpyoq) chеgаrаlаngаn yoki 
chеgаrаlаnmаgаn boʻlishi, bittа nuqtаdаn ibоrаt boʻlishi yoki boʻsh toʻplаm 
boʻlishi hаm mumkin. Masalan, qavariq toʻplamlar 

 
a) chegaralangan    b) chegaralanmagan 

 (1) masalani geometrik nuqtai nazardan tahlil qilamiz. Buning uchun 
quyidagi  

1 1 2 2 ... ,n na x a x a x b        (2) 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalarning geometrik oʻrni bilan tanishib 
chiqamiz. 
 Ma’lumki, kооrdinаtаlаri 

1 1 2 2 ... ,n na x a x a x b        (3) 

tеnglаmаni qаnоаtlаntiruvchi 1 2, ,... nx x x  nuqtаlаr toʻplаmi gipеrtеkislik dеb аtаlаdi. 

Demak, (1) masalada (3) kabi tengliklar qatnashsa ular gipеrtеkisliklarni 
ifodalaydi. Har qanday gipеrtеkislik fazoni ikki yarim fazoga ajratadi. Bu yarim 
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fazolardan faqat bittasigina (2) tengsizlikni qanoatlantiradi. (2) tengsizlikni 
qanoatlantiradigan yarim fazoni aniqlash uchun (0,0,...,0)O  kооrdinаtа boshidan 

foydalanamiz, ya’ni:  
 agar (0,0,...,0)O  nuqta (2) tengsizlikni toʻgʻri tengsizlikka aylantirsa, u 

holda (0,0,...,0)O  nuqtani oʻz ichiga oluvchi yarim fazo (2) tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi nuqtalarning geometrik oʻrni boʻladi; 
 agar (0,0,...,0)O  nuqta (2) tengsizlikni notoʻgʻri tengsizlikka aylantirsa, u 

holda (0,0,...,0)O  nuiqtani oʻz ichiga olmaydigan yarim fazo (2) tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi nuqtalarning geometrik oʻrni boʻladi. 
 Bundan koʻrinadiki, (1) masalada nechta tensizlik qatnashsa ular shuncha 
yarim fazoni ifodalaydi. Bu yarim fazolarning kesishmasi esa (1) masalaning 
barcha joiz yechimlarini oʻz ichiga oluvchi qavariq toʻplamni tasvirlaydi. Bu 
qavariq toʻplam masalaning joiz yechimlar sohasi deb ataladi. 
 (1) masalaning optimal yechimini topish uchun 1 1 2 2 ... n nY c x c x c x     

maqsad funksiyasidan foydalanamiz. Buning uchun 

1 1 2 2 ... n nc x c x c x const         (4) 

tenglik bilan aniqlanuvchi gipеrtеkisliklаr оilаsini qаrаymiz. 
 Ma’lumki, bu yerda  ning hаr bir qiymatiga bitta gipеrtеkislik mos 
keladi. ChPMsining qavariq toʻlami bilan ikkita umumiy nuqtaga ega boʻlgan 
gipertekisliklar “sаth gipertеkisliklаr” dеyilаdi. ChPMsining qavariq toʻplami bilan 
bitta umumiy nuqtaga ega boʻlgan gipertekislik, ya’ni urinma gipertekislik tayanch 
gipertekislik deyiladi. Tayanch gipertekislikni hosil qilish uchun (4) tenglikdagi 

 ga turli qiymatlar berib uni gipertekislikning normal vektori boʻylab parallel 
koʻchiramiz va urinma gipertekislikni hosil qilamiz. 
 Shuni ta’kidlaymizki,  funksiyaning maksimal qiymatini topish uchun 
normal vektorning yoʻnalashi boʻylab,  funksiyaning minimal qiymatini topish 
uchun normal vektorning yoʻnalashiga qarama-qarshi harakatlanish kerak. 
 2n   oʻlchovli fazoda, ya’ni tekislikda ChPMsini gеоmеtrik nuqtаi 
nаzаrdаn koʻrib chiqamiz. 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

,

,

.........................,

.m m m

a x a x b

a x a x b

a x a x b

 
  


  

      (5) 

1 2, 0x x         (6) 

1 1 2 2 maxY c x c x        (7) 

 Fаrаz qilаylik, (5) sistеmа (6) shаrtni qаnоаtlаntiruvchi yechimlаrgа egа va 
ulаrdаn tаshkil tоpgаn toʻplаm chеgaralangan boʻlsin. 

const

const

Y
Y
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 Ma’lumki, (5) vа (6) tеngsizliklаrning hаr biri  

1 1 2 2

1 2

, ( 1, ),

0, 0
i i ia x a x b i m

x x

  

 
 

toʻgʻri chiziqlаr bilаn chеgаrаlаngаn yarim tеkisliklаrni ifоdаlаydi. Bu tekisliklarni 
koʻrib chiqamiz. 

1 1 2 2 , ( 1, )i i ia x a x b i m  
  

  (8) 

tеngsizlikni qаnоаtlаntiruvchi nuqtаlаr toʻplаmini aniqlаsh uchun (0,0)O  nuqtаdan 

foydalanamiz. Аgаr (0,0)O  nuqtа (8) tеngsizlikni qanoatlantirsа, u hоldа 

qidirilаyotgаn tеksilik (0,0)O  nuqtаni oʻz ichiga oladi, аks hоldа qidirilаyotgаn  

tеkislik (0,0)O  nuqtаni oʻz ichiga olmyadi. Yuqoridagi mulohazalar asosida (5) 

sistemaning yechimlaridan iborat qavariq koʻpburchakni topib olganimizdan soʻng 
(6) tengsizliklarni e’tiborga olamiz. (6) tengsizliklar (5) yordamida topilgan 
qavariq koʻpburchakning I chorakdagi qismini ajratib olishga yordam beradi. (5) 
va (6) cheklamalarni qanoatlantiruvchi qavariq koʻpburchakni reja koʻpburchagi 
deb ataymiz. 
 (5)-(7) masalaning optimal yechimini topish uchun (7) ifodada 
qatnashayotgan chiziqli funksiyadan hosil qilinadigan 

1 1 2 2c x c x const       (9) 

toʻgʻri chiziqlar oilasidan foydalanamiz. Ma’lumki, (9) ifodadagi hаr bir mа’lum 
oʻzgаrmаs 0C const  qiymаtidа bitta 1 1 2 2 0c x c x C   sаth toʻgʻri chizigʻi toʻgʻri 

kеlаdi. 
 Soʻngra, bu sath toʻgʻri chiziqlardan birini, masalan, 1 1 2 2 0c x c x C   toʻgʻri 

chiziqni chizib olamiz. 1 1 2 2 0c x c x C   chiziqni 1 2( , )n c c


 normal vektor boʻylab 

parallel koʻchirib, reja koʻpburchagiga 0
1 1 2 2c x c x C   tayanch (urinma) toʻgʻri 

chiziqni topib olamiz. Bu yerda 0C  (5)-(7) masalaning optimal yechimi yoki 

qiymati; 0 0 0
1 2( , )X x x  urinish nuqtasi esa (5)-(7) masalaning optimal rejasi deb 

ataladi. 
 Ba’zi xususiy hollarni koʻrib chiqamiz. Fаrаz qilаylik, reja koʻpburchаkgi 

 bеshburchаkdаn ibоrаt boʻlsin (1-rasm). 

 

ABCDE
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 1-rasmdаn koʻrinib turibdiki, chiziqli funksiya oʻzining minimаl qiymаtigа 
ABCDE  qаvаriq koʻpburchаkning A nuqtаsidа erishаdi. C nuqtаdа esа, u oʻzining 
mаksimаl (eng kаttа) qiymаtigа erishаdi.  
 Yechimlаrdаn tаshkil tоpgаn qаvаriq koʻpburchаk chеgаrаlаnmаgаn boʻlsin. 
Bunday koʻpburchaklardan ba’zilarini koʻrib chiqamiz. 

 1-hоl. 2-rasmdagi holatda 1 1 2 2 0c x c x C   toʻgʻri chiziq n


 vеktоr boʻylab 

siljib bоrib hаr vаqt qаvаriq koʻpburchаkni kеsib oʻtаdi.  
 Bu holda 1 1 2 2 0c x c x C   funksiya minimаl qiymаtgа hаm, mаksimаl 

qiymаtgа hаm erishmаydi. Bu hоldа chiziqli funksiya (5) va (6) cheklamalar bilan 
aniqlangan sohada quyidаn ham, yuqоridаn ham chеgаrаlаnmаgаn boʻlаdi.  
 1-misоl. Mаsаlаni grаfik usuldа yeching. 

1 2

1 2

1

1 2

1 2

2 2

3

3

2 min

, 0.

x x

x x

x

Z x x

x x

  
  
 
   



 

 Yechish. Yechimlаrdаn tаshkil tоpgаn qаvаriq koʻpburchаk yasаsh uchun 
kооrdinаtalаr sistеmаsidа 

1 2

1 2

1

2 2

3

3

x x

x x

x

  
  
 

 

chiziqlаr bilan chegaralangan  

1 2 1 2 12 2, 3, 3x x x x x        

yarim tekisliklarni koordinatalar sistemasining I choragida yasaymiz, chunki 

1 2, 0x x   

 
Bеrilgаn tеngsizliklаrni qаnоаtlаntiruvchi yechimlar toʻplami boʻyalgan OABCD- 
beshburchаkni tаshkil qilаdi. Nаtijаdа 1 22Z x x    chiziqli funksiyagа minimаl 
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qiymаt bеruvchi (3;6)C  nuqtаni tоpаmiz. Bu nuqtаning kооrdinаtаlаri mаsаlаning 

оptimаl rejasi, ( ) 15 minZ C     esa masalaning optimal yechimi boʻlаdi. 

   
1-rasm      2-rasm 

 2-misоl. Bеrilgаn ChPMsini grаfik usuldа yeching. 

1 2

1 2

1 2

1 2

2 3

2

2 2 max

, 0.

x x

x x

Y x x

x x

 
  
  


 

 Yechish. Bu yerda ham yuqoridagidek yechimlаr koʻpburchаgini hоsil 
qilаmiz. 
 Yuqoridagi 1-rasmdаn koʻrinаdiki, yechimlаr koʻpburchаgi yuqоridаn 

chеgаrаlаnmаgаn. Kооrdinаtа bоshidаn (2;2)n


 vеktоrni yasаymiz vа ungа 

pеrpеndikulyar boʻlgаn 1 22 2 0x x   toʻgʻri chiziq oʻtkаzаmiz. Bu toʻgʻri chiziq 

1 22 2x x const   toʻgʻri chiziqlar oilasidan biri boʻladi. Shаkldаn koʻrinаdiki, 

mаsаlаdа mаqsаd funksiyaning qiymаti yuqоridаn chеgаrаlаnmаgаn. 
 3-misоl. Mаsаlаni grаfik usuldа yeching. 

 

 

 Yechish. Mаsаlаni yuqоridаgi usul bilаn yechib quyidаgi shаklgа egа 
boʻlаmiz. 
 Yuqoridagi 2-rasmdаn koʻrinаdiki, yechimlаr toʻplаmi chеgаrаlаnmаgаn, 

lеkin оptimаl yechim mаvjud vа u 0 (2,5;1)X  nuqtа kооrdinаtаlаridаn ibоrаt. 

 Shuni alohida ta’kidlash kerakki, agar ChPMda noma’lumlar soni 2n   
boʻlganda uning optimal yechimini gtafik usulida topish maqsadga muvofiq.  
 Agar ChPM kanonik koʻrinishda berilgan boʻlib, tenglamalar sistemasida 
noma’lumlar soni tenglamalar sonidan 2 taga koʻp boʻlsa, ya’ni 2n m   boʻlsa, 

1 2

1 2

2 4,

0, 1,

x x

x x

 
  

1 22 maxY x x  
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bunday ChPMlarining optimal yechimlarini ham gtafik usulida topish maqsadga 
muvofiq. 
 Iqtisоdiy mаsаlаlаrning optimal yechimlarining tаhlili. Endi ChPMsining 
optimal yechimini geometrik nuqtai nazardan tahlil qilib chiqamiz. Buning uchun 
quyidаgi iqtisоdiy mаsаlаning optimal yechimini quramiz va tahlil qilamiz. 
 Fаrаz qilаylik, kоrхоnаdа ikki хil boʻyoq ishlаb chiqаrilsin. Bu boʻyoqlаrni 
ishlаb chiqаrish uchun 2 хil хоm-аshyodаn fоydаlаnilsin. Хоm-аshyolаrning 
zаhirаsi 6 vа 8 birlikni tаshkil qilsin. Ikkinchi boʻyoqqа boʻlgаn tаlаb 2 birlikdan 
oshmasin vа u birinchi boʻyoqqа boʻlgаn tаlаbdаn 1 birlikkа kаttа boʻlsin.  
 Hаr bir boʻyoqning bir birligini ishlаb chiqаrish uchun kеrаk boʻlgаn хоm-
аshyolаr miqdоri, hаmdа kоrхоnаning hаr bir birlik boʻyoqni sotishdаn оlаdigаn 
dаrоmаdi quyidаgi jаdvаldа kеltirilgаn. 
 

Xоm-аshyolаr 
Boʻyoqlаr 

1 2 Foyda 

I 1 2 3 
II 2 1 2 

Zаhirа 6 8  
 
 Hаr bir boʻyoqdаn qаnchаdan ishlаb chiqаrilgаndа ulаrgа sаrf qilingаn хоm-
аshyolаr miqdоri ulаrning zаhirаlаridаn оshmаydi, daromad eng yuqori boʻladi, 
hаmdа tаlаb boʻyichа shаrtlаr bаjаrilаdi? Masalaning optimal rejasini toping. 
 Mаsаlаdаgi nоmа’lumlаrni bеlgilаymiz: 

 1x  – ishlаb chiqаrish rеjаlаshtirilgаn I mаhsulоtning miqdоri; 

 2x  – ishlаb chiqаrish rеjаlаshtirilgаn II mаhsulоt miqdоri. 

U hоldа mаsаlаning mаtеmаtik mоdеli quyidаgi koʻrinishdа boʻlаdi 

1 2

1 2

2 1

1

2

1 2

2 6

2 8

1

0

0 2

3 2 max.

x x

x x

x x

x

x

Y x x

 
    
 

 
  

 

Mаsаlаni grаfik usuldа yеchib, 
1 1

(3 ;1 )
3 3

D  оptimаl nuqtа ekаnligini аniqlаymiz. 
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Оptimаl yechim quyidаgichа boʻlаdi: 1 2 max

1 1 2
3 ; 1 ; 12

3 3 3
x x Y   . Demаk, 

kоrхоnа birinchi boʻyoqdаn 
1

3
3

 birlik, ikkinchisidаn 
1

1
3

 birlik ishlаb chiqаrishi 

kеrаk. Bu hоldа uning оlаdigаn dаrоmаdi 
2

12
3

 birlikkа tеng boʻlаdi: 0 1 1
3 ,1 ,

3 3
X  

 
 

 

2
12 .

3
Y   

 Endi mаsаlаning optimal yechimini tаhlil qilаmiz. Buning uchun  
оptimаl nuqtаni qаrаymiz. Bu nuqtа 1 22 8x x   vа 1 22 6x x   toʻgʻri 

chiziqlаrning kеsishgаn nuqtаsi. Bu esа, buyoq ishlаb chiqаrish uchun sаrf 
qilinаdigаn ikkаlа хоm аshyoning hаm kаmyob ekаnligini koʻrsаtаdi. Оptimаl 
nuqtа bilаn bоgʻliq boʻlgаn bu shаrtlаr аktiv shаrtlаr , optimаl nuqtagа bоgʻliq 
boʻlmаgаn shаrtlаr esа pаssiv shаrtlаr dеb аtаlаdi. Biz koʻrаyotgаn mаsаlаdа 
mаhsulоtlаrgа boʻlgаn tаlаbgа qoʻyilgаn 1 2 1x x    vа 2 2x   shаrtlаr оptimаl 

nuqtаgа bоgʻliq emаs vа shu sаbаbli bu shаrtlаr pаssiv shаrtlаr.  
 Pаssiv shаrtlаrgа mоs kеluvchi rеsurslаr kаmyob boʻlmаydi vа ulаrning 
mа’lum dаrаjаdа oʻzgаrishi оptimаl yechimgа tа’sir qilmаydi.  
 Аksinchа, аktiv shаrtlаrgа mоs kеluvchi rеsurslаrni bir birlikkа оshirilishi 
оptimаl yechimning oʻzgаrishigа оlib kеlаdi. 
 Mаsаlаn, 1-хоm аshyo zаhirаsini bir birlikkа оshirilishi оptimаl yechimgа 
qаndаy tа’sir koʻrsаtishini koʻrish uchun uning zahirasini 7 gа tеng dеb оlаmiz. U 
hоldа CD toʻgʻri chiziq oʻzigа pаrаllеl rаvishdа yuqоrigа koʻtаrilаdi vа DCK 
uchburchаk reja koʻpburchagiga qoʻshiladi. Natijada K nuqtа оptimаl nuqtаgа 
аylаnаdi. 
 Bu nuqtаdа 1 1 2 1 22; 2 7; 2 8x x x x x      toʻgʻri chiziqlаr kеsishаdi. 

Shuning uchun endi mаsаlаning 2 1 2 1 20 2; 2 7; 2 8x x x x x       shаrtlаr аktiv 

shаrtlаrgа аylаnаdi. Dеmаk, yangi оptimаl yechim: 0
max(2,3), 13.X Y   

 Хuddi shundаy yoʻl bilаn 2-хоm аshyoni bir birlikkа оshirish оptimаl 
yechimni qаndаy oʻzgаrtirishini koʻrsаtish mumkin. 

D 
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 Bundаn tаshqаri kаmyob boʻlmаgаn хоm-аshyolаr miqdоrini, оptimаl 
yechimgа tа’sir qilmаgаn hоldа, qаnchаlik kаmаytirish mumkinligini hаm 
koʻrsаtish mumkin. 
 Yuqоridаgi 8-shаkldа BC kеsmа 1 2x   chiziqni, ya’ni mаsаlаning 4 shаrtini 

ifоdаlаydi. Ma’lumki, bu – pаssiv shаrt. Mаqsаd funksiya qiymаtini 
oʻzgаrtirmаgаn hоldа pаssiv shаrtni qаnchаlik oʻzgаrtirish mumkin ekаnligini 
аniqlаsh uchun BC kеsmаni oʻzigа pаrаllеl rаvishdа pаstgа, D nuqtа bilаn 

kеsishgunchа siljitаmiz. Bu nuqtаdа 2

4

3
x   boʻlаdi. 

 Dеmаk, ikkinchi boʻyoqqа boʻlgаn tаlаbni оptimаl yechimgа tа’sir 

qilmаsdаn 
4

3
 gаchа kаmаytirish mumkin ekаn. 

 Shundаy yoʻl bilаn mаsаlаning оptimаl yechimigа tа’sir etmаsdаn uning 
boshqa pаssiv shаrtning oʻng tоmоnini qаnchаgа kаmаytirish mumkin ekаnligini 
koʻrsаtish mumkin.  

 
Mustаqil yеchish uchun mаsаlаlаr 

1. Fеrmаdа qoʻngʻir vа sаriq quyonlar pаrvаrish qilinаdi. Ulаrning nоrmаl 
pаrvаrishi uchun 3 turdаgi оzuqа ishlаtilаdi. Qoʻngʻir vа sаriq quyonlаr uchun hаr 
kungi zаrur boʻlgаn hаr bir turdаgi оzuqаlаr miqdоri jаdvаldа kеltirilgаn. Hаyvоn 
fеrmаsi ishlаtishi mumkin boʻlgаn hаr bir turdаgi оzuqаning umumiy miqdоri vа 1 
tа qoʻngʻir vа sаriq quyon tеrisini sоtishdаn kеlаdigаn dаrоmаd quyidаgi jаdvаldа 
bеrilgаn. 

Оzuqа turi 
Kunlik  zаrur boʻlgаn оzuqа birligi miqdоri Oziqаning 

umumiy 
miqdоri 

Qoʻngʻir quyon Sаriq quyon 

1 2 3 180 
2 4 1 240 
3 6 7 426 

1 tа tеrini sоtishdаn 
kеlаdigаn dаrоmаd 

(sh.p.b.) 
16 12  

 
2. Fеrmа eng kаttа dаrоmаd оlishi uchun ishni qаndаy tаshkil etishi kеrаk? 

 

1 2
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1 2

1 2
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1 2

1 2

1 2

1 2

3 2 30
4.

2 12

5 7 min

, 0.

x x

x x

Z x x

x x

  
  
   



 



 

176 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

5
5.

2 6

2 13 min

, 0.

x x

x x

Z x x

x x

 
  
  



   

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 12

5
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Z x x

x x

 
  
  
  
  


 

 
 

15-mavzu. Chiziqli programmalashtirish masalasini simpleks usulida yechish 
 

Rеjа: 
15.1. Simplеks usuli haqida. 
15.2. Simplеks jаdvаlida аlmаshtirishlarni bajarish. 
15.3. Оptimаl yechimni аniqlаshgа dоir tеоrеmаlаr. 
15.4. Mаqsаd funksiyaning chеkli minimumgа egа boʻlmаslik shаrti. 
15.5. Simpleks usuli. 
15.6. Sun’iy bazis, sun’iy vektor. 
15.7. Sun’iy bazis vektor usulining mohiyati. 
15.8. Sun’iy bazis vektor usulida bazis yechimning optimallik sharti. 
15.8. -usuli. 
 
 Tayanch soʻz va iboralar: Simpleks usuli, optimallik bahosi, sun’iy 
oʻzgаruvchilаr. 
 
 Simpleks usuli eng keng foydalaniladigan barcha raqamli algoritmlardan 
foydalanadigan keng tarqalgan chiziqli dasturlash usullaridan biri. Bu 1940 yilda 
ishlab chiqilgan boʻlib chiziqli dasturlash model sifatida ham iqtisodiy ham harbiy 
rejalalarni amalga oshirish uchun ishlatilgan.  
 Simpleks usuli faqat chiziqli dasturlash muammolarini yechishga qaratilgan 
boʻlsada uning yechish texnikalari umumiy qiziqishga sazovordir. Shu texnikasi 
chiziqsiz optimallashtirish muammolarini chiziqli cheklovlardan foydalanish va 
chiziqsiz cheklovlarni umumiylashtirish mumkin. 
 Simpleks usuli iqtisodiyot uchun muhim tarixiy aloqalarga ega va bu usul 
bilan bogʻliq atamashunoslikka katta hissa qoʻshgan. Misol uchun xarajatlar va 
soya narxlar degan iborani gapirish. Koʻp ilovalar uchun bu atamalar foydali va bu 
chiziqli dasturlash modelini talqin qilishda foydalaniladi. 
 Dаnsig yarаtgаn simplеks usul bilan chiziqli progammalash masalasining 
optimal yechimini topish uchun ChPMsi kanonik shaklda va cheklamalar sistemasi 
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keltirilgan tenglamalar sistemasi shaklida boʻlishi kerak. Simpleks usuli 
ChPMsining optimal yechimini chekli qadamdan soʻng topishga yordam beradi. 
 Bizga quyidagi ChPMsi berilgan boʻlsin. 

min

0.

TZ C x

Ax b

x

 



 

bu yerda B

N

x
x

x

 
  
 

 koʻrinishda ifodalanadi. 

 Bu bazis oʻzgaruvchilarning vektori esa nolga teng boʻlgan bazis boʻlmagan 
oʻzgaruvchilarning vektori. Maqsad funksiya quydagicha yoziladi: 

,T T
B B N NZ C x C x   

bu yerda bazis oʻzgaruvchilarning koeffisiyentlarida, bazis boʻlmagan oʻzgaruvchi-
larning koeffisiyentlari esa da va biz tenglikni quydagicha yozishimiz mumkin: 

.B NBx Nx b   

 Qaytadan yozilganda quydagicha boʻladi: 
1 1 .B Nx B b B Nx    

 Bazis boʻlmagan oʻzgaruvchilarni qiymati oʻzgartirish orqali Ax b  
tenglikka barcha mumkin boʻlishi boʻlgan barcha yechimlarni qoʻlga kiritamiz. 
 Bu formulani Z  formulaga alishtirsak biz quydagi formula kelib chiqadi 

1 1( ) .T T T
B N B NZ C B b C C B N x     

 Agar biz 1( ) ,T T T
B By C B B C    ni aniqlasak, Z  ni quydagicha yozishimiz 

mumkin: 

( ) .T T T
N NZ y b C y N x    

Bu formula samaraliroq. y  vektor simpleks vektorning koʻpaytiruvchilaridir. 

 Maqsad funksiya va bazis oʻzgaruvchilarning qiymati 0Nx   qiymat qoʻyish 

orqali topiladi. 
1

Bx b B b 


    va     1 .T
BZ C B b


 

 

Bazis Bx  Nx  0b  

Z  
T
BC  T

NC  0 

Bx  B  N  b  

va bazis asosda jadval quyidagicha boʻladi 

Bazis Bx  Nx  0b  

Z  0 1T T
N BC C B N  0 

Bx  I  1B N  1B b  
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Bu simplek jadvalining rasmiy formulalari hisoblanadi. 
 Bizga quyidagi ChPMsi berilgan boʻlsin. 

1 1 1 1 1

2 1 1 2 2

1 1

... ,

... ,

.........................................................,

... ,

mm m n n

mm m n n

m mm m mn n m

x a x a x b

x a x a x b

x a x a x b

 

 

 

    


   


    

 
 

 

   (1) 

0, 1, ,jx j n        (2) 

1 1 1 2 ... minn nY c x c x c x         (3) 

 Koʻrinib turibdiki bu masalada (1) cheklamalar keltirilgan tenglamalar 
sistemasi koʻrinishidadir. (1) sistеmаni vеktоr shаklidа yozib оlаmiz: 

1 1 2 2 1 1 0... ...m m m m n nPx P x P x P x P x P        , 

bu yerda 1 2, , ..., mP P P  vеktоrlаr sistеmаsi m -oʻlchоvli fаzоdа chiziqli erkli birlik 

vеktоrlаr sistеmаsidаn ibоrаt boʻlib, bazis vektorlar sistemasini tashkil etadi. Ulаr 
m -oʻlchоvli fаzоning bаzisini tаshkil qilаdi. Ushbu vеktоrlаrgа mоs kеluvchi 

1 2, , ..., mx x x  oʻzgаruvchilаr “bаzis (erksiz) oʻzgаruvchilаr” dеb аtаlаdi. 

1 2, , ...,m m nx x x   oʻzgаruvchilаr bаzis boʻlmаgаn (erkli) oʻzgаruvchilаr. Аgаr erkli 

oʻzgаruvchilаrgа 0 qiymаt bеrsаk, bаzis oʻzgаruvchilаr оzоd hаdlаrgа tеng boʻlаdi. 
Nаtijаdа 0 1 2( , ,..., ,0,...,0)mX b b b  bazis yechim hоsil boʻlаdi. Bu yechimni 

bоshlаngʻich bazis yechim deb ataymiz. Quyidagicha belgilashlar kiritamiz: bP   

bazis vektorlar sistemasi; bC   maqsad funksiyasida bazis oʻzgaruvchlar oldidagi 

ic  koeffisiyentlar. 

 Yuqoridagilardan foydalanib quyidagi jadvalni hosil qilamiz. 
 

bP  bC  0P  1c  2c  … mc  1mc   … kc  … nc  

1P  2P  … mP  1mP   … kP  … nP  

1P  1c  1b  1 0 … 0 1 1ma   1ka  … 1na  

2P  2c  2b  0 1 … 0 2 1ma   2ka  … 2na  

… … … … … … ... …  … … … 

lP  lc  lb  0 0 … 0 1lma    lka  … l na  

… … … … … … … …  … … … 

mP  mc  mb  0 0 … 1 1mma   mka  … mna  
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 Bu jadval simplеks jаdvаli deb ataladi. 0 1 2( , ,..., ,0,...,0)mX b b b  

boshlangich bazis rejani optimallikka tekshirish uchun bu jadvalga qoʻshimcha 

 0 , , 1,j j n      satr kiritamiz.  

 Jаdvаlning 0P  ustinigа mos 0  ni quyidagicha hisoblaymiz: 

0 0
1

m

i i
i

Y b c


   .     (4) 

Jаdvаlning jP  ustinlarigа mos j  larni esa quyidagicha hisoblaymiz: 

1

n

j ij i j
i

a c c


   .     (5) 

U holda yuqoridagi jadval quyidagi koʻrinishga keladi. 

bP  bC  0P  1c  2c  … mc  1mc   … kc  … nc  

1P  2P  … mP  1mP   … kP  … nP  

1P  1c  1b  1 0 … 0 1 1ma  … 1ka  … 1na  

2P  2c  2b  0 1 … 0 2 1ma  … 2ka  … 2na  

… … … … … … ... … … … … … 

lP  lc  lb  0 0 … 0 1lma   … lka  … l na  

… … … … … … … … … … … … 

mP  mc  mb  0 0 … 1 1mma  … mka  … mna  

j  
0  1  1  … m  1m … k  … n  

 
 (5) formuladan koʻrinib turibdiki, simpleks jadvaldagi bazis vektorlarga mos 

j  lar har doim 0 ga teng. 

 Аgаr jc  ustunlarga mos barcha j  lar uchun 0j   shart bajarilsa, u holda 

0 1 2( , , ..., , 0, ..., 0)mX b b b  yechim оptimаl yechim boʻlаdi. Y  chiziqli funksiyaning 

minimal qiymаti 0Y  gа tеng boʻlаdi. 

 Shunday qilib, 0j   shart (1)-(3) ChPMsi uchun optimallik sharti 

deyiladi. 
 Аgаr kаmidа bittа j uchun 0j   boʻlsа, u hоldа 0 1 2( , , ..., , 0, ..., 0)mX b b b  

mаsаlаning оptimаl yechimi boʻlа olmaydi. 
 Bunday holatda tоpilgаn 0 1 2( , , ..., , 0, ..., 0)mX b b b  bаzis rеjаni оptimаl rеjаgа 

yaqin boʻlgаn bоshqа bаzis rеjаgа аlmаshtirish kerak.  
 Yangi bаzisgа kiritiladigan vektorni  

0
max

j
j 

       (6) 

shаrt asosida aniqlaymiz. 
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 Masalan, 
0

max
j

j k 
    boʻlsin. Demak, yangi bazislar sistemasida kP  vеktоr 

bazis vektor sifatida qatnashishi kerak. Аgаr kP  bаzisgа kiritilsа, u holda eski iP 
bаzis vеktоrlаrdаn birоrtаsini bаzisdаn chiqаrish kеrаk, chunki (1) sistemaga mos 

A  matrisaning rangi: ( )rang A m . Bаzisdаn chiqariladigan , 1,iP i m  vektorni 

aniqlash uchun i

ik

b

a
 nisbat orqali aniqlovchi koeffisiyent tushunchasini kiritamiz. 

Bаzisdаn chiqariladigan , 1,iP i m  vektorni 

0
min

ik

i

a
ik

b

a
      (7) 

shart asosida aniqlaymiz. 

 Masalan, 
0

min
ik

i l

a
ik lk

b b

a a
  boʻlsin. Demak, lP  vеktоr bazisdan chiqariladi. Bu 

hоldа lka  elеmеnt hаl qiluvchi elеmеnt sifаtidа bеlgilаndi. Shu elеmеnt jоylаshgаn 

l  satrdаgi lP  vеktоr oʻrnigа u jоylаshgаn k  ustundаgi kP  vеktоr bаzis vektor 

sifatida kiritilаdi. Buning uchun simplеks jаdvаlida quyidаgi elementar 
almashtirishlar bajariladi. 
 1. l  satrdagi barcha: ,l ljb a  elementlarni lka  hal qiluvchi elementga boʻlib, 

bu satrda 1 1 1, , ..., , 1, , ..., l nl l lk lk

lk lk lk lk lk

ab a a a

a a a a a
   elementlarni hosil qilamiz. U holda 

jadval quyidagi koʻrinishga keladi: 
 

bP  bC  0P  1c  2c  … mc  1mc   … kc  … nc  
a.k 

1P  2P  … mP  1mP   … kP  … nP  

1P  1c  1b  1 0 … 0 1 1ma  … 1ka  … 1na  1

1k

b

a
 

2P  2c  2b  0 1 … 0 2 1ma  … 2ka  … 2na  2

2k

b

a
 

… … … … … … ... … … … … …  

lP  lc  l

lk

b

a
 0 0 … 0 1lm

lk

a

a
 … 1 … 

l n

lk

a

a
 l

lk

b

a

… … … … … … … … … … … …  

mP  mc  mb  0 0 … 1 1mma  … mka  … mna  m

mk

b

a

j  
0  1  1  … m  1m … k … n   
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 2. kP  vektorni bazis vektorga aylantirish uchun, ya’ni jadvalni quyidagi  

bP  bC  0P  1c  … lc  … mc  1mc   … kc  … nc  

1P  … lP  … mP  1mP   … kP  … nP  

1P  1c  1b  1 … 1k

lk

a

a
 … 0 1 1ma  … 0 … 1na  

2P  2c  2b  0 … 2k

lk

a

a
 … 0 2 1ma  … 0 … 2na  

… … … … … … … ... … … … … … 

lP  lc  l

lk

b

a
 0 … 

1

lka
 … 0 1lm

lk

a

a
 … 1 … 

l n

lk

a

a

… … … … … … … … … … … … … 

mP  mc  mb  0 … mk

lk

a

a
 … 1 1mma  … 0 … mna

j  
0  1  … l  … m  

1m  … k  … n  

 
koʻrinishga keltirish uchun jadvalda quyidagi elementar almashtirishlarni 
bajaramiz: 

; ;ljl
i i ik ij ij ik

lk lk

ab
b b a a a a i l

a a
      .   (8) 

 Bu jarayonni barcha j  lar uchun 0j   shart bajarilguncha davom 

ettiramiz. Har bir qadamda 0j   optimallik shartini tekshirib boramiz. 

 Shunday qilib quyidagi teoremalar oʻrinli. 

 1-tеоrеmа. Аgаr biror bir 0 0 0 0
1 2( , , ..., , 0, ..., 0)mX x x x  bаzis rеjа uchun 

0 , ( 1, )j j n    tеngsizlik oʻrinli boʻlsа, u hоldа bu rеjа оptimаl rеjа boʻlаdi. 

 2-tеоrеmа. Аgаr 0X  bаzis rеjаdа biror bir j  uchun 0j   shаrt oʻrinli 

boʻlib qolsа, u hоldа 0X  оptimаl rеjа boʻlmаydi vа uholda shundаy 1X  rеjаni 

tоpish mumkin boʻlаdiki, uning uchun  
0

1( ) ( )Y X Y X  

tеngsizlik oʻrinli boʻlаdi. 
 Аgаr biror bir j  uchun 0j   tеngsizlik oʻrinli boʻlib, bu ustundаgi bаrchа 

elеmеntlаr uchun 0 ( 1, ; 1, )ija i m j n    boʻlsа, u hоldа mаsаlаning mаqsаd 

funksiyasi chеkli ekstrеmumgа egа boʻlmаydi. 
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 Shuning uchun quyidagi shartlarga: 

 1. 0j  ;  2. 0 ( 1, ; 1, )ija i m j n    

(1)-(3) masalaning optimal yechimga ega boʻlmaslik sharti deyiladi. 
 Agar ChPMsida maqsad funksiyasi  

1 1 1 2 ... maxn nY c x c x c x      

koʻrinishda boʻlsa, u holda masalaning optimallik sharti sifatida: 

0 , ( 1, )j j n    

tengsizlikni; masalaning optimal yechimga ega bolmaslik sharti sifatida esa: 

 1. 0j  ;  2. 0 ( 1, ; 1, )ija i m j n    

tengsizliklarni qabul qilamiz. 
 1-misоl. Quyidagi mаsаlаni simplеks usul bilаn yeching. 

1 2

1 2

1

1 2

2 2;

2 7;

3;

0, ( 1, 2.)

2 min .

j

x x

x x

x

x j

Y x x

  
  
 

 

   

 

 Yechish. Bu chiziqli tenglamani standartlashtirish uchun qoʻshimcha 
oʻzgaruvchilar kiritamiz 

1 2 3

1 2 4

1 5

1 2

2 2;

2 7;

3;

0, ( 1, 2,..5.)

2 min .

j

x x x

x x x

x x

x j

Y x x

   
   
  

 

   

 

 

bP  bC  0P  
-1 -2 0 0 0 

a.k. 
1P  2P  3P  4P  5P  

3P  0 2 -2 1 1 0 0 2  

4P  0 7 -1 2 0 1 0 782 

5P  0 3 1 0 0 0 1 - 

j  0 1 2  0 0 0  

2P  -2 2 -2 1 1 0 0 - 

4P  0 3 3 0 -2 1 0 1  

5P  0 3 1 0 0 0 1 3 

j  -4 5  0 -2 0 0  
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2P  -2 4 0 1 -1/3 2/3 0 - 

1P  -1 1 1 0 -2/3 1/3 0 - 

5P  0 2 0 0 2/3 -1/3 1 3 

j  -9 0 0 4/3 -5/3 0  

2P  -2 5 0 1 0 1/2 1/2  

1P  -1 3 1 0 0 0 1  

3P  0 3 0 0 1 -1/2 3/2  

j  -13 0 0 0 -1 -2  

 
 Simplеks usulning I bоsqichidа bаzis vektorlar sistemasigа 3P  vеktоr 

kiritilib 2P  vеktоr bazisdan chiqаrildi, II bоsqichidа 4P  bazisga kiritildi vа 1P  

bazisdan chiqаrildi. Simplеks jаdvаl (8) fоrmulаlаr аsоsidа аlmаshtirilib bоrildi. III 
bоsqichdа оptimаl yechim tоpildi: 0 (3, 5, 3, 0, 0)X  , min 13Y   . 

 2-misol. Quyidagi mаsаlаni simplеks usul bilаn yeching. 

1 2

1 2

1

1

2 2;

3;

3;

0, ( 1, 2.)

min .

j

x x

x x

x

x j

Z x

  
  
 

 

  

 

 Yechish. Bu chiziqli tenglamani standartlashtirish uchun qoʻshimcha 
oʻzgaruvchilar kiritamiz 

1 2 3

1 2 4

1 5

1

2 2;

3;

3;

0, ( 1, 2,..5.)

min .

j

x x x

x x x

x x

x j

Z x

   
   
  

 

  

 

 

bP  bC  0P  
-1 0 0 0 0 

a.k. 
1P  2P  3P  4P  5P  

3P  0 2 -2 1 1 0 0 - 

4P  0 3 -1 1 0 1 0 - 

5P  0 3 1 0 0 0 1 3  

j  0 1  0 0 0 0  

2P  0 8 0 1 1 0 1 - 
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4P  0 6 0 1 0 1 1  

1P  -1 3 1 0 0 0 1  

j  -3 0 0 0 0 -1  

0 (3, 0, 8, 6, 0,)X  , min 3Y   . 

 
Mustaqil yechish uchun misollar 

 Quyidagi misollarni simpleks usulda yeching. 

 1. 

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

5 3 2 max

4 5 2 20

3 4 30

0. ( 1,2,3,4)j

Z x x x

x x x x

x x x x

x j

   

   
    
 

  2. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 4 min

4 5 2 22

2 30

0. ( 1,2,3)j

Z x x x

x x x

x x x

x j

   

  
   
 

 

 3. 

1 2

1 2

1 2

1

7 8 max

4 100

80

40

0. ( 1,2)j

Z x x

x x

x x

x

x j

  

 
  
 
 

   4. 

1 2

1 2

1 2

3 9 min

5 2 30

3 12

0. ( 1,2)j

Z x x

x x

x x

x j

  

  
   
 

 

 5. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6 14 13 min

4 2 48

2 4 60

0. ( 1,2,3)j

Z x x x

x x x

x x x

x j

    

  
   
 

 

 
 ChPM mаsаlаsi quyidаgi koʻrinishdа boʻlsin: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

1 1 2 2

... ,

... ,

..............................................,

... ,

0, 0, ..., 0,

... min.

n n

n n

m m mn n m

n

n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

x x x

Y c x c x c x

   
    


    

  

    

    (1) 

 Bu mаsаlаdа tenglamalar sistemasi keltirilmagan. Shu sababli undagi 
tenglamalarga 1 2, , ...,n n n mx x x     sun’iy oʻzgаruvchilаr kiritib uni 

kеngаytirilgаn sistemaga aylantiramiz. U holda quyidagi mаsаlа hоsil boʻladi: 
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11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1

1 1 2 2

,

,

........................................................,

,

0, ..., 0, 0,..., 0,

..

n n n

n n n

m m mn n n m m

n n n m

a x a x a x x b

a x a x a x x b

a x a x a x x b

x x x x

Y c x c x







 

       
        


        

   
   1. ( ... ) min.n n n n mc x M x x     

 (2) 

Bu yеrdа, M   yеtаrlichа kаttа musbаt sоn. 
 Sun’iy bаzis oʻzgаruvchilаrigа mоs 1 2, , ...,n n n mP P P    vеktоrlаr “sun’iy 

bаzis vеktоrlаr” dеb аtаlаdi. Bеrilgаn (1) mаsаlаning оptimаl yechimi quyidаgi 
tеоrеmаgа аsоslаnib tоpilаdi. 
 1-tеоrеmа. Аgаr kеngаytirilgаn (2) mаsаlаning оptimаl yechimidа sun’iy 

bаzis oʻzgаruvchilаri nоlgа tеng boʻlsа, ya’ni: 0n ix    ( 1, )i m  tеnglik oʻrinli 

boʻlsа, u hоldа bu yechim bеrilgаn (1) mаsаlаning hаm оptimаl yechimi boʻlаdi. 
 Аgаr kеngаytirilgаn mаsаlаning оptimаl yechimidа kаmidа bittа sun’iy bаzis 
oʻzgаruvchi nоldаn fаrqli boʻlsа, u hоldа boshlangʻich mаsаlа yechimgа egа 
boʻlmаydi. 
 Sun’iy bazis usuli maqsad funksiyaga jarima (penalty) termini kiritiladi 
qaysiki bazisga sun’iy oʻzgaruvchilar kiritishga moʻljallangan. Biz yana shartni 
minimallashtirish namunasidan metodni oydinlashtirish uchun foydalanamiz: 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 3 min

3 2 14

2 4 2

4 3 19

, 0

Z x x

x x

x x

x x

x x

  

 
  
  



 

 Oldingidek, standart shaklga keltiramiz va sun’iy oʻzgaruvchlar kiritiladi. 
Lekin bu holatda qoʻshimcha 1 muammo bosqich tashkil qilish oʻrniga, maqsad 
funksiyaga qoʻyilgan shart minimumga aylantiriladi. 

1 2 1 22 3 minZ x x Ma Ma       

bu yerda M  eng katta musbat sonni ifodalaydi. Umuman, har bir sun’iy 
oʻzgaruvchini ifodalovch bitta penalty termin bor. Kompyuter hisoblari uchun M  
programma chizigʻining yechimlari orasida vujudaga kelishi mumkin boʻlgan 
boshqa hamma sonlar uchun dominat yetarli katta son. 
 Agar M  katta boʻlsa, musbat sun’iy oʻzgaruvchini oʻz ichiga olgan 
qandaydir bazis maqsad funksiya Z   qiymatini ham katta musbat songa olib 
boradi. Agar qandaydir bazis dastlabki chiziqli programmalash masalasining 
mumkin boʻlgan javobi boʻlsa, u holda oʻrganilayotgan bazis oʻz ichiga hech 
qanday sun’iy oʻzgaruvchilarni olmaydi va uning maqsad qiymati kichikroq 
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boʻladi. Chunki sun’iy oʻzgaruvchilar ular bilan katta qiymatli bogʻliqlikka ega, 
simpleks usul agar bu mavjud boʻlsa ularni bazisdan oxirida olib tashlaydi. 
Qandaydir ba’zis jarima muammosi boʻlgan yechim boʻladi qaysiki bazis emas 
hamma sun’iy oʻzgaruvchilar (bundan buyogʻiga nol) ham orginal muammoga 
mumkin boʻlgan yechim boʻladi. 
 Sun’iy bazis usulida maqsad funksiya 1 muammo bosqichida maqsad 
funksiyaning chegarasi sifatida olinishi mumkin. Sun’iy bazis usulining maqsad 
funksiyasi mavjud: 

T
i

i

Z c x M a     

Bu maqsaddan foydalanishga teng: 
 1 T

i
i

Z M c x a   

 Chegaralarni M   sifatida olish 1 maqsad bosqichini beradi. Natijada 1 
muommo bosqichi koʻrinishi Sun’iy bazis usuli koʻrinishidan faqat tepa qatordan 
farq qiladi. Shu sababli biz simpleks usulini misollarda tezroq koʻrib chiqamiz ikki 
bosqich usulini tekshirishni amalga oshirishga nisbatan. 
 Bizning misolda, jarima (penalized) muommo uchun dastlabki bazis bilan 
sun’iy oʻzgaruvchilar quyidagini beradi. 
 

Bazis 1x  2x  3x  4x  1a  2a  0b  

Z   2 3 0 0 M M 0 

1a  3 2 0 0 1 0 14 

2a  2 -4 -1 0 0 1 2 

4x  4 3 0 1 0 0 19 

 
 Oldingidek, sun’iy oʻzgaruvchilar uchun qisqartirilgan qiymatlar nol 
boʻlmaydi va muammo doimiy bazis terminida yozilishi mumkin. 
 

Bazis 1x  2x  3x  4x  1a  2a  0b  

Z   -5M+2 2M+3 M 0 0 0 -16M 

1a  3 2 0 0 1 0 14 

2a  2  -4 -1 0 0 1 2 

4x  4 3 0 1 0 0 19 

 
 Birinchi takrorlashda 1x  kirayotgan oʻzgaruvchi va 2a  chiqayotgan 

oʻzgaruvchi. Ikki bosqich usulidagidek, sun’iy oʻzgaruvchi bazisni tark etsa u 
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ahamiyatsizga aylanadi va muammodan olib tashlanadi. Tayanch nuqta 
muvozanatlashgandan keyin ( 2a  olib tashlangandan), biz quyidagicha bazis 

yechim olamiz: 
 

Bazis 1x  2x  3x  4x  1a  0b  

Z   0 -8M+7 -1,5M+1 0 0 -11M-2 

1a  0 8 3/2 0 1 11 

1x  1 -2 -1/2 0 0 1 

4x  0 11  2 1 0 15 

 
 Ikkinchi takrorlashda 2x  kiritilayotgan oʻzgaruvchi va 4x  chiqib ketayotgan 

oʻzgaruvchi. Tayanch nuqta muvozanatlashgandan keyin ( 1a  ustun olib tashlangan-

dan keyin chunki, u ahamiyatsiz) biz quyidagi yangi bazis javobni olamiz: 
 

Bazis 1x  2x  3x  4x  1a  0b  

Z   0 0 
6

22

M 
  

8 7

11

M 
 0 

127

11

M 
  

1a  0 0 1/22 -8/11 1 1/11 

1x  1 0 -3/22 2/11 0 41/11 

2x  0 1 2/11 1/11 0 15/11 

 
 Uchinchi takrorlashda 3x  kiritilayotgan oʻzgaruvchi va 1a  chiqib ketayotgan 

oʻzgaruvchi. Tayanch nuqta muvozanatlashganda keyin ( 1a  ustun olib 

tashlangandan keyin chunki, u ahamiyatsiz), biz yangi bazis yechimni olamiz: 
 

Bazis 1x  2x  3x  4x  0b  

Z   0 0 0 -5 -11 

3x  0 0 1 -16 2 

1x  1 0 0 -2 4 

2x  0 1 0 3 1 

 
 Joriy bazis oʻz ichiga hech qanday sun’iy oʻzgaruvchini olmaydi, shuning 
uchun bu haqiqiy muammo uchun mumkin boʻlgan maqsad. Toʻrtinchi 
takrorlashda 4x  uchun qisqartirilgan qiymat boʻlishsiz shuning uchun u optimal 

bazis emas. Muvoznatlashish quyidagini beradi: 
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Bazis 1x  2x  3x  4x  0b  

Z   0 5/3 0 0 -28/3 

3x  0 16/3 1 0 22/3 

1x  1 2/3 0 0 14/3 

4x  0 1/3 0 1 1/3 

 
 Bu bazis optimal. Kutilgandek, bu ikki bosqich usuldan olingan optimal 
bazis bilan bir xil. 
 Programmalarda bajarishda penalty uchun mos qiymatni tanlsh qiyin 
boʻlishi mumkin. 
 M  muammoda boshqa qiymatlar uchun dominant boʻlishi uchun yetarlicha 
katta boʻlishi zarur, lekin u juda katta boʻlsa uni aylana boʻylab hisoblashda jiddiy 
muammolar kelib chiqadi. 
 1-misоl. Mаsаlаni sun’iy bаzis usuli bilаn yeching: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 2 3,

2 2 3,

0, 0, 0, 0,

5 3 4 max.

x x x x

x x x x

x x x x

Z x x x x

   
    
   

    

 

 Yechish. Mаsаlаda maqsad funksiyasiga qoʻyilgan shartni minimumgа 
aylantirib, sun’iy 5 60, 0x x   oʻzgаruvchilаr kiritаmiz vа uni quyidagi 

koʻrinishgа kеltirаmiz: 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

3 2 2 3,

2 2 3,

0, 0, 0, 0, 0, 0,

5 3 4 ( ) min.

x x x x x

x x x x x

x x x x x x

Z x x x x M x x

    
     
     

       

 

 Hоsil boʻlgаn mаsаlаni simplеks jаdvаligа jоylаshtirib, uni simplеks usul 
bilаn yеchаmiz. 
 

bP  bC  0P  
-5 -3 -4 1 M M 

a.k
1P  2P  3P  4P  5P  6P  

5P  M 3 1 3 2 2 1 0 1  

6P  M 3 2 2 1 1 0 1 1,5

j  6M 3M+5 5 3M   3M+4 3M-1 0 0  

2P  -3 1 1 3  1 2 3 2 3 1 3  0 3 
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6P  M 1 4 3 0 1 3  1 3  2 3  1 
3

4

j  M-3 
4

4
3

M   0 
1

2
3

M   1
3

3
M   5

1
3

M   0  

2P  -3 3 4  0 1 3 4  3 4  1 2 1 4 1  

1P  -5 3 4  1 0 1 4  1 4  1 2  3 4  - 

j  -6 0 0 3  -2 1-M -3-M  

3P  -4 1 0 4 3 1 1 2 3 1 3  

1P  -5 1 1 1 3  0 0 1 3  2 3  

j  -9 0 -4 0 -5 -1-M -2-M  

 
 Kеngаytirilgаn mаsаlаning оptimаl yechimidаgi sun’iy oʻzgаruvchilаr 0 gа 
tеng. Shuning uchun (1-tеоrеmаgа аsоsаn) bеrilgаn mаsаlаning оptimаl yechimi: 

0 (1, 0, 1, 0)X ,     min max9, 9Z Z   . 

 Aynigan chiziqli programmalashtirish masalasi. Sikllanish va undan 
qutilish usuli ( -usul). Agar ChPMsida iP   bazis vektorlarga mos keluvchi birorta 

0 0ix   boʻlsa, ya’ni 

0 1 1 2 2 ... m mP Px P x P x        (3) 

yoyilmadagi ix  lardan kamida bittasi nolga teng boʻlsa, chiziqli 

programmalashtirish masalasi aynigan chiziqli programmalashtirish masalasi 
deyiladi va iP  bazis vektorlarga mos keluvchi bazis reja esa aynigan reja boʻladi.  

 Yuqorida, simpleks usulni asoslash jarayonida chiziqli programmalashtirish 
masalalarini aynumagan deb faraz qilgan edik. Bu farazga koʻra simpleks usulning 
har bir iteratsiyasidan soʻng chiziqli funksiyaning qiymati kamaya borishini va 
chekli sondagi iteratsiyadan soʻng u oʻzining optimal qiymatiga erishishi 
mumkinligini koʻrsatgan edik.  
 Agar masalaning bazis rejasi aynigan reja boʻlsa, 

0k

lk

b

a
         (4) 

boʻlishi mumkin. U holda bir bazis rejadan ikkinchisiga oʻtganda, chiziqli 
funksiyaning qiymati oʻzgarmaydi. Ba’zan bunday masalalarni yechish jarayonida 
sikllanish holati, ya’ni ma’lum sondagi iteratsiyadan soʻng oldingi iteratsiyalardan 
birortasiga qaytish holati roʻy berishi mumkin. Sikllanish holati roʻy bergan 
masalalarda optimal reja hech qachon topilmaydi. Sikllanish odatda, bazis rejadagi 
birdan ortiq 0ix   boʻlgan holatlarda roʻy berishi mumkin. Birdan ortiq vektorlar 

uchun 0   boʻlganda bazisdan chiqariladigan vektorni toʻgʻri aniqlash sikllanish 
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holatini oldini olishda katta ahamiyatga egadir. Bundan koʻrinadiki, aynigan 
masalalarni yechishga moslashtirilgan usullar masalaning optimal yechimini 
topishga ishonch bildirib bazisdan chiqariladigan vektorni tanlashning yagona 
yoʻlini koʻrsatishi kerak. 
 Aynigan ChPMsining geometrik tasvirini 1- shakldan koʻrish mumkin. 
Bunda 0P  vektor 1 2 3, ,P P P  vektorlardan tuzilgan qavariq konusning sirtida yotibdi. 

Shuning uchun 0P  vektor 1 2 3, ,P P P  vektorlarning qavariq kombinatsiyasi sifatida 

ifodalab boʻlmaydi, lekin uni 1P  va 2P  vektorlarning qavariq kombinatsiyasi orqali 

ifodalash mumkin. 0P  ni 1 2 3, ,P P P  vektorlarning qavariq kombinatsiyasi orqali 

ifodalash uchun 1 1 2 2 3 3Px P x P x   yoyilmadagi 3P   vektorning koeffisiyenti 3 0x   

boʻlishi kerak. 

 
 Agar 3P   vektorni 0   ga siljitib 1 2 3, ,P P P  vektorlardan tashkil topgan 

qavariq konusning ichiga kiritsak, u holda uni 1 2 3, ,P P P  vektorlarning qavariq 

kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin boʻladi. 3P   vektorni qavariq konusning 

ichiga siljitish uchun ixtiyoriy kichik 0   son olib, 1 2 3, ,P P P   vektorlarning  
2 3

1 2 3P P P     

kombinatsiyasini tuzamiz va uni masalaning 

1 1 2 2 3 3 0Px P x P x P    

cheklamalarining oʻng tomoniga qoʻshib yozamiz: 
2 3

1 1 2 2 3 3 0 1 2 3 0 ( )Px P x P x P P P P P            (5) 

Hosil boʻlgan 0( )P   vektor 1 2 3, ,P P P  vektorlardan tashkil topgan qavariq 

konusning ichida yotadi (1-shakl). Demak, P0 ni 1 2 3, ,P P P  vektorlarning qavariq 

kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin. 
 Xuddi shuningdek, umumiy holda berilgan masalaning 

1 1 2 2 0... ...m m n nPx P x x P P x P         (6) 

cheklamalarini quyidagicha yozish mumkin: 

1 1 2 2

2
0 1 2 0

... ...

... ... ( )

m m n n

m n
m n

Px P x x P P x

P P P P P P    

     

       
  (7) 

Р1
Р3

   

   

Р0(

1‐shakl.
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 Faraz qilaylik, 1 2, ,..., mP P P   bazis vektorlar boʻlib, ular B  matrisani tashkil 

qilsin. U holda 
1

0 0X B P       (8) 

berilgan masalaning yechimi va  
1

0( ) ( ) 0X B P       (9) 

oʻzgartirilgan (5) chegaralovchi shartli masalaning yechimi boʻladi. 
1

j jX B P       (10) 

tenglik oʻrinli boʻlgani uchun (8) ni ushbu koʻrinishda ifodalash mumkin. 
1 1 2 1 1 1

0 1 2( ) ... ...m n
m nX B P B P B P B P B P                 

2
1 2 ... ... .m n

m nX X X X X             (11) 

Demak, sistemaning oʻng tamoni ( )ib   quyidagicha aniqlanadi: 

1

( )
n

j
i i ij

j

b b a 


      (12) 

1

( )
n

i j
i i ij

j m

b b a  
 

        (13) 

  kichik son bolgani uchun ( ) 0ib   . 

 Simpleks usulini qoʻllash jarayonida bazisdan chiqariladigan lP  vektorni 

aniqlash uchun  

1
0

( ) ( )
min 0

n
i j

l ij
j ml i

i
lk ik lk

b a
b b

a a a

 
   

 
   


  (14) 

formuladan foydalanamiz. Farazga asosan 
( )i

ik

b

a


 nisbat i l  da minimumga 

erishadi. Agar 

0

( )
min , ( 0)i

ik
i

ik

b
a

a

    

qiymat, i l  indeks uchun oʻrinli boʻlsa, u holda lP  bazisdan chiqariladi.  

 Bazisga kiritiladigan kP   tanlangandan soʻng, simpleks jadval ma’lum yoʻl 

bilan almashtiriladi. Natijada topilgan yangi ( )X   bazis reja yetarli darajada 

kichik   uchun aynimagan reja boʻladi. 
 Amalda aynigan chiziqli programmalashtirish masalasi juda kam uchraydi. 
Quyida biz keltiradigan masala amerika matematigi Bil tomonidan tuzilgan. 
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1 2 3 4 5

1 2 3 4 6

3 7

1 1
60 9 0,

4 25
1 1

90 3 0,
2 50

1,

x x x x x

x x x x x

x x

     

     


 


 

0, 1,7,jx j   

1 2 3 4

3 1
150 6 min

4 50
Y x x x x      . 

 Bu masala aynigan masala boʻlib, uni yuqorida keltirilgan “toʻgʻrilash” 
usulini qoʻllamasak yechganda sikllanish holati roʻy beradi. Simpleks usulning 7- 
iteratsiyasidan soʻng 2-iteratsiyaga qaytish holati roʻy beradi. Agar yuqorida 
koʻrilgan “toʻgʻrilash” usulini qoʻllamasak, bu sikllanish holati cheksiz ravishda 
takrorlanishi mumkin, demak masalaning optimal yechimini topish imkoniyati 
boʻlmaydi. Endi masalani “toʻgʻrilash” usulini qoʻllab yechamiz. Eng avval 
berilgan masaladagi sistemani quyidagi koʻrinishda yozib olamiz: 

2
1 2 3 4 5

2
1 2 3 4 6

3 7

1 1 1
60 9 0 60 ,

4 25 4
1 1 1

90 3 0 90 ,
2 50 2

1,

x x x x x

x x x x x

x x

 

 

       

       


 


 

 Bu yerda   kichik musbat son boʻlib, uni shunday tanlash mumkinki, 
natijada tenglamalarning oʻng tomoniga ε ning faqat birinchi va ikkinchi darajasini 
qoʻshish yetarli boʻlsin. Masalani simpleks jadvalga joylashtirib yechamiz: 
I. 

bP  
bC  

0P  
-3/4 150 -1/50 6 0 0 0 

1P  2P  3P  4P  5P  6P  7P  

5P  0 260
4

   1/4 -60 -1/25 9 1 0 0 

6P  0 290
2

   1/2 -90 -1/50 3 0 1 0 

7P  0 1 0 0 1 0 0 0 1 

II. 

1P  -3/4 2240   1 -240 -4/25 36 4 0 0 

6P  0 230  0 30 3/50 -15 -2 1 0 

7P  0 1 0 0 1 0 0 0 1 
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  23
160

4

   0 30 7/50 -33 -3 0 0 

 
III. 

1P  -3/4   1 40 8/25 -84 -12 8 0 

2P  150 2  0 1 1/500 -1/2 -1/15 1/30 0 

7P  0 1 0 0 1 0 0 0 1 

  23
150

4

   0 0 2/25 -18 -1 -1 0 

 
IV. 

1P  -3/4 2160   1 -160 0 -4 -4/3 8/3 0 

3P  -1/50 2500  0 500 1 -250 -100/3 50/3 0 

7P  0 21 500  0 -500 0 250 100/3 -50/3 1 

  23
110

4

    0 -40 0 2 5/3 -7/3 0 

 
V. 

1P  -3/4 22
168

125
    1 -168 0 0 -4/5 12/5 2/125

3P  -1/50 1 0 0 1 0 0 0 1 

4P  6 21
2

250
  0 -2 0 1 2/15 -1/15 1/250

  
2

1 3

125 4

114





  


 0 -36 0 0 7/5 -11/5 3/125

 
VI. 

1P  -3/4 21
180

125
    1 -180 0 6 0 2 1/25 

3P  -1/50 2500 1   0 0 1 0 0 0 1 

5P  0 23
15

100
  0 -15 0 15/2 1 -1/2 3/100 

  2 1 3
135

20 4

    0 -15 0 -21/5 0 -3/2 -1/100 
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 Shunday qilib, yuqoridagi “toʻgʻirlash” usulini qoʻllab masalani yechganda 
6-bosqichda optimal yechim topiladi. 

2 2 21 3
( ) (180 ; 0; 500 1; 0; 15 ),

25 100
X           

2
min

3 1
( ) 135 .

4 20
Y

      

Berilgan masalani yechimini topish uchun 0   deb qabul qilamiz. 

Javob: 0 min

1 3 1
( ; 0; 1; 0; ), .
25 100 20

X Y    

 
Mustaqil yechish uchun misollar 

 Quyidagi mаsаlаlarni sun’iy bаzis usuli bilаn yeching. 

 1. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 8 min

2 3 30

2 4 40

, , 0

Z x x x

x x x

x x x

x x x

    

  
   



   2. 

1 2

1 2

1 2

1 2

4 2 min

2 2 4

2 2

, 0

Z x x

x x

x x

x x

   

 
  



 

 
 

16-mavzu. Chiziqli programmalashtirishda ikkilаnish nаzаriyasi 
 

Rеjа: 
16.1. Ikkilаngаn mаsаlа. 
16.2. Qoʻshmа mаsаlаlаr. 
16.3. Oʻzаrо qoʻshmа mаsаlаlаr оrаsidаgi bоgʻlаnishlаr. 
16.4. Ikkilаnish nаzаriyasining аsоsiy tеоrеmаlari. 
16.5. Ikkilаnish nаzаriyasining аsоsiy tеоrеmаlarining iqtisоdiy tаlqini. 
16.6. Iqtisоdiy mаsаlаlаrning yechimini tаhlil qilish. 
 
 Tayanch soʻz va iboralar: Oʻzaro qoʻshma masalalar, simmetrik qoʻshma 
masalalar, simmetrik boʻlmagan qoʻshma masalalar, ikkilamchi baholar, 
ikkilangan masala. 
 Quyidagi ChPMsini qaraymiz: 

11 1 12 2 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

... ,

............................................,

... ,

..............................................,

... ,

n n

k k kn n k

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   

    



   

    (1) 
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1 1 2 2 ... maxn nF c x c x c x         (2) 

Bu masala matrisa shaklida quyidagicha yoziladi: 
,

max.

AX B

F CX


 

       (3) 

 1-ta’rif. 

11 1 21 2 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

... ,

............................................,

... ,

..............................................,

... ,

m m

l l ml m l

n n mn n n

a y a y a y c

a y a y a y c

a y a y a y c

  

    



   

    (4) 

0, 1,iy i m       (5) 

1 1 2 2 ... minm mF b y b y b y        (6) 

masala (1), (2) masalaga ikkilangan masala deyiladi. U holda (3) masalaga 
ikkilangan masala quyidagicha yoziladi: 

,

0, 1, ,

min.

T T

i

T

A Y C

y i n

F B Y



 

 
     (7) 

bu yerda 1 2( ... )T
mY y y y , 1 2( ... )nC c c c . 

 Yuqoridagidan foydalanib ikkilangan masalani qurish qoidasini keltiramiz: 
 1. Bеrilgаn mаsаlа kоeffisiyеntlаridаn tаshkil tоpgаn asosiy mаtrisа  

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

а а а

a а а
A

а а а

 
 
 
 
 
 

 

koʻrinishdа boʻlsа, u holda ikkilangan mаsаlаning asosiy mаtrisаsi 

11 21 1

12 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

m

mT

n n mn

а а а

a а а
A

а а а

 
 
 
 
 
 

 

koʻrinishdа boʻlib, A mаtrisаgа trаnspоnirlаngаn boʻlаdi. 
 2. Ikkilangan masaladаgi nоmа’lumlаr sоni bеrilgаn mаsаlаdаgi chеklаmаlаr 
sоnigа tеng. Ikkilangan masaladаgi chеklаmаlаr sоni esa bеrilgаn mаsаlаdаgi 
nоmа’lumlаr sоnigа tеng boʻlаdi. 
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 3. Ikkilangan masalaning mаqsаd funksiyasi kоeffisiyеntlаri bеrilgаn 
mаsаlаning оzоd hаdlаrdаn ibоrаt boʻlаdi. Ikkilangan masalaning оzоd hаdlаri esа 
bеrilgаn mаsаlаning mаqsаd funksiyasi kоeffisiyеntlаridаn ibоrаt boʻlаdi. 
 4. Аgаr bеrilgаn mаsаlаdа 0jx   boʻlsа, u hоldа ikkilаngаn mаsаlаdаgi 

unga mos j-chеklаmаga   koʻrinishdаgi tеngsizlik qoʻyiladi. Аgаrda jx  

nоmа’lumning ishorasi noaniq boʻlsа, u hоldа ikkilangan masaladаgi j-chеklаmаga 
tеnglik qoʻyiladi. 
 5. Аgаr bеrilgаn mаsаlаdаgi i-chеklаmа tеngsizlikdаn ibоrаt boʻlsа, u holda 
ikkilangan masaladаgi bu cheklamaga mos noma’lumning ishorasi 0iy   boʻlаdi. 

Аgаrda berilgah mаsаlаdаgi i-chеklаmа tеnglikdаn ibоrаt boʻlsа, u holda 
ikkilangan masaladаgi bu cheklamaga mos iy  nоmа’lumning ishorasi noaniq 

boʻlаdi. 
 Hаr qаndаy chiziqli prоgrаmmаlаsh mаsаlаsi uchun ikkilangan mаsаlа 
mavjud va uni bеrilgаn mаsаlаdаgi mаqsаd funksiya vа nоmа’lumlаrgа qoʻyilgаn 
chеklаmаlаr оrqаli toʻlа аniqlаsh mumkin. 
 Biz quyida ChPMlarinig bazilariga ikkilangan masalani qurish qoidasi bilan 
tanishib chiqamiz. 
 Standart ChPMsi berilgan boʻlsin: 

,

0, 1, ,

max.

j

AX B

x j n

F CX



 

 

     (8) 

A
A

E

 
   

; 
0

B
B

 
  
 

 belgilashlar kiritamiz, bu yerda E n n -oʻlchovli birlik matrisa, 

0 n -oʻlchovli nol matrisa. U holda (8) masalani quyidagicha yozish mumkin: 

,

max.

AX B

Y CX


 

     (9) 

Bu masalaning koʻrinishi (3) masala bilan mos tushadi. Demak, ikkilangan 
masalani yozishda tarifdan foydalanish mumkin. Shunday qilib, ta’rifga asosan (9) 
masala uchun ikkilangan masala quyidagicha yoziladi: 

,

0, 1, ,

min.

T T

i

T

A P C

p i n m

F B P



  

 
     (10) 

bu yerda,    1 2 1 2 1 2... , ( ... ... )T T T
n m m nP p p p Y Z y y y z z z   .  ,T TA A E   

ekanligini hisobga olib, oldingi belgilashlarga qaytsak (10) quyidagicha yoziladi: 
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,

0, 0, 1, , 1, ,

min.

T T

i j

T

A Y Z C

y z i m j n

F B Y

 

   

 
    (11) 

0jz   boʻlgani uchun TA Y Z C   tenglik TA Y C  boʻlgandagina oʻrinli boʻladi. 

Shuning uchun (8) masalaga ikkilangan masala 

,

0, 1, ,

min

T T

i

T

A Y C

y i m

F B Y



 

 
      (12) 

koʻrinishda boʻladi. 
 ChPMsi quyidagicha berilgan boʻlsin:  

,

0, 1, ,

max.

j

AX B

x j n

F CX



 

 

      (13) 

Ma’lumki, 
,

.

q k
q k

q k


   

. U holda (13) masalani quyidagicha yozish mumkin: 

, ,

0, 1, ,

max.

j

AX B AX B

x j n

F CX

   

 

 

     (14) 

,
A B

A B
A B

   
        
  belgilashlar yordamida (14) masalani quyidagicha yozib 

olamiz: 

,

0, 1, ,

max.

j

AX B

x j n

F CX



 

 

 

      (15) 

(15) masalaga ikkilangan masalani, (12) ga asosan, yozamiz: 

,

0, 1, ,

min.

T T

i

T

A S C

s i m

F B S



 

 



 
 

bu yerda      1 2 2 1 2 1 2... , ... ...T T T
m m mS s s s P Q p p p q q q   . 

 Oldingi belgilashlarga qaytamiz, u holda 
,

0, 0, 1, ,

min.

T T T

i i

T T

A P A Q C

p q i m

F B P B Q

 

  

  
 

Y P Q   belgilashdan soʻng 
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,

min

T T

T

A Y C

F B Y



 
    (16) 

masalani hosil qilamiz. Bu yerda Y  ikkita matrisaning ayirmasi boʻlgani uchun 
uning ishorasi noaniq boʻladi. 
 Bеrilgаn mаsаlа vа ungа ikkilangan mаsаlа birgаlikdа oʻzаrо qoʻshmа 
mаsаlаlаr dеb аtаlаdi. Аgаr qoʻshmа mаsаlаlаrdаn birоrtаsi yechimgа egа boʻlsа, 
ulаrning ikkinchisi hаm оptimаl yechimgа egа boʻlаdi. 
 Oʻzаrо qoʻshmа mаsаlаlаrni koʻz оldigа kеltirish vа ulаrni iqtisоdiy 
mа’nоlаrini tаhlil qilish uchun quyidаgi ishlаb chiqаrishni rеjаlаshtirish mаsаlаsini 
koʻrаmiz. 

,

0, 1, ,

max.

j

AX B

x j n

F CX



 

 

     (17) 

Yuqоridаgilаrdаn хulоsа qilib, oʻzаrо qoʻshmа mаsаlаlаrning mаtеmаtik 
mоdеllаrini quyidаgi koʻrinishdа ifоdаlаsh mumkin: 

 
Simmеtirik boʻlmаgаn qoʻshmа mаsаlаlаr 

Bеrilgаn mаsаlа Ikkilangan mаsаlа 

I 

,

0, 1, ,

max.

j

AX B

x j n

F CX



 

 

 
,

min.

T T

T

A Y C

F B Y



 
 

II 

,

0, 1, ,

min.
j

AX B

x j n

F CX



 

 

 
,

max.

T T

T

A Y C

F B Y



 
 

Bеrilgаn mаsаlа Ikkilangan mаsаlа 

I 

,

0, 1, ,

max.

j

AX B

x j n

F CX



 

 

 

,

0, 1, ,

min.

T T

j

T

A Y C

y j m

F B Y



 

 
 

II 

,

0, 1, ,

min.

j

AX B

x j n

F CX



 

 

 

,

0, 1, ,

max.

T T

j

T

A Y C

y j m

F B Y
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 1-misоl. Bеrilgаn mаsаlаgа ikkilangan masalani tuzing. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 5 12,

2 4 24,

3 18,

0, 0, 0,

2 3 max.

x x x

x x x

x x x

x x x

Z x x x

   
   
   

  

   

 

 Yechish. Mаsаlаdа bаrchа chеklаmаlаr “” koʻrinishdаgi tеngsizliklаrdаn 
ibоrаt. Dеmаk, bеrilgаn mаsаlаgа simmеtirik boʻlgаn qoʻshmа mаsаlа 4-
koʻrinishdа tuzilаdi. Nаtijаdа quyidаgi simmеtirik qoʻshmа mаsаlаni hоsil qilаmiz: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 2,

3 1,

5 4 3,

0, 0, 0,

12 24 18 min.

у у y

у у y

у у y

у у у

F y y y

   
   
   

  

   

 

 2-misоl. Bеrilgаn mаsаlаgа ikkilangan mаsаlа tuzing. 

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 12,

3 2 13,

5 6 11,

0, 0, 0,

4 4 max.

х х x

x x x x

x x x

x x x

Z x x x

  
    
   

  

   

 

 Yechish. Bеrilgаn mаsаlаdаgi ikkinchi chеklаmа tеnglаmаdаn, birinchi vа 
uchinchi chеklаmаlаr esа tеngsizliklаrdаn ibоrаt. Shuning uchun qoʻshmа mаsаlаni 
tuzishdа yuqоridаgi 5-punktdа kеltirilgаn qоidаgа riоya qilаmiz vа quyidаgi 
mаsаlаgа egа boʻlаmiz: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4,

3 5 1,

4 2 6 4,

0, 0, 0,

12 13 11 min.

у у y

у у y

у у y

у у у

F y y y

  
   
   

  

   

 

 Ikkilangan mаsаlаlаr yechimlаri оrаsidа mаvjud bolgаn bоglаnishni 
ikkilаnish nаzаriyasining аsоsiy tеngsizligi vа birinchi tеоrеmаsi оrqаli аniqlаsh 
mumkin. 
 Ikkilаnish nаzаriyasidа bеrilgаn mаsаlаning iхtiyoriy X  jоiz rеjаsi, hаmdа 
ikkilangan mаsаlаning iхtiyoriy Y  jоiz rеjаsi uchun  

( ) ( )F X F Y   

tеngsizlik oʻrinli boʻlаdi. Bundаy tеngsizlik ikkilаnish nаzаriyasining аsоsiy 
tеngsizligi dеb аtаlаdi.  
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 Аgаr X   vа Y   jоiz rеjаlаr uchun  

( ) ( )F X F Y    

tеnglik oʻrinli boʻlsа, u hоldа bu jоiz rеjаlаr mоs rаvishdа bеrilgаn vа ikkilangan 
mаsаlаning оptimаl rеjаsi boʻlаdi. 
 Bu tеngsizlik iхtiyoriy jоiz ishlаb chiqаrish rеjаsi, hаmdа хоm-аshyolаrning 
iхtiyoriy jоiz bаhоlаri uchun ishlаb chiqаrilgаn mаhsulоt bаhоsi хоm-аshyolаr 
bаhоsidаn оshmаsligini koʻrsаtаdi. 
 Ikkilanish nazariyasining asosini ikki teorema tashkil etadi. Ulardan biri 
ikkilanish teoremasi, ikkinchisi esa muvozanatlik teoremasi deb ataladi. 
 Muvozanatlik teoremasidan ikkilangan masalaning iqtisodiy tahlilida 
foydalanamiz, shu sababli biz bu teoremani keyinchalik keltiramiz. 
 Ikkilanish teoremasini keltirish uchun berilgan va ikkilangan masalalar 
orasidagi ba’zi bogʻlanishlarni aniqlab oʻlamiz. 

 2-ta’rif.  X x Ax B   toʻplam (3) masalaning mumkin boʻlgan yechimlar 

toʻplami deyiladi. 
 3-ta’rif. Agar (3) masalaning mumkin boʻlgan yechimlar toʻplami 

 X x Ax B   boʻsh boʻlmasa, u holda masala birgalikda deyiladi. 

 Quyidagi tеоrеmаlarni isbоtsiz qаbul qilаmiz: 
 1-tеоrеmа (ikkilanish teoremasi). Аgаr (3) va (7) oʻzaro qoʻshma 
mаsаlаlаrning har biri birgalikda boʻlsa, u hоldа ulаrning ikkalasi hаm yechimgа 
egа boʻlаdi, hаmdа bu mаsаlаlаrdаgi mаqsаd funksiyalаrning ekstrеmаl qiymаtlаri 

oʻzаrо tеng boʻlаdi, yani min max( ) ( )F X F Y   . 

 Bu teoremadan quyidagi xulosalarni chiqarish mumkin. 
 2-teorema. Agar oʻzaro ikkilangan mаsаlаlardan biri yechimga ega boʻlsa, u 
holda ikkinchisi ham yechimga ega boʻladi. 
 3-teorema. Agar oʻzaro ikkilangan mаsаlаlardan biri birgalikda boʻlib, 
ikkinchisi esa birgalikda boʻlmasa, u holda birinchi masala oʻzining yechimlar 
toʻplamida chegeralanmagan boʻladi 
 Bu teoremalar ikkilangan mаsаlаlarda quyidagi holatlar boʻlishi 
mumkinligini koʻrsatadi: 
 
1. Quyidagi ikkala masala ham birgalikda (ikkalasi ham yechimga ega). 

1 2

1 2

1 2

2 4,

2 4,

max.

x x

x x

F x x

 
  
  

 

1 2

1 2

1 2

1 2

2 1,

2 1,

0, 0,

4 4 min.

y y

y y

y y

F y y
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4 4
,

3 3
X     

 
1 1

,
3 3

Y     
 

  
2. Quyidagi ikkala masala ham birgalikda emas. 

1 2

1 2

1 2

3,

4,

3 max.

x x

x x

F x x

 
   
  

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1,

3,

0, 0,

3 4 min.

y y

y y

y y

F y y

 
  
 

  
 

X   X   
  

3. Quyidagi masalardan biri birgalikda ikkinchisi birgalikda emas. 

 1 2

1

1,

max.

x x

F x

 

 
 

1

1

1

1

1,

1,

0,

min.

y

y

y

F y


 


 
 

Masala birgalikda Y   
  

 Аgаr bеrilgаn mаsаlа yechimgа egа boʻlsа, u hоldа ikkilangan mаsаlаning 
yechimi  

0 0 1Y C B  

fоrmulа оrqаli tоpilаdi.  
 Хuddi shuningdеk, аgаr ikkilangan mаsаlа оptimаl yechimgа egа boʻlsа, u 
hоldа  bеrilgаn mаsаlаning оptimаl yechimi 

0 1 0X B B  

fоrmulа оrqаli tоpilаdi. Bu fоrmulаlаrdа:  

 
0C   simplеks jаdvаlning oxirgi qadamidagi bC  vеktоr; 

 
0B   ikkilangan mаsаlа simplеks jаdvаlining oxirgi qadamidagi B  vеktоr; 

 
1B   matrisani aniqlash uchun  

,

0, 1, ,

max.
j

AX B

x j n

F CX



 

 

 

masala simplеks jаdvаlining oxirgi qadamini yozamiz 
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bP  bC  
0( )X  1c  2c  … mc  1mc   … kc  … nc  

0P  1P  2P  … mP  1mP   … kP  … nP  

1P  1c  1b  1 0 … 0 1 1ma  … 1ka  … 1na

2P  2c  2b  0 1 … 0 2 1ma  … 2ka  … 2na  

… … … … … … … … … … … … 

lP  lc  lb  0 0 … 0 1lma   … lka  … l na  

… … … … … … … … … … … … 

mP  mc  mb  0 0 … 1 1mma  … mka  … mna

 

 kP  vektorni  0 0 0 0
1 2 0 1 2( , , ..., , 0, ..., 0) ( , , ...,m mX x x x P b b b   optimal 

yechim bazislari 1 2, , ..., mP P P  boʻyicha yoyilmasini yozamiz 

1 1 2 2 ... , 0,k k k mk mP x P x P x P k n     . 

Bu yoyilmani quyidagicha yozish mumkin: 

111 12 1

21 22 2 2

1 2

...

...
.

... ... ... ... ...

...

km

m k
k k

m m mm mk

xа а а

a а а x
P DX

а а а x

  
  
    
  
  

   

 

 D  matrisaga teskari 1D  matrisani 1B  bilan belgilaymiz, ya’ni 1 1D B  . 

U holda 0
0B P ; 0

bC C . 

 3-misоl. Bеrilgаn mаsаlа vа ungа ikkilаngаn mаsаlаning yechimini tоping: 

1 2 3 5

2 3 4

2 3 5 6

3 2 7,

2 4 12,

4 3 8 10,

x x x x

x x x

x x x x

   
   
    

 

0, 1,6,jx j   

2 3 53 minF x x x    . 

 Yechish. Bеrilgаn mаsаlаni simplеks jаdvаlgа jоylаshtirib, uni simplеks 
usul bilаn yеchаmiz: 
 

bP  bC  0P  
0 1 -3 0 2 0 

a.k. 
1P  2P  3P  4P  5P  6P  

1P  

4P  

6P  

0 
0 
0 

7 
12 
10 

1 
0 
0 

3 
-2 
-4 

-1 
4 
3 

0 
1 
0 

2 
0 
8 

0 
0 
1 

 
 

10 3  
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j 0 0 -1 3  0 -2 0  

1P  

3P  

6P  

0 
-3 
0 

10 
3 
1 

1 
0 
0 

5/2 
-1/2 
-5/2 

0 
1 
0 

1/4 
1/4 
-3/4 

2 
0 
8 

0 
0 
1 

4  

j -9 0 1 2  0 -3/4 -2 0  

2P  

3P  

6P  

1 
-3 
0 

4 
5 
11 

2/5 
1/5 
1 

1 
0 
0 

0 
1 
0 

1/10 
3/10 
-1/2 

4/5 
2/5 
10 

0 
0 
1 

 

j -11 -1/5 0 0 -4/5 -7/5 0  
 

III bоsqichdа оptimаl yechimgа egа boʻlаmiz: 0 (0, 4, 5, 0, 0, 11)X  , min 11F   . 

0 (1, 3, 0)C   ,      0 (4, 5, 11)B  ,      1

2 1
0

5 10
1 3

0 ;
5 10

1
1 1

2

В 

 
 
 
   
 
  
 

 

0 0 1

2 1
0

5 10
1 3 1 4

(1 3 0) 0 0 .
5 10 5 5

1
1 1

2

Y C B 

 
 
 

           
 
  
 

 

 Kеltirilgаn ikkilаnish nаzаriyasining 1-tеоrеmаsi iqtisоdiy nuqtаi nаzаrdаn 
shundаy tаlqin qilinаdi: аgаr tаshqаridаn bеlgilаngаn cj bаhоdа sоtilgаn 
mаhsulоtning pul miqdоri iy  ichki bаhоdа oʻlchаngаn xаrаjаtlаr (хоm-аshyolаr) 

miqdоrigа tеng boʻlsа, u hоldа mаhsulоtning ishlаb chiqаrish rеjаsi, hаmdа хоm-
аshyolаrning bаhоlаri оptimаl boʻlаdi. Bundаn koʻrinаdiki, ikkilangan mаsаlаdаgi 
nоmа’lumlаr (ulаrni ikkilаngаn bаhоlаr dеb аtаymiz) sаrf qilingаn xаrаjаtlаr vа 
ishlаb chiqаrilgаn mаhsulоtlаrning pul miqdоrlаrini oʻzаrо tеng boʻlishini 
tаminlоvchi vоsitа bolib хizmаt qilаdi. 
 Mа’lumki, chiziqli prоgrаmmаlаsh usullаri jumlаdаn, simplеks usul 
iqtisоdiy mаsаlаlаrning eng yaхshi (оptimаl) yechimini tоpishgа yordаm bеrаdi. 
 Lеkin biz uchun buning oʻzi kifоya emаs. Оptimаl yechim tоpilgаndаn soʻng 
iqtisоdiy оb’еktlаr (zаvоd, fаbrikа, firmа) bоshqaruvchilari оldidа quyidаgigа 
oʻхshаgаn masalalarni yechishgа toʻgʻri kеlаdi: 
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1. хоm-аshyolаrning bа’zilаrini оshirib, bа’zilаrini qisqаrtirib sаrf qilinsа 
оptimаl yechim qаndаy oʻzgаrаdi? 
2. оptimаl yechimni oʻzgаrtirmаsdаn хоm-аshyolаr sаrfini qаndаy dаrаjаgа 
oʻzgаrtirish (kаmаytirish) mumkin? 
3. mаhsulоtgа boʻlgаn tаlаb bir birlikkа kаmаygаndа (оshgаndа) оptimаl 
yechim qаndаy oʻzgаrаdi? 
 Shungа oʻхshаsh bоshqа muаmmоlаrni hаl qilishdа ikkilаnish nаzаriyasi 
teoremalaridan fоydаlаnilаdi. Bundа ikkilаnish nаzаriyasining quyidаgi 
tеоrеmаlаrigа аsоslаnilаdi. Quyidagi oʻzaro qoʻshma masalalarni qaraymiz: 
 Berilgan masala:  

,

max.

AX B

F CX


        

(1) 

 Ikkilangan masala: 

,

0, 1, ,

min.

T T

i

T

A Y C

y i m

F B Y



 

 
      (2) 

 1-teorema (muvozanatlik teoremasi). 1 2( , , ..., )nX x x x     bеrilgаn 

mаsаlаning, 1 2( , , ..., )mY y y y     ikkilangan mаsаlаning optimal yechimi boʻlsin. 

 Agar 0iy   boʻlsa, u holda 

1 1 2 2 ...i i in n ia x a x a x b      .    (3) 

Ikkilanish va muvozanatlik teoremalaridan quyidagi xulosalarni chiqarish mumkin. 

 2-teorema. 1 2( , , ..., )nX x x x     (1) bеrilgаn mаsаlаning, 1 2( , , ..., )mY y y y     
(2) ikkilangan mаsаlаning joiz yechimi boʻlsin. 

 Agar 0iy   tengsizlik bajarilganda 

1 1 2 2 ...i i in n ia x a x a x b           (4) 

tenglik oʻrinli boʻlsa, u holda ,X Y   mos ravishda (1) va (2) masalalarning 

optimal yechimlari boʻladi. 
 Ikkilanish teoremalari ChPMsining standart, kanonik va boshqa turdagi 
masalalari uchun ham oʻrinli. Masalan, muvozanatlik teoremasini standart 
ChPMsi: 
 Berilgan masala: 

,

0, 1, ,

max .

j

AX B

x j n

F CX



 

 

     (5) 
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 Ikkilangan masala: 
,

0, 1, ,

min

T T

i

T

A Y C

y i m

F B Y



 

 
     (6) 

uchun keltiramiz. 

 3-teorema. 1 2( , , ..., )nX x x x     (5) bеrilgаn mаsаlаning, 1 2( , , ..., )mY y y y     
(6) ikkilangan mаsаlаning optimal yechimi boʻlsin. 

 Agar 0iy   boʻlsa,  

1 1 2 2 ...i i in n ia x a x a x b      .    (7) 

 Agar 0jx   boʻlsa, 

1 1 2 2 ...j j mj m ja y a y a y c      .    (8) 

 Bu shаrtlаrni quyidаgichа tаlqin qilish mumkin: аgаr birinchi mаsаlа 
yechimidаgi nоmа’lum musbаt qiymаtgа egа boʻlsа, u hоldа ikkinchi mаsаlаdа 
tеgishli shаrtlаr оptimаl rеjаdа tеnglikkа аylаnаdi. 
 Bundаn koʻrinаdiki: оptimаl yechimning ikkilаngаn bаhоsi – rеsurslаr 
tаnqisligi dаrаjаsining oʻlchоvidir. Mаhsulоt ishlаb chiqаrishdа toʻlа ishlаtilаdigаn 
хоm-аshyo “tаnqis (dеfitsit) хоm-аshyo” dеyilаdi. Bundаy хоm-аshyoni оshirib 
sаrf qilish kоrхоnаdа mаhsulоt ishlаb chiqаrish dаrаjаsini оshirаdi. Mаhsulоt 
ishlаb chiqаrishdа toʻlа ishlаtilmаydigаn хоm-аshyo “nоtаnqis (kаmyob 
boʻlmаgаn) хоm-аshyo” hisоblаnаdi. Bundаy хоm-аshyolаrni ikkilаngаn bаhоsi 
nоlgа tеng boʻlаdi. Ulаrning miqdоrini оshirish ishlаb chiqаrish rеjаsini оshirishgа 
tа’sir qilmаydi. 
 1-mаsаlа. Dеylik, kоrхоnаdа bir хil mаhsulоtni 3 tа tехnоlоgiya аsоsidа 
ishlаb chiqаrilsin. Hаr bir tехnоlоgiyagа bir  birlik vаqt ichidа sаrf qilinаdigаn 
хоm-аshyolаr miqdоri, ulаrning zаhirаsi, hаr bir tехnоlоgiyaning unumdоrligi 
quyidаgi jаdvаldа kеltirilgаn. Hаr bir tехnоlоgiya boʻyichа kоrхоnаning ishlаsh 
vаqtini shundаy tоpish kеrаkki, nаtijаdа kоrхоnаdа ishlаb chiqаrilgаn 
mаhsulоtlаrning miqdоri mаksimаl boʻlsin. 
 

Rеsurslаr 
Tехnоlоgiyalаr 

Zаhirа 
1T  2T  3T  

Ish kuchi (ishchi/sоаt) 15 20 25 1200 

Birlаmchi хоm аshyo (t) 2 3 2,5 150 

Elеktrоenеrgiya (Kvt/ch) 35 60 60 3000 

Tехnоlоgiyaning unumdоrligi 300 250 450  
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Tехnоlоgiyalаrni ishlаtish 
rеjаlаri 1x  2x  3x  Z→max 

 
 Mаsаlаning mаtеmаtik mоdеli: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 5 2 0 2 5 1 2 0 0 ,

2 3 2 , 5 1 5 0 ,

3 5 6 0 6 0 3 0 0 0 ,

0 , ( 1, 3),

3 0 0 2 5 0 4 5 0 m ax .

j

х х х

х х х

х х х

x j

Z x x x

  
   
   

 

   

 

Mаsаlаni simplеks usuli bilаn yеchаmiz. 
 

bX  bC  B 
300 250 450 0 0 0 

a.k. 
1X  2X  3X  4X  5X  6X  

4X  0 1200 15 20 25 1 0 0 48  

5X  0 150 2 3 2,5 0 1 0 60 

6X  0 3000 35 60 60 0 0 1 50 

j 0 -300 -250 450  0 0 0  

3X  450 48 0,6 0,8 1 0,04 0 0 80 

5X  0 30 0,5 1 0 -0.1 1 0 60  

6X  0 120 -1 12 0 -2,4 0 1 - 

j 21600 30  110 0 18 0 0  

3X  450 12 0 -0,4 1 0,16 -1,2 0  

1X  300 60 1 2 0 -0,2 2 0  

6X  0 180 0 14 0 -2,6 2 1  

j 23400 0 170 0 12 60 0  
 

Jаdvаldаn koʻrinаdiki, (60, 0, 12, 0, 0, 180)X   , ( ) 23400Z X   . 

 Jumlаdаn 1T   tехnоlоgiyani 60 sоаt, 3T  tехnоlоgiyani 12 sоаt qoʻllаsh kеrаk. 

2T  tехnоlоgiyani esа umumаn qoʻllаmаslik kеrаk. Ikkilangan mаsаlаning yechimi: 

(12, 60, 0)Y   ,       ( ) 23400Z Y   . 

 Mаsаlаning yechimidаn koʻrinаdiki, 1 vа 2-rеsurslаr (ish kuchi vа birlаmchi 
хоm-аshyo) toʻlа ishlаtilаdi. Dеmаk, ulаr kаmyob rеsurslаrdir. 3-rеsurs 
(elеktrоenеrgiya) kаmyob emаs.  
 Bеrilgаn mаsаlа yechimini uning chеklаmаlаrigа qoʻygаndа 1 vа 2-shаrtlаr 
tеnglikka аylаnаdi. 3-shаrt qаt’iy tеngsizlikkа аylаnаdi. 
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 (5) va (6) masala misolida ikkilanish nazariyasining ba’zi tatbiqlarini koʻrib 

chiqamiz. Buning uchun quyidagicha belgilash kiritamiz: max mind F F   . Biz d  

ning qiymati TB  vektorga bogʻliqligini aniqlaymiz. Shu maqsadda ( )Td F B   deb 

qaraymiz. 

 ( )TF B  funksiyasi quyidagi xossalarga ega: 

1. ( )TF B  bir jinsli, ya’ni ( ) ( ), 0T TF B F B     ; 

2. ( )TF B  funksiyaning aniqlanish sohasida botiq. 

 Qavariq funksiyalar nazariyasidan ma’lumki botiq funksiya aniqlanish 

sohasining ichida uzluksiz. Demak, ( )TF B  funksiya ham aniqlanish sohasida 

uzluksiz. 

 ( )TF B  funksiyaning differensiallanuvchanligi ikkilangan masala 

yechimlarining strukturasiga bogʻliq. 

 4-teorema. Agar ikkilangan masala yagona Y   yechimga ega boʻlsa, u holda 

( )TF B  funksiya TB  nuqtada differensiallanuvchi boʻlib,  

( )
, 1, 2, ...,

T

i
i

F B
y i m

b


 



 

tenglik oʻrinli boʻladi. 
 Agarda ikkilangan masala yechimi yagona boʻlmasa, u holda yuqoridagiga 
oʻxshash tasdiqni keltirish qiyinroq. Ammo bu holda ham yechimlar toʻplamining 

koʻpyogʻida chetki nuqtalar yagona ( )TF B  funksiyaning differensial 

xarakteristikalari boʻlib qoladi. 
 Quyidagi ishlаb chiqаrishni rеjаlаshtirish mаsаlаsi yechimini tаhlil qilаmiz. 
 2-mаsаlа. 3 tа A, B, C, mаhsulоtlаrni ishlаb chiqаrish uchun 3 хil хоm-
аshyolаr (rеsurslаr) ishlаtilsin, I tur хоm-аshyoning zаhirаsi 180 kg, II tur хоm-
аshyoning zаhirаsi 210 kg vа III tur хоm-аshyoning zаhirаsi 244 kg boʻlsin. Hаr 
bir mаhsulоtning 1 birligini ishlаb chiqаrish uchun sаrf qilinаdigаn turli хоm-
аshyoning miqdоri (nоrmаsi) vа mаhsulоt birligining bаhоsi (nаrхi) quyidаgi 
jаdvаlgа jоylаshtirilgаn. Ishlаb chiqаrilgаn mаhsulоtlаr pul qiymаtini 
mаksimаllаshtiruvchi ishlаb chiqаrish rеjаsini tоping. 
 

Xоm-аshyo 
Mаhsulоt turi 

I II III 
Mаhsulоt birligi 

bаhоsi (p.b.) 
A 4 3 1 10 
B 2 1 2 14 
C 1 3 5 12 

Хоm-аshyo zаhirаsi (kg) 180 210 244  
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 Bu mаsаlа bоr rеsurslаrdаn оptimаl fоydаlаnish mаsаlаsi boʻlib, uning 
mаtеmаtik mоdеli quyidаgi koʻrinishdа boʻlаdi: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 180,

3 3 210,

2 5 244,

0, ( 1,3),

10 14 12 max.

j

х х х

х х х

х х х

x j

Z x x x

  
   
   

 

   

 

 Bu mаsаlаgа ikkilаngаn mаsаlаni tuzаmiz. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 3 10,

2 2 14,

3 5 12,

0, ( 1,3),

180 210 244 min .
i

у у у

у у у

у у у

у i

F у у у

  
   
   
 

   
 

 Bеrilgаn mаsаlаni kаnоnik koʻrinishgа kеltirаmiz vа simplеks jаdvаlgа 
jоylаshtirib uni simplеks usul bilаn yеchаmiz. 
 

№ bX  Cb 
10 14 12 0 0 0 

0X  
1X  2X  3X  4X  5X  6X  

1 4X  0 4 2 1 1 0 0 180  

2 5X  0 3 1 3 0 1 0 210 

3 6X  0 1 2 5 0 0 1 244 

j  -10 14 -12 0 0 0  

1 2X  14 2 1 1/2 ½ 0 0 90 

2 5X  0 1 0 5/2 -1/2 1 0 120 

3 6X  0 -3 0 4 -1 0 1 64  

j  18 0 5  7 0 0 1260 

1 1X  14 19/8 1 0 5/8 0 -1/8 82 

2 5X  0 23/8 0 0 1/8 1 -5/8 80 

3 3X  12 -3/4 0 1 -1/4 0 ¼ 16 

j  57/4 0 0 23/4 0 5/4 1340 
 

 Оptimаl yechim bеrilgаn mаsаlа uchun (0, 82, 16)X   , ( ) 1340Z X   ; 

ikkilаngаn mаsаlа uchun 
23 5

, 0,
4 4

Y     
 

, ( ) 1340F Y   . 
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 Endi bеrilgаn mаsаlа yechimini tаhlil qilаmiz. 

 Ikkilangan mаsаlа yechimidа 1 3

23 5
,

4 4
y y   . Dеmаk, 3-teoremaga asosan 

I vа III tur хоm-аshyolаr toʻlа ishlаtilgаn. Chunki bu yerda 
4 0 2 82 16 180, 0 2 82 5 16 244           

Shu sababli bu xom-ashyolаr kаmyob hisoblanadi. 

 2 0y  . Dеmаk II tur хоm-аshyo toʻlа ishlаtilmаgаn. Shu sababli bu xom-

ashyo kаmyob emаs. 
 Ikkilangan mаsаlаning yechimi “shаrtli оptimаl yechim” dеyilаdi. Ulаr 
yordаmidа хоm-аshyolаr 1 birlik оrtiqchа sаrf qilingаndа mаqsаd funksiyasining 
qiymаti, ya’ni daromad qаnchаgа oʻzgаrishi koʻrsаtiladi.  
 Mаsаlаn, 1-tur rеsursni 1 kg оrtiqchа sаrf qilish nаtijаsidа mаqsаd 
funksiyaning qiymаti 5,75 birlikkа оshаdi.  

 Аgаr 1-tur rеsursdаn ishlаb chiqаrishdа 1 kg оrtiqchа sаrf qilinsа, uning 
ishlаb chiqаrish rеjаsi oʻzgаrаdi. Bu yangi rеjаgа muvоfiq ishlаb chiqаrilgаn 
mаhsulоtlаrning pul miqdоri 5,75 koʻprоq boʻlаdi. Jаdvаldаgi 4x ustungа qаrаb 

quyidаgilаrni аniqlаymiz. Yangi rеjаdа B  mаhsulоtni ishlаb chiqаrish 
5

8
 birlikkа 

оshаdi vа C  mаhsulоtni ishlаb chiqаrish 
1

4
 birlikkа kаmаyadi. Buning nаtijаsidа 

2-tur хоm-аshyoni sаrf qilish 
1

8
 birlikkа kаmаyadi. 

 Хuddi shuningdеk, 6x  ustungа qаrаymiz. 3-tur хоm-аshyo xаrаjаtini 1 

birlikkа оshirib sаrf qilish nаtijаsidа yangi rеjа tоpilаdi vа bu rеjаgа koʻrа ishlаb 
chiqаrilgаn mаhsulоtlаrning pul qiymаti 1,25 birlikkа оshаdi vа daromad 
1340+1,25=1341,25 birlikni tаshkil qilаdi. Bu nаtijа B  mаhsulоt ishlаb chiqаrishni 
1

8
 birlikkа kаmаytirish, C  mаhsulоt ishlаb chiqаrishni 

1

4
 birlikkа оshirish 

hisоbigа boʻlаdi. Bu hоldа 2 tur rеsurs 
5

8
 kg. koʻprоq sаrf qilinаdi. 
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17-mavzu. Trаnspоrt mаsаlаsi 
 

Rеjа: 
17.1. Trаnspоrt mаsаlаsining qoʻyilishi vа uning mаtеmаtik mоdеli. 
17.2. Trаnspоrt mаsаlаsi yechimining xossalariga doir teoremalar. 
17.3. Trаnspоrt mаsаlаsining bоshlаngʻich jоiz rеjаsini tоpish usullаri. 
17.4. Pоtеnsiаllаr usuli. 
17.5. Bazis yechimning optimаllik sharti. 
17.6. Оchiq mоdеlli trаnspоrt mаsаlаsi. 
17.7. Aynigan TM ni ε-usul bilan yechish. 
 
 Tаyanch soʻz vа ibоrаlаr: Bаnd kаtаkchаlаr, boʻsh kаtаkchаlаr, hаrаjаtlаr 
mаtrisаsi, yopiq kоntur, pоtеnsiаllаr, pоtеnsiаl tеnglаmа, ochiq mоdеlli trаnspоrt 
mаsаlаsi, “sохtа” tа’minоtchi, “sохtа” istе’mоlchi. Yopiq mоdеlli trаnspоrt 
mаsаlаsi, band katakchalar, ochiq modelli trаnspоrt mаsаlаsi, “shimоliy-gʻаrb 
burchаk” usuli, “minimаl harajat” usuli. 
 
 Trаnspоrt mаsаlаsi – chiziqli programmalashtirishning аlоhidа хususiyatli 
mаsаlаsi boʻlib, bir jinsli yuk tаshishning eng tеjаmli rеjаsini tuzish mаsаlаsidir. 
Bu mаsаlаning qoʻllаnish sоhаsi judа kеngdir. 
 Zahirasida ib  birlik mahsuloti boʻlgan i -ta’minotchidan mavjud boʻlgan 

istemolchilarga zahirasidagi mahsulotni toʻla realizatsiya qilish shatri 

,i j i
j

x b  

bu yerda ,i jx  – i -ta’minotchidan j -is’temolchiga tashilgan mahsulot hajmi. 

 1-misol. Faraz qilaylik, Toshkent va Samarqandga keltirilgan Xitoyda ishlab 
chiqariluvchi oʻyinchoqlar Namangan, Fargʻona va Andijonga transport orqali 
tarqatilmoqda. Bunda Toshkentga 10000 ta va Samarqandga 15000 ta oʻyinchoq 
keltirilgan boʻlib, Namanganga 5000 ta, Fargʻonaga 12000 ta va Andijonga esa 
8000 ta joʻnatish rejalashtirilgan. Bitta oʻyinchoqni yetkazib berishdagi transport 
harajatlari ta’minotchi va is’temolchilar orasidagi masofalarga toʻgʻri proporsional 
boʻlib, masalaning tarmoq grafik koʻrinishi quyida keltirilgan. 
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 Mаsаlаning qoʻyilishi vа uning mаtеmаtik mоdеli. m  tа iA  

tа’minоtchilаrdа ia  miqdоrdаgi bir xil mаhsulоtni n  tа jB  istе’mоlchilаrgа mоs 

rаvishdа jb  miqdоrdаn yеtkаzib bеrish tаlаb qilinsin. Hаr bir i -ta’minоtchidаn hаr 

bir j -istе’mоlchigа bir birlik mahsulotni tаshishgа sаrf qilinаdigаn yoʻl hаrаjаti ijc  

pul birligini tаshkil qilsin. 
 Mahsulot tаshishning shundаy rеjаsini tuzish kеrаkki, tа’minоtchilаrdаgi 
bаrchа mahsulotlаr оlib chiqib kеtilsin, istе’mоlchilаrning bаrchа tаlаblаri 
qоndirilsin vа shu bilаn birgа yoʻl hаrаjаtlаrining umumiy qiymаti eng kichik 
boʻlsin. 
 Mаsаlаning mаtеmаtik mоdеlini tuzish uchun i -tа’minоtchidаn j -

istе’mоlchigа еtkаzib bеrish uchun rеjаlаshtirilgаn mahsulot miqdоrini ijx  оrqаli 

bеlgilаymiz. U hоldа mаsаlаning shаrtlаrini quyidаgi jаdvаl koʻrinishdа yozish 
mumkin: 

Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr 

Zаhirаlаr miqdоri 
1B  2B  … nB  

1A  11c  

11x  
12c  

12x  
… 

1nc  

1nx  1a  

2A  21c  

21x  
22c  

22x  
… 

2nc  

2nx  2a  

… … … … … … 

mA  1mc  

1mx  
2mc  

2mx  
… 

mnc  

mnx  ma  

Tаlаblаr miqdоri 1b  2b  … nb  i ja b   



 

212 

Bunda hаrаjаtlаrning umumiy qiymаti  

1 1

m n

ij ij
i j

Z c x
 

   

ifoda bilan aniqlanadi. 
 Mаsаlаning mаtеmаtik mоdеli quyidаgi koʻrinishni оlаdi: 

1

1

, 1,

, 1,

n

ij i
j

m

ij j
i

x a i m

x b j n





  

  





    (1) 

chiziqli tеnglаmаlаr sistеmаsining 

0, ( 1, ; 1, )ijx i m j n      (2) 

shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi shundаy yechimini tоpish kеrаkki, bu yechim 

1 1

m n

ij ij
i j

Z c x
 

       (3) 

chiziqli funksiyagа eng kichik qiymаt bеrsin. 

 Jadvaldan va masalaning modelidan  0 min ,ij i jx a b   tengsizlikning 

bajariliahi koʻrinib turibdi. 
 Transport masalalarii ikki turga ajratib oʻrganiladi:  
1. Agar mаhsulоtgа boʻlgаn tаlаb tаklifgа tеng, ya’ni  

1 1

m n

i j
i j

a b
 

       (4) 

tеnglik oʻrinli boʻlsa, u holda bundаy mаsаlа yopiq mоdеlli trаnspоrt masаlаsi 
dеyilаdi. 
2. Agar mаhsulоtgа boʻlgаn tаlаb tаklifgа tеng boʻlmasa, ya’ni  

1 1

m n

i j
i j

a b
 

       (5) 

munosabat oʻrinli boʻlsa, u holda bundаy mаsаlаlаr ochiq mоdеlli trаnspоrt 
masаlаsi dеyilаdi. 
 (1)-(3) masala uchun quyidagi teorema oʻrinli. 
 1-tеоrеmа. Tаlаblаr hаjmi tаkliflаr hаjmigа tеng boʻlgаn istаlgаn trаnspоrt 
mаsаlаsining оptimаl yechimi mаvjud boʻlаdi. 
 Transport masalasi matematik modeli tenglamalar sistemasidagi bazis 
vektorlar sistemasining oʻlchovini aniqlaymiz. Buning uchun sistema asosiy 
matrisasining rangini aniqlash kerak.  
 Agar ijx  oʻzgaruvchilarni  

11 12 1 21 22 2 1 2, , ..., , , , ..., , ..., , , ...,n n m m mnx x x x x x x x x  
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koʻrinishda joylashtirsak, u holda transport masalasining cheklamalar matrisasi 
quyidagi koʻrinishga ega boʻladi 

1 1 ... 1 0 0 ... 0 ... 0 0 ... 0

0 0 ... 0 1 1 ... 1 ... 0 0 ... 0

.......................................

0 0 ... 0 0 0 ... 0 ...1 1 ... 1

1 0 ... 0 1 0 ... 0 ...1 0 ... 0

0 1 ... 0 0 1 ... 0 ...0 1 ... 0

.................................

n n n

m

A

n









  

......

0 0 ... 1 0 0 ... 1 ... 0 0 ... 1

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
  

 

 Bu matrisaning rangi: ( ) 1rang A m n    ekanligini koʻrish qiyin emas. 

Haqiqatdan ham, matrisada m n  ta satr boʻlib ular chiziqli bogʻliq. Chunki 
birinchi m  ta satrni qoʻshib undan oxirgi n  ta satr yigʻindisini ayirsak nol vektorni 
hosil qilamiz. Bu matrisaning ixtiyoriy 1m n   satrini olsak chiziqli erkli 
vektorlar sistemasi hosil boʻladi. 
 Demak, masalaning optimal yechimida musbat ijx  lar soni koʻpi bilan 

1m n   ta boʻladi. 
 Transport masalasi rejalari koʻp takrorlanish xususiyatiga ega. 
 1-ta’rif. iP  nuqtalarning (punktlarning) chekli 1 2{ , , ..., }lP P P P  toʻplami 

va har bir elementi yoy deb ataluvchi tartiblanmagan ( , )i jP P  juftliklarning   

toʻplami berilgan boʻlsin. ( , )i jP P  yoy iP  va jP  nuqtalarni tutashtiradi, bu nuqtalar 

esa ( , )i jP P  yoyning oxiri deb ataladi. ( , )P   juftlik esa transport tarmogʻi deb 

ataladi. Masalan, 

 
rasmda elementlari 7 ta nuqtadan iborat  1 2 7, , ...,P P P P  toʻplam va oltita: 

1 5 2 5 2 6 3 6 3 7 4 6( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )P P P P P P P P P P P P  

yoylarni oʻzichiga oluvchi   toʻplam tasvirlangan.  

1P  

5P  

2P  

6P  

3P  

4P  

7P  
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 2-ta’rif. 
0 1

...
ki i iP P P  ( , 0, 1, ...,

li
P P l k  ) ixtiyoriy chekli ketma-ketlik 

berilgan boʻlsin. Agar har qanday 
1

( , )
r ri iP P


, 0, 1, ..., 1r k  , juftlik yoy boʻlib (

1
( , )

r ri iP P

 ), bu juftlik 

0 1
...

ki i iP P P  ketma-ketlikda koʻpi bilan bir marta uchrasa, 

u holda 
0 1

...
ki i iP P P  ketma-ketlik marshrut (yoʻnalish) deb ataladi. 

 Yuqoridagi rasmda ikkita marshrut bor: 1 5 2 6 4 1 5 2 6 3 7,PP P P P PP P P P P . 

 3-ta’rif. 
0 1 0

...
ki i i iP P P P  koʻrinishdagi marshrut sikli deb ataladi. 

Demak, marshrutda boshlangʻich holatga qaytilsa u sikl deb ataladi  
 Rasmdagi marshrutda sikl yoʻq, ammo unga 4 7( , )P P  yoy qoʻshilsa, u holda  

bu marshrutda 3 7 4 6 3P P P P P  koʻrinishdagi sikl hosil boʻladi. 

 Mа’lumki, iхtiyoriy chiziqli programmalashtirish mаsаlаsining оptimаl 
yechimini tоpish jаrаyoni bоshlаngʻich tаyanch rеjаni topishdаn bоshlаnаdi. 
 Yopiq transport masalasining bоshlаngʻich tаyanch rеjаsini topishning turli 
usullari mavjud boʻlib, ulardan ikkitasi bilan tanishib chiqamiz. 
 Bоshlаngʻich jоiz rеjаni tоpish usullаri. Mаsаlаning aynimagan jоiz rеjаsi 

1m n   tа musbаt kоmpоnеntаlаrni oʻz ichigа оlаdi. 
 Shundаy qilib, trаnspоrt mаsаlаsining aynimagan jоiz rеjаsi birоr usul bilаn 
tоpilgаn boʻlsа, mаtrisаning 1m n   tа kоmpоnеntаlаri musbаt boʻlib, qоlgаnlаri 
nоlgа tеng boʻlаdi.  
 Аgаr trаnspоrt mаsаlаsining shаrtlаri vа uning jоiz rеjаsi yuqоridаgi jаdvаl 
koʻrinishdа bеrilgаn boʻlsа, nоldаn fаrqli ijx  lаr jоylаshgаn kаtаklаr “bаnd 

kаtаklаr”, qоlgаnlаri “boʻsh kаtаklаr” dеyilаdi. 
 Yechim aynimagan bаzis yechim boʻlishi uchun bаnd kаtаklаr sоni 1m n   
tа boʻlib, u yerda sikllаnish roʻy bеrmаsligi kеrаk. 
 Shimоliy-gʻаrbiy burchаk usuli. Quyidagi trаnspоrt mаsаlаsi bеrilgаn 
boʻlsin.  
 

jb  

ia  
1b  2b  … nb  

1a  11c  12c  … 1nc  

2a  21c  22c  … 2nc  

… … … … … 

ma  1mc  2mc  … mnc  
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 Ma’lumki, har bir boʻsh katakka ijx  noma’lumlardan biri toʻgʻri keladi. Bu 

usulda boʻsh kataklrni 0
ijx  qiymatlar bilan toʻldiriladi deb faraz qilamiz. 

 Jadvalning shimoliy-gʻarbiy burchagiga 11x  oʻzgaruvchi toʻgʻri keladi. 
0
11 1 1min{ , }x a b  boʻlsin. Agar 0

11 1x a  1 1( )a b  boʻlsa, u holda birinchi 

ta’minotchining barcha mahsuloti birinchi iste’molchiga joʻnatilgan boʻladi. 

Demak, 0
1 0, 1,jx j n   boʻladi.  

 II qadamda 0
21 1 1 2min{ , }x b a a   shart asosida 21x  ning qiymatini 

aniqlaymiz. Bunda, agar 0
21 1 1x b a   1 1 2( )b a a   boʻlsa, u holda 0

1 0, 3,sx s m   

boʻladi. Bu jarayonni davom ettirib band kataklardagi ijx  larning qiymatlarini 

aniqlab olamiz.  

 Agar 0
11 1x b  1 1( )b a  boʻlsa, u holda birinchi ta’minotchida 1 1a b  

miqdorda mahsulot qolgadi. Demak, 0
1 0, 2,ix i m   boʻladi. II qadamda 

0
12 1 1 2min{ , }x a b b   shart asosida 21x  ning qiymatini aniqlaymiz va hakozo. 

 2-misоl. Shimоliy-gʻаrbiy burchаk usulidаn fоydаlаnib, trаnspоrt 
mаsаlаsining bоshlаngʻich yechimini tоping. 
 

Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr 

Zаhirа hаjmi 
1B  2B  3B  4B  5B  

1A  
10 

100 
7 

 
4 
 

1 

 
4 

 
100 

2A  
2 

100 
7 

150 
10 

 
6 

 
11 

 
250 

3A  
8 

 
5 

50 
3 

100 
2 

50 
2 

 
200 

4A  
11 

 
8 

 
12 

 
16 

50 
13 

250 
300 

Tаlаb hаjmi 200 200 100 100 250  

 

 Minimаl xarajаtlar usuli. Bu usuldа bоshlаngʻich yechim qurish uchun 0
ijx  

qiymat аvvаlambor yoʻl hаrаjаti eng kichik boʻlgаn kаtаkkа, ya’ni 
1 ,1

min { }ij
i m j n

c
   

 

shart oʻrinli boʻladigan katakka yoziladi. Masalan, 
1 ,1

min { }ij pq
i m j n

c c
   

  boʻlsin. U 

holda 0 min{ , }pq p qx a b  qiymat aniqlanadi. 0 min{ , } ( )pq p q p qx a b a b   boʻlsin. 



 

216 

Demak, , 1, 2, ..., 1, 1, ...,pj px a j q q n     boʻladi. Bundan keyingi qadamlarda 

ham  
1 ,1

min { } , ,ij pq
i m j n

c c i p j q
   

    shart asosida 0
ijx  qiymatlar aniqlanib boriladi. 

Bu usuldа tuzilgаn bоshlаngʻich yechimni sikllаnishgа tеkshirish shаrt. 
 3-misоl. Minimаl harajatlar usuli bilаn bоshlаngʻich yechimini tоping. 
 

Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr Zаhirа 

hаjmi 1B  2B  3B  4B  5B  

1A  
10 

 
7 

 
4 

 
1 

100 
4 

 
100 

2A  
2 

200 
7 

50 
10 

 
6 

 
11 

 
250 

3A  
8 

 
5 

 
3 

 
2 

 
2 

200 
200 

4A  
11 

 
8 

150 
12 

100 
16 

 
13 

50 
300 

Tаlаb hаjmi 200 200 100 100 250  

 
 Potensiallar usuli – transport masalasini yechish uchun qoʻllangan birinchi 
aniq usul boʻlib, u 1949 yilda rus olimlari L.V.Kantorovich va M.K.Gavurin 
tomonidan yaratilgan. Bu usulning asosiy gʻoyasi transport masalasiga 
moslashtirilgan simpleks usuldan iborat boʻlib, birinchi marta chiziqli 
programmalashtirish masalalarini yechish usullariga bogʻliq boʻlmagan holda 
tasvirlangan. Keyinroq, xuddi shunga oʻxshash usul Amerikalik olim Dansig 
tomonidan yaratildi. Dansig usuli chiziqli programmalashtirishning asosiy 
gʻoyalariga asoslangan boʻlib, Amerika adabiyotida bu usul modifitsirlangan 
taqsimot usuli deb yuritiladi. 
 Transport masalasining optimal yechimini topishda foydalaniladigan 
potensiallar usuli simpleks usulining soddalashtirilgan varianti hisoblanadi. 
 Bu usul bilan tanishishdan oldin aynigan va aynimagan transport masalasi 
tushunchalarini kiritishimiz kerak.  
 Ma’lumki, agar ChPM hech boʻlmaganda bitta aynigan tayanch yechimga 
ega boʻlsa, u holda bu masala aynigan ChPMsi deb ataladi. 

 1-tа’rif. Аgаr 0 0 0 0
1 2( , , ..., )nX x x x   tayanch rеjаdаgi (yechimdagi) musbаt 

kоmpоnеntаlаr sоni rangA m  gа tеng boʻlsа, u hоldа bu rеjа aynimagan 

tayanch rеjа, аks hоldа esa u aynigan tayanch rеjа dеyilаdi. 



 

217 

 Quyidagi transport masalasi berilgan boʻlsin: jb  talablar miqdori; ia 

takliflar miqdori. 
 

jb  

ia  
1b  2b  … nb  

1a  11c  12c  … 1nc  

2a  21c  22c  … 2nc  

… … … … … 

ma  1mc  2mc  … mnc  

 
 1-teorema. Agar talablarning qismiy yigʻndisi takliflarning qismiy 

yigʻindisiga teng, ya’ni i j
i G j H

a b
 

  ,  1, 2, ..., ,G M m    1, 2, ...,H N n   

boʻlsa, u holda bu transport masalasi aynigan transport masalasi deyiladi. 
 Aynimagan transport masalasini qaraymiz. Ma’lumki, bu masalaning 
matematik modeli kanonik koʻrinishda boʻladi: 

1

1

, 1, ,

, 1, ,

n

ij i
j

m

ij j
i

x a i m

x b j n





  

  






     (1) 

0,ijx        (2) 

1 1
min.

m n

ij ij
i j

Z c x
 

       (3) 

Bu masalaga ikkilangan masala tuzamiz. 
,i j ijU V c       (4) 

1 1
max

m n

i i j j
i j

Z U a V b
 

    .    (5) 

 Ikkilanish nazariyasiga asosan agar ( , )i jU V  ikkilangan baholar mavjud 

boʻlsa, u holda  ijx  tayanch reja optimal boʻladi. Bu yerda iU  va jV  ikkilangan 

baholar mоs rаvishdа “tа’minоtchi vа istе’mоlchilаrning pоtеnsiаllаri” dеyilаdi. 
Bu nazariyaga asosan transport masalasi uchun quyidagi teoremani keltirish 
mumkin. 

 2-tеоrеmа. Аgаr trаnspоrt mаsаlаsining ( )ijX x   tayanch yechimi uchun  

0ij i j ijx U V c     ,     (6) 
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0ij i j ijx U V c     .    (7) 

shаrtlаr oʻrinli boʻlsа, u holda ( )ijX x   tayanch yechim оptimаl yechim boʻladi. 

(6) va (7) shartlar transport masalasi uchun optimallik shartlari deb ataladi. 
 Shundаy qilib, nаvbаtdаgi tаyanch yechimni оptimаllikkа tеkshirish uchun, 
аvvаl, (6) shаrt yordаmidа pоtеnsiаllаr sistеmаsi qurilаdi vа soʻngrа (7) shаrtning 
bаjаrilishi tеkshirilаdi. 
 Masalaning optimal yechimini topish uchun quyidagi belgilashlar kiritamiz: 

iS  ta’minotchilar joylashgan nuqta; jQ  iste’molchilar joylashgan nuqta. 

P S Q  . 0 ( , )ij i jx S Q   . ( , )P   juftlik transport tarmogʻi. 

 Pоtеnsiаllаr usulida optimal yechimni topish аlgоritmi: 

1.  0
ijx  bоshlаngʻich tаyanch yechim topiladi. Masalan, 

0 1 1 2 1 0
...

k k kj i j i j i j iQ S Q S Q S Q S


    (8) 

marshrut topiladi; 
2. (6) shаrt аsоsidа iU  va jV  pоtеnsiаllardan  

0 1 1 0 1 1 1 1 0 0
, , ..., , ,

k k k k k kj i i j j i i j j i i j j i i jV U c V U c V U c V U c          (9) 

tеnglаmаlаr  sistеmаsini tuziladi. Bundа 1n m   tа bаnd kаtаk uchun 1n m   ta 
chziqli tenglama va n m  tа noma’lum hоsil boʻlаdi. Nоmа’lumlаr sоni 
tеnglаmаlаr sоnidаn bittаgа оrtiq boʻlgаni uchun bittа erkli nоmа’lumga iхtiyoriy 
qiymаt, mаsаlаn nоl, qiymаt bеrilib qоlgаnlаri mоs tеnglаmаlаrdаn tоpilаdi; 
3. Boʻsh kаtаklаr uchun (7) shаrt tеkshirilаdi: 
 а) agar bаrchа boʻsh kаtаklаr uchun (7) shart bаjаrilsа, u holda tayanch 
yechim оptimаl boʻlаdi vа masalani yechish jаrаyoni tugаydi; 
 b) agar ba’zi boʻsh kаtаklаr uchun (7) shart bаjаrilmasа, u holda tayanch 
yechim оptimаl boʻlmаydi vа tayanch yechimni almashtirish jarayoni amalga 
oshiriladi; 
4. Tayanch yechimni almashtirish jarayonini amalga oshirish uchun 

0 0ij i j ijx U V c      shart oʻrinli boʻlmagan boʻsh kаtаklardan biri 

0
max( )

ij
ij i j ijU V c

 
         (10) 

shart asosida tanlanadi va u band katakka aylantiriladi. Masalan,  

0 00
max

ij
ij i j

 
    

boʻlsin. Demak, (8) marshrutga 
0 0

( , )i jS Q  yoyni qoʻshish kerak. U holda 
0 0

( , )i jS Q  

yoyni oʻzida saqlovchi  

0 0 1 1 2 1 0
...

k k ki j i j i j i j iS Q S Q S Q S Q S


 

sikl hosil boʻladi. Bu siklga  
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0 0 1 0 1 1 0
, , , ..., ,

k k ki j i j i j i j i jx x x x x . 

ketma-ketlik mos keladi. Quyidagicha almashtirish bajaramiz: 

0 0 0 0

1 0 1 0

1 1 1 1

0 0

1 0

1 0

1 0

1 0

1 0

,

,

,

.....................,

,

.

k k k k

k k

i j i j

i j i j

i j i j

i j i j

i j i j

x x

x x

x x

x x

x x

 









  

 

 

 

 

    (11) 

Boshqa barcha ( , )i j  juftliklar uchun 1 0
ij ijx x . (11) formula yordamida topilgan 

 1
ijx  yechim tayanch yechim boʻlishi uchun   ni 

1

0

0
min

r ri j
r k

x
 

      (12) 

shart asosida tanlash yetarli. 
 Bu jarayonni tayanch yechim uchun (6), (7) optimallik sharti bajarilguncha 
davom ettiramiz. 
 Bu jаrаyon chеkli sоn mаrtа qаytаrilgаndаn soʻng оptimаl yechim hоsil 
boʻlаdi. Chunki transport masalasi uchun quyidagi teoremalar oʻrinli. 
 3-teorema. Har qanday yopiq modelli transport masalasining optimal 
yechimi mavjud. 
 4-teorema. Agar barcha ,i ja b  sonlar butun boʻlsa, u holda transport 

masalasining ixtiyoriy tayanch yechimi butun sonlardan iborat boʻladi. 
 1-misol. Quyidagi transport masalasining optimal yechimini toping. 
 

jb  

ia  
200 200 100 100 250 

100 10 7 4 1 4 

250 2 7 10 6 11 
200 8 5 3 2 2 

300 11 8 12 16
 

73 
 
 Yechish. Boshlangʻich tayanch yehimni minimal xarajatlar usuli bilan 
topamiz. 
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jb  

ia  

200 200 100 100 250 

100 
10 7 4 1

100 

4 

0 

250 
2 
200 

7 
50 

10 6 11 

200 
8 

 

5 

 

3

 

2

 

2 

200 

300 
11 

 

8 
150 

12 
100 

16
 

73 
50 

 
Bu jаdvаldа band kаtаklаr sоni 2n m   tа. Shuning uchun 1 5( , )a b  kаtаkkа 0 

yozib uni band kаtаkkа аylаntirаmiz. Soʻngrа band kаtаklаrdan foydalanib 

i j ijU V c   pоtеnsiаl tеnglаmаlаr sistеmаsini tuzib, iU  va jV   qiymatlarini va bu 

asosida ij i j ijU V c     ning qiymatini hisoblaymiz. 

 

jb  

ia  

200 200 100 100 250 iU  

100 

10 

 

-16 

7 

 

-8 

4 
 

-1 

1

100- 

4

0+ 0 

250 

2 
200 

7 
50-  

 

10 
 

1 

6

 

3 

11 
 

1 
8 

200 

8 

 

 -16 

5 

 

 -8 

3

 

-2 

2

 

 -3 

2

200 -2 

300 

11 

 

-8 

8 

150+ 
    

12 
100 

16
  

 

-6 

73 

50- 
 

9 

jV  -6 -1 3 1 4 50   

 
 Bu yerda 24

0
max 3

ij
ij

 
     boʻlgаnligi sаbаbli 2 4( , )a b  kаtаkkа   sоnni 

kiritаmiz vа (11) formula asosida almashtirish bajaramiz. Natijada 1-jadvalni hosil 
qilamiz. 
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 Endi min (100, 50, 50) 50    asosida yangi bаzis rеjаga oʻtib, i j ijU V c   

pоtеnsiаl tеnglаmаlаr sistеmаsini tuzib iU  va jV  qiymatlarini va bu asosida 

ij i j ijU V c     ning qiymatini hisoblaymiz. U holda quyidagi jadval hosil 

boʻladi. 
 

jb  

ia  

200 200 100 100 250 iU  

100 

10 

 

-13 

7 

 

-5 

4 

 

2  

1

50 

4 

50 

 

0 

250 

2 
200 

7 
0 

 

10 
 

1 

6

50 

 

11 
 

-2 
5 

200 

8 

 

 -13 

5 

 

 -5 

3

 

1 

2

 

 -3 

2 

200 -2 

300 

11 

 

-14 

8 
200 

 

12 
100 
 

16
 

 

-9 

73 

 

-3 

6 

jV  -3 2 6 1 4 50   

 
Bu yerda 13

0
max 2.

ij
ij

 
     Shuning uchun 1 3( , )a b  kаtаkkа   parametrni 

kiritаmiz vа (11) formula asosida almashtirish bajaramiz. Natijada 3a-jadvalni 
hosil qilamiz. Bu jadvalda 

 min 0, 50, 100 0.    

Bu asosda yangi bаzis yechimni jаdvаlgа jоylаshtirаmiz. Jаdvаldа kеltirilgаn bаzis 
yechim оptimаl yechim boʻlаdi, chunki bаrchа boʻsh kаtаkchаlаrdа 0ij  . 

 

jb  

ia  

200 200 100 100 250 

100 

10 

 

-13 

7 

 

-7 

4 
  

1

50-  

4 

50 
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250 

2 
200 

7 
0-  

-2 

10 
 

-1 

6

50+  

 

11 
 

-2 

200 

8 

 

 -13 

5 

 

 -7 

3

 

-9 

2

 

 -3 

2 

200 

300 

11 
 

-6 

8 
200+  

12 
100-  

16
 

 

-7 

73 
 

-1 

 
3-jаdvаl 

jb  

ia  

200 200 100 100 250 iU  

100 

10 

 

-13 

7 

 

-7 

4 
0 

1

50 

4

50 0 

250 

2 
200 

7 
 

-2 

10 
 

-1 

6

50 

11 
 

-2 
5 

200 

8 

 

 -13 

5 

 

 -7 

3

 

-9 

2

 

-3 

2

200 -2 

300 

11 
 

-6 

8 
200    

12 
100 

16
 

 

-7 

73 
 

-1 

8 

jV  -3 0 4 1 4  

 
 Shundаy qilib, uchinchi qadamdа quyidаgi оptimаl yechimgа egа boʻldik: 

0

0 0 0 50 50

200 0 0 50 0

0 0 0 0 200

0 200 100 0 0

X

 
 
 
 
 
 

,        min 4150Z  . 

 Ochiq modelli transport masalasi. Аgаr tаlаb vа tаkliflаrning umumiy 
miqdоrlаri tеng boʻlmаsа, ya’ni 

1 1

m n

i j
i j

a b
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shart bajarilsa, u hоldа bu mаsаlа “оchiq mоdеlli trаnspоrt mаsаlаsi” dеyilаdi. 
 Оchiq mоdеlli mаsаlаning оptimаl yechimini tоpish uchun yopiq mоdеlgа 
kеltirilаdi vа pоtеnsiаllаr usuli qoʻllаnilаdi. 
 Оchiq mоdеlli mаsаlаni yopiq mоdеlligа kеltirish uchun qoʻshimchа “sохtа” 
tа’minоtchi yoki “sохtа” istе’mоlchi kiritilаdi, ulаrning zаhirаsi yoki tаlаb hаjmi 

1
1 1

n m

m j i
j i

a b a
 

        yoki     1
1 1

m n

n i j
i j

b a b
 

    

boʻlаdi. Sохtа tа’minоtchidаn rеаl istе’mоlchilаrgа yoki rеаl tа’minоtchilаrdаn 
sохtа istе’mоlchilаrgа аmаldа mahsulot tаshilmаgаni uchun yoʻl hаrаjаtlаri nоlgа 
tеng qilib оlinаdi. Nаtijаdа bu yerda yopiq mоdеlli mаsаlа hоsil boʻlаdi. 
 2-misоl. Quyidagi ochiq modelli trаnspоrt mаsаlаsini yeching.  
 

Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr 

Zаhirа hаjmi 
1B  2B  3B  4B  5B  

1A  10 7 4 1 4 100 

2A  2 7 10 6 11 250 

3A  8 5 3 2 2 200 

4A  11 8 12 16 13 300 

Tаlаb hаjmi 200 150 100 100 200  

 

 Yechish. 
1 1

m n

i j
i j

A B
 

   boʻlgаn hоl uchun mаsаlаni yopiq mоdеlli mаsаlаgа 

аylаntiramiz: 6 100B  .  Soʻngra potensiallar usulini qoʻllaymiz.  

 

Tа’minоtchilаr 
Istе’mоlchilаr 

Zаhirа 
1B  2B  3B  4B  5B  6B  

1A  10 7 4 1 4 0 100 

2A  2 7 10 6 11 0 250

3A  8 5 3 2 2 0 200 

4A  11 8 12 16 13 0 300 
Tаlаb hаjmi 200 150 100 100 200 100  

 
 Aynigan trаnspоrt mаsаlаsi.  potensiallar usuli. Aynigan trаnsprоt 
mаsаlаsida tаyanch rеjаsidаgi musbаt kоmpоnеntаlаr sоni 1k m n    boʻladi va 
bu tayanch rеjа aynigan rеjа boʻlаdi. Bundаy rеjаni aynimagan rejaga aylantirish 
uchun ungа 1m n k    tа nоl elеmеnt kiritish mumkin. Ammo bu nоl 
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elеmеntlаrgа mоs ijx  noma’lumlar band kataklarga mos ijx  noma’lumlar oʻzаrо 

chiziqli bоgʻliq vektorlar esa chiziqli erkli boʻlishi kеrаk. Bu holatni nazorat qilish 
qiyin. Shu sababli aynigan transport masalasidagi siklni yoʻqotib uni aynimagan 
transport masalasiga aylantirish kerak. Bungа erishish uchun quyidаgi  
potensiallar usulini qoʻllаsh mumkin. 
  potensiallar usuli. Ma’lumki, bir nechtа ia  larning yigʻindisi (hаmmаsi 

emаs) bir nechtа jb larning yigʻindisigа tеng boʻlsa trаnspоrt mаsаlаsini aynigan 

trаnspоrt mаsаlаsi dеb аtаymiz. 
 Masalada ayniganlikni yoʻqotish uchun ia  vа jb  lаrdаn tuzilgаn хususiy 

yigʻindilаrning oʻzаrо tеng boʻlmаsligigа erishish kerak. Buning uchun ia  vа jb  

lаrning qiymаtini birоr kichik sоngа oʻzgаrtirish kеrаk. Mаsаlаn, yеtаrlichа kichik 
0   sonni оlib, ia  vа jb  lаrni oʻzgаrtirаmiz, ya’ni   mаsаlа tuzаmiz: 

, ( 1, ),

, ( 1, ),

,

i i

j j

n n

a a i m

b b j n

b b m





  
  


  

    (13) 

  yеtаrlichа kichik sоn boʻlgаnligi sаbаbli hоsil boʻlgаn mаsаlаning ( )X   оptimаl 

rеjаsi 0   dа bеrilgаn mаsаlаning оptimаl yechimi boʻlаdi. 
 3-misоl. Bеrilgаn aynigan trаnspоrt mаsаlаsining optimal yechimini toping. 
 

jb  

ia  

3 4 5 3 

4 
4 5 6 3 

3 
3 2 7 6 

8 
5 9 1 3 

 
 Yechish. (13) munоsаbаtlаrdаn fоydаlаnib, quyidаgi   mаsаlаni hоsil 
qilаmiz: 
 

jb  

ia  

3 4 5 3+3  

4+  
4 5 6 3 

3+  3 2 7 6 

8+  
5 9 1 3 
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Ushbu mаsаlаni yechib, ( )X   rеjаni topamiz. Bundan 0

0
lim ( )X X





 . 

 
 

18-mavzu. Butun sоnli prоgrаmmаlаshtirish 
 

Rеjа: 
18.1. Butun sоnli prоgrаmmаlаshtirishgа dоir bа’zi iqtisоdiy mаsаlаlаr. 
18.2. Butun sоnli prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsining qoʻyilishi, turlаri vа 
gеоmеtrik tаlqini. 
18.3. Ikkilаngаn simplеks usuldа bаzis rеjаning оptimаllik shаrti. 
18.4. Ikkilаngаn simplеks usuldаgi mаsаlа оptimаl yechimining mаvjud emаslik 
mеzоni. 
18.5. Ma’lumotlar oʻzgarishining yechimga ta’sirini tahlil qilish. 
18.6. Butun sоnli prоgrаmmаlаshtirish mаsаlаsini yechish ushun Gоmоri usuli. 
 
 Tаyanch soʻz vа ibоrаlаr: Butun sоnli prоgrаmmаlаshtirish, toʻlа butun 
sоnli prоgrаmmаlаshtirish, qismаn butun sоnli prоgrаmmаlаshtirish, Bul 
oʻzgаruvchili prоgrаmmаlаshtirish, kеsuvchi tеnglаmа. 
 
 Oʻzgаruvshilаrigа butun boʻlishlik shаrti qoʻyilgаn ChPMlаri kаttа аmаliy 
аhаmiyatgа egаdir. Butun sоnli programmalashtirish mаsаlаlаrigа sаyyoh hаqidаgi 
mаsаlа, optimal jаdvаl tuzish mаsаlаsi, optimal bichish mаsаlаsi, trаnsrоrt 
vоsitаlаrini mаrshrutlаrgа optimal tаqsimlаsh mаsаlаsi, boʻlinmаydigаn mаhsulоt 
ishlаb shiqаruvshi kоrхоnаning ishini optimal rеjаlаshtirish mаsаlаsi vа bоshqа 
mаsаlаlаr misоl boʻlа оlаdi. Bu mаsаlаlаrning аyrimlаri bilаn tаnishаmiz. 
 Sаyyoh hаqidа mаsаlа. 0A  shаhаrdа yashоvchi sаyyoh n  tа 1 2, , ..., nA A A  

shаhаrlаrning har birida faqat bir mаrtаdаn boʻlib, eng qisqa yoʻl bilan 0A  shаhаrgа 

qаytib kеlishi kеrаk boʻlsin.  
 Bu mаsаlаning mаtеmаtik mоdеlini tuzish ushun iA  va jA  shаhаrlar 

orasidagi masofani ijc  bilаn belgilaymiz. Bundan tashqari quyidagicha belgilash 

kiritamiz: 

1, , ,

0, .

i j

ij
i j

agar sayyoh A dan A ga borsa i j
x

agar sayyoh A dan A ga bormasa

 


 

bu yerda , 1, 2, ..., .i j n  

 Bu hоldа mаsаlаning mаtеmаtik mоdеli quyidаgi koʻrinishdа boʻlаdi: 
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1

1, 1, 2, ..., ,
n

ij
i

x j n


      (1) 

1

1, 1, 2, ..., ,
n

ij
j

x i n


       (2) 

1, , 1, 2, ..., ,i j iju u nx n i j n        (3) 

0 1,ij ijx yoki x       (4) 

1 1

min
n n

ij ij
i j

F c x
 

  .     (5) 

bu yerda (3) shart sayyoh yoʻnalishining bogʻliqligini ta’minlaydi. Aniqroq aytilsa 
bu shart 0A  dan oʻtmaydigan har qanday tsikllarni yoʻqqa chiqaradi. Masalan, 

 
koʻrinishdagi yoʻnalishlar bu masada boʻlishi mumkin emasligini (3) shart 
ta’minlaydi. 
 Toʻrt rang masalasi. 1976 yilda ajoyib teorema isbotlangan: kopi bilan 
toʻrtta turli rangdan foidalanib ixtiyoriy geografik xaritani boʻyash mumkin. 
 Bu masala quyidagicha qoʻyiladi: Har birning chegarasi yopiq uzluksiz egri 
chiziqdan iborat davlatlar tasvirlangan geofrafik xarita berilgan. Agar ikki 
davlatning umumiy chegarasi uzunligi musbat boʻlgan egri chiziqdan iborat boʻlsa, 
u holda bu davlatlar qoʻshni davlatlar deb ataladi. Bu geofrafik xaritani toʻrt 
rangdan foydalanib shunday boʻyash kerakki qoʻshni davlatlar turli xil rangda 
boʻlsin. 
 Bu masalaning matematik modeli quyidagicha boʻladi: 

4 1,

4 3,

0, 1, 2, 3; 1, 2, ..., ,

0, 1; ( , ) .

i j ij

i j ij

j

ij

x x u

x x u

x j n

u i j

  
    

 

 

    (6) 

bu yerda  ( , ) , qo'shni davlatlar; , 1, 2, ...,i j i j i j n    . 

 Boʻlinmаydigаn mаhsulоtlаr ishlаb chiqаrishni rеjаlаshtirish mаsаlаsi. 
Dеylik, kоrхоnа n  хil boʻlinmаydigаn mаhsulоtlаr ishlаb chiqаrsin vа buning 
ushun m  хil rеsurslаrdаn fоydаlаnsin. Kоrхоnаdаgi rеsurslаr zаhirаsi 
chеgаrаlаngаn vа ulаr 1 2, , ..., mb b b  birliklаrni tаshkil qilsin. Hаr bir turdаgi 
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mаhsulоt birligini ishlаb chiqаrishgа sаrflаnаdigаn turli rеsurslаr miqdоri, hаmdа 
hаr bir mаhsulоtdаn kоrхоnаning оlаdigаn dаrоmаdi quyidаgi jаdvаldа kеltirilgаn.  
 

I/ch fаktоrlаri 
Mаhsulоt turlаri 

1 2 3 … n  Dаrоmаd 

1 11a  12a  13a  … 1na  1c  

2 21a    …   

… … … … … … … 

    …   

I/ch fаktоrining zаhirаsi    …   

 
 Kоrхоnа dаrоmаdini mаksimаllаshtiruvchi ishlаb chiqаrish rеjаsini аniqlаng. 
Ushbu mаsаlаning mаtеmаtik mоdеligа nоmа’lumlаrning butun boʻlishlik shаrtini 
kiritish kеrаk: 

1

, ( 1, )
n

ij j i
j

a x b i m


     (7) 

0 ( 1, )jx j n      (8) 

,jx Z       (9) 

1

min.
n

j j
j

Y c x


      (10) 

 Аgаr butun sоnli programmalashtirish mаsаlаlаridаgi (BSPM) 
nоmа’lumlаrning hаmmаsi uchun butun boʻlishlilik shаrti qoʻyilsа, bundаy 
mаsаlаlаr toʻlа butun sоnli programmalashtirish mаsаlаlаri dеb аtаlаdi. 
 Nоmа’lumlаrning mа’lum bir qismi uchun butun boʻlishlilik shаrti qoʻyilgаn 
mаsаlаlаr qismаn butun sоnli programmalashtirish mаsаlаlаri dеb аtаlаdi.  
 Аgаr BSPMsidаgi nоmа’lumlаr fаqаt 0 yoki 1 qiymаtlаrni qаbul qilishi 
mumkin boʻlsа, u hоldа bu mаsаlа Bul programmalashtirish mаsаlаsi dеb 
аtаlаdi. 
 BSPMsining gеоmеtirik tаlqini bilаn tаnishаmiz. 
 Buning uchun quyidаgi ikki oʻzgаruvchili BSPMsigа murоjааt qilаmiz:  

 

22a 23a 2na 2c

m 1ma 2ma 3ma mna mc

1b 2b 3b nb

1 2

1 2

1 2

1 2

19
2 ,

3
3 10,

0, 0,

, ( 1,2),

2 4 max.

j

х х

х х

х х

х Z j

Y x x
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 Ushbu mаsаlаdаgi nоmа’lumlаrning butun boʻlishlilik shаrtigа e’tibоr 
bеrmаsdаn uni grаfik usuldа yеshаmiz (1-shаkl). 

 
 Nаtijаdа ОАBC qаvаriq koʻrburchаkni, jоiz rеjаlаr toʻrlаmini, hоsil qilаmiz. 
Bu koʻpburchаkkа tеgishli boʻlgаn nuqtаlаr ichidа bеrilgаn BSPMsining yеchimi 
boʻlа оlаdigаn nuqtаni tоpish uchun bu koʻpburchаkni ОKEMNF koʻpburchаk 
bilаn аlmаshtirаmiz. Bu koʻpburchаkning burchаk nuqtаlаrining kооrdinаtаlаri 
butun sоnlаrdаn ibоrаt boʻlаdi. Аnа shu burchаk nuqtаlаridаn biridа mаqsаd 
funksiya mаksimum qiymаtgа erishаdi. Bundаy nuqtаni tоpish uchun 

 toʻgʻri chiziqni yasаymiz. Bu chiziqni normal vеktоr yoʻnаlishidа 

oʻz-oʻzigа pаrаllеl koʻchirib, shu yoʻnаlishdаgi burchаk nuqtа  ni tоrаmiz. 

Bu nuqtаdа mаqsаd funksiya mаksimumgа erishаdi. Dеmаk, bеrilgаn mаsаlаning 
yеchimi  boʻlаdi. 

 Hozirgi paytgacha chiziqli programmalashtirish masalalarining optimal 
yechimini topish uchun foydalangan simpleks usulini biz boshlangʻich simpleks 
usuli deb ataymiz. Ma’lumki boshlangʻich simpleks usulida kanonik masala uchun 
optimallik sharti 0j   koʻrinishda boʻlib, undan ikkilangan masalaninng optimal 

yechimini aniqlashda ham foydalanish mumkin edi. 
 Biz ChPMlarining optimal yechimini aniqlashda yanada umumiy usul 
ikkilangan simpleks usuli bilan tanishib chiqamiz. 
 Ikkilаngаn simplеks usul оddiy simplеks usulgа oʻxshash boʻlsa ham unga 
nisbаtаn bа’zi qulаyliklаrgа egа. Masalan, ikkilаngаn simplеks usul boʻyichа 
yechilаyotgаn mаsаlа shаrtlаridаgi оzоd hаdlаr musbаt boʻlmаsligi hаm mumkin. 
Оddiy simplеks usul singаri ikkilаngаn simplеks usulining hаr bir qаdаmidа n -
oʻlchоvli X  vеktоr bоshqаsigа аlmаshib bоrаdi vа chеkli qаdаmlаrdаn soʻng 
mаsаlаning оptimаl yechimi tоpilаdi yoki uning yechimi mаvjud emаsligi 
аniqlаnаdi. 
 Fаqаt shungа e’tibоr bеrish kеrаkki, simplеks usuldаn fаrqli rаvishdа, 
ikkilаngаn simplеks usul bilаn hаr qаdаmdа tоpilgаn X  rеjа jоiz rеjа boʻlmаsligi 
hаm mumkin. Chunki ikkilаngаn simplеks usul bilаn tоpilgаn bundаy rеjа 

1 22 4 0x x 

(1, 3)E

1 2 max1; 3; 14x x Y  
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mаsаlаning hаmmа shаrtlаrini qаnоаtlаntirgаni bilаn musbаt boʻlishlik shаrtini 
qаnоаtlаntirmаsligi mumkin. Bundаy rеjа chаlа jоiz rеjа dеb аtаlаdi. 
 Ikkilаngаn simplеks usul boʻyichа chаlа jоiz rеjаlаrni аlmаshtirish jаrаyoni 
jоiz rеjа tоpilgunchа tаkrоrlаnаdi. Tоpilgаn jоiz rеjа esа оptimаl rеjа, ya’ni 
mаsаlаning оptimаl yechimi boʻlаdi. 
 Fаrаz qilаylik, kаnоnik fоrmаdаgi ChPMsi bеrilgаn boʻlsin: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

1 1 2 2

... ,

... ,

... ,

0, 0,..., 0,

... min .

n n

n n

m m mn n m

n

n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

x x x

Z c x c x c x

   
    
    

  
    

 

 Bu mаsаlаdаgi bi оzоd hаdlаrning bа’zilаri yoki hаmmаsi mаnfiy ishоrаli 
boʻlsin. 
 Bundаy mаsаlаlаrni ikkilаngаn simplеks usul bilаn yechish uchun eng 
аvvаlо mаsаlаgа qoʻshmа 

,

max.

T T

T

A Y C

F B Y



 
     (1) 

mаsаlа tuzilаdi. 
 Soʻngrа bеrilgаn (1) mаsаlаni quyidagi koʻrinishda yozib olamiz 

1 1 1 1 1

2 1 1 2 2

1 1

... ,

... ,

.........................................................,

... ,

mm m n n

mm m n n

m mm m mn n m

x a x a x b

x a x a x b

x a x a x b

 

 

 

   
    


    

   (2) 

1 20, 0, ..., 0,nx x x        (3) 

1 1 2 2 ... min.n nF c x c x c x         (4) 

(2)-(4) masalaning koeffisiyentlari va ozod hadlari simplеks jаdvаligа 
jоylаshtirilаdi. 
 

bP  bC  0P  1c  2c  … mc  1mc   … kc  … nc  

1P  2P  … mP  1mP   … kP  … nP  

1P  1c  1b  1 0 … 0 1 1ma  … 1ka  … 1na  

2P  2c  2b  0 1 … 0 2 1ma  … 2ka  … 2na  

… … … … … … … … … … … … 

lP
 lc  lb  0 0 … 0 1lma   … lka  … l na  

… … … … … … … … … … … … 
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mP  mc  mb  0 0 … 1 1mma  … mka  … mna  

 j  
0  1  2  … m  1m   k   n  

 

 Agar ( 1, )ib i m  ozod hadlar uchun 0ib   shart bajarilsa masalaning 

optimal yechimini topishda simpleks usulidan foydalanamiz. 

 Agar ( 1, )ib i m  ozod hadlarning ba’zilari yoki hammasi uchun 0ib   shart 

bajarilsa masalaning optimal yechimini topishda ikkilangan simpleks usulidan 
foydalanamiz. Bunda quyidagi ishlarni amalga oshiramiz: 
 1. 

0
m in { }

i
i

b
b


 shart asosida 1 2{ , , ..., , ..., }l mP P P P  bazis vektorlar sistemasidan 

chiqarilishi kerak boʻlgan bazis vektorni aniqlaymiz. 
 Masalan, 

0
m in { }

i
i lb

b b


  boʻlsin. Demak, lP  bazis vektorni bazis vektorlar 

sistemasidan chiqarishimiz kerak.  
 2. lP  bazis vektor oʻrniga yangi bazis vektorlar sistemasiga kiritilishi kerak 

boʻlgan vektorni 
0

min
lj

j

a
lja

 
  
 

 shart asosida aniqlaymiz. 

 Masalan, 
0

min
lj

j k

a
lj lka a

  
  

 
 boʻlsin. Demak, kP  vector yangi bazis vektorlar 

sistemasiga kiritilishi kerak. Ya’ni 1 2{ , , ..., , ..., }k mP P P P  bazis vektorlar sistemasini 

hosil qilamiz. 
 Bu hоldа lka   elеmеnt bоshlоvchi (hаl qiluvchi) elеmеnt boʻlib, u jоylаshgаn 

l  qаtоrdаgi lP  vеktоr oʻrnigа k  ustundаgi kP  vеktоr kiritilаdi. Simplеks jаdvаlda 

ham аlmаshtirish оddiy simplеks usuldаgidеk bajarilаdi. Bu jаrаyon  mаsаlаning 
оptimаl yechimi tоpilgunchа yoki uning mаvjud emаsligi аniqlаngunchа 
tаkrоrlаnаdi. 
 Ikkilаngаn simplеks usuldа bеrilgаn mаsаlаning оptimаl yechimini mаvjud 
emаslik vа chаlа yechimning оptimаl yechim boʻlishlik shаrti quyidаgi tеоrеmаlаr 
оrqаli аniqlаnаdi. 
 1-tеоrеmа. Аgаr mаsаlаning chаlа rеjаsidаgi kооrdinаtаlаridаn kаmidа 
bittаsi, mаsаlаn, 0kb   boʻlib, lja  koeffisiyentlardan birortasi ham manfiy 

boʻlmasa, u hоldа mаsаlа оptimаl yechimgа egа boʻlmаydi.  
 Shuday qilib, ikkilangan simpleks usulida masalaning optimal yechimga ega 

b’lmaslik sharti: 
0, 1, ,

0, 1, .

k

kj

b k m

a j n
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 2-tеоrеmа. Аgаr mаsаlаning chаlа rеjаsi uning joiz rеjаsidаn ibоrаt boʻlsа, u 
holda bu reja оptimаl rеjа boʻlаdi. 
 1-misоl. Quydаgi bеrilgаn mаsаlаni ikkilаngаn simplеks usul bilаn yeching. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 5 5

3 2 4 4

0 0 0 0

Z 3  4 5 6

x x x x ,

x x x x ,

x ,x ,x ,x ,

x x x x min.

   
    
   

    

   (I) 

 Yechish: Bеrilgаn  mаsаlаgа 5x  vа 6x   qoʻshimchа oʻzgаruvchilаr kiritаmiz 

vа аyrim tеng kuchli аlmаshtirishlаr bаjаrib uni quyidаgi kаnоnik koʻrinishgа 
kеltirаmiz: 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4

2 5 5,

3 2 4 4,

0, 0, 0, 0, 0, 0,

Z 3  4 5 6 min.

x x x x x

x x x x x

x x x x x x

x x x x

      
      
     

    

  (II) 

Bu mаsаlаgа ikkilаngаn mаsаlаni tuzаmiz: 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 3 3

2 4,

5

5 4

0

5 4 max.

y y ,

y y

y y ,

y y 6,

y , y 0,

F y y

  
  
  
  
 
  

     (III) 

(П) mаsаlаni ikkilаngаn simplеks usul bilаn yechаmiz. 
 

bP  bazC  0P  
3 4 5 6 0 0 

1P  2P  3P  4P  5P  6P  

5P  0 -5 -2 -1 1  1 0 

6P  0 -4 -3 2 -1 -4 0 1 

 0 0Y   31   42   53   64   05  06

4P  6 1 
2

5
 

1

5
 

1

5
  1 

1

5
  0 

6P  0 0 
7

5
  

14

5
 

9

5
  0 

4

5
 1 

 1 6Y   
5

3
1 

5

14
2 

5

31
3  04   

5

6
5


 06 
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Simplеks jаdvаldаn koʻrinаdiki, I bоsqichdа hаr bir 1,6j  uchun 0j  . Dеmаk, 
0 (0, 0, 0, 0, 5, 4)X     vеktоr (II) mаsаlаning chаlа rеjаsi boʻlаdi. 

 (III) ikkilаngаn mаsаlаning yechimi esа 0 (0, 0)Y  boʻlаdi. 0X  chаlа 

rеjаning eng kichik mаnfiy elеmеntigа mоs kеluvchi 5P  vеktоrni bаzisdаn chiqаrib 

4

0
14

min 1,2
ija a


    shаrt asosida 4P  vеktоrni bаzisgа kiritаmiz. 

 Simplеks jаdvаlni аlmаshtirishlar bajarib yangi simplеks jаdvаliga oʻtamiz. 
1 (0; 0; 0; 1; 0; 8)X   vеktоr yangi chаlа jоiz rеjа boʻlаdi. 

 
1X  vеktоrning bаrchа kооrdinаtаlаri nomanfiy boʻlgаni uchun u bеrilgаn 

mаsаlаning joiz rеjаsi. Dеmаk, (2-tеоrеmаgа аsоsаn) u masalaning оptimаl 
yechimi boʻlаdi.  
 Yangi bаzisdаgi qoʻshmа mаsаlаning yechimi  

1 6
; 0

5
Y    

 
 

vеktоrdаn ibоrаt boʻlаdi. Oʻzаrо qoʻshmа mаsаlаlаr uchun max min 6F Z   tеnglik 

oʻrinli boʻlаdi. 
 Masaladagi ma’lumotlarning oʻzgarishi ChPMsi yechimiga ta’siri bilan 
tanishib chiqamiz. Bu kabi tahlil masaladagi koʻrsatkichlarga ma’lum bir vaqtdan 
keying inflyatsiyaning ta’sirini oʻrganishda yoki ma’lumotlar 700000 5000  kabi 
berilganda kerak boʻladi. 
 Yuqoridagi tahlillar yordamida quyidagi savollarga javob berish mumkin. 
1. Ma’lumotlarga optimallik shartiga ta’sir etuvchi oʻzgartirihs mumkinmi? 
2. Optimallik sharti buzilgan boʻlsa uni qanday tiklash mumkin? 
 2-misol. Quyidagi masalaning optimal yechimini toping va tahlil qiling. 

1 2

1 2

1

1 2

1 2

2 2,

2 7,

3.

, 0,

2 min

x x

x x

x

x x

F x x

  
  
 


   

 

 Yechish. Bu masalani simpleks usulida yechamiz va oxirgi jadvalni 
keltiramiz: 
 

bP  bC  0P  1P  2P  3P  4P  5P  
a.k. 

-1 -2 0 0 0 

2P  -2 5 0 1 0 0,5 0,5  
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1P  -1 3 1 0 0 0 1  

3P  0 3 0 0 1 -0,5 1,5  

j   -13 0 0 0 -1 -2  

 

 Demak, quyidagi  2 1 3, ,
T

bP P P P  bazis vektorlarga tayanib optimal yechim 

topiladi. Bu quyidagucha amalga oshirilgan.  

1 1

1 1 1 1
01 2 1 0 02 2 2 2

2 1 0 , 0 0 1 , 1 0 , 1 1

0 1 0 1 3 0 1 1 3
1

2 2 2 2

B B N B N 
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bu yerda y  ikkilangan masalaning optimal yechimi. 

 Biz endi boshlangʻich ma’lumotlardagi oʻzgarishlarning yechimga ta’sirini 
oʻrganib chiqamiz. 

 Birinchi boʻlib ozod had 1 2 3( )T TP b b b  oʻzgarishining ta’sirini va 

oʻzgarish oraligʻini koʻrib chiqamiz. 2 2b b    boʻlsin. U holda yangi masalaning 

oʻng tomoni P P P   . Bu yerda (0 0)TP   . Ma’lumki 1 0B P  . U 

holda 

1 1 1 1

2

1
5 2

( ) 0 3 0 10 6

3 1

2

13 .T
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 Demak, masalaning ikkinchi shartidagi ozod had 10 6    oraliqda 
oʻzgarsa bazis oʻzgarmaydi. Haqiqattan ham agar 4    boʻlsa, u holda  
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1

5 2 3

3 0 3 0, 13 4 9

3 2 5
b bx x B P F

     
                     
     
     

 , 

bu yerda bazis oʻzgarmaydi chunki 1 0B P   shart bajariladi; agar 8   boʻlsa, u 
holda  

1

5 4 9

3 0 3 , 13 8 21

3 4 1
b bx x B P F

     
                    
           

 , 

bu yerda bazis oʻzgaradi chunki 1 0B P   shart bajarilmadi. 
 Endi 1 2 3( )c c c c  vektorning oʻzgarishini qarab chiqamiz. 

1 2 3( )Tc c c c c c      boʻlsin. U holda  

 1 1 1ˆ( ) 0
TT T T T T

N b b N N b bc c c B N c c c B N c B N            

shartdan quyidagiga ega boʻlamiz: 

1 1

2 2
1 1

(1 2) ( 0 0) 0 1 (1 2) 2
2 2

1 3

2 2

   

 
 
         

  
 
 

. 

Demak, 2   boʻlganda oldingi bazis optimal bazis boʻlb qoladi. Aks holda esa 
bazis oʻzgaradi.  
 Masalan, 1   da boshlangʻich bazis bazis optimal bazis boʻlib qoladi, 

4   da esa boshlangʻich bazis bazis optimal bazis boʻla olmaydi shu sababli 
masalaning optimal yechimini topish uchun yngi baziaga oʻtishimiz kerak. 
 R.Gоmоri usuli. Noma’lumlarga butun boʻlishlilik sharti qoʻyilganligi 
sababli ChPMlarini yechish usullarini BSPlarini yechish uchun qoʻllab boʻlmaydi.  
 BSPMlarini yechish uchun ularning xususiyatlarini nazarga оluvchi usullar 
yaratilgan boʻlib, ular orasida аmerika olimi R.Gomori yaratgan usul optimal butun 
sonli yechimni beruvchi eng аniq usullardan biri hisoblanadi. Gomori usuli 
yordami bilan toʻla butun sonli, hаmda qisman butun sonli masalalarni yechish 
mumkin. 
 Quyida biz Gomori usuli bilan toʻla BSPMsini yechish jarayonda 
tanishamiz. 
 Bu usulning gʻоyasi quyidagidan iborat:  
 1. Berilgan (7)-(10) masalani noma’lumlarning butun boʻlishlilik shartiga, 

, e’tibor bermasdan, simpleks usuldan fоydalanib yechamiz va quyidagi 

jadvalni hosil qilamiz. Bu jadvalda (7)-(10) masala uchun optimallik sharti 

jx Z
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bajarilgan boʻlsin. U holda masalaning optimal yechimi  

boʻladi.  
 

   
 … …  …

  …  …  …

   1 0 … 0 …  …

   0 1 … 0 …  …  

… … … … … … … … … … … … 
   0 0 … 0  …  …  

… … … … … … … … … … … … 
   0 0 … 1 …  …

          

 

 Agar topilgan  yechimda  boʻlsa, u holda 

bu yechim BSPMsining ham yechimi boʻladi. 

 2. Аgar  yechimda  larning ba’zilari yoki 

hammasi kasr sonlardan iborat boʻlsa, u holda  shartning bajarilishi uchun 

“kesuvchi tenglama” deb ataluvchi qoʻshimcha tenglama tuziladi.  
 Buning uchun quyidagi tushunchalarni kiritamiz: 
 Ixtiyoriy ratsional sonni  

      (11) 

koʻrinishda yozish mumkin. Bu yerda  sonning butun qismi;  

sonning kasr qismi ( , butun boʻlsa ). Masalan, 

 

 

Jadvalning  ustunidagi kasr sonlardan iborat boʻlgan  satrlardan  shart 

asosida kerakli satrni ajratib olamiz. Masalan,  boʻlsin. Demak, 

satr ajratib olindi. Bu satr uchun  belgilash kiritib quyidagi tengsizlikni 

hosil qilamiz: 

.    (12) 

 Bu tengsizlikdan  
   (13) 

0
1 2( , , ..., , 0, ..., 0)mX b b b

bP bC 0P 1c 2c mc 1mc  kc nc

1P 2P mP 1mP  kP nP

1P 1c 1b 1 1ma  1ka 1na

2P 2c 2b 2 1ma  2ka 2na

lP lc lb 1lma  lka l na

mP mc mb 1mma  mka mna

0 1 2 m 1m k n

0
1 2( , , ..., , 0, ..., 0)mX b b b ib Z

0
1 2( , , ..., , 0, ..., 0)mX b b b ib

jx Z
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0P ib max{ }i
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b q k 

 kj kja q
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kesuvchi tenglamani hosil qilamiz va bu tenglama asosiy tenglamalar sistemasiga 
kiritib yoziladi. Soʻngra bazis yechim almashtiriladi. Bunda ikkilangan simpleks 
usulidan foydalaniladi. Bu jarayon masalaning yechimda faqat butun sonlar hosil 
boʻlganicha yoki yechimning mavjud emasligi aniqlanguncha takrorlanadi. 
 Har bir bosqichda tuzilgan qoʻshimcha tеnglama kesuvchi tenglama deb 
atalishiga sabab, bu tenglama yordamida bеrilgan BSPMsi yechimlar toʻplamidagi 
kasr sonli yechimni oʻz ichiga oluvchi qismi kesib boriladi. 
 Agar kasr sonli хi ga mos keluvchi qatorda barcha хi j lar butun sonli boʻlsa, u 
holda masala butun sonli yechimga ega boʻlmaydi. 
 Misоl. Quyidagi ChPMsining butun sonli yechimini toping: 

 

 Yechish. Masalani oddiy simplеks usul bilan yеchamiz. 
 

   
1 -3 5 2 

    

 -3   1 0  

 5   0 1  

   0 0  

 
Jadvaldan koʻrinadiki, topilgan yechim BSPMsining yechimi boʻlmaydi. Bu 
yеchimni butun sonli yechimga aylantirish uchun kesuvchi tеnglama tuzаmiz.  

 

Demak, 2-satr tanlandi 

 

munosabatlardan foydalanib 

 

tengsizlikni hosil qilаmiz. Bu tengsizlikning ikki tomonini (-1) ga koʻpaytiramiz va 
qoʻshimcha noma’lumni kiritib, quyidagi tenglamani hosil qilamiz: 

. 

 Bu tenglamani simpleks jadvaliga jоylashtiramiz. 

1 2 3

1 3 4

1 2 3 4

15,

2 3 8,

0, , 1,4,

3 5 2 max.

j j

x x x

x x x

x x Z j

Y x x x x

  
   

  

    

bP bC 0P
1P 2P 3P 4P

2P 37 3 1 3 1 3

3P 8 3 2 3 1 3

j 71 3 4 3 2 3

37 1 8 2 1 2 2
, ; max , .

3 3 3 3 3 3 3
            
     

    1 1 2 2
1 0, 0 0, ,

3 3 3 3
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2 1 2

3 3 3
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1 -3 5 2 0 

     

 -3   1 0  0 

 5   0 1  0 

 0   0 0  1 

   0 0  0 

 
Bazisdan  vektorni chiqarib, oʻrniga  vektorni kiritamiz. Natijada simpleks 

jadval аlmashadi va quyidagi koʻrinishga keladi. 
 

   
1 -3 5 2 0 

     

 -3 13 1 1 0 0 -1 

 5 2 0 0 1 0 1 

 2 2 2 0 0 1 -3 

 -25 0 0 0 0 2 

Demak, . 
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