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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Цель пособия — изложение принципиальных аспектов построения 
и анализа математических моделей принятия решений в экономике. 

Математические модели принятия решений можно разбить на 
два больших класса — оптимизационные и теоретико-игровые. 
Оптимизационные модели «уходят корнями» в классический ма
тематический анализ и имеют весьма «почтенный» возраст. 
Теоретико-игровые модели начали исследоваться лишь в послед
ние десятилетия — после выхода в 1944 г. фундаментальной мо
нографии Джона фон Неймана (выдаюшийся математик) и Оскара 
Моргенштерна (известный экономист) «Теория игр и экономичес
кое поведение». Таким названием авторы хотели подчеркнуть вза
имосвязь между экономикой и теорией игр. Однако только в наши 
дни глубина проникновения теории игр в экономику была оценена 
в полной мере. Наиболее ярким выражением этого явилось присуж
дение Нобелевской премии 1994 года по экономике трем профессио
нальным математикам за их исследования по теории игр. Меха
низмы функционирования рынка, конкуренции, возникновения или 
краха монополий, а также способы принятия решений в условиях 
конкурентной борьбы, т .е . механизмы игры монополий, действую
щие в экономической реальности, — не могут быть исследованы и 
поняты без теории игр. 

В данном пособии представлены как оптимизационные, так и 
теоретико-игровые модели принятия решений. Теоретический ма
териал базируется на математических курсах по исследованию опе
раций, теории игр, теории принятия решений и включает в себя 
задачи принятия решений в условиях определенности, риска, не
определенности, а также в теоретико-игровых условиях. В пособии 
принято «параллельное» изложение математических основ теории 
принятия решений и их экономических реализаций. Материал пред
ставлен в форме лекций. В каждой лекции вначале излагаются те-



оретические и математические основы рассматриваемого вопроса, 
затем дается его конкретизация в рамках некоторой задачи эконо
мического содержания. Перечислим эти задачи (в скобках приведе
ны названия соответствующих теоретических разделов математи
ки). 

З а д а ч а 1. Задача об оптимальном размере закупаемой партии 
товара (экстремум функции одной переменной). 

З а д а ч а 2. Задача максимизации производственной функции (оп
тимизация при наличии ограничений). 

З а д а ч а 3 . Распределение заказа между двумя фирмами (услов
ный экстремум функции). 

З а д а ч а 4. Задача производственного планирования (линейное 
программирование). 

З а д а ч а 5. Задача о смеси (линейное программирование). 

З а д а ч а 6. Задача о перевозках — транспортная задача (линей
ное программирование). 

З а д а ч а 7. Выбор места работы (многокритериальная оптимиза
ция — дискретный случай). 

З а д а ч а 8. Оптимизация производственного процесса (многокри
териальная оптимизация — непрерывный случай). 

З а д а ч а 9. Сравнение объектов по предпочтительности (много
критериальная оптимизация со сравнимыми критери
ями). 

З а д а ч а 10. Исследование потребительских предпочтений (много
критериальная оптимизация при заданном локальном 
коэффициенте замещения). 

З а д а ч а 1 1 . Выбор проекта электростанции (принятие решения в 
условиях неопределенности). 

З а д а ч а 12 . Выбор варианта производимого товара (принятие ре
шений в условиях риска — дискретный случай). 

З а д а ч а 1 3 . Сравнение качества обслуживания станций скорой 
помощи (принятие решения в условиях риска по кри
терию ожидаемой полезности). 

З а д а ч а 14 . Задача об оптимальном портфеле (принятие решения 
в условиях риска — непрерывный случай). 



З а д а ч а 15. Бурение нефтяной скважины (принятие решения в 
условиях риска с возможностью проведения экспери
мента) . 

З а д а ч а 16. Профилактика нежелательного события (решение 
матричной игры в чистых стратегиях) . 

З а д а ч а 17. Выбор момента поступления товара на рынок в усло
виях антагонистической конкуренции (решение мат
ричной игры в смешанных стратегиях) . 

З а д а ч а 18. Планирование посева в неопределенных погодных 
условиях (графоаналитический метод нахождения ре
шения матричной игры). 

З а д а ч а 19. Инспекция предприятий торговли (решение матрич
ной игры в смешанных стратегиях) . 

З а д а ч а 20. Задача распределения ресурсов (ситуации равновесия 
в игре общего вида). 

З а д а ч а 2 1 . Борьба за рынки сбыта (ситуации равновесия в би-
матричной игре). 

З а д а ч а 22 . Оптимальное распределение прибыли (кооперативное 
решение игры без разделения полезности). 

З а д а ч а 2 3 . Рынок трех лиц (построение характеристической 
функции кооперативной игры). 

З а д а ч а 24. Оптимальное распределение прибыли (кооперативное 
решение игры с разделением полезности). 

З а д а ч а 25. Оценка «силы» держателей акций (вектор Шеппи для 
кооперативной игры). 

Основной текст сгруппирован по частям, каждая из которых со
стоит из лекций, объединенных общей тематикой, а также единым 
математическим аппаратом. В конце каждой части имеется резюме 
изложенного материала. Кроме того, в резюме содержатся некото
рые дополнительные сведения (касающиеся истории вопроса, биб
лиографические ссылки), а также упражнения, решение которых 
будет способствовать лучшему усвоению материала. 

В книге нашли отражение идеи, методы и результаты теории 
принятия решений, опубликованные в последние десятилетия в 
отечественной и зарубежной литературе (см. список литературы 
в конце книги); ряд примеров заимствован из этих источников. 



Следует иметь в виду, что приведенные примеры экономичес
ких задач носят иллюстративный или даже схематический харак
тер. Это объясняется тем, что для построения адекватных моделей 
реальных задач принятия решений в экономике требуется большой 
объем данных и сами модели становятся весьма громоздкими; вмес
те с тем, проследить основные этапы анализа, логику рассуждений 
и применение математического аппарата гораздо легче на упрощен
ных моделях. Поэтому опущены вопросы «добывания» необходимой 
для принятия решения дополнительной информации, относящейся 
к предметной области, в данном случае — к экономике. Безусловно, 
все эти вопросы важны, но это — другая задача. 

Несколько замечаний о характере изложения. В пособии ос
новное внимание сосредоточено на принципиальных вопросах 
анализа математических моделей принятия решений — приоритет
ными являются понятия оптимальности и их экономические реали
зации. При изложении каждой темы приводится «полный набор» 
связанных с ней математических понятий и результатов; однако 
автор не ставил своей задачей проведение всюду строгих матема
тических доказательств, зачастую они заменены содержательными 
пояснениями или геометрическими иллюстрациями. Усвоение изло
женного материала не требует математических знаний, выходящих 
за пределы подготовки в рамках стандартного вузовского курса 
высшей математики (дополнительный материал, требующий более 
специальных математических знаний, выделен мелким шрифтом и 
может быть опущен без ущерба для понимания основного содержа
ния лекций). Значительная часть излагаемого материала основана 
на элементарной математике и доступна студентам колледжей эко
номического профиля и учащимся старших классов средней школы. 

В основу настоящего пособия положен курс лекций, читаемый 
автором в Высшей школе Бизнеса при Саратовском Государствен
ном Техническом Университете и в Саратовском филиале Москов
ского Международного Университета Бизнеса и Информационных 
Технологий. 



Лекция 1 (вводная). Принятие регаений 
в экономике. Математгтеские .модели принят.ия 
решений [общее описание) 

• Экономика как сист.ема. Цент.рализованная и децентрализованная 
экономика. Некоторые черты принятия решений в микроэкономичес
ких сист,емах. • Сист.емное описание задачи принятия решения (ЗПР). 
• Математическая модель задачи принят,ия решения. Реализационная 
и оценочная ст.рукт,ура задачи принятия региения. Особенности ма-
т,ематических моделей принят,ия решений в экономике. • Методика 
исследования задач принятияреигения на основе математического мо
делирования. 

1. В соответствии со сложившимся в современной науке сис
темным подходом, экономику любого государства (или региона) 
можно рассматривать как большую систему, элементами кото
рой являются производители и потребители разнообразных това
ров и услуг. По способу координации экономической деятельности 
экономические системы подразделяются на централизованные 
(административно-командные) и децентрализованные {ры
ночные). 

Характерной особенностью административно-командной систе
мы является то, что в ней экономические решения принимаются 
единым управляющим органом (государством) и передаются субъ
ектам экономики в форме распоряжений, обязательных к исполне
нию. При административном управлении экономикой управляющий 
орган должен располагать чрезвычайно большим количеством ин
формации, касающейся потребностей населения, имеющихся про
изводственных мощностей, запасов товара и сырья, распределения 
рабочей силы и т . п . Поэтому необходима многочисленная (и доро
гостоящая) армия чиновников — государственная бюрократия, ко
торая занимается сбором информации, ее обработкой, составлением 



на этой основе хозяйственных планов, их согласованием, корректи
ровкой, а также контролем за их выполнением. 

Децентрализованная экономика основана на суверенитете субъ
ектов экономики. Так, применительно к производителям (фирмам) 
это означает, прежде всего, наличие свободы в принятии экономи
ческих решений: ч т о , в каких количествах и какого качества про
изводить из имеющихся ресурсов, а также к о м у и по каким це
нам продавать произведенную продукцию. Суверенитет потреби
теля есть право принимать решения, связанные с распоряжением 
принадлежащими ему ресурсами. При этом взаимная координация 
планов производителей и потребителей осуществляется с помощью 
обмена произведенными товарами на рынке, который происходит 
по ценам, устанавливаемым свободно в зависимости от соотноше
ния спроса и предложения. 

Экономическая деятельность отдельных субъектов экономики 
(индивидуумов, домохозяйств, фирм, владельцев первичных ресур
сов и т . п.) изучается в разделе экономической теории, который при
нято называть микроэкономикой. При этом деятельность субъек
тов экономики, рассматриваемая в рамках микроэкономической сис
темы, характеризуется большой зависимостью от действий других 
субъектов. Например, если фирма принимает определенное реше
ние, связанное с производством той или иной продукции или с про
дажей некоторого товара, то окончательный результат (например, 
прибыль фирмы) зависит не только от принятого ею решения, но и 
от множества других факторов: решений, принятых другими фир
мами, поведения покупателей, действий законодательных органов, 
курса валют и т . п . Поэтому решение, которое принимает фирма, 
будет решением в условиях неопределенности. Э т а неопределен
ность создается как за счет действий других субъектов экономи
ки, преследующих собственные интересы, так и за счет неполноты 
имеющейся у фирмы информации о сложившейся экономической об
становке. 

Основной метод исследования, который использует экономичес
кая теория, — моделирование экономических процессов и явлений. 
Предметом изучения данного курса являются математические мо
дели поведения субъектов экономики в рамках микроэкономичес
кой системы. При этом направленность анализа рассматриваемых 
математических моделей имеет нор.мативный характер и состо
ит в том, чтобы дать ответ на вопрос — какие действия следует 
предпринять, чтобы добиться наилучших (в определенном смысле) 

10 
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Рис. 1.1 

результатов? Таким образом, содержание курса может быть 
охарактеризовано как построение математических моделей микро
экономики и их исследование в нормативном аспекте. 

2 . Наиболее общий подход к описанию задач принятия рещений 
(ЗПР) формулируется «на языке систем». Приведем системное 
описание задач принятия решений. 

Пусть имется некоторая сист,ема^ в которой выделена управля
емая подсистема {объект управления), управляющая подсист,ема 
и среда. Управляющая подсистема может воздействовать на объект 
управления с помощью альтернативных управляющих воздействий 
(рис. 1.1). Состояние объекта управления определяется двумя фак
торами: выбранным управляющим воздействием со стороны управ
ляющей подсистемы и состоянием среды. Принципиальным явля
ется следующее обстоятельство: управляющая подсистема не мо
жет воздействовать на среду и, более того, она, как правило, не 
имеет полной информации о наличном состоянии среды. 

Управляющая подсистема является целенаправленой, причем 
цель управляющей подсистемы состоит в том, чтобы перевести 
объект управления в наиболее предпочтительное для себя состоя
ние (или в некоторое подмножество предпочтительных состояний). 
Для достижения этой цели управляющая подсистема может исполь
зовать любое находящееся в ее распоряжении управляющее воз
действие. 

Выбор управляющей подсистемой конкретного управляюще
го воздействия (выбор допустимой альтернативы) называется 
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принятием решения. Принятие решения является центральным 
моментом всякого управления. 

При принятии решения основной задачей является нахождение 
оптимального решения. На содержательном уровне оптимальное 
решение может быть определено как наилучшее в следующем смыс
ле: оно в наибольшей степени соответствует цели управляющей 
подсистемы в рамках имеющейся у ней информации о состоянии 
среды. 

3 . Математическая модель принятия решения представляет 
собой формализацию той схемы, которая приведена в системном 
описании ЗПР. Для построения математической модели принятия 
решения необходимо задать следующие три множества: 

X — множество допустимых альтернатив,^ 
Y — множест,во возможных состояний среды, 
А — множест,во возможных исходов. 
(Всегда предполагается, что множество X содержит не менее 

двух альтернатив — иначе надобность в принятии решения отпа
дает.) 

В системном описании ЗПР альтернативы интерпретируются 
как управляющие воздействия, а исходы — как состояния управля
емой подсистемы. 

Так как состояние управляемой подсистемы полностью опреде
ляется выбором управляющего воздействия и состоянием среды, 
то каждой паре {х,у), где х £ X и у £ Y, соответствует опре
деленный исход а £ А. Другими словами, существует функция F: 
XxY -^ А, которая называется функцией реализации. Функция реа
лизации каждой паре вида (альтернатива, состояние среды) ставит 
в соответствие определяемый ею исход. 

Набор объектов {X, У, А, F) составляет реализационную струк
туру задачи принятия решения. Реализационная структура от
ражает связь между выбираемыми альтернативами и исходами; 
в общем случае эта связь не является детерминированной (одно
значной): появление того или иного конкретного исхода зависит не 
только от выбранной альтернативы, но и от наличного состояния 
среды. Таким образом, имеется, как принято говорить, неопреде-
ленност,ь страт,егического типа; эта неопределенность создается 
за счет воздействия среды на объект управления. 

^В конкретных задачах принятия решения элементы множества X 
называются также: альтернативы, ст.ратегии, вариант.ы, дейст.вия, 
решения, планы и т .п. 
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в зависимости от информации, которую имеет при принятии 
решения управляющая подсистема относительно состояния среды, 
различают несколько основных типов задач принятия решения. 

1. Принятие решения в условиях определенности характеризу
ется тем, что состояние среды является фиксированным (не
изменным), причем управляющая система «знает», в каком 
состоянии находится среда. 

2. Принятие решения в условиях риска означает, что управля
ющая подсистема имеет информацию стохастического харак
тера о поведении среды (например, ей известно распределение 
вероятностей на множестве состояний среды). 

3. Принятие решения происходит, в условиях неопределеннос
ти, если никакой дополнительной информации (кроме знания 
самого множества возможных состояний среды) управляющая 
подсистема не имеет. 

4. Принятие решения в т,еорет,ико-игровых условиях имеет 
место тогда, когда среду можно трактовать как одну или 
несколько целенаправленных управляющих подсистем. В этом 
случае математическая модель принятия решения называется 
теоретико-игровой моделью (игрой). 

Реализационная структура задачи принятия решения составля
ет ее первую компоненту. Вторая компонента З П Р называется ее 
оценочной ст,рукт,урой. Если реализационная структура опреде
ляет возникающий результат , то оценочная структура указывает 
оценку этого результата с точки зрения принимающего решение. 

В математической модели ЗПР оценочная структура может 
задаваться различными способами. 

Например, если принимающий решение может оценить 
эффективность (равнозначные по смыслу термины: «полезность», 
«ценность») каждого исхода а Е А некоторым числом (р(а), то оце
ночная структура задается в виде пары {A,ip), где ip : Л ^ R; 
при этом </з называется оценочной функцией. 

Другой способ задания оценочной структуры состоит в указании 
отношения предпочтения исходов, что сводится к перечислению 
пар исходов (01,02), для которых oi лучше, чем ог (это записыва
ется в виде Oj >- 02 и читается «oi предпочтительней, чем ог». 

З а м е ч а н и е . Иногда используется отношение нестрогого предпо-
чт.ения исходов У; запись а,\Уа2 читается: «исход а\ не менее предпо
чтителен, чем исход аг». 
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Еще один способ задания оценочной структуры — разбиение 
множества исходов А на два класса: Ло — класс «плохих» исходов 
ш Ai — класс «хороших» исходов. Существуют и другие способы 
задания оценочной структуры. 

Отметим еще раз, что оценочная структура ЗПР носит субъек
тивный характер: оценивание исходов производится с точки зрения 
принимающего решение. 

Наиболее распространненным является задание оценочной 
структуры в виде оценочной функции (р. 

Целевая функция f есть композиция функции реализации F и 
оценочной функции ip, т.е. / = ip о F. Таким образом, f{x,у) = 
= (fi{F{x,y)). Целевая функция имеет следующий содержательный 
смысл: число f{x, у) есть оценка полезности (с точки зрения при
нимающего решение) того исхода, который возникает в ситуа
ции, когда он выбирает альтернат,иву х, а среда принимает со
стояние у. 

Замечание . В некоторых задачг1Х Гфинятия решения оценка исхода 
характеризует его в негативном смысле, являясь выражением затрат, 
убытков и т.п. В этом случае целевая функция / называется функцией 
потерь. 

Итак, построение математической модели задачи принятия 
решения сводится к заданию двух структур: реализационной струк
туры и оценочной структуры. Реализационная структура отражает 
зависимость между выбираемыми альтернативами и возникаю
щими исходами. С помощью оценочной структуры производится 
субъективная оценка возникающих исходов с точки зрения прини
мающего решение. 

В заключение укажем некоторые особенности математических 
моделей задач принятия решений в экономике. Как уже отмеча
лось, в микроэкономических ситуациях принятия решений в качест
ве субъекта, принимающего решение (т.е. в качестве управляющей 
подсистемы) чаще всего выступает фирма. В качестве среды здесь 
может быть и природная среда (или ее аналог), и конкурирующая 
фирма, и покупатели, и законодательный орган и т.п. Хотя при 
построении модели принятия решения в общем случае невозмож
но однозначно указать, что является средой, полезно руководст
воваться следующим принципом: среда — это то, что определяет 
при каждой фиксированной альтернативе появление того или ино
го исхода. Другими словами, в качестве среды выступает система 
(структура, организация, физическое лицо), фиксирование состоя-
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ния которой приводит при выборе управляющей подсистемой любой 
конкретной альтернативы к однозначно оцениваемому ею резуль
тату. 

Наконец, в качестве оценочной функции в экономических зада
чей принятия решений чаще всего выступает величина прибыли 
(или величина затрат). Однако в ряде задач в качестве естест
венной оценки исходов можно рассматривать и другие величины, 
например, количество произведенной продукции, время реализа
ции проекта, долю рынка, которгш контролируется данной фир
мой, и др. 

4. Методика исследования задач принятия решений на основе 
математического моделирования состоит в реализации следующих 
трех этсшов. 

Э т а п 1. Построение математической модели ЗПР. 
Э т а п 2. Формулировка принципа оптимальности и нахожде

ние опт,имального решения. 
Э т а п 3. Анализ полученных результат,ов. 
Первый этап рассмотрен выше, поэтому кратко охарактеризуем 

следующие два этапа. 
Реализация второго этапа связана с введением принципа опти

мальности. Универсального понятия оптимального решения, кото
рое было бы пригодным для любой ЗПР, не существует. Поэтому в 
теории принятия решений рассматривают отдельные классы задач 
принятия решений и для каждого класса формулируют свой прин
цип оптимальности. Задача нахождения оптимального решения (в 
смысле некоторого указанного принципа оптимальности) является 
уже формгшьной задачей и решается математическими средствами. 

Следует отметить, что для ЗПР данного класса может сущест
вовать не один, а несколько различных принципов оптимальнос
ти; кроме того, даже при фиксированном принципе оптимгшьности 
может быть не одно, а несколько оптимальных решений. Это 
объясняет необходимость третьего этапа, который состоит в анали
зе полученных результатов. Такой ангшиз проводится на содержа
тельном уровне и заключается в соотнесении формально получен
ных рекомендаций с требованиями задачи принятия решения. Если 
полученное формсшьным способом оптимальное решение по каким-
либо причинам оказывается неприемлемым, то это приводит либо 
к выбору другого оптимального решения (если оно имеется), либо 
к смене принципа оптимальности, либо к изменению самой матема
тической модели ЗПР. 
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Часть I 
ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ 
В УСЛОВИЯХ ОПРЕДЕЛЕННОСТИ 

Лекция 2. Экстремум функций одной переменной 

• Этапы исследования ЗПР в условиях определенности. • Основные те
оремы об экстремумах и методы нахождения экстремумов функции од
ной переменной. • Задача 1. Задача об оптимальном размере закупаемой 
партии товара. 

1. Как отмечено в лекции 1, при принятии решения в условиях 
определенности состояние среды является фиксированным и оно 
известно принимающему решение. В этом случае исход однозначно 
определяется выбором альтернативы, поэтому выбор альтернативы 
здесь эквивалентен выбору исхода. Следовательно; 

а) альтернативы и исходы могут быт,ь отождествлены 
{X = Л); 

б) целевая функция f становиться функцией только перемен
ной X. 

Итак, первый этап исследования ЗПР в условиях определен
ности — построение математической модели — сводится здесь 
к указанию множества допустимых альтернатив X и заданию 
целевой функции / : X —)• Ж. 

Второй этап состоит во введении понятия оптимального реше
ния и нахождении оптимальных решений. Так как в рассматри
ваемом случае число / (ж) представляет собой оценку «полезнос
т и » альтернативы х (с точки зрения принимающего решение), то 
на множестве X допустимых альтернатив естественным образом 
возникает отношение нестрогого предпочтения ^ : альтернатива xi 
считается не менее предпочтительной, чем альтернатива Х2, если 

16 



полезность альтернативы Xi не меньше, чем полезность альтерна
тивы жг: 

xxtx2 <=^ f{xi)>fix2). (2.1) 

В этом случае представляется разумной единственная концеп
ция оптимальности, когда оптимальной считается т а допустимая 
альтернатива ж* е X , которая является не менее предпочтитель
ной, чем любая другая допустимая альтернатива х Е X; в терми
нах целевой функции это означает, что оптимальная альтернати
ва должна дост.авлятъ максимум {наибольшее значение) целевой 
функции. 

З а м е ч а н и е . Если целевая функция / в некоторой ЗПР рассматри
вается как функция потерь, то при задании отношения предпочтения на 
множестве X надо в формуле (2.1) знак неравенства в правой части из
менить на противоположный; в этом случае оптимальной будет та до
пустимая альтернатива, кот,орая доставляет минимум [наименьшее 
значение) функции пот,ерь. 

Таким образом, исследование математической модели З П Р в 
условиях определенности сводится к трем шагам: 

1) указанию множества X допустимых альтернатив; 
2) заданию целевой функции / : X —J- R; 
3) нахождению максимума или минимума функции / . 

2 . При рассмотрении математических моделей ЗПР возникают 
два основных вопроса: 

(1) Сущест,вует, ли оптимальное решение! 
(2) Если опт,имальное решение сущест,вует, то как его найти! 
Для З П Р в условиях определенности все сводится к нахождению 

максимума или минимума целевой функции. В случае, когда мно
жество X допустимых альтернатив конечно, обе проблемы легко 
разрешимы. Ответ на первый вопрос всегда утвердительный (так 
как в конечном множестве М = {/(ж) : ж S X} всегда есть наимень
ший и наибольший элементы). Что касается ответа на второй во
прос, то существует тривиальный алгоритм нахождения оптималь
ного решения — перебор элементов множества М с отбрасыванием 
на каждом шаге меньшего элемента (при нахождении максимума). 
Здесь могут возникнуть сложности технического характера, свя
занные с «обширностью» множества Л/. 

Рассмотрим теперь случай, когда множество допустимых аль
тернатив бесконечно. Здесь ответы на вопросы (1) и (2) зависят от 
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структуры множества допустимых альтернатив и от свойств целе
вой функции. В приложениях, в том числе экономического характе
ра, множество допустимых альтернатив, как правило, состоит из 
чисел или наборов чисел, т . е . представляет собой некоторую об
ласть D С М или Р С М". Остановимся на случае, когда 25 С R. 
Случай "D С R", где п > 1, рассмотрен в лекции 3. Тогда целевая 
функция / ; 2? —> К есть числовая функция, заданная на числовом 
множестве 2?, и задача нахождения оптимального решения превра
щается в классическую задачу нахождения экстремума функции од
ной переменной в некоторой допустимой области. 

Рассмотрим эту задачу в общем виде. Напомним, что экстрему
мы бывают двух типов: глобальные и локальные. 

О п р е д е л е н и е , Пусть задана функция f: 2? —> К. Точка х* € Т> 
называет,ся точкой глобального максимума (глобального 
минимума) функции f, если для всех х G Т> выполняется нера
венство f{x) < f{x*) (соответ,ственно f{x) > f(x*)). 

Принципиальным результатом, дающим условия, гарантиру
ющие существование глобальных экстремумов, является класси
ческая теорема математического анализа — т е о р е м а В е й е р -
ш т р а с с а , которая утверждает , что всякая непрерывная функ
ция, заданная на замкнут,ом инт,ервале [а,Ь], достигает, на 
эт,ом инт,ервале как глобального максимума, так и глобального 
минимума. 

Итак , для важного класса ЗПР в условиях определенности, ког
да целевая функция задана на замкнутом интервале и непрерывна 
на нем, ответ на вопрос (1) оказывается утвердительным (заме
тим, что условие непрерывности целевой функции / не является 
«обременительным», так как для экономических задач оно обычно 
выполнено). 

Однако теорема Вейерштрасса бесполезна в плане нахождения 
глобальных экстремумов, т . е . для решения вопроса (2). В мате
матике методы нахождения глобальных экстремумов функции де
тально исследованы для дифференцируемых функций и основаны 
на связи между глобальными и локальными экстремумами. 

О п р е д е л е н и е . Пусть задана функция f: 2? —> К. Говорят, 
что в точке XQ £ V функция f имеет, локальный максимум, 
если существует открытый интпервал, содержащий точку XQ 
и целиком содержащийся в Т> т,акой, что в пределах этого 
интерва.ла функция f имеет, наибольшее значение в т,очке XQ. 
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Рис. 2.1 

Формально: существует такое положительное число 5 > О, что 
инт,ервал {хо—5, хо-\-5) содерж:ит,ся вТ) и для всех х £ {XQ—5, а;о+<5) 
выполняется неравенст,во / (ж) < /(жо). 

Если поменять знак последнего неравенства, то получим опре
деление локального минимума. 

Различие между локальным и глобальным экстремумом видно 
из рис. 2.1. Здесь хз — единственная точка глобального максиму
ма, {х1,Хз, Хз} — точки локального максимума, х^ — единственная 
точка глобального минимума, {х2,х^} — точки локального мини
мума. 

Рассмотрим теперь способы нахождения экстремумов диффе
ренцируемой функции / , заданной на замкнутом интервале [а,Ь]. 

Основной п р и н ц и п : если х — т,очка локального экстремума 
дифференцируемой функции f, т,о ее производная в этой точке 
равна нулю: f'{x) = О (геометрически это означает, что касатель
ная, проведенная к графику функции / в соответствующей точке, 
параллельна оси Ох (см. рис. 2.1). 

Точка, в которой производная функции равна нулю, называет
ся стационарной; через S t / будем обозначать множество всех 
стационарных точек функции / . 

Приведенный выше основной принцип можно теперь сформули
ровать следующим образом: для дифференцируемой функг{ии / мно
жество т,очек локального экстремума содержится в множеспгве 
ее ст,ационарных т.очек. 

Далее, очевидно, что если XQ — точка глобального экстрему
ма, являющаяся внутренней точкой интервала [а, 6], то XQ также 
будет точкой локального экстремума и, в силу основного принципа, 
является стационарной точкой. 
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Рис. 2.2 

Однако глобальный экстремум — в отличие от локального — 
может достигаться не только во внутренней точке замкнутого 
интервала [а, 6], но и на его границе (т. е. в точке а или Ь) (рис. 2.2). 
Учитывая это обстоятельство, окончательно получаем следующее 
правило. 

Правило 2.1. Для дифференцируемой функции f{x), заданной 
на замкнутом интервале [а,Ь], точки глобального экстремума 
содержатся во множестве крит,ических точек 

Кг/ = S t / и {а, 6}, 

являющемся объединением множества стационарных точек фун
кции f и концов интервала {а,Ь]. 

Основанный на правиле 2.1 метод нахождения точек глобально
го экстремума дифференцируемой функции / , за'данной на отрезке 
[о, 6], состоит в следующем: во-первых, следует найти множество 
всех критических точек функции / и, во-вторых, сравнить значе
ния функции / во всех ее критических точках. Та критическая точ
ка а;*, в которой значение функции / оказалось наибольшим, будет 
точкой глобального максимума, а критическая точка ж°, в которой 
значение функции / оказалось наименьщим, — точкой глобального 
минимума. 

3. В качестве примера построения и исследования математичес
кой модели принятия рещения в условиях определенности рассмот
рим следующую задачу. 

Задача 1 {об оп-тималъном размере закупаемой napviuu т,ова-
ра). Фирма закупает некоторый товар в течение планового периода 
партиями одинаковой величины, при этом закупленный товар рас
ходуется с постоянной скоростью. Как только запас товара кончает-
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ся, закупается следующая партия и т . д . Неизрасходованный товар 
фирма сдает на склад за определенную плату. 

Предполагаются известными следующие данные: 
Q — требуемое количество товара на плановый период; 
Со — стоимость единицы товара; 
Ci — стоимость заказа одной партии товара (считается, что 

стоимость заказа не зависит от величины заказываемой 
партии); 

С2 — стоимость хранения единицы товара в течение планового 
периода (считается, что стоимость хранения товара про
порциональна его количеству и времени хранения). 

Требуется определить оптимальный размер закупаемой партии 
товара (т .е . такой, при котором суммарные з а т р а т ы фирмы будут 
минимальными). 

Р е ш е н и е . В соответствии с методикой, изложенной в п .4 
лекции 1, необходимо реализовать три этапа. 

Э т а п 1. Построение математической модели З П Р . Здесь этот 
этап сводится к нахождению функции суммарных затрат в зависи
мости от величины заказываемой партии товара. Пусть х — вели
чина заказываемой партии товара (по смыслу должно выполняться 
условие О < X < Q, т . е . D = (0,(5]). З а т р а т ы фирмы состоят из 
трех частей: 

{а) Зат,раты на покупку товара. Они равны соQ и не зависят 
от величины заказываемой партии товара. 

(/3) Затрат,ы на заказы в течение планового периода. Число 
заказов равно Q/x (точнее, Q/x, если это число оказывается целым, 
и [Q/x] + 1 — в противном случае; в рассматриваемой модели этим 
обстоятельством мы пренебрегаем). Отсюда суммарная стоимость 
заказов в течение планового периода равна c\Q/x. 

(7) Затраты на хранение товара. Стоимость подсчета з атрат 
на хранение товара осложняется тем, что в рассматриваемом слу
чае количество хранимого товара является не постоянным, а пере
менным. Поскольку задача подсчета стоимости хранения перемен
ного количества товара имеет самостоятельный интерес, рассмот
рим решение этой задачи в общем виде. 

Итак , пусть количество товара, хранимого в течение некоторо
го временного периода [а, 6], задается неотрицательной функцией 
g(t) > О, с — стоимость хранения единицы товара в течение всего 
периода времени Т ~ Ь — а. Чтобы решить задачу, какова должна 
быть стоимость хранения товара за период времени Т, изобразим на 
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координатной плоскости (по оси абсцисс откладываем время t, по 
оси ординат — количество товара и) график функции g{t) (рис. 2.3). 
Разобьем, как это принято при построении определенного интегра
ла, интервал [а, Ь] точками деления a = t o < t i < - - - < t i _ i < 
< ti < • • • < tn = b] выберем в каждом интервале [ti_i,i,] точку ^i 
и положим Ati = и — ti-\. Считая, что за малый промежуток вре
мени Atj количество товара меняется незначительно, можем счи
тать, что в течение временного периода [U-i, ti\ количество товара 
остается практически неизменным и равным g{^i). Учитывая, что 
стоимость хранения пропорциональна количеству хранимого това
ра и времени хранения, получаем, что стоимость хранения товара в 

течение периода [U-i, U] приблизительно равна cg{^i)- —, откуда 
о — а 

общая стоимость хранения v за весь временной промежуток [а, Ь\ 
определяется приблизительным равенством 

Е'̂ йСб) Ati 
(2.2) 

Точное значение v получается при переходе к пределу при условии, 
что Л —̂  О, где Л = max At,; учитывая, что сумма в правой 
части (2.2), является интегральной суммой, при переходе к пределу 
получаем определенный интеграл 

п д . п -Ь 

'" = ^ЧЩ'^^^^'^тг"^ = тгЧ: [^'^г.^зШ^к = —^ / g{t)dt. 
х^п-^-^ b — а о —ал-^о-^—' Ь — а„ 

г = 1 • ' " 

г = 1 

Итак, 

Г̂** dt. (2.3) 
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Рис. 2.4 

Так как 
1 Г 

Ь - а J^ 
g(t) dt — среднее значение функции g[t) на интер

вале [а,Ь], приходим к следующему простому правилу. 
П р а в и л о 2 .2 . Стоимость хранения переменного количест,ва 

товара в течение неко7порого временного периода равна стоимос
ти хранения среднего количества товара за эт,от, период. 

(Согласно (2.3) стоимость хранения получается умножением 
среднего количества хранимого товара на стоимость хранения 
единицы товара в течение всего временного периода.) 

Вернемся к подсчету стоимости хранения товара в задаче 1. 
В рассматриваемом случае переменное количество товара изо
бражается графически в виде системы параллельных отрезков 
(рис. 2.4). {Пояснение. Считаем, что заказы товара происходят в 
моменты времени to, ^ь • • •, i n - i ! так как товар расходуется равно
мерно, то его количество равномерно убывает на каждом интервале 
[t i_i , t i] (г = 1,гг), поэтому оно изображается графически на этом 
интервале прямой, имеющей отрицательный наклон.) 

Среднее значение функции, график которой изображен на 
рис. 2.4, можно подсчитать как отношение суммарной площади по
строенных прямоугольных треугольников к суммарной длине их 
оснований; оно, очевидно, равно х/2. По правилу 2.2 з атраты на 
хранение товара в течение планового периода составляют С2х/2, а 
суммарные з а т р а т ы можно представить в виде следующей функ
ции: 

/ ( x ) = c o Q - f ^ i ^ + ^ , (2.4) 
X 2 

заданной в области Т> = (О, Q]. 
Построением целевой функции (в данном случае — функции 

потерь) заканчивается первый этап. 
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Рис. 2.5 

Э т а п 2. Исследование построенной функции на экстремум. 
Находим производную 

в случае, когда числовые значения величин Q, со, ci, С2 заданы, 
нахождение экстремума сводится к нахождению стационарных то
чек, то есть к решению уравнения f'{x) = О, и сравнению значений 
функции / в стационарных точках и граничных точках интерва
ла (см. п. 2). В рассматриваемом случае попробуем проанализиро
вать поведение функции /(ж) в зависимости от величин Q, CQ, Ci, 
С2, рассматриваемых как параметры. Для этого найдем интервалы 
распределения знаков производной. Имеем 

fix) > О 

fix) < О 

С2 ClQ 
2 - z2 

С2 ^ ciQ 
2 - а;2 

X > \ 

X < \ 

/2ciQ 
/ С2 

/2ciQ 
/ С2 

(2.5) 

Пх) = О 2ciQ 

Итак, для функции /(ж) имеется единственная стационарная 
точка X* = '^/2ciQ/c2, причем левее точки х* функция f{x) 
убывает, а правее точки х* — возрастает. Возможны два случая: 

(а) X* <Q (т.е. х* GV); 
(б) X* >Q (т.е. X* (^V). 
В случае (а) очевидно, что х* — единственная точка глобально

го минимума функции f(x) на интервале (0,(5] (рис. 2.5, а). В слу
чае (б) точкой глобального минимума функции f(x) на интервале 

24 



(0,(5] будет точка Q (рис. 2.5,6). При этом случай (а) имеет мес
то , когда л/2с\01с2 < Q, т.е. Q > 2ci/c2; случай (6) имеет место, 
когда Q < 2ci/c2. 

Э т а п 3. Анализ результатов. Оптимальная величина х* зака
зываемой партии товара зависит от соотношения между парамет
рами ci, С2, Q. Установим характер этой зависимости «на уровне 
здравого смысла». 

1) X* должна быть монотонно возрастающей функцией от Q (ес
ли при неизменной плате за заказы и за хранение потребуется 
большее количество товара, то и величина заказываемой пар
тии должна быть увеличена). 

2) X* должна быть монотонно возрастающей функцией от ci 
(при увеличении стоимости заказов Ci выгодно уменьшить 
их число, а для этого надо увеличить размер заказываемой 
партии). 

3) X* должна быть монотонно убывающей функцией от С2 (при 
увеличении стоимости хранения выгодно уменьшить коли
чество хранимого товара, а для этого надо уменьшить размер 
заказываемой партии) . 

Функция X* = y/2ciQ/c2 удовлетворяет всем перечисленным 
условиям. 

Далее, возьмем какой-нибудь частный случай, например, х* = Q 
(т .е . когда оптимальным является решение о заказе всего требуе
мого товара целиком). Согласно формальным выкладкам, проведен
ным выше, такая ситуация наступает при выполнении условия (б): 
Q < 2с\/с2. Интуитивно ясно, что решение х* = Q будет опти-
Мсшьным тогда, когда требуемое количество товара Q «не слиш
ком велико», а плата за хранение «достаточно мала» по сравнению 
с платой за заказы. Но тогда решение «заказать весь товар цели
ком» будет тем более верным при уменьшении Q, увеличении Ci и 
уменьшении сг, что как раз имеет место для критерия Q < 2ci /c2. 

Таким образом, содержательный анализ здесь согласуется 
с формальными результатами. 

Итак , оптимальное решение для задачи 1 состоит в следующем: 
если Q < 2ci/c2, то надо весь товар заказать целиком; если 
Q ^ 2ci/c2, то товар следует заказывать партиями по sj2c\Qlc2 
за один заказ. 



Лекция 3. Оптимизация при наличии ограничений 

• Экстремум функции нескольких переменных. • Графический способ на
хождения экстремума функции двух переменных. Задача 2. Задача мак
симизации производственной функции. • Условный экстремум функции. 
Метод мноэюителей Лагранжа. Задача 3. Распределение заказа между 
двумя фирмами. 

1. В этой лекции рассматриваются задачи принятия решений 
в условиях определенности, задаваемые целевыми функциями вида 
/ : Р -^ R, где Z> С R", п > 1; множество D называется в этом слу
чае допустимой областью. Нахождение оптимального решения 
такой ЗПР сводится к нахождению экстремума целевой функции в 
допустимой области (см. лекцию 2). Хотя с принципиальной точ
ки зрения ситуация с существованием экстремумов для функции 
п переменных аналогична той, которая имеет место для функции 
одной переменной, однако вопросы, связанные с нахождением точек 
экстремума для функции п переменных (значит, -и вопросы нахож
дения оптимальных решений соответствующих ЗПР), технически 
оказываются существенно более сложными, чем для функции од
ной переменной. Достаточные условия существования экстремума 
функции 71 переменных дает следующая теорема. 

Теорема Вейерштрасса. Непрерывная функция f, заданная в 
замкнутой ограниченной области Т> С R", дост,игает в эт,ой об
ласти как глобального максимума, так и глобального минимума. 

Пояснение. Условие замкнутости области Т> эквивалентно тому, 
что Т> содержит свою границу; условие ограниченности области Т) 
означает, что 2? содержится в некотором шаре достаточно большого 
радиуса. 

Приведем простое доказательство теоремы Вейерштрасса, осно
ванное на понятии компактности. Как известно, в пространстве К" 
замкнутость и ограниченность множества эквивалентны его ком-
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пактности. Таким образом, множество V здесь компактное. Далее, 
образ компактного множества при непрерывном отображении так
же является компактным, поэтому множество М = {f{x) : х G Т>} 
будет компактным, а так как оно содержится в М, оно имеет наи
меньший элемент f{x°) и наибольший элемент f{x*), где ж", х* G Т>. 
Получаем, что ж" — точка глобального минимума, а, х* — точка 
глобального максимума функции / в допустимой области Т>. 

Для ЗПР в условиях определенности теорема Вейерштрасса 
имеет принципиальное значение: она обеспечивает реализуемость 
принципа оптимальности (сводящегося здесь к максимизации или 
минимизации целевой функции) для важного класса задач принятия 
решений. 

Как и в случае функции одной переменной, глобальный экстре
мум функции п переменных, где п > 1, может достигаться либо во 
внутренней точке допустимой области Т), либо в граничной точке 
области Р . Для дифференцируемой функции п переменных основ
ной принцип, позволяющий выделить множество внутренних точек 
области Т>, среди которых находятся точки глобального экстрему
ма, это следующий 

Принцип стационарности. Пусть f(x) — дифференцируемая 
функция, заданная в области V С К". Если функция f имеет 
глобальный экст,ремум во внутренней точке Хо области Т>, то хо 
является стащюнарпой т,очкой функции f {т. е. все часгакые 
производные функции f в т,очке XQ должны быть равны нулю). 

Замечание . НсШомним,что вектор grad/, координатами которого 
являются частные производные функции / , называется градиентом 
функции f. Таким образом, принцип стационарности состоит в том, 
что если Хо — точка глобального экстремума функции f, являющаяся 
внутренней т,очкой области Т>, т.о градиент, функции f в т.очке хо 
дол-жен быть равен нулю. 

Приведем простое обоснование этого утверждения. Предполо
жим, что XQ — внутренняя точка области Р , в которой функция / 
достигает, например, глобального максимума, и вектор g rad / в 
точке XQ отличен от нуля. Сместимся из точки Жо по направлению 
градиента в некоторую точку ж*, оставаясь при этом в области Т> 
(это можно сделать, так как точка жо — внутренняя). В направле
нии градиента функция возрастает, поэтому /(ж*) > /(жо) в проти
воречие с тем, что Жо — точка глобального максимума функции / 
в области Т>. 
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Итак, для дифференцируемой в области V функции / точка, 
в которой достигается глобальный экстремум, является либо ста
ционарной, либо граничной точкой. Введем обозначения: 

St / — множество стационарных точек функции / ; 
Fr Р — множество граничных точек области Т>; 
К г / — множество критических точек функции / , являющееся 

объединением множества стационарных и граничных точек: 

K r / = S t / U F r P . (3.1) 

П р а в и л о 3 .1 . Пусть f — дифференцируемая функция, задан
ная в области Т> С К". Точки глобального экстремума функции / 
содержатся е множест,ве Кг / ее npuvfiuuecKux т,очек. 

З а м е ч а н и е . Хотяправило 3.1внеи1не аналогично правилу 2.1 (и яв
ляется его непосредственным обобщением), ОДНЕЖО практическое при
менение этого правила для нахождения глобального экстремума функ
ции п переменных возможно лишь в простейших случаях (в основном 
при п — 1, 2, 3). Дело в том, что в случае п = 1 множество Т> лежит на 
прямой и его граница F r P имеет, как правило, очень простую структу
ру (например, для замкнутого интервала Т> = [а.,Ь\ его граница состоит 
из двух точек а и 6 — концов этого интервгша). В случае п = 2 мно
жество Т> лежит на плоскости и его граница представляет собой неко
торую кривую. Поэтому для нахождения точек глобального экстремума 
здесь можно использовать графические методы (в сочетании с анали
тическими). В некоторых простых случаях Ешалогичный прием можно 
использовать для п = 3. Однгжо при п > 3 геометрическая интерпрета
ция области Т> теряется и правило 3.1 для нахождения точек глобального 
экстремума неприемлемо. В теории оптимизации разработгшы многочис
ленные методы и алгоритмы нахождения точек глобального экстремума 
функции п переменных для различных частных случаев, которые выде
ляются наложением условий на функцию / и на допустимую область Т>, 
однако эффективных способов нахождения экстремумов функции для 
общего случая не существует. 

2. Д л я случая функции двух переменных задача нахождения ее 
экстремума в области Р С Ж^ может быть решена графическим 
методом, который рассмотрен в этом пункте. Введем следующее 
определение. 

О п р е д е л е н и е . Линией уровня функции двух переменных 
f{x, у) называет,ся линия на плоскости, состоящая из всех т,о-
чек этой плоскости, в которых функция / имеет, постоянное 
значение. 
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Уравнение линии уровня записывается в виде f{x, у) = с, где с — 
произвольная постоянная (константа). Каждому значению констан
ты с соответствует своя линия уровня; варьируя константу с, 
в результате получаем семейство линий уровня, при этом различ
ные (т .е . соответствующие различным значениям с) линии уровня 
не пересекаются. Таким образом, через каждую точку плоскости 
Мо(а^о;Уо), принадлежащую области определения функции / , про
ходит, причем только одна, линия уровня функции / ; ее уравнение 

f{x,y) =/(жо,уо)-

Графический метод нахождения экстремума функции двух пе
ременных состоит в следующем. Пусть требуется найти экстремум 
функции / , заданной в области 2? С ]R .̂ 

Ш а г 1. Изобразим область Т) на координатной плоскости. 
Ш а г 2. Рассмотрим семейство линий уровня функции / — оно 

покрывает всю область V. 
Так как линии уровня, проходящей через точку Л/о(жо;уо), 

соответствует константа с = f{xo-,yo), то справедливо следующее 
правило. 

П р а в и л о 3 .2 . 1. Точка М*{х*;у*) £ V является точкой 
глобального максимума функции f в област,и Т> т,огда и только 
тогда, когда проходящей через нее линии уровня соот,вет,ст,вует 
наибольшее возможное значение конст,ант,ы с {возможные значе
ния конст,ант.ы с — т,е, для которых линия уровня /(ж, у) = с 
пересекает, област,ь Т>). 

2. Точка М'^{х'^; у^) G Т> является точкой глобального миниму
ма функции f в области Т> тогда и т,олько тогда, когда проходя
щей через нее линии уровня соот,ветствует, наименьшее возмож
ное значение конст,анты с. 

Основанный на правиле 3.2 практический способ нахождения 
Глобального экстремума функции /(ж, у) состоит в следующем. 
Построим какую-нибудь линию уровня / (ж, у) = с, пересекающую 
область Т>. Постепенно увеличивая значение константы с, тем 
самым «сдвигаем» линию уровня; продолжаем это движение до 
тех пор, пока линия уровня еще имеет с областью Р непустое 
пересечение. Пусть с* — наибольшее значение константы с, при 
котором линия уровня /(ж, у) = с пересекает Т>. Тогда с* есть 
глобальный максимум функции / в области Т> и любая точка 
М* £ Т>, лежащая на линии уровня f{x,y) = с*, является точкой 
глобального максимума функции / . 
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Линии 
уровня 

Рис. 3.1 

(3.2) 

Для нахождения точки глобального минимума надо сдвигать 
1ИНИЮ уровня в направлении, соответствующем уменьшению кон
станты с. Э т о т метод иллюстрирует рис. 3.1. 

З а м е ч а н и я . 1. Разумеется, графический метод дает лишь прибли-
«сенное решение задачи нахождения экстремума. Однако при п = 2 во 
многих практических случаях графический метод может быть дополнен 
аналитическим следующим образом. Если граница области Т) состоит из 
нескольких отдельных пшат, то, используя графический способ, опре
делим ту линию 7о, на которой лежит точка глобального экстремума. 
Составим систему; 

( (ро{х,у) = о, 
\/{з:,у) =с, 

где ipo{x,y) = О — уравнение линии 7о, и найдем (при поиске глобального 
максимума) наибольшее значение параметра с = с*, при котором систе
ма (3.2) совместна (при поиске глобального минимума — наименьшее 
значение с = с", при котором система (3.2) совместна). Решение систе
мы (3.2) при с = с* дает координаты точки глобг1льного максимума, а 
при с= с° — координаты точки глобального минимума функции / . Этот 
способ будет использован в задаче 2. 

2. Для каждой точки Мо{хо;уо) £ Т> можно построить вектор 
g r a d / — градиент функции / , координатами которого являются част
ные производные /^ и fy, вычисленные в точке {хо;уо). Напомним 
геометрический смысл направления градиента: оно совпадает с направ
лением наибольшей скорости роста функции / . При этом для каждой 
точки Мо градиент перпендикулярен линии уровня, проходящей через 
эту точку. Таким образом, смещаясь из точки Мо в направлении гради
ента, получаем для линии уровня увеличение значения соответствующей 
ей константы с, а смещаясь из точки Мо в направлении, противополож-
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Линии 
уровня 

Рис. 3.2 

ном НЕшравлению градиента , — уменьшение значения константы с. При 
этом надо иметь в виду, ч т о в общем случае градиент функции не явля
ется постоянным вектором, поэтому, смещаясь, например, из точки Мо 
ПО направлению г р а д и е н т а в точку M i , далее надо строить градиент уже 
в точке M l и т . д . 

3 . В примере, который иллюстрирует рис. 3.1, глобальный максимум 
и глобальный минимум функции / достигаются на границе допустимой 
области Т>. Но т а к бывает не всегда (правило 3.1). Пример, которому 
соответствует рис. 3.2, наглядно показывает , кгжой вид должно иметь 
семейство линий уровня функции f{x,y), чтобы ее глобальный максимум 
достигсшся во внутренней точке М* области Т>. В этом случае (согласно 
принципу стационарности) точка М* должна быть стационарной точкой 
области 2?. 

Рассмотрим теперь пример задачи экономического содержания, 
решение которой сводится к нахождению глобального экстремума 
функции. 

Задача 2. Максимизация производственной функции. 
Предположим, что для производства некоторой продукции 

используется п типов ресурсов. Затраты ресурсов могут быть фор-
мгшьно представлены вектором х = (ж1, . . . , х„), где х, — количест
во ресурса типа г (г = 1, п), по смыслу ж, > 0. Так как объем про-
Ивведенной продукции определяется (при неизменной технологии) 
количеством затраченных ресурсов всех типов, возникает функция 
/ ( x i , . . . , Хп) — количество продукции, получаемой при векторе за
трат ресурсов (ж1,. . . ,х„). Функция / называется в этом случае 
производственной функцией. Основное свойство производст-

31 



венной функции — монотонность: при увеличении затрачиваемых 
ресурсов количество произведенной продукции увеличивается. 

Пусть целью фирмы является максимизация количества произ
водимой продукции. Причиной, по которой нельзя произвести «как 
угодно больщое количество продукции», является ограниченность 
ресурсов (или ограниченность средств на их покупку). Рассмотрим 
случай, когда фирма покупает ресурсы по фиксированным ценам. 
Пусть р = (р^, . . . ,р") — вектор цен, где р' > О — цена единицы 
ресурса г-го типа. Предположим, что суммарные затраты на все 
ресурсы не должны превышать некоторой пороговой величины d. 
Тогда вектор ресурсов х ~ (a;i , . . . ,а:„) будет допустимым, если 
общая стоимость ресурсов не превосходит d, т.е. 

п 
Y^p'xi < d. (3.3) 
г = 1 

В компактной записи неравенство (3.3) можно представить в виде: 
{р,х) < d, где (•, •) — скалярное произведение векторов. Неравенст
во (3.3) называется бюджетным огранииением. 

Задача максимизации производственной функции состоит в сле
дующем. Найти максимум производственной функции f{x\,..., х„) 
в допуст,имой области Т> = {х £ К" : (р, х) < d; xi,..., ж„ > 0}, 
где d > О, р = (р^, . . . ,р") — заданные величины. 

Рассмотрим конкретный пример такой задачи, когда есть все
го два типа ресурсов, а производственная функция имеет вид: 
f(x, у) = у/ху, где X и у количество ресурса первого и второго типа 
соответственно. Пусть цена одной единицы первого ресурса рав
на двум денежным ед., а цена одной единицы второго ресурса — 
трем денежным ед., причем общая стоимость ресурсов не должна 
превосходить шести денежных ед. 

Здесь допустимая область 

V = {{х, 2/) € К^ : 2х + 3у<6;х,у> 0}. 

Она представляет собой треугольник, ограниченный осями декар
товой системы координат и прямой I : 2х + 3у = 6 (рис. 3.3). Линии 
уровня целевой функции определяются уравнением: ^/ху = с. При 
каждом фиксированном с > О линия уровня представляет собой ги
перболу, лежащую в I координатной четверти. Точкой максимума 
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М*(рс*;у*) Линии 
уровня 

функции /(ж, у) является М*{х*; у*), для которой проходящая через 
нее гипербола касается прямой I (рис. 3.3). Приближенно значения 
координат точки М* определяют по графику. Для нс1хождения точ
ных значений координат точки М* составим систему 

2x + Sy = 6, 
у/ху = с. 

(3.4) 

Гипербола, проходящая через точку М*, характеризуется тем, что 
при соответствующем ей значении константы с = с* система (3.4) 
имеет единственное решение — это обстоятельство мы и исполь
зуем для нахождения х*,у*. Выражая из первого уравнения у = 
= (6 — 2а;)/3, подставляя его во второе уравнение и возводя обе 
части в квадрат, получаем в результате квадратное уравнение от
носительно х: 

2х^ 0. 6а; + Ж 
Последнее уравнение также должно иметь единственное реше
ние, поэтому его дискриминант должен быть равен нулю Имеем 
JD = 36 - 4 • 2 • Зс^ = О, откуда с* = л/б/2. Находим: х* = 6/4 = 3/2, 
У* = 1. 

Итак, максимальное значение функции ,Гху в области Т> 
Достигается в точке М*(3/2;1). Оптимальное решение состоит в 
том, что надо использовать 3/2 ед. ресурса первого типа и одну 
единицу ресурса второго типа (при этом бюджетное ограничение 
выполнено: 2х*+Ъу* = 6). Вектор ресурсов (3/2; 1) дает максималь
но возможное — с учетом бюджетного ограничения — количество 
произведенной продукции. 
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3. Рассмотрим кратко важный метод нахождения экстремума 
функции в допустимой области — метод множителей Лагранжа. 

Задача . Найти глобальный максимум (или глобальный мини
мум) функции f{xi,..., Хп) при условии, что переменные xi,.. .,Хп 
удовлетворяют системе уравнений 

gi{xi,...,Xr,) = 61, 
(3.5) 

Предполагается, что функции f,g\, • • .,дт являются непрерыв
но дифференцируемыми. Это — классическая задача нахождения 
условного экстремума, которая формулируется обычно в следую
щем виде: найти экстремум функции f{xi,... ,Хп) при системе 
ограничений (3.5). С точки зрения подхода, изложенного в п. 1, рас
сматриваемая задача является задачей нахождения глобального эк
стремума функции / в случае, когда допустимая область Т> есть 
множество решений системы (3.5). Обычно предполагается, что 
п > тп и разность п — тп называется числом степеней свободы 
данной задачи. 

Основной метод решения этой задачи состоит в следующем: 
составляется функция Лагранжа 

т 
L{xi,..., аг„. Ль . . . , А^) = / ( х ь . . . , а;„) + '^Xj{gj{xi,..., а;„) - bj), 

где Ai,... ,Am — переменные, называемые множителями 
Лагранжа. 

Справедливо следующее правило. 
Правило 3.3. Точка, являющаяся точкой условного экст,ре-

мума, должна быть ст,ационарной т,очкой функции Лагранжа 
(т. е. в этой точке все частные производные функции Лагран
жа L по переменным xi,... ,Хп, Xi,..., Хт должны быть равны 
нулю). 

Метод нахождения условного экстремума, основанный на пра
виле 3.3, называется методом множителей Лагранжа. 

Рассмотрим более подробно случай п = 2 и ттг = 1 (число степе
ней свободы равно 1). Тогда целевая функция имеет вид f[x,y), а 
система ограничений (3.5) сводится к одному уравнению д(х, у) = 0. 
В этом случае ищется экстремум функции двух переменных f{x, у) 
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= -XN 
Линии 
уровня 

Рис. 3.4 

на линии 7, определенной уравнением д{х,у) = 0. Функция Лагран-
жа принимает вид 

Цх, у, А) = f{x, у) + Хд(х, у), 

а необходимые условия экстремума — условия стационарности 
функции Лагранжа - - сводятся к системе; 

дх дх О, 

ду ду 
^д{х,у) = 0 . 

(3.6) 

Так как вектор g rad / (g^ ,g^) — градиент целевой функции 

f{x,y), а вектор -^l я^! д ) — нормальный вектор к линии 7» то 
первые два условия в (3.6) эквивалентны векторному равенству 
grad/ = —XN, а последнее условие в (3.6) означает, что точка 
М{х; у) находится на линии 7- Таким образом, с геометрической 
точки зрения система условий (3.6) означает следующее. 

Точка условного экстремума М{х; у) представляет, собой та
кую т,очку линии -у, в котпорой вект.оры grad / и вект.ор нормали N 
коллинеарны между собой. 

Рис. 3.4 позволяет представить эту ситуацию наглядно (здесь 
Тонкие линии являются линиями уровня целевой функции f(x,y), 
а жирная линия — линия 7)- Легко понять, почему в точках 
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жстремума М*(а;*;у*) и М°{х";у°) пиния -у не должна пересе
кать проходящие через эти точки линии уровня целевой функции: 
например, если бы в точке М* линия 7 пересекала проходящую 
через М* линию уровня функци f{x, у), то можно было сместиться 
по линии 7 в некоторую точку М'{х'; у") G -у в направлении, состав
ляющем острый угол с вектором grad / ; в этом случае выполнялось 
бы неравенство f{M') > f{M*) в противоречие с тем, что М* — 
точка условного максимума. Таким образом, в точке условного эк
стремума линия 7 и линия уровня целевой функции должны иметь 
общую касательную, поэтому нормали к ним коллинеарны. 

Аналогично интерпретируется условие стационарности функ
ции Лагранжа в общем случае: в точке условного экстремума гра
диент целевой функции должен быть представим в виде линей
ной комбинации нормалей к гиперповерхностям gj(xi,... ,а;„) = bj 
( j = T ; m ) . 

З а м е ч а н и е . Метод множителей Лагранжа может быть применен 
для НЕ1Хождения экстремума функции и при более общей системе orpeiHH-
чений, чем система (3.5). Нахфимер, когда система огргшичений имеет 
вид системы неравенств 

{ g i ( a ; i , . . . ,Хп) < b i , 
(3.7) 

{xi,... ,х„) < b 

И все Xi > О (г = 1,п). Такая оптимизационная задача называется 
задачей нелинейного программирования. Функция Лагргжжа в этом 
случае определяется как сумма целевой функхдаи и скалярного произведе
ния вектора множителей Лагранжа и вектора разностей пргшых и левых 
частей системы (3.7). (Более подробно см., например, в [1].) 

Проиллюстрируем метод множителей Лагранжа на следующем 
примере. 

З а д а ч а 3 . Распределение заказа между двумя фирмами. 
Предпринимателю требуется приобрести с ед. некоторого про

дукта , распределив заказ между двумя фирмами А и В. Стоимость 
производства х ед. продукта фирмой А составляет 

РА{Х) = ао + aix + а^х^ денежных ед., 
а фирмой В 

Рв{х) = Ьо + Ь^х + Ьгж^ денежных ед., 

где {ao,ai,a2,bo,bi,b2 > 0). 
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При каком распределении заказа между этими двумя фирмами 
общая стоимость заказа будет наименьшей? 

Р е ш е н и е . Пусть заказ распределен между фирмами так , что 
фирма А производит xi ед. продукта, а фирма В — жз ед. продукта 
(при этом должно выполняться услове xi + жг = с, xi > О, хг > 0). 
Тогда целевая функция — стоимость заказа 

/ ( x i , Х2) = (ао + a jx i + агх^) + (Ьо + 61X2 + b2xl), 

а система ограничений сводится к уравнению xi + хг = с. 
Составим функцию Лагранжа 

L(xi ,X2, Л) = f{Xi,X2) + А ( с - Xi - Ж2). 

Нс1Ходя частные производные функции L и приравнивая их к нулю, 
получаем систему трех линейных уравнений с тремя неизвестны
ми a;i,X2,A 

ai + 2a2Xi — Л = О, 

h + 2b2X2 - Л = О, (3.8) 

с — Xi — Х2 = О, 

которую можно решить любым известным способом. Например, 
вычтем из первого уравнения второе; 

(ai - bi) + 2a2Xi - 2b2X2 = 0; 

подставляя в последнее уравнение из третьего уравнения Х2 = с—xi, 
находим 

2b2C—ai+bi 2a2C + ai—bi 
^1 = : 7—^—, Х2 — с — Xi = —-7 г—г—. 

2(а2 + Ь2) 2(а2 + б2) 

Окончательно получаем решение в виде 

^2 , J- J bi - ai 
-с + di, di = 1 02 + 62 2(02 + 62)' 

О ^̂ 2 , . . a i - bi 
^1 = Г-С + O2, 02 = —, ГТ-

2 02 + 62 2(02 + 62) 

(3.9) 
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Заметим, что всегда Sj + ж̂  = с; для выполнения граничных 
условий х'(,Х2 > О необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
двойное неравенство О < х^ < с, т. е. 

б2 ai-bi 
О < г-с - -7 г т < с, 

02 + 02 2(02 + Ог) 

o i — bi bi — О] отсюда с > ; , с > . 
2^2 202 

Итак, задача имеет решение только в том случае, когда 

( ai — bi by — а 
с > max '-}• 262 ' 202 

Анализ результатов. Приведем некоторые содержательные по
яснения полученного решения. Формулы (3.9) наглядно показывают 
способ оптимального распределения заказа: вначале общую вели
чину заказа с делят на две части обратно пропорционально стар
шим коэффициентам многочленов РА{Х) И рв{х); затем к получен
ным величинам прибавляют «добавки» Si и ^2, пропорциональные 
разностям коэффициентов при первых степенях многочленов, при
чем 2̂ = —Si. Рассмотрим теперь частный случай, когда oi = bi. 
Интуитивно ясно, что в этом случае надо делить заказ обратно про
порционально коэффициентам при старших членах, что и диктует 
формула (3.9) (в этом случае «добавки» равны нулю). 



Лекция 4. Задачи линейного программирования 

• Общая задача линейного программирования. Задача 4. Задача про
изводственного планирования. Задача 5. Задача о смеси. Задача 6. 
Задача о перевозках {транспортная задача). • Основной принцип линей
ного программирования. Понятие о симплекс-методе. Особенности су
ществования решений в задачах линейного программирования. • Двой
ственность в линейном программировании. Экономический смысл 
двойст,венности. 

1. Задача линейного программирования представляет собой 
частный случай задачи оптимизации при наличии ограничений, 
который характеризуется тем, что: 

а) целевая функция является линейной; 
б) система ограничений, выделяющая допустимую область Т>, 

представляет собой сист,ему линейных неравенст,в. 
Общая задача линейного программирования (ОЗЛП) может 

быть задана в следующем виде: найти m a x / ( a ; i , . . . , Хп) при огра
ничениях 

'gi{xi,...,x„) < bi, 
(4.1) 

^^^ / j ffii • • •)5m — линейные функции n переменных; при этом, как 
правило, накладываются граничные условия неотрицательности 
переменных: Xi > О для всех г = 1,п. 

З а м е ч а н и е . К общей задаче линейного программирования легко 
приводится случгш, когда вместо максимума требуется найти минимум 
целевой функции и в системе ограничений (4.1) знаки неравенств проти
воположны, а также если некоторые ограничения имеют вид равенств: 
задача нахождения минимума функции / эквивалентна задаче нахожде
ния максимума функции —/; изменение направления знака неравенства 
эквивгшентно умножению обеих частей неравенства на —1, а равенство 
эквивалентно двум противоположенным неравенствам. 
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ОЗЛП на плоскости (т. е. относительно двух переменных) имеет 
следующий вид: найти максимум функции 

f{x, у)=Ах + Ву + С 

при системе ограничений 

aix + biy < ci, 
(4.2) 

^0,jYiX + ОтУ ^ Cjj^. 

Так как каждое неравенство ajX + bjy < Cj {j = l ,m) определяет 
полуплоскость, ограниченную прямой ajX + bjy = Cj, то допустимая 
область Т>, выделяемая системой ограничений (4.2), представляет 
собой в этом случае пересечение конечного числа полуплоскостей, 
называемое выпуклым многоугольным (или многогранным) 
множеством. Если выпуклое многоугольное множество ограни
чено, оно будет выпуклым многоугольником. 

ОЗЛП в пространстве (т.е. относительно трех переменных) 
принимает вид: наитии максимум линейной функции 

f{x, y,z)= Ax + By + Cz + D 

при сист,еме ограничений 

aix + biy + Cyz < di 
(4.3) 

Здесь каждое неравенство ajX+bjy+CjZ < dj (j = 1, m) определяет 
полупространство, ограниченное плоскостью UJX + bjy + CjZ = dj] 
пересечение конечного числа полупространств называется выпук
лым многогранным множеством (ВММ); если это множество 
ограничено, то оно представляет собой выпуклый многогранник. 

Та же терминология принимается и для общего случая п пере
менных (термин плоскость заменяют в общем случае на гиперплос
кость). Итак, с геометрической точки зрения ОЗЛП состоит, в на
хождении максимума линейной функции в допустимой области, 
кот,орая представляет, собой выпуклое многогранное множество. 

Рассмотрим несколько стандартных задач линейного програм
мирования. 
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З а д а ч а 4. Задача производственного планирования. 
Содержательная постановка задачи такова. Предприятие может 

производить продукцию различных типов 1 , . . ., п, имея запас ре
сурсов типов 1 , . . . , т . Пусть а] — количество ресурса типа j , ко
торое требуется для производства единицы продукции типа г; Ь^ — 
наличный запас ресурса типа j , а с, — прибыль от реализации еди
ницы продукции типа i {г = 1,п, j = 1,т). Все эти данные можно 
свести в таблицу (табл. 4.1). 

Таблица 4.1 

XI 

Х{ 

Хп 

Запас 

1 
а\ 

а} 

< 
61 

J 
а{ 

4 

< 
Ь^ 

т 
т 

"1 

< 

< 
б'" 

Прибыль 

С\ 

Сг 

^п 

Производственный план (короче — план) формально можно за
д а т ь вектором X = (xi,..., Хп), где неотрицательное число Xi > О 
указывает количество продукции г-го типа (г = 1, п), производимое 
в случае принятия этого плана (некоторые х^ могут быть равны 
нулю — это означает, что соответствующий тип продукции при 
этом плане не производится). Перейдем к определению оптималь
ного плана. 

О п р е д е л е н и е , а ) План называет,ся допустимым, если он 
может, быт,ь реализован, га. е. если для его реализации хватает 
ресурсов всех типов. 

б) План называется оптимальным, если, во-первых, он яв-
ляет,ся допустимым, и, во-вторых, дает, максимальную прибыль 
среди всех допуст,имых планов. 

Выразим теперь условия допустимости и оптимальности плана. 
Так как при плане х — {xi,... ,Хп) расход ресурса j-ro типа равен 
a[xi -\- • • • + ai^Xn-i а запас ресурса j - r o типа равен Ь^, то для того 
чтобы план был реализуемым «по ресурсу j » , надо, чтобы выпол
нялось неравенство a\xi -\- • • • + а:^а;„ < Ъ^\ реализуемость плана 

41 



«в целом» означает его реализуемость по каждому виду ресурсов и 
сводится, таким образом, к системе линейных неравенств 

'a\xi + aixr, < b^ 

a\xi -i 1- al^Xn < b\ (4.4) 

a f x i + ';xn < 6" 

к которой должны быть добавлены граничные условия неотрицате-
тельности переменных: x i > 0 , . . . , a ; „ > 0 . 

Далее, прибыль от реализации плана х = {xi,.. .,Хп) равна 
cixi-i \-CnXn- Таким образом, задача нахождения оптимального 
плана сводится к следующей оптимизационной задаче: 

найти максимум линейной функции 

f{xi, ...,Хп) = cixi -\ h с„х„ 

в допустимой области Т>, выделяемой системой линейных нера
венств (4.4) при граничных условиях Xi > О (г = 1,п). Это — 
частный случай общей задачи линейного программирования. 

• П р и м е р 4 .1 . Найдем оптимальный план для задачи производст
венного плг1Нировг1Ния, заданной табл. 4.2. 

Таблица 4.2 

X 

у 
Запас 

1 
1 
2 
15 

2 
16 
6 

96 

3 
9 
7 

69 

Прибыль 
5 
7 

Здесь система огрс1ничений сводится к системе линейных неравенств 

х + 2у<15, 
16х +6у < 96, 
9ж + 7у < 69 

при граничных условиях неотрицательности х > О, у > 0. Допусти-
мг1Я область Т> представляет собой многоугольник (рис. 4.1), ограничен
ный следующими прямыми: (h) : х -\- 2у = 15; {I2) : 16х -{- 6у = 96; 
(/з) : 9х + 7у = 69; (/4) : а; = 0; (Zs) : у = 0. Целевая функция имеет 
вид: f{x,y) = 5ж -Ь 7у, а семейство линий уровня — это семейство пря
мых 5х + 7у = с, где с — константа. Градиентом целевой функции здесь 
является постоянный вектор g = grad / с координатами (5; 7), который 
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перпендикулярен всем линиям уровня. Задача нахождения глобального 
максимума функции f{x,y) в допустимой области Т> в данном случае мо
жет быть решена графическим способом (см. лекцию 3, п. 2). Точка гло
бального максимума функции f{x,y) в области "D это та вершина М*, 
через которую проходит линия уровня при наибольшем возможном зна
чении константы с (геометрически точка М* получается перемещением 
прямой 5х + 7у = с в направлении градиента до тех пор, пока она еще 
Пересекает область Т>). Приближенно значения координат (а:*; у*) точ
ки М* могут быть найдены по графику (рис. 4.1). Для нахождения точ
ных значений (х*;у*) составим систему из уравнений прямых (ii) и (^з), 
пересечением которых является эта точка: 

(4.5) 
(х + 2у = 15, 
\ 9а; 4- 7i/ = 69. 

Решая систему, находим х* = 3, у* = 6. 
З а д а ч а 5. Задача о смеси. 
Содержательная постановка задачи состоит в следующем. Име

ется некоторый набор первичных продуктов, из которых можно со
ставлять различные смеси. Обязательное требование к составляе
мой смеси заключается в том, что в ней количество питательных 
веществ (белков, жиров, углеводов, минеральных солей, витаминов 
и т . п.) должно быть не ниже заданной нормы. Требуется среди всех 
смесей, удовлетворяющих этому требованию, найти такую, которая 
имеет минимальную стоимость. 
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Все данные, необходимые для формальной постановки задачи 
о смеси, сведены в табл. 4.3. 

Таблица 4.3 

XI 

х^ 

•^п 

Минимальная 
норма 

1 

а\ 

«1 

< 

61 

3 

4 

< 

< 

ь^ 

т 

аТ 

«Г 

а'" 

Ь"" 

Стоимость 

Cl 

Ci 

Cn 

Здесь al — количество питательных веществ j-ro типа, которое 
содержится в единице продукта г-го типа, Cj — стоимость единицы 
продукта г-го типа, Ь^ — минимальная норма питательного вещест
ва типа j в смеси (г = 1, п; j = I, т). 

Смесь называется допустимой, если содержащееся в ней коли
чество питательного вещества каждого типа не ниже минимальной 
нормы. 

Смесь называется оптимальной, если она допустима и среди 
всех допустимых смесей имеет наименьшую стоимость. 

Условия допустимости смеси х = (xi,..., Хп) сводятся к системе 
линейных неравенств 

> а\х\ •• + а\хп > Ь^, 

a{xi + • a-ixn > b^. (4.6) 

_ara;i + - - - + a ; ^ a ; „ > 6 " 

где xi > О, . . . , a;„ > 0. 
Так как стоимость смеси х равна CiXi + • • • + с„а;„, то задача 

нахождения оптимальной смеси сводится к следующей оптимиза
ционной задаче: 

найти минимум функции f{xi,... ,х„) = ciXi + ••• -Н с„а;„ в 
област,и Т>, заданной системой линейных неравенств (4.6) при 
условии неотрицательности переменны^!. 
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с учетом замечания на с. 39 сформулированная задача является 
частным видом общей задачи линейного программирования. 

Задача 6. Задача о перевозках (транспортная задача). 
Имеется п пунктов производства (или хранения) некоторого про

дукта и т пунктов потребления этого продукта. Количество дан
ного продукта в пункте г равно а, а потребность в нем в пункте j 
равна Ь^ (г = 1, п, j = 1,т) . Стоимость перевозки единицы про
дукта из пункта i в пункт j равна d^. Как оптимальным образом 
спланировать перевозки? 

Решение этой задачи состоит в следующем. Составить план 
перевозок — значит для каждого пункта производства г и для 
каждого пункта потребления j указать количество х^ продукта, 
которое должно перевозиться из г в j при этом плане. Таким 
образом, математически план перевозок может быть задан в виде 
неотрицательной матрицы х = \\х1\\ (г = l ,n; j = l ,m). Установим 
условия допустимости (т. е. реализуемости) такого плана. Общее 

т 
количество продукта, вывозимое из пункта г, есть Y^ xj, а общее 

3 = 1 

количество продукта, доставляемого в пункт j , равно ^ х^. 
г = 1 

План будет допустумым, если, во-первых, для каждого пункта 
производства вывезенное количество продукта не превышает его 
наличного количества, и, во-вторых, должны быть удовлетворены 
потребности в данном продукте всех пунктов потребления. Итак, 
условия допустимости плана х = \\xj\\ принимают следующий вид: 

т 

^xi<Ci, i = l~n, (4.7) 

n 

J2^i=b\ j=T^. (4.8) 
i = l 

(Заметим, что условия допустимости могут быть выполнены тогда, 
когда общая потребность в данном продукте не превышает его 

т п 
общего запаса, т.е. когда X! "̂' — S ^i) 

j = l i=l 
План перевозок называется оптимальным, если он является 

допустимым и среди всех допустимых планов перевозок имеет 
наименьшую стоимость. 
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Общая стоимость всех перевозок при плане перевозок х = Цж̂ Ц 
может быть представлена в виде 

п m 

/и = ЕЕ '̂̂ ' (4.9) 
г=1 j = l 

(считается, что стоимость перевозок продукта пропорциональна его 
количеству). 

Итак, задача нахождения оптимального плана перевозок сводит
ся к нахождению минимума функции (4.9) при ограничениях (4.7), 
(4.8) и граничных условиях неотрицатетельности переменных. Дан
ная задача с учетом замечания на с. 39 является частным случаем 
общей задачи линейного программирования. 

2. Сформулируем основной принцип линейного программирова
ния. Он базируется на следующем утверждении. 

Правило 4.1. Линейная функция п переменных, заданная в 
област,и Т) С М" и отличная от, пост,оянной, может, достигать 
глобального экст,ремума только на границе области Т>. 

Для простоты записи рассмотрим случай функции трех пере
менных 

f{x, у, z) = Ax + By + Cz + D. 
Градиент функции / является здесь постоянным вектором с коор
динатами (А, В, С), причем так как функция / отлична от посто
янной, ее градиент не равен нулю. На основании принципа ст,ацио-
нарности и замечания к нему (см. лекцию 3, п. 1) получаем, что 
функция / не может достигать глобального экстремума ни в ка
кой внутренней точке области Р . Отсюда и следует утверждение 
правила 4.1. 

Рассмотрим теперь линейную функцию / , заданную на выпук
лом многограннике Т> С R". Так как выпуклый многогранник пред
ставляет собой замкнутое и ограниченное множество, то согласно 
теореме Вейерштрасса (см. лекцию 3, п. 1) функция / достигает 
на нем глобального максимума; учитывая правило 4.1, приходим 
к следующему утверждению. 

Следствие. Линейная функция f, заданная на выпуклом мно
гограннике Т> С М", достигает как глобального минимума, т,ак и 
глобального максимума на границе многогранника Т>. 

Теперь, чтобы сформулировать основной принцип линейного 
программирования, остается сделать одно уточнение к указанно
му следствию; оно состоит в том, что линейная функция, заданная 
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Рис. 4.2 

на выпуклом многограннике, достигает своих экстремумов в неко
торых вершинах этого многогранника. 

Обоснуем это утверждение, ограничиваясь случаем функции 
трех переменных. Согласно приведенному выше следствию, гло-
бсшьный экстремум функции / достигается на границе многогран
ника Т>. Граница выпуклого многогранника представляет собой 
объединение выпуклых многоугольников. Предположим, что функ
ция / достигает, например, глобального максимума в некоторой 
внутренней точке Мо многоугольника Р, представляющего собой 
часть границы выпуклого многогранника Т> (рис. 4.2). Тогда гра
диент функции / в точке Мо должен быть перпендикулярен плос
кости многоугольника Р. В самом деле, если бы это было не так, то 
можно было бы сдвинуться из точки Мо в некоторую точку Ml € Р 
по направлению вектора а, составляющему острый угол с векто
ром g = grad/liWo- Так как разность / (Mi) — /(Мо) представима 
в виде скалярного произведения g на вектор смещения MoMi, то 
учитывая, что g • MQMI > О, получаем / (Mi ) > /(Мо) в противо
речие с тем, что Мо — точка глобального максимума функции / в 
области Т>. Из условия перпендикулярности градиента g плоскости 
многоугольника Р сразу следует, что функция / является постоян
ной на Р, значит, она достигает глобального максимума в любой 
вершине многоугольника Р. 

Итак, получаем следующее правило. 
Правило 4.2 (Основной принцип линейного программирова

ния). Линейная функция, заданная на выпуклом многограннике 
Т> С R", достигает, как глобального минимума, так и глобаль
ного максимума в некоторых вершинах эт,ого многогранника. 
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Рис. 4.3 

На правиле 4.2 основаны общие алгоритмы нахождения реше
ния задач линейного программирования. В принципе можно най
ти точки глобального экстремума линейной функции, заданной на 
выпуклом многограннике, с помощью перебора его вершин. Од
нако технические сложности процедуры перебора вершин много
гранника настолько существенны, что, за исключением простей
ших случаев, этот метод в практическом отношении бесполезен. 
Самый известный алгоритм решения задач линейного программи
рования — симплекс-метод — использует «направленный перебор», 
когда, например, при поиске глобального максимума, вначале нахо
дят какую-нибудь вершину допустимого многогранника, а затем пе
реходят к таким соседним вершинам этого многогранника, в кото
рых значения целевой функции увеличиваются (алгоритм симплекс-
метода детально описан во многих учебниках). 

В заключение отметим некоторые особенности, относящиеся к 
существованию решений в задачах линейного программирования 
(в качестве иллюстрации используются задачи линейного програм
мирования на плоскости). Может быть несколько основных случаев. 

(1) Допустимая област,ь Т> есть пустое множество (рис. 4.3). 
Это означает, что система ограничений является несовместной. 
Тогда ни допустимых, ни оптимальных решений нет. 

(2) Допустимая область Т> ограничена. Тогда она представля
ет собой выпуклый многогранник, который является всегда замк
нутым. Так как линейная функция непрерывна, то, в силу теоре
мы Вейерштрасса (см. лекцию 3), в этом случае целевая функция 
достигает в области Т> как глобального минимума, так и глобаль
ного максимума. По правилу 4.2 точками глобального минимума 
и глобального максимума являются некоторые вершины выпукло-
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Рис. 4.5 

го многогранника Т> (рис. 4.4). При этом один из экстремумов, а 
также оба они могут достигаться во всех точках некоторого реб
ра многогранника Т> (в общем случае — во всех точках некоторого 
многогранника меньшей размерности); последняя ситуация показа
на на рис. 4.5. 

(3) Допустумая область Т> не ограничена. Тогда она представ
ляет собой выпуклое многогранное множество, не являющееся вы
пуклым многогранником. В этом случае в зависимости от направ
ления градиента grad / целевая функция / может иметь в области Т) 
оба экстремума (рис. 4.6), а также иметь экстремум одного вида и 
не иметь другого (рис. 4.7). 

Рис. 4.6 Рис. 4.7 

49 



3. Рассмотрим кратко одно из важнейших понятий линейного 
программирования — понятие двойственности. Общая задача ли
нейного программирования полностью определяется матрицей (а^) 
размера п х т , к которой добавлены вектор-строка b = (Ь^,...,6"*) 
и вектор-столбец с = ( c i , . . . , с„)^ (табл. 4.4). 

Таблица 4.4 

XI 

X i 

Xji 

у' 
а\ 

< 
Ь' 

...у^... 

< 

...У... 

уГП 

«г 

< 
j ,m 

Cl 

Ci 

Сп 

В компактной записи система ограничений такой задачи имеет 
вид следующей системы линейных неравенств: 

п 

"^aixiKb^ j=T^, (4.10) 
i=l 

при граничных условиях Xi> О (г = 1,п),а целевая функция имеет 
вид 

f{xi,...,Xn)=CiXi-\ h С„Х„ = (с, х). 

Напомним, что общая задача линейного программирования состо
ит в максимизации целевой функции (с, х) при системе ограниче
ний (4.10). Назовем эту задачу прямой задачей линейного про
граммирования . 

Тогда двойственная ей задача линейного программирования 
формально строится по той же матрице, в которой строки и столб
цы меняются ролями и, кроме того, знаки неравенств в системе 
ограничений меняются на обратные. Для записи системы ограни
чений двойственной задачи, во-первых, введем двойственные пере
менные у = (у^,...,у^). Система ограничений двойственной зада
чи имеет вид следующей системы линейных неравенств: 

Y^aly> >Ci, l ,n . (4.11) 
j = i 
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йри граничных условиях у^ > О {j = 1,т), а целевая функция 

д{у\...,уП=Ь'у'+--- + Ь'"у"' = {Ь,у). 

Если прямая задача линейного программирования состоит в нахож
дении максимума целевой функции, то двойственная задача состоит 
в нс1Хождении минимума целевой функции (6, у) при системе огра
ничений (4.11). 

Можно показать, если допустимые области как прямой, т,ак и 
двойственной задачи линейного программирования не пуст,ы, то 
и прямая, и двойственная задачи имеют решение. 

В заключение этой темы укажем экономический смысл двойст
венности на примере задачи о смеси (см. п. 1). 

Таблица 4.5 

XI 

X i 

•^п 

щ 

щ 

Пп 
Минимальная 

норма 

у' 
Б 

а\ 

а} 

< 

fci 

у' 
Ж 

al 

а} 

al 

fe2 

у" 

У 

а\ 

al 

al 

63 

Стоимость 

Cl 

Ci 

^п 

Рассмотрим задачу о смеси, заданную таблицей типа табл. 4.5, 
где {Пх,..., /7„} — первичные продукты, из которых составляется 
смесь, а в качестве питательных веществ берутся белки (Б), жиры 
(Ж) и углеводы {У). Прямая задача линейного программирования 
в данном случае имеет следующий вид: 

найти минимум функции f{x i , . . . , х-„) = с-^х i -Ь • • • + с„.-г„ при 
системе ограничений 

a\xi + - alxi Н \- а\хп > Ь \ 
ajx 1 Н h а'^х i-\ h а^Хп > b^, 
alxi-\ ha^Xi-i h alxn > b^ 

и граничных условиях a; i > О,. . . , x„ > 0. 

(4.12) 
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Построим двойственную задачу линейного программирования. 
Система ограничений двойственной задачи принимает вид 

а\у^ +ajy'^ + aly^ < ci, 

ajy^+a^y^+a^y"^ <Ci, (4.13) 

[aiy^ + aW + aly^ < Cn 

с граничными условиями y^ ^ О, y^ > 0, y^ > 0. Целевая 
функция двойственной задачи есть д{у^ ,у'^, у^) — Ь^у^ + Ь^у^ + Ь^у^ • 
Двойственная задача формулируется следующим образом: 

найти максимум функции д{у^,у^, у^) при системе ограничений 
(4.13). 

В чем состоит в данном случае экономический смысл двойст
венной задачи? 

Предположим, что некая фирма А продает первичные продукты 
{Щ,.. . ,Яп} по цене с, за единицу продукта Щ (г = l ,n) . Возни
кает конкурирующая фирма В, которая предлагает покупателям не 
сами первичные продукты Я 1 , . . . , Я„, а белки, жиры и углеводы «в 
чистом виде» (например, в виде таблеток, или «на вес»). Пусть у \ 
у^, у^ — цена «единицы белков», «единицы жиров» и «единицы уг
леводов» соответственно. Так как единица продукта Щ может быть 
заменена набором, состоящим из а^ед. белков, а?ед. жиров и а?ед. 
углеводов (будем записывать такой набор в вид? ajE ф а | Ж ф 
фа?У), то покупатель сможет предпочесть такой набор единице 
продукта Пг только в том случае, когда стоимость этого набора 
будет не больше стоимости единицы продукта Щ, т.е. когда 

ajy^ + afy^ + afy^ < d, 

но это и есть как раз неравенство, входящее в систему ограничений 
двойственной задачи. Далее, если покупатель приобретает белки, 
жиры и углеводы «в чистом виде», то для получения требуемой 
смеси он должен приобрести набор, состоящий из Ь^ ед. белков, Ь^ ед. 
жиров и Ь'^ед. углеводов, т.е. набор 

Ь^Б фЬ^Жфб^У. 

Стоимость такого набора равна Ь ŷ̂  + Ь^у^ -{• Ь^у , что совпадает с 
целевой функцией двойственной задачи. 
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Итак, в данном случае смысл двойственных переменных у^, у'^, 
уЗ — grpQ цены, назначаемые за единицу белков, жиров и углеводов 
соответственно. 

Экономический смысл оптимального вектора цен у = {у^,у^,у^) 
состоит в следующем. 

а) Допустимость вектора цен у = (у^, у^,у^) означает, что «це
ны должны быть не слишком высокими»; точнее, такими чтобы 
покупателю было выгодно вместо покупки единицы каждого про
дукта Щ купить по этим ценам эквивалентный ему набор 

alE ®afM ®а^У, г = Т~п. 

б) Оптимальность вектора цен состоит в том, что «цены долж
ны быть не слишком низкими». Точнее, среди всех допустимых век
торов цен оптимальный вектор цен характеризуется тем, что при 
покупке набора Ь^Б Q) Ь^Ж ®Ь^У по оптимальным ценам он при
носит фирме В наибольший доход. 



Лекция 5. Принятие решений при многих критериях 
(многокрит,ериальная оптимизация) 

• Оценка исходов по нескольким крит,ериям. Мат.емат,ическая модель 
многокрит.ериальной ЗПР в условиях определенност.и. • От,ношение 
доминирования по Парето. Парет,о-оптимальность. • Прост,ейгиие спо
собы сужения Парето-оптимального множества и нахождения опти
мального решения: а) указание нижних границ критериев; б) выделе
ние одного критерия {субоптимизация); в) упорядочение критериев по 
важности {лексикографическая оптимизация). Задача 7. Выбор места 
работы. • Обобщенный критерий в многокритериальных ЗПР. Постро
ение обобщенного критерия в виде взвешенной суммы частных крите
риев. Задача 8. Оптимизация производственного процесса. 

1. Задачи принятия решений, рассмотренные в предыдущих 
лекциях, характеризуются тем, что в них оценочная структура за
дается в виде оценочной функции. Для построения оценочной функ
ции необходим некоторый измеримый критерий эффективности 
исходов. Однако, в большинстве практических задач принятия ре
шения исходы (в качестве которых выступают реальные объекты и 
явления) оцениваются, как правило, не по одному, а по нескольким 
критериям. Так, при оценке технического изделия основными кри
териями (показателями) оценки служат его технические характе
ристики, а также такие качества, как надежность, эргономичность, 
внешний вид. При выборе кандидата на должность важнейшими 
критериями оценки являются квалификация, образование, эруди
ция, возраст, коммуникабельность и т . п . В экономических зада
чах основными критериями служат экономическая эффективность 
и стоимость, при этом каждый из этих критериев, в свою очередь, 
может быть подразделен на более частные критерии. 

Если исходы оцениваются по т критериям, где т > 1, то такая 
задача принятия решений называется многокритериальной. Ос
новная сложность логического анализа многокритериальных задач 
состоит в том, что в них, в отличие от «обычных» (однокрите-
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риальных) задач появляется эффект несравнимости исходов. 
Например, если исходы оцениваются по двум критериям, несводи
мым один к другому, и исход oi лучше исхода ог по первому крите
рию, но хуже по второму, то исходы aj и аг несравнимыми между 
собой. Несравнимость исходов является формой неопределенности, 
которая, в отличие от стратегической неопределенности, вызванной 
воздействием среды на объект управления (см. лекцию 1), связана 
со стремлением принимающего решение «достичь противоречивых 
целей» и может быть названа ценностной неопределенностью. 
Выбор между несравнимыми исходами является сложной концепту-
£1Льной проблемой и составляет основное содержание многокритери
альной оптимизации. 

Математическая модель задачи принятия решения при многих 
критериях может быть представлена в виде {Т>; fi,. •., fm), где Т> — 
некоторое множество (множество допустимых исходов), fj — чи
словая функция, заданная на множестве Т>; при этом /j(a) есть 
оценка исхода а G D по j-му критерию {j = 1,тп). Такая модель 
соответствует задаче принятия решения в условиях определенно
сти, в которой множество альтернатив отождествляется с множе
ством допустимых исходов, а оценочная структура задается векто
ром ( / l , . . . , /m) -

2. Критерий fj называется позитивным, если принимающий 
решение стремится к его увеличению, и негативным, если он 
стремится к его уменьшению. В конкретных задачах принятия ре
шений характер критерия устанавливается по содержательным со
ображениям. Технически «превращение» негативного критерия в 
позитивный (и наоборот) можно осуществить заменой знака; при 
рассмотрении многокритериальных ЗПР в общем виде будем, если 
не оговорено противное, предполагать, что все имеющиеся крите
рии являются позитивными. В многокритериальной ЗПР с пози
тивными критериями цель принимающего решение — получение 
исхода, имеющего как можно более высокие оценки по каждому кри
терию. 

Пусть Yj — множество значений функции /_,-, т .е. множест
во всех оценок по j-му критерию (j = l ,m). Тогда множество 

т 
Y = П -^i состоящее из всевозможных упорядоченных наборов 
оценок по критериям 1 , . . . , т , называется множеством вектор
ных оценок. Любой элемент у ^ У представляет собой вектор 
У = (yii • • • 12/т), где Hj е Yj. Для всякого исхода а G Т> набор его 
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оценок по всем критериям, т.е. набор (/i(a), • . . , / т ( а ) ) есть век
торная оценка исхода а. Векторная оценка исхода содержит пол
ную информацию о ценности (полезности) этого исхода для при
нимающего решение и сравнение любых двух исходов заменяется 
сравнением их векторных оценок. 

Основное отношение, по которому производится сравнение век
торных оценок (значит, и сравнение исходов), — это отноше
ние доминирования по Парето, которое определяется следующим 
образом. 

Определение. Говорят, чт,о вект,орная оценка y={yi,..., ут) 
доминирует по Парето векторную оценку у' = (у[,.. .,у!^) 

Par 
{записывает,ся в виде: у > у"), если для всех j = 1,т выполняется 
неравенство yj > j / , причем по крайней мере для одного индекса 
j = 1,171 неравенст,во долокно бытл» ст,рогим. 

Определение. Ilycvib Q С Y — некотрое множество век
торных оценок. Векторная оценка у* G Q называется Парето-
оптпимальной в Q, если она является максимальным элементом 
множества Q относительно Парето-доминирования [т. е. если в 
множестве Q не существует, такой векторной оценки у, кот,орая 
доминирует, по Парет,о вект,орную оценку у*). 

Перенесем теперь эти понятия на исходы. 
Определение. Говорят, что исход ai доминирует по 

Par 
Парето исход а^ {записывает,ся в виде ai > 03), если вект,ор-
ная оценка исхода oj доминирует, по Парет.о векторную оценку 
исхода а2-

Par 
Содержательно условие ai > 02 означает, что исход а\ не хуже, 

чем исход 02 по любому из рассматриваемых критериев, причем, 
по крайней мере, по одному из этих критериев а\ лучше, чем аг. 
Поэтому при сравнении двух исходов oi,a2 е Т), для которых 

Par 
а\ > 02, принимающий решение безусловно отдаст предпочтение 
исходу oi. Введем теперь основное понятие. 

Определение. Исход а* € Т) называется Парето-опти-
мальным исходом в множ:естве Т>, если он не доминирует,ся 
по Парет,о никаким другим исходом из множества Т> (то. е. если 
вект,орная оценка исхода а* являет,ся Парето-оптимальной в мно-
жест,ве векторных оценок 

Q = {{fi{a),...,fm{a)):aGV}). 
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Рис. 5.1 Рис. 5.2 

Парето-оптималъность исхода а* означает, что он не может 
былпь улучшен ни по одному из крит,ериев без ухудшения по 
какому-нибудь другому критерию. 

Для наглядного представления доминирования по Парето и 
Парето-оптимальности рассмотрим случай двух позитивных кри
териев / i и / з . Векторные оценки исходов представим точками ко
ординатной плоскости (по оси абсцисс откладываем значения кри
терия / i , а по оси ординат — значения критерия /г). В случае, 
когда множество допустимых исходов является дискретным (конеч
ным), получаем «картинку» типа изображенной на рис. 5.1. Здесь 
Парето-оптимальными являются исходы {4, 5, 7, 8}. При этом каж
дый исход, не являющийся Парето-оптимальным, доминируется по 
Парето некоторым Парето-оптимальным исходом (не обязательно 

Par Par Par Par 
одним). Например, 6 < 5, 6 < 7, 10 < 7, 10 < 5 и т.д. 

В случае, когда множество допустимых исходов является непре
рывным, их векторные оценки «заполняют» некоторую область Q 
И» плоскости и получается «картинка» вроде изображенной на 
рис. 5.2. В этом случае множество Парето-оптимальных исходов 
(жирная линия 7) представляет собой часть границы Q, образно 
говоря, ее «северно-восточную» границу. (Напомним, что при по
зитивных критериях / i , /2 целью принимающего решение является 
увеличение значений обоих критериев / i и /2, что соответствует 
движению внутри области Q вправо и вверх.) Здесь также любой 
исход, не являющийся Парето-оптимальным, доминируется по Па
рето некоторым Парето-оптимальным исходом. 

57 



/г 

/ 
Рис. 5.3 Рис. 5.4 

З а м е ч а н и я 1. Область, изображенная на рис. 5.2, является выпук
лой (т.е. вместе с любыми двумя своими точками она содержит весь 
соединяющий их отрезок). В случае невыпуклой области ее Парето-оп-
тимальная граница может иметь более «экзотический» вид, например, 
состоять из отдельных линий и/или точек. Пример такой Парето-опти-
мальной границы изображен на рис. 5.3. 

2. Предположим, что в задаче принятия решения имеются критерии 
разного характера. Пусть, например, / i —негативный, а /г —позитив
ный критерий. Тогда целью принимающего решение будет уменьшение 
критерия / i и увеличение критерия /г , что соответствует движению на 
координатной плоскости «влево и вверх». В этом случае Парето-опти-
мальная граница области Q представляет собой ее «северо-западную» 
границу (рис. 5.4). 

Перейдем теперь к основной проблеме — проблеме оптимальнос
ти для многокритериальных З П Р . Сформулироват,ь единый прин
цип оптимальност,и для класса таких задач не предст,авляет,ся 
возможным, т а к как понятие векторного оптимума не опреде
лено. Укажем вначгше необходимое условие оптимальности: если 
исход а € Р не является Парето-оптимгшьным, он не может «пре
тендовать на роль» оптимального исхода. Действительно, в этом 

Par 
случае существует такой допустимый исход а' € Т>, что а' > а; 
тогда, как отмечалось выше, принимающий решение, безусловно, 
предпочтет исход а' исходу а, значит, исход а не оптимален. 

Итак , «кандидат,ом» на оптимальное решение многокрит,ери-
альной ЗПР может являться т,олько Парет,о-оптимальный исход. 
Однако, как видно из приведенных выше примеров, в типичных 
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случаях Парето-оптимальных исходов может быть несколько (а в 
непрерывном случае — бесконечное множество). Дать однозначный 
ответ на вопрос, какой же из Парето-оптимальных исходов следует 
считать оптимальным, для общего случая, не имея дополнительной 
информации о критериях, невозможно. Дело в том, что любые два 
Парето-оптимальных исхода не сравнимы от,носительно домини
рования по Парет,о. (В самом деле, если для двух исходов а^а' &Т> 

Par 
выполняется а > а, то исход а не может быть Парето-оптималь-
ным.) Поэтому для любых двух Парето-оптимальных исходов oi 
и «2 всегда найдутся такие два критерия ji,J2 G {1,тп}, что ai 
лучше, чем аг по критерию ji, но хуже по критерию j2- Если нет 
информации об относительной важности критериев ji и J2, то ра
циональный выбор между ai и 02 сделать невозможно. (Отметим, 
что нельзя сделать рационального выбора и в такой ситуации, ког
да, например, имеется всего 10 критериев, причем ai лучше, чем аг 
по одному критерию, но хуже по девяти остальным: понятно, что 
в некоторых реальных случаях превосходство по одному криаерию 
может «перевесить» превосходство по всем остальным.) 

3. Изложенная в п. 4 лекции 1 общая методика исследования 
задач принятия решений на основе математического моделирования 
для многокритериальных ЗПР может быть реализована в рамках 
одного из следующих подходов. 

Первый подход. Для заданной многокритериальной ЗПР нахо
дится множество ее Парето-оптимальных исходов, а выбор конкрет
ного оптимального исхода из множества Парето-оптимальных пре
доставляется принимающему решение. 

Вт,орой подход. Производится сужение множества Парето-оп
тимальных исходов (в идеале — до одного элемента) с помощью 
некоторых формализованных процедур, что облегчает окончатель
ный выбор исхода для принимающего решение. Отметим, что та
кое сужение может быть произведено только при наличии допол
нительной информации о критериях или о свойствах оптимального 
решения. 

Рассмотрим некоторые простейшие способы сужения Парето-
оптимального множества, акцентируя при этом внимание на необ
ходимой дополнительной информации. Считаем, что многокрите
риальная ЗПР задана в виде {Т>; fi,..., fm), где fj {j = l ,m) — 
позитивные критерии. 
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a) Указание нижних границ критериев. 
Дополнительная информация об оптимальном исходе а* € Т> 

в этом случае имеет следующий вид: 

fj{a*)>Jj' j = l,"i- (5.1) 

Число 7j рассматривается здесь как нижняя граница по j-му 
критерию. 

Отметим, что указание нижних границ по критериям j = 1,7П 
не может быть «извлечено» из математической модели ЗПР; набор 
оценок (7i>--->7m) представляет собой дополнительную информа
цию, полученную от принимающего решение. 

При указании нижних границ критериев оптимальным может 
считаться только такой Парето-оптимальный исход, для которого 
оценка по каждому из критериев j = 1,тп не ниже назначенной 
оценки 7i- Таким образом, происходит сужение Парето-оптималь-
ного множествав за счет условия (5.1). 

Ясно, что при увеличении значений jj (j = l ,m)) Парето-
оптимальное множество «сокращается». Пример, представленный 
на рис. 5.5, демонстрирует это обстоятельство для случая двух-
критериальной задачи с критериями / i и /2. 

На рисунке кружком отмечены концы Парето-оптимальной гра
ницы области Q; | означает концы части Парето-оптимальной 
границы, полученной при ограничениях fj{a*) > 7^; || означает 
часть Парето-оптимальной границы, соответствующей ограниче
ниям fj{a*) > 7у'-
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При использовании способа а) окончательный выбор Парето-оп-
тимального исхода производится из суженного Парето-оптималь-
ного множества принимающим решение (на основе субъективных 
соображений). 

Основной недостаток метода а) состоит в том, что оптимальное 
решение становится здесь субъективным, так как зависит, во-
первых, от величин назначаемых нижних границ критериев и, во-
вторых, от окончательного выбора, совершаемого принимающим 
решение. 

б) Субоптимизацию производят следующим образом: выделя
ют один из критериев, а по всем остальным критериям назначают 
нижние границы. Оптимальным при этом считается исход, макси
мизирующий выделенный критерий на множестве исходов, оценки 
которых по остальным критериям не ниже назначенных. 

Пусть, например, Д — выделенный критерий и т? — нижняя 
граница для j-ro критерия, где j = 2, то. Тогда оптимальным 
считается тот исход а* £ Р , на котором достигает максимума 
функция / i , рассматриваемая на множестве Т>1 = {а € V : fj(a) > 
^Ъ (i = 2 , . . . , т ) } . 

Возьмем, например, для ЗПР, представленной на рис. 5.5, в ка
честве выделенного критерия Д, а в качестве нижней границы по 
критерию /г величину 72 > тогда оптимальное решение соответству
ет точке пересечения горизонтальной прямой, проведенной через 72 > 
с Парето-оптимальной границей. Ясно, что при увеличении нижней 
границы критерия /г максимум функции Д уменьшается (не уве
личивается) (см. рис. 5.5). 

С помощью метода субоптимизации задача многокритериальной 
оптимизации превращается в задачу «обычной» (скалярной) опти-
иизации на суженном допустимом множестве. Выделение одного из 
критериев, а также указание нижних границ для остгшьных крите
риев основано на дополнительной информации, получаемой от при
нимающего решение. Следовательно, окончательное решение здесь 
также имеет субъективный характер. 

в) Лексикографическая оптимизация основана на упорядочении 
критериев по их относительной важности. После этого процедуру 
нгсхождения оптимального решения проводят следующим образом. 
На первом шаге отбирают исходы, которые имеют максимальную 
оценку по важнейшему критерию. Если такой исход единственный. 
То его и считают оптимальным. Если же таких исходов несколько, 
То среди них отбирают те, которые имеют максимальную оценку 
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по следующему за важнейшим критерию и т. д. В результате такой 
процедуры всегда остается (по крайней мере, в случае конечного 
множества исходов) единственный исход — он и будет оптималь
ным. 

Основными недостатками метода лексикографической оптими
зации являются следующие. 

(1) При практическом применении данного метода возникают 
содержательные трудности в установлении полной упорядоченнос
ти критериев по их относительной важности. 

(2) Фактически при использовании этого метода принимается во 
внимание только первый — важнейший критерий. Например, сле
дующий за ним по важности критерий учитывается только тогда, 
когда важнейший критерий достигает максимума на нескольких 
исходах. 

Проиллюстрируем рассмотренные в этом пункте методы нахож
дения оптимального решения в многокритериальных ЗПР на сле
дующем примере. 

Задача 7. Выбор места работы 
Предположим, что Вам предстоит выбрать место работы из 

девяти вариантов, представленных в табл. 5.1. В качестве основных 
критериев взяты: зарплата 3, длительность отпуска Д, время 
поездки на работу В. Так как критерий В имеет характер потерь, 
оценки по этому критерию берутся со знаком «минус». Какой 
вариант является оптимальным? 

Таблица 5.1 

Варианты 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

Зарплата 
(руб) 

900 
500 
700 
800 
400 
600 
900 
600 
650 

Критерий 
Длительность 

отпуска 
(дни) 

20 
30 
36 
40 
60 
30 
35 
24 
35 

Время поездки 
(мин) 

-60 
- 2 0 
- 4 0 
- 5 0 
-15 
- 1 0 
-60 
-10 
- 4 0 
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Р е ш е н и е . Выделим вначале Парето-оптимальные варианты. 
Здесь 

Par Par Par Par 
3 > 9 , 6 > 2 , 6 > 8 , 7 > 1 

и других пар, на^содящихся в отношении доминирования по Паре-
то, нет. Отбрасывая доминируемые по Парето варианты {1, 2, 8, 9}, 
получаем Парето-оптимальное множество {3,4, 5, 6, 7}. При отсут
ствии информации об относительной важности рассматриваемых 
критериев, а также о каких-либо дополнительных свойствах опти-
мгшьного решения дальнейшее сужение Парето-оптимального мно
жества произвести нельзя. Тогда формальный анализ заканчива
ется указанием Парето-оптимального множества и окончательный 
выбор оптимального варианта производится принимающим реше
ние из этих пяти вариантов на основе каких-то дополнительных 
соображений. 

Рассмотрим теперь второй подход, который приводит к суже
нию Парето-оптимального множества на основе дополнительной 
информации, получаемой от принимающего решение. 

а) Указание нижних границ критериев. Наложим, например, 
следующие ограничения на оптимальное решение: 

зарплата — не менее 600 руб; 
длительность отпуска — не менее 30 дней; 
время поездки — не более 40 мин. 
Варианты, удовлетворяющие этим дополнительным ограниче

ниям: {3,6,9}; из них оптимальными по Парето являются вариан
ты 3 и 6. Остается сделать окончательный выбор между варианта
ми 3 и 6. 

б) Субоптимизация. Пусть в качестве выделенного критерия 
выступает критерий зарплата; ограничения: длительность отпус
ка — не менее 30дней, время поездки — не более 40мин. Отбросим 
варианты, которые не удовлетворяют данным ограничениям; оста
ются варианты: {2, 3, 5, 6,9}. Из них максимальную зарплату имеет 
вариант 3. Этот вариант и будет оптимальным. 

в) Лексикографическая опт,имизация. Упорядочим критерии 
Ж) относительной важности, например, следующим образом: 
3 >~ В у Д (т.е. важнейший критерий — зарплата, следующий за 
ним по важности — время поездки, наименее важный критерий — 
длит^ельностЛ) от,пуска). Максимальное значение по критерию 3 
имеют варианты 1 и 7. Далее сравниваем эти варианты по второму 
по важности критерию В. Так как время поездки для этих вари-
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антов одинаково, переходим к третьему критерию Д\ по критерию 
длительность отпуска лучшим является вариант 7, который и яв
ляется здесь оптимальным. 

(Проверьте, что при упорядочении В )^ Д > 3 оптимальным 
будет вариант 6, а при упорядочении Д У 3 )^ В — оптимальным 
становится вариант 5.) 

З а м е ч а н и е 1. Здесь нг1Глядно проявляется недостаток лексикогра
фической оптимизации — фактический учет одного (важнейшего) крите
рия. Например, в последнем случае в качестве оптимального выступает 
вариант 5, который имеет самую низкую оценку по критерию зарплата. 

2. Существует удобный геометрический способ представления век
торных оценок многокритериальной ЗПР, при котором оценки по всем 
критериям откладывают на параллельных осях и затем те оценки, кото
рые составляют интересующую векторную оценку, соединяются отрезка
ми прямых; получающгшся при этом ломгшая задает профиль вект,орной 
оценки. На рис. 5.6 приведены профили векторных оценок для оптималь
ных по Парето вариантов Задачи 7. 

4 . Под построением обобщенного крит,ерия в многокритери
альной ЗПР понимается процедура, которая «синтезирует» на
бор оценок по заданным критериям (называемым в этом случае 
частными или локальными критериями), в единую численную 
оценку, выражающую итоговую полезность этого набора оценок 
для принимающего решение. Формально обобщенный критерий для 
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ЗПР вида (Р; / i , . . . , /m) представляет собой функцию ip : Yi х • • • х 
Ym -^ К, где Yj — множество оценок по j-му критерию. Бели обоб
щенный критерий tp построен, то для каждого допустимого исхода 
а &Т> может быть найдена численная оценка его полезности (цен
ности, эффективности): / (а) = ip{fi(a),..., /m(a))- Таким образом, 
задание обобщенного критерия сводит задачу многокритериальной 
оптимизации к задаче однокритериальной оптимизации с целевой 
функцией / . 

Наиболее распространенным обобщенным критерием является 
«взвешенная сумма частных критериев», которая превращает век
торную оценку у = (уг, • •., Ут) в скалярную оценку 

V(2/) = "12/1 Н + о:гпУш, (5.2) 

где aj > О, j = 1,771 (иногда дополнительно требуют выполнение 
m 

условия Х) '^j = !)• Числа aj в этом случае называют весовыми 
j = i 

коэффициентами. При этом весовой коэффициент Oj интерпре
тируется как «показатель относительной важности» j-ro критерия: 
чем больше aj, тем больший «вклад» дает оценка по j-uy критерию 
в итоговую оценку ip{y). 

Правило 5.1. Пусть Q С Y — произвольное множество 
векторных оценок. 

Если вект,орная оценка у* = (yJ, • • •, 2/m) доставляет, максимум 
т 

функции ^{у) = Yli <^]Уз! 2<̂ fi ^'^^ 0!j > о, т.о вектормоя оценка у* 
жвляет,ся Парето-оптимальной в множестве Q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное, т.е. что сущест
вует векторная оценка у' = {у[,... ,у!^) € Q, которая доминирует 
по Парето векторную оценку у*. Тогда при всех j = 1,т выпол
няется неравенство у', > у*,, причем хотя бы для одного индекса j 
иеравенство выполняется как строгое. Умножая эти неравенства 
на Qj, суммируя по J = 1 ,т и учитывая, что все aj > О, получаем 
т т 
53 ^Wj > S " ĵ̂ /ji '^•^' ^Р{у') > v{y*) в противоречие с тем, что у* 
есть точка максимума функции ip на множестве Q. 

Обратное утверждение справедливо не всегда, но в случае, когда 
множество Q является выпуклым, обратное утверждение также 
имеет место. Точнее, справедливо следующее правило. 
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N(A;B) 

M*(u*;v*) 
I 

Uk 

ЩА;В) 

Рис. 5.7 Рис. 5.8 

Правило 5.2. Пусть Q CY — выпуклое множество, у* G Q — 
Парето-оптимальная векторная оценка на множестпве Q. Тогда 
найдутся такие неот,рицателъные числа aj > О, j = l ,m, что 

т 
функция f{y) = Yli ^jVj достигает, максимума на множестве Q 

j=i 
в точке у*. 

Рассмотрим это утверждение для случая двух критериев и и v. 
Изобразим множество векторных оценок Q на координатной плос
кости переменных {u,v). Пусть M*{u*;v*) — Парето-оптимальная 
векторная оценка множества Q (рис. 5.7). Проведем в точке М* 
касательную I к линии 7, являющейся Парето-оптимальной гра
ницей области Q (предполагая, что в некоторой окрестности точ
ки М* эта линия гладкая). Пусть ТЯ{А,В) — вектор нормали к 
прямой I, ориентированный так, чтобы N был направлен вне Q. 
Тогда касательная I определяется уравнением вида: Аи + Bv+ 
+С = О, а неравенство Аи + Bv -Ь С < О определяет полуплос
кость, ограниченную прямой I и содержащую область Q. Таким 
образом, для любой точки Mi{ui\vi) € Q выполняется неравенство 
Aui + Bv\ -I- С < 0; в то же время для точки М*(и*; v*) имеет мес
то равенство Аи* + Bv* Н- С = О, поэтому Аи* + Bv* > Aui + Bvi. 
Так как числа {А, В) — координаты вектора N — неотрицательны, 
получаем, что линейная функция 'р{и, v) = Аи + Bv является иско
мой: максимум функции ip{u, v) в области Q достигается в точке 
M*iu*;v*). 

Замечания . 1. Если линия 7> состгшляющая Парето-оптималь-
ную границу, не является гладкой в окрестности точки М*, то вместо 
касательной прямой в точке М* надо взять опорную прямую (рис. 5.8) — 
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I',, 

0 

N2(0;B) 

Ml* 

Л NM; 0) 
Ml* и 

Рис. 5.9 

ее существование обеспечивается выпуклостью области Q. Наконец, 
в случае т критериев, где m > 2, надо опорную ГфЯмую заменить 
опорной гиперплоскостью. 

2. В общем случае правило 5.2 гарантирует существование кеотри-
Чательмыг коэффидаентов QJ, j = 1,?н, при которых максимум линей-

m 
ной функщм 'р{у) = Yli ^]Уз достигается в заданной Парето-оптималь-

ной точке; существование требуемых полодкительных коэффищ1ентов a-j 
имеет место не всегда. Рис. 5.9 поясняет это обстоятельство для случая 
двух критериев. Здесь область Q представляет собой четверть круга. 
Для Парето-оптимапьной точки Ml единственной подходящей линейной 
функщ1ей является функщ1я ipi (и, v) = Аи, где Л > О, а для Парето-оп-
тимальной точки Мг — функция вида 1р2{и, v) = Bv, где В > 0. 

Правила 5.1 и 5.2 указывают «способ перебора» Парето опти
мальных точек заданного множества Q: зафиксировав положитель-
йый «вектор весов» а = ( a i , . . . , Ощ) и найдя максимум взвешенной 

т 
суммы J3 <^jyj! получаем некоторую точку Парето-оптимального 

3 = 1 
множества; в случае выпуклого множества Q все Парето-оптималь-
ные точки множества могут быть получены таким способом при 
некоторых Qj >Q,j = l,m. 

З а д а ч а 8. Оптимизация производственного процесса 
Любой производственный процесс формально математически 

можно описать парой векторов (х, у), где х — вектор эат,рат, и у — 
вект,ор выпусков. Напрмер, если в процессе производства затрачи
ваются продукты п типов и выпускаются продукты m типов, то 
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X = {-xi,..., ~Xn), где Xi — количество затрачиваемого продук
та (ресурса) г-го типа, а x/j — количество выпускаемого продук
та j -ro типа (г = 1,п; j = 1,т). Пара {х,у) называется векто
ром затрат-выпусков и формально отражает экономическое 
содержание производственного процесса. Как правило, имеющая
ся производственная технология позволяет реализовать не один, а 
множество производственных процессов, каждому из которых со-
ответствут свой вектор затрат-выпусков. Множество всех таких 
векторов затрат-выпусков называется производственный* мно
жеством (или технологическим множеством). С экономической 
точки зрения изучение производства может быть представлено как 
изучение структуры производственного множества. Попробуем по
дойти к рассмотрению структуры производственного множества с 
позиций многокритериальной оптимизации. 

Итак, пусть производственное множество Т представляет собой 
некоторое множество векторов в пространстве R""^"*. Что означает 
в данном случае доминирование по Парето? Возьмем два производ
ственных процесса 

П = ( — a i j , . . . , —ж„, 2 / j , . . . , 2/„) , 
п-2 I 2 2 2 2 \ 

(компоненты вектора затрат берут со знаком минус). Условие 

П^ > П^ сводится к тому, что xj<x^Hyj> y'j для всех г = 1, п 
и J = 1 ,т (хотя бы одно неравенство должно быть строгим). Та
ким образом, производственный процесс П^ доминирует по Парето 
производственный процесс П^ тогда и только тогда, когда для про
изводственного процесса Я^ затраты продуктов (ресурсов) каждо
го типа не превосходят затрат при производственном процессе П^, 
а выпуск продукта каждого типа при производственном процес-

Раг 
се П^ не меньше, чем при П^. Поэтому в случае П^ > П"^ всякий 
разумный экономист, безусловно, выберет П^, а не Я^. Это дает 
основание в качестве оптимальных — с экономической т,очки зре
ния — производст,венных процессов рассматриват,ь Парето-оп-
т,ималъные векторы множест,ва Т. Для характеризации Парето-
оптимальных векторов воспользуемся правилами 5.1 и 5.2. Пусть 
а = ( « 1 , . . . , а„), /3 = (/3i,..., /3m) — векторы с положительными 
компонентами. В силу правила 5.1, получаем: 
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А) Всякий вектор затрат-выпусков {х*,у*) = (—а:*,..., —ж ,̂ 
j/l , • • • I J/m)i который доставляет на множестве Т максимум функции 

<Р{а,р) (х,у) = {а, х) + (/3, у) = 
= (Piyi Н 1- /ЗтпУт) - (aia;i Н b а„ж„), (5.3) 

является Парето-оптимальным. 
В случае, когда множество Г является выпуклым (с содер

жательной точки зрения это означает возможность «дробления» 
затрачиваемых и произведенных продуктов), справедливо и обрат
ное утверждение. 

Б) Если производственный процесс {х*, у*) Е Т оптимален в Т 
яо Парето, то найдутся такие векторы а и (3 с неотрицательными 
компонентами, что [х*, у*) доставляет максимум функции |/'{а,/3) на 
множестве Т. 

Экономическая интерпретация этих утверждений такова. Век
торы Q и /3 можно рассматривать как гипотетические (назначен
ные произвольно) векторы цен на затрачиваемые и на выпускае
мые продукты (oj — цена единицы затрачиваемого продукта г-го 
типа, (3j — цена единицы выпускаемого продукта j-ro типа). Тог
да 'Р(а,р){х,у) — прибыль ОТ реализации производственного про-
кесса {х,у) по ценам (а,(3). Утверждение А) имеет при этом сле
дующий экономический смысл: всякий производственный процесс, 
который максимизирует, прибыль при некоторых гипот.ет,ических 
щнах, является Парет,о-опт,имальным. 

Утверждение Б) означает, что всякий Парето-опт,имальный 
производственный процесс будет, максимизироват,ь прибыль при 
мекот,орых гипотет,ических векторах цен а и (3 {в этом случае 
некоторые компоненты этих вект,оров могут быть равны нулю). 



Лекция 6. Проблема построения обобщенного 
критерия в многокрит-ериальной З П Р 

• Сложност.и е построении обобщенного критерия; примеры. 
• Формальное определение обобщенного критерия. Эквивалент.ност.ь 
обобщенных критериев. • Локальный коэффициент, замещения (ЛКЗ). 
Карт.а безразличии. Условия пост.оянст,ва ЛКЗ. • Определяемост.ь 
обобщенного критерия карт.ой безразличии. Задача 9. Сравнение 
объектов по предпочтит,елъност,и. 

1. Как было указано в лекции 5, задание обобщенного крите
рия превращает задачу многокритериальной оптимизации в зада
чу однокритериальной оптимизации. Первоначально кажется, что 
это — наиболее естественный способ. Однако, на пути построения 
итоговой «синтетической» оценки имеются весьма существенные, а 
подчас — непреодолимые препятствия. 

В качестве примера возникающих здесь трудностей рассмотрим 
в схематическом виде задачу построения обобщенного критерия 
оценки некоторой реальной системы (объекта). Частные критерии 
оценки системы можно разбить на две группы: критерии, отражаю
щие эффективность системы, и критерии, связанные со стоимостью 
системы. Предположим, что уже удалось построить обобщенный 
критерий эффективности (Э) и обобщенный критерий стоимос
ти (С). Как теперь соединить критерии стоимости и эффективнос
ти в один критерий? Наиболее естественным представляется в ка
честве такой оценки рассматривать «удельную эффективность», 
т.е. отношение эффективности к стоимости: и = Э 1С. Так как 
обобщенный критерий указывает «итоговую» оценку полезности 
системы для принимающего решение, то по величине обобщенно
го критерия устанавливается предпочтение между сравниваемыми 
объектами. 
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Рассмотрим теперь показатели стоимости и эффективности 
для трех систем ао, a j , ог, представленные на рис. 6.1. Здесь 
ыо = Эо/Со, «1 = Э\/С\, U2 = Э2/С2, причем ui > UQ, U2 > щ. 
Таким образом, по обобщенному критерию и = Э/С системы ai 
и 02 являются более предпочтительными, чем система ао. Одна
ко система ai имеет очень низкую эффективность, а система аг — 
очень высокую стоимость. Ясно, что с практической точки зрения 
ни система а\, ни система а^ не могут рассматриваться как удовле
творительные. Поэтому критерий и = Э/С яе может претендовать 
на роль «адекватного» обобщенного критерия. Отметим, что да
же на первом шаге — объединении всех частных критериев эффек
тивности в единый обобщенный критерий (Э) можно встретиться 
с весьма существенными трудностями, особенно в случае наличия 
критериев, характеризующих объект с разных сторон (например, 
скорость автомобиля и его надежность). 

Обратимся теперь к проблеме построения обобщенного кри
терия в виде взвещенной суммы частных критериев (см. фор)му-
лу (5.2)). Предложено множество различных способов нахождения 
весовых коэффициентов, однако ни один их них не может претен
довать на роль универсального. Рассмотрим в качестве примера 
следующий способ нахождения весовых коэффициентов: 

"̂  = Ж' 

где М 3 - т а х | / , ( а ) | . 
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в этом случае 

Mi ' (6.1) 

т . е . итоговой численной оценкой исхода а является сумма норма
лизованных оценок по всем критериям (нормализованная оценка по 
j - м у критерию есть отношение fj{a)/Mj). На первый взгляд обоб
щенный критерий (6.1) представляется вполне разумным. Однако, 
следующий пример выявляет один существенный недостаток кри
терия (6.1). 

Предположим, требуется сравнить два альтернативных вари
анта мест работы А и В, векторные оценки которых приведены в 
табл. 6.1. 

Таблица 6.1 

А 
В 

Зарплата 
(руб) 
900 
500 

Длительность отпуска 
(дни) 

20 
30 

Время поездки 
(мин) 
-60 
- 4 0 

Здесь Ml = 900, Мг 
, ,, _ 900 20 

^^^' " 9 0 0 + 30 

30, Мз = 60, откуда 
60 _ 2_ . , „ . _ ^ ^ 40 _ 8 
6 0 " 3 ' •'^ ^ ~ 9 0 0 + 3 0 ~ 6 0 ~ 9 ' 

Так как f{B) > f{A) , то альтернатива В более предпочтительна, 
чем альтернатива А. 

Пусть теперь наряду с альтернативами А и В появилась еще 
одна альтернатива С, которая характеризуется векторной оценкой 
(400,60, - 1 0 0 ) . В этом случае М[ = 900, M j = 60, М^ = 100, откуда 

f(A) - £25 ?2 _ ^ _ ??• f(B) - ^ 30 40 _ 59, 
•'^ •' "~ 900 + 60 100 ~ 30' •''• '' " 900 + 60 100 ~ 90' 

•̂ ^ -̂  " 900 + 60 
100 _ 4 
100 ~ 9 ' 

Получаем, что теперь альтернатива А стала более предпочти
тельной, чем альтернатива В, т . е . порядок предпочтения альтер
натив А W. В получился в этом случае обратным! Итак , наличие 
еще одной альтернативы С меняет предпочтения между альтер
нативами А и. В. Это парадоксальное свойство называется на-
ругиением независимости предпочтений относительно 
посторонних альтернатив. (При этом следует заметить, что 
дополнительная альтернатива С здесь не конкурирует ни с Л , ни 
с В, так как А а В предпочтительнее, чем С.) 
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Подведем некоторые итоги. Принципиальная сложность постро
ения обобщенного критерия заключена в том, что приходится 
«соотносить» друг с другом критерии, характеризующие объект 
с разных сторон; эти критерии имеют часто совершенно различ
ную природу, в силу чего оценки по ним даются в разных шкалах. 
Построение итоговой («интегральной») оценки невозможно без со
измерения критериев между собой, что требует большой дополни
тельной информации об относительной важности этих критериев 
для принимающего решение. Как проводится построение обобщен
ного критерия и на базе какой дополнительной информации — это 
тема настоящей лекции. 

2 . Рассмотрим теперь в общем виде проблему построения об
общенного критерия для многокритериальных ЗПР. Ограничим
ся случаем двух критериев, оценки по которым будем обозначать 
через и и V соответственно; тогда каждая векторная оценка мо
жет быть представлена точкой на координатной плоскости {u,v). 
Считаем, что оба критерия являются позитивными, следовательно, 
целью принимающего решение будет увеличение обоих критериев. 

Построение обобщенного критерия представляет собой проце
дуру, которая «синтезирует» пару оценок {и, v) в единую числовую 
оценку; формально обобщенный критерий может быть задан в виде 
отображения ip : E x R —>• R. Главное (и, по-существу, единственное) 
требование, которое должно быть наложено на это отображение, со
стоит в том, что это отображение должно «сохранять» отношение 
доминирования по Парето. Поэтому можно д а т ь следующее опреде
ление. 

О п р е д е л е н и е . Под обобщенным критерием будем пони
мать отображение (р : R х R -4 R, удовлет,воряющее условию 

Par 
{ui,Vi) >{U2,V2) =^ ip{ui,Vi) > ifi{u2,V2). (6.2) 

З а м е ч а н и е . Иногда рассматривают ослабленный вариант усло
вия (6.2), состоящий в импликации 

Par 
{ui,Vl) ^{U2,V2) => (p{ui,Vi) > ip{u2,V2). (6.3) 
Par 

(Отношение ^ понимается как объединение отношения доминирования 
Par 

по Парето > и отношения равенства =.) Например, взвешенная сум
ма с неотрицательными весовыми коэффициентами удовлетворяет усло
вию (6.3), а с положительными — более сильному условию (6.2). 
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Следующий шаг — введение понятия эквивалентности обобщен
ных критериев. Поскольку для обобщенного критерия if сущест
венным является не сама величина ip{u,v), а соотношение типа 
ip{ui,vx) > (p{u2,V2), введем следующее определение. 

Определение. Обобщенные критерии tpi и ip2 называются 
эквивалентными, если для любых векторных оценок (UI ,DI ) и 
{u2,V2) выполняется равносильность: 

'Pi{u\,vi) > <piiu2,V2) f2iui,Vi)>tp2{U2,V2). (6.4) 

Например, обобщенные критерии ipi{u,v) = 2u + 3v, (p2(u,v) = 
= 0,4и + 0,6v и (рз{и,у) = е̂ ""*"̂ " эквивалентны между собой. 
Если ip — обобщенный критерий, то функция ф = X о ip, где Л — 
произвольная монотонно возрастающая функция, также будет об
общенным критерием, который эквивалентен критерию ip. 

3. Основной нашей задачей является выявление данных, кото
рые требуются для построения обобщенного критерия. Предполо
жим, что обобщенный критерий <р(ы, w) построен. Тогда уравне
ние ip{u, v) = с при каждом фиксированном значении константы с 
определяет на плоскости переменных (и, v) некоторую кривую, ко
торая называется кривого безразличия. Для любых двух точек 
Mi(ui; vi) и M2(u2; г»2), принадлежащих одной кривой безразличия, 
(p{ui,Vi) = (p{u2,V2), поэтому принимающий решение будет рас
сматривать векторные оценки {ui,Vi) и («2,^2) как равноценные. 

Зафиксируем некоторую точку М{щ v) и проанализируем, что 
происходит при переходе от точки М к точке M'{u';v') при дви
жении по кривой безразличия (рис. 6.2). Положим Аи = и' — и, 
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Дг; = v' —V. При переходе от точки М к точке М' оценка по перво
му критерию увеличивается на величину |Ди|, а оценка по второму 
критерию уменьшается на величину |Дг;| (заметим, что для точек, 
лежащих на одной кривой безразличия, Аи и Av всегда имеют раз
ные знаки). Так как принимающий решение рассматривает век
торные оценки (и, v) и {и', v') как равноценные, то для него потеря 
|Дг;| единиц по второму критерию компенсируется прибавкой |Ды| 
единиц по первому критерию. (В эквивалентной форме это мож
но выразить еще так: для принимающего решение прибавка |Д1|| 
единиц по второму критерию компенсирует потерю |Ди| единиц по 
первому критерию.) 

Положительное число —{Av/Au), указывающее соотношение 
«потерь-прибавок», зависит конечно, от того, в какую точку М' 
мы сместимся из точки М по кривой безразличия. Чтобы исклю
чить зависимость от точки М', надо взять «бесконечно малое сме
щение», т.е. перейти к пределу при условии М' —> М; последнее 
эквивсшентно тому, что Аи —> 0. Итак, приходим к следующему 
важному понятию. 

Определение. Положительное число 

к= lim f - ^ ) (6.5) 
Ди-Ю Ч Аи/ 

называется локальным коэффициентом замещения (ЛКЗ) в 
точке М{и; v). 

Конечно, в общем случае ЛКЗ зависит от точки М, т.е. 
к = k{u,v). 

Содержательный смысл локального коэффициента замещения 
заключается в следующем. Если Аи мало, то можно считать, что 
~Av и кАщ приняв Аи за единицу, получаем |Дг'| = —Дг; « к. 
Таким образом, ЛКЗ приблизительно равен т,ой минимальной при
бавке по второму критерию, которая компенсирует для принима
ющего решение потерю единицы по первому критерию (равенство 
тем точнее, чем меньшей взята единица по первому критерию). 

Геометрический смысл ЛКЗ ясен из рис. 6.2: так как Дг;/Ды 
есть тангенс угла наклона секущей ММ' к оси абсцисс, то, переходя 
к пределу при Аи —> О, получаем следующее правило. 

Правило 6.1. ЛКЗ в точке M{u;v) равен взятому со знаком 
«минус» тангенсу угла наклона к оси абсцисс касательной, про
веденной к кривой безразличия в точке М. 
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Рис. 6.3 

Пусть (5 С R^ — некоторое множество векторных оценок. Из 
определения кривой безразличия следует, что через каждую точку 
М € Q проходит одна и только одна кривая безразличия. Множес
тво всех кривых безразличия составляет карту безразличии в об
ласти Q; типичный вид карты безразличии представлен на рис. 6.3. 
Будем считать, что кривые безразличия являются гладкими (т.е. 
имеют касательную в каждой точке). 

Правило 6.2. Заедание в области Q карты безразличии равно
сильно заданию ЛКЗ для каждой точки М Е Q. 

Действительно, предположим, что в области Q задана карта 
безразличии. Тогда для каждой точки М{и; v) £ Q. существует 
единственная проходящая через нее кривая безразличия. Взятый 
со знаком «минус» тангенс угла наклона касательной, проведенной 
к этой кривой безразличия в точке М, даст по правилу 6.1 ЛКЗ 
в точке М. 

Обратно, пусть для каждой точки M{u;v) S Q задан соответ
ствующий ей локальный коэффициент замещения к{и, v). Тогда для 
каждой точки области Q известен угловой коэффициент касатель
ной к кривой безразличия. В этом случае можно построить (при 
некоторых ограничениях на функцию k{u,v)) карту безразличии — 
это хорошо известный в математике способ построения интеграль
ных кривых в заданном поле направлений. 

В заключение данного пункта найдем условия, при кото
рых ЛКЗ является постоянным. 

1) Если в области векторных оценок Q С М? ЛКЗ к постоя
нен, то семейство кривых, составляющих карту безразличии обоб
щенного критерия (f, определяется дифференциальным уравнением 
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dv/du = —к, откуда v = ~ки + с, т.е. в этом случае карта безразли
чии представляет собой семейство параллельных прямых, угловой 
коэффициент которых равен —к. 

2) Пусть в области Q задана карта К, состоящая из семейства 
п«1раллельных прямых, имеющих отрицательный угловой коэффи
циент — к. Тогда обобщенный критерий (p{u,v) = ки + v совмес
тим с картой К (так как его карта безразличии состоит из линий 
ки + V = с — прямых, имеющих угловой коэффициент —к, т.е. 
(ждападает с картой К). Получаем, что в этом случае обобщенный 
критерий, совместимый с картой К, может быть представлен в виде 
взвешенной суммы критериев и и г) (с положительными постоянны-
Ш1 коэффициентами). 

3) Предположим, что обобщенный критерий ip представим в ви
де взвешенной суммы: (р{и, v) = аи + /Зь, где а > О, /3 > О — по
стоянные. Тогда кривые безразличия этого обобщенного критерия 
определяются уравнением аи + /3v = с, где с — постоянная, т.е. 
являются прямыми с угловым коэффициентом к = —а//?; по прави
лу 6.1 в этом случае ЛКЗ равен а//3 и является постоянным. 

Утверлсдение. Следующие три условия эквивалентны между 
собой для произвольного обобщенного критерия </?, заданного в 
области векторных оценок Q. 

а) Обобщенный критерий ip представим в виде взвешенной 
суммы частных критериев. 

б) Карта безразличии обобщенного критерия (р состоит из се
мейства параллельных прямых. 

в) Локальный коэффициент замещения в области Q постоянен. 
Таким образом, для представимости обобщенного крит,ерия в 

виде взвешенной суммы частных крит,ериев необходимо и доста
точно пост,оянство ЛКЗ. Это — очень сильное требование, кото
рое в большинстве экономических задач не выполняется (в качестве 
примера см. задачи 9 и 10). 

4. Перейдем теперь к решению основной задачи — выяснению 
дополнительной информации о частных критериях, которая необ
ходима для построения обобщенного критерия. В принципе постро
ение «какого-нибудь» обобщенного критерия не представляет ни
какого труда: например, функция ip{u,v) = аи + fiv при любых 
а,/3 > О всегда является обобщенным критерием, т.е. удовлетворя
ет условию (6.2). Дело, однако, в том, что при изменении весовых 
коэффициентов а, (3 меняются и предпочтения между векторными 
оценками (следовательно, и оптимальное решение в заданной об-
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ласти векторных оценок). Если мы хотим добиться независимости 
предпочтений векторных оценок от выбора конкретного обобщенно
го критерия, то следует ограничить класс обобщенных критериев 
так , чтобы любые два обобщенных критерия получались один из 
другого с помощью монотонно возрастающей функции. В этом слу
чае обобщенные критерии становятся эквивалентными между собой 
(см. п. 2). 

Сформулируем теперь основную проблему — проблему постро
ения обобщенного критерия. Она состоит в том, чтобы указать 
дополнительную информацию о критериях, которая определяет 
обобщенный критерий с т,очностью до эквивалентности. 

Предположим, что для многокритериальной ЗПР с областью 
векторных оценок Q С Ш^ обобщенный критерий ip{u, v) построен, 
тогда в области Q задается соответствующая ему карта безразли
чии (ее уравнение: ip{u,v) = с, где с — произвольная постоянная). 
Если перейти от обобщенного критерия (f к эквивалентному ему 
обобщенному критерию ф, то , в силу (6.4), 

(p{ui,Vi) =ip{u2,V2) '^^ Ф{и1,У1) =ф{и2,У2), (6.6) 

откуда сразу следует, что для обобщенных критериев ip к ф ах 
карты безразличии совпадают. 

П р а в и л о 6 .3 . Задание в област,и векторных оценок Q обоб
щенного критерия с т,очностью до эквивалент,ности — опреде
ляет, единст,венным образом в области Q карт,у безразличии. 

Осталось выяснить вопрос, в какой мере карта безразличии 
определяет обобщенный критерий? Для более точной постановки 
этого вопроса необходимо ввести следующее понятие. 

Пусть в области Q С.М? задана некоторая карта К (т .е . такое 
семейство кривых, что через каждую точку области Q проходит 
точно одна кривсья этого семейства). Пусть ip{u,v) — обобщенный 
критерий, заданный в области Q. Будем говорить, что обобщенный 
критерий </з совместим с карт,ой К, если его карта безразличии 
в пределах области Q совпадает с картой К. 

Вопрос об определяемости обобщенного критерия картой безраз
личии состоит из двух частей. 

1) Всегда ли по заданной карте можно построит,ь совмест,и-
мый с ней обобщенный крит,ерий? 

2) Будут, ли критерии, совместимые с заданной карт,ой, экви-
валент,ными между собой? 
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Решение этих вопросов сводится к решению следующих задач. 
А) Указать условия, при которых для заданной карт,ы К 

существует совместимый с ней обобщенный критерий. 
Б ) Дать полное описание всех обобщенных критериев, совмес

тимых с заданной картой К. 
Эти задачи решаются в теореме 6.1. 
Сформулируем вначгше условия, накладываемые на область Q и на 

карту К. Будем предполагать, что: 
1) область Q является выпуклой; 
2) карта К представляет собой однопараметрическое семейство кри

вых, заданных с помощью уравнения вида Ф{и,у,с) = О, где с — пара
метр; 

3) функция Ф является непрерывно дифференцируемой в области Q; 
4) в области Q выполнены условия существования неявных функций 

с = с{и,v) и V = v{u,с); 
5) для функции v{u, с) при любом фиксированном с выполнено условие 

dv/du < 0. 
При сформулированных предположениях справедлив следующий ре

зультат. 
Теорема 6.1. 
(1) Неявная функция с = c{u,v), определенная уравнением 

Ф(и, V, с) = О, является обобщенным критерием, совмест.имым с кар
той К; 

(2) Для того чтобы функция (р = ip{u,v) была обобщенным крите
рием, совместимым с картой К, необходимо и достаточно, чтобы она 
имела вид: <р = Л о с, где Л — монотонно возрастающая функ%1,ия одной 
переменной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Покажем вначале, что функция c{u,v) явля
ется обобщенным критерием. В самом деле, функция с(и, v) удовлетво
ряет тождеству Ф(и, V, с(и, v)) = 0. Дифференцируя это тождество по и 
и по V, получаем 

ЭФ дФ 9с аФ 9Ф 9с _ 
ди дс ди ' dv дс dv 

откуда 
д^ /дс^дФ/дФ 
ди / dv ди / dv 

С другой стороны, функция V = v{u,c) удовлетворяет тождеству 
Ф(u,v{u,c),c) = 0; дифференцируя это тождество по и при произвольном 

дФ дФ dv „ dv дФ / дФ фиксированном с, получаем -^—\- —- • -— = О, значит, -— = —--— / -—- , 
ди dv du du ди I dv 

,„ _, дс I дс dv ^ 
и, в силу (6.7), приходим к равенству -;— / тг" = —т~ • Согласно предпо-ди I dv du 

r\ dv ^ дс I дс ^ „ ложению 5), -;— < О, поэтому -^-~ 1 •—- > 0. Итак, частные производные аи ди 1 dv 
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функции c{u,v) имеют одинаковый знак, т .е . они обе положительны или 
обе отрицательны во всех точках области Q. Меняя, в случае необхо-

, \ дс ^ дс ^ 
димости, знак функции c(u,v), считаем далее, что —— > О, -;г— > U. 

ди av 
Возьмем теперь в области Q любые две точки М{и\ v) и М'(и'; v') такие, 
что {u',v') > {u,v). Положим Ди = и' — U, Av = V — V. Выполняются 
неравенства Д« > О, Дг; > О, причем по крайней мере одно неравенство 
строгое. Имеем 

с(и ,v ) — с{и,v) = (gradс) • ММ , 

где grad с надо взять в некоторой точке М", лежащей между М и М' (точ
ка М" принадлежит области Q в силу ее выпуклости, см. условие 1)). 
Учитывая, что координатами вектора grad с являются частные производ-

дс Зс ^ 
ные -;-— > О, тг- > О, а координаты вектора ММ' суть Аи > О и Av > О, 

ди av 
получаем 

I I 1\ I \ 9с . дс . 
С{и ,V ) — с{и, V) = - ;г-Ди + -ТГ-АУ > О, 

ди dv 
откуда c{u,v') > c{u,v). 

Показали для функции c{u,v) выполнимость условия (6.2), т .е . 
c{u,v) — обобщенный критерий в области Q. 

Проверим, что обобщенный критерий c{u,v) совместим с картой К. 
Действительно, пусть точки M\{ui;vi) и M2{u2;v2) области Q лежат 
на одной кривой, принадлежгицей карте К. Эта кривая определяется 
некоторым значением парметра с = со. Тогда c{ui,vi) = Со, c{u2,V2) = Со, 
откуда c(ui,vi) = с(и2,г;2). 

(2) Пусть Л — монотонно возрастающая (в строгом смысле) функ-
Раг 

ЦИЯ ОДНОЙ переменной. Так как из условия [и ,v) > {u,v) следует, что 
c{u',v') > c{u,v), то Х{с{и',v')) > A(c(u, v)), т .е . Л о с{и',v') > А о c{u,v), 
и получаем выполнимость условия (6.2) для функции А о с. Аналогично 
проверяется для функхщи А о с условие совместимости с картой К. 

Осталось показать, что если некоторая функция ip[u,v) является об
общенным критерием, согласованным с картой К,то tp представима в ви
де (̂5 = Ао с, где А — монотонно возрастающая функция. Действитехшно, 
определим функцию А одной переменной w следующим образом: 

\{w) =^ ip(u,v), где w = c{u,v). (6.8) 

Убедимся в корректности этого определния. Предположим, что 
w = c{u\,v\) и w = c(u2,U2). Тогда c{u\,v\) = c(u2,V2), т .е . точки 
Mi{u\\v\) и M2{u2;v2) лежат на одной кривой, принадлежащей кар
те К. Согласно условию совместимости обобщенного критерия (р с кар
той К, получаем tp{ui,vi) = ifi{u2,V2). Проверим, что функция А яв-
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Рис. 6.4 

ляется монотонно возрастающей. Пусть wi > шг, т.е. найдутся та
кие точки M\{U\\V\) и M2{U2\V2)., ЧТО Wl = c(lli,i;i), Ш2 = C{U2,V2) 
И c{ui,v{) > c{u2,V2). Из вида карты безразличии ясно, что на кри
вой безразличия, проходящей через точку Mi, должна найтись такая 
точка Mi{u'i;v'i), которая сравнима по Парето с точкой M2{u2;v2), т .е . 

выполняется {u'i,v'i) > {u2,V2) или {u2,V2) > (u ' i , f i ) (рис. 6.4). Условие 
(u2,V2) >{'u'i,Vi) влечет c{u2,V2) > c{u[,v[) = c{ui,vi), что приво
дит к противоречию. Таким образом, {u[,v'i) > («2,^2), и так как (р — 
обобщенный критерий, то tp{ui,v{) > 'fi{u2,V2). Учитывая, что точки 
Mi{ui;vi) и M{(u'i;T;i) лежат на одной кривой безразличия, получаем 
по условию совместимости (р с картой К: ip{ui,vi) = ip{u'i,v'i), отку
да ifi(ui,vi) > <fi{u2,V2), т .е . A(wi) > Л(№2). Остается заметить, что, в 
силу (6.8), ip[u,v) = \{c{u,v)), т .е . (̂  = Л о с. Теорема 6.1 доказана пол
ностью. 

На основании теоремы 6.1 получаем важное следствие. 
С л е д с т в и е 1. Пусть (pi и ip2 — <^оо, обобщенных критерия, 

совмест,имы€ с картой К. Тогда критерии ipi и ip2 эквивалентны 
{в.смысле определения, данного в п. 2). 

В самом деле, по теореме 6.1 каждый из этих обобщенных 
критериев может быть представлен в виде: (pi = Xi о с, (р2 = ^2 о с, 
где Ai,A2 — монотонно возрастающие функции. Пусть для двух 
течек Mi{ui;vi), М2{и2',щ) области Q выполняется неравенство 
<Piiui,vi) > (pi{u2,V2), тогда Ai(c(«i ,v i ) ) > Ai(c(w2,«2))- В силу 
строгой монотонности функции Ai, это соотноп1ение равносильно 
тому, что c{ui,vi) > c{u2,V2), а в силу строгой монотонности 
функции Аз, последнее равносильно неравенству X2{c{ui,vi)) > 
> A2(c(u2,U2)) , Т . е . у с л о в и ю V'2(wi , l ' l ) ><f2iu2,V2). 
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Утверждение, обратное следствию 1, также справедливо и уста
навливается очень легко: если обобщенные критерии (̂ i и (̂ 2 эк
вивалентны, то для них карты безразличии совпадают, и оба они 
совместимыми с общей для них картой. 

Итак, приходим к следующему принципиальному выводу. 
Правило 6.4. Карта безразличии определяет обобщенный 

крит,ерий с точностью до эквивалентност,и. 
На основании правил 6.2-6.4 можно дать полный ответ на 

основной вопрос данной лекции: дополнительная информация от
носительно част,ных крит,ериев, которая требует.ся для постро
ения в области Q обобщенного крит,ерия, определенного с точ
ностью до эквивалент,ности, сост,оит, в задании в эт,ой области 
карты безразличии {чт,о, в силу правила 6.2^ равносильно заданию 
ЛКЗ е каждой точке области Q). 

Задача 9. Сравнение объект,ов по предпочтит,ельности. 
Пусть оценка некоторых реальных систем (объектов) произво

дится по двум критериям: и к v. Предположим, что известен ло
кальный коэффициент замещения в любой точке М{и; v) области Q 
векторных оценок, т.е. ЛКЗ задан в виде функции к = k{u,v). Как 
сравнить по предпочтительности два объекта, для которых даны 
их векторные оценки? 

Рассмотрим в качестве примера задачу сравнения объектов 
А{3; 3) и 5(3 , 5; 2,3), где к{и, v) = 2v/u. Считаем, что оба критерия 
являются позитивными, а область Q состоит из всех пар (и, v), где 
u,v > О (рис. 6.5). 

Попробуем вначале сравнить объекты Л и В по предпочти
тельности, используя известные соотношения «потерь-прибавок». 
В точке А ЛКЗ имеем /сд = (2 • 3)/3 = 2. Таким образом, при 
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смещении из точки А в другую точку области Q прибавка одной 
единицы по первому критерию компенсирует для принимающего 
решение потерю двух единиц по второму критерию. В рассматри-
B2ieMOM случае, переходя из точки Л(3; 3) в точку В(3, 5; 2, 3), мы 
получаем прибавку по первому критерию в 0,5ед., которая, в силу 
сказанного выше, будет компенсировать потерю одной единицы по 
второму критерию; фактически же при переходе от Л к 5 мы те
ряем всего О, 7ед. по второму критерию. Таким образом, объект В 
должен считаться для принимающего решение более предпочти
тельным, чем объект А (т.е. В >- А). 

Проанализируем теперь переход от В к Л. В точке В ЛКЗ имеем 

'"'- 3,5 " 3 5 -

Значит, при смещении из точки В в другую точку области Q потеря 
единицы по первому критерию компенсируется для принимающего 
решение прибавкой 46/35 единиц по второму критерию. В данном 
случае, переходя от В та А, мы теряем О, бед. по первому критерию, 
что в силу сказанного, компенсируется прибавкой в 23/35 « О, 66ед. 
по второму критерию; фактически же мы имеем прибавку по вто
рому критерию в О, 7ед. В итоге получается, что объект А предпо
чтительнее для принимающего решение, чем объект В {А>- В). 

Итак, мы пришли к парадоксу, причина которого кроется в 
том, что в области Q ЛКЗ является переменным, значит, при 
переходе от Л к S он непрерывно меняется, а в проведенных 
рассуждениях мы считали ЛКЗ либо в точке А, либо в точке В, 
т.е. рассматривали его как постоянный. 

Правильное решение задачи состоит в следующем. При пере
менном ЛКЗ, заданном в виде функции к = к{и, v), вначале на
ходят карту безразличии, на основе которой строят обобщенный 
критерий (см. теорему 6.1). Для нахождения карты безразличии 
надо использовать правило 6.1. Так как угловой коэффициент каса
тельной, проведенной к кривой безразличия в произвольной точке 
M{u\v) области Q, равен —k{u,v), то можно составить дифферен-
ЦИЕ1льное уравнение для кривых безразличия: 

— = -k{u,v). (6.9) 

Каждая интегральная кривая уравнения (6.9) представляет собой 
кривую безразличия, а однопараметрическое семейство всех интег
ральных кривых, рассматриваемых в области Q, составляет карту 
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безразличии. Таким образом, при заданном в аналитической фор
ме Л К З задача построения карты безразличии сводится к задаче 
интегрирования диференциального уравнения (6.9). 

В рассматриваемом случае дифференциальное уравнение кри-
- dv 2v ^ 

вых безразличия принимает следуюпдии вид: -— = . Разде-
аи и 

dv du 
ляя пременные, имеем — = —2 — , откуда, интегрируя, получаем 

г; и 
u^v = с. Последнее соотношение при любом фиксированном с > О 
определяет кривую безразличия, а семейство всех таких кривых в 
области Q образует карту безразличии К. Согласно теореме 6.1 
(легко проверить, что все условия теоремы 6.1 здесь выполнены), 
функция c{u,v) = u^v является обобщенным критерием, совмес
тимым с картой К (значит, и с Л К З к(и, v) = 2v/u). Находим: 
с{А) = 3^ • 3 = 27, с{В) = 3, 52 • 2 ,3 « 28, 2. Таким образом, по обоб
щенному критерию c{u,v) = v?v (значит, и по любому обобщенно
му критерию, имеющему в качестве Л К З функцию k{u,v) = 2v /u ) , 
объект В будет более предпочтительным, чем объект А. 

З а м е ч а н и е . Согласно теореме 6.1, в качестве обобщенного крите
рия, совместимого с картой К, может быть взята любая функция, имею
щая вид суперпозищи! А о с, где А — монотонно возрастающая функция 
одной переменной. Например, взяв А(ги) = ^/w, получаем обобщенный 
критерий c\{u,v) = uy/v. 



Лекция 7. Задачи, решаемые при налгьчиии карты 
безразличии 

• Построение карты безразличии по значениям ЛКЗ в узловых точ
ках. * Введение линейного квазиупорядочения множества векторных 
оценок, снабженного картой безразличии. Единственност.ь линейного 
квазипорядка на мноокестве вект,орных оценок. Нахождение оптималь
ного исхода при заданной карте безразличии. • Задача 10. Исследование 
потребительских предпочтений. 

1. Метод построения карты безразличии, рассмотренный при 
решении задачи 9, осуществим только тогда, когда Л К З задается 
в аналитической форме, т . е . в виде функции к = к{и, v). К сожале
нию, это бывает достаточно редко (например, тогда, когда Л К З 
может быть найден из некоторых теоретических соображений). 
В большинстве практических случаев карта безразличии для двух-
критериальной ЗПР может быть построена лишь приближенно на 
основе получаемой от принимающего решение дополнительной ин
формации о замещениях между критериями. 

Один из таких методов состоит в следующем. Рассмотрим 
задачу принятия решения с двумя критериям, оценки по которым 
обозначим через и ж v. Пусть a<u<b^c<v<d. На координатной 
плоскости (и, г») построим прямоугольник П, проекции которого 
на координатные оси и и v совпадают с интервалами [а, Ь] и [с, d] 
соответственно. Далее, разобьем интервал [а, Ь] на п равных частей: 
а = ыо < ui < • • • < Un — Ь, взяв одну такую часть за единицу 
измерения первого критерия (рис. 7.1). Проведем через каждую 
точку деления прямую и = щ (г = 1, п), параллельную оси ординат. 

Теперь построим часть кривой безразличия, лежащую между 
прямыми и = Uj_i, и = Uj_|_i и проходящую через точку {щ; Vj). От
метим на прямой и = Ui+i точку (и^-|_1; Vj-i) так , чтобы разность 
Vj — Vj-i была равна Л К З в точке {ui;vj). (Напомним, что знание 
Л К З в точке (ui;Vj) эквивалентно наличию следующей информа-
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ции: для векторной оценки (щ; Vj) — чему равна уступка по второ
му критерию, которая компенсируется прибавкой единицы по пер
вому критерию? Э т а информация не является формализованной и 
должна быть получена дополнительно от принимающего решение.) 
Аналогично на прямой и = Ui_i отметим точку (u i_ i ; Vj^i), для ко
торой разность Vj^i — Vj равна Л К З в точке (u j - i ; ii^+i) (рис. 7.2). 
Ломаная с вершинами (u i_ i ; Vj+i), {ui;Vj), {ui+i;Vj-i) представля
ет собой кусочно-линейную аппроксимацию части кривой безразли
чия, лежащей между прямыми и = Ui-i и м = гх̂ +х и проходящей 
через точку {ui;Vj). 

Чтобы построить приближенно карту безразличии в прямо
угольнике П, поступим следующим образом. Проведем в прямо
угольнике П диагональ, соединяющую левую нижнюю вершину 
с правой верхней. В качестве «опорных узлов» возьмем точки пе
ресечения диагонали с прямыми и = щ (г = 1, п). Для каждого 
опорного узла строим указанным выше способом узлы на соседних 
прямых до тех пор, пока не дойдем до одной из прямых и = а, 
и = Ь, V =^ с, V = d. Соединяя полученные узлы ломаной, полу
чаем «картинку» вроде приведенной на рис. 7.1. Она представля
ет собой кусочно-линейную аппроксимацию карты безразличии в 
прямоугольнике П. Точность аппроксимации возрастает с умень
шением шага h = щ — щ^х, т . е . с уменьшением единицы измерения 
первого критерия. Однако увеличение точности карты возможно 
лишь при условии получения достоверной информации от прини
мающего решение относительно величин Л К З во всех узлах (число 
узлов имеет порядок 'п? и быстро растет с уменьшением шага) . 
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З а м е ч а н и е . С некоторыми усложнениями данный метод может 
быть использован для построения карты безразличии при наличии трех 
критериев (в этом случае возникают не кривые, а поверхности безразли
чия). При числе критериев больше трех указанный метод неприменим. 

2 . Предположим теперь, что в некоторой области векторных 
оценок Q СМ.'^ карта безразличии может быть построена (т .е . для 
каждой точки области Q можно построить проходящую через нее 
кривую безразличия). Согласно теореме 6.1, это дает принципиаль
ную возможность задать обобщенный критерий с точностью до мо
нотонно возрастающей функции. Однако, большинство задач, свя
занных с векторными оценками по двум критериям, можно решить 
без построения обобщенного критерия, используя только карту без
различии. Рассмотрим две важнейшие задачи. 

З а д а ч а 1 . Сравнить по предпочтению две векторные оценки 
из области Q. 

Р е ш е н и е . Покажем, как устанавливается предпочтение меж
ду векторными оценками (без построения обобщенного критерия) 
для области Q, снабженной картой безразличии. Пусть {u\,vi), 
(u2)t'2) — д в е векторные оценки из области Q. Возможны три слу
чая. 

а) Векторные оценки {ui,Vi) и {u2,V2) сравнимы по Парет,о. 
Par 

Пусть например, (щ, Vi) > {u2, г'г)- Тогда векторная оценка (MI, vi) 
будет более предпочтительной (в строгом смысле), чем векторная 
оценка {u2,V2): (wi,Wi) >- {u2,V2). 

З а м е ч а н и е . При изображении на координатной плоскости вектор
ные оценки, сравнимые по Парето с векторной оценкой {ui,vi), распо
лагаются от нее либо в «северо-восточном», либо в «ю1Ч)-западном» на
правлении; остальные векторные оценки несравнимы с ней по Парето 
(рис. 7.3) 

Щ 
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; (щ,ид 

Рис. 7.3 
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vi 

Рис. 7.4 

б) Точки Mi{ui;vi) и M2(u2;i'2) лежат на одной кривой без
различия. Тогда векторные оценки (ui,vi) и {u2,V2) считают
ся эквивалентными для принимающего решение (записывается 
{ui,vi) ~ {и'2,щ))- Содержательно это означает, что для при
нимающего рещение безразлично, что выбирать: исход, имеющий 
векторную оценку (MI,VI), или исход, векторная оценка которого 
{U2,V2)-

в) Векторные оценки {ui,vi) и {u2,V2) несравнимы по Парето 
и не лежат на одной кривой безразличия. Рассмотрим проходя
щую через точку Mi{ui;vi) кривую безразличия. Так как точка 
M2(u2; V2) не лежит на этой кривой, то она располагается выше или 
ниже нее. Рассмотрим, например, случай, когда точка M2{u2;v2) 
располагается ниже указанной кривой безразличия. Тогда, дви
гаясь по кривой безразличия от точки Mi вниз, мы обязатель
но найдем на ней такую точку M[{u[;v[), для которой векторная 
оценка {u[,v[) доминирует по Парето векторную оценку («2, «2) •' 

Par 
{u[,v[) > {u2,V2) (рис. 7.4). Согласно п. а) выполняется условие 
{u'^,v[) >- {u2,V2), а согласно п. б) — условие {ui,Vi) ~ {u\,v[); 
в результате получаем {ui,vi) >- («2,^2). 

Построенное отношение предпочтения может быть определено 
следующее простым правилом. 

Правило 7.1. Для любых двух векторных оценок {u\,vi), 
{u2,V2) областей Q: 

1) условие (ui,vi) >- (u2,V2) выполняется тогда и только 
тогда, когда точка Mi{ui,vi) лежит на более высокой кривой 
безразличия, чем точка М2{и2,У2)] 



2) условие {ui,Vi) ~ {u2,V2) выполняется т.огда и т,олько 
тогда, когда т,очки М\ {их, Vi) и M2{u2, V2) лежат, на одной кривой 
безразличия. 

З а м е ч а н и е . Запись (ui,v\) >- (u2,V2) читается так: «векторная 
оценка {u\,v{) является более предпочтительной, чем векторная оцен
ка {u2,V2)»', (ui,vi) ^ {u2,V2) — «векторная оценка {ui,vi) эквива
лентна по предпочтпительности ъектарпой оценке (u2,ti2)». Условие 
{ui,vi) fc (u2,V2) означает, что выполняется (ui,v\) >- {u2,V2) или 
{ui,v\) ~ (u2,i'2); оно может быть прочитано так: «векторная оцен
ка {u\,vi) является не менее предпочтительной, чем векторная оценка 
(м2,^2)»- Отношение >- называется отношением строгого предпо
чтения, ^ — отнохиением нестрогого предпочтения, ~ — отно
шением эквивалентности предпочтений. 

Теперь выясним основные свойства построенного отношения 
предпочтения ^ . Во-первых, оно устанавливает полное ранжирова
ние множества векторных оценок, при котором любые две вектор
ные оценки сравнимы между собой по предпочтению. Формально 
это означает выполнимость для отношения предпочтения ^ следу
ющих двух аксиом. 

(1) Аксиома т,ранзит,ивности: для любых трех векторных оце
нок {ui,vi), iu2,V2), {из,Уз) области Q из условий {ui,vi) ^ (и2,г'2) 
и («2,^2) ^ {из,Уз) следует {ui,vi) У {из,Уз). 

(2) Аксиома линейности {сравнимости): любые две векторные 
оценки {ui,yi),{u2,V2) области Q сравнимы между собой, т . е . 
{Щ,Щ) fc ("2,«2) или (U2,i;2) >: {ui,yi). 

В математике отношения, удовлетворяющие указанным двум 
аксиомам, принято называть отноьиениями линейного ква
зипорядка. Таким образом, построенное отношение предпо
чтения вект,орных оценок ^ является от,ношением линейного 
квазипорядка. 

Далее, из построения отношения предпочтения ^ видно, что оно 
удовлетворяет следующим двум дополнительным условиям: 

Par 
{Ai) от,ношение Парето-доминирования > содержится в от-

ношении ст,рогого предпочтения >~; 
{А2) соотношение {ui,v{) ~ (и2,г;2) выполняет,ся т^огда и 

только тогда, когда точки Mi{ui,vi) и М2{и2,У2) лежат на 
одной кривой безразличия. 

Сформулируем теперь следующий принципиальный результат. 
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Т е о р е м а 7 .1 . Пусть Q С 'Ш? — множество векторных оце
нок, на кот,ором задана картпа безразличии. Существует, един
ственное отношение линейного квазипорядка на множестве Q, 
удовлет,воряющее дополнительным условиям {А\) и (A-i). 

Для доказательства теоремы 7.1, установим одно вспомагательное 
утверждение, относящееся к отношениям линейного квазипорядка. Для 
отношения квазипорядка р будем через Ер обозначать его симметричную 
часть, т .е . отношение эквивалентности £р = рПр~ . 

Лемма 7 .1. Для любых отношений линейного квазипорядка pi, рг 
справедлива следующая импликация: 

Р1 С Р2, £р1=£р2 = ^ Pi = Р2. (7.1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что при выполнении 
условия импликации (7.1) имеет место включение рз С pi. В самом де
ле, пусть (ai,a2) € Р2- Надо проверить, что (ai,a2) G pi. Возможны два 
случая. 

С л у ч а й 1. (аьяг) G Sp^- Тогда (01,02) G £pi С рх. 
С л у ч а й 2. (ai,02) ^ e^j- Предположим, что (01,02) ^ pi. Тогда, 

по аксимоме линейности, выполняется (o2,oi) G pi и, в силу включения 
Pi Q Р2, получаем (02,01) е pi-

Так как по предположению имеет место (01,02) € Р2, то получаем 
(01,02) е Р2 Пр^^ = £р2' что ведет к противоречию. Итак, (01,02) € pi и 
импликация (7.1) установлена. 

р 
Вернемся к доказательству теоремы 7.1. Пусть ^ — произвольное 

отношение линейного квазипорядка, заданное на множестве векторных 
р 

оценок Q. Предположим, что отношение ^ удовлетворяем рассмотренным 
выше дополнительным условиям: 

Par 
{Ах) отношение доминирования по Парето > содержится в отноше-

р 
НИИ ) - ; 

(Лг) соотношение (ux,vx) ~(u2, иг) выполняется тогда и только тогда, 
когда точки Mi(ux;vx) и M2{u2;v2) лежат на одной кривой безразличия. 

Покажем, что построенное при решении задачи 1 отношение предпо-
р 

чтения векторных оценок ^ содержится в отношении ^ . Действительно, 
пусть {ux,vx) ^ {u2,V2). Тогда возможны три случая. 

Par 
а) {ui,vx) > {u2,V2); 
б) точней Mx{ux;vx) и М2(и2;г;2) лежат на одной кривой безразличия; 
в) существует такая векторная оценка {u'x,v'x) G Q, что точ

ки Mi{ui;vi) и M[{ux;v'x) лежат на одной кривой безразличия и 
Par 

{u'x,v'x) > {U2,V2). 

90 



в случае а) согласно условию (Ai) получаем {ui,vi) >-{u2,V2)- В 
случае б) согласно условию (^2) имеем (ui ,ui)~(u2,f2)- Наконец, в 
случае в) согласно (А2) имеет место {ui,vi)^{u[,v'i), а согласно {Ai) 

р р 
получаем (иj, г;̂ ) ;^(u2, «2), откуда («i, vi) !^(u2, «г). 

р 
Таким образом, в любом случае (ui, vi) ^(и2,г;2), т .е . отношение 

р 

предпочтения ^ содержится в отношении ^ . Так как симметричные час
ти этих отношений представляют собой эквивгшентности, классами ко
торых служат кривые безразличия, то эти эквивалентности совпадают. 

р 
В силу леммы 7.1, отношение линейного квазипорядка ^ совпадает с 
квазипорядком ^ , что и заканчивает доказательство теоремы 7.1. 

Построенное при решении задачи 1 отношение предпочтения 
векторных оценок ^ будем называть к а н о н и ч е с к и м л\х-н,е.'&нъ\м, 
квазипорядком на множестве векторных оценок. По тео
реме 7.1 всякое отношение линейного квазипорядка на Q, удов
летворяющее условиям {Ai) и (Лг), совпадает, с канонически.^, 
линейным квазипорядком. 

Установим теперь связь между предпочтением, задаваемым ка
ноническим линейным квазипорядком, и предпочтениями, которые 
определяются с помощью обобщенных критериев. 

Пусть ip — какой-нибудь обобщенный критерий, определенный 
на множестве векторных оценок Q и совместимый с заданной 
на Q картой безразличии. Рассмотрим отношение предпочтения 

векторных оценок ^ , устанавливаемое по величине обобщенного 
критерия (р: 

(«b^l)fc(u2,V2) <^=^ V{ui,Vi)>ip{u2,V2). (7.2) 

V 
Ясно, что >з — отношение линейного квазипорядка на Q. Соот
ношение («1, «i) ~(u2,W2) означает, что ip{ui,vi) = <fi{u2,V2) и, по 
условию совместимости с картой безразличии, отсюда следует, что 
точки Mi{ui;vi) и A42{u2;v2) лежат на одной кривой безразличия; 
таким образом, условие (Л2) здесь выполнено. 

Par 
Далее, если {ui,vi) > {u2,V2), то, согласно (6.2), (/j(ui,t'i) > 

> f{u2,V2); последнее эквивалентно тому, что {ui,vi))^{u2,V2) 
и получаем, что условие (Ai) также выполнено. На основании 
теоремы 7.1 имеем следующее следствие. 
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С л е д с т в и е . Отношение предпочтения векторных оценок, 
устанавливаемое по любому обобщенному критерию, совмести
мому с картой безразличии, совпадает, с каноническим квазипо
рядком ^ . 

Итак , получаем следующее правило. 
П р а в и л о 7.2. При введении предпочт,ений на множест,ве век

торных оценок — будем ли мы его вводит,ь с помощью обобщенно
го крит,ерия, совмест,имого с картой безразличии, или с помощью 
некоторого линейного квазипорядка, удовлет,воряющего услови
ям (Ai) и (Лг), — оно совпадет с предпочтением, определяемым 
каноническим квазипорядком. 

В заключение данного пункта рассмотрим еще одну задачу, 
рещаемую при наличии карты безразличии. 

З а д а ч а 2. В област.и векторных оценок Q, снабженной кар
той безразличии, найти наиболее предпочтительную векторную 
оценку. 

Р е щ е н и е . На основании правил 7.2 и 7.1 получаем, что наибо
лее предпочтительной будет векторная оценка (м*, v*), для которой 
точка M*{u*\v*) находится в области Q и лежит на самой «высо
кой» кривой безразличия, еще пересекающей область Q. (Здесь име
ется очевидная аналогия с нахождением максимума функции двух 
переменных с помощью линий уровня — см. лекцию 3. Разница со
стоит в том, что при нахождении максимума функции линии уровня 
строятся по заданной функции f{x, у), а кривые безразличия — на 
основе информации о замещениях между критерия'ми, получаемой 
от принимающего решение.) Указанный способ нахождения наибо
лее предпочтительной векторной оценки иллюстрирует рисунок 7.5. 

Рис. 7.5 
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3. Рассмотрим типичную экономическую задачу, решение 
которой может быть получено с помощью построения карты 
безразличии. 

Задача 10. Исследование потребительских предпочт,ений. 
Эта задача состоит из двух частей: 
а) построение от,ногиения предпочтения наборов пот,реби-

тельских благ; 
б) нахождение оптимального набора потребительских благ. 
Под потребительскими благами в экономике понимают 

товары, продукты и услуги. Для унификации терминологии будем 
далее использовать термин «товары». Если перенумеровать все 
мыслимые товары, то всякий набор товаров можно представить в 
виде вектора х = (xi,... ,Хп), где Xi > О — количество г-го товара 
в этом наборе. 

Основной постулат, принимаемый в экономике, состоит в том, 
что каждый потребитель имеет отногиение предпочте-

cons 

ния ^ на множестве потребительских наборов (cons — 
от англ. consumer — потребитель). 

Выявление (построение) отношения предпочтения данного по
требителя является непростой задачей. Опишем подход к ее реше
нию, при этом ограничимся случаем п = 2, т.е. будем рассмат
ривать наборы, состоящие из двух товаров Ti и Гг. Всякий набор 
Товаров Ti и Тг может быть задан в виде пары неотрицательных 
чисел (11,12), где xi — количество товара Ti и жг — количество 
товара Тг. Множество таких наборов можно отождествить с мно
жеством векторных оценок по двум критериям (в качестве первого 
критерия выступает количество товара Ti, а в качестве второго 
критерия — количество товара Гг). Тогда при решении задачи на
хождения предпочтений потребителя можно Использовать получен
ные в данном пункте результаты о структуре отношения предпо
чтения векторных оценок. 

Перечислим свойства, которыми обладает отношение предпо-
cons 

чтения >з • Во-первых, оно должно быть отношением линейного 
квазипорядка, т.е. удовлетворять аксиомам транзитивности и ли-

cons 

нейности. Во-вторых, отношение предпочтения ^ обладает тем 
свойством, что при увеличении компонент потребительского набо
ра его предпочтение для потребителя возрастает, т.е. если xi > х\ 
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и Х2 ^^2^ причем хотя бы одно из этих неравенств ст,рогое, то 

( x b a r 2 ) T V i . 4 ) - (7-3) 
В экономике аксиому (7.3) называют аксиомой ненасыщения. 

Формально условие импликации (7.3) означает, что набор (11,3:2) 
доминирует по Парето набор (a;j,X2). Таким образом, аксиома не-

cons 

насыщения эквивалентна тому,что отношение >- строгого предпо-
Раг 

чтения потребительских наборов содержит отношение > домини
рования по Парето. 

Итак, с формальной точки зрения задача 10, а) состоит в том, 
что на множестве потребительских наборов надо построить отно-

cons 
шение предпочтения ^ , которое должно являться линейным ква
зипорядком и содержать отношение доминирования по Парето. 

Подчеркнем, что здесь речь идет не о том, чтобы построить 
какое-нибудь отношение предпочтения, удовлетворяющее указан
ным условиям, а о том, чтобы найти (или, как говорят, «вы
явить») уже имеющееся отношение предпочтения. Предположим, 
что на множестве потребительских наборов удалось построить от-

cons 
ношение предпочтения >з некоторого потребителя. Тогда будет 

cons -̂̂  

определена и симметричная часть этого отношения ~ . С другой 
стороны, как мы видели при доказательстве теоремы 7.1, всякое ли
нейное квазиупорядочение векторных оценок, содержащее Парето-
доминирование, однозначно определяется своей симметричной час
тью (задание которой сводится к построению в области векторных 
оценок карты безразличии). 

В ы в о д . Необходимым и дост,аточным условием выявления 
отношения предпочтения потребителя на заданном множестве 
потребительских наборов являет,ся нахождение на этом множес
тве его карты безразличии. 

Согласно правилу 6.2, построение карты безразличии в некото
рой области эквивалентно заданию ЛКЗ в каждой точке этой облас
ти. В рассматриваемом случае ЛКЗ в точке (a;i;a;2) имеет следую
щий содержательный смысл: он указывает приблизительное коли
чество товара Гг, потеря которого компенсируется для потребителя 
увеличением на единицу количества товара Ti в наборе (xi,X2); при 
этом равенство будет тем более точным, чем меньше взята единица 
товара Tj. В экономике указанный локальный коэффициент замеще
ния называется предельной нормой замещения и обозначается 
через MRS (от англ. Marginal Rate of Substitution). 
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Имеет место следующее важное свойство локального коэффици
ента замещения: по мере движения вправо вдоль оси абсцисс ЛКЗ 
уменьшается, что соответствует общеизвестному принципу: при 
увеличении количества продукта его ценность для пот,ребит.е-
ля уменьшается, а при уменьшении количест,ва продукта его цен
ность увеличивает,ся. (Например, если у путешественника имеется 
одна буханка хлеба, то потеря 50 г хлеба для него будет малосу
щественной, но если у него всего 100 г хлеба, то потеря тех же 50 г 
весьма ощутима.) 

Заметим, что указанное уменьшение величины ЛКЗ влечет вы
пуклость кривой безразличия (см. рис. 6.3); крайний случай — ког
да кривые безразличия превращаются в прямые. Этот случай соот
ветствует тому, что ЛКЗ является постоянным (см. лекцию 6, п. 3). 

В рамках рассматриваемой задачи условие, что ЛКЗ есть кон
станта к, означает согласие потребителя компенсировать поте
рю А;ед. товара Та увеличением на единицу количества товара Ti в 
любом наборе, т .е . независимо от количества товара Ti и Т2. Оче
видно, что на практике это условнее осуществляется очень редко, 
т.е. как правило, ЛКЗ является переменным. 

Итак, при задании в областей пот,ребителъских наборов карты 
cons 

безразличии искомое отношение предпочтения ^ потребитель
ских наборов определяется однозначно и представляется в следу
ющем виде: набор (xi,a;2) является для потребит,еля более пред-
Почтит,ельным, чем набор [x'i,x'2) тогда и только тогда, когда 
точка Mi{xi; Х2) лежит, на более «высокогТ» кривой безразличия, 
чем точка М[{х\;х'2). В случае, когда эт,и точки лежат на од
ной кривой безразличия, данные наборы считают,ся эквивалент,-
ными, т . е. потребителю безразлично — какой из этих наборов 
выбирать. 

Рассмотрим теперь решение задачи 10,6) — нахождения оп
тимального потребительского набора. При решении задачи 10, а) 
мы учитывали только желания (предпочтения) потребителя и не 
учитывсШИ его возможностей. Между тем, возможности реального 
потребителя всегда ограничены, причем ограничивающими фак
торами здесь являются цены на товары и доход потребителя (под 
доходом понимается сумма, которую потребитель может потратить 
на приобретение какого-либо набора потребительских благ). Пусть 
р = (р^, . . . ,р") — вектор цен, где р* — цена единицы товара г, 
тогда стоимость набора х = [xi,.. .,Хп) выражается в виде ска
лярного произведения (р, х). Обозначим через d доход потребителя. 
Множество наборов х, которые потребитель может приобрести, за
дается неравенством 

{p,x)<d, (7.4) 
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Рис. 7.6 

которое называется бюджетным ограничением. Задачу 10,6) 
теперь можно точно сформулировать в следующем виде. 

При заданном векторе цен р и заданном доходе d в множестве 
всех потребительских наборов, удовлетворяющих бюджетному 
ограничению (7.4), найти наиболее предпочтительный набор. 

Для случая двух товаров решение сформулированной зада
чи можно получить следующим образом. Полагая р = {р^,р^), 
X = {х\,Х2), получаем, что бюджетное ограничение принимает 
здесь вид неравенства: р^х\ +р^Х2 S d, причем по смыслу должно 
быть Xi,X'2 > 0. 

Таким образом, геометрически область Т> потребительских на
боров, удовлетворяющих бюджетному ограничению, представляет 
собой треугольник, ограниченный прямой (I) : р^х\-\-р^Х2 = Снося
ми декартовой системы координат (рис. 7.6). Построим карту без
различии потребителя в области Т). Наиболее предпочтительным 
(оптимальным) из наборов, удовлетворяющих бюджетному ограни
чению, является набор {х\, i j ) ; ДЛя которого проходящая через точ
ку М*{х\;х2) кривая безразличия касается граничной прямой (/) 
(см. рис. 7.6). Так как для прямой {I) тангенс угла ее наклона к оси 
абсцисс равен ~р^ /р^, то в точке M*(a;j;a;2) тангенс угла наклона 
касательной к кривой безразличия равен,—р^/р^. С другой сторо
ны, по правилу 6.1 локальный коэффициент замещения в точке М* 
равен взятому со знаком «минус» тангенсу угла наклона касатель
ной к кривой безразличия в этой точке, откуда для точки М* ЛКЗ 
равен р^ /р^. Итак, получаем следующее правило: 

в точке, являющейся оптимальным выбором потребит,еля, 
локальный коэффициент! за.м,ещения равен отношению цен. 



Р Е З Ю М Е И ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

I. Построение математической модели задачи принятия реше
ния (ЗПР) состоит в задании двух основных структур: реализаци
онной и оценочной. Реализационная структура отражает связь 
между выбираемыми альтернативами и возможными исходами, а 
оценочная структура устанавливает оценку возможных исходов с 
точки зрения принимающего решение. 

ЗПР в условиях определенности характеризуется наличием де
терминированной (однозначной) связи между допустимыми альтер
нативами и исходами, в силу чего выбор альтернативы эквивален
тен выбору исхода. Поэтому построение реализационной структуры 
ЗПР в условиях определенности сводится к заданию множества X 
допустимых альтернатив; с содержательной точки зрения это озна
чает перечисление всех возможных действий принимающего реше
ние. 

Оценочная структура задачи принятия решения может быть 
задана в различных видах, например, в виде оценочной функции; 
в виде бинарного отношения предпочтения; в виде оценок по не
скольким критериям. В общем случае оценочная структура задачи 
принятия решения задается на множестве исходов. Для ЗПР в усло
виях определенности, в силу наличия однозначной связи между аль
тернативами и исходами, оценочные структуры всех типов могут 
быть тривисШьно перенесены с множества исходов на множество 
допустимых альтернатив. 

В данной книге для ЗПР в условиях определенности рассмат
ривается два типа оценочных структур: оценочная функция (лек
ции 2-4) и оценка по нескольким критерием (лекции 5-7). 

I I . Математическая модель ЗПР в условиях определенности, 
в которой оценочная структура задана в форме оценочной функции, 
принимает вид {X, / ) , где X — множество допустимых альтерна
тив, / : X ^ R — целевая функция. Для таких моделей принятия 
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решения имеется по-существу единственный принцип оптимально
сти, в соответствии с которым оптимальной является альтернатива 
X* G X, доставляющая глобальный максимум целевой функции / 
на множестве допустимых гитьтернатив X (глобальный минимум, 
если / — функция потерь). Поэтому задача нахождения оптималь
ного решени превращается здесь в математическую задачу нахож
дения экстремума функции. Для приложений наиболее важным яв
ляется случай, когда множество допустимых альтернатив может 
быть отождествлено с некоторой областью V, содержащейся в п-
мерном евклидовом пространстве, т.е. Т> С R". Для этого случая 
достаточные условия существования экстремума целевой функции 
/ : Р —> К (значит, и существования оптимальных решений соот
ветствующих ЗПР) дает классическая теорема Вейерштрасса: ес
ли множество Т> является замкнут.ым и ограниченным, а функ
ция f непрерывна, то глобальный максимум и глобальный минимум 
функции f достигается на Т>. 

III. Возможности нахождения точек глобального экстремума 
функции / : Х> —> R, где Т> С R", определяются видом функции / и 
свойствами области Т>. Для дифференцируемой функции / точка
ми глобального экстремума могут быть только критические точки 
(т.е. либо стационарные точки функции / , либо граничные точки 
области Т>). Это правило дает возможность найти точки глобаль
ного экстремума функции одной или двух переменных, однако при 
п > 2 оно позволяет лишь сузить «область поиска». Для многих 
частных случаев (выделяемых видом функции / и свойствами до
пустимой области Т>), разработаны методы и алгоритмы нахожде
ния точек глобгшьного экстремума функции (этот круг вопросов не 
входит в наше рассмотрение). 

IV. При задании оценочной структуры ЗПР в виде оценок 
по нескольким критериям (т.е. в виде векторной оценки) полу
чается многокритериальная задача принятия решения. Основная 
сложность логического анализа многокритериальных ЗПР заклю
чена в том, что в них возникает «эффект несравнимости исходов», 
когда для двух исходов один из них оказывается лучше по одно
му критерию, но хуже по другому. Несравнимость исходов пред
ставляет собой форму неопределенности — ценностную неопреде
ленность, котор£1я связана со стремлением принимающего решение 
достичь противоречивых целей. Следствием указанной неопреде
ленности является невозможность сформулировать для класса мно
гокритериальных ЗПР единый принцип оптимальности решения. 
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Бели для задач принятия решений, в которых оценочная структу
ра задается в виде целевой функции, сложности нахождения оп
тимального решения имеют только технический характер, то для 
многокритериальных ЗПР возникают концептуальные сложности, 
связанные с проблемой — что следует понимать под оптимальным 
решением. В лекциях 5-7 рассмотрены некоторые подходы к реше
нию этой проблемы. 

V. Важнейшим понятием, вводимым для многокритериальных 
Par 

задач, является отногиение доминирования по Парето > . 
(Вильфредо Парето — известный итальянский экономист второй 
половины XIX - начала XX в.) Пусть Т> — множество возможных 

Par 
исходов. Условие Oi > ог содержательно означает, что исход ai 
не хуже, чем исход «2 по любому из рассматриваемых критериев, 
причем, по крайней мере, по одному из критериев ai лучше, чем аг. 

Исход а* € Т> называется Парето-оптимальным, если он не 
доминируется по Парето никаким исходом а Е Т>. 

При любом разумном понимании оптимальности для мно
гокритериальных задач принятия решений оптимальный исход 
обязательно должен быть Парето-оптимальным. Поэтому оконча
тельный выбор оптимального исхода в многокритериальной ЗПР 
следует производить из множества Парето-оптимальных исходов. 
Однако, в типичных случаях Парето-оптимальных исходов может 
быть несколько (в непрерывном случае — бесконечное множество), 
поэтому следующий этап анализа многокритериальных ЗПР пред
ставляет собой проблему сужения Парето-оптимального множест
ва. Такое сужение производится с помощью некоторых формали
зованных процедур на базе получаемой от принимающего решение 
дополнительной информации о критериях или о свойствах опти
мального решения. 

Простейшие процедуры такого рода связаны, например, с на
значением нижних границ критериев; выделением одного критерия 
(субоптимизация); упорядочением критериев по их относительной 
важности (лексикографическая оптимизация). Общим недостатком 
всех этих методов является то, что, во-первых, часто возника
ют содержательные трудности в получении требуемой информа
ции от принимающего решение и, во-вторых, процедура сужения 
Парето-оптимального множества не дает, как правило, единствен
ного решения. 
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VI. Для многокритериальных задач принятия решений пробле
ма выбора оптимального решения — это фактически проблема по
лучения от принимающего решение дополнительной информации 
о соотношении критериев между собой. Наиболее «емкой» здесь яв
ляется информация о величине локального коэффициента замеще
ния (ЛКЗ). Для ЗПР с двумя критериями локальный коэффициент 
замещения указывает величину прибавки по одному из критериев, 
которая компенсирует для принимающего решение потерю единицы 
по другому критерию. Зная ЛКЗ в каждой точке области векторных 
оценок, можно построить в этой области карту безразличии, состо
ящую из кривых безразличия. Обратно, если в области векторных 
оценок задана карта безразличии, то можно найти ЛКЗ в любой 
точке этой области. Оказывается, что задание в области вектор
ные оценок карты безразличии {или, что эквивалент.но, ЛКЗ 6 
каждой точке этой области) определяет единственным образом 
полное ранжирование множ:ества вект,орных оценок, чт,о приво
дит к единственному оптимальному решению. 

VII . Рассмотрим последний результат более подробно. Он мо
жет быть точно сформулирован либо в терминах обобщенного кри
терия, либо в терминах линейного квазиупорядочения. 

Под обобщенным критерием в многокритериальной ЗПР пони
мается такая функция (р, которая превращает векторную оценку 
в скалярную и при этом сохраняет Парето-доминирование. В об
щем случае различные обобщенные критерии приводят к разным 
ранжированиям векторных оценок и (как следствие этого) — к раз
ным оптимальным решениям. Предположим теперь, что в облас
ти Q векторных оценок двухкритеригшьной задачи принятия реше
ния задана карта безразличии. Обобщенный критерий кр называет
ся совместимым с картой безразличии, если линиями уровня 
функции ip в области Q являются кривые безразличия. Показано 
(см. лекцию б, п. 4), что все обобщенные критерии, совместимые 
с картой безразличии, эквивалентны между собой в следующем 
смысле: они дают, одно и т,о же ранжирование векторных оценок 
и [как следст,вие этого) одно и то же оптимальное решение. 

В терминах линейного квазиупорядочения уточнение состоит 
в следующем. Как показывает теорема 7.1, в област,и векторных 
оценок Q, снабж:енной карт,ой безразличии, сущест,вует одно и 
только одно линейное квазиупорядочение ^ (называемое канони
ческим), кот.орое удовлет,воряет следующим двум условиям: 
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Par 
(1) отношение у- содержит, Парет,о-доминирование > ; 
(2) классами эквивалентности ~ (^симметричной части отно

шения >) служат, кривые безразличия. 

VIII . Дадим интерпретацию последнего результата примени
тельно к экономической проблеме выявления предпочтения потре
бителя. Основной пост,улат, принимаемый в экономике потреб
ления, состоит в том, что каждый потребитель имеет отношение 
предпочтения на множестве наборов потребительских благ, при
чем это отношение является отношением линейного квазипорядка. 
Далее, в экономике принимается аксиома ненасыщаемости, означа
ющая с математической точки зрения, что отношение предпочтения 
потребителя содержит отношение доминирования по Парето. В си
лу теоремы 7.1, необходимым и дост,ат,очным условием выявления 
отношения предпочт,ения потребителя на заданном множ:ест,ве 
потребительских наборов является нахождение на эт,ом множес
тве его карты безразличии. 

При имеющейся карте безразличии единственным линейным 
квазипорядком, совместимым с картой безразличии и удовлетво-
ряющим аксиоме ненасыщаемост,и, будет канонический линейный 
квазипорядок >. 

IX. Кратко охарактеризуем задачи, рассмотренные в части I. 
Задача 1 относится к задачам управления запасами [10]; в дан
ном случае ее решение сводится к нахождению экстремума функ
ции одной переменной. Задача 2 связана с исследованием про
изводственной функции. В экономике широкое распространение 
получили мультипликат,ивные производственные функции, прос
тейшим примером которой является производственная функция в 
задаче 2. Задача 3 заимствована из [1]. Задачи 4—6 — это типич
ные задачи линейного программирования (которые получили ши
рокое распространение благодаря работам выдающегося советского 
математика Л. В. Канторовича, удостоенного за эти исследования 
Нобелевской премии). Задача 7 имеет иллюстративный характер 
и является дискретной задачей многокритериальной оптимизации. 
Задача 8 с математической точки зрения является непрерывной 
Зс1дачей многокритериальной оптимизации и по содержанию пред
ставляет значительный интерес для экономики; эта задача рассмат
ривалась многими авторами (см., например, [14]). Задача 9 ил
люстрирует способ сравнения объектов по векторному критерию 
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при известном Л К З . Задача 10 является типичной задачей эконо
мики потребления (см., например, [5]). 

X. Упражнения. 
1. Рассмотрите все этапы решения задачи об оптимальном размере 

закупаемой партии товара (см. задачу 1) при следующих данных: 
а) (5 = 72т, со = Зтыс .р /т , ci = 400р, сг = ЮОр/т; 
6 ) Q = 2 5 T , с о = З т ы с . р / т , ci = 400р, С2 = ЗОр/т. 
2. Продукт С производится из продуктов А 1л В, причем количество 

продукта С равно Ьх^^^у^^^, где х — количество продукта А, у — 
количество продукта В. Какое наибольшее количество продукта С 
может быть произведено, если стоимость единицы продукта С равна 
пяти денежным ед., стоимость единицы продукта В равна 2ден. ед. и 
всего на покупку продуктов Аи В ассигновано 20денежных ед.? 

Указание. Воспользуйтесь методом множителей Лагранжа (лек
ция 3). 

3 . Количество продукта С, производимого из продуктов А и В, нахо
дится по формуле /(ж, у) = 2х + 3у, где х — количество продукта А, у — 
количество продукта В. Какое максимальное количество продукта С 
может быть получено при условии, что х та. у связаны ограничением 
4x2 _̂  ду2 < 72? 

Указание. Используйте графический метод нахождения экстремума 
функции (лекция 3). 

4. В табл. 1 приведено количество белков Б, жиров Ж , углеводов У, 
витаминов В в единице продукта /7i и Лг, а также минимальнг1Я норма 
питательных веществ в смеси этих продуктов и стоимость единицы 
продуктов /7i и Яг. Найдите оптимешьную смесь продуктов i7i и Лг (см. 
задачу 5). 

Указание. Используйте графический метод нг^хождения решения за
дачи линейного программирования (см. лекцию 4). 

Таблица 1 

Пг 
П2 

Минимальная норма 

Б 
4 
5 
20 

Ж 
3 
18 
36 

У 
8 
2 
16 

В 
7 
3 
21 

Стоимость 
4 
3 

5. Используя графический метод, нг1Йдите оптимальный производст
венный план в задаче, заданной табл. 2 (см. лекцию 4); 

Таблица 2 

1 
2 

Запас 

1 
24 
8 

120 

2 
15 
15 

150 

3 
8 
16 
128 

4 
10 
5 

60 

Прибыль 
6 
7 

102 



6. в табл. 3 указана стоимость перевозки единицы продукта со 
складов Ci и Сг в пункты потребления Яг и Яг, а также потребность 
в этом продукте для пунктов потребления и его наличный запас на 
складах Ci и Сг. Составьте оптимальный план перевозок (см. задачу 6). 

Указание. Используйте графический метод нгосождения решения за
дачи линейного программирования (см. лекцию 4). 

Таблица 3 

Ci 

С2 

Потребность 

Пг 
8 

3 

100 

Я2 
4 

2 

120 

Запас 

150 

90 

7. При выборе квартиры в качестве существенных критериев взяты: 
pi — метраж (в м^), рг — время поездки на работу (в мин), рз — время 
поездки в зону отдыха (в мин); при этом критерий pi рассматривается 
как позитивный, а критерии Р2 и рз — как негативные. Сргшните по 
предпочтительности семь вариантов, представленных в табл.4. 

Таблица 4 

Вариант 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

Критерий 
Р1 
60 
50 
45 
60 
42 
45 
48 

Р2 
50 
45 
30 
40 
20 
30 
45 

Рз 
30 
25 
20 
30 
10 
15 
25 

Указание. Первый этгш гшешиза — отбрасывгшие вариантов, домини
руемых по Парето. Второй этап — сужение Парето-оптимального мно
жества с помощью процедур, основгснных на дополнительной информа
ции, получаемой от принимающего решение, о критериях или свойствах 
оптимального решения (см. лекцию 5). 

8. Используя в качестве обобщенного критерия для задачи 7 крите
рий (6.1), постройте полное ранжирование вариантов мест работы. 

Соответствует ли полученное ранжирование вашим предпочтениям? 
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9. Построите полное ранжирование указанных в табл. 5 векторных 
оценок по критериям и п v, зная, что в области векторных оценок ЛКЗ 
имеет вид: k(u,v) = 2v/3u (см. задачу 9). 

Таблица 5 

Вариант 
1 
2 
3 
4 
5 

Критерий 
и 
5 
3 
2 

1,5 
1,3 

V 

2 
3 
4 

4,5 
5 

10. в области векторных оценок Т>, определенной системой нера
венств 

2u^ + 9v^ < 18, 
. U > 2, •!; > 1/2, 

найдите наиболее предпочтительную векторную оценку, если карта 
безразличии задается уравнением uv = с. 

Указание. Используйте графоангшитический способ нахождения эк
стремума функции двух переменных (см. лекцию 3, п. 2). 

ЛИТЕРАТУРА: [1, 3, 5, 8-11, 14, 20, 23, 28, 29, 37, 39, 40, 46, 48, 49]. 



Часть II 
ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ В УСЛОВИЯХ 
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ И РИСКА 

Лекция 8. Принятие решений 
в условиях неопределенности 

• Мат.емат,ическая модель задачи принятиярегиения в условиях неопре
деленности. Пример: аренда от,еля. • Принцип доминирования ст,ра-
тегий. Методы анализа ЗПР в условиях неопределенност.и на основе 
введения гипотезы о поведении среды. • Критерии Лапласа, Вальда, 
Гурвица и Сэвиджа. • Задача 11. Выбор проекта элект.рост.анции. 

1. Как указывалось в лекции 1, реализационная структура за
дачи принятия решения включает в себя множество допустимых 
альтернатив X, множество состояний среды Y, множество исхо
дов А и функцию реализации F : X х Y -^ А. Принятие решения 
в условиях неопределенности характеризуется тем, что при выборе 
альтернативы принимающему решение неизвестно наличное состо
яние среды и он не имеет информации о вероятностях их появле
ния. Отметим, что эта неопределенность не является абсолютной, 
так как принимающему решение известны множество возможных 
состояний среды (множество У) и функция реализации F. 

Оценочная структура ЗПР в условиях неопределенности может 
быть задана любым из способов, указанных в п. 3 лекции 1; в данной 
лекции будет рассмотрен случай, когда оценочная структура зада
ется в виде оценочной функции. Композиция функции реализации 
И оценочной функции представляет собой целевую функцию / . При 
этом число f(x,y) указывает полезность (ценность, эффективность) 
того исхода, который получается в ситуации, когда принимающий 
решение выбирает альтернативу а; G X , а среда принимает состоя
ние у £Y. Напомним, что если оценка исходов выражает з а т р а т ы . 
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убытки или другие негативные факторы, то в этом случае функ
ция / называется функцией потерь. 

Итак, математическая модель ЗПР в условиях неопределеннос-
т,и может быть задана в виде следующей тройки объектов: 

(Х ,Г , / ) , (8.1) 

где X — множество допустимых альтернатив, Y — множество 
возможных состояний среды, / : X х У —> R — целевая функция. 

Фактически построение такой математической модели принятия 
решения сводится к заданию целевой функции, определенной на 
множестве X xY та принимающей числовые значения. 

Рассмотрим пример построения математической модели ЗПР в 
условиях неопределенности. 

• Пример 8.1. Аренда отеля. Предприниматель намерен взять 
в аренду отель сроком на один год. Имеются отели четырех типов: 
на 20, 30, 40 или 50 комнат. По условиям аренды предприниматель 
должен оплатить все расходы, связанные с содержанием отеля. Эти 
расходы (в некоторых денежных единицах) состоят из трех частей: 

1) Расходы, не зависящие от выбора проект,а от,еля: 

а) благоустройство территории — 10 тыс. денежных ед.; 
б) затраты на текущий ремонт и содержание — 

1, 5 тыс. денежных ед.; 
в) один ночной дежурный — 6тыс.денежных*ед.; 
г) один служащий для уборки территории — 

8 тыс. денежных ед.. 

2) Расходы, зависящие от числа комнат, отеля: 

а) меблировка одной комнаты — 2 тыс. денежных ед.; 
б) 1 горничная на 10 комнат — 6 тыс. денежных ед.; 
в) содержание одной к о м н а т ы ^ 150 денежных ед.; 
г) страхование на случай пожара для одной комнаты — 

25 денежных ед. 

3) Расходы, зависящие от числа занятых комнат: 

а) стирка, уборка — 25 денежных ед.; 
б) электричество, газ, вода — 25 денежных ед. 
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Доход предпринимателя составляет 200 денежных ед. в день 
с каждой занятой комнаты. Какое решение должен принять пред
приниматель? 

Построим математическую модель задачи принятия решения. 
Альтернативами здесь являются типы отелей, поэтому в качестве 
множества альтернатив можно взять X = {20, 30,40, 50}. 

В данном случае (в соответствии с изложенным в п. 3 лек
ции 1) среда — это то, что определяет при каждой фиксированной 
гшьтернативе появление конкретного исхода (результата). В рас
сматриваемом задаче в качестве исхода можно рассматривать при
быль, которую получит предприниматель за год аренды отеля. При 
фиксированной альтернативе х G X его прибыль полностью опре
деляется средним числом у занятых комнат (т. е. в качестве единст
венного параметра, характеризующего состояние среды, здесь вы
ступает среднегодовой спрос). Поэтому в качестве множества со
стояний среды в данной задаче можно взять Y = {1, 2, 3 , . . . ,50}. 
Целевая функция / имеет здесь следующий содержательный смысл: 
f(x,y) — это прибыль, которую получит предприниматель за год 
в ситуации, когда он арендует отель из х комнат, а среднегодовой 
спрос равен у. Найдем целевую функцию f{x,y) в явном виде. 

1) Расходы, не зависящие от выбора проекта отеля, составляют 

10 000 + 1500 + 6000 + 8000 = 25 500 (денежных ед.) 

2) Расходы, зависящие от числа х комнат отеля, равны 

2 000 а; 4- 600 а; + 150 а; -Ь 25 ж = 2775 х (денежных ед.) 

3) Расходы, зависящие от числа у занятых комнат, таковы: 

365(25 у+ 25 у) = 18 250у (денежных ед.) 

4) Доход предпринимателя определяется числом у занятых ком
нат и составляет в год 

365 • 200 у = 73 000 у (денежных ед.) 

Отсюда прибыль предпринимателя за год в ситуации (ж, у) 
равна 

73 000 у - (2775 а; -Ы8 250 т/ -h 25 500) = 
= 54 750 у - 2775 а: - 25 500 (денежных ед.) 
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Итак, целевая функция для данной задачи принятия решения 
такова: 

/(ж, у) = 54 750 у - 2775 ж - 25 500. 

Методы анализа ЗПР в условиях неопределенности рассмотрены 
в следующих двух пунктах. 

2. Основная сложность при принятии решения в условиях не
определенности состоит в том, что, выбирая одну из допустимых 
альтернатив, принимающий решение не знает имеющегося состоя
ния среды; в то же время, получающийся исход зависит от того, 
в каком состоянии находится среда. Формально, целевая функция 
/(ж, у) является функцией двух аргументов х ТЙ. у; принимающий 
решение должен выбирать значение аргумента ж G X, не зная зна
чения аргумента у €Y. 

Ограничимся случаем, когда множества X и Y являются ко
нечными; тогда целевая функция может быть задана табличным 
способом. Так как «природа» альтернатив и состояний среды в ма
тематической модели ЗПР никак не отражается, будем различать 
элементы этих множеств по номерам, полагая X = {1 , . . . , г , . . . , г г} , 
Y = { 1 , . . . , j , . . . , ?п}. Далее, положим f{i,j) = а\ v. будем интер
претировать число al как еьшгрыш принимающего решение в ситу
ации (г, j ) . Тогда целевая функция задается табл. 8.1, в которой на 
пересечении г-й строки и j-ro столбца стоит число а\ — выигрыш 
принимающего решение в ситуации, когда он выбирает альтерна
тиву г, а среда принимает состояние j . Табл. 8.1 называется также 
матрицей выигрышей или платежной матрицей. 

Таблица 8.1 Таблица 8.2 

1 

г 

п 

1 •• 3 

< 

т 
1 
2 
3 
4 
5 

1 
5 
1 
7 
1 
1 

2 
3 
2 
6 
2 
2 

3 
4 
5 
7 
4 
3 

4 
2 
4 
3 
4 
4 

5 
1 
3 
1 
4 
3 

6 
2 
3 
2 
5 
5 

• Пример 8.2. Рассмотрим ЗПР в условиях неопределенности, 
целевая функция которой задана табл. 8.2. Выбор какой альтерна
тивы здесь следует считать оптимальным? 
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Чтобы ответить на поставленный вопрос, надо иметь некоторый 
способ сравнения двух альтернатив. Наиболее простой и естествен
ный принцип, по которому можно сравнить две альтернативы, — 
это принцип доминирования, состоящий в следующем: говорят, что 
альтернатива г 1 (̂ oAtuMupyem альтернативу гг (записывают г i > гг), 
если при любом состоянии среды выигрыш принимающего решение 
ори выборе им альтернативы ii не меньше, чем его выигрыш при 
выборе альтернативы 12 (т.е. выполняется условие а\ > aj при 
всех j = l ,m). 

Если ii > г2, то альтернатива zi называется доминирующей, 
а альтернатива гд — доминируемой. Независимо от состояния 
среды доминирующая альтернатива является не менее предпочти
тельной для принимающего решение, чем доминируемая альтерна
тива, поэтому доминируемую альтернативу можно исключить из 
дальнейшего рассмотрения. Принцип доминирования состоит в 
отбрасывании доминируемых альтернатив. 

В примере 8.2 имеем: 4 > 5, 3 > 1, и других пар, находящихся 
b отношенини доминирования, нет. Поэтому, исключая доминиру
емые альтернативы 1 и 5 (т.е. вычеркивая в табл. 8.2 строки с 
номерами 1 и 5), получаем ЗПР, в которой все альтернативы не
сравнимы по отношению доминирования. Для того чтобы выбрать 
из оставшихся альтернатив оптимальную, нужны какие-то допол
нительные соображения. 

Замечание . Сравнение альтернатив по отношению доминирова
ния > аналогично сравнению исходов многокритериальной ЗПР по 
Парето-доминированию (см. лекцию 5). Основное различие здесь в ин
терпретации: для ЗПР в условиях неопределенности номера столбцов 
соответствуют состояниям среды, а для многокритериальной ЗПР они 
соответствуют критериям. 

Основной метод, позволяющий найти оптимальную альтернати
ву в ЗПР в условиях неопределенности, состоит в следующем: 

формулируется некоторая гипотеза о поведении среды, позво
ляющая дать каждой альтернат,иве единую числовую оценку. 

Задание числовой оценки для каждой альтернативы дает кри
терий для сравнения альтернатив по предпочтению: из двух аль
тернатив лучшей считается та, которая имеет большую числовую 
оценку (алитернативы, имеющие одинаковые оценки, считаются эк
вивалентными). Тогда оптимальной будет та альтернатива, кото
рая является наиболее предпочтительной, т.е. имеет наибольшую 
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числовую оценку (для случая функции потерь — наименьшую чи
словую оценку). 

3. Рассмотрим важнейшие типы критериев, используемые для 
задач принятия решений в условиях неопределенности. 

Критерий Лапласа основан на гипотезе равноеозможности 
{равновероят,ности) и содержательно может быть сформулирован 
в виде: «Поскольку мы ничего не знаем о состояниях среды, надо 
считать их равновероятными». При принятии данной гипотезы 
в качестве оценки г-й альтернативы выступает среднеарифметичес
кое выигрышей, стоящих в г-й строке матрицы выигрышей. Таким 
образом, оценка по критерию Лапласа имеет вид 

т = 1 
(8.2) 

При введении оценки Лапласа любые две альтернативы будут 
сравнимыми между собой по предпочтительности; лучшей счита
ется та альтернатива, которая имеет большую оценку по критерию 
Лапласа. 

Оптимальной по критерию Лапласа является та альтернати
ва г*, которая максимизирует оценку (8.2): 

L{i*) = max L{i). 
г<г<п 

Основной недостаток критерия Лапласа связан с тем, что при 
нахождении по формуле (8.2) среднего выигрыша может проис
ходить «эффект компенсации» маленьких выигрышей большими, 
и полученное в результате среднее арифметическое будет тогда 
весьма слабой характеризацией допустимых альтернатив. Напри
мер, сравнивая по критерию Лапласа альтернативы, указанные в 
табл. 8.3, получаем, что альтернатива 1 является более предпо
чтительной, чем альтернатива 2, поскольку Ь{1) > L{2). Однако 
величина выигрышей для альтернативы 1 распределена крайне не
равномерно, поэтому при выборе альтернативы 1 принимающий 
решение рискует не получить ничего; в то же время при выборе 
альтернативы 2 он имеет гарантированный выигрыш, равный 9, 9. 

Таблица 8.3 

1 
2 

1 
1 

9,9 

2 
0 
10 

9 
0 
10 

10 
100 
10,1 

Цг) 
10,1 
10 
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Критерий Вальда основан на гипотезе антагонизма, кото-
ргкЯ может быть сформулирована в следующем виде: «При выборе 
решения надо рассчитыват,ь на самый худший возможный вари
ант». 

При принятии данной гипотезы оценкой альтернативы г слу
жит число WJi) = mina^ и сравнение любых двух альтернатив 

3 

производится по величине критерия W_. Оптимальной в этом слу-
•qae является гшьтернатива, максимизирующая функцию W_, т.е. 
альтернатива г*, для которой выполняется условие 

И^(г*) = тахИ'^(г) = maxmina^. 
г г j 

(8.3) 

Альтернатива г* называется максиминной, а число maxmina^ 
i J 

называется максимином. Принцип оптимальности, по которому 
оптимгшьной альтернативой считается максиминная альтернатива, 
называется принципом максимина. 

Содержательный смысл принципа максимина состоит с следу
ющем. Число W_{i) характеризует гарантированный уровень аль
тернативы i (так как при выборе альтернативы г выигрыщ прини
мающего рещение — независимо от состояния среды — не может 
5ыть меньще, чем W_(i)). Таким образом, принцип максимина 
основан на макисимизации минимального возможного [т. е. га
рантированного) выигрыша; поэтому иногда этот принцип назы
вают также принципом максимального гарантированного 
результата. 

На практике использование принципа максимина связано с 
психологическими особенностями принимающего рещение, точнее, 
с его отнощением к неопределенности. Расчет на наихудший вари
ант свойственен крайне осторожным людям («пессимистам»). 

Главный недостаток принципа максимина состоит в том, что 
при выборе решения учитывается только наихудший вариант. 
Например, при сравнении альтернатив, приведенных в табл. 8.4, 
согласно принципу максимина, альтернатива 1 более предпочти
тельна, чем альтернатива 2, хотя, за исключением одного состоя
ния среды, гшьтернатива 2 доминирует альтернативу!. 

Таблица 8.4 

1 
2 

1 
2 
0 

2 
3 
6 

3 
1 
8 

4 
5 
7 

5 
4 
9 

W{i) 
1 
0 
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З а м е ч а н и е . Если целевая функция является функцией потерь, то 
в соответствии с гипотезой г1Нтг1гонизма, оценкой альтернативы г явля
ется число W{i) = maxal. Альтернатива, минимизирующая функцию W, 

i 
т .е . Ешьтернатрша г°, для которой выполняется условие 

W{i°) = m.mW{i) = minmaxa^ (8.4) 
i i J 

называется минимаксной, a число minmaxa^ — минимаксом. В этом 
« j 

случае принцип максимина трансформируется в принцип минимакса, по 
которому оптимальной альтернативой будет минимгиссная альтернатива. 
Содержательно принцип минимЕ1кса есть принцип минимизации мак
симальных возмоменых потерь. 

К р и т е р и й Г у р в и ц а связан с введением показателя О < а < 1, 
называемого показателем пессимизма. Гипотеза о поведении 
среды состоит в этом случае в том, что при любом выборе альтер
нативы наихудший для принимающего решения вариант реализу
ется с вероятностью а, а наилучший — с вероятностью 1 —а. Тогда 
оценкой альтернативы i является взвешенная сумма 

На(г) = aminal + (1 — a)ma.xal. (8.5) 
j i 

При a = 1 этот критерий превращается в «критерий крайнего 
пессимизма» (т .е . в критерий Вальда) , а при а = О — в крите
рий крайнего оптимизма. Основной недостаток критерия Гурвица 
состоит в том, что он учитывает только два исхода — наихудший 
и наилучший. Кроме того, имеется содержательная сложность при 
использовании критерия Гурвица — назначение показателя песси
мизма а. 

К р и т е р и й Сэвидж:а основан на преобразовании первоначаль
ной матрицы выигрышей (о^) в матрицу (rf) — матрицу рисков 
(матрицу сожалений). Риском при выборе альтернативы г в со
стоянии j называется число г J = /3^ — о^, где (3^ = т а х а ^ . Содержа-

j ' 

тельно г^ интерпретируется как «мера сожаления», возникающего 
от незнания истинного состояния среды. (Если бы принимающий 
решение знал истинное состояние среды j , он выбрал бы альтерна
тиву, дающую максимальный возможный выигрыш в состоянии j 
и получил в результате выигрыш /?^ = т а х а ^ вместо полученного 
им выигрыша а<.) 
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Для критерия Сэвиджа оптимальной считается алът,ернат,и-
ва, минимизирующая максимальный риск (т. е. здесь используется 
минимаксный критерий для матрицы сожалений). 

З а м е ч а н и е . В общем случае оптимальные решения, получаемые по 
указанным критериям, могут не совпадать (критерии противоречат друг 
другу). Это неудивительно, так кгж эти критерии основаны на разных 
гипотезах. Вводя ту или иную гипотезу о поведении среды, мы тем самым 
«снимаем неопределенность», одн£1ко всякая гипотеза является только 
предположением, а не знанием. Было бы странным, если различные 
предположения приводили всегда к одному и тому же результату. 

4 . З а д а ч а 1 1 . Выбор проекта электрост,анции. 
Энергетическая компания должна выбрать проект электростан

ции. Всего имеется четыре типа электростанций: Ai — тепловые, 
А2 — приплотинные, Аз — бесшлюзовые, Л4 — шлюзовые. Послед
ствия, связанные со строительством и дальнейшей эксплуатацией 
электростанции каждого из этих типов, зависят от ряда неопре
деленных факторов (состояния погоды, возможности наводнения, 
цены топлива, расходы по транспортировке топлива и т . п . ) . Пред
положим, что можно выделить четыре варианта сочетаний данных 
факторов — они выступают в качестве состояний среды и обозначе
ны здесь через Bi, В^, Вз, Вц. Экономическая эффективность элек
тростанции определяется в данном случае как процент прироста 
дохода в течение одного года эксплуатации электростанции в со
поставлении с капитальными затратами; она зависит как от типа 
электростанции, так и от состояния среды и определяется табл. 8.5. 
Какой проект электростанции является здесь оптимальным? 

Таблица 8.5 

Ai 
Аг 
Аз 
Ai 

Bi 
7 
5 
1 
8 

52 
5 
2 
3 
5 

Вз 
1 
8 
4 
1 

S4 
10 
4 
12 
10 

Проанализируем эту задачу принятия решения в условиях не
определенности на основании критериев, введенных в п.З . 

1) Критерий Лапласа. В соответствии с (8.2) находим оценки 
альтернатив А1-А4 по критерию Лапласа (табл. 8.6): 
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Таблица 8.6 
Ai 
Ai 
A2 
As 
A, 

L{Ai) 
23/4 
19/4 
20/4 
24/4 

L(Ai) = i (7 + 5 + l + 1 0 ) = ^ ; 
1 IQ 

L ( A 2 ) = i ( 5 + 2 + 8 + 4) = :^ ; 

ДАз) = ^(1 + 3 + 4+12) = ^ ; 

L(A4) = i (8 + 5 + l + 1 0 ) = ^ . 
Согласно критерию Лапласа, оптимгшьной здесь будет альтер

натива Ai — строительство шлюзовой электростанции. 
Примечание. На практике критерий Лапласа — критерий мак

симизации средней эффективности — может быть использован при 
большом количестве испытаний (в рассматриваемом примере — 
при большом числе строящихся электростанций). 

2) Критерий Вальда [максиминный критерий). Находим 
(табл. 8.7): 

Таблица 8.7 
Ai 
Ai 
А2 
Аз 
Ai 

mAi) 
1 
2 
1 
1 

WXAi) = 1, 
ШАг) = 2, 
ШАг) = 1, 
W_{A4) = 1-

Оптимгшьной по критерию Вальда (максиминной альтернати
вой) является альтернатива Лг • Строительство приплотинной элек
тростанции обеспечивает максимальную эффективность при наи
худшем состоянии среды. Отметим, что для каждой альтернативы 
имеется свое наихудшее состояние среды. 

3) Крит,ерий Гурвица. Возьмем, например, в качестве «показа
теля пессимизма» а = 1/2. Тогда оценки альтернатив Л1-Л4 по 
критерию Гурвица с а = 1/2 таковы (табл. 8.8): 

Hi/2{Ai) = 

Н1МА2) = 

Я1/2(Аз) = 

Hi/2{Ai) = 

10 
Т' 

13 
" У ' 

2 + 

1 + 

Таблица 8.8 

12 

•4 1 0 . Н 

Ai 
Ai 
А2 
Аз 
Ai 

HiMAi) 
11/2 
10/2 
13/2 
11/2 
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Оптимальной здесь будет альтернатива Аз — строительство 
бесшлюзовой электростанции. 

Как изменяется оптимальное решение при изменении «показате
ля пессимизма» а? В данной задаче при любом показателе О < а < 1 
выполняется условие Ha{Ai) = На{А4) < На{Аз), поэтому альтер
нативы Ai и Ai должны быть отброшены, а альтернативы Лг и Аз 
являются конкурирующими. Условие На{А2) < На{Аз) сводится к 
неравенству 2а-Ь8(1 —а) < a-f 12(1 —а), решение которого о; < 4/5. 
Таким образом, при а < 4/5 оптимальной по критерию Гурвица 
будет альтернатива Аз, а при а > 4/5 оптимальной является аль
тернатива А2. В частности, при а = 1 в качестве оптимальной 
получается максиминная альтернатива Лг. 

4) Критерий Сэвиджа. Для применения критерия Сэвиджа надо 
преобразовать матрицу выигрышей в матрицу рисков. Для удобст
ва добавим к первоначальной матрице выигрышей (см. табл. 8.5) 
строку столбцовых максимумов /З-' (табл. 8.9); затем составляем 
матрицу рисков по формуле: г^ = (3^ — а\ (табл. 8.10). 

Таблица 8.9 Таблица 8.10 

Ai 
А2 
Аз 
Ai 
^ 

Si 
7 
5 
1 
8 
8 

Вг 
5 
2 
3 
5 
5 

Вз 
1 
8 
4 
1 
8 

В4 
10 
4 
12 
10 
12 

Ai 
А2 
Аз 
Л4 

Вх 
1 
3 
7 
0 

Bi 
0 
3 
2 
0 

S3 
7 
0 
4 
7 

S4 
2 
8 
0 
2 

max 
7 
8 
7 
7 

Для того чтобы применить минимаксный критерий к матри
це рисков, добавим к ней справа столбец строчных максимумов; 
каждый элемент этого столбца указывает наибольший риск (наи
большее «сожаление») при выборе соответствующей альтернати
вы- Из табл. 8.10 видно, что оптимальными по критерию Сэвиджа 
являются альтернативы А\, Аз, А^: они минимизируют максималь
ное «сожаление», связанное с незнанием истинного состояния сре
ды. 

Примечание. В данной задаче альтернатива АА доминирует альтер
нативу Ai, поэтому альтернатива Ai может быть сразу исключена из 
дальнейшего рассмотрения. 



Лекция 9. Принятие региений в условиях риска 

• Математическая модель ЗПР в условиях риска. • Критерий озкида-
емого выигрыша. Необходимость введения меры отклонения от, ож-и-
даемого выигрыша. • Нахождение оптимального региения по паре 
критериев {М,а): (А) но основе построения обобщенного критерия; 
(В) на основе отношения доминирования по Парето. • Задача 12. Выбор 
вариант.а производимого т.овара. 

1. Построение реализационной структуры задачи принятия ре
шения сводится к заданию функции реализации F{x, у) (см. лек
цию 1). Формально функция реализации есть функция двух пере
менных X и у, яо эти переменные входят в нее неравноправно, что 
является отражением неравноправия управляющей системы и сре
ды. Дело в том, что управляющая система всегда имеет определен
ную цель, поэтому ее поведение имеет целенаправленный характер; 
поведение среды может иметь как целенаправленный, так и случай
ный характер. Принятие решения в условиях риска'характеризует
ся тем, что поведение среды имеет случайный характер, причем в 
этой случайности имеются закономерности стохастического типа. 
В общем случае это проявляется в том, что существует некото
рая вероятностная мера, в соответствии с которой возникают те 
или иные состояния среды. При этом принимающий решение име
ет определенную информацию о вероятностях появления состояний 
среды, которая по своему характеру может быть весьма разнообраз
ной. Так, если имеется всего три возможных состояния среды А, В, 
С, то дополнительная информация о появлении этих состояний мо
жет заключаться, например, в сообщении о том, что состояние А 
является наименее вероятным, а состояние С — наиболее вероят
ным; или что вероятность А больше, чем вероятность С; или что 
вероятность С составляет более 50% и т. п. 

Изучение математической модели ЗПР в условиях риска пред
полагает, кроме задания функции реализации, задание некоторой 
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дополнительной информации о вероятностях состояний среды. Наи
более простой для анализа случай — когда эта дополнительная 
информация представлена в виде вероятностной меры на множес
тве состояний среды. Если множество состояний среды Y конеч
но, Y = {1,т}, то вероятностная мера на нем может быть задана 

т 
вероятностным вектором у = {yi,.. .,ут), где j/j > О и '^ yj = ^ 

£=1 
(здесь yj — вероятность наступления состояния j = 1, ттг). Имен
но этот способ задания дополнительной информации о состояниях 
среды рассматривается в данной лекции. Считаем, что оценочная 
структура ЗПР задается в виде оценочной функции. 

Итак, предметом изучения являются задачи принятия решений, 
в которых целевая функция (функция выигрыша) представлена в 
виде таблицы — матрицы выигрышей ||а^|| (г = 1,гг; j = 1,т) и, 
кроме того, принимающему решение (игроку) известен вероятност
ный вектор у = [ух,..., Ут)- Такая ЗПР (называемая также игрой 
с природой) задается таблицей типа табл. 9.1. 

Таблица 9.1 

Альтернатива 
1 

г 

п 

Состояние среды 

1 
а\ 

а\ 

o-i 

Уо 
3 
а{ 

4 

< 

Ут 
т 
оТ' 

< 

< 

Выбирая альтернативу г, игрок знает, что получит один из 
выигрышей a j , . . . , а™ с вероятностями yi,.. .,Ут соответственно. 
Таким образом, исходом для принимающего решение при выборе 
им альтернативы г является случайная величина 

6 " • г > • 

2 / 1 , . 

п." 

•,Угп 

Следовательно, сравнение двух альтернатив ii и гз сводится здесь 
к сравнению соот,ветствующих им случайных величин ^jj и ^i^. 
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• Пример 9.1. Выбор варианта продаваемого товара. Фир
ма А может выставить на продажу один из товаров Т\ или Гг, а 
фирма В — один из товаров Т[, Г2, Т^. Товары Тх и Т[ являются 
конкурирующими (например, пиво и лимонад), товары Т\ vi Т^ — 
дополнительными (например, пиво и вобла); остальные пары това
ров практически нейтральны. Прибыль фирмы А зависит от соче
тания товаров, выставляемых на продажу обеими фирмами, и опре
деляется табл. 9.2 (в некоторых денежных единицах). Известно, что 
фирма В выставляет на продажу товар Т^ в три раза реже, чем Т[ 
и в четыре раза реже, чем Т!̂ . Какой товар следует выставить на 
продажу фирме Л? 

Таблица 9.2 

Ti 
Т2 

Т[ 
8 

18 

rpl 

18 
15 

Ц 
40 
14 

Рассмотрим эту задачу как задачу принятия решения для фир
мы А, при этом табл. 9.2 будет матрицей выигрышей. В качест
ве состояний среды здесь выступают виды товаров, выставляемых 
на продажу фирмой В. Вероятности этих состояний могут быть 
найдены из указанного соотношения частот следующим образом. 
Пусть X — доля случаев, в которых выставляется на продажу то
вар Гд- Тогда для товара Т[ доля случаев, в которых он выстав
ляется на продажу, составляет За;, а для товара Tj — 4х. Так как 
X + 3х + Ах = 1, то X = 1/8, откуда вероятности состояний Т[, Г2 
и Тз равны соответственно 3/8, 4/8 и 1/8. В результате получаем 
ЗПР в условиях риска, заданную табл. 9.3. 

Таблица 9.3 

Ti 
Т2 

3/8 
1 
8 
18 

4/8 
2 
18 
15 

1/8 
3 

40 
14 

2. Итак, принятие решения в условиях риска сводится к сравне
нию между собой случайных величин. Как известно из теории ве
роятностей, наиболее естественной числовой характеристикой слу
чайной величины ^ является ее математическое ожидание (МО), 
обозначаемое далее через М£,. Если для ЗПР в условиях риска 
в качестве критерия сравнения альтернатив взять математическое 
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ожидание соответствующей случайной величины (ожидаемый вы
игрыш), то оптимальной следует считать альтернативу, максими
зирующую ожидаемый выигрыш. 

В примере 9.1 имеем: 
1 MiT, = 8 • ^ + 18 • ^ -Ь 40 17, М^Т2 = 18 • I -Ь 15 • I -Ь 14 • ^ = 16. 

Таким образом, здесь оптимальной по указанному критерию будет 
альтернатива Ti. 

Можно ли согласиться с тем, что альтернатива Т\ лучше, 
чем Тг? Как известно из теории вероятностей, математическое ожи
дание М^ случайной величины ^ представляет собой число, к ко
торому приближается среднее значение этой случайной величины 
при большом числе испытаний. Таким образом, в игре с природой 
ориентация на математическое ожидание выигрыша есть факти
чески ориентация на средний выигрыш, который получится при 
многократном повторении этой игры (в предположении, что усло
вия игры не изменятся). Разумеется, если в действительности игра 
повторяется многократно, то критерий среднего выигрыша (напри
мер, в экономических задачах — средней прибыли) можно считать 
оправданным. Однако разумно ли ориентироваться на этот кри
терий при единичном испытании? Вернемся к примеру 9.1. Здесь 
M^Ti = 17, М(^Т2 = 16. Безусловно, выигрыш в 17денежных ед. 
лучше, чем выигрыш в 16 денежных ед., однако при выборе аль
тернативы Ti мы получим не 17 денежных ед., а один из выигры
шей: 8, 18 или 40 денежных ед.; точно так же при выборе альтерна
тивы Тг мы получим не 16 денежных ед., а один из выигрышей 18,15 
или 14 денежных ед. Составим табл. 9.4, в которой указаны откло
нения возможных выигрышей от их ожидаемых значений и веро
ятности этих отклонений. 

Таблица 9.4 

Ti 
Т2 

3/8 
- 9 
2 

4/8 
1 

- 1 

1/8 
23 
- 2 

Mi 
17 
16 

Из табл. 9.4 видно, что альтернативы Ti и Гг, имея близкие зна
чения ожидаемых выигрышей, по-разному ведут себя относительно 
возможных отклонений от ожидаемых выигрышей: для Гг эти от
клонения сравнительно невелики, а для Ti — весьма значительны. 

Можно сделать следующий вывод: для ЗПР в условиях рис
ка критерий ожидаемого выигрыша не является адекватным и 
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должен быть трансформирован с учетном возможных отклонений 
случайной величины от ее среднего значения. 

В теории вероятностей в качестве меры отклонения случайной 
величины от ее среднего значения (меры «разброса») обычно бе
рется дисперсия D^ или среднеквадратичное отклонение (СКО) 
а = л/и^. Напомним, что формально дисперсия определяется как 
математическое ожидание квадрата отклонения случайной величи
ны от ее ожидаемого значения: 

D^ = М(С - МО'. 

Замечание . Технически здесь удобнее использовать среднеквадра
тичное отклонение сг, TEIK как при изменении масштаба измерения сг из
меняется пропорционально. 

Для ЗПР в условиях риска будем рассматриват,ъ в качестве 
показателя риска среднеквадрат,ичное от,клонение а. 

3. Из изложенного выше можно сделать следующий вывод: для 
ЗПР в условиях риска выбор альтернативы г приводит к случайной 
величине ^ j , которая может быть охарактеризована парой показате
лей {Mi,ai), где Mi = M^i — ожидаемый выигрыш и а = \fDii — 
показатель риска. Теперь можно приступить к решению основной 
задачи — построению адекватного критерия сравнения альтерна
тив. Фактически здесь получается задача двухкритериальной оп
тимизации (см. лекцию 5), где в качестве частных критериев вы
ступают М и сг. В этой лекции рассмотрим два Метода решения 
данной задачи (метод {А) и метод {В)). 

{А) Наиболее заманчивым является «соединение» указанных 
двух критериев в единый (обобщенный) критерий. Возьмем в ка
честве обобщенного критерия 

q{M,a)=M -Ха, (9.1) 

где А — некоторая постоянная. Фактически критерий (9.1) пред
ставляет собой взвешенную сумму частных критериев М и сг с весо
выми коэффициентами 1 и —А. При А > О оценка случайной величи
ны с помощью обобщенного критерия (9.1) меньше, чем ее среднее 
значение, что характерно для осторожного человека, т.е. человека, 
не склонного к риску. Напротив, при А < О оценка (9.1) больше, чем 
ее среднее значение, что характеризует человека, склонного к рис
ку. Наконец, при А = О оценка (9.1) случайной величины совпадает с 
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ее средним значением (т.е. возможные отклонения случайной вели
чины от ее среднего значения игнорируются) — это характеризует 
человека, безразличного к риску. В качестве основного будем далее 
рассматривать случай, когда принимающий решение не склонен к 
риску, т.е. А > 0. 

Содержательный смысл обобщенного критерия (9.1) при А > О 
состоит в том, что увеличение критерия q может происходить как 
за счет увеличения М, так и за счет уменьшения а. Таким обра
зом, для человека, не склонного к риску, критерий (9.1) отражает 
стремление к увеличению ожидаемого выигрыша и уменьшению 
риска отклонения от него. При этом показатель А характеризу
ет субъективное отношение принимающего решение к риску: чем 
больше А, тем в большей степени он не склонен рисковать; таким 
образом, А можно рассматривать как субъективный показатель 
меры несклонности к риску {субъективный показатель осторож
ности). 

При использовании критерия (9.1) учет риска отклонения от 
ожидаемого значения выигрыша производится следующим образом. 
Ожидаемый выигрыш уменьшается или увеличивается (в зависи
мости от того, имеется «несклонность» или склонность к риску) на 
величину, равную произведению показателя риска а (представляю
щего собой объективную характеризацию меры риска), на субъек
тивный показатель А, характеризующий отношение принимающего 
решение к риску. 

Что можно сказать о мере склонности или несклонности к рис
ку по величине показателя А? Например, большая ли несклонность 
к риску у человека, для которого А = 3? Для ответа на этот во
прос воспользуемся известным в теории вероятностей неравенством 
Чебышёва. Пусть принимающий решение не склонен к риску. Так 
как оценкой случайной величины ^ служит число М — Асг, то «не
приятность» для принимающего решение наступает тогда, когда 
if < М — Ха. Оценим вероятность этого события. В этом случае вы
полняется неравенство М — ^ > Асг, следовательно, |^ — М\ > Ха. В 
силу неравенства Чебышёва, вероятность последнего соотношения 
меньше, чем D$,/{Xa)^ = сг^/{Х'^а'^) = 1/А .̂ Итак, вероятность т,о-
го, что случайная величина ^ примет значение, меньшее ее оценки 
М — Ха, не превосходит, 1/А^. 

Так, если А = 3, то вероятность того, что случайная величина 
«не опустится» ниже оценки М — Зет, будет не менее 1 — 1/9, 
т.е. почти 90%. Такую степень риска можно считать невысокой, 
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т.е. значение А = 3 соответствует «достаточно большой степени 
осторожности» (или «достаточно высокой несклонности к риску»). 

Выясним теперь, как устанавливается предпочтение альтерна
тив по обобщенному критерию (9.1). Будем считать, что принима
ющий рещение не склонен к риску (А > 0). Как установлено вы-
ще, в этом случае он стремится увеличить ожидаемый выигрыш и 
уменьшить риск, т.е. критерий М будет здесь позитивным, а кри
терий а — негативным. Пусть (oj) — некоторое множество аль
тернатив, каждая из которых характеризуется парой показателей 
{Mi, (Ji). Зафиксируем какие-то две гшьтернативы a ĵ = (Mj,, o-ji) и 
Oij = (Mj^jCi^). Находим: q{ai^) = Mi^ - Xat^, qiai^) = Mi^ - Xai^. 
Возможны два случая. 

a) Альтернативы Oj, и ai^ сравнимы no Парето. Пусть, на-
Раг 

пример, Ojj > Oĵ . Тогда Mi^ > Mi^ и o"ij < ст^г (причем хотя бы 
одно неравенство строгое), значит, Mi^ — ACTJI > Mi^ — Асг̂ ,̂ т.е. 
g(atj) > q{ai^). Таким образом, в этом случае независимо от ме
ры несклонности принимающего решение к риску (т.е. от значения 
показателя А > 0) альтернатива a ĵ более предпочтительна, чем 
альтернатива Oij (этот факт записывается в виде at^ У- ai^). 

j3) Альтернативы щ^ и ai^ несравнимы по Парет.о. Пусть, 
например, М^; > Mj^, тогда a ĵ > ai^ (т.е. больший ожидаемый 
выигрыш здесь всегда сопровождается большим риском). Условие 
»^ \ и^ X л Mi^-Mi^ Mi-^ — AcTji > Mi^ — лсГг^ равносильно тому, что А < — -. 

Таким образом, в этом случае 

Oij >- ai^, если А < (Mj, - Mi^)/{ai^ - cji^), (9.2) 
ai^ У uji, если A > {Mi^ - Mi^)/{ai^ - ai^). (9.3) 

В многокритериальной ЗПР основная проблема при определении 
оптимальной альтернативы состоит в выборе одной альтернативы 
из множества оптимальных по Парето альтернатив. Эта проблема 
легко решается (в случае конечного Парето-оптимального множес
тва), если произведено полное ранжирование Парето-оптимгшьных 
гшьтернатив по предпочтению. Так как любые две Парето-
оптимальные альтернативы не сравнимы по Парето, то для них 
выполнено условие /3). В этом случае предпочтение между альтер
нативами Oij и Ojj зависит от того, выполнено ли условие (9.2) 
или условие (9.3). В то же время, предпочтения между Парето-
оптимальными альтернативами носят «единообразный» характер. 
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когда условие (9.2) или (9.3) выполнено для всех i i , г2, при кото
рых альтернативы Ojj и o,2 оптимальны по Парето. Формально это 
обстоятельство можно выразить следующим образом. Положим 

\0 _• (Mi,-Mi^\ _\Mi,-Mi^ X' = rmnl-^ ^ ^ L A*=max 

где операторы min и max распространяются на такие пары ин
дексов (^1,12), для которых альтернативы a^j, а̂ ^ оптимальны по 
Парето и Mjj > Mi^ (следовательно, (TĴ  > (Ti^). Назовем А° ниж
ней границей несклонности к риску, Л* — верхней границей 
несклонности к риску (всегда выполняется неравенство Л" < Л*). 
На основании /3), для человека, не склонного к риску, получаем сле
дующее правило. 

Правило 9.1. а) Если у принимающего решение его субъек
тивный показатель несклонности к риску меньше нижней гра
ницы (Л < Л°), то для него ранжирование мнозкества Парето-
опт,имальных альтернатив по обобщенному критерию q совпа
дает, с ранжированием по показат,елю олсидаемого выигрыша М 
(т. е. более предпочтительной будет, альтернат,ива, для которой 
больгие ожидаемый выигрыш); 

б) Если у принимающего решение его субъект,ивный показа
тель несклонности к риску больше верхней границы (А > Л*), то 
для него ранжирование множества Парето-оптималъных альтер-
нат,ив по обобщенному критерию q совпадает, с ранжированием 
по показателю риска а {более предпочтит,ельной будет, та аль
тернатива, для кот,орой меньше риск). 

Таким образом, для ЗПР в условиях риска применение обоб
щенного критерия (9.1) сводит проблему нахождения оптимального 
решения к проблеме установления акя принимающего решение его 
меры несклонности (или склонности) к риску. В связи с этим возни
кает законный вопрос: существует ли эта мера вообще? Заметим, 
что этот вопрос относится не к математике, а к психологии, так 
как склонность (или несклонность) к риску является субъективно-
психологическим качеством человека. Многие психологи отвечают 
на этот вопрос утвердительно; при этом предлагается определять 
показатель склонности (или несклонности) индивидуума к риску 
из наблюдений за тем, как этот индивидуум принимает решения 
в рискованных ситуациях — как естественных, так и искусствен
ных. В заключение сделаем несколько замечаний. 
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З а м е ч а н и я 1. Согласно а) максимальное значение обобщенного 
критерия q всегда достигается на Парето-оптимальной альтернативе. 
Это позволяет найти одну (или несколько) оптимальных по Парето гшь-
тернатив по значениям критерия д. Конечно, если число альтернатив не
велико , то задача нахождения какой-то Парето-оптимальной альтернати
вы может быть легко решена непосредственно. Однако дело существенно 
осложняется, когда имеется большое число гшьтернатив (несколько со
тен и более). В этом случае удобством харгистеризации каждой альтер
нативы одним числом — величиной обобщенного критерия — не следует 
пренебрегать. 

2. Основной недостаток критерия (9.1) состоит в том, что он бази
руется на предположении постоянства меры несклонности к риску для 
данного лица, принимающего решение (что означает постоянство ло
кального коэффициента замещения между критериями М и и, см. лек
цию 6). Вместе с тем, для большинства людей их мера склонности (или 
несклонности) к риску меняется в зависимости от величины ожидаемого 
выигрыша и степени риска. Долю оптимизма здесь привносит то обстоя
тельство, что для установления ранжирования альтернатив достаточно 
знать не точное значение показателя А, а некоторый содержащий его ин-
тервгш. 

3. Типичным примером проявления несклонности к риску является 
участие во всякого рода страхованиях. Обратный пример — проявление 
склонности к риску — покупка лотерейногч) билета, стоимость которого 
больше ожидаемого (т.е. среднего) выигрыша в этой лотерее. 

4. Следует отметить, что, как правило, бизнесмены при решении 
серьезных деловых вопросов предпочитают не рисковать (т.е. проявля
ют несклонность к риску). Хотя среди них нередко встречается и про
тивоположный тип. Так, в книге Грейсона [Decisions under Uncertainty] 
исследовано поведение предпринимателей, связанных с нефтяным бизне
сом. Некоторые из бизнесменов охотно соглашались участвовать в рис
кованных мероприятиях, где ожидаемый доход был значительно меньше 
их доли вложенного кгигитала, но при условии, что сами доходы весьма 
велики. Объяснение здесь кроется в смене целевых установок, когда цель 
мгжсимизации прибыли заменяется целью «пробиться к более высокому 
уровню жизни», а последняяя цель может быть достигнута только при 
большой степени риска. 

{В) Рассмотрим теперь для З П Р в условиях риска методы на
хождения оптимешьного рсшения, основанные на отношении доми
нирования по Парето (см. лекцию 5). Будем считать , что прини
мающий решение не склонен к риску; тогда критерий ожидаемого 
выигрыша будет позитивным, а критерий риска — негативным. 
Предположим, что требуется выбрать одну (оптимальную) альтер-
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нативу из заданного множества допустимых альтернатив (а^), каж
дая из которых характеризуется парой показателей {Mi,ai). Изоб
разив на координатной плоскости точки с координатами {Mi,ai), 
получим картинку типа изображенной на рис. 9.1. Содержатель-

Раг 
но условие доминирования по Парето ai^ > Oĵ  означает, что для 
альтернативы a ĵ получается такой же (или больший) ожидае
мый выигрыш, что и для альтернативы а̂ ,̂ но с меньшим (или 

Par Par Par Par 
таким же) риском. Например, ог > аз, ад > а-з, o,i > os; as > og 
и т .д . В данном примере множество Парето-оптимальных аль
тернатив есть {01,04,07,08}; окончательный выбор оптимальной 
альтернативы должен производится из этого множества. Как 
указывалось в лекции 5, здесь возможны два подхода: первый под
ход заключается в том, что рациональный анализ заканчивается 
указанием множества Парето-оптимальных альтернатив и окон
чательный выбор оптимальной альтернативы из этого множества 
Производит принимающий решение на основе неформальных допол
нительных соображений. Рассмотрим теперь кратко второй под
ход, когда производятся некоторые процедуры сужения множества 
Парето-оптимальных альтернатив. 

а) Субоптимизация связана с выбором одного критерия и назна
чением нижних границ по остальным критериям. Для рассматрива
емой задачи более «осязаем» критерий ожидаемого выигрыша, по
этому логичным является проведение субоптимизации следующим 
образом: назначить нижнюю границу по критерию М и оптимизи
ровать (в данном случае минимизировать) оставшийся критерий а. 
Например, если взять в качестве нижней границы критерия ожи-
ScicMoro выигрыша значение MQ (см. рис. 9.1), то оптимальной бу-
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дет альтернатива 041 так как среди альтернатив, удовлетворяющих 
условию Mi > Мб, она наименее рискованна. 

б) Лексикографическая оптимизация предполагает упорядоче
ние критериев по относительной важности. Пусть, например, М — 
важнейший критерий. Так как максимальное значение по крите
рию М имеет единственная альтернатива Og, то она и является 
оптимальной. Здесь наглядно проявляется недостаток метода лек
сикографической оптимизации: учет фактически одного (важней
шего) критерия. Этот недостаток связан с необходимостью введе
ния жесткого приоритета критериев и может быть снят за счет 
ослабления «жесткости» приоритетов следующим образом. Назна
чим некоторую «уступку» 6i по важнейшему критерию и на первом 
шаге отберем альтернативы, для которых оценка по первому (важ
нейшему) критерию отличается от максимальной оценки не более, 
чем на (5i. После этого назначаем «уступку» 2̂ Для второго по важ
ности критерия и среди отобранных на первом шаге альтернатив 
выбираем те, для которых оценка по второму критерию отличается 
от максимсшьной не более, чем на 2̂ и т. д. 

Например, в рассматриваемом случае возьмем в качестве 
«уступки» по критерию ожидаемого выигрыша величину Si, ука
занную на рис. 9.1. Тогда результатом выбора на первом шаге бу
дут альтернативы {07,08,09}. Среди них наилучшей по второму 
критерию является альтернатива оу — она и является оптимгшь-
ной. Таким образом, несколько снизив требования по критерию М, 
мы значительно улучшили оценку по критерию сг. (т. е. некоторое 
уменьшение ожидаемого выигрыша привело к существенному сни
жению риска). 

Замечание . Недостаток изложенного метода «последовательных 
уступок» состоит в необходимости получения дополнительной информа
ции от принимающего решение о величине «уступки» по каждому кри
терию (кроме последнего). 

4. В качестве иллюстрации рассмотренных в п.З методов на
хождения решения ЗПР в условиях риска рассмотрим следующую 
задачу. 

Задача 12. Выбор варианта производимого товара. 
Фирма может выпускать продукцию одного из следующих шес

ти видов: зонтики (3) , куртки {К), плащи (Я), сумки (С), туф
ли (Т), шляпы (Ш). Глава фирмы должен принять решение, какой 
из этих видов продукции выпускать в течение предстоящего лет-
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него сезона. Прибыль фирмы зависит от того, каким будет лето — 
дождливым, жарким или умеренным, и определяется табл. 9.5. Вы
бор какого варианта производства будет оптимальным? 

При отсутствии дополнительной информации о состояниях сре
ды это задача выбора решения в условиях неопределенности, и ее 
решение возможно при принятии какой-либо гипотезы о поведении 
среды (см. лекцию 8). Если принимающий решение имеет информа
цию о вероятностях наступления дождливого, жаркого и умеренно
го лета, то указанная задача становится задачей принятия решения 
в условиях риска. В рассматриваемом случае необходимая допол-
нитнльная информация может быть взята из статистических дан
ных (наблюдений за погодой в данной местности). Предположим, 
что вероятность дождливого, жаркого и умеренного лета равна со
ответственно 0,2; О, 5; О, 3. Тогда получаем ЗПР в условиях риска, 
заданную табл. 9.6. 

Таблица 9.5 Таблица 9.6 

3 

к 
п 
с 
т 
ш 

д 
80 
70 
70 
50 
75 
35 

Ж 
60 
40 
50 
50 
50 
75 

У 
40 
80 
60 
70 
50 
60 

3 
К 
П 
С 
Т 
Ш 

0,2 
80 
70 
70 
50 
75 
35 

0,5 
60 
40 
50 
50 
50 
75 

0,3 
40 
80 
60 
70 
50 
60 

Найдем ожидаемые выигрыши, соответствующие гшьтернати-
вам 3, К, П, С, Т, Ш. Имеем: 

Мз = 8 0 
Mir = 70 
Мп = 70 
Мс = 50 
Мт = 75 
Мдг = 35 

0,2 -I- 60 
0,2 Ч- 40 
0,2 4-50 
О, 2 + 50 
0,2-1-50 
О, 2 -Н 75 

0,5-1-40-0,3 = 58; 
О, 5 -I- 80 • О, 3 = 58; 
О, 5 -(- 60 • 0,3 = 57; 
О, 5 -Ь 70 • О, 3 = 56; 
О, 5 Ч- 50 • О, 3 = 55; 
О, 5 -Ь 60 • О, 3 = 62, 5. 

Далее, определим дисперсии случайных величин ^з, ^к, ^П, ^с, 
^т, ^ш (здесь удобно использовать следующее свойство дисперсии: 

D^ = М^2 _ (ме)2). 
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D^3 = 6400 • О, 2 + 3600 • 0,5 + 1600 • О, 3 - (58)^ = 196; 
D^K = 4900 • О, 2 + 1600 • О, 5 + 6400 • О, 3 - (58)^ = 336; 
D^n = 4900 • О, 2 + 2500 • О, 5 + 3600 • 0,3 - (57)^ = 61; 
D^c = 2500 • О, 2 + 2500 • О, 5 + 4900 • О, 3 - (56)^ = 84; 
D^T = 5625 • О, 2 + 2500 • О, 5 + 2500 • 0,3 - (55)^ = 100; 
П^ш = 1225 • 0,2 + 5625 • О, 5 + 3600 -0,3- (62, 5)^ = 231,5. 

Среднеквадратичные отклонения рассматриваемых случайных ве
личин таковы: 

а. ^196 = 14,0; 'к 
а-„ = л/84 « 9 , 2; 

/ 336и18 ,3 ; ajj=V6lK7,8; 

/100=10,0 ; о-д̂  = л/231.5 « 15,2. 

Составим таблицу значений критериев М и а для каждой 
альтернативы (табл. 9.7). 

Таблица 9.7 

3 
к 
п 
с 
т 
ш 

м 
58 
58 
57 
56 
55 

62,5 

сг 
14,0 
18,3 
7,8 
9,2 
10,0 
15,2 

Представив рассматриваемые гшьтернативы точками на коорди
натной плоскости переменных (М, сг), получим рис. 9.2, из кото-
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рого находим Парето-оптимальное множество {3, П, Ш}. Оконча
тельный выбор оптимальной альтернативы должен производить
ся из этого множества. Сужение Парето-оптимального множества 
(в идеале — до одного элемента) может быть произведено только 
при наличии дополнительной информации о соотношении крите
риев М и (т; в частности, такое сужение может быть произведено 
методом субоптимизации или методом лексикографической оптими
зации (см. п. 3). Предоставляя эту часть задачи читателю в качест
ве упражнения, попробуем найти оптимальное решение с помощью 
обобщенного критерия q вида (9.1). Здесь 

q{3) = 58-ЫХ, д(С) = 5б-9 ,2А, (̂ЛГ) = 58 - 18,ЗА, 
д(Т) = 55-10Л, 9(Я) = 57 -7 ,8Л , д{Ш) = 62,5 - 1Ъ,2\. 

Для установления ранжирования Парето-оптимального множес
тва 3, П, Ш по обобщенному критерию q найдем вначале нижнюю и 
верхнюю границы меры несклонности к риску. В обозначениях п. 3 
имеем: 

Мз - Мп 58 - 57 
= 0,16; 

Мш - Мз 6 2 , 5 - 5 8 
1 4 - 7 , 

Мш- Мп 
1 5 , 2 - 14,0 

3,8; 

62, 5 - 5 7 
О, 74. 

_ 1 5 , 2 - 7 , 8 

Отсюда 

А" = min(0,16; 3,8; 0,74) = 0,16, А* = тах(0,16; 3, 8; О, 74) = 3, 8. 

Таким образом, интервал (О, -Ьоо) разбивается на три интер-
Всша: (0; 0,16) — зона малой несклонности к риску (зона малой 
осторожности); (3, 8; -Ьоо) — зона большой несклонности к риску 
(зона большой осторожности); [0,16; 3, 8] — зона неопределенности 
(рис. 9.3). 

Зона 
малой 

несклонности 
к риску 

Зона 

неопределенности 

Зона большой 
несклонности 

к риску 

• • > 

0,16 3,8 
Рис. 9.3 
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Согласно правилу 9.1, получаем: 
1) Если для принимающего решение его мера несклонности 

к риску О < А < 0,16, то для него ранжирование множества 
Парето-оптимальных гшьтернатив совпадет с их ранжированием 
по величине ожидаемого выигрыша: Ш У 3 У П (знаком >-
обозначаем предпочтение по величине обобщенного критерия д); 
при этом оптимальной будет альтернатива Ш; 

2) Если для принимающего решение его мера несклонности 
к риску А > 3,8, то для него ранжирование множества Парето-
оптимальных альтернатив совпадет с их ранжированием по пока
зателю риска: П >- 3 У Ш; при этом оптимальной будет альтерна
тива П. 

Рассмотрим теперь случай, когда мера несклонности принима
ющего решение к риску попадает в зону неопределенности. Возь
мем, например, А = 2. Тогда q{3) = 5 8 - 1 4 - 2 = 30; q{II) = 
= 57 - 7, 8 • 2 = 41,4; д{Ш) = 62, 5 - 15, 2 • 2 = 32,1. Получаем 
ранжирование П У Ш У 3. Таким образом, в этом случае пред
почтение для пары {3, Ш) определяется по величине ожидаемого 
выигрыша, а для пары (П, Ш) — по величине риска. 



Лекция 10. Критерий ожидаемой полезности 

• Недостатки метода сравнения случайных величин по паре показа
телей {М,а). Лотереи. Детерминированный денежный эквивалент ло
тереи. • Кривая с̂ енежныж эквивалентов лотерей, ее построение по 
пяти точкам. Функция полезности денег. • Нахождение детерминиро
ванного денежного эквивалента произвольной лотереи. Сравнение ло
терей по их денежным эквивалентам {по ожидаемым полезност,ям). 
• Функция полезности лот.ерей {эмпирический и аксиоматический под
ходы). • Функции полезности произвольных {неденедкных) критериев. 
Задача 13. Сравмекие качест.ва работы станций скорой помощи. 

1. В ЗПР в условиях риска исходом для принимающего реше
ние при выборе им альтернативы является некоторая случайная 
величина и сравнение еипьтернатив сводится к сравнению соответ
ствующих им случайных величин (см. лекцию 9). Использован
ный в лекции 9 метод сравнения по предпочтению случайных ве
личин содержит два щага. Первый шаг — характеризация случай
ной величины ^ векторной оценкой (М, с), где М = М$ — МО и 
сг = (Т£ — СКО случайной величины ^. Второй шаг — введение не
которого способа сравнения векторных оценок. Наиболее удобным 
здесь является построение обобщенного критерия, который «пре
вращает» векторную оценку (М, <т) в некоторую скалярную оцен
ку q. В результате выполнения этих двух шагов получаем соответ
ствие ^ -^ ч{0-1 ^VT^ котором случайная величина ^ характеризу
ется единственным числом д(^), выражающим ее полезность для 
Принимающего решение. Тогда сравнение по предпочтительности 
двух случайных величин ^i и 2̂ сводится к сравнению чисел q{ii) 
и 9(^2)) что дает для ЗПР в условиях риска возможность сравнения 
по предпочтению любых двух альтернатив и нахождения наиболее 
предпочтительной (оптимальной) альтернативы. 

Указанный способ сравнения случайных величин не лишен не
достатков. Во-первых, характеризация эффективности с помощью 
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ожидаемого выигрыша М(, и риска с помощью среднеквадратично
го отклонения а^ не является единственно возможной. Во-вторых, 
построение обобщенного критерия, сводящего пару оценок (М, сг) в 
единую числовую оценку, требует, как было показано в лекции 6, 
большой дополнительной информации о соотношении этих крите
риев между собой. Поэтому в теории принятия решений разрабаты
вались и другие методы. Наиболее важным из них является метод, 
основанный на построении функции полезности. Цель данной 
лекции — краткое изложение способов анализа ЗПР в условиях рис
ка на базе понятия функции полезности. 

Вначале сделаем одно терминологическое замечание. Случай-
. \xi ... Хк 

ную величину ^ — Pi •. • Рк 

к 
где рг > О, J]; рг = 1, будем 

г = 1 

иногда интерпретировать как лотерею с выигрышами xi,.. .,Xk, 
в которой Pi — доля билетов с выигрышами Xj (г = l,fc). При 
этом любые две лотереи, выигрыши в которых содержатся в оди
наковой пропорции, считаются равноценными (эквивалентными). 
Например, лотерея (Л), в которой имеется 90 билетов с выигрыша
ми $1 и 10 билетов с выигрышами $100 считается равноценной лоте
рее (J3), в которой 90 000 билетов с выигрышем $1 и 10 000 билетов с 
выигрышем $100. Участие в лотерее есть случайный выбор одного 
лотерейного билета. При этом, если выбран билет, на котором обо
значено Xi., то при Xi > о будет получен выигрыш в Xi денежных ед., 
а при Xi <Q проиграна указанная денежная сумма. 

Замечание . Вообще, выигрыши в лотерее не обязательно имеют 
денежный характер. С точки зрения общего подхода к ЗПР в условиях 
риска выигрыш в лотерее должен рассматриваться K£IK исход, не обязан
ный иметь численную (в частности, денежную) оценку. Однако, посколь
ку гшализ денежных лотерей наиболее удобен, на первом этапе ограни
чимся рассмотрением лотерей с денежными выигрыи1ами. 

При введении критерия ожидаемой полезности основным явля
ется следующее понятие. 

Определение. Детерминированным денежным эквива
лентом лотереи ^ (ДДЭ^) называется денежная сумма х, ко
торая для принимающего решение эквивалент,на {равноценна) его 
участию в эт,ой лотерее. 

Другими словами, если ДДЭ лотереи ^ равен х, то принимающе
му решение безразлично — получить денежную сумму, равную х, 
или участвовать в лотерее (,. 

132 



Рис. 10.1 

2. Для того чтобы найти ДДЭ произвольной денежной лотереи, 
достаточно уметь находить ДДЭ простых лотерей, т. е. лотерей с 
двумя выигрышами. Всякую простую лотерею с выигрышами аа А 

\ а А\ (где а < А), будем записывать в виде £р = , О < р < 1. 

Здесь число р называется параметром простой лотереи. Кри
вая, которая устанавливает соответствие между параметрами прос
тых лотерей и ДДЭ этих лотерей, называется кривой денежных 
эквивалентов. Опишем здесь одну методику построения кривой 
денежных эквивалентов — она базируется на предположении, что 
принимающий решение может указать свой (субъективный) детер
минированный денежный эквивалент для некоторых простых ло
терей. Для построения кривой денежных эквивалентов обратимся 
к рис. 10.1. Будем по оси абсцисс откладывать деньги (в некото
рых денежных единицах), а по оси ординат — параметр простой 
лотереи р (О < р < 1). Кривая денежных эквивалентов состоит из 
точек с координатами (хр-, р), где р — параметр простой лотереи ^р, 

а А 
1 О 

Up — ДДЭ простой лотереи ^р. 

При р = Q получаем простую лотерею о̂ = 

лотерея, в которой доля денежных выигрышей о составляет 100%; 
ХШЭ такой лотереи, очевидно, должен быть равен а. Аналогично, 
ДДЭ простой лотереи с параметром р = 1 равен А. Итак, кривая 
денежных эквивалентов всегда проходит через точки (а; 0) и (А; 1). 

Отвлечемся от построения кривой денежных эквивалентов и 
вспомним про оценку лотереи по критерию математического ожи
дания выигрыша. Математическое ожидание выигрыша в простой 
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лотерее £,р равно М(^р = М а(1 — р) + Ар. Таким обра-

(в лотерее ^о,5 

а А 
[ 1 - р р 

зом, М(,р — линейная функция переменной р, следовательно, гра
фиком этой функции будет прямая; так как при р = О выполняется 
равенство М^о = а, а при р = 1 имеем M^i = Л, то эта прямая 
проходит через точки (а;0) и (Л; 1), как и любая кривая денежных 
эквивалентов. 

Рассмотрим теперь вопрос нахождения ДДЭ простой лотереи с 
ПС f \ а А 

параметром р = и, 5, т.е. лотереи ^о,5 = п с^ г\ г: 
и, о и,о 

выигрыши а и А равновероятны; такие лотереи называют иног
да лотереями 50-50). Согласно приведенному выше определению, 
ДДЭ лотереи ^о,5 есть денежная сумма Хо,ъ, которая для принима
ющего решение равноценна его участию в этой лотерее. Что мож
но сказать о величине а;о,5? Возьмем, например, простую лотерею 
с выигрышами в 10 денежных ед. и в 100 денежных ед. Участие в 
такой лотерее обычно оценивается суммой 20-30денежных ед., т.е. 
суммой, существенно меньшей, чем математическое ожидание вы
игрыша в такой лотерее (равной здесь 55 денежных ед.). С другой 
стороны, ДДЭ этой лотереи по смыслу не может быть ниже 10. 
Итак, 10 < а;о,5 < 55. Аналогично, примем, что в общем случае 
а < 2̂ 0,5 < М^о,5- Таким образом, точка (а;о,5;0,5) лежит на гори
зонтальной прямой р = О, 5 между точками ее пересечения с прямой 
ж = а и прямой I, соединяющей точки (а;0) и {А; 1) (рис. 10.2). 

Далее, принимающий решение должен указать ДДЭ простых ло
терей ^0 25 = а 

0,75 
А 

0,25 и Со,75 а 
0,25 

А 
0,75 т.е. а;о,25 и а;о,75-

р. 

1,0 

0,5 

, 

1 / 
(х„,;0,5) / 

А *-

Рис. 10.2 
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ГИЧНО, Хо,75 = Д Д Э 

Те же соображения, которые были высказаны при нахождении точ
ки хо,5, приводят к неравенствам: а < ЖОДБ < а;о,5, 2:0,5 < а:о,75 < А. 

Итак, на кривой денежных эквивалентов найдено пять точек: 
(а;0) , (А; 1), (хо,25;0,25), (XQ.S; О, 5), (жо,75; 0,75), причем последние 
три — путем опроса принимающего решение. Проведя через эти 
пять точек гладкую кривую, получаем в результате эмпирическую 
кривую денежных эквивалентов (см. рис. 10.1). Рассмотренный 
способ построения кривой денежных эквивалентов будем называть 
способом пяти точек. 

З а м е ч а н и я . 1. Предположим, что ДДЭ простой лотереи с пара
метром р = О, 5 уже установлен (т.е. указана точка xo.s)- Так как точ
ка р = О, 25 является серединой отрезка с концами р = О и р = 0,5, 
то ДДЭ лотереи с параметром р = О, 25 должен быть равен ДДЭ ло
тереи 50-50 с выигрышами а и хо,5, т .е . хо,25 = ДДЭ ' 

и, о и, О 
(Отметим, что последенее равенство может быть использовано также 
для проверки согласованности ответов принимающего решение.) Анало-

Хо,5 А 
0,5 0,5 

Тг1ким образом, для построения кривой денежных эквивалентов до 
статочно уметь находить ДДЭ некоторых лотерей 50-50, выигрыши ко
торых заключены между а и А. При необходимости число эмпирических 
точек на кривой денежных эквивалентов может быть увеличено. 

2. Харгжтерным свойством построенной на рис. 10.1 кривой денеж
ных эквивалентов является то, что при любом значении параметра р 
простой лотереи ^р 

Д Д Э е р < М ^ р . (10.1) 
Неравенство (10.1) отражает несклонность принимающего решение к 
риску: участие в лотерее ^р оценивается им суммой, меньшей, чем 
ожидаемый выигрыш в этой лотерее. 

• Пример. В [29] описан следующий способ построения кривой де
нежных эквивалентов. Владельцу компании задается вопрос: согласен 
ли он вложить 20 тыс. долларов в рискованное предприятие (нефтяную 
скважину) с ожидаемым доходом в 100тыс. долларов, если вероятность 
успеха равна 0,47? Если ответ положителен, то вероятность успеха по
нижается до тех пор, пока опрашиваемому не становится безразлично, 
выбрать предложение или отказаться от него; если же ответ отрица
телен, то вероятность успеха повышается до того уровня, при котором 
наступает безразличие. Допустим, безразличие наступило при вероят
ности успеха 0,35. Так как здесь величина прибыли в случае успеха со
ставляет 100 — 20 = 80, а величина потерь в случае неуспеха равна —20, 
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. „ „ „ - 2 0 80 то имеет место следующее соотношение; О = ЛЛЗ „ „,. ,̂  oi- , откуда 
и, DO О, OD 

нг1Ходят одну точку на кривой денежных эквивгшентов. Учитывая, что 
точки (—20;0) и (80; 1) н£1Ходятся на ней автоматически, можно указать 
ее примерный вид. Для более точнохч) построения кривой денежных эк
вивалентов необходимо увеличить число эмпирических точек. 

Определим теперь функции полезности денежного критерия. 
Предположим, что построена кривая денежных эквивалентов прос
т ы х лотерей с выигрышами а и Л. Пусть х есть Д Д Э простой ло
тереи с параметром р. Тогда величина и{х) = р называется полез
ностью денежной суммы х. Таким образом, по определению 
выполняется следующая равносильность: 

и{х)=р 4=^ 1ШЭСр = х. (10.2) 

Функция и{х) называется эмпирической функцией полезнос
ти денежного критерия (функцией полезности денег). 
Имеем следующее правило. 

П р а в и л о 1 0 . 1 . Функция полезност,и денежного критерия есть 
функция и{х), графиком которой служит кривая денежных экви
валентов. 

З а м е ч а н и е . Существование функции полезности и{х) может быть 
доказгшо формально математически при выполнении некоторых условий, 
относящихся к ДДЭ. А именно, будем предполагать, что выполнены 
следующие два условия. 

(1) При небольшом изменении параметра р простой лотереи ее ДДЭ 
меняется незначительно. 

(2) Если р1 < р2, то ДДЭ ^р1 < ДДЭ (.^...с. 
Условие (1) содержательно ясно и не вызывает возражений. Содержа

тельный смысл условия (2) состоит в том, что увеличение доли «удач
ных» билетов увеличивает ценность лотереи. 

Формгшьно условие (1) означает, что функция р —> ДДЭ ^р являет
ся непрерывной, а условие (2) — что эта функция является монотон
но возрастающей (в строгом смысле). Как известно из математического 
анализа, при указанных предположениях существует обратная функция, 
причем она также является непрерывной и строго монотонной. В рас
сматриваемом случае в качестве обратной функции выступает функция 
полезности и{х). Таким образом, при выпотшении условий (1) и (2) функ
ция полезности и{х) существует, является непрерывной и строго моно
тонно возрастающей. 

Для выяснения содержательного смысла полезности вспомним, 
что для лотереи ^р число р указывает долю содержащихся в ней 
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Рис. 10.3 

«удачных» билетов (имеющих выигрыш А). Отсюда получаем 
следующее правило. 

Правило 10.2. Полезность денежной суммы х, где а < х < А, 
совпадает с долей «удачных» билетов в простой лот,ерее с выиг
рышами а и А, участ,ие в кот,орой эквивалентно для принимаю
щего решение получению денежной суммы х. 

Сделаем несколько замечаний, относящихся к функции полез
ности денежного критерия. 

1) Поскольку функция полезности и{х) строится на основе на
хождения ХШЭ лотерей, она носит субъективный характер. 

2) Бессмысленным является вопрос типа: «Чему равна полез
ность Тысячи долларов?» Для правильной постановки вопроса вна
чале надо зафиксировать границы денежных выигрыщей а и Л; пос
ле этого для X G [а, А] можно решать вопрос нахождения полезнос
ти и{х). 

3) Функция полезности и{х) определена для всех х, заключенных 
между а я А, т.е. областью определения функции и{х) является 
интервал [а, Л]. 

4) Значения функции полезности заключены между О и 1, 
причем и{а) = О, и{А) = 1. 

5) Функция полезности денежного критерия является монотонно 
возрастающей в строгом смысле, т.е. условие xi < Х2 влечет 
u(a;i) < и{х2). 

6) Если принимающий решение не склонен к риску, то его 
функция полезности является вогнутой (график функции изображен 
на рис. 10.3, а). 
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Пояснение. Как уже отмечалось, несклонность к риску для принима
ющего решение проявляется в том, что он оценивает свое участие в ло
терее суммой, которая меньше, чем ожидаемый выигрыш в этой лотерее, 
т.е. ДДЭ ^ < М^. Разность Д = М^—ДДЭ^ в этом случае положительна 
и называется «надбавка за риск». Если принимающий решение не скло
нен к риску, то он отказывается от возможной надбавки Д, предпочитая 
уверенно получить сумму, равную ДДЭ^. 

7) Если принимающий решение склонен к риску, то его функ
ция полезности является выпуклой (график этой функции имеет 
вид, представленный на рис. 10.3,6). Склонность к риску характе
ризуется тем, что принимающий решение оценивает свое участие в 
лотерее суммой, которая больше, чем ожидаемый выигрыш в этой 
лотерее: Д Д Э ^ > М^ . 

Наконец, если принимающий решение безразличен к риску, то 
он оценивает лотерею суммой, которая равна ожидаемому выигры
шу в этой лотерее; в этом случае графиком его функции полезности 
будет прямая, соединяющая точки (а;0) и {А; 1) (рис. 10.3, в). От
метим, что «степень» склонности или несклонности к риску прояв
ляется в степени выпуклости (вогнутости) графика функции полез
ности. 

З а м е ч а н и е . Следует иметь в виду, что для одного и того же прини
мающего решение его отношение к риску может меняться в зависимости 
от интервсша денежных сумм; например, на интервале (а, ai) он проявля
ет безразличие к риску, на интервале (ai , аг) — склонность к риску и на 
интервале [а2,А) —несклонность к риску. Соответственно этому меня
ется характер выпуклости графика его функции полезности (рис. 10.4). 
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Рис. 10.5 

3. Рещим следующую задачу: найти ДДЭ произвольной лотереи, 
выигрыщи которой заключены между а и Л. Будем считать, что 
уже построена кривая ДДЭ простых лотерей с выигрыщами а и А, 
т.е. на интервале [а, А] задана функция полезности и{х). Пусть ^ — 
лотерея вида 

Х\ . . . Xj , . . Xf~ 

Pi . . . Pj ... Pk ^ (10.3) 

где Pj > 0, Y. Pj I, Xj £ [a, A] (j = l,fc). Для произвольного 

j = l,k положим u{xj) = Uj, тогда Xj = ДДЭ 
1 

A 
Ui 

. Попро-

To первоначальная 

буем вместо детерминированного денежного эквивалента лотереи ^ 
найти его полезность, т .е . и(ДДЭ^). 

Так как для принимающего решение денежная сумма Xj равно-

ценна его участию в лотерее t , = , 
[1 - Wj " j 

лотерея ^ для него должна быть эквивалентна лотерее ^, которая 
получается из лотереи ^ заменой каждого денежного выигрыша Xj 
на участие в лотерее ^j, j = 1, к. (Наглядно переход от (̂  к ^ можно 
представить следующим образом: принимающий решение вместо 
денежного выигрыша Xj получает в качестве приза лотерейный би
лет, дающий ему право участвовать в лотерее î ;̂ рис. 10.5 схемати
чески представляет лотерею ^. Каждая лотерея ^j характеризуется 
тем, что содержит билеты только с выигрышами а и А, причем 
доля «удачных» билетов (имеющих выигрыш А), равна в ней Uj. 
Лотерея ^ может быть снова приведена к простой лотерее с выиг
рышами а к А следующим образом: надо взять урну, pj-я часть 
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которой заполнена билетами, случайно выбранными из урны, реа
лизующей лотерею (,j {j — 1, fc). В этой новой урне доля «удачных» 
билетов составляет piUi + • • • +PkUk-

З а м е ч а н и е . Поскольку последнее утверждение предстгшляет собой 
центральный момент рассуждения, приведем для него обосновгшие с по
мощью формулы полной вероятности. Участие в лотерее ^ можно пред-
стгшить как опыт со случайными исходами, в ходе которого обязательно 
наступает одно из событий ^1,---,^к, причем pj — вероятность собы
тия ^j {j = 1,к). Далее, Uj есть условная вероятность получения «удач
ного» билета при условии, что произошло событие ^j. По формуле пол
ной вероятности получаем, что вероятность выбора «удачного» билета 
в лотерее ^ равна piui + • • • + pkUk, т.е. приходим к указЕ1Нному выше 
результату. 

Пусть Д Д Э ^ = X. Для принимающего решение получение 
денежной суммы х эквивалентно участию в лотерее ^, что, в 
свою очередь, эквивалентно его участию в простой лотерее ^ 
с выигрышами а и Л, в которой доля «удачных» билетов 
(с выигрышами А) составляет, как показано выше, p i u i + •—I-
+PkUk. Таким образом, полезность денежного эквивалента лоте
реи ^ определяется равенством 

и(ХШЭ^) = p i u i Н hpfcUfc =piu{xi) Н \-Pku{xk)- (10-4) 

Введем краткое обозначение для правой части (10.4). Через и[^] 
будем обозначать лотерею, которая получается из лотереи ^ за
меной каждого денежного выигрыша Xj на его полезность u{xj): 

u{xi} ... u(xj) ... и{хк) 
Pi . . - Pj ••• Pk 

лотереей в полезностях. 
О п р е д е л е н и е . Ожидаемой полезностью лотереи ^ назы-

вается математическое ожидание соответствующей ей лотереи 
в полезностях и[(], т. е. величина 

к 
Л^(«И) = 1]р."(а;,). " (10.5) 

j = i 

В этих обозначениях соотношение (10.4) можно переписать в 
виде 

и(ДДЭО = М(и[ф, (10.6) 

что приводит к следующему правилу. 
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П р а в и л о 10 .3 . Полезность Д Д Э произвольной лотереи ^ сов
падает с ожидаемой полезностью этой лотереи. 

Из (10.6) находим интересующую нас величину Д Д Э ^ : 

Д Д Э ^ = и - 1 ( М ( и И ) ) . (10.7) 

Равенство (10.7) дает алгоритм нахождения Д Д Э произвольной 
лотереи ^, выигрыши которой заключены между а и А (при усло
вии, что построена кривая денежных эквивалентов простых лоте
рей с выигрышами а и А). 

П р а в и л о 10 .4 . Чт,обы найт,и Д Д Э лотереи ^, необходимо 
реализовать следующие шаги. 

Ш а г 1. Построить по заданной лотерее ^ лотерею в полезностях 
и[^]; для этого надо в лотерее ^ заменить каждый денежный 
выигрыш Xj на его полезность u{xj). 

Ш а г 2. Найти ожидаемую полезность М(и[^]) лотереи ^ по 
формуле (10.5). 

Ш а г 3. О т точки М{и\^]), лежащей на оси ординат, «перейти» 
черюз кривую денежных эквивалентов на ось абсцисс. Полученная 
точка u~^(M(u[^])) и будет Д Д Э лотереи ^. 

Рассмотрим пример сравнения лотерей по их детерминиров£1Нным 
денежным эквивалентам. 

Возьмем две лотереи: ^i = ,6 = . Вначале ме-1 10 
0,8 0,2 

ходом, указанным в п. 2, построим кривую денежных эквивалентов прос
тых лотерей, выигрыши которых згжлючены между 1 и 10 (рис. 10.6). 

2 
0,5 

3 
0,5 

1 1,6 2 2,3 3 4 5 6 
Рис. 10.6 
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По пргшилу 10.4 находим ДДЭ лотерей ^i и ^2. 
Для лотереи ^ i . 

Ш а г 1 . . [ 6 ] = [ Д 0^2 • 

Ш а г 2. М(и[6]) = О-0,8 + 1 0,2 = 0,2. 
Ш а г 3. ДДЭ^1 = u - i ( M ( u [ 6 ] ) ) = u - ^ ( 0 , 2 ) « 1.6. 
Для лотереи ^2-

Ш а г 1 . п [ 6 ] « 0 5 0 5 . 

Ш а г 2. М(и[С2])й!0,3 0,5 + 0 ,46-0,5 = 0,38, 
Ш а г 3. ДДЭС2 = u - i ( M ( u [ 6 ] ) ) « и - ^ ( 0 , 3 8 ) « 2,3. 
TEIK как ДДЭ ^2 > ДДЭ ^1, то по критерию ДДЭ более предпочти

тельной оказывается лотерея ^2-
В то же время по критерию ожидаемого выигрыша более предпо

чтительной будет лотерея ^i , тг1К как M^i = 1 • О, 8 + 10 • О, 2 = 2,8; 
М^2 = 2 - 0 , 5 + 3 - 0 , 5 = 2,5. Наблюдаемое противоречие между этими 
критериями объясняется тем, что критерий МО не учитывает отноше
ния принимающего решение к риску, а критерий ДДЭ — учитывает (вид 
кривой денежных эквивгшентов показывает, что в данном случае прини
мающий peuienne не склонен к риску). 

Интересно сопоставить способ сравнения лотерей по ДДЭ и рассмот
ренный в лекции 9 способ сравнения лотерей по обобщенному критерию q 
(см. формулу (9.1)). Проведем это сопоставление для рассматриваемого 
примера. Для нг1Хождения q{^i) и 9(^2) вычислим вначале дисперсии этих 
лотерей. Имеем: 

D^i = Mif - {Miif = 1 • 0,8 + 100 • 0,2 - (2,8)^ = 12, 96, 

откуда (7 ;̂ = 3,6. Дгшее, 

D 6 = Mil - {Mbf = 4 • 0,5 + 9 • 0,5 - (2,5)^ = 0,25, 

откуда сг̂ з = Oi 5- Имеем: q{ii) = 2, 8 — 3,6Л; ^(Сг) = 2,5 - 0,5А, откуда 

9(6) > 9(6) -^^ 2.8 - 3.6А > 2.5 - 0,5Л Ф=5> А < ^ . 

Таким образом, ^i будет предпочтительней, чем ^2 по обобщенному кри
терию q для принимающего решение, у которого показатель несклоннос
ти к риску А < 3/31; это весьма низкая «степень осторожности». 

Так как функция полезности денежного критерия является мо
нотонно возрастающей (свойство 5), то для любых двух лоте
рей ^1 и ^2 условие ДДЭ^х > Д Д Э ^2 равносильно тому, что 
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и(ДДЭ^1) > « (ДДЭ^) ; согласно (10.6) имеем и(ДДЭ^1) = Л?(и[6]), 
и(ДЦЭ6) = М(и[^2]), откуда получаем 

Д Д Э 6 > Д Д Э 6 <=^ М{и[^^])>М{и[Ь]). (10.8) 

Равносильность (10.8) показывает, что сравнение лотерей по 
их ДДЭ сводится фактически к сравнению ожидаемых полезностей 
этих лотерей. 

Правило 10.5 (критерий ожидаемой полезности). Для лю
бых двух лот,ерей ^i « 2̂ с денеж:ными выигрышами, заключенными 
между а и А, лотерея ^i считает,ся более предпочтительной, чем 
лотерея 2̂ тогда и только т,огда, когда ожидаемая полезность 
лот,ереи ^i больше, чем ожидаемая полезность лот,ереи ^2-

4. Пусть й — функция, которгш каждой лотерее ^ ставит в со
ответствие ожидаемую полезность этой лотереи: й(^) = М(и[^]). 
Функция й называется эмпирической функцией полезности лоте
рей. Областью определения функции й является множество все
возможных лотерей, выигрыши которых заключены между а и А 
(это множество обозначается далее через L[a, А]); значением функ
ции й{0 является некоторое число — ожидаемая полезность ло
тереи ^. Напомним, что функция й строится в два этапа: первый 
этап состоит в построении эмпирической функции полезности и{х) 
рассматриваемого критерия на интервале [а, Л]; второй этап пред
ставляет собой линейное продолжение функции и на множество ло
терей L[a, Л]. 

Основным алгебраическим свойством функции й является ее 
линейност,ь. Для формулировки этого свойства потребуется следу
ющее понятие. 

Пусть ^1,^2 — две лотереи, выигрыши которых находятся в 
интервале [а, А]. Тогда можно построить новую лотерею 

«хб + " 2 ^ 6 6 
«1 «2 (a i ,a2 > 0 , a i - | -a2 = 1), 

выигрышами которой являются билеты на право участия в лотере
ях ^1 и ^2. При этом лотерея «i^i + «2^2 может быть приведена к 
лотерее с выигрышами из интервала [а, А] — тем же способом, ко
торый был использован в п. 3 при решении задачи нг1Хождения ДДЭ 
произвольной лотереи. Таким образом, множество лотерей L[a, Л] 
образует выпуклое прост,ранст,во. Формально это означает, что в 
этом множестве можно производить операцию «смешивания» — по 
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любой паре лотерей £i и ^2 строить новую лотерею « i ^ i + 0:2^2; 
при этом для операции «смешивания» выполняются обычные пра
вила, которые справедливы для операций сложения и умножения 
в линейном пространстве. 

Линейность функции й с о с т о и т в т о м , ч т о д л я л ю б ы х ^1,^2 ё 
S L[a, А], aia2 > О, « i + а2 = 1 выполняется равенство 

u{ai^i + а 2 б ) = a i w ( 6 ) + a2U(6)- (10.9) 

(Формальное доказательство (10.9) может быть получено с помо
щью формулы полной вероятности, см. замечание в п .З) . 

В силу правила 10.5 предпочтение между двумя лотереями 
^1 и ^2 может быть выражено с помощью функции й: 

6 ^ 6 <=^ u ( C i ) > u ( 6 ) . (10.10) 

Итак , на множестве лотерей L[a, А] построена некоторая функ
ция й, по величине которой устанавливается предпочтение между 
произвольными двумя лотереями; при этом основным алгебраичес
ким свойством функции й является ее линейность. Величину й(£) 
можно рассматривать как численную оценку лотереи £, а саму 
функцию й — как обобщенный критерий на множестве лотерей. 

Возникает законный вопрос, — можно ли «придумать» другой способ 
срЕШнения лотерей? С логической точки зрения здесь наиболее естествен
ным является гиссиоматический путь, впервые примененный для решения 
указанной проблемы Нейманом и Моргенштерном [41]. • 

В схематическом виде подход Неймгша и Моргенштерна состоит в 
следующем. Пусть на множестве лотерей L[a, А] задгшо некоторое от
ношение предпочтения ^ , устанавливающее полное ранжировЕьние этого 

* 
множества (т.е. для ^ выполняются аксиомы линейности и транзитив
ности). Справедлив следующий результат. 

Теорема 10.1. Предположим, что отношение ^ удовлетворяет, 
аксиомам: 

{А1) При любых лотереях ^1, ^2,^3 G L[a, 4̂] множества {а € [0,1] : 
• * 

а^1 + (1 - а ) $ 2 ^ 6 } и {а € [0,1] : ^afca^i + (1 - 0)^2} являются 
замкнут,ыми; 

{А2) Если ^1 ~ ^ 2 , fno при любой лот.ерее ^ € L[a, А] 

а 6 + (1 - а ) ^ ~ а ^ 2 + (1 - а ) ^ 
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Тогда: 
1) сущест,еует заданная на множестве лот.ерей числовая функ

ция V, обладающая следующими свойст,вами: 
* 

а) V представляет отношение ^-г^' 

б) функция V являет.ся линейной. 
2) Если Vi — некоторая числовая функция, заданная на множестве 

лотерей, удовлетворяющая условию линейности и представляющая 

отношение ^ , то найдутся т,акие постоянные к, I, где к > О, чт.о 

Поясним содержательный смысл утверждений 1) и 2). Отождествляя исход X G [а, Л] с лотереей можно считать, что \а,А\ С L[a, Л]. 

Пусть V — огргшичение функции V на множестве [а, ^4], а г; — линейное 
продолжение функции v на множество лотерей. Так как функции v 1я. V 
обе линейны и совпадают на [а, J4], ТО С = V. Назовем v функцией 
полезности исходов, а ее линейное продолжение v — функцией 
полезности лотерей. Согласно а) 

6 ^ 6 <=> Щ1)>ЦЬ)- (10.11) 

Таким образом, утверждение 1) теоремы 10.1 означает, что всякое 

предпочт.ение ^ , задающее полное ранокирование множества лотерей 
и удовлетворяющее аксиомам {А1) и (А2), совпадает с предпочтением, 
которое устанавливается по величине ожидаемой полезности лотерей 
для некоторой функции полезности исходов v. 

Утверждение 2) теоремы 10.1 означает, что измерение предпочт,е-
* 

Mtijff̂  выполняется в интервальной шкале: оно определяется однознач
но фиксированием масшт.аба и начала отсчета. 

5. Рассмотренный в предыдущих пунктах данной лекции способ 
сравнения денежных лотерей может быть с небольшими модифика
циями перенесен на лотереи, выигрыши в которых не имеют де
нежного выражения. Рассмотрим в качестве примера неденежного 
показателя такой показатель, как время. Для использования кри
терия ожидаемой полезности основным является введение понятия 
детерминированного временного эквивалента лотереи. 
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Определение. Пусть ^ = 
pi 

tk 
Рк — лотерея с вре

менными исходами, где pi > О, Y1 Pi ~ ^- Детерминированным 
г = 1 

временным эквивалентом лотереи ^ (обозначение: ДВЭ^) на-
зывает,ся промежут,ок времени t, кот,орый для принимающего ре
шение эквивалентен его участию в эт,ой лот,ерее. 

Как и в случае лотерей с денежными исходами, нахождение ДВЭ 
произвольной лотереи с временными исходами может быть сведено 
к нахождению ДВЭ некоторых простых лотерей, причем «связую
щим звеном» здесь является построение кривой временных эквива
лентов, являющейся графиком функции временной полезности. 

Замечание . Так как принимающий решение обычно стремится 
уменьшить временной показатель, то для того, чтобы кривая временных 
эквивгшентов имела тг1КОЙ же вид, как и кривая денежных эквивалентов, 
надо от переменной t перейти к новой переменной t' по формуле t' = —t 
пли t' = с — t, где с — некоторая конст£1Нта. В этом случае целью 
принимающего решение будет увеличение показателя t'. 

Задача 13. Сравнение качества обслуживания ст,анции 
скорой помощи. 
Оценкой качества (быстроты) обслуживания для станции ско

рой помощи будем считать время реагирования на вызов, т.е. вре
мя, проходящее с момента получения вызова до момента выезда 
бригады скорой помощи. На основании статистических данных, 
относящихся к определенному периоду времени (например, меся
цу), время реагирования может быть представлено в виде дискрет

ной случайной величины (лотереи) ^ (j = l,fc), где tj 

фактическое время реагирования (в минутах), Pj — доля случаев, 
в которых наблюдсШось время реагирования tj. Сравнение качества 
обслуживания двух станций скорой помощи сводится к сравнению 
соответствующих им случайных величин. Рассмотрим в качестве 
упрощенного примера две станции, характеризуемые случайными 

величинами ^i 5 
0,3 

10 
0,5 

25 
0,2 и6 = 0,1 

13 
0,8 

18 
0,1 

. Какая из 

этих станций быстрее реагирует на вызовы? 
Воспользуемся вначале критерием математического ожидания. 

Для первой станции M^i = 5 • 0,3 + 10 • 0,5 -Ь 25 • О, 2 = 11, 5; для 
второй станции М^2 = 8 • 0,1 + 13 • О, 8 4-18 • 0,1 = 13. Итак, соглас
но критерию математического ожидания, первая станция работает 
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лучше второй. Заметим, что здесь математическое ожидание фак
тически дает среднее время реагирования; таким образом, у пер
вой станции среднее время реагирования на 1,5 мин меньше, чем 
у второй. Однако, можно ли считать среднее время реагирования 
адекватной характеристикой качества (быстроты) работы станции 
скорой помощи? По-видимому, ответ на этот вопрос должен быть 
отрицательным. Дело в том, что при подсчете среднего времени 
реагирования может наблюдаться эффект компенсации «плохих» 
показателей «хорошими». Например, для первой станции среднее 
время реагирования составляет 11,5мин, однако в 20% случаев 
фактическое время реагирования превышает этот показатель бо
лее чем вдвое (компенсация 20% «плохих» показателей произошла 
за счет 30% «хороших»). Однако в реальности такая компенсация 
не происходит: для тех 20% больных, для которых время реагиро
вания составило 25 мин, исход мог оказаться трагическим. С точ
ки зрения контролирующего органа, оценивающего работу станций 
скорой помощи, превышение некоторого стандарта (пороговой ве
личины) является крайне нежелательным. 

Допустим, пороговое время реагирования составляет 15 мин; 
тогда, чтобы оценить ДВЭ простых лотерей, перейдем к новой 
временной переменной t' = 15 — t. Величина t' указывает в каждом 
конкретном случае — насколько этот случай улучшает пороговое 
время реагирования (если t' > 0) или насколько он ухудшает его 
(если t' < 0). Составим таблицу пересчета временной переменной 
(табл. 10.1) и перейдем от случайных величин (̂ i и 2̂ к случайным 
величинам ^[ = 1 5 — ^1 и 2̂ = 1 5 — ^2: 

C'l 
10 5 - 1 0 
О, 3 О, 5 О, 2 ^2-

7 2 - 3 
0,1 0,8 0,1 

Таблица 10.1 
t 

t' = 15-t 
5 
10 

8 
7 

10 
5 

13 
2 

18 
- 3 

25 
- 1 0 

Далее, принимающий решение должен указать ДВЭ некото
рых простых лотерей на временном интервале [—10,10]. С уче
том нежелательности ухудшения порогового времени реагиро
вания (т.е. нежелательности отрицательных значений перемен
ной t'), зададим ДВЭ простых лотерей при значениях параметра 
р = О, 5; О, 25; О, 75 следующим образом: 
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двэ 
-10 10 
о, 5 О, 5 = - 6 , ДВЭ 

двэ 
- 1 0 10 
0,25 0,75 

- 1 0 10 
О, 75 О, 25 

= - 2 . 

-9, 

Теперь строим кривую временных эквивалентов по пяти точкам 
(рис. 10.7). Используя правило 10.4 (с заменой ДДЭ на ДВЭ), 
находим ожидаемые полезности лотерей ^J и ^2-

М{ит = М 

Miu[Q) = М 

ы(10) и{5) м(-10) 
0,3 0,5 0,2 

и{7) и{2) и{-3) 
0,1 0,8 0,1 

М 

М 

1 0,9 О 
0,3 0,5 0,2 

0,94 О, 82 О, 68 
0,1 0,8 0,1 

= 0,75; 

й0,82. 

Таким образом, М{и[^2]) > ^(^[^i])> Т-^- по критерию ожидаемой 
полезности лучшей должна быть признана вторая станция. Содер
жательно этот факт может быть объяснен следующим образом: хо
тя вторая станция имеет худшее среднее время реагирования, у нее 
меньший процент нежелательных отклонений от порогового време
ни реагирования, причем сами эти отклонения меньше по величине. 

-2 0 2 
Рис. 10.7 



Лекция 11. Использование смешанных стратегий 
как способ уменыиенил риска 

• Понятие смеиланной ст,ратегии. Ст.андартный симплекс. Спосо
бы реализации смешанной стратегии. • Снижение риска при исполь
зовании смешанных стратегий. Задача условной минимизации риска. 
• Порт.фель ценных бумаг (портфель инвестора), его структура и эф-
фект,ивность. Способы снизкения риска при формировании портфеля 
ценных бумаг. • Задача 14. Задача об оптимальном портфеле. 

1. Один из способов уменьшения риска состоит в использова
нии смешанных стратегий. Рассмотрим задачу принятия решения, 
в которой имеется п альтернатив 1,п, называемых также чисты
ми стратегиями или просто стратегиями. 

О п р е д е л е н и е . Смеиганной стратегией называется п-ком-
понентный вероятностный вектор, т. е. вектор 

X = \Xi^ • • • 7 •^njj 

п 
где Xi > О, ^ Xj = 1. 

г=1 

При этом чистая стратегия г = 1,п отождествляется со сме
шанной стратегией ( О , . . . , 1 , . . . , 0), где 1 стоит на г-м месте. Мно
жество всех п-компонентных вероятностных векторов образует 
(п — 1)-мерный ст,андартный симплекс, который обозначается да
лее через Sn-

Одномерный стандартный симплекс геометрически может быть 
представлен в виде отрезка (рис. 11.1, а)): любая точка М отрезка 
М1М2 единственным образом записывается в виде: 

М = xiMi-\-Х2М2, 

где a;i,a;2 > О и a;i -Ь жг = 1. Аналогично, двумерный сим
плекс геометрически может быть представлен в виде треугольника 
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М,(1;0;0) (1/2;1/2;0) Mj(0;l;0) 
а) б) 

Рис. 11.1 

(рис. 11.1,6^)), так как любая точка М треугольника записывается 
в виде: 

М = xiMi + Х2М2 + Х3М3, 

где а;1,а;2,а;з > О и xi + агг + жз = 1. При этом числа 
{х1,Х2,хз) называются барицентрическими координатами 
точки М в симпликсе М1М2М3. Например, центр треугольника 
(точка пересечения медиан) имеет барицентрические координаты 
(1/3,1/3,1/3); барицентрические координаты некоторых точек тре
угольника М1М2М3 приведены на рис. 11.1,6). 

В задачах принятия решений смешанная стратегия х = 
= (xi,... ,Хп) может быть реализована одним из следующих спо
собов. 

1) Вероятностный способ состоит в том, что принимающий ре
шение выбирает одну из альтернатив 1, п не путем явного указания, 
а случайно, причем так, что Хг есть вероятность выбора альтерна
тивы г. 

2) Физическая смесь страт,егий получается тогда, когда воз
можно «смешивание» альтернатив (эта возможность определя
ется физической природой альтернатив). В этом случае вектор 
{х\,... ,Хп) соответствует физической смеси чистых стратегий, 
в которой Х{ — доля г-х чистых стратегий. 

3) Статистический способ может быть реализован в том 
случае, когда решение принимается многократно. Тогда г-я ком
понента вектора х указывает частоту использования г-й чистой 
стратегии. 

2. Рассмотрим применение смешанных стратегий для задачи 
принятия решения в условиях риска. Как было показано выше (см. 
лекцию 9, п. 1), в таких задачах исходом для принимающего реше
ние при выборе им альтернативы i = 1,п является случайная ве-
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личина вида ^j . По-прежнему ее математическое ожи-
2/1 .. • Ут 

дание (ожидаемое значение) обозначаем через М,, дисперсию че
рез Di, среднеквадратичное отклонение — через сг̂ . Если принима
ющий решение использует смешанную стратегию х = {xi,..., Хп), 
то исходом, соответствующим этой смешанной стратегии, будет 

п 
случайная величина С = IZ ^i^i-

г=1 
Найдем математическое ожидание М^ и дисперсию D^ случай

ной величины ^. Используя простейшие свойства математического 
ожидания, получаем: 

п п п 
M^ = M(^Y.Xi^i'^ = j2^iM^i = J2^'^'- (11-1) 

г=1 i=l i = l 

Для отклонения случайной величины ^ от ее ожидаемого значе
ния выполняется условие 

п п п 
с - М^ = ^ Xi^i - Y^ XiMi = Y^ Xi{ii - Mi), 

i= l i= l j= l 

откуда получаем выражение для дисперсии 

п тг 

D^ = М{^ - Mif = M[[Y,^i{ii - М,)) ( ^ х , ( 0 - Mj)) 
i = l 3 = 1 

= Y Xi^jMliCi - Mi)fe - Mj)]. 
i,j = l 

Вводя обозначения Vij = M[{(,i — Mi){^j — Mj)], окончательно 
получаем 

D^= Y VijXiXj, 

a^ = ^D^ = 2_^ VijXiXj. 

(11.2) 

(11.3) 

Числа Vij называются показателями ковариации для случай
ных величин ^i и ^j. Итак, имеем следующее правило. 
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Правило 11.1. Дисперсия случайной величины ^ = X) ^i^i 

может быть представлена в виде квадрат,ичной формы (11.2), 
коэффициент,ами которой являют.ся показатели ковариации Vij, 
а переменными — компонент,ы вероятностного вектпора х = 

Формулу (11.2) можно сделать более «прозрачной», если пере
йти от показателей ковариации к коэффициентам корреляции. На
помним, что коэффициентом корреляции между случайными 
величинами £,i и 4j называется число 

_ мт - Mi){ij - Mj)] 

Так как Vij = rija^aj, то подставляя это выражение в (11.2), 
получаем 

п 

•D̂  = 5 3 '^iji<^i^i){'^3^j)- (11-4) 
Как известно, коэффициент корреляции гу показывает степень 

связи случайных величин ^i и ^j. Рассмотрим частный случай 
формулы (11.4), когда случайные величины ^j (г = 1,п) попарно 
независимы. В этом случае они не коррелированны, т. е. при г ^ j 
имеем Vij = О, а при г = j получаем 

_ M[{^i - Mi){i, - Mi)\ _ M{ii - Mjf _ -Dii _ 

откуда 
n 

D^ = I3(^»a;i)'. (11.5) 

Применим теперь полученные выше формулы для выяснения 
целесообразности использования смешанных стратегий в ЗПР в 
условиях риска. Как показывает формула (11.1), использование 
смешанных стратегий с целью повышения ожидаемого выигрыша 
бесполезно. В самом деле, пусть г* — та чистая стратегия, на 
которой величина Mi = M^i достигает максимума. Согласно (11.1), 

п п п 

МС = ^ XiMi < Y^ XiMi, = Mi. Yl,^i = ^i' • 
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Таким образом, при применении любой смешанной стратегии 
олсидаемый выигрыш будет не больше, чем ожидаемый выигрыш 
при применении чистой страт.егии г*. 

Оценим теперь величину показателя риска а^ при использова
нии смешанной стартегии х. Так как величина показателя риска 
зависит от степени корреляции между случайными величинами (^j) 
(г = 1,п) (см. формулу (11.4)), то далее мы рассмотрим три харак
терных случая. 

1) Случайные величины (^i) попарно некоррелированны (rij = О 
при всех г ф j , где i,j = 1,п). Возьмем, например, в качестве 
смешанной стратегии х равномерно распределенную стратегию 
(т.е. Xi = 1/п для г = 1 , . . . , п). Тогда, согласно (11.5), 

«̂? ^ ) ^ 
п ту \ 1=1 

1 Е^ь (11.6) 
i = l 

Отсюда, полагая а = maxcTj, имеем 

(11.7) 

Так как с ростом п дробь а/у/п неограниченно уменьшается, 
приходим к следуюшему важному выводу. 

Правило 11.2. Для ЗПР в условиях риска, в которой слу
чайные величины (fj) we коррелированны, применение смешанных 
страт,егий ведет, к уменьшению риска. В частност,и, если все 
дисперсии (ai) i = 1,п ограничены в совокупност,и некоторой кон-
ст,антой, то при п —> оо риск стремит,ся к нулю. 

Поясним сформулированное правило на следующем примере. 
• Пример 11.1. Рассмотрим ЗПР в условиях риска, заданную 

табл. 11.1. 

Таблица 11.1 Таблица 11.2 

1 
2 
3 
4 
5 

М 
20 
18 
16 
10 
9 

а 
4 
3 

2,8 
2,3 
2 

х' 
х^ 
Х'^ 

X* 

х" 

М 
20 
19 
17 
16 

14,6 

о 
4 

2,5 
1,91 
1,55 
1,3 
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Пусть х'' {к < п) — смешанная стратегия, в которой первые 
к стратегий из 1,п выбираются равновероятно, а остальные стра
тегии входят с нулевыми вероятностями (т.е. отбрасываются). Со
гласно (11.1) и (11.5), математическое ожидание и СКО случай
ной величины, возникающей при использовании смешанной стра
тегии х'', определяются равенствами 

i = l 

к 
2 \V:' 

Так, для примера 11.1 при смешанной стратегии х^ = 
= (1/2,1/2, О, 0,0) математическое ожидание равно (20-Ь18)/2 = 19, 
а среднее квадратичное отклонение есть л/А"^ + 3-̂ /2 = 2,5. 
В табл. 11.2 представлены показатели М vs. а для смешанных стра
тегий X , к = 1,2,3,4,5. Из нее наглядно видно, что при увеличе
нии числа «смешиваемых» стратегий незначительное уменьшение 
ожидаемого выигрыша сопровож.дает,ся устойчивым снижением 
риска. 

2) Случай полной прямой корреляции {rij = 1 для всех г, ^ = 
= 1,п). Тогда, согласно (11.4), 

п п п п п 2 

Щ = X^X]''ij((^ia;i)(crja;j) = Y^(aiXi) ^{(TJXJ) = (^CTiXij , 
г=1 j = l г=1 j = l г=1 

откуда 
п 

а^ = '^aiXi. (11-8) 

Пусть min (7i достигается при г = го, а max ai — при г = i*. 
1<г<тг 1 < г < п 

Тогда, на основании (11.8), 
п п п 

г=1 i=l i — l 
п п п 

г=1 i=l г=1 

откуда 
CTio < С Г « < 0 ^ г - - ( 1 1 . 9 ) 
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Итак, в случае полной прямой корреляции использование сме
шанных стратегий с целью снижения риска бесполезно. Действи
тельно, согласно (11.8), получающийся при смешивании стратегий 
показатель риска есть взвешенная сумма показателей риска af, риск 
при применении любой смешанной стратегии будет не меньше, чем 
наименьший из рисков, соответствующих чистым стратегиям, и 
поэтому при п —)• оо он не будет стремиться к нулю. 

3) Случай полной обратной корреляции (rij = — 1 при i ^ j). 
Рассмотрим для простоты пример, когда имеются всего две аль
тернативы, т.е. п = 2. Тогда, согласно (11.4), 

п 
D^ = ^ rij{aiXi)(ajXj) = 

= {aixi){aixi) - {aiXi){a2X2) - i(^2X2){'^iXi) + (о-2а;2)(ст2а;2) = 
= (o-ia;i)^ - 2{criXi){a2X2) + (^2X2)^ = {aiXi - (T2X2f. 

Отсюда получаем cr̂  = О -^^ D(, = 0 <=> ^ = 02!a\. 
Таким образом, в этом случае риск может быть полностью 

исключен при использовании смешанной ст.рат,егии х = (xi,a;2), 
компоненты кот,орой обрат,но пропорциональны показат,елям 
риска для случайных величин ^i и из

вернемся теперь к рассмотрению общего случая — когда между 
случайными величинами (^j), i = ^,п, имеется корреляция, но она 
не является полной. Тогда при применении смешанной стратегии 
X = {xi,... ,Хп) величина показателя риска а^ находится по общей 
формуле (11.3), использование которой предполагает знание пока
зателей ковариации Vij (или коэффициентов корреляции rij). Если 
матрица ковариации (l^j)i ,=г7г известна, то возникает следующая 
задача: при какой смешанной стратегии риск минимален? 

Математически эта задача разрешима (так как целевая функ
ция (11.3) определена на замкнутом ограниченном множестве 5„ и 
непрерывна на нем, ее минимум достигается на S„ по теореме Вей-
ерштрасса, см. лекцию 3). Однако с экономической точки зрения 
ее решение не представляет интереса, так как стратегия, мини
мизирующая риск, может привести к очень маленькому ожидаемо
му выигрышу. Помня о том, что осторожный экономист стремит
ся к увеличению ожидаемого выигрыша и одновременному сниже
нию риска, необходимо рассматривать ЗПР в условиях риска как 
двухкритериальную задачу и использовать методы многокритери-
сшьной оптимизации (см. лекцию 9). Естественным здесь является 
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такой подход, когда по критерию ожидаемого выигрыша — как 
более «осязаемому» — назначается нижняя граница MQ и ищется 
стратегия, которая обеспечивает ожидаемый выигрыш Мо с ми
нимальным возможным риском. Таким образом, решается задача 
условной минимизации риска при дополнительном условии, нало
женном на величину ожидаемого выигрыша. 

При возможности использования смешанных стратегий получа
ем следующую математическую задачу: найти минимум функ
ции (11.3) при ограничениях <х€ Sn, X) MiXi = MQ >. 

I- i = i -' 
Сформулированная задача является задачей квадратичного 

программирования, для решения которых имеются специальные ме
тоды. 

3. Важным примером экономической реализации принципа 
«смешивания» стратегий является способ распределения капитала 
на рынке ценных бумаг. Обычно на рынке обращается множество 
видов ценных бумаг. Курсовая стоимость ценных бумаг каждого 
вида зависит от большого числа разнообразных факторов и может 
рассматриваться как случайная величина. 

Предположим, что на рынке имеется п видов ценных бумаг 1, п. 
Если инвестор вложит весь инвестиционный капитал в ценные бу
маги одного вида г = 1,тг, то исходом для инвестора будет неко
торая случайная величина £,i, значения которой определяются кур
совой стоимостью ценных бумаг г-го вида и величиной вложенного 
капитала. Эта случайная величина может быть охарактеризована 
парой показателей (Mi,crj), где Mi — ее математическое ожида
ние (т.е. ожидаемый доход) и (Ti — среднеквадратичное отклоне
ние (показатель риска). Но обычно инвестор вкладывает наличный 
капитал не е один, а в несколько видов ценных бумаг, составляю
щих портфель инвестора. Предположим, что инвестор распре
делил свой капитал между ценными бумагами видов 1,Т1, причем 
доля капитала, вложенного в ценные бумаги г-го вида, равна ж, (по 

п 
смыслу Xi > о, Х^ж, = 1). в терминах п. 1 это означает, что ин-

1 = 1 
вестор использует смешанную стратегию х = ( x i , . . . ,а:„); тогда 
исход для него может быть представлен в виде случайной величи-

п 
ны ^ = Х^ Xi^i, для которой ее характеристики М и а находятся по 

г = 1 

формулам (11.1) и (11.3). 
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Итак, структура портфеля инвестора определяется вектором 
X = {xi,..., Хп), а эффект,ивность портпфеля характеризуется век
торной оценкой (М, (т), где М = М{х) — ожидаемый доход [доход 
портфеля) и сг = (7(х) — показатель риска {риск портфеля). В ре
зультате получаем двухкритериальную ЗПР, для которой множест
во ее альтернатив может быть отождествлено с множеством точек 
стандартного симплекса Sn, а критерии М{х) и (т{х) определены 
следующими равенствами: 

t = i 

n 

(т{х) = . ^ VijXiXj. (11-11) 
\ ij = l 

Здесь множество векторных оценок есть {{М{х),а{х)) : х S S„} — 
оно является непрерывным, т. е. «заполняет» некоторую область на 
плоскости переменных [М,а). Таким образом, получаем в данном 
случае непрерывную задачу двухкрит.ериальной опт,имизацт1 с 
критериями М{х) и а{х). 

Нашей целью является нахождение способов снижения риска 
при формировании портфеля ценных бумаг. Как было показано вы
ше (см. п. 2), в задаче принятия решения в условиях риска приме
нение смешанных стратегий может привести к уменьшению риска; 
эта возможность определяется характером корреляции между слу
чайными величинами (^^). Выясним структуру ЗПР, возникающей 
в данном случае. В качестве гшьтернатив инвестора (множества 
чистых стратегий) здесь выступают виды ценных бумаг 1,п. Что 
выступает здесь в качестве состояний среды? Так как при фикси
рованном капитале инвестора его доход при выборе им г-й альтер
нативы (т.е. при вложении всего капитала в ценные бумаги г-го 
эида) будет определяться курсовой стоимостью ценных бумаг г-го 
вида, то в качестве состояний среды здесь можно рассматривать 
будущие значения курсовых стоимостей ценных бумаг всех видов. 

Разумеется, на момент принятия решения будущие значения 
курсовых стоимостей ценных бумаг инвестору неизвестны. Сущест
венным здесь является то, что их можно трактовать как некоторые 
случайные величины. Именно это обстоятельство позволяет счи
тать рассматриваемую задачу задачей принятия решения е усло
виях риска. 
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Найдем теперь в явной форме исход, который имеет место при 
выборе инвестором г-й чистой стратегии. Пусть rji — курсовая сто
имость ценных бумаг г-го вида, 77° — начгшьная курсовая стоимость 
ценных бумаг г-го вида (на момент принятия решения). Разность 
Ат/г = rji — rfl представляет собой изменение курсовой стоимости 
ценных бумаг г-го вида, причем условие Arji > О соответствует 
повышению курсовой стоимости, условие Ат)г < О — понижению 
курсовой стоимости, Arji = 0 — сохранению курсовой стоимости. 

В качестве исхода для инвестора при выборе им чистой стра-
т,егии г = 1,п можно рассматривать ^i = Arji/rj^, т.е. величину 
изменения курсовой ст.оимости ценных бумаг г-го вида, отнесен
ную к ее начальной курсовой стоимости. 

Проанализируем характер корреляции между случайными вели
чинами rjiHTjj. Говорят, что между случайными величинами щ и rjj 
имеется положит,ельная корреляция, если всякое увеличение курсо
вой стоимости ценных бумаг г-го вида сопровождается увеличением 
курсовой стоимости ценных бумаг j-vo вида; от,рицательная кор
реляция, если всякое увеличение курсовой стоимости ценных бумаг 
г-го вида сопровождается уменьшением курсовой стоимости ценных 
бумаг j-ro вида. 

З а м е ч а н и е . Отметим, что изменение курсовой стоимости ценных 
бумаг одного вида само по себе не является причиной изменения курсовой 
стоимости ценных бумги? другого вида. Истинной причиной изменения 
курсовых стоимостей ценных бумаг служат внешние события макро
экономического и политического характера (тгжие,. как изменения 
законодательства, изменения цен на энергоносители, внедрение но
вых технологий, договора между крупными корпорациями, наступле
ние «крупномасштабных» несчастных случаев, стихийные бедствия и 
т.п.) . Однако, экономическая реальность тгжова, что подобные измене
ния внешних факторов приводят, как правило, к синхронному изменению 
курсов ценных бумаг. 

П р а в и л о 11 .3 . Предположим, что курсовые стоимости 
ценных бумаг видов г и j связаны т,аким образом, чт,о всякое при
ращение курсовой стоимости ценных бумаг вида i сопровожда-
ет,ся пропорциональным приращением курсовой стоимости 
ценных бумаг вида j (с некот,орым коэффициентом пропорцио
нальности к ^ 0). Тогда: 

а) при к > О для ^, и ^j имеет место полная прямая корреляция; 
б) при к < О для ^i и ^j имеет, место полная обрат,ная 

корреляция. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . В данном случае выполняется равенство 
Дг7_,- = kArji. Так как ^i = Ar/j/T/f, ^j — Arjj/rj^, то получаем 

6- _ ^^j/Vj ^ AT?,- ^ ^ . ^ 
6 Дг/^/т?» AT?, Т?« Т,»-

Последняя дробь есть некоторая постоянная с, откуда ^̂  = c^j. 
Получаем, что случайные величины ^i и ^j связаны линейной 
зависимостью; это эквивсшентно условию, что корреляция является 
полной. Для завершения доказательства остается заметить, что 
знак с совпадает со знаком к. 

На основании результатов, изложенных в п. 2, получаем: 
А) При выполнении условия Arjj = кАщ, где fc > О (случай 

полной прямой корреляции) «смешивание» ценных бумаг видов г 
и j не приводит к уменьшению риска; 

Б) При выполнении условия Arjj = кАщ, где А; < О (случай пол
ной обратной корреляции) «смешивание» ценных бумаг видов i и j 
в отношении обратной пропорциональности показателям рисков CTJ 
и (Tj сводит риск до нуля. 

В заключение следует отметить, что в экономической реальнос
ти наличие полной корреляции, так же как и полное отсутствие 
корреляции — явления достаточно редкие. Типичной является 
ситуация, когда между курсами ценных бумаг существует корре
ляция, выражаемая в виде пропорциональности приращений кур
совых стоимостей с некоторым переменным коэффициентом про
порциональности к. 

Приближенные значения коэффициентов корреляции между кур
сами ценных бумаг могут быть получены на основании сведений 
о биржевом курсе ценных бумаг (такие сведения регулярно публи
куются в странах с развитой рыночной экономикой). 

4. Задача 14. Задача об оптимальном портфеле. 
При какой структуре портфеля следует считать его оптималь

ным? В силу наличия двух критериев оценки — ожидаемого дохода 
и риска, — которые не сведены в один обобщенный критерий, од
нозначный ответ на этот вопрос невозможен (см. лекцию 5). Необ
ходимым условием оптимальности портфеля является условие оп
тимальности по Парето. Содержательно оптимгшьность некоторого 
портфеля по Парето означает, что не существует другого портфе
ля, который имеет такой же (или больший) ожидаемый доход при 
меньшем (или таком же) риске. 
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Однако обоснованный выбор одной (оптимальной) альтернати
вы из множества альтернатив, оптимальных по Парето — пред
ставляет собой сложную проблему, для решения которой требует
ся дополнительная информация о соотношении между собой крите
риев М и (7. Более простая задача — сужение Парето-оптимального 
множества — может быть решена, например, на базе субоптимиза
ции (см. лекцию 5, п.З), которая принимает здесь следующий вид. 
Зададим некоторое пороговое значение Мо для ожидаемого дохода 
и среди всех альтернатив х будем искать такую, которая обеспечи
вает ожидаемый доход Мо с наименьшим возможным риском. 

Формально такая постановка сводится к следующей математи
ческой задаче: найти минимум функции (т{х) вида (11.11) при огра
ничениях М{х) = Мо и X €: Sn- Итак, получается задача нахожде
ния экстремума функции п переменных при нгшичии ограничений. 
Решение такой задачи сушественно упрощается, если ограничения 
принимают вид равенств — тогда получается задача нахождения 
условного экстремума функции (см. лекцию 3, п. 3). В рассматрива
емом случае этого можно добиться, если отбросить условие неотри
цательности переменных Xj, г = 1, п — тогда система ограничений 

Y^ MiXi = Мо, ^ Жг = 1 [• и решение 

дачи может быть найдено методом множителей Лагранжа. 
Предположим, что вектор х* = (a;J,... , ж*) является решени

ем указанной задачи. Выясним содержательный смысл компонент 
вектора ж*. Возможны три случая. 

1) а;* = 0. Тогда в ценные бумаги г-го вида капитал вкладывать 
не надо. 

2) X* > 0. Тогда в ценные бумаги г-го вида следует вложить 
х*-ю долю Нсшичного капитала инвестора. 

3) X* < 0. Тогда инвестору следует взять в долг дополнитель
ный капитал в размере )ж*)-й доли капитала инвестора. 

Замечание . Для практического решения задачи об оптимальном 
портфеле требуются данные в виде вектора (Mi)^_j-^ — вектора ожи
даемых доходов от ценных бумаг каждого вида, а также матрицы 
(Vii)(i 1=тГп) — матрицы ковариаций. Приближенно эти данные могут 
быть получены на основании сведений о биржевом курсе ценных бумаг. 

такой за-



Лекция 12. Принятие регаения в условиях риска 
с возмоэюностъю проведения эксперимента 

• Эксперимент как средство уточнения истинного состояния среды. 
• Идеальный эксперимент; нахождение максимально допустимой сто-
имост,и идеального эксперимента. • Байесовский подход к принятию 
решения в условиях риска. • Задача 15. Бурение нефтяной скважины. 

1. При принятии решения в условиях неопределенности (или 
в условиях риска) принципиальная сложность выбора решения воз
никает из-за незнания принимающим решение истинного состоя
ния среды. В лекциях 8-11 рассмотрено несколько типов критери
ев, каждый из которых по-своему «борется» с неопределенностью: с 
помощью выдвижения гипотезы о поведении среды (критерии Лап
ласа, Вальда, Гурвица, Сэвиджа); с помощью усреднения получа
емых выигрыщей (критерий ожидаемого выигрыша); с помощью 
учета как ожидаемого выигрыша, так и меры отклонения от него 
(обобщенный критерий q{M,(y)); на базе субъективного отношения 
принимающего решение к риску (критерий ожидаемой полезности). 
Однако, каждый из этих подходов дает лишь способ рациона.ль-
ного анализа неопределенности, не «уничт,ожая» самой неопреде
ленности. «Уничтожение» (или хотя бы уменьшение) неопределен
ности может быть произведено только на основе уточнения истин
ного состояния среды. 

На практике такое уточнение осуществляется, как правило, 
с помощью сбора дополнительной информации, а также с помощью 
проведения экспериментов, по результатам которых судят об име
ющемся состоянии среды. Например, прежде, чем приступить к ле
чению больного при неясном диагнозе, врач проводит дополнитель
ные анализы; прежде, чем бурить дорогостоящую нефтяную сква
жину, геолог производит сейсморазведку; прежде, чем наладить 
производство какого-либо товара, предприниматель изготавливает 
пробную партию этого товара и т . д . В рамках теории принятия 
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решении все эти действия означают не что иное, как проведение 
эксперимента с целью уточнения состояния среды. 

Эксперимент называется идеальным, если по его результату 
принимающий решение узнает истинное состояние среды. На прак
тике наличие идеального эксперимента — явление достаточно ред
кое. Чаще всего результат эксперимента дает некоторую информа
цию, на основе которой может быть произведено уточнение состоя
ния среды. Например, в ситуации с неясным диагнозом о наличии 
болезни (А), ответ — после проведения дополнительного анализа — 
будет не «у больного заболевание (А)», а например, «у больного по
вышенный лейкоцитоз». При желании врач может воспользоваться 
статистическими данными, из которых он узнает, например, что 
повышенный лейкоцитоз у людей с заболеванием (А) наблюдает
ся в 70% случаев, но его повышение может вызываться и другими 
заболеваниями. 

Как использовать результаты эксперимента и имеющиеся ста
тистические данные при принятии решений наиболее эффективно? 
В п. 3 данной лекции рассматривается одна из методик, позволяю
щая решить эту проблему. Она основана на формуле Байеса — фор
муле переоценки вероятностей событий с учетом результата прове
денного эксперимента. 

Отметим, что не для всякой задачи принятия решения экспери
мент является возможным. Если для некоторой ЗПР эксперимент 
возможен, то возникает задача оценки целесообразности его про
ведения. Дело в том, что проведение эксперимента всегда требует 
затрат (материальных, организационных, временных и пр.). Соот
несение дополнительной выгоды, которую мы ожидаем получить 
от дополнительной информации, приобретаемой в результате экс
перимента, и затрат на его проведение — в этом и состоит суть 
проблемы целесообразности проведения эксперимента. 

Следует иметь в виду, что особенно существенной является 
возможность проведения эксперимента для «уникальных» задач 
принятия решений, т.е. таких, в которых решение принимается 
только один раз и связано с большими материальными затратами. 

2. Рассмотрим задачу нахождения максимгшьно допустимой 
стоимости идеального эксперимента. Пусть задача принятия ре
шения в условиях риска задана матрицей выигрышей ЦаЩ 
{г = 1,п; j — lym), причем принимающему решение известен ве
роятностный вектор у = ( j / i , . . . , Ут), где yj — вероятность наступ
ления состояния j (табл. 12.1). 
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Таблица 12.1 

1 

г 

п 
max 

2/1 
1 . . . 

Уз 
3 

< 

И' 

Ут 
. .. т 

Возьмем здесь в качестве оценки альтернативы г соответству-
тп . 

ющий ей ожидаемый выигрыш, т.е. число ^ a^j/j (̂  = !)")• Мак-
j=i 

симальный ожидаемый выигрыш есть 

m a x ^ a ^ 2 / j . 
i = i 

(12.1) 

Предположим, что принимающий решение может провести иде
альный эксперимент, т.е. такой эксперимент, по результату кото
рого он узнает истинное состояние среды. Обозначим через С сто
имость идеального эксперимента. Пусть в результате проведения 
эксперимента принимающий решение узнал, что среда находит
ся в состоянии j . Тогда, естественно, он выберет альтернативу, 
которая дает максимальный выигрыш в состоянии j , т.е. выиг
рыш /3^ = шаха^. Так как вероятность того, что среда окажется 

г 

В СОСТОЯНИИ j , равна yj, а выигрыш в этом случае равен /З-', то 
получаем,что результатом идеального эксперимента (до его про
ведения) для принимающего решение является случайная величи-

на ^ — 
yj 

, которой соответствует ожидаемый выигрыш 
и = 1,т) 

М^ = Y^ f^-'Vj- Вычитая отсюда стоимость эксперимента, находим 
3 = 1 

тп 

итоговый выигрыш при проведении эксперимента: ( ^ /З-'у^ — С"). 
j = i 

Таким образом, идеальный эксперимент будет выгодным тогда 
и только тогда, когда 
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^ H^Vj -С> т а х ^ З «lyj- (12-2) 

Перенося член, из правой части неравенства (12.2) в левую его 
часть и используя тождество — т а х Х = mm(—X), получаем 

m . . . 
min ^ (/З-' — a')yj > С. Вспоминая, что (3^ — а' = г-? — риск 

i j = l 
в ситуации ( i , j ) (см. лекцию 8, п .З) , приходим к неравенству 

тп 
min Y, riVj > С. 

i j = l 
Итак , идеальный эксперимент является выгодным т,огда и 

только тогда, когда его стоимость меньше минимального ожи
даемого риска. 

т 
Величина min ^ rlyj является максимально допустимой стои-

i j = l 
мостью идеального эксперимента. 

3 . Д л я изложения байесовского подхода к переоценке вероятнос
тей событий напомним некоторые понятия из элементарной теории 
вероятностей. 

Условная вероятность события А при условии, что произошло 
событие В, обозначается через Рв{А) и вычисляется по формуле 

Р . ( Д ) = . Й ^ . (12.3, 

Рассмотрим следующую теоретико-вероятностную схему. Пусть 
{Ai,...,Am] — полная группа событий (иногда их называют 
гипотезами) и для каждой гипотезы Aj, j = l , m известна ее 
вероятность P{Aj). Пусть произведен опыт, в результате которо
го произошло событие В. Если известны условные вероятности 
РА J (В) для всех j = 1,т, тогда условная (послеопытная) веро
ятность события Aj [j = l,m) может быть найдена по формуле 
Байеса 

^B{Aj) - - — - -^ . (12.4) 

к=1 
Рассмотрим теперь в схематической форме задачу принятия ре

шения в условиях риска, заданную с помощью матрицы выигры
шей, которая имеет вид табл. 12.2. 
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Таблица 12.2 

1 

i 

п 

Ai A.i 

< 

• ^ m 

Здесь { 1 , . . . , n} — стратегии принимающего решение (игрока), 
{Ai, • • •, Am} — состояния среды, aj — выигрыш игрока в ситу
ации, когда он выбирает стратегию г, а среда принимает состоя
ние Aj. Принимающему решение (игроку) для каждого j = 1,т 
известна вероятность P{Aj) наступления состояния Aj , причем 

т 
P{Aj) > О, ^ P{^j) = 1- Предполагается, что среда может нахо-

диться в одном и только одном из состояний {Ai,..., Am}; другими 
словами, случайные события {Ai,.. .,Ат} образуют полную груп
пу событий, поэтому их можно взять в качестве гипотез в рамках 
рассмотренной выше теоретико-вероятностной схемы. Известные 
игроку вероятности состояний среды P{Ai),..., Р{Ат) являются 
безусловными (доопытными) вероятностями. 

Предположим,что проводится некоторый эксперимент, резуль
т а т которого как-то зависит от имеющегося состояния среды. Если 
в результате эксперимента наблюдается событие В и, кроме того, 
известны условные вероятности РА (В) при всех j = 1,т, то ис
пользуя формулу Байеса (12.4), можно найти уточненные (послео-
пытные) вероятности каждого состояния среды. Знание уточнен
ных вероятностей состояний среды позволяет более точно указать 
оптимальную стратегию игрока. 

Описанный подход к принятию решений в условиях риска на
зывается байесовским, так как он основан на формуле Байеса. 
Э т о т подход иллюстрируется примером, рассмотренным в следую
щем пункте. 

4 . З а д а ч а 1 5 . Бурение нефтяной скважины. 
Руководитель поисковой группы должен принять решение: бу

рить нефтяную скважину или нет. Скважина может оказаться 
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«сухой» ( С ) , т . е . без нефти, «маломощной» (М), т . е . с малым со
держанием нефти, и «богатой» {Б), т . е . с большим содержанием 
нефти. Альтернативами руководителя группы являются: xi — бу
рить и 12 — не бурить. Чистая прибыль (в тыс. долларов) при 
выборе одной из этих альтернатив в зависимости от возможного 
типа скважины приведена в таблице прибылей (табл. 12.3). 

Таблица 12.3 

XI 

Х2 

С 
-70 

0 

М 
50 
0 

Б 
200 
0 

Кроме того, руководителю поисковой группы известно, что 
в данной местности вероятности сухой, маломощной или богатой 
скважины таковы: Р{С) = О, 5; Р{М) = О, 3; Р{Б) = О, 2. 

Руководитель поисковой группы может провести эксперимент 
с целью уточнения состояния среды. Э т о т эксперимент представ
ляет собой сейсморазведку, результатом которой будет ответ — ка
кова структура грунта в данной местности (но не ответ на вопрос 
о типе скважины!) В принципе структура грунта может быть ли
бо открытой (О) , либо замкнутой ( 3 ) . Руководитель группы имеет 
таблицу результатов экспериментов, проведенных в этой местности 
(табл. 12.4). 

Таблица 12.4 

Тип скважины 
С (сухая) 
М (маломощная) 
Б (богатая) 
Всего 

Структура грунта 
открытая ( 0 ) 

45 
11 
4 

60 

замкнутая (5) 
5 
19 
16 
40 

Всего 
50 
30 
20 
100 

Э т а таблица показывает, сколько раз на грунтах открытой и 
грунтах замкнутой структуры встречались скважины типа С, М, 
Б (т. е. она дает совместную ст,ат,ист.ику структуры грунта и 
типов скважин для данной местности). 

Итак , руководитель группы должен принять решение: 
а) проводить ли эксперимент, (его стоимост,ъ сост.авля-

ет, 10 т ы с . долларов); 
б) если проводить, то как пост,упать в дальнейшем в зависи

мостей от результ,ат,а эксперимента. 
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Таким образом, получена многошаговая задача принятия реше
ний в условиях риска. Опишем методику нахождения оптимального 
решения по шагам. 

Ш а г 1. Построим дерево (рис. 12.1), на котором указаны все 
этапы процесса принятия решений — дерево решений. Ветви дерева 
соответствуют возможным альтернативам, а вершины — возника
ющим ситуациям. Альтернативами руководителя поисковой груп
пы являются: о — отказ от эксперимента, /3 — проведение экспе
римента, xi — бурить, Х2 — не бурить. Альтернативы природы: 
выбор типа скважины (С, М, Б), а, также выбор структуры грунта 
(О или 3). 

Построенное дерево определяет игру руководителя группы (иг
рок 1) с природой (игрок 2). Позициями данной игры служат вер
шины дерева, а ходами игроков — выбираемые ими альтернативы. 
Позиции, в которых ход делает руководитель группы, изображе
ны прямоугольником, позиции, в которых ход делает природа, — 
кружком. 

Пояснение. Игра протекает следующим образом. В начальной пози
ции ход делает игрок 1 (руководитель группы). Он должен принять ре
шение — отказаться от эксперимента (выбрать гипьтернативу а) или 
проводить эксперимент (выбрать альтернативу (3). Если он отказался от 
проведения эксперимента, то игра переходит в следующую позицию, в ко
торой руководитель группы должен принять решение: бурить (выбрать 
альтернативу Xi) или не бурить (выбрать альтернативу хг). Если же он 
решает проводить эксперимент, то игра переходит в позицию, в которой 
ход делает природа, выбирая одну из альтернатив О или 5 , соответству
ющих возможным результатам эксперимента, и т .д . Игра заканчивается 
тогда, когда она переходит в окончательную позицию (т. е. в вершину де
рева, для которой нет исходягцих из нее ветвей). 

Ш а г 2. Для каждой альтернативы, которая является ходом при
роды (т .е . исходит из позиции, изображенной кружком), надо най
ти вероятность этого хода. Для этого поступаем следующим об
разом. Для каждой позиции дерева существует единственный путь, 
соединяющий эту позицию с начальной позицией. Если для позиции 
природы путь , соединяющий ее с начальной позицией, не проходит 
через позицию ( Э ) , означающую проведение эксперимента, то ве
роятности состояний Р{С), Р{М) и Р{Б) являются безусловными 
(доопытными) и находятся из табл. 12.4: 
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Эксперимент 

Рис. 12.1 



Рис. 12.2 
^2= max{6i, b2, Ьт,} 

Рис. 12.3 

Если же для позиции природы путь, соединяющий ее с начальной 
позицией, проходит через позицию (Э) , то вероятности состояний 
среды становятся условными вероятностями и находятся по форму
ле (12.4): 

Ро{С) = 

Ро{М) = 

Р о ( £ ) = 

Р{СП О) _ 0 ^ _ 3 
Р{0) ~ оТбО ^ 4 ' 

Р{МП0) _ 0,11 _ 11 
Р{0) ~ 0,60 " 60' 

Р{Б ПО) __ 0 ^ _ J^ 
Р{0) ~ 0,60 ~ 15' 

Рз{С) = 

Рз(М) = 

Рз(5) = 

Р ( С П З ) 
Р{^) 

Р{МПЗ) 
Р{3) 

Р{Б ПЗ) 
Р{3) 

0,05 __ 1 
0,40 " 8 ' 
0,19 _ 19 
0,40 ~ 40' 
0,16 _ 2 
О, 40 ^ 5 • 

В позиции (Э) вероятности ходов, приводящих к позициям (О) 
и ( 5 ) , находятся из табл. 12.4: Р{0) = 60/100 = 0,6; Р{3) = 
= 40/100 = 0,4. 

Ш а г 3. Произведем оценку всех позиций дерева игры, «спуска
ясь» от конечных позиций к начальной. Оценкой позиции служит 
ожидаемый выигрыщ в этой позиции. Оценки конечных позиций 
находим из табл. 12.3. Укажем теперь способ нахождения оценки 
произвольной позиции дерева игры в предположении, что уже най
дены оценки всех следующих за ней позиций. 

а) Для позиции природы ее оценка находится как сумма попар
ных произведений оценок следующих за ней позиций на вероятности 
этих позиций (см. рис. 12.2). Другими словами, для позиции приро
ды ее оценка представляет собой ожидаемый выигрыщ в соответ
ствующей лотерее. 

б) Для позиции игрока 1 оценкой служит максимум всех оценок 
следующих за ней позиций (рис. 12.3). Мотивировка: в «своей» 
позиции игрок может сделать любой ход, поэтому он выберет 
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тот , который приводит к наибольшему возможному выигрышу. 
В каждой позиции игрока 1 помечаем черточкой ту ветвь дерева, 
которая приводит к позиции, имеющей максимальную оценку. 

При оценке позиции {Э), соответствующей проведению экспе
римента, вычитаем его стоимость. 

Обратимся к рис. 12.1. Получаем, что в начальной позиции ожи
даемая прибыль без проведения эксперимента (альтернатива а) — 
20 тыс. долларов; ожидаемая прибыль с проведением эксперимента 
(альтернатива /3) — 28тыс . долларов. Таким образом, целесообраз
ным является решение — проводить эксперимент (сейсморазведку). 
Далее, если эксперимент покажет, что грунт открытый, то бурение 
производить не следует, а если замкнутый, то нужно бурить. 

В игре с природой произвольная стратегия игрока 1 задается 
указанием альтернативы, выбираемой в каждой его позиции. В дан
ной игре оптимальной будет та стратегия игрока 2, которая пред
писывает в каждой позиции выбор хода, соответствующего поме
ченной альтернативе. 

Замечания. 1. В рассмотренном примере в качестве оценок позиций 
природы использовгиюсь математическое ожидание выигрыша. Это озна
чает, что была принята гипотеза безразличия к риску. Если мы хотим 
учесть отношение принимающего решения к риску, то необходимо иметь 
дополнительно кривую денежных эквивалентов, заданную на интервале 
возможных выигрышей. Тогда для любой позиции природы ее оценка 
находится как ДДЭ соответствующей лотереи (см. лекцию 10, п. 3). При 
этом, чтобы учесть стоимость проведения эксперимента, удобно ее сразу 
вычесть из оценок всех окончательных позиций, пути в коггорые проходят 
через позицию (Э). 

2. Можно также дать оценку всех позиций рассматриваемой игры не 
в денежных единицах, а в единицах полезности. Для этого надо постро
ить на интервале возможных денежных выигрышей функцию полезности 
принимающего решение. В этом случае оценки всех окончательных по
зиций следует указывать не в деньгах, а в полезностях. Оценка позиции 
природы находится здесь как ожидаемая полезность лотереи в полезнос
тях, т .е . по формуле (10.5), а оценка позиции игрока 1 —как максимум 
оценок следующих за ней позиций. 



РЕЗЮМЕ И ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

I. Реализационная структура задачи принятия решения состо
ит из множества альтернатив (стратегий) X, множества состояний 
среды Y, множества исходов А и функции реализации F : X х У —>• 
А. Принятие решения в условиях неопределенности характеризу
ется тем, что принимающий решение не имеет никакой дополни
тельной информации о появлении того или иного состояния среды, 
поэтому при выборе альтернативы ж S X он знает лишь, что будет 
реализован один из исходов F{x, у), где у GY. 

Если оценочная структура задачи принятия решения задана 
в форме оценочной функции </?: Л —> R, то такая ЗПР в услови
ях неопределенности может быть представлена в виде {X, У, / ) , где 
f = (р о F — целевая функция. Число /(ж, у) выражает полезность 
(ценность) для принимающего решение того исхода, который воз
никает в ситуации, когда он выбирает альтернативу ж G X, а среда 
принимает состояние у € Y. 

Задача принятия решения в условиях неопределенности, в кото
рой множества X и У конечны, может быть представлена в виде 
матрицы выигрышей (платежной матрицы) ||а^|| (г = ^,п; j = 
= 1,тп); здесь {1 , . . . ,п} — множество стратегий (альтернатив) 
принимающего решение, { 1 , . . . , т} — множество состояний среды, 
а̂  — выигрыш принимающего решение в ситуации {i,j). 

Единого принципа оптимальности для задач принятия решений 
в условиях неопределенности не существует. Сужение множества 
стратегий в такой задаче может быть произведено за счет отбрасы
вания доминируемых стратегий. Доминирование ii > {2 означает, 
что при любом состоянии среды j = 1,тп выполняется а^ > а^^, при 
этом стратегия г'х называется доминирующей, а стратегия г'г — 
доминируемой. Однако недоминируемых стратегий обычно бывает 
много, поэтому возникает проблема сравнения по предпочтитель
ности недоминируемых стратегий. 
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I I . Для сравнения между собой стратегий по их предпочтитель
ности в ЗПР в условиях неопределенности используется ряд крите
риев, каждый из которых основан на некоторой гипотезе о поведе
нии среды. 

(1) Критерий Лапласа базируется на гипотезе равновозможнос-
ти (равновероятности) состояний среды. Этот критерий приводит 
к оценке стратегии i в виде среднего арифметического выигрышей, 
возможных при выборе стратегии г: 

-. т 

т 

Оптимальной при этом считается стратегия, максимизирующая 
оценку L{i). 

(2) Критерий Валъда основан на гипотезе антагонизма; при 
этом оценкой стратегии i является W_{i) = mina^. Стратегия, мак-

3 

симизирующая оценку ТУ (г), называется мапсиминной стратеги
ей, а принцип оптимальности, заключающийся в максимизации 
оценки И^(г), — принципом максимина. Если элементы платеж
ной матрицы рассматриваются как потери, то при гипотезе анта
гонизма оценкой стратегии г 

W{i) = maxa^ . 
j 

Стратегия , мкчимизирующая оценку W(i), называемся минимакс
ной, а соответствующий ей принцип оптимальности — принци
пом минимакса. 

(3) Критерий Гурвица предполагает, что при любом выборе 
стратегии принимающим решение наихудший для него вариант 
реализуется с вероятностью а, а наилучший — с вероятностью 
1 — а, где О < а < 1 — некоторое фиксированное число (показатель 
пессимизма). По Гурвицу оценкой стратегии г является число 

Ha(i) = Qinino:^ -Ь (1 — а ) т а х а ^ . 

Оптимальной по Гурвицу считается стратегия, максимизирующая 
оценку На{г). 

(4) По критерию Сэвиджа оптимальной считается стратегия, 
минимизирующая максимальный риск. (Риском в ситуации {i,j) 
называется величина rj = jS^ — а^, где j3^ = шаха:^.) 

172 



в общем случае оптимальные стратегии, полученные по ука
занным критериям, могут не совпадать. Это объясняется тем, что 
данные критерии основываются на разных гипотезах, а всякая ги
потеза есть предположение, а не знание. 

I I I . Принятие решения в условиях риска характеризуется тем, 
что существует некоторая вероятностная мера, в соответствии с ко
торой возникают те или иные состояния среды. Построение мате
матической модели принятия решения в условиях риска предпола
гает наличие у принимающего решение некоторой информации об 
этой вероятностной мере. Далее мы ограничиваемся рассмотрени
ем случая, когда множества X и Y конечны и вероятностная ме
ра на множестве состояний среды задана вероятностным вектором 
у = {У1, • • • ,Ут), который предполагается известным принимающе
му решение (здесь yj есть вероятность наступления состояния j , 

т 
Уз > О, Е Vj = ! ) • 

i = i 
В З П Р в условиях риска исходом для принимающего решение 

при выборе им альтернативы г является некоторая случайная ве
личина ^i; поэтому сравнение альтернатив сводится к сравнению 
соответствующих им случайных величин. Наиболее естественной 
характеристикой случайной величины S,i служит ее математичес
кое ожидание (ожидаемое значение) M(,i, которое в математичес
ких моделях принятия решений интерпретируется как ожидаемый 
выигрыш. Показано, что в ЗПР в условиях риска критерий ожидае
мого выигрыша не является адекватным и должен быть трансфор
мирован с учетом возможных отклонений случайной величины от 
ее ожидаемого значения. В качестве меры отклонения произвольной 
случайной величины ^ от ее ожидаемого значения обычно берется 
среднеквадратичное отклонение (СКО) ITJ, где а^ = М ( ^ — MS,)^. 
Характеризуя случайную величину ^j парой показателей (Mi,ai)^ 
где Mi = M£,i — ожидаемый выигрыш, Cj = CTJ, — показатель рис
ка, приходим в результате к двухкритериальной ЗПР , для нахож
дения оптимального решения которой можно использовать методы 
многокритериальной оптимизации (см. лекции 5-7). 

Наиболее простой метод «превращения» многокритериальной 
ЗПР в однокритериальную состоит в построении обобщенного кри
терия. В лекции 9 рассмотрен обобщенный критерий 

q{M, а) = М - \а, 
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который (при А > 0) отражает стремление принимающего решение 
к увеличению ожидаемого выигрыша и уменьшению риска отклоне
ния от него; при этом А можно рассматривать как субъективный по
казатель меры несклонности принимающего решение к риску (субъ
ективный показатель осторожности). Показано, что существуют 
«пороговые значения» показателя осторожности А°, А* такие, что 
если для принимающего решение выполняется условие О < А < А°, 
то для него ранжирование Парето-оптимальных альтернатив по об
общенному критерию q{M, а) совпадает с ранжированием по вели
чине ожидаемого выигрыша; если А > А*, то ранжирование по кри
терию q{M, а) совппадает с ранжированием по величине показателя 
риска. 

Нахождение оптимального решения без построения обобщенно
го критерия основано на отношении доминирования по Парето (см. 
лекцию 5). Первый шаг — выделение Парето-оптимальных ис
ходов. Второй шаг — выбор оптимального исхода из множества 
Парето-оптимальных — производится либо непосредственно при
нимающим решение, либо с предварительным сужением Парето-
оптимального множества. При втором подходе требуется дополни
тельная информация от принимающего решение об относительной 
важности критериев М и ст. Здесь можно использовать, например, 
метод выделения главного критерия (субоптимизация) или метод 
упорядочения критериев по их относительной важности [лексико
графическая оптимизация). 

IV. Оценка случайной величины (лотереи) ^ парой показателей 
(М, (т), где М = М(, — ожидаемый выигрыш ж а = а^ — пока
затель риска, не является единственно возможной. Существует об
щий метод нахождения субъективной оценки лотерей, состоящий в 
построении функции полезности принимающего решение. При 
построении этой функции основным является понятие дет,ермини-
рованного эквивалента (ДЭ) лотереи. 

Под детерминированным денежным эквивалентом (ДДЭ) денеж
ной лотереи ^ понимается денежная сумма х, которая для принима
ющего решение эквивалентна его участию в этой лотерее. 

Для нахождения ДЭ произвольной лотереи, выигрыши которой 
заключены между а и А, достаточно уметь находить ДЭ некоторых 
простых лотерей (т.е. лотерей с двумя выигрышами: а и А). 

Сравнение лотерей по их ДЭ дает способ сравнения альтернатив 
в ЗПР в условиях риска, учитывающий как величину возможных 
выигрышей, так и субъективное отношение принимающего реше-
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ние к риску. При этом для принимающего решение его несклонность 
к риску заключается в том, что указываемый им Д Э произволь
ной лотереи меньше ожидаемого выигрыша; склонность к риску 
заключается в том, что Д Э лотереи больше ожидаемого выигры
ша; безразличие к риску состоит в том, что ДЭ лотереи совпадает 
с ожидаемым выигрышем. 

Остановимся теперь на понятии функции полезности. Пусть q — 
некоторый критерий (например, денежный или временной), значе
ния которого заключены между а и А. Эмпирическая функция по
лезности критерия q есть функция и, которая каждому х € [а. А] 
ставит в соответствие число и{х) = р е [0,1] так , что х являет-

\ а А 
ся детерминированным эквивалентом простои лотереи 

Линейное продолжение й функции и на множество лотерей с вы
игрышами из интервала [а, А\ есть функция полезности лот,ерей. 
При этом для лотереи (^ величина й(^) называется ожидаемой по
лезностью лотереи ^. Важным свойством функции й является 
ее линейность (относительно операции «смешивания» лотерей). Ес
ли критерий q является монотонным (т .е . принимающий решение 
всегда стремится либо к его увеличению, либо к уменьшению), то 
сравнение лотерей по их детерминированным эквивалентам равно
сильно сравнению ожидаемых полезностей этих лотерей. 

Аксиомат.ический подход к вопросу сравнения лотерей по пред
почтению впервые был предпринят Нейманом и Моргенштер-
ном [41]. Основной их результат, полученный в этом направлении, 
может быть описан следующим образом. 

* 
Пусть >з — отношение нестрогого предпочтения лотерей (ко-

* 
торое представляет собой объединение строгого предпочтения >- и 

* 
отношения безразличия ~ ) . Для отношения >; вводятся две акси
омы (Л1) и {А2), тр.е аксиома {А1) носит чисто математический 

* 
характер и выражает непрерывность отношения ^ , а смысл аксио
мы {А2) состоит в том, что при «смешивании» двух безразличных 
лотерей с любой третьей получающиеся лотереи будут безразлич
ными. Результат Неймана и Моргенштерна состоит в следующем. 

* 
Всякое от.ношение предпочт,ения ^ , устанавливающее 

полное ранж.ирование жноокества лотерей и удовлет.воряющее ак
сиомам {А\) и {А2), совпадает, с предпочт,ением, которое уст,ана-
вливается по величине ожидаемой полезпост.и лотерей для неко-
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т,орой функции полезности и рассматриваемого критерия. При 
эт,ом функция и единст,венна с т,очностъю до фиксирования мас-
гит,аба и начала отсчета. 

З а м е ч а н и е . Полезно сравнить этот результат с правилом 7.2, ха
рактеризующим способы установления полного ранжирования вектор
ных оценок. 

V . В лекциях 11 и 12 для ЗПР в условиях риска рассматрива
ются способы уменьшения риска. В лекции 11 излагается способ 
уменьшения риска, осуществляемый за счет перехода к смешан
ным стратегиям. Пусть { l , n } — множество альтернатив (чистых 
стратегий) в задаче принятия решения в условиях риска. Смешан
ной стратегией называется вектор х = ( x i , . . . , а;„), где Xi > О, 
п 

5^ Xi = 1. Смешанная стратегия может быть реализована одним из 
1 = 1 

следующих трех способов: (а) введением механизма случайного вы
бора; (б) как «физическая смесь» чистых стратегий; (в) как доля 
соответствующих чистых стратегий при многократном принятии 
решения. 

В ЗПР в условиях риска использование смешанных страте
гий с целью повышения ожидаемого выигрыша бесполезно. Однако 
«смешивание» стратегий может привести к снижению риска; эта 
возможность определяется характером корреляции случайных ве
личин (^i)j^j-^, являющихся результатом выбора чистых страте
гий. В частности, если случайные величины (^i) попарно не корре
лированны, применение смешанных стратегий снижает риск. При 
этом, если все дисперсии {(7i)^^Y^ ограничены в совокупности, то 
использование равномерно распределенной смешанной стратегии 
снижает риск до нуля, когда п ^ оо. 

В случае, когда имеется полная прямая корреляция, применение 
смешанных стратегий не приводит к снижению риска. Напротив, 
при полной обратной корреляции использование смешанной стра
тегии может полностью исключить риск. 

Важным примером реализации принципа «смешивания стра
тегий» в экономике является распределение капитала на рынке 
ценных бумаг. Если инвестор распределяет свой капитал между 
ценными бумагами п видов так , что Xi есть доля капитала, вложен
ного в ценные бумаги г-го вида, то вектор х = ( x i , . . . , a ; „ ) (опре
деляющий структуру портфеля инвестора), представляет собой 
с математической точки зрения смешанную стратегию инвестора. 
В возникающей здесь задаче принятия решения в условиях риска 
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в качестве состояний среды выступают будущие значения курсо
вых стоимостей ценных бумаг всех видов, обращающихся на рынке. 
Предположим, что курсовые стоимости ценных бумаг видов i к j 
связаны таким образом, что всякое приращение курсовой стоимости 
ценных бумаг вида г соп1)овождается пропорциональным прираще
нием курсовой стоимости ценных бумаг вида j (с некоторым по
стоянным коэффициентом пропорциональности fc). Тогда при fc > О 
имеет место полная прямая корреляция, а при А; < О — полная об
ратная корреляция. 

Остановимся на задаче оптимизации портфеля инвестора. Эф
фективность портфеля инвестора, имеющего структуру х = 
= {xi,.. .,Хп), характеризуется векторной оценкой {М{х),а{х)), 
где М(х') — ожидаемый доход (доход портфеля), а{х) — пока
затель риска (риск портфеля). Поэтому задача оптимизации пор
тфеля является непрерывной задачей двухкритериальной оптими
зации. Один из методов, который может быть использован для 
решения задачи оптимизации портфеля инвестора, — метод суб
оптимизации; здесь он реализуется следующим образом. Задается 
некоторое пороговое значение Мо ожидаемого дохода и среди всех 
смешанных стратегий х ищется такая , которая обеспечивает ожи
даемый доход MQ С наименьшим возможным риском. Для практи
ческого решения этой задачи требуются данные в форме вектора 
ожидаемых доходов ценных бумаг каждого вида, а также матри
цы показателей ковариации (приближенно эти данные могут быть 
получены на основе сведений о биржевом курсе ценных бумаг). 

V I . Важный для практики способ уменьшения риска при приня
тии решения состоит в проведении эксперимента. Поскольку прове
дение эксперимента связано с материальными затратами, возника
ет проблема соотнесения выгоды от дополнительной информации, 
получаемой в результате проведения эксперимента, и з атрат на его 
проведение. Одна из методик, предназначенных для решения этой 
проблемы, основана на известной в теории вероятностей формуле 
Байеса. В схематичном виде она состоит в следующем. Рассмот
рим ЗПР в условиях риска, в которой { 1 , . . . , п} — множество аль
тернатив принимающего решение, {А\,.. ., А^} — множество со
стояний среды, ||а:^|| (г = 1,п; j = l , m ) — матрица выигрышей. 
Предполагается, что события {Ai,. . ., Ащ} образуют полную груп
пу событий, причем для каждого j = 1,т принимающему решение 
известна вероятность P{Aj) наступления события Aj. Если прово
дится эксперимент, в результате которого наблюдается событие В, 
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и, кроме того, известны условные вероятности РА,{В), (j = l , m ) , 
то уточненные (послеопытные) вероятности каждого состояния сре
ды могут быть найдены по формуле Байеса. Знание уточненных 
вероятностей состояний среды позволяет уточнить оптимальную 
стратегию принимающего решение. На практике условные веро
ятности Рд (В) могут быть приближенно получены на основании 
статистических данных. 

VII . Кратко охарактеризуем задачи части П. Задача 11 де
монстрирует применение критериев Лапласа, Вальда, Гурвица, Сэ-
виджа при принятии решения в условиях неопределенности (фор
мулировка задачи взята из [11]). Задача 12 иллюстрирует спосо
бы принятия решений в условиях риска по паре критериев (М, а ) . 
Задача 13 представляет собой схематический пример задачи при
нятия решения, в которой сравнение альтернатив по предпочте
нию производится с помощью построения эмпирической функции 
полезности. Задача 14 — это классическая задача распределения 
инвестиций, постановка которой принадлежит американскому ма
тематику Г. Марковичу (за решение этой задачи он был удосто
ен Нобелевской премии по экономике). Подробный разбор решения 
этой задачи содержится в книге [15]. Задача 15 является упрощен
ным примером, демонстрирующим применение байесовского подхо
да к ЗПР в условиях риска с возможностью проведения эксперимен
т а (формулировка задачи заимствована из [47]). 

VIII. Упражнения. 
1. Для задачи аренды отеля (пример 8.1) постройте матрицу выигры

шей, взяв в качестве множества Y состояний среды следующие значения 
среднегодового спроса: {5, 10,15, . . . ,50}. В полученной ЗПР в условиях 
неопределенности найдите оптимальные решения по критериям Лапласа, 
Вальда, Гурвица, Сэвиджа. 

2. Для задачи выбора проекта электростгшции (задача 11) найдите 
оптимгшьное решение по критерию Гурвица с показателем пессимизма 
а = 0, З и а = 0,9. 

3. Покажите, что если альтернатива ii является оптимальной по од
ному из критериев: Лапласа, Вальда, Гурвица, Сэвиджа и гг доминиру
ет ii, то альтернатива гг также будет оптимальной по соответствующему 
критерию. 

4. Для задачи выбора продаваемого товара (пример 9.1) найдите 
оптимальную альтернативу по обобщенному критерию q = М — \а, взяв 
в качестве А свой (субьективный) показатель несклонности к риску. 
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5. Найдите оптимальное решение для задачи 12, используя: 
а) метод субоптимизации; 
б) метод лексикографической оптимизации. 

6. Сравните по предпочтительности лотереи ^i = 
О, о 

100 
0,2 

6 = 
20 
0,5 

30 
0,5 (выигрыши указаны в рублях): 

а) по критерию ДДЭ (предварительно построить по пяти точкам 
свою кривую денежных эквивалентов); 

б) по обобщенному критерию q = М — Лс, взяв в качестве А свой 
показатель несклонности к риску. 

7. Для задачи выбора продаваемого товара (пример 9.1) найдите оп-
тимгшьную альтернативу по критерию ожидаемой полезности (предва
рительно построить по пяти точкам график эмпирической функции по
лезности денежного критерия). 

8. Для задачи 12 найдите ожидаемый выигрыш и показатель риска 
при использовании смешанной стратегии а: , в которой первые к чистых 
стратегий выбираются равновероятно, а остальные стратегии отбрасы
ваются [к — 1,6). Предполагается, что случайные величины, являющие
ся результатом выбора чистых стратегий, попарно не коррелируют. 

9. Для задачи выбора продаваемого товара (пример 9.1) найдите 
максимально допустимую стоимость идеального эксперимента. 

10. Для задачи о бурении нефтяной скважины (задача 15) найдите 
оптимальную стратегию, используя в качестве оценки позиции природы 
критерий ожидаемой полезности (предварительно постройте на заданном 
интервале денежных выигрышей эмпирическую функцию полезности 
денежного критерия). 

ЛИТЕРАТУРА: [2, 3, 11, 12, 15, 22, 27, 29, 30, 41, 47]. 



Часть I I I 
Т Е О Р Е Т И К О - И Г Р О В Ы Е МОДЕЛИ 
П Р И Н Я Т И Я Р Е Ш Е Н И Й 

Лекция 13. Антагонистические игры 

• Антагонистическая игра как мат,емат,ическав модель принвт,ия ре
шения в условиях прот,ивоположности интересов. • Мат,ричные игры. 
Нижняя и верхняя цена игры. Устойчивое поведение и седловые точки. 
Теорема о связи седловой точки с ценой игры. • Смешанное расширение 
матричной игры. Основные правила для функции выигрыиьа в смешан
ном расширении. • Теорема фон Неймана и ее следствия. • Задача 16. 
Профилактика нежелательного события. 

1. Продолжим системное описание задачи принятия решения 
(лекция 1): рассматривается некоторый объект управления, на ко
торый воздействует управляющая подсистема и среда. Управляю
щая подсистема всегда является целенаправленной, т . е . имеет опре
деленную цель и ее управление направлено на достижение этой 
цели. Поведение среды может носить как целенаправленный, так 
и случайный характер. Если среда ведет себя как целенаправ
ленная система, то такая ситуация принятия решения называется 
теоретико-игровой., а ее математическая модель игрой. 

Неопределенность, существующая при выборе решения управ
ляющей подсистемой, возникает за счет воздействия среды на объ
ект управления. Однако следует различать неопределенность, име
ющую случайный (или стохастический) характер, и неопределен
ность, имеющую целенаправленный характер. В первом случае 
получаем ЗПР в условиях неопределенности (или в условиях рис
ка), а во втором — в теоретико-игровых условиях. Если в ЗПР в 
условиях неопределенности (а также в условиях риска) принятие ре
шения рассматривается как индивидуа.льный выбор альтернативы 
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управляющей подсистемой, то в теоретико-игровой модели приня
тие решения рассматривается как совместный выбор допустимых 
альтернатив (стратегий), который производится управляющей под
системой и подсистемой, «олицетворяющей» среду. Поскольку при 
таком подходе различие между управляющей подсистемой и сре
дой — в плане их воздействия на объект управления — стирается, 
удобно говорить о двух управляющих подсистемах; в теоретико-
игровой терминологии эти управляющие подсистемы называются 
игроками. 

В случае, когда цели управляющей подсистемы и среды про
тивоположны, получающаяся игра называется антагонистичес
кой. Антагонистическая игра, для которой ее оценочная структура 
задается с помощью оценочной функции, может быть представле
на в виде {X,Y,f), где X — множество стратегий игрока 1,Y — 
множество стратегий игрока 2, f : Х х У — > - R — целевая функция. 
При этом для игрока 1 функция / рассматривается как функция 
выигрыш.а, а для игрока 2 — как функция потерь. 

2. Если в антагонистической игре множества стратегий игроков 
конечны, то такая игра называется матричной. Матричная игра 
обычно задается в виде матрицы Л = jja-J || (г = 1, тг; j = 1, то), кото
рая называется матрицей выигрышей или платежной мат
рицей. В этом случае стратегии игрока 1 могут быть отождествле
ны с номерами строк, а стратегии игрока 2 — с номерами столбцов 
платежной матрицы. Число а^ рассматривается одновременно как 
выигрыш игрока 1 и проигрыш игрока 2 в ситуации (г, j ) . 

Проанализируем, какие стратегии игроков в матричной игре 
можно рассматривать в качестве обоснованных. Если принять за 
основу гипотезу крайней осторожности — гипотезу ант.агониз.гла 
(см. лекцию 8), то в качестве оценки стратегии г игрока 1 выступа
ет его минимальный возможный выигрыш при использовании им г-
й стратегии, т . е . а,; = mina^. Число а^ представляет собой с со-

держательной точки зрения гарантированный уровень стратегии i 
(т .е . выбрав стратегию г, игроке имеет полную гарантию, что его 
выигрыш, независимо от того, какую стратегию выберет игрок 2, 
будет не меньше, чем а^). Наибольший гарантированный выигрыш 
игрока 1 в данной игре таков: 

v\ = maxQi = m a x m i n a ] . (13.1) 
i i j 

Число t̂ i называется нижней ценой игры (или максимином), а. 
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стратегия, максимизирующая минимальный возможный выигрыш 
игрока 1, т.е. стратегия г*, для которой а^. = Vi, — максиминной 
стратегией игрока 1. 

Теперь обратимся к игроку 2. Поскольку для него матрица А 
представляет собой матрицу потерь, то оценкой стратегии j при 
принятии гипотезы антагонизма является максимум возможных 
при этой стратегии потерь, т.е. j3^ = maxa--. Стратегия j * , 

г 

которая минимизирует максимальные возможные потери игрока 2, 
называется его минимаксной стратегией, а число 

V2 = min/?-' = minmaxo^ (13.2) 

— верхней ценой игры (или минимаксом). Имеет место следу
ющее правило'. 

Правило 13.1. В матричной игре нижняя цена не превосходит, 
верхней цены: vi <V2. Если нижняя и верхняя цена игры совпада
ют., т,о число г) = г̂ ! = «2 называет.ся чекой игры. 

Действительно, при любых i = 1,п, j = 1,т выполняется 
условие Qi < а̂  и /3-' > aj, откуда а^ < (3^. Пусть г* — максиминная 
стратегия игрока 1, j * — минимаксная стратегия игрока 2. Тогда 
VI = at, < Р^' = V2. 

Практическое правило для нахождения нижней и верхней цены 
матричной игры состоит в следующем. Добавим к платежной мат
рице А столбец (аг)г=Т;1^ строчных минимумов и строку {(i^)j^Y^ 
столбцовых максимумов. Наибольшее из чисел aj будет нижней це
ной, а наименьшее из чисел (3^ — верхней ценой. Этот способ про
демонстрирован на примерах, приведенных ниже. В примере 13.1 
игра не имеет цены {vi < V2), в примере 13.2 Vi = Vj = г» — игра 
имеет цену. 

Пример 13.1 Пример 13.2 

1 
2 
3 

Р' 

1 
1 
5 
4 
5 

2 
9 
3 
2 
9 

3 
3 
4 
8 
8 

сч 
1 
3 
2 

VI =3 
V2 =Ъ 

1 
2 
3 

Р' 

1 
4 
7 
8 
8 

2 
5 
6 
2 
6 

3 
9 
8 
9 
9 

4 
3 
9 
6 
9 

оч 
3 
6 
2 

VI — 6 
V2 = 6 

Следующая наша задача — проанализировать «на устойчи
вость» ситуацию, в которой игрок 1 использует максиминную стра-
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тегию, а игрок 2 — минимаксную стратегию. Например, в при
мере 13.1 такой ситуацией будет (2,1). Э т а ситуация является 
неустойчивой, так как в ней игроку Z выгодно отклонение от нее за
меной стратегии 1 на стратегию 2: в этом случае его потери умень
шатся с 5 до 3. При этом ситуация (2,1) перейдет в ситуацию (2, 2). 
Однако ситуация (2, 2) также неустойчива, т ак как в ней игроку 1 
выгодно заменить стратегию 2 на стратегию 1, в результате чего 
игра переходит в ситуацию (1, 2). В этой ситуации выгодным явля
ется одностороннее отклонение игроку .2, которое приводит к ситуа
ции (1,1). Наконец, в последней ситуации одностороннее отклонение 
от нее выгодно игроку i , которое осуществляется заменой страте
гии 1 на стратегию 2. В итоге игра возвращается в первоначальную 
ситуацию (2,1) и т . д . до бесконечности. Таким образом, в игре при
мера 13.1 выбор ситуации (2,1) приводит к «бесконечному блужда
нию»: (2,1) -^ (2, 2) -^ (1, 2) -^ (1,1) -> (2,1) -> . . . , что является 
свидетельством «неудачных» совместных решений игроков. 

Напротив, в игре примера 13.2 выбор ситуации (2, 2) (первой 
компонентой которой является максиминная стратегия игрока J, 
а второй — минимаксная стратегия игрока Z) — устойчив, так как 
в этой ситуации ни одному из игроков невыгодно одностороннее от
клонение от нее. Учитывая, что игра примера 13.2 имеет цену, а 
игра примера 13.1 не имеет цены, можно связать наличие устой
чивых ситуаций в матричной игре с наличием у нее цены. Теперь 
дадим формальное доказательство этого важного факта . Приведем 
следующее определение. 

О п р е д е л е н и е . Пусть ТА — матричная игра с плат,ежной 
матрицей А = Ца'̂ Ц. Ситуация (io,jo) н а з ы в а е т с я се^лоео-й 
точкой в игре Гд , если при всех i = 1,п, j = 1,т выполняется 
двойное неравенство: 

af < aj° < а^ . (13.3) 
г — го — го \ ' 

Соотношение 13.3 можно пояснить следующим образом. 

П р а в и л о 13 .2 . Ситуация («о, jo) — седловая точка игры Гд 
тогда и т о л ь к о тогда, когда элемент а'° является одновременно 
наименьшим элемент,ом своей с троки и наибольшим элементом 
своего столбца. 

Ясно, что устойчивые в матричной игре ситуации — это и есть 
ее седловые точки: одностороннее отклонение от седловой точки не 
выгодно ни одному из игроков. 
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Т е о р е м а 13.1 (связь седловой точки с ценой игры). 
1) Пусть {io,jo) — седловая точка игры Гд . Тогда: 
а) го является максиминной стратегией игрока 1; 
б) Jo является минимаксной стратегией игрока 2; 
в) игра Гд имеет, цену, причем исход в седловой т,очке совпа

дает, с ценой игры: а'° = v. 
2) Пуст-ь игра Гд имеет, цену v. Тогда любая ситуация (io,jo), 

где го — максиминная ст,ратегия игрока 1, а jo — минимаксная 
страт,егия игрока 2, — является седловой точкой игры Гд . 

Доказательство. Для доказательства 1) рассмотрим фрагмент 
платежной матрицы А (табл. 13.1), к которой добавлен столбец 
строчных минимумов (ofOĵ YTT ^ строка столбцовых максимумов 
(/3-'). Y"^. Учитывая правило 13.2, получаем следующие равенства: 

Qig = а^", Р^° = al°. Имеют место следующие очевидные соотноще-
ния (см. табл. 13.1): 

«о r,J0 _ = Q i 

/?̂  > «1 > а,„ = а^ = 13-т 
(*) 

(**) 

Таблица 13.1 

г'о 

/ 

шах 

30 

< 

аГ 
/3^0 = а^ 

J 
< 

< 
iP 

min 

• 

oti 

Из (*) следует, что го — максиминная стратегия игрока i, а из (**) 
следует, что jo — минимаксная стратегия игрока 2. Утверждения а) 
и б) установлены. Далее, используя (*) и (**), имеем 

V\ = maxQii = Oj, V2 =min /3J = Д-'о 

откуда г>1 = V2 = a^", что и заканчивает доказательство утвержде
ния 1). 

Докажем 2). Пусть игра имеет цену: v\ = V2 = v. Обозначая 
через io максиминную стратегию игрока 1 и через jo — минимакс
ную стратегию игрока 2, изобразим фрагмент платежной матрицы 
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игры Гд с добавленными столбцом строчных минимумов и строкой 
столбцовых максимумов (табл. 13.2). 

Таблица 13.2 

го 

i 

max 

io 

»0 

af 
/3^° = г;2 

J 
< 

4 
p' 

mill 

OLio = г)1 

Q i 

При этом нижняя цена игры v\ = Ui^, верхняя цена игры V2 = /3-'' 
Покажем, что (io,Jo) — седловая точка игры Гд. Имеем 

</?• т V2 = VI ^ г о < < , а > ai„ 
10 — 'о 

VI V2 = Р'° > а :/о 

Итак , соотношение (13.3) установлено, что и завершает доказатель
ство теоремы 13.1. 

Отметим некоторые следствия доказанной теоремы. 
С л е д с т в и е 1. В ма7причной игре наличие седловой т,очки 

эквивалент,но наличию цены игры. 
С л е д с т в и е 2. Исходы в седловых точках м,ат,ричной игры 

совпадают, между собой и совпадают, с ценой игры. 
Положим X* — множество максиминных стратегий игрока i , 

Y* — множество минимаксных стратегий игрока 2, Е — множество 
седловых точек в матричной игре Гд . 

С л е д с т в и е 3 . Если игра Гд имеет цену, то 

Е = Х* xY*. (13.4) 

Свойство 13.4 иногда называют свойством прямоугольности 
множества седловых точек. 

Сформулируем теперь основные выводы, получающиеся на ос
новании теоремы 13.1 и ук.,;чнных из нее следствий. 

Если мат,ричния игра и.м.еет, цену, то в ней реализуются два 
принципа опти.ма.лъност,и: принцип опт,има.лъност,и ст.ратегий 
(е качестве опти.ма.льны,х вы.ст,упают макс.и,м.инны,е стратегии 
игрока 1 и минимаксные ст,рат,егии игрока 2), и принцип опти-
ма.льности сит.уаций (в качестве опти.мальных ситуаций высту
пают, седловые т.очки). При эт.ом оба принципа оптимальност.и 
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оказываются согласованными между собой: если игроки выбира
ют опт,ималъные стратегии, то возникающая ситуация являет
ся опт,има.лъной {т. е. седловой точкой); обрат,но — компонента
ми любой седловой т,очки служат оптимальные стратегии игро
ков. Кроме т.ого, исход в любой седловой т,очке равен цене игры. 

К сожалению, не всякая матричная игра имеет цену. При от
сутствии цены в матричной игре нет ни оптимальных стратегий, 
ни оптимальных ситуаций, и это обстоятельство является главным 
препятствием для рекомендации указанных принципов оптималь
ности в приложениях теории игр. 

З а м е ч а н и е . Хотя в любой матричной игре максиминная стратегия 
игрока 1 и минимаксная стратегия игрока й всегда существуют, их мож
но считать оптимальными только при наличии цены игры. Дело в том, 
что только в этом случае исход, гарантированный максиминной стра
тегией игроку 1, совпадает с исходом, гарантированным минимаксной 
стратегией игроку 2 (этот об1ций гарантированный обоим игрокам ис
ход и есть цена игры). Если же в матричной игре нет цены, то всякий 
исход с, удовлетворяющий условию VI < с < г>2, не является гаранти
рованным исходом ни одного из игроков; тем самым игра становится 
неопределенной. 

Однако существует общий метод, который позволяет для всякой 
матричной игры обеспечить наличие в ней цены в некотором обобщенном 
смысле. Этот метод, состоящий в переходе к смешанным стратегиям, 
впервые был обоснован в теории игр фон Нейманом и Моргенштерном. 
Краткое изложение основных результатов, связанных с построением 
смешанного расширения матричной игры, содержитс'я в следующем 
пункте. 

3 . По-прежнему будем обозначать через ГА матричную игру 
с платежной матрицей А = Ца'̂ Ц (г = 1,п; j = 1,т). Множество 
смешанных стратегий игрока 1 (напомним, что смешанные страте
гии рассматривались в лекции 11), есть 

Sn = [х = {xi, ...,Хп)еШ"-: Xi>0, Y^Xi = l | , 
г = 1 

а множество смешанных стратегий игрока 2 таково: 

т 

3 = 1 

Применение в игре ТА игроком 1 смешанной стратегии х G Sn 
может быть интерпретировано как проведение опыта, случайными 
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исходами котрого являются элементы { 1 , . . . , п } , причем Xi — ве
роятность выбора стратегии г. Аналогично интерпретируется при
менение в игре Гд смешанной стратегии у G 5 ^ игроком 2. Пред
положим теперь, что игрок 1 использует смешанную стратегию ж, 
а игрок 2 — смешанную стратегию у. Тогда вероятность возник
новения ситуации {i,j) (т .е . вероятность того, что исходом первого 
опыта будет г, а исходом второго опыта является j) по теореме 
умножения вероятностей равна произведению Xiyj. (Заметим, что 
здесь предполагается независимость выборов игроками 1 и S своих 
смешанных стратегий, т . е . каждый игрок производит выбор своего 
вероятностного вектора, не имея информации о выборе другого иг
рока.) Так как в ситуации (г, j) выигрыш игрока 1 равен а^, получа
ем, что при использовании игроками 1 и 2 смешанных стратегий х 
и у соответственно выигрыш игрока 1 становится случайной вели

чиной вида ^ = ' . Будем считать математическое 

ожидание М£, этой случайной величины выигрышем игрока 1 в си
туации в смешанных стратегиях (х,у). 

Итак, по матричной игре ГА построена новая игра Гд , в кото
рой множеством стратегий игрока 1 является множество вероят
ностных векторов 5„ , множеством стратегий игрока 2 — множест
во вероятностных векторов S^-, а функция выигрыша определяется 
равенством 

РА{Х,У) = М^= Y1 i'^iVM- (13.5) 
i=\,...,n 

Заметим, что стратегия г = 1,п игрока 1 в игре Гд может быть 
отождествлена с вероятностным вектором ( О , . . . , 1 , . . ., 0) € Sn, 

а стратегия j = 1,т игрока 2 — с вероятностным вектором 
( О , . . . , 1 , . . . , 0) € Sm- Таким образом, игра Гд является расширени-

j 
ем игры ГА, которое получается расширением множеств стратегий 
игроков и продолжением их функций выигрыша. При этом первона
чальные стратегии игроков в игре Гд, рассматриваемые как стра
тегии в игре ГА, называются чистыми. Ситуация (ж, у) & ЗПУ. Sm 
называется ситуацией в смегианных стратегиях в игре Гд . 

Построенная игра Гд называется смешанным расширением 
игры Гд . 

Рассмотрим основные правила для функции выигрыша в сме
шанном расширении матричной игры. 
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П р а в и л о 13 .3 а) Если игрок 1 использует, смешанную ст,ра-
т.егию х = ( x i , . . . , а;„) G S'„, а игрок 2 — чистую ст,рат,егию 
j = 1,т, т.0 значение функции выигрыш,а в полученной сит,уации 
{x,j) равно взвешенной сумме элементпов j-го ст,олбца платежной 
матрицы с весами x i , . . . , х„ соот,ветст,венно: 

п 

FA{x,j) = '^x,al. (13.6) 
г = 1 

б) Если игрок 1 использует чист,ую страт,егию i = 1,п, 
а игрок 2 — смешанную страт,егию у = {у\, • • • ,Ут) £ Sm, т,о 
значение функции выигрыша в полученной сит,уации (г, у) равно 
взвешенной сумме элементов i-й строки плат,ежной мат,рицы 
с весами yi,.. .,у^: 

т 
РА{г.у) =Y.yA. (13.7) 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) В ситуации (a;,j) исходом будет слу-
al ,. -=—ч чайная величина rij = ' (г = 1,п); ее математическое ожидание 
Xi 

равно правой части формулы (13.6). 

П р а в и л о 13.4 {разло функции выигрыша по чистым 
ст,рат,егиям). 

а) Значение функции выигрыша FA{X, у) есть взв.ешенная сумм.а 

величин FA{X,J) С весами yj {j = 1,т): ЕА{Х,У) — ^ yjFA{x,j). 

б) Значение функции выигрыша FA{X, у) есть взвешенная сумма 
п 

величин ЕА{},У) С весами Xi (г = 1,п); ЕА{Х,У) = ^ XiFAihy)-
г = 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Используя правило 13.3 а) , имеем 

т п 

j = ] ,..,m-

FA{X, y) = Y^ {xiyj)al = X] 5Z ̂ '̂ >"г 

Yl yj Yl ^i°'^i =" X^ yjFA{x, j). 
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П р а в и л о 13.5 [правило гарантирующей стратегии). Зафик
сируем некоторое число С. 

а) Пусть а; G 5„ — смешанная ст^ратегия игрока 1, для к о т о 
рой при любой чист,ой страт,егии j = 1,т игрока 2 выполняется 
неравенст,во FA{X°,J) > С. Тогда и при любой смешанной стра
тегии у G Sm будет выполняться неравенство РА{Х'^,У) > С. 

б) Пусть j/° G Sm — смешанная стратегия игрока 2, для ко
торой при любой чистой ст,ратегии i = 1,п игрока 1 выпол-
няет.ся неравенство F A ( J , j/' ') < С. Тогда и при любой смеш.ан-
ной страт,егии а; € 5„ игрока 1 будет выполняться неравенство 
^А{Х,У°)<С. 

Теоретико-игровой смысл утверждения а) состоит в следуюшем. 
Если стратегия х'*' гарантирует игроку 1 исход С против любой 
чистой стратегии игрока 2, то она гарантирует ему исход С 
также и против любой смешанной стартегии игрока 2. Аналогично 
интерпретируется утверждение б). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть у = (j/i,. . .. ут) G 8„г- Умножая 
неравенство FA{X'^,J) > С на у̂ - > О И суммируя по j = 1,7п, 
получаем 

yjFA{x°J)>J2<^yj-
j=i j = i 

По правилу 13.4,а) левая часть этого неравенства равна РА{Х^,У), 
а правая его часть равна С. 

П р а в и л о 13.6 (правило наименьшего и наибольшего значения). 
Рассмот,рим при произвольном фиксированном у" € Sm функцию 
РА{Х,У^) как функцию переменной х, определенную на множест
ве дЬ„. 

Если функция РА{Х,У^) достигает, наибольшего {наименьш,его) 
значения при х = ж", то при любой чистой ст,ратегии г G Spa;° 
выполняется условие ЕА{1,У^) = FA{X^,У^)-

З а м е ч а н и е . Через Spa; здесь и далее обозначается спектр смешан
ной стпрат.егг1и X, т .е . множество номеров г = 1,п, для которых Х{ > 0. 
Спектр смешанной стратегии составляют те чистые стратегии, которые 
«используются» в ней с ненулевой вероятностью. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Установим справедливость правила 13.6 
для наибольшего значения. Тогда для любого г = 1, п выполняется 
неравенство 

РА{ЬУ°)<РА{Х°,У°). (13.8) 
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Предположим, что для некоторого г' € Sp ж° имеет место строгое 
неравенство РА{1'^у^) < FA(XP,у^). Умножая обе части (13.8) 
на а;°, суммируя по i = 1 , . . . , п и учитывая, что х^,РА{г',у°) < 

< Х1РА(Х°,У°), получаем Е^1Ы^У°) < Е^"Ы^°,У°)- Левая 

часть этого неравенства по правилу 13.46) равна ^д(а;°, j/°), правая 
его часть также равна РА(Х°,У°), И МЫ приходим к противоречию. 

Аналогично формулируется правило наименьшего и наибольше
го значения функции ^д(а;°, у) при произвольном фиксированном 
X G Оп' 

4. Рассмотрим теперь основной результат теории матричных 
игр — теорему фон Неймана, положившую начало современной 
теории игр. 

Т е о р е м а 13 .2 (теорема фон Неймана). Для любой матричной 
игры Гл 

max min РА{Х,У) = min maxРА{Х,у). (13.9) 
xes„ y&Sm ysSm xes„ 

Другими словами, в смешанном расширении любой матричной 
игры нижняя и верхняя цена игры совпадают. Общее значение ле
вой и правой части (13.9) называется ценой игры Гд в смешан
ных стратегиях и обозначается через VA-

Укажем основную идею доказательства теоремы 13.2. В игре с пла
тежной матрицей А исход С G R называется гарантированным исходом 
игрока 1, если у игрока 1 существует такая смешанная' стратегия х , 
что при любой смешанной стратегии у игрока 2 выполняется неравен
ство FA{X ,У) ^ G. Исход С называется гарантированным исходом иг
рока 2, если у игрока 2 существует такая смешанная стратегия у°, что 
при любой смешанной стратегии х игрока 1 выполняется неравенство 
pAiXjy") < С. Если одно из этих неравенств выполняется как строгое, 
то говорят, что исход С ст.рого гарант.ирует,ся тигроку. 

Очевидно, что ни один исход С Е К не может одновременно строго 
гарантироваться игроку 1 и гарантироваться игроку S (тогда выполня
лись бы неравенства ГА{Х°,У'') > С и РА(Х°,У°) < С, что невозможно). 
Таким образом, множество строго гарантированных исходов игрока 1 и 
множество гарантированных исходов игрока 2 не пересекаются. Утверж
дение теоремы фон Неймана эквивалентно тому, что эти множества об
разуют покрытие действительной прямой, т .е . каждый исход С 6 R либо 
строго гарантируется игроку 1, либо гарантируется игроку 2. В самом 
деле, ясно, что произвольный исход С € К строго гарантируется игро
ку 1 тогда и только тогда, когда С < max min РА(Х,У); гарантируется 
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игроку 2 тогда и только тогда, когда С > min max FA (а;, у). Если бы вы-
yes^ xes„ 

поднялось неравенство max min РА(Х,У) < min max FA(X, у), то любой 
x^s^yeSm yes^xes,, 

исход с, заключенный между ними, не являлся бы ни строго гарантиро
ванным исходом игрока 1, ни гарантированным исходом игрока 2. 

Для доказательства теоремы фон Неймана достаточно доказать, что 
в произвольной матричной игре нулевой исход либо строго гарантирует
ся игроку 1, либо гарантируется игроку 2 (так как переход от нулевого 
исхода к исходу С осуществляется прибавлением константы С ко всем 
элементам платежной матрицы). Далее, в силу правила 13,5, гаргщтиро-
ванность исхода игрока против произвольной смешанной стратегии дру
гого игрока равносильна гарантированности этого исхода против любой 
чистой стратегии другого игрока. Таким образом, утверждение теоремы 
фон Неймгша сводится к тому, что для произвольной матрицы А имеет 
место одна из следующих двух альтернатив: 

(а) Существует тгжой вероятностный вектор х" е Sn, что для всех 
j — 1,т выполняется неравенство FA(X°,J) > 0; 

(/3) Существует такой вероятностный вектор у £ Sm, что для всех 
г = 1,п выполняется неравенство FA{i,y°) < 0. 

Это так называемая лемма о двух альтернативах. Доказательство 
леммы основано на теореме об отделяющей гиперплоскости. Неслож
но проверить (см., например, [4]), что первая альтернатива реализу
ется, если выпуклая оболочка системы векторов ( e i , . . ., е„, Ь^ , . . ., Ь'"), 
где e i , . . . , e n — единичные векторы пространства R" и Ь , . . . , Ь " ' — 
векторы-столбцы матрицы А, не содержат нулевой точки; в противном 
случае реализуется вторая альтернатива. 

З а м е ч а н и е . Цена VA игры Гл в смешанных стратегиях удовлетво
ряет двойному неравенству 

г;1 <VA <V2, (13.10) 

где vi — нижняя цена, V2 — верхняя цена матричной игры Гл. 
Действительно, пусть г* — максиминная (чистая) стратегия иг

рока 1 в игре Гд . Тогда при любом j = 1,т выполняется неравен
ство FA{i*,j) > vy. По правилу гарантирующей стратегии 13.5,а) 
отсюда следует, что при любой смешанной стратегии у £ S„i вы
полняется неравенство FA {г* ,у) > vi, откуда min FA {г* ,у) > vi , 

yeSm 
значит, max min FA{x,y) > Ui, т . е . VA > Vi- Аналогично проверя-

xESn yESjn 
ется неравенство VA < V2- Таким образом, если матричная игра ГА 
имеет цену в чистых стратегиях, то , согласно (13.10), цена игры Гл 
в чистых стратегиях и цена игры Гд в смешанных стратегиях сов
падают. 
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Из теоремы 13.2 вытекает ряд важных следствий, касающихся 
оптимальных стратегий игроков и седловых точек в смешанном 
решении матричной игры. Понятие седловой точки в смешанном 
расширении игры Гд вводится аналогично понятию седловой точки 
матричной игры. А именно, она определяется как ситуация {х°,У ) 
в смешанных стратегиях, одностороннее отклонение от которой 
уменьшает (точнее, не увеличивает) выигрыш отклонившегося 
игрока РА{Х, У°) < РА{Х'',У°) < РА{Х°, у) {х G 5„ , 2/ G 5 „ ) . 

Далее, максиминные (минимаксные) стратегии игроков в сме
шанном расширении матричной игры определяют тем же спосо
бом, что и для матричной игры, — при замене оценочной функ
ции ai = mina^ на оценочную функцию а{х) = min FA{X, у) 

j y€Srr, 
и оценочной функции (3^ = m a x a j на оценочную функцию 

г 

/3(у) = max F A (ж,?/). Максиминная смешанная стратегия х° игро-
x£Sn 

ка 1 характеризуется равенством 

й(ж°) = т а х 5 ( а ; ) = max min РА{Х,У) — VA, (13.11) 
X G S „ X^Sn y£Sm 

a минимаксная смешанная стратегия j/° игрока 2 — равенством 

/3(2/°) = min /?(?/) = min т а х ^ л ( х , у) = VA- (13.12) 
y6S,n yeSm xes„ 

Доказательство теоремы 13.1 переносится на случай смешанно
го расширения матричной игры практически без изменений (с заме
ной оценочных функций а^ и (3^ на а{х) и Р{у)). Учитывая теорему 
фон Неймана, имеем следующий результат . 

Т е о р е м а 13 .3 . [связь седловой точки с ценой игры в смегиан-
ном расширении матричной игры). 
1) Пуст,ь (хР;у^) — седловая точка в смешанном расширении 
мат,ричной игры ТА- Тогда: 

а) х° — максиминная страт,егия игрока 1; 
б) у^ — минимаксная ст,ратегия игрока 2; 
в) исход в седловой точке равен цене игры. 

2) Любая сит,уация в смешанных страт,егиях (х ,у ) , где ж" — 
максиминная ст,ратегия игрока 1 и у^ — мини-максная ст,арт,егия 
игрока 2, является седловой т,очкой в смешанном расширении 
игры ГА-

С л е д с т в и е 1. Для любой матричной игры ТА существует 
седловая точка в смешанных стратегиях. 
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Следствие 2. В смешанном расширении матричной игры ис
ходы во всех седловых точках совпадают и равны цене игры в сме
шанных стратегиях. 

Следствие 3. Пусть X — множество максиминных стратегий 
игрока 1,Y — множество минимаксных стратегий игрока 2, Е — 
множество седловых точек в смешанным расширении игры Гл-
Тогда _ _ _ 

E = X*XY\ (13.13) 

Для антагонистических игр, имеющих цену, можно ввести прин
ципы оптимальности стратегий игроков и принцип оптимальности 
ситуаций следующим образом. 

а) Под оптимальной стратегией игрока 1 будем понимать его 
максиминную стратегию; 

б) под оптимальной стратегией игрока 2 будем понимать его 
минимаксную стратегию; 

в) под оптимальной ситуацией будем понимать седловую точку. 
В этих терминах теорема 13.2 означает, что для класса матрич

ных игр введенные принципы оптимальности реализуются в сме
шанных расширениях этих игр. Следствие 3 показывает, что дан
ные принципы оптимальност,и согласованы между собой, а след
ствие 2 — что они согласованы с принципом оптималъност,и ис
ходов, согласно кот,орому оптимальным исходом матричной игры 
являет,ся ее цена в смешанных стратегиях. 

5. Задача 16. Профилактика нежелательного события. 
Принимающий решение ожидает наступление одного из т не

желательных событий, не располагая никакими данными о вероят
ностях их наступления. В качестве нежелательных событий могут 
выступать, например, стихийные бедствия, неисправности в функ
ционировании технической или организационной системы, провер
ки со стороны контролирующего органа и т.п. Величина ущерба 
при наступлении события j равна QJ > О (j = 1,то) и известна 
принимающему решение. 

Имеется п профилактических действий, направленных на 
уменьшение ущерба от нежелательных событий; пусть р^ > О — 
стоимость г-го профилактического действия (г = 1,п). Если прини
мающий решение выбирает профилактическое действие г, а «при
рода» осуществляет событие j , то итоговые потери для принима-
«зщего решение будут выражаться некоторой величиной 6̂  (* = 
= 1,п; j = 1,т). Для простоты будем считать что всякое профи-
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лактическое действие либо сводит ущерб от нежелательного собы
тия до нуля (защищает от последствий этого события), либо не ока
зывает никакого влияния на величину ущерба (не защищает от по
следствий нежелательного события). Тогда потери в ситуации {i,j) 
составляют 

ы Рг, если действие i защищает от последствий события j , 
Рг + Qj — в противном случас. 

В результате получаем матричную игру принимающего решение 
(игрок 1) с природой (игрок 2), причем матрица ||6^|| является 
матрицей потерь для принимающего решение. 

Рассмотрим конкретный пример такой игры. Пусть ожидаемое 
нежелательное событие — наводнение, которое может иметь ка
тегорию с первой по пятую; профилактическое действие состоит 
в строительстве дамбы. Будем считать, что имеется пять вари
антов выбора высоты дамбы h\ < h^ < hz < hi < he,, причем 
дамба высоты hi защищает от наводнения, имеющего категорию 
не выше г-й и не защищает от наводнения, имеющего категорию 
выше г-й. В табл. 13.3 приведены затраты на строительство дам
бы, а в табл. 13.4 — величины ущерба от наводнения (в некоторых 
денежных ед.). 

Таблица 13.3 
Высота дамбы 

Затраты 
hx 
2 

h2 
4 

ы 
6 

hi 
8 

hb 
10 

Таблица 13.4 
Категория наводнения 

Ущерб 
1 
5 

2 
10 

3 
13 

4 
16 

5 
20 

В данной матричной игре принимающий решение имеет шесть 
стратегий (не строить дамбу вообще или строить дамбу высоты hi, 
i = 1,5); природа также имеет шесть стратегий (не осуществлять 
наводнение или осуществить наводнение j -й категории, j = l,5). 
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Получающаяся матрица потерь задается табл. 13.5. 

Таблица 13.5 

Игрок 1 
0 

hi 
h2 
hz 
hi 
hs 

Игрок 2 
0 
0 
2 
4 
6 
8 
10 

1 
5 
2 
4 
6 
8 
10 

2 
10 
12 
4 
6 
8 
10 

3 
13 
15 
17 
6 
8 
10 

4 
16 
18 
20 
22 
8 
10 

5 
20 
22 
24 
26 
28 
10 

Чтобы получить из табл. 13.5 матрицу выигрышей, достаточно у 
всех элементов поменять знак или ввести выигрыши по формуле 

<4 = с-ь{, 
где С — любая константа (в данном случае константа С может 
интерпретироваться как сумма, выделенная на строительство дам
бы, тогда выигрыш а^ представляет собой сэкономленную сумму). 
Взяв, например, С = 30, получаем матрицу выигрышей, заданную 
табл. 13.6. 

Таблица 13.6 

Игрок 1 
0 

hi 
h2 
hz 
/14 
/15 
max 

Игрок 2 
0 
30 
28 
26 
24 
22 
20 
30 

1 
25 
28 
26 
24 
22 
20 
28 

2 
20 
18 
26 
24 
22 
20 
26 

3 
17 
15 
13 
24 
22 
20 
24 

4 
14 
12 
10 
8 
22 
20 
22 

5 
10 
8 
6 
4 
2 
20 
20 

min 
10 
8 
6 
4 
2 
20 

Б полученной матричной игре имеется единственная седловая точ
ка (/is; 5). 

Итак, рассматриваемая матричная игра имеет седловую точ
ку в чистых стратегиях; стратегия i* = h.5 является оптимальной 
(максиминной) стратегией игрока 1, а стратегия j * = 5 — опти
мальной (минимаксной) стратегией игрока 2. Цена игры в чистых 
стратегиях существует и равна 10 денежным ед. 
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Лекция 14. Методы нахождения решения 
матричной игры в смешанных ст,ратегиях 

• Определение решения матричной игры. Некот,орые правила, свя
занные с нахож:дением региения игры: а) переход к эквивалент,ной 
г1гре; б) правило дополняюгцей нежесткост.щ в) отбрасываение доми
нируемых стратегий. • Аналитический и графоаналитический метод 
нахож:дения региения мат,ричной игры. • Нахождение решения матрич
ной игры с помогцью сист,емы линейных неравенст,в. Сведение зада
чи нахождения региения матричной игры к паре двойственных задач 
линейного программирования. • Примеры экономических задач, моде
лируемых матричными играми. • Задача 17. Выбор момента поступ
ления товара на рынок в условиях антагонистической комкурекг(««. 
• Задача 18. Планирование посева в неопределенных погодных услови
ях. • Задача 19. Инспекг1^ия предприят.ий торговли. 

1. Формально решение матричной игры Гд в смешанных стра
тегиях определяется как тройка {х°, у°, ид), где ж" ,— оптимальная 
стратегия игрока 1, if — оптимальная стратегия игрока 2, «д — 
цена игры Гд в смешанных стратегиях. Фактически нахождение ре
шения матричной игры Гд сводится к нахождению седловой точки 
(х°; у°), т ак как тогда ж" — оптимальная стратегия игрока i , з/° — 
оптимальная стратегия игрока 2, РА{Х^, У°) = VA — цена игры Гд 
(см. лекцию 13, п. 4). 

З а м е ч а н и е . Если матричнЕ1я игра Гд имеет цену в чистых стра
тегиях, то тройка {io,jo,v), где го — максиминнгш (чистая) стратегия 
игрока i, jo — минимаксная (чистая) стратегия игрока 2, v = aj°, явля
ется решением игры. Случай, когда матричная игра имеет цену в чистых 
стратегиях, мы не рассматриваем, считая его тривигшьным. 

Приведем несколько простых правил, позволяющих упростить 
задачу нахождения решения матричной игры. 
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Правило 14.1 (переход к эквивалентной игре). Пусть Гл — 
матричная игра с платежной мат,рицей А = ||а^|| (г = 1,п; j = 
= 1,тп). Построим матрицу В = ЦЬЩ (г = 1,п; j = l ,m) , где 
у. — ка!^ + с (к > 0). Тогда функции выигрыша FB и FA е 
смешанных расширениях эт,их игр связаны равенством 

FB{x,y) = kFA{x,y) + c. (14.1) 

Из (14.1) сразу следует,, что нахождение решеня игры ГА эквива-
лент,но нахож:дению решения игры Тв'- если (ж", у^,VB) — решение 
игры Гв, т,о (ж°, у", {VB — с)/к) — решение игры Гд. 

Практическое использование правила 14.1 состоит в том, что от 
заданной платежной матрицы А можно перейти к более простой 
платежной матрице В, подбирая подходящие константы /с > О и с. 

Правило 14.2 [правило дополняющей незкесткости). Пусть 
(ж";2/") — седловая точка в смешанных стратегиях в игре ТА-
Тогда: 

а) в любой ситуации (г, у°), где г € 8рж°, исход равен цене игры: 

FAii,y°) = VA; 

б) в любой сит,уации (a;'',j), где j G Spy", исход равен цене 
игры: FA{X^,j) = VA- (Напомним, что через Sp обозначается спектр 
смешанной стратегии, см. лекцию 13, п. 3.) 

Утверждения а) и б) сразу следуют из правила 13.6: если 
(а;°; у°) — седловая точка, то функция ^д(ж, у°) достигает наиболь
шего значения при х = ж", а функция FA (а;°, у) достигает наи
меньшего значения при у = у^. Остается заметить, что согласно 
утверждению 1,в) теоремы 13.3, исход в седловой точке равен цене 
игры. 

Правило 14.3 (правило отбрасывания доминируемых стра
тегий). При нахождении решения матричной игры в смешанных 
ст,рат,егиях доминируемые ст,рат,егии игроков могут, быт,ь от,-
брошены. 

Напомним, что отношение доминирования стратегий вводилось 
для ЗПР в условиях неопределенности (лекция 8, п. 2). При перехо
де к матричным играм, следует учитывать, что для них возможно 
рассмотрение доминирования стратегий как для игрока 1, так и 
для игрока 2. А именно, в игре с платежной матрицей А = ЦаЩ 
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(г = 1,п; j = l , m ) для стратегий ii,i2 игрока 1 условие домини
рования ii >(^' 22 означает, что при всех j = 1,т выполняется 
Oij > a-l^', для стратегий ji,J2 игрока 2 условие доминирования 
j i >^^' J2 означает, что при всех г = 1,п имеет место aj'- < af. 

При использовании метода доминирования стратегий необходи
мо учитывать следующие два замечания. 

З а м е ч а н и я . 1. Можно рассматривать не только доминирование од
ной чистой стратегии игрока другой чистой стратегией, но также доми-
нировг1Ние чистой стратегии игрока некоторой выпуклой комбинацией 
других чистых стратегий этого игрока. Например, в матричной игре Г л 
стратегия 3 доминируется выпуклой комбинацией стратегий 1 и 2, если 
существуют такие неотрицательные числа ai ,Q2, где a i -Ь аг = 1, что 
при всех j имеет место неравенство аз < aia\ -j- 0202-

При этом, согласно правилу 13.3, а), правая часть последнего неравен
ства может быть представлена в виде значения функции выигрыша FA 
в ситуации {a,j), где а = (a i , a2 ,0) . Таким образом, условие домини
рования чистой стартегии игрока выпуклой комбинацией других чис
тых стратегий означает доминирование этой чистой стратегии некото
рой смешанной стратегией, спектр которой не содержит данной чистой 
стратегии. 

2. Задача нахождения решения матричной игры в смешанных стра
тегиях может ставиться в одном из двух видов: (а) найти хотя бы од
но решение и (б) найти все решения. При отбрасывании доминируемых 
стратегий игрока может происходить потеря некотрых его оптимальных 
стратегий в первоначальной игре (такая потеря является несуществен
ной при постановке (а) и может оказаться существенной при постгшов-
ке (б)). Однако, если отбрасываемая стратегия является строго доми
нируемой (т.е. все неравенства, входящие в условие доминирования, — 
строгие), то такой потери не происходит. Это обстоятельство может 
быть уточнено следующим образом. 

П р а в и л о 14.4 . Пусть чистая стратегия го игрока 1 ст.ро-
го доминирует,ся выпуклой комбинацией чист,ых страт.егий 
{i\,... ,ik}, где го ^ {i\,... ,ik}. Тогда стратегия го не может, 
входить в спект.р какой-либо опт,ималъной смешанной страте
гии игрока 1. 

Действительно, в силу замечания 1, при всех j = \,т справед
ливы строгие неравенства РА{готЗ) < FA{a,j), где а € 5„ . Пусть 
у" = {у°,..., 2/^) — оптимальная стратегия игрока 2. Умножая обе 
части написанного неравенства на г/̂  и суммируя по j = 1, m, по
лучаем 
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ИИ 

Y,y°FAiio,j)<Y.y^jFA{a,j), 
j = i j = i 

что, согласно правилу 13.4,а), дает FAIIO, У^) < ^А{а, у'^)- С другой 
стороны, по определению седловой точки РА{О!.,У^) < VA, где VA — 
цена игры Гд; получаем FA{io,y'^) < v^. В силу условия дополня
ющей нежесткости (правило 14.2), чистая стратегия го не может 
принадлежать спектру никакой оптимальной стратегии игрока 1. 

Примеры использования правил 14.1-14.4 приведены ниже. 
2. Рассмотрим вначале нахождение решения матричной иг

ры, в которой игроки 1 W. 2 имеют по две стратегии (игры фор
мата 2 x 2 ) . Такая игра задается платежной матрицей вида А = 

{ \ 2 )• Пусть {xi,X2) — компоненты оптимальной стратег 

игрока 1, (j/i,t/2) — компоненты оптимальной стратегии игрока 2. 
Тогда, исключая тривиальный случай (т.е. случай наличия реше
ния в чистых стратегиях), имеем 

a;i + a;2 = l, xi>Q,X2>Q\ ?/i+2/2 = 1, yi > О, уг > 0. 

По условию дополняющей нежесткости (правило 14.2) 

{a\xx^a\x2 = VA, 
\ 2 2 (14-2) 
[ a^xi -\-a2X2 = VA-

Приравнивая левые части уравнений (14.2) и подставляя Х2 = 1— î, 
получаем 

XI = ^ ^ , Х2 = 1-хг, (14.3) 

где Ад = {а\ -Ь а\) - {а\ + а\). 
Аналогично находим 

У1 = ^ ^ , У2 = 1-У1. (14.4) 

Цена игры находится подстановкой найденных значений a;i,a;2 
в любое из уравнений системы (14.2). 

Рассмотрим теперь более общий — графоаналитический метод, 
с помощью которого можно находить решение матричной игры, где 
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один из игроков имеет две чистые стратегии. Для игры формата 
2 X m платежная матрица имеет вид 

. . . а\ . . . а 
, . . . 02 . . . а 

В рассматриваемом случае смешанная стратегия игрока 1 может 
быть отождествлена с точкой х отрезка [0,1] (компоненты такой 
смешанной стратегии: х и 1—х). При любом фиксированном j = 1,т 
выигрыш игрока 1 становится функцией одной переменной х; по 
правилу 13.3, а) явное выражение этой функции имеет вид 

FAix,j) = а^х + 4 ( 1 - х). 

Построим графики этих функций (рис. 14.1) в декартовой системе 
координат, где О < а: < 1 (графиком функции FA(X,J) будет 
прямая (j)). Далее, построим график функции 

а{х) = min FAix,j) 
l<j<m 

— ИМ служит нижняя огибающая данного семейства прямых (жир
ная ломаная). Пусть М* — верхняя точка нижней огибающей и 
X* — ее первая координата (другими словами, х* — точка отрезка 
[0,1], в которой функция а{х) принимает наибольшее значение: 

aix") — max а.{х). 
' 0<х< 1 ^ ' 

Заметим теперь, что в произвольной матричной игре Г̂ 1 оценоч
ные функции a ( i ) =: min FA{X,J) И а{х) = min РА{Х,У) совпада-

l<j<m y&Sm 
ют между собой. В самом деле, используя разложение функции вы
игрыша FA{X, У) по чистым стратегиям игрока 2 (правило 13.4, а)), 
можем записать равенство 

m 

РА{Х,У) = ^yjFAix,j), 
j=i 

откуда следует, что min РА{Х,У) совпадает с тДп FA{X,J) при 

любом фиксированном х £ Sn, т .е . а{х) = а{х). 
Переходя к нашему случаю, получаем 

а(х*) = а{х*) = max а{х) = max min FA{X, у) = VA- (14.5) 
0<х< 1 0<х< lySSm 
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^A(^.J)^ 

Из (14.5) следует, что х* — оптимальная смешанная стратегия иг
рока 1, а вторая координата точки М* есть «д — цена игры Гд 
в смешанных стратегиях. Итак, значения компонент оптимальной 
смешанной стратегии игрока 1 и цена игры VA могут быть прибли
женно найдены по графику. 

Укажем теперь способ нахождение точных значений компонент 
оптимальных стратегий обоих игроков и цены игры. Для этого 
надо воспользоваться правилом дополняющей нежесткости (прави
ло 14.2), согласно которому, если один из игроков использует опти
мальную смешанную стратегию, а другой — чистую, принадлежа
щую спектру какой-нибудь его оптимгшьной стратегии, то исход ра
вен цене игры. Геометрически это означает, что чистая стратегия 
j = 1,т может входить в спектр какой-нибудь оптимальной сме
шанной стратегии игрока 2 лишь тогда, когда прямая (j) проходит 
через точку М* (см. рис. 14.1). Выбирая две прямые, проходящие 
через точку М* (в рассматриваемом случае это прямые (2) и (3)) и 
оставляя в платежной матрице А соответствующие столбцы, полу
чаем в результате игру формата 2 x 2 , для которой находим точное 
аналитическое решение по формулам (14.3) и (14.4). Для перено
са этих решений в первоначальную матричную игру с платежной 
матрицей А достаточно компоненты оптимальной смешанной стра
тегии игрока 2, соответствующие номерам выброшенных столбцов, 
положить равными нулю. 

Замечание . Графоаналитический способ применим также к играм, 
в которых игрок S имеет ровно две чистые стратегии (т.е. к играм 
формата п X 2). В этом случае смешанная стратегия игрока 2 может 
быть представлена точкой у отрезка [0,1] (в качестве оси абсцисс здесь 
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берется ось у-ов). Если игрок 1 использует чистую стратегию г, то исход 
в ситуации {г,у) есть FA{i,y) = ajy + af (1 — у). Построив для каждого 
i = 1,п соответствующую прямую, н£1ХОДИМ далее верхнюю огибающую 
данного семейства прямых, которая является графиком функщо! 

/3(у) = max F A (г, у). 
1<1<тг 

Нижняя точка верхней огибающей является искомой — ее первая ко
ордината приближенно определяет оптимальную смешанную стратегию 
игрока 2, а вторая координата — цену игры Гл в смешанных стратегиях. 
Точное решение получается здесь переходом к игре формата 2 x 2 , как в 
предыдущем случае. 

3 . Нахождение решения матричной игры Гд с помощью системы 
линейных неравенств основано на следующем простом факте. 

Т е о р е м а 1 4 . 1 . Для того чтобы ситуация {х^,у^) G Sn х Sm 
была седловой точкой в смешанных ст,рат,егиях, необходимо и 
дост,ат,очно, чт,обы при всех г = 1,п и j = 1,т выполнялось 
неравенст.во 

РА{г,у°) < РА{Х°,У'>) < FA{X°,J). (14.6) 

Теоретико-игровой смысл условия (14.6) состоит в следующем: 
ситуация (х^, у ) является седловой точкой тогда и только тогда, 
когда она устойчива относительно всех чистых односторонних 
отклонений игроков. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость условия (14.6) очевидна, 
так как чистая стратегия является частным случаем смешанной. 
Докажем достаточность. Пусть двойное неравенство (14.6) выпол
нено. Правая часть неравенства (14.6) означает, что стратегия х^ 
гарантирует игроку 1 исход, равный FA{X°, у°), против любой чис
той стратегии игрока 2. Тогда по правилу 13.5, а) стратегия а;° 
гарантирует игроку 1 указанный исход также против любой сме
шанной стратегиии игрока 2, т . е . 

{\/yeSm) ^ л ( а ; ° , у ) > ^ л ( Л з / ° ) . 

Аналогично, используя правило 13.5,6), получаем, что 

( V : C G 5 „ ) РА{Х,У°)<РА{Х°,У°). 

Таким образом, (а:°, t/°) — седловая точка игры Гд . 

202 



С л е д с т в и е . Для того чт,обы вектор х° £ Sn был оптимальной 
смешанной стратегией игрока 1, вект,ор if € S^ — оптимальной 
смешанной ст,рат,егией игрока 2 и число w G К — ценой игры ТА, 
необходимо и дост,очно, чтобы выполнялась следующая сист,ема 
линейных неравенст,в: 

'FA{X\J)>V {j = T ^ ) , 

j^-- (14.7) 
FA{i,y'')<v (i = l , n ) . 

Ha теоретико-игровом языке условие (14.7) означает, что стра
тегия х^ должна гарантировать игроку 1 исход v против любой 
чистой стратегии игрока 2, а стратегия у° должна гарантировать 
игроку 2 исход V против любой чистой стратегии игрока 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость сразу следует из теоре
мы 14.1 с учетом того, что F^i(ж", у'') = v — цена игры ТА (СМ. те
орему 13.3). Обратно, предположим, что система неравенств (14.7) 
выполнена. Тогда по правилу гарантирующей стратегии (прави
ло 13.5) при произвольных х € Sn, у G Sm получаем 

РА{Х,У°)<У, РА{Х\У)>У. (14.8) 

Полагая в (14.8) х = х°, у = i/°, имеем ЕА{Х'^,У°) = v; таким 
образом, (14.8) означает, что (ж"; у°) — седловая точка. Так как 
г; = FA{X'^, 2/°), то г; — цена игры ТА В смешанных стратегиях. 

З а м е ч а н и е . Система условий (14.7) представляет собой систему 
{п + т) линейных неравенств; явное выражение левых частей этих нера
венств легко получить по правилу 13.3. При практическом использова
нии системы (14.7) для нахождения решения матричной игры необходи
мо к неравенствам (14.7) добавить условия неотрицательности перемен
ных Xi, yj {г = 1,п; j = 1,т) и условия нормировки: 

^ а : ; = 1, J2yj = 
j "= i 

Рассмотрим теперь способ нахождения решения матричной иг
ры методом линейного программирования. Он основан на утверж
дении, которое следует из правила гарантирующей стратегии (пра
вило 13.5). 
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Теорема 14.3. Смешанная стратегия х = (xi , . . . ,a;„) явля
ется опт.ималъной страт,егией игрока 1 тогда и только т,огда, 
когда она гарантирует, игроку 1 исход v, равный цене игры, про
тив любой чист,ой страт,егии другого игрока: 

IFA{X,1)>V, 

(14.9) 
FA{x,m) > V. 

В силу теоремы фон Неймана, цена игры является наиболь
шим из гарантированных исходов игрока 1, поэтому компоненты 
(xi,... ,Хп} оптимальной смешанной стратегии игрока 1 являются 
решением следующей задачи 1: 

найт,и неот,рицательное решение сист,емы линейных нера
венств 

\a\xi + а2Х2 Н (- а^Хп > v, 
(14.10) 

^afxi + а^Х2 + ••• + а'^Хг, > v 
при наибольшем возможном значении параметра v, удовлетворя-
юш,ее дополнительному условию xi -\- • • • + Хп = 1-

Будем здесь предполагать, что цена игры ГА строго положи
тельна. (Это предположение не уменьшает общности рассуждения, 
так как прибавляя ко всем элементам платежной матрицы неко
торую положительную константу, мы всегда можем перейти к эк
вивалентной игре с положительными выигрышами, тогда ее цена 
также будет положительна.) Разделив каждое из неравенств систе
мы (14.10) на г) > О и полагая х'^ = ~ {г = 1,п), приходим к экви
валентной системе линейных неравенств 

При этом 

' а | а : ' 1+а^4 + --- + а ^ < > 1, 

â i + ••• + < = -

(14.11) 

V V 
Так как максимизация параметра v эквивалентна минимизации 
суммы x'j + • • • -|- а;̂ , то получаем, что сформулированная выше 
задача 1 эквивалентна следующей задаче 2: 

найт,и mm.f{x\^...,x'^) = а;̂  -|- • • • + ж^ при неотрицатель
ных переменных х[ > О,... ,х'^ > О, удовлетворяющ/пх ограниче
ниям (14.11). 
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Это стандартная задача линейного программирования (см. лек
цию 4, п. 1). Решив ее, находим цену игры v — \1{х'х + • • • + х^) и 
компоненты оптимальной смешанной стратегии игрока 1: 

Двойственным образом, задача нахождения оптимальной сме
шанной стратегиии игрока 2 эквивалентна следующей задаче ли
нейного программирования: 

найти та,хд{у[,..., yj^) = у'^ + • • • + у'^ при пеотприцательных 
переменных у[ > О,.. .,у!^ > О, удовлетворяющих ограничениям 

{а\у[ + а^.у'^ + • • • + аТу'^ < 1, 
(14.12) 

АУ1+<У'2 + --- + <У'ГП< 1-

Решив последнюю задачу, находим компоненты оптимальной 
смешанной стратегии игрока 2 по формулам 

У1 =vy[,...,ym =vy'^, 

где v = 1/{у[ +--- + у'т)-
Заметим, что эти задачи являются двойственными друг другу 

(см. лекцию 4, п. 3). Таким образом, справедлив следующий важный 
вывод. 

В ы в о д . Нахождение региения матричной игры в сметанных 
стратегиях может быть сведено к решению пары двойст,венных 
задач линейного программирования. 

Задача 17. Выбор момента поступления товара на рынок 
в условиях ант,агонистической конкуренции. 
Фирма А производит некоторый сезонный товар, имеющий 

спрос в течение пед. времени. Аналогичный товар производит кон
курирующая фирма В. Цель фирмы В состоит в разорении фир
мы А (после чего она целиком захватывает рынок и «с лихвой» 
окупает свои затраты); цели фирмы А прямо противоположны (из
бежать разорения). Таким образом, здесь имеет место конфликт 
антагонистического характера, математической моделью которого 
является матричная игра. 

Для фирмы В простейший способ достижения своей цели состо
ит в продаже товара по низким (демпинговым) ценам. Считаем, 
что действует антидемпинговый закон, запрещающий такую про
дажу. Тогда единственным законным инструментом для фирмы В 
является выбор момента поступления товара на рынок. 
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Предполагается, что как только одна из фирм выставляет товар 
на продажу, конкурирующая фирма создает на его основе более 
совершенную модель, которая и пользуется спросом (затратами на 
создание новой модели пренебрегаем). 

Пусть фирма А выставляет товар на продажу в момент времени 
г = 1, п, а фирма В — в момент j = 1, п. Возможны три случая. 

1) г < j . Тогда фирма А получает доход в течение (j - г)ед. 
времени. В момент j на рынок поступает более совершенная модель 
фирмы В, и фирма А с этого момента теряет рынок. Обозначая 
через С доход фирмы от продажи товара за единицу времени, 
получаем, что в этом случае доход фирмы Л составляет C{j — i) 
денежных ед. 

2) г > j . Тогда фирма А имеет доход в течение оставшихся 
(п — г + 1) ед. времени, т. е. ее доход равен С{п — г +1) денежных ед. 

3) г = j . В этом случае считаем, что товары обеих фирм имеют 
одинаковый спрос, следовательно, доход каждой из них составляет 
С{п — i + 1)/2 денежных ед. 

Итак, получаем матричную игру фирмы А и фирмы В, старте-
гиями которых являются дискретные моменты поступления товара 
на рынок. Функция выигрыша этой игры задается следующим об
разом: 

C{j - г), если г < j , 

FA{h3)=l -С{п— г + 1), если г — j , 

С{п — i + 1), если i > J. 

Рассмотрим более подробно случай п = 4. Матрица выигрышей 
представлена табл. 14.1. 

Таблица 14.1 Таблица 14.2 

1 
2 
3 
4 

1 
2С 
ЗС 
2С 
С 

2 
С 

ЗС/2 
2С 
С 

3 
2С 
С 
С 
С 

4 
ЗС 
2С 
С 

С/2 

1 
2 
3 
4 

1 
2 
3 
2 
1 

2 
1 

3/2 
. 2 

1 

3 
2 
1 
1 
1 

4 
3 
2 
1 

1/2 

Разделив все элементы этой матрицы на С > О, перейдем к эквива
лентной игре (табл. 14.2), имеющей те же оптимальные стратегии 
игроков (см. правило 14.1). 
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Для упрощения этой игры можно использовать правило отбра
сывания доминируемых стратегий (правило 14.3). Здесь 3 >(^) 4 и 
2 >'^^ 1. Отбрасывая доминируемую стратегию 4 игрока 1 и доми
нируемую стратегию 1 игрока 2 (т.е. вычеркивая в матрице вы
игрышей 4-ю строку и 1-й столбец), получаем игру с матрицей Ai 
(номера стратегий первоначальной игры сохраняются): 

Ai 
1 
2 
3 

2 
1 

3/2 
2 

3 
2 
1 
1 

4 
3 
2 
1 

А2 
1 
2 
3 

2 
1 

3/2 
2 

3 
2 
1 
1 

Аз 
1 
3 

2 
1 
2 

3 
2 
1 

В игре с матрицей Ai имеется доминирование стратегий игро
ка .2: 3 >(^) 4; вычеркивая доминируемый 4-й столбец, приходим 
к игре с матрицей Лг- В матрице Ла 2-я строка доминируется по
лусуммой 1-й и 3-й строки, т.е. в игре с матрицей выигрышей Л2 
вторая чистая стратегия игрока 1 доминируется смешанной страте
гией (1/2, 0,1/2) игрока 1. Отбрасывая доминируемую стратегию 2, 
получаем игру с матрицей Аз, в которой нет ни доминируемых 
строк, ни доминируемых столбцов. Решение последней игры нахо
дим аналитическим методом (см. п. 2). По формулам (14.3) и (14.4) 
имеем: х^ = 1/2, Хд = 1/2, Уг = 1/2, Уз — l/^! Цена игры с матрицей 
выигрышей Лз равна 3/2. Чтобы получить решение первоначаль
ной игры, надо компоненты оптимальных стратегий, соответствую
щие вычеркнутым строчкам и столбцам, положить равными нулю, 
а цену игры умножить на С В результате получаем решение пер
воначальной игры в виде: х* = (1/2,0,1/2,0), у" = (0,1/2,1/2,0), 
V = ЗС/2. 

Задача 18. Планирование посева в неопределенных погодных 
условиях. 
У фермера имеется поле, которое он может засеять культура

ми Ai, А2, A3 в любой пропорции. Урожайность этих культур за
висит от сочетания погодных факторов, главными из которых яв
ляются осадки и тепло в летний сезон. Будем считать, что по при
знаку «осадки» лето имеет три градации: Н — нормальное, 3 — 
засушливое, Д —дождливое; по признаку «тепло» —две градации: 
Н — нормальное и Ж — жаркое. 

Известна урожайность культур Ai, А2, A3 (в центнерах) в зави
симости от сочетания типов погодных условий (табл. 14.3), а также 
рыночная цена этих культур (табл. 14.4). 
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Таблица 14.3 

Ai 
А2 
Аг 

Н, Н 
133 
125 
80 

Н, Ж 
133 
150 
100 

3, Н 
100 
200 
60 

3, Ж 
33 
250 
20 

д, н 
233 
75 
120 

Д, Ж 
233 
100 
140 

Примечание. Расходы, связанные с выращиванием культур Ai, 
А2, Аз, считаем одинаковыми. 

Как нужно действовать фермеру, чтобы получить максималь
ную прибыль? 

Р е ш е н и е . Умножая урожайность культур на цены, получа
ем прибыль (без учета постоянной величины всех расходов), см. 
табл . 14.5. 

Таблица 14.4 Таблица 14.5 
Культура 

Ai 
А2 
Аз 

Цена 
90 
120 
150 

Ai 
А2 
Аз 

1 
12 
15 
12 

2 
12 
18 
15 

3 
9 
24 
9 

4 
3 
30 
3 

5 
21 
9 
18 

6 
21 
12 
21 

Рассматриваем табл. 14.5 как матричную игру фермера (иг
рок 1) против природы (игрок S); при этом всевозможные стра
тегии природы перенумерованы по порядку. Нахождение решения 
полученной игры осуществляется по следующей схеме. 

1. Убеждаемся, что в данной игре нет седловой точки в чистых 
стратегиях. 

2. Упрощаем игру, исключая доминируемые стратегии игроков. 
В данном случае 1 >('^' 2, 5 >(^ ' 6. Отбрасываем 2-й и 6-й 
столбцы, соответствующие доминируемым стратегиям игрока 2, 
после чего появляется пара стратегий игрока 1, находящаяся в 
отношении доминирования: Ai >^^' Аз- Отбрасывая строку Лз, 
соответствующую доминируемой стратегии игрока 1, получаем в 
итоге матричную игру формата 2 x 4 , представленную табл. 14.6. 

Таблица 14.6 

Ai 
А2 

1 
12 
15 

3 
9 
24 

4 
3 
30 

5 
21 
9 
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Рис. 14.2 

Решение данной матричной игры находим графоаналитическим 
методом (см. п. 2), приняв за х вероятность выбора стратегии Ai и 
за (1 — х) вероятность выбора стратегии Лг. 

В декартовой системе координат (рис. 14.2) строим графики 
функций 

FA{X, 1) = 12а: + 15(1 - х), FA{X, 4) = ЗХ + 30(1 - ж), 
FA{X, 3) = 9а; + 24(1 - а;), FA{X, 5) = 21а; + 9(1 - а;). 

По графику находим приближенно координаты точки М* — верх
ней точки нижней огибающей данного семейства прямых: х* и 0,4, 
VA ~ 14. Таким образом, компоненты оптимальной смешанной стра
тегии игрока 1 приближенно равны (0,4; 0,6), а цена игры в сме
шанных стратегиях VA ~ 14. Чтобы найти точные значения этих 
величин, а также компоненты оптимальной смешанной стратегии 
игрока 2, переходим к игре формата 2 x 2 , оставляя из чистых 
стратегий игрока 2 только 1-ю и 5-ю (так как только прямые (1) 
и (5) проходят через точку М*). Получаем в итоге матричную игру 

12 21^ 
с матрицей А 
находим 

15 , для которой по формулам (14.3) и (14.4) 
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а;* = — ^ = 0 , 4 ; ж^ = 1 - х* = 0,6; 

Уr = ^ ^ = 0 , 8 ; у* = 1-2/1 = 0 , 2 ; 

VA = 12х\ + 15(1 - х\) = 13, 8. 

Перенося эти результаты в первоначальную игру, получаем ее 
решение в виде: 

X* = (0,4; О, 6; 0), у* = (0 ,8; 0; 0; 0; О, 2; 0), VA = 13, 8. 

Результат здесь может быть интерпретирован следующим об
разом: оптимальная стратегия фермера состоит в том, чтобы 40% 
поля засеять культурой Ai, 60% — культурой Лг, а культуру Az 
не сеять совсем. При этом гарантированная прибыль фермера (т .е . 
прибыль, которая получается при наименее благоприятном сочета
нии погодных факторов), составляет 13, 8 денежных ед. 

З а м е ч а н и е . Отметим, что в данной задаче компоненты смешан
ной стратегии игрока 1 (фермера) могут быть интерпретированы не как 
вероятности использования чистых стратегий, а шах. доли, в которых за
севается общая площадь поля имеющимися культурами. Таким образом, 
здесь смешанная стратегия игрока 1 имеет характер физической смеси, 
принимая вид пропорщш сочетания культур А\, Аг, А^. В этом случае 
оптимальная стратегия игрока максимизирует не ожидаемую, а гаран
тированную прибыль. 

В заключение рассмотрим интересный пример экономической 
задачи, которая моделируется матричной игрой, причем ее опти
мальное решение в смешанных стратегиях может быть найдено 
в явном виде. 

З а д а ч а 19. Инспекция предприятий торговли. 
Фирма располагает сетью из п магазинов. В инспекцию посту

пили сведения о том, что в этих магазинах продается бракованыи 
товар, причем его объем в магазине j равен qj {j = 1, n) . Инспекти
рующий орган намерен провести инспекцию с целью обнаружения 
брака, однако, так как эти магазины территориально разбросаны, 
инспекции может быть подвергнут только один из них. 

Фирма узнаёт о готовящейся инспекции и для того чтобы обе
зопасить себя, решает изъять бракованыи товар; по техническим 

210 



причинам такое изъятие может быть проведено только в одном ма
газине. Какие действия инспектора и фирмы будут оптимальными? 

Для решения этой задачи построим вначале математическую 
модель описанной конфликтной ситуации. Считаем, что магазины 
пронумерованы по убыванию количества бракованого товара, т.е. 
qi > 42 > • • • > Яп > 0. Чистой стратегией инспектора являет
ся выбор магазина г = 1,п, который будет подвергнут инспекции, 
а чистой стратегией фирмы является выбор магазина j — 1,п, из 
которого изымается бракованый товар. В результате получается 
матричная игра Г инспектора (игрок 1) с фирмой (игрок 2). Выиг
рышем инспектора будем считать объем обнаруженного им брако
ваного товара (если бракованый товар не обнаружен, то выигрыш 
равен нулю); выигрыш игрока 1 одновременно является также про
игрышем игрока 2. В результате получаем матричную игру с пла
тежной матрицей, заданной табл. 14.7. 

Таблица 14.7 

1 
2 
3 

п 

1 
0 
92 

Чз 

q-n. 

2 
91 
0 

93 

Чп 

3 
91 
92 
0 

9п 

п 

91 
92 
93 

0 
Для нахождения решения этой игры введем убывающую 

последовательность положительных чисел (сд;)д.̂ у- ,̂ где с^ = 

= I Y^ l/9s) • Для дальнейшего анализа существенным являет-
^ s = i ^ 

ся выполнение следующего неравенства: 
9fc 

C f c - l 
> к -2, где к> 2. (14.13) 

Неравенство (14.13) всегда выполнено при к = 2. Предположим, 
что оно выполняется не при всех fc > 3 и пусть {г + 1) — первый 
номер, при котором неравенство (14.13) нарушено (3 < г -|- 1 < п). 
Тогда 

- ^ > к - 2 (А; = 2 , . . . , г); (14.14) 
C f c - l 
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^ ^ : ± i < r - l . (14.15) 
Cr 

Убедимся, что при всех к = 1,г имеет место неравенство 

Як >г-1. (14.16) 

Действительно, при к = 1 это неравенство выполняется в силу 
того, что числа iqs)s=TT убывают. Проверим его справедливость 
для А; = 2, г. Имеем 

г , fc-1 ., »• 1 

fc-1 
, - : : , . 9fc 

Qfc 
s = \ s=k s—k 

Согласно (14.14), qk/ck-i > к — 2. Оценим второе слагаемое. 
Так как последовательность (qs) убывающая, то при всех s ~ к,г 
выполнено условие qk/qs > 1; откуда 

г 
^Qfc/gs > г - fc + l; 
s=fc 

получаем 
— > (fc - 2) + (г - fc + 1) = г - 1 

и неравенство (14.16) установлено. 
В силу (14.16), все числа 

у; = 1 - ^ ( г - 1 ) , 

где J = 1,г, строго положительны. Легко проверить, что 
их сумма равна 1. Таким образом, п-компонентный вектор 
у* = (у*, . . . , у*, О,.. . , 0) является смешанной стратегией игрока 2. 
Найдем исход игры Г в ситуации (г, у*), где г = 1,п — чистая 
стратегия игрока 1. Используя правило 13.3,6), для функции выиг
рыша F при г = 1,г имеем: 

F{i, у*) = q,Ty] = дД1 - у*) = 9г • 5^(г - 1) = (г - 1)с„ 
'^. Яг 
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а для г > г + 1, учитывая убывание чисел qi и формулу (14.15), 
получаем 

г 

F{i, У*) = qiY^Vj = Qi < Qr+i <{г- l)cr. 

Рассмотрим теперь п-компонентый вероятностный вектор 

X* = ( х 1 , . . . , х ; , о , . . . , о ) , 
где X* = Cr/qi (г = 1,г). По правилу 13.3,а) для j = 1,г получаем 

F{x*J) = y^qiX* = V g r ^ . — = ( г - 1)с,., 
— — qi 

а для i > г + 1 имеем 

г г 

F{x*,j) = Y^qiX* =Y^Cr = rCr> (г- l)cr. 
i=l г=1 

Полагая v = (г — l )cr , получаем, что для всех i,j = 1,п выпол
нено неравенство F{i,y*) < v, F{x*,j) > v. Согласно следствию 
теоремы 14.1, окончательно имеем: х* есть оптимальная смешан
ная стратегия игрока 1, у* — оптимальная смешанная стратегия 
игрока 2, V = {г — 1)сг — цена игры Г. 

З а м е ч а н и е . В ходе доказательства мы предполагали, что неравен
ство (14.13) выполнено не при всех к > 2. Случай, когда в игре Г это 
неравенство выполнено при всех к = 2,п, легко сводится к уже рас
смотренному следующим способом. Добавим к системе чисел qi,...,qn 
число О < Qn+i < Qn так, чтобы q„+i/cn < п — 1. Тогда в расширенной 
игре Г' по доказЕшному выше смешанная стратегия х* = ( x i , . . . ,xj^,0), 
где х' = Cn/qi {г = 1,п), является оптимЕильной стратегией игрока 1; 
смешанная стратегия у* = (у1,. . . ,у^,0), где г/у = 1 — с„(п — l)/qj 
{j = 1,п), — оптимальной стратегией игрока 2; число г; = (п — 1)сп — 
ценой игры. Вычеркнув последние (нулевые) компоненты в х* и у*, по
лучим оптимальные стратегии игроков 1 и 2 в игре Г. 



Лекция 15. Игры п лиц в нормальной форме 

» Игра п лиц как математическая модель совместного принятия 
решения в условиях несовпадения интересов. Бескоалиционные иг
ры. Примеры экономических задач, моделируемых бескоалиционными 
играми. • Принцип оптимальности в форме равновесия по Нэш,у. 
Некоторые особенности принципа равновесия по Нэшу. • Теорема 
Нэша о реализуемости принципа равновесия в смешанных ст,ратегиях. 
• К,-устойчивос1пь. Формулировка условия 1С-устойчивости в рамках 
системного описания и на языке стратегий. • Задача 20. Задача рас
пределения ресурсов. 

1. Системное описание задачи принятия решения в общем слу
чае отражает воздействие на объект управления со стороны п 
управляющих подсистем, где п > 2. Пусть Xi — множество гшьтер-
нативных управляющих воздействий г'-й управляющей подсисте
мы, А — множество исходов (в качестве которых выступают состо
яния управляемой подсистемы). Функция реализации F в этом слу-

п 
чае задается в виде отображения множества ситуаций X = ] ^ Х^ во 

г = 1 

множество исходов А. Таким образом, функция реализации каждой 
ситуации X = {xi,... ,Хп) £ X ставит в соответствие определяемый 
ею исход F(x) G А. В теоретико-игровой терминологии управляю
щие подсистемы называются игроками, а множество Xi — JHHO-
жеством стратегий игрока г (г = 1,тг). 

Для задания целевой структуры рассматриваемой задачи при
нятия решения необходимо задать оценочную функцию ipi : Л —> R 
для каждого игрока г. Композиция fi = tpioF называется функцией 
выигрыша игрока г, а число fi{xi,..., ж„) есть оценка полезности 
ситуации (xi,..., Хп) с точки зрения игрока г. 

Итак , математическая модель данной задачи принятия решения 
имеет вид 

r = {I,(Xi),ei,ifi)iei}, (15.1) 
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где / = { 1 , . . . , n} — множество игроков, Xi — множество стратегий 
игрока г, fi : X -^ Ж — функция выигрыша игрока г. Такая 
математическая модель называется игрой п лиц в нормальной 
форме. 

Формирование ситуации в игре Г состоит в выборе каждым 
игроком г £ I некоторой стратегии Xi е Х{, при этом возника
ет ситуация X = {xi)i^i. Полученную ситуацию каждый игрок 
г = 1, п оценивает со своей точки зрения с помощью функции / j ; 
удобно считать, что fi{x) есть величина выигрыша, получаемого 
игроком г в ситуации х. Таким образом, игра п лиц может рас
сматриваться как математическая модель совместного приня
тия решения несколькими сторонами, имеющими несовпадающие 
интпересы. 

Следует отметить, что при содержательном анализе процеду
ры совместного принятия решения в игре п лиц возникают весьма 
сложные проблемы, связанные с возможной кооперацией игроков, 
т.е. объединением их в коалиции. Формальный анализ кооператив
ного аспекта игры требует дополнительных данных, касающихся 
возможных действий коалиций, их предпочтений, способов обме
на ими информацией о принимаемых решениях и т.п. Если в игре 
создание коалиций запрещается, то она называется бескоалици
онной. Бескоалиционная игра является математической моделью 
децентрализованной системы управления, для которой информаци
онные связи между управляющими подсистемами настолько незна
чительны, что ими можно пренебречь. 

Игра Г вида (15.1), в которой п = 2 и множества стратегий игро
ков конечны, называется биматри'чной игрой; такая игра может 
быть задана парой матриц А = ||а;^||, В — ||6^|| (г = 1,п; j — l ,m) , 
где А — матрица выигрышей игрока 1 и В — матрица выигры
шей игрока 2. Указанная биматричная игра далее обозначается че
рез Гм JB) . Иногда биматричная игра задается одной матрицей фор
мата п X т, причем элемент, стоящий в г-й строке и j-м столбце 
этой матрицы должен представлять собой пару вида (о^, Ь^), первая 
компонента которой есть выигрыш игрока 1, а вторая — выигрыш 
игрока 2 в ситуации {i,j). 

Отметим, что в биматричной игре выигрыш игрока 1 может не 
совпадать с проигрышем игрока 2. В случае, когда это обстоятель
ство имеет место, т.е. когда а^ = —Ь^ при всех г = 1,гг, j = l ,m, 
получается матричная игра с платежной матрицей А. Задание мат
рицы В становится здесь излишним. 
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Замечание . Если в биматричной игре Г(л,в) при всех i = l,n и 
j = 1, тп выполняется равенство а̂  +Ь^ = с, где с — некоторая постоянная, 
то, переходя к биматричной игре Г,^ §-. по формулам а^ = о̂  — с/2 и 
У[ = У[ — с/2, получаем игру, эквивалентную первоначальной, которая 
будет г1нтагонистической. 

Приведем ряд примеров задач принятия экономических реше
ний, которые моделируются бескоалиционными играми. 

• Пример 15.1 [производство конкурирующей продукции). 
Два небольших предприятия общественного питания производят 
однотипную продукцию, которую затем продают на одном рынке. 
Каждое предприятие может использовать большую или малую по
точную линию. Если оба они используют большую линию, то имеет 
место перепроизводство продукции, и в результате оба предприя
тия несут убытки в 9денежных ед. Если одно из предприятий ис
пользует большую линию, а другое — малую, то первое предприя
тие получает прибыль в 5денежных ед., а второе только покрывает 
убытки. Наконец, если оба предприятия используют малую линию, 
то оба они получают одинаковую прибыль в 1 денежную ед. 

Так как в данной задаче исход определяется совместными дей
ствиями обоих предприятий, каждое из которых оценивает его со 
своей точки зрения, налицо конфликт интересов. Математической 
моделью этого конфликта будет биматричная игра, в которой в ка
честве игроков выступают предприятия 1 ж 2; стратегии игроков: 
использование малой поточной линии (М) и большой поточной ли
нии (Б); выигрыш — прибыль предприятия в соответствующей си
туации (отрицательное значение выигрыша, указывает на то, что в 
данной ситуации имеет место не прибыль, а убытки). В результате 
получаем биматричную игру Г(д д), заданную табл. 15.1. 

Таблица 15.1 

м 
Б 

М 
(1Д) 
(5,0) 

Б 
(0,5) 

( - 9 , - 9 ) 

Эта игра также может быть задана парой матриц {А, В), где 

О В = 5 

• Пример 15.2 (неантагонистическая конкуренция фирм-
произьодителей). Рассмотрим ситуацию, описанную в задаче 17, 

216 



считая, что теперь целью фирмы В является не разорение фирмы А, 
а максимизация собственной прибыли. Тогда функция выигры
ша FB фирмы В будет связана с функцией выигрыша F ^ фирмы А 
равенством FeiJ^i) = FA{i,j). При этом FA{i,j) + Fs{i,j) ф const, 
т . е . такая игра не будет антагонистической. 

Ряд ситуаций совместного принятия экономических решений, 
математическими моделями которых служат бескоалиционные 
игры, базируется на следуюшей общей схеме. Пусть имеется не
сколько предприятий, которые производят некоторый продукт. Вы
игрыш (доход) каждого предприятия определяется следующими 
двумя параметрами: количеством произведенного им продукта и 
суммарным количеством продукта, произведенного всеми этими 
предприятиями. (Можно рассматривать двойственную ситуацию, 
когда предприятия не производят, а потребляют некоторый ре
сурс.) Рассмотрим два примера таких задач. 

• П р и м е р 15.3 {конкуренция производителей на однотовар-
ном рынке). Имеется п фермеров, производящих одинаковый про
дукт (например, зерно). Пусть а^ — максимальное количество зер
на, которое может произвести фермер г, а х^ — количество зерна, 
которое он произвел фактически (О < ж, < Oj). Доход фермера i мо
жет быть представлен в виде cxi, где с — рыночная цена единицы 
продукта. Как известно, рыночная цена продукта является моно
тонно убывающей функцией от его общего количества; можно счи
т а т ь , например, что при фиксировании всех остальных параметров, 
определяющих цену, с = kj^Xi -Ь • • • -Ь а;„ (см. [18]). Тогда доход 
фермера г будет выражаться функцией fi{x\,..., х„) = / v!^'i = • 

В результате получаем бескоалиционную игру п игроков (фер
меров), в которой множеством стратегий игрока г является ин
тервал [О, Oi], а функция выигрыша в ситуации (a;i,. . ., а;„) есть 

В ЭТОМ примере наглядно проявляется отличие теоретико-
игровой задачи от оптимизационной. Так, если бы фермеры сда
вали зерно по фиксированной цене с, то решение оптимизационной 
задачи — задачи максимизации дохода всех фермеров — было бы 
тривиальным: х\ — ai. Однако в уловиях рыночного ценообразова
ния необходим теоретико-игровой подход, учитывающий не толь
ко действия данного игрока, но также и действия всех остальных 
игроков. Ясно, что оптимальное решение оптимизационной зада
чи х\ = Oi не будет оптимальным при теоретико-игровом подходе: 
перепроизводство продуктов снизит цену, и доход фермеров упадет. 
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• Пример 15.4 {штраф за загрязнение окружающей среды). 
В районе имеется п промышленных предприятий, каждое из ко
торых является источником загрязнения атмосферы. Пусть Х{ — 
величина выброса для г-го предприятия. Концентрация вредных 

п 
примесей может быть рассчитана по формуле 9 = Х̂  CiXi, где 

г = 1 

c i , . . . , c „ — некоторые постоянные. За загрязнение окружающей 
среды каждое предприятие платит штраф, величина которого 
для г-го предприятия пропорциональна доле, которую оно «вклады
вает» в показатель q, т. е. величина штрафа Нс1Ходится по формуле 
fi{xi,..., Хп) = +^*+х 4i ̂ ^^ ^ — константа. В результате получа
ем бескоалиционную игру п игроков, в которой функция выигрыша 
(здесь — функция потерь) есть fi{xi,.. .,Хп). 

Можно рассматривать также различные видоизменения функ
ции штрафа (см. [44]), учитывающие дополнительные факторы (на
пример, резкое увеличение штрафа, если показатель q превышает 
некоторое пороговое значение — величину предельно допустимой 
концентрации). 

2. Важнейшим принципом оптимальности для класса бескоа
лиционных игр п лиц является принцип равновесия. Он вводится 
следующим образом. 

Определение. Пусть Г = (/, {Xi)i^i, {fi)iei) — игра п лиц, за
данная в нормальной форме. Ситуация х^ = {xl,..., а;°) G X назы
вается ситуацией равновесия в игре Г {равновесием в смысле 
Нэша), если для всех i £ I, Xi G Х{ выполняется условие 

МА\Хг) < МХ°). (15.2) 

Пояснение. Через х̂ Цх* обозначается ситуация, полученная из ситу-
гщии ж" заменой ее г-й компоненты х° на стратегию Xi. Таким образом, 
x^ll^i есть ситуация, возникающг1Я при одностороннем отклонении игро
ка г от ситуации х . 

В бескоалиционной игре всякая ситуация равновесия является 
устойчивой: если такая ситуация сложилась, то она не будет иметь 
оснований для разрушения, так как ни один из игроков не заинтере
сован в одностороннем отклонении от нее. И обратно, если ситуация 
не является равновесной, то, как следует из определения, найдется 
хотя бы один игрок, заинтересованный в одностороннем отклоне
нии от этой ситуации, поэтому такая ситуация имеет тенденцию 
к разрушению. 
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Если игроки заключают между собой договор — придерживать
ся равновесной ситуации, — то такой договор будет устойчивым, 
причем его устойчивость базируется не на административных за
претах или этических правилах, а исключительно на собственных 
интересах каждого игрока. 

В примере 15.1 имеются две равновесные ситуации: [М, Б) 
и {Б, М). Из табл. 15.1 видно, что при одностороннем отклне-
нии от этих ситуаций отклонившийся игрок проигрывает. Напри
мер, если в ситуации (М, Б) игрок 1 заменит свою стратегию М 
на Б, то возникнет ситуация {Б, Б), в которой он терпит убытки 
в Эденежных ед.; если же от ситуации (М, Б) отклоняется игрок 2, 
то его выигрыш уменьшается с 5 до 1 денежных ед. 

З а м е ч а н и я . 1. Ситуация равновесия по Нэшу является устойчивой 
относительно односторонних отклонений игроков (так KEIK отклонивший
ся игрок «наказывается» уменьшением своего выигрыша). Однако, если, 
нгшример, в биматричной игре от ситуации равновесия отклонятся оба 
игрока, то может возникнуть ситуация, в которой их выигрыши уве-
хшчатся. Еще больше картина усложняется при переходе к игре п лиц, 
где п > 2. В такой игре существуют нетривиальные коалиции, т .е . ко
алиции, содержащие более одного игрока и отличные от коалиции всех 
игроков. В игре п лиц может иметься нетривиальная коалиция S С I 

о 
такая, что при переходе от ситуации равновесия х к некоторой ситу
ации а;̂  выигрыши всех игроков из S увеличиваются, причем игроки 
коалиции S могут «своими силами» гфеобразовать ситуацию ж" в ситу
ацию X . В этом случае ситуация х , будучи устойчивой относительно 
отклонений отдельных игроков, имеет реальные основания быть «разру
шенной» коалицией S, заинтересованной в переходе от г" к а;̂  и имеющей 
возможность этот переход осуществить. 

Одн£1Ко следует иметь в виду, что для преобразования ситуации х° 
в ситуацию х^ игроки коалиции S должны об этом договориться, что 
возможно лишь при обмене информадаей между ними. Если такая воз
можность отсутствует (или запрещена), то угрозы разрушения ситуа
ции х° со стороны коалиции S не возникает. Поэтому принцип равно
весия по Нэшу является особенно важным для бескоалиционных игр, в 
которых решения о выборе стратегий принимаются игроками независи
мо без взаимной договоренности. 

2. Для биматричной игры Г(д,в) ситуация (го, Jo) является ситуацией 
равновесия по Нэшу тогда и только тогда, когда при всех г = 1,п, 
J = 1, m выполняеются неравенства 

o f <ai°, Ы <Ъ>°. (15.3) 
г — го ' го — *0 ^ ^ 

В частном случае, когда биматричная игра является матричной (т.е. 
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когда bl = —а{), второе из неравенств (15.3) принимает вид о^° < а^^ 
и в результате приходим к двойному нергшенству af < а™ < а^ ,̂ 
которое означает, что ситуация (го,Jo) есть седловая точка в игре 
с платежной матрицей А. Таким образом, принцип равновесия можно 
рассматривать как обобщение принципа седловой точки при переходе 
от класса матричных игр к более широкому классу бимат.рцчных игр. 

Укажем некоторые особенности ситуаций равновесия в бимат-
ричных играх по сравнению с седловыии точками в матричных иг
рах (см. лекцию 13, п. 2). 

(1) В матричной игре исход в седловой точке равен цене игры, 
поэтому во всех седловых точках выигрыши игрока одни и те 
же. В биматричных играх аналогичное свойство для ситуаций 
равновесия не имеет места. Так , в примере 15.1 для игрока 1 его 
выигрыши в ситуациях равновесия {М, Б) и {Б, М) различны. 

(2) В матричной игре множество седловых точек является пря
моугольным. В биматричной игре множество ситуаций равнове
сия может не быть прямоугольным. Так, в примере (15.1) ситуа
ции (Б, М) и (М, Б) являются ситуациями равновесия, однако си
туация {Б, Б), составленная из первой компоненнты одной из них 
и второй компоненты другой, не будет ситуацией равновесия. 

(3) В матричной игре стратегия, являющаяся компонентой сед
ловой точки, гарантирует соответствующему игроку его наиболь
ший гарантированный исход. В биматричных играх это условие 
может не выполняться. В примере 15.1 стратегия Б, являющаяся 
первой компонентой ситуации равновесия {Б, М), яе гарантируют 
игроку 1 его наибольшего гарантированного результата (т .е . его 
максимина), равного здесь нулю. 

Указанные негативные свойства ситуаций равновесия по срав-
неннию с седловыми точками обусловлены тем, что в биматричных 
играх нельзя ввести «хорошего» понятия оптимальной стратегии 
игрока, т . е . такого, которое было бы согласовано с понятием опти
мальной ситуации (если оптимальность понимать в форме равнове
сия). Таким образом, в биматричных играх есть понятие оптималь
ного совместного решения игроков (в форме ситуации равновесия), 
но нет понятия оптимального индивидуального решения игрока. 

3 . Перейдем теперь к вопросу реализуемости принципа равно
весия для класса биматричных игр, т . е . к вопросу существова
ния в них ситуаций равновесия. Так как матричная игра являет
ся частным случаем биматричной, причем ситуации равновесия в 
этом случае «превращаются» в седловые точки, то вопрос сущест-
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вования в любой биматричнои игре ситуации равновесия в чистых 
стратегиях решается сразу отрицательным образом (так как даже 
не всякая матричная игра имеет седловую точку в чистых страте
гиях). 

Однако при переходе к смегаанным стратегиям данный во
прос решается положительно, и это обстоятельно является одним 
из важнейших результатов теории игр п лиц. Построение смешан
ного расширения биматричнои игры в принципе не отличается от 
соответствующей конструкции для матричных игр и проводится 
следующим образом. 

Пусть ^{А,в) — биматричная игра с матрицами выигрышей А 
и В формата п х т; будем считать, что множеством чистых стра
тегий игрока 1 является {1,...,7г} и множеством чистых стра
тегий игрока 2 является { 1 , . . . , т } . Под смешанной стратегией 
игрока 1 в игре Г(д д) понимается любой вероятностный вектор 
X — (а;1,...,ж„) S 5„, а под смешанной стратегией игрока 2 — 
любой вероятностный вектор у = {yi, • • • ,Ут) € S^- Если игрок 1 
использует смешанную стратегию ж, а игрок 2 — смешанную стра
тегию у, то в силу независимости соответствующих распределений, 
вероятность появления ситуации (г, j ) равна произведению Xiyj и 
в этой ситуации игрок 1 получает выигрыш а^, а игрок 2 — выиг
рыш 6 .̂ Таким образом, в ситуации в смешанных стратегиях {х, у) 

исходом для первого игрока будет случайная величина (^i = 

( V. 
а для игрока 2 — случайная величина 2̂ = 1 * 

При построении смешанного расширения игры Гм ^N В качестве 
выигрышей игроков 1 ML 2 берутся математические ожидания этих 
случайных величин: 

¥А{Х,У)= ^ (ход)а|, Рв{х,у)= Y^ {xiyj)b\. (15.4) 

j = l,m j = l,Tn 

В результате получается новая игра игроков 1 vi 2, в которой 
множествами их стратегий будут множества вероятностных век
торов S„ и Sm соответственно, а функции выигрыша игроков опре
деляются равенствами (15.4). Построенная игра называется сме
шанным расгиирением игры Т^^^в) и обозначается через Г(д д). 
Поскольку стратегии и ситуации игры Гм gj имеют естественную 
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интерпретацию в игре Г(д_в)) обычно говорят, что векторы а; G й'п и 
у G Sm являются смешанными стратегиями в игре Г(д в) ; {х,у) — 
ситуацией в смешанных стратегиях в игре Г(д_в)) ^ значения функ
ций выигрыша ЕА{Х,У) И Рв{х,у) — выигрышами игроков 1 и 2 
в ситуации {х,у) в смешанных стратегиях е игре Т(^А,В)-

Сформулируем теперь теорему, обеспечиваюшую реализуе
мость принципа равновесия в смешанных стратегиях для класса 
биматричных игр. 

Т е о р е м а 15.1 (теорема Нэша). Всякая биматричная игра име
ет ситуацию равновесия в смешанных стратегиях. 

Заметим, прежде всего, что ситуация (ж", 2/") € 5'п х Sm является 
ситуацией равновесия в смешанных стратегиях тогда и только 
тогда, когда при любых х £ Sn, у G Sm выполняется 

РА{Х,У'')<РА{Х°,У'>), РВ{Х°,У)<РВ{Х°,У°). (15.5) 

Доказательство того, что в любой биматричной игре имеется ситу
ация равновесия в смешанных стратегиях, впервые дал американский 
математик Джон Нэш в 1951г. Идея доказательства чрезвычайно прос
та и состоит в применении теоремы Брауэра о неподвижной точке. Вос
произведем кратко метод доказательства. Пусть S^ri,m) = Sn х Sm — 
множество ситуаций в смешанных стратегиях в игре Т^А,В) • Определим 
отображение Г : 3^^^^.) "~̂  'S'(„ „j) следующим образом. Для произвольной 
ситуации {х,у) £ S^^^^f рассмотрим числа Si,aj (г = 1,п; j = 1,тп), где 

Si = max{FAii,y)-FA{x,y),0}, 
(15.Dj 

aj = ma.x{FB{x,j) - Рв{х,у),0}. 

Числа Si и (Tj имеют прозрачный теоретико-игровой смысл: Si есть вы
года, которую получает в ситуации {х,у) игрок 1 при замене смешанной 
стратегии х чистой стратегией i в случае, когда эта выгода имеется (т.е. 
когда FA {г, у) — FA {х,у) > 0) ,и О — в противном случае. Аналогично ин
терпретируются числа (Tj. Далее положим 

, Xi + Si I yj 4- Oj 
- У] = 

1 + E <5̂  1 + E <̂ -̂
fc=i 

Ясно, что векторы x = (KJ, . .. ,x„) a у = (yj , . . . ,Ут) являются вероят
ностными векторами, т .е . х' £ S„ и у' Е Sm- Полагаем Т{х,у) = [х',у'); 
Т есть преобразование множества 5(„ „,) в себя. Легко проверить, что 
это преобразование непрерывно. Замечс1я, что Sf^n^m) является выпук
лым компактным подмножеством арифметического пространства R""*""", 

222 



получаем, что выполнены все предположения теоремы Брауэра о непо
движной точке. Следовательно, согласно теореме Брауэра, у преобразова
ния Г существует хотя бы одна неподвижная точка. Нетрудно убедиться, 
что неподвижными точками преобразования Т являются ситуации рав
новесия в смешанных стратегиях игры Т(А.В) Н только они. 

Замечание . Так как доказательство теоремы Нэша основано на те
ореме Брауэра, оно является чистым доказательством существовг1ния и 
не дает метода нахождения ситугщий равновесия. Несмотря на это, уста
новленный в теореме Нэша результат имеет гфинципиальное значение, 
так как он «подводит фундамент» под важнейший принцип оптимгипь-
ности — принцип равновесия. 

4. Равновесие по Нэшу базируется на идее устойчивости ситу
ации относительно отклонений от нее отдельных игроков. Однако, 
ситуация равновесия по Нэшу может не обладать устойчивостью 
относительно возможных отклонений от нее со стороны некоторых 
коЕшиций игроков (см. п. 2, замечание 1). Сформулируем общее по
нятие устойчивости ситуации в игре п лиц, которое основано на 
отсутствии угрозы отклонений как со стороны отдельных игроков, 
тале и со стороны коалиций. 

Рассмотрим вначале формулировку общего понятия устойчивос
ти для задачи принятия решения в рамках системного описания. 
Пусть / — множество управляющих подсистем (игроков), воздей
ствующих на некоторую управляемую систему, и Л — множест
во ее состояний. Всякое непустое подмножество S С I называется 
коалицией. Будем предполагать, что для каждой коалиции S С I 
задано отношение достижимости Ss, характеризующее возмож
ности коалиции S по изменению состояний системы, и от,ношение 
предпочт,ения u/s, указывающее предпочтения коалиции S на мно
жестве состояний системы. 

Формально отношение достиж:имости 6s коешиции S есть 
бинарное отношение на множестве состояний системы А, причем 
условие (ai, оз) € Ss означает, что коалиция S может собственными 
силами (без участия игроков, не входящих в коалицию 5), перевести 
систему из состояния oi в состояние аг- Через 5s (а) обозначим 
множество всех а' G А, для которых {а,а') Е 6s--

Отношение предпочтения коалиции S есть бинарное отно
шение шз на множестве состояний А, причем условие а' >-'^^ а 
означает, что состояние а' является для когшиции S более пред
почтительным (в строгом смысле), чем состояние а. 
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Набор объекта вида 

G={I,A,{Ss)sci,{'^s)sci) (15.7) 

будем называть коалиционного структурой над множеством 
игроков / . Сформулируем теперь основное понятие. Пусть /С — 
некоторое фиксированное семейство коалиций игроков / . 

О п р е д е л е н и е . Состояние а* € А наэывает,ся fC-устойчи-
вым, если для любой коалиции S G К. в множестве 5s{a*) не 
существует, состояния, кот.орое является более предпочтитель
ным для коалиции S, чем состояние а*. 

Формсшьно: состояние а* является /С-устойчивым, если не су
ществует такого состояния а' G А, что а' У^^^ а* и (а*, а') £ 6$, 
где 5 G /С. 

Поясним содержание понятия /С-устойчивости. Пусть система 
находится в состоянии а*. Рассмотрим произвольную коалицию 
S С I. Коалиция S будет стремиться перевести систему из состо
яния а* в некоторое другое состояние а' € А в том случае, если, 
во-первых, состояние а' для коалиции S более предпочтительно, 
чем состояние а* (т .е . о' >~'^^ а*), и, во-вторых, коалиция S может 
собственными силами осуществить переход из состояния а* в состо
яние а' (т .е . {а*,а') € Ss). На содержательном уровне соединение 
условий а' У^^^ а* и (а*, а') € 6s соответствует соединению «же
ланий и возможностей» коалиции S. /С-устойчивость состояния а* 
означает, что в этом состоянии ни для одной коалиции S £ К, такое 
соединение «желаний и возможностей» по переходу из а* в а' не име
ет места. Таким образом, если система находится в состоянии а*, то 
ни одна из коалиций 5 G /С не будет стремиться перевести систему 
в некоторое другое состояние. Другими словами, в К,-уст,ойчивом 
состоянии а* не возникает, угрозы со ст,ороны коалиций S Е 1С по 
разрушению эт,ого сост,ояния. 

Рассмотрим теперь три наиболее важных конкретизации поня
тия /С-устойчивости. 

1) Семейст,во К, сост,оит, из всех одноэлементных коалиций: 
К, = {{г} : г G / } . Тогда /С-устойчивость состояния о* означает 
его устойчивость относительно отклонений отдельных игроков и 
представляет собой равновесие в смысле Нэша. 

2) Семейст,во коалиций К, сост,оит из единственной коалиций 
всех игроков: К = {/}. В этом случае /С-устойчивость состояния а* 
означает отсутствие такого состояния а' € Л, которое было бы 
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более предпочтительным, чем состояние а* для коалиции / всех 
игроков; это есть оптимальность по Парето. 

3) Семейство /С состоит из всех непуст,ых коалиций: 
1С = {S : 0 ^ S С I}. В этом случае /С-устойчивость называет
ся сильным равновесием. 

В состоянии сильного равновесия «баланс интересов и возмож
ностей» реализуется сразу для всех коалиций игры. Поэтому ни от 
одной коалиции не будет исходить угрозы разрушения этого состоя
ния. Сильное равновесие является наиболее бесспорным принципом 
оптимальности для класса игр п лиц, но, к сожгшению, реализуется 
оно весьма редко. 

Переформулируем теперь рассмотренные выше понятия 
/С-устойчивости для игры Г, заданной в нормальной форме (15.1). 
В этом случае множество X = YI -^г ситуаций игры Г рассматри-

i€l 
вается как множество состояний системы. Посмотрим, какой вид 
в данной модели приобретает отношение достижимости и отноше
ние предпочтения коалиций. 

а) Отношение достижимости 6s коалиции S характеризует воз
можности коалиции S по «пр)еобразованию» одних ситуаций игры 
в другие. Если игроки коалиции S действуют совместно, то они 
могут договориться о выборе любого набора стратегий {xi)i^s, где 
Хг G Xi. Будем обозначать такие наборы через xs, а множество всех 
таких наборов (т.е. Yi ^г) рассматривать как множество стра-

ies 
тегий коалиции S. Через а;°||х5 обозначим ситуацию игры (15.1), 
которая получается из ситуации г" заменой тех ее компонент, кото
рые соответствуют игрокам из S, на соответствующие компоненты 
стратегии xs- Итак, если игроки коалиции S действуют совместно, 
то они в состоянии преобразовать прюизвольную ситуацию х^ € X 
в ситуацию вида х'^Цхз, где xs £ Yl ^г- Получаем, что в рассмат-

ies 
риваемом случае 

Ss{x°) = {x°\\xs:xse'[[X,]. (15.8) 

б) Отношение предпочтения ojs когшиции S в данном слу
чае может быть «построено» из отношений предпочтения игроков, 
составляющих коалицию S. Наиболее естественный способ такого 
построения основан на отношении доминирования по Парето (см. 
лекцию 5). Будем считать, что ситуация х^ является более пред
почтительной для коалиции S, чем ситуация г^, если для каждого 
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i £ S выполнено неравенство fi{x^) > fi{x'^), причем хотя бы для 
одного г е 5 неравенство должно выполняться как строгое: 

х^ > "̂̂  х2 ^ ^ fiix^) > /i(a;2) (г G S). (15.9) 

Рассмотрим теперь некоторые конкретизации понятия 
/С-устойчивости для случая игры Г вида (15.1). 

1) Пусть 1С состоит из всех одноэлементных коалиций. Тогда 
/С-устойчивость ситуации х^ в игре Г означает, что для каждого 
г € / ни в одной ситуации ш̂ Цж̂ , где Xi G Х^, не имеет места 
неравенство fi{x°\\xi) > fi{x°), т.е. fi{x°\\xi) < fi{x°). Это условие 
есть, в точности, равновесие по Нэшу для игры Г (см. п. 2). 

2) Пусть /С состоит из единственной коалиции всех игроков. 
Тогда условие /С-устойчивости ситуации х° сводится к тому, что 
не существует такой ситуации х^ £ X, для которой при всех i G I 
выполняется неравенство fi{x^) > fi{x^), причем хотя бы одно 
неравенство является строгим. Указанное условие есть условие 
Парето-оптимальности (см. лекцию 5) ситуации х° в множестве X 
всех ситуаций игры Г (в качестве оценочной функции критерия 
г = 1, п здесь выступает функция выигрыша игрока г). 

3) Пуст,ь К состоит, из всех коалиций игры Г. Тогда условие 
ЛГ-устойчивости ситуации х^ состоит в том, что для любой коали
ции S С I яе существует такой стратегии xs G Yi -^i' при которой 

для всех г G 5 имеет место неравенство fi(x^\\xs) > fi{x°), причем 
хотя бы для одного индекса i G S неравенство должно быть стро
гим. Таким образом, сильная устойчивость ситуации х° в игре Г 
означает отсутствие такой коалиции S С I, которая могла бы пре
образовать ситуацию а;° в какую-либо другую при единогласной 
заинтересованности в этом всех своих членов. 

5. Задача 20. Задача распределения ресурсов. 
Предположим, что имеется п предприятий, каждое из которых 

потребляет т видов ресурсов. Вектор с неотрицательными компо
нентами Xi = {х1,...,х1^) рассматривается как вектор ресурсов, 
потребляемых г-м предприятием (г = 1,п). Предполагаем далее, 
что для каждого i = 1,п задана функция fi{xi), которая оценивает 
эффективность г-го предприятия при условии, что оно потребляет 
ресурсный вектор Xi (например, в качестве fi можно рассматривать 
производственную функцию, см. задачу 2). 
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Имеется два варианта задачи распределения ресурсов, соответ
ствующих централизованному и децентрализованному распределе
нию. Рассмотрим оба эти варианта. 

В а р и а н т 1 (задача централизованного распределения ресур
сов). Здесь предполагается, что управляющий орган (центр) об
ладает некоторым запасом ресурсов, который задается вектором 
Ь = (6^, . . . , Ь™), где Ь> — запас ресурса типа j . Пусть V — множес-

п 
тво всех наборов ресурсных векторов ( x i , . . . , а;^), причем ^ а;̂  ^ 6 

г = 1 

(неравенство ^ понимается как покомпонентное). Вектор Xi инте-
претируется как ресурсный вектор, выделенный центром г-му пред
приятию. Каждому набору ( x j , . . . , ж„) £ Т> соответствует вектор 
эффективностей ( / i (x i ) , . . . , /п{хп))- В результате получаем задачу 
многокритериальной оптимизации (см. лекцию 5), в которой V — 
множество альтернатив, /j — оценочная функция по критерию 
г = 1,п. Оптимальное рещение такой задачи ищется в множест
ве ее Парето-оптимальных альтернатив. При некоторых ограни
чениях на область допустимых альтернатив Т> задача нахождения 
Парето-оптимальных альтернатив может быть сведена к задаче на-

п 
хождения максимума обобщенного критерия / = Y1 ^ifi^ ""̂ ^ ĉ i > О 

i = l 
(см. лекцию 5). 

Рассмотрим более подробно вариант децентрализованного рас
пределения ресурсов. 

В а р и а н т 2 {задача перераспределения ресурсов). В этом слу
чае предполагается, что каждое предприятие г = 1,п обладает на
чальным запасом ресурсов, задаваемым вектором Xi = {х\,..., х™). 
Предприятие может продавать принадлежащие ему ресурсы, а так
же покупать любые ресурсы по установленным ценам при един
ственном ограничении: общая стоимость покупаемых ресурсов не 
должна превышать общей стоимости начального запаса ресурсов 
этого предприятия. Пусть р = (р^,... ,р'") — вектор цен, где р' — 
стоимость единицы ресурса jf-ro типа (j = 1, т). Если предприя
тие i покупает ресурсный вектор Xi = ( x j , . . . , х'^), то общая стои
мость покупки есть p^xl + • • • + ^"'х™; она представляется в виде 
скалярного произведения (р, х^). Аналогично, стоимость начально
го запаса ресурсов предприятия г равна (р, Xj) и указанное выше 
ограничение принимает вид 

ip,Xг)<{p,Xi). (15.10) 
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Условие (15.10) называется условием платежеспособности 
спроса при векторе цен р. 

Определение. Набор {х^,.. .,х'^,р*), где х* — ресурсный век
тор предприятия г = 1,п, о р* — вектор цен, называется 
состоянием экономического равновесия, если выполняют,ся 
следующие два условия. 

1) При каждом г = 1,п ресурсный вектор х* максимизирует, 
функцию эффект,ивност,и предприятия i по множест,ву всех ре
сурсных векторов этого предприят,ия, находящихся в пределах его 
плат,ежеспособного спроса по ценам р": 

Мх*) = mi,x{fiixi) : ip*,Xi) < {р*,х,)}. (15.11) 

2) Общий объем потребляемых ресурсов каждого типа не 
превосходит его первоначального запаса: 

< т. (15.12) 

где X* = ^ х1, X = ^ Xi (неравенство (15.12) понимается как 
г=1 г=1 

покомпонент,ное). 
Рассмотрим теперь игру Г„+1 игроков 1 , . . . , п , п + 1 , в которой 

первыми п игроками являются предприятия, а в качестве (п+ 1)-го 
игрока выступает ценообразующий орган. В этой игре стратегия
ми каждого предприятия являются его ресурсные векторы, а стра
тегиями ценообразующего органа — векторы цен. Ситуациями иг
ры Г„ _)_ 1 считаются такие наборы (х i , . . . , а;„, р), в которых каждый 
вектор Xi является ресурсным вектором предприятия г, удовлетво
ряющим условию платежеспособности спроса при векторе цен р. 
Цель игрока i состоит в максимизации функции эффективности /j 
(г = l,'fi), а цель игрока (п -Ь 1) — в минимизации взвешенного 
дисбаланса, т.е. в минимизации функции 

п п 
fn + lixi,...,Xn,p) = ^ p , ^ X i -"^Xij = {р,Х-х). 

г=1 г=1 

Покажем, что экономическое равновесие можно представить 
как равновесие по Нэшу в игре Г„-|-1. Действительно, пусть 
{xi,.. .,Хп,р) — ситуация равновесия по Нэшу в игре Г„+1. Тогда 
при каждом г = 1,гг для всех ресурсных векторов Х{, удовлетворя
ющих условию (р, Xi) < (р, Хг), выполняется неравенство 

fiixi) < fiixi), (15.13) 
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а для игрока п + 1 при произвольном векторе цен р имеет место 
неравенство 

{р,х ~ х) > {р,х - х). (15.14) 

Убедимся, что набор ( £ i , . . . , х„,р) является состоянием эко
номического равновесия. Неравенства (15.13) означают, что при 
каждом г = 1,п ресурсный вектор Xi максимизирует функцию эф
фективности предприятия г по множеству всех ресурсных векторов, 
находящихся в пределах его платежеспособного спроса по ценам р. 
Таким образом, условие 1) выполнено. Проверим условие 2). Так 
как набор (xi,..., ж„, р) является ситуацией в игре Г„+1, то при всех 
t = 1,п выполнено условие платежеспособности: {p,Xi) < (p,Xi). 
Суммируя эти неравенства по г = 1,п и используя линей-

Pi ^ ^i — '^ хЛ < о, 
г = 1 г = 1 ^ 

т.е. {р,х — х) < 0. Учитывая неравенство (15.14), имеем 
(р,х — х) < 0. Так как вектор цен р произволен, то отсюда 
следует, что х ^ х, и условие 2) проверено. Итак, всякая си
туация равновесия по Кэшу игры Г„+1 является экономическим 
равновесием. 

Обратно, пусть [х^,... ,х^,р*) —состояние экономического рав
новесия. В силу (15.11), получаем, что в состоянии экономического 
равновесия отклонение игрока г = 1, п от стратегии х* приводит 
к уменьшению его выигрыша. Остается установить уменьшение 
(точнее, неувеличение) выигрыша игрока п + 1 при его односторон
нем отклонении от стратегии р*. Будем предполагать, что функции 
эффективности fi (г = 1,п) являются строго монотонно возраста
ющими (т.е. из уг > ^ " Xi следует fi(yi) > fi{xi)). Тогда в состо
янии экономического равновесия не может быть «недопотребления 

п п 
ресурсов», откуда XI ^i ~ 13 ^Ь '̂ •^- х* = х. В этом случае по 

г = 1 г = 1 

каждому виду ресурсов дисбгшанс равен нулю, поэтому и взвешен
ный дисбаланс также будет равен нулю при любом выборе вектора 
цен. Отсюда следует, что в ситуации {х1,..., х'!^,р*) замена вектора 
цен р* другим вектором цен не изменит (значит, и не уменьшит) 
взвешенный дисбаланс. 

Итак, в предположении строгой монотонности функций эффек
тивности fi (г = 1,п) справедлив следующий результат. Множес
тво состояний экономического равновесия совпадает с множес-
твом ситуаций равновесия по Нэшу в игре с добавленным участ
ником, минимизирующим взвешенный дисбаланс. 
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Лекция 16. Нахождение оптимальных решений 
биматричных игр в смешанных стратегиях 

• Условия равновесности сит,уации в смешанных ст,ратегиях в бимат,-
ричной игре. Описание множества сит,уаций равновесия бимат.ричной 
игры. • Ситуации равновесия в бимат,ричных играх формата 2 x 2 . 
Задача 21. Борьба за рынки сбыт,а. • Кооперат.ивный подход к анализу 
биматричной игры. Прот,иворечие между выгодностью и устойчивос
тью. • Кооперативное решение бимат,ричной игры как задача двухкри-
териалъной оптимизации. • Арбит.ражное решение Нэша для бимат
ричных игр. Задача 22. Оптимальное распределение прибыли {коопера
тивное решение игры без разделения полезности). 

1. В предыдущей лекции было отмечено, что теорема Нэша не 
дает способа нахождения ситуаций равновесия. Опишем множества 
ситуаций равновесия биматричной игры в смешанных стратегиях, 
которое может быть применено для практического нахождения си
туаций равновесия биматричных игр небольших форматов. Уста
новим вначале две леммы, являющиеся аналогом соответствующих 
утверждений для матричных игр (см. лекцию 14). 

Л е м м а 1 6 . 1 . Пусть Г(д в) — биматричная игра формата 
п X т. Для того чт,обы ситуация в смешанных стратегиях 
{х°,у°) G SnXSjn была ситуацией равновесия в игре Г(д д) , необхо
димо и достат,очно, чтобы она была уст,ойчивой относительно 
всех чист,ых от,клонений игроков, т.. е. чтобы при всех г = 1,п, 
j = 1,771 выполнялись Неравенства 

РАЦ,У°)<РА{Х°,У% FB{x°,j)<FBix°,y% (16.1) 

Действительно, необходимость очевидна по определению ситуа
ции равновесия. Докажем достаточность. Пусть х = ( a ; i , . . . ,х„) G 
G 5„ — произвольная смешанная стратегия игрока 1. Умножим 
обе части первого из неравенств (16.1) на ж̂  > О и просум-
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мируем по г = 1,п. Тогда левая часть полученного неравен
ства по правилу 13.4 будет равна РА{Х,У°), а правая (с уче-

п 
том того, что ^ Xj = 1), равна ЕА{Х'^,У'^)- В результате имеем 

г = 1 

FA (ж, у") < РА{Х^,У°)- Аналогично доказывается, что при про
извольной смешанной стратегии у G Sm выполняется неравен
ство Ев{х°,у) < Рв{х°,у°). Получаем, что [х°,у^) — ситуация 
равновесия. 

Лемма 16.2. (правило дополняющей нежесткости). Пусть 
(ж", у") — ситуация равновесия в смешанных стратегиях в 
игре Т(^А,В)- Тогда для любых г £ Spx", j G Spy" имеют место 
следующие равенст,ва: 

РА{г,У°) = Рл{х°,у°), (16.2) 

FB{x°,j) = FB{x'',y°). (16.3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Произвольная ситуация (х°,у°) е S„ х Sm 
является ситуацией равновесия в игре Г/А,В) тогда и только тог
да, когда функция РА{Х,У'^), рассматриваемая как функция одной 
пременной х G Sn, принимает наибольшее значение при х = х", а 
функция Fsix'^, у), рассматриваемая как функция одной переменной 
у G Sm, принимает наибольшее значение при у = у^• Для доказа
тельства утверждений леммы 16.2 остается воспользоваться пра
вилом 13.6. 

Опишем теперь множество ситуаций равновесия биматричной 
игры. Рассмотрим вначале вспомогательную задачу нахождения 
ситуаций равновесия биматричной игры, имеюших заданный набор 
спектров. Пусть 1^{А,В) — биматричная игра с матрицами выигры
шей игроков А = ||а^||, В = ||Ь^|| (г = 1,п; j = 1,ггг). Зафиксируем 
пару непустых подмножеств Ti С { 1 , . . . , п}, Гг С { 1 , . . . , т}. На
ша ближайшая задача — найти такие ситуации равновесия (х°, у°) 
игры Г(д B)i для которых 8рж° = Ti, Sp?/° = Тг. 

Пусть Ai — г-я строка матрицы А ж В^ — j-й столбец матри
цы В. Обозначим через Ат^ матрицу, строками которой являются 
разности строк Ai — Ai^, где ii — первый (наименьший) номер в Ti, 
г G Ti, i ^ ii; через Втг — матрицу, столбцами которой являются 
разности столбцов В^ — В^^, где j \ — первый (наименьший) номер 
в Гг, 3 е Тг, j ф j \ . 
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Справедливо следующее утверждение. 
Лемма 16.3. Если {х,у) — ситуация равновесия в игре Г(д_в) 

и Spx = Ti, Spy = Т2, то вектор-ст,рока х являет,ся решением 
однородной системы линейных уравнений 

х- Вт^= О, (16.4) 

а вект,ор-столбец у — решением однородной сист,емы линейных 
уравнений 

Ат,-у = 0. (16.5) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Ti = {1,/с}, Тг = {1,0- По 
правилу дополняющей нежесткости (лемма 16.2) для всех j = 1,1 
выполняется FB{X,J) = Рв{х,у), отсюда FB{X,J) — FB{X,1) = О 
{j = 2,1). Используя разложение функции выигрыша по чистым 
стратегиям (правило 13.4), получаем 

п п п 
FB{X,J) ~ FB{X, 1) = 5 3 x 4 ~Y.Xib\ =J2xi{y> ~ bj). 

1=1 i= l i= l 

Замечая, что последняя сумма может быть представлена в матрич
ной записи в виде произведения вектора-строки х на вектор-столбец 
{В^ — В^), приходим к равенству х • {В^ — В^) = О {j = 2,1), откуда 
следует, что х удовлетворяет системе уравнений (16.4). Аналогично 
проверяется, что вектор у удовлетворяет системе уравнений (16.5). 

Итак, ситуации равновесия игры Г(д_в) следует искать среди 
пар векторов {х,у), где х — решение уравнения (16.4), а. у — 
решение уравнения (16.5). 

Для формулировки необходимого и достаточного условия ситу
ации равновесия с заданными спектрами {Ti,T2) введем матри
цу А'гр , строками которой являются разности строк Л /̂ — Ai^, где 
г' ^ Ti; также матрицу B'j, , столбцами которой являются разности 
столбцов Bj' — Bj^, где / ^ Тг. 

Теорема 16.1. Для того чт,обы ситуация в смешанных ст,ра-
тегиях {х°,у'^), где Spa;" = Ti « S p y " = Тг, являлась ситуацией 
равновесия в биматричной игре Г(д д), необходимо и достаточно, 
чт,обы: 

а) вектор а;° был решением системы линейныл уравнений (16.4); 
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б) вектор iP был решением системы линейныл уравнений (16.5); 

в) вект,ор а;" был решением сист,емы линейных неравенст,в 

х-В'гр^^ 0; (16.6) 

г) вектор ]Р был решением системы линейных неравенст,в 
А!тгУ^ 0. (16.7) 

{Неравенство ^ понимает,ся как покомпонентное.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость условий а) и б) показанав 
лемме 16.3. Необходимость условий б) и в) проверяется аналогично. 

Достаточность. Рассмотрим ситуацию (а;°,з/°) е 5„ х Sm, 
удовлетворяющую условиям а)-г). На основании а) FB{X^,J) = 
= FB{X°,1) для j = 1,1, а на основании в) FB{X°,J) < Ев{х°,1) 
для j = Z + l , . . . , m . Умножая равенство FB{X°,J) = Ев{х°,1) 
на i/j, суммируя по j = 1,т и используя правило 13.4, получаем 
FB{X^jlf) ~ FB{X^, 1), откуда для всех j = 1,т имеем неравенство 

FB{x°,j)<FB{x°,y°). 

Аналогично устанавливается, что FA(J , у°) < ЕА{Х^,У°) для 
всех г = 1,п. По лемме 16.1 ситуация {х°,у'^) является ситуацией 
равновесия в игре Г(^А,В)1 ЧТО и заканчивает доказательство. 

Рассмотрим два частных случая, в которых процедура нахож
дения ситуаций равновесия с заданными спектрами может быть 
упрощена. 

С л у ч а й 1. Обозначим через A[Xi,T2] подматрицу матрицы А, 
состоящую из тех элементов а^, для которых г € 71 и j G Т2-
Аналогично определяем подматрицу B[Xi,T2] матрицы В. 

Если матрицы A^TI,T2] ^ ^[TI,T2] О^^ оказываются невырожден
ными, то все решения системы (16.4) и все рещения системы (16.5) 
пропорциональны между собой. В этом случае может быть только 
одна ситуация (х, у) £ Sn х Sm, для которой х является решением 
системы (16.4), а, у — решением системы (16.5). Тогда неравен
ства (16.6) и (16.7) должны быть проверены для компонент этой 
единственной ситуации. 

С л у ч а й 2. Ситуация {х^,у'^) в игре Г(д в) называется впол
не смешанной, если спектр х^ состоит из всех чистых стратегий 
игрока 1 и спектр у^ из всех чистых стратегий игрока 2. При уста
новлении того, что вполне смешанная ситуация (ж°, у°) является си
туацией равновесия, условия в) и г) проверять не надо, так как они 
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выполнены автоматически. Из теоремы 16.1 следует, что бимат-
ричная игра ^{А,В) имеет вполне смешанную ситуацию равновесия 
тогда и только тогда, когда системы однородных уравнений (16.4) 
и (16.5) имеют положительные решения. 

Итак, множество всех ситуаций равновесия в смешанных стра
тегиях биматричной игры ^{А,В) может быть описано следуюш;им 
образом. 

Зафиксируем два непустых подмножества Ti С {!,..., п}, 
^2 С { 1 , . . . , то}. Пусть Pi(Ti, Г2) — множество всех векторов х G Sn 
таких, что: 

( l )Spa; = r i . 
(2) а; является решением системы уравнений (16.4). 
(3) а; является решением системы неравенств (16.6). 

Пусть P2{Ti, Т2) — множество всех векторов у G Sm таких, что: 
(l ')Sp2/ = T2. 
(2') у является решением системы уравнений (16.5). 
(3') у является решением системы неравенств (16.7). 
Согласно теореме 16.1, множество всех ситуаций равновесия иг

ры ^{А,В), имеющих спектр (ГьГг), есть Pi(Ti,T2) х P2{Ti,T2). 
Следовательно, множество Е(Т(^А,В)) всех ситуаций равновесия иг
ры Т(^А,В) может быть представлено в виде 

Е(Г^А,в))= и Pi(ri,r2)xP2(Ti,T2). 
0^TiC{l, . . . ,n> 0^TiC{l , . . . ,n} 
0jiT2C{l,...,m} 

(16.8) 

Таким образом, нахождение всех ситуаций равновесия игры 
Г(А,в) в смешанных стратегиях сводится к перебору пар непустых 
подмножеств {Ti,T2) и нахождению при фиксировнных Ti и Т2 
множеств Pi(Ti,T2) и P2{Ti,T2) • Практически это осуществимо 
лишь для биматричных игр небольших форматов. 

2. Опишем ситуации равновесия в биматричных играх формата 
2 x 2 . Такая игра задается парой матриц 

В = 

где А — матрица выигрышей игрока 1, В — матрица выигрышей 
игрока 2. Установим следующее правило. 
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П р а в и л о 1 6 . 1 . Если в биматричной игре формата 2 x 2 
элементы, стоящие в одном столбце матрицы А, и элементы, 
стоящие в одной строке матрицы В, попарно различны, то в 
такой игре ситуации равновесия могут быть либо чистыми, либо 
вполне смешанными. 

Действительно, предположим, что имеется ситуация равнове
сия, в которой стратегия одного игрока, например, игрока 1, явля
ется чистой, а стратегия игрока 2 — смешанной. Тогда, по условию 
дополняющей нежесткости (лемма 16.2), FB{1,1) = FB{1,2), т . е . 
b\ = b j , что противоречит сделанному предположению. 

Найдем теперь условия, при которых вполне смешанная ситуа
ция (х, у) будет ситуацией равновесия в игре 2 x 2 . Согласно теоре
ме 16.1, вектор X = (xi, Х2) должен быть положительным решением 
системы уравнений (16.4); добавляя условия нормировки, приходим 
к системе 

f {bj - Ь1)хг + {bl - bl)x2 = О, 
a ; i , a ;2>0 , (16.9) 

a;i -Ь Х2 = 1. 

Э т а система эквивалентна системе 

b\xi + 6^(1 - xi) = b^xi + bl{l - xi), 
0 < xi < 1, (16.10) 

жг = 1 - x i . 

L2 _ L 1 

Полагая /3 = --j—j^—т|^—jj:-, получаем, что система (16.9) имеет 
("i + "2) ~ ("i + "2) 

(единственное) решение тогда и только тогда, когда О < /3 < 1, 
причем в этом случае решение системы (16.9) есть xi = (3, 
Х2 = 1 - /3. 

Для компонент вектора у = (2/1,2/2) имеем систему условий 

а\у1 + «12/2 = а\у1 + а^уг, 
У ь 2 / 2 > 0 , (16.11) 

, 2/1 + У2 = 1-
2 _ 2 

Полагая а = —-, =| -^ г^, получаем аналогичным образом, 
{а\л^а1)-{а1+а\У 

что система (16.11) имеет (единственное) решение тогда и только 
тогда, когда О < а < 1, и в этом случае решение системы (16.11) 
есть 2/1 = а , 2/2 = 1 - а-

235 



Итак, если О < а,/3 < 1, то игра Г(л_в) имеет, причем только 
одну вполне смешанную ситуацию равновесия (a;°,j/°), где х^ = 
= (/3,1-/3), j / " = ( a , l - a ) . 

Замечание . Сргшнивая полученные выражения стратегий х° и у° 
во вполне смешанной ситуации равновесия с формулами (14.3) и (14.4), 
видим, что х° совпадает с оптимальной смешанной стратегией игрока 1 
в матричной игре Тв, а у" — с оптимальной стратегией игрока 2 в мат
ричной игре Гд. Таким образом, во вполне смешанной ситугщии ргшно-
весия игрок 1 минимизирует ожидаемый выигрыш игрока 2, а игрок 2 
минимизирует ожидаемый выигрыш игрока 1. Здесь наблюдается «ан
тагонизм поведения» при отсутствии прямого «антагонизма интересов». 

Задача 21 . Борьба за рынки сбыта. 
Фирма А намерена сбыть партию товара на одном из двух рын

ков, которые контролируются более крупной фирмой В. С этой 
целью она проводит подготовительную работу, связанную с опре
деленными затратами. Если фирма В разгадает, на каком рынке 
фирма А будет продавать свой товар, то она примет контрмеры и 
воспрепятствует «захвату» рынка (этот вариант означает пораже
ние фирмы А); если нет, то фирма А одерживает победу. Предпо
ложим, что для фирмы А проникновение на первый рынок более 
выгодно, чем проникновение на второй, но и борьба за первый ры
нок требует от нее больших средств. Например, победа фирмы А на 
первом рынке приносит ей вдвое большую прибыль, чем победа на 
втором, но зато поражение на первом рынке полностью ее разоряет. 

Составим математическую модель этого конфликта, считая 
фирму А игроком 1, а фирму В — игроком 2. Стратегии игрока 1: 
первая — проникновение на первый рынок, вторая — проникно
вение на второй рынок; стратегии игрока 2: первая — контрмеры 
на первом рынке, вторая — контрмеры на втором рынке. Пусть для 
фирмы А ее победа на первом рынке оценивается в 2ед., а победа на 
втором рынке — в 1 ед.; поражение фирмы А на первом рынке оце
нивается в —Юед., а на втором — в —1ед. Для фирмы В ее победа 
составляет соответственно 5 и 1ед., а поражение —2 и — 1ед. 

В результате получаем биматричную игру Ff^.B) с матрицами 
выигрышей 
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По правилу 16.1 эта игра может иметь либо чистые, либо впол
не смешанные ситуации равновесия. Ситуаций равновесия в чистых 
стратегиях здесь нет. (Содержательно этот факт можно объяснить 
следующим рассуждением: если стратегия фирмы А была разгада
на фирмой В, то в этой ситуации отклонение выгодно для фирмы А; 
в противном случае отклонение выгодно для фирмы В.) Убедимся 
теперь, что данная игра имеет вполне смешанную ситуацию рав
новесия. Находим: 

- 1 - 2 3 ^ _ 1 + 1 2 
- 1 1 - 3 14' "̂  6 + 3 9 

Итак, рассматриваемой! игра имеет единственную ситуацию рав
новесия (ж°,у°), где х° = (2/9,7/9), у° = (3/14,11/14). В дан
ной игре ситуация равновесия не может быть реализована в виде 
физической смеси чистых стратегий, однажо она может быть ре
ализована при многократном разыгрывании этой игры (т.е. при 
многократном воспрюизведении описанной ситуации) следующим 
обрскзом. Фирма А должна использовать чистые стратегии 1 и 2 
с частотами 2/9 и 7/9, а фирма В — чистые стратегии 1 и 2 с час
тотами 3/14 и 11/14. При отклонении одной из фирм от указанной 
смешанной стратегии отклонившаяся фирма уменьшает свой ожи
даемый выигрыш. 

3. Как отмечалось в лекции 15, равновесие является важней
шим принципом оптимальности в бескогшиционных играх, т.е. иг
рах, в которых не рассматривается образование когшиций. Коали
ция является формой кооперации, направленной на увеличение пер-
вонсшьных возможностей игроков, или, в теоретико-игровых тер-
минс1Х, на увеличение их выигрышей. Отметим, что в антагонис
тической (в частности, в матричной) игре кооперация игроков ли
шена смысла, так как в такой игре улучшение положения одного 
из них приводит к ухудшению положения другого. При переходе 
от матричной игры к биматричной картина меняется: в биматрич-
ной игре кооперация игроков может улучшить положение их обоих. 
В биматричной игре имеется только одна нетривиальная коалиция 
(косшиция, состоящая более, чем из одного игрока) — коалиция обо
их игроков. Для пояснения отличий между индивидуальным выбо
ром решений обоими игроками и совместным принятием решения 
коалицией этих игроков рассмотрим следующий пример. 

237 



• Пример 16.1. Конкурс на реализацию проекта. 
Две фирмы участвуют в конкурсе на реализацию некото

рого проекта, причем доход от реализации проекта составля
ет 10денежных ед. Каждая фирма может либо подать простую 
заявку на участие в конкурсе (затраты равны 1 денежной ед.), 
либо представить программу реализации проекта (затраты рав
ны 3 денежным ед.). Условия конкурса таковы, что в случае, когда 
обе фирмы выбирают одинаковый способ действий, заказ на реали
зацию проекта, а также доход, делится между ними пополам; если 
же фирмы выбирают различные способы действий, то предпочтение 
отдается той, которая представила программу. 

Представим описанную конфликтную ситуацию в виде бимат-
ричной игры. Игроками здесь выступают фирмы 1 и 2; стратегии 
игроков: 3 — подача заявки, П — подача программы. В ситуации 
(3, 3) прибыль каждой фирмы равна 5 — 1 = 4; в ситуации (П, П) 
каждая фирма имеет прибыль 5 — 3 = 2. Если же одна фирма по
дает программу, а другая — заявку, то первая получает прибыль 
в 10 — 3 = 7денежных ед., а вторая несет убытки в 1 денежную ед. 
Итак, приходим к биматричной игре, заданной табл. 16.1. 

Таблица 16.1 

3 
п 

3 
(4,4) 

(7 , -1) 

П 
(-1,7) 
(2,2) 

Здесь имеется единственная ситуация равновесия по Нэшу — 
ситуация {П, П), в которой каждая из фирм получает прибыль 
в 2денежных ед. Если игра находится в ситуации (П, П), то ни 
одному из игроков не выгодно одностороннее отклонение от этой си
туации (так как отклонившийся игрок уменьшает свой выигрыш). 
Но если игроки 1 я 2 оба отклоняются от ситуации (П, П), то 
возникает ситуация (5, 3), которая является более выгодной для 
них обоих. Однако переход от ситуации {П, П) к ситуации (3, 3) 
может произойти только как результат договора между игроками, 
что осуществимо лишь при создании коалиции {1, 2} этих игроков. 
Объединение игроков 1 is. 2 в коалицию требует, как минимум, воз
можности обмена информацией между ними. Если же игроки не мо
гут обмениваться информацией, то каждый из них будет опасаться 
менять выбранную им стратегию П на стратегию 3, так как это 
приводит к уменьшению выигрыша отклонившегося игрока. 
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Рассмотренный пример демонстрирует важную особенность 
биматричных игр — возможность нгшичия противоречия между 
выгодностью и устойчивостью. Действительно, ситуация (Я, П) 
является устойчивой (равновесной), но невыгодной; ситуация (5, 3) 
является выгодной для обоих игроков, но неустойчивой. Поэтому, 
если игроки 1 тя. 2 заключают между собой договор — обоим при
держиваться стратегии 3, то этот договор будет находиться под 
угрозой нарушения, так как каждому игроку выгодно односторон
нее отклонение от него. 

4 . При изучении кооперативного аспекта игры в теории игр 
внимание обращается, как правило, не на ситуации игры, а на ее 
исходы. В соответствии с этим в основе оптимальности лежит идея 
выгодности. 

Проанализируем, как может быть реализована идея выгодности 
в рамках неантагонистической игры двух лиц. Пусть X — множес
тво стратегий игрока 1 W.Y — множество стратегий игрока 2. Если 
игроки 1 и 2 образуют коалицию {1, 2} , то эта коалиция может соз
д а т ь любую ситуацию {х,у) G X хУ и, следовательно, реализовать 
любой исход игры. Возникает вопрос, какой исход игры в этом слу
чае следует считать наиболее выгодным для коалиции {1 ,2} , т . е . 
оптимальным д л я нее? 

Так, в рамках примера 16.1, игроки 1 и 2, объединившись в коа
лицию, очевидно, предпочтут исход (4, 4) исходу (2, 2), однако исхо
ды ( 7 , - 1 ) и (—1,7) также являются «кандидатами» на оптималь
ный исход. 

В общем случае для биматричной игры Г(д в) рассмотрение во
проса об ее оптимальном исходе с точки зрения коалиции {1,2} 
удобно представить в геометрической форме следующим образом. 
На координатной плоскости {ui,U2) изобразим точки, координата
ми которых являются выигрыши игроков (а^ тЬ'1) в каждой возмож
ной ситуации {i,j), где г = 1,щ j = 1,т (по оси wi откладываем 
выигрыши игрока i и по оси и^ — выигрыши игрока 2). При этом 
возникает «картинка», похожая на изображенную на рис. 16.1. По
скольку коалиция {1,2} может выбрать любой из представленных 
исходов, то получается фактически задача двухкритериальной оп
тимизации, где игрок 1 стремится максимизировать критерий u i , 
а игрок 2 — максимизировать критерий U2. 

Как указывалось в лекции 5, анализ задачи многокритериаль
ной оптимизации содержит два этапа. Первый этап базируется на 
отношении доминирования по Парето. Отбрасывая исходы, домини-
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Рис. 16.1 

руемые по Парето, получаем множество Парето-оптимальных исхо
дов (в примере, представленном на рис. 16.1, Парето-оптимальными 
являются исходы {4,9,11,12}). Выбор оптимального исхода сле
дует производить из множества Парето-оптимальных исходов. 
Второй этап — решение вопроса: какой исход из множества 
Парето-оптимальных исходов следует рассматривать в качестве оп
тимального исхода игры? 

Отметим, что отбрасывая доминируемые по Парето исходы, иг
роки выступают как союзники, так как этот шаг выгоден им обо
им. Однако при сравнении любых двух Парето-оптимальных ис
ходов игроки из союзников превращаются в противников: любые 
два Парето-оптимальных исхода несравнимы по Парето, следова
тельно, увеличение выигрыша одного игрока влечет уменьшение 
выигрыша другого игрока. 

Для решения задачи нахождения оптимального исхода коалиции 
игроков в биматричной игре сделаем еще одно допущение: для 
коалиции {1,2} допустим использование не только чистых, но и 
смешанных стратегий. 

Определение. Смегианной стратегией коалиции {1,2} 
в биматричной игре Г(у1 д) будем называть всякий вероятност
ный вектор Z = Zij на множестве чистых сит,уаций эт,ой игры 
(предполагается, что Zij > О, "Yli^iJ ~ !)• 

Замечание . Предположим, что игрок 1 использует смешг1нную 
стратегию х = (xi , . . . ,x„) € Sn, а игрок 2 — смешанную стратегию 
у = (j/i,..., Ут) € Sm • Тогда На множестве ситуаций игры возникает ве
роятностный вектор Z = Zi,j, где Zi^j = Xi-yj (г = 1, п; j = 1, т); он будет, 
по определению, смешанной стратегией коешиции {1,2}. Однгжо векторы 
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Рис. 16.2 

указанного вида реализуют лишь независимые вероятностные распре
деления на множестве чистых ситугщий игры. Возможность регипизации 
произвольного, а не только независимого распределения на множестве 
чистых ситуаций игры — есть проявление «эффекта кооперации» при
менительно к смешиванию стратегий игроков. 

Допущение смешанных стратегий коалиции {1,2} приводит 
к тому, что вместе с двумя исходами (ui,U2), (1*1,^2) коалиция 
{1,2} может реализовать также исход 

X{ui,U2) + (1 - Х)(и[,и'2) = (Aui + (l-A)u'i ,Au2 + ( l -A)u2 ) , 

где О < А < 1. С геометрической точки зрения это означа
ет, что множество исходов биматричной игры Г(д_в) превраща
ется в многоугольник, вершинами которого будут точки {а''-,Ы) 
(г = 1,п; j = 1,т). При этом исходы, оптимальные по Паре-
то, составляют «северо-восточную границу» этого многоугольни
ка (рис. 16.2). Задача нахождения кооперативного решения бимат
ричной игры сводится теперь к построению правила, которое для 
каждого такого многоугольника исходов указывает единственный 
оптимальный исход, принадлежащий его «северо-восточной грани
це». Рассмотрим решение этой задачи, известное в теории игр как 
арбитражное реиление Нэила. 

5. Арбитражное решение представляет собой некоторую систе
му требований (аксиом), с помощью которых для любой игры выде
ляется ее единственное решение — оптимальный исход этой игры. 

Для биматричной игры Г(у1 в) обозначим через Р область на 
плоскости (ui,U2), которая совпадает с множеством исходов этой 
игры в смешанных стратегиях; пусть VA — цена матричной иг-
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ры Гд , vg — цена матричной игры Г в в смешанных стратеги
ях. При этом точка MO{VA',VB) называется т о ч к о й s t a t u s q u o . 
Арбитражное решение Нэша для каждой области Т> с выделенной 
точкой Мо указывает единственную точку М*(ы^;м2) области V, 
которая интерпретируется как оптимальный исход. 

Математически арбитражное решение Нэша определяется как ото
бражение Ф, которое каждой паре вида (Т>, (VA, VB)) ставит в соответ
ствие точку (щ;и2) € Т>, причем отображение Ф удовлетворяет следую
щим аксиомам. 

(1) Коллективнам рациональность. Если для {ui,u2) € Т> имеет 
место (ui,U2) ^^'^' (и^.иг), то (ui.uz) = (^1,^2). 

Требование коллективной рациональности есть не что иное, как 
оптимальность исхода (uljU^) по Парето. 

(2) Индивидуальная рациональность. и\ > VA, "2 ^ ^в-
Требование индивидуальной рациональности означает, что при оп

тимальном исходе каждый игрок должен получить не меньше, чем его 
максимальный гарантированный выигрыш (не меньше «своего» макси-
мина, совпадающего с ценой соответствующей игры). 

(3) Линейность. Пусть область Р ' получается из Р с помощью 
линейного преобразования вида Uj = aiui + Pi, U2 = «2^2 + /S2, где 
Oil > О, аг > 0. Положим 

V'A= aiVA-\- Pi, V'B = a2VB + (32-

Тогда 
Ф{^ ,{V'A,V'B)) = {ami + Pi,a2U*2 + (32). 

Смысл аксиомы линейности состоит в том, что оптимальное решение 
не должно зависеть от выбора начала отсчета и масштаба измерения 
выигрышей. 

(4) Симмет.рил. Если множество исходов Т) симметрично относитель
но биссектрисы I координатного угла и. VA = VB, ТО ul = u j . 

Эта аксиома постулирует равноправие игроков. 
(5) Независимост.ь от пост.оронних альтернат.ив. Пусть P i С 1> и 

Ф{V,{vA,vв)) е Vi. Тогда Ф{Vl, {VA,VB)) = Ф{V,{vA,vв)). 
Эта аксиома требует, чтобы арбитражное решение для данного мно

жества исходов являлось также арбитражным решением для любого сво
его подмножества, в которое оно попадает. Другими словами, добавление 
новых исходов не должно менять предпочтения старых. 

Результат, доказанный Нэшем, состоит в следующем: от,ображение, 
удовлет.воряющее аксиомам (1)-(5), сущест,вует и единст.венно. 

В явном виде арбитражное решение Нэша для пары (2?, {v^, VB)) 
это точка {и\; и^) GV, для которой произведение 

(M1 -VA){U2 ~VB) 
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достигает наибольшего значения в той части области 2?, которая 
выделяется условием: Щ > VA, U2 > VB-

В качестве иллюстрации нахождения кооперативного решения 
биматричной игры с помощью арбитражной схемы Нэша рассмот
рим следующую задачу. 

З а д а ч а 22 . Оптимальное распределение прибыли (коопера
тивное решение игры без разделения полезности). 
Имеется две фирмы: первая может выпускать одно из изделий ах 

или а2, вторая — одно из изделий bi, 63 или Ьз) которые затем про
даются на одном рынке. Если первал фирма выпускает изделие ai 
(г = 1,2), а вторая — изделие bj [j = 1,2,3), то прибыль этих 
фирм (зависящая от того, являются эти изделия взаимодополни
тельными или конкурирующими), определяется табл. 16.2. Считая, 
что фирмы заключают между собой договор, найти справедливое 
распределение прибыли, используя арбитражное решение Нэша. 

Таблица 16.2 

a i 

0.2 

bi 
(3,3) 
(2,0) 

b2 
(0,0) 
(1,5) 

Ьз 
(4,1) 
(2,2) 

М е т о д р е ш е н и я . 
1. В декартовой системе координат строим многоугольник исхо

дов Т>, вершинами которого являются точки, координаты которых 
заданы в табл. 16.2 (рис. 16.3). 

2. Выделяем в этом многоугольнике множество Парето-опти-
мальных исходов (северо-восточную границу). 

3. Находим цену в смешанных стратегиях игры Гд = 

и игры Гв = 
О V 

^0 5 2у 
З а м е ч а н и е . Так как игра Гд имеет седловую точку в чистых 

стратегиях, ее цена совпадает с исходом в седловой точке, откуда VA = ^• 
Цена игры Тв может быть найдена графоаналитическим методом (см. 
лекцию 14, п.2); VB = 15/8. 

4. Вводим новую систему координат, перенося начало в точку 
0'{VA',VB)- Арбитражное решение Нэша есть точка M*(iX2; Uj) по
строенного многоугольника, которая лежит в I координатной чет
верти новой системы координат и обращает в максимум произведе
ние координат. 
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Для нахождения точки М* заметим, что линия, для которой 
произведение координат имеет постоянное значение, определяет
ся уравнением w'l • Uj = с и, следовательно, является равнобочной 
гиперболой, асимптотами которой служат оси новой декартовой 
системы координат. Таким образом, М* — та точка, в которой 
гипербола данного семейства касается прямой PQ. Приближенно 
точку М* можно найти с помощью рис. 16.3. Координаты точки М* 
(в старой системе координат) дают арбитражное решение Нэша для 
поставленной задачи; в рассматриваемом случае и | и 2, 6, «2 ~ 3,4. 
Для нахождения точных значений координат точки М* надо со
ставить систему из уравнения прямой PQ и уравнения гиперболы 
нашего семейства; параметр с находится из условия единственнос
ти решения такой системы (дискриминант квадратного трехчлена, 
полученного при подстановке одного уравнения в другое, должен 
быть равен нулю). 

В рассматриваемом случае указанная система уравнений 
(в новой системе координат) имеет вид 

Г ' , ' 25 I " 1 + " 2 = -g-, 
t и\и'2 = С. 
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Подставляя Uj = 25/8—Wj из первого уравнения во второе, получаем 
квадратное уравнение 

8 K ) 2 - 25u'i + 8с = 0. 

Решение этого уравнения, получающееся при обращении дискри
минанта в нуль, есть Mj = 25/16; из первого уравнения системы по
лучаем «2 = 25/16. Переходя к старой системе координат, находим 
координаты точки М*: и* = Wj +VA = 41/16, «2 = ui^+VB = 55/16. 

Итак , «правильное» распределение прибыли (оптимальное ре
шение), диктуемое арбитражным решением Нэша, таково: игрок 1 
получает 41/16денежных ед., а игрок 2 получает 55/16денеж-
ных ед. 

Реализация оптимального решения осуществляется некоторой 
смешанной стратегией коалиции {1 ,2} . Чтобы найти смешанную 
стратегию коалиции {1, 2} , реализующую исход (u j , Uj)) надо «сме
ш а т ь » ситуации (a i ,b i ) и (02,62), приводящие к исходам (3,3) 
и (1,5) , в некоторой пропорции так , чтобы выполнялось равенство: 
Л(3,3) + ( 1 - А ) ( 1 , 5 ) = (41/16, 55/16) ,откуда Л = 25/32, 1 - Л = 7/32. 
Итак , для получения «справедливой» доли фирмы 1 л 2 долж
ны воспроизводить ситуацию {ai,bi) с частотой 25/32, ситуацию 
(02,62) с частотой 7/32, а остальные ситуации не воспроизводить 
совсем. 

З а м е ч а н и я . 1. Рассматриваемое здесь кооперативное решение 
биматричной игры предпол£1гает «неделимость» выигрышей игроков 
(в частности, невозможность передачи части выигрыша от одного игро
ка к другому). В теории игр такое решение называется нооперативным 
решением без разделения полезности. 

2. Арбитражное решение Нэша может быть использовано для реше
ния задачи многокритериальной оптимизации для случая, когда крите
рии являются несравнимыми между собой (в частности, когда невозмож
но НЕОсождение локального коэффициента замещения). В этом случае в 
качестве точки status quo выступает точка, координатами которой явля
ются минимально допустимые значения критериев. 



Лекция 17. Кооперативные игры 

• Коалиции. Характерист,ическая функция игры п лиц. Свойст.во супер-
аддитивност,и. • Эквивалент,ност,ь кооперат,ивных игр. Величина ко
оперативного эффект,а коалиции. • Сущест.венные и несущест,венные 
игры. 0 — 1 редуцированная форма игры. • Дележи. Условия сущест,-
венност.и и несущест.венности игры в т,ерминах дележей. • Задача 23. 
Рынок трех лиц. 

1. Кооперативный аспект игры связан с возможностью обра
зования в ней коалиций игроков. Частично этот вопрос уже за
трагивался при рассмотрении кооперативного решения биматрич-
ной игры (лекция 16). Однако наиболее существенные проблемы, 
связанные с образованием коалиций, возникают для игр с числом 
игроков больше двух. 

Рассмотрим игру п лиц в нормальной форме (см. лекцию 15) 

Г = ( / , ( Х ^ ) , б л ( / г ) г 6 / ) . • (17.1) 

О п р е д е л е н и е . Коалицией в игре Г называется произвольное 
подмножество игроков S С I = { 1 , . . . , « , } . В частности, одноэле-
мент,ное множество {%}, сост,оящее из единственного игрока г, 
по определению считается коалицией. Допускается т,акже пус
тая коалиция 0 и коалиция I, содерж:ащая всех игроков. 

Сформулируем основные предположения, касающиеся возмож
ностей кооперативного поведения игроков в игре Г. 

(1) Возмож:но образование любых коалиций. 
(2) Игроки, вст,упившие в коалицию, имеют возможност,ъ при

менения любых совместных дейст,вий сост,авляющих ее игроков. 
Формально это условие означает, что множеством стратегий 

коалиции S является декартово произведение Xs = П -^j • 
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(3) Суммарный выигрыш, полученный всеми игроками коали
ции S, может быть распределен между ее членами любым спосо
бом. 

Это условие включает, во-первых, «безграничную делимость» 
полезностей игроков и, во-вторых, возможность «передачи полез
ности» от одного игрока к другому (как говорят в теории игр — 
возможность «побочных платежей»). 

Если для игры Г предположения (1)-(3) приняты, Г становится 
кооперативной игрой (точнее, кооперативной игрой с разрешен
ными побочными платеж:ами). Основная проблема, возникающая 
в кооперативных играх, — введение для них понятия оптимально
го исхода, а также выяснение условий существования оптимальных 
исходов и разработка способов их нахождения. 

В кооперативной игре возможности коалиции S можно охарак
теризовать одним числом v{S), представляющим собой максималь
ный гарантированный суммарный выигрыщ игроков коалиции S 
в наиболее неблагоприятных для нее условиях, когда все осталь
ные игроки также объединяются в коалицию с противоположны
ми интересами. Формально v{S) есть цена антагонистической игры 
коалиции 5 против коалиции остальных игроков I \ S. Т а к как 
множеством стратегий коалиции S является YI -^ii множеством 

стратегий к о а л и ц и и / \ 5 является YI Х , и функция выигрыша ко-
iei\s 

алиции 5* есть fs = XI / ь то цена построенной антагонистической 
игры определяется равенством 

v{S) = sup inf /six,у), (17.2) 
xeXs v^^i\s 

где 
fs{x,y) = '^fi{x,y). 

ies 

З а м е ч а н и я 1. В случае, когда множества стратегий игроков ко
нечны, операторы sup и inf превращаются соответственно в max и min; 
равенство (17.2) дает тогда нижнюю цену получающейся матричной иг
ры. 

2. Суммирование выигрышей разных игроков имеет смысл лишь тог
да, когда они измеряют свои полезности в одной шкале. Поэтому, если 
первоначально это условие не выполнено, то при переходе к коопера
тивному варианту игры необходимо «пересчитать» функции выигрыша 
игроков, приведя их к единой шкале. 
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Определение. Функция, которая каждой коалиции S С I ста-
вит, в соответ,ствие число v(S), определенное равенст,вом (17.2), 
называет,ся характеристической функцией игры Г. Пара 
{I,v), где I — множест,во игроков и v — характеристическая 
функция игры Г, называется кооперативной игрой, постро
енной для игры Г. 

Кооперативная игра (/, v) является уже нестратегической (в ней 
не отражены возможности игроков по формированию ситуаций иг
ры с помощью выбора стратегий), однако последствия, связанные 
с возникновением тех или иных ситуаций игры Г и касающиеся не 
только отдельных игроков, но и их коалиций, отражены в характе
ристической функции V. 

Установим основные свойства характеристической функции 
игры п лиц. 

Теорема 17.1. Характеристическая функция v обладает сле
дующими основными свойствами: 

(1) v{0) = О (персональност,ь); 
(2) Если Si П S2 = 0, то v{Si) + v{S2) < v{Si U S2) (суперадди-

тивност,ъ). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Свойство (1) очевидно из определения. 

Докажем (2). Пусть Si П S2 = 0 . По определению супрему
ма для любого £ > О найдутся такие стратегии xsi 6 Xsi и 
xs2 G Xs2, что в любой ситуации у € X/ выполняются неравен
ства: /si(2/|ksi) > v{Si) - е, /saCl/lkss) > '"{S2) - е- Определим 
стратегию xsi U xs2 коалиции Si U S2, для которой ее г-я компо
нента совпадает с г-й компонентой стратегии жд,, если г G Si и 
с г-й компонентой стратегии xs2, если г € 52 (такая стратегия су
ществует в силу условия 8\Г\82 = 0 ) . Замечая, что y||(a;si LJ^Sj) = 
= (2/||a;s2)||a;si = iy\\^Si)\\xs2i получаем при произвольной ситуации 
уеХг. 

/зЛуЩхзг и xs^)) > v{Si) - е, (*) 
/ S , (2/II {xs, UXS2))> V{S2 ) - £. (**) 

Складывая эти неравенства и учитывая, что fs, + /s j = /siUSj! 
получаем 

fs,uS2iy\\ixs, U i s J ) > v{Si)+viS2) - 2£, 

откуда 
inf fsius2{y\\ixsi UXS2)) > v{Si) +v{S2), 
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следовательно, 

sup inf fs,uS2{y\\x) > v{Si) + v{S2), 

T.e.v{SiUS2) >v{Si)+v{S2). 
Свойство супераддитивности по индукции распространяется 

на любое число коалиций, а именно, для произвольного семейст
ва {Sk)f.^YV попарно непересекающихся коалиций имеет место не
равенство 

г г 

J2ASk)<v[[jSk). (17.3) 
fc=i fc=i 

В частности, представляя произвольную коалицию S в виде семей
ства одноэлементных коалиций {г}, где i £ S, получаем 

Y,v{i)<v{S). (17.4) 

Свойство супераддитивности характеристической функции име
ет следующий содержательный смысл. Соединяя свои возможнос
ти, коалиции Si и S2 получат во всяком случае не менее того, что 
они получили бы в сумме, действуя порознь. Для непересекающихся 
коалиций ^ i и ^2 разность v{Si U S2) — (v(S'i) + v{S2)) есть неот
рицательное число, показывающее дополнительную выгоду, кото
рую получают коалиции ^ i и S2 от объединения в «единое целое». 
В частности, если эта разность равна нулю, то объединение коали
ций 5 i и S'2 в одну коалицию Si U S2 не приносит этим коалициям 
никакой дополнительной выгоды. 

З а м е ч а н и е . В теории игр рассматриваются также характеристи
ческие функции, не связанные непосредственно с игрой п лиц. А именно, 
под абстрактной характ.еристической функцией над множеством иг
роков I = {1,п} понимается произвольное отображение v, которое каж
дой коалиции S С I ставит в соответствие определенное число v{S). 
Если абстрактная характеристическая функция обладает указанными 
в теореме 17.1 свойствами персонгшьности и супераддитивности, то па
ра (/,г;) называется кооперативиой игрой. В конкретных случа
ях число v{S) имеет разный содержательный смысл, например, оно мо
жет характеризовать силу коалиции; ее гарантированные возможности; 
«вклад» в некоторое предприятие (как положительный, так и отрица
тельный); «уровень притязс1ний» и т.п. Примеры характристических 
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функций, не связанных непосредственно с игрой Г общего вида, приведе
ны ниже. 

2. Введем отношение эквивалентности кооперативных игр, рас
сматриваемых над одним и тем же множеством игроков. Рассмот
рим кооперативную игру {I, v). Зафиксируем положительное число 
к > О и п чисел а (г = 1, п). Положим 

v'{S)=kviS)+Y,Ci. (17.5) 
ies 

Убедимся, что v' — также харктеристическая функция, т.е. что 
она удовлетворяет условиям теоремы 17.1. 

(1) v'{0) = kv{0) + ^ C i = 04-0 = 0 (персональность). 

(2) Установим супераддитивность функции v'. Для любых двух 
непересекающихся коалиций Sy, S2 С / имеем 

ieSiUS2 
v'{SiUS2)-{v'{S,)+v'{S2))^{kv{Si\JS2)+ J2 "=')' 

- (kv{Si) + ^ Ci -Ь kviS2) + X^ Cî  = 

= kiv{Si US2)- v{Si) - v{S2)) > 0. 

Определение. iTee коопертивные игры {I,v)'u {I,v') называ
ются эквивалентными, если сущест,вует положит,елъное число 
к > О и п чисел а (г = 1,п), при кот,орых выполняется равенст
во (17.5). 

Нетрудно проверить, что отношение эквивалентности коопера
тивных игр является отношением эквивалентности в теоретико-
множественном смысле, т.е. оно рефлексивно, симметрично и тран-
зитивно. 

За счет подбора констант /с > О и Cj (г = 1,п) можно от за
данной кооперативной игры (/, v) перейти к эквивалентной ей ко
оперативной игре с теми или иными дополнительными свойствами. 
В частности, полагая fc = 1 и Cj = —v{i), получаем эквивалентную 
игру с характеристической функцией w", имеющей следующий вид: 

v\S)=v{S)-Yl^{i). (17.6) 
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Согласно (17.4), функция u° неотрицательна, т . е . г'°(5') > О для 
любой коалиции 5 С 7. С другой стороны, любая неотрицатель
ная супераддитивная функция множества u(S) является изотон-
ной, так как условие 52 2 Si влечет 52 = 5i U (52 \ 5 i ) , откуда 
w(52) > "(51) +u{S2 \ Si) > u{Si). Таким образом, для характерис
тической функции v^ 

S1CS2 => v°{Si) < v°{S2). (17.7) 

Для фиксированной коалиции S С I неотрицательное число 
^"(5) = г>(5) — Y1 v{i) будем называть величиной кооператив-

ного эффекта коалиции 5 в игре {I,v). Число v^{S) показывает 
тот дополнительный выигрыш, который получают игроки г S 5 
при объединении их в коалицию. В терминах кооперативного эф
фекта условие (17.7) формулируется следующим образом: при уве
личении коалиции величина кооперативного эффекта возрастает 
(не уменьшается). 

3 . Охарактеризуем кооперативные игры, в которых не возника
ет кооперативного эффекта. 

Т е о р е м а 17 .2 . Для кооперативной игры {I, v) следующие усло
вия эквивалентны между собой: 

(а) Характеристическая функция v аддит,ивна {т.. е. для лю
бых двух непересекающихся коалиций Si,S2 выполняется условие 
v{SiVJS2) = v{Si) + v{S2))\ 

(б) v{S) = ^ v{i) для любой коалиции S С. I; 

(в) v{I) = Zvii). 
iei 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (а) следует (б), так как в предположе
нии (а) имеем 

v{S)=v[\J{i})=J2vii). 
ies ies 

Далее, так как (в) есть частный случай (б), то из (б) следует (в). 
Остается проверить, что из (в) следует (а). Докажем равносиль
ную импликацию: из отрицания условия (а) следует отрицание 
условия (в). Отрицание условия (а) означает, с учетом суперад
дитивности функции V, что для некоторых непересекающихся коа
лиций 5i и 52 выполняется неравенство v{Si U 52) > viSi) + v{S2)-
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Используя это неравенство и (17.4), получаем 

v°(5iU52) = t ; (5 iU5 '2 ) - ^ v(i) = 
i€SiUS2 

> viSi и 52) - {v{Si) + v{S2)) > 0. 

Таким образом, для коалиции Si U S2 величина кооперативного 
эффекта оказывается строго положительной, тогда в силу его 
изотонности тем более v°(/) > О, т.е. v{I) > J ] v(i). Последнее 

неравенство есть отрицание условия (в). 
Кооперативная игра {I,v), удовлетворяющая одному из эквива

лентных между собой условий (а), (б), (в) теоремы 17.2, называ
ются несущественной. Наиболее простым для проверки являет
ся условие (в). Условие (а) имеет чисто математический характер. 
Условие (б) с помощью функции v*̂  может быть переписано в виде 
v^{S) = 0; оно означает, что для любой коалиции S величина ее 
кооперативного эффекта равна нулю. 

Поскольку множество кооперативных игр, рассматриваемых 
над фиксированным множеством игроков, разбито на классы эк
вивалентности, возникает задача выбора в каждом таком классе 
наиболее простой в некотором смысле игры. С этой целью введем 
следующее определение. 

Определение. Говорят,, что кооперативная игра (/, v) имеет, 
О — \-редуцированную форму, если: 

(1) v{i) = о для всех г ^ I; 
(2) vil) = 1. 
Теорема 17.3. Камсдая существенная кооперат,ивная игра 

эквивалентна некотрой кооперативной игре, имеющей 0 — 1-реду-
цированную форму. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу условия существенности игры, 
выполняется неравенство 

< / ) - ^ г , ( г ) > 0 . 
i6l 

Положим 
v*{S) =kv{S) + Y^Ci >0 , 
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где к = 1/(г»(/) — J^ v( i ) ) , Cj = —kv{i). Тогда игра {I,v*) эквива-
iei 

лентна игре (/, v), причем 

v*{i) = kv{i) +Ci = 0; 

v*il)=kv{l)+^ci = kv{I) - kj^vii) =k(v{I)-J2<i)) = 1 -
iei i6i iei 

З а м е ч а н и е . В явном виде харгжтеристическая функция v* может 
быть предстгшлена в виде 

v{s) - Е v{i) 

iei 

Правая часть равенства (17.8) имеет следующий содержательный смысл: 
она показывает отношение величины кооперативного эффекта для коали
ции S к величине кооперативного эффекта для коалиции / всех игроков. 
Так как при увеличении коалиции коопертивныи эффект возрастает, это 
отношение не превосходит единицы. 

4 . Рассмотрим кооперативную игру {I,v). Будем интерпретиро
вать число v{S) как сумму, гарантированно получаемую коалици
ей S. Тогда коалиция / всех игроков может гарантированно полу
чить сумму v{I) и затем распределить ее любым способом между 
всеми игроками. Всякое такое распределение будем трактовать как 
возможный исход игры (/, v). Формально указанное распределение 
есть вектор х = {xi,... ,Хп) £ R", г-я компонента которого по
нимается как сумма, которая достается игроку i £ I. Вопрос, ка
кой исход кооперативной игры (/, v) следует считать оптимальным 
(«правильным», «справедливым»), будет рассмотрен в следующей 
лекции, а сейчас укажем некоторые предварительные условия оп
тимальности исхода. К а к уже было показано при изучении коопера
тивного решения биматричной игры (см. лекцию 16), безусловны
ми требованиями, предъявляемыми к оптимгшьному исходу, явля
ются требования индивидуальной и коллективной рациональности. 
В рассматриваемом случае эти требования принимают следующий 
вид. 

(Л1) Xi > v{i) для всех г £ I (индивидуальная рациональность); 
(Л2) '^ Xi = v{I) (коллективная рациональность). 

i€l 
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З а м е ч а н и е . Требовг1Ние индивидуальной рационгшьности означа
ет, что игрок i получает при распределении х не меньше той величи
ны, которую он может получить гарантировсшно, действуя в одиночку. 
Поясним требование коллективной ргщиональности. Предположим, что 
^Xi < v{I). Тогда разность а = v{I) — Y^Xi будет положительной. Fac
iei iei 
смотрим п положительных чисел £ i , . . . , е„, для которых £i + - • • + £п = а. 
Распределение у = {yi, • • • ,1/п), где yi = Xi -t Si, более выгодно, чем рас
пределение X, для всех игроков i & I; тем самым распределение х не будет 
удовлетворять условию оптимальности по Парето. Если же "^Xi > v{I), 

то такой вектор х не достижим для коалиции / . Таким образом, в этом 
случае игроки «делят больше, чем имеют». 

О п р е д е л е н и е . Бектпор х € К" , удовлетворяющий условиям ин
дивидуальной и коллективной рациональности, называется деле
жом в кооперативной игре {I,v}. 

Итак, при поиске оптимального исхода кооперат,ивной игры 
{/, v) мы должны ограничиться т о л ь к о теми распределениями, ко
торые я в л я ю т с я дележами. Рассмотрим вначале некоторые фор
мальные свойства дележей. Из условий (А1) и (А2) следует такое 
правило. 

П р а в и л о 17 .1 . Для того чтобы вектор х = ( x i , . . .,а;„) G R" 
был дележом в кооперативной игре {I,v), необходимо и достаточ
но, чтобы он был представим в виде 

п 
Xi = v{i) + ai, где Oj > О, ^ а , = v ( / ) - ^ v ( i ) . (17.9) 

i = l iei 

Пояснение. Числа Q , имеют прозрачную интерпретацию: а , — 
это добавка игроку 1 к его гарантированной сумме v(i) при разде
ле «дополнительной прибыли», возникающей в результате коопера
тивного эффекта. 

Приведем несколько следствий, вытекающих из правила 17.1. 

С л е д с т в и е 1. Всякая несущественная кооперативная игра 
имеет единст,венный дележ: х = {v{l),... ,v{n)). 

Таким образом, для несущественной игры проблема нахождения 
ее оптимального исхода решается тривиально: это ее единственный 
дележ. При этом каждый из игроков получает сумму, которую он 
может обеспечить себе самостоятельно. Содержательно такой вы-
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вод очевиден: раз коалиция всех игроков не имеет дополнительной 
прибыли, то делить нечего. 

С л е д с т в и е 2 . Всякая существенная кооперативная игра име
ет бесчисленное множество дележей. 

С л е д с т в и е 3 . Для кооперат,ивной игры в О — 1-редуцированной 
форме вектор х = {xi,... ,Хп) € К" является дележом тогда и 

п 
только тогда, когда Xi > О {i = 1,п), ^ Xi = 1. 

г=\ 
Таким образом, для игры в О — 1-редуцированной форме мно

жество ее дележей совпадает с множеством 5„ п-компонентных ве
роятностных векторов. В этом случае содержательный смысл i-й 
компоненты вектора х — это доля г-го игрока при распределении 
общей полезности, принятой за единицу. 

5. З а д а ч а 2 3 . Рынок трех лиц. 
Рассмотрим классическую модель рынка, в которой участвует 

один продавец и два покупателя. Предположим, что у продавца име
ется неделимый товар (например, компьютер), который он оцени
вает в рденежных ед., а первый и второй покупатели оценивают 
этот товар в g и г денежных ед. соответственно (считаем q < г). 
Необходимое условие участия всех троих в сделке — выполнение 
неравенств р < q и р < г. 

Итак, р < q < г. Проанализируем эту ситуацию как игру, 
считая продавца игроком 1, первого покупателя — игроком 2 и 
второго покупателя — игроком 3. Характерной особенностью этой 
игры является возможность совместных действий игроков, т . е . 
возможность образования в ней коалиции (коалиция продавца с 
покупателем интерпретируется как сделка между ними). 

Построим характеристическую функцию этой игры, рассматри
вая v{S) как гарантированную прибыль коалиции S; при этом при
быль коалиции считается равной сумме прибылей всех ее участ
ников. Очевидно, что прибыль возможна лишь для коалиции, 
содержащей продавца, поэтому v{2) = v{2) = г;({2,3}) = 0. Далее, 
г»(1) = О, так как продавец, действуя в одиночку, не может обес
печить себе никакой прибыли. Найдем теперь v{{l,2}). Создание 
коалиции {1, 2} означает, что игроки 1 и 2 вступают в сделку, т . е . 
продавец (игрок 1) продает товар первому покупателю (игроку 2). 
Сделка «устраивает» обоих игроков только в том случае, когда це
на продажи S заключена между р и q, т.е. р < s < q.B этом случае 
прибыль продавца равна s — р (так как он оценивал свой товар 
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в рденежных ед., а получил «денежных ед.); прибыль первого по
купателя равна q — S (так как он оценивал товар в g денежных ед., 
а потратил на его покупку s денежных ед.). Общая прибыль коали
ции {1, 2} равна (s — р) + {q — s) = q —р- Аналогично получаем, что 
общая прибыль коалиции {1,3} равна г — р. 

Коалиция всех трех игроков {1, 2, 3} может интерпретироваться 
здесь как сделка всех троих, осуществляемая следующим образом: 
игрок 3 покупает товар игрока 1 по цене s', где р < s' < г и раз
ность {г — s') игроки 2 У1 3 делят между собой (т.е. игрок 3 отдает 
часть своей прибыли игроку 2 за его «неучастие в покупке», что 
способствует снижению цены продажи товара). В этом случае об
щая прибыль коалиции {1, 2, 3} равна г—р. Окончательно получаем 

у{1) = г;(2) = у{Ъ) = г;({2,3}) = О, v{{\, 2}) = g - р, 
«({1,3}) = 4(1 ,2 ,3}) = г - р . 

Приведем эту игру к О — 1-редуцированной форме. Имеем 

v*{\) = v\2) = v'{2,) = О, «*({1,2,3}) = 1, 

'̂  »'' '>) = <{172:з}) = °-
Содержательно число v* (S) представляет собой отношение величи
ны кооперативного эффекта для коалиции 5 к величине коопера
тивного эффекта для коалиции {1, 2,3} всех игроков. 



Лекция 18. Оптимальные исходы 
в кооперативных играх 

• От.ношение доминирования дележей и его прост,ейшие свойст.ва. 
• С-ядро. Крит,ерий принадлежност.и дележа к С-ядру. Задача 24. 
Опт,имальное распределенг1е прибыли (кооперативное решение игры 
с разделением полезности). • Вект.ор Шепли, его аксиоматическое 
обоснование и явное выражение. • Вектор Шепли для простых игр. 
Задача 25. Оценка «силы» держателей акций. 

1. Основной задачей данной лекции является обсуждение во
проса — какие исходы кооперативной игры следует рассматривать 
в качестве ее оптимальных исходов? Для кооперативной игры (7, v) 
будем интерпретировать число v{S) как некоторую полезность (на
пример, денежную сумму), которую коалиция S может гарантиро
ванно получить и затем распределить любым способом среди своих 
членов. Под исходом игры {I,v) понимается распределение между 
всеми ее игроками полезности v(I). Предварительные условия, на
кладываемые на такое распределение, состоят в том, что оно долж
но удовлетворять условиям индивидуальной и коллективной рацио
нальности, т . е . должно быть дележом (см. лекцию 17, п. 4). Однако 
в существенной кооперативной игре имеется бесконечное множес
тво дележей, поэтому следующий этап определения оптимального 
исхода кооперативной игры состоит в сужении множества дележей 
(ср. с определением оптимального исхода в задаче многокритери
альной оптимизации, лекция 5). 

Сравнение дележей кооперативной игры проводится на осно
ве введения отношения доминирования дележей. Введем вначале 
следующее обозначение: для произвольной коалиции S С I и де
лежа X = (xi,... ,Хп) через x(S) будем обозначать общую сумму, 
получаемую коалицией 5 в дележе х, т . е . x{S) = ^^ Хг-
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О п р е д е л е н и е . Говорят, что дележ у доминирует 
дележ х по коалиции S {записывает,ся у ;^ х), если: 

(а) Уг > Xi для всех i £ S; 
(б) y{S) < v{S). 

Пояснение. Условие (а) означает, что для всех членов коалиции S 
jMineiK. у лучше, чем дележ х. Условие (б) выражает достижимость 
(реализуемость) дележа у для коалиции S. 

О п р е д е л е н и е . Говорят, что дележ: у доминирует де
леж: X (записывается у У х), если существует непустая коа
лиция S С I, для которой, у У^ х. Формально отношение у- есть 
объединение отношений У по всем непустым коалициям S С I. 

З а м е ч а н и е . Отношение доминирования дележей, вообще говоря, не 
является транзитивным: из того, что х У у и у У z, не следует, что х У г. 
В то же время, может выполняться одновременно х У у и. у У х. Дело 
здесь в том, что соотношения х У у и у У z могут осуществляться по 
разным коалициям. 

Установим теперь несколько простых свойств отношения доми
нирования дележей. 

1°. Доминирование дележей по одноэлементной коалиции не
возможно. 

2°. Доминирование дележей по коалиции I всех игроков невоз
можно. 

3° . В игре двух лиц доминирование дележей невозмож:но. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Предположим, что у у'' х. Тогда по 
условию доминирования (а) j/j > Xf, в то же время, согласно 
условию (б) должно быть j/j < v{i), откуда Xi < г;(г) в противоречие 
с тем, что вектор х является дележом. 

2) Предположим, что у У х. Тогда по условию (а) у^ > Xi для 
всех i G I, откуда у{1) = ^Уг > Y^ Xi = х{1). Согласно условию 

iei iei 
коллективной рациональности, для дележа у{1) = v{I), х{1) = v{I) 
и получаем v{I) > v(I) — противоречие. 

Свойство 3° непосредственно следует из свойств 1° и 2°. 

Важным свойством эквивалентных кооперативных игр являет
ся наличие изоморфизма между их отношениями доминирования. 
Точнее, имеет место следующее утверждение. 
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У т в е р ж ; д е н и е 1 8 . 1 . Пусть v и v' — характеристические функ
ции над множеством игроков I, причем 

v'{S)=kv{S)+yci, Е-
где S С I, к > 0. Тогда отображение х^ = кх{ + Ci (i = 1,п) 
устанавливает взаимно-однозначное соответствие между множес
твом дележей игры {I,v) и множеством дележей игры {I,v'), при 
котором W.3 у >~ X следует у' ) ^ ^ х'. 

З а м е ч а н и е 1. Таким образом, для любой фиксированной коали
ции S указанное отображение осуществляет изоморфизм отношений до
минирования по коалиции S. Следовательно, данное отображение явля
ется также изоморфизмом отношений доминирования дележей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Убедимся вначале, что вектор х' = 
= (а ;^ , . . . , xj^) является дележом. Используя, что х — дележ в игре 
(/ , v), получаем 

х'^ = kxi + Ci>^ kv(i) + Ci = v'{i); 

^ ж- = '^{kxi + Ci) = fc ^ Xj -b ^ Ci = kv{I) +'^Ci=^ v'{I). 
iei iei i€i iei iei 

Итак , x' — дележ в игре (7, г;'). Предположим теперь, что имеет 
место у >-'̂  X, т . е . выполнены соотношения: yi > Xi [i & S), 
y{S) < v{S). Проверим условия доминирования по коалиции S для 
пары {у',х'). 

(а) у[ = куг + Ci> kxi + Ci = х[ (г G S); 

ieS i^S ieS i€S 

= kyiS) +^ci< kv{S) +Y^ci= v'{S). 
ies ies 

Итак, у' У^ x'. Взаимная однозначность отображения х —> х' 
вытекает из существования обратного отображения (обратным бу
дет отображение Xi = —̂  — г - ) . 

к к 
З а м е ч а н и е 2. Утверждение 18.1 позволяет при рассмотрении от

ношения доминирования дележей переходить от заданной кооперативной 

259 



игры к любой эквивалентной ей игре, в частности, для существенной 
игры — к ее О — 1-редуцированной форме. 

2 . Естественный путь сужения множества дележей основан на 
их сравнении, которое осуществляется на базе отношения домини
рования. Предположим, что игрокам I предлагается дележ а; и в то 
же время существует такой дележ у, что у У х. Последнее означа
ет существование такой непустой коалиции SCI, что, во-первых, 
дележ у является более предпочтительным для всех членов коали
ции S, чем дележ х, и, во-вторых, что дележ у может быть реа
лизован коалицией 5 независимо от действий остальных игроков. 
Поэтому попытка введения дележа х должна встретить противо
действие со стороны коалиции S, имеющей «желание» получить у 
вместо X, а также возможность это желание осуществить. Из этих 
рассуждений можно сделать следующий вывод: предложение деле
жа X может быть принятие всеми коалициями игры только тог
да, когда этот, дележ не являет,ся доминируемым. 

О п р е д е л е н и е . Множ^ество недоминируемых дележей коопера-
тивногТ. игры называется ее С-ядром. 

Следующая теорема характеризует дележи кооперативной игры, 
попадающие в ее С-ядро. 

Т е о р е м а 18 .1 . Для т,ого чт,обы дележ: х кооперат,ивной игры 
{I, v) принадлеж:ал ее С-ядру, необходимо и достаточно, чтобы 
для любой коалиции S С I выполнялось равенство 

x{S)>v{S). (18.1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность. Предположим, что де
леж X не принадлежит С-ядру. Тогда существует такой дележ у, 
что у y^ X для некоторой коалиции S С. I. Согласно условию до
минирования (а), 

а согласно условию доминирования (б), 

2/(5) < viS). 

Получаем х(5) < v{S), что противоречит (18.1). Таким образом, 
достаточность установлена. 
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Необходимость. Проведем вначале доказательство при дополни
тельном предположении: v{i) = О для всех г е / . Если для какой-
либо коалиции S С I неравенство (18.1) не выполнено, то для нее 
имеет место неравенство x{S) < v{S). 

Построим дележ у = ( у х , . . . , j/„), полагая 

Xi -Ь а , где а = ' {г е 5 ) , 

А где P='-^^IJ=^ a^S). 

(Смысл формулы (18.2) ясен. Положительная величина v{S) — x{S) 
делится игроками коалиции S поровну и добавляется к компонен
там «старого» дележа х, в результате чего коалиция S имеет в 
сумме v{S); оставшаяся часть v{I) — v{S) делится поровну между 
игроками, не принадлежащими коалиции S.) Заметим, что постро
енный вектор у действительно является дележом, так как все его 
компоненты неотрицательны и их сумма равна v{I). Кроме того, 
выполняется у У^ х, так как yi > Xi для всех г G S и. y{S) < v{S). 
Итак, дележ х не принадлежит С-ядру, что доказывает необходи
мость. 

Наконец, заметим, что дополнительное условие, наложенное на 
характеристическую функцию v, не нарушает общности рассужде
ния. Действительно, для выполнимости указанного условия доста
точно перейти к эквивалентной кооперативной игре с характерис
тической функцией 

t ; ° ( 5 ) = t ; ( 5 ) - ^ t ; ( i ) 

и воспользоваться замечанием 2 к утверждению 18.1. При этом надо 
учесть, что неравенства (18.1) инвариантны относительно преобра
зования, переводящего игру (/,г;) в эквивалентную игру {/, v"). 

Система неравенств (18.1), определяющая С-ядро, задает не
который многогранник в множестве всех дележей (который иног
да может вырождаться в пустое множество). Рассмотрим подроб
ней, что представляет собой С-ядро кооперативной игры с малым 
числом игроков. Напомним, что в игре двух лиц отношение до
минирования дележей пусто (см. свойство 3° в данной лекции), 
поэтому принцип С-ядра имеет смысл для игр с числом игроков 
п > 3. Рассмотрим кооперативную игру трех лиц, заданную в 
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М о"" 

дГз=1-С, bzl-Сз 

Рис. 18.1 

О — 1-редуп;ированной форме. В этом случае достаточно задать зна
чения характеристической функции для двухэлементных коалиций. 
Положим: w({l,2}) = сз, v({l,3}) = сг, и({2,3}) = ci. Так как 
для игры трех лиц в О — 1-редуцированной форме множество деле
жей есть множество вероятностных векторов вида (a;i, жг, жз), где 
а;1,а:2,жз > Оижх-Ьжг+Жз = 1, оно геометрически может быть пред
ставлено в виде треугольника М1М2М3, причем дележ (xi, агг, а;з) 
отождествляется с точкой М = Х1М1+Х2М2+Х3М3 этого треуголь
ника. По теореме 18.1 дележ (xi, Х2, Хз) принадлежит С-ядру тогда 
и только тогда, когда выполняется система линейных неравенств 

xi -Ьжг > Сз, 
3̂ 1 + а ; з > С2, 

Х2 + Хз > Ci. 

(18.3) 

Так как Х\ = 1 — {х2 + Хз), то на основании (18.3) Ху < 1 — ci; 
аналогично, жг < 1 — С2, жз < 1 — сз. Построив прямые xi = 1 — ci, 
Х2 = 1 — С2, Хз = 1 — Сз, получим искомое С-ядро, имеющее вид мно
гоугольника, содержащегося в треугольнике М1М2М3 (некоторые 
варианты такого многоугольника представлены на рис. 18.1). 

Рассмотрим теперь задачу экономического содержания, решение 
которой может быть получено с помощью нахождения С-ядра 
кооперативной игры. 

Задача 24. Оптимальное распределение прибыли {коопера
тивное решение игры с разделением полезност,и). 
Имеются три предприятия, специализирующиеся на выпуске 

комплектующих деталей А или В одинаковой стоимости, при
чем изделие собирается из одной детали А и одной детали В. 
Возможности предприятий по выпуску этих деталей приведены в 
табл. 18.1. Так как ни одно из предприятий не в состоянии само
стоятельно производить данное изделие, то они заключают меж-
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ду собой договор с последующим распределением прибыли. Какое 
распределение прибыли между этими тремя предприятиями будет 
оптимальным ? 

Таблица 18.1 

1 
2 
3 

А 
900 
600 
0 

В 
0 
0 

1000 

Рассмотрим описанный «производственный конфликт» как иг
ру трех предприятий {1, 2,3}. Составим характеристическую функ
цию этой игры, значения которой интерпретируются как число из
делий, которое в состоянии произвести соответствующая коалиция. 
Так как ни одно из предприятий в отдельности, а также коали
ция предприятий 1 W. 2 яе в состоянии производить изделие, то 
г>(1) = v(2) = г»(3) = v({l,2}) = 0. Далее, предприятия" 1 ж 3 вмес
те могут произвести 900 изделий, следовательно, г;({1,3}) — 900; 
аналогично v{{2, 3}) = 600. Коалиция всех трех предприятий обес
печивает выпуск 1000 изделий, откуда г'({1,2, 3}) = 1000. 

Перейдем к О — 1-редуцированной форме игры; здесь 

v*{S) = 
v{S) 

v{{l,2,2,]) 1000' 

Находим: г;*({1,2}) = О, v*({2,3}) = 0,6, г>*({1,3}) = 0,9. 
Согласно приведенному выще описанию С-ядра игры трех лиц, 

получаем, что в рассматриваемом случае С-ядро определяется 
системой неравенств: 

a ; i<0 ,4 , а ;2<0,1 , Жз < 1. (18.4) 

Итак, оптимальным решением данной задачи, полученным на 
основе понятия С-ядра, будет любое распределение прибыли, при 
котором предприятие 1 получает не более 40% общей прибыли, 
предприятие 2 — не более 10% и предприятие 3 — все остальное. 
Всякое такое распределение будет устойчивым: никакая коалиция 
предприятий не сможет ему ему эффективно противодействовать. 

И обратно, всякое распределение прибыли, не удовлетворяю
щее условиям (18.4), не будет устойчивым. Возьмем в качестве 
примера такое распределение прибыли, при котором прибыль де
лится пропорционально числу деталий, которое предприятия в со
стоянии произвести. Соответствующий дележ задается вектором 
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( 0 , 3 6 , 0 , 2 4 , 0 , 4 ) , который не принадлежит С-ядру. Если будет 
предложено указанное распределение прибыли, то предприятия 1 
и 3 смогут ему эффективно противодействовать с помощью объ
единения своих возможностей (т .е . создавая коалицию {1, 3}). Дей
ствительно, так как v*({l ,3}) = 0,9 , то в этом случае коалиция 
{1, 3} получает 90% всей прибыли против 76% прибыли, имеющей
ся при дележе (О, 36, О, 24, 0,4) . 

Используя содержательную терминологию, можно сказать, что 
решение кооперативной игры, принадлежащее ее С-ядру, предохра
няет от «экономического сепаратизма», т . е . от возникновения коа
лиции, разрушающей предложенный исход игры. 

Сделаем еще два замечания, относящихся к задаче 24. 
З а м е ч а н и я . 1. Построенную в задаче 24 математическую модель 

конфликта в виде кооперативной игры можно считаться адекватной 
только в случае наличия возможности «разделения полезности» между 
предприятиями; например, такое разделение возможно, если полезность 
имеет денежный характер, но невозможно, если полезность представляет 
собой некоторый неделимый продукт. (Рекомендуем сравнить рассмат
риваемую задачу с задачей 22 оптимального распределения прибыли без 
ее разделения.) 

2. Вопрос о выборе конкретного дележа из С-ядра (в случае его непус
тоты) остается открытым. Выбор единственного оптимального дележа 
из С-ядра требует дополнительной информации о свойствах оптималь
ного дележа. Здесь ситуация аналогична выбору оптимального исхода из 
множества Парето-оптимальных исходов для задачи многокритериаль
ной оптимизации (см. лекции 5-7). 

3 . Концепция оптимальности решения кооперативной игры, во
площенная в понятии С-ядра, обладает, при всей своей естествен
ности, рядом недостатков, одним из которых является то, что в не
которых играх С-ядро оказывается пустым. Поэтому в теории игр 
изучаются и другие принципы оптимальности исходов кооператив
ных игр. Важнейшим из них является принцип, предложенный аме
риканским математиком Л. Шепли; он основан на построении так 
называемого вектора Шепли. 

Концепция оптимальности, предложенная Шепли, базируется на 
следующем подходе. Каждой кооперативной игре (/, f) ставится в 
соответствие п-компонентный вектор Ф{у) = (Ф1(г;) , . . . , Ф„(г;)), г-я 
компонента которого понимается как справедливый выигрыш, на
значаемый игроку i в соответствии с его «вкладом» в игру. Та
ким образом, вектор Шепли можно рассматривать как «справед-

264 



ливое» распределение общей прибыли, полученной коалицией всех 
игроков в результате кооперативного эффекта (см. лекцию 17). Да
лее Шепли формулирует ряд аксиом, заключающих в себе опреде
ленное понимание «справедливого распределения полезности». Эти 
аксиомы (в эквивалентной формулировке) состоят в следующих 
требованиях. 

(А1) Аксиома с и м м е т р и и . Фя•i(г') = Фг{у) для любого авто
морфизма 7Г игры (/ , v). 

Пояснение. Под автоморфизмом игры (/, v) понимается такая пере-
стг1Новка тг множества / , что v{nS) = v(S) для любой коалиции S С I. 
Аксиома симметрии выражает тот факт, что игроки, входящие в игру 
симметрично, должны получить одинаковые выигрыши. 

( А 2 ) А к с и о м а э ф ф е к т и в н о с т и . ^ ^i{v) — v(I). 

Э т а аксиома означает, что распределению подлежит вся сумма 
v{I); формально она выражает условие групповой рациональности 
исхода, т . е . его оптимальности по Парето. 

( A 3 ) А к с и о м а болвана . Если игрок го 6 / таков, что для 
любой коалиции S С I выполнено равенство v{S'0 {io}) = '^'{S), т,о 

Пояснение. Игрок io, участвующий в формулировке аксиомы (A3), 
в теоретико-игровой терминологии называется болваном. Из свойства 
супераддитивности функции v сразу же следует, что v{{io}) = 0. Таким 
образом, игрок го не может обеспечить себе никакого выигрыша и не вли
яет на выигрыши коалиций, к которым он присоединяется. Аксиома (A3) 
требует, чтобы игрок, являющийся болваном, ничего не получгш при рас
пределении. 

( А 4 ) Аксиома а г р е г а ц и и ( л и н е й н о с т и ) . Если и и v — ха-
рактерист,ические функции над множеством I, то для характе
ристической функции w = и -\- V выполняет,ся равенство 

Смысл аксиомы агрегации состоит в том, что при участии игро
ка в двух играх (что соответствует сложению характеристических 
функций), его выигрыши должны складываться. 

Отметим, что условия «справедливости» дележа, выражаемые 
аксиомами (А1)-(АЗ), являются вполне приемлемыми с содержа
тельной точки зрения. Аксиома (А4) не столь естественна, как 
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предыдущие три аксиомы. Тем не менее, справедлив следующий 
результат, установленный Шепли в 1953г. 

Теорема 18.2. Существует и притом только одна функция Ф, 
удовлетворяющал аксиомам {А1)-{А4). 

Вектор Ф(г|) = (Ф1(г'),..., Ф„(г')) называется вектором Шеп
ли для игры {I, v). Вектор Шепли является дележом игры (7, v) и 
в явном виде определяется равенством 

ФЫ-Е^'^ ' ' 'У" '^ '^^(^)-^(^\И)) (^е/). (18.5) 
SCI " • 

Приведем одну интерпретацию компонент вектора Шепли. 
Предварительно рассмотрим следующую комбинаторную задачу. 
Зафиксируем игрока г £ I и коалицию S С I, содержащую это
го игрока. Найдем вероятность того, что в случайной перестановке 
элементов множества / все элементы множества 5 \ {i} окажутся 
до г, а все элементы множества I\S — после г (считаем все переста
новки равновероятными). Число интересующих нас перестановок 
по комбинаторному правилу произведения равно (|5| — l)!(n — \S\y., 
а так как общее число всех перестановок есть п!, то искомая вероят-

( |S i - l ) ! (n - |S | ) ! 
ность равна —— ~ —~. Далее, будем считать, что «вклад» 

п! 
игрока г в содержащую его коалицию S равен v{S) — v{S \ {г}), а 
вероятность присоединения игрока г к коалиции S \ {г} совпадает 
с найденной выше вероятностью того, что в случайной перестанов
ке множества {1,п} игроками, оказавшимися в этой перестановке 
до г, будут точно все игроки из 5 \ {г}. Тогда правая часть (18.5) 
представляет собой математическое ожидание выигрыша игрока г 
в условиях данной рандомизационной схемы. 

Наглядно указанную схему рандомизации можно представить 
следующим образом. Предположим, что игроки 1,п прибывают к 
определенному месту друг за другом случайным образом. Если 
игрок г, прибыв к указанному месту, застанет там игроков S \ {г}, 
то он считается присоединившимся к коалиции S \ {г}, причем 
его «вклад» в эту коалицию будет равен тому дополнительному 
выигрышу, который он вносит в нее, т.е. v{S) — v{S \ {г}). Тогда 
Фi{v) совпадает с математическим ожиданием (средним значением) 
выигрыша игрока г в условиях данной теоретико-вероятностной 
схемы. 
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Таким образом, получаем следующее правило подсчета компо
нент вектора Шепли. 

П р а в и л о 18 .1 . i-я компонента вектора Шепли ФДг») есть 
среднее арифметическое разност,ей v{S) ~ v{S \ {г}) по всевоз
можным перестановкам множ:ест,ва {1, п], причем в каждой пере
становке в качестве коалиции S выступает, множество игроков, 
расположенных в ней до индекса г. 

• П р и м е р 1 8 . 1 . Найдем с помощью правила 18.1 компонен
т ы вектора Шепли для произвольной кооперативной игры трех 
лиц {1 ,2 ,3} с характеристической функцией v, которая задана в 
О — 1-редуцированной форме. Полагаем г;({1,2}) = сз, v{{l, 3}) = сз, 
г'({2,3}) = ci- Для любой перестановки тг множества {1, 2, 3} и фик
сированного индекса г = 1, 2, 3 положим 

ААг) = у(3)-и(8\{г}), 
где S — коалиция игроков, расположенных в перестановке тг до 
индекса г включительно. Составим табл. 18.2, в которой указаны 
все перестановки тг игроков {1, 2, 3} и соответствующие им значения 
разностей Дя-(1). По правилу 18.1 получаем 

^ i W = ;^(2-2с1-Ьс2 + сз). о (*) 

Циклируя в равенстве (*) индексы 1,2,3, приходим к следующей 
общей формуле: 

(18.6) $ i (v) = -(2-2ci-bCj-|-Cfc) 

где i,j,k — попарно различные индексы из ( 1 , 2 , 3 } . 

Таблица 18.2 
тг 

Аж(1) 
123 
0 

132 
0 

213 
Сз 

231 
1 - С 1 

312 
С2 

321 
1 - с а 

Например, для игры рынка трех лиц (см. задачу 23) согласно 
(18.6) находим 

ф,(у) = 1(2-2с,+С2 + с,) = 1 + 1 - ^ ; 

^2{v) = - ( 2 - 2 c 2 - h c i 
D 

Сз) 
1 д~р_ 
6 г — р' 

Фз(.) = i ( 2 - 2 c з + c . + c.) = i - i . i e | . 
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Итак, «справедливая» доля продавца составляет более полови
ны общей прибыли (что может быть объяснено его монопольным 
положением). С другой стороны, как нетрудно подсчитать, 

Фз(^) -Ф2(г ' ) 2 ( г - р ) -

Так как по условию р < q < г, то Фз(г^) > ^2(^)5 что согласуется 
со здравым смыслом: покупатель 2 обладает большей «конкурент
носпособностью», поэтому его доля общей прибыли должна быть 
большей, чем доля покупателя 1. 

З а м е ч а н и е . Рассмотренные в данной лекции два принципа опти
мальности для кооперативных игр — С-ядро и вектор Шепли — имеют 
разные «идейные основания». А именно, оптимальность, заключенная 
в понятии С-ядра, основана на идее устойчивости дележа, а оптималь
ность в форме вектора Шепли — на идее справедливости дележа. При 
этом устойчивость дележа определяется внутренним образом — на языке 
отношения доминирования дележей; справедливость дележа постулиру
ется внешним образом в форме некоторой системы требований (аксиом). 
В общем случае вектор Шепли может не принадлежать С-ядру, т.е. ука
занные принципы оптимальности приводят к разным решениям. 

4 . В заключение рассмотрим полезный способ нахождения век
тора Шепли для кооперативных игр, характеристическая функция 
которых принимает только два значения: О и 1 (такие игры на
зываются простыми). Для простой игры (/, v) gee ее коалиции 
S С I, для которых v(s) = 1, называются выигрывающими. Ясно, 
что характеристическая функция простой игры полностью опре
деляется перечислением ее выигрывающих коалиций. Будем пред
полагать здесь, что коалиция, содержащая выигрывающую коали
цию, также является выигрывающей. Д л я простой игры разность 
v{S) — v(S\ {i}) будет равна 1 тогда и только тогда, когда S — вы
игрывающая коалиция, а 5 \ {г} — еще не выигрывающая; во всех 
остальных случаях эта разность будет равна нулю. 

О п р е д е л е н и е . Пусть тг — некоторая перестановка игроков 
{ l , n } . Назовем игрока i ведущим в данной перестановке, 
если коалиция игроков S \ {г}, расположенных до него в этой 
перестановке, не выигрывающая, а коалиция S — выигрывающая. 

На основании правила 18.1 получаем следующее правило. 
П р а в и л о 18 .2 . Для простой игры с характ-еристической функ

цией V ее i-я компонента вект,ора Шепли ^i{v) есть отношение 
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числа перестановок, в которых игрок г является ведущим, к об
щему числу всех перестановок. 

При небольших значениях п подсчет компонент вектора Шепли, 
основанный на правиле 18.2, удобно осуществлять следующим обра
зом. Выпишем все перестановки множества {1, п} и в каждой из них 
отметим ведущего игрока (единственного игрока, который «превра
щает» невыигрывающую коалицию игроков, стоящих в этой пе
рестановке до него, в выигрывающую). Подсчитывая для каждого 
фиксированного г число перестановок, в которых игрок г является 
ведущим, определяем г-ю компоненту вектора Шепли $ i (u ) . Исполь
зуем указанный прием для решения следующей задачи. 

З а д а ч а 2 5 . Оценка «силы» держателей акций. 
Акции некоторой акционерной компании распределены между 

четырьмя акционерами, причем акционер 1 обладает 10% всех 
акций, акционер 2— 20%, акционер 3— 30% и акционер 4 — 40%. 
На общем собрании акционеров решение принимается по правилу 
простого большинства (одна акция равна одному голосу). Найти 
оценку «силы» акционеров при данной схеме голосования. 

Р е ш е н и е . Выпишем все перестановки игроков {1 ,2 ,3 ,4} и в 
каждой из них отметим ведущего игрока (т .е . игрока, присоедине
ние которого ко всем предыдущим «создает» более половины голо
сов, см. табл. 18.3). 

Таблица 18.3 
1234 
2314 
3124 
3214 
2134 
1324 

1243 
2413 
4123 
4213 
2143 
1423 

1342 
3412 
4132 
4312 
3142 
1432 

2341 
3421 
4231 
4321 
3241 
2431 

Находим: 
игрок 1 является ведущим в двух перестановках; 
игрок 2 является ведущим в шести перестановках; 
игрок 3 является ведущим в шести перестановках; 
игрок 4 является ведущим в десяти перестановках. 

По правилу 18.2 получаем: 

^i{v) 12' $2 (и) 4 ' Фз(г;) = - , Ф4(^) 
5 
12' 
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Заметим, что вектор Шепли здесь не совпадает с вектором про
центного соотношения акций (т. е. «вес Шепли» для игрока не про
порционален числу его акций). Например, игрок 4 имеет вдвое 
больше акций, чем игрок 2, однако соотношение их весов Шепли 
равно ^ : J = 5 : 3 . Еще более примечательным является сов
падение «сил» игроков 2 ж 3. Хотя игрок 3 имеет в полтора раза 
больше акций, чем игрок 2, у игрока 3 нет никаких преимуществ 
перед игроком 2: оба являются ведущими в шести перестановках. 
Впрочем, совпадение «сил» игроков 2 и 3 видно уже из того фак
та, что они симметрично входят в выигрывающие коалиции данной 
игры. В самом деле, выигрывающими коалициями здесь являются: 
{2, 4}, {3,4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, (1, 3, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}. Переста-
новка 7Г, меняющая местами игроков 2 и 3, а, всех остальных остав
ляющая на месте, сохраняет множество выигрывающих коалиций 
и, следовательно, является автоморфизмом построенной игры. 



Р Е З Ю М Е И ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

I. Игра представляет собой математическую модель совмест
ного принятия решения несколькими сторонами (называемых иг
роками или лицами), имеющими несовпадающие интересы. Игра 
общего вида может быть задана в виде следующего набора объ
ектов: Г = {I,{Xi)i^i,{fi)i^i), где / — множество игроков, Xi — 
множество стратегий игрока г, / , — функция выигрыша игрока г. 
Полагаем далее / = {1, п}. Если каждый игрок г € I выбрал страте
гию Xi G Xi, то складывается ситуация х = {xi,..., а:„); число fi(x) 
представляет собой оценку полезности ситуации х с точки зрения 
игрока г и в теоретико-игровых терминах называется выигрыгием 
игрока г в ситуации х. Считается, что целью каждого игро
ка является максимизация своей функции выигрыша. Так как це
ли игроков различны, игра представляет собой принятие решения 
в условиях конфликта. 

I I . Игра Г называется антагонистической, если в ней чис
ло игроков равно двум и их интересы прямо противоположны. 
В случае, когда множества стратегий игроков конечны, антаго
нистическая игра может быть задана матрицей вида А = ||а- |̂| 
{г = 1,п, j — 1,гп), называемой матрицей выигрышей или пла
тежной матрицей; такая игра обозначается далее через Гд. 
В игре с платежной матрицей А стратегии игрока 1 отождествля
ются с номерами строк, стратегии игрока 2— с номерами столбцов, 
число oj рассматривается как выигрыш игрока 1 и одновременно 
проигрыш игрока 2 в ситуации (г, j ) . 

Ситуация (го, Jo) называется седловой точкой в игре Г^, если 
при всех i = 1,п, j = 1,т выполнено двойное неравенство 

4" < af < ai . 
г — го — го 
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Седловая точка может рассматриваться как оптимальное совмест
ное решение в игре Гд, где оптимальность ситуации выражается 
в ее устойчивости: ни один из игроков не заинтересован в одно
стороннем отклонении от седловой точки, так как при таком от
клонении его выигрыш уменьшается. Необходимым и достаточным 
условием существования в матричной игре Г^ седловой точки яв
ляется наличие у нее цены, т.е. выполнение равенства vi = г»2, где 
vi = maxmina^, V2 — minmaxa-^. 

г j 3 i 
к сожалению, не всякая матричная игра имеет цену. Этот 

недостаток можно преодолеть с помощью перехода к смешанным 
стратегиям, когда каждая чистая стратегия выбирается с некото
рой наперед заданной вероятностью. Основным результатом те
ории матричных игр является теорема фон Неймана, утверж
дающая, что всякая матричная игра имеет седловую точку 
в смешанных стратегиях. 

Под решением матричной игры ГА В смешанных стратегиях по
нимается тройка {Х^,У°,УА), где (ж", у*') — седловая точка и г'д — 
цена игры Гд в смешанных стратегиях (при этом стратегия ж" яв
ляется оптимальной (максиминной) стратегией игрока 1 и у'^ — 
оптимальной (минимаксной) стратегией игрока 2). Аналитическое 
(формульное) решение существует только для игр формата 2 x 2 . 
Если один из игроков имеет ровно две стратегии, то решение мат
ричной игры может быть найдено графоаналитическим методом. 
В общем случае нахождение решения матричной игры может быть 
сведено к решению пары двойственных задач линейного програм
мирования. 

III. Игра Г общего вида называется бескоалиционной, если 
в ней запрещено образование коалиций игроков. В бескоалицион
ных играх основным принципом оптимальности является принцип 
равновесия [равновесия в смысле Нэша), состоящий в следую
щем. Ситуация игры называется ситуацией равновесия, если 
при одностороннем отклонении от нее отклонившийся игрок умень
шает (точнее, не увеличивает) свой выигрыш. 

Игра, в которой участвуют два игрока и множества их страте
гий конечны, называется биматрииной игрой. Такая игра может 
быть задана парой матриц [А,В), где А = \\al\\, В = \\Ь1\\ — мат
рицы одного формата п х т. При этом в ситуации (г, j) выигрыш 
игрока 1 равен aj и выигрыш игрока 2 равен Ь^. Матричную иг
ру можно рассматривать как частный случай биматричной игры, 
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когда В = ~А. Принцип равновесия является обобщением принци
па седловой точки при переходе от класса матричных игр к более 
широкому классу биматричных игр. 

В классе биматричных игр принцип равновесия реализуется в 
смешанных стратегиях — это важное утверждение есть теорема 
Нэща, доказанная им в 1951г. 

Задача нахождения ситуаций равновесия биматричной игры в 
общем случае является достаточно сложной. Для игр небольших 
форматов нахождение их ситуаций равновесия основано на свойст
ве дополняющей нежес1пкост,и, которое позволяет свести нахож
дение ситуаций равновесия с заданной парой спектров к решению 
двух систем однородных линейных уравнений. 

I V . Если в игре Г общего вида допускается образование коа
лиций, то ее ситуации равновесия могут не обладать устойчивос
тью относительно отклонений коалиций игроков. В связи с этим 
в теории игр рассматриваются различные усиления понятия рав
новесия, одним из которых является понятие /С-устойчивости, где 
К- — некоторый фиксированный набор коалиций. Содержательно 
/С-устойчивость ситуации означает, что в ней реализуется «ба
ланс интересов и возможностей» для всех коалиций 5 G /С. При 
этом, если /С состоит из всех 1-элементных коалиций игры, то ее 
/С-устойчивость «превращается» в равновесие по Нэшу; если 1С со
стоит из единственной коалиции всех игроков, то /С-устойчивость 
ситуации эквивалентна ее оптимальности по Парето. 

Для биматричной игры существует единственная нетривиаль
ная коалиция — коалиция обоих игроков {1 ,2} . В такой игре 
/С-устойчивость ситуации для /С = {{1}, {2}, {1,2}} означает, что 
эта ситуация является одновременно ситуацией равновесия по Нэ
шу и оптимальной по Парето. Однако в биматричной игре может 
иметься ситуация равновесия по Нэшу, которая не является опти
мальной по Парето — это обстоятельство называется противо
речием между выгодностью и устойчивостью. 

Если руководствоваться только идеей выгодности ситуации для 
коалиции {1 ,2} , то игра теряет свой стратегический смысл и пре
вращается в разновидность задачи двухкритериальной оптимиза
ции, где критериями служат функции выигрыша игроков. В этом 
случае нахождение оптимального решения биматричной игры сво
дится к выбору исхода из множества Парето-оптимальных исходов. 
Кэшем была предложена система аксиом, которая для любой бимат
ричной игры определяет единственный оптимальный исход в мно-
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жестве ее оптимальных по Парето исходов; это решение называется 
арбитражным реилеиием Нэтлла. Арбитражное решение Нэща 
может быть реализовано некоторым вероятностным распределени
ем на множестве чистых стратегий коалиции {1,2}. 

V. Кооперативный аспект игры связан с возможностью образо
вания в ней коалиций. Формально коалиция в игре Г общего вида 
с множеством игроков / определяется как произвольное подмножес
тво S С I. Если допустить для игры Г возможность образования 
в ней любых коалиций, возможность выбора членами коалиции лю
бых совместных действий, а также возможность любого распреде
ления суммарного выигрыша коалиции между составляющими ее 
игроками, то получается классическая кооперативная игра. 

Зафиксируем в игре Г некоторую коалицию S С I. Пусть 
vr{S) — наибольший гарантированный суммарный выигрыш игро
ков коалиции 5, который она в состоянии получить в самых небла
гоприятных для нее условиях, когда остальные игроки объединяют
ся в коалицию I\S с противоположными интересами. Число vr{S) 
является простой, но весьма важной характеристикой возможнос
тей коалиции 5 в игре Г. Отображение, которое каждой коалиции 
5 С / ставит в соответствие число vr{S), называется характе
ристической функцией игры Г. Основные свойства характе
ристической функции VY: 

1) 1^(0) = О (персональность); 
2) vr{Si и S2) > vr{Si) + vr{S2) для ^i П S2 = 0 {су пер аддитив

ность). 
Всякая функция v, определенная на всех подмножествах множес

тва / и обладающая свойствами персональности и супераддитив
ности, называется (абстрактной) характеристической функ
цией над множеством / . Некоторые задачи теории игр приводят 
к построению характеристической функции безотносительно иг
ры Г. Пара {I,v), где / — произвольное множество и v — харак
теристическая функция над множеством I, называется коопера
тивной игрой. 

VI. Свойство супераддитивности характеристической функции 
имеет ясный экономический смысл — оно отражает эффект ко
операции, состоящий в том, что суммарные возможности коали
ции превосходят сумму возможностей составляющих ее членов. 
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в частности, для коалиции всех игроков / выполняется неравенст
во v{I) > X] '"{''•) (случай равенства означает отсутствие коопера-

iei 
тинного эффекта и приводит к несуществ ениой кооперативной 
игре). 

Для существенной кооперативной игры положительная величи
на v{I) — Х̂  v{i) может быть интерпретирована в экономических 

i€l 
терминах как дополнительная прибыль, полученная участниками 
игры за счет их кооперации. При этом возникает важная задача 
оптимального («правильного») распределения этой дополнительной 
прибыли между игроками. В данном курсе рассматриваются два 
подхода к решению этой задачи: первый подход основан на идее 
устойчивости распределения и формализуется в понятии С-ядра; 
в основу второго подхода положена идея справедливости распреде
ления, которая формализуется в понятии вектора Шепли. 
, Первый щаг при определении оптимального распределения со-

с^гоит в формулировке бесспорных требований к такому распределе
нию; эти требования включают в себя индивидуальную рациональ
ность (состоящую в том, что каждый игрок должен получить не 
меньше того, что он может получить самостоятельно), и коллек
тивную рациональность (сводящуюся к оптимальности по Паре-
то). Распределение, удовлетворяющее условиям индивидуальной и 
коллективной рациональности, называется дележом. Однако для 
существенной кооперативной игры имеется бесконечное множество 
дележей (для игры п лиц оно может быть отождествлено с сим
плексом п-компонентных вероятностных векторов). Поэтому вто
рой шаг при определении оптимального распределения должен со
стоять в сужении множества дележей (в идеале — до одного деле
жа). Разные методы осуществляют указанный шаг по-разному. 

Сформулируем два принципа выбора дележа — принцип С-ядра 
и принцип Шепли. 

VII . Принцип С-ядра основан на введении отношения доми
нирования дележей. Доминирование дележа х дележом у по коали
ции S содержательно означает, что, во-первых, для каждого члена 
коалиции S дележ у лучше, чем дележ х, и, во-вторых, что коали
ция S может обеспечить дележ у своими силами, независимо от дей
ствий других игроков. Предположим, что реализуется (или предла
гается к реализации) дележ х и вместе с тем дележ у доминирует 
дележ X по коалиции S. Тогда коалиция 5, будучи заинтересован
ной в замене дележа х дележом у и имеющая возможность обес-
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печить дележ у, выступает в качестве потенциальной угрозы осу
ществлению дележа х. Если мы хотим найти такое распределение, 
которому не угрожает ни одна коалиция, то следует ограничить
ся недоминируемыми дележами, которые и составляют С-ядро 
кооперативной игры. В экономических терминах выбор дележа из 
С-ядра можно интерпретировать как «предостережение от эконо
мического сепаратизма». 

К сожалению, принцип С-ядра обладает рядом недостатков. 
Основные из них: а) для некоторых кооперативных игр С-ядро 
оказывается пустым; б) в случае непустоты С-ядро содержит, как 
правило, множество дележей. 

V H I . Принцип Шепли является аксиоматическим принципом 
оптимальности. Решение определяется здесь как отображение, ко
торое каждой кооперативной игре вида (7, v) ставит в соответствие 
п-компонентный вектор Ф{у) = (Ф1(г;) , . . . , Ф„(г')) (где п = | / | ) , при
чем на это отображение накладывается ряд условий (аксиом), сово
купность которых формализует понятие «справедливого» дележа. 
Приведем эти аксиомы в их содержательной трактовке. 

(А1) Аксиома симметрии требует, чтобы игроки, входящие 
в игру симметрично (являющиеся взаимозаменяемыми), получали 
одинаковые выигрыши. 

( А 2 ) Аксиома эффективности означает, что распределению 
подлежит вся сумма (полезность), находящаяся в распоряжении 
коалиции / всех игроков. 

( A 3 ) Аксиома болвана постулирует, что игрок, который ничего 
не вносит ни в одну коалицию, ничего не получает при распределе
нии. 

( А 4 ) Аксиома агрегации (линейности) сводится к тому, что 
при участии игрока в двух играх его выигрыши должны склады
ваться. 

Следует отметить , что аксиомы (А1)-(АЗ) являются естест
венными требованиями, возникающими при формализации поня
тия справедливости дележа. Менее естественным является тре
бование, выражаемое аксиомой (А4). В настоящее время в тео
рии игр разрабатываются различные модификации системы аксиом 
(А1)-(А4) [45]. 

Теорема, доказанная Шепли в 1953г., утверждает , что сущест
вует,, и притом т,олько одна, функция Ф, определенная на клас
се всех кооперативных игр и удовлет,воряющая сист,еме аксиом 
(А1)-(А4). Э т а функция называется функцией Шепли, а вектор 
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ф(г') = (Ф1(^),. . . ,Ф„(и)) — вектором Шепли для кооператив
ной игры с характеристической функцией v. При этом вектор Ф(у) 
всегда является дележом в игре (/, v). 

Явное описание компонент вектора Шепли имеет следующий 
вид: г-я компонента вектора Шепли есть среднее арифметическое 
всех «вкладов», которые игрок г вносит в коалиции, к которым 
он присоединяется. (При этом вероятность присоединения игрока г 
к коалиции S совпадает с вероятностью того, что в случайной 
перестановке всех игроков множество тех, которые окажутся в этой 
перестановке до игрока i, есть, в точности, множество S.) 

В общем случае вектор Шепли может не принадлежать 
С-ядру, даже если последнее не пусто; таким образом концепция 
устойчивости дележа (на которой основан принцип С-ядра) и кон
цепция справедливости дележа (на которой основан принцип Шеп
ли) расходятся между собой. 

I X . Кратко охарактеризуем задачи, приведенные в части 1П. 
Задачи 16 и 19 служат иллюстрацией конфликтов определен

ного типа между принимающим рещение и природой; подробный 
анализ задач такого рода содержится в [7]. Постановка Задачи 17 
взята из [7]; т ам же содержится обобщение данной задачи на неанта
гонистический случай. Задача 18 имеет иллюстративный харак
тер и рассмотрена во многих учебниках по теории игр. Задача 20 
связана с моделями перераспределения ресурсов, которые нашли 
широкое применение в анализе «локальных» и «глобальных» ха
рактеристик экономической системы. Понятие экономического рав
новесия введено франко-швейцарским экономистом Леоном Вальра-
сом. Задача 21 заимствована из учебника [4]. Задача 22 иллюст
рирует арбитражное решение Нэша, впервые рассмотренное им при 
решении так называемой задачи о торге [12]. Задача 23 является 
одной из простейших задач, относящихся к «играм рынка», кото
рые описаны во многих учебных пособиях по приложениям теории 
игр, см., например, [19]. Задача 24 дает способ нахождения С-ядра 
кооперативной игры трех лиц. Задача 25 иллюстрирует правило 
нахождения вектора Шепли для простой игры. 

X. Упражнения. 
1. Две конкурирующие фирмы могут выставить на продажу по одно

му из трех видов товаров {К, М, Н}. При этом имеют место следующие 
доминирования: М У К, К У Н, Н У М. Если фирмы выстгтляют на 
продажу товары разных видов, то фирма, которая выставила доминиру
ющий товар, получает прибыль в 1 денежную ед., а другс1Я имеет убыток 
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в 1 денежную ед. Если же обе фирмы выставляют на продажу товар од
ного вида, то они лишь покрывают убытки (прибыль равна нулю). 

Составьте платежную матрицу игры. (Найдите ее нижнюю и верх
нюю цену; убедитесь, что игра не имеет седловой точки). 

Примечание. Описанная ситуация представляет собой разновидность 
известной игры «камень-мешок-ножницы» (мешок «побеждает» камень, 
камень «побеждает» ножницы, ножницы «побеждают» мешок). 

2. Конкурирующие фирмы А а В имеют возможность производить 
изделия одного из пяти видов, которые затем продаются на одном рынке. 
Доход фирмы А, зависящий от сочетания типов изделий, произведенных 
обеими фрфмами, задгж табл. 1. Целью фирмы А является максимизЕщия 
своего дохода, а целью фирмы В — минимизация дохода конкурирующей 
фирмы А. В полученной матричной игре найдите все седловые точки и 
оптимальные стратегии игроков (в чистых стратегиях). Проверьте для 
полученной игры свойство прямоугольности множества седловых точек 
(см. следствие 3 теоремы 13.1). 

Таблица 1 

1 
2 
3 
4 
5 

1 
0 
13 
11 
4 
8 

2 
6 
6 
7 
5 
7 

3 
15 
5 
8 
16 
17 

4 
6 
3 
7 
6 
7 

5 
10 
8 
9 
14 
7 

3. Фирмы Аи В продают на одном рынке изделия одного из видов 1, п, 
где п > 2. Если обе фирмы продают изделия разных видов, то фирма А 
имеет доход в 1денежную ед., а если изделия оказываются одного вида, 
то фирма А несет убытки в 1 денежную ед. Считая, что целью фирмы А 
является максимизация дохода, а целью фирмы В является разорение 
конкурента, составьте платежную матрицу игры. 

Проверьте, что: 
а) равномерно распределнные стратегии игроков являются их опти

мальными смешанными стратегиями; 
б) цена игры в смешанных стратегиях равна (п — 2)/п. 
4. Фирмы А VI В могут вложить свой капитсШ в производство товаров 

различных видов (в любой пропорции). Прибыль фирмы А, зависящая от 
сочетания типов произведенных товаров, определяется табл. 2. Считаем, 
что цель фирмы А состоит в максимизации своей прибыли, а цель 
фирмы В — в разорении конкурирующей фирмы А. 

Найдите оптимгшьные смешанные стратегии игроков и цену игры. 
Дайте истолкование оптимальных стратегий в терминах распределения 
капиталов обеих фирм. 
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Таблица 2 

1 
2 
3 
4 

1 
3 
3 
4 
0 

2 
2 
4 
2 
4 

3 
4 
2 
4 
0 

4 
0 
4 
2 
8 

Указание. Используйте правило удаления доминируемых стратегий 
(правило 14.3) и аналитический метод нахождения решения матричной 
игры. 

5. Фермер может засеять поле культурами /fi и /G. Доход фермера, 
зависящий от сочетания погодных факторов, определяется табл. 3. 

Таблица 3 

К, 
К2 

1 
6 
1 

2 
4 
3 

3 
2 
7 

Рассматривая табл. 3 как игру фермера с природой, найдите ее решение 
в смешанных стратегиях и дайте истолкование полученного решения 
в терминах физической смеси стратегий. 

Указание. Используйте графоаналитический метод (см. лекщ1ю 14, 
п. 2). 

6. Найдите решение задачи выбора момента поступления товара на 
рынок для случая п = 5 (задача 17). 

Указание. Исключите доминируемые стратегии. 
7. Найдите решение задачи инспекции предприятий торговли (зада

ча 19) при следующих значениях величин qi: qi = 9, 52 = 8, дз = 6, q^ = 4, 
45 = 2. 

8. Две фирмы Атл. В могут продавать товары различных типов. При
быль каждой фирмы при любом сочетании представленных на продажу 
товаров зависит от того, являются ли эти товары конкурируюпщми или 
взаимнодополнительными, и определяется табл. 4 и табл. 5: 

Таблица 4 Таблица 5 
А 
а\ 
0.2 

bi 
1 
3 

62 
5 
2 

В 
0,1 

0.2 

bi 
6 
2 

fo 
1 
3 

В полученной биматричной игре найдите ситуации равновесия по 
Нашу. Дайте истолкование полученного решения. 

9. Два предприятия по обслуживанию населения предлагают жите
лям некоторого населенного пункта, имеющего Л'̂  потешщальных клиен
тов, набор услуг 1,п. Если первое предприятие предлагает г-ю услугу. 
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а второе предприятие — ;̂-ю услугу, то доля клиентов, пользующихся 
услугой г, равна pij, а остальные клиенты выбирают услугу j . Выигры
шем предприятия считается число его клиентов. 

а) Покажите, что полученная биматричная игра эквивалентна неко
торой матричной игре. 

б) Составьте математическую модель описанного конфликта для 
матрицы Р = \\pij\\, заданной табл. 6, считая, что Л'̂  = 1000. 

0,6 
0,4 
0,1 
0,4 

0,5 
0,5 
0,6 
0,6 

Табли 
0,6 
0,5 
0,2 
0,4 

ца 6 
0,5' 
0,6 
0,7 
0,6, 

в) Найдите решение полученной матричной игры в смешанных стра
тегиях, комбинируя аналитический метод с отбрасыванием доминируе
мых стратегий. 

10. Организация состоит из председателя 1 и п — 1 рядовых членов 
2, п. По уставу организации решение принимается, если за голосует 
председатель плюс (по крайней мере) один голос, либо если за голосуют 
все рядовые члены. 

Опишите все выигрывающие коалиции получающейся кооперативной 
игры {I,v). Покажите, что компоненты вектора Шепли для указанного 
правила голосования таковы: 

^ , ^ п-2 ^ , , 2 , -— 9i{v) = , ф^{v) = — — для г = 2,п. 
п п(п — 1) 

11 . Оцените «силу» держателей акций в задаче 25, если решение 
будет приниматься квалифицированным большинством (не менее 2/3 
голосов). 

12. Имеется одно «бохшшое» предприятие и тг — 1 «малых» пред-
прият11Й, которые сбрасывают в бассейн загрязненную воду. Если воду 
сбрасывают только «мгшые» предприятия (в любом числе), либо одно 
«большое», то вода в бассейне самоочищается и загрязнения не проис
ходит. Если же воду сбрасывает «большое» предприятие и к «малых» 
предприятий, то концентрация вредных примесей будет пропорциональ
на к/(к + 1), где 1 < fc < п — 1. 

Считая, что штраф за загрязнение бассейна пропорционален концент
рации вредных примесей, найдите «справедливое» распределение штра
фа между всеми предприятиями, взяв в качестве вектора «справедливо
го» распределения вектор Шепли. 

ЛИТЕРАТУРА: [1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 16, 17, 19, 21, 22, 24, 
25, 26, 28, 30, 32, 33, 36, 37, 38, 40, 41, 43, 44, 45, 48]. 
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З А К Л Ю Ч Е Н И Е 

1. Произошедшее за последние десятилетия бурное развитие 
ряда математических теорий, относящихся к математической ки
бернетике (прежде всего — исследования операций и теории игр), 
наложило отпечаток и на дисциплины экономического характера. 
Без освоения понятий, методов и результатов этих теорий невоз
можно понимание современных подходов к экономике. Вместе с 
тем, существует весьма ощутимый разрыв между уровнем изложе
ния современных экономических концепций в научной литературе и 
уровнем их освещения в учебной литературе, предназначенной для 
студентов экономических специальностей. Преодоление указанного 
разрыва — исключительно важная задача экономического образо
вания. 

В данном учебном пособии представлен раздел математичес
кой экономики, который связан с построением и исследованием ма
тематических моделей принятия экономических решений. Автор 
ограничивается рассмотрением задач принятия решений, возника
ющих в микроэкономических ситуациях, главным образом, на уров
не фирмы. 

2 . Дадим краткое описание типов рассматриваемых здесь задач 
принятия экономических решений и соответствующего математи
ческого аппарата. 

А) В экономике часто возникает ситуация, когда имеется мно
жество планов, позволяющих выполнить определенное задание; та
кие планы называются допустимыми. В этом случае возникает 
задача выбора из всех допустимых планов наилучшего в некотором 
смысле (оптимального) плана. С математической точки зрения эта 
задача может быть сведена к нахождению экстремума некоторой 
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функции, заданной на множестве допустимых планов. В результате 
получается задача оптимизации при наличии ограничений, причем 
с экономической точки зрения эти ограничения выражают условия 
ограниченности ресурсов. 

Б) При оценке окончательного результата, как правило, прихо
дится учитывать несколько показателей (критериев), которые не
возможно свести к одному показателю. Это явление, называемое 
многокритериалъностью, является характерным для большин
ства экономических задач, возникающих как на микро- так и .на 
макроуровне. Математический аппарат , с помощью которого ана
лизируются задачи многокритериальной оптимизации, находится в 
стадии становления. Некоторые важные подходы, разработанные в 
теории многокритериальной оптимизации: доминирование по Паре-
то, способы учета дополнительной информации о соотношении кри
териев между собой, аксиоматические методы, нашли отражение в 
данном пособии. 

В) Большая часть курса отведена рассмотрению математичес
ких моделей принятия решений при неопределенности или риске. 
При управлении предприятием в условиях рыночной экономики на
личие множества неопределенных факторов является характерным 
(действия конкурентов, изменение цен на ресурсы, поведение по
требителей, колебания спроса на рабочую силу и т .п . ) ; в кибер
нетических терминах сочетания этих факторов образуют «среду», 
состояния которой необходимо учитывать при при51ятии экономи
ческих решений. 

Крайний случай при принятии решения в условиях неопределен
ности — полное отсутствие информации о состоянии среды — явля
ется для экономических задач нехарактерным. Более типичной при 
принятии экономических решений является ситуация, когда имеет
ся информация стохастического типа о возможностях наступления 
тех или иных состояний среды. Соответствующий класс задач при
нятия решений называется задачами принятия решений в условиях 
риска; их исследование базируется на теории вероятностей. 

Г) Частным случаем неопределенности является целенаправлен
ная неопределенность, вызванная действиями других сторон, пре
следующих собственные цели (например, действия конкурирующей 
фирмы). Математические модели таких конфликтов называются 
играми; они изучаются средствами теории игр. 
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3 . Современная теория принятия решений (разрабатываемая, 
главным образом, в рамкаос исследования операций и теории игр), 
является математической дисциплиной, активно использующей ма
тематические методы и соответствующий математический аппа
рат . Это обстоятельство служит надежным «барьером», препят
ствующим «проникновению» в эту теорию тех, кто не владеет со
временными математическими знаниями. Чтобы сделать пособие 
доступным лицам, не имеющим специальной математической под
готовки, автору прищлось, во-первых, ограничить класс рассмат
риваемых моделей принятия решений; во-вторых, «сместить акцен
т ы » с проблем математических на содержательное истолкование 
результатов; в-третьих, привести значительное число примеров ил
люстративного характера. Этим же обусловлена и структура кни
ги: лекционная форма изложения, когда материал излагается «с на
чала и до конца», — является наиболее апробированной и удобной 
для начинающих. 

4 . Важность умения принимать «правильные» решения при 
управлении предприятием, особенно в условиях рыночной эконо
мики, не требует доказательств. Вопрос не в том, нужно ли уметь 
принимать правильные решения, а в том, нужна ли для этого ма
тематическая теория и нельзя ли принимать хорошие решения, 
полагаясь только на опыт, интуицию и здравый смысл? 

Ответ на этот вопрос не столь прост, как это может показаться 
с первого взгляда. Дело в том, что при использовании для принятия 
решений метода математического моделирования необходимо реа
лизовать несколько этапов. Первый этап — построение самой ма
тематической модели, которая всегда является некоторым упроще
нием, огрублением реальной ситуации. Следующий этап — выбор 
определенного принципа оптимальности. Наконец, даже при фикси
рованном принципе оптимальности оптимальных решений может 
быть несколько; поэтому приходится выбирать одно из них, осно
вываясь на некоторых дополнительных соображениях содержатель
ного характера, не отраженных в построенной математической мо
дели. 

Так не проще ли сразу выбрать «хорошее» решение, основы
ваясь на здравом смысле? Немного по-другому этот вопрос может 
быть переформулирован в виде: «Что дает теория принятия ре
шений для практики принятия решений (в частности, в области 
экономики)?» 
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Безусловно, следует сразу отвергнуть ответ, что «теория дает 
самое лучшее решение» — такого решения в большинстве слож
ных ситуаций просто не существует. Однако, теория, по меньшей 
мере, указывает, чего не надо делать, т.е. «отсеивает» заведомо 
худшие варианты, предохраняя тем самым от грубых ошибок. Да
лее, теория выявляет характер дополнительной информации, на ба
зе которой может быть произведено дальнейшее сужение множества 
альтернатив и нахождение в нем оптимальной альтернативы. На
конец, освоение аппарата логико-математического анализа задач 
принятия решений позволяет принимающему решение глубже про
никнуть в существо проблемы, которая стоит перед ним. 
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