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Глава XXV/ __________ ---:-----

КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. 
ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 

§ 1 . Задача, приводящая к понятию двойноrо интеграла. 
Определение двойного интеграла 

К понятИю двойного интеrрала мы прихо
дим, рещая конкретную задачу вычисления 
объема цилиндрического тела. 

Цилиндрическим. телом называется тело, 
оrраниченное плоскостью жОу, некоторой 
поверхностью · 

z = f(x, у), (х, у) Е D, 

и цилиндр}fческой поверхностью, образую
щие которой параллельны оси (см. рис.l ). 
Область D изменения переменных х и у на
зывается ОСНО6(lнием цилиндрического тела. 

При оnределении объема тела будем ис
ходить из двух принципов: 

I)еслиразбитьтелоначасти, тоегообъ
ем, равен сумме объемов всех частей (свой
СТВQ аддитивности) ; 

z 

Рис.! 

!/ 

2) объем прямо го цилиндра, оrраниченного nлоскостью z = const , параллельной 
плоскости хОу, равен площади основания, умноженной на вьrсоту. 

В далънейщем мы будем предполагать, что область D является связной (состоящей 
из одного куска), квадрируемой (т. е. имеющей площадь) и ограниченной (т. е. располо
женной внуrри некоторого круга с центром в начале координат). 

Пусть 
z = f(x, у) 

- непрерывная фуНкция точки Р(ж, 1/} в области D и /(ж, у) � О всюду в области D, 
т. е. что рассматриваемая цилиндрическая поверхность целиком лежит над nлоско
стью жОу. Обозначим объем цилиндрического тела через V. 

Разобъем область D - основание цилиндрического тела на некоторое число n 
непересекающихся квадрируемых областей nроизвольной формы; будем называть их 
частичными областями. Пронумеровав частичные области в каком-нибудь порядке, 
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обозначим их через 

а их площади - через 

соответственно. Назовем диаметром частичной облас- .· 
ти D�: величину 

diam D�: = sup р(Р, Q), 
P,QEDc 

где символ р(Р, Q) означает расстояние между точками Р 
и Q. Обозначим через d наибольший из диаметров ча
стичных областей D�; (k = l, 2, . . . , n). Проведем через 
границу каждой частичной области цилиНдрическую nо
верхность с образующими,IJара.JIДельными оси Oz. В �:-' 
зультате цилиНдрическое тело окажется разбитым на n ча
стичных цилиндрических тел. Заменим k-oe частичное 
тело nрямым цилиндром с тем же основанием и высо
той, равной аnпликате какой-нибудь точки заменяемой 
nоверхности (рис. 2). Объем такого цилиНдра равен 

1 AV�: = j(P�:)AS�:, 1 
где точка Р�; (ж�:1 у�:) Е D�; , а AS�: -площадь области D�:. 

Рцс.2 

Проделав оnисанные построения для каждого частичного цилиндрического тела:, 
nолучим n-cтyneJiчaтoe тело, объем которого 

n 
Vn = Lf(P�;)AS�; . (1) 

k=l 

ИJIТУИТивно ясно, что Yn тем точнее выражает искомый объем V ,  чем меньше размеры 
частичных областей д�;. 

Примимаем объем V цилиндрич�ского тела равным пределу, к которому стре
мится объем (1) n-ступенчатоrо тела nри n -+ оо и стремлении к нулю наибольшего 
диаметра d частичных областей Dt. Естественно, предел не должен зависеть от вида 
разбиения области D на частичные области D�: и от выбора точек Pt в частИчных 
областях. 

' 

Пусть J(ж, у) ...... произвольпая функция, заданная в области D. Сумма 

(1) 

называется интегрШlьной суммой для функции j (ж, у) по области D, соответствующей 
мниому разбиению этой области на n частичJIЫХ областей и данному выбору точек 
I\(:t;�:, у�:) на частичных областях Dt. 
Оnреде.��енме. Если nри d -+ существует предел интегральных сумм 

n 
11 L J(P�:)AS�;, 

1:=1 
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не зависящий ни от способа разбиения области D на частичные области, ни от выбора 
точек Р�: в частичных областях, то он называется двойным интегралом от функции j(P) (или f (:с, у)) по области D и обозначается символом 

1/ j(P) dS, 
D 

или /1 j(z, у) dz dy. 
D 

Итак, 

(2) 

Сама функция f (:с, у) при этом называется интегрируемой в области D (I(P) - подын
тегральная функция, f(P) dS -подынтегральное выражение, dS -дифференциал (или 
элемент) площади, область D- область интегрирования; точка Р(ж, у)- переменноя 
точка интегрирования). . : · .. ; .. · , , . .. . . · 

Возвращаясь к цилиндрическому телу, заключаем: объем цилИНДрического тела, 
огранИченного плоскостью zOy, поверхностью z = j(z, у) (/(ж, у)� 0), (z, у) Е D, 
и цилиндрической поверхностью с образующими, параллелънw.IИ QCH Oz, равен двой.:. 
HQMY интегралу от функции /(z, у) по области D, являюЩейся осноВанием цилин-
дрического тела .. 

V == 11 J(P) dS, 
D 

или 

V � 11 j(z, у) dz dy. 
D 

Здесь dz dy - элемент площади в декартовых координатах.· Таков геометрический 
смысл двойного интеграла от неотрицательной функции. 

Если F(P) � О в D, то объем 

Если в области D функции j(P) принимает как положительные, так и отрица-
тельные значения, то интеграл 

11 j(P} dS 
D 

представляет алгебраическую сумму объемов тех частей тела, которые расположены 
над плоскостью zOy (берутся со знаком«+») , и тех частей riшa, которые расположены 
под плоскостью zOy (берутся со знаком «-» ) . 
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К составлению сумм вида ( l) для функции двух независимых персменных и к по
СЛедующему предельному переходу приводят самые разнообразные задачи, а не только 
задача об объеме цилиндрического тела. 

Сформулируем достаточные условия интегрируемости. 

Теорема 1 . Вся�еая фун�еция f(ж, у), непрерывная в ограниченной замкнутой области D, 
интегрируема в этой области. 

Требование непрерывности подынтегральной функции часто оказывается слиш
ком стеснительным. Для приложений важна следующая теорема, гарантирующая 
существование двойного интеграла для пекоторога класса разрывных функций. 

Будем говорить, что некоторое множество точек плоскости, имеет площадь нуль, 
если ero можно заключить в многоугольную фигуру сколь угодно малой площади. 

ТеОреМа 2. Если функция f(ж, у) ограничена в замкнутой ограниченной области D и не
прерывна всюду в D, кроме некоторого множества точек площади нуль, то эта функция 
интегрируема в области D. 

§. 2. О�новные свойства двойного интеграла ' '  
Двойные интегралы обладают рядом свойств, аналогичных свойствам определенного 
мНтеграла Для функций одной независимой переменной. 

· 2.1. Линейное свойство · 

Если функции f (Р) и �р(Р) интегрируемы в области D ,  а а и fЗ -любые вещественные 
числа, то функция af(P) + fЗ�р(Р) таюке интегрируема в области D, причем 

! ! [ af(P) + {З�р(Р)] dS. 
D 

2.2. �.,те.rрирование керавенста 
Если функции /(Р) и �р(Р) интегрируемы в области D и всюду в этой области 

/(Р) :::;; �р(Р), 
то 

!! f(P) dS :::;; ! ! �р(Р) dS, 
D D 

(l) 

(2) 

т. е. неравенства можно интегрировать. В частности, интегрируя очевидные неравен-
ства 

получим '· 
-1/(P)I:::;; /(Р):::;; lf(P)I, 

- // 1/(P)IdS:::; // f(P)ds:::; jj lf(P)IdS, 
D D D 
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или, что то же, 

!! J(P) dS � jj!J(P)I dS. 
D D 

2.3. Площадь nлоской области 

Площадь плоской облаСти D равна двойному интеrралу по этой области от функции, 
тождественно равной единице. Действительно, интегральная сумма для функции 
/(Р) = 1 в области D имеет вид 

n 2: l · �S" 
k=l 

и при :Любом разбиении области D на частичные области D" равна ее площади S. 
Но тогда и предел этой суммы, т. е. двойной интеграл, равен ПлgЩЩUI S области D: 

�s� {J dS I (3) 

2.4. Оценка интеrрапа 

Пусть функция /(Р) непрерывна в ограниченной замкнуfой области D, пусть М 
и т -наибольшее и наименьшее значения /(Р) в области D и S -ее площадь. Тогда 

mS � !! J(P) dS � MS. (4) 

D 

2.5. Аддитивность 

Если функция /(Р) интегрируема в области D и область .l).paзбlfra на две области Dt 
и D2 без общих внутренних точек, то /(Р) интегрируема на каждой из областей D1 
и D2,причем 

!! J(P) dS = !! /(Р) dS + 11 /(В:) dS. 
D D1 D2 

2.6. Теорема о среднем значении 
·,, 1 

(5) 

Теорема 3 (о среднем значении). Если функция J(P) непрерывна s замкнутой ограниченной 
области D, то пайдется по крайней мере одна точка Ре области D т01сая, что будет 
справедлива формула 

где S - площадь области D. 

11 J(P) dS = J(Pc)S, 
D 

(6) 
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<1111 В самом деле, так как /(Р) непрерывна в замкнутой ограниченной области D, то 
она nринимает в D свое наибольшее значение М и свое наименьшее значение m. 
По свойству 4 об оценке интеграла имеем 

откуда 

mS � !! f(P) dS � MS, 
D 

т � �ff t (P) ds � м. 
D 

Таким образом, число 

� !/ f(P) dS 
'D 

заключено между наибольшим и наименьшим зна
чениями функции /(Р) в области D. В силу неnре
рывности функции /(Р) ·в области D она nринимает 
в пекоторой точке Ре Е D значение, равное этому 
числу, 

откуда 

/(Ре) = � 11 /(Р) dS, 
D 

(7) 

j j /(Р) dS == /(Ре) j dS. 111-
n . .  

Рис.3 

Значение /(Ре), определяемое по формуле (7), называется средним значением функ-
чии /(Р) в области D. 

· 
rеометрм'lеСI(Мй cмWCJI теоремw о среднем значении 

Ес,пи в обдасти D функция / (Р) :) О, то формула ( 6) означает, что существует nрямой 
цилиндр с основанием D (nлощадь которого равна S) и высотой Н ==  /(Ре). объем 
которого равен объему цилиндрического тела (рис. 3). 

§ 3. Сведение двойного интеграла к повторному 
Одним из эффективных сnособов вычисления двойного интеграла ЯIШЯ.ется сведение. 
его к nовторному. 

з� 1. � nрlмоуrопьника 
Пусть область D - замкнутый прямоугольник П со сторонами, nараллельными осям 
координат 

П = {а � ж � Ь, с � у � d} . 
Пусть функция /(z, у) неnрерывна в прямоугольнике П. Двойной интеграл 

/1 f(ж, у) dж dy 
D 
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можно интерпретировать как (алгебраический) объем цилиндрического тела с осно
ванием П ,  ограниченного поверхностью 

z = J(x, у). 
Рассмотрим соответствующее цилиндрическое тело. П�ведем плоскость 

У = Уо, с ::;; Уо ::;; d, 
перпенди:кулярную оси Оу (рис.4). Эrа плоскость рассечет цилиндрическое тело 
по криволинейной трапеции АВВ1 А 1 , ограниченной сверху плоской линией z ,  опи
сываемой уравнениями 

z = f(x, Уо), У = Уо· 
Площадь трапеции АВВ1А1 выражается инте-
гралом 

ь j f(x, Уо) dx, (1) 
а 

где интегрирование производится по х, а Уо -
второй аргумент подынтегральной функции -
рассматривается при этом как постоянный (с ::;; 
Уо ::;; d). Величина интеграла (1) зависит от вы
бора значения Уо. Положим 

ь 
S(y) = j f(x, у) dx. .(2) 

а 

Рис.4 

Выражение (2) дает площадь поперечного сечения цилиндрического тела как функции 
от у. ПоэтомУ объем цилиндрического тела можно вычислm:ь по ФОРмУЛе 

d 
V = J S(y) dy. 

с 

С другой стороны, этот объем выражается двойным Jdrretpaлoм от функции f(x, у) 
по прямоугольнику П .  Значит, 

d j j f(x, у) dx dy = j S(y) dy. 
п с 

Заменяя S(y) его выражением (2) , получим 

fj !(•, у) dx dy �! (! f(z,y) dx) dy. 

Последнее соотношение обычно записывается так 
d ь jj f(x, у) dx dy = j dy j f(x, у) dx. 

П с а 

(3) 
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Объем цилиндрического тела можно отыскать также по площадям сечений плос
костями х = х0• Это приводит к формуле 

ь d 11 f(x, у) dx dy = 1 dx 1 f(x, у) dy. 
П а с 

(4) 

Каждое из выражеlfий, стоящих в правых частях формул (3) и (4), содержит две 
последовательные операции обыкновенного интегрирования функции f(x, у) . Они 
называются повторными интегралами от функции f(x, у) по области П. 

· 
Если f(x, у) непрерывна в замкнутом прямоуголь

нике П, то переход к повторным интегралам .всегда 
возможен и 

6 d d ь 1 dx 1 f(x, у) dy = j dy j f(x, у) dx, (5) 
а с с а 

т. е. значения повторных интегралов от непрерывной 
функции f(x, у) не з�tвисят от порЯдка интегрирова
f!ИЯ. 

Пример 1. Найти двойной интеграл от функции 
z = х2 +У2 

по области 

3.2. Случай произвольной области 

о� у� 1}. 
Рис;5 

Предположим теперь, что областью интегрирования является произвольпая ограни� 
ченная квадрируемая замкнутая область D на плоскости хОу, удовлетворяющая следу
ющему условию: любая прямая, параллельная оси Оу, пересекает границу области D 
не более чем в дВУх точках или по целому отрезку (рис. 6 а). 

З�tключим область D внутрь nрямоугольника 
П ={а� х � Ь, с� у� d} 

так, как nоказано на рис. 6б. Отрезок [а, Ь] является ортогональной проекцией обла
сти D на ось Ох, а отрезок [с, d] -·ортогональной проекцией области D на ось Оу. 
Точками А и С граница области D разбивается на две кривые АВС и АЕС. Каждая 
из этих кривых пересекается с произвольной прямой, цараплельной оси Оу, не более 
чем в одной точке. Поэтому их уравнения можно записать в форме, разрешенной 
относительно у: 

(АВС) :  
(АЕС) :  

у =  SOt(x) , 
у = soz(x) , (6) 
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!1 

11 

А 

J 
о б) 11 J: 

Рис. б 

Пусть /(ж, у) - некоторая функция, непрерывная в области D. Рассечем рассма
триваемое цилиндрическое тело плоскостью 

х = coпst (а <ж < Ь). 

В сечении получим криволинейную траnецию PQ М N (рис. 7), площадь которой вы
ражается обыкновенным интегралом от функции /(ж, у), рассматриваемой как функ
ция одной переменной у. При этом перемен
пая у изменяется от ординаты ср1(х) точки Р 
до ординаты tp2(x) точки Q; точка Р есть точ
ка «входа» nрямой х const (в nлОскости хОу) 
в область D, а Q - точка ее «выхода» из этой 
области. Так как уравнение кривой АВС есть 
у= cp1(z), а кривой АЕС у= €J'2(Z), то эти 
ординаты nри взятом ж соответственно равны 
tp1(x) и €J'2(z). Следовательно, интеграл 

�2(:r) j f(x, у) dy = S(x) 

�l(:e) . 
(7) 

Рис.7 
дает нам выражение для nлощади nлоского сечениSI циnиндрического тела как функ
ции nоложения секущей nлоскости х = const. 

Объем всего тела будет paвelf интегралу от этого выраженИ.II по х в промежутке 
изменения х (а� х � Ь). 

Таким образом, 

Ь '1'2(Z) JJ f(x, у) dx dy = J dx J f(x, у) dy. 
D · а 'l'l(:r) 

В частности, для площади S области D получим 

(8) 

(9) 
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Предположим теперь, что каждая прямая 

у const (с � у � d) 
пересекает границу области D не более чем в двух точках Р и Q, абсциссы кото
рых равны ф1 (у) и ф2(у) соответственно (или по целому отрезку) (рис. 8). Проводя 
аналогичные рассуждения, приходим к формуле 

d tf12(y) jjt(x, у) dx dy = j dy J f(x, у) dx, 
D с 1/li(Y) 

также сводящей вычисление двойного интеграла к повторному. 

а 

с 

о :r 

Рис.8 Рис.9 

Пример 2. Вычислить двойной интеграл от функции 

f(:x:,y) = 2х- у+ 3 
no области D, ограниченной линиями у х и у = х2 (рис. 9). 

(10) 

-4 Первый сnособ. Изобразим область интегрирования D. Прямая у = х и nарабола у = х2 пе
ресвкаются в точках 0(0,0) и M(l, 1). Значит, х изменяется в nределах от О до 1, а ф1(х) = х2 
и Ф2(х) = х. Любая nрямая х const (0 � х � 1) nересекает границу области не более чем в �ух 
точках. Поэтому nрименима формула (8): 

jj(2x-y+З)dxdy= J d:x: j(2x-y+З)dy= }(2ху-11: +Зу)!'""" 
dx.:: 

D O z2 О :v=z2 
. 

1 ( . 2 4 ) , .( 4) 2х 3х 2 3 2 3х 3 = j 2х т+Зх-2х + -Зх dx= j Зх- 2х -2х + 2 dx= s· 
о о 

Sтopoicnocoб (рис. iO). Применяя формулу (10), nолучим тот же результат: 

1 � 1 �-� 1 
j j(2x-y+З)dxdy= j dy j (2х-у+З)dх= J<x2-xy+3x) dy= j (зуГу-2у+у312) dy= �· ._ 
D . О У О :r:=y О 

Пример 3. Вычислить объем тела, ограниченного nоверхностью 

и nлоскостью хОу. 
-4 Эллиптический nараболоид 

z 1 - 4:�;2- у2 
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первсекается с плоскостыо жОу no линии 

L: -{ z =0, 2 z=l-4x у2, 
или z=O. 

Это- эллиnс с nолуосями а � и Ь = 1 (рис.11). 

, • .IГ-4ZJ 

Рис.lО Рис. Н 

В силу симметрии данноrо тела �тельно координатных nl'ieeкoщ.tll :tOz м rOz nолучаем: 

� у'ц.,z 
V = 4 Jf ( 1 -4ж2 -у2) dж dy = 4 j dж j ( 1 -4zl-у2) dy = 

D О О 
1 

= 4 j [(l-4х2)у 
о 

1!1"'� ]1 11:] . d:z = � (l-4J/)� dz 
у:О о . . " 

2:1: = �t; 2dz == cost dt 
l-4z2 = l-sin2 t = cos2 t 
Zt==O, ti=O, 

1 .. Z2 = 2• t2 = 2 4] 3 4] 4 4 1 1 =з (cos2tpcostdt 3 cos tdt=з J -------
o о о .. 11 ,' 

1 \; 1 J l+cos4t 11' l ( sin4t) \Y 1f • 11' =-(t+sin'U) +- dt=-+- t+-- =-+-=-·• 
3 о 3 6 6 4 6 12 4 

о о . 

Замечание. Если область D такова, что некоторые прямые (вертикаJ�Ы�Wе или горизонтальные) пересе
кают ее границу оолее чем в двух точках, то для вычисления доойноrо интеграла по области D следует 
разбить ее nодходящим образом на части, свести к повторному ка:J�ЩЫй из интегралов по "ЭТИМ частям 
и полученные результаты сложить. 

Пример 4. Вычислить двойной интеграл jj e"'+Ydzdy 
D 

по области D, заключенной между двумя !(Вадратами с центрами в начале координат и сторонами, 
nараллельными осям координат, если сторона внутреннего квадрата равна 2, а внешнего.._ 4. 

<1111 Функция 
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неnрерывна как в большом квадрате q, сторона котороrо равна 4, так и в малом квадрате Р, сторона 
которого равна 2 (рис. 12). Согласно теореме 1, интегралы от функции е'<+У no указанным квадратам 
существуют, так что величина И<ж.омого интеграла Jl е"+Тf dz dy = 11 e"+fl dz dy- JJ e"+r d:r: dy, 

D Q р 
так как 

fJ ez+y dre dy : } { J. e"+r dy) d:r: = 
Q -2 �2 

2 2 
= 1 e"'dy 1 е' dy = е"'\�2 ·е'\�2 = ( е2-е-2)2, 

-2 . -2 1 1 fJ ен11 dzdy = 1 е:е· dz 1 е11 dy =(е-е-1)2, 
то 

р -1 -1 
/J e"+r dx dy = ( е2- е-2)2- (е е-1)2 = 
D , 

=е4-2+е-4 е2+2 е-.2 2 ch4-2 ch2 . ... 

-2 ... '' 

у 

z 

1 
р 

о ' 
-· 

Q 
-1 

Рис.12 

§ 4. Замена переменных в двойном интеграле 
4.1. Понятие криволинейных координат точки 
Пусть в области D* плоскости иОv задана пара функций { ж= IP(u, v) , 

у= тр(и, v), 

z 
:с 

.(l) 

которые мы будем считать непрерывными в этой области и имеющими непрерывные 
частные производные. В силу уравнения (1) каждой точке м• (и, v) области D* отвеча
ет одна определенная тоЧка М (:с, у) в плоскости жОу и тем самым точкам области D* 
отвечает некоторое множество D точек (:с, у) в плоскОсти жОу (рис. 13). При этом 
rоворят, что функции ( 1) осуществляют отображение Щ)ласти D* на множество D. 

Предnоложttм, что различ- 11 а) У б) ным точкам (и, v) отвечают раз- 1 

сИЛьно. однозначной разреши- 110 __ . 
. .;._ 

мости уравнений (1) относи-
...... 

личныеТочки (:с, у). Это равно-
···1 

тельно и, v: J' i. 
• -=� ... 1--------% { и == g(ж, у), 

11 == h(ж, у). 
"• 

(2) 
Рис.IЗ 

В этом случ� отображение называется взаимно однозначным отображением области D* 
на область /). .При таком иреобразовании любая непрерывная кривая L * , лежащая 
в области D*, перейдет в непрерывную кривую L, лежащую в области D. Если 
функции g(x, у) и h(ж, у) также непрерывны, то любая неnрерывная линия L С D 
с помошью иреобразования (2) переЙдет в непрерывную линию L* С D*. 
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Позаданной паре ио, v0 значений переменных и, v JJ.зобласти D* можНооднознач

ноопределить не только положение точки М* ( и0, vo) в самой области D*, но и положе
ние соответствующей точки М(жо, Уо) в области D, Фо = f"(Uo., vo) ,  Уо = 'Ф(ио, vo). Это 
дает основание рассматривать числа u ,  v как некоторые новые координаты точки D 
области М на плоскости zOy. Их называют �epu6oлuнeйiiЬINll �еоордината.ми точки М. 

Множество точек области D, у которых одна из координат сохраняет постоянное 
значение, называют координатной линией. Полагая в фqрмуjже (1) u = v0, получим 
параметрические уравнения координатной линии, 

z = 1р(и, 'llo), у =  'Ф(u, Vo)· (3) 
Здесь роль параметра играет переменпая u. ПрИдавая координате v различные (воз
можные для нее) постоянные значения, получим ce.мeйcJniJO "координатных линий 
(v = const) на плоскости zOy. Аналогично получаем и·друrое семейство коорди
натных линий ( u = const) . 

При наличии взаимно однозначного соответствия между,областвми D* и D раз
личные координатные линии одного и того же семейства не nересекаются между со
бой, и через любую точку области D проходит по одной линИи из каждого семейства. Сетка криволинейных координатных линий на плоскости a:Ofl 118/Uiется образом пря
моугольной сетки на плоскости uOv (см. рис. 13). 
4.2. Эпемент nпощади в кривопинейных координат�. 

Якобиан и его геометрический смысп " 
Выделим в области D* на плоскости U о• V малый npямoyronJ,JIИK Р: Р2 Р; Р1 со сто
ронами, параллелъными осям координат O*u и O*v и длинаМи сторон �u и �v (для 
определенности считаем,что�u > О, �v > О)соответственно(рис.14а). Егоплощадь 

v 

J' 
о· r 

�s* = �u · �v. (4) 

а) 

j 
и 

Рис. 14 

о . 1 

б) 

Прямоугольник Р� Р2 Р3 Р: переходит в криволинейный четырехугольник 
Р1Р2Р3Р4 в области D (рис.14 б). Если вершины Р;,* (i = 1, 2, 3; 4) имеют коорди
наты 

P:(u, v), P2(u + �u, v), P;(u+ �u. v+ �tl), P;{-u, v + �v), 
то, согласно формулам ( l), соответствующие им вершины Р;, имеют координаты 

Pi (<p(u, v), 'Ф(u, v) ), P{(<p(u +�и, v), 'Ф(u + �u, v) ), 
P;(1p (u + �u, v + �v), -ф(u +�и, v + �v)), P4(fP(u, v + �v), 'Ф(u, v ,+ �v)). 
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Полъзуясъформулой Тейлора для: функции двух nеременных.и оrраничиваясь чле
нами пероого поряДка относительно Au и Av, получим следующие приближенные 
Значения координат дnя вершин четырехугольника Р1Р2РзР4: 

P,(rp, ф), ( ., Dtp д,р ) �2 р + •Du Au, ф + дu Au , ( дtр дtр дф дф ) 
Рз v> + дu Au, + дv Av, ф + дu Au, + дv Av , 

(5) 

( дrр д,р ) 
Р4 · v> + дv Av, ф + д'li Av , 

где функции v>, ф и все их производвые вычисЛены в точке ( u, v). НаЙденные въrра
жения для kоординат точек показывают, что с точностью до малых высшего порядка 
четырехугольниk Р1 Р2Р3Р4 есть параллелоrрамм. Это следует из того, что 

----+ ----+ 
д
({J д,р 

Р1Р2 = Р4Рз = i · -д Au + j · -д Au, . u u 
--+ ----+ 

д
rр 

д,р 
Р1Р4 = Р2Рэ = i · дv Av +J · дv Av. 

Тогда площадь AS четырехугольника Р1Р2Р3Р4 можно приближенно выразить через 

длину векторного произведения [Р1Р2, Р1Р4] , 

называется функциональным определителем функций v>( u, v), Ф( u, v), или як.обианом. 
Итак, 

· 
(6) 

Выражение в правой части ( 6) называется элементом площади в криволинейных коорди
натах. Так как Au · Av, то из формулы (6) получаем, что 

!:18 
AS* � IJ\. (J) 

Равенство (7) является приближенным. Однако в пределе, когда диаметры площадок 
f:J.S* и AS стремятся к нулю, оно переходит в точное: 

AS IJ(u, v)i = lim лs• diam(As• )->О ц 
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Из формул (7) и (8) видно, что абсолютная величинаякобианаиrрает ролълока.льного 
коэффициента растяжения области D* (в данной точке (и, 11)) при отображении ее 
на область D при помоiци формул иреобразования (1). 

4.3. Формула замены переменных в двойном интеграле 
Пусть неnрерывные функции 

ж = tp(u, 11), у = ф{и, 11) 
осуществляют взаимнооднозначное отображение области D* sa D и имеют непре
рывные частные производные первого порядка. Пусть в области 1J на плоскости жОу 
задана непрерывная функция z = /(ж, у). 
Каждому значению функции z = /(ж, у) в области D соответствует равное значение 
функции z = F( и, v) в области D*, где 

F(u, v) =./ [<р(и, v), ф(и, v)]. 
Разобъ ем область D* на частичные области и построим соотве'I'СТВуЮщее разбиение 
области D. Выберем в соответствующих частичных областях точки (и, 11) и (ж, у) так, 
чтобы значения функций F(u, v) и J(ж, у) в них совпадали, и составим интегральные 
суммы для функций z = f(ж, у) и F(и, v) по областям D и D*. Получим 

где 

:Е /(ж, y)AS � 2: F(u, v)IJ\AS*, (9) 
D о• 

AS � IJI· AS* 
и J(u, v) - якобиан функций ip(u, v) и ф(и, v) . Переходя в равенстве (9) к пределу 
при стремлении к нулю наибольшего днаметра d* частичных областей DZ (в силу не
прерывности отображения ( l) будет стремиться к нулю и наибольший из диаметров d 
частичных областей в D) , будем иметь 

или 

где 

11 f(ж, у) dS = 11 F(и, 11)!J(и, 11)\ dS*, 
D D• 

11 f(ж, y) dж dy = jj f[<p(и, .11), ф(и, v)]IJ(u, v)l d� dv, (10) 
D D• 

J(и, v) = 
аж -
au 
ау -
аи 

ах -
av 
ау -
av 

Условие J =/= О является условием локальной взаимнооднозначности отображения, 
осуществляемого функциями х = <р( и, v), у = ф( и, v). 
Теорема 4. Для того чтобы преобразовать двойной интеграл, заданный в декартовых ко
ординатах, в двойной интеграл в криволинейных l(оординатах, нужно заменить в подын
тегральной функции f(ж, у) пере.менные ж и у соответственно через tp(u, v) и ф(и, v), 
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а элемент площади dre dy - его861ражением в криволинейных координатах: 

dre dy = IJidu dv .
. 

Пример. Найти площадь фиrуры, оrраниченноА rмnерболами 
ЖIJ = а? и :r.y = 62, 

гАQ х >О, у> О, О< в< Ь, и nрямыми 

где О< а < fl (рис. 15а}. 
11 = a:r., У = fl:r., 

<11 Отыскание nлощади указанной фиrуры сводится к вычислению даойного интеграла 

J/ dzdy 
. D 

no области /). Введем новые, криволииейные координаты u 111 " форМулами 

zy=u, !!.. v. 
:r. (Н) 

Из 'fCЛOIIМSI Э�WtЧИ ЯСЖ>, что а2 � u � Ь2, а� v � fl. Значиr, в nлоскости u011 мы.nолучили nрямо
угольник (рис. 15б) D*={a2�u�li; a����fl} 
- фиrуру более npom:yю, чем задвнная фигура D. 

Pиc.IS 

Выразим х и у из соотношений (ll) через u и v: 

Тогда дх дz 
J= д и дv 

д у ду дu дv 
По формуле (10) nри f(z, у) 1 nолучим 

S= fJ dжdy= J/IJ\dudv 
D D' 

= 2vUf} 

l[f 
2 u 

11 

vu· -
2vUf} 

�.;; 
= 2v' 

2 v 

б) 

11 
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4.4. Двойной интеrрап в полярных координатах 
Вычисление двойного интеграла часто упрощается заменой прямоугольных коорди
нат х и у полярными координатами р и r.p по формулам 

x=cosr.p, y=psinr.p, rдep;;э:O,O�r.p<2w. (12) 
В этом случае 

дх дх -
J= др дr.р = 1 C?Sr.p -psin r.p 1-

ду ду SlП '{J р cosr.p - р. 

др flr.p 
Элемент площади в полярных координатах имеет вид 

1 dS = р dp dr.p, 1 ( 13) 

и формулу перехода от интеграла в д�картовых координатах к ицтеrралу в полярных 
координатах можно записать так: 

j j f(x, у) d:l: dy = jj f [р cos r.p, р sin r.p] р dp tf(p. ( 14) 
D D* 

Элемент площади в полярных координатах можно получить и из геометрических со
ображений (см. рис. 16). Площадь заштрихованной на рисунке области 

t::.. = пл. сектора ODC- пл. сектора ОАВ = 
l 1 1 = 2(р + t::..p)z t::..r.p- 2Р2 t::..r.p = pt::..pt::..ip + 2(Ар)2 Ar.p. 

Отбрасывая бесконечно малую величину высшего 
порядка, получаем 

t::..S�pt::..pt::..r.p 
и принимаем 

dS = pdpdr.p 
за элемент площади в полярных координатах. 

Итак, чтоб!>! прщ>бразовать двойной интеграл 
в декартовых координатах в двойной интеграл в по
лярных координатах, нужно х и 11 в подынте
гральной функции заменить соответственно через 
р cos r.p и р sin r.p, а элемент площади в декартовых 
координатах dx dy заменить элементом площади 
в полярных координатах р dp dr.p. Рис.16 

Займемся теперь вычислением двойного интеграла в полярных координатах. Как 
и в случае прямоугольных декартовых координат, вычисление интеграла в полярных 
координатах осуществляется путем сведения его к повторному интегралу. 

Рассмотрим сначала случай, когда полюс О лежит вне заданной области D. Пусть 
область D обладает тем свойством, что любой луч, исходящий из полюса (координат
ная линия r.p = const) пересекает ее границу не более чем в двух точках или по целому 
отрезку (рис. 17). Отметим крайние значения r.p1 и r.pz полярного угла r.p, r.p1 ( r.p ( r.p2• 
Числа r.p1 и 1Р2 являются пределами внешнего интегрирования. 
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.Р 

р 
Рис. 17 Рис. 18 

Луч tp = rp1 проходит через точку А контура области D� а луч tp = rp2 -через 
точку В. Точки А и В разбивают контур области D на две части: АС В и АР В. Пусть 
р = v1(rp) и р = "2(v>)- их полярныеуравнения,причемщ(tр) и v2(tp)- однозначные 
непрерывные функции q>, удовлетворяющие условию 

liJ (tp) � v2(tp) для всех tp Е ('Р1'Р2). 
Функции v1(q>) и v2(tp) являются пределами вн�ннего интеrрнрования. Переходя 
к повrорным интегралам, получаем следующую формулу 

'Р2 1'2('Р) j f F(S, q>)p dp dtp = f dtp f F(p, tp)p dp. 
D 'Pi Vj (rp) 

В частности, для площади S области D при F(p, q>) =Е:.] получаем 

1'2 v2(9>) 'Р2 
S = j dtp J р dp = � j [vi{rp) -vf(tp)] dtp. 

llt llt (rp) 'PI 

(15) 

Пусть теперь полюс О расположен внутри области D. Предположим, чтообласть D 
является звездной относительно полюса, т. е. любой луч !{J = �onst пересекает границу 
области только в одной точке или по целqму отрезку (рис. 18). Пусть р = v(tp) -
уравнение границы области в полярных координатах. Torna 

· 
211" JJ(rp) . 

!! F(p,q>)pdpd<p= 1 dtp f F(p,q>)pdp. 
D О О 

Примвр. Вычислить интеграл 

где область 
D {z2+g2�I,z;;::,o,y;:;,o} 

- четверl'!> единичного круга, расположенна11 в первом квадран1'&. 

(16) 
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� Перейдем к nолярным координатам 

z � р cos tp, у = р sin tp. 

Тогда областью \IЖТеrрирования будет прямоугольник 

. D* = {О� р � 1 , О� tp � �J. 
Преобраэованный интеграл I легко вычисляется: • 

1= fJ pdpdtp =] dlf' J � = �Vl+i"l' = r(v'2-l)_ 
D* Jl+p2 О О Jl+p2 2 р=О 2 

замечание. Если якобиан отличен от нуля в облаС1'И D, то отображен:ме в вехоторой охреС1'ИостИ 
каждой точки этой облаС1'И является взаимнооднозначным. При этом может, одНако, случиться, что 
отображение всей области не будет взаимлооднозначным. 

Рассмотрим отображение, определяемое функциями 

z- е" cosv, 

Якоблан этих фующий равен 

J= IJv 1� � 

у= е" sinv, -оо < u,v < +оо. 

-е smv _ е• v • 1 e"cosv -

и, следовательно, везде отличен от нуля. Несмотря на это, для и == О, v = О и J111U1 u = О, 11 = 211' мы 
получим z = 1 , у == О, так что это отображение не является взаимнооднозначиым. 

С друrой сторояы, если якобиан отображения обращается в пуль в какой-нибудь точке, то, тем 
яе менее, отображение в окрестности этоJt точки может оказаться взаимно однозначным. Например, 
для отображения, оnределяемото функциЯми 

z=u3, y=v3, -оо<и,v<+оо, 
якобиан 

J = 9u2v2, 
равен нулю и при u = О, и при v = О, но отображение является взаимнооднозначным. Обраnюе 
отображение определяется функциями · '· 

u = VZ, v = W, -оо < z, у < +оо. 

§ 5. Площадь поверхности. 
Интеграл по площади поверхности 

5.1 . Вычисление площади поверхности 
Пусть задана поверхность 1r, однозначно проектирующаяся на область D плоско
сти хОу. Это означает, что данная поверхность задается уравнением 

z = f(x, у), 
где Р(х, у) Е D. 

Будем считать поверхность гладкой; это означает, что в области D функция f(x, у )  
непрерывна и имеет непрерывные частные производные f�(x, у) и J;(x, у) . 

Разобьем область D на квадрируемые nодобласти 

D1,D2,···•Dn 

без общих внутренних точек, площади которых обозначим соответственно через 

�S1, �82, ... , �Sn. 
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Пусть d- наибоЛьший из диаметров частичных областей Dk (k = 1, 2, ... , n) , В ка
ждой подобласти Dk выберем произвольную точку Pk(�k, Т/k)· На поверхности 1r точ
ке Pk будет соответствовать точка Mk((k, '/]k, (п), где(�.: J(f.k, 1"/k) {рис. 19). Проведем 
в точке Mk касательную плоскость к поверхности 1Г. Ее уравнение имеет следующий 
вид 

(1) 
Построим на границе частичной области d1., как на направляющей, цилиндрическую 
поверхность с образующими, параллельными оси Oz. Эта цилиндрическая поверх
ность вырежет из касательной плоскости, проведеиной через точку Мп, область 1Гk 
площади Ao:k. Площадка П�.: проектируется на элементарную область Dk плоско
сти хОу взаимнооднозначно. 

Рассмотрим сумму 

(2) 

Оnределение. Если при d -+ О сумма (2) 
имеет конечный предел S, 

n 
Iim '"""' Acr�.: = S, (3) d-->OLJ k=\ 

то число S называется площадью по
верхности 1r. 

Таким образом, м ы  заменяем дан
ную поверхность «чешуйчатой», затем 

11 

Рис. 19 
nодсчитываем площадь этой «чешуйчатой�> поверхности и переходим к пределу nри 
стремлении диаметра <<чешуек» к нулю (диаметры чешуек стремятся к нулю при d -+ О). 

Перейдем теперь к выводу формулы ,  по которой вычисляют площадь поверхности. 
Известно, что площадь проекции nлоской фигуры на какую-ни()удь nлоскость равна 
произведению площади nроектируе
мой фигуры на косиwус острого угла 
между плоскостью проекции и nлоско
стью, в которой лежит проектируемая 
фигура. Обозначим через 'Yk угол меж
ду касательной плоскостью к поверх
ности 1Г в точке М�;; и плоскостью хОу 
(рис. 20). Тогда 

откуда 
A.Sk = А<Тk. 1 COS'Ykl, 

Ao:k = AS�;; 
( 4) 1 cos тkl 

Но уrол тk есть в то же время угол между 
осью Oz и нормалью касательной nлос-
кости к поверхности (1).  Обозначим Рис. 20 
вектор нормали к касательной плоскости к поверхности в точке Mk через 

n1 {J�({k, ТJk), J;({�.:, 1/п), -1 }, 
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а через n
2 

= {0, О, 1} -единичный вектор оси Oz. Тогда nолучим 

· l(nJ, n
2
)l l 

COS'"'flr. = = --;=====:::::::=====:::: 
ln1l·ln

2
l J1 +[Л(�"' 1J�r.)]2 + [lv(�"" 1J�r.))2 

Таким образом, 

t f.lq" = t Jt + [Л({rс, 1Jл,)]2 + [/�({�r., 1Jrc)]2 · 6.8�:. 
k=l k=l 

(5) 

По условию функции J�(x, у) и J;(x, у) непрерывны.в области D. Следовательно, 
функция y't + [/�(х,у))2 + (/�(а:,у)]2 

неnрерывна, а, значит, и интегрируема в области D. Поэтому при d-+ О сумма (5) 
имеет конечный предел, 

�� t �(J" = 11 yft + [Л(а:, y)J2 
+[/�(а:, у))2 dS. 

k=l D 

Учитывая равенство (3), определяющее nл�щадъ S поверхности 1f, заключаем, что 

(6) 

где Dz11- проекция поверхности ?Г на nлоскость а:Оу. 

Выражение 

• /1 (az)2 (az)2 du = v 1 + а; + ау da: dy (7) 

называется элементом площади поверхности. 
Если спроектировать участок поверхности ?Г на плоскость а:Оу, то получим. 

(8) 

где Dzz - проекция участка поверхности на плоскость а:Оу: Соответственно, при про
ектировании на плоскость yOz имеем 

где D11z - проекция участка поверхности на плоское� yOz. 

Пример 1. Найти площадь сферы радиуса R с центром в начале координат: 

х2 + у2 + z2 = R2. 

(9) 
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<11 Уравнение верхней nолусферы -

Поэтому 

Следовательно, 

du= 

Обласrь интеrрированиR 

Искомая nлощадь 

Z = V R2 - z2 - у2. 

дz ж 8z 
/Jz Jr2 _ z2 _ g2' дg = 

z=pCOS'{) 

Отметим следующие nолезные формулы: 

R dz dg 

= 2R JJ pdpdtp 
= 

D' Jя2 -р2 

l ) для элемента nлощади цилиндрической поверхности радиуса R 
1 du = R d1p dz; 1 

2) для элемента площади сферической поверхности радиуса R 1 du = R2 sin fJ dfJ d1p. j 
(10) 

(11) 
Используя формулу ( l l) для элемента nлощади сферической поверхности nолучим 

nлощадь сферы: 

211" � 
S = 2 jj R2 sin8 d(J dip = 2R2 j d1p j sin8d8 = Ш · 2'11'(- cosO)J;�� = 4?rR2• 

1r о о 
· 5.2. ИнтеГрал по площади поверхности (интеграл по поверхности 1-го рода) 

nусть на гладкой поверхности ?Г задана непрерывная функция /(М). Разобъем по
верхность ?Г на части 

'II'J, 1rz, · · · , 'll'n 
с nлощадями 

�0'11 �и2, ... , �O'n 

соответственно, выделим на каждой из частичных nоверхностей no произвольной 
точке М1• М2, . . .  , Mn и составим сумму 

(12) 
k=l 

которую будем называть интеграпьной суммой для функции f (М) по nлощади nоверх
ности 11". 
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Определение. Если при стремлении к нулю наибольшего из диаметров частичныхповерх
ностей 1Гт. интегральная сумма ( 12) имеет конечный предел, не зависящий ни от спосо
ба разбиения поверхности 1Г на части, ни от выбора точек М т. ,  то этот предел называется 
интегралом от функции f(M) по площади поверхности 1Г (интегралом по поверхности 
1-го рода) и обозначается символом 

или 

jj f(M) du, 

11 J(x, у, z) du, 
'JI" 

где du - элемент площади поверхности. 

Общие свойства двойных интегралов легко переносятся на интегралы по площа
ди поверхности. В частности, если поверхность 1Г разбита на неперекрывающиеся 
части 1Гt , 1Г2 ,  • • •  , 1Гn, то 

Jl f(M) du = t 11 /(М) du. 
'JI" k=l 'II"J: . 

( 1 3) 

Теорема 5. Пусть 1Г -гладкая поверхность, �аданная уравнением z = �,�>(ж, у), где (х, у) Е D, 
причем функция I{J(x, у) имеет непрерывные частные произеодные s некоторой обла
сти D1, D С D1 • Пусть, далее, f(x, у, z) - непрерывная функцuя,, определенная на по
верхности 1Г. Тогда справедливо равенство 11 f(x, у, z) du = 1 j f (х, у, I{J(x, у)) J 1 + (1{'�)2 + (1{'�)2 dx dy. ( 14) 

,.. D 

Интеграл 

jj JL(P) du, 

р 
rдe JL(P) � О на?Г , можноистолковатькакмассу m обо
лочки, представляющей собой поверхность 1Г,  на кото
рой масса распределена с поверхностной плотностью 
JL = JL(P) . 

Пример 2. Найти массу параболической оболочки 
1 2 2 . z = - (z +у  ), (О� z � l), 
2 . 

nлотность которой меняется по закону р = z (рис. 21 ). 
� Имеем 

fl 

Рис. 21  



§ 6. Тройной интеграл. 
Задача, приводящая к тройному интегралу 

Пусть дано материальное тело, представляюшее собой пространствеиную область !1, 
заполненную массой. Требуется найти массу т этого тела при условии, что в каждой 
точке Р Е {} известна плотность 

распределения масс. 
J.& = р(Р) = р(х, у, z) , Р(х, у) Е {}, 

Разобьем область {} на неперекрыва�щиеся кубируемые (т. е. имеющие объем) 
части 

с объемами 
.6.v1 , .6.v2, . . .  , .6.vn 

соответственно. В каждой из частичных областей !1.�: выберем произвольную точку Р�: . 
Примем приближенно, что в пределах частичной области !1.�: плотность постоянна 
и равна р(Р�:). Тогда масса .6.т.�: этой части тела выра:щтс;:я приближенным равенством 

.6.т�: � p(P�:).6.v�:. 
а масса всего тела будет приближенно равна 

k=l 

( l) 

Пусть d - наибольший из диаметров частичных Областей !1,�: (k = 1, 2, . . .  , n). 
Если при d -+ О сумма ( l ) имеет конечный предел, не зависящий ни от способа 
разбиения области {} на частичные подобласти, ни от выбора точек Р�: Е !1.�: , то этот 
предел принимается за массу т заданного тела, 

n 
т = lim ""' p(P�:).6.v�:. (2) d-+OLJ 

k=l 

Пусть в замкнутой кубируемой области {} определена оГраниченная функnмя 
J(P), Р Е  !1. 

Разобьем {} на n непересекаiQщихся кубируемых частей 
n, ,  !12, . . .  , Пn, 

а их объемы обозначим через 
.6.v, , .6.v2, . . .  , .6.vn 

соответственно. В каждой частичной подобласти !11: произвольным образом выбираем 
точку Р�:(х�:, у,�:, z.�:) и составляем интегральную сумму 

n 
и = Е J(P�:).6.v�:. 

1:=1 
Пусть d - наибольший из диаметров частичных областей !1.�: ( k = 1, 2, . . .  , n ) . 
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Оnредеnекие. Если nри d --+ О интегральные суммы О' имеiQТ предел, не зависящий ни от способа разбиения области П на частичные подобласти Пт. , ни от выбора точек Pt Е П.�: , то этот предел цазывается тройным интегралом от функции J(x, у, z) 
по области n и обозначается символом 

IJJ J(ж, y, z) dv, или jjj J(P)_dv. 
а о 

При этом функция /(ж, у, z) называется интегрируемой в области П. 

Та.ким образом, по определению имеем 
1!1 J(m, у, i) dv = �� t J(ж�с; 1Jr., Zt)A••· 

G k=l , 

Возвращаясь к задаче о вычислении массы тела, замеЧаемj что nредел (2) есть 
тройной интегрм от функции р.(Р) по области П. Значит, 

т = 11 j р(Р) dv = 111 р(ж, у, z) dx dy di. 
О , О 

Здесь dж dy dz -элемент объема dv в прямоугольных координатах. 
Теорема 6. Если функци11 J( :t, у, z) непрерывна в замкнутой �еубируемой o6Jracmи П. то она 
интегрируема в этой области. 

Свойства тройных интеrрапов 
Свойства тройных интегралов аналогичны свойствам двойн:ых ��rралов. Персчислим основные из них. Пусть функции /(Р) и ср(Р) интегрируемы в .кубируемой области П. 
1' lhltleiiнocтlo. 

г-------------------�--------���-----, 111 (a/(P) + {Эcp(P)) dv = a  1/J J(P) dv + {Э  //! cp(P) dv, 
n n n 

где а и fJ - произволъные вещественные постоянные. 
2. J(P) � ср(Р) всюду в области П, то 

г-------------------� j jj J(P) dv � 1 j j ср(Р) dv. 
Q fl 

3. Если /(Р) :: 1 в области П, то 

где v - объем области n. 
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4. Если функция J(P) непрерывна в замкнутой кубирусмой области n и М и т - ее 
наибольшее и наименьшее значения в n, то 

mV � jjj J(P) dv ·� мv, 
л 

rде v объем Области n .  

5. Аддмтивttоспо. Если область П разбита на кубируемы.е области П 1 и П2 без общих 
внутренних точек и /(Р) интегрируема в области n ,  то J(P) интегрируема на каждой . 
из областей n, и n2 ' причем 

JJJ J(P) dv = JJJ f(P) dv + jjj f(P) dv. 
л n.  Лz 

6. Теорема о ереднем значении. 

Теорема 7 (о среднем значении). Если функция J(P) непрерывна в.замкнутой кубируемой 
области Л, то найдется точка Ре Е П, такая, что будет справедлива формула 

!!! J(P) dv = /(Pc)V, n 
где V - объем области n (напомним, чmо область - связное множество). 

§ 7. Вычисliение тройного интеграла 
в декартовых координатах 

Как и при вычислении двойных интегралов, дело сводится к вычислению повторных 
интегралов. Предположим ,  что функция /(ж, у, z) непрерывна в некоторой области Л. 

1-й cnyчai. Область n nредставляет собо� прямоугольный параллелепиnед 

n = {а � ж �  ь, с � у �  d, l � z � m} ' 
проектирующийся на плоскость yOz в прямоугольник R; 

Тогда получим 

R {c � y � d, l � z � m} .  
ь 

JJJ J(ж, y, z) dv =  J dz JJ f(ж, y, z) dS. 
Л а R 

Заменяя двойной интеграл через nовторный, окончательно получим 

ь d т 

JJJ J(ж, y, z) dv = J dx j dy j J(x, y, z) dz. 
n а с 1 

(1) 

(2) 
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Таким образом, в случае, когда область n - прямоугольный параллелепипед, мы свели 
вычисление тройного интеграла к последовательному вычислению трех обыкновен
ных интегралов. 

Формулу (2) можно переписать в виде 

jjj f(x, у, z) dv = jj (j f(x, у, z) dz) dx dy, 

где прямоугольник 
n D 1 

D = {а � х � Ь, с � у � d} 
есть ортогональная проекция параллелепипеда n на плоскость хОу. 
2-й случай. Рассмотрим теперь область {} такую, 
что ограничивающая ее поверхность 8 пересе
кается любой прямой, параллель}{ОЙ оси Oz , 
не более чем в двух точках или по целому отрез
ку (рис. 22) . Пусть z = cpt (:l:, у) уравнение по
верхности 81 , ограничивающей область n сни
зу, а поверхность 82 , огранич'Ивающая область n 
сверху, имеет уравнение z = ср2(х, у). 

Пусть обе поверхности 81 и 82 проектируют
ся на одну и ту же область плоскости хОу. Обо
значим ее через D, а ограничивающую ее кри
вую через L. Остальная часть границы 8 тела n 
лежит на цилиндрической поверхности с обра
зуюЩими, параллельными оси Oz, и с кривой L · 
в роли направляющей. Тогда по аналогии с фор-
мулой (3) получим 

z 

Рис. 22 

[ 'P2(z,y) ] jjj f(x, у, z) dv = JJ · j f(x, у, z) dz dx_ dy. 
n D "'1(з:,u) 

Если область D плоскости хОу представля
ет собой криволинейную трапецию, ограничен
ную двумя кривыми у = ф1 (х) и у = 'Ф2(х) (а � х � Ь) , ТО двойной интеrрал в форму
ле ( 4) можно свести к повторному, и мы получим 
окончательно 

Ь Ф2(z) 'Р2(з:,у) j J j f(x, y, z) dv = j dx J dy j dz. (5) 
n а ф1(з:) <p1 (z,y) 

Эта формула является обобщеннем формулы (2) . 

J/ 

Пример. Вычислить объем тетраэдра, ограниченного nлоскостями 
х = О, у = О, z = О и х + 2у + z - 6 = О. 

Рис. 23 

� Проекцией тетраэдра на nлоскость хОу служит треугольник, образованный nрямыми 
х = о, у = о и х + 2у = 6, 

(3) 

11 

(4) 

так что х изменяется от О до 6,  а nри фиксированном х (0 :::;; х :::;; 6 )  у изменяется от О до 3 - ; 
(рис. 23). Если же фиксированы и х ,  и у, то точка может nеремещаться по вертикали от nлоскости 
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z = O  
до плоскости 

ж + 2!1 + z - 6 = о, 
т. е. z меняется в пределах от О до 6 - ж - 2у. 

По формуле (5) при f(x, у, z) = 1 получаем 

§ 8�. Вычисление тройного интеграла 
в цилиндрических и сферических коордИнатах 

Вonpqc о замене переменных в тройном интеграле решается таким же пуrем, как 
и в случае двойного интеграла. Пусть функция /(ж, у, z) непрерывна в замкнутой 
кубируемой области n. а функции 

ж =  ж(�; 11, {), у =  у({, f1, (),, z = z({, 11, () (1) 
непрерывны вместе со своими частными производными первого nорядка в замкнутой 
кубируемо� области О*. Предположим, что функции (1) устанавливают взаимноод
нозначное соответствие м�:жду всеми точками ({, f11 () области n•, с одной стороны, 
и всеми точками (ж, у, z) области n - с  другой. Тоrда справедлива формула замены 
переменнЬIХ в тройном интеграле -

111 J(x, y, z) dж dy dz = 111 J [ж({, f1, (), y(�, f1, {), z(�, f1, ()] 1JI � df1 d(, (2) 

rде 

n n• 

J = 

- якобиан системы функций ( 1) . 

дж дж дж д{ дf1 д( 
!!Jl !!Jl !!Jl  д� дf1 д( дz дz дz д{ дf1 д( 

На практике при вычислении тройных интегралов часто пользуются заменой пря
моугольных координат цилиндрическими и сферическими координатами. 

8.1 .  Тройной интеrрап в цилиндрических координатах 
В цилиндрической системе координат положение точки Р в прqстранстве определя
ется тремя числами р, I{J,  z, rде р и I{J полярные координаты проекции Р точки Р 
на плоскость жОу, а z - аппликата·точки Р (рис. 24). Числа р, tp, z называются 
цилиндрическими координатами точки Р. 
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Ясно, что 

О � р < +оо, О � I{J < 211" 1 .....;оо < z < +оо. 
В системе цилиндрических координат координат

ные поверхности 

р = coпst, I{J = const, z = const 
соответственно описывают: круговой цилиндр, ось 
которого совпадает с осью Oz, полуплоскость, при
мыкающую к оси Oz, и плоскость, параллельную 
плоскости хОу. 

Цилиндрические координаты связаны с декарто
выми следующИми формулами 

\ х = р cos I{J, у =  р sin I{J, z = z \ · 

z 

(:r,IJ,Z} 
z 

Рис. 24 

(см. рис. 24). Для системы (3) , отображающей область n на область n• , имеем 

J = 

Так как р � О, то 

дх дх дх др дi(J дz 
!!Jl !!JL !!Jl  др дi(J дz дz дz дz др дi(J дz 

I IJI = p l  

-р sin I{J О 1 p c�s i(J  � = р. 

Jl 

(3) 

и формула (2) перехода от тройного интеграла в прямоугольньц координатах к инте
гралу в цилиндрических координатах принимает вид 

/!! f(x, y, z) dx dy dz = /!! f(p cos !p, p sin.I(J, z)p d.p d.!p d.z. (4) 

Выражение 

n n• 

1 dv = р dp di(J dz 1 
назЬJвается элементом объема в цилиндрических ко
ординатах. 

Э:rо выражение для элемента объема может 
быть получено и из геометрических соображений. 
Разобьем область n на элементарные подобласти 
координатными поверхностями 

р = const, I{J = const, z = const 
и вычислим объемЬl полученных криволинейных 
призм (рис. 25). Видно, что 

l 

Рис. 25 
1 1 1 AV = "2(р + Ap)2AI{J Az - "2 /AI(JAz = р ApAI(J Az + "2(Ap)2fs.I{J Az. 
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Отбрасывая бесконечно малую величину более высокого порядка, получаем 

Это позволяет принять за элемент объема в цилиндрических координатах следующую 
величину 

dv = р dp d�.p dz. 
Пример 1 .  Найти объем тела, ограниченного поверхносrями 

Z = i2 + y2 
и 

(рис. 26) . 

.,. В цилиндрических координатах заданные поверхности будут 
иметь уравнения 

z = i 
и 

z = 2 - p2 
(см. формулы (3) ). Эти поверхности первсекаются по линии z ,  
которая описывается системой уравнений { р = 1 (цилиндр), 

z = 1 (nлоскость), 
а ее проекция на плоскость zOy системой 

Таким образом, 
р = 1, z = о. 

о �  р � 1, о �  '{J � 211' и / � z � 2 - /. 
ИскомЬllй объем вычисляется по формуле ( 4), в которой f = 1 .  

z 

Рис. 26 

2>r 1 2-р2 1 . [ 2 • 1 1 
V = Jjj dz dy dz =J!J pdpd'{J dz =J d'{J j pdp j dz = 211' ]<2-2/)pdp = 411' � - �] = "'· ..,. 

n n• о о pz о p=fJ 

8.2. Тройной интеграл в сферических координатах 

В сферической системе координат положение точки Р(ж, у, z) 
в пространстве определяется тремя числами r ,  'Р, 8, где r -
расстояние от начала координат до точки Р, 'Р - угол между 
осью Ох и проекцией радиуса-вектора ОР точки Р на плос
кост� жОу, а (J - угол между осью Oz и радиусом-вектором ОР 
точки Р, отсчитываемый от оси Oz (рис. 27). 

Яснq, что О � r < +оо, О � 'Р < 211', О � (J � 11' .  
Координатные поверхности в этой системе коордИнат: 
r ;::= const - сферы с центром в начале координат; 
'Р = const - лолуплоскости, исходящие из осц Oz; 
(J = const - круговые конусы с осью Oz. Рис. 27 

р 

" 

Из рисунка еидно, что сферические и декартоеьr координаты свяЗаны следующими 
соотношениями 

1 ж =  r sin 8 cos �.p, у =  r sin 8 sin 1.р, ж =  r cos e. j (5) 
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Вычислим якобиан функций (5) . Имеем 

дж дж дж 
дr д8 дtр J = !!JI. !!JI. !!JL  дr 88 дrр = 
дz дz дz 
дr д8 дtр 

Следовательно, 

sin 8 cos tp 
sin 8 sin tp 

cos8 

-r cos 8 cos tp 
r cos 8 sin tp 

-r sin 8 

/ !JI = r2 sin 8, / 
и формула (2) принимает вид 

-r sin 8 sin tp 
r sin 8 cos tp = r2 sin 8. 

о 

jjj f(z, у, z) dz dy dz = jjj f(r sin 8 cos <р, r sin 8 sin <р, r cos B)r2 sin В dr dB d<p. (6) 
n n 

Элемент объема в сферичес"их "оор
динатах -

�-------� / dv = r2 sin (J dr d(J dtp. / 
Выражение для элемента объема 

можно получить и из геометричес
ких соображений. Рассмотрим эле
ментарную область в пространстве, 
ограниченную сферами радиусов r 
и r + dr, конусами 8 и 8 + d8 и по
луплоскостями tp и tp + dtp. При
ближенно эту область можно считать 
прямоугольным параллелепипедом 
с измерениями DB = dr, DC = 
r sin 8 dtp, AD = rd() (рис. 28). Тогда 
dv = DB · DC · АВ =  r2 sin8drd8dtp. 

Прммер 2. Найти объем выпуклого тела n. 
вырезаемого из конуса 

z2 + У2 ::: z2 
концеtrrрическими сферами 

Рис. 28 

%2 + i + z2 = 42' %2 + у2 + z2 = ь2 (а < 6). 

� Переходим к сферИ'IеСКой системе координат 

z ::: r sin 8 cosf{J, у = r sin tJ COS I{J, z = r cosl. 
Из первых IJ1IYX уравнений видно, что а � r � Ь. Из третьего ураt1Н8НИ11 находим пределы изменения 
угла 8:  

откуда 
tg (J = 1,· 

т. е. 



34----------------- Глава XXVI. Кратные интеrрапw. Дloiiнoi мнтеrрап 

Тем самым, О ::;; 8 ::;; � .  Попагая в формуле (6) f(x, у, z) = 1 ,  nолучим . 
2.- 4 

ь V = jjj dv = jjj r2 sin 8 dr d8 dtp = j dtp j sin 8 d8 j т2 dr = .  
fl fl" О о а 

• r
з l

ь ( v'2 ) ьз аз 11" = 211" • (- cos 8)14  · - = 211" -- + 1 • --- = - (2 - v'2)(ь3 - а3) ..,. о з а  2 3 3 . 

§ 9. Приnожения двойных и тройных интегралов 
9.1 .  Масса плоской фиrуры 
Пусть задана плоская ограниченная фиrура D, по которой непрерывным образом 
распределена масса с поверхностной плотностью р.(Р) = р.(ж1 у) ;а: О, где р.(ж1 у) -
функция, непрерывная в D. Разобьем фиrуру D на n частей 

Dt 1 D21 • • •  , Dn 
без общих внутренних точек, площади которых соответственно равны 

дS, 1 !:..821 • • •  1 t:..Sn. 
В каждойчасти Dk (k = 1 1 21 • • •  1 n) произвольновыберемточкуРk(жk1 Yk) и вычислим 
в ней плотность р.(Жk 1  Yk) . В силу непрерывности р.(ж, у) можно считать, что масса mk 
части Dk фиrуры D приближенно равна р.(Жk 1  Yk)!:..S�c , а масса всей фиrуры - сумме 

n 
т �  L: р.(ж," У�с)дS�с. 

k=l 
Последняя является интегральной суммой для непрерывной функции р.(ж1 у) в обла
сти D. Переходя к пределу при d -+ О (здесь d - наибольший из диаметров частичных 
областей Dk ( k = 1, . . .  1 n)), получим точное равенство 

т = lim t р.(жk1 Yk)t:..Sk = f f р.(ж1 у) dж dy. d--+0 11 k=l D 
( l) 

Если масса распределена равномерно по всей фигуре, JL = const, то формула (1) 
принимает вид 

где S - площадь фиrуры D. 
Пример 1. Найти массу кольца, ограниченного двумя концентрическими окружностями радиусов r и R, 
где r < R, е<:nи nлотность кольца в каждой точке обратно проnорциональна расстоянию от этой точки 
до центра окружности и равна 1 на окружности внутреннего круга. 

<111 Фигура D задается условиями 

а nлотность r р =  - . 
р 
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Значит, масса кольца 
2.. R 

m = J dtpj rp 
dp = 2?r rpiR 

= 2?r r(R - r) . .". 
р p=z о � 

9.2. Статические моменты ппоской фиrуры относитепьно осей координат. 
Координаты центра ТDtести 

Статическим моментом Mz материальной точки массы т относительно оси Ох на
зывается произведение ту, где у - ордината материальной точки, т. е. 

I Mz = тy. , 
Здесь у может быть как положительным, так и отрицательным числом. 

Разбивая фигуру D на части D1 , • • •  , Dn , выбирая в каждой части D�c произвольно 
точку Р�с(х�с, У�с) и считая, что масса этой k-й части приближенно равна р.(х�с,  Y�c)!:J.S�c 
и сосредоточена в точке Р�с(х�с, У�с) , запишем приближенн() :величину статического 
момента фигуры D относительно оси Ох. Имеем 

n 
Mz � 2: У�сР.(х�с, Y�c)!:J.S�c, 

lc=l 
где !:J.S�c - площадь части D�c , а р.(х, у) - поверхностная плотность. Переходя к пре-
делу при d -+  О, получаем · '  '' · · 

Mz = J / ур.(х, у) dx dy. (3) 
D 

Статический момент фигуры D относительно оси Оу находится по аналогичной 
формуле 

М11 = j j хр.(х, у) dx dy. (4) 
D 

Если известны статические моменты Mz и М11 и масса т плоской фигуры, то 
координаты центра тяжести этой фигуры находятся по следующим формулам 

j j хр.(х, у) dx dy 
D Mz 

Хс = = 
т т 

jj ур.(х, у) dx dy 
D Му Ус = _::.... ______ = -. 

т т 
(5) 

Если р. = const,тo т  = р.S, где S - площадьфигуры D,иформулы (5) принимают 
вид: 

jj x dx dy 
D Хс = --8---

jj y dx dy 
D Ус = -=--8--

Пример 2. Найти центр тяжести однородной nлоской фигуры, ограниченной косинусоидай 
1/" 

y = cos z, o :::; z :::; 2, 

осью Oz и осью Оу. 

(6) 
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.,.. Так как фигура - однородная, то координаты центра ТIIЖести будем искать по формулам ( 6) . НаАдем 
сначала nдощадь S заданной фиrуры. Имеем . 

S =] cos z  dz = sin zl: = 1. 
о 

Затем наАдем сrатические мщ.teti1'W М., и Mr: 

• 
1 ;- 1 ( sin lz) II ,.. 

= - (l + oos 2z) llz = - z + -- = -. 4 0 4 2 о 8 • • ' ;- _.. 2 • 
м, = J1 z dz lly = :edz 1 у lly = 1 х cos z d:e = (z sin z + oos z) 1: = j - 1 . 

D О О О 
Теnерь по формудам (6) I1011Y'f89М 

9.3. Мoмelt'IW инерции моекой фмrуры относитеJIЫtо осей координат 
Рассуждая аналогично изложенному выше, легко установить, что элементарные мо
менты инерции относительно осей Ож и Оу будуr соответственно равны 

dlz = у2 dm = у2",.(ж, у) dв = У21'(ж, у) dж dy, 

dJ11 = :z:2dm = Ж2/S(Ж, у) ds = Ж2/S(Ж, у) аж dy. 

Интеrрируя по плоской фиrуре D, получим формулы для самих моментов инерции 

lz = 11 ,j /S(Ж, у) аж dy, 
D 

]11 = 11 Ж2/S(Ж, у) аж dy. 
D . 

где, как и ранее, /S(ж, у) - поверхностная плотность распределения масс. 

9.4. �Jы'�ис;��енме массы тепа 

(7) 

(8) 

Рассматривая задачу, приводящую к тройному интеrралу, мы показали, что если из
вестна плотность распределения масс /S(ж, у, z) в :каждой точке некотороrо тела f!, то 
масса этого тела вычисляется по формуле 

· 
m =JJI fJ(ж, y, z) dж dy dz. 

11 

Мы предполагаем, что функция tJ(ж, у, z) непрерывна в области f!. 

(9) 
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Пример 3. Вычислить массу т тела, ограниченного полусферами 

z = Ja2 - z2 - 1Р и z = Jь2 - z2 - 1Р (а < Ь) 
и плоскостью zOy, если плотность в каждой точке пропорциональна расстоянию от этой точки до начала · 
координат. 

� По условию задачи плотность р в точке (z, y, z) выражается формулой 
p(z, y, z) = kJz2 + у2 + у2, 

где k > О - коэффициент пропорциональности. Тогда 

т =  jjj kJz2 + 112 + z2 dzdy dz. 
D 

Переходя к сферическим координатам, получим, что 

и 

9.5. Сrатические моменты тепа относитепьно координатных МOCIOC18I. 
Центр тпести 

Напомним, что задача о вычислении статических моментов и центра ТJDКести плоской 
фигуры решалась при помощидвойныхинтегралов (см. формулы (3) , (4) и (5) ). Задачи 
о вычислении статических моментов тела n относительно координатных плоскостей 
и отыскания центра тяжести тела n решаются аналогичным способом при помощи 
тройных интегралов. Например, элементарный статический момент относительно 
плоскости жОу равен 

dK:r:11 = z dm = zр.(ж, у, z) dv = zр.(ж, у, z) dж tfg dz, 
где р.(ж, у, z) - плотность. Оrсюда статический момент 

K:r:11 = 111 zр.(ж, у, z) dж dy dz. 
fl 

(10) 

Аналогично выписываются статические моменты относительно плоскостей жОу и Yz: 

K:r:11 = 111 ур.(ж, у, z) dж dy dz, . 
fl 

K11z = 111 жр.(ж, у, z) dж dy dz. 
fl 

Вычислив массу т тела n и его статические моменты, легко найти координаты 
центра тяжести тела: 
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IJJ хр(х, y,
.
z) dx dy dz 

n Хс = _..:;:__ _______ _ 
т 111 yp(x, y, z) dx dy dz 

n Ус = -=.:-----------
т 

jjj zp(x, у, z) dx dy dz 
11 � = -=.:------------� 

т 

( 1 1) 

Если тело однородно, то плотность р = const и формулы ( 1 1) упрощаются -
постоянный множитель р в числителе можно вынести за знак интеграла и сократить 
на неrо числитель и знаменатель (ибо т = pV). Тогда получим 

где v - объем тела n. 

/// xp(z, y, z) dx dy dz 
n Zc = .....:;: ____ 

V 
____ _ 

/// yp(z, y, z) dx dy dz 
- 11 Ус -

v 
jjj zp(z, у, z) dx dy dz 

n zc = ��---V-----

Пример 4. 
Найти координаты 

центра '1!1Ж8СfИ однорОДНОГО nолушара радиуса В. 

( 12) 

"iil Считаем, что цetnp шара находитоя в начале координат, а рассматриваемая фигура - nолушар 
расnоложена над МОСКОСIЬIО sOg. Тоrда в сипу симметрии имеем 

Zc = 0, Ус = О. 
Объем полушара равен 

2 V = 3wRз. 
Найдем статический момент относительно плоскости zOy: 

Значит, 

� 
2r 2 1l. • 2 8

!
; 

4
1R Kzr = jjj z dжdydz =J dtp j sin l cos e  dl j r3dт = 2r · sш2 · � = �в4• {! о о о о о 

к,.., 1fR" 2wB3 3 zc = --y- = 4 :  = s R
, 

и С(О, О, i В) - центр тяжести . .,. 
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§ 1 О. Понятие о несобетвенном кратном интеграле 
по неограниченной области 

При необходимости интегрирования функций нескольких переменных по неогра
ниченной области D поступают так. Выбирают последовательность ограниченных 
областей интегрирования 

D1 , D2, D3, • • •  , 
монотонно исчерпывающих область D, т. е. 

Dn С Dn+t Vn 
и 

Dn -+ D при n -+ оо. 
Например, если область интегрирования { Dn} совпадает со всей плоскостью :сОу, то 
за последовательность {Dn} можно принять совокупность концентрических кругов 

где 

2 2 2 1 :с + у � am an < an+ 1 , n = , 2, . . . , 

an -+ оо при n -+ оо. 
Оnредепение. НесобственнЬlМ интегралом от функции /(z, у) по неогранu11енной области 
интегрирования D называется предел последовательности интеrрал.ов 

J�� 11 J(:c, у) d:c dy, ( 1) 
D,. 

не зависящий от выбора последовательности Dn. 

Итак, по определению 
г------------------------� 11 J(:c, y) d:c dy = J�/1 J(:c, y) dz dy. (2) 

D,. D,. 
Если предел (1) существует и конечен, то несобетвенный интеграл по неограни

ченной области называется сходящимся, в противном случае - расхоiJящимся. 
Пример 1. Вычислить интеграл 

где область интегрирования 
D = {-оо < z < +оо, -оо < у < +оо} 

- вся плоскость. 

<111 В качестве облаете!! интегрирования {D,.} выберем круги 
z2 + у2 � n2 

радиуса n (n = 1 , 2, • • •  ). Переходя к полярным координатам, получим 
+оо +оо 2r ,. ff dz dy = j j dz dy = 1im j d j � = 11 (z2 + у2 + 1)2 (z2 + у2 + J)2 """'"" IP (р2 + 1) D -оо -оо О О 

= 211' 1im (--1 ) [p�n = 211" IIm (! - 1 ) = 11'. · """'"" 2(р2 + 1) р=О """'"" 2 2(1 + n2) 

Итак, интеграл (3) сходится и равен 11' . .,. 

(3) 
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Для интеграла по неограниченной области D справедлив следующий 

Признак сра111ени•. Если О �  /(ж, у) � g(ж, у) V(ж, у) Е D, и интегршz 

jj g(ж, y) dz dy 
D 

сходится, то сходится и интегршz j j f(ж, у) dz dy. 
D 

Если же интегршz 11 f(ж, у) dz dy 
D 

расходится, то расходится и интегршz j 1 g(ж, у) dж dy. 
D 

Интегралы, сходящиеся на всей плоскости, можно вычислять с помощью повrор
ноrо интегрирования: 

+оо +оо +оо +оо j j /(ж, у) dж dy = j dz j' /(ж, у) dy = J dy j f(ж, у) dz. (4) 
D -оо -оо -оо -оо 

Пример 2. Вычислить интеграл 

• Так как 

+JOO - 1 е "' dz. 
-оо 

+оо +оо 
1 = j e-:z2 dz = j е-'2 dy, 

-оо -оо 
то, согласно соотношению (4) , 

+оо +оо +оо +оо 
12 = j е-"'2 dz j е-1/ dy = j j e-(z2+v1J dz dy. 

-оо -оо -оо -оо 
Переходя в двойном интеграле к полярным координатам, получим ноаую область интегрирования 

G = {О � tp � 211',0 � р < +оо}. 
Следовательно, 

откуда 

-оо 

Несобетвенные интегралы от функции трех, четырех и большего числа переменных 
по неограниченным областям определяются аналогично. 
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Упражнения 
Вычислите двойные интегралы: 

3 5 4 2 ь t 1 1 
1 .  j dy j :�?y dz. 2. j dz j (z� )2 

dy. 
1 2 3 1 

у 
3. J p dp J d(J, 4. j dz j(z2 + у2) dy. 

• о 2 о о 
Измените порядок интегрирования (предварительно нарисовав область интегрирования) : 

4 2 а ../a2-z2 3 2z 
5. j dy j f(z, у) dz. 6. j dz j f(z, у) dy. 7. j dy j f(z, у) dy. 

3 1 о о о I 
2 2-у 

8. j dy j f(z, у) dz. 
-6 r_ 4 -1 

о о 
9. j dy j dz. 

-2 r-4 

-1 о о о 
1 1 .  j dy j f(z, у) dz + j dy j f(z, у) dz. 

-2 -� -1 -J=i 
1 72 an:sin 11 1 ап:соs 11 

12. j dy j f(z, у) dz + j dy j f(z, у) dz. о о � о 

1 .,а 
10. j dz j f(z, у) dy. о .,4 

Нарисуйте область интегрирования и вычислите повторные интегралы 
1 ., 1 112+!1' 

13. j dz j ../z + y dy 14. j dy j zy dz. о о -1 11 

Вычислите площади фигур, ограниченных кривыми 

15. у2 = 4az, у = О, z + у ==  За. 16. у = z, z2 - 2az = ау. 
17. z = 4, у ==  z, zy = 4. 18. z - у ==  1, у ::::: -1,  у =  ln z. 

1 
19. у = sin z, у =  cos z, z ::::: О. 20. z = -6, z = -2, у = ;· 

21 . Вычислите площадь петли кривой р = а sin 2(/). 
22. Вычислите площадь петли кривой 

Указание. Сд.елайте замену персменных ж = ар cos VJ, у == Ьр sin VJ. 
Пуrем перехода к полярным координатам вычислите Следующие интегралы: 

23. jj (z2 + у2) dz dy, если область D ограничена окружностью z2 + у2 == 2az, а >  О. 
D 
rr ln(z2 + у2) 24. }} 2 2 dz dy, где D - кольцо между окружностями радиусов r = 1 и R == е  

D 
z + у  

с центром в начале координат. 
2а ../2az-z2 

25. j j dy dz. о а 

а .Ja2-z2 

26. j dz j Jz2 + y2 dy. о о 
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27. jj у dж dy, где D - полукруг диаметра d с центром в точке С (� . О) ,  лежащий выше 
D 

оси Ож. 

Найдите массу пластинки D с заданной поверхностной плотностью р = р(ж, у): 

28. D = {ж =  1, у =  О, у2 = ж  (у � О)} , р = Зж + 6у2 • 

29. D = { ж2 + у2 == 9, ж2 + у2 = 25, ж = О, у =  О (ж � О, у �  О)} , р = ;r+,, . 
30. D = { х = 2, у = О, у2 = � (у � О)} , р = 2х + 3у2 • 

Определите центры тяжести: 
31 . Полусегмента параболы у2 = ах, х = а, у ==  О (у � 0) . 

2 2 
32. Полуэллипса ;r + f! = 1 ,  отсеченного осью Ох. 
33. Фигуры, ограниченной кривыми х + у ==  2а, х2 = ау (а > 0) . 

Вычислите площадь: 
34. Той части плоскости х + у +  z = 2а, которая лежит в первом октанте и ограничена 

цилиндром х2 + у2 = а2 • 
35. Той части поверхности конуса х2 +у2 = z2 , которая высекается цилиндром х2 +у2 = 2ах. 
36. Поверхности параболоида х2 +у2 = 2az, расположенного внутри цилиндра х2 +у2 = 3а2 • 

Вычислите интегралы по площади поверхности: 

37. jj xyz du, где 1Г - часть плоскости х + у +  z = 1, лежащая в первом октанте . 
.. 

38. jj xdu, где 1Г - часть сферы х2 + у2 + z2 = R2 , лежащая в первом октанте . 
.. 

39. jj :2 du, где 1Г - цилиндр х2 + у2 = R, ограниченный плоскостями z = О и z == Н ,  
.. 

а r = r(ж, у, z) - расстояние от точки (х, у, z) поверхности 1Г до начала координат. 

Оnредепение. Моментом инерции плоской фигуры относительно начала координат называется 
величина 

Io = jj (х2 + у2) dx dy. 
D 

Вычислите момонты инерции относительно начала координат: 
40. Треугольника, ограниченноголиниями 2у - х = О, х = а, у =  а ,  относительно оси Ох. 
41 . Треугольника с вершинами в точках А( О, 2а), В( а, 0) , С( а, а) относительно оси Оу. 

2 2 
42. Эллипса ;r + � = l относительно оси О у.  
43. Области, ограниченной параболой у2 = 4ах, прямой у =  2а и осью Оу (а > 0). 

Вычислите тройные интегралы: 
44. r {{ 

( 
dx dy dz )3 • 

где 
n 

- область, ограниченная координатными плоскостями }}} ж + y + z +  1 !! 
и плоскостью ж +  у +  z = 1 .  

45. j j j z dx dy dz, где n - область, ограниченная хонусом х2 + у2 = � и плоеко
n 

стью z == н . 
46. jjj(2x + Зу - z) dx dydz, где n - трехгранная призма, ограниченная плоскоетя

n 
ми х = О, у =  О, z = О, z = О, х + у =  Ь (а >  О, Ь > 0). 
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Вычислите интегралы 47-50, переходя к цилиндрическим или сферическим координатам: 
1 yl-:;2 " 2 ..;:;.;::;; " 

47. f dж 1 dy 1 dz. 48. 1 dж 1 dy 1 zvz2 + у2 dz. 
о -yl-:;2 о о о j) 

1 yl-:;2 .,fl-fli1-Y, 
49. 1 dж 1 dy 1 Jж2 + y2 + z2 dz. о о о 
5О rrr dж dy dz 

rде 0 - шар ж2 + у2 + z2 � 1. • llJ V z2 + у2 + (z - 2)2
' 

Вычислите объем тела, оrраничеииоrо данными поверхностями: 
51 .  ж� + у2 = z2, ж2 + у2 = z - 6. 52. az = ж2 + у2, z2 = ж2 + у2 (а > 0). 53. (:�:2 + 1i + z2)2 = a:eyz (а > 0). Уuаание: перейдите к сферическим координатам. 

Вычислите массу тела: 
54. Ограниченною поверхностями ж2 + 1i = z2, z = Н, если плотность 1J в каждой точке 

тела равна аппликате этой точке. 
55. Ограниченною поверхностями ж +  z = а, у =  О, (у � 0), у2 = аж, 2:е + z = 2а , если 

плотность IJ в каждой точке равна ординате у этой точки. 

НаЙдиТе статические моменты однородною тела (�-& = 1 ) : 
56. Прямоугольною параллелеnипеда с ребрами а, Ь, с, относительно ею граней. 
57. Тела, ограниченною ЭJШиnсоидом 

z2 1i z2 
а2 + Ь2 + Cl = 1 

и плоскостью жОу, относительно плоскости zOy. 
Найдите координаты ценТJ?З тяжести однородною тела (IJ l) ,  ограниченною данными 

nоверхностями: 
58. Плоскостями z = О, у О, z = О, ж =  2, у = 4 и :е +  у +  z = 8 . 
59. Цилицдром 1i = 2z И ПЛОСJСОСТЯМИ Ж = 0, у = 0, Z 0 И 2z + 3у = 12 .  
60. Параболоидом z2 + у2 2az и полусферой z2 + у2 + z2 = 3а2 (z � 0). 

Ответы 
,; 2 4 а Va2-r 1 Зу 

1 .  156. 2. ln � - 3. 3�6 • 4. j .  5. J dжf f(ж, у) dy. 6. J dy J /(z, у) dж. 7. f dy f f(z, у) dж+ 1 3 о о о У/2 
6 э 
J dy J f(ж, у) dж. 1 у/2 

о � 8 2-fll о о 
8. J dж f f(ж, y) dy + f dж f f(ж, y) dy.  9. f dж f dy. -1 -� о -v'4i+4 -4 -v'Z+4 

1 � о -·2 "'4 "'""" 4(2.12-1) 2 10. f dy J f(z, у) dж. 1 1. f dж J f(ж, у) dy. 12. J dz f /(ж, у) dy. 13. 15 • 14. 5 . 
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КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

§ 1 .  Криволинейные интегралы первого рода 
Кривая АВ, заданная параметрическими уравнениями { ж = 'P(t), 

) 
to � t � t1 ,  у =  'Ф(t ' 

называется гладкой, если функции 'P(t) и 'Ф(t) имеют на Отрезке [to, t1 ) непрерывные 
производные 'P'(t) и 'Ф'(t) , причем 

['P'(t)J2 + ['Ф'(t)] 2 > о. 

Если в конечном числе точек отрезка [t0, t1 J эти производные не существуют или 
одновременно обращаются в нуль, то кривая называется кусочно-гладкой. 

Пусть АВ - плоская кривая, гладкая или ку-
' сочно-гладкая. ПусТь /(М) - функция, заданная 

z 

на кривой АВ или в пекоторой области D, содержа
щей эту кривую. Рассмотрим разбиение кривой АВ 
на части точками 

А =  Ao, At , A2, . . . , An = В  

(рис. l). Выберем на каждой из дуг А•Ан1 произ
вольную точку м,. и составим сумму 

n-1 

и = L.: J(M,.)l.\lk, (1) 
Рис. l 1<=0 

где Alk - длина дуги AtAt+I •  и назовем ее интегральной суммой для функцuи /(М) 
по длине дуги кривой. Пусть Al - наибольшая из длин частичных дуг, т. е .  

Al = max Al�;. 
O,..l:;>;n-1 

Опредепение. Если при Al -+ О интегральная сумма (I) имеет конечный nредел, не за
висящий ни от способа разбиения кривой АВ на части, ни от выбора точек на ка
ждой из дуг разбиения, то этот предел называется криволинейным интегралам 1 -го рода 
от функции f (М) по кривой АВ ( интеград по длине дуги кривой) и обозначается симво-
лом 1 J(M) dl, 

АВ 
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или 1 f(ж, y) dl 
АВ 

(точка М(х, у) лежит на кривой АВ). 

В этом случае функция /(М) называется интегрируемой вдоль кривой АВ, кри
вая АВ называется контуром интегрирования, А - начальной, В - конечной точками 
интегiирования. Таким образом, по определению, 

· 
n-1 1 J(M) dl = lim 2: J(M�c)Al". .6.1-->0 

АВ lc=O 

(2) 

Пример 1. Пусть вдоль некоторой rладJ<ой кривой L распределеНа масса с переменной линейной плот
ностью f(M) . Найти массу т кривой L .  
• Разобьем кривую L на n произвольных частей M.tMнt (k = О, 1, • . .  , n - 1 )  и вычислим приближен
но массу каждой части, nредполагая, что на каждой из частей M.tM.t+t мсmtость nостоянна и равна 
nлотности в какой-нибудь из ее ТОЧеt(, наnример, в крайней левой точке /(М,.). Тогда сумма 

n-1 
L f(M�;)�I", 
.t=O 

где A.l�o - длина k-ой части, будет nриближенным значением массы т. Ясно, что nоrреwность будет 
тем меньше, чем мельче разбиение кривой L. В пределе nри � -->  О (A.l = tDfXA.l.t) получим точное 

значение массы всей кривой L,  т. е. 
n-1 

т = lim Е /(M.t)�l�o. ���о k=O 
Но предел сnрава есть криволинейный интеграл 1-ro рода. Значит, 

т =  j f(M) dl . .,. 
АВ 

1 . 1 .  Существование криво.Пинейноrо интеrрала 1 -ro рода 
Примем на кривой АВ за параметр длину дуги l ,  
отсчитываемую от начальной точки А (рис. 2). Тогда 
кривую АВ можно описать уравнениями { ж =  ж(l), 

у =  y(l), О �  l � L, (3) 

где L - длина кривой АВ. 
Уравнения (3) называютсянатуральнымиуравне- Рис. 2 

ниями кривой АВ. При переходе к натуральным уравнениям функция /(ж, у) , за
данная на кривой АВ, сведется к функции переменной l : / (ж(l), y(l)) . Обозначив 
через l�c (k = О, 1 ,  . . .  , n - 1) значение параметра l , отвечающее точке М�с, перепишем 
интегральную сумму ( 1) в виде 

n-1 
L f (ж(lll) , y(l�c))Al�c. (4) 
k=O 
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Это - интегральная сумма, отвечающая определенному интегралу 
L 1 J(ж(l), y(l)} dl. 

о 
Поскольку интегральные суммы ( 1) и ( 4) равны между собой, то равны и отвечающие 
им интегралы. Таким образом, 

L 1 J(M) dl = 1 J(ж(l), y(l)} dl. 
.АВ о 

(5) 

Теорема 1 .  Если функция J(M) непрерывна вдоль гладкой кривой АВ, то существует 
криволинейный интегрол J J(M) dl 

АВ 
(поскольку при этих условиях существует определенный интегрол, стоящий в равен
стве (5) справа ) .  

1 .2. Свойства криволинейных интеrраяов 1 -ro рода 
1 .  Из вида интегральной суммы (1) следует, что 

J /(М) dl = J f(M) dl, 
АВ ВА 

т. е. величина криволинейного интеграла 1 -ro рода не зависит от направления инте
грирования. 

2. 11инейность. Если для каждой Из функций /(М) и g(M) существует криволинейный 
интеграл по кривой АВ, то для функции a:f(M) + {jg(M) , rде а: и {j - любые 
постоянные, также существует криволинейный интеграл по кривой АВ, причем 

J [a:J(M) + {jg(M)] dl = а: J J(M) dl + {j J g(M) dl. 
АВ АВ АВ 

3. Аддитивность. Если кривая АВ состоит из двух кусков АС и СВ и для фунl(ции /(М) 
существует криволинейный интеграл по АВ, то существуют интегралы 

J f(M) dl 
АС 

и J /(М) dl, 
св 
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причем 

J J(M) dl = J J(M) dl + J J(M) dl . 
.А.В .А.С СВ 

4. Если /(М) ;;;:: О на кривой АВ, то 
.--------, J J(M) dl ;;;:: О • 

.А.В 

5. Если функция /(М) интегрируема на кривой АВ, то функция 1/(M)I также инте
грируема на АВ, и при этом 

J J(M) dl � j i J<м> l dl . 
.А.В .А.В 

6. Формуnа среднеrо значени1. Если функция /(М) непрерывна вдоль кривой АВ, то 
на этой кривой найдется точка Мс такая, что 

J /(М) dl = /(Мс) · L, 
.А.В 

где L - длина кривой АВ. 

1 .3. Вычисление криволинейного интеграла 1 -ro рода 
Пусть кривая АВ задана параметрическими уравнениями { 3: = cp(t), 

to � t � tt , у =  ф(t), 
причем точке А соответствует значение t = to , а точке В - значение t = t1 •  Бу
дем предполагать, что функции cp(t) и ф(t) непрерывны на [t0, t1 ] вместе со своими 
производными cp'(t) и Ф'(t) и выполнено неравенство 

[cp'(t)] 2 + [Ф'(t)] 2 > о. 

Тогда дифференциал дуги кривой вычисляется по формуле 

и 

dl = y'[cp'(t)] 2 + ['Ф'(t)] 2 dt, 

,, 
J J(ж, у) dl = j J(cp(t), ф(t))y'[cp'(t)] 2 + ['Ф'(t)] 2 dt . 

.А.В to 
В частности, если кривая АВ задана явным уравнением 

у =  g(z), а �  z � Ь, 
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причем функция g(x) непрерывно дифференцируема на {а, Ь] и точке А соответствует 
значение х = а, а точке В - значение х = Ь, то, принимая х за параметр, получаем 

ь J J(x, у) dl = j J(z, g(z))Vl + (g'(x)]
2 dx. 

АВ а 

1 .4. Криволинейные интеграпы 1 ·ro рода дт1 nространствеиных кривых 
Определение криволинейною интеграла 1-rорода, сформулированное выше для плос
кой кривой, дословно переносится на случай, когда функция /(М) задана вдоль не
которой пространствеиной кривой АВ. 

Пусть кривая АВ задана параметрическими уравнениями { х = �(t), 11 = q(t}, to � t � t1 .  
z = ((t), 

Тогда криволинейный интеграл 1 -ro рода от функции J, взятый вдоль этой кривой, 
можно свести к оnределенному интегралу при помощи следующей формулы: 

t1 J J(x, y, z) dl = j /[�(t), q(t), ((t)] · V[�'(t)] 2 + [fl'(t)]
2 + [('(t)]

2 dt. 
АВ fi) 

Пример 2. Вычислить криволинейный интеграл 
1<z + y) dl, 
L 

где L - коктур ,-реуrольника с вершинами в точках 0(0, 0), ..4(1 , 0), В( О, l) (рис. З). 
о11 По свойству адди1Ивности имеем 

1<z+ y) dl = 1 (z + y)dl + 1 (z +у) dl +] (z + y) dl. 
L ОА АВ ВО 

Вычислим каждый из интегралов в отделЬНОС1И. Так как на отрез
ке ОА имеем: О � х.  � l , y = O  и dl dx., то 

1 z2 1 ' 1 1<z + y) dl = 1 :�: dz = 2 = 2. 
ОА О О 

На о,-резке АВ имеем z + 11 = l ,  откуда у = 1 - ж, т. в. 
у' -l 

и 
dl = J1 + (y')2 dz = v'2dz, 

nричем О � ж � l, тогда 
1 

1 (:е + у) dl = 1 v'2 dz = v'2. 

Наконец, 
АВ О 

11 

1 2 1 1 1 1 (ж +y) dl = 1 (x. + y) dl = 1 y dy = 112 = 2 '  
во ов о о 

Следовательно, 

Рис. З 
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замечание. При вычислении интеrралов 1 (z + y) dl и 

АВ 
мы воепользавались свойством 1, согласно которому 

1 (z + y) dl 
во -

1 (z +у) dl = 1 (z + у) dl и 1 (z +у) dl = 1 (z + у) dl. 
АВ ВА ВО ОВ 

§ 2. Криволинейные интегралы 2-ro рода 

Пусть АВ - гладкая или кусочно.,..гладкая ори
ентированная кривая на плоскости хОу и пусть 

F(M) = Р(М) i + Q(M) j 

- вектор-функция, определенная в пекоторой 
области D ,  содержащей кривую АВ. Разобьем 
кривую АВ на части точками 

А = Ао, А,, . . . , An = В, 
координаты которых обозначим соответственно 
через 

(хо, Уо), (:1:, ,  Yt), . . .  , (xn, Yn) 
(рис. 4). На каждой из элементарныхдуг А�сАrн 1 
возьмем произвольно точку М�с(�"' fJ�c) и составим сумму 

n-1 
и = L: (Р(��с, fJ�c)Ax�c + Q({�c, 1/�с)Ау�с] , 

k=O 

где Ах�с = Xk+l - х�с , Ау�с = Yk+l - Yk (k = О, 1 ,  2, . . . , n - 1 ). 
Пусть Al - длина наибольшей из дуг А�сАн 1 • 

Рис. 4 

( 1)  

Оnредепение. Если при Al -+ О сумма ( 1) имеет конечный предел, не зависящий 
ни от способа разбиения кривой АВ, ни от выбора точек ({�с, fJ�c) на элементарных ду
гах, то этот предел называется криволинейным интегралом 2-го рода от вектор-функции 
F(M) по кривой АВ и обозначается символом 

Так что по определению 

j Р(х, у) d:�; + Q(x, у) dy. 
АВ 
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Теорема 2. Если в пекоторой области D, содержащей кривую АВ, функции Р(х, у) 
и Q(x, у) непрерывны, то криволинейный интеграл 2-го рода 

J Р(х, у) dx + Q(x, у) dy 
А

В 
существует. 

Пусть 
r(M) = xi + yJ 

- радиус-вектор точки М(х, у) . Тогда dr = i dx + j dy, 
и подынтегральное выражение 

Р(х, у) dx + Q(x, у) dy 
в формуле (2) можно представить в виде скалярного произведения векторов F(M) 
и dr. Так что интеграл 2-го рода от вектор-функции 

F(M) = P(M)i + Q(M)j 

по кривой АВ можно записать коротко так: 

/(F, dr). А

В 

2.1 . Вычисление криволинейного интеграла 2-го роА& 
Пусть кривая АВ задана параметрическими уравнениями, 

ж =  y::>(t), у =  -ф(t), to � t � t1 ,  
где функции y::>(t) и -ф(t) непрерывны вместе с провзводными y::>'(t) , 'Ф'(t) на отрез
ке [to, t1 ] ,  причем изменению параметра t от to до t1 соответствует движение точки 
М(ж, у) по кривой АВ от точки А к точке В. 

Если в некоторой области D, содержащей кривую АВ, функции Р(х, у) и Q(x, у) 
непрерывны, то криволинейный интеграл 2-го рода 

J Р(ж, у) dx + Q(x, у) dy 
АВ 

сводится к следующему определенному интегралу: 

t1 J Р(х, у) dx + Q(x, у) dy = J [Р (y::>(t), 'Ф(t)) y::>1(t) + Q (y::>(t), -ф(t)) Ф'(t)) dt. (3) 

А

В to 
Таким образом, вычисление криволинейного интеграла 2-го рода также может 

быть сведено к вычислению определенного интеграла. 

Пример 1 .  Вычислить интеграл 

j ж dу - у dж 
АВ 
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1) вдоль прямолинейного отрезка, соединяющего точки А( О, О) и B(l, 1); 
2) вдоль параболы у = х2, соединяющей те же точки (рис. 5). 

-4 1) Уравнение линии АВ: у х (z - nараметр, О � х � 1 ), 
откуда dy = dz. Так что 11 

j x dy- g dll! 
АВ 

1 

j<zdz - z dx) = О. 
о 

2) Уравнение линии АВ: 

позтому 

и 

11 = х2, 
dy 2z dx, 

:r: dy = 2z2 dz 
1 

j z dy y dx = j 2%2 dx - x2 dz 
АВ О 

РИс. S 

Рассмотренный пример показывает, что величина криволинейного интеrрала 2-го 
рода, вообще говоря, зависит or формы пуrи интеrрирования.. 
2.2. Cвoiic'r8a кривопинейноrо интеrрапа 2-ro рода 
1 .  J1инеiнос1ь. Если существуют криволинейные интеrралы 

/(Ft, dr) и /(F2, dr), 
А.В А.В 

то при любых действительных а и fJ существует и интеrрал 

причем 

j (aF1 + fJF2, dr), 
АВ 

j (af't + fJF2, dr) = а  j (Ft , dr) + Р /(F2, dr). 
АВ АВ АВ 

2. Адд.иntаиость. Если кривая АВ разбита на части АС и СВ 'Н криDОJtинейный интеrрал 

/(F, dr) 
АВ 

существует, то существуют интеrралы 

причем 

/(F, dr) 
АС 

и /(F, dr), 
св 

/(F, dr) = /(F, dr) + /(F, dr). 
АВ АС ' СВ 

3. Криволинейный интеграл второrо рода (в отличие от криволинейного интеrрала 
1-ro рода) зависит от тоrо, в каком направлении (от А к В или от В к А) nроходится 
кривая АВ, и меняет знак nри изменении направления движения по кривой, т. е. 
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11 P dz + Q dy - -L Pdo + Q dy. l 
Эаме'lание. Последнее свойство c()()'l'l!e'1'C' физической интерп� криволинейною интеiраЛа 
2-ro рода как работы силовоrо п01111 F влоль некотороrо пути: при изменении направленм движения 
по кривой работа силовоrо поля влоль эrой кривой меняf!r зиак: на противоnоложный. 

2.3. СвRЗЬ ме](ДJ кривопинейными интеrрапами 1 -ro и 2-ro рода 
Рассмотрим криволинейный интеrрал 2-ro рода 

/(F, dr), 
АВ 

где ориентированная кривая АВ (А - начальная точка, В - конечная точка) задана 
векторным уравнением 

r = r(l) 
(здесь l - длина кривой, отсчитываемая в том направле
нии, в коrором ориентирована кривая АВ) (рис. 6). Тогда 

dr 
dl = т, или dr = т dl, 

где т = т(l) - единичный вектор касательной к кри
вой АВ в точке M(Z) . Тогда 

/(F, dr) = /(F, т dl) = /(F, т) dl. 
АВ АВ АВ 

• 

Рис. 6 

Заметим, что nоследний интеrрал в эrой ·ФОрмуле - криволинейный интеграл 
1-ro рода. При изменении ориентации кривой АВ единичный вектор касательной т 
заменяется на nротивоnоложный вектор (-т) , что влечет изменение знака его nодын
тегрального выражения и, значит, знака самого интеrрала. 

§ 3. Формула Грина 
Выведем формулу Грина, связывающую криволинейный иитеrрал 

J Р(х, у) dx + Q(x, у) dy 
L 

no границе L пекоторой nлоской области D с двойным интегралом no этой области. 

Теорема 3. Если в замкнутой области D, ограниченной кусочно-гладким контуром L, 
функции Р(х, у) и Q(x, у) непрерывны и имеют непрерывные частные производные f/!: 
и *, то справедливо равенство (формула l'рина) : · 

f Pdx + Q dy = jj (�� - :) dx dy. ( 1) 

L D 
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Здесь символ f означает интегрирование по 
L 

границе L области D, причем граница L прохо-
дится так, что область D остается слева (рис. 7). 

l};>аница L плоской области D может состоять 
из оДНой или нескольких простых замкнутых кри
вых (компонент). В первом случае она называет
ся односвязной, а во втором - многосвязной. Если 
граница L состоит из конечного числа кусочио
гладких замкнуrых кривых L; , то кривые L; назы
ваются связнЬI.Ми компонентами границы. На рис. 8 
изображена трехсвязная область. 

Односвязная область D (область •без дырок•) Рис. 7 

обладаеттем свойством, чтолюбаялежащая в ней замкнуrая кривая можетбытьстянут 
в точку Р Е D ,  оставаясь в процессе стягивания в области D. 

j 
а 

Рис. 8 Рис. 9 

Доказательство теоремы проведем для односвязной области . 

.,... В силу свойства линейности достаточно доказать, что 

f Р(х, у) dx = - jj �= dx dy, 
L D 

f Q(x, у) dy = jj �� dx dy. 
L D 

Докажем первую из этих формул. 

.r 

(2) 

(3) 

Предположим сначала, что кривая L пересекается каждой прямой, параллельной 
оси Оу, не более чем в двух точках или по целому отрезку (рис. 9). Если каждая такая 
прямая пересекает кривую L не более чем в двух точках, то кривую L можно разбить 
на две части L1 и L2 (верхнюю и нижнюю), каждая из которых проектируется взаимно 
однозначно на не который отрезок [а, Ь] оси Ох . В силу аддитивности криволинейного 
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интеrрала имеем 

f Р(ж, у) аж =  1 Р(ж, у) аж +  1 Р(ж, у) d:t. 
L L1 � 

На каждой нз кривых L1 и L2 возьмем в качестве параметра абсциссу ж и запишем 
уравнения этих кривых соответственно в виде 

Тогда 

у = Уl (ж), у = ш(ж), а �  ж � Ь. 

f Р(ж, у) аж 
L 

ь (\ 1 Р(ж, Уl (ж)) аж +  1 Р(ж, У2(ж)} аж = 
а Ь 

ь - 1 { Р(ж, У2(ж)) - Р(ж, У1 (ж)) } аж. 
а 

(4) 

По nредnоложению nроизводпая � неnрерывна в D, и значит, в силу известной 
формулы интеrральноrо исчисления, nрирашение функции можно заnисать через ин
теrрал ОТ ПрОИЗВОДНОЙ ЭТОЙ функции: 

Y2(:r;) J дР Р(ж, у2(ж)) - Р(ж, у1 (ж)) = ду 
ау. 

Из формул ( 4) и ( 5) nолучаем 

1/l(:r;) 

ь fl2(:r;) f Р(ж, у) аж = - j d:t j : ау� 
L а y1(z ) 

(5) 

Повторный интеrрал в nравой части последнего соотношения равен двойному инте
гралу от функции � по области D, так что окончательно имеем 

f Р(х, у) dx = - j j �: dж dy. 

Формула (2) доказана. 

L D 

Соотношение (3) доказывается аналогично. 
Складывая почленно соотношения (2) и (3) ,  по

лучаем формулу Грина ( 1) . .,_ 
Отметим, что формула Грина имеет место и для бо

лее сложных контуров L ,  и для неодносвязных обла
стей D. Рассмотрим, например, случай двухсвязной 
области (рис. lО). Сделаем разрез АВ этой области, 
nревращающий ее в односвязную. Тогда 

J/ (�� -�:) ax dy = f P dж + Q dy. 
D L1+BA+,l;2+AB 

tl 

о 

в 

z 

Рис. 10 
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Оrсюда, учитывая:, что 

nолучим 

1 P dж + Q dy = 01 
ВА+АВ 

jj (:� -0::) dж dy == f P dж + Q dy, (6) 
D L1 +L2=L 

где интегрирование по кривой L1 ведется в наnравлении nротив движения часовой 
стрелки, а по кривой L2 - в наnравлении движения часовой стрелки. Оrметим, 
что nри этом кривые L1 и L2 nроходятся так, что область D остается слева. Такое 
наnравление обхода контура nримимается за nоложительное. 
Пnощадь nnоской обnасти 
Возьмем 

Тоrда 
Р(ж, у) = -у и Q(z, у) = z. 

дQ = 1 , дz 
дР - = -1 ду ' 

и по формуле Грина ( l) получаем 

f -y dж + z dy =  jj 2 dж dy 28; 
li D 

rде S - площадь области D. 
Оrсюда nолучаем формулу для вычисления nлощади S плоской области D с по

мощью криволинейною интеграла по границе L этой области: 

1 s = � t . 
dy - у 

dz 1 (7) 

Прммер. ВычисnКtЪ nnощадь обnаС'I'И, оrраниченной эмиnсом L: 
:1:2 1/2 
а2 + Ь2 = 1 . 

-. Заnишем уравнение эмиnса в параметрической форме 

х а cos t, у = Ь sin t, О � t � 2а-. 

Искома11 площадь находите11 по фОрмуле (7) , где криволинейный иtl"n!rpaл берется no эллипсу при об
ходе контура а положительном направлении, что соответствует Jо�зменению nараметра t от О до 211". Так 
как 

то оТСJОда nолучаем, что 

s 

d:r: = -a sin t dt, dy = Ь cos t  dt, 

1 2.-2 j (аЬ cos2 t + аЬ sin2 t) dt = 1r аЬ. • 
о 

Замечание. Пусть в пространстве задана ориентированная кусочио-гладкая кривая АВ и nусть, кроме 
тоrо, в некоторой области П, содержащей кривую АВ, задаНа вектор-функция 

F P(z, у, z)l + Q(x, у, z)J + R(z, у, z)k, 
где Р, Q, R - непрерывные в П функции. Аналогично плоскому случаю криволинейный интеграл 
от вектор-функции F по ориентированной кривой АВ оnределим выражением 
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j (F, dr) = j P(z, у, z) dz + Q(z, y, z) dy + R(�, у, z) dz. 

АВ АВ 
Это - КJ)ИВОJIИНСЙИЫЙ интеrрал 2-ro рода В nространСТI!е. 

§ 4. Припоженив криволинейных интегралов 
4.1 . Масса кривой 
В nримере 1 из § 1 было nоказано, что масса кривой L вычисляется с nомощью 
интеграла 1-ro рода 

т = 1 /(М) 
dl, 

( 1) 

L 
где /(М) - nеременпая линейная nлотность на кривой L.  (Мы nредnолагаем, 
что /(М) - непрерывная функция на АВ.) 

4.2. Площадь ципиндрическоi поверхности 
Пусть в nлоскости хОу задана пекоторая сnрямляемая (т. е. имеющая длину) кри
вая АВ и на этой кривой оnреде.лена неnрерывная функция /(М) ;;:: О. Тогда сово
куnность точек ( х, у, f(x, у)), или (М, /(М)), составит некоторую кривую, лежащую 
на цилиндрической nоверхности, для которой кривая АВ является направля.ющей, а ее 
образующая nараллельна оси Oz. Требуется оnределить nлощадь цилиндрической по
верхности АВDС, ограниченной снизу кривой АВ, сверху - кривой z = f (М), где 
М Е АВ, и верrикальными nрямыми АС и BD (pиc. l l). 

Для решения Этой задачn поступим так: 
l) разобъем кривую АВ на n частей точками 

А = Мо, Mt , . . .  , М�с, Mtнt, . . . , Mn = В 

rак, как nоказано на рис. 1 1; 
2) из каждой точки Mk nроведем nерnенди

куляр к nлоскости хОу высотой /(Mt) (при этом 
цилиндрическая поверхность АВDС разобьется 
на n nолосок); 

3) каждую полоску заменим nрямоугольни
ком с основанием .6.l�c , где .6.1�: - длина дуги 
M�cM.t+t , и высотой, равной значению функции 
/(М) в какой-нибудь точке этой дУГИ, наnример, 
в точке M.t. Рис. 1 1  

Тогда nлощадь k-ой полоски будет прибли-
женно равна f(M�c).Ь.l�c , а nлощадь всей поверхности ABDC 

n-1 
S � L: J(M�:).6.lt. 

lc=O 
Это приближенное равенство будет тем точнее, чем мельче будут частичные дУГИ 
M.tMk+t ,  на которые разбита кривая АВ. Пусть .6.1 - наибольшая из длин .6.l11 ча
стичных дуг М11Мн 1 • Тогда при .6.l ....-+ О в пределе получим точное значение искомой 
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площади 
n- 1 

S = lim � f(Mk)D.lk. AI-+O LJ k=O 
Предел справа по определению есть криволинейный интеграл первоrо рода от 

функции /(М) по кривой АВ. Итак, 

S = 1 J(M) dl. 
АВ 

Пример 1. Вычислить nлощадь части боковой nоверхности цИлиндра 

ж2 + 1i = R2 (ж � О, у � О), 

срезанного сверху повврхносrыо 
жу = 2Rz. 

� Сведем задачу к вычиспению кривоnинеiiноrо интеграла 1-ro рода от фунtЩми 
жу z =  2R 

ВДОЛЬ дуги окружности, раСПОJ10JК8ННОЙ В первой четверти. Будем ИМ81Ь 

S =  j ;� dl. 
A1J 

Параметрические уравнения линии АВ · -

Тогда 

и 

z = R cos t, y = R sint, O � t �  i· 

ж • 
S = j! R cos t · R sin t R dt 

= 
R2

. 
sin2 t /2 

= 
R2 

... 2R 2 2 4 · о о 

4.3. Площадь моекой фиrуры 

(2) 

Ранее мы установили, что площадь S плоской фигуры D ,  ОrрQНJfЧенной линией L, 
вычисляется по формуле 

s = � f :t dy - 11 dж. 
L 

Правая часть есть криволинейный интеграл 2-ro рода. 

4.4. Работа сипы 
Пусть в некоrорой плоской области D ,  содержащей кривую АВ, задана сила 

F(M) = P(M)i + Q(M)j, . 

(3) 

(4) 
где функции Р(М) и Q(M) ,  а следовательно, и F(M) предполагаются непрерывными 
функциями точки М. · Требуется найти работу силы F, если под действием этой 
силы материальная точка М, имеющая единичнуЮ массу, переместилась из точки А 
в точку В по кривой АВ. 
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Рис. 1 2  

Для решения· этой задачи разделим кривую 
АВ на n частей точками 

А = Мо, М1 ,  • • •  , М�с, Мн• • · . .  , М,.. = В 
(рис. 12), заменим каждую дугу '-'  МсМн, хор
дой MkMk+l И, npeдnoлarnя ДЛЯ nростоты, ЧТО 
на участке '-' M�tMk+l кривой (а значит, и на 
хорде MkMk+l ) �ила F�t имеет nостоянное зна
чение, наnример, равное ее значению в точ
ке М.�t , 

(5) 
получим приближенное выражение рабоТы си
лы на участке nути '-' M.tMk+l :  

WN � IF.�t! · /lll�.: l · cos(F;AI.�t), (6) 
rде /Fkl - длина веКТора F�,:, /.1.1k l длина вектора .1.l�; 

д.lk = McMc+l = .1.z�:i + .!ly�cj. (7) 

Рис. 13 

Из формулы (4) с учетом (5) nолучим 
F�; :::: P(M�;)i + Q(M�;)j, 

ИдИ 
(8) 

Так как правая частьформулы ( 6) есть скалярное nроиз
ведениевекторов F11 и Al�c , то, учитывая (7) и (8) , будем 
иметь 

W�c � (F�:, .1.Ic) ::::: P(zc, Y.�t)A:t.�t + Q(z.�t, у,.)д.У.�t· 
Суммируя no всем значениям k ( k = О, 1 ,  2, . . . , n - 1 ) , 
nолучим величину 

n-1  
W � I: P(:tlн y,.)д.:t.�t + Q(:t�c, Y�:)Ay�t, 

k"'O 
приближенно выражающую работу силы F(M} на всем пуrи от А до В. Предел этой 
суммы nри .!lz1 - О и д.уk - О принимают за точное значение работы. Но с дру
rой стороны, предел этой суммы есть криволинейный интеграл 2-ro рода от вектОр
функции F(M) no кривой АВ. Итак, работа силы вычисляется no формуле 

W = 1 P(:t, у) d:t + Q(:t, у) dy. 
АВ 

Прммер 2. Наiiти рабо!'у сипы 

nри nеремещении единичной массы по nараболе 

от точки A(l, О) до точки В( О, 1 )  (рис. 13) . 

.,. Применим формулу (9) ,  nоложив в н� 

у2 
t - ж  

Р(ж, у) ""' О, Q(ж,g) = ж2• 

(9) 
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Так как 

z = I - 1/, 
ТО ИСКОМую рабоТу МОЖНО ВЫ'IИСJIИТЬ так: 

1 1 
8 W= j z2dy= J<t-ti)2dy== /(l -21i+Y4)dr= 15 . -. 

АВ О О 

О6о&цение на сяучаii llpOCipiiНCТI8I IpiiiOi 
(рис. 14) . 
Если в некоторой пространст�нной облас
ти n, содержащей пространсrвенную кри
вую АВ, задана сила 

F(M) = P(M)i + Q(M)J + R(M)k, 
где Р(М) , Q(M) и R(M) - непрерывные 
функции в области n, то работа, совершаемая Рис. 14 

Jl 

силой F(M) по nеремещению материальной точки М с единичной массой из точки А 
в точку В по пространсrвенной кривой АВ, равна 

W = j Р(ж, у, z) dж + Q(ж, у, z) dy + R(ж, у, z) dz. 
АВ 

УnраненИR 
Вычислите криволинейные интегралы 1-ro рода: 
1 .  1 жу dl , где L - четверть эллипса � + � = l ,  лежащая в первом квадранте. 

L 
2. j (ж - у) dl, где L - окружность ж1 + у2 = 2аж. 

L 

3. j � , где L - отрезок прямой, соединяющий точки (О, -2) и (4, 0), 
L Ж - у  

4. J ж dl ,  где L - отрезок nрямой, соединяющий точки (О, О) и (1,  2). 
L 

S. J у dl, где L - дуга параболы у2 == 2ж от точки (О, О) до точки ( 1 , v'l). 
L 

6. j 2 � 2 , где L - первый виток винтовоjt линии ж =  a cost,  у =  a sin t ,  z = Ы .  
L z + y + z · , 

7. Найдите длИ1IУ дуги конической винтовой линии z = ое1 cost, у = aet sint,  z = aet 
от точки А( О, О, О) до точки В( а, О, а). Укаэанме: точке А соответствует значение параметра 
t1 -оо, а точке В - зНачение t2 = О. 

8. НаЙдите площадь боковой поверхности кругового цилиндра, находЯщейся под nервым 
вИТI<ом винтовой линии z = а cos t, 11 = а sin t, z = Ы и выше плоскости z = О. 

9. Найдите координаты центра тяжести однородной полуарки циклоиды х = a(t - sin t), 
11 = a(l - cost) (О �  t � 1r). 

Вычислите криволинейные интегралы 2-ro рода: 
10. 1 у dx + z dy, где L - дуга кривой 11 = х3 от точки (О, О) до точки (2, 8) .  

L 
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1 1 .  J у2 dж + ж2 dy, где L - верхняя половина эллипса ж = а cos t,  у = Ь sin t ,  nробегаемая 

L 
против хода часовой стрелки. 

12. J .;у dж + ; � , где точки А( О, О) и В(2, 1) соединены криво� 
АВ v 'Y  

при О � ж � 1, 
при 1 < ж �  2. 

13. /(2а-у) dж+ж dy, где L - дуrа первой арки циклоиды 2: = a(t-sin t), у =  a(l -cos t), 
L 

пробегаемая в направлении возрастания параметра t. f (ж +у) dж - (ж - у) dy 
14. 2 2 , где L - окружность ж2 + у2 = а2 , пробегаемая против хода 

L z + у  
часовой стрелки. 

YIC838НIIe. Используйте параметрические уравнения окружности. 

15. /<и - z) dz + (z - z) dy + (z - y) dz , где L - виток винтовой линии z = a cost, 
L у =  а sin t, z = Ы (О � t � 211'). 

16. J у dz + z dy + z dz, r.це L - ломаная ОАВС с вершинами О( О, О, О) , А( а, О, О) , 
1 В(а, а, О) , С(а, а, а) . 

17. Найдите массу дуги АВ кривой у. = lnz , если в каждой ее точке линейная плотность 
пропорциональна квадрату абсциссы точки, причем A(l, 0), В(З, ln 3) . 

18. Найдите длину дуги кривой z. = 2 - � ,  у = � между ее точками пересечения с осями 
координат. 

19. Найдите площадь, оrраниченную астроидой z = а cos3 t ,  у = а sin3 t (О � t � 211' ). 
20. Найдите работу силового поля F = (z + y)i - zj, когда точка массы т описывает 

окружность z = а cos t ,  у = а sin t ,  двигаясь по ходу часовой стрелки. 
21. Поле образовано силой F = (ж, y)i + zj. Вычислите работу при перемещении единицы 

массы по контуру квадрата со сторонами z = ±а, у = ±а. 
Применив формулу fРина, вычислите интегралы в задачах 22-24: 
22. J у2 dz + (z + у)2 dy по контуру АiвС с вершинами А( а, О) , В(а, а) , С( О, а) . 

с 

23. j 2z(y - 1) dz + z2 d� по контуру фигуры, ограниченной линиями у = z2 , у = 9. 
с 

24. j(2z - Зу) dz + (z - у) dy вдоль единичной окружности z2 + у2= 1  в положительном 
с 

направлении. · j dz - dy 25. Вычислите интеграл --- вдоль контура квадрата с вершинами в точках A(l, 0) , 
с ж + у  

В(О, 1) ,  С(-1, 0), D(O, -1) при положительном направлении обхода. 

Ответы 

1 .  о6(�(�:.)62) .  2. 21Га2• Ухаэаиие. Перейдите кполярным координатам. з. VSln 2. 4 . .;_;.  5. v'З- � .  

6. � arctg 2:ь . 7. аv'З. 8. 211'2Ь�. 9. Zc = � ,  1/с = � .  Ухаэаиие. Воспользуйтесь 
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формулами Zc = ih f z.j:i:2 + f/2 dt, 1/с = ih J y.j:i:2 + f/2 dt,  где lzl = J � dt = 4а. 10. 16. о о о 
1 1 .  -i аЬ2 • 12. 3. 13. -21ra2 • 14. -21Г. 15. -21Га(а + Ь). 16. а2• 17. �(10Jlo - 2v'2). 18. !f .  
t9. )tc1"2 • 20. 21r та2• 21 . ±8а2 ( в  зависимости or наnравления обхода). 22 .  j а3• 23. О .  24. 41Г. 
25. -4. YD381111e. Данный интеграл несобствеiПIЫЙ, так как а .'fOIIкax пересечения контура 
ИНГегрированИЯ С прЯМОЙ Z + .1/ = 0 ПОДЫНТегральное выражение nринимает Вид � .  Формулу 
fРина применять нелЬЗJJ. 



Глава XXV/1/ _____________ _ 

ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ 

О 1 . Скапирное попе. Поверхности и пинии уровни. 
Производнаи по напраВIIению 

Если в каждой точке пространства или части пространства определено значение не
которой величины, то говорят, что задано поле .аанной величины. Поле называется 
скалярным, если рассматриваемая величина скалярна, т. е. вполне характеризуется 
своим числовым значением. Например, поле температур. 

Скалярное поле задается скалярной функцией точки u = f(M) . Если в про
странстве введена декарrова система координат, то u есть функция трех перемен
ных z, у, z - координат точки М: 

/ u = f(z, у, z). / ( 1) 

Оnредепенме. Поверхностью уровня скалярного поля называется множество точек, в ко
торых функция f(M) принимает одно и то же значение. Уравнение поверхности 
уровня 

f(ж, у, z) = с =  const . 

11р11мер 1. Найти ооверХIЮСТИ ypo&НII скапярноrо nоля 

'U = v'ж2_+_!1-:2-+-z-:2. 
<111 Согласно определению уравнением nоверхности уровня будет ' 

J ж2 + tP + z1 = с, или ж2 + 1/ + z2 = с2 (с > О). 
Это уравнение сферы (с -1: О) с центром в начале координат . .,. 

(2) 

Скалярное поле называется плоским, если во всех плоскостях, параллельных не
которой плоскости, поле одно и то же. Если указанную плоскость принять за плос
кость жОу , то функция· поля не будет зависеть от координаты z, т. е. будет функцией 
только аргументов ж и у, / u = f(x, y). j  (3) 

Плоское поле можно характеризовать с помощьюлиний уровня - множества точек 
плоскости, в которых функция f(ж, у) имеет одно и то же значение. Уравнение линии 
уровня - / f(ж, у) = с =  const . /  (4) 
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Пример 2. Найти nинии уровня скаnярного nonя 

и = '1/ � ,/. 
<111 Линии уровня задаются уравнениями 

z2 - 1i = с. 
При с ==  О nоnучаем пару прямых 11 = ж, у =  -ж. 
При с f. О поnучаем семейство rиnepбon (рис. 1). 111> 

1 .1 .  Производная по направлению 
Пусть имеется скалярное nоле, оnределяемое ска
лярной функцией и = /(М) . Возьмем точку Мо 
и выберем направление, оnределяемое вектором 1.  
Возьмем другую точку М так, чтобы век:rор МоМ 
был nараллелен вектору 1 (рис. 2). Обозначим дли
ну вектора М0М через D.l , а nриращение функции 
J(M) - J(Mo) , соответствующее nеремещению Al, 
через Au. Отношение 

Au J(M) - J(Mo) {S) D.l = D.l 
оnределяет среднюю скорость изменения скалярного nоля 
на единицу длины по данному наnравлению 1.  

Пусть теnерь Al стремится к нулю так, чтобы вектор 
М0М все время оставался nараллельным вектору 1 .  

Оnределение. ECJiи nри Al -+ О существует конечный пре
дел отношения (5) , то ero называют производной функции 
и == J (М) в данной точке Мо по данному направлению 1 и обо-
значают символом !J;; lмо . 

Так что, по определению, 

- == l1m - == ltm ;;.....;..__;._�-� 
ди 1 . Au . /(М) - /(М0) 
дl м0 dl-+0 Al dl-+0 Al 

Рис. l 

11 

Рис. 2 

МоМ \\ 1. (6) 

Эrо определение не связано с выбором системы координат, т. е. носм+•ар��антный 
характер. 

Найдем выражение для nроизводной по наnравлению в декартовой системе ко
ординат. Пусть функция /(М) == J(x, у, z) дифференцируем� в точке Мо(хо, Уо, zo) .  
Рассмотрим значение /(М) в точке М(хо + Ах, у0 + Ау, Zo + Az). Тогда nолное 
nриращение функции можно заnисать в следующем виде: 

D.u = /(хо + Ах, Уо + Ау, zo + Az) - f(xo, Yot zo) = 

= ди 1 · Ах + 
ди 1 · Ау + 

ди 1 · Az + Е  · Al, дх Мо ду Мо дz М0 
rде е -+ О при Al = ..j(D.x)2 + (Ау)2 + (Az)2 -+ О, а символы � 1 , � 1 � 1 '"" Мо "11 Мо ' z Мо 
означают, что частные производные вычиСJiены в точке Мо. Отсюда 

ди 1 = 
ди 1 . lim Ах + ди 1 . lim Ау + 

ди 1 . lim 
Az . (7) дl Мо · дх Мо dl-+0 Al · ду Мо Al-+0 Al дz Мо dl-+0 Al 
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Здесь величины �,  �,  t суrь направляющие косинусы вектора МоМ = �:ti + 
�yj + �zk. Так как векторы МоМ и 1 сонаправлены (МоМ ii 1), то их направляющие 
косинусы одинаковы: 

где 

�ж 
�� 

= cos a, 
�у 
�� 

= соs (З, 
�z 
�� 

= cos1, 

о 1 . 1 = - = cos а · 1 + cos (З · j + cos 1 · k. 
11 1 

Так как М -+ Мо, оставаясь все время на прямой, парадлельной вектору 1, то углы а ,  
(З, 1 постоянны, а потому 

�ж . �у lim л z = cos а, ltm л z = cos (З, Al�o � Al�o � 

Окончательно из равенств (7) и (8) получаем 

. �z 
ltm л z = cos1. Al�o � 

дu l = д'IJ I · cos a + дu l · соs(З + дu l · cos1. дl М'о дж М'о ду М'о дz М'о 

(8) 

(9) 

Замечанме 1. Часnп.�е производвые :; , � , � являются провзводными функции u по направлениям 

координатных осей Oz, Оу, Oz СООТJIСТСТJIСННО. 
Прммер 3. Найти производную функции 

u = жe' + yes - z2 
в точке Мо(3, О, 2) по направлению к точке М1(4, 1, 3) . 

.. Имеем 

:: l
мо 

= (е' +  yes)lмo = l, : l
мо 

= (же' +  е")lмо = 3 + ез' :: l
мо 

= -2zlмo = -4. 

Вектор МоМ = {1 ,  l, l} имеет дпину IMoMI :;= v'З. Его направляющие косинусы: cosa= ?з ·  cosfJ= 7з .  
cos 7 = 7з . По формуле (9} будем иметь дu 1 1 3 l 1 е3 

дl Мо =
 l . v'3 + (3 + е ) • v'3 - 4 . v'3 = .;з· 

Тот факт, что ��Мо > О, означает, что скалярное поле в точке Мо в данном направлении возраста
ет . .,. 

Для плоского поля U = f(ж; у) производмая по направлению 1 в точке Мо(жо, Уо) 
вычисляется по формуле 

д1J 1 = дu 1 . cos а + дu 1 . sin а, дl М'о дж М'о ду М'о 

где а - угол, образованный вектором 1 с осью Ож. 

( 10) 

Эамеч111118 2. Формула (9) дпя вычислениЯ производной по направлению 1 в данной точке Мо оста
етс;я в силе и тогда, когда точка М стремитс;я к точке Мо по кривой, дпя которой вектор 1 являетс;я 
касательным в точке Мо . 

Пр11118р 4. Вычислить производную скалярного поля 
u = arctg(zy) 

в точке Mo(l, 1) ,  принадnежащей парабОле у =  z2 , по направлению этой fСРИВОЙ (в направлении воз
растания абсциссы}. 
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-.. Направлением 1 параболы 11 = :r/ в точке Mo(l,  1) считается 
направление касательной к параболе в этой точке (рис. 3). 

Пусть касательная к параболе в точке Мо образует с осью Oz 
угол а. Тогда tg а = у' (ж) j 2, откуда направляющие косинусы :1:=1 
касательной 

cos a = 
Jl + tg2 a 

= 
tg a  2 

sina = 
Jt + tg2 a 

=
vз· 

Вычислим значения � и � в точке Mo(l, 1). Имеем 

hl = �� = �. /J
ul = ----=n1 -2

1
' дz Мо l + ж 11 Мо 2 ду Ме l + z  у Мо 

Теnерь по формуле ( 10) получаем 

:: 'Мо = � . � + � . � 3 .. 

11 

Рис. 3 

Пример 5. На�Ьи производную скалярного поля u = ln(жy+ yz +zz) в точке Мо(О, 1, 1) по направлению 
окружности 

z cost, y = sin t, z = l, O � t � 2'JI'. 

-.. Векторtюе уравнение окружности имеет аид 
r(t) = cos t • i+sin t · j + J • .k. 

Находим единичный вектор т касательной к окружности 

dr 
т =  

dt 
= - sin t · i + cos t ·j. 

Точке Мо(О, 1 , 1) соответстаует значение параметра t = j. Значение т в точке Мо бущл равно • 1f . 'JI' 
тiМо = - sш 2 ·1 + cos 2 · j = -1 · 1. 

Отсюда получаем направляющие косинусы касательной к окружности в точке Мо: cosa = -1 ,  cos{J = О, 
COS7 = 0. 

Вычислим значения честных производных данного скалярного поля в точке Мо(О, 1, 1)  

Значит, искомая производная 

дv. l 81 Мо 

hl -
y + z 1 - 2 дz Мо - жу + yz + zж м0 - ' 

::1м0 
= 

zy:;:zж lм0 = 1' 

8ul - y + z  1 - 1 
{)z Мо - жу + yz + zж Мо - • 

§ 2. Градиент скалярного поли 

Пусть скалярное поле оnределяется скалярной функцией 

и = J(z, у, z), 
которая предполагается дифференцируемой. 
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Оnределение. Градиентом cкtJЛJI}JIIOto поЛя i:'в данной точке М называется вектор, обо
значаемый символом gmd и и оп деляемый равенством #iii!,_-�.:IOO!i-J<i/i;,!illifi!iii!I!IIIМ�4>i!\i·j1/i. ·ff ди . ди . ди J�' 

grad и = - 1 + - J + - k. ·. · (1} дх ду дz 
�'�1��!ff.:':;;: :�'%},·�' t:.'' ·'"�,•\-i;':�',,�if{ ';j_;I�\Jf.·i'l!;i [,{{111\i!��, 

Ясно, что этОт вектор зависИт как от функции f,  так и от точки М, в которой вычи-
сляется ее производная. 

Пусть 1° - единичный вектор в направлении 1 ,  т. е. 

1 1° = Щ = cos а · i + cos {j · j + cos 'У • k. (2) 

Тогда формулу для производной по направлению можно записать в следующем виде: 

ди о m = (gmd и, 1 ), (3) 

тем самым производмая от функции и по направлению 1 равна скалярному произве
дению градиента функции и( М) на орт 1° направления 1 . 
2.1 .  Основные свойства градиента 

Теорема 1 .  Градиент сколярного поля перпендикулярен к поверхности уровня (ши к линии 
уровня, если поле плоское).  

� Проведем через произnольную точку М 
поверхность уровня и = const и выберем 
на этой поверхности гладкую кривую L, 
проходящую через точку М (рис. 4). Пусть 
1 - вектор, касательный к кривой L в точ
ке М. 

Так как на поверхности уровня и(М) = 
и(М1 ) для любой точки М1 Е L, то 

ди 
дl = lim ll/--+0 (Mt--+M no L) 

и(М1) - и(М) 
дl = 0. Рис. 4 

С другой стороны, !J;; = (grad и, 1°) . Поэтому (gmd и, 1°) = О . Это означает, что 

векторы gmd и и 1° ортогональны, grad и J:.:l0 :; 
Итак, вектор grad и ортагонален к любой касательной к поверхности уровня в точ

ке М. Тем самым он ортагонален к самой поверхности уровня в точке М . .,. 

Теорема 2. Градиент направлен в сторону возрастания функции поля. 
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<11111 Ранее мы доказали, что градиент скалярною поля напра
влен по нормали к поверхности уровня, которая может быть 
ориентирована либо в сторону возрастания функции и( М), 
либо в сторону ее убывания. 

Обозначим через n нормаль к поверхности уровня, ориен
тированную в сторону возрастания функции и( М) , и найдем 
производную функции и в направлении этой нормали (рис. 5). 
Имеем 

- = дn 
. и(М1) - и(М) I1m Al . Al-+0 (M\--+M no n) 

Так как по условию и(М1) > и(М) , то и(М1) - и(М) > О, 
и поэтому 

т. е. (grad и, n°) � О. 

ди о 
дn = (grad и, n ) � О, 

Рис. S 

Отсюда следует, что grad и направлен в ту же сторону, что и выбранная нами 
нормаль n, т. е. в сторону возрастания функции и(М) . ..,. 
Теорема З.Длина градиента равна наибмьшей производной по направлению в данной точке 
поля, 

max �; = 1 grad иl = (::У + (:;У + ( ::) 2 
(здесь max !Jj; берется по всевозможным направлениям в данной точке М поля). 

<11111 Имеем ди о 
. 

дl = (grad и, 1 ) = 1 grad иl · l · cos so, 

(4) 

где so - угол между векторами l и grad n. Так как наибольшее значение cos so равно l , 
то наибольшим значением производной !Jj; как раз и является 1 grad иl . ..,. 

Пример 1 .  найти наnравление наибольшего изменения скалярного поля 

u = xy + yz + zx 
в точке Mo(l ,  l, l ) ,  а также величину этого наибольшего изменения в указанной точке. 

<1111 Направление наибольшего изменения скалярного поля указывается вектором grad u(M) . Имеем 

grad u(M) = (у +  z)i + (х + z)j + (у +  x)k, 
так что 

grad u(Mo) == 2i + 2j + 2k. 
Этот вектор определяет направление наибольшего возрастания поля в точке M0(I , l , l ) .  Величина 
наибольшего изменения поля в этой точке равна дu � max дl = 11 grad u(Mo)/ = 2v 3 . ..,. 

2.2. Инвариантное оnределение rрадиента 
Величины, характеризующие свойства изучаемою объехта и не зависящие от выбора 
системы координат, называются �Jнвариантами данного объекта;

' 
Например, длина 

кривой - инвариант этой кривой, а угол касательной к кривой с осью Ох - не инва
риант. 
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Основываясь надоказанныхвыше трех свойствах градиента скалярною поля, мож
но дать следующее инвариантное определение градиента. 

Оnредепение;Jрадиент скШ11lрного nQЛII есть вектор, направленный по нормали к по
верхНости Уlювня в сторону возрастания функции поля и имеющий длину, равную 
наибольшей производной по направлению (в данной точке) . 

Пусть n° - единичный вектор нормали, направленный в сторону возрастания 
поля. Тогда 

ди о 
grad и = - · n .  

дn 
Пример 2. Найти градиент расстояния �---------

т =  ,j(z - zo)2 + (у - Уо)2 + (z - zo)2, 
где Mo(zo, Уо, zo) - некоторая фиксированная точка, а M(z, у, z) - текущая. 

<il Имеем 

дr . дт дт (z - zo)i + (у - Yo)j + (z - zo)k 0 grad r = - • + - J + - k =  = r , дz ду дz J<z - zo)2 + (у - Уо)2 + (z - zo)2 
где r0 - единичный вектор направления МоМ . .,.. 

2.3. Правила вычисЛения градиента 
1 .  grad си( М) = с grad и( М), где с - постоянное число. 
2. grad(и + v) = grad и + grad v .  

(5) 

Приведеиные формулы получаются непосредственно из определения градиента и 
свойств производных. 
3. grad( и · v) = v grad и + и grad v .  
• По правилу дифференцирования произведения 

( ) д(иv) д(иv) , д(иv) k grad и · v  = -- i + -- J + -- = дх ду дz 

= (v ди 
+ и дv) i + (v ди 

+ и дv) j + (v ди 
+ и дv) k = дх дх ду ду дz дz 

= v ( ди 
i + 

ди j + 
ди k) + и ( дv i + 

дv j + 
дv k) = дх ду дz дх ду дz 

= v grad u + и grad v . .,. 

4. grad( �) = 11 grad ",;2" grad 11 , v #- О. 

• Доказательство аналогично доказательству свойства 3 . .,. 
5. Пусть F( и) - дифференцируемая скалярная функция. Тогда 

grad F(и) = F'(и) grad и. 

• По определению градиента имеем 

( ) дF(и) дF(и) . дF(и) grad F и = -- i + -- J + -- k. дх ду дz 
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Применим ко всем слагаемым правой части правило дифференцирования сложной 
функции. Получим 

1 8и 1 8u 1 8u 1( ) grad F(u) = F (u)-8 i + F (u)- j + F (u)- k = F и grad u. х 8у 8z 
В частности, 

grad F(r) = .F'(r) · r0• 
Формула (6) следует из формулы grad r = r0• � 

Пример 3. Найти производную по направлению радиус-вектора r от функции и = sin r ,  где r = lrl . 

� По формуле (3) ди 
. о дr = (grad sш r, r ), 

а по формуле ( 6) grad sin r = cos r · r0 • В резу ль тате получим, что 

:: = (cos r · r0, r0) = cos r . .,. 

Пример 4. Пусть дано плоское скалярное поле 
и = r1 + r2, 

где r1 ,  r2 - расстояния от некоторой точки Р(ж, у) плоскости до двух фиксированных точек F1 
этой плоскости, F1 t= F2 .  

Рассмотрим произвольный эллипс с фокусами F1 
и F2 и докажем, что всякий луч света, вышедший из одно
го фокуса эллипса, после отражения от эллипса попадает 
в другой его фокус. 

� Линии уровня функции (7) суть 
r1 + r2 = 2а, а > О. (8) 

Уравнения (8) описывают семейство эллипсов с фокусами 
в точках F1 и F2 . 

Согласно результату примера 2 имеем 

grad(r1 + r2) = r? + rg. 
Тем самым градиент заданного поля равен вектору PQ 

диагонали ромба, построенного на ортах rY и r� радиус
векторов, проведенных к точке P(z, у) из фокусов F1 
и F2 , и значит, лежит на биссектрисе угла между эти
ми радиус-векторами (рис. б). По теореме 1 градиент PQ 

о 

перпендикулярен к эллипсу (8) в точке P(z, у) . Следова- Рис. 6 
тельно, нормаль к эллипсу (8) в любой его точке делит 

(6) 

пополам угол между радиус-векторами, проведенными в эту точку. Отсюда и из того, что угол падения 
равен углу отражения, получаем: луч света, вышедший из одного фокуса эллипса, отразившись от него, 
непременно попадает в другой фокус этого эллипса. .,. 

§ 3. Векторное поле. Векторные линии 
и их дифференциальные уравнения 

Определение. Если в каждой точке М(х, у, z) пространства или части пространства 
определена векторная величина 

а =  а(М) = Р(х, у, z)i + Q(x, у, z)j + R(x, у, z)k, (1)  

то говорят, что там задано векторное поле а. 
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Задание векторного nоля равносильно за
данию трех скалярных функций от трех пере
менных Р(:t, у, z), Q(z, у, z) , R(z, у, z) . 

Примерами векторных nолей могуr слу
жить: силовое поле - поле некоторой силы F, 
nоле скоростей v течения не которой жидкости 
и др. 

Для геометрической характеристики век
торного поля служат векторные линии. Век
торной линией векторного поля а называется 
кривая, касательная к которой в любой точ
ке М имеет то же направление, что и вектор 
nоля а в этой точке (рис. 7). 

В силовом поле векторные линии называ
ются сшовьши линиями; в поле скоростей дви
женияжидкости векторныелинии называются 
линиями тока. 

3.1 .  ДИфференциапьные уравнения векторных nиний 
Пусть векторное поле определяется вектор-функцией 

а = P(z, у, z)i + Q(z, у, z)j + R(z, у, z)k, 

Рис. 7 

где P(z, у, z) , Q(z, у, z), R(z, у, z) - непрерывные функции персменных z, у, z ,  
имеющие ограниченные частные производные первого nорЯдКа. 

Пусть 
r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k 

- есть радиус-вектор текущей точки векторной линии векторного поля а (t - пара
метр) : Из определения векторной линии следует, что вектор 

а = Р(х, у, z)i + Q(z, у, z)j + R(x, у, z)k 
и вектор касательной к этой кривой 

dr dz . dy .  dz 
dt = dt • +  dt J + dt

k 

должны быть коллинеарны в каждой точке векторной линии. 
ности векторов является пропорциональностъ их координат: 

dx _ dy _ dz 
P(z, у, z) - Q(z, у, z) - R(x, у, z) · 

Условием коллинеар-

(2) 
Таким образом, мы получили для векторных линий систему дифференциальных урав
нений в симметричной форме. 

Допустим, что нам удалось найти два независимых интеграла системы (2) : 
{ V't (z, у, z) = с1 , 

<p2(z, у, z) = с2. (З) 

Система уравнений (3) определяет векторную линию как линию пересечения двух по
верхностей. Произвольно меняя параметры с1 и с2, мы получаем семейство векторных 
линий как семейство с двумя степенями свободы. 
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Пример 1 .  Найти векторные линии вектор
ного nоля 

а жi + 11J + 2zk. 

• Выnисываем дифференциальные 
уравнения векторных линий, 

dx d11 dz 
-;; = у = 2z ' 

или 
d:�: d11 dж dz 
z 11 -;; == 2z '  

Интегрируя эту систему, nолучим два 
уравнения 

11 = C1Z, Z C2z2, 
где с1 , с2 - проиэвольные посrоянные. 

Пересечение nлоскостей у = с1 ж 

с параболическими цилиндрами z = c2z2 Рис. 8 
двет двухпараметрическое семейство векторных линий поля {рис.8). "" 

!1 

Оnределение. Векторное поле называется моским, если все векторы а параллельны 
одной и той же плоскости и в каждой плоскости, параллельной указанной, векторное 
поле одно и то же. 

Посмотрим, как плоское векторное поле описывается в координатах. Если ука
занную в определении плоскость (или любую ей параллельную) принять за плос
кость хОу, то векторы плоского поля не будуr содержать компоненты по оси Oz 
и координаты векторов не будуr зависеть от z: 

а = Р(х, y)i + Q(x, y)j. (4) 
Дифференциальные уравнения векторныхлиний плоского поля можно записать в сле
дующем вИде 

илн 

dx dy dz 
Р(х, у) = Q(x, у) = О' 

{ dy _ Q(z, y) 
dx - Р(х, у) ' 

z = const . 

(5) 

Оrсюда видно, что векторные линии плоского поля являются плоскими кривыми, 
лежащими в плоскостях, параллелъных плоскости хОу. 

Пример 2. Найти векторные линии магнитного nоля бесконечно дnинного прямого nровода. 

• Предnоложим, что nроводник наnравлен вдоль оси Oz и по нему течет nж силы J, т. е. вектор тока 
J = J · k. 

Тогда вектор наnряженности Н магнитного nоля оnределяется по формуле 

2 Н pZ (J, r), (6) 

где 
r == жi + yj + zk 

- радиус-вектор точки М, р - расстояние от оси провода до точки М. Раскрывая векторное произ
ведение (6) . nолучим 
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Дифференциальные уравнения векторных линий: 
dz dy dz = и., =  о· 

7 
Отсюда z = const, �; = �, или zdz + ydy = О. Окончательно имеем . { х2 + У2 Cf, 

z = C2, 
т. е. векторные линии являются окружностями с центрами на оси Oz (рис. 9) • .., 
Пример 3. Найти векторные линии поля сил тяготения. образованного притягивающей материальной 
точкой массы m, расположенной в начале координат. 

• В данном случае сила F определяется так: 

F = _ 1mr = _ 'YmXI 
lrP (z2 + у2 + z2)3/2 

Дифференциальные уравнения векторных линий: 
dx dy dz 
")'mz ")'mlf ("'2н2н2)312 ("'2+g2н2)3/2 

обей ")'m 
откуда, умножая каждую из др на - (z2+у2н2)372 , полу-
чим 

d:t dy dz = - = -
:1: у z 

Чтобы получить уравнения векторных линий в параметричес
кой форме, приравняем каждую из дробей величине � . Име
ем 

dx dy dz dt 
-;; = у = z = t' 

z c,t, у =  C2t, z = Сзt. 
Это - полупрямые, выходящие из начала координат. 

'}'mzk 

z 

Чтобы из семеllстаа векторных линиll выделить OfJiiy, на-
до задать точку M0(zo, уо, zo), через которую эта векторная Рис. 9 
линия допжна проходить, и по координатам заданной точки 
определить величины С 1 , С2, Сз . 

н 

Пусть, наnример, точка Мо имеет координаты zo = 3. Уо = 5, zo = 7. Уравнение векторной линии, 
nроходящей через точку М0(3, 5, 7), можно записать так: 

:t Зt, у = 5t, z = 1t. 
Сама точка Мо получается при значении параметра t = 1 . .., 

§ 4. Поток вектора через поверхность и его свойства 
Рассмотрим сначала частный случай полJ( скоростей v течения жидкости. Выделим 
в поле некоторую поверхность Е. Потоком жидкости через поверхность Е называется 
количество жидкости, протекающее через поверхность Е за единицу времени. 

Этот поток легко вычислить, если скорость течения постоянна ( v = const ) , а по
верхность Е плоская. В этом случае поток жидкости равен объему цилиндрического 
тела с параллельными осиовациями и образующими длины lvl ,  так как за единицу вре
мени каждая частица перемещается на величину v (рис. 10), 

П = Sh, 

где S - площадь основания, h = ПРn v = (v, n°) - высота цилиндра и n - нормаль 
к еrо основанию, !n° 1  = 1 .  
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Итак, при постоянной скорости v поток 
жидкости через плоскую поверхность Е равен 1 П = (v, n°) · s. i ( l) 

Если скорость v изменяется непрерывно, 
а поверхность Е - гладкая, то можно раз
бить поверхность Е на столь малые части Е�: 
(k = l, 2, . . .  , n) , чтобы каждую часть Е�: мож
но было приближенно считать плоской и век
тор v на ней постоянным. 

Так как поток жидкости через поверх
ность Е равен сумме потоков жидкости через 
все ее части Е11 ,  то мы получаем для вычисле
ния потока приближенную формулу 

г----------------, n 
П � 'L:(v, n°)1\ · l:!и11, 

k=l 

Рис. IО 

(2) 

rде n - общее число частей Е�: ,  на которые разбита поверхность Е ,  Р11 - точка, 
лежащая на k-ой части, l:!и11 - площадь части Е11 поверхности, (v, n°)1\ означает 
скалярное произведение веКТоров v и n° в точке Pt Е Et (рис. 1 1). 

Назовем потоком жидкости через 
поверхность Е предел суммы (2) при 
стремлении к нулю наибольшего из 
диаметров плотадок Е�: , 

n 
П = lim L: (v, n°) · l:!и11 

d--.0 l\ 1:=1 

= J J (v, n°) d<r, 
Е 

(3) 

rде d - наибольший из диаметров ча-
стей Е11 (k = l, 2, . . . ,n) . Интеграл (3) , ' Pиc. l l  
определяющий поток жидкости, бе- � 
рется от скалярной функции (v, n°) по площади поверхности Е. 

Понятие потока произвольною вектора а через поверхность Е вводится по анало
гии с введенным выше понятием потока жидкости через поверхность. 

Оnреде.nение. Потоком вектора (векторного поля) а через поверхность Е называется 
интеграл по поверхности Е от проекции вектора а на нормаль к поверхности 

п и��d<r � 
Е 

(или JJ а11 dи, или JJ(a, du) , где а11 = (а, n°) и du = n° м). Ясно, что интеграл (4) 
Е Е 

существует, если вектор а = Pi + Qj + Rk непрерывен, т. е. непрерывны ero координа-
ты Р(х, у, z) , Q(x, у, z) , R(x, у, z) , и поверхность Е - гладкая, т. е. имеетнепрерывно 
меняющуюся касательную плоскость. 
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Пример 1. Поле создается точечным зарядом (электрическое nоле) или точечной массой {nоле тяго
тения), nомещенными в начале координат. Тогда вектор наnряженности nоля в любой точке Р будет 
равен 

q о Е = ;I " ' 
где q - величина заряда (массы), r == ОР - радиус-вектор точки Р. Требуется найти nоток вектора 
наnряженности Е через Sв - сферу радиуса R с центром в начале координат . 

.,. Так как наnравление нормали к сфере совnадает с наnравлением радиус-вектора r, то n° r0 
и поэтому 

(E, n°) = (Е, r0) = ; . 
r 

На сфере Sв радиуса R имеем r 
равен 

R. так что (Е, n°) = lr = const. Поэтому nоток вектора через Sв. 
П = jj<E, n°) du = �2 jj du = �2 

· 411"R2 = 4Jrq. ""  
Sв Sв 

4.1 .  Свойства потока вектора через поверхность 
1. Jlмиейность. 

11 (Ла + рЬ, n°) du = Л 11 (а, n°) du + р 11 (Ь, n°) du, 
Е Е Е 

rде Л и р - постоянные числа. 

(5) 

2. Аддитивность. Если поверхность Е разбита кусочио-гладкой кривой на две части Е1 
и Е2 , то поток через поверхность Е равен сумме потоков через поверхности Е1 и Е2 ,  

(6) 

Это свойство позволяет распространить понятие nотока на кусочио-гладкие поверх
ности Е. 
Пotnrrиe ориентаqии nоверхнОсти 
Взяв, к nримеру, цилиндрическую по
верхность, замечаем, что если в неко
торой ее точке М выбрать оnределен
ный (один из двух) единичный век
тор нормали и непрерывно переме
щаться затем по поверхности вместе. 
с соответствующим вектором норма
ли по любому пути, не переходЯщему 
через край поверхности, то при воз
вращении в точку М единичный век
тор нормали совпадает с исходным 
(рис. 12}. 

Вместе с тем, существуют поверх
ности, для которых это не так. При
мерам такой поверхности может слу

Рис. 12  

жить лист Мёбиуса (рис. 13) .  Существует путь (отмеченная на рисунке пун:ктиром 
средняя линия листа), перемещаясь по которому, мы возвратимся в начальную точку 
с единичным вектором нормали, противоположным исходному. 
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Описанное свойство разбивает все 
поверхности на два класса - двусто
ронние, или ориентируемые (плоскость, 
сфера, поверхность куба и т. п.) , и од
носторонние, или неориентируемые (лист 
Мёбиуса) . 
3. Зависимость потока от ориентации поверх
ности (от ориентации вектора нормали 
к поверхности) . Понятие потока вво
дится только для двусторонних поверх
ностей. Будем считать, что если в од
ной точке такой поверхности направле-
ние вектора нормали уже выбрано, то Рис. 13 
в любой другой ее точке берется тот век-
тор нормали, который получается из выбранного при непрерывном перемещении 
точки по поверхности (без перехода через границу) . В частности, на замкнутой по
верхности во всех точках берется либо внешняя нормаль, либо внутренняя (внутренняя 
нормаль направлена внутрь тела, ограниченного замкнутой поверхностью) . 

Обозначим через Е+ ту сторону поверхности Е ,  на которой выбран вектор нормали 
n+ = n ,  а через Е- - сторону поверхности Е,  на которой береrся вектор нормали 
(n_ = -n). Тогда получим 

JJ (а, n�) du = - JJ (а, n�) du, 
Е- Е+ 

(7) 

где n� = -n� . Таким образом, при изменении ориентации поверхности (при изме
нении направления вектора нормали n° к поверхности Е) поток вектора меняет знак 
на противоположный. 

Пример 2. Вычислить поток радиус-вектора 

r = жi + yj + zk 
через поверхность прямого кругового цилиндра высоты Н с радиусом 
основания R и осью Oz. 
� Поверхность Е состоит из трех частей: боковой поверхности Et . 
верхнего основания Е2 и нижнего основания Ез цилиндра. Искомый 
поток П в силу свойства аддитивности равен 

П = Пt + П2 + Пз, 
где П1 , П2 , Пз - потоки данного поля через Et . Е2 и Ез соответ
ственно. 

На боковой поверхности цилиндра вектор внешней нормали nY 
параллелен плоскости жОу, и поэтому 

(r, nY) = прnо r = R 1 

, 

(см. рис. 14). Следовательно, Рис. 14 

Пt = jj(r, n?) dtт = R  jj dtт = R · 2rRН = 21CR2H. 
Et Et 

На верхнем основании Е2 вектор нормали n� параллелен оси Oz, и поэтому можно положить n� = k. 
Тогда имеем 
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так что 
П2 = jj(r, ng) du = H  jj dи = 1rR2H. 

1:2 1:2 
На нижнем основании !:3 вектор r nерnендикупярен к вектору нормали n� = -k. Поэтому (r, ng) 
(r, -k) = О  и 

Значит, искомый поток 

Пз = Jf<r, ng) du = О. 
Е3 

П = #(r, n°) du = З1rR2H, 
Е 

Здесь символ # означает двойной интеграл по замкнутой поверхности. lliJ> 
Е 

§ 5. Поток вектора через незамкнуrую поверхность 
Укажем некоторые сnособы вычисления nотока вектора через незамкнуrые поверхно
сти. 

1 .  Метод npoemtp081111111 на одиу на координат11111Х москостеl. Пусть nоверхность S однозначно 
nроектируется на область Dzr nлоскости жОу. В этом случае поверхность S можно 
задать уравнением вида 

z = f(z, y). 
Орт п0 нормали к поверхности S находится по формуле 

о U i + U j - k  п = ±--;.===::::=:===:: J• + (U)2 + <U)2 
( 1)  

Если в формуле ( 1) берется знак«->�>, то уrол 1 между осью Oz и нормалью п0 -оетрый; 
если же знак �<+)!>, то уrол 1 - туnой. 

Так как элемент площади du этой nоверхности равен 

(2) 

то вычисление потока П через выбранную сторону поверхности S сводится к вычи
слению двойного интеграла по формуле 

Символ 

( f о ( f (а, по) 1 П = JJ (a, n ) du = JJ l cos 1l 
dz dy. 

S D.,11 
z=f(z,g) 

(а, no) 1 
l cos1l z=f(z,g) 

(3) 

означает, что при вычислении в подынтегральной функции надо вместо z всюду по
ставить f(z, у) . 

Пример 1. Найти поток вектора 
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через часrь поверхности параболоида 

z = x2 + i, 
отсеченной плоскостью z = 2. По отношению к области, огра
ниченной параболоидом, берется внешняя нормаль (рис. 15). 

• Данная поверхность проектируется на круг D.,, плоскости 
хОу с центром в начале координат радиуса R = ../2. Находим 
орт n° нормали к параболоиду: 

0 2xi + 2yj - k  
0 = ± у4х2 + 4у2 + 1 . 

Согласно условию задачи вектор n° образует с осью Oz тупой 
угол 'У· поэтому перед дробью следует взять знак минус. Таким 
образом, 

0 2xi + 2yj - k  
0 = 

у4х2 + 4у2 + 1 . 
Находим скалярное лроизведение 

(4) 

(а, no) = 
2уз - z 

y)z2 +4y2 + 1 
Так как 

1 
COS'Y = - у4х2 + 4у2 + 1 

и, значит, 1�11 = y4z2 + 4у2 + 1, то 

z 

Рис
.
15 

(a, no) l = ( 2y3 - z  · y4z2 + 4y2 + 1) !  = 21i - z2 - y2. 
1 cos1l z=f(z,y) y4z2 + 4у2 + 1 z=:o2+r2 

Согласно формуле (3) 

П = jj (а, n°) du = jj (2у3 -х2 - у2) dz dy. 
S D.., 

Вводя полярные координаты z = р cos tp, у = р sin tp, где О � р � ../2, О � tp < 211", попучаем 

2.. ,fi 4 ,fi ·� 
п = j dtp j (2р4 sin3 tp - р3) dp = -211" · � 1 = -211" . .,.. 

о о о 

Если поверхность S проектируется однозначно на область D11z плоскости yOz, то 
ее можно задать уравнением ж = IP(Y, z) . В этом случае имеем 

где 

dydz d<r = -- = l cos al 

П = !! 
Dyz 

. � · � k о · - 7Гy J - 7Ji n = ± ---;=::::;,====== Jt + (�)2 + (�)2 

(5) 

(6) 

(7) 

Знак «+• в последней формуле соответствует тому, что угол а между осью Ох и век
тором нормали n° острый, и знак «-•, если указанный угол тупой. 
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Наконец, если поверхность S проектируется однозначно на область Dzz плоско
сти xOz, то ее можно задать уравнением у = '1/J(x, z) и тогда 

где 

dxdz do- = -- = 
1 cos ,ВI ( д'Ф)

2 
(

д'Ф )
2 1 + дх + дz 
dx dz, 

rr (a, no) 1 П = J J 1 cos ,81 dx dz, 
Dжz y=ф(z,z) 

о - �i + j - � k n = ±-г============== J1 + (�)2 + (�)2 

(8) 

(9) 

( 10) 

Знак «+• переддробью в формуле ( 1 О) означает, что угол ,8 между осью Оу и вектором 
нормали n° - острый, а знак «->> , что угол ,8 - тупой. 

Замечание. Для нахождения потока вектора 
а =  Р(ж, у, z)i + Q(ж, у, z)j + R(ж, у, z)k 

через поверхность S, заданную уравнением z = f(ж, у) , методом проектирования на координатную 
плоскость жОу, не обязательно находить орт п0 нормали, а можно брать вектор 

п = ±  (-:� i - =� j + k) . 

Тогда формула (2) для вычисления потока П примет вид: 

П = jj (а, п0) du = jj (а, п)lz=J(ж,y) · dж dy = 
s v., 

= ± fJ { -Р[ж, у, f(ж, у)] :� - Q[ж, у, f(ж, у)] :� + R[ж, у, f(ж, у)] } dж dy. 
D., 

Аналогичные формулы получаются для потоков через 
поверхности, заданные уравнениями ж = tp(y, z) или 
у =  ф(ж, z). 
Пример 2. Вычислить поток вектора 

а =  жzi 
через внешнюю сторону параболоида 

z = 1 - ж2 - у2 (z � О), 
ограниченного плоскостью z = О (рис. 16). 

<111 Имеем 
п = ±(2xi + 2yj + k). 

Так как угол 1 - острый, следует выбрать знак •+». 
Отсюда 

(а, n)lz=f(ж,y) = 2x2( l - х2 - у2). 
Искомый поток вычисляется так: 

z 

П = jj 2x2(l - х2 - у2) dx dy. Рис. 16 
v., 

Переходя к полярным координатам х = р cos tp, у = р sin tp, О � р � 1 , О � tp < 211', получим 

П =  f2 cos2 tp dtp J p3( 1 - /) d� =  J (: - �6) 11 (l + cos 2tp) dtp = � . ... 
О О О р=О 

(l l) 

1 g 
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2. Метод nроектировани• на все координатные москости. Пусть поверхность S однозначно 
проектируется на все три координатные плоскости. Обозначим через D:r:y , D:r:z , Dyz 
проекции S на плоскости хОу, xOz, yOz соответственно. В этом случае уравнение F(x, у, z) = О  поверхности S однозначно разрешимо относительно каждого из apry-
ментов, т. е. 

Тогда поток вектора 
х = х(у, z), у =  у(х, z), z = z(x, у). 
а = Р(х, у, z)i + Q(x, у, z)j + R(x, у, z)k 

через поверхность S, единичный вектор нормали к которой равен 
n° = cos a · i + cos{З · j + cos-y · k, 

можно записать так: 

(12) 

П = //<a, n°) du = jj [P(x, y, z) cos a+Q(x, y, z) cos {З+R(x, y, z) cos -y) du. ( 13) 
s s 

Известно, что { du · cos а = ±dy dz, du · cos f3 = ±dx dz, do- · cos 'У = ±dx dy, 
причем знак в каждой из формул (14) выбирается 
таким, каков знак cos а, cos f3, cos 'У на поверх
ности S. Подставляя соотношения (12) и ( 14) 
в формулу ( 13), получаем, что 

П = ± J J Р[х(у, z), у, z] dy dz± 
Dyz 

± J J Q[x, у(х, z), z] dx dz± (15) 
Dжz 

± J J R[x, у, z(x, у)] dx dy. 
Dжу 

Пример 3. Вычислить поток векторного поля 
а = yi + zj + xk 

(14) 

l 

с l 

11 
у 

Рис. 17 

через треугольник, ограниченный плоскостями х + у +  z = l (l  > 0), х = О, у = О, z = О  (угол 1 -
острый) (рис. 17) . 

..,. Имеем 
о i +j + k n = � , 

так что 
1 cosa = cos{J = cos7 = -/3 > О. 

Значит, перед всеми интегралами в формуле (15) следует взять знак •+•· Полагая Р = у, Q = z, 
R = х ,  получим 

n = !! y dy dz + !! z d:c dz + !! :c dx dy. 
Drz. Dжz Dж11 

(16) 
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Вычислим nервый ИН<Qfрал в nравой ЧЭС'\'И фоРмулы (16) . Область Dyz - треуrQЛЫiИК вое в nлоско
СТИ yOz, уравнение стороны ВС: у+ z = l, О �  у �  l .  Имеем 

1 1-у 1 It = Jfydy dz = Jy dy J dz = j(l - y)ydy 
D,, О О О 

Аналогично получим 

Значит, искомый поток равен 

3. Метод введеttИR кривопинейнwх координат на поверхно· 
сти. Если поверхность S является частью кругово
го цилиндра или сферы, при вычислении потока 
удобно, не применяя проектирования на коорди
натные плоскости, ввести на поверхности криво
линейные координаты. 
А. Поверхность S является частью кругового ци
линдра 

ж2 + yl = R2, (17) 
оrраниченноrо поверхностями z = f1 (ж, у) и 
z = !2(ж, у) , rде /1 (ж, у) � /2(ж, у) (рис. l8) . По
лаrая ж = R cos tp, у = R sin tp, z = z ,  будем иметь 

/J (Rcos rp, R sin!p)' � z � /2(Rcos !p, R sin !p), 
о � V' � 211'. 

Элемент площади поверхности выражается так: 
dq = Rd!p dz, 

(ly2 - 113 ) 1' = �-2 3 о 6 

t 

Рис. 18 

и поток вектора а через внешнюю сторону поверхности S вычисляется по формуле: 

rде 

21' /2(R cos 91,R sin \0) 

П = R 1 Ф.р 1 (a, n°) dz, 
О /1 (R cos tp,R sin 91) 

0 2жi + 2yj n = = 
у'4ж2 + 4у2 

11рммер 4. Найти поток вектора 
а =  yi +  xj - e"'11•k 

через внешнюю сторо1-1у nоверхности цилиндра 

ограниченной nлоскостями 

<4 Имеем 

z? + y2 = 4, 
z = о и ж + 11 + z 4. 

R :o 2, fl(ж, y) = O, f2(x ,y) 4 :& у. 

(18) 

( 19) 
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Так как 
по = zi + yj = � i + !!_ j, 

R 2 2 
то е�<алярное nроиЗI:Iедение (а, в0) на цилиНЩ)е {ж = 2 cos �, у = 2 sin '1', z == z) равно: 

(a, n°) = :су =  4 cos rpsin �· 
Тоrда по формуле (18) n011учнм 

2t' 4-2COS!P-2sin!P 2t' 4-2 cosy>-2sin <p 
n = 2 J d� J (a, n°) dz = 8 J cosrpsinrpd!p J dz = 

о о о о 
2t' 

= 8 j (4 cos rp sin fP 2 cos2 fP sin fP - 2 sin2 � cos fP) dfP = О. Jl> 
о 

В. Поверхность S яRЛЯется частью сферы 

ж2 + у2 + z2 = R2 , (20) 

ограниченной коническими поверхностями, уравнения которых в сферических коор
динатах имеют вид О = Bt (rp) и 8 = 82(rp), и полуплоскостями rp = rp1 , tp = 1Р2 (рис. 19) . 

Точки данной сферы описываются со-
отношениями , 

ж = R cosrp sin 8, у = R sin rp siniJ, 
z = R cosO, 

где 1{11 � tp � tp2, 81 � fJ � 82 .  Поэтому 
элемент площади 

dq = R2 sin 8 dB drp. 
В этом случае поток векторного поля а 

через внешнюю часть поверхности S вычи
сляется по формуле 

"2 82(.,) 

П = R2 1 dtp 1 sin fJ · (а, n°) dfJ, (21) 

где 

I'I е1 (1') 

0 жi + yj + zk n = _ ___;.,....._ __ R 
Пример 5. Найти nоток вектора 

через внешнюю часть сферы 

(22} 

ж2 + у2 + z2 = 9 (z � 2), 

отсеченную МОСI<ОСТЬЮ z = 2 (рис. 20). 
• В данном Cllyчae имеем 

R = 3, О � � �  211', 

о жi + yj + zk 
n = 

3 ; 

du = 9 sin tl dtl dfP. 

Рис. 19 
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Положим 
z = 3 sin 8 cos !p, у =  3 sin 8 sin !p, z = 3 cos 8. 

Тогда скалярное произведение (а, n°) выразится так: 
о z2z + rz + z3 z(z2 + y2 + z2) (a, n ) = 3 = 3 = 9 cos 8. 

По формуле (21) попучим 
arccos � 2 2r э . 2

е l'......,.. з 
П = 9  1 d!p 1 9 cos 8 · sin 8 d8 = 18 · Jr · 9 5ш2 = 4511" . ... 

о о �/",() 

Замечание. Здесь мы воспользовались формулой 

sin2(arccos а) = 1 - cos2(arccosa) = 1 - а2• 

z 

о 

Рис. 20 

§ 6. Поток вектора через замкнутую поверхность. 
Теорема Гаусса-Остроградского 

Теорема 4. Если в некоторой области G пространства JR3 координаты вектора 

а = Р(ж, у, z)i + Q(ж, у, z)j + R(ж, у, z)k 
непрерывны и имеют непрерывные частные производные �, !fJt-, ��, то поток вектора а через любую замкнутую кусачно-гладкую поверхность S, лежащую в области G, равен 
тройному интегралу от дР дQ дR - + - + дж ду дz 
по области V, ограниченной поверхностью S: 

П = q(a, п0) du = JJI ( �: + �� + ��) dv. 
v 

( 1 )  

Здесь п0 - орт внешней нормали к поверхности, а символ fj означает поток через 
s 

замкнутую поверхность S .  Эта формула называется формулой Гаусса-Остроградского. 

001111 Рассмотрим сначала вектор а, имеющий только одну компоненту а = R(ж, у, z)k, 
и предположим, что гладкая поверхность S пересекается каждой прямой, параллель
ной оси Oz, не более чем в двух точках. Тогда поверхность S разбивается на две 
части 81 И 82 , однозначно проектирующиеся на некоторую область D ПЛОСКОСТИ ж0у 
(рис. 21). 

Внешняя нормаль к поверхности S2 образует острый угол 'У с осью Oz, а внешняя 
нормаль к поверхности S1 образует тупой угол с осью Oz . Поэтому cos-y = (п0, k) > О  
на S2 и cos -y < О на S1 , так что на S2 имеем cos-y = 1 cos -yl , а на S1 cos -y = -1 cos-yl .  
В силу аддитивности потока имеем 

П= fj(a,n°)du= fj(Rk,n°) du = fjRcos-ydu= 11 Rcos-ydu+ 11 Rcos-ydu= 
s s s s2 sl 
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= JJ R(x, у, z)\ cos'Y\ do' - JJ R(x, у, z)\ cos;l du. 
82 s. 

Пусть du - элемент площади на поверхно
сти S. Тогда 

1 cos ;\da = dS, 
где dS - элемент площади области D. Сведем 
интегралы по поверхности к двойным интегралам 
по области D плоскости хОу, на которую проек
тируются поверхности S, и Sz . Пусть Sz описыва
ется уравнением z = zz(ж, у) , а 81 - уравнением 
z = z1 (x, у) . Тогда 

fP(Rk, n°) du =  jj R(ж, y, z2(ж, y)) dS - 11 

S D 

- jj R(ж, y, z1 (z, y)) dS = 
D 

Рис. 21 

(2) 

= jj {R(z, y, z2(z, y)) - R(z, y, z1 (z, y)) }  dS. (3) 
D 

Так как nриращение непрерывнодифференцируемой функции можно представить 
как интеграл от ее nроизводной 

Z2 

F(z2) F(z1 )  = j F'(z) dz, 

то для функции R(z, у, z) будем иметь 
Z2(Z,J1) 

( ( )) ( )) 1 дR(ж, у, z) 
R ж, у, z2 ж, у - R ж, у, z1 (х, у = дz 

dz . 
. 1:J (Z,I/) 

Пользуясь этим, получаем из формулы (3) 
z2(a:,u) �(Rk, n°) du = jj j дR(�

z
y, z) dz, 

D ZJ(Z,I/) 
т. е. �(Rk, n°) du = jjj �� dv. 

v 
(4) 

Если nоверхность S содержитчастьцилиндрической nоверхности с образующими, 
параддельными оси Oz (рис. 22), то на этой части nоверхности (Rk, n°) = О  и инте
грал Jf(Rk, n°) du по ней равен нулю. Поэтому формула (4) остается сnраведливой 
и для поверхностей, содержащих указанные цилиндрические части. 

Формула (4) переносится и на случай, когда поверхность S nересекается вер
тикальной прямой более, чем в двух точках (рис. 23). Разрежем область V на части, 
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z z 

11 
!1 

Рис. 22 Рис. 23 

поверхность каждой из которых пересекается вертикальной прямой не более чем в двух 
точках, и обозначим через Sp поверхность разреза. Пусть S1 и S2 - те части поверх
ности S, на которые она разбивается разрезом Sp, а Vi и V2 - соответствующие части 
области V, ограниченные поверхностями S1 u s: и S2 u s; . Здесь s: означает, что 
вектор нормали к разрезу Sp направлен вверх (образует с осью Oz острый угол) , а s; -
что этот вектор нормали направлен вниз (образует с осью Oz тупой угол) . Имеем: 

fj+ (Rk, n°) du = jjj �� dv, fj (Rk, n°) du = jjj �� dv. 
S1USP у1 S2USp v2 

Складывая полученные равенства и пользуясь аддитивностью потока и тройного ин-
теграла, получим 

�(Rk, n°) du = jjj �� dv 
v 

(интегралы по разрезу Sp взаимно уничтожаются) . 
Рассмотрим, наконец, вектор 

а = Р(х, у, z)i + Q(x, у, z)j + R(x, у, z)k. 
Для каждой компоненты Pi, Qj, Rk мы можем написать формулу, аналогичную фор
муле (4) (все компоненты равноправны) . Получим 

�(Pi, n°) du = jjj �= dv, �(Qj, n°) du = jjj �� dv, 
v v 

�(Rk, n°) du = jjj �� dv. 
v 

Складывая эти равенства и пользуясь линейностью потока и тройного интеграла, по
лучаем формулу Гаусса-Остроградского 

�(Pi + Qj + Rk, n°) du = jjj ( �= + �� + ��) dv. � 
v 
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Пример 1. Вычислить 110Т(Ж вектора 

а = 2xi - (z - l)k 
через замкнутую поверхность 

S = {ж2 + у2 :::: 4, z = О, z = 1}  : 

1) по определению, 2) по формуле Остроrрадскоrо. 

<4 1 )  Поток вектора а равен сумме 
n П1 + П2 + Пэ 

{рис. 24), где 
П1 = fJ (а, n?) dt! == fJ (z 1) dt! == -jj dt! == -4к 

s, s, s, 
(z = О  на nоверхности S1 ), 

n2 = JJ<a, ng) du = - JJ<z - 1) du = о 
s2 s,. 

(z = 1 на поверхности S2 ), 

так как 
о zi+ yj nз = -

2
-. 

Перейдем на цилиндре к криволинейным координатам 

il 

z = 2cos�, у 2 sin!p, z = z, du = 2�4z. 
Тогда 

211' 1 2or 

· Рис. 24 

Пз = J dtp J 4cos2 'f' · 2dz = 4 j(l + cos2'f') dtp = 81r. 
о о о 

Следовательно, П -4к + О + 8к = 4к. 
2) По формуле Гаусса-Остроrрадскоrо имеем 

П = jjj ( := + :� + :�) dv = Jfj (2 + О  
v v 

1 )  dv = Jfj dv = 4к. "" 
v 

Пример 2. Вычислить поток радиус-вектора 
r = zi + yJ + zk 

через сферу радиуса R с центром в начале коордИнат: 1 )  по определеНИIОi 2) по формуле Остроrрад
скоrо • 
.,. 1) Так как дnя сферы 

то 

и nоэтому 

2) Сначала находим 

Отсюда 

zi + yJ + zk 

R 

о z' + + z2 
(r, п  ) =  = R, 

П =  ft<r, n°) du = R  fJ du = 41rв3. 
Sя. Sв 

8Р 
+ 8Q + 8R = З. 

Ох ду дz 

П = jjj 3dv = 3 · �пR3 = 4кв3. "" 
v 
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Пример 3. Вычислить nоток вектора 
а З:�:i yj - zk 

через замкнутую nооерхность 8, заданную услов111ями: { 9 - z 2:2 + I/2' 
z = О  (z > О), 

1) no оnределению; 2) no формуле Осrроrрадского (рис. 25). 
<4 1) Имеем 

где 
П1 = Jf(a, nf) dtt = J/ z du = О 

s1 s1 
(на S1 имеем z = 0), 

где 

п2 = {f (a, n�)l _ ( ) dz dy, JJ %-f "'·11 v." 

а DZI/ - круг: z2 + i � 9. Зна'lит, 

l • 

Рис. 25 

(а, пg>1.�-z1-r = (6х2 - 2у2 - z>l.�-zt-,2 7rr:2 ?i 9. 

Поэтому 

21< 
= j (st + 81 oos2� 

о 

243) d� = 81 . 211" = 81 71'. 
4 4 2 

81 Итак, П = П, + П2 = у 71'. 
2) Имеем 

Поэтому 

дР дQ дR - +- + - = 1. 
дх ду дz 

П =  jjj l dv. 
v 

Перекадя к цилиндрическим координатам 
z = p costp, у =  p sin tp, z = z, dv p dp dtpdz 

и замечая, что z = 9 - р на nоверхности 8, имеем 
21r э 9-р2 

П = j d� 1 p dp 1 dz 
о о о 

, 

Замечание. При вычислении m::mжa через неэзмкнуrую nоверхность часто бывает удобно подходящим 
образом доnолнить ее до замюtуrой и восnользоваться формулой Гаусса-Остроrрадскоrо. 

Пример 4. Вычислить nоток вектора 
а =  (у2 + z2)i - y2j + 2yzk 

через nоверхность S: 
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<1{ Заданная nоверхность S есть конус с осыо Оу (рис. 26). 
Замкнем этот конус куском Е плоскости g = 1 . Тогда, обо
зна'!ая '!&рез П1 искомЬtй поток, а '!&рез П2 поток по поверхности Е, будем иметь 

Пr +П2 = Jjj (:: +: + :�) dv, 

v 
где V - объем конуса, ограни'I&Нного поверхностями S 
и Е. 

Так как 
дР д(/ дR - +- + - 0- 2у + 2у = О, дх ду дz 

то П1 = -n2 . где 

П2 == fJ (а, n°) du = fJ (a,j) dO' = 

Е Е == jj(-Ji) du == -Jj du = -7f, 
Е Е 

Рис. 26 

т. к. нз поверхности Е выnолняется равенство g = 1 .  Следовательно, п, = 11'. � 

§ 7. Дивергенция векторного поля.  
Солено�ьные (трубчатые) поля 

Пусть S - замкнуrая поверхность. Рассмотрим поле скоростей v течения жидкости 
и вычислим поток ЖИдКости через поверхность S.  Если он положителен, то это озна
чает, что из той части пространства, которая оrраничена поверхностью S,  вытекает 
больше жидкости, чем втекает в нее. В этом случае говорят, что внуrри S имеются 
источники (выделяющие жидкость). Наnротив, если поток отрицателен, то внуrрь S 
втекает больше жидкости, чем вытекает из нее. В этом случае rоворят, что внуrри S 
имеются стоки (поглощающие жидкость). 

Тем самым, величина 

П = #(а, n°) d(f 
s 

позволяет судить о природе части векторного поля, заключеиноrо внуrри поверхно
сти S ,  а именно, о наличии источников или стоков внуrри нее и их производительности 
(мощности) . 

Понятие о потоке вектора через замкнуrую поверхность приводит к понятию дИ� 
вергенции, или расходuмостц поля, которое дает некоторую количественную характе� 
ристику поля в каждой его точке. 

Пусть М - изучаемая точка поля. Окружим ее поверхностью S произвольной 
формы, например, сферой достаточно малого радиуса. Область, ограниченную по
верхностью S, обозначим через (V), а ее объем через V. 

Вычислим поток вектора а через поверхность S.  Имеем 

П = #(а, n°) dt:r. 
s 

Составим отношение этоrо потока П к величине объема V ,  

#(a, n°) d(f 
s 

v ( 1 ) 
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Так как числитель представляет собой производительность источников (стоков) вну
три области ( V), то отношение ( 1) дает среднюю производительность единицы объема. 

Оnределение. Если отношение ( 1) имеет конечный предел, когда область ( V) стягивается 
в точку М, то этот предел называют дивергенцией векторного поля (дивергенцией 
вектора а) в точке М и обозначают div а( М) . То есть по определению 

fj(a, п0) du div а( М) = lim 8 
(2) {V)--+M V 

Дивергенция векторного поля есть скалярная величина (числитель и знаменатель 
дроби (2) суть скалярные величины) . 

Если div а(М) > О, то в точке М расположен источник, если div а(М) < О ,  то 
в точке М - сток. 

Формула (2) позволяет сделать следующее заключение: дивергенция поля а в точ
ке М есть объемная плотность потока вектора а в этой точке. Эта формула дает ин
вариантное определение дивергенции, не связанное с выбором систем координат -
все величины, входящие в формулу (2) , определяются непосредственно самим полем 
и от координатной системы не зависят. 

Покажем,  как вычисляется дивергенция в декартовых координатах при условии, 
что координаты вектора 

а = Р(:с, у, z)i + Q(:c, у, z)j + R(:c, у, z)k 
непрерывны и имеют непрерывные частные производные �, � ,  !!J! в окрестности 
точки М. Тогда к потоку вектора а через любую замкнутую поверхность S,  располо
женную в окрестности точки М, можно применять формулу Гаусса-Остроградского 

�(a, п0) du = jjj (�: + �� + ��) dv. 
(V) 

Пользуясь теоремой о среднем для тройного интеграла, получим 

�(а, п0) du = ( �= + �� + ��) Mcp
V. 

Подставляя это выражение в формулу (2) , определяющую дивергенцию, найдем (дР дQ дR) div a(M) = lim -д +-д + -д . (V)-+M :l у Z Мер 
Когда область (V) стягивается в точку М, то и точка Мер стремится к точке М и, 

в силу предположенной непрерывности частных производных, получаем 

или, короче, 

. (дР дQ дR) d1v а( М) = - + -+ -д:с ду дz м ' 
. дР дQ дR div a = - + - + -д:c 8у дz 

(все величины в формуле (3) вычисляются в одной и той же точке) . 

(3) 
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Формула (3) дает выражение дивергенции в декартовых координатах. Попутно 

доказано само существование дивергенции вектора а при условии, Ч7О nроизводные 
IJP OQ 8R дж , 7fii , 1fi неnрерывны. 

Исnользуя формулу (З) для дивергенции, заnишем формулу Гаусса-Остроrрад
ского в векторной форме: Имеем 

fP(a, n°) du = jj j div а dv 
S (V) 

(4) 

- nоток вектора а через замкнутую nоверхность S равен тройному интеrралу от ди
вергенции вектора а по области (V), оrраниченной nоверхностью S. 

7 .1 . Правила вычислении дивергенции 
1. Дивергенция обладает свойством линейности 

1 div(c1a1 + . . .  + Cnan) = Ct div а1 + . . . + Сп  diV an, 1 
где с1 , • • •  , Сп nостоянные числа . 

..". Пусть 
а = Р(х, у, z)i + Q(x, у, z)j + R(x, у, z)k 

и С - nостоянное число. Тогда 

div Са = div(CPi + CQj + CRk) 

Если 

2. Дивергенция nостоянного вектора е равна нулю 

1 div e = o. j 

(5) 

(6) 

3. Дивергенция произведения скалярной функции и(М) на вek'rop а( М) вычисляется 
по формуле 

div(ua) = и div а +  (grad и, а). 

..". В самом деле, 

div(ua) = div[иPi + иQj + иRk) = 
д(иР) + д(иQ) + д(иR) = 
дх ду дz 

дР дQ дR ди ди ди 
= и дх + и ду + и  дz + дх Р + ду Q + дz R = и div а + (grad и, а). 1JJoo 

(7) 
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Пример 1. Найти дивергенцию вei(1'Qpa 

а =:  �(r) · r0 = �(r) · !:,  
r 

грр r == lrl - расстояние от начала координат до переменной точки M(z, y, �) . 
r = zi + yj + zk. 

<С По формуле (7) имеем 

Так как r = zi + yj + zk, то 

Далее, 

nоэтому 

. �(r) . ( �(r) ) dtva = -
,
- d!v r +  grad r'r . 

дz ду дz 
div r = - + - + - = 3. 

дz ду дz 

Итак, 

(grad tp�r) , r) ( rtp'(r�2 �(r) ro, r) = rtp1(r) 
r 

tp(r) = tp'(r) _ tp�) . 

div a tp(r) · З + q/(r) - �(r) = 2tp(r) + �'(r). 11> 
r r r 

7.2. Трубчатое (соnеноидальное) попе 
Если во всех точках некоторой области G дивергенция векторного поля, заданного 
в этой области, равна нулю 1 div a ::: О, 1 
то говорят, что в этой области поле Соленоидольное (или трубчатое). 

Из формулы Гаусса-Остроградского выте
кает, что в трубчатом поле поток вектора че
рез любую замкнутую поверхность S, лежащую 
в этом поле, равен нулю 

1 �(а, n°) d<r = 0. 1 (9) 

7.3. Свойства трубчатого nonн 
Рассмотрим в области, где задано поле вектора 
а, какую-нибудь площадку Е (рис. 27). Назо
вем векторной трубкой совокупность векторных 
линий, проходящих через границу 1 = дЕ этой 
площадки. Пусть Е1 - некоторое сечение век
торнойтрубки. Выберем векторнормали n1 ксе
чению Е1 так, чтобы он был направлен в ту же 
сторону, что и вектор а поля. 

Рис. 27 

(8) 

Теорема 5. В трубчатом поле поток вектора а через любое сечение векторной трубки один 
и тот же. 
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� Пусть �1 и �2 -непересекающиеся сечения од
ной и той же векторной трубки. Надо доказать, что 1 J (а, n?) du = 11 (а, ng) du. 

Et Е2 
Обозначим через �з часть поверхности век

торной трубки, заключенную между сечениями � 1 
и �2. Поверхности � 1 ,  �2, �з вместе образуют 
замкнутую поверхность � (рис. 28). 

Так как по условию nоле вектора а - трубча-
тое, то 

( 10) 
Рис. 28 

В силу аддитивности потока соотношение ( 10) можно переписать таiС 11 (а, n?) du + 11 (а, ng) du + 11 (а, ng) dn = О. (1 1) 
Et � Ез 

В точках поверхности �3 , составленной из векторных линий, имеем ng J.. а, так что (а, ng) = О на �3 , и значит, последний интеграл в левой части ( 1 1) равен нулю. 
Таким образом, из ( 1 1) находим 

JJ (а, n?) du = 11 (а, ng) du. lllo-
Et Е2 

Пусть поверхность � имеет ориентированный за
мкнутый контур L своей границей. Будем говОрить, 
что поверхность � натянута на контур L. Вектор 
нормали n к поверхности � будем ориентировать так, 
чтобы из конца нормали обход контура L был виден 
против часовой стрелки (рис. 29). Рис. 29 

Теорема 6. В трубчатом поле поток вектора а через любую пооерхность, натянутую 
на данный к;онтур, один и тот же : 11 (а, n�) du = J J (а, n�) du. (12) 

Et Е2 

Замечание. В трубчатом nоле векторные линии мoryr быть лцбо замкиуть�ми кривыми, либо иметь 
концы на rраниuе области, где nоле задано. 

Пример 2. Рассмотрим силовое nоле. создаваемое точечным зарядом q , nомещенным s начале коорди
нат. Вычислим дивергенцию вектора Е наnряженности 

.. Имеем 

где 

q о E = 2 r .  (13) r 

d. Е d' .q 0 d' ( q ) IV == tv ;:z r  lV ;;з r , 

г = $i + yj + zk, r = lrl V $2 + у2 + z2. 
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Пользуясt> формулой (7) , nолучим 

div (� r) = � divr +  (grad �, r) == 

= Jg + (- 3g ro, rro) == 3q - 3g = 0  ,.э r4 ,.э ,.з 
дпя r 'f;. О. Таким образом, n011e вектора Е, заданноrо формулой (13), 
будет трубчатым в любой области G, не содержащей точки 0(0,0, 0). 

Вычислим nоток вектора Е через сферу S R радиуса R с центром 
в начале координат О( О, О, О) (рис. 30). Имеем 

П = jf(E,n°)м 1} (� r0,r0) м=  
Sв Sв == ;2 1} du ;2 · 41rR

2 = 4,.-q • .,. 
sя 

Рис. 30 

Замечание. Можно пок.азать, что поток вектора ( 13) через любую замхиуrую nовер:хнОС1'Ь Е, охватыва
ющую точку 0(0, О, О), всегда равен 4Jrf . 

§ 8. Циркуляция . векторноrо попя. Ротор вектора. 
Теорема Стокеа 

Пусть в неко·rорой области G задано непрерывное векторное поле 

а(М) = P(z, у, z)i + Q(z, у, z)j + R(z, у, z)k 
и замкнутый ориентированный контур L. 

Оnределение 1. Циркуляцией вектора а по за
мкнутому контуру L называется криволи
нейный интеграл 2-ro рода от вектора а 
по контуру L 

Ц = f (a, dr) = f(P dz + Q dy + R dz). 
L L 

(1) 
Здесь dr - вектор, длина которого равна 
дифференциалу дуги L ,  а наnравление сов
падает с направлением касательной к L ,  оn
ределяемым ориентацией контура (рис. 3 1  ) ; 

r 

о 
Рис. 31 

символ J означает, что интеграл берется по замкнутому контуру L. 
L 

, Пример 1. Вычислить циркуляцию векторного nоля 

а ==  -t/i + x3j 
вдоль эллиnса L:  

<11 По оnределению циркуляции имвем 
Ц f(a, dr} = f -y3dx + x3dy. 

L L 
(2) 
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Параметрические уравнения данного эллипса имеют вид: 
z = а cos t, у = Ь sin t, О � t � 2w, 

и, значит, dz = -а sin tdt, dy = Ь cos tdt. Подставляя эти выражения в формулу (2) , найдем 

27f Ц = аЬ j (Ь2 sin4 t + а2 cos4 t) dt = З�аЬ • (а2 + ь2) • .,. 
о 

8. 1 .  Ротор (вихрь} векторного nonя 
Рассмотрим поле вектора 

а(М) = Р(ж, у, z)i + Q(ж, у, z)j + R(ж, у, z)k, 

Р, Q, R которого непрерывны и имеют непрерывные частные производные первого 
порядка по всем своим аргументам. 

Определение 2. Pomopwufвeктopa а( М) называется вектор, обозначаемый символом rot а 
и определяемый равенством 

rot a = (дR -
дQ) i +  (дР - дR) J + (дQ - дР) k, 

ду дz дz дж дz ду 

или, в символической, удобной для запоминания форме, 

rot a = 
i 
д 

дж 
р 

j 
д 

k 
д 

ду дz 
Q R 

(З) 

Эrот определитель раскрывают по элементам первой строки, при этом операции 
умножения элементов второй строки на элементы третьей строки понимаются как 
операции дифференцирования, например, 

.!!_ · Q - дQ 
дж - дz ' . , �,  1 

Q 
/z 1 = i (.!!_ · R - .!!_ · Q) = i (дR 

-
дQ) . R ду дz ду дz 

Определение 3. Если в некоторой области G имеем rot а =  О, то поле вектора а в обла
сти G называется безвихревЬI.М. 

Пример 2. Найти ротор вектора 

• Согласно формуле (3) имеем 
1 
д 

j 
д 

rot a = дz ду 
у2 z2 
2 2 

k 
д 

дz = О · i +  О ·  j + (z + у) · k . .,. 
о 
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Так как rot а - вектор, то мы можем рассматривать векторное поле - поле ротора 
вектора а. Предполаrая, что координаты вектора а имеют непрерывные частные 
провзводные второго порядка, вычислим дивергенцию вектора rot а. Получим 

div rot a = !!._ (8R - 8Q) + !!._ (8Р - 8R) + 8 (8Q - 8Р) = 
дж 8у 8z 8у 8z дж 8z дж 8у 
82R a2Q а2Р a2R a2Q 82Р = -- -- + -- - -- + -- -- = 0 

8у8ж 8z8ж 8z8y 8ж8у 8ж8z 8y8z ' 
т. е. 1 div rot а = o. j (3') 

Таким образом, поле вектора rot а соленоидально. 

Теорема 7 (Стокса). Циркуляция вектора а вдоль ориентированного :Замкнутого контура L 
равна потоку ротора этого вектора черезлюбую поверхность Е, натянутую на контур L, 

f (а, dr) = jj (rot а, n
°) dл. (4) 

L Е 
При этом предполагается, что координаты вектора а имеют непрерывные частные 
праизводные в некоторой области G пространства, содержащей поверхность Е, и что 
ориентация орта нормали n° к поверхн.ости Е С G согласована с ориентацией контура L 
так, что из конца нормали обход контура в заданном направлении виден совершающимся 
против часовой стрелки. 

<1111 Учитывая, что а =  Pi + Qj + Rk , n° = cos ai + cos fJj + cos7k, и полъзуясь опреде
лением ротора (3) , перепишем формулу (4) в следующем виде: 

jP(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz= 
L 

=JJ [ (дR - дQ) соsа+ (дР - дR) cosf3+ (дQ - дР) соs"'(] dи= ду дz дz дх дх ду Е 
(5) 

Рассмотрим сначала случай, когда гладкая поверхность Е и ее контур L однозначно 
проектируются на область D плоскости жОу и ее границу - коnтур Л соответственно 
(рис. 32). Ориентация контура L порождает определенную ориентацию контура Л. 
Для определенности будем считать, что контур L ориентирован так, что поверхность Е 
остается слева, так что вектор нормали n к поверхности Е составляет с осью Oz острый 
угол '7 (cOS7 > 0). 

Пусть z = tp(x, у) - уравнение поверхности Е и функция tр(ж, у) непрерывна 
и имеет непрерывные частные провзводные � и � в замкнутой области D. 

Рассмотрим интеграл f Р(х, у, z) dж. 
L 

Линия L лежит на поверхности Е .  Поэтому, nользуясь уравнением этой поверхности 
z tр(ж, у) , мы можем заменитьz под знаком интеrралана tр(ж, у) . Координаты (ж, у) 
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z 

IJ 

Рис. 32 

переменной точки кривой Л равны координатам соответствующей точки на кривой L ,  
а потому интегрирование по L можно заменить интегрированием по Л, 

f Р(х, у, z) dж = f Р(х, у, (J'(x, у)) dж. (7) 
L >. 

Применим к интегралу, стоящему справа, формулу Грина. Имеем 

f P(x, y, (J'(x, y)) dx = - jj [�: +:; · ::] dS. (8) 
>. D 

ПереЙдем теперь от интеграла по области D к интегралу по поверхности :Е. Так 
как dS = cos 7 · dcr , то из формулы ( 8) получим, что 

f Р(х, у, z) dx = - !! (�: + �� · ::) COS 7 dcr. (9) 
L !: 

Вектор нормали n° к поверхности Е определяется выражением 

- � i - � J' + k о lJi lJy n = 

J(1l)2 + (�) 2 + 1 '  
или n° cos а ·  i + cos ,д · j + cos 7 · k. Отсюда вИдно, что � · cos 7 = - cos ,д.  Поэтому 
равенство (9) можно переписать так: 

fP(x, y, z) dx = - jj (:: cos 7 - :� соs ,в) dcr = 
L Е 

du. 
(10) 
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Считая Е гладкой поверхностью, однозначно лроектирующейся на все три коор-
динатные плоскости, аналогично убе:ждаемся в справедливости формул 

f Q(x, у, z) dy = jj ( �� cos 1 - �? cos а) du, ( 1 1 )  
L Е 
f R(x, у, z) dz = jj ( �: cos а - �= cos fЗ) du. ( 12) 
L Е 

Складывая равенства ( 10) ,  ( 1 1) и ( 12) лочленно, лолучим формулу Стокеа (5) ,  или, 
короче, f (а, dr) = j j (rot а, п0) du. � 

L Е 
Замечание 1. Мы показали, что поле вектора rot a - соленоидальное, и потому поток вектора rota 
не зависит от вида поверхности �, натянутой на контур L. 
Замечание 2. Формула (4) выведена в предположении, что поверхность � однозначно проектируется 
на все три координатные плоскости. Если это условие не выполнено, то разбиваем � на части так, чтобы 
каждая часть указанному условию удовлетворяла, а затем пользуемся аддитивностью интеrралов. 
Пример З. Вычислить циркуляцию векrора 

a= yi - zj + k 
по линии L: 

{
х2 + У2 = я2 , 
z =Н  (Н > О) 

1) nользуясь оnределением; 2) по теореме Стокса. 

� 1) Зададим линию L nараметрически: 
L = {x = Rcos t, y = R sin t, z = H, O � t � 27r} . 

Тогда dx = -Rsin t dt , dy = R cos tdt, Н dz = О, так что 
21r 

Ц = f у dx - х dy + dz = j(-R2 sin2 t - я2 cos2 t) dt = -21rR2• 
2) Найдем rot а: 

L О 

i j k 
д д д rota = - = О  · i + O ·j - 2 · k = -2k. дх ду az 
у -х l 

Натянем на коюур L кусок nлоскОСП1 z = Н, так что n° = k. Тогда 

Ц = JJ<rota, n°) du = -2 jj du = -21ГЯ2 
• .,. 

Е Е 

8.2. Инвариантное определение ротора поля 
Из теоремы Стокеа можно лолучить инвариантное определение ротора поля, не свя
занное с выбором системы координат. 

Теорема 8. Проекция ротора а на любое направление не зависит от выбора системы ко
ординат и равна поверхпостной плотности циркуляции вектора а по контуру площадки, 
перпепдикулярпой этому направлению, 

f(a, dr) 
лрn rot аlм = (rot а, п0) j = Iim .::.L __ _ м (r:) ..... м S 

(13) 
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Здесь (I:) - плоская площадка, перпендикулярная вектору п; 
S - площадь этой площадки ; L - контур площадки, ориенти
рованный так, чтобы обход контура был виден из конца вектора 
п против хода часовой стрелки; (I:) -+ М означает, что пло
щадка (�) стягивается·к точке М, в которой рассматриваетСя 
вектор rot а, причем вектор нормали п к этой площадке оста
ется все время одним и тем же (рис. 33). 

_. Применим сначала к циркуляции f(a, dг) 
L Рис. 33 

вектора а теорему Стокса, а затем к полученному двойному интегралу - теорему 
о среднем значении: 

откуда 

f (а, dг) = 11 (rot а, n°) dст = (rot а, п0) /Мср 
• S, 

L Е 

§(а, dг) 
L = (rot а, n°) J S Мер 

(скалярное произведение (rot а, п0) берется в некоторой средней точке Мер площад
ки (Щ). 

При стягивании площадки (:Е) к точке М средняя точка Мер тоже стремится к точ
ке М и, в силу предполагаемой непрерывности частных производных от координат 
вектора а (а значит, и непрерывности rot а) ,  мы получаем 

§(а, dг) 
Iim L = lim (rot а, п0) / = (rot а, n°) 1 . 111>-(Е)--+М 8 (Е)--+М Мер М 

Поскольку проекция вектора rot а на произвольное направление не зависит от вы
бора системы координат, то и сам вектор rot а инвариантен относительно этого выбо
ра. Отсюда получаем следующее инвариантное определение ротора поля: ротор поля 
есть вектор, длина которого равна наибольшей поверхностной плотности циркуля
ции в данной точке, направленный перпендикулярно той площадке, на которой эта 
наибольшая плотность циркуляции достигается; при этом ориентация вектора rot а 
согласуется с ориентацией контура, при которой циркуляция положительна, по nра
вилу правого винта. 

8.3. Физический смысл ротора поля 
Пусть твердое тело вращается вокруг неподвижной оси l с угловой скоростью w. Не на
рушая общности, можно считать, что ось l совпадает с осью Oz (рис. 34). 

Пусть М(г) - изучаемая точка тела, где 
г = xi + yj + zk. 

Вектор угловой скорости в нашем случае равен ""' = wk , вычислим вектор v линейной 
скорости точки М ,  

v = [""', г] = 1 � � � 1 = -ywi + xwj. 
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Отсюда 

i j k 
д в д rot v = дж д у дz = 2wk = 2"'. 

-yw ЖIAJ о 
Итак, вихрь поля скоростей вращающеrося твердого тела 
одинаков во всех точках поля, параллелен оси вращения 
и равен удвоенной угловой скорости вращения. 

8.4. Правила вычисления ротора 
1 .  Ротор постоянного вектора с равен -нулевому вектору, 

rot c = О. 

z 

2. Ротор обладает свойством линейности 
Рис. 34 

rot(ctat + с2а2 + . . . + enan) = Ct rot а1 '+ с2 rot а2 + . . . + Сп rot an, 
где с1 , с2, . . . , Сп - постоянные числа. 

" 

3. Ротор произведения скалярной функции и(М) на векторную а(М) вычисляется 
по формуле 

rot(иa) = и  rot а + [grad и, а) . 
..,.. В самом деле, 

i j k 
д д д rot(иa) = дж ду дz = 

иР иQ иR 

= (д(иR) _ д(иQ) ) i + (д(иР) _ д(иR) ) j + (д(иQ) _ д(иР) ) k = 
ду дz дz дж дж ду 

= и  [(дR _ дQ) i + (дР _ дR) j +  (дQ _ дР) k] + ду дz дz дж дж ду 

+ [ (в ди _ Q ди) 1 + (Р 
ди _ R ди ) j + (Q 

ди _ Р 
ди) k] = ду дz дz дх дж ду 

i j k 
ди ди ди 

= и  rot а +  = и · rot а +  [grad и, а] . ..,.. 
дж ду дz 
р Q R 

§ 9. Независимость криволинейного интеграла 
от пути интегрирования 

Оnредепение. Область G трехмерного пространства называется поверхностно односвяз
ной, если на любой замкнутый контур, лежащий в этой области, можно натянуть 
поверхность, целиком лежащую в области G. 
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Наnример, внутренность Сферы или все трехмерное nространство являютоя nоверхностно односвязны
ми областями; внутренность тора или трехмерliое nространство, из котороrо исключена nрямая, nоверх
ностно односвязными областями не являются. 

Пусть в поверхностно односвязной области G задано непрерывное векторное поле 

а(М) = P(M)i + Q(M)j + R(M)k. 
Тогда имеет место следующая теорема. 

Теорема 9. Для того чтобы криволинейный интеграл 

/(a, dr) 
АВ 

в поле вектора а не зависел от пути интегрирования, а зависел толмо от начальной 
и конечной точек пути (А и В), необходимо и достаточно, чтобы циркулнция вектора а 
вдоль любого замкнутого контура L, расположенного в области G, бша равна нулю . 

..,.. Необходимость. Пусть интеграл 

j(a, dr) 
АВ 

не зависит от пути интегрирования. Пока:ж:ем, что 
тогда 

/(a, dr) 
L 

по любому замкнутому контуру L равен нулю. 
Рассмотрим произвольный замкнутый кон

тур L в поле вектора а и возьмем на нем произ
вольно точки А и В (рис. 35) .  По условию имеем 

J (а, dr) = j (а, dr) = - J (а, dr), L1 L2 L2 
Рис. ЭS 

где L1 и L2 - различные пути, соединяющие точки А и В;  откуда 

j (a, dr) = О. 

Но L1 u Li как раз и есть выбранный замкнутый контур L.  
Достаточность. Пусть f = (a, dr) = 0  

L 
для любого замкнутого контура L. Пока:ж:ем, что в этом случае интеграл 

/(a, dr) 
АВ 

не зависит от пуrи интегрирования. 

• 

( 1)  
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Возьмем в поле вектора а две точки А и В ,  соединим их произвольными линия
ми L, и L2 и покажем, что 

j (а, dr) = j (а, dr). 
Lt L2 

Для простоты ограничимся случаем, когда ли
нии L1 и L2 не пересекаются. В этом случае объеди
нение L1 · u L2 образует простой замкнутый контур L 
(рис. 36). 

По условию 

J(a, dr) = О, 
L 

а по свойству аддитивности . 

f (а, dr) = j (а, dr) + j (а, dr). 
L Lt L2 

Следовательно, 

J(a, dr) + J(a, dr) = O, 
Lt L2 

откуда справедливость равенства (2) и вытекает . ..,. 

(2) 

А 

Рис. 36 

Теорема 9 выражает необходимое и достаточное условия независимости криволи
нейного интеграла от формы пути, однако эти условия трудно проверяемы. 

Приведем более эффективный критерий. 

Теорема 10. Для того, чтобы криволинейный интегрол 

j (а, dr) = j Р(:с, у, z) dx + Q(x, у, z) dy + R(x, у, z) dz 
L L 

не зависел от пути интегрирования L; необходимо и достаточно, чтобы векторное поле 

а(М) = P(:t, у, z)i + Q(x, у, z)j + R(x, у, z)k 
было безвихревым, rot a(M) = О. (3) 
Здесь предполагается, что координаты Р(х, у, z), Q(:c, у, z), R(:c, у, z) вектора а(М) 
имеют непрерывные частные производные первого порядка и область определения вектора 
а( М) поверхностно односвязна. 

Замечание. В силу теоремы 9 независимость криволинейного интеграла от пути интегрирования рав
носильна равенству нулю циркуляции векrора а вдоль любого замкнуrого контура. Эrо обстоятельство 
мы исnользуем при доказательстве теоремы. 

<1111 Необходимость. Пусть криволинейный интеграл не зависит от формы пути, или, что 
то же, циркуляция вектора а по любому замкнутому контуру L равна нулю. Тогда 
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J(a, dr) 
ПРn rot аlм = lim L 8 = О, (Е)-> М 

т. е. в каждой точке поля проекция вектора rot а на любое направление равна нулю. 
Эrо означает, что сам вектор rot а равен нулю во всех точках пОля, 

rot a = О. 
Достаточность. Достаточность условия (3) вытекает из форМулы Стокса, так как если 

rot а ::: О ,  то и циркуляция вектора по любому замкнутому контуру L равна нулю: 

f (а, dr) = j j (rot а, n°) du = О  . .-
L Е 

Ротор плоского поля а = P(z, y)i + Q(z, y)j равен 

rot a = 

i j k 
д д д 
дz 

P(z, y) 
ду 

Q(z, у) 
дz 
о 

= (дQ - дР) k дz ду 1 

что позволяет сформулировать мя плоского поля следующую теорему. 

Теорема 1 1 .  Для iпого, чтобы криволинейный интеграл j P(z, у) dz + Q(z, у) dy 
L 

(4) 

в односвязном плоском поле не зависел от формы линии L, необходимо и достаточно, 
чтобы соотношение дQ дР - - - = 0 

дz ду 
выполнялось тождественно во всей рассматриваемой области. 

Если область неодносвязна, то выполнение условия 
дQ дР 
- - - = 0, дz ду 

(5) 

вообще говоря, не обеспечивает независимости криволинейного интеграла от формы 
линии. 

Пример. Пусть 

Рассмотрим интеграл 

у • х . а =  - -2--2 1 + -2--2 J. 
х + У х + у  

f f 
ydx xdy (a, dr) = --2--2 + -2--2 . 

L L Х + у  Х + у  
(6) 

Ясно, что подынтегральное выражение не имеет смысла в точке 0{0, О) . Поэтому исключим эту точку. 
В остальной части плоскости (это будет уже не односвязная область!) КООJ)N1наты вектора а непрерыв
ны, имеют непрерывные частные производныв и 

:У (-х2 � 112) = :х ( х2 : 112) · 
Рассмотрим интеграл (6) вдоль замкнутой кривой L - окружности радиуса R с центром в начале 

координат: 
х = R cos t, у = R sin t, О ::::; t ::::; 211'. 
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Тоrда dж = -Rsin t dt, dy = R cos t dt и f 
ж d� - у :ж = j

2" R2 cos2 t � R2 sin2 t dt = j2r dt = 21Г. 
ж + у R , L О О 

Отличие циркуляци11 от нуля показывает, что интеграл (6) зависит от формы пути интегрирования. 

§ 1 0. Потенциальное поле . 
\ 

Оnредепение. Поле вектора а( М) называется потенциальнЬUtt, если существуетскалярная 
функция и(М) такаЯ, что 

grad и = а. (I) 
При этом функция и( М) называется потенциалом поля; ее поверхности уровня назы
ваются эквипотенциальнЬUttи поверхностями. 

Пусть 
а =  P(z, у, z)i + Q(z, у, z)j + R(x, у, z)k. 

Так как 
ди ди ди grad и :::::: - i + - j + - k, дх ду дz 

то соотношение ( 1) равносильно следующим трем скалярным равенствам: 
ди ди ди 
- :::::: P(z; y, z), -д 

= Q(x, y, z) , -д = R(x, y, z) .  дх у z 
Заметим, что потенциал поля определяется с точностью до постоянного слагаемо

го: если grad и = а и grad v = а, то 
ди дv - = -, дz дz 

д и дv = 
ду ду ' 

ди дv � 
дz дz 

и, следовательно, и = v + с, где с - постоянное число. 
Пример 1. Поле радиус-векюра r является потенциальным, так как ( ж2 + у2 + z2) r2 r = жi + yj + zk = grad 2 = grad 2 
(напомним, что r = J ж2 + у2 + z2 ). Потенциалом поля радиус-вектора является, следовательно, 

l 2 
2r + с. 

Пример 2. Поле вектора 

является потенциальным . 
..,. Пусть функция IP( r) такая, что 

найдена. Тогда 

и 

откуда 

Значит, 

- потенциал поля . .-

а =  j(r)r 

j(r)r = grad ip(r), 

grad !p(r) = IP'(r) · r0 
!р1 (r)r0 = /(r) · rr0, 

!р1 (r) = /(r) · r. 

!p(r) = j J(r)r dr 
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Теорема 12. Для того чтобы поле вен:тора а бьщо потенциальны.м, необходимо и доста
точно, чтобы оно бьщо безвихревым, 

rot a = О, (2) 
т. е. чтобы его ротор paвltЯilcя нулю во всех точн:ах nOJUI. При это.м предполагает
ся непрерывность всех частньtХ производнЬIХ от н:оординат вен:тора а и поверхностная 
односвязность области, в к:оторой задан вен:тор а. 

"1111 НеобходимОСJЬ. Необходимость условия (2) устанавливается непосредственным 
подсчетом: если поле потенциально, т. е. а ::::: grad u, то 

(аи ди . ди ) 
rot а =  rot{grad u) = rot дж i + ду J + дz 

k = 

= (�� 

i 
а t 

ду 
ди 

k 
д 

дz = 
!Ju 
дz 

в силу независимости смешанных производных от порядка дИфференцирования. 
Достаточность. Пус.ть поле вектора безвихревое (2). Для того чтобы: доказать потен

циальность э:roro поля, построим его потенциал и( М). 
Из условия (2) следует, что криволинейный интеграл 

/(a, dr) (3) 
L 

не зависит от формы линии L, а зависит только от ее начальной и конечной точек. 
Зафиксируем начальную точку Мо(хо, Уо, zo) , а конечную точку M(:z:, у, z) будем ме
нять. Тогда интеграл (3) будет функцией точки М(ж, у, z) . Обозначим э:rу функцию 
через u(M) и докажем, что 

grad u = а. 
В дальн�йшем будем записывать интеграл (3) , указывая лишь начальную и конечную 
точку пути интегрирования, 

М x,y,z 

u(M) = J (а, dr) = J Р drc + Q ily + R ilz. 
м0 x0,110,zo 

Равенство grad и = а равносильно трем скалярным равенствам 

дu ди ди 
дж = Р(ж, у, z) , ду 

= Q(:z:, у, z) , дz = R(x, у, z) . 
Докажем первое из них, 

д и 
= P(:z:, у, z) , дх 

второе и третье равенства доказываются аналогично. 
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По определению частной производной имеем 

ди . u(x + Ах, у, z) - u(x, у, z) - =  I1m . дх 6z-+O Ах 
(5) 

Рассмотрим точку М1(х + Ах, у, z) ,  близкую к точке М(х, у, z) . Так как функ
ция и(М) определяется соотношением ( 4) , в котором криволинейный интеграл не за
висит от пути интегрирования, то выберем путь интегрирования так, как указано 
на рис. 37. Тогда 

м, м м, м, 

u(M1) = 1 (а, dr) = 1 (а, dr) + 1 (а, dr) = u(M) + 1 (а, dr). 
м0 м0 м м 

Оrсюда 

Azu = u(x + Ах, у, z) - u(x, у, z) = 
Mt 

= u(M1) - u(M) = 1 (а, dr) . 
м 

Последний интеграл берется Вдоль отрезка 
прямой М М1 , параллельной оси Ох. На 
этом отрезке в t<ачестве параметра можно 
принять координату х: 

х = х, у = coпst, z = const . 

Тогда dx = dx , dy = О, dz = О , так что 

1 

м, (z+6z,y,z) z+6z 

Рис. 37 

Azu = и(М1) - u(M) = / (а, dr) = 1 Р(х, у, z)·dx. 
M(z,y,z) z 

Применяя к интегралу в правой части ( 6) теорему о среднем, получаем 

Azu = Р(�, у, z)Ax, 
где величина { заключена между х и х + Ах. 

Из формулы (7) вытекает, что 

дu AzU -8 = lim --л- = lim Р(�, у, z). 
х 6%-+О �х 6z-+O 

Так как � -+ х при Ах -+ О, то в силу непрерывности функции Р(х, у, z) получаем 

ди - = Р(х, у, z) . дх 
Аналогично доказывается, что 

д и 
ду 

= Q(x, у, z), 
ди 
дz 

= R(x, у, z) . ..,. 

(6) 

(7) 

Следствие. Ве"торное поле является потенциШlьным тогда и толь"о тогда, "огда "риво
линейный интегрШl в нем не зависит от пути. 
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1 0.1 .  Вычисление кривопинеАноrо интеrрапа в потеициаnьном попе 

м2 
Теорема 13. Интеграл J (а, dr) в потенциальном поле а(М) равен разности значений 

М1 
потенциала и( М) поля в конечной и начальной точках пути интегрирования, 

м2 1 (а, dr) :::: u(M2) u(M1). 
М1 

.,. Ранее было доказано, что функция 

м 
u(M) /(a, dr) 

М о 
является потенциалом поля. 

В потенциальном поле криволинейный интеграл 
м2 
/(a, dr) 
М1 

(8) 

не зависит от пуrи интегрирования. Поэтому, выбирая путь 
от точки М1 к точке Mz так, чтобы он прошел через точку Мо � (рис. 38), получаем 

М2 Мо М2 1 (а, dr) == 1 (а, dr) + 1 (а, dr), 
М1 М1 Мо 

или, меняя ориентацию пуrи в первом интеграле справа, 
М2 М2 М1 1 (а, dr) = 1 (а, dr) - 1 (а, dr) = u(M2) - u(M1). 

М1 Мо Мо 

Рис. 38 

(9) 

Так как потенциал поля определяется с точностью до постоянного слагаемого, то 
любой потенциал рассматриваемого поля может быть записан в виде 

где с постоянная. 
v(M) = и( М) + с, ( 10) 

Делая в формуле (10) замену u(M2) = v(M2) - с, u(MJ) = v(M1) - с, получим 
для произвольною потенциала v(M) требуемую формулу 

м2 1 (а, dr) = v(M2)
. 

v(Mt) . ..,. 

М1 
Пример З. В примере 1 было показано, что потенциалом 11011Я радиус-вектора r является функция 

2 
u(r) = т .  Поэтому 

м2 1 j (r, dr) = 2(rj - r�), 
м, 

где r; (i = 1, 2) - расстояние от точки М; (i = 1, 2) до начала координат. 
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1 0.2. Вычисление потенциала в декартовых �оординатах 
Пусть задано потенциальное поле 

а(М) = Р(х, у, z)i + Q(x, у, z)j + R(x, у, z)k. 
Ранее было показано, что потенциальная функция u(M) может быть найдена по фор
муле 

м 
u(x, у, z) = 1 Р(х, у, z) dx + Q(x, у, z) dy + R(x, у, z) dz. 

М о 
Интеграл ( 1 1) удобнее всего вычислять так: 

зафиксируем начальную точку Мо(хо, Уо, zo) и 
соединим ее с достаточно близкой текущей точ
кой М(х, у, z) ломаной МоМ1М2М, звенья 
которой параллельны координатным осям, 
МоМ1 \1 Ох, M1M2 II Оу, М2М 11 Oz (рис. З9) . 
При этом на каждом звене ломаной изменяется 
только одна координата, что позволяет суще
ственно упростить вычисления. В самом деле, 
на отрезке М0М1 имеем: 

х = х, 
у = Уо, 
z = zo, 

dx = dx, 
dy = O, 
dz = O. 

il 

M(ж,u,z} 

Рис. 39 

х = const, dx = О, у = у, dy = dy, z = z0 и dz = О. 
На отрезке М2М: 

x = const, dx = O, y = const, dy = O, z = z и dz = dz. 
Следовательно, потенциал u(M) равен 

м м1 м2 м 
u(M) = 1 (а, dr) = 1 (а, dr) + 1 (а, dr) + 1 (а, dr) == 

Мо Мо М1 М2 
ж у z 

= 1 Р(х, Уо, zo) dx + 1 Q(x, у, zo) dy + 1 R(x, у, z) dz, 
zo Уо zo 

( 1 1) 

(12) 

где х, . у, z - координаты текущей точки на звеньях ломаной, вдоль которых ведется 
интегрирование. 

Пример 4. Доказать, что векторное поле 
а = (у + z)i + (z + z)j + (z + y)k 

является потенциальным, и найти его потенциал. 

� Проверим, будет ли по.ле вектора а(М) потенциально. С этой целью вычислим ротор поля. Имеем 

rot a = 
i j k 
д д д 
дz 

y + z 
д у 

z + z 
дz 

z + y  

= 0. 
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Поле является потенцимьным. Потенцим этого поля найдем с помощью формулы (12) .  Возьмем за на
чальную точку Мо начало координат О (так обычно постуnают, если поле а(М) определено 11 начале 
координат). Тогда получим 

Итак, 

� v z 
и(ж,у, z) = j О · dж + j(ж + O) dy + j<x + у) dz + с =  zy+ (ж + y)z + с. 

о о о 
u(ж, y, z) = ху + xz + yz + с, 

где с - произвольная постоянная. 
Потенциал этого поля можно найти и по-иному. По оnределению nотенцим u(ж, у, z) есть скаляр

ная функция, для которой grad и = а .  Эrо .векторное раввнстео равносильно трем скалярным равен
стеам: ди 

дж = y + z, 
ди 
811 = ж  + z, 
дu 
IJz = ж + у. 

Интегрируя (13) no ж, получим 
'" 

и(ж,у, z) = ]<11 + z) dж = ху + xz + f(y, z), . о 
где f(y,z) - произвольная дифференцируемая функция от у и z. 

Продифференцируем (16) по у: 

. откуда, учитывая (14), будем иметь 

или 

Проинтегрировав ( 17) по 'fl, наЙдеМ 

ди дf(y, z) - == х+ --дg lJy , 

ж + z = х+ дf(y, z) 
ду • 

дf(y, z) 
8il 

11 

z. 

f(y,z) j z dy = yz + F(z), 
о 

где F(z) - некоторая функция z. 
Подставив (18) в (16) ,  получим · 

u(z, y, z) = ху+ жz + yz + F(z). 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18} 

Д...фференцируя последиве равенство по z и учитывая соотноwение (15), получим уравнение 
для F(z). 

dF(z) x +g z + ., + --" dz ' 
откуда : = О, так что F(z) = с = const. Итак, 

1ф:, у, z) = ху + yz + zx +с. 111> 

§ 1 1 .  Оператор Гамильтона 
Мы рассмотрели три основные операции вetcropнoro анализа: вычисление grad u 
для скалярноrо поля u = u( �. у, z) и div а и rot а для векторноrо поля а = а(�. у, z) .  
Эти операции могут быть записаны в более простом виде с помощью символическою 
оператора V («набла»): 
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д д д v = i- +j- + k-. 
дж ду дz ( 1) 

Оператор V (оператор Гамильтона) обладает как дифференциальными, так и вектор
ными свойствами. Формальное умножение, например, умножение /ж на функцию 
и(ж, у) , будем понимать как частное дифференцирование: 

д ди - · и = -. дж дж 
В рамках векторной алгебры формальные операции над оператором V будем про

водить так, как если бы он был вектором. Используя этот формализм, получим следу
ющие основные формулы: 

1. Если и = и(ж, у, z) - скалярная дифференцируемая функция, то по правилу умно
жения вектора на скаляр получим ( д д д ) h h h 

Vи = i- + j- + k- и = - i + - j + - k = grad и, дж ду дz дж ду дz 
т. е. 1 Vи = grad и. l (2) 
2. Если 

а = Р(ж, у, z)i + Q(ж, у, z)j + R(ж, у, z)k, 
где Р, Q, R - дифференцируемые функции, то по формуле для нахождения скаляр
ного произведения получим 

т. е. 

( д д д ) дР дQ дR (V, а) = i дж + j ду + k дz , Pi + Qj + Rk = дж + ду + дz 
= div а, 

1 (V, а) = div •· 1 
3. Вычисляя векторное произведение [V, а] ,  получим 

i j k 

[V, a] = 
д д д 
дж ду дz 

= rot a, 
р Q R 

т. е. 1 [V, a] = rota. j 
Для постоянной функции и = с получим 1.---v-c =-0--,, 1 
а для постоянного вектора с будем иметь �, (V-,-c)_=_O_и_[V-,-c)_=_O__,. , 

Из распределительного свойства для скалярного и векторного произведений по
лучаем 

(V, а +  Ь) = (V, а) + (V, Ь), 
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т. е. 

т. е. 

/ div(a + Ь) = div а +  divb, / 
[V, a + Ь] = [V, a)  + [V, b], 

j rot(a + Ь) = rot а + rot ь. ! 

(5) 

(6) 
Замечание 1 . Формулы (5) и (6) можво трак:rовать также как проямеиие дифференциальНЪIХ свойсТв 
оператора снабла» ( V -линейныйдифференциальный оператор). Уеловились считать, что оператор V 
действует на все величины, написанные за ним. В этом смысле, наnример, 

(V, а) f:; (а, V), 

ибо (V, а) = div а естЬ фунхция : + � + :�, в то время как 
/) д д 

(a, V) = P- + Q- + R-
. дz д1J дz 

- скалярный дифференциальный оператор. 
Применяя оператор V к произвещению каких-либо величин, надо иметь в виду обычное правило 

дифференцироВI/lfия произвеления. 

Пример 1 . ДОказать, чrо 
grad( Utl) : 17 grad tl + 11 grad tl. (7) 

"' По формуле (2) с учетом эаМ('!Чания 1 nопучаем 
V(uv) = vVu + uVv, 

или 

Чтобы отметить тот факт, что «Набла.. не действует на :какую-либо величину, входя
щую в состав сложной формулы, 'УfУВеличину отмечают индексом с ( «const� ) , который 
в окончательном результате опускается. 

Пример 2. Пусть u(z, g,z) - скалярная диффере��цируемая функция, a(z, у, z) - векторная диффе
рвt!цируемая фун!СЦИЯ. ДО!Сазать, чrо 

div(ua) u div а + (a,grad u). (8) 

"' Переnишем nевую часть (8) в симвопичвс!СОМ виде 
div(ua) ::: (V, ua). 

Учитывая дифференциальный харак:rер оnератора V, nолучаем 
(V, ua) = (V,u.a) + (V, ц.). 

Так как u, - nостоянный скаляр, то его можно вынести за знак скапярного произее.цения, так что 
(V, u.a) = u,(V, а) = u, · div а = u div а 

(на последнем шаге мы опустили индекс с). 
В выражении ( V, uac 1 оператор V действует TOIIЬI(O на скалярную функцию u, nоэтому 

(V, uac) ::: (Vu, Вc) = (Вс, Vu) = (a, gradu). 
В итоге получаем 

div(ua) = u diva + (a,grad u) . .,. 

Замечание 2. Используя формализм действий с оnератором V как с вектором, надо nомнить, 
что V не является обычным вектором - он не имеет ни дЛИНЫ, ни направления, так что, наnример, 
вектор [V, aJ не будет, вообще rоворя, перпендti'КУJl.llрным вектору а (впрочем, дi!Jl iiii'OCKoro поля 
а =  Р(ж, y)i + Q(z, y)j вектор 

(V, aJ = rot a  = (дQ -
дР) k . дz д1J 

перпендикулярен моекости zOy , а значит, и вектору а). 



110 ------------------------ Гпава XXVIII. Веrторнwй анапмэ 

Не имеет смысла и понятие кОJШИнеарности по отноше
нию к символическому вектору V. Например, выражение 
(V �. Vfl 1 ,  где rp и fl -скалярные функции, формально напо
минает векторное произведение двух коллинеарных векторов, 
которое всегда равно нулю. Однако вобшем случае это не име
ет места. В самом деле, вектор V � = grad rp направлен по нор
мали к поверхности уровня rp = const, а вектор Vf/! = grad У, 
определяет нормаль к поверхности уровня f/1 = const. В обшем 
случае эти нормали не обязаны быть коллинеарными (рис. 40). 
С другой сrороны, в любом днффереицируемом скалярном 
поле rp(z, у, z) имеем [V�, Vf/) = О. Эrи примеры показывают, что с оператором снабnа• нуж
но обрашаться с большой осторожностью и при отсуrствии 
уверенности в полученном результате ero следует провериrь 
аналитическими методами. 

1 

Рис. 40 

§ 1 2. Дифференциальные операции второго порядка. 
Оператор Лапласа 

1 11 

Дифференциальные операции второго порядка получаются в результате двукратного 
применения оператора V. 
1 .  Пусть имеем скалярное поле и = и(ж, у, z) . В этом поле оператор V поро:ждает 
векторное поле 

Vи = grad u. 
В векторном поле grad и можно определить две операции: 1 (V, Vи) = div grad и, 1 (1) 
что приводит к скалярному полю, и г-1 (-V-, V-и-] -=-ro_t_gra_d_и...,, 1 (2) 
что приводит к векторному полю. 
2. Пусть задано векторное поле а = Pi + Qj + Rk. Тогда оператор V порождает в нем 
скалярное поле 

(V, а) = div а. 
В скалярном поле div а оператор V порождает векторное поле 1 V (V, a) = grad div a. l (3) 

3. В векторном поле а = Pi + Qj + Rk оператор V порождает также векторное поле 
(V, а) = rot а. 

Применяя к этому полю снова оператор V, получим: 
а) скалярное поле 1 (V, (V, а]) = div rot а, 1 
б) векторное поле 1 (V, (V, а]] = rot rot а. , 

(4) . 

(5) 
Формулы (1)-(5) определяют так называемые дифференциальные операции второго 

порядка. 
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Выберем в пространстве прямоугольную декартову систему координат Ozyz и рас
смотрим каждую из формул ( 1)-(5) более подробно. 

1. Предполагая, что функция u(z, у, z) имеет непрерывные вторые частные производ
ные по z, у и z, получим 

Символ 

называется onepamoJIOAI Лапласа, или лапласианам. Его можно представить как скаляр
ное произведение оператора Iамильтона V на самого себя, т. е .  

2 д2 д2 д2 
� = (V' V) = V = дz2 + ду2 + дz2 . (6) 

Оператор � (дельта) играет важную роль в математической физике. Уравнение 

�и = О, или 

называется уравнением Лапласа. С его помощью описывается, например, стационар
ное распределение тепла. 

Скалярное поле u(z, у, z) ,  удовлетворяющее условию �u = О, называется лапла
совы.м или гармоническим полем. 

Например, скалярное поле u = 2ж2 + Зу - 2z2 является гармоническим во всем трехмерном простран-
стве: ИЗ ТОГО, ЧТО 

получаем 

дu - = 4ж дж ' 
дu - = 3  ду ' 

дu - = -4z дz ' filu -2 = 0, д'fl 

2. Пусть функция u(z, у, z) имеет непрерывные частные производные второго порядка 
вКJiючительно. Тогда 

1 rot grad u = o. j 
В самом деле, действуя формально, получим 

rot grad и =  (V, Vu) = [V, V) u = О, 
ибо [V, V) = О хак векторное произведение двух одинаковых «векторов•. 

(7) 

Тот же результат можно получить, используя выражения градиента и ротора в де-
картавых координатах 
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д 
j 
д 

k 
д 

rot grad и = дх ду дz = 
ди ди ди 
дх ду дz 

= (:::у - :::z) i + ( �2;х -д�;z) j +  ( ::х -:�;у) k == 0· 

3. Пусть задано векторное поле 

а = Р(х, у, z)i + Q(x, у, z)j + R(x, у, z)k, 
координаты которого Р, Q, R имеют непрерывные частные производвые второго 
порядка. Тогда получим 

grad diva = V (V, а) = 

= � (дР + дQ + дR) i + � (дР + 
дQ + дR) j +  дх дх ду дz ду дх ду дz 

д (дР дQ дR) (д2Р д2Q д2R ) (8) + дz . дх + ду + дz k = дх2 + дудх + дzдх i + 

( д2Р д2Q д2R ) . ( д2Р alQ д2R) + -- + - + -- J + -- + -- + - k. дхду ду2 дzду дхдz дудz дz2 

4. При тех :ж:е условиях, что и в пункте 3, имеем .. 

1 div rot a = o. l (9) 

Это соотношение у:ж:е было доказано ранее путем непосредственных вычислений. 
Здесь мы приведем его формальное доказательство, используя известную формулу 
из векторной алгебры 

(А, (В, Cj) = (С, (А, BJ) == (В, (С, А]) . 
Имеем 

div rot а =  (v, [V, а]) = (а, [V, V]) = О, 
так как (V, V] = О как векторное произведение двух одинаковых «векторов•. 

5. Пока:ж:ем, наконец, что при тех :ж:е условиях, что и ранее, 

1 rot rot а = grad div а - �а. 1 
Так как 

rot rot a = [v, [V, ai] , 

( 10) 

то, полагая в формуле для двойного векторного произведения [А, [В, с]) = В(А, С) -
(А, В)С, 

получим 

А = V, В = V, С =  а, 

[v, [V, а]] = V (V, а) - (V, V) а. 
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Но (V, а) = div а и (V, V) = .6.. Поэтому окончательно будем иметь 

rot rot а = grad div а - .6.а, 
где grad div а выражается по формуле (8) , а .6.а для вeicrOpa а = Pi + Qj + Rk надо 
понимать так: 

Аа = АР · i + AQ · j + AR · k. 
В заключение приведем таблицу дифференциальных операций второго порядка. 

Скалярное поле 

Заштрихованные прямоугольники означают, что соответствующая операция не имеет 
смысла (например, rрадиент от rot а). 

§ 13. Понятие о кривопинейных координатах 
Во многих задачах бывает удобно определять положение точки пространства не декар
товыми координатами ( z, у, z), а тремя другими числами ( q1 , q2, qз ) , более естественно 
связанными с рассматриваемой частной задачей. 

Если задано правило, согласно которому каждой точке М пространства отвечает 
определенная тройка чисел (q1 , q2, qз) и, обратно, каждой такой тройке чисел отве
чает единственная точка М, то говорят, что в пространстве задана криволинейная 
координатная система. В этом случае величины q1 , q2, qз называют криволинейнЬIМи 
координатами точки М. 

КоординаmнЬIМи поверхностями в системе криволинейных координат q1 , q2 , qз на
зываются поверхности 

q1 = с1 = const, q2 = с2 = const, qз = сз = const . 

На координатных поверхностях одна из координат сохраняет постоянное значение. 
Линии пересечения двух координатных поверхностей называются координаmнЬIМи 
линиями . .  

В качестве примеров криволинейных координат рассмотрим цилиндрические и 
сферические координаты. 

13. 1 .  Цилиндрические координаты 
В цилиндрических координатах положение точки М в пространстве определяется 
тремя координатами: 

qз = z, 

Координатные поверхности: 

О �  р < +оо, 
о �  !р < 21Г, 

-оо < z < +оо. 

р = const - круговые цилиндры с осью Oz; 

( l)  
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ер = const - полуплоскости, примыкающие к оси Oz; 
z = const - плоскости, перпендикулярные оси Oz (рис. 41 ) . 
Координатные линии: 
1) линии (р) - лучи, перпендикулярные оси Oz и имеющие начало на этой оси, 

т. е. линии пересечения координатных поверхностей ер = const , z = const ; 
2) линии (ер) - окружности с центрами на оси Oz , лежащие в плоскостях, пер

пендикулярных оси Oz; 
3) линии (z) - прямые, параллельные оси Oz. 
Связь декартовых координат точки (а:, у, z) с цилиндрическими координатами 

(р, ер, z) задается формулами 

z 

Рис. 41 

х = р cos ер, у = р sin ер, z = z. 

z 

Рис. 42 

1 3.2. Сферические координаты 

(2) 

!/ 

В сферических координатах положение точки М в пространстве определяется следу
ющими координатами: 

qt = r, 
q2 = 8, 
qз = ер, 

Координатные поверхности (рис. 42): 

О :(  r < +оо, 
0 :( 8 :( 11", 
о :(  ер < 211". 

r = const - сферы с центром в точке О; 

8 = const - круговые полуконусы с осью Oz; 
ер = const - полуплоскости, примыкающие к оси Oz. 
Координатные линии: 
1) линии ( r) - лучи, выходящие из точки О; 
2) линии (8) - меридианы на сфере; 

3) линии (ер) - параллели на сфере. 

(3) 
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Связь декартовых координат (х, у, z) точки М с ее сферическими координатами 
(r, fJ, tp) задается формулами х = r cos tp sin fJ, 

у = rsin tpsin fJ, z = r cos fJ. 
(4) 

Введем единичные векторы е1 , е2 , ез (орты), направленные по к:асательным ккоор
динатнымлиниям(q1 ), (q2), (qз) вточке М всторонувозрастанияпеременных qt ,  q2 , qз 
соответственно. 

Оnределение. Система к:риволинейных координат называется ортогональной, если в ка
ждой точке М орты е1 , ez, е3 попарно ортогональны. 

В такой системе ортагональны и координатные линии, и координатные поверхно
сти. 

Примерами ортогональныхкриволинейных координат служат системы цилиндри
ческих и сферических координат. Мы ограничимся рассмотрением только ортого
нальных систем координат. 

Пусть r = r(qt , q2, q3) - радиус-вектор точки М. Тогда можно показатъ, что 

1 dr = Htdqt · е1 + H2dq2 · е2 + Нзdqз · ез, 1 (5) 
где 

Hi = J(�) 2 + (�У+ (�)2, i = 1 , 2, 3, 

- коэффициенты Ламэ данной криволинейной системы координат. 
Вычислим коэффициенты Ламэ для цилиндрических координат 

qt = р, q2 = tp, qз = z. 
Так как х = р cos tp, у = р sin tp, z = z , то 

Нз = Hz = 

(�У + (�У + (�У = 1' 

(дх) 2 ( ду ) 2  ( дz ) 2  - + - + - . = р, дtр дtр дtр 
(дх) 2 (ду) 2 (дz) 2  

= дz + дz + дz 1 • 

Аналогично для сферических координат имеем 

1 Ht = Hr = 1 , н2 = Не = r, Нз = Hrp = r sin fJ. I 

Величины 
dlt = Bt dqt , dl2 = Н2 dq2, dlз = Нз dqз 

ямяются дифференциалами длин дуг соответствующих координатных линий. 

(6) 

(7) 

(8) 
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§ 14. Основные операции векторного анализа 
в криволинейных координатах 

1 4. 1 .  Дмфференциапьиые уравнения векторных пиниii 

Рассмотрим поле вектора 

а a1 (q1 , q2, Чз)еl + a2(q1 , tJ2, qз)е2 + аз(q, ,  q2 , Чз)ез. 
Уравнения век:rорных линий в криволинейных координатах q, , q2 , qз имеют вид 

В цилиндрических координатах (q, = р, tJ2 = tp, tJз = z) 
dp p dtp dz = = ' а1 (р, tp, z) а2(р, tp, z) аз(р, tp, z) 

в сферических координатах ( q, = r , fJ2 = О, qз = tp) 
dr _ rdO _ r sin О dtp 

at(r, О, tp) - az(r, 8, tp) - аз(r, 8, tp) · 

14.2. Градиент в ортоrонапьных координатах 

Пусть и = и(q1 , q2, q3) - скалярное поле. Тогда 

l ди l ди l дu 
grad и = - е1 + --- е2 + ---. ез. н, дq1 Н2 дq2 Нз дqз 

В цилиндрических координатах ( q, = р, tJ2 == tp, qз = z) 
.. 

ди l ди ди 
grad и = -д ер + --д е'Р + -д· ez1 р р tp z 

в сферических координатах ( fJI = r, Ч2 = (J, tJз = tp) 
ди 1 ди 1 ди 

grad и = J:>.. 
е, + - 08 ее + -.-(1 -8 е'Р. «n r и  r sш tp 

1 4.3. Ротор в ортогональных координатах 

Рассмотрим векторное поле 

а = а1 (qt , q2, qз)et + a2(q1 , q2, qз)С2 + aз(ql , q2, qз)ез 
и вычислим rot а. Имеем 

е, е2 ез 
Н2Нз НtНз Н1Н2 

rot a = д д д 
- -дql дq2 дqз 
а1Н1 а2Н2 аз Нз 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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В цилиндрических координатах (q, = р, q2 = tp, qз = z, Н, = 1 ,  Н2 = р, Нз = 1 )  

1 1 - ер ev> - ez р р 
rot a = 8 а 8 др дtр az а, а2р аз 

в сферических координатах (q, = r, q2 = 8, qз = tp, Н1 = 1 ,  Н2 = r , Нз = r sin 8) 

е,. ее ev> --r2 sin () r sin () r 
rot a = а а а - - -ar 8() дtр а, a2 · r  аз · r sin () 

14.4. ДИвергенция в ортогональных координатах 
Дивергенция div а векторною поля 

а = a, (qJ, q2, qз)е, + a2(q, , q2, qз)� + аз(q, , q2, qз)ез . 
вычисляется по формуле 

В цилиндрических координатах ( q, = р, q2 = tp, qз = z, Н1 = 1 ,  Н2 = р, Нз = 1 )  
div а = .!_ [а(а,р) + 8(а2) + д(азр)] р др дtр дz ' 

или 
. 1 а(а,р) 1 да2 даз dtv a - - · -- + - - + -- р др р дtр az ' 

в сферических координатах ( q, = r, q2 = 8 ,  qз = tp,  Н, = 1 ,  Н2 = r, Нз = r sin 8) 

. 1 8(a1r2) 1 д(а2 sin 8) 1 даз dtv a = - + -- + -- -r2 дr r sin () д() r sin 8 дtр · 
Применяя формулу (7) к единичным векторам е1 , �, е3 , получим 

8(Н2Н3) дq, д(НзНt) дt]J. а(н,н2) дqз 

(5) 

(6) 

(7) 
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14.5. Вычисление потока в криводинейиых координатах 
Пусть S - часть координатной поверхности q1 = с = const, оrраниченная координат
ными линиями 

Тогда поток веКТора 

q2 = а2 (а1 < а2) , 
qз = fJ2 (fJI < fJ2). 

а = а1 (q, , q2, qз)et + a2(q1 ,  q2, qз)С2 + aз(ql , q2, qз)ез 
через поверхность S в направлении вектора е1 вычисляется по формуле 

а2 112 
П = J J а1 (с, q2, qз)Н2(с, lJl, qз)Нз(с, lJl, qз) dqз dq2. 

al fJJ 
(8) 

Аналогично вычисляется поток через часть поверхности q2 = с, а также через часть 
поверхности q3 = с, rде с = const. 

Пример t. Haiffit поток П векторноrо 1Ю11Я 

а r21Jer + re2fl ев 
через внешнюю сторону верхней полусферы S радиуса R с центром в начале координат. 

<С Полусфера S есть часть координатной поверхности r = const, а именно r = R. На полусфере S 
имеем 

q1 = r = R , 
f/2 = IJ, причем О �  8 � !  (щ = О, а1 = !  ), 
iJз f!, причем О �  tp � 211' (/Jr = О, fJz = 211'). 

Учитывая, что в сферических координатах 

по формуле (8) найдем 
H1 = Hr 1 ,  Н2 Нв = r, Hз = H<r = r sin 8, 

w z - 2т 1 
П = J d8 j л2fJsin 8 dtp = 21rif j IJ sin/1 dB = 2кR4• 11> 

о о о 

14.6. Вычисnение потенциада в криволинейных координатах 
Пусть в некаrорой области {} задано потенциальное векторное поле 

а( М) = а1 (qJ , q2, qз)el + a2(q1, q2, qз)С2 + aз(ql , q2, qз)ез , 
т. е. rot а = о в области n. 

Для нахождения потенциала и u(q1 ,  q2, qз) этого векторного поля запишем ра
венство а( М) = grad и( М) в следующем виде: 

l 8u l дu 1 8u 
а1е1 + а2е2 + азез = Н 

-
8 

е1 +
Н 

-
8 

е2 + Н 
-
8 

ез . 1 .� 2 lJ2 3 � 
Отсюда следует, что 

(9) 

Интеrрируя систему дифференциальных уравнений с частными производными (9) , 
найдем искомый потенциал 

где с произвольмая постоянная. 
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В цилиндрических координатах (q, = р, qz = tp, qз = z , Н1 = 1 , Н2 = р, Нз = 1 )  
система (9) nринимаетвид 

где 

д и - = аз, дz 
а =  ar (p, tp, z)e, + а2(р, tp, z)eil' + аз(р, tp, z)ez. 

(10) 

В сферических координатах (q1 = r, q2 = (J, qз = tp, Н1 = 1 ,  Hz = r, Нз = r sin О) 
система (9) имеет вид 

где 

ди дr 
ди . 
дtр = a3r sin (J, 

а(М) = a1 (r, е, tp)er + a2(r, е, tp)ee + аз(r, е, tp)e,.. . 
Пример 2. Найти nотенциал векrорного nоля, заданного в цилиндрических координатах 

а (arcrgz ) . ln p  -р- + cos rp  ер - sш rp · e'f' + 1 + z2 ez. 

<011 Убедимся, что rot a = О. По формуле (5) лолучим 
ер � р р 
д д д = 0, rot a  др дrр 

arctg z -р sin rp -- + cos rp р 
т. е. данное лоле лотенциально. 

Искомый nотенциал и = и(р, rp, z) является решением меду101Ц.еЙ системы дифференциальных 
уравнений с чаеtмыми производными (см. формулу (10) ): . 

1 :; = a
rc:z 

+cos rp, :: = -p sin<p, 
ди ln p 
&z = 

1 + z2 • 
Интегрированием по р из nервого уравнения находим 

и =  arctg z  · In р + р cos <р + с( \О, z). 
ДИфференцируя соотношение ( 1 1) по 'Р и исnользуя второе уравнение, nолучим 

. дс(iр, z) . -pStn \1) +  о;- =  -pSШ I(I, 

или де}:;") = О, ожуда с =  c1 (z) .  Таким образом, 
и =  arctgz · lnp  + p cosl{l  + cr (z) . . 

ДИфференцируя это соотношение по z и исnользуя третье уравнение, лолучим 
ln p 1 ln p  

1 + z2 + ct (z) = l + z2 ' 

или c;(z) = О, ожуда c1 (z) с. Итак, nотенциал данного nom:1 
u(p, rp, z) = arctg z · ln р + р cos rp + с. "' 

(1 1) 
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14.7. Линейный интеrрал и циркуляция 
в ортоrональных криволинейных координатах 

Пусть векторное поле 
а(М) = a,(q, , q2, qз)е, + a2(q, ,  qz, qз)ez + аз(q, , q2 , qз)ез 

определено и непрерывно в области П изменения орrоrональных криволинейных ко
ординат q1 , q2 , qз . Так как дифференциал радиус-вектора r любой точки M(q, , q2, qз) Е П выражается формулой 

(12) 

то криволинейный интеграл вектора а( М) по ориентированной гладкой или кусочио
гладкой кривой L С П будет равен 

.---------�--------, 1 (а, dr) = 1 a,H,dqt + a2H2dq2 + азНзdqз. 
L L 

( 13) 

В частности, для цилиндрических координат (q1 = р, q2 = I{J, qз = z , Н1 = 1 , Н2 = р, Нз = 1 )  будем иметь 

а = ар(р, I{J, z)ep + а'Р(р, !р, z)e'P + az(p, !р, z)ez , 
dr = dp ер + di{J е'Рр + dz ez . 

Отсюда по формуле (13) получим 
г---------------, J (a, dr) = J ap dp + ра'Р di{J + az dz. 

L L 
(14) 

Аналогично для сферических координат ( ql = r' q2 = 8' qз = I{J' н, = 1 '  н2 = r'  .Нз = r sin 8) будем иметь 

а =  ar(r, 8, !fJ)er + ae(r, 8, !fJ)ee + а\?( т, 8, !fJ)e\?, 
dr = dr · er + r dfJ · ее + r sin 8 di{J · е\?. 

Отсюда по формуле ( 13) получим 

J (а, dr) = J ar dr + ra19 d8 + r sin 8а\? d!fJ. 
L L 

( 15) 

Если кривая L замкнута (начальная и конечная точки кривой L совпадают), то 
циркуляция Ц векторного поля а( М) в криволинейных координатах q1 , q2 , qз вычи
сляется по формуле (13) , а в случае цилиндрических или сферических координат 
по формулам (14) или (15) соответственно. 

Пример 3. Вычислить циркуляцию векторного поля, заданного в цилиндрических координатах 

а = р sin '{)ер + pzeop + /е., 
по замкнутой кривой L,  

р = sin �. О ::;; � ::;; 11', z = О. 

• Координаты данного вектора равны соответственно 

ар = p sin �. аор = pz, а. = р3 •  
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КОН1УР L предстааляет собой замкнутую кривую, расположен
ную в плоскости z == О {рис. 43). Подставляя координаты данного 
вектора в формулу ( 14) ,  получим 

Ц == f p sin tp dp + /z dtp + / dz. 
L 

На кривой L имеем 

z = О, dz == О; р = sin tp, dp = cos tp dtp (О :;;; tp :;;; 11'). 
Искомая циркуляция будет равна 

f . 

j .. . 2 sin3 tp l .. 
Ц = р SlЛ tp dp = SIЛ tp COS 'Р d'fl ::: -3 - = 0 . ... 

L О О 

14.8. Оператор Лапласа в ортоrональных координатах 
Если и =  и(qt , q2, qз) - скалярная функция, то 

1 

1 ди 1 ди 1 ди grad и = --е1 + --е2 + --ез. Ht дqt Н2 дq2 Нз дqз 
Если а = at (qt , q2, qз)et + a2(qt , q2, Чз)� + aз(qt , q2, qз)ез , то 

Рис. 43 

div а =  Н� Н [88 (а1Н2Нз) + 8
8 (а2НзН1) + 8

8 (азН1Н2)] . 1 2 з Чt Ч2 Чз 

11 

( 16) 

(17) 
Используя формулы ( 16) и ( 17) , для оператора Лапласа 6. получим следуЮщее выра
жение: 

В цилиндрических координатах (qt = р, Ч2 = VJ, qз = z, Ht = 1 , Н2 = р, Нз = 1) 
получим 

В сферических координатах ( Чt = r, Ч2 = fJ, Чз = VJ, Ht = 1 , Н2 = r, Нз = r sin 8) 
будем иметь 

�и = --- - r sin fJ- + - sin fJ- + - -- -- = 1 [ д ( 2 ди) д ( ди) д ( 1 ди)] r2 sin fJ дr дr дfJ дfJ дl() sin fJ д!р 
1 д ( 2 ди) 1 д ( ди) 1 д2и = -- r - + --- - sin fJ- + . r2 дr дr r2 sin fJ дfJ дfJ · r2 sin2 fJ д!р2 

Пример 4. Найти все решения уравнения Лапласа �u = О, зависящие только от расстояния т • 

..,. Так как искомое решение и должно зависеть только от расстояния точки . М от начала координат r, 
т. е. u = u(т) , то уравнение Лапласа �и = О в сферических координатах будет иметь вид 

�u == �: (т2:) = 0. 
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Отсюда r2 � = С 1 , так что 

где Ct и С2 - nостоянные . .,. 

Упражнения 
Найдите провЗводную скалярного nоля и( ж, у, z) в точке М0(ж0, у0, z0) по направлению 

к точке Mt(Жt ,  Yt, Z t) :  
1 .  и =  ж.,ffj + у..Гz, М0(2, 4,  4), М1(6, -4, 8) . 
2. и =  4 1n(z2 + 3) - 8жуz, М0(1,  1, J.), М1 (3, -3, 5) . 
З. и = ж3 + �, М0(1 , -3, 4), М1(1 , -2, 3) . 
Найдите провзводную скалярного nоля и( ж, у, z) в точке М0(ж0, у0, z0) по направлению 

нормали к поверхности S, образующей острый угол с положительным направлением оси Oz: 
4. и =  arctg � + жz, М0(2, 2, -1), S :  ж2 + у2 - 2z = 10. 
5. и =  ..;ху - v'4 - z2, М0(1 ,  1 , 0), S :  ж2 - у2 = z .  , 

2 2 
6. Найдитепроизводнуюскалярноюполя и =  2жу+у2 в точке M0(v'2, 1) эллипса т +  1f = 1 

по направлению внешней нормали к эллипсу в этой точке. 
7. Найдите производную скалярною поля и = z ln(ж2 + у2 - z) в точке М0(1,  -v'З, 3) 

по направлению окружности ж = 2 cos t ,  у = 2 sin t ,  z = 3. 
8. Найдите угол между градиентами функции и =  arctg � в точках М1(1 ,  1) и М2(-1,  - 1). 
9. Найдите производную плоского поля и =  ж3 + жу + 3у4 в точке М(-2, 1 ,  О) по направле-

нию, задаваемому вектором, лежащим в плоскости жОу и наклоненным под углом � к оси О ж.  
Найдите векторные линии следующих векторных полей: 
10. а = жi + 4yj. 
1 1 .  а =  (z - y)i + (ж - z)j + (у - ж)k. 
12. а = 2zj + 3yk. 
13. Найднтевекторнуюлиниюполя а = ж2i-у3j+z2k, проходящуючерезточку м(4,-4 , 1) . 
14. Найдите векторную линию поля а =  -yi + жj , проходящую через точку М(3, 4, -1) .  
15 .  Вычислите поток векторного поля а = жi  + yj + zk через верхнюю сторону круrа, 

вырезаемого конусом ж2 + у2 = z2 из плоскости z = h ( h > О). 
16. Вычислитепоток векторною поля а =  (ж - 2z)i+(ж+3y+z)j + (5ж+y)k черезтреуголь

ник АВС с вершинами в точках А(1, О, 0) , В(О, 1 ,  0) , С(О, О, 1) (нормаль образует с осью Oz 
острый угол). 

17. Вычислите поток векторною поля а = жi + zk через боковую поверхность кругового 
цилиндра ж2 + у2 = R2 , ограниченную плоскостями z = О, z = h (h > 0). 

18. Вычислите nоток векторного поля а =  yzi - жj - yk через полную поверхность конуса · 
х2 + у2 = z2 , ограниченную плоскостью z = 1 (О � z � 1) .  

Методом IJВедения криволинейных координат на поверхности вычислите поток заданного 
вектора а через заданную поверхность S: 

19. а =  ж3i + y3j + жz3k, S - внешняя сторона цилиндрической поверхности ж2 + у2 = 9 , 
ограниченной сферой ж2 + у2 + z2 = 25. 

20. а = ж3i - y3j + zk, S - внешняя сторона части сферы ж2 + у2 + z2 = 1 ,  вырезанная 
конической поверхностью х2 + у2 = z2 (где z ;;;: Jж2 + у2). 

Вычислите поток векторного поля а через замкнутую поверхность S (нормаль внешняя). 
Проверьте результат с помощью формулы Тhусса-Остроrрадского: 

21 . a = yzj, S = {ж2 + y2 = 1 - z, z = O, у ;;;: О} . 
22. а =  y2j + 2zk, S = {ж2 + у2 = 4, ж2 + у2 = z, z = 0}. 
23. а = ж2i + y2j + z2k, S = { ж2 + у2 + z2 = R2, z = О (z > О)} .  
24. a = yzi - жj + yk, S = {ж2 + z2 = y2 ,  у = 1 (0 � у � 1)} . 
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Достраивая nодходящим образом заданные незамКF!уТые поверхности до замкнуrых и поль
зуясь теоремой Гаусса-Остроrрадского, вычислите потоки векторных полей через указанные 
поверхности (к замкнуrой поверхности берем внешнюю нормаль): 

25. а =  ( 1 - 2z)i + yj + zk, S = {z2 + у2 = z2 (О � z � 4)} .  
26. а =  z2i + zzj + yk, S = {z2 + у2 = 4 - z (z ;;;:: 0)} .  

· 
27. а =  yi - 2zj - zk, S = {х2 + у2 + z2 = 4 (z � О)} . 
Найдите работу силы F nри перемещении вдоль линии L от точки М к точке N: 
28. F = (z2 - 2y)i + (у2 - 2z)j, L = {отрезок МN, М(-4, 0), N(О, 2)} .  
29. F = (z + y)i + 2zj, L = {z2 + у2 = 4 (у ;;;:: О), М(2, О), N(-2, 0)} .  
30. F = (z + y)i + (z - y)j, L = {z2 + f = 1 (z ;;;:: О, у ;;;:: О), М(1, О), N(O, 3)} .  
31 . F = -yi + zj, L = {у =  х3, М(О, O), N(2, 8)} .  
Найдите циркуляцию векторного поля а вдоль замкнуrого контура L (в наnр$1влении, со-

ответствующем возрастанию nараметра t): 
32. а =  zi - z2j + yk, L = {ж =  2 cos t, у =  3 sпlt, z = 4 cos t - 3 sin t - 3} .  
33. а =  (у - z)i + (z - z)j + (z - y)k, L = {ж = 4 cos t ,  у =  4 sin t ,  z = 1 - cos t}. 
34. а =  -z2y3i - 2j + zzk, L = {ж =  ../2 cos t, у =  ../2 sin t, z = 1 } .  
Вычислите циркуляцию векторного поля а по замкнуrому контуру L .  Проверьте результат 

nри помощи формулы Стокса: 
35. а =  2yi - zj + zk, L = {z2 + у2 = 1 ,  х + у +  z = 4} . 
36. а =  xyzi + (z + y + z)j - z2y2k, L = {z + У =  а, ж - у =  а, х + у  = -а, ж - у =  -а} .  
37. а = 2zzi-yj+zk, где L -линия пересечения плоскости х+у+2z = 2 с координатными 

плоскостями х = О , у = О, z = О. 
38. Найдите дивергенцию векторного nоля а = [с, r], где с - постоянный вектор, а r = zi + 

yj + zk. 
39. При какой функции ф(z) дивергенция векторного поля а = xzl + yj + ф(z)k будет 

равна z? 
40. Найдите div(r4r) , где r = Jz2 + у2 + z2, а r = zi + yj + zk. 
41 . Найдите функцию ф(r) , для которой выnолняется равенство 

div(ф(r)r) = 2ф(r). 

42. Какова должна быть функция f(x, z) , чтобы ротор векторного поля 

а =  yzi + f(x, z)j + zyk 

совпал с вектором k - i ? 
Найдите ротор следующих векторов: 
43. а =  y2zi + zz2j + z2yk. 
44. а = yi - zj + zk. 
45. а = 2zzi - yj + zk. 
Докажите, что следующие векторные поля являются потенциальными, и найдите их потен

циалы: 
46 - zl+rJ 

' а - v'z2+r+4 · 
47. а =  (yz + 1)i + zzj + zyk. 
48 а =  I+J+k ' z+y+z · 

Ответы 
,/6 r;; 4 2v'3( v'2+3) 7 9 13v'3 - 4 • -1. - 3 .  2. -2. 3. -0,7 v2. 4. 3 .  5. О. 6. 3 • • О. 8. 71'. • -2-

+ 5. 10. у - c1z , ж - с2 • 
1 1 .  ж + у + z  = с1 , ж2 + у2 + z2 = с2 . 12. 3y2 - 2z2 = с1 ,  z = c2 . 13. � - � = 1 ,  � + � = 4. 
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14. z2 + у2 = 52z = - 1 .  15. 1Гh3• 16. � - 17. 1rhR2 • 18. О. 19. О. 20. � (t - 1) . 21. fi .  22. 161Г.  

23 . ..  � .  24. О. 25. -641Г. 26. О. 27. - 1� .  28. 24. 29. 21Г . 30. -5. 31 . 8 .  32. 601r. 33. -401Г. 
34. 1Г. 35. -21Г. 36. 2а2 • 37. � - 38. О. 39. ф(z) = с - z, с - const. 40. 7r4 • 41 . ф(r) = � . с 
const. 42. /(z, z) = ( 1  + z) z + z + с, с - const. 43. (z2 - 2zz) i + (у2 - 2zy) j + (у2 - 2zy) j + 
(z2 - 2yz) k .  44. -2k . 45. 2zj. 46 • .Jz2 + у2 + 4 + с, с - const. 47. z(l + yz) + с, с - const. 
48. ln !z + у +  z! + с, с - const. 



Глава XXIX ---------------

ИНТЕГРАЛЫ, 
ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 

§ 1 . Собственные интегралы, зависящие от параметра 
1 . 1 .  Понятие интеграла, зависЯщего от параметра, и его неnрерывность 
Пусть в прямоугольнике 11 

П = {а � а: �  Ь, с � у � d} 
определена функция двух пере�енных f(x, у) 
(рис. 1). Предположим, что при любом фиксиро
ванном значении у Е [с, d] существует интеграл 

d - - - -·т-��------� 

ь 1 f(x, y) dx. 
а 

Ясно, что этот интеграл являеТся функцией перемениого у, 
ь 

I(y) = 1 f(x, у) dx, у Е [с, d]. 
а 

Интеграл (1) называется интегралом, зависящим от параметра у. 

(CR) 

Рис. l 

ь % 

(1) 

Имеет место следующая теорема о непрерывности интеграла, зависящего от пара
метра. 

Теорема 1 .  Если функция f(x, '!/) непрерывна в прямоугольнике П, то функция I(y), опре
деленная соотношением ( 1), непрерывна на отрезк:е [с, d] . 

<1111 Из формулы (1)  вытекает, что приращение д.J = I(y + д.у) - I(y) функции J(y) , 
соответствующее приращению аргумента д. у, можно оценить так: 

II(y + Ау) - I(y) l = 1 j /(z, y + Ау) dx - j f(z, у) dx l = 
а а �) 

= 11 [/(z, У +  Ау) - /(z, у)] dx l <; j IJ(z, у +  Ау) - f(z, у) 1 dx. 
а а 
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По условию теоремы функция J(x, у) непрерывна в замкнутом прямоугольнике П, 
а значит, J(x, у) равномерно непрерывна в этом прямоуrольнике. Следовательно, 
для любого g > О можно указать такое б > О, что при всех х из [а, Ь] и всех у и у + t::.y 
из [с, d] таких, что lt::.yl < б, будет выполняться перавеяство 

€ IJ (x, y + t::.y) - J(x, y) l < Ь - а · 
Отсюда и из оценки (2) получаем, что 

ь 
\I(y + t::..y) - I(y) \ < Ь� а f dx = € 

IJ 
при lt::.y l < б. Эrо означает, что функция I(y) непрерывна в каждой точке отрезка 
[с, d] . ..,. 

Следствие (переход к пределу под 3Наком интеrрапа). Если функция J(x, у) непрерывна в пря
моугольнике П, то 

ь ь ь 
lim J J(x, у) dx = j Iim J(x, у) dx = J J(x, Уо) dx, 
у-+уо у-+уо 

а а а 
где у0 - любое фиксированное число, принадлежащее отрежу [с, d]. 
� Так как функция I(y) непрерывна на [с, d] , то имеют место равенства 

lim I(y) = 1( lim у) = I(yo), 11->Vo 11->1/о 
равносильные равенствам (3) . ..,. 

Пример 1. Вычислить предел 
2 

lim j(2x - l) cos(xy) dx. 
1/->0 

1 

..,. Функция 
J(x, у) = (2х - l) cos(xy) 

непрерывна в любом прямоугольнике 
п = { l � х � 2, с � у �  d}, 

где с <  О <  d. Отсюда по формуле (3) получаем 
2 2 

lim j(2x - l) cos(xy) dx = j(2x - l) dx = 2 . ..,.. 
11'""'0 

1 1 

1 .2. ДИфференцирование интеграла по параметру 

(3) 

Теорема 2. Если функция J(x, у) и ее частная производноя 81Ь;·"> непрерывны в прямо
угольнике П = {а � х � Ь, с � у � d}, то для любого у Е [с, d] справедлива формула 
Лейбница дифференцирования по параметру под знаком интеграла 

ь 
/(у) = j дf(х, у) dx. . ду 

а 

(4) 
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� Предполагая, что у +  ду Е [с, d] , составим разностное отношение 
ь 

I(y + ду) - J(y) = j f(x, у +  ду) - f(x, у) d 
ду ду 

х. 
а 

Переходя в этом равенстве к пределу при д у -t О и полъзуясъ непрерывностью частной 
производной дf�,у) и формулой (3) , получим 

ь ь 
I'(y) = lim J(y+ дy) -J(y) =/ lim f(х,у+ду) - f(x,y) dz=! дf(х,у) dx. 

� 
dy--+0 ду dy--+0 ду ду 

а а 

замечание. Пусть пределы интеrрирования зависят от параметра у. Тогда -
Ь(у) 

F(y) = j f(x, у) dx, (5) 

а(у) 
где а(у) � х � Ь(у) и функции а(у) и Ь(у) дифференцируемы на отрезке с �  у � d. При условии, что 
функции f(x, у) и t;(x, у) непрерывны в области 

D = {а(у) � х � Ь(у), с � у � d} 
(рис. 2), получаем, что функция F(y) дифференцируема на [с, d], причем 

Ъ(у) 
F1(y) = j дf�;у) dх + /[Ь(у), у] · Ь'(у) - /[а(у), у) · а'(у). 

а(у) ' 

� Формула ( 6) доказывается с помощью дифференцирования сложной функции. 

где 

Так как F(y) = F(y, а(у), Ь(у)) , то полная производпая 

F' ( ) = дF + дF . da + дF . db 
у ду да dy дЬ dy ' 

Ъ(у) дF _ j дf(х, у) ;г - -
д
-- dх, У а(у) У 

дF д Ъ(у) 
дЬ = дЬ j f(x,y) dx = /[Ь(у), у), 

а(у) 
дF д Ь(у) 
да = да j f(x, y) dx = -/[а(у), у). 

а(у) 

/1 

J 
о 1 

Подставляя выражения для производиых : , �� и �= 
в формулу (7), получим требуемую формулу ( 6) . .,. 

Пример 2. Применяя дифференцирование по параметру, вычислить интеграл 

где lal < 1 .  

. 
2 

I(a) = j ln 1 + a cosx . dx , 1 - a cosx cosx о 

Рис. 2 

(6) 

(7) 
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..,. Функция 

/(z,a) = соsж 1 - a cosz 
{ 1 ln l + a cosz 1r 

nри ж 1= 2,  
1r 

npи z = 2, 
а таюке ее производная по параметру 

неnрерывны в nрямоугольнике 

2а 

. ,  2 
f,.(z, a) = l - a2 cOS2z 

П = {О � ж � ;, lal � l - e < I}. 
Поэтому применима тво�а 2 о дифференцировании интеграла по параметру при lal � 1 - е < 1 .  
Имеем • • 

t(a) - }
-
!!... (-1- \n l + a cosz) da: - 2)- dz 

- да соsж  1 - a cosz  - 1 a2 cos2 z '  о о 
dt ? 1 

ПолОжим tg z = t, тогда dz = J+i7 ,  cor z = J+i7 .  Интегрируя по t от О до +оо, получим 

+/оо Ift +
joo dt 2 t l+oo 1r I' (а) = 2 2 2 = 2 arctg г.---'1 = г:----r · 

0 
l + t - а 

0 vl - a· o  v l - a· 
Отсюда I(a) = 1r aгcsina + С. Усtремляя а к нулю и замечая, что J(O) = О, имеем С О. Следова
тельно, J(a) = 11' arcsin а . ..,. 
Пример З. Найти производную F'(y) AJ111 функции 

·i 

F(y) j е-"'211 dz. 
11 

..,. Здесь f(z, у) е-"'211, а(у) = у, Ь(у) = у2• Применяя формулу (6), nолучим: 

r 
F'(y) = j ж2e-'"211 dx + e-"5 · 2y е-У3 , ..,. 

11 

1 .3. Интегрирование интеграла по параметру 

Теорема 3. Если футсцин f(x, у) непрерывна в прямоугольнике П= {а ::;;; х ::;;; Ь, с ::;;; у ::;;; d}, 
то функция 

ь 
I(y) = j f(x, у) dx 

/1 .  

интегрируема на отрезке [с, d), причем справедливы равенства 
d d ь ь d j I(y) dy = j [! f(x, у) dxJ dy = j [! f(x, у) dy] dx. 

с с 11 а с 

(8) 

Другими словами, если f(x, у) непрерывна в П, то интеграл, зависящий от параметра, 
.можно интегрировать по параметру под знаком интеграла. 
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� Согласно теореме 1 ,  функция J(y) непрерывна на отрезке [с, d] и поэтому ин
тегрируема на нем. Справедливость формулы (8) следует из равенства повторных 
интегралов, 

d ь ь d 
j [j J(x, у) dx] dy = J [/ f(x, у) dy] dx = jj f(x, у) dx dy . ..,. 
с а а с П 

Пример 4. Проинтегрировать по параметру у интеграл 
ь 

I(y) = j y"'dx (О < а < Ь) 
" 

в пределах от О до 1 .  

• Так· как функция j(x, y) = yz непрерывна в прямоугольнике П = {а �  х � Ь, О �  у �  1}, а >  О, 
то применима теорема 3 об интегрировании интеграла по параметру. Имеем 

1 1 Ь Ь 1 Ь ( z+l ly=l) Ь d Ь l 
ji(y) dy = jdyj y"'dx =j dxj y"'dy = J :+ l dx = J x:1 = 1n a: l  . ... 
О О а а О а у=О а 

§ 2. Несобетвенные интегралы, зависящие от параметра 
2.1 .  Понятие несобетвенного интеrрала первого рода, зависАЩего от параметра 
Пусть функция двух переменных J(x, у) определена в полуполосе 

Д"' = {а ::::; х < +оо, с ::::; у ::::; d} 
(рис. 3) и при каждом фиксирован- У ном у Е [с, d] существуетнесобствен

+оо 
ный интеграл J J(x, у) dx , являю-

а 
щийся функцией от у. Тогда функ-
ЦИЯ 

+оо 

у Е [c,d], (1) J(y) = j J(x,y) dx, J 
о ( • 

а 
называется несобетвенным интегра

Рис. З 
лом первого рода, зависящим от параметра у. Интервал (с, d) может быть и беско-
нечным. 
Определение 1. Несобетвенный интеграл ( 1) называется сходящимся в точке у Е [с, d] ,  
если существует конечный предел 

в 
lim j f(x, у) dx = J(y), В-++оо 

а 
т. е. если для любого е > О существует число Во такое, что для всех В ;;:: Во выполня
ется неравенство 
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в II(y) - J J(rc, у) drc/ < е;. 

а 
Если несобетвенный интеграл ( l ) сходится в каждой точке у отрезка [с, d] , то он 

называется сходящимся на этом отрезке. Интеграл ( 1)  называется абсолютно сходя
щимся на отрезке [с, dJ, если сходится интеграл 

00 J ! J(rc, y) l drc. 
а 

2.2. Равномерная сходимость несобетвенного интеграла. Критерий Коши 

Оnредеnеиие 2. Несобетвенный интеграл (1) называется равномерно сходящимся по па
раметру у на отрезке [с, d] ,  если он сходится на этом отрезке и для любого е > О можно 
указать такое А � а, зависящее только от е, что для всех В > А и для всех у из отрезка 
[с, d] выполняется не равенство 

/i J(rc, у) drcl < е, В > А. 
в 

(2) 

Имеет место следующий крИтерий Коши равномерной сходимости несобетвенных 
интегралов, зависящих от параметра. 

Теорема 4. Для того, чтобы несобетвенный интеграл ( 1) равномерно сходился по параме
тру у на отрезке [с, d}, необходимо и достаточно, чтобы для любого е > О можно бшо 
указать число А � а, зависящее только от е и такое, что для любых В и С, больших А, 
и для всех у из отрезка [с, d] выполнялось неравенство 

с IJ f(x, у) drcl < е. (3) 
в 

Справедливость этого критерия вытекает непосредственно из оnределения равно
мерной сходимости. 

Сформулируем достаточный nризнак равномерной сходимости несобетвенных ин
тегралов, зависящих от параметра. 

Теорема 5 (признак Вейершrрасса). Пусть функцил f(ж, у) определена в полуполосе Лоо 
и для каждого у Е [с, d] интегрируема по ж на любом отрезке [а, А}. Пусть, кроме того, 
для всех точек полуполосы Поо выполняется неравенство . 

00 
I J(z, y) l � g(z). (4) 

Тогда из сходимости интеграла J g(z) drc вытекает равномерная сходимость по у на от-
а оо 

резке [с, d] несобетвенного интеграла I(y) ::::: J f(x, у) dx. 
а 
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11 В силу критерия Коши сходимости интеграла от функции g(ж) ,  для любою е > О 
можно указать число А � а такое, что при всех С > В � А выполняется неравенство 

с 

j g(ж) d3: < е. 
в 

Используя неравенство (4) , отсюда получим, что 

с с IJ J(ж, у) d:z:l � J g(ж) d:z: < е  
в в 

для всех у из отрезка [с, d] .  Тем самым, критерий Коши равномерной сходимости 
интеграла 

00 

I(y) = j J(ж, у) d:z: 
а 

выполнен. � 

Пример 1 .  Исследоsа1Ь на равномерную сходимость несобетвенный ИН1'1i11"р811 
"" 

J(в) == j е-"' sin(вz) dж, (5) 
о 

где 11 - параметр, 11 Е [а, Р) . 

.,. Так как при любом 11 Е (а, р] , где о и р - произвольныв вещественные чисnа, IIЫПОЛНМТСfl нера
венство 

И ИН1'1i11"р811 "" j e-"' dж = l 
о 

сходита�, то no признаку Вeilepwтpaoca интеrрал (5) равномерно СХОАИТСfl дnя 1108Х 1 Е [а,р) . ..,. 
2.3. Свойства равномерно СХОДIЩИХСR несобетвенных интеrраnоа, 

эависящих от nараметра 
Свойство 1 .  Неnрерывность несобсtuнноrо интеrраяа no nараметру. Если функция /(ж, у) не
прерывна в области ll00 и интеграл 

00 

I(y) = j J(ж, у) d:z: (6) 
а 

сходится равномернр по у на отрезке [с, dj ,  то функция I(y) непрерывна на (с, d] . 
Cвoitcrвo 2. Интеrрируемость кесобсnrениоrо интеrрала no napaмerpy. Если функция /(ж, у) 
неnрерывна в области Поо и интеграл ( 6) сходится равномерно по у на [с, d) ,  то 

d d oo  oo d  
j I(y) dy = j [j J(ж, у) dж] dy = j[j J(ж, y) dy] dx. 
с е в IJ с 

(7) 
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Свойство 3. ДИфференцируемость несобетвенного интеграла по параметру. Пусть функция f ( z, у) 
и ее частная производпая 01J:;;"'> непрерывны в области д:х> ,  несобетвенный инте
грал (6) сходится, а интеграл 

00 

f дf(z, y) dz д у 
а 

сходится равномерно по у на [с, d] . Тогда 
00 

t(y) = J дf(z, у) dz. ду 
а 

Пример 2. Вычислить интеграл, зависящий от параметра s, 00 
K(s) = 1 xe-z cos(sx) dx. 

о 

� В примере 1 мы доказали равномерную сходимость интеграла 
00 

/(s) = 1 е-"' sin(sx) dx 
о 

(8) 

(9) 

(10) 

по параметру 8 на любом отрезке (а, ,б) . Покажем, что интеграл (9) также равномерно сходится по па
раметру 8 на любом отрезке [а, ,б). В самом деле, 

при любом в, и 

lxe-z cos(sx)l � xe-z 
00 
1 xe-z dx = 1 , 
о 

откуда по признаку Вейерштрасса следует равномерная сходимость интеграла (9). 
Обозначая подынтегральную функцию интеграла (5) через f(x, s) , 

замечаем, что 
f(x, s) = е -z sin(sx ), 

дf = xe-z cos(sx) дs 
- подынтегральная функция равномерно сходящегося интеграла (9) . Используя свойство дифферен
цируемости несобетвенного интеграла по параметру, получим 

К(в) = J' (8). 
Так как J(s) = р' (в этом легко убедиться путем интегрирования по частям), то +• 

Отсюда 

Пример 3. Интегрируя равенство 

по у ,  у >  О, найти интеграл 

( 8 )' 1 - s2 К(8) = 
1 + 82 = 

(1 + 82)2 .  

100 1 - 82 xe-z cos(8x) dx = 
(1 + 82)2 • .,. 

о 

00 
1 1 e-zy dx = 

о у 

100 е-аж - e-bz ---- dx, х 0 <  а <  Ь. 

о 
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<4 Покажем сначала, что несобетвенный иН'19rрал 
QIJ 

J(y) = j e-Zfl dx, О < а � у � Ь, 
о 

зависящий от параме1ра у, сходится равномерно на отрезке (а, Ь}.  Это вытекает из признака Вейер
штрасса, так как 

и 
1/(z, y)l = е -:or � е -аа: (а > О) 

!"" _..., l е dx = ;;· 
() 

Проимтеrрируем 

по параме1ру 11 в пределах от а до Ь. Имеем 

Но 

и 

так что 

ь ( оо ) "'( ь ) оо( _.,,) lsr""' оо -н -ь 
j j e-"' dx dy = j j e-"'11 dy dx = j -7 dz = j e :е dz. 
а О О " О 11""" О 

ь 

J 
dy ь ь - = ln yl .. = ln - , 
11 а .. 

Замечаttме. До сих пор мы рассмаТРивали несобетвенные интеrралЫ вида 
+оо 

J(y) j j(x, у) dx, у Е (с, d) • .. 
Эrо несобетвенные интеrралы первоrо рода, зависящие от параметра у. Несо6стгеннШt интегралом 
второго рода, зависящим от параметра у ,  называется интеrрал вида 

ь 
F(y) = j f(x, у) d:e, .. 

где lim /(z,y) = ±оо, а ;::;; { ;::;; Ь, с ;::;; у ;::;; d. ж-Е 
Теория несобетвенных интегралов второrо рода, зависящих от параметра, аналогична рассмотрен

ной нами теории для несобетвенных интеrралов первоrо рода, зависящих от параметра. 

§ 3. Интегралы Эйлера. Гамма-функци• и ее свойства 
Гамма-функцией называется интеграл 

+оо 

Г(х) = j t:e-le-t dt. 
о 

( 1)  
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3.1 . Область определения гамма-функции Г(z) 

В интеграле ( 1 )  имеются особенности двух тиnов: 
1 )  интегрирование по полупрямой О �  t < +оо; 
2)  в точке t = О подынтегральная функция обращается в бесконечность (nри 

z < I ). 
Чтобы разделить эти особенности, nредставим функцию Г(z) в виде суммы двух 

интегралов 
1 +оо 

Г(а:) = 1 e-ttz- 1 dt + / e-'t�н dt = I1 (z) + I2(a:) 
о 1 

и рассмотрим каждый из них отдельно. 
Так как le-ttz-l l  � tz-l при t > О, то интеграл I1 (a:) сходится nри а: > О (по 

nризнаку сравнения). 
Интеграл I2(a:) сходится nри любом z .  В самом деле, взяв произвольмое Л > 1 ,  

nолучим, что nри любом z 

. е -ttz- 1 . tЛ+ж- 1 
I1m --- = 11m -- = О. 

t-++oo -/л t-++oo е1 

+оо +оо 
При Л > 1 интеграл J � сходится, следовательно, интеграл J e-ttz-l dt сходится 

1 1 
при любом z. 

+оо 
Тем самым, Г( ж) = J tz-le-t dt сходится nри а: >  О, и мы доказали, что областью 

о 
оnределения гамма-функции Г(z) является nолуnрямая ж >  О. 

Пока:жем, что интеграл (1) сходится равномерно по ж на любом отрезке (ct d] ,  где 
О < с < d < +оо. Пусть с � а: � d. Тогда при О � t � 1 имеем 

· 

а при t ;;;.: 1 

1 1 1 tж-l e-t dt � J tc- l e-t dtt 

о о 

+оо +оо J tz-l e-t dt � J t"-l e-t dt. 
1 1 

(2) 

(3) 

Интегралы в nравых частях формул (2) и (3) сходятся, а по nризнаку Вейерштрасса 
равномерно сходЯТСя интегралы, стоящие в левых частях неравенств (2) и (3) . Следо
вательно, в силу равенства 

1 +оо 
Г(z) = 1 tz-le-t dt + 1 e-t�-l dt 

о 1 
(1 ') 

nолучаем равномерную сходимость Г( а:) на любом отрезке [с, d} , где О <  с <  d < +оо. 
Из равномерной сходимости Г(z) вытекает непрерывность этой функции при ж > О. 
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3.2. Некоторые свойства гамма-функции 
1 .  Г(х) > О при х > О (гамма-функция при х > О не имеет нулей). 
2. При любом х > О имеет место формула приведения для гамма-функции 

1 Г(х + 1) = zГ(z). / 

+оо 

= -ee-t l+oo + х 1 tж- le-t dt = zГ(z) . ..,. 
t=O 

о 

3. При х = n имеет место формула 
1 Г(n + 1) = n! 1 

,. При х = 1 имеем 
+оо 

Г(l) = 1 e-t dt = l .  
о 

ПользуясJ;> формулой (4) , получим 
Г(n + 1) = nГ(n) = n(n - 1)Г(n - l )  = . . .  = n(n - 1) . . .  3 · 2 · 1 · Г(1) . ..,. 

Применяя формулу (4) n раз, при х > О  получаем 
Г(х + n) = (z + n - l)(z + n - 2) . . .  (z + 1)z · Г(х). 

4. Кривая у = Г(х) выпукла вниз. 
• В самом деле, 

и 

( +оо 
) 1 +оо 

Г'(х) = 1 tж-l e-t dt = 1 tж-l ln t · e-t dt 
о ж о 

+оо 

r"(z) = 1 e-1 ln2 t . e-t dt > о. 
о 

(4) 

(5) 

(6) 

Отсюда следует, что производпая Г'(х) на полупрямой (0, +оо) может иметь только 
один нуль. А так как Г(I) = Г(2) = 1 ,  то по теореме Ролля этот нуль z0 производной 
Г'(z) существует и лежит в интервале ( 1 ,  2) . Поскольку Г"(х) > О, то в точке z0 
функция Г(z) имеет минимум . ..,. 

Можно показать, что на (О, +оо) функция Г(х) дифференцируема любое число 
раз. 
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5. Из формулы Г(х + 1) = хГ(х) следует, что 
Г(х + 1)  Г(х) = --+ +оо при х --+ +0 х 

(ибо Г(х) непрерывна и Г(х + 1) --+ Г(1) = 1 
при х --+ +0). 
6. Формула дополнения. 1 Г(х)Г(1 - х) = �' О <  х < 1 . 1 _ SШ 1ГХ _ 

График гамма-функции имеет вид, изобра
женный на рис. 4. 

§ 4. Бета-функции и ее свойства 
Бета-функцией называется интеграл 

g 

.------------, 
1 

В(х, у) = J е'-1 ( 1 - t)11-1 dt, 
о 

зависящий от параметров х и у. 

4.1 .  Область определения бета-функции В (ж) 

r 

Рис. 4 

(7) 

Подынтегральная функция при х < 1 и у < 1 имеет две особые точки t = О и t = 1 .  
Для отыскания области определения В(х, у) представим интеграл (7) в виде суммы 

двух интегралов 
1 ! 1 

В(х, у) = J t'10-1 ( 1 - t)11-1 dt + J tz-1 ( 1 - t)11-1 dt, (8) 
о ! 

первый из которых (при х < l )  имеет особую точку t = О ,  а второй (при у < 1 )  -
особую точку t = 1 .  

Интеграл 
1 1 2 2 J J ( 1  t)ll-1 tz- l ( 1 - t)11-l  dt = �-

z dt 
о о 

- несобетвенный интеграл 2-ro рода. Он сходится при условии, что 1 - х < 1 ,  т. е. 
при х > О, а интеграл !1 !1 t:r:-1 tz- 1 ( 1 - t)11- l dt = dt (1 - t) l-y 

1 1 ! ! 
сходится при у >  О. Тем самым, бета-функция В(х, у) определена для всех положи
тельных значений х и у .  

Можно доказать, что интеграл (7) равномерно сходится в каждой области х ;;:: а> О ,  
у ;;:: Ь > О, так что бета-функция непрерывна при х > О,  у > О .  
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4.2. Некоторые свойства бета-функции 
1 .  При х > О и у > О справедлива формула 

.--------------, 
( ) _ Г(х)Г(у) в х, у - ( ) . Г х + у  

(9) 

2. Бета-функция является симметричной относительно х и у, т. е. / В(х, у) = В(у, x). j 
Это следует из формулы (9). 

§ 5. Применение интегралов Эйлера 
в вычислении определенных интегралов 

Рассмотрим несколько примеров. 
Пример 1. Вычислить интеграл j mP (�) dx. 

о 

� Введем замену ; = е1 , или х = e-t .  Тогда dx = -e-t dt, при х1 = О  имеем t1 = +оо, а при х2 = 1 
получаем t2 = О. Поэтому 

Пример 2. Вычислить интеграл 
1 

1 = j zP-1 (1 - xm)q-1 dx, где р, q, т >  О. 
о 
.!.. 1 .!__1 � Положим хт = t ,  тогда х = t т ,  dx =: ;;;t т dt, пределы интегрирования остаются прежними, так 

что заданный интеграл сводится к бета-функции: 
1 1 1 1 

J !':_ ( )q-1 1 --1 1 J .!.-1 ( )q-1 1 ( р ) 1 = t т 1 - t · ;n tт dt = ;n t .. 1 - t  dt = ;nB m ' q  . ... 
о о 

Пример 3. Исходя из равенства 

вычислить интеграл 

� Имеем 

1 
J /Нidt. 
о 

1 1 1 1 1 3 3 
J /Н2 dt = J t2 (1 - t) 2 dt = J tГ 1 ( 1 - t)Г1 dt = 
о о о 

= в (� �) = r
2
(�) = r

2
(1 + �) = � · � 2 (�) = !: 

2 '  2 Г(З) 2 2 4 Г 2 · 8 . 
Здесь мы воспользовались определением бета-функции и формулами (9) , (4) , {5) и (10) . .,.. 

(10) 
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Упражнения 
Вычислите пределы: 

1 2 1 
1. �!!А] {/x4 +1/ dx. 2 . •  �!. j  x3 cos (� - y) dx. 

о 2 - 1 
3. lim j v'x2 + а2 dx. а-->0 

-1 

Найдите производные F' (у) для следующих функций: 
r v+l 

4. F(y) == 1 sin(x2 + у2) dx. 5. F(y) :::: 1 sin�y) dж. 
� � 1  

6 dx 1 Ь 6. Исходя из равенства j -2--2 = - arctg - (а > О), вычислите интеrрал а + х  а а 
о 

ь dж 1 
7. Используя равенство j -- = - In(I + аЬ) (а > О), путем дифференцирования 1 + ах а 

о 
по параметру получите следующую формулу: 

6 xdx 1 Ь 1 = - ln(l + аЬ) - . (1 + ах)2 а2 a(l + аЬ) 
о 

+оо 2 2 J у - х 
8. Докажите, что интеграл I(y) = (х2 + у2)2 dx равномерно сходится по у на всей 

1 
вещественной оси. +оо d 9. Докажите, что интеrрал I(s) = j А сходится равномерно по параметру s на любом х + s  

о 
отрезке [а, .В], если 1 � а �  .IJ. 

+оо 
10 1 -az 1 • Используя равенство е dx = -. а о 

по параметру интеrрал 

(а > 0), вычислите путем д�фференцирования 

С помощью Эйлеровых интеrралов вычислите следующие интеrралы: 

+оо dx а 1 
1 1 . 1 l +жз · 12. jx2Va2-x2 dx (a >O). Указание: r (4) =J1Г. 13. lx{./1 -xз dx. 

о о о 
Выразите через Эйлеровы иитеrралы: 

. . 2 2 
14. 1 sinm х · cos" х dx. 15. j tg" х dx. 

о о 
+оо 

16. 1 ж2"е-z2 dx 
о 

+оо d 
(n - целое nоложительное). 17

. 1 (1 + :2)" • о 
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Ответы 
11 1 .  � ·  2. - lJ- .  3. 1 .  4. F'(y) = 2 f ycos(z2 + y2) dz + sin(2tP) - 2y sin(y2 + y4). 5. F'(y) у2 

(2HILsm!Г+r) _ (2J-I}sin(II2-Y) 6 ! [ • + 1 arctg !) 8 Докажем что интеграл I(") = J1+y 112_11 • • 2 � ii! а • ' ' " 
- 2 � . 
f (�;J2)2 dж равномерно сходится на всей вещественной оси: 1) имеет место соотношение 
1 

J (S;;:)z tk = .,z:,н 2) для всякоrо е > О в качестве А(е) , упоминаемою в оnределевии.не

собственноrо .интеrрала, равномерно сходя:щеrося no nараметру у, можно взять А(е) = � · 
При В > А будем иметь IJ /(rz, y) dж l = 1:�1 (::;;:>2 da:l = �� .. z:r[вl = 1-вz�r\ � 

--Ji < 1: = е. 9. Докажем, что интеграл I(s) = f .i:.z равномерно сходится nри а � о 
1 1 - " s � /3, где а � 1 .  Так как z2н2 � :r.t1 nри s � 1 и интеграл J ii2+i = lim arctg N I z о н ... оо 

сходится, то no достаточному nризнаку Вейерштрасса заключаем, '11'0 JIIUIHЬIЙ интеграл рав
+оо 

номерно сходится. 10. Имеем J е_..., dx = � (а > О). Дифференцируя n раз no парао 
+оо -

метру а, получим f z"e_..., tk = �. откуда nри а = 1 будем иметь J ж"е-• d: = n! 
О а О 11. j"" � = 1 ж3 = t, z = fli, drz: = tгi dt; rx:, = о, t1 = о; rz2 = оо, t1 = оо 1 = о 

1 +1"" гf .u  , j ,!-• .и _ 'в ( l  2 ) _ � г ( ' ) г (2) _ 1 г ( ' ) г (1 • ) _ • .. 2 .. 3 0 1-iТ = 3 0 (I+I)J+� - 3 3 • 3 - 3 3 3 - 3 3 - 3 - 3 • Siii"f = м· 
" г-г---; 1 Ji tk - "Г! dt 1 1 .,2 ! 4 1 t 12. f rz:2va· - rz:· dz == ж а • - 2 2 = J a2t..tr=1 · 2t- z dt =  1- J ti ( l -
o :l:t О, t, = О; ж2 = а, t2 = 1 о о 

t)4 dt = �В О, О == � · г��t> . Так как Г 0) = Г  (1 + !) = iГ {i) = Yf, Г(З) = 2! = 2, 
.. 4 1 3 1 1 ! то J жЧa2 - z2 tk = �� . 13. J ж�tk = (замена ж3 = t) = j J ГЗ(l - t)J dt = о о о 

�в (j, �) = 4 .  rOJ�fH = �г O) r (t + i) = 4г (i) г (j) = �r (• - i) г (O � · 
� = -lТз. 14. J sinm ж cos" z dж � [2 l sin2!!!f-• z · cos2!:fl-t :�: tk] = �в (mj1 , "j1 ) � t г !!!±! г !±! 2 ,. +оо tar 1 +оо t-tl-• ( ) 2 • г no+• 1 • 15. f tg :t dz = J ТiТ dt = 2 1 11±1 dt = ! в !!±! 1 - n+l 

-2-+ о о о ( 1+1)� +(t-!:fl> 2 2 , 2 
1 г ("+' ) г (t n+l ) - 1 1f - 1 1r - .. 18 -J 2а _.,2d 1 -f t"_! -tdt 2 -2- .  - т  - г =t'iЕГ-' - 2 · · (!: !!!) - 2соо!! ·  • ж е ж= 2  ае = .... , т  ... , Slh 2+ 2 z о о 
1 ( ') +оо ""' 1 +оо г! 1 - ,4-l ( ) 2Г n+ 2 . 17. [ ( 1+:1i2)• 2 [ (t+t)" dt = 2 [ ( t+t)H•-11 dt = 4 . В �. n - � 
! . rШг(n-0 _ ii r(п-H 
2 Г(n) - 2 (n-1)! • 



Глава ХХХ ----------------

ФУНКЦИИ 
КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

§ 1 . Понятие функции комплексного переменного. 
Производная. Условия Коши-Римана 

1.1.  Множ.ества на комопекеной nпоскости 
Пусть е > О -про из вольное положительное число, а zo 
Произвольное комплексное число. Множество точек z 
комплексной плоскости, удовлетворяющих неравенству 

\z - zo l  < е, 
является открытым кругом радиуса е с центром в точке zo 
(рис. 1). 

IJ Z=.+i 0 
Zo 

vxo+lflo 
В самом деле, полагая zo = :t0 + iyo, z = ж + iy, 

лолучим 

lz - zo l  = J<ж - :to)2 + (у - УоР < е, 
или, возводя в квадрат, (ж - :to)2 + (у - Уо)2 < е2• 

о 

Рис. l 

Совокупность точек z комплексной плоскости, удовлетворяющих неравенству 

lz - zol < е, 
будем называть е -окрестностью точки z0• 

Точка z называется внутреннейточкой множества на комплексной плоскости, если 
существует е-окрестность этой точки, целиком принадлежащая данному множеству. 

Областью на комплексной плоскости называется множество D точек, обладающих 
следующими свойствами: 

1 )  каждая точка множества D является внутренней точкой этоrо множества (от
крытость) ; 

2) любые две точки множества D можно соединить ломаной, состоящей из точек 
этого множества (связность). 

Граничной точкой области D называется всякая точка z ,  в любой е-окрестности 
которой содержатся как точки, принадлежащие области D, так и точки, не принад
лежащие области D. Совокупность rраничных точек называется границей области D. 
Обозначение: 8D. 
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Область D с присоединенной к ней границей дD называется замкнутой областью 
и обозначается символом D. 

Прммер. Множество точек z .  удовлетворяющих нерввенетвам 

1 < lzl < 2, 
является (открытой) областью, а нерввенетвам 

l � lzl � 2, 
- замкнутой областью. Граница состоит из двух окружностей lzl = 1 и \z\ = 2 {рис. 2). 
Замкнусую кривую без самопересечений будем называть контуром. Всякий контур 

разбивает плоскость на две различные области и является границей каждой из них. 
Одна из этих областей - внутренность контура - ограничена, а другая - внешность 
контура - неоrраничена. 

0 

Рис. 2 Рис. З Рнс. 4  
Область D будем называть односвязной, если внутренность любого контура, при

надлежащего D, также принадлежит D. Область, не являющуюся односвязной, назо
вем многосвязной. 

Пример 1. Множество комплексных чисел z = х + iy, подчиненных условию 
0 < х < 1, -1 < у < 1, 

- односвязная область {рис. 3). 
Пример 2. Множество комплексных чисел z, подчиненных условию 

О < lzl < 1 ,  
- многосвязная (двусвязная) область {рис. 4): точка z = О, лежащая внуrри контура 7, не принадлежит 
рассматриваемому множеству. 

Рассмотрим последовательность {zn} комплекс
ных чисел 

ZJ , Z2, • • .  , Zn, • • •  • 
Если для любого сколь угодно большого числа М > О 
существует натуральное число N такое, что все члены Zn 

последовательности {zn} с номерами n > N удовлетво
ряют перавеяству /zп/ > М, то говорят, что последова
тельность {zп} сходится к бесконечно удаленной точке, 
или просто к бесконечности, и пишут 

lim Zn = оо. 
n-+oo Рис. S 

Пополняя плоскость комплексного перемениого так введенной бесконечно уда
ленной точкой z = оо, поЛучаем расширенную плоскость комплексного переменного. 



142 ------------------ Гn111 ХХХ. ФунJСЦИИ комnnексиоrо nеременною 

Окрестностью бесконечно удаленной точки ( R - окрестностью) называется со
вокупность всех точек z, удовлетворяющих неравенству jzj > R (с присоединением 
бесконечно удаленной точки) , т. е. сово){упность всех точек z, лежащих вне круга 
достаточно большого радиуса R с центром в цачале координат (рис. 5). 
1 .2. Функция комплексного перемениого 
Будем говорить, что на множестве S комплексной плоскости z определена функция 

w = J(z), 
если указано правило, по которому каждому комплексному числу z из S ставится 
в соответствие комплексное число w .  

Рис. б 

Таким образом, функция w = j(z) осуществляет отображение точек комплексной 
плоскости z на соответствующие точки комплексной плоскости w (рис. 6) 

Положим 
z = z + iy, w = 'и + iv. 

Тогда задание функции комплексного перемениого w = /(z) будетравносильно зада
нию двух действительнЫх функций двух действительных переменных 

и =  u(z, у), v = v(z, у), 
где 

w = j(z) = u(z, у) + iv(z, у). 
Функция u(z, у) называется действительной частью функции w = j(z) (Re w) , а 
v(z, у) - ее мнимой частью (Im w) . 

Пример 3. Пусть w = z2 • Полагая z = z + iy, w = u + iv , получим 

u + iv = (z + iy)2 = z2 - у2 + i2zy. 
Следовательно, равенство w = z2 равносильно двум равенствам 

u = z2 - i, 11 = 2zy. 

Функция w = j (z) называется однолистной функцией на множестве S,  если в раз
ных точках этого множества она принимает разные значения. Функция, не являюща
яся однолистной, называется многолистной. 

Пример 4. Функция w = z2 однолистна в верхней полуплоскости Im z > О и многолистна на всей 
плоскости. Например, i2 = ( -i)2 = -1 .  

Часто рассматривают многозначные функции комплексного переменного, когда 
каждому значению z из S ставится в соответствие несколько комплексных чисел. 

Пример 5. Функция w = vГz двузначна на всей плоскости z, исключая нулевую точку (и бесконечно 
удаленную). 
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1 .3. Предел функции 
Пусть функция w = f(z) определена в пекоторой окрестности точки z0 = хо + iy0 
кроме, может быть, самой точки z0 • 

о 

Рис. 7 

Комплексное число А называется пределом функции f(z) при z, стремящейся 
к z0, если для любого положительного числа Е можно указать б-окрестность точки. z0 
такую, что для всех точек z из этой б -окрестности, исключая, может быть, саму 
точку Zo ,  соответствующие точки w = /(t) лежат в Е-окрестности точки А (рис. 7). 
Обозначение: А = lim f(z) . Z-+Zo 

Если z0 и А - конечные точки комплексной плоскости, то определение предела 
можно сформулировать и по-другому: 

А = lim f(z), ( 1 )  Z-+Z() 

есЛи для любого Е > О можно указать б =  б (Е} > О такое, что для всех z ,  удовлетворя
ющих условию О <  iz - zol < б, выполняется неравенство 1/(z) - Al < Е. 

Подчеркнем, что согласно данному определению функция f(z) стремится к своему 
пределу А независимо от способа приближения точки z к точке z0 • 

Существование предела (1}  равносильно одновременному существованию преде
лов действительных функций u(x, у) и v(x, у) : 

где А = B + iC. 

lim u(x, у) = В, z-+zo 
у-+уо 

lim v(x, у) = С, ж-+жо . 
У-+Уо 

Ввиду того, что данное определение предела (1) сводится к определению пре
дела для действительных функций двух действительных переменных, для функции 
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комплексного перемениого остаются справедливыми основные предельные соотно-
шения: 

1 .4. Непрерывность 

lim f(z) ± lim g(z) = lim (/(z) ±g(z)) , z-+.zo z-+zo z-+zo 
lim /(z) · lim g(z) = lim /(z) · g(z), z-+zo z-+zo z-+zo 
lim /(z) /( ) Z->ZQ Z ( 

) ---=:.._....,.-:- = lim - lim g(z) # О • lim g(z) z-+zo g(z) z->zo z--+zo 

(2) 

Функция w = 1 (z) , заданная на множестве S,  называется непрерывной в точке zo Е S,  
если 

lim /(z) = /(zo), z Е S. z->zo 
Иными словами,  фунщия J(z) непрерывна в точке z0 , если для любого е > О можно 
указать 6 = 6(е) > О такое, что для всех точек z Е S,  удовлетворяющих условию 
lz - zol < 6, выполняется неравенство 1/(z) - /(zo)l < е. 

Для непрерывности функции комплексного перемениого 

J(z) = u(x, у) + iv(x, у) 
в точке zo = хо + iyo необходимо и достаточно, чтобы ее действительная и мнимая ча
сти - функции u(x, у) и v(x, у) - бьmи непрерывны в точке (хо, Уо) по совокупности 
переменных х и у. · 

Это позволяет перенести на функции комплексного перемениого основные свой
ства непрерывных функцийдвухдействительных переменных: непрерывность суммы, 
произведения и частного двух функций, непрерывность сложной функции. 

Если функция J(z) непрерывна в каждой точке множества S, то говорят, что 
функция J (z) непрерывна на множестве S. 

1 .5. Дифференцируемость и анапитичность функции комплексного перемениого 
Пусть функция /(z) определена в пекоторой окрестности точки z . 

Говорят, что функция f ( z) дифференцируема в точке z , если существует предел 

. J(z + h) - /(z) 
I1m . . h-->0 h 

Этот предел называют производной функции /(z) в точке z0 и обозначают символом 
!'(z) ,  или d��) :  

!'(z) = df(z) = lim f(z + h) - f(z) . dz h->O h (3) 

Из определения производной (3) и свойств пределов (2) вытекает, чтодля функций 
комплексного перемениого сохраняются основные правиладифференцирования сум
мы, произведения и частного двух функций,  сложной функции и обратной функции: 

� [/(z) + g(z)] = 
df(z) + dg(z) , dz dz dz 

� [/(z) . g(z)] = 
df(z) . g(z) + /(z) . dg(z) , dz dz dz 
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.!!:_ [/(z)] = 
1lJi2 · g(z) - f(z) · � 

(g(z) 
i- О), 

dz g(z) g2(z) 

d
d 

[f(g(z))] = 
d/(g(z)) . 

dg
d
(z) 

(здесь w = g(z)), 
z dw z 

df(z) 1 
� = d9:> ' dlp(w) f. О 

(здесь z = IP(w) - функция, обратная к w = /(z) ). 
dw 

Пример 6. Покажем, что фунJЩИя w = f(z) = Re z не дифференцируема ни в одной точке. 
"' Пусть z = х + iy. Тогда w х .  Наnомним, что по оnредедеНИIО дифференцируемосm функции 
w = l(z) в точке z предел разностного отношения 

/(z + h) - /(z) 
h 

не должен зависеть от сnособа nриближения к точке z .  Рассмотрим дsа случаи. 
Пусть h = s - действительно. Тогда 

lim J(z + s) /(z) = lim (х + s) z 
l .  1-+0 IJ s-o 8 

Положим h = it, где t - дsilствительно. Тогда 
li /(z + it) - f(z) _ Г  z - х 0 
�� it - �� it . 

Таким образом, способ nриближения к точке z сущест��енно влияет на nредвлыЮе значение разност
ного отношения. Значит. функция w = Re z не дифференцируема ни в одной точке комплексной nлoo
кocrn . ..,. 
Требование дифференцируемости функции /(z) в точке z = :t + iy накладывает 

определенные условия на поведение действительной и мнимой частей этой функции 
в окрестности точки (ж, у) . 

Теорема 1. Пусть функция 
/(z) = u(ж, у) + iv(x, у) 

дифференцируема в точке z = ж +  iy. Тогда в точке 
(ж, у) существуют частные производные функций u(x, у) 
и v(x, у) по переменным ж и у, причем 

дu дv дu дv 
дх = ду ' ду 

= -
аж · (4) 

Соотношения (4) называютусловиями Коши-Римана . 

..,. По условию, теоремы существует 
lim f(z + h) - /(z) 

= /'(z), h-+0 h 
не зависящий от способа приближения к точке z. 

(5) 
Z+it 

Рис. 8 

Предnоложим сначала, что h стремится к нулю, оставаясьдействительным ( h = в) 
(рис. 8). 

В этом случае 
'
( ) 

. и( ж +  s, у) + iv(ж + s, у) u(:z:, у) - iv(:z:, у) 
f z = ltm _.;;.._...__.;_;_ _ _,;,_ __ .;.,_;_ _ _;__;..;, __ :.__.:...:.. 

, .... о s 
. и( ж + s, у) и( ж, у) . 1. v(x + s, у) v(ж, у) 

= ltm + • Ш1 ----'--...;__-'--'-
s-o 8 s--+0 8 



148 ----------------- Гпава ХХХ. ФуиiЩИи коммнсноrо nеременноrо 

Последнее иреобразование возможно вследствие того, что существование предела 
функции равносильно одновременному существованию пределов ее действительной 
и мнимой частей. 

Тем самым, 
1 ди . дv 

f (z) = дх (х, у) + z дж 
(х, у). 

Полаrая теперь в формуле (5) h = it , где t - действительно, получим 
!'( ) 1. u(z,y+t) - u(z,y) 

+ 
. 1. 

v(x,y +t)-v(ж,y) 
z = tm s tm = 

t-o it t .... o it 
. 1• u(z, y+ t) -u(ж,y) 

1. v(x,y+t) -v(ж,y) . дu ( ) 
дv

( ) = -z 1m + 1m = -• - ж,у + - х,у . � t � t � � 
Правые части в последних двух выраженияхдля /'(z) равны, 

ди . дv дv . дu - + z - = - - z -. дх дж � � 
Отсюда вытекают равенства (4) . .,. 

Налаrая определенные условия на действительную и мнимую части функции ком
плексного переменного, можно гарантировать ее дифференцируем ость. 

Теорема 2. Пусть функции u(x, у) и v(ж, у) дифференцируемы 8 точке (ж, у) как футс
ции действительных переменных и в этой точке 8Ьmолнены условия (4). Тогда функция 
комплексного перемениого 

f(z) = u(x, у) + iv(ж, у) 
дифференцируема 8 точке z = ж + iy . 

.,.. По определению дифференцируемОсти действительных функций u(ж, у) и v(ж, у) 
по персменным ж и у их приращения в точке (ж, у) можно записать в следующем виде: 

и(ж + s, у +  t) - u(ж, у) = и�(ж, y)s + u,(ж, y)t + alhl, 
v(ж + s, у +  t) - v(ж, у) = vж(ж, y)s + vу(ж, y)t + ,дlhl 

(здесь а и ,д стремятся к нулю вместе с lhl = у' s2 + t2). 
Умножая второе из равенств на i и складывая с первым, получим 

f(z + h) - f(z) = (uж + ivж)s + (u11 + ivy)t + -y\hl, 
где 'У =  а +  i,д стремится к нулю при lhl - О. Исключим из этой формулы Uy и v11 , 
пользуясь соотношениями (4) . Тогда приращение функции можно будет записать 
в следующем виде: 

f(z + h) /(z) = (uж + ivж)(s + it) + -ylhl. 
Поделив обе части последнего равенства на h = s + it , убеждаемся в том, что предел 

существует и равен Uж + iva: • .,. 

. f(z + h) - f(z) 
1tm 

h h-0 

Пример 7. Функция w == I = :е iy не дифференцируема ни в одной точке, т. к. 
ди дv - == 1 f. - = -1. д:е ду 
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Функция w = f(z) называется аналитической в точке z , если она дифференци
руема как в самой точке z, так и в пекоторой ее окрестности. Функция w = /(z) , 
дифференцируемая в каждой точке не которой области D, называется аналитической 
функцией в этой области. 

Для любой аналитической функции f(z) выполняJОТСЯ: равенства 

1 /'(z) = Uz + ivz = Vy - iиу = Uz - iuy = Vy + iv20. , 
11рм1аер 8. S1впяется ли фуtlкция 

fD = zz 
аналитической xtm� бы а одной точке? 

..- Имеем: 

так что 

Усrювия Коши-Римама в этом спучае имеют вид 
2:�: = 0, 2у = О  

И BЫnOJIНSIIOТC!I ТОЛЬКО в точке (0, 0). 

(6) 

СледоватеЛЬ!fО, функция w zf дифференцируема только в точке z = О и НII\Где не анаJIИтична • .,. 
11рм1аер 9. Показать, что функция 

w = /(z) = e"'(cosy + i siny) 
является аналитической на всей комnлексной ПJЮСКОСТИ z .  

<011 Фую:ции 
u(z,y) = е"' сову, 11(z, у) = е"' sing 

квк функции действительных nеременных z и у дифференцируемы в 1110бой Т0Ч1Се (z, y). Нетруд
но nроверить, что их nервь�е nроизводмыв удовлетворяют условиям (4). Пользуясь формулой (6) , 
f1(z) = u., + i11., , вычислим nроизводную данной функции f(z). Имеем 

/'(z) (e"'(cos g + isin y))1 = e"(cos y + i sin g) = J(z) . .,.. 

При помощи условий Коши-Римана аналитическую фуmщию можно восстано
вить с точностью до постоянной, если известна ее действительная часть u(z, у) или ее 
мнимая часть v(x, у). 

11рм1аер 10. Найти аналитическую функцию 
w = [(z) 

по ее действительной части 
u{z, y) = е" cos y 

nри доnОJ1НИТВЛЬНОМ услОВИИ /(0) = 1 . 
<011 1·11 сnособ. Так квк u., = е" cosy,  то в силу равенства u., = v11 nопучаем, что "' = е'" cos у. Отсюда 

v(z, у) j е"' cos у dy = е"' sin 11 + tp(z), 

где функция tp(z) nока неизвестна. ДиФФеренцируя v по х и исnользуя равенство v., = -u11, nолучим, 
что 

е''' sin11 + �'(х) = е"' sin y, 
откуда �'(z) = О, и значит, tp(z) С, где С =  const. Итак, 11(:e,g) = е" sing + С, н следовательно, 

/(z) == е"' cosy + i(e"' siny + С). 
Из условия f(O) = 1, noлara11 в nоследнем равенстве х :::: О и 11 О, nолучаем, что 1 = 1 + iC, 
и значит, С =  О. 

2·11 способ. Отыскание мнимой части nроще провести nри nомощи криволинейного интеграла. 
Имеем 
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Поэтому 
(а:,у) (z,y) 

v(x, y) ==  j e"' sin y dx + e"' cos y dy + C ==  j d(e"' sin y) + C == e"' sin y + C. 
(0,0) (0,0) 

Так как v(O, О) = О, то окончательно nолучаем 
v(x, у) = е"' sin у 

и 
f(z) = e"'(cosy + i sin y). • 

Функция <p(z, у) называется гармонической в области D, если она имеет в этой 
области непрерывные частные производные до второго nорядка включительно и удо
влетворяет в этой области уравнению Лапласа 

д2<р д2<р 
дz2 + ду2 = О. 

Если функция f(z) = и + iv аналитична в не которой области D ,  то и ее действи
тельная часть и(х, у), и ее мнимая часть v(z, у) являются гармоническими функциями 
в соответствующей области плоскости хОу. 

В самом деле, дифференцируя первое из равенств (4) по х ,  а второе - по у, 
получим 

иzz = v11:.:, Uии = -Vzy, 
откуда в силу равенства Vz11 = Vvz приходим к соотношению иzz + и1111 = О. 

Аналогичное соотношение nолучаем и для мнимой части: V:�:z + v1111 = О. 

3амеч8НИ8. ВозмоЖНОСТЬпроведеНИЯ указllННЬIХдифференцироваИИЙ нуждается ВоООсНОБаНИИ. Далее, 
в § 3, будет доказано, что функция, аналитическая в пекоторой области, имеет в ней производнЬiе всех 
порядков. Разумеется, это относится и к ее действительной и мнимой частям. 

1 .6. Геометрический смысл производной функции комппексноrо перемениого 

Пусть w = f(z) - функция, аналитическая в области D.  Зафиксируем в области D 
точку z0 и проведем через Zo гладкую кривую 1 · 

Пусть функция w = f(z) отображаетобласть D комnлексной nлоскости z = x+ iy 
на некоторую область G комnлексной плоскости w = и + iv ; nри этом точка z0 пе
реходит в точку w0 , а кривая 1 в кривую Г. По условию в каждой точке области D 
существует производпая !' (z) . Предnоложим, что !' (zo) 1: О, и представим комплекс
ное число !' (z0) в показательной форме 

'( ) . D.w ia f zo = I1m л- = ре . 
дz-о .uz 

Если точка z = z0 + D.z лежит на кривой 'У, то соответствующая ей точка 
w = w0 + D.w лежит на кривой Г (рис. 9). 

Угол, который вектор D.z (вектор D.w) секущей кривой 1 (кривой Г) образует с по
ложительным наnравлением действительной оси х (оси и), равен arg Az ( arg Aw ) . Так 
как в пределе при Az -+ О и D.w -+ О секущие переходят в касательные к соответству-
ющим кривым, то 

arg D.z -+ <р, arg дw -+ Ф, 

где <р (соответственно Ф) - угол, образуемый касательной к кривой 1 (кривой Г) 
в точке z0 (точке wo) с осью х (осью и). 
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!/ 

о 

Рис. 9 

При делении комiШексных чисел арrументы вычитаются 

tJ..w 
arg tJ..z = arg tJ..w - arg tJ..z. 

Поэтому 
tJ..w а = arg /1 (z0) = arg lim л- = lim arg tJ..w - lim arg tJ..z = Ф - t.p. 

�z--+0 uZ �w--+0 �z--+0 

Так как величина производной не зависит от того, по какому закону tJ..z стремит
ся к нулю, то полученная разност� будет той же самой и для любой другой гладкой 
кривой, проходящей через точку z0 (при этом сами углы Ф и t.p мoryr, конечно, изме
ниться) . Отсюда вытекает, что при отображении посредством аналитической функции 
w = f(z) , у котороЙ производпая f'(zo) =/:. О,  угол 

ф = iji - t.p  
между любыми гладкими кривыми 'У и 1, исходящими из точки Z() ,  равен углу между 
их образами Г и Г, исходящими из точки w0: 

ф = ф - Ф. 

При этом сохраняются как абсолютные величины углов, так и их направления. Это 
свойство называется· свойством сохранения углов. 

Так как 
, . ltJ..wl 

р = 1/ (zo) l = I1m -1 л l , �z--+0 uZ 

то с точностью до бесконечно малых более высокого порядка имеет место равенство 

ltJ..wl = pltJ..zl , 
не зависящее от выбора кривой 'У.  

Геометрический смысл этого равенства состоит в том, чтобесконечно малые окруж
ности с центром в точке z0 с точностью до бесконечно малых высших порядков пре
образуются в бесконечно малые окружности с центром в точке w0 (рис. 10) . Это 
свойство называется свойством постоянства растяжений. 

Взаимно однозначное отображение w = f(z) области D плоскости z на область G 
JШоскости w называется конформным, если это отображение в каждой точке области D 
обладает свойством сохранения углов и свойством постоянства растяжений. 

Таким образом, приведеиные выше рассуждения показывают, что отображение 
посредством аналитической функции с отличной от нуля производной конформно. 
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Рис. lО 
Справедливо следующее уrверждение. 

Критерий конформности. Для того, чтобы отображение w = f(z) было конфор.мно в обла
сти D, необходимо и достаточно, чтобы в этой области функция f (z) была однолистной 
и аншtитической, причем f'(z) =f:. О для всех z из D. 

§ 2. Элементарные функции комплексного перемениого 

2.1 .  Дробио-рациональные функции 

Линейной функцией комплексного перемениого z называется функция вида 

\ w  = аz + Ь, \ (1) 

где а и Ь - заданные комплексные числа, причем а =f:. О. Линейная функция опре
делена для всех значений независимого перемениого z ,  однозначна и ,  т. к. обратная 
функция 

1 ь z = - w - -
a а (2) 

также однозначна, однолистна во всей плоскости z. Линейная функция аналитична 
во всей комплексной плоскости, и ее производпая 

dw - = a =f:. O, dz 
поэтому осуществляемое ей отображение конформно во всей плоскости. 

Дробно-линейной функцией называется функция вида 

аz + Ь  w = -- , cz + d  (3) 

где а, Ь, с и d - заданные комплексные числа, причем 
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Дробио-линейная функция оnределена для всех значений независимоrо переменно
ю z, кроме z = - � ,  однозначна и, т. к. обратная функция 

-dw + Ь  
Z = ----cw - а 

однозначна, однолистна во всей комплексной плоскости, исключая точку z = 
В этой области функция (3} аналитична и ее производная 

dw аd - Ьс - = :;i: O  
dz (cz + d)1 ' 

поэтому осущестмяемое ею отображение конформно. 
Доопределим функцию (3) в точке z = - � ,  nоложив w (- �) = оо, а бесконечно 

удаленной точке w = оо поставим в соответствие точку z(oo) = - � .  Тогда дробио
линейная функция будет однолистна в расширенной комплексной nлоскости z. 

Пример 1 .  Рассмотрим дробно-nинейную функцию 

1 

Из равенства 
wz 

вытекает, что модули ком111М!ксных чисел z и w связаны соотноше
нием 

lwl · lzi = I, 
а сами эти числа расnолагаются на лучах, выходящих из точки О 
и симметричных относительно действителЬной оси. 

В частности, точки единичной окружности lzl = 1 переходят 
в точки единичной окружности lwl = 1 .  При этом комплексному числу 

z = e;e 
ставится в соответствие сопряженное число 

w = z = e-" 

l 

Pitc. l l  

(рис. 1 1  ). Заметим таюкв, что функция w = � отображает бесконечно удаленную точку z = оо е нуле
вую w = 0. 

2.2. Стеnенная функция 

Степенная функция 
(4) 

где n - натуральное число, аналитична во всей комnлексной nлоскости; ее производ
ная � = nzn-t при n > 1 отлична от нуля во всех точках, кроме z = О. Записывая 
в формуле (4) w и z в показательной форме 

nолучаем,  что 

w = pei'P, z = rei11, 

р = rn, t.p = ne. 
Из формулы (5) видно, что комnлексные числа z1 и z2 такие, что 

21r 
lzt l = lz2 l , arg z2 = arg ZJ + - k, 

n 

(5) 

(6) 

где k - целое, переходят в одну точку w. Значит, при n > 1 отображение (4) не ямя
ется однолистным на плоскости z. 
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Простейшим примерам области, в коюрой оrображение w = z
n однолистно, 

является сектор 
211" 

а <  arg z < а + -, 
n 

где а - любое вещественное число. В обЛасти (7) отображение (4) конформно. 

(7) 

Пример 2. Отображение w =· z,., n > l ,  nереводит сектор О < arg z < ; ПJЮСI(ОСТИ z в верхнюю 
nо11уnлоскость моекости w (рис; 12). При этом yroo раствора сектора увеличивается в n раз. позтому 
в точке z = О конформкость отображения w = zn нарушается. 

0 

Рис. 12 

Обратная функция - корень n-й степени 

J w = �l 
- многозначна, т. к. для каждого комплексного числа z = reie # О можно указать n 
различных комплексных чисел 

nГ.: i /1+2ri 
WJ: = vте. " , 

'fаКИХ, что их n-я степень равна z:  

Отметим, что W = О, �=  оо. 

k = О, 1 , . . .  , n - 1, 

Многочленом степени n комплексного перемениого z называется функция 1 w = aoz
" + a 1 z

n-J + . . .  + an-!Z + ац, 1 
где ао, а 1 ,  • • •  , an - заданные комплексные числа, причем ао # О. Многочлен любой 
степени является аналитической функцией на всей комплексной плоскости. 

2.3. Дробио-рациональни функция 
Дробио-рациональной функцией называется функция вида 

P(z) w = Q(;)' 
где P(z) и Q(z) - многочлены комплексного перемениого z. Дробио-рациональная 
функция аналитична во всей плоскости, кроме тех точек, в которых знаменатель Q(z) обращается в нуль. 

Пример 3. Функция Жуковского 

(8) 
аналиmчна во всей плоскости z, исключая точку z = О. 
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Выясним условия на область комnмксной nлоскости, nри которых функция Жуковскоrо, рассматри
ваемая в этой области, будет однолистна. 
<1111 Пусть точки z1 и z2 функция (8) nереводит в одну точку. Тогда (ZI + 2.) (z2 + 2.) = (ZJ - z2) (1 -1-) = 0; ZJ Z2 ZJZ2 
nри z1 =1= z2 мы получаем, что z1z2 = 1 . 

Значит, дnя однолистностн функции Жуковскоrо необходимо и достатоЧно выnолнение условия 
ZJZ2 :f: l. (9) 

Примерам области, удовлеmоряющей условию однолистностн (9) ,  является IIНEIWHOCТЬ кРуга lzl > 1 .  
Так как производная функции Жуковскоrо 

dw = : (• - �) 
dz 2 z2 

отлична от нуля всюду, кроме точек z = ±1 ,  то отображение области lzl > 1 осуществляемое этой 
функцией, будат конформным (рис. 13). 

заметим, что внутренность единичного круга /zl < J также является областью однолистностн функ
ции Жуковского. • 

Рис. lЗ 
2.4. Покаэатепьная функция 
Показательную функцию ez определим для любого комплексного числа z = ж + iy 

следующим сооrношением: 
\r-w-

=
_

e
_z_=_e

_z_+_iy_=
_

e
_z_(c_os

_
y
_
+
-�-· sm-.-y-).'1 

При ж = О получаем формулу Эйлера: 1 eiy = cos у +  i sin y. l 
Опишем основные свойства показательной функции: 
1 . Для действительных z данное определение совпадает с обычным. 

В этом можно убедиться непосредственно, положив в формуле ( 10) у = О. 

( 10) 

( 1 1 )  

2.  Функция ez аналитична на всей комплексной плоскости, и для нее сохраняется 
обычная формула дифференцирования 

3. Для функции ez сохраняеТся теорема сложения: 
1 ez• . ez2 = ezl

+z2 . 1  
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-... Положим z1 = z1 + iy, , .t2 = :z:2 + iy2 . Тогда 

ez1 • е"'2 = е:.:1 (cos у1 + i sin y1)e22(cos У2 + i sin У2) = 

= e:.:t+i!:z ( cos(yJ + У2) + i sin(y, + У2)) = ez1+z2• � 

4. Функция ez - периодическая с мнимым основным nериодом 21fi. 

-4 В самом деле, для любого целого k 

e.t+2wki = ez • ei2wk = ez, 
ибо ei2•k = cos 21rk + i sin 21f'k = 1 .  

С другой стороны, если е11 = ez2 , rде z1 = х1 + iy1 ,  zz = z2 + iy2 , то из оnределе
ния ( 10) вытекает, что 

еж1 е22 , cos у1 = cos 'U2, sin У1 sin 1/2· 

Оrкуда следует, что :z:, = Xz , Yl = У2 + 21rn, или 

z2 - z1 = i21Cn, 

rде n - целое. � 
( 12) 

Полоса О < у  < 21r не содержит ни одной пары точек, связанных соотношени
ем ( 1 2) ,  поэтому из nроведенноrоисследования вытекает, что отображение w = ez од
нолистно в полосе О < у < 21С (рис. 14). А так как nроизводпая ( ez)' f. О ( \ez\ = еж > 0), 
то это отображение конформно. 

Рис. J4 
Зaмeчallll&. Фунющя t/ однолисmа в любой полосе а < g < а + 21f. 

2.5. Логарифмическая функция 
Из уравнения 

z =  ew, 
rде z f. О задано, а w = и + iv - неизвестное, nолучаем 

Отсюда 

/z/ = e", Arg z = v + 21f'k, k = 0, ±1 , ±2, . . . . 

u = ln lzl, v = Arg z. 
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Тем самым функция, обратная функции 

определена для любого z :f:. О и представляется формулой 

w = ln lzl + i Arg z  = ln lzl + i(argz + 21rk), 

где k = О, ±1, ±2, . . . . Эrа мноrозначная функция называется логарифмической и обо
значается следуЮщим образом 

\ Ln z = ln lzl + i Arg z. j 
Величину ln lzl + i arg z называют главнШI ЗNачением лоrари� и обозначают через l ln z =ln lzl + i  arg z. j 
Тогда для Ln z получается формула 

1 Ln z = ln z  + i21rk, k = О, ±1 ,  ±2, . . .  · 1  
2.6. Триrонометрические и rипербопические функции 
Из формулы Эйлера ( 1 1) для действительных у nолучаем 

Откуда 

1 е111 = cos y + i sin y, 
. 

e-iu = cos y - i sin y. l 
е1' - e-iJI 

sin у = --2-i
--

(13) 

( 14) 

Оnределим тригонометрические функции sin z и cos z для любого комnлексного 
числа z посредством следующих формул: 

i-z _ e-iz 
sin z = ----

2i 
cosz = 

2 ( 15) 

Синус и косинус комnлексного аргумента обладают интересными свойствами.  
Перечислим основные из них. 

Функции siu z и cos z :  
l) для действительных z = ж совnадают с обычными синусами и косинусами; 
2) аналитичны на всей комnлексной nлоскости; 

3) nодчиняются обычным формулам дифференцирования: 

(sin z)' = cos z, (cos z)' = - sin z; 

4) периодичны с периодом 2'1f ; 
5) sin z - нечетная функция, а cos z - четная; 

6) сохраняются обЫчные тригонометрические соотношения. 
Все перечисленные свойства без труда получаются из формул ( 15} .  
Функции tg z и ctg z в комnлексной области оnределяются формулами 

sin z 
tg z = --, 

cos z 
cosz 

ctg z = -.-, 
sшz ( 16) 
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а гиперболические функции sh z ,  ch z ,  th z ,  cth z - формулами 

ez - e-z 
sh z = ---

2 
sh z th z =  --, 
ch z 

ez + e-z 
ch z = 2 , 

ch z 
cth z = --

sh z 

(17) 

Гиперболические функции тесно связаны с тригонометрическими функциями. 
Эта связь вы�ажается следующими равенствами: 

ch z = cos(iz), sh z = -i sin(iz), 
cos z == ch(iz), sin z = -i sh(iz). 

( 18) 

Синус и косинус комплексного аргумента обладают еще одним важным свойством: 
на комплексной плоскости 1 sin zl и 1 cos zl принимают сколь угодно большие поло
жительные значения. Покажем это. 

Пользуясь свойствами 6 и формулами ( 18) получаем, что 

sin z = sin(x + iy) = sin х cos(iy) + cos х sin(iy) = sin х ch у - i cos х sh у, 
cos z = cos(x + iy) = cos x ch у +  i sin х sh у. 

Откуда 

Полагая х = О, имеем 

1 sin zl2 = (sin х ch у)2 + (cos х sh у)2, 
1 cos z l2 = (cos х ch у)2 + (sin х sh у)2• 

\ sin z\ = \ sh y\ ,  \ cos z\ = ch y. 
Пример 4. Нетрудно проверить, что 

cos(i In(5 ± 2v'6)) = 5 . 

..,. В самом деле, 

cos( i ln(5 ± 2v'6)) = ch ln(5 ± 2v'6 ) = � ( e'n(5+2v'6) + e1n(s-2v'6>) = � (5 + 2v'6 + 5 - 2v'6) == 5 . .,. 

§ 3. Интегрирование по комплексному аргументу. 
Теорема Коши. Интегральная формула Коши 

3.1 . Интеграn от функции комnnексного nеременкого 
Рассмотрим на комплексной плоскости z кусочио-гладкую ориентированную кри
вую 1 и предположим, что на этой кривой определена функция f(z) комплексного 
перемениого z .  Разобьем кривую 1 на n частичных дуг последовательными точками 
деления 

Zo = a, ZJ , . . .  , Zn- 1 ,  Zn = b, 

где а и Ь - концы кривой 1 (рис. 15) . 
Положив 
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составим сумму 

(1) 
k=l 

(здесь (�: - произвольно взятая точка k-й частич
ной дуги (z�;-1, ZA:]), называемуюкамплексной ин
тегральной суАtМой вдоль криоой 'У.  

Если nри max lдz.�: 1 - О существует предел k 
суммы (1), не зависящий от сnосОба разбиения 
кривой на частичные дуги и от выбора точек (�: 
на них, то этот предел называется интегралам Рис. 15 
от функции f(z) по кривой -у:  

Положим 

�------------------------� 

lim t /((�;}Az�: = J f(z) dz. 
max l�zki....O k=l 1 

/(z) = u(z, у) + iv(z, у), 
z�: = z,. + iy,., Az�: = :х:�с - Жt.-t , Ayk Yk - У•- 1 • 

(�; ::::: �k + ifJ�:, и�: = u({�:, fJ�;), V�c = v({�:, '1.�:). 
Тогда интегральную сумму ( 1 )  можно записать в следующем виде: 

n . n  n 

(2) 

L /((�c)Az�; = L(u,�:Az,�: - v�cAY�c) + i L(v�:Aж�c + u,Ay11). (3) 
k=l k=l 11:=1 

Из этого соотношения видно, что действительная и мнимая части суммы ( 1) предста� 
вляют собой интегральные суммы криволинейных интегралов второю рода -

соответственно. 

J u d:x: - v dy и J v dж + и dy (4) 
1 1 

Таким образом, вопрос о сущестоовании интеграла (2) соодится к вопросу о су
ществовании обычных криволинейных интегралов O'r функций действительных пе� 
ременных. Для сущестоования этих интегралов достаточно кусочной непрерывности 
функций и и v действ:ителъных переменных ж и у. 

Таким образом, если 'У кусочио-гладкая кривая, а f(z) - кусочно непрерыв-
ная :и ограниченная на 'У функция, то интеграл (2) всегда существует и справедлива 
формула j f(z) dz J и dж - v dy + i J 'v dж + и dy. 

1 1 1 
Формулу (5) легко запомнить, если записать ее в следующем виде: 

J f(z) dz = J (и + iv)(dж + i dy) . 
1 1 

(5) 
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Из формулы ( 5) вытекает, что для интегралов от функцJ!И комnлексного перемен
ною сохраняются основные свойства криволинейных интегралов второго рода: 

1 .  j !1(z) ilz + j fz(z) ilz = j [J1 (z) + f2(z)) ilz. 
7 7 7 

2. f cf(z) dz = с f f(z) dz, 
7 7 

г.це с - комnлексная постоJIННая. 

3. j f(z) dz = - j f(z) dz 
7- 7+ 

(здесь кривые 1- и -у+ имеют противоположную ориентацию (рис. 16 а). 
4. J f(z) dz + J f(z) dz = J f(z) dz 

71 12 71U72 
(рис. 16б). 

5. Пусть 

М = max j/(z) /  ZE'f 
и l длина кривой 1· Тогда 

IJ f(z) dz l ::; J !J(z) j /dz j ::; 
7 7 

::; М j ldzl = Ml. . (6) 
7 

а) 0 б) 

Рис. l6 

"111 Доказательство формулы (6) вытекает непосредственно из определения интеграла: 
переходя в соотношении 

1 Ё /(C�:)Az�: l ::; "!; !J((�:) j ! AzJ: j ::; М"!; jAz1: !  

к пределу при max 1 Azk / -+ О и учитывая, что · 
n 

L /Az, j 
k=l 

- длина ломаной, вписанной в кривую 'У, получим требуемое. • 

3.2. Вычисление интеграпа от функции комплексного перемениого 
Пусть 

z = z(t) = �(t) + iy(t), а ( t ( р, 
- параметрическое представление гладкой кривой 'У. Тогда справедлива следующая 
формула: 

f3 J f(z)dz = j 1 [z(t)]z'(t) dt. (7) 
7 а 
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<1111 В самом деле, при помощи ФОРмУЛЫ (5) вычисление и:нтеграла от функции ком
плексного перемениого сводится к вычислению криволинейных интегралов ( 4) от дей
ствительных функций. Эrи интегралы. можно вычислитьсведением к обыкновенным, 

f:l J u dx - v dy =  J [u(ж(t), y(t)) x' (t) - v(x(t), y(t)) y'(t)] dt, 
7 а 

f:l J v dx + и dy = J [v(ж(t), y(t)) ж' (t) + u(ж(t), y(t)) r/(t)] dt. 
7 а 

(8) 

Подставляя полученные выражения в правую часть ФОРмУЛЫ (5) , получим требуемое: 

f:l f:l J J(z) dz j [и(ж(t), y(t)) + iv {ж(t), y(t))] [ж'(t) + iy'(t)J dt = J J [z(t)] z'(t) dt . .... 
1 а а 

Прuер 1. Покажем. что 
! � = 21ri, z - zo 1• 

где 'Yr - окружность радиуса r с l.\8lf!POM а точке zo, обходимая nротив часоао/11 стрелки. 
<111 Окружность 'Ут имеет следующее параметрическое представление: 

z = zo + reit , · О � t < 211". 

Отсюда вытекает, что z'(t) = ireit и 

dz 2r ireit 2r 
J = J -.1 dt = i J dt = 2жi. z zo re' 7r О О 

Заметим, что значение интеграла (9) не зависит ни от r, ни от zo. 
Рассуждая аналоrично, убеждаемся 11 том ,  что 

In = J<z - zo)" dz = O, 
7• 

где n - целое чиспо, n ::/= 1 . В самом деле, 

3.3. Теорема Коши 

21t n+l 
1,. = ir"+l J ei(n+t)t dt = :  + 1 (e2r(n+l)i - 1) О . ... о 

(9) 

Теорема 3. Пусть функция f(z) аналитична в односвязной области D, 7 - nроU36ольная 
замкнутая cnpFtМJIJleмaя кривая, лежащая в области D. Тогда 

J f(z) dz = O. 
1 

( 10) 

<1111 Доказательство этой теоремы проведем при двух дополнительных предположениях: 
l) 7 - кусочио-гладкий контур; 
2) производмая !'(z) - непрерывна. 
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В силу соотношения 

1 /(z) d.z = j u dx - v d.y+ i 1 v dx + и dy 
1 1 1 

достаточно показать, что интегралы 

равны нулю. 

1 u dx - v dy, 1 v dx + и d.y 
1 1 

( 1 1}  

( 12) 

Обозначим внутренность контура 'У через G. Так как функция f1(z) непрерывна 
всюду в области G, то функции u(x, у) и v(x, у) в этой области имеют непрерывные 
частные производные первоrо порядка. Ввиду кусочной гладкости контура 'У выпол
нены все условия, позволяющие применить к интегралам ( 12} формулу Грина. Имеем 

1 u dx - v dy = 11 (-:: - ::) dx d.y, 
1 G 

1 v dx + u dy = 11 (:: - �) dx dy. 
7 G 

(13) 

В силу условий Коши-Римана подынтегральные выражения в каждом из двойных 
интегралов ( 13) тождественно равны нулю. • 

За .. ечание. Если функция /(z) аналитична в односвязной области D, ro значение интеграла 

j f(z) dz, 
1 

взятого вдоль nроизвольной кусочно-rлццкой кривой 1, принадлежащей области D ,  не зависит от вы
бора кривой 1 ,  а определяется лишь положением начальной и конечной точек эrой кривой. Чmбы 
nолчеркнуть независимость интеграла J f dz отпуrи интегрирования, будем обозначатьегоследующим 

1 
образом: 

•• 

j f(z) dz, 
zo 

rде zo и zr - соответственно начальная и конечная точки кривой "У· 

Теорема 4. Пусть функция f(z) аналитична в односвязной области D; точки Zo и z 
принадлежат D. Тогда функция 

z 

F(z) = j /(() d( 
zo 

аналитична в области D, и 
dF 
dz = /(z) . 

..,.. В силу свойств интегралов от функции комплексного перемениого и предыдущего 
замечания, разностное отношение 
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z+h z 

_F(-'-z_+_�'-----F--'(-'-z) = k ( j /(() d(. - j 1 ( () dt;) 
zo 

можно nредставить в следующем виде: 
z+h 

F(z + h) - F(z) 1 j ( ) h = h 1 (. dt;. ( 14) 

Будем считать, что интеграл в равенстве (14) вы
числяется вдоль прямолинейного отрезка, соеди
няющего точки z и z + h (рис. 17). 

Замечая, что 

оценим разность 

:нh z+h 

/(z) /(z)k j dt; = k j f(z) d(., 
z z 

z+h 

Рис. 17 

F(z + h) - F(z) _ /(z) = ..!_ j (/(() /(z)) d(. h h 

В силу непрерывности функции /(() в точке z ,  для любого е >  О найдется 8 > О  
такое, что при 1( - z i < 8 выполняется неравенство / !(() /(z) / < е. 

Пусть lhl < 8.  Тогда 
z+h . z+h 1 F(z + h) -F(z) 1 1 1 1 1 ihl 

h - /(z) � 
lhl /!(() - f(z) \ ldt; / < е lhl !dt;l = е  lhl = е. 

z z 

Полученная оценка означает, что существует 
dF(z) = 

lim F(z + h) - F(z) 
= /(z) . ..". · 

dz ь ..... о h 
Замечание. Нетрудно заметить, что nриведеиное выше доказательство основано на двух свойствах 
функции /(z): 

1) /(z) непрерывна в области D; 
2) J J(z) dz, взятый Цli,ОЛ:Ь любого замкнутого контура "1, лежащего в области D, равен нулю, или, 7 • 

что то же, интеграл J JIO d( не зависит от пути интегрирования. 
<о 

При зтих условиях 
z 

F(z) = j j(<;} d' 
<о 

есть функция, аналитическая в области D, причем F' (z) = f(z). Эmм замечанием мы воспользуемся 
в следуюшем параграфе. 

Функция Ф(z) называется первообразной функции f(z) в области D, если в каждой 
точке этой области выполняется неравенство 

dФ(z) 
= !(z). dz ( 15) 
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Покажем, что любая первообразная Ф(z) функции J(z) выражается формулой 
z 

Ф(z) = 1 /(() d( + с, 
zo 

где с - постоянная; z0 , z Е D. 
<1111 Положим 

Тогда 

z 

w(z) = Ф(z) - 1 J(() d( = и + iv. 
zo 

1 ди дv дv . ди w (z) = J(z) - J(z) = - + i - = - - а  - = О. дх дх ду ду 
Оrсюда вытекает, что ди ди дv дv - = - = - = - = 0 дх ду дх ду 
и значит, u(x, у) =  с1 , v(x, у) =  с2 , где с1 и с2 - постоянные. Следовательно, 

w(z) = с1 + ic2 = с. 
Полагая в формуле ( 1 7) z = zo, получим, что Ф(Zо) = с. � 

( 16) 

( 17) 

Заметим, что формулу (16) с учетом равенства Ф(zо) = с мо:жно зашi:сать в следу
ющем виде: 

z 1 /(() d( = Ф(z) - Ф(zо) = Ф(() 1;0 • (18) 
zo 

Тем самым, если функция J(z) аналитична в односвязной области D, содержащей 
точки z0 и z ,  то, как и в действительном случае, имеет место формула Ньютона
Лейбница ( 18) , где Ф(z) - какая-либо первообразная функции J(z) . 

Пример 2. Вычислить интеграл 
2+i 

I = J (Зz2 + 2z) dz. 
1-i 

<1111 Подынтегральная функция f(z) == Зz2 + 2z аналитична всюду, Ф(z) = z3 + z2 - ее  первообраз�ая. 
Применяя формулу Ньютона-Лейбница, получим, что 

2+' 
I = (z3 + z2)/ � = (2 + i)3 + (2 + i)2 - ( 1 - i)3 - (1 - i)2 = 7 + 19i . .,. 1-• 

Пример 3. Для вычисления интеграла 
z d' J -г 1 

где z = re;e f; О, выберем в качестве пути интегрирования кусачно-гладкую кривую � АВС, состо
ящую из отрезка АВ действительной оси с концами в точках 1 и r = /zl и меньшей дуги '-J ВС 
окружности 1" = r с концами в точках r = /z/ и z (рис. 18). Тогда 

j d( = J d(
+ 

f d(
. 

1 ( АВ ( �вс ( 
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Так как на отрезке АВ ( = ж ,  то nервый из интегралов 

1 d( --1· d: "' ln r = ln lzf. 
АВ ( 1 

Дпя вычисления второго интеграла заме-mм, что ( ::::: rei<f на дуге 
....- в с. nоэтому 

(J • 
1 d( - 1 ire•'l' - = ill = iшgz. 

�вс ( о 
Таким образом, 

и, значит, 

• d( 1 Т =  ln !zl + iargz 
1 

• d( 1 Т = lnz. 
1 

Рис. 18 

( 19) 

На основании д<ЖЗЭанной теоремы заkЛючаем, что главное значение логарифма - ln z - аналитиче
ская функция при z :f: О и 

d \n z  l -- ;:: -. .. dz z 

3.4. Интеrрирование мноrоэначнЬIХ функций 
Пусть функция w = f(z.) аналитична в области D, отображает D на обласrь G и та
кова, что обратная функция z = g(w) многозначна в области G. Если существуют 
однозначные аналитические в области G функции z = Ot (W) , z = 9:z(w), . . .  , для каж
дой из которых данная функция w = /(z) является обратной, то эти функции g, (w), 
g2( w) , . . . называются однозначньt.Мu ветвями функции g( w), определенными в обла
сти G. 

Пример 4. Функция w = z" каждой точке z ставит в соответствие еди� точку v; но одной и той 
же точке w ( v i= о, w :f: оо) функция z = е'Ш ставит е соответстаие n раздмчных точек z .  При этом 

если w = pei<f, то эти n значений z находятся по формулам 
i �+:l!rё ' 

zk = 1.Yjje -.. -, -1f < tp � 1f, I: = O, l, . . .  , n - 1. 

Пусть односеязная областъ G содержит точку w0, но не содержит точек О и оо. Тогда nри одном 
и Т(1М же 11ыборе числа tpo (наnример, tpo = а� wo) различным ЗИВЧ8НМЯМ А: (А: = О, 1 , • • •  , n 1 ) 
соО'nlетствуют различные ветви функции z :: W. 
Точкой разветвления многозначной функции называется точка, обход вокруг кото

рой в достаточно малой ее окрестности влечет за собой переход с одной ветви много
значной функции на другую. 

Точками разветвления функции � являются точки w = О и w = оо. После 
n-кратноrо обхода, наnример, воКруг точки w = О мы вернемся к первоначалъной 
ветви функции �. Точки разветвления, обладающие таким свойством, называются 
алгебраиоtески.ми точками разветвления (порядка n-1 }. В I(Щой из этихточекфункция 
имеет только одно значение: W = О, \УОО = оо, т. е. различные ветви функции в этих 
точках совпадают. 

Для логарифмической функции w = Lп z точками разветвления являются точ
ки z = О  и z = оо, причем Ln О =  -оо и Ln оо = оо. Любое конечное число обходов 
(в одном и том же направлении) вокруг точки z = О  не nриведет к первоначальной 
ветви функции Ln z. Такие точки разветвления называются логарифмическими. 
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При интегрировании многозначной функции необходи
мо вьщелять ее однозначную ветвь. Это достигается задани
ем значения функции в некоторой точке кривой, по которой 
ведется интегрирование. 

Пример 5. Вычислить интеграл 

l =  J�. 
7 

где 1 - верхняя полуокружностЬ lz l = 1 .  Для y'Z берется ветвь, дпя ко
торой VТ = - 1  {рис. 19). 

1 

Рис. 19 

� Положим z = rе;в , где r = 1 , а О изменяется от О до 1r.  Из условия VТ = -1 следует, что 
·( ' ) • - +7r # = е 2 • Тогда w iei8 'Jr iei8 -ж i !-к i !_.,.. · • · 1" l =  j 

#
dO = J -.-,-) dO = j ie C ) d0 = 2e C ) = 2(e-' 2 - e-'") = 2(1 - i). � 

о , о е'(2+" о 0 

Пример 6. Вычислить интеграл Ji ln3 z 
l =  -

z
- dz 

1 
по меньшей дуге окружности lzl = 1 .  (ln z - главное значение логарифма, ln 1 = 0). 
� Применяя формулу Ньютона-лейбни�, получаем, что 

i lnз z i 1 li 1 1 . 1 ( 1ri) 4 1r4 I = j -- dz = jm3 z d(In z) = - In4 z = - ( In4 i - ln4 1) = - In4 • = - - = -. � 
l z 1 4 1 4 4 4 2  64 

3.5. Теорема Коши для многосвязной области 
В теореме Коши речь идет о контуре, целиком лежащем внутри области аналитично
сти функции. Однако утверждение теоремы остается в силе и для контура, который 
является границей области аналитичности заданной функции, при дополнительном 
условии ее непрерывности в замыкании этой области. Сформулируем это важное 
для практических применений обобщение теоремы Коши. 

Теорема 5. Пусть функция f(z) аналитична в односвязной области D и непрерывна в за
мкнутой области D. Тогда интеграл Of!l функции f(z), взятый вдоль границы дD .этой 
области, равен нулю: 

j f(z) dz = О. 
дD 

(20) 

Рассмотрим на комплексной плоскости n замкнутых кусочио-гладких контуров Г 0 , 

Г 1 , . . .  , Г n-1 таких, что каждый из контуров Г 1 , . . .  , Г n- 1 лежит во внешности осталь
ных и все они располагаются во внутренности контура Го (рис. 20). 

Множество точек плоскости, лежащих внутри контура Го и вне контуров Г1 , . . .  , 
Г n-1 , представляет собой п-связную область D. 

Полная граница Г области D представляет собой сложный контур, который со
стоит из кривых Го, Г1 , . . .  , Г n- 1 . 
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Ориентируем полную границу Г обла
сти D следующим образом. Положитель
ным направлением обхода границы мно
юсвязной области будем называть такое 
направление движения, при котором об
ласть D все время остается слева. При этом 
внешний контур Г 0 проходится против ча
совой Стрелки, а Г 1 , . • •  , Г n- 1 - по часовой 
стрелке. 

Теорема 6. Пусть функция j(z) аналитична 
8 многосвязной области D и непрерывна 8 за
мкнутой области D. Т02да Рис. 20 

1 !(() d( = о, (21) 
г 

где Г - полная граница области D, состоящая из контуров Го, Г 1 ,  . . • , Г  n- 1 и проходимая 
в положительном направдении. 

<1111 Соединим внешний контур Г о с контурами 
Гt ,  . . .  , Г n-1 гладкими кривыми 11 , . . .  , 1n-! , 
т. е. произведем разрезы, и рассмотрим об
ласть D* , граница г• которой слагается из кри
вых Го, Г1 , . . .  , Гn-1 и кривых 11 , . . · ,1n-1 ·  
При этом всnомогательные кривые 11 · · · · ,1n- l  
проходятся дважды в противоположных напра
влениях (отмечены стрелками на рис. 21) ; кри
вые 1t1 • • •  , 1n-1 всегда можно построить так, 
чтобы область D* была односвязной. 

В силу теоремы Коши интеграл на грани
це Г* области D* равен нулю. Так как интегра
лы вдоль 1k .  взаимно уничтожаются, то 

1 /(() d( = 
г• n- 1 

= f J<r.> d( + "'L f J<c.> d( = о 
г+ "�� г-о k 

(22) 

(верхние индексы у гk указывают направление обхода) . 
Полученное равенство означает, что 

/ /(() d( = о  . ... 
г 

Рис. 21  

Замечание. Доказанное соотношение (22) можно записать в следуЮшем виде: 

1 /(() d( = 1 /(() d( + . . .  + 1 /(() d(. 
� � �-1 

\ 

(23) 
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3.6. Интегральная формула Коши 

Теорема 7. Пусть функция f(z) анолитична в области D и непрерывна в замкнутой обла
сти D. Тогда для любой внутренней точки z области D имеет место формула 

f(z) = � 1 /(() d(, 
21П ( - Z 

г 

где Г - граница области D, проходимая в положительном направлении. 

Таким образом, значение функции f(z) в произ
вольной точке области D определяется ее значениями 
только на границе. 
• Для вывода формулы (24) исключим из области D 
круг малого радиуса r с центром в точке z (рис. 22). 
В полученной при этом области D* и числитель и зна
менатель подынтегральной функции 

/(() 
( - z  

аналитичны относительно перемениого (, причем зна
менатель отличен от нуля. Поэтому эта функция ана
литична в области D* и fiепрерывна в замкнутой обла Рис. 22 

сти D* . По предыдущей теореме интеграл вдоль границы области D* равен нулю, 1 /(() d( + 1 /(() d( = о, 
( - z  ( - z  

г т; 

(24) 

(25) 

где 'Yr - окружность 1( - zl = r. Меняя направление интегрирования во втором 
слагаемом, получаем, что 1 /(() d( = 1 /(() d(. ( - z ( - z  

Г 1r 
(26) 

Воспользовавшись доказанным ранее равенством (9) из примера 1 1 d( . -- = 21rz, ( - z 
1r 

запишем f(z) так: 

/(z) = _1 . 1 /(() d(. 
. 21Гz ( - z (27) 

1r 
Поделив обе части соотношения (26) на 21Гi , вычтем из них /(z) . Тогда с учетом 
равенства (27) получим, что 

� 1 /(() d( - /(z) = � 1 /(() - /(z) d(. {28) 
21ГZ ( - Z · 21ГZ ( - Z 

Г 1r 
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Заметим, что левая часть равенства
. 
(28) не зависит от радИуса r выброшенного 

круга. Оценим nравую часть nоследнего соотношения. Имеем 1� 1 /(() - /(z) d( l � � 1 1 /(() - f(z) l ld(l � 
2m ( - z  � ( - z · 

1r 1r 

1 
max \!(() - /(z) \  

� - · 7' · 2?rr = max jJ(() - j(z) \ .  � r � 

Функция f (z) аналитична, а значит, и неnрерывна в области D .  Поэтому длялюбо
го е >  О можноуказатьтакое 6 > О, что \!(() - /(z) \ < е для всех (, удовлетворяющих 
условию 1( - zl < б. 

Это обстоятельство и оценка (29) означают, что за счет выбора радиуса r интеграл 
в правой части формулы (28) может быть сделан сколь угодно малым. С другой 
стороны, левая часть равенства (28) от r не зависит. Следовательно, рассматриваемая 

разность равна нулю . ..,. 

Если, в частности, Г - окружность 

1( - z i = R, 

то, полагая в формуле Коши ( - z = Reie , имеем 

211" 

/(z) = 
2
� 1 f(z + Rei/J ) d8. (30) 

о 

Формула (30) называется формулой среднего значения. 
Сформулируем полученный результат. 

Теорема 8. Пусть функция f (z) непрерывна в замкнутом круге и аналитична внутри этого 
круга. Значение функции f(z) в центре круга равно среднему ее граничных значений 
на ограничивающей его окружности. 

3. 7. Существование производных всех порядков у анапитическоR функции 

Теорема 9. Пусть функция f(z) аналитична в области D u непрерывна в замкнутой обла
сти D. Тогда в каждой внутренней точке z области D у функции f(z) существуют 
производные всех порядков и имеют место формулы 

(n)( ) - � 1 /(() f z - 2?ri (( - z)n+l d(, (31 )  
г 

где Г - граница области D, n = 1 ,  2, . . . . 
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• Убедимся сначала в справедливости формулы (3 1) при n = 1 .  Рассмотрим разност
ное отношение 

f(z + h) - f(z) 
h 

Применяя формулу Коши для значений функции f(z) в точках z и z + h области D, 
запишем его в следующем виде: 

f(z + h) - /(z) == .!_ . _1 ( 1 /(() d( _ 1 f((.) d(.) = 
h h 21fi (. - (z + h) ( - z 

г г 

== _
1 J /(() d(. 

21fi (( - z - h)(( - z) 
г 

(32) 

Какможнопоказать, при h -+ О  функция (-�-h -+ (�z равномернодля всехточек ( 
на кривой Г .  Поэтому существует предел 

lim j /(() d( == j /(() d(. h->O (( - z - h)(( - z) (( - z)2 
г г 

Оrсюда и из соотношения (32) вытекает существование производной функции f(z) 
и формула 

f'(z) = lim J(z + h) - J(z) = -
1 1 /(() d( (33) h->O . h 21fi (( - z)2 · 

г 
Предполагая формулу (31) верной для некотороrо k = n, точно такими же рассу

ждениями можно доказать ее справедливость для n = k + 1 . ..,. 
Замечание. Формулу (31) можно доказать также пуrем n-кратноrо дифференцирования равенства 

/(z) = � j !Ю d( (34) 21r1 г ( - z  
по параметру z .  При этом дифференцирование в nравой части равенства (34) должно проводиться под 
знаком интеграла. 

§ 4. Степен·ные ряды. Ряды Тейлора 
4.1 . Общие сведения о рядах 
Напомним простейшие понятия, связанные с рядами. 

Ряд из комплексных чисел 

��- �-+--CJ-+-.-. .  -+-�-.-. .  -.-=-�-�-0 ��, � (1) 

где � == an + ibn , называется сходящимся, если последовательность его частичньtХсумм 

В3 
имеет конечный предел и.  Этот предел называется суммой ряда ( 1 ) .  
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Ясно, что ряд ( 1) сходится тогда и только тогда, коrда·одновременно сходятся ряды 

00 00 
2:an и 2: Ьn. 
n=O n=O 

Ряд (1 ) называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд из модулей 

00 
2: 1enl. 
n=O 

Ряды 
00 00 00 

l: an, l: Ьn и 2: 1c.. l 
n=O n=O n=O 

являются рядами с действительными членами, и вопрос об их сходимости решается 
при помощи известных признаков сходимости рядов с действительНыми членами. 

Функциональный ряд 
00 
2: /n(z), (2) 
n=O 

где функции fп(z), n = O, I ,  2,  . . .  , определены на некотором множестве S комплекс
ной плоскости, называется сходящимся в точке z этого множества, C(,:JIИ ДJUI любого 
е > О найдется номер N такой, что ДJUI всех n ;;;;:. N выполняется неравенство 

\Rn(z) j <е, 
00 

где .Rn(z) = 2: /�c(z) . k=n+l 
Функциональный ряд (2) называется равномерно сходяiцимся на множестве S, если 
1) он сходится в каждой точке множества S и 
2) ДJUI всякого е > О найдется HOA-feP N = N(s) , не зависящий от z и такой, что 

Д/IЯ всех n ;;::: N и ДJUI всех z из S остатки этого ряда удовлетворвют неравенству 

1 t /k(z) l < Е. 
k=n+1 

Точно так же, как и в случае одного действительного переменного, доказывается 
важный ДJUI практических вычислений достаточный признак равномерной сходимо
сти. 

Признак Beйepwrpicca. Пусть всюду на множестве S ряд (2) мажорируется абсолютно 
сходящимся числовыМ рядом, 

l!п(z) j � lenl . 
Тогда ряд (2) сходится. на мноЖестве S абсолютно и равномерно. 
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На ряды функций комплексного перемениого без изменений переносятся доказа
тельства непрерывности суммы равномерно сходящеrося ряда с непрерывными члена
ми, теоремы о том, что равномерная сходимость функционального ряда не нарущится, 
если все его члены умножить на ограниченную функцию, а также доказательство тоrо, 
что равномерно сходящийся на кусочио-гладкой кривой ряд из неnрерывнЪIХ функций 
можно nочленно интегрировать вдоль этой кривой, 

f f /n(() d( = f J /п(() d(. 
7 n=O n=O 7 

4.2. Стеnенные рАДЫ 
Степенньии рядом называют ряд вида 

00 
eo + ct (z - .zo) + . . . + en(z - zo)11 + . . .  = L: en<z - zo)n, 

n=O 

(3) 

(4) 

где z - независимая комплексная nеременная, коэффициенты Сп - заданные ком-
плексные числа, zo фиксировано. 

Ясно, что всякий стеnенной ряд сходится в точке z = Zo· 
11р11мер 1 .  Ряд 

сходится только в точке z = О. 

00 
E n"z" 
n=O 

<11 Это вытекает из того, что nри z :/= О его общий член 
n"z" 

не стремится к нулю: для niOCioro z :/= О  МОJКНО найrn номер, начиная с которого lnzl > 2 ,  и следова
тельно, ln"'z"l не с-rремится к нулю nри n _, оо • .,. 
Прммер 2. Ряд 

"" z" L n" 1t=l 
сходится в каждой точке комплексной москости: для любого z можно указать номер, начиная с которого � < � .  Отсюда вытекает, что 1:� < io ,  и, значит, данный ряд мажорируется сходящимся числовым 
рядом . ... 

Теорема 10 (Абеля). Пусть степенной ряд 
00 

L: en(z - zo)11 
n=O 

сходится 8 пекоторой точке Zt ::/= zo. Тогда этот ряд 
l) абсолютно сходится 8 круге 

lz - zo\ < \z, - .zol = R; 
2) равномерно сходится в круге 

\z - Zol � r < R 
(рис. 23). 

(5) 

Рис. 23 
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.,.. По условию числовой ряд 

(6) 
n=O 

сходится. в силу необходимого признака сходимости общий член ряда (6) стремится 
к нулю при n -+ оо. Из того, что всякая сходящаяся последовательность ограничена, 
вытекает существование постоянной К такой, что 

\en(zi - Zo)n / = leniRn :;;-;; К (7) 
для любого n = О, 1 , 2, . . . . 

Возьмем точку z , такую что 

lz - Zol :;;-;; r < R = lz1 - zol ·  
Из условия (8) вытекает, что 

lz - zol r 

1 1 :;;-;; R = q  < l . ZJ - Zo 
Тем самым, справедлива следующая оценка: 

/en(z - Zo)n / = /en(zt - .zo)• / · 1 (;,-=_ :) n l :;;-;; kq•. 

(8) 

(9) 

( 10) 

Перавеяство ( 10) означает, что для любой точки из круга (8) рц (4) мажорируется 
00 

сходящейся rеометрической проrрессией К 2.: q" . Следовательно, ряд (4) сходится 
n=O 

абсолютно и равномерно в круrе lz - Zo l  � r . ..,. 

4.3 . .  Свойства степенных РlдОВ 

1. Пусть степенной ряд (4) расходится в пекоторой точке z1 • Тогда этот ряд расходится 
в каждой точке z, удовлетворяющей перавеяству 

(1 1) 

.,.. Предположим противное: в не которой точке z2 ,  удОвлетворяющей перавеяству 

lz1 Zol < lz2 - .zol , ряд (4) сходится. Тогда по теореме Меля он должен сходиться 
и в точке z1 • Эrо противоречит условию. Значит, наше предположение о существова
нии точки z2 с указанным свойством неверно . ..,. 

2. Для любого степенного ряда (4) найдется число R такое, что в круrе lz - z0 1 < R 
ряд (4) сходится, а вне этого круга, при lz - .zol > R, расходится . 

.,.. Обозначим через S множество точек, в которых ряд (4) сходится. Множество S 
непусто: при z = Zo ряд вида (4) с любыми коэффициентами сходится (R = 0). 

Если множество S неоrраничено, то ряд ( 4) сходится в каждой точке комплексной 
плоскости (R = оо ) . 

Пусть множество S точек сходимости ряда ( 4) оrраничено. Положим 

R = sup lz - z:ol. ( 12) 
zES 

Ясно, что во всех точках z', удовлетворяющих неравенству lz' - Zo l  > R, ряд (4) 
расходится . ..,. 
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Е.сли R > О, то наибольшей областью сходимости данного ряда является круг 
lz - zol < R. 

В точках границы lz - zol = R ряд (4) может как сходиться, так и расходиться. 
Область 

lz - zol < R, R > О, ( 13) 
называется кругом сходимости степенного ряда (4) ; число R, определяемое форму
лой ( 12) ,  называется радиусом сходи.мости ряда ( 4) . 

или 

Радиус сходимости степенного ряда можно вычислить по формулам 

R = lt'm �. ..J. О "" Сп т- ' vn, П-+00 ICn+i l 

l R = lim --, n-+oo yt\c;J 

( 14) 

если указанные пределы существуют (конечные или бесконечные). 
Пример 3. Найти радиусы сходимости рядов: 

00 00 •• 
а) Е z"; б) Е ,... , а >  О . 

.. � 71=1 
.._ а) с,. ::: 1 .  nоэтому t!ГcJ =-1 и R 1 .  

б )  Здесь с,. = .. � . Рассмотрим 
\с,.\ = (n + l)a = (t + .!.)а -+ 1 при n ,.... со. IC..+!I na n 

таким образом, кругом сходимости обоих рядов является едикичный круг \zl < l .  
Однако множества точек сходимости рядов различны: · · 
ряд а) расходится во воах точках окружности rzr = 1 '  т. к. общий чпен этого ряда при lzl = 1 

не стремится к нулю; 
ряд б) при О < а � 1 в некоторых точках окружности lzl = 1 сходится (наnример, nри z == -1 ), 

а в некоторых - расходится (например, nри z = + 1 ); , 
при а >  1 ряд б) сходится во всех точках окружности абсолютно и равномерно, так как он мажо

рируется сходящимся числовым рядом 

Пример 4. ДОказать, что ряд · 
z z2 z" "" z" 

1 + -. , + -2, + . . . + 1 + . . . = 
t + Е 1 . . n. n=l n. 

сходится во всей плоскости комплексного nеременнаго z . 

..- Согласно формуле (14) nолучавм, что · 

Укажем еще один способ. 

(n + 1)! . 
R = fim -- = llm (n + 1) = со. "' n-++oo n! n-oo 

• Рассмотрим очевидное равенсrео 

(n!)2 = (l · n) [2 · (n - l)j . . . [<п 1) · 2] · (n · l) .  

КаЖдая скобка в его nравой части не меньwе n ,  т.  к .  nри k = 1,  2,  . . .  
k(n - k+ l) - n = (k l)(n - k) � О. 
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Следовательно, 
(n!)2 > n", 

откуда 
� > Vii. 

Последнее неравенсrво означает, что д11Я данного ряда 
1i 

1 
т li'iF""f = оо, т. е. ,. .... "" V IC.. I R == oo. • 

Аналогичным образом можно nоказать, что ряды 
00 

оо (- l)nz2n 
l +  � (2n)! 

и 

сходятся во всей комiUiексной IUiоскости. 

Эамечаиме. Ряд 00 Ez"2 
n=O 

СХодн'rеЯ в едюm'!НОМ .круrе /z/ < 1 .  Однако ero радi!Ус сходимости иельэ�� ВЫЧИСЛИТЪ ни no форму
ле ( 14) (с,. :: О, если n не ЯIШ.!IетсЯ квадратом целоrо числа), ни IIO формуде (15) (чnеиы nоследова
теnьвости � nопеременно равны 1 или О, и значит, эm последоваrеJIЬИОСТЬ не 101еет .предела). 
Для вЪNИсления радиуса сходимости в общем случае исnоJIЬЭуетсв формула Коши-

Адамара: 
· 

или 

1 
R ==  ' 

)im \IГcJ n-+oo 
1 - n fl::l 

R 
= Iim v lenl .  n--too 

( 16) 

Число l называется вертим пределQМ nоследовательности действительных чисел 
{о:п} , если: 

· . 
1) для всякого l' > l найдется номер, начиная с которого все а11 � l'; 
2) существует nодnоследовательность {ank} , сходящаяся к l. 
Обозначение: l = lim а11 • 

П-+00 
КажДая nоследовательность имеет конечный или бесконечнЫй верхний предел. 
Если nоследовательность {an} сходится, то l = lim О:п· 

n-+oo 

Оrnравляясъ от коэффициентов стеnенного ряда 
00 

Со + 'L: c,.(z - zoY�, 
n=:! 

nостроим nоследовательность неотрицательных чисел 

lct 1, vr;;J, . . . , ViCJ, . . .  
Обозначим через l верхний nредел этой nоследовательности, 

l = lim \llcJ. n-+oo 

(А) 
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Тоrда радиус сходимости R степенного ряда (А) оnределяется по формуле Коши
Адамара 

1 R= -. l 
При l = О ряд (А) абсолmно сходится во всей плоскости. 
При l = +оо он сходится только в точке zo и расходится nри z # z0 •  
В случае если О < J < +оо, ряд (А) абсолютно сходится в круге lz - Zol < t 

и расходится во внешности этою круга /z - zo/ > f .  
<111 Рассмотрим mдельно все три слуЧая. 

1 )  l = о. В этом случае 

lim \liёJ = lim \1Тс:т = О. n-+oo n-+oo 
Следовательно, для любою z выполняется сотношение 

lim V'lenl !z - Zo ln = О. n-+oo 
В силу признака Коши отсюда следуеr сходимость ряда 

00 

Z:: lenl lz - Zoln , 
n=O 

т. е. абсолютная сходимость ряда (А). 
2) l = +оо. Существует nОдПоследовательность номеров {n�:} такая, что � __... +оо, n�: - +оо. 

Поэтому для любою z # zo 
пVIen. l lz - zo/n• = �� · /z - zol - +оо, n�: - +оо. 

Эrо означает, что lt:n11 1 /z -Zo/11• - +оо, nt __... +оо. Таким образом, для ряда (А) не вы
полнен необходимый nризнак Сходимости (общий член ряда не стремится к нулю). 

3) О <  l < +оо. 
Если z = Zo, то все члены: ряда (А), начиная со второю, обращаются в нуль, 

и следовательно, ряд абсолmно сходится. 
Пусть z # zo и z лежит ВНуrри круга /z - zol < R. Положим 

lz - zol = fi R, где О < 8 < 1 .  

Так как l' = � > l ,  то, в силу определения верхнею предела, начиная с некоторою 
номера все \IJёJ < l' . Тогда 

V'len//z - Zo/n < l' lz - Zo/ = �82R = 8 < l .  

Оrсюда п о  признаку Коши вытекает абсолютная сходимость ряда (А). 

Если z лежит вне круга /z - zol > R, то iz - Zo/ = f ,  О < 8 < 1 .  В силу 
определения верхнею предела, существует последовательность номеров {n�:} такая, 
что n� __. Z, n�: __... +оо . Поэтому 

n�: /ICn�: 1 /z - zoln• - l/z - Zo/ = lR = ! > l , n�: - +оо. v (J (J 
Значит, lt:n�: l lz - zo/11k - +оо, nt

!
- +оо , и ряд (А) расходится, т. к. не выполнен 

необходимый признак сходимости ряда . ..,. 
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4.4. Теорема Тейлора 

Основнn теорема 1 1 .  Пусть функ:ция j(z) анШiитична в к:руге lz - zol < R. Тогда в этом 
к:руге функ:ция J (z) может быть представлена в виде суммы сходящегося степенного ряда: 

00 

/(z) = L en(z - zo)n. 
n=O 

"'1111 Пусть z - произвольпая точка круга lz - zol < R (рис. 24). 
Построим круг радиуса r < R с центром в точке z0, со

держащий точку z . Обозначим через 'Yr ограничивающую 
его окружность 1( - z01 = r .  По интегральной формуле 
Коши имеем 

. 1 J /(() 
j(z) = -2 . -, - d(. 

1п - z  
1т 

(18) 

Для любой точки ( на окружности 'Yr выполняется соот-
ношение 1 

'
z - zo 1 = 

lz - zol = q < 1 _ 
- zo r 

Геометрическая прогРеесия 

1 1 1 f (z - zo)n 
( - Z = (( - zo)( 1 - f-?o) = ( - Zo n=O (( - zo)n 

на окружности 'Yr мажорируется сходящимся числовым рядом: 

1 00 
1 ;:- L qn = r(1 - q) n=O 

и, следовательно, сходится абсолютно и равномерно по ( , 

Рис. 24 

УмноЖ}IМ обе части соотношения (19) на величиlfу ik/(() .  Получим 

_1 /(() d( = _1 /(() � (z � zo)n 
21Гi ( - Z ·.  21Гi ( - Zo ;:о ((;' -:- zo)n+l . 

( 17) 

( 19) 

Это не нарушит равномерной сходимости ряда, так как функция 2k /(() непрерывна 
и, следовательно, ограничена на 'Yr . Поэтому возможИ:о почленное интегрирование 
полученного ряда вдоль 'Yr . Выполним его: 

1 J /(() · � 1 J /(() n j(z) = 21Гi ( � z d( = � 21Гi (( - zo)n+l d( (z - zo) . 
1r n-O 1r . 

Полагая здесь 

Сп :- 1 J /(() d( - 21Гi (( - zo)n+l ' n = О, 1 ,  . . .  

1т 
(20) 
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1 

и учитывая формулу Коши ( 18) ,  получим 
00 

J<z> = Е en<z - zo)n. (21) 
n=O 

Так как z - произвольпая точка круга !z - z0! < R, то из формулы (21) вытекает, что 
построенный степенной ряд схоДится к J(z) всюду внуrри эroro круrа . .,. 

Отметим, чтокоэффициенты еn не зависятотрадиуса r окружности1r (О < r < R). 
Степенной ряд (21) , коэффициенты котороrо определяются равенствами (20) , 

называетсярядом Тейлора функции J(z) с центром в точке zo. На основании формул 
для производных аналитической функции коэффициенты тейлоровскоrо раздожения 
имеют следующий вид: 

.. J(n)(Zo) Cn = , n = О, 1 ,  . . .  n! 
И, следовательно, определенЬI однозначно (напомним, что по определению О! = 1 ) . 

Теорема t2. Сумма f(z) степенногоряда 
00 

J(z) = Е en(z - zo)" (22) 
n=O 

аналиmична в круге его сходиА4ости, причем производпая !'(z) МJJжет быть получена 
путем nОЧJlенного дифференцирования 

r1<z> = Е пеп<z - Zo)��-' .  
n= l  

.". Естественно считать, � радиу? сходимости R > О.  Степенные РЯдЫ 
00 00 

g(z) = Е nen(z - Zo)n-l , g(z)(z - Zo) Е nen(z - zo)" 
n=l n=l 

сходятся или расходятся одновременно. Так как 

lim V'1ilёJ lim n 1/n V'ГcJ = lim V'ГcJ, n-+oo n-тоо n-+oo 
то радиус сходимости рядов (24) также равен R. 

(23) 

(24) 

В каждом круrе и, /z-zo !  � r < R, эти рЯдЫсходятся равномерно. Следовательно, 
функция g(z) непрерывна в круге и, и ряд, суммой которого она является, можно 
интегрировать почленно. Пусть 1 - произвольный контур, лежащий в круге и. Тогда 

1 g(z) dz = f nen 1 (z - zo)"-1 dz = О. 
7 n=l 1 

В силу замечания к теореме 4, функция 
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в каждой точке z Е И имеет производную, равную g(z) . Тогда и функция 
z 

f(z) = со + j g(() d( 

zo 

в каждой точке z Е И имеет производную f' (z) = g(z) . � 
Следствие. Внутри круга сходимости степенной ряд можно почленно дифференцировать 
и интегрировать произвольное Число раз; при этом радиус сходимости получаемых рядов 
равен радиусу сходимости исходного ряда. 

Теорема 13. Если функция j(z) представима в круге /z - zo l < R в виде суммы степенного 
ряда 

. 

00 

f(z) = 2: сп (z - zo)n , 
n=O 

то коэффициенты этого ряда определяются однозначно по формулам 

Сп = 
J(n)(zo) 

n! n = 0, 1 , 2 , . . . 

� Полагая в формуле (22) z = z0 , получаем, что 

f(zo) = Со· 
Продифференцируем ряд (22) почленно. Имеем 

!'(z) = с1 + 2c2(z - zo) + . . .  + nen(z - z0)n- l  + . . .  

Полагая в формуле (26) z = z0 , получаем, что 

j'(zo) = cl . 
Продифференцируем ряд (22) почленно n раз. Имеем 

f(n\z) = n!en + (n + 1 )n . . .  2Cn+1 (z - zo) + . . .  
Полагая здесь z = z0 ,  получаем, что 

J(n) (zo) = n!cn . 

(25) 

(26) 

Таким образом,  всякий сходящийся степенной ряд является рядом Тейлора своей 
суммы . .... 

Формулы (25) показывают, что вычисление коэффициентов ряда Тейлора можно 
проводить так же, как и в действительном случае. 

Пример 5. Найдем, например, разложение в ряд Тейлора с. центром в точке zo = О  функций ez , sin z 
и cos z о 
..". Так как 

то имеет место разложение 

!':_ (ez) l = ez j · = 1 ,  dzn z=O z=O 

оо zn ez = 1 + "'  � ·  L... n! · n=l 
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В силу того, что nроизводныв триrонометрических функций вычисляются no тем же формулам, что 

и е деli\сrвительном случае, сnрвведливы разложения: 

z3 z2n+1 
:sin z = z - :-31 + . . .  + (- 1)" -( --)1 + . . . , . 2n + J .  

z2 z2" 
co:sz = 1 2! + . . . + (- 1)" (2n)! + . . . . 

Как nоказано выwе, Э'1И ряды сходятся во всей nлоскости. -. · 
Пример 6. Наli\дем разложение в ряд Тейлора с центром в точке zo = 1 функции 

• d( Jn z = f т· 1 
111 Вычисляя коэффициенты с,. по формулам (25), nолучим 

Со ln l = O, С1 = .!.j = 1 , с,. = �(-1)"_1 (n -:,l)! l = -(-_l)_"-_1 
z .... n. z z=! n 

тку да 

Jn z = Ё(-1)"-1 (z 1 )"
. 

n=l n 
Кругом сходимости nолученного ряда является круr lz - 11 < l (рис.25). 

то 

Аналогичные разложения можно nолучить и nо-иному. Так как 

1 -- = 1 ( + е - (3 + . . . + (-1)"(" + . .. . l + (  
Интегрируя nочленно, nолучим 

или 

f• d( z2 (-1)" n+1 
l + ( = z - + · · · + n + l z + . . . , 

о 

Jn(l + 

Полагая здесь l + z = ( . nолучим 

ln ( 

n = 2, 3, . . .  , 

0 

Рис. 25 

Нерааемства Коwи. Пустьфункция /(z) аншщтична в круге \z-zo 1 < R и на окружности 'Yr, 
lz :- zol = r < R, ее .модуль не превосходит постоянной М. Тогда коэффициенты Сп ряда 
ТеШюра функции f(z) с центром в точке z0 удовлетворяют неравенств(l}d 

(27) 
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• По условию 
/!(() / � м 

для всех точек ( окружности 'Yr . Поэтому из формул (20) вытекают оценки: 

Теорема 14 (Лиувимя). Пусть функция /(z) аполитична на всей плоскости, а ее модуль 
ограничен. Тогда функция f(z) постоянна. 

• По теореме Тейлора в любом замкнутом к:руrе lzl � r функцию f(z) можно пред
ставить в виде ряда Тейлора с центром в нуле, 

00 
/(z) = 'Е c,.zn. 

n=O 

Так как модуль функции f(z) ограничен, 

/J(z) / � М, 

то коэффициенты с,. этого ряда подчиняются н еравенетвам Коши (27) . Радиус r может 
быть сколь угодно большим. Поэтому для n = 1 ,  . . .  правые части соотношения (27) 
стремятся к нулю при r --+  оо. Левые же части - lc,. l  - не зависят от r. Поэтому 
с,. = О для n = 1 ,  . . .  и J(z) = Со· � 

Следствие (основная теорема апrебры). /kякий много'l.llен неиулевой степени 

P(z) = Со +  c1z + . . .  + c,.zn , n � 1 , с,. ::/:  О, 

имеет хотя бы один комплексный корень. 

• Доказательство проведем от противного. Пусть P(z) не имеет ни одного корня. 
Тогда 

. 1 
/(z) = P(z) 

- аналитическая функция, удовлетворяющая условию 

Iim /(z) = О. Z-->00 (28) 

Функция /(z) ограничена по модулю на всей плоскости. (В самом деле, из (28) 
вытекает существование R > О такого, что для всех z ,  /z/ > R, выполняется неравен
ство /J(z) / < 1 ; если max / J(z) / = М , то / J(z) / < М + 1 для всех z.) Поэтому в силу 

IФ:;R 
теоремыЛиувилля /(z) = const = О, Что противоречитопределениюфункции J(z) . � 
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4.5. Нули аналитической функции 

Пусть J(z) - аналитическая функция в области D. Точка zo из D называется нулем 
функции /(z) , если /(zo) = О. Разложение функции f(z) в окрестности ее нуля z0 
в степенной ряд имеет вид 

00 

t<z> = :2:: en<z - Zo)n, 
n=l 

т. е. Со = О. Если наряду с Со равны нулю и коэффициенты Ct , с2, . . . , Ck-t , а коэффи
циент � отличен от нуля, то точка Zo называется нулем k-го порядка. Из формулы (25) 
вытекает, что нуль k -ro порядка характеризуется соотношениями 

f(zo) = О, J'(zo) = О, . . .. ' 

В окрестности нуля k-ro порядка разложение фу�;�кции /(z) в степенной ряд имеет 
вид 

00 
f(z) = L en(z - zo)n = (z - Zo)kg(z) (29) 

n=k 

(здесь функция 
00 

g(z) = L Cn+�c(z - zo)n (30) 
n=O 

обладает следующими с�йствами: она аналитична в окрестности точки z0 , g(zo) # О 
и круги сходимости рядов (29) и (30) совпадают). 

Пример 7. Найn1 нули функции 
f(z) = 1 - ez 

и оnределить их порядки . 

..,. Приревнивая /(z) нулю, найдем нули функции: Zn = 22rni, n О, ± 1 ,  . . . • Далее 
/1 (211'ni) = -e21rni -1 # О. 

Итак. j(21rni) = О, f'(21mi) # О. Следовательно, точки Zn 21rni (n = О, ±1,  • . .  ) - nростые нули 
функции /(z) = l - ez . • 

Пример 8. Найти nорядок нуля zo "" О функции 

zs 
/(z) = --. - (z # 0), /(0) О. 

z - sm z  

..,. Используя разложение функ1.114и sin z е ряд Тейлора с центром в точке zo = о. получим, что 

/(z) 

где 
1 

g(z) = J zl 31 - sт +  . . .  
Так как g(O) = 6 # О, то точка zo = О  является для данной функ1.114и нулем пятого порядка. • < • 
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§ 5. Ряды Лорана. 
Изолированные особые точки и .их классификация 

Ряды Тейлора служат эффективным средством ддя изучения функций, аналитических 
в круге lz - zol < R. Для исследования функций, аналитических в кольцевой области, 

О ::::; r < lz - zol < R ::::; +оо, 

оказывается возможным построение разложений по положительным и отрицательным 
степеням (z - zo) вида 

00 2: en(z - zo)n, (I) 
n=-oo 

обобщающим тейлоровские разложения. 
Ряд ( 1 ) ,  понимаемый как сумма двух рядов 

(2) 

называется рядом Лорана. 
Ясно, что облаСТhю сходимости ряда ( 1) является общая часть областей сходимости 

каждого из рядов (2) . Найдем ее. 
Областью сходимости первого ряда 

(3) 

является круг lz - z0 1 < R, радиус которого определяется по формуле Коши-Адамара 
1 . - п л-:-; - = lim v len l . R n-+oo 

Внутри круга сходимости ряд (3) сходится к аналитической функции, причем в любом 
круге меньшего радиуса lz - zo l < R', R' < R, он сходится абсолютно и равномерно. 

Второй ряд 
· 

� С_т � (z - zo)m 

представляет собой степенной ряд относительно перемениого ( = z�zo : 

(4) 

(5) 

Ряд ( 5) сходится внутри своего круга сходимости к аналитической функции комплекс
ного перемениого ( , 

где 
r = lim 'Viё:J, 

m-+oo 
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причем в любом круrе меньшего радиуса он сходится абсолютно и равномерно. Это 
означает, что областью сходимости ряда (4) является внешность круга -

lz - zol > r. 

Если r < R, то существует общая область сходимости рядов (3) и ( 4) - круговое кольцо 

r < lz - zol < R, 
в котором ряд ( 1) сходится к аналитической функции. При этом в любом кольце 

r1 � lz - zol ·� R', 
rде r < r' � R' < R, он сходится абсолютно и равномерно. 

Пример 1 .  Определить область сходимости ряда 
"" "" 1 "" z" 
L c,.zn = L zn + L 

п�,.-оо n=l n=O 

.,. Область сходимости nереого ряда - внешность круга lzl > 1 .  а область сходимости второго ряда -
внутренность круга lzl < 2. Тем самым, данный ряд сходится е кольце 

1 < izl < 2. � 

Теорема 15. Любую функцию f(z ), однозначную и аналитичную в круговом кольце 

r < lz - zol < R, 

можно представить в этом кольце в виде суммы сходящегося ряда 
00 

/(z) = 2:: en(z - zo)'\ 
n=-oo 

коэффициенты Сп которого определены однозначно и вычисляются по формулам 

1 f /(() 
. Сп = 

211;i (( - zo)n+l 
d(, n = 0, ±1 , ±2, . . .  , 

1р 
где 1р - окружностьрадиуса р: lz - zol = р, r < р < R. 

(6) 

(7) 

<111 Зафиксируем внутри кольца r < lz - z0 1 < R произвольную точку z. Построим 
окружности 'Yr' и 'YR! с центрами в точке zo, радиусы r' и R' которых удовлетворяют 
н еравенетвам 

r < r' < lz - zol < R' < R, 
и рассмотрим новое кольцо 

r' < lz - zol < R' 
(рис. 26}. 

По интегральной теореме Коши для многосвязной области имеем 

/(z) = 
1 

. 1 /(() d( + � 1 /(() d(. 
21/'t ( - z 21ft ( z 

(8) 

'У; 'У;, 
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Иреобразуем ·отдельно кажцый из интегра
лов в сумме (8). Для всех точек ( по окруж
ности 'Ylt выполняется соотношение 

l z - Zo l ( - Zo = q < 1 .  

Поэтому дробь Fz можно представить в ви
де суммы равномерно сходящеrося ряда 

1 l 
-- = = ( - z (( Zo) - (z - Zo) 

1 

Рис. 26 

Умножая обе части на непрерывную функцию 2k /( () и проводя поЧЛ:енное интегри
рование вдоль окружности 'YJt , получим, что 

где 

1 J /(() � n -
2 

. -r - d( = L.,; Cn(z � zo) , 1Г& .,. Z . n=O 1Ii . 

1 1 /(() 
Сп = 211'i (( - Zo)n+l d(. 

7Ji. 

(9) 

(10) 

Иреобразование вщрого интеграла проведем несколько nо-иному. Для всех то
чек ( на окружности 'Yr' выполнено соотношение 

1 '  - Zo 1 = р < 1 .  z - zo 
nоэтому дробь Fz можно представить в виде суммы равномерно cxo.iviщerocя ряда 

1 1 l 00 
(( - Zo) n 

( - z = - z - zo . l - � = z - zo L ;::z; z-zo n=O 
Умножая обе части на непрерывную функцию ik/(() и интегрМруя почленно вдоль 
окружности 'Yr' , П<>m"Ц{М, что 

где 

_1 J /(() d( = � С-п 
' 21fi ( - z � (z - Zo)n 

. �� 

С-п = - 2:i J /(()(( - zo)n-1 d(. 
�� 

(1 1) 

(12) 
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Заметим, что подынтегральные функции в формулах ( 10) и (12) являются анали
тическими функциями в круrовом кольце r < lz - z01 < R. Поэтому в силу теоремы 
Коши значения соответствующих интегралов не изменятся, если заменить окружно
сти rlt и rr' любой окружностью "fp , i z - zo l = р, где r < р < R. Это позволяет 
объединить формулы (10) и ( 12) ,  

Cn = � j ( /((; 1 d(, n = О, ±1 ,  ±2 . . .  . ( 1 3) 
21ri ( - zo n+ 

. 'Ур 
Заменяя интегралы в правой части формулы (8) их выражениями (9) и ( 1 1) соот

ветственно, получим нужное разложение 
00 00 00 

/(z) = � en(z - zo)n +?; (z �-:o)n = n�oo Cn(Z - zo)n . (14) 

Так как z - произвольмая точка кольца r < lz - Zol < R, то отсюда следует, что 
ряд ( 14) сходится к функции /(z) всюду в этом кольце, причем в любом кольце 
r < r' � !z - zo l  � R' < R ряд сходится к этой функции абсолютно и равномерно. 

Докажем теперь, что разложение вида (6) единственно. Предположим, что имеет 
место еще одно разложение 

00 
f(z) = 2:.: C:,(z - Zo)n . 

n=-oo 
Тогда всюду внутри кольца r < lz z0 1 < R будем иметь 

00 00 2:.: �(z zo)n = 2:.: en(z - zo)n. 
n=-oo n=-oo 

( 15) 

На окружности rp : !z zo l  = р, r < р < R, ряды ( 15) сходятся равномерно. Умножим 
обе части равенства ( 1 5) на Ik<z - z0)-m+1 , где т фиксированное целое число, 
и проинтегрируем оба ряда nочленно. В результате получим в левой части Gп, а в пра
вой Cm · Таким образом, Gп = c..n . Так I01JC т - произвольнос число, то последнее 
равенство доказывает единственность разложения. ��о-

Ряд ( 6) , коэффициенты которого вычисляются по формулам (7) , называется рядом 
Лорона функциИ f(z) в кольце r < !z - zo l  < R. Совокупность членов этого ряда 
с неотрицательными степенями (z - z0) называется правмьной частью ряда Лорана, 
а с отрицательными его гпавной частью. 

Формулы (7) для коэффициентов ряда Лорана на ирактике применяются редко, 
ибо, как правило, требуют громоздких вычислений. Обычно, если это возможно, 
исnользуются готовые тейлоро'Вские разложения элементарных функций. На основа
нии единственности разложения любой законный прием nриводит к одному и тому 
:же результату. 

Пример 2. Рассмотреть разложения в ряд Лорана фуикции 
2z + l 

f(z) = z2 + z - 2 
а разлцчных областях, приняв zo О. 

<1111 Функция f(z) имеет две особые точки: z,1 = -2 и z2 = l (См. 5.1 ). Следовательно, имеется три 
кольцевых области, с центром в ТО'IКе z0 = О, в каждой из которых функция /(z) является аналитичес
кой: 
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а) круг \zl < 1 ;  б) кольцо 1 < \zl < 2 и в) внешность круга \zl > 2 
(рис. 27). 

Найдем лораиовекие разложения функции j(z) в каждой из этих 
областей. 

Представим /(z) в виде суммы элементарных дробей 
1 1 /(z) = z + 2 + z - 1 · (l6) 

а) Круr \zl < 1 . Преобразуем соотношение (16) следУющим обра
зом: 

/(z) = _1_ + _1_ = ! . � - -�-. ( 17) z + 2  z - 1  2 1+ 2 1 - z 
Используя формулу для суммы членов геометрической прогрессии, по
лучим 

Подставим найденные разложения в формулу ( 17) :  

Рис. 27 

(18) 

( 19) 

2z + 1 1 z z2 z3 2 3 1 5 7 2 17 3 z2 + z - 2 = 2 - 4 + 8 - 16 + . . .  - (l +z +z +z  + . . . ) = -2 - 4z - 8z - 16 z - . . .  , lzl < l. 
Это разложение является рядом Тейлора функции j(z) . 

б) Копьцо 1 < \zl < 2 . Ряд ( 18) для функции � остается сходящимся в этом кольце, так как 1+2 1 - -
\zl < 2. Ряд ( 19) для функции l-z при lzl > 1 расходится. Поэтому преобразуем функцию /(z) 
следующим образом: 

1 1 1 1 /(z) = - . --. + - . --� . 
2 1 + 2 z 1 - :; 

Вновь применяя формулу ( 19) , получим, что 
1 1 1 1 

--� = 1 + - + 2 + -з + . . . · 1 - - z z z z 

(20) 

(2 1) 

Этот ряд сходится для 1 � 1 < 1, т. е. при lzl > 1 . Подставляя разложения ( 18) и (21) в соотношение (20) , 
получим -

2z + 1 1 z z2 z3 1 1 1 1 1 z z2 z3 
z2 + z - 2 = 2 - 4 + 8 - 16 + · · · + ; + z2 + · · · = · · · + z2 + ; + 2 - 4 + 8 - 16 + · · · ' 

или 
2z + 1 00 1 00 zn 

-.---=- - L:: - +  L - 1 < \z \ < 2. z2 + z - 2 -
n=l zn n=O 2n+l '  

в) Внеwность rруrа \zl > 2 . Ряд ( 18) для функции � при \zl > 2 расходится, а ряд (2 1) для функ-- 1+ 2 -
ции � сходится. 

1- -. 
Представим функцию /(z) в следующем виде: 

/(z) = ! .  _1_2 +
! . _1_1 = � (� + _1_1 ) . z 1 + :;  z 1 - :; z 1 + :;  1 - :; 

Используя формулы ( 18) и (19) ,  получим 

или 

1 ( 2 4 8 1 1 1 ) 1 ( 1 5 7 ) /(z) = - 1 - - + 2 - 3 + · · · + 1 + - + 2 + 3 + · · · = - 2 - - + 2 - 3 + · · · • z z z  z z z  z z z z  z 
2z + 1  2 1 5 7 

z2 + z - 2 = ; - -;2 + z3 - � + . . . ' .  \z\ > 2 . .,. 
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Эrот nример nоказывает, что для одной и той 
же функции f(z) лораиовекое разложение, вообще 
говоря, имеет различный вид для разных колец. 

·nрммер 3. Найти разложение в ряд Лорана функции 

/(z) 2z + 1 

а кольцевой области О < lz 11 < 3 (рис. 28). 

<111 ВОСпользуемся предсrааланием функции f(z) в спедую
щем виде: 

/(z) z 
1 + -z + 2 

и преобразуем второе слагаемое 

1 -- = ---,---,-z + 2 3 + (z - 1) 

(22) 

Рис. 28 

Используя формулу для суммы ч.nеное геометрической прогрессии, получим 

z 1 (z - 1)2 (z 1)3 :-:--z=r1 •- 1 ,... + -9- - ---n- + . . . , lz - 1 1 < 3. + т 
Подставляя найденные выражения в формулу (22), имеем 

1 z - 1 (z - i)2 /(z) + 3 - -9- + ---:r;-

11рмер 4. РазЛожить в ряд Лорана функцию 

в окрестности точки z0 = О .  

l f(z) = z2 cos z 

<111 Для любого комплексного ( имеем 

Положим ( "" � .  Тоrда 

'2 � cos( = l - - + -2! 4! 

(z 1)3 
-8-1 - +  . . . . .. 

z2 cos � = z2 ( 1 2!�2 + 4!:4 - 6!:6 + . . .  ) = z2 � + 4!�2 - 6!�4 + . . .  ·, 
Эrо разложение справедливо для любой точки z :f; О. В данном случае кольцевая область представляет 
собой всю комплексную плоскость с одной выброшенной точкой z = О. ::tfy область можно определить 
следующим сооmошенивм: 

0 <  lz - 01 < оо 
{:щесь r = О, R = оо, Zo 0). 

Данная функция является аналитической в области lzl > .О. • 

Из формул (13) для коэффициентов ряда Лорана такими же рассуждениями, что 
и в nредыдущем параrрафе, можно nолучить неравенства Коши: если функция f(z) 
оrраничена на окружности lz - z01 = р ( lf(z)/ � М, где М - nостоянная), то 

м 
len l � n '  n = о , ±1  ± 2, . . . . 

р 
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5.1 .  Изопираванные особые точки 
Точка z0 называется изолированной особой точкой функции /(z) , если сУществует коль
цевая окрестность точки zo -

О <  lz - zol < s 
(это множество иногда называют также проколотой окрестностью точки Zo ) , в которой 
функция /(z) однозначна и аналитична. В самой точке zo функция либо не опреде
лена, либо не является однозначной и аналитичной. В зависимости от поведения 
функции /(z) при приближении к точке z0 различаются три тиnа особых точек. 

ИзолированнаЯ особая точка называется: 
1) устранимой, если существует конечный lim /(z); Z-<Z() 
2) полюсом, если lim /(z) = оо;  z-н:о 
3) существенно особой точкой, если функция j(z) не имеет предела nри z -+  z0 • 
Тип изолированной особой точки тесно связан с характером лораиовекого разло

жения функции /(z) в круге О < lz - zo l < s с выколотым центром zo .  

Теорема 16. Изолированная особая точка zo функции /(z) является устранимой осо
бой точкой в том и только в том случае, когда лораиовекое разложение функции f(z) 
в окрестности точки z0 не содержит елавной части, т. е. имеет вид 

00 
/(z) = L en(z - zo)11• (23) 

n=O 

<1111 Пусть z0 - устранимая особая точка. Тогда существует конечный lim /(z) и, следо-
z.-.zо 

вательно, функция /(z) ограничена в проколотой окрестноститочки Zo, О <  lz - .tol < е. 
Положим lf(z) j :;;; М. 

В силунеравенств Коши 

len i � Mp-n, n = 0, ±1 ± 2, . . . . 

Так как р можно выбрать сколь угодно малым, то все коэффициенты. nри отрицатель
ных степенях (z - Zo) равны нулю: Сп =  О, n = -1 ,  -2, . . . . 

Обратно, пусть лорановокое разложение функции f(z) в окрестности точки z0 
содержит только nравильную часть, т. е. имеет вид (23) и, следовательно, является 
тейлоровским. Нетрудно видеть, что при z -+ z0 у функции f(z) существует предель
ное значение: 

lim /(z) = ео. � 
z-+zo 

Теорема 17. · Изолировапная особая точка Zo функции f(z) является устранимой тогда 
и только тогда, когда функцил /(z) ограничена в некотороu проколотой окрестности 
точки zo, О <  lz - .tol < е. 

Заме'lаttме. Пусть z0 - устранимu особая точка функции f(z) . Палаrая 
/(z&) = lim /(z), z->zo 

мы получим, что функция /(z) аналитична в некотором круге с цеtпрОм в точке z0• 

Это определяет название точки - устранимая. 
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Теорема 18. Изолированная особая точ"а zo функции f (z) является полюсом в том и только 
в том случае, когда главная частьлорановского раможения фун"ции f(z) в о"рестности 
точки содержит конечное (и положительное ) числоотличных от нуля членов, т. е. имеет 
вид 

00 
/(z) 2:: c,.(z - Zo)n , т > О, С-т ::fi О. 

n=-m 

<4 Пусть z0 - полюс. Так как 
lim /(z) = оо, 
z-+zo 

(24) 

то существует проколотая окрестность точки z0 ,  в которой функция /(z) аналитична 
и отлична от нуля. Тогда в этой окрестности определена аналитическая функция 

причем 

- 1 
g(z) = /(z) '  

. 1 ltm g(z) = 1" /( ) = О. Z-+ZQ lПl Z 
z-+zo 

Следовательно, точка Zo является устранимой особой точкоi} (нулем) функции g(z) и 

g(z) = Ьт(Z zo)m + Ьт+J (Z - Zo)т+l + . . . ' Ьт ::fi о, т �  1 ,  

или 
g(z) = (z - zo)mh(z), 

где h(z) - аJfалитическая функция, h(z0} ::fi О. 
Тогда 

. 

1 1 1 /(z) = 
g(z) 

= (z - Zo)m • h(z) · 
Так как h(z) аналитична и h(Zo) ::fi О, то функция � аналитична в окрестности 
точки z0, и следовательно, 

откуда получаем, что 

1 
00 

h(z) = 2:: Cn-m(z - zo)n , 
n=O 

00 
1 

00 
/(z) = ( ) 2::: Cn-т(z Z - Zo т 

n=O 
)n С-т C-t 2::: ( )n zo = ( ) + . . .  + + en z - zo . z - zo m z zo n=>O 

Предположим теnерь, что функция /(z) имеет в проколотой окрестности точки zo 
разложение ВИда (24) . Это означает, что в этой окрестности функция f(z) аналитична 
вместе с функцией 

g(z) = (z - zо)т /(z). 
Для функции g(z) справедливо разложение 

g(z) С-т + C-m+t (Z - zo) + . . .  , 
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из которого видно, что z0 - устранимая особая точка функции g(z) и существует 

Тогда функция 

lim g(z) = с_т i= О. z-+zo 

g(z) /(z) = (z - zo)m 
при z -+  z0 стремится к оо, т. е. zo - полюс функции /(z) . lil" 

Имеет место еще один простой факт. 
Точка z0 - полюс функции /(z) в том и только в том случае, когда функцию 

g(z) = 7lzJ можно доопределить до аналитической функции в окрестности точки z0 , 
положив g(zo) = О. 

Порядком полюса функции f (z) называется порядок нуля функции 7lzJ. 
Из теорем 1 6  и 1 8  вытекает следующее утверждение. 

Теорема 19. Изолированная особая точка является существенно особой в том и только 
в том случае, когда главная часть лорановского ра311ожения в проколотой окрестности 
этой точки содержит бесконечно много отличн�>�Х от нуля членов. 

Пример 5. Особой точкой функции 

является zo = О. Имеем 

ez - l /(z) = --, z  
ez - l  

lim -- = l. z-o z 
Следовательно, zo = О  - усrранимая особая точка. Разложение функции /(z) в ряд Лорана в окрест
ности нулевой точки содержит только правильную часть: 

l ( z z2 z3 ) l z z2 z3 
/(z) = z 1 + l! + 2! + 3! + · · · - 1 = l! + 2! + 3! + 4! + · · · · 

Пример 6. /(�) = � .  z 
Особая точка функции f(z) есть z0 = О. Имеем 

l - cos z 
�� _z_1_ = оо. 

Следовательно, zo = О - полюс. Разложим cos z в ряд Тейлора по степеням z .  Тогда получим лора
!iОВское разложение функции /(z) в окрестности нуля: 

l ( z2 z4 z6 ) l l l z z3 
/(z) = z1 2! - 4! + 6! - · · · = 2!z5 - 4!z3 + 6!z - 8! + 10 - · · · · 

Разложение функции /(z) в ряд Лорана в окрестности точки zo = О  содержит конечное чиспо членов 
с отрицательными степенями z - три. Так как наибольший из показателей степени у z,  содержащих
ся в знаменателях членов главной части ряда Лорана, равен пяти, то точка zo = О - полюс пятого 
порядка. 

Поведение функции в окрестности существенно особой точки характеризуется 
следующим предложенИем. 

Теорема 20 (Сохоцкого). Если Zo -'существенно особая точка функции f(z), то для любого 
комплексного числа А (конечного Шlи бесконечного ) существует последовательность 
точек Zk -+ zo такая, что 

lim /(zk) = А. k-+oo 
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1 
Пример 7. f(z) = е7 . 
..,.. Особая точка функции /(z) есть zo = О. 

Рассмотрим поведение этой функции на действительной и мнимой осях: на действительной оси 
1 1 

z = х и /(z) = е ;;т _,. +оо при х ..... О, на мнимой оси z .  iy и f(iy) е -;r -+ О  nри у -+ О. 
Следовательно, ни конечноrо, ни бесконечного предела /(z) nри z -+ О не существует. Значит, 

точка zo = О - существенно особая точка функции f(z). 
Найдем лорановсков разложение функции /(z) в окрестнt\СТИ нулевой точки. Дnя любого ком

плекс
.
ноrо ( имеем 

Положим ( = А .  Тогда • 
1 1 1 1 е 7 = 1 + -�� 2 + -2r 4 + -31 6 + . . . ' lzl > О • . z .z .z 

Лорвновекое разложение содержит бесконечное число членов с отрицательными степенями z. • 

§ 6. Вычеты. Основная теорема о вычетах. 
Применение вычетов к вычислению интегралов 

ВЬlчето.м функции f(z) в изолированной особой точке z0 называется число 
. 

1 1 res /(zo) = 21ri /(() d(, 
7 

(1) 

где 1 - достаточно малая окружность lz - z01 = r: в круге lz - zol � r нет друrих 
особых точек функции f(z) . ' 

Из формулы для коэффициеНтов ряда Лорана непосредственно вытекает, что 

res f(zo) = 2:i j /(() d( с+ (2) 
7 

Таким образом, вычет функции f(z) в изолированной особой точке z0 равен коэффи
циенту при (z - z0) -l в лораиовеком. разложении этой функции в точке z0 • Оrсюда, 
в частности, вытекает, что вычет в устранимой особой точке равен нулю. 

Укажем некоторые формулы для вычисления вычета в полюсе функции f(z) . 
1. Zo - nолюс nервого порядка: 

00 

f(z) = ---=.!_ + L en(z zo)n . . Z - Zo n=O 
Умножим обе части этого равенства на z - z0 и, переходя к nределу при z --+ Zo ,  
получим, что 

1 }��(z - :zo) f(z) = с-1 · 1 
Если функцию f(z) можно представить в виде дроби 

<p(z) f(z) = '1/J(z) ' 

(3) 
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где <p(z) и ф(z) - аналитические функции, причем <p(zo) :/= О , ф(z0) = О, ф'(Zо) :/= О, 
т. е. z0 - простой nолюс, то из формулы (3) вытекает, что 

. <p(z) . <p(z) <p(zo) с� 1 = ]_:.� (z - zo) 'Ф(z) = }.:,� Ф(z)-Ф(Zя) = 'Ф'(Zо) . 
z zo 

Прtlмер 1. Пусп. f(z) = 

'<11 Особые точки z ±i функции f(z) = �· где �(z) = z, t;(z) = z2 + 1, явnяiОТСЯ nростыми 
полюсами. Поэтому 

. �(±i) 1 i 
res /(±а) = ф'(±i) = ±2i = 'f 2  . ..,. 

2. zo - noлtoc порядка т :  
00 

( ) C-m C- t I: ( )n f z  = ( ) + . . .  + -- + Cn Z - Zo , Z - Zo m Z - Zo n=O . 
С-т :/= О. 

Для устранения отрицательных стеnеней z - zo умножим обе части этого равенства 
на (z - zo)m , 

00 

J(z)(z - Zo)m = С-т +  . . .  + C- t (Z - Zo)m-l + I: Cn(Z Zo)n+m. 
n=O 

Продифференцируем nолученное соотношение т - 1 раз и, переходя к nределу при 
z -> Zo, nолучим, что 

1 �-\ res /(Zo) = c-1 = ( . 1)' lim -d _1 [(z - Zo)m/(z)] . т - , Z-+ZQ zm 
Прtlмер 2. Пусть 

f(z) (z2 + 1)2 . 

_. Особыми точками этой функции являются точки z = ±i. Это - nолюсы второго nорядка. 
Вычислим, например, res f(i). Имеем 

res f(a) = - lim - (z - a) --- = lim - --.- = - IIm -- = - -. 1 . d [ - 2  1 ] . d l . 2 2 

1! ..... ; dz (z2 + 1)2 ..... ; dz (z + а)2 z-+i (z + i)З (2i)З 

(4) 

Теорема 21: Пусть функция f(z) аналитична всюду в области D за исключением конечного 
числа изолированнЬIХ особЬIХ точек z, , . . .  , Zn . Тогда д.II.R любой замкнутой области G, 
лежащей в D и содержащей точки z1 , • • •  , Zn внутри, справедливо равенство 

/ /(() d( = 21fi t res f(zk)· 
дG k=l 

(5) 
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.,.. Теорема вытекает из теоремы Коши для многосвязной области. Построим окруж-
н ости 

'Yk: \z - Zk l = r, k = 1 ,  . . . , n, 
столь малого радиуса r , что ограниченные 
ими круги Uk \z - zk l  � r содержатся 
в области G и не nересекаются друг с дру
гом (рис. 29). 

Обозначим через G* область, которая 
получается из области G путем удаления 
кругов U, , . . . , Un. Функция f(z) анали
тична в области G* и непрерывна в ее за
мыкании G* . Поэтому по теореме Коши 
для многосвязной области имеем 

f /(() d( = t f !(() d(. 
' дG k=l 1k 

Из этой формулы, пользуясь определением вычета J /(() d( = 21ri res f(zk), 
11< 

получаем требуемое равенство (5) . ..,. 

Рис. 29 

6.1 .  Вычет функции относитеiiЬllо бесконечно удапенной точки 
Говорят, что функция /( z) является аналитической в бесконечно удаленной точке z = оо ,  
если функция 

· 

g(() = /  (�) 
аналитична в точке ( = О. Это следует понимать так: функцию g(() = f (!) можно 
доопределить до аналитической, nоложив 

g(O) = lim /{z). Z-'00 
Например, функция 

j(z) = sin � z 
аналитична в точке z = оо, nоскольку функция 

1 g{() = /((.) = sin ( 
аналитична в точке ( = О. 

Пусть функция /(z) аналитична в пекоторой окрестности бесконечно удаленной 
точки (кроме самой точки z = оо). Точка z = оо называется изолированной особой 
точкой функции j(z) , если в пекоторой окрестности этой точки нет других особых 
точек функции j(z) . 

Функция 
1 /(z) = -. -sш z 
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имеет в бесконечности неизолированную особенность: полюсы zт.: == k1r этой функции 
накапливаются в бесконечности, есци k -t оо. 

Говорят, что z = оо является устранимой особой точкой, полюсом или существенно 
особой точкой функции /(z) в зависимости от тоrо, конечен, бесконечен или вовсе 
не существует lim /(z) . 

,1:->00 

Критерии типа бесконечно удаленной точки, связанные с разложением Лорана, 
изменяются по сравнению с критериями для конечных особых точек. 

Теорема 22. Если z = оо является устранимой особой точкой функции f(z), то лоранов
ское ра311ожение f(z) в окрестности этой точки не содержит положительнЬIХ степе
ней z; если z = оо - полюс, то это разложение содержит конечное число положительнЬIХ 
степеней z, в случае существенной особенности - бесконечное число положительнЬIХ 
степеней z. 

При этом лорановски.м ра311ожением функции f(z) в окрестности бесконечно уда
ленной точки будем называть разложение в ряд Лорана, сходящийся всюду вне круга 
достаточно большого радиуса R с центром в точке z = О (кроме, быть может, самой 
точки z = оо). 

Пустьфункция /(z) аналитична в некоторой окрестности точки z = оо (кроме, 
быть может, самой этой точки) . Вычетом функции /(z) в бесконечности называют 
величину 

res f(oo) = 2:i J /(() d(, (6) 

7-

ще 7- - достаточно большая окружность lzl = р, проходимая по часовой стрелке 
(так, что окрестность точки z = оо остается слева, как и в случае конечной точки 
z = zo). 

Из этого определения следует, что вычет функции в бесконечности равен коэффи
циенту при z-1 в лораиовеком разложении /(z) в окрестности точки z = оо ,  взятому 
с противоположным знаком: 

res f(oo) = -с+ (7) 

Пример 3. Дпя функции f(z) = имеем /(z) = l + � .  Это выражение мож:но. рассматривать как ее 
лораиовекое разложение в окрестности точки z = оо. Легко видеть, что 

}!,� f(z) = l, 

так что точка z = оо является устранимой особой точкой, и мы полагаем, как обычно, f(oo) = 1. Эдесь 
с_1 1 и, следовательно, 

res J(oo) = -1. 

Из этого примера Следует, что вычет аналитической функции относительно беско
нечно удаленной устранимой особой точки (в отличие от конечной устранимой особой 
точки) может оказаться отличным от нуля. 

Известные тейлоровские разложения функций ez , cos z ,  sin z ,  ch z ,  sh z можно . 
рассматривать также и как лораиовекие разложения в окрестности точки z = оо. Так 
как все эти разложения содержат бескоАечное множество положительных степеней z,  
то перечисленные функции имеют в точке z = оо существенную особенность. 
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Теорема 23. Если функция f(z) имеет в расширенной комплексной плоскости конечное 
число особЬIХ точек, то сумма всех ее вычетов, включая и вычет в бесконечности, равна 
нулю. 

Так что, если z1 , • • • , zп - конечные особые точки функции /(z) , то 
n 

res f(oo) + � res f(zrc) = O, (8) 
lc=l 

или 
n 

res /(оо) = - � res /(zrc). (9) 
k=\ 

Последнее соотношение бывает удобно использовать при вычислении некоторых 
интеrралов. 

Пример 4. Вычислить интеграл 

J 
dz 1 = 1 + z8 " /z/=2 

..,. Полюсами (конечнЫМ\11) подынтеrральной функции 

1 f(z) = 1 + z8 
являются корни Zk уравнения z8 = -1 ,  которые все лежат внутри окружности lzl = 2. В окрестности 
точки z = оо функция /(z) имеет следующее разложение: 

1 1 1 1 1 f(z) = З · --� = З - 16 + 24 - · · · ' z 1 + zr z z z 
из которого видно, что res f(oo) = -с-1 = О. 

В силу теоремы 23 
8 

1 = 2ri L res f(z,.) = -2ri res f(oo) = О . .,. 
k=l 

6.2. Приложение вычетов к вычислению определенных интегралов. 
Интегралы от рациональных функций 

Теорема 24. Пусть ! � :t) - рациональная функция, т. е. 

Pn(:t) /(:t) = Qm(a:) ' 

где Pn(x) и Qт(х) - многочлены степеней n и т  соответственно. Если функция /(а:) 
непрерывна на всей действительной оси (Qт(х) i= О) и т � n + 2, т. е. степень знаме
нателя, по крайней мере, на две единицы больше степени числителя, то 

00 J f(x) dx = 21riu, 
-оо 
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где и - сумма вычетов функции 

/(z) = 
Pn(z) 

Qт(z) 

во всех полюсах, расnоiЮЖенных в верхпей полуплоскости (существенно особых точек 
у раЦиОНШIЬНОU функции нет). 

-4 Рассмотрим замкнутый контур 1·  состоящий из отрезка действительной оси -R � 
х � R и верхней полуокружности 1в: · 1z1 = R, Im z > О. Мо:жно считать, что R выбра..: 
но большим настолько, что внуrренность обла- · 
сти, оrраииченной контуром 1. содержит все по
люсы z1, • • •  , z, функции f(z), расположенные 
в верхней полуплоскости (рис. 30). 

В силу основной теоремы о вычетах 
в 1 /(() d( = 1 f(x) dж +  1 /(() d( :::: 

1 -В 1R 
1 

= 2•i.L res /(z�c) . 
k=J Рис. 30 

Оценим J .  В силу условия на степени многочленов Pn(z) и Qm(z) найдутся 
1R 

положительные числа Ro и М такие, что при lz l  > Ro 
м \f(z) j < 
lzl2 ' 

По свойству 6 интегралов т функции комплексного nеремениого для R > Ro имеем: 

1 1 /(() d( l � 1 l!(t.) l !dt. l  <; · 1rR = �: -+ О 

1R 1R 
при R ....... оо. Перейдем в равенстве 

в l 1 J(:e) dx + 1 /(() d( = 2ri L res /(z�c) 

-в 1в k=l 
к пределу при R -+ оо. Заметим, что правая часть от R .не зависит, а второе слагаемое 
в левой части стремится к нулю. Отсюда следует, что рредел первого слагаемого 
существует и равен 

00 1 /(z) dz 
l 

2ri L res /(z�c), 
k=l 

( 10) 

где Zt , • • •  , z, - все полюсы функции /(z) , расположенные в верхней полуплоско
сти . ... 

Пример 5. Вычислить интеграл 

1 
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<11 Так как подынтегральная функция 

- четмая, то 

Рассмотрим функцию 
z2 

f(z) = (z2 + а2)2 • 
которая на действительной оси, т. е. при z = z, совпадает с f(z) . Функция f(z) имеет в верхней 
полуплоскости одну изолированную особую точку z = ai - полюс второго порядка. Вычет f(z) в точ
ке z = ai равен 

. d [ 2] d [ z2 ] 2aiz 1 res j(a1) = 1im. -d f(z)(z - ai) = liщ - -( .)2 = liщ -( .)3 = 4а· · z-at Z Z->as dz Z + а1 z->as Z + а1 1 
Пользуясь формулой (10) , получаем, что 

Интеrрап вида 

1 = � . j (z::d:2)2 = 2 . 27fi . �i = ..: . � 
-со 

211" 
I = j R( cos а:, sin а: )  da:, 

9 
rде R( и, v)  -рационаnьнн фунщиi арrументов и и v.  
Введем комплексное переменмое z = eiz. Тогда 

dz z2 + 1 z2 - 1 dx = -:-, cos a: 
= -2z , sin a: = -.- . ( 1 1) zz 2zz 

Ясно, что в данном случае lzl = 1 ,  О � х � 21Г . Таким образом, исходный интеграл 
переходит в интеграл от функции комплексного переменнаго по замкнутому контуру: 

1 = 1 
R 
(z2 + 1 ' z2 � 1 ) �z = 1 F(z) dz, 

2z · 2•z zz 
7 . 7 

где 1 - окружность единичного радиуса с центром в начале координат: lz 1 = 1 .  
Согласно основной теореме о вычетах, полученный интеграл равен 21riи , где и -

сумма вычетов подынтегральной функции F(z) в полюсах, расположенных внутри 
окружности 1 .  

Пример 6. Вычислить интеграл 
2.. dz 1 = 1 ( )2 , а > Ь > О. a + Ьcos z о 

<11 Пр�:�меняя подстановку z = eiz ,  после простых преобразований (см. формулы ( 1 1 ) )  получим, что 41 z dz 4 . n 
1 = -:- ( 2 )2 = -:-27fa L resF(zk). 1 1 Ьz + 2az + Ь 1 k=l 
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Внутри единичного круга при условии а >  Ь > О  находится только один полюс (второго порядка) 

-а + .;аг-::::ь'I 

Вычет функции 

в точке z1 равен 

Итак, 

Интеrрапы вида 
00 

Zl = Ь 
z 

F(z) = """'(Ь--;z2.--+-2::-a-z -+"""'"Ь)"'"2 

00 

j R(ж) eos аж dж, 
о 

j R(ж) sin аж dж, 
о 

rде R( ж)  - nравипьиа11 рационапьин дробь, а > О - вещественное чиспо. 
При вычислении таких интегралов часто бывает полезной следующая лемма. 

Лемма Жордана. Пусть функция f(z) аншzитична в верхней полуплоскости Im z > О, 
за исключепием конечного числа изолированных особых точек, и при lz l __. оо стремится.  
к нулю равномерно относительно arg z. Тогда для любого положительного а 

lim J f(z) eiaz dz = О, ( 12) 
В-+оо 

'YR 
где 'Ув - верхняя полуокружность lzl = R, Im z > О. 
<111 У слови е равномерного стремления f(z) к нулю означает, что на полуокружности 'У в 

l /(z) l � Мв, 
где Мв __. О при R __. оо. 

Оценим исследуемый интеграл. Замечая, что на 'У в 
leiaz l = l eiaB(cosl"+isin l") l = !e-aBsin l"+iaBcos \<' 1 := e-aBsin l" 

и 

а значит, ldz l = Rdtp, 
получим 

1r 

1 / f(z)eiaz dz l � f l f(z) ! ! eiaz l ldzl � Мв · R J e-aBsin �" dtp = 
u u о .. 

! 
= 2Мв . R J e-aBsin l" drp. 

о 
( 13) 
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В силу известноrо неравенства (см. рис. 31) 
. 2 

Sln tp ;;;;: - tp, 1Г 
справедливоrо при О < tp � � (для доказательства 
достаточно заметить, что ( sin tp) ' COS tp 

( ) О v;- = 7 tp - tg tp < при 
• 1Г  

о < tp < 2' 
ф � уб  и, значит, ункция 'Р ывает на полуинтервале 

(0, !] ), 
.. .. Рис. 3 1  ! ! 1 e-aRsin i(J dtp � 1 e-'la_"R'P dtp = 2:R (1 - e-aR) . 

о о 
Сопоставляя формулы ( 13) и ( 14) , заключаем, что 

1 1 J(z)eiaz dz l . � 1Г�R ( 1 - e-aR) -t О 

1R 
при 

R 
___. оо . ._ 

Пример 7. Вычиспить интеrрал 100 ж sinaz 
1 = z2 + k2 dz, 

о . 
а > 0, 

.,. Введем вспомогательную функцию 

zeiOz 
h(z) =. z2 + k2·' 

k > 0. 

Нетрудно видеть, что еспи z = z, то Imh(z) совпадает с подынтегральной функцией 

( ) z sin az 1 z = z2 + k2 ' 
Рассмотрим контур, указанный на рис. 32. При доста

точно большом R на дуге 'YR функция 
z 

g(z) = z2 + k2 '  
вследствие соотношения iz2 +k2i � iz2 i-k2 , удовлетворяет 
усповию 

lg(z) l < 
R2 � k2 -+ 0 

при R -+  оо. Значит, по лемме Жордана J zeiaz 
lim -2--2 dz = О. R-ooo Z + k 

1В 

(12) 

(15) 

По основной теореме о вычетах для любого R > k имеем 

где 

R zeiaz zeia: J -2--2 dz + j --г--J:2 dz = 21fiи, 
х + k  z + о; -R 1В 

Рис. 32 

2 

( 14) 

(16) 
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Переходя к пределу в равенстве ( 16) и учиТЬJвая соопюшение (15) ,  получим, что 
00 • 
J 

xe•az . -ak 
х2 + k2 dx = пае . 

-оо 
Разделяя слева и справа вещественные и мнимые часrи, будем иметь 

00 • 
J 

х sшах -ak -т--;:r dx = пе . х + .. -оо 
В силу того что подынтегральная функци� f(z) - четная, окончательно получим 

I = �e-ak . ... 
2 

В рассматриваемом примере функция f(z) не имеет особых точек на действи
тельной оси. Однако небольшое изменение описанного метода позволяет применять 
его и в том случае, когда функция /(z) имеет на действительной оси особые точки 
(простые полюсы). Покажем, как это делается. 

Пример 8. Вычислить интеграл 

<118 Функция 

00 • 
I = dx J sшах 

х(х2 + Ь2) ' 
о 

eiaz 
h(z) - -;-;;....-::= - z(z2 + Ь2) 

обладает следующими свойствами: 

а > 0, 

1 )  Imh(z) при z = х совпадает с подынтегральной 
функцией; 

2) имеет особенность на действительной оси - простой 
полюс в точке z = О. 

Рассмотрим в верхней полуплоскости Im z � О замкну
ТЬIЙ контур Г, состоящий из отрезков действительной оси 
[-R, -r) ,  [r, R) и дуг полуокружностей 1• · lzl = r , и 1R • 
lzl = R (рис. 33). Внутри этого контура находится лишь один 
полюс функции h(z) - точка z = Ьi. 

Согласно основной теореме о вычетах, 

ь > о. (17) 

Рис. ЗЗ 

-r eia:z eiaz R eia:t eiaz j h(z) dz = j х(х2 + Ь2) dx + j z(z2 + Ь2) dz + j х(х2 + Ь2) dx + j z(z2 + Ь2) dz = 2пiu, (18) 
1 -R , 1r r 1R 
где eiaz . eai•(z _ Ьi) е-аЬ 

и =  res = 11m = ---. z=Ьi z(z2 + Ь2) •-Ьi z(z2 + Ь2) 2Ь2 
Преобразуем сначала сумму интегралов по отрезкам [-R, -r) и [r, R) действительной оси. Заме

няя х на -х в первом слагаемом правой часrи равенства (18) и объединяя его с третьим слагаемым, 
получим 

т. е. 

-r eiaz R eiaz R eiaz - е -iaz R sin ах dx J 2 2 dx + j 2 2 dx = j 2 2 dx = 2i j 2 2 "  х(х + Ь ) z(z + Ь ) z(z + Ь ) z(z + Ь ) -R т · r т 
Обратимся ко второму слагаемому в формуле (18) .  Так как 

eiaz 1 lim -- - 
•-0 z2 + Ь2 - Ь2 ' 
eiaz 1 

z2 + Ь2 = Ь2 + g(z), 
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где lim g(z) = О, то подынтегральная функция h(z) представима в следующем виде: z-o 

Тогда 

1 g(z) h(z) = ьт + - . z z 

j h(z) dz = � j :z + j g�) dz. 
7r 7r 7r 

Полагая z = rei'f' ,  получим, что 

1 j dz 1 /
0 

irei'f' i1r 
Ь2 z = Ь2 rei'f' dtp = - Ь2 ' 

1r 1Г 
Четвертое слагаемое в равенстве (18) при R -+ оо стремитСя к нулю согласно лемме Жордана, ибо 

функция /(z) = z(zZ�/12) стремится к нулю при lzl -+ оо, 
f eiaz 

1im ( 2 Ь2) dz = О. R-+oo Z Z + 1R . 
Таким образом, при R -+  оо и r -+  О равенство (18) принимает вид · joo sin aж dж _ 1ri _ _  . е-аь 2а z(z2 + Ь2) Ь2 - 11'1 Ь2 . 

о 
Отсюда 100 sin аж dж = .!!_ {1 - е-аь) . .,. z(z2 + Ь2) 2Ь2 · 

о 

6.3. Вычисление интегралов Френеля 
Интегралы Френеля: 

00 

1 sin x2 dx. 
о 

(19) 

. 2 
Рассмотрим вспомогательную функцию /(z) = e•z и контур Г, указанный на 

рис. 34 (ОА = ОВ = r, LAOB = �). Внутри контура Г функция /(z) - аналитичес
кая, и по теореме Коши 

Покажем, что 

1 eiz2 dz = 1 eiz2 dx + 1 eiz2 dz + 1 eiz
2 

dz = О. 
Г ОА 1r ВО 

1 . 2 lim e•z dz = О . 
...... 00 

1r 
Полагая z2 = ( , получим dz = � и 

1 eiz
2 

dz = 1 
2�d(

, 
1r г.2 

где Г r2 - полуокружность радиуса r2 • 

(20) 

Рис. 34 
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Функция g( () = 1 fi удовлетворяет условиям леммы 2у ' 
Жордана, и, значит, 

На отрезке ВО: 

Оrсюда О r j eiz2 dz j е-р2 ei 1 dp = -е1 1 j е-р2 dp. 
ВО r О 

Переходя в формуле (20) к пределу при r -+ оо, получим, что · 

Зная, что 

имеем 

откуда 

OQ 00 j е'3;2 dx = ei f j е-Р2 dp. 
о о /00 

2 

..jii 
е-р dp = т· 

о 

Упрuненм 
Найдите действиrельную и мнимую части функции: 

1 z 
1 . w z iz2• 2. w z2 + i. З. w 4. w = -. 

z z 
НаЙдите образы действительной и мнимой.осей при отображении: 

z + 1 . l 
5. w =  --. 6. w = 1 +  -.  

z 1 z 
Докажите, что функция неnрерывна на всей комплексной плоскости: 
7. w = z. 8. w Re z. 9. w = lm z.  

(21) 

Пользуясь условиями Коши-Римана, выясните, является ли функция анвлитической хотя 
бы в одной точке или нет: 

· 
10. z2z. 1 1 . ze•. 12. 1zlz. 13. 1z 1 Re z. 14. е'2 • 

Восстановите аналитическую в окрестности точки z0 функцию /(z) по известной действ}!
тельной части u(x, у) (или по известной мнимой части v(x, у)) и значению f(z0):  

15.  u �� /(1r) = .!.. . 16. v = 2ху + 2у, f(i) = 2i - 1. х + у 11" 
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Покажите, что следующие фуmщии являются гармоническими: 
17. i1:2 + 2z - у2• 18. 2е"' cos у. 19. arctg !!... 20. ln(a:2 + ti). 

z 
Может ли данная функция быть действительной или мнимой частью аналитической функ

ции f(z) = u(z, у) + iv(z, у) : 

21 .  и = :i - 1/ + 2жу? 

Найдите действительную и мнимую части фуикции: 
24. w = е-•. 25. w = sin z. 28. w = ch(z - i). 'ZJ. w tg z. 

НаЙдите модуль и главное значение арrумента функции в указанной тоЧке z0: 
28. w = cos z, z0 = � + i ln 2. 29. w = sh z, Zo = l + i � . 30. w = ze", z0 = i1r. 

НаАдите логарифмы следующих чисел: 
31. е. 32. - i. 33. i. 34. - 1 - i. 

Решите уравнение: 
ЗS. е-• + 1 = О. 36. е" + i = 0. 37. sin z = ri. 

38. Вычислите интеrрал f(l + i - 2z) dz, где 'У - линия, соединяющая точки z1 = О 
'У 

и z2 l + i: а) отрезок nрямой, б) дуга парабоЛы у =  z2 , в) ломаная z1z3z2 , z3 = 1 .  
39. Вычислите интеrрал J(z2 + zz) dz , rдe 7 - полуоКруЖность lz! = 1 ,  О �  arg z � 1r. 

1 
Вычислите интеrралы: 

-1-i 
.40. j (2z + 1) dz. 

l+i 

l+i 
41. j e"dz. 

о 

i 
42. j ze'2 dz. 

-i 

43. Вычислите интеrрал J *, r.це 'У верхняя половина окружности jzj ::::: 1 (выбирается 
1 

ветвь функции .Д, дпя: которой v'f = 1 ). 
44. Вычислите интеrрал J ��· dz , где 7 - отрезок прямой, ИдуЩИЙ из точки z1 = 1 в точку 

'У 
Z2 i .  

Вычислите интеrральr: 

45. j l
e•

2 dz. 
z + z 46. 

f 
1•1=1 1•-•1=1 

НаЙдИТе ралиус сходИмости ряда: 
00 00 00 ( )" 49. l >'"z". 50. Е i"z". 51. Е : 

n=l n=l n=l 1 

47. dz. 
f cosz izl-"1 

00 • 
52 

'"' . 1rl " , z_. SЩ -Z . 
"=' n 

f 1 - sinz 48. -
z
-

2
- dz. 

1•1=4 

00 53.' E<l + i)"z". 

Разложите функцию в ряд Тейлора и наЙдИТе рамус сходимости полученного ряда: • 7r 54. sш(2z + I) по степеням z + 1 .  55. cos z по степеням z + 4. 
1 z 56. -3 -- по степеням z + 2. 57. -2-- по степеням z. 

z + l  z + 1  
58. sh2 z по степеням z. 

НаАдите нули функци.и и определите их порядки: 
4 2 SID Z 2 59. z + 4z .  60. --. 61 . z sin z. 62. l + ch z. 

z 
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Определите область сходимости ряда: 

63. � (i:�,. · 64, � (�) n + � (�) n "" ( - 1 )" "" z" l 00 
85. Е -4- + Е -· ее. + E z". 

n=l n z" n=O n2" z n=O 

Разложите в ряд Лораиа в окрестности точки z = О: 
sin z ez 4 1 1 - е-• 67. 68. з· 69. z cos -. 70. --з -. z z z 

Разложите в ряд Лорана в указанном кольце: 1 l 71 . -2-, О <  lzl < 1 .  72. -2-, 1 < lzl < оо. z + z  z + z  
2z + 3 1 73. 2 3 2 , 1 < lzl < 2. 74. ( 2 4)2 , 4 < lz + 21 < оо. z + z +  z -

Найдите особые точки и определите их характер: 1 - cos z 1 sin z z2 - l 75. 2 76. е->. 77. -2 • 78. 6 2 5 z4 · z z z + z +  
Найдите вычет.� функции в ос�ых точках: 
79 е• 80 1 z3• 81 2 • 1 

. zЗ(z - 1) . . cos :; • z sm :;· е"'' 
82 . z -

85. J z1 sin ;. dz. 
14=,1 

Оnределите харак:rер бесконечно удаnениой точки: 
z + 1 ez 1 

87. -.- .  88. 2• 89. cos -. z z z 
Вычислите интеrра.лы: 

00 d 91 .  J (z2: l)э · -оо 
00 94. J cosz dz .  

z2 + 9 
-оо 

00 dz 92• J 1 + z6 ' 
-оо 

Joo а:3 sin ж dz 96. (z2 + 1)2 . 
о 

86. J е2• dz 
z3 - 1 · 

1•-11=1 

00 97• j соs аж � cos Ь:t, а >  О, Ь >  О. 
2-r . 
J da: . 

98. t 2 r '  О < р < l .  
0 - p cos a: + 

о 

2or 

99 f соs ж dж 
. ' t - 2p sin z + r о 

о < р <  1 .  

Оrветы 
1 .  u = ж +  2жу, t1 = 1i - z2 - у. 2. u = z2 - 1/ , v = l + 2жу. 3. u = .,2�,2 , t1 = R. 4. u = �;� , 

t1 = - �. 5. Ось z nереходит в ось u, при изменении ж от -оо до +оо u изменяется от + l · "  +11 
до -оо и от +оо до + l  (точка +1 исключается). ось у nереходит в охружиость u2 + v2 = l .  6. Ось ж переходит в ось u так :же, как и в уnр-и 5 ,  ось у переходит в прямую u :::::: 1 ,  пробеrаемую 
от точки 1 до 1 + ioo и от 1 - ioo до rочки l (сама точка 1 исключается). 10. Нет. 1 1 .  Да. 
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12. Нет. 13. Нет. 14. Да. 15. � · 16. z2 + 2z. 21. Да. 22. Нет. 23. Нет. 24. и е-"' cos y,  
v = е-"' siny .  25. и sin z сЬ у,  v cos z sh у.  26. и = ch z cos(y - 1),  v == sh z sin(y - 1) .  
27 sin z c"" "'  - shych� 28 - 3 - " 29 h 1 " ЗО • tl = ch2 y-sin2 ,. •  v - ch2 y-sin • '  • р - 4 •  tpo - - 2 ·  • р с , tpo 2 · • р == 11' ,  

tpo -I · 31 .  1 + i211'k. 32. i (21: - k) 11'. 33. i (21: + 4) 11'. 34. ln v'2 + i (21с - �) tr (всюду 
k = 0, ±1 ,  ±2, . . .  ). 35. z.., = i(2k + l )tr. 36. zk = i (21: - k) tr. 37. z2�: = 21t'k - i ln (�-1r) , 
z2k+l = (2k + 1)11' - i ln ( R+Т - 1r) (всюду k == О, ± 1 ,  ±2, . . .  ). 38. а) 2(i - 1),  б) -2 + �i. 
в) -2. 39. -8/3. 40. -2 2i. 41. e cos l - 1 + ie sin 1 .  42. 0. 43. -2 + 2i. 44. -f. 45. 11'i. 
46. тrfe. 47. -1ri. 48. -21ri. 49. 1 . 50. 1 .  51. оо. 52. 1 .  53. j .  54. - sin 1 + 2(z + 1) cos 1 + � (z + 
1)2 sin 1 - � (z + 1)3 cos 1 - . . . , R = оо . 55. � (1 + ( z + �) - t (z + � )2 - � ( z + � )3 + . . . ] ,  
R = оо .  56. -� ( 1 + Hz + 2) + � (z + 2)2 + �(z + 2)3 + . . .  ] , R = � .  57. -iz + z3 + iz5 -

1 R 1 58 1 (•1 · · •4 · '6 ) R - 59 О ±2' z - . . .  , = . . 2 1i + 4! + &. + . . .  , - оо . • z - второго порядка, Z± = • -

nростые. 60. z,. :::: тrn (n = ±1,  ±2, . . .  ) - простые. 61 . z = О - третьего порядка, z" = 1rn 
(n ±1, ±2, . . .  ) простые. 62. z" = (2n + l)тri (n  = О, ± 1 ,  ±2, . . .  ) - второго порядка. 
63. jz\ > е. 64. 2 < 1�1 < 4. 65. 1 < \z\ < 2 .  66. О < \z\ < l .  67 • .  � - ft + � - � + . . .  
68 1 1 1 1 .. + 69 4 .. 2 + 1 ' + 70 1 1 1 z · zr + z! + 2! .. + м + 4!  . . . . . z - 1i  4! - бiZI  . . . . · 7I - 2r ... + Ji - 4! + · · . .  

"" оо /-1)• оо � . ос <-н• оо м•-t 71. � + E(-1)"z". 72. Е jn- .  73. Е - ... + Е  j+rz". 74. Е (нl)•Н · 75. z = О -
n=IJ n=O n=l n=IJ n=l 

устранимая особая точка. 76. z = о существенно особая точка. 77. z = о - пrостой полюс. 
78. z = О - полюс четвертого nорядка, z = - 1  - простой полюс. 79. res /(0) = - 2 ,  res j(J) = е. 
80. res f(O) = О. 81. res j(O) = -� .  82. res /{i) - 1 .  83. (1 - n тr. 84. 2тri. 85. О. 86. 2тri �-
87. Устранимая особая точка. 88. Существенно особая точка. 89. Устранимая особая точка. 
90. Полюс третьего порядка. 91. �. �· �. 93. }: . 94. �. 95. О. 96. � .  97. ь;"' тr. 98. q. 99. О. 



Глава )()()(/ ______________ _ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 

Одним из мощных средств исследования задач математической физики является метод 
интегральных преобразований. 

Пусть функция f(x) задана на интервале (а, Ь) , конечном или бесконечном. Ин
тегрШiьным преобразованием функции f(x) называется функция 

ь 
F(UJ) = j К(х, w)f(z) dx, 

а 

где К(х, UJ) - фиксированная дЛЯ данного преобразования функция, называемая 
ядром преобразования (предполагается, что интеграл ( *) существует в собственном или 
несобетвенном смысле). 

§ 1 . Интеграл Фурье 
Всякая функция f(x) , которая· на отрезке [�l, l] удовлетворяет условиям разложи
мости в ряд Фурье, может быть на этом отрезке представлена тригонометрическим 
рядом 

00 
ао 

� ( n1r n1r ) 
/(z) = 2 + L..J an cos -

1-х + Ьn sin -1-х . 
n=l 

Коэффициенты an и Ьn ряда ( 1) определяются по формулам Эйлера-Фурье: 

1 
1 j n1rт an = Т /(т) cos -1- dт 

-1 
1 1 j n1rт Ьn = Т /(т) sin -1- dт 

-1 

(n = О, 1, 2, . . .  ) ; 

(n = 1, 2, . . .  ). 

(1) 

(2) 

Ряд в правой части равенства ( 1) можно записать в иной форме. С этой целью внесем 
в него из формул (2) значения коэффициентов an и Ьn , подведем под знаки интегралов 
cos n11r х и sin т х (что возможно, поскольку переменной интегрирования является т) 
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и используем формулу для косинуса разности. Будем иметь 
l . l 

1 1 � 1 1 mr(x - т) 
/(х) = 21 /(т) dт + L.J l /(т) cos 

l 
dт. 

-l п�l -l 
Если функция f (х) перваначаль
но была определена на интервале 
числовой оси, большем, чем от
резок [ -l, l] (например, на всей 
оси) , то разложение (3) воспро
изведет значения этой функции 
только на отрезке [-l, l] и про
должит ее на всю числовую ось 

11 

как периодическую функцию Рис. 1 
с периодом 2l (рис. 1) . Поэтому, 

(3) 

21 31 ."t 

если функция f(x) (вообще rоворя, непериодическая) определена на всей числовой 
оси, в формуле (3) можно попытаться перейти к пределу при l -+ +оо. При этом 
естественно потребовать выполнения следующих условий: 

1. f(x) удовлетворяет условиям разложимОсти в ряд Фурье на любом конечном 
отрезке оси Ох; 

2. функция f(x) абсолютно интегрируема на всей числовой оси, 
+оо 1 1/(x)l dx = К < +оо. (4) 

-оо 
При выполнении условия 2 первое слагаемое правой час:rи равенства (3) при 

l -+ +оо стремится к нулю. В самом деле, 

;l j /(т) dт � ;, j 1/(т)l dт � ;l i00l/(т) l dт = :, 1_::;:: О. 

-1 -/ -оо 
Попытаемся установить, во что перейдет в пределе при l -+ +оо сумма в правой. 
части (3) . Положим 

1Г 21Г n1r �1 = т · �2 = т · . . . ' �n = -�-, 
1Г 

��n = �n+ l - �п = т · 

так, что t = � .  Тогда сумма в правой части (3) примет вид 

00 1 � I: ��n 1 /(т) cos �n(X - т) dт. 
n=l _1 , 

(5) 

В силу абсолютной сходимости интеграла эта сумма при больших l мало отличается 
от выражения 

оо +оо � I: ��n 1 /(т) cos �n(X - т) dт, 
n=l -оо 
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которое напоминает интегральную сумму для функции перемениого � 
+оо 

ФЮ = � j /(т) cos �(x - т) dт, 

-оо 

составленную для интервала (0, +оо) изменения �. Поэтому естественно ожидать, что 
при l -t +оо ( ��n = т -t О) сумма ( 5) перейдет в интеграл 

+оо +оо +оо j ФЮ � = � j � j /(т) cos �(х - т) dт. 

О О -оо 

С другой стороны, при l -t +оо (х фиксировано) из формулы (3) вытекает, что 

� 1 �1 
n1r 

f(x) = lim L..J - /(т) cos -(х - т) dт, 1-++оо l l 

и мы получаем равенство 
n=l _1 

+оо +оо 

f(x) = � j � j f(т) cos �(x - т) dт. 
О -оо 

(6) 

(7) 

Достаточное условие справедливости формулы (7) выражается следующей теоре
мой. 

Теорема 1. Если функция f(x) абсолютно интегрируема на всей числовой оси -со < х < +оо 
и имеет вместе со своей производной конечное число точек разрыва первого рода на любом 
отрезке [а, Ь], то справедливо равенство 

+оо +оо 

f(x) = � 1 � 1 /(т) cos �(х - т) dт. 

1 0 -оо 

При этом во всякой точке хо, являющейся точкой разрыва 1 -го рода функции f ( х), 
значение интеграла в правой части (7) равно 

1 2 [f(xo - О) + /(хо + 0)] . 

Формулу (7) называют интегральной формулой Фурье, а стоящий в ее правой части 
интеграл - интегралом Фурье. 

Если воспользоваться формулой для косинуса разности, то формулу (7) можно 
записать в виде 

+оо 

f(x) = j [a(�) cos �x + ь(�) sin �x] �. (8) 
о 
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где 
+оо 

а(�) = � 1 f(т) COS �T dт, 
-оо 

+оо 
ЬЮ = � 1 f(т) sin �т dт. (9) 

-оо 
Функции а(�) , Ь(�) являются аналогами соответствующих коэффициентов Фурье an 
и Ьn 21Г-периодической функции, но последние определены дЛЯ дискретных значе
ний n, в то время как а(�) , Ь(�) определеныдЛЯ непрерывныхзначений � Е ( -оо, +оо) . 

Комплексная форма интеграла Фурье 
Предполагая f(z) абсолютно интеrрируемой на всей оси Ох, рассмотрим интеrрал 

+оо J f(т) sin �(z - т) dт, -оо < � < +оо. 
-оо 

Эrот интеrрал равномерно сходится для -оо < � < +оо, так как 
/!(т) sin �(z - т) / � /f(т) / ,  

и потому представляет собой непрерывную и, очевидно, нечетную функцию от �. 
Но тогда 1 +оо +оо +оо 

1!}_r_[!00 J � J f(т) sin �(z - т) dт = J d� J f(т) sin �(z - т) dт = О. 
-/ -оо -оо -оо 

С другой стороны, интеrрал 
+оо 
J f(т) cos �(z - т) dт, -оо < � + оо, 

-оо 
есть четная функция переменной �, так что 

+оо +оо +оо +оо 
J � J f(т) cos {(z - т) dт = � J � J f(т) cos {(z - т) dт. 
О -оо -оо -оо 

Поэтому интеrральную формулу Фурье можно записать так: 

Умножим равенство 

+оо +оо 
f(z) = 

2
� J � J f(т) cos {(z - т) dт. 

-оо -оо 

+оо +оо 
О =  2� J � J f(т) sin {(z - т) dт 

-оо -оо 
на мнимую единицу i и прибавим к равенству ( 10) . Получим 

+оо +оо 
f(z) = 

2
� J � 1 /(т) [cos {(z - т) + i sin {(z - т)] dт, 

-оо -оо 

(10) 
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откуда, в силу формулы Эйлера ( ei.P = cos <р + i sin <р), будем иметь 

+оо +оо +оо +оо 

f(x) = 
2
� 1 � 1 f(r)ei{(z-т) dт = 

2
� J ei{z � 1 f(т)е-i(т dт. ( 1 1) 

-оо -оо -оо -оо 

Это - комплексная форма интеграла Фурье. Здесь внешнее интегрирование no � 
понимается в смысле главного значения по Коши: 

+оо 

(

+оо ) N ( +оо ) 1 ei{z 1 f(т)е-i(т dт � = н!!.�
оо 1 ei(z 1 f(т)е-i(т dт �· 

-оо -оо -N -оо 

§ 2. Преобразование Фурье. 
Косинус- и синус-преобразования Фурье 

Пусть функция f(x) является кусочио-гладкой на любом конечном отрезке оси Ох 
и абсолютно интегрируема на всей оси. 

Опредепение. Функция 
+оо 

F(�) = � 1 f(х)е-Фе dx (1) 

-оо 

называется преобразованием Фурье функции f(x) (спекmрШiьной функцией). 

Это - интегральное иреобразование функции f(x) на интервале ( -оо, +оо) 
с ядром 

1 ., К(х, �) = м=е-а,z . 
v 27Г 

Используя интеграЛьную формулу Фурье 

получаем 

. +оо +оо 

f(x) = � 1 ei(z � 1 f(т)е-i(т dт, 
-оо -оо 

+оо 

f(x) = _I_ 1 F({)ei(z �· -./2i 
-оо 

(2) 

Это так называемое обратное преобразование Фурье, дающее переход от F(�) к f(x). 
Иногда прямое иреобразование Фурье задают так: 

+оо 

F(�) = � 1 f(x)ei(z dx. ( I') 

-оо 
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Тогда обраnюе nреобразование Фурье оnределится формулой 

+оо 
/(z) = � J F(�)e-i(z �. 

-оо 

(2') 

Преобразование Фурье F({) функции /(z) определяют также следующим образом: 
+оо 

F(�) = J /(z)e-i{z dz. 
-оо 

Тогда, в свою очередь, 

-оо 

При этом nоложение множителя 2� достаточно nроизвольно: он может входИТЪ либо 
в формулу (111) ,  либо в формулу (2") . 

· 
Пример 1. Найти n�разование ФурЬе функции 

.,. Имеем 

/(:z) = е-аж2 (а > О) • 

+оо 
F(�) - 1 J -az2 -i�ж d - ..t'Fi е е ж. 

-оо 
(3) 

Это равенство доnускает дифференцирование по � nод знаком интеграла (nолучающийся nосле диф
ференцирования интеграл равномерно сходится, когда � nринадлежит любому конечному отрезку): 

+оо 
F'IO -1- j е-аж2 е-Ф•(-iж) dж . ..t'Fi -оо 

. Интегрируя по частям, будем иметь 

F'IO == 1 � _ze-* d (e-Ct"2) = vk { 2� [e-itжe-az1] 
Внеинтегральное слагаемое обращается в нуль, и мы получаем 

+<Х> 
F' Ю == - _f_ _1_ j. е -аж2 е -itж dx = - _f_ F(�), 

откуда 

2а ..t'Fi 2а 
-оо 

(2 F(�) == Ce-:;j;; (4) 
(С - nостоянная интегрирования). Полагая в (4) � = О, найдем С F(O) . В силу (3) имеем 

1 +<X>J ,..,2 F(O) = ..t'Fi е- dx. 
-оо 

Известно, что 

-оо 
Поэтому 

и, значит, F(O) 1 
72': '  
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Таким образом, I �2 
F({) = РС е-4« .  

,v2a 

i} nолучаем, что 
.2 

В часn:юсти, для /(z) = е-2 (а 

Пример 2 (ра3р11Д кок,ценсатора через соnроввпение). Рассмотрим функцию 

/(t) ::: { e-at, t > О, (а. > О). 
О, t < 0  

<4 Для сnектралЬН<!Й функции F({) nолучаем 

(рис. 2) . •  

1 F(e) :: 

Условие абсолютной интегри
руемостифункцииf(:t) навсей чи
словой оси является весьма жест
ким. Оно исключает, например, 
такие элементарные функции, как 
/(z) = l ,  /(z) = z3, J(z) = cos z, 
/(z) е:е ,  для которых преобра- о t 
зования Фурье (в рассматриваемой 
здесь классической форме) не су- Рис. 2 
ществует. 

Фурье-образ имеют только те функции, которые достаточно быстро стремятся 
· к нулю при lzl --+ +оо (как в примерах 1 и 2). 

. 2.1 .  Косинус- и синус-преобразования Фурье 
Используя формулу косинуса разности, перепишем интегральную формулу Фурье 

+оо +оо 
/(z) = ;_j d( j /(т) cos �(z - т) dт 

в следующем виде: 
О -оо 

t<•> = � Т={•(]t<т>.щт d<) d{+ �/sin{•(Jt<т) iJ.n{тdт) d{. 

Пусть J(z) - четная функция. Тогда 
+оо +оо j /(т) соs �т dт = 2 j J(т) соs �т dт, 

-оо О 

+оо J !(т) siп �т dт = О, 
-оо 

(5) 
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так что из равенства ( 5) имеем 

(6) 

В случае нечетной J(re) аналогично получаем 

(7) 

Если J(re) задана лишь на (0, +оо) , то формула (6) продолжает J(re) на всю ось Ох 
четным образом, а' формула (7) - нечетным. 

Оnредеяеиие. Функдня 
+оо 

Fc(�) = [f.j f(z) cos�re dz 
о 

называется косииус-преабразование.м Фурье функции /(z). 
(8) 

Из ( 6) следует, что для четной функции /( z) 
+оо 

/(z) = lf.I FciO cos{re �· (9) 
о 

Это означает, что /(z) , в свою очередь, является косинус-преобразованиемдля Fc({) . 
Иными словами, функдни f и Fc являются взаимными косинус-преобразованиями. 

Оnредепение. функдня 
+оо 

F,(�) = {f.J /(z) sin �z dz 
о 

называется сииус-преобразование.м Фурье функции f ( re) . 
Из (7) получаем, что для нечетной функции f(z) 

+оо 
f(x) = {f.J Fs(�) sin �z �. 

о 
т. е. f и Fs являются взаимными синус-преобразованиями. 

( 10) 

( l l) 

Пример 3 (np!IIIOJrOJIЫIЫЙ МNПJniiC). Пусть /(t) - четная функция, ооределенная следующим образом: 

Тогда 

(рис. З). 

/(t) 
{ 1 , при ltl < IJ, (IJ > 0 _ const). О, при ltl > fJ 

Гzj' f2 sin { fJ  FсШ V 1i cos{t dt = V ; -{-
о 

(12) 
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Восnользуемся полученным ре
зультатом для вычисления интег
рала 

+оо . j sin x 
st (оо) = х dx. 

о 
В силу формулы (9) имеем 

11 

Рис. З 
+оо +оо . ffJ  2 / sin О( /(t) = у  ;r Fc(�) cos �t � = ;  -{- cos�t d(. 
о о 

' 

(12') 
В точке t = О функция /(t) непрерывна и равна единице. Поэтому из (12') получим 

так что 

+оо +оо +оо 2 / sin 8� 2 / sin iJ� ( i:) 2 / sin x 1 = - -- d( = - -- d о". = - -dx, 1r { 1r О{ 1r х 
о о о 

+оо 

- dz = -. 
1 sinx . 1r 

х 2 о 
2.2. Аммкrудный и фазовый сnектры интеrрапа Фурье 
Пусть nериодическая с периодом 21r функция J(x) разлагается в ряд Фурье 

00 
f(x) = � + l:<an cos nx -r Ьn sin nx). 

n=l 
Эrо равенство можно записать в виде 

00 ао "\:"" J(x) = 2 + L....J Cn cos(nx - VJn), 
n=l 

где Cn =· J а� + Ь� - амплитуда колебания с часrотой n, VJn - фаза. На этом nути мъt 
приходим к понятиям амплитудного и фазового спектров периодической функции. 

Для пелериодической функции J(x) , заданной на (-оо, +оо) ,  при определенных 
условиях оказывается возможным представить ее интегралом Фурье 

+оо +оо 
f(x) = � 1 d( j f(т) cos �(x - т) dт, 

О -оо 

осуществляющим разложение этой функции по всем. частогам О < � < +оо (разложе
ние по непрерывному спектру частот). 

Onpeдene11118. Спектральной функцией, или спектрольной плотностью интегрола Фурье, 
называется выражение 

+оо 

SШ = 1 J(x)e-if.re dx 
-оо 

(прямое иреобразование Фурье функции J(x) ). 
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Функция 

называется амплитудным спектром, а функция 

ФЮ =  - arg SIO 
- фазовым спектром функции J(x) . 

Амплитудный спеКтр.АЮ служит мерой вклада частоты � в функцию J(x) . 
Пример 4. Найти амnлИlудный и фазовый спектры функции 

/(:t:) = e-lzl . 

� Находим сnектральную функцию 
+оо . О • +оо . z(l-i{) 1"'=0 -z(l+i(). ,"'=+oo 1 

S(O = j /(z)e-•(z dx = j e"e-•(z dx + j e-ze-•(z dx = _е -. - _е -.- = --2 • 
-оо -оо О 

1 - 1� z=-oo l + 1� 
z=O l + � 

Отсюда А(�) =  ISIOI = -d:t-r, Ф(�) = - arg S(�) = О. Графики этих функций изображены на рис:4 . .,. 

Рис. 4 

§ 3. Свойства преобразования Фурье 
1. Линейность. Если F(�) и G(�) - иреобразования фурье функций f(x) и g(x) со
ответственно, то при любых постоянных а и /3 преобрЦзованием Фурье функции 
а J(x) + /3 g(x) будет функция а F(�) + /3 G(�) .  

� Полъзуясь свойством линейности интеграла, имеем 
+оо � J (aJ(x) + /Эg(x))e-i{z dx = 

-оо +оо +оо 
= а � 1 J(x)e-i{z dx + /3 � 1 g(x)e-i{z dx = aF(�) + fЭG(�) . .... 

-оо -оо 
Таким образом, иреобразование Фурье есть линейный оператор. Обозначая его 

через вr, будем писать 

J(x) � FIO , или вr[J(x)] = F(�). 
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2. Если F(O есть преобразование Фурье абсолютно интегрируемой на всей числовой оси функции f(z) , то F(�) ограничена при всех � Е (-оо, +оо) . 
<1111 Пусть функция J(z) абсолютно интегрируема на всей оси -оо < а; < +оо, 

+оо 

и пусть 
/ !t(z) / dz =К < +оо, 

-оо 
. +оо 

F(�) = � 1 J(a;)e-i{z da; 
-оо 

- преобразование Фурье функции J(z) . Тогда 
+оо +оо 

/F(�) j = � 1 / f(z)e-i{z dz l � � / IJ(z) j dz = �- Jl> 
-оо -оо 

Эадlча. Пусть /(z) - фун!ЩИЯ, допуw�ющая nреобраэование Фурье, h - дейсrвителькое ЧИС/10. фун!ЩИЯ /я(z) = f(z-h) называется сдвигом функции f(z). Попьэуясь оnределением nреобразоаания Фурье. nоказать, что 

' 3ада'18. Пусть функция f(z) имеет nреобразование Фурье F(�) .  h -дейсгвителькое число. Показать, 
что 

3. Преобразование Фурье и оnерацмt дифференцироваиu. Пусть абсолютно интегрируемая функция J(a;) имеет производную !'(а;), также абсолютно интегрируемую на всей оси Ох, такчто J(a;) стремитсякнулю при lzl -+ +оо. Считаяf'(z) гладкой функцией, запишем 
+оо 

ВТ[/'} = � 1 J'(a;)e-i{z da;. 
-оо 

Интегрируя по частям, будем иметь 
+оо а:=+оо +90 

ВТ[/'] = . � / /'(x)e-i(z da; = � [(J(z)e-i(a:) 1 + i� J J(z)e-i(z dx] . 
v 21Г v2r z=-oo -оо -оо 

Внеинтегральноеслаrаемоеобращается в нуль (таккак f(х) -+ О при lzl � +оо), и мы получаем 1 ВТ[!'J = i�ВТ[!J. / ( l) 
Таким образом, дифференцированию функции f(z) отвечает умножение ее образа 
Фурье ВТ[!] на множитель i�. Если функция J(a;) имеет гладкие абсолютно интегрируемые производные до порядКа т включительно и все они, как и сама функция J(z) , стремятся к нулю при lz/ -+ +оо, то, интегрируя по частям нужное число раз, получим 

ВТ[J(k)(х)] (i{)kВТ[J(z)] (k = O, l , . . .  , m) . (2) 
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Преобразование Фурье очень полезно именно �отому, что оно заменяет операцию 
дифференцирования операцией умножения на величину i{ и тем самым упрощает ' 
задачу интегрирования некоторых видов дифференциальных уравнений. 

Так как преобразование Фурье 9'f[j<k>(x)] абсолютно интегрируемой функции 
f(k) (x) есть ограниченная функция от { (свойство 2) , то из соотношения (2) полу
чаем для 9Т[/] следующую оценку: 

19'f[/(k) ] 1 с I9Т[!] I = l{lk :::;; IOk (С > О - const) . 

Из этой оценки следует: чем больше функцц� f(x) имеет абсолютно интегрируемых 
производных, тем быстрее ее преобразование Фурье стремится к нулю при 1{1 -+ +оо. 

Замечание. Условие /(z) --+ О является достаточно естественным, nоскольку обычная теория lжl--++oo 
интегралов Фурье имеет дело с nроцессами, которые в том или ином смысле имеют начало и конец, 
но не nродоткаются неоrраниченно с nримерно одинаковой интенсивностью. 

4. CIUIЗь меJrДу скоростыо убывани11 функции f(x) при lxl -+ +оо и гладкостыо ее преобразова
НИII Фурье. Предположим, что не только f(x) , но и ее произведение xf(x) является 
абсолютно интегрируемой функцией на всей оси Ох. Тогда преобразование Фурье 

+оо 
FIO = Jk J f(x)e-i{z dx функции f(x) будет дифференцируемой функцией. 

-оо 
Действительно, формальное дифференцирование по параметру { подынтеграль

ной функции приводит к интегралу 
+оо i 1 ( ) -i{z - v'fi xf х е dx, 

-оо 
который является абсолютно и рЩiномерно сходящимся относительно параметра { .  
Следовательно, дифференцирование возможно, и 

+оо 
F'IO = - � 1 xf(x)e-i{z dx = -i9Т[xf(x)] . 

-оо 
Таким образом, 

. d 
� d{

FIO = вт[хf(х)] , 
т. е. операция умножения f(x) на аргумент х переходит после преобразования Фурье 
в операцию i �.  

Если вместе с функцИей f ( х) абсолютно интегрируемыми на всей оси Ох являют
ся функции xf(x), . . . , хт f(x) , то процесс дифференцирования можно продолжить. 
Получим, что функция F({) = 9Т[!(х)] имеет производные до порядка т включи-
тельно, причем 

·k dk [ ] [ k ] 
� d{k 9Т f = 9Т х f(x) , k = 0, 1 ,  . . .  , т. 

Таким образом, чем быстрее функция f(x) убывает при lxl -+ +оо, тем более 
гладкой получается функция F({) = 9Т[f(х)] . 
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5. 

Теорема 2 (о свертке). Пусть F1 Ю и F2(�) - преобразования Фурье фун1€ций f1 (х) и j2(x) 
соответственно. Тогда 

-оо -00 
+оо +оо 

= 
(v��)2 j j !1(x)f2(y)e-i{(:нy)dx dy, 

-оо -оо 
причем двойной интеграл в правой части сходится абсолютно. 

Положим :с + у = т ,  так что у = т - х.  Тогда будем иметь 

F1 ({) • F,({) ; (vk' I /l (z) {l /,(т - z)e -<' dт} dx, 

или, меняя порядок интегрирования, 

F, Ю · F,IO (� I .-•' {l f• (•)f,(т - z) dz} dт. (1) 

Функция +оо 
IJ'(т) � j /1 (х)/2(т - х) dx, -оо < т <  +оо, 

-оо 
называется сверткой функций /1 (х) и /z(x) и обозначается символом (/1 * /2)(т) . 

Формула ( 1) может быть теперь записана так: 
+оо � j �(т)e-i{r dт = v'21fF1(�) · F2(�). 

-оо 
Отсюда видпо, что иреобразование Фурье свертки функций /1 (х) и /2(:-с) равно умно
женному на V2i произведению иреобразований Фурье свертываемых функций, 1 @""[j, * /2] = v'21fgr[!l ] . @""[/21· 1 

Замечамие. Петрудно устано8ить следующие свойства свертки: 
!) линейность: f * (atft + а212) a , (f * ft) + a2(/ * /2) , (at , a2 = const); 
2) коммутаmвность: /1 * /2 = /2 * /1 · 

§ 4. Приложеимя преобразования Фурье 
1 .  Пусть Р( fж) -:- линейный дифференциальный оператор порядка т с постоянными 
коэффициентамИ, ( d ) tf1! tr-1 d р -

d 
:= ao-

.
- + at-

d .1 + . . .  + ат-1 - + ат х dxm zm- dx 
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( ао, а 1 ,  • • •  , ат = const). Используя формулу для преобразования Фурье производных функции у(ж), находим 1 

fТ [р (:ж) у] = P(i�)fТ[y]. 

Рассмоrрим дифференциальное уравнение 
р (�) у =  /(ж), ( 1)  

где Р ( .Jz) - введенный выше дифференциальный оператор. 
Предположим, 'ПО искомое решение у(ж) имеет преобразование Фурье 1J(E) , 

а функция /(ж) имеет ареобразование /({) . Применяя преобразование Фурье к уравнению ( 1 ) ,  получим вместо дифференциального алгебраическое уравне ни. е на оси О{ относительно jj(�), 

откуда 

так qто формально 

P(i{)jj = /(!.), 

/(t.) 1JIO = P(i{) ' 

( ) -\ { /({) } у ж = fТ � .. 
где символ ;:y;--t обозначает обратное преобразование Фурье. Основное ограничение применимости этого метода связано со следующим фактом. Решение обыкновенного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами содержит функции вида е.лz , eaz cos {Jж, eaz sin {Jж. Они не являются абсолщно интегрируемыми на оси -оо < ж < +оо, и nреобразование Фурье для них не определено, так что, строго говоря, применятьданный метод нельзя. Эrо ограничение можно обойти, если ввести в рассмоrрение так называемые обобщенныв фушщии. Однако в ряде случаев преобразование Фурье все же применимо в своей классической форме. 

Прммер. Найти решение u = u(z, t) уравнения 

д2u = а2 д2u
2 ' t > О, -оо < :z: < +оо дж 

(а = const), nри начальных условиях 

u l �(х), д
дt
u l , = О, -оо < х <.+оо. 1=0 

t=O 

(2) 

(3) 

Это - заДача о свободных колебаниях бесконечной однородной сrруны, когда задано начальное 
отклонение �(х) точек струны, а начальные скорости отсутствуют. 

<11 nоскольку пространсr!161\най переменная z изменяется в nределах от -оо до +оо, nодверrнем урав
нение и начальные условия nреобразованию Фурье по nеременной х . 

Будем nредполагать, что 
1) функции u(z, t) и �(z) - достаточно гладкие и сrремятся к нулю при lzl -+ +оо и Vt � О 

настолько быстро, что сущесrвуют прообразования Фурье 

l +оо . 
t1(�,t) = V'Fi j u(z, t)e-i{" dz, (4) 

-оо 
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(5) 

(6) 

(7) 

Умножая обе части (2) на *e-iez и интеrрируя по z от -оо рр +оо, попучим 

d2v 2 2 
dt2 + а { v == о, (8) 

а из начальных условий (3) найдем 

(9) 

: lt=O == о. ( 10) 

Таким образом, nрименяя к задаче (2)-(3) nреобразование Фурье, nриходим к задаче Коwи (8)-(10) 
дnя обыкновенноrо дифференциальноrо уравнения, где { - nараметр. 

Решением уравнения (8) является функция 

v({, t) = С1Ю cosa(t + C2Ю sina{t. 
Из условий (9) и (IO) находим, что С1(() = �(() . С2({) = о. таl( что v((, t) = iiO cosa{t. 

Применяя обра11Юе nрообразование Фурье, попучим 

1 +/оо · 1 +00 • 
u(z, t) = =::: v({, t)e*' d{ = . =::: j �Ю cos a{t e•ez d{ == 

v2�r v2�r · -оо -оо 

Это часrный Сllучай формулы Даламбера решения задачи (2)-(3). 111> 

2. Преобразование Фурье может быть использовано при решении некоторых инте
гральных уравнений, т. е. уравнений, в которых неизвестная функция входит под знак 
интеграла. 

Рассмотрим, например, уравнение 
+оо 1 <p(ж)e-i(z dж = 2'1f е-1€1, ( l) 
-оо 

где <р(ж) - искомая фуНкция. Записав (1) в виде 

+оо � 1 <p(ж)e-i{z da: = V2ife-l(l, (2) 
-оо 

замечаем, что левую часть (2) можно рассматривать как преобразование Фурье функ
ции у:>( ж), так что (2) равносильно следующему равенству: 

9Т[<р] = V2ife-l(l . 
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Тогда по формуле обращения 

+оо О +оо 
tp(z) ::: J e-l{litz d{ = j e((l+iz) d{ + j e-((1-iz) d{ = 

-оо -оо О 

:::::: 
ef(l+:z) 1{=0 _ e-IO�iz) l{=+oo = 2 
1 + IZ (::-оо 1 - SZ (=О 1 + 

Функция tp(z) = н�'l естьрешение уравнения ( 1 ) .  

§ 5. Понятие о многомерном преобразовании Фурье 
Преобр113088ние Фурье 

+оо 
J(x) F(�) = вt[JJ = � J 1(x)e-i{z dz 

-оо 
1 J(a, x), а > О *F(H 
2 f(x - a) e-i{a F(<€) 

2 
3 -a2z2 1 е-5 е ;72 

4 e-alzl, а >  о [i a 
02+{2 

5 { 1 , lxl < а, li� о, lxl > а  
6 � Vfe-lfl 

7 а Vf e-aJ�I 
z2+a2 

8 xe-aizi
, а >  О li� -2 (( +а ) 

9 { cos az, 
о, 

lxl < �· 
lzl > и li а !{ 

02-(2 COS 2а 
10 { 1 - lzl, lzl < 1 ; 2/i (�)2 о, lxl > 1 

Пусть х = (ха , х2, . . .  , Xn) Е Rn . Многомерным преобразованием Фурье абсолютно 
интегрируемой функции J(x, , х2, . . . , Xn) называется функция 
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или, короче, 

FIO = --!.. J /(x)e-i({,z) dx 
(21Г)! 

' 
кn 

где ({, х) = {Ixl + {2х2 + . . .  + {nXn , dx = dx1 dx2 . . .  dxn ; символ J ·dx обозначает 
JRR 

интегрирование по всему пространству Rn . 
Свойства многомерного иреобразования аналогичны соответствующим свойствам 

преобразования Фурье функции одной переменной. В специальном случае, когда 
J(x! ,  х7, . . .  Xn) = /(xi) · J(x2) . . .  f(xn) ,  имеем 

\ Вf[/I · /2 · · · /n) = Вf[/t] · Вf[/2) · · · Вf[/nJ· I 
Упражнения 

Представьте следующие функции интегралом Фурье: 

1 . f(z) = { l', :� �1
i, 2. /(z) = { 01, а <  z < Ь>

, Ь О, lzl > 1 . ' z < а, z . 
З. f(z) = e-lzl. 4. f(z) = .,2:42, а > О. 5. f(z) = { 
6. Решите интегральное уравнение 

+оо 
j f(t) cos �t dt = 1 :�2 • 
о 

Ответы 

sin z, 
о, 

1 .  /(z) ::::: � j"" � cos�z �. j"" •i�t dt = I · 2. f(z) = l j"" sinE(ж-a)(sinE(:o-Ь) �. З. f(z) = 
о ' о � о +оо +оо +оо � J 01':$ d�. 4. f(z) = J е-аЕ sin z� �. 5. f(z) = � J R sin z� �. 6. f(z) = е-" , z � О. 

о о о 
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ПРЕО&РАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 

§ 1 . Преобразование Лаnласа. Основные оnределения 
Ранее мы рассмотрели интегральное иреобРазование Фурье 

+оо 

F(�) = � 1 /(t) e-ift dt 

-оо 
с ядром K(t, О = � e-ift . Преобразование Фурье неудобно тем, что должно быть 

выполнено условие абсолютной интегрируемости функции /(t) на всей оси t ,  
+оо 

J \J(t) l dt = А <  +оо. 

-оо 
Преобразование Лапласа позволяет освободиться от этого ограничения. 

Оnредепение 1 .  Функцией-оригиналом будем называть всякую комплекснозначную функ
цию /(t) действительного аргумента t ,  удовлетворяющую следующим условиям: 

l . /(t) непрерывна на всей оси t, кроме отдельных точек, в которых /(t) имеет 
.разрыв 1-го рода, причем на каждом конечном интервале оси t таких точек может быть 
лишь конечное число; 

2. функuия /(t) равна нулю при отрицательных значениях t ,  /( t) = О при t < О; 
3. при возрастании t модуль f(t) возрастает не быстрее показательной функuии, 

т. е. существуют числа М > О и в такие, что для всех t 
(1) 

Ясно, что если неравенство ( 1) выполняется при некотором в = в1 , то оно будет 
ВЫПОЛНЯТЪСЯ И при ВСЯКОМ 82 > 81 . 

Точная нижняя грань во всех чисел в, во = inf в, дЛЯ которых выполняется нера
венство (1) , называется показатмем роста функuии /(t). 

замечание. в общем случае неравенство 

не имеет места, но справедлива оценка 

jJ(t) j � М e<�o+t)t, 

где t > О - любое. Так, функция /(t) = t ,  t ;;<: О, имеетпоказатель роста so О. Для нее неравенство 
1t1 � М "Vt ;;<: О не выполняется, но 'Ve > О, 'Vt > О верно неравенство ltl � М  eet . 



§ 1. Преобразование Лаппаса. Основные опреде11ВНИ1 ---------------'--- 223. 

У слови е ( 1 )  гораздо менее ограничительное, чем условие ( *) . 
Пример 1. Функция 

/(t) = { 01 t < о, 
е ,  t � О, 

не удовлетворяет условию ( *) , но условие ( 1) выnолнено nри любом в � 1 и М � 1; nокаэатель роста 
во = 1 .  Так что /(t) является функцией-оригинаnом. 

С другой стороны, функция 

( )  
{ о, t < о, 1 t = t?-e , t � О, 

не является функцией-оригинаnом: она имеет бесконечный порядок роста, so = +оо. 

Простейшей функцией-оригиналом является 
так называемая единичная функция 

(t) - { о, . t < о, 
1f - 1, t � о 

(рис. 1) . 
Если пекоторая функция 'P(t) удовлетворяет 

условиям 1 и 3 определения 1 ,  но не удовлетво
ряет условию 2, то произведение J(t) = !p(t) ТJ(t) 
уже является функцией-оригиналом. 

Для простоты записи мы будем, как пра
вило, множитель ТJ(t) опускать, условившись, а) 
что все функции, которые мы будем рассма
тривать, равны нулю дЛЯ отрицательных t ,  так 
что если речь идет о какой-то функции J(t) , 
например, о sin t, cos t, et и т. д. , то всегда под- б) 
разумеваются следуЮщие функции (рис. 2): 

. J (t) - { о, t < о, 1 - sin t, t � О, 

!2(t) = { ��s t, : � �: 
/з(t) = { ol t < о, е ,  t � О. 

Определение 2. Пусть J(t) есть функция-ориги
нал. Изображением функции J(t) по Лаnласу 
называется функция F(p) комплексного пере
мениого р = s + iu, определяемая формулой 

+оо 

в) 

Рис. l 

2 
---� 

Рис. 2 

11=11(1) 

F(p) = j J(t) e-pt dt, (2) 
о 

где интеграл берется по положительной полуоси t .  Функцию F(p) называют также 
преобразование.м Лапласа функции J(t) ; ядро преобразования K(t, р) = e-pt . 

Тот факт, что функцияj(t) имеет своим изображением F(p), будем записывать 
так: 1 /(t) -F F(p), F(p) '==; J(t), или F(p) = L(J(t)) . l 
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Пример 2. Найти изображение единичной функции 71(t). { о  t < O  • � Функция 71(t) = 1; t :;::: 0·, является функциеи-оригиналом с показателем роста во = О. В силу 

формулы (2) изображением функции 71(t) будет функция 
+оо 

F(p) = j \ ·  e-pt dt. 
о 

Если р = s + iu , то при s > О интеграл в правой Части последнего равенства будет сходящимся, 
и мы получим 

+оо -pt lt=+oo F(p) = j l · e-pt dt = _ _  е -
О р t=O 

так что изображением функции 71(t) будет функция � .  
Как мы условились, будем писать, что 71(t) = l ,  и тогда 
полученный результат запишется так: 

l ..t'(t) = - . ... р 

Теорема 1. Для всякой функции-оригинала J(t) 
с показателем роста so изображение F(p) опре
делено в полуплоскости Re р = в > во и является 
в этой полуплоскости аналитической функцией 
(рис. 3). 

� Пусть 
(3) 

11 

l - (Re р = s > О), р 

о 

Рис. 3 

Для доказательства существования изображения F(p) в указанной полуплоскости до
статочно установитЬ, что несобетвенный интеграл (2) абсолютно сходится при s > s0 • 

Используя (3) , получаем 

1 iooJ(t) e-pt dt l ::::; /ool/(t) l l e-(s+iu)t l dt :::; M jooe-(s-so)t dt = s�во
' 

о о о 

что и доказывает абсолютную сходимость интеграла (2) . Одновременно мы получили 
оценку преобразования Лапласа F(p) в полуплоскости сходимости Re р = в >  s0 : 

IF(p) l = 1 /+оо /(t) e-pt dt ::::; __!:!__, в - в0 о 

Дифференцируя выражение (2) формально под знаком интеграла по р, находим 

+оо 
F'(p) = - j t J(t) e-pt dt. 

о 

(4) 

(5) 

Существование интеграла ( 5) устанавливается так же, как бьmо установлено суще
ствование интеграла (2) . 
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Применяя для F1 (р) интегрирование по частям, получаем оценку 

+оо 
IF'(p) l � М 1 t e-(s-so)t dt = 

о 
+оо - м [t e-<'-'o)t l t=+oo 

+ -1- l e-<s-ao)t dt] - М 
- -(s - во) t=O s - so - (s - so)2 ' 

о 
откуда следует абсолютная сходимость интеграла (5) . (Внеинтеrралъное слагаемое 
t -<•-•o)t 

е 60_, при t ---+ +оо имеет предел, равнЪIЙ нулю). 

В любой nолуплоскости Re p � s1 > so интеграл (5) сходится равномерно относи· 
тельно р, nоскольку он мажорируется сходящимся интегралом 

+оо +оо 
1 1 t f(t) e-pt 

dt
l 

� М 1 t e-<•t-•o)t dt = (sJ Mso)2 , 
о о 

не зависящим от р. Следовательно, дифференцированиепо р законно и равенство (5) 
сnраведливо. 

Поскольку nроизводная F'(p) существует, nреобразование Лаnласа F(p) всюду 
в nолуплоскости Re р = s > s0 является аналитической функцией. to> 

Из неравенства (4) вытекает 

Спедствие. Если точка р стремится к бесконечности так, что Re р = s неограниченно 
возрастает, то 

lim F(p) = О. s->+oo 

Прммер 3. Найдем еще изображение функции f(t) = eat , где а = а +  if' - любое комnлексное число. 
Показатель роста s0 функции /(t) равен а. 
<08 Считая Rep = s > а, получим 

Таким образом, 

+оо +оо -(p-a)t ll>=+oo 1 J e"1e-pt dt j e-(p-a)t dt = _е__ = 
о о -(р - а) t� р а 

.L(e"') == -�-.  р - а 
При а =  О вновь попучаем формулу .L(I) = j .  ".. 

(Rep > а). 

Обратим внимание на то, что изображение функции eat является аналитической 
функцией аргумента р не только в nолуплоскости Re р > а, но и во всех точках р, 
кроме точки р = а,  rде это изображение имеет простой полюс. В дальнейшем мы 
не fla3 встретимся с подобной ситуацией, коrда изображение F(p) будет аналити
ческой функцией во всей плоскости комплексного перемениого р, за исключеннем 
изолированных особых точек. Противоречия с теоремой 1 нет. Последняя утверждает 
лишь, что в полуплоскости Re р > s0 функция F(p) не имеет особых точек: все они 
оказываются лежащими или левее прямой Re р = s0 , или на самой этой прямой. 
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Замечамие. В оnерационн:ом исчислении иногда nользуются изображением функции J(t) по Хевисайду, 
оnределяемым равенством 

+оо 
F*(p) = р j J(t) е -pt dt 

о 
и отличающимся от изображения по Лаnласу множителем р. 

§ 2. Свойства преобразования Лаппаса 

В дальнейшем через /(t) , �(t) , . . .  будем обозначать функции-оригиналы, а через 
F(p) , Ф(р) , . . . - их изображения по Лапласу, 

+оо 
F(p) = 1 /(t) e-pt dt, 

о 

+со 
Ф(р) = 1 <p(t) e-pt dt, 

о 

Из определения изображения следует, что если /(t) = О  'Vt, то F(p) = О. 

Теорема 2 (единственности). Если две непрерывные функции f(t) и <p(t) имеют одно и то же 
изображение F(p), то они тождественно равны. 

Теорема 3 (яикеiиостъ n� Памаса). Если f(t) и <p(t) - функции-оригиналы, то 
для любЬIХ комплекснЬI.Х постояннЬI.Х а и {3 

af(t) + {J<p(t) ;=: aF(p) + fJФ(p) . (2) 

...,.. Справедливость утверждения вытекает из свойства линейности интеграла, опреде
ляющего изображение: 

+оо 
1 ( af(t) + fJ�(t)) е -pt dt 
о 

+оо +оо 
а 1 j(t) e-pt dt + fJ 1 <p(t) e-pt dt = aF(p) + fJФ(p) 

о о 

(Re р > max{s0, s1 } , где so , s1 - показатели роста функций /(t) и <p(t) соответст
венно) . ..,. 

На основании этого свойства получаем 

т. е. 

(3) 

Аналогично находим, что 

(4) 
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и, далее, 

sh t -
et - e-t � !  (-1 - - _1 _) - _1_ - 2 :- 2  р - 1 р + 1  - р2 - 1 ' 

ch t := -/-
1 . р -

(5) 

(6) 

Теорема 4 (подобиt). Если j(t) - функция-оригинал и F(p) - ее изображение по Лапласу, 
то для любого постоянного а > О 

f(at) := �F (�) . 
• Полагая at = т,  имеем /+оо -

t 1 /+оо _J!. 1 (р) J(at) := J(at) е Р dt = � /(т) е а т dт = �F � . ..,. 
о о 

Пользуясъ этой теоремой, из формул (5) и (6) получаем 

1 sh ыt := р2 : ы2 , ch ыt := р2 � ы2 . , 

(7) 

Теорема 5 (о дифференцировании ориrинапа). Пусть j(t) является функцией-оригиналом 
с изображением F(p) и пусть J'(t), f"(t), . . .  , j<n>(t) - также функции-оригиналы, 
а 8 = max{so, s 1 ,  . . .  , sn}, где s�c - показательроста функции J<">(t) (k = О, 1 , . . .  , n) . 
Тогда 

/'(t) ;:=: pF(p) - /(0), (8) 
и вообще 

(9) 

.Здесь под J<">(o) (k = О, 1 , . . .  , n - 1 )  понимается правое предельное значение 
J<">(t) , 

• Пусть j(t) := F(p) . Найдем изображение /'(t) . Имеем +оо 
/'(t) := j j'(t) e-pt dt. 

о 
Интегрируя по частям, получаем 

( 10) 
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Внеинтегральное слагаемое в nравой части ( 10) обращается в нуль при t -+ +оо, 
т. к. при Re p = s > s имеем 

nодстановка t = О  дает -/(0) . 
Второе слагаемое сnрава в ( 10) равно pF(p) . Таким образом, соотношение ( 10) 

nринимает вид 

/'(t) ;==: p F(p) /(0), 
и формула (8) доказана. В частности, если /(0) = О, то /'(t) := pF(p). 

Для отыскания изображения J<n>(t) запишем 

+оо 

/(n)(t) ;=} J /(n)(t) е -pt dt, 
о 

откуда, интегрируя n раз по частям, nолучим 

11рммер 4. Лользуясь теоремой о дифференцировании оригинала, нaimt изображение функции f(t) 
sin2 t . 

<4 Пусть /(t) ;::::: F(p) . Тогда 
/1 (t) ;::::: р F(p) - /(0). 

Но /(О) =  О, а /1(t) = 2 sin t cos t = sin 2t ;::::: �· Следовательно, � = p F(p) , откуда F(p) 
2 • . 2 t � ::::; sш . ..  

Теорема 5 устанавливает замечательное свойство интегрального иреобразования 
Лаnласа: оно (как и иреобразование Фурье) переводит операцию дифференцирования 
в алrебраическую операцию умножения на р. 

Формупа lllllючettИII. Если /(t) и /'(t) являются функциями-оригиналами, то 

1 lim р F(p) = /(0) . , 
Rep->+oo 

( 1 1) 

.,.. В самом деле, f'(t) := р F(p) /(0) . В силу следствия из теоремы 1, всякое изобра

жение стремится к нулю nри Re р = s -+ +оо . Значит, lim [Р F(p) - f(O)] = О, 
Rep->+oo 

откуда вытекает формула включения ( 1 1  ). � 

Теорема 6 (о дифференцировании изобросенИА). Дифференцироеание изображения сводится 
к умножению на ( -t) оригинала, 

( 12) 
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� Так как функция F(p) в nолуплоскости Re р = s > so является аналитической, то 
ее можно дифференцировать по р. Имеем 

+оо 
F'(p) = - j t f(t) e-pt dt, 

о 
+оо 

F"(p) = j t2f(t) e-pt dt, 
о · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ' 
+оо 

p(n)(p) = J (- 1)ntnf(t) e-pt dt. 
о 

Последнее как раз и означает, что p(n)(p) "" ( - 1)ntn f(t) . ..,. 
Пример 5. Пользуясь теоремой 6, найти изображение функции tp(t)' = t" . 

. 
� Как известно, l ;::::: � - здесь /(t) = l ,  F(p) = � - Отсюда (�)' ::::;, (-t) · l , или � ::::;, t . Вновь 

применяя теорему 6, найдем (� )' ::::;, (-t) · t, или .;i ::::;, t2 , вообще t" ;::::: f+r . .,. 

Теорема 7 (интеrрирование ориrинапа). Интегрирование оригинала сводится к делению изо
бражения на р: если f(t) := F(p), то 

t J /({) 
df. ;::: F�)

. ( 13) 
о 

� Положим 
t 

<p(t) = J f(t) dt. ( 14) 
о 

Нетрудно про верить, что если /( t) есть функция-оригинал, то и <p(t) будет функцией
оригиналом, причем <р(О) = О. Пусть <p(t) := Ф(р) . В силу (14) 

/(t) = <p1(t) ;::: р Ф(р) - <р(О) = р Ф(р), 
так что f(t) := р Ф(р) . С другой стороны, /(t) := F(p) , откуда F(p) = р Ф(р) , т. е. 
Ф(р) = F�) . Последнее_равносильно доказываемому соотношению (13) . ..,. 

Пример 6. Найти изображение функции 
t 

tp(t) = J cos { d{. 
о 

� В данном случае /(t) = cos t, так что F(p) = -f+t. Поэтому 

t 
l /cos { d{ :='  -2- • .,. р + l о 
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00 
Теорема 8 (иитеrрирование иэобро:ения). Если j(t) = F(p) и интеграл J F(q) dq сходится, 

р 
то·он служит изображением функции �: 

00 
f�t) ;:::: 1 F(q) dq. ( 15) 

� Действительно, 

р 

j F(q) dq = j { l /(1) .-.. dt} dq. 

р р о 
Предполагая, что пуrь интегрирования (р, оо) лежит в полуnлоскости Re р � а > so , 

мы можем изменить порядок интегрирования (t > 0) : 
оо оо +оо +оо оо +оо · 
1 F(q) dq = 1 { 1 j(t) e-qt dt} dq = 1 j(t){ 1 e-qt dq} dt = 1 j�t) e-pt dt. 

р р о о р о 
00 #ф Последнее равенствоозначает, что J F(q) dq является изображениемфункции Lf- . "" 
р 

Пример 7. Найти изображение функции si�t . 

.,. Как известно, sin t ;:=: h . Поэтому 

sint !"" dq !"" 1r 
-

t
- ;d  zt =arctgq 2 -arctgp"'=arcctgp . .,. 

1' 
q + 1' 

Теорема 9 (эаn83ДЫ88ния). Если f(t) ;:::: F(p)� то 
для любого положительного r ( <sЗаnаздывания'f;) 

j(t - т) ;:::: е-ртF(р). 

� Так как j(t - т) = О для t < т  (рис. 4), то 

/1 

(J 

+оо +оо 

t 

Рис. 4 

j(t т) := 1 j(t - т) e-pt dt = 1 j(t т) e-pt dt. ( 16) 
о т 

Положим { = t - т. Тогда dt = d{. При t = т получаем { = О ,  при t = +оо имеем 
� = +оо. Поэтому соотношение ( 16) принимает вид 

+оо +оо 
j(t - т) := 1 J(�) е-р((+т) d{ = е-рт 1 f(�) e-PI. d{ = e-pтF(p) . .... 

о о 
Пример 8. Найти изображение функции /(t) , заданной графически (рис. 5). 
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-. Заnишем выражение для функции /(t) 
в следующем виде: 

/(t) = q(t) - 2q(t - l) + q(t - 2). 
Это выражение можно nолучить так. Рассмо
трим функцию /1 (t) = q(t) для t � О (рис. 6 а) 
и вычтем из нее функцию 

/2(t) = 2q(t - •> = П: : � �: 
Разность /1 (t) - /2(t) будет равна едини

це для t Е [О, l) и -1 для t � l (рис. 66). 
К nолученной разности nрибавим функцию 

ж•f(tl 

Рис. 5 

/з(t) = q(t - 2) = { �; t < 2, 
t � 2. 

В результате nолучим функцию /(t) (рис. 6 в), так что 
/(t) = q(t) - 2rJ(t - l) + q(t - 2). 

Отсюда, nользуясь теоремой заnазды
вания, найдем 

F(p) = � - � е-Р + �  е-2Р . .,.. р р р 

Теорема 10 (смещени11). Если f(t) а) 

---,;t------------�, F(p), то для любого комплексного 
числа Ро 

ef'Ot /(t) := F(p - Ро). 

6) -�--�--------------� 
� В самом деле, 

+оо 
ef'Ot f(t) := 1 ef'Ot f(t) е -pt dt = 

+оо о 

= 1 f(t) e-(p-Po)t dt = F(p - Ро) . ..,.. в) -�-+--2--------
о 

Теорема позволяет по известным 
изображениям функций находить 

---� 

Рис. б 

изображения тех же функций, умноженных на показательную функцию ePot , напри-
мер, 

IJ) 
sin wt := 2 2 , р + w 

так что 

-.Лt • t . IJ) е sш UJ ;= (р 
)2 2 , + Л  + w 

2.1 .  Свертка функций. Теорема умножения 

t . р COS UJ  ;= 2 2 , р + w  

.Лt • р - л е cos wt ;= (р 
)2 2 • - Л  + w 

Пусть функции /(t) и 1p(t) определены и непрерывны для всех t. Сверткой (! * 1p)(t) 
этих функций называется новая функция от t, определяемая равенством 
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+оо 
(/ * <p)(t) = j /(т) <p(t - т) dт 

-90 

(если этот интеграл существует) . 
Для функций-оригиналов /(t) и <p(t) операция свертки всегда выполнима, причем 

t 

(! * <p)(t) = j /(т) <p(t т) dт. 
о 

( 17) 

<1111 В самом деле, произведение функций-оригиналов /(т) <p(t - т), как функция от т ,  
является финитной функцией, т. е .  обращается в нуль вне некоторого конечного 
промежутка (в данном случае вне QТРезка О � т � t). Для финитных непрерывных 
функций операция свертки выполнима, и мы получаем формулу ( 17) . ..,. 

Нетрудно проверитъ, что оnерация свертки коммутативна, 

t t j /(т) <p(t - т) dт = j <р(т) f(t - т) dт. 
о о 

Теорема 1 1  (умножения). Если /(t) ? F(p), <p(t) Ф(р), то свертка (J * <p)(t) имеет 
изображение F(p) · Ф(р), 

или 

t 
j /(т) <p(t - т) dт := F(p) Ф(р), 
о 

(! * <p)(t) ? F(p) Ф{р). 

<1111 Нетрудно проверитъ, что свертка (! * <p)(t) функций-оригиналов есть функция
оригинал с показателем роста s• = max{ St , s2} ,  где St , s2 - показатели роста функ
ций /(t) и <p(t) соответственно. Найдем изображение свертки, 

t +оо t 
j f(т) <p(t т) dт ? j e-pt{ j f(т) <p(t - т) dт} dt. ( 18) 
о о о 

Воспользовавшись тем, что 

t +оо 
j f(т) <p(t т) dт j /(т) <p(t - т) dт (<p(t - т) = О nри т >  t) , 

о о 
будем иметь 

+оо t +оо +оо 
j e-pt{ j /(т) <p(t - т) dт} dt = j e�pt{ j f(т) <p(t - т) dт} dt. 
о о о о 
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Меняя порядок интегрирования в интеграле спраВа (при Re р = s > s* такая операция 
законна) и применяя теорему запаздывания, получим 

+со t +оо +со j e-pt { j f(т) �(t - т) dт} dt = j /(т){ j e-pt�(t - т) dt} dт = 
о о о о 

Таким образом, из ( 18) и ( 19) находим 
t 

+со 

= j /(т)е-уrФ{р) dт = Ф(р) F(p). 
о 

j f(т) �(t - т) dт := F(p) Ф(р), 
о 

- умножению изображений отвечает свертывание оригиналов, 
F(p) · Ф(р) '==; (! * �)(t) . ... 

l1pltNep 9. Найти изображение функции 
t ф(t) = j т sin(t - т) dr. 

о 

• Функция ф(t) есть свертка функций /(t) = t и q.1(t) = sin t. В силу теоремы умножения 

ф(t) 'F F(p) · Ф(р) = у(р; + l) . .. 

( 19) 

(20) 

задача. Пусть функция /(t) , nериодическая с nериодом Т, есть функция-оригинал. Показать, что ее 
изображение по Лапласу F(p) дается формулой 

т 
F(p) = j f(t)e -pt dt, Re р = s > О. 

о 

§ 3. Отыскание оригинала по изображению 
Задача ставится так: дана функция F(p) , надо найти функцию f(t) , изображением 
которой является F(p). 

Сформулируем условия, достаточные для того, чтобы функция F(p) комплексного 
перемениого р служила изображением. 

Теорема 12. Если аналитическая в полуплоскости Re р = s > s0 функция F(p) 
1 )  стремится к нулю при IPI -+ +оо в любой полуплоскости Re р = а > so равномерно 

относительно arg р; 
2) интеграл 

a+ioo J F(p) dp (V а > s0) 
a-ioo 

сходится абсолютно, 
то F(p) является изображением некоторой функции-оригинШJа f(t). 
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Задача. Может ли функция F(p) = � служить изображением некоторой функции-оригинала? 

Укажем некоторые способы отыскания оригинала по изображению. 
3.1 .  Отыскание оригинала с помощыо таблиц изображений 
Прежде всего стоит привести функцию F(p) к более простому, «Табличному• виду. Например, в случае, когда F(p) - дробио-рациональная функция аргумента р,ее разлагают на элементарные дроби и пользуются подходящими свойствами иреобразования Лапласа. 

Пример 1. Найти оригинал для р F(p) = р2 + 2р + 5 . 

� Запишем функцию F(p) в виде 

F(p) _ Р _ Р _ р +  1 _ !  2 
- р2 + 2р + 5 - (р + 1)2 + 22 - (р + 1)2 + 22 2 (р + 1)2 + 22 . 

ПользуS!сь теоремой смещения и свойством линейности преобразования лапласа, получаем 

f(t) = e-t cos 2t - �e-t sin 2t. � 

Пример 2. Найти оригинал для функции 
1 F(p) = р2(р2 + 1) . 

� Запишем F(p) в виде 

Отсюда /(t) = t - sin t. � 

3.2. Использование теоремы обращения и следствий из нее 

Теорема 13 (обращении). Если функция f(t) есть функция-оригинШl с показателем роста s0 
и F(p) - ее изображение, то в любой точке непрерывности функции f(t) выполняется 
соотношение s+ioo 

/(t) = � 1 F(p) t!t dp, 21Г& •. 
1-ioo 

(1) 

где интегрШl берется вдоль любой прямой Re р = s > so и понимается в смысле главного 
значения, т. е. как 

s+iN 
lim 1 F(p) t!t dp. N->+oo 

s-iN 

Формула ( 1) называется формулой обращения преобразования Лапласа, или формулой 
. 

Меллина. 

• В самом деле, пусть, например, /(t) - кусочио-гладкая на каждом конечном отрезке (О, а) функция-оригинал е показателем роста s0 •  Рассмотрим функцию rp(t) = 
f(t) e-st , где s > so - любое. 
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Функция rp(t) удовлетворяет условиям применимости интегральной формулы Фу
рье, и, следовательно, справедлива формула обращения иреобразования Фурье, 

где 

+оо 
1 1 i(t rp(t) = V2-i ФЩ е �. 

-оо 
+оо +оо 

Ф({) = vk 1 rp(t) e-i�t dt = vk 1 rp(t) e-i(t dt 
-оо О 

(rp(t) = О  при t < 0). Подставляя в (3) выражение rp(t) = /(t) e-•t , найдем 
+оо +оо 

Ф(�) = -
1
- 1 e-i{te-'1/(t) dt = -

1
- 1 e-(s+i()t • /(t) dt = ..fii ..fii о о +оо 

= � 1 e-pt f(t) dt = . �F(p), 
v2� v 2� о 

где F(p) - преобразование Лапласа функции /(t) при р = s + i�. 
Формулу (2) можно переписать в виде 

+оо 
rp(t) = /(t) e-•t = _!_ 1 ei�t F(s + i�) �. 

2� -оо 
откуда получаем формулу обращения иреобразования Лапласа 

+оо в+iоо 
/(t) = __!_ 1 e(в+i()t F(s + i() � = � 1 еР' F(p) dp s > so. � 

2� 2�1 ' 
-оо 1-ioo 

Как следствие из теоремы обращения получаем теорему единственности. 

(2) 

(3) 

Теорема 14. Две непрерывные функции /(t) и rp(t), имеющие одно и то же изображе
ние F(p), тождественны. 

Непосредственное вычисление интеграла обращения ( 1)  обычно затруднительно. 
Оrыскание оригинала по изображению упрощается при некоторых дополнительных 
ограничениях на F(p) . 
Теорема 15. Пусть изображение F(p) - дробно-рациональная функция с полюсами р1 , 
Р2, . . .  , Pn · Тогда оригиналом для F(p) будет функция f(t) 7J(t), где 

n 
/(t) = L �s {F(p) еР') , 

k=l P-Pk 
{ о, t < о  1J(t) = 1 ,  t � о . (4) 
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� Пусть изображение F(p) - дробио-рациональная функция, F(p) = �, где А(р) , 
В(р) - многочлены относительно р (взаимно простые) , причем степень числите
ля А(р) меньше степени знаменателя В(р) , т. к. для всякого изображения должно 
выполняться предельное соотношение 

lim F(p) = О. Rep->+oo 
Пусть корни знаменателя В(р) , являющиеся по

люсами изображения F(p) , суть р1 , р2, . • . , pn , а их 
кратности равны r1 , r2, . . .  , Tn соответственно. 

Если число s, фигурирующее в формуле ( 1) , взять 
большим всех Re Pk (k = 1 , 2, . . . , n) , то по форму
ле обращения, которая в этих условиях применима, 
получим 

s+ioo 
/(t) = 2:i 1 F(p) е!' dp. 

•-ioo 
Рассмотрим замкнутый контур Гв (рис. 7) , со

стоящий из дуги Св окружности радиуса R с цен
тром в начале координат и стягивающей ее хорды АВ (отрезка прямой Re р = s) , и проходим�Iй в положи
тельном направлении, причем радиус R настолько 
велик, что все полюсы F(p) лежат внутри Г в .  

По теореме Коши о вычетах при л!обом R, удов
летворяющем указанному условию, будем иметь 

или 

1 1 n 

-. F(p) е!' dp = ".L: res (F(p) е"') , 21Г� k P=Pt 
ГR =l 

Рис. 7 

1 1 1 f n 

-2 . F(p) e!t dp + -. F(p) еР' dp = ".L: res (F(p) ePt) .  1Г� 21Г� 
k p=pk 

АВ 

CR =1 
(5) 

Второе слагаемое слева в равенстве (5) стремится к нулю при R ---+ оо. Это следует 
излеммыЖордана, еслив ней заменитьр на iz и учесть, что F(р) ---+ О при Re р --+  +оо. 

Переходя в равенстве ( 5) к пределу при R --+ оо, мы получим слева 
s+ioo 

/(t) = � 1 F(p) eJ" dp, 21Г� 
s-ioo 

а справа - сумму вычетов по всем полюсам функции F(p) 
n 

/(t) = ".L: �s (F(p) ePt) .  111-A:=I P-Pk 
Замечание. Воспользовавшись формулой для вычисления вычетов, найдем, что 

n 1 d'k-1 { А(р) } /(
t) = {;; (rk - 1)! PJ!.IJ}l dp•t-1 В(р) �(р - Pk)rk • (6) 
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Если все nолюсы Pl , Р2, . . . , р" - nростые, то 

( т) _ A(p,t) _1J,t _ ) res F(p) е< - ....,--(р 
) е-· (k - 1, 2, . . . , n 

р=р· в k 
и формула (6) nринимает вид 

Пример 3. Найти ориf)lнал для фуt1кции 
1 F(p) = 

р2 + t "  

<111 Функция F(p) имеет простые полюсы Pt = i ,  Р2 = -i. Пользуись формулой (7), находим 

/(t) = �� {Р:: 1 } + ,r:!; {re: 1 } = �: + e-it е'' - e-it = sin t . 
.,. 

(7) 

Теорема 16. Пусть изображение F(p) является аналитичесt(Ой фунt(цией в бесконечно уда
ленной точке р = оо, причем ее ptlЗIIoжeнue в окрестности IPI > R бесконечно удаленной 
точки имеет вид 

00 
с1 с2 Сп � CJ: 

F(p) = - + ...2 + . . .  + - + . . .  = LJ ...t . 
р у рл k=l р 

Тогда оригиналом для F(p) будет функция j(t) q(t), где 

Прммер 4. 

Имеем 

так что в силу (9) 

00 � CJ: k-1 J(t) = f=t (k 1)1 
t 

' 
q(t) = { �: 
J 

F(p) = 
р2 + t "  

00 ( l)" 
f(t) =  L --- t2"+1 = sin t. 

n=O (2n + 1)! 

t < O  
t � о ·  

§ 4. Припожения преобразования Лаппаса 
(операционного исчисления) 

4.1 . Решение линейных дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами 

(8) 

(9) 

Дано линейное дифференциальное уравнение второго nорядка с nостоянными коэф
фициентами 

( l) 
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(ао ,  а1 ,  а2 - действительные числа) и требуется найти решение ж(t) уравнения ( 1 )  
для t > О, удометворяюшее начальным условиям 

ж(О) = жо, z'(O) = Жt . (2) 
Будем считать, что /(t) есть функция-оригинал. Тогда ж(t) - также функция

оригинал. Пусть 
J(t) ? F(p), ж(t) ? Х(р). 

По теореме о дифференцировании оригинала имеем 
ж'(t) ? р Х(р) - жо, ж"(t) := р2Х(р) - р ж0 - ж1 • 

ПереЙдем в уравнении ( 1) от оригиналов к изображениям. Имеем 

аор2 Х(р) - аор жо - аожt + atP Х(р) - аtжо + azX(p) = F(p), 
или 1 (аор2 + а,р + а2) Х(р) = F(p) + аожор + аож1 + atжo. l (3) 
Эrо уже не дифференциальное, а алrебраическое уравнение относительно изображе
ния Х(р) искомой функции. Его называют операторным уравнением. Решая его, 
наЙдеМ операторнос решение задачи ( 1)-(2) -

Х(р) = F(p) + аожор + аож, + а1жо
. аор2 + а1р + az 

Оригиналдля Х(р) будет искомым решением ж(t) задачи (1)-(2). 
Общий случай линейного дИфференциального уравнения n-го порядка ( n � 1 )  

с постоянными коэффициентами от случая n = 2 принципиально ничем не отли
чается. 

Приведем общую схему решения задачи Коши 

1 

11 

Задача Коши в nространстве 
оригиналов 

Операторное уравнение 
в пространстве изображений 

/Решение задачи Коши 

j ..CI 
Решение операторного 
уравнения 

N 

III 

Здесь L означает применение к 1 иреобразование Лапласа, ..С 1 пр именение 
к III обратного иреобразования Лапласа. 

Пример 1 .  Решить задачу Коши 

х" (t) + x(t) 2 cos t, х(О) = О, х' (О) = 1 • 
.. Здесь /(t) = 2cost;=!  � · Пусть x{t) :=!.X(p). Тогда z"(t) ::= r.x(p) 1 .  Операторное уравнение 

2 2р р Х(р) l +Х(р) = р2 + l , 
откуда Х(р) = (р2�112 + h .  

По теореме о дифференцировании изображения 

Поэrому 

2р ( l ) ' . . 
(р2 + 1)2 = р2 + l Р :::; t sш t. 

z(t) = t sin t + sin t . .,. 
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Формупа Д1оамеп1 
В приложениях операционного исчисления к решению дифференциальных уравне
ний часто пользуются следствием из теоремы умножения, известным под названием 
формулы Дюамеля. 

Пусть j(t) и I{J(t) - функции-оригиналы, причем функция j(t) непрерывна 
на (0, +оо) , а I{J(t) - непрерывно дифференцируема на (0, +оо) .  Тогда если j(t) г= 
F(p) ,  �P(t) := Ф(р) , то по теореме умножения получаем, что 

t 
ф(t) = 1 J(r) �P(t - r) dr := F(p) Ф{р). 

о 
Петрудно проверитъ, что функция ф(t) непрерывно дифференцируема на [О, +оо) ,  
причем 

>{/ (t) = � ( j /(т) �(t - т) dт) = /(1) �(О) + j j(т) �· (t - т) dт. 
о о 

Отсюда, в силу правила дифференцирования оригиналов, учитывая, что ф(О) = О, 
получаем формулу Дюамеля 

t 

/(t) fP(O) + 1 j(r) I{J1(t - r) dr ;:::: р F(p) Ф(р). (4) 
о 

Покажем применение этой формулы. 
Пусть требуется решить линейное дифференциальное уравнение n-ro порядка 

( n � 1 )  с постоянными коэффициентами 

L [z(t)) = j(t) (5) 

при нулевых начальных условиях 

z(O) = z'(O) = . . .  = x<n-I)(O) = О  (6) 

(последнее ограничение несущественно: задачу с иенулевыми начальными условиями 
можно свести к задаче с нулевыми условиями заменой искомой функции). 

Если известно решение z1 (t) дифференциiшьноrо уравнения с той же левой частью 
и правой частью, равной единице, 

L [z(t)) = 1 (7) 

при нулевых начальных условиях 

z1(0) = z�(O) = . . . = z\n-I)(O) = О, (8) 

то формула Дюамеля ( 4) позволяет сразу получить решение исходной задачи ( 5)-( 6) . 
В самом деле, операторные уравнения, отвечающие задачам (5)-(6) и (7)-(8) , 

имеют соответственно вид 
А(р) Х(р) = F(p) (9) 

и 

(10) 
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где F(p) - изображение функции /(t) . Из (9) и (10) легко находим 

Х(р) = р Х1(р) F(p). 

Отсюда по формуле Дюамеля 

t 

x(t) = /(t) х1 (0) + 1 f(r) x� (t - r) dr, 
о 

или, поскольку XJ (O) = о , 
t 

x(t) = 1 /(r) x� (t - т) dr. 
о 

Прммер 2. Решить задачу Коши 

х" (t) - x(t) = -1
-
1

, х(О) = х' (О) = О. 1 + е 

-4 Рассмотрим вспомогательную задачу 

x�(t) - x1 (t) = 1 ,  х1 (0) = х� (О) = 0. 
Применяя операционный метод, находим 

1 
t 

Х1 (р) = р(р2 _ 1) '::::; J sh t dt = x1 (t). 
о 

По формуле ( 1 1) получаем решение x(t) исходной задачи: 

Jt 1 1 t 1 + е1 x(t) = -- sh(t- т) dт = -(е1 - te - 1) + sh t · ln -2- . .". 
1 + ет 2 о 

4.2. Интегрирование систем линейных дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами 

( 1 1) 

Интегрирование систем осуществляется так же, как и решение одного линейного диф
ференциального уравнения - пугем перехода от системы дифференциальных урав
нений к системе операторных уравнений. Решая последнюю как систему линейных 
алгебраических уравнений относительно изображений искомых функций, получаем 
Операторное решение системы. Оригинал для него будет решением исходной системы 
дифференциальных уравнений. 

Пример 3. Найти решение линейной системы { х' (t) = -y(t), 
y'(t) = 2x(t) + 2y(t), 

удовлетворяющее начальным условиям х(О) = у( О) = 1 . 

..,.. Пусть x(t) := Х(р) . y(t) := У(р) . Пользуясь свойством линейности преобразования Лаnласа и тео
ремой о дифференцировании оригиналов, сводим исходную задачу Коши к оnераторной системе { р Х(р) - 1 = -У(р), 

р У(р) - 1 = 2Х(р) + 2У(р). 
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Решая последнюю относительно Х(р) и У(р) ,  nопучаем 

(р) р 3 
= 

р 1 1 . t t ·  
Х = у 2р + 2 (р _ 1)2 + 1 - 2 (р -'- l)2 + l ::::::;. е COS t - 2е Sln t, 

(р) р + 2 р - 1 з . t t з t · t 
у = р2 - 2р + 2 = (р - 1)2 + 1 + (р l)2 + I ::::::;. e cos + е sш .  

Решеине исходной задачи Коши 

z(t) е1 cos t - 2et sin t, y(t) = е1 cos t + 3е1 sin t. • 

4.3. Решение интеграпьных уравнений 

Напомним, что интегральным уравнением называют уравнение, в котором неизвест
ная функция входит под знак интеграла. 

Мы рассмотрим лишь уравнение вида 

t 
tp(t} = f(t) + j K(t - т) tр(т) dт, (12) 

о 

называемое линейнЬLМ интегрШJьнЬLМ уравнением Вольтерра второго рода с ядром 
K(t - т} , зависящим от разности аргументов (уравнение типа свертки). Здесь tp(t) -
искомая функция, f(t) и K(t) - заданные функции. 

Пусть f(t) и K(t) есть функции-оригиналы, f(t) ;=Е F(p) , K(t) := Х(р) .  Приме
няя к обеим частям (12) иреобразование Лапласа и, пользуясь теоремой умножения, 
получим 

1 Ф(р) = F(p) + Х(р) · Ф(р), 1 
где Ф(р) ::::; tp(t) . Из ( 13) 

1 F(p) 
Ф(р) = 

l - JC(p) (Х(р) # 1). , 
Оригинал для Ф(р) будет решением интегрального уравнения ( 12) .  

Прммер 4. Решить интеrральное уравнение 
t v>(t) = t + j sin(t т) 1р(т) dт. 

о 

<4 Применяя преобра3011ание лалласа к обеим частям (14), получим 

откУда Ф(р) � + � � t + �t3• 
1 1 

Ф(р) 
р2 

+ р2 + l Ф(р), 

(13) 

(14) 

Функция 1p(t) t + i является решеиием уравнения (14) (nодстановка rp(t) = t + i в уравне
ние (14) обращает nослвднее в тождество по t). • 
Замечание. Иреобразование Лаnласа может быть исп0ЛЪ30вано также при решении некоторых задач 
для уравнений математической физики. 
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Преобразование Ламаса 

�кция-ориrинал Преобраэованне Лапласа 
+оо 

f(t) F(p) = J f(t)e-fll dt 
о 

1 1 .  -
р 

2. t" (n = l, 2, 3, . . . ) n! 
p"+l 

3. ta (а > -1 )  Г(а + I) 
pa+l 

4. eAt (>. = а + Ьi) 1 
р - >. 

5. sin (l}t UJ 
р2 + UJ2 

6. cos � р 
р2 - (1}2 

7. sh(l}t UJ 

р2 - (1}2 
8. ch� р 

р2 - (1)2 

9. e>.t sin c.Jt (1} 

(р - >.)2 + (1)2 
10. eAt COS(I}t р - ). 

(р >.)2 + (1}2 
1 1 .  sin(t т) (т > О) 

e-yr 
р2 + 1 

1 2. cos(t - т) (т > О} pe-yr 

р2 + 1 
1 3. Jo(t) 

1 
#+! 

14. J,.(t) (n = 1 , 2, . . .  ) (v9"+\ - p)" 

#+! 
15. ( ) 2 +оо е-"'2 dz !e-ayji Erf l7t = 71' J a/2./i. р 

Упражнения 
Установите, какие из указанных функций являются функциями-оригиналами: 
1. f(t) 

е
1 cos t. 1 1 

2. /(t) t2 + 1 . З. J(t) (t - 1 )2 ' 
Пользуясь свойствами преобраэования Лапласа, найдите изображения следующих функций: 
4. j(t) = sin2 t. 5. f(t) = cos mt cos nt.  6. j(t) = t cos t. 
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7. /(t) = (t + 1) sin 2t. 8. /(t) е21 sin t. 9. /(t) = e-t cos 2t. 
Найдите изображение следующих функций, заданных графически: 
10. Рис. 8 а. 11.  Рис. 8 б. 12. Рис. 8 в. 

-- -.,,�-.., 
1 
1 1 -- - -.- --
' 
' 

· Рис. 8 

НаjЩите opиmiOUIЫ по заданному изображению: 

а) 

б) 

в) 

t 

1 р 
13. F(p) = р2 + 4Р + 5 

14. F(p) = (р + I)2 • 
р 15. F(p) = (р2 + J)2 . 

р р 16. F(p) = 2 • 17. F(p) = ..з + 1 . р - 2р + 3  р 
е-Р 

18. F(p) = р(р _ l)  
Решите задачу Коши для следующих дИфференциальных уравнений: 
19. z' + z = е-1, z(O) = 1. 20. z" + z = t, z(O) = О, z'(O) = 1. 
21. z11 + z  О, z(O) = l, z'(O) = O. 22. z" + z = l, z(0) = -1 ,  z'(O) О. 
23. z" + 2z' + х = t, z(O) = z'(O) = О. 24. z" + х = cost, z(O) О, z'(O) = 1 .  
25. х111 + х' = 1 ,  z(O) = z'(O) = х" (О) = О. 

Решите задачу Коши для следующих систем дифференциальных уравнений: 
{ z' + y = O, { z' = -y, 

26. z(O) 1 ,  у(О) = - 1 .  27. z(O) = 1 , у(О) = О  . 
. y' + z = O, у' = х + 2у, 

{ z' - х - 2у t 
28. 

' ( ) ( х О 2,  у О) = 4. 
у' - 2z у =  t, 

Решите интегральные уравнения: 
с t 

29. 1p{t) = sin t + 2 J cos(t т) 1,0(т) dт. 
о 

ЗО. 1,0(t) = sin t + J<t - т) 1,0(r) dт. 
о 
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Ответы 
2 ) f11>2+m2+n2) (р o2-l 1. Да. 2. Да. З. Her. 4. F(p) = �· 5. F(p = @+�+n2):t_4".2,.7 · 6. F ) = � · 

7. F(p) == 2�)t8 • 8. F(p) == (1'-i)2+1 • 9. F(p) <P!i}J+4 . 10. F(p) = •;�' (2 - е-ар е-2411) . 
1 1 . F(p) = l-2e-�+<-2P .  12. F(p) J;t{t;��;. 13. J(t) = е-21 sin t .  14. f(t) = (1 - t)e-1• 15. f(t) == 

j 
�t sin t .  16. j(t) = e1 cos v'2 t + 1e1 sin v'2 t. 17. f(t) == iei (cos ft + v'Зsin ft) - te-t . 
18. J(t) ен71(t - 1) - 71(t 1). 19. z(t) == (t + l)e-1 • 20. z(t) = t. 21 . �(t) = cos t.  
22. :t(t) = 1 - 2 cost .  23. z(t) = 2e-t + te-t + t - 2. 24. :t(t) i sin t + sin t .  25. z(t) = t - sin t .  
26. z(t) = е1 , y(t) = -е1• 21. ж(t) = е1 - te1 ,  y(t) :: te1 • 28. :r:(t) = �е31 - e-t - i - � ,  
y(t) = �е31 + e-t - i - � .  29. �(t) te1 • 30. �(t) == 4{sh t + sin t). 
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ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ 
О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ 

С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 

§ 1 . Основные понятия. Примеры 
Дифференцишrьным уравнением с частными производными называется уравнение вида 

( 1 )  

связывающее независимые nерсменные ж1 , ж2 , . . .  , Жn , искомую функцию u = 
u(ж1 , ж2, • . •  , Жn) и ее частные nроизводные (наличие хотя бы одной nроизводной 
обязательно). Здесь k1 , k2 , . . .  , kn - неотрицательные целые числа, такие, что k1 + 
k2 + · · · + kn  = т. 

Порядком дифференциального уравнения называется наивысШий порЯдок входя
щих в уравнение частных nроизводных. Так, если ж, у - независимые nеременные, 
u и( ж, у) - искомая функция, то 

ди дu у- - :с- = 0 
дж ду 

- дифференциальное уравнение 1-ro nорядка; 

д2и д2и 8u д2и 
дж2 ду2 = о, д:с - ду2 = eu 

дифференциальные уравнения 2-ro nорядка. 
Для упрощения записи пользуются также следующими обозначениями: 

8u ди д2u д2и 
Uz = дж ' Uy ду '  'Uzz = дж2 '  Uq = джду ' 

Пусть имеем дифференциальное уравнение с частными nроизводными ( l) порЯд
ка т. Обозначим через C""(D) множество функций, непрерывных в области D вместе 
со всеми производными до порЯдка т включительно. 

Оnредеnение. Решением дифференциального уравнения ( 1) в не которой области D изме
нения независимых переt:tенных а:1 , ж2 , • • •  , Жn называется всякая функция 
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и = u(zt ,  Х2, • • •  1 Zn) Е сm (D) такая, что подстановка этой функции и ее nроизводных 
в уравнение ( 1 )  обращает nоследнее в тождество по z1 , z2, • • •  , Zn в области D .  

Пример 1 .  Наiiти решение 1.1 = u(z, y) уравнения 

tJu = 0. дz (2) 

<111 Равенсnю (2) означает, что искоыая функuия и не зависит от :r, но может быть любой фунiЩИеi! 
от у, 

tJ = !р(у). (3) 
Таким образом, решение (3) уравнения (2) содержит одну nроизsольную функuию. Это - общее 
реwение уравнения (2). .,. 

Пример 2. Найти решение и u(:t, у) уравнения д2u 
-- = 0. д жду (4) 

<111 Положим � = v .  Тогда уравнение (4) nримет вид � = О. Его общим решением будет nроизвольная 

фунi<UИЯ v = �А�(у) . Поскольку v � ,  nриходим к уравнению � = �А�(у) . Интегрируя no 11 (считая z 
nараметром), nолучим 

u(z, у) = j w(y) dy + g(z), 
где g(:�:) - nроизsольная фун�ЩИЯ. Так как �А�(у) - произвольная фунщия, то и интеграл от нее таюке 
является nроизвольной фунщией; обозначим его через /(у) . В результате nолучим решение уравне
ния (4) в виде 

u(z, у) == /(у) + g(ж) (5) 
(f(y) ,  g(ж) - nроизвольныв дифференцируемые функции). 

Решение (5) уравнения с частиыми nроизводными 2-го порядка (4) содержит уже две nроизволь
ныв функции. Его называют общим реwением уравнения (4), так каiС ВСЯkОе другое решение уравне
ния (4) может быть nолучено из (5) /ЮД)(ОДЯЩИМ выбором функuий f и g • .,. 
Мы видим, таким образом, что уравнения с частными провзводными имеют це

лые семейства решений. Однако существуют уравнения с частными производными, 
множества решений которых весьма узки и, в некоторых случаях, даже пусты. 

Пример 3. Множество деiЮгвИптьных решений уравнения (::)2 + (:;)2 = О 

исчерnывается функцией u(ж,у) const, а ура!!Нение 

(::)\ (:;)\ 1 = 0 

вовсе не имеет действитвпьных реwений. 

Мы не ставим покавопрос об отыскании частных решений. Позже будет выяснено, 
какие дополнительные условия нужно задать, чтобы с их помощью можно было вы
делить частное решение, т. е. функцию, удовлетворяющую как дифференциальному 
уравнению, так и этим дополнительным условиям. 

§ 2. Линейные дифференциальные уравнения 
с частными производными. Свойства их решений 

Уравнение с частными nровзводными называется линейнЬI.М, если онолинейно относи
тельно искомой функции и всех ее производных, входящих в уравнение; в противном 
случае уравнение называется нелинейным. 
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Пример 1. 

- линейное уравнение; уравнения 

- нелинейные. 

ди ди 2 82u дu 2 11 дж - ж ду + u = о, u д:r;2 + ду = z 11 

Линейное дифференциальное уравнение 2-ro nорядка для функции двух незави
симых переменных ж, у в общем случае имеет вид 

filu filu д2u 
А(ж, у) дж2 + 2B(z, у) джfJу +

С( ж, у) ду2 + 

fJu дu 
+ а( ж, у) дж 

+ Ь(ж, у) ду 
+ с( ж, y)u = j(ж, у), 

( l) 

rде А(ж, у) , В(ж, у), . . .  , с(ж, у) , j(ж, у) - функции переменных ж , у, заданные 
в пекоторой области D плоскости жОу. Если f(ж, у) = О в D, то уравнение (1) 
называется однородным., в противном случае - неоднородньш. 

Обозначив левую часть уравнения (1) через L[v) , запишем ( 1) в виде 

1 L[u) = j(x, у). , (2) 

Соответствующее однородное уравнение запишется так: 

1 L[u] = o. j (З) 

Здесь L - линейный дифференциальный оператор, определенный на линейном nро
странстве C2(D) функций u = u(z, у) . 

Пользуясъ свойством линейности оператора L, леrко убедиться в сnраведЛивости 
следующих теорем, выражающих свойства решений линейных однородных диффе
ренциальных уравнений с частными производными. 

Теорема 1. Если и( ж, у) есть решение линейного однородного уравнения (З), то си( ж, у), 
где с - любая постоянная, есть также решение уравнения (З). 

Теорема 2. Если uJ(a:, у) и v2(z, у} - решения линейного однородного уравнения (3), то 
сумма u1 (ж, у) + u2(ж, у) есть также решение этого уравнения. 

СJ!едствие. Если каждая из функций Ut (ж, у), u2(x, у), . . . , u�:(x, у) является решением 
уравнения (З), то линейная комбинация 

CJUt (Ж, у) + с2и2(ж, у) + . . .  + с�:u�:(ж, у), 
где с1 , С2, . . . , с�: - произвольные постоянные, также является решением этого уравне
ния. 

В отличие от обыкновенного линейного однородного дифференциального урав
нения, имеющею конечное число линейно независимых частных решений, линейная 
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комбинация которых дает общее решение этого уравнения, уравнение с частными 
производными может иметь бесконечное множество линейно независимых частных 
решений. 

Пример 2. Уравнение 
ди - = 0  ду 

имеет общее решение и =  4p(z), так что решениями его будуr, наnример, функции 1 , z, . . .  , zn, . • . . 

В соответствии с этим в линейных задачахдля уравнений с частными производмы
ми нам придется иметь дело не только с линейными комбинациями конечного числа 

00 
решений, но и с рядами 2: Сп ип (ж, у), членами которых являются произведения по

n=! 
стояиных Сп на частные решения ип(ж, у) дифференциального уравнения. 

Возможны случаи, когда функция и( ж, у; Л) при всех значениях параметра Л из не
которого интервала (Л о , Л 1 ), конечного или бесконечного, является решением урав
нения (3) . В этом случае говорят, что решения уравнения зависят от неnрерывно 
меняюшегося параметра Л. Если теперь взять функцию С(Л) такую, что первые и вто
рые производНые инте:rрала 

л. 
U(ж, у) = J С(Л) и(ж, у; Л) dJ.. 

Ао 
по ж и по у могут быть получены с помощью дифференцирования nод знаком инте
:rрала, то этот инте:rрал также будет решением уравнения (3) . 

Для линейного неоднородНого уравнения 

L[и] = j (4) 
справедливы следующие предложения. 

Теорема 3. Если и(х, у) есть решение линейного игоднородного уравнения (4) ,  а v(ж, у) -
решение соответствующего однородного уравнения (3), то сумма и +  v есть решение 
неоднородного уравнения ( 4) . 

Теорема 4 (приицип суnерnоэиции). Если и1(ж, у) -решениеуравненШIL[и] = j1 ,  а и2(х, у) 
решение уравнения L[u] = /2, то и1 + и2 -решениеуравненШl L[uJ = /1 + /2 . 

§ 3. Классификация линейных дифференциальных 
уравнений второrо nорядка 
с двумя независимыми переменными 

Onpeдe11etnte. Линейное дифференциальное уравнение второго порядка 
д2и д2и д2и А(х, у) дх2 + 2В(х, у) дхду + С(ж, у) ду2 + 

ди ди 
+ а(х, у) дх + Ь(х, у) ду + с(х, y)u = j(x, у) 

(1) 
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в пекоторой области Q на плоскости g;Oy называется 

и 

1) гиперболическим в n' если 

А = В2 - АС > О в П; 
2) параболическим в n, если 

А = В2 - АС := О в П; 
3) Э/1/lиnтическим в n' если 

А = В2 - АС < О в !1. 

Пользуясъ этим определением, легко проверить, что уравнения 

82'11. 82'11. 
дж2 = ду2 

82u -- = 0 д жду 
- гиперболические при всех ж и у, уравнение 

дu �'U 
дж = ду2 

параболическое при всех ж и у, а уравнение 

82u. д2и 
дж2 + ду2 = 0  

- эллиптическое при всех ж и у. Уравнение 

д2и д2и 
у дж2 + ду2 = 0  

- эллиптическое при у > О, параболическое на линии у = О и гиперболическое 
в полуплоскости у < о. 

Можно по казать, что при определенных условиях на коэффициенты уравнения ( 1) 
существует неособая замена независимых переменных 

� = !f(ж, у), 11 = ф(ж, у) (!f, ф Е С2), 
с помощью которой уравнение ( 1 )  иреобразуется к более простому, каноническому 
виду, своему для каждого типа уравнения. 

Уравнение гиперболического типа (А > О) иреобразуется к виду 

а?.и ( ди ди) дfihj = F �' 'ГJ, и, fil' {hj , 
или 

д2и o?.u ( ди ди) д(i - fiii2 = ф !, 1], u, дl' {hj 
(два канонических вида уравнений гиперболического типа). 
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Уравнение параболического типа (А = О) иреобразуется к виду 

д2и ( ди ди) lhji = ф {, ", и, Щ· дfj 
(канонический вид уравнения параболического типа). 

Уравнение эллиптического типа (А < О) иреобразуется к виду 

о2и д2и ( ди ди) 8fi + lhji = ф {, ", и, щ· дfj 
(канонический вид уравнения эллиптического типа). Здесь F и Ф - некоторые функ
ции, зависящие от искомой функции и, ее первых производных �, � и независимых 
nеременных {, 11. Вид функций F и Ф оnределяется исходным уравнением ( 1) .  

В некоторых случаях каноническая форма уравнения nозволяет найти общее ре
шение исходного уравнения. 

Как правило, nриведение уравнения ( l) к каноническому виду nyreм замены неза
висимых переменных имеет локальный характер, т. е. осуществимо лишь в пекоторой 
достаточно малой окрестности рассматриваемой точки M0(zo, у0) .  

Когда число n независимых переменных больше двух, также различают уравнения 
гиnерболического, nараболического и эллиnтического тиnов. Например, nри n = 4 
простейшая каноническая· форма таких уравнений имеет вид 

д2и д2и д2и д2и - - - - - - - = О  (гиnерболический тип), дt2 дж2 ду2 дz2 
ди д2и о2и д2и 
- - - - - - - = О  (nараболический тип), дt дж2 ду2 дz2 
д2и д2и о2и о2и 
дt2 + дж2 + ду2 + дz2 = О (эллиптический тиn). 

Здесь и = и( ж, у, z, t). 
Замечанме. В общем случае, коrда число независимых переменных больще двух, приведение линейноrо 
урав!fения с переменными коэффициентами 

" д2u " дu I; a;;(zt, х2, . . . , х,.) ;:;--:------8 . + I; Ь;(zt ,  х2, . . .  , х,.) а-; + c(xt ,  х2, . . .  , x,.)u = f(x1, х2, . . . , х,.) i,j=l иХ, XJ i=l z, 
к кано�Jическому виду возможнотолько в даннойточке М0(х?, х�, . . .  , xg) и невозможно в любой сколь 
уrодно малой ОКреСТНОСТИ ЭТОЙ ТОЧКИ. 

Мы оrраничимся рассмотрением линейных дифференциальных уравнений 2-го 
nорядка. К таким уравнениям nриводит большое количество различных физических 
задач. 

Так, колебательные процессы различной nрироды (колебания струн, мембран, 
акустические колебания газа в трубах, электромагнитные колебания и т. д.) описыва
ются уравнениями гиnерболического тиnа. Простейшим из таких уравнений является 
уравнение колебаний струны (одномерное волновое уравнение): 

д2и 2 д2и 
fii2 а 'ifii' и = и( ж, t) . (2) 



Здесь ж - nространствеиная координата, t - время, а2 = � ,  где Т - натяжение 
струны, р - ее линейная nлотность. 

Процессы теnлоnроводности и диффузии nриводят к уравнениям nараболического 
тиnа. В одномерном случае простейшее уравнение теnлопроводности имеет вид 

да 2 o2u 
дt = а  lfii' и = а(ж, t). (З) 

Здесь а2 = � , где р - nлотность среды, с - удельная теnлоемкость, k - коэффициент 
теnлопроводности. 

Наконец, установившиеся nроцессы, когда искомая функция не зависит от вре
мени, оnределяются уравнениями эллиптического тиnа, типичным nредставителем 
которых является уравнение Лаnласа 

(4) 

Неnосредственной nроверкойубеждаемся в том, чторешениемуравнения (2) явля
ется всякая функция и( ж, t) вида 

и(ж, t) = !р(х - at) + ф(ж + at), 
где IPIO. 'Ф('IJ) Е С2• 

Можно показатъ, что решениями уравнения (З) являются функции вида 

и( ж, t; .Л) = Ае -а2.л2t sin(.Лx + а) 
(А, а - произвольные nостоянные, .Л - числовой параметр). Интегрируя решение 

и(ж, t; .Л) = e-a2>.2t cos .Лх уравнения (З) по параметру .Л в пределах от -оо до +оо, 
,.2 

получим так называемое фундаментальное решение U(x, t) = v'f е-� уравнения 
теnлопроводности. 

Наконец, петрудно убедиться, что действительнозначные функции Р11(х, у) 
и Qп(ж, у), определяемые из соотношения 

(ж + iy)n = Р11(х, у) + iQп(X, у), 
являются решениями уравнения Лаnласа (4) для n = О, 1 ,  2, . . . . Этот последний 
результат есть частный случай общего утверждения, что и действительная и мнимая 
части аналитической функции 

j(z) = u(x, у) + iv(x, у) 
комnлексного перемениого z = х + iy являются решениями уравнения Лаnласа ( 4) . 

00 00 
В силу линейности уравнения (4) ряды :Е а11Р11(х, у) и :Е РпQп(ж, у) тоже будут 

n=O n=O 
решениями уравнения (4), если они сходятся равномерно, как и ряды, полученные 
из нихдвукратным почленным дифференцированием по каждому из аргументов х, у. 

Таким образом, для простейшей - канонической - формы уравнений гипербо
лического, параболического и эллиптического типов мы расnолагаем о решениях этих 
уравнений пекоторой информацией. 
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§ 4. Постановка основных задач дnя линейных 
дифференциальных уравнений второго порядка 

Для полного описания того или иного физического процесса мало иметь только диф
ференциальное уравнение процесса, надо еще задать начальное состояние этого про
цесса (начальные условия) и режим на границе s той области n, в которой процесс 
происходит (граничные условия). Это обусловлено неединственностью решения диф
ференциальных уравнений. 

Пример. Общее решен111е уравнен111я 
д1v. -- ::::: 0 

дхду 
имеет вид u(x, у) = f(x) + g(y) , где f(x) и 9(у) - nроизвольныв дифференцируемые функции. По
этому чтобы выделить решение, оnисывающее данный физический nроцесс, нeoбxO,IIJI\мo задать доnол
нитвльные усповия. 

Различаюттри основных типа задачдля дифференциальных уравнений с частными 
производными (число независимых персменных равно n ) : 

а) задача Коши для уравнений гиперболического и параболического типов: зада
ются начальные условия, область n совпадает со всем пространством JR.n , граничные 
условия отсутствуют; 

б) краевая задача для уравнений эллиптического типа: задаются граничные усло
вия на границе S области n, начальные условия отсутствуют; 

в) смешанная задача для уравнений гиперболического и параболического типов: 
задаются начальные и граничные условия, n # !Rn. 

Упражнения 
Найдите общее решение уравнения (и = и(х, у)): 

81u 8u 81u 8u 82u 1 .  8у2 = 8у . 2. дz8у = 2у 8z . 3. ду2 = ez+v. 
д1u д1u 1 дu д"u 4. -8 2 = z + y. 5. 8-д + --д = 0. б. д-= 0. 
у z у х у у" 7. Считая u = u(z, у, z) , решите уравнение 

дзu --- = 0. дz 8у дz 

Найдите области гиnерболичности, параболичности и эллиптичности следующих уравне
ний: д1u дzu д1u 

8. -д 2 + 2-- - 3-д 2 = о. z дzду у 

Оrветы 
1 . u(z, у) = Ф1 (z) + Ф2(z)eV. 2. u(z, у) = Ф1 (z)е'

2 
+ Ф2(z) . 3. u(z, у) = ez+11 + Ф1 (z)у + Ф2(z). 

4. u(z, у) = =f + � + Ф1(z)у + Ф2(z) . 5. u(z, у) = � + Ф2(z) . 6. u(z, у) = Ф1(z)у"-1 + 
Ф2(z)у"-2 + . . .  + Фn(z) . 7. u(z, у, z) = Ф1 (z, у) + Ф2(z, z) + Ф3(у, z) . 8. Уравнение всюду 
гиnерболическое. 9. В области z2 - у > О уравнение гиперболическое, в области z2 - у < О 
уравнение эллиптическое, кривая у = z2 состоит из точек nараболичности. 
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УРАВНЕНИЯ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 

К уравнениям гиперболическою тиnа nриводят задачи. связанные с nроцессами коле
баний (задача о колебаниях струны. мембраны, элеiЩЮмаrнитных колебаниях и т. д.). 
Характерной особенностью процессов, оnисываемых гиnерболическими уравнения
ми, является коне'!ная скорость расnространения возмущений. 

Рассмотрим. наnример, уравнения электромагнитною nоля. Законы классичес
кой теории электромагнетизма определяются системой уравнений Максвелла. В nро
стейшем случае непроволяшей, однородной и изотроnной среды nри отсуrствии заря-
дов и токов эта система имеет вид 

е 8Е 
rot H =  --

с 8t ' 
р дН 

rot E =  - - 
с дt '  

div H = О, 
divE = О. 

( 1) 

(2) 
(3) 
(4) 

Здесь Е и Н - веrсrоры напряженности электрического н магнитного nолей; Е, р -ко
эффициенты электрической и магнитной nроницаемости (е, р. = const; с скорость 
света в вакууме) . 

Дифференцируя {1 )  no t, nолучим 

Заменяя !9} из (2) , найдем 

Известно, что 

е д2Е .  дН 
с дf2 = rot т· 

ер. n2E 
-- = - rot rot E. 

с2 
дt2 

rot rot Е =  [V, [V, El] = V(V, Е) V2E = grad div Е - �Е. 
Так как div Е = О, то из (5) имеем 

ер. д2Е 
= �Е Cl дf2 . 

Итак, для векторного nоля Е nолучаем уравнение 
о2Е с? - = -�Е. 1Jt2 ер. 

(5) 

Эrо одно из основных уравнений математической физики. Оно называется волновЬl.М. 
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Нетрудно убедиться, что векторное поле Н удовлетворяет точно такому же урав-
нению 

Таким образом, каждая из координат Ez, Е11 , Ez и Hz , Н11 , Hz векторов Е и Н 
удовлетворяет в рассматриваемом простейшем случае волновому уравнению 

tУи . 2 (д2и д2и д2и) - - а  - + - + -дt2 - дх2 ду2 дz2 · (6) 

Эrо уравнение гиперболического типа. Здесь а = -frp - скорость, так что электро

магнитные процессы распространяются в непроводящей cpe.l\e со скоростью а == jep., 
в частности, в вакууме (� == р. = 1 )  - со скоростью света с. Если и ==  и(х, у, t) , то 
уравнение ( 6) принимает вид 

д2и - 2 (д2и д2и) . дf2 - а дх2 + ау2 ' 

в случае, когда и = и(х, t) , получаем одномерное волновое уравнение 

д2и 2 82и 
дf2 = а дх2 " 

Именно с этого одномерного волнового уравнения (уравнения колебаний струны) мы 
и начнем изучение гиперболических уравнений. 

Струной мы называем идеально гибкую, тонкую нить, упругую лишь тогда, когда 
она натянута, и оказывающую сопротивление растяжению. 

Пусть струна колеблется в плоскости хОи и. пусть вектор смещения u в любой 
момент t времени перпендикулярен оси Ох. Тогда процесс колебания можно описать 
одной функцией и(х, t) , характеризующей вертикальное перемещение струны. 

Будем рассматривать малые колебания струны и пренебрегать величиной (иz)2 
по сравнению с единицей. Тогда, если линейная плотность струны р = const и внеш
ние силы отсутствуют, уравнение свободных колебаний однородной струны прини-
мает вид 

д2и 2 82и 
дt2 = а дх2 ' 

где а2 = �,  а Т - натяжение струны. 

§ 1 . Решение задачи Коши (начальной задачи) 
для неограниченной струны 

1 . 1 .  Метод беrущих волн. Решение Даламбера 

Займемся интегрированием уравнения свободных колебаний однородной струны 

д2и - 282и 
дf2 - а дх2 . ( 1) 
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Здесь и(х, t) - смещение точек струны в момент времени t от положения равновесия. 
При каждом фиксированном значении t график функции и = и(х, t) дает форму 
струны в момент времени t .  

Введем новые независимые переменные � ,  1J по формулам 

� = х - at, 1J = х + at, (2) 
В переменных �, 7J уравнение ( 1) будет иметь вид 

а2и -- = 0. 8f. a1J 
В этом легко убедиться, вычислив производные � и �,  

аи аи а� аи a1J аи аи 
- = -- +-- = -+-, ах а� ах a1J ах а� a1J 

а2и а ( аи) а2и а� а2и a1J а2и а� а2и a1J а2и а2и а2и 
ах2 = ах ах = ае ах + a�a1J ах + a1Ja� ах + a1J2 ах = а�2 +2 a�a1J + a1J2 ' 

аи = аи а� аи a1J =а (аи - аи) 
at а� at + а11 at а11 а� ' 

а2и = !!_ ( аи) = а2 а2и - 2а2 а2и а2 а2и at2 at at а�2 а� а11 + а112 ' 
и подставив полученные выражения в уравнение ( 1) . 

Уравнение 

интегрируется весьма просто. Записав его в виде :1/ (:;) = о, 

будем иметь � = U1(�) , где U1(�) - произвольпая функция. Интегрируя полученное 
уравнение по � ( 7J рассматривается как параметр) , найдем, что 

и = f U1(�) � + 02(7J), 

где 82(71) - произвольмая функция аргумента 7J. Полагая J U1(�) � = 01 (�) , получим 
и =  о) (�) + 02(7J). 

Возвращаясь к исходным переменным х, t ,  получим 

1 u(x, t) = 81 (х - at) + 02(х + at). j (3) 

Непосредственной проверкой убеждаемся, что функция и(х, t) , определяемая форму
лой (3) , где 01 и 02 - произвольныедважды непрерывнодифференцируемые функции 
своих аргументов, есть решение уравнения ( 1 ) .  Эrо общее решение (решение Даламбе
ра) волнового уравнения ( 1) :  всякое решение уравнения ( 1) может быть представлено 
в виде (3) при соответствующем выборе функций 01 и 02 • В частности, каждое слага
емое в формуле ( 3) также является решением уравнения ( 1 ) .  
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Физический смысл решения 

(4) 
таков. При t = О имеем u = е1(х) (рис. 1 ) .  Если наблюдатель, выйдя в начальный 
момент t = О из точки х с оси Ох, передвигается по этой оси в положительном 
направлении со скоростью а, так что для абсциссы его положение имеем � = а ,  
откуда х = at + с и х - at = с, то для него и = е 1 (х - at) = 01 (с) = const. Иными 
словами, для такого наблюдателя смещение u струны, оnределяемое формулой (4), 
будет все время постоянным и равным е, (с) . 

и 

Рис. l 

Тем самым, решение (4) представляет прямую волну, которая распространяется 
в положительном наnравлении оси Ох со скоростью а. Если за е 1(�) взять sin �,  то 

.,будем иметь синусоидальную волну. 
Решение 

u = 82(х + at) 
представляет обратную волну, которая расnространяется со скоростью а в отрицатель
ном наnравлении оси Ох. 

Таким образом, решение (3) является суммой nрямой и обратной волн. 
Эrо приводит к следующему графическому способу построения формы струны 

в любой момент времени t : сначала строим кривые u 81 (х) и u = 82(х) , изо
бражающие nрямую и обратную волны в начальный момент времени t = О, а затем, 
не изменяя их формы, nередвигаем их одновременно на величину at > О в разные 
стороны, кривую u 81 (х) - вправо, u = 82(х) влево. Чтобы получить график 
струны, достаточно nостроить алгебраическую сумму ординат передвинутых кривых. 

1 .2. Решение задачи Коwи Aml неограниченной струны 
Задача Коши для неограниченной струны состоит в следующем: найти функцию 
u(x, t) Е С2, удовлетворяющую уравнению 

82u 2 �u 
дt2 

= а дх2 , t > О, -оо < х < +оо, 
и начальным условиям 

u \,=0 = <po(x) , �;� = <pi (x), -оо < х < +оо, (5) 
t=O 

где ср0(х) Е C2{R 
1
) ,  ср1 (х) Е С1 (R 1 ) .  В начальный момент t = О функция <ро(х) оnреде

ляет форму струны, а функция ср1 (х) задает распределение скоростей !JJ; вдоль струны. 
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Допустим, что решение рассматриваемой задачи существует; тогда оно дается фор
мулой 

и( ж, t) = 81 (ж - at) + 82(:1: + at). (3) 
Определим функции 81 и fJ2 таким образом, чтобы удовлетворя:лисъ начальные 

условия (5). Имеем 
· 

u(z, О) = 81 (ж) + 82(z) ::::: �о( ж), 
ut(z, О) = -a[flt(z) - �(z)] = �t(z). 

Интегрируя второе равенство, получим 
z 

llt (z) - e2(z) = -; 1 �t (a) da + с, 
о 

где С - nроизволъная постоянная. 
Из равенств 

находим 

z 1 1 1 с 
82(z) = 2 �o(z) + la �� (а) da - 2· 

о 
Подставляя найденные выражениядля 01 и 02 в формулу (3) , получим 

или 

1 
u(z, t) = 2 �o(z - at) 

:в+ сП 
( t) _ �о(:ж: - at) + �o(z + at) ..!._ j ( ) �-u z, - 2 + 211 �� а ш.t 

z-Dt 

(6) 
(7) 

(8) 

- фор.мулу Дала.мбера. 
Нетруднопроверитъ, что если �o(z) Е C2(JR1) ,  �1 (z) Е C1 (JR1) ,  то функция u(z, t) , 

определяемая формулой (8), удовлетворяет уравнению ( l )  и начальным условиям (5) , 
т. е. решает поставленную задачу. 

Полученное решение единственно. В самом деле, если бы существовало другое 
решение задачи (1), (5) , то оно также nредставлялось бы формулой (8) н, значит, 
совпадало с построенным решением. 

Зtдача. Попьзуясь формулой Даламбера для реwения задачи Коwи 
#Y-u 2 82

u 
812 = • 

дж2 , t > О, -оо < ж < +оо, 

u(ж, О) �ж), 
дu�, О) = Ф(ж), �оо < ж <  +оо, 
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nоказать, что u(ж,t)j = О  в случае нечетности обеих функций 10(:1:) и ф(ж), а в случае их четности .,=О 

�1 = 0. о:=О 

1 .3. Обпасть зависимости 
ИзформулыДаламбера (8) видно, чтозначение 
решения и( ж, t) в точке Р с координатами (ж, t) 
зависит только от значений функций l{)o и VJI 
в точках отрезка 'УР = [ж - at, ж + at] оси Ож. 

Оrрезок 'УР оси Ож называют областью за
висимости для точки Р (рис. 2) . 

Фактически значения l{)o входят в решение 
только в концах этого отрезка, в то время, как 
значения IPt беругся на всем отрезке 'УР . 

Говорят также, что решение и(Р) «Не заме
чаеnо данных задачи вне 'УР . 

1 

§ 2. Исследование формулы Дапамбера 
Рассмотрим два частных случая, которые 
дают представление о поведении решения 

Рис. 2 

уравнения 
filu 2 д2u t•O 
дf2 = а  дж2 . ( l )  а) -----+-....d-�-----�:z 

Cnyчal 1. Пусть 1р1 (ж) ::::; О, а график функ
ции IРо(ж) имеет вид, иЗображенный на 
рис. 3 а. Будем считать для простоты, что 
а= 1 .  Тогда формула Даламбера примет б) ----L--..t--....:.....-----t·....,.i 

z ВИД �------------, 
( ) . tpo(x - t) + l{)о(ж + t) 

и x, t = 2 . 
t•т1 Чтобы получить график решения и( ж, t) , в) -----'-----i!L--""""-----� 

рассматриваемого как функция от ж при :z 

каком-нибудь фиксированном положите
льном t ,  поступаем так: сначала начер
тим два одинаковых совпадающих графи-
ка, которые получаются из графика tро(ж) г) 
уменьшением вдвое каждой ординаты 
(пунктир на верхнем рисунке). Потом 
один из этих графиков передвинем, как 

Рис. 3 
целое, на t вправо по направлению положительной полуоси Ож, а другой - на t влево. 
После этого построим новый график, у которого ордината при каждом значении ж 
равна сумме ординат двух передвинnых графиков. На рис. 3 б, 3 в и 3 г этим способом 
nостроены графики u (ж, !) , u (ж, �) , u(x, 1 )  соответственно. 

Мы видим, что при выбранных начальных условиях в каждой точке струны после 
прохождения обеих волн (для точек, лежащих вне области начального смещения, -
nосле прохождения только одной) наступает покой. 
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Сnучай 2. Пусть (J'o(x) = О, а 

(х) = { 1 при lxl � ! ,  
(J'J О при lxl > � 

(рис. 4). 
В этом случае говорят, что струца име

ет только начальный импульс. Решение 
(8) принимает вид (для простоты считаем а =  1 ) :  Рис. 4 

:r:+t 
u(x, t) = � 1 {J't(t:t) da. 

Для каждого фиксированного х ре
шение u(x, t) будет равно нулю 
до тех пор, пока пересечение ин
тервала (х - t, ж +  t) с интервалом 
(- !, i) , где (J't (t) #О, nусто; u(ж,t) 
будет изменяться в течение того 
nромежуrка времени, nока увели
чивающийся интервал (х - t, ж +  t) 
будет накрывать все большую часть 
интервала (-! , ! ) . После того, как 
интервал (х - t, х + t) заключит 
внутрь себя интервал (- �, ! ) , ве
личина u(x, t) будет оставаться не
изменной и равной 

1/2 � 1 (J't (а) da. (9) 
- 1/2 

Чтобы nолучить график, nредста
вляющий форМу струны при раз
личных t ,  nостуnаем следующим 
образом. Обозначим через Ф(z) ка
кую-нибудь первообразную функ
цию для (J'1 (z). Тогда 

:r:-t 

1 �----------------
! .,. t•O 

.......... ........ 

Рис. 5 

,_, 

._ _ _ _ ____ _ 

1 
u(x, t) = 2 [Ф(ж + t) - Ф(ж - t)J . 

Для построения графика u(x, t) вычерчиваем графики функций !Ф(х) и -�Ф(х) , 
азатем каждый из этих графиков передвигаем, как целое, на расстояние t вдольоси Ох, 
первый график влево, а второй - вnраво. Сложив ординаты передвинутых графиков, 
получим график функции u(x, t) (рис. 5). 
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По истечении достаточно большого промежутка времени каждая точка струны 
переместится и получит стационарное отклонение ист, определяемое интегралом (9) .  
В этом случае мы имеем, следовательно, остаточную деформацию (гистерезис). 

§ 3. Корректность постановки задачи. 
Пример Адамара некорректно поставленной задачи 

В связи с изучением физически детерминированных явлений вводится понятие кор
ректности задачи. 

Определение. Говорят, что математическая задача поставлена корректно, если 
1) решение задачи существует в каком-то классе М1 функций; 
2) решение задачи единственно в пекотором классе М2 функций; 
3) решение задачи непрерывно зависит от данных задачи (начальных и граничных 

условий, коэффициентов уравнения и т. д.). 
Множество м. n м2 функций называется КJlассом корректности рассматриваемой 

математической задачи. 

В теории обыкновенных дифференциальных уравнений доказывается, что задача 
Коши 

ду 
дж = /(ж, у), у(жо) = Уо 

поставлена корректно, если функция /(ж, у) непрерывна по совокупности аргумен
тов и имеет ограниченную провзводную U в пекоторой области, содержащей точку 
(жо, Уо) . 

Рассмотрим задачу Коши для неограниченной струны 

д2u 2 a2u 
дt2 = а дж2 , t > О, -оо < ж < +оо, (1) 

и l t=O = <ро(ж), 

<ро(ж) Е C2(1R1),  

дu l дt = IPJ (ж), 
t=O 

IР• (ж) Е C1 (R1) .  

Выше мы установили, что решение задачи (1)-(2) 
1) существует и 
2) единственно. 

-оо < ж <  +оо, (2) 

Пока.жем, что при непрерывном изменении начальных условий это решение из
меняется непрерывно. 

Теорема 1 .  Каков бы ни бЬIЛ отрезок [0, to] изменения времени t и каково бы ни бЬIЛо 
е > О, найдется такое б = 6(е, to) > О, что для любЬIХ двух решений u(ж, t) и u(ж, t) 
уравнения ( 1) , отвечающих начальным условиям 

( ) ( ) 
дu(ж, О) . ( ) u ж, О = <ро ж , дt = 1Р1 ж , 

( ) ( ) 
дu(ж, О) _ ( ) u ж, О = fPo ж , дt = 1Р1 ж , 



для О �  t � to, -оо < ж <  +оо, вьтолняется неравенство 

lu(ж, t) - u(ж, t) 1 < е, 
если только 

/ 'Ро(ж) - �о(ж) / < 6, /'Pt(z) - �� (ж) / < 6, -оо < z < +оо (3) 
(малое изменение начольнЬIХ условий влerrem за собой малое изменение решений) . 

<4 Функции u(z, t) и fф:, t) связаны со своими начальными условиями формулой 
Даламбера, так что 

й(ж, t) _ u(z, t) = �o(z - at) - tpo(z - at) + 2 z+ot 
�о( ж +  at) - tpo(z + at) 1 1 ( _ ( ) ( )) + 2 + 24 'PI а - 'PI а da, 

z-at 
откуда 

lй(ж, t) - u(z, t) ! � l�o(z - at) ; tpo(z - at) / + 
•+at 

+ l�o(z - at); tpo(z + at) l + 2� 1 /�t(a) - 'PI (a) / da, 

или, используя соотношения (3) , 
{j 6 1 

/й(z, t) - u(z, t) / < 2 + 2 + 24 2at 6 � 6(1 + t0). 
Если положить б = t�to , то из последнего неравенства nолучаем 

/й(z, t) - u(z, t) / < е  
для всех О �  t � to, -оо < z < +оо . .-. 

Таким образом, для волнового уравнения 

tru 2 д2u 
&f,2 = а дz2 

задача Коши поставлена корректно. 

Пример Адамара некорре�сrно nоставпениой задачи 
Рассмотрим задачу Коши: найти решение уравнения Лапласа 

tru tru 
&t2 + дz2 = О, t > О, -оо < z < +оо, 

удовлетворяющее при t = О условиям 

(n - натуральное число). 

u lt=O = О, 
дu / = .!. sin nz 
дt t.;o n 

(4) 

(5) 

(6) 
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� Легко проверить, что решением этой задачи будет функция 

u(x, t) = � sh nt sin nx. n 
Так как 1 ди�, О) 1 = 1 � sin nx 1 � �, 

(7) 

то при достаточно большом n абсолютная величина ut(x, О) как угодно мала при лю
бом х. Вместе с тем, как показывает формула (7) , решение u(x, t) рассматривае
мой задачи будет принимать как угодно большие по абсолютной величине значения 
при произвольно малом t > О, если n достаточно велико. 

· 
Допустим, что мы нашли решение ио(х, t) задачи Коши для уравнения ( 4) при не

которых начальных условиях 

иlt=O = IPo(x), 
д
дt
u l = IPt (x). 

t=O 
Тогда для начальных условий 

ди ' 1 . 
дt = IPt (x) + - sш nx 

t=O n 
решением задачи Коши будет функция 

1 
и(х, t) = tto(x, t) + 2 sh nt · sin nx. n 

Оrсюда видно, что малое изменение начальных условий может повлечь за собой как 
угодно большие изменения решения задачи Коши и притом в любой близости от линии 
начальных значений t = О. 

Следовательно, задача Коши для уравнения Лапласа является некорректно постав
ленной . ..,. 

Рассмотрим теперь гиперболическое урав-
· пение 

Uzy = О  (8) 

и поставим следующую задачу: найти реше
ние u(x, у) уравнения (8) в прямоуго.льнике Q 
со сторонами, параллельными координатным 
осям (рис. 6), принимаюшее на границе Г это
го прямоугольника заданные граничные значе
ния. 

Эта (граничная) задача, вообще говоря, не 
имеет решения. В самом деле, обратимся к об
щему решению уравнения (8) 

11 

u(x, у) = f(x) + g(y) 

Рис. 6 

(здесь f и g - произвольные дифференцируемые функции) . Так как производпая 
и11 = g1 (у) должна принимать одинаковые значения в соответствующих противоле
жащих точках сторон х = const прямоугольника Q, а производпая ttж = f'(x) -
в соответствующих противолежащих точках сторон у = const, то мы не можем произ
вольно задавать граничные значения. 
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Значения функции u(x, у) можно задавать произволъно только на двух смежных 
сторонах прямоугольника (например, на ОА и на ОВ), а не на всей его границе Г, 
так что для rиперболического уравнения поставленная граничная задача оказывается 
переопределенной. 

Эамечание 1.  Подчеркнем, что волновое уравнение и уравнение Лаnласа являются уравнениями разных 
типов: волновое уравнение имеет гиперболический тип, а уравнение Лапласа - эллиптический. 

замечание 2. НекорреJсrНо поставленные зад/iЧИ часто встречаются в прило:жениях. К их числу отно
сятся многие хорошо известиые математические задliЧИ, в частиости, приведеиная выше зад/iЧа Коши 
для уравнения Лапласа связана с обратной зад/iчей rравиметрии об определении формы тела по созда
ваемой им аномалии силы тяжести . .  

1\1етод Фурье 
Метод Фурье, или метод разделения переменнЬIХ, является одним из наиболее распро
страненных методов решения уравнений с частными производными. Рассмотрим этот 
метод, обратившись к простейшей задаче о свободных колебаниях однородной струны 
длины l,  закрепленной на концах. 

§ 4. Свободные колебания однородной струны, 
закрепленной на концах 

Задача о свободных колебаниях однородной струны с закрепленными концами сво
дится к решению уравнения 

при граничных условиях 

и начальных условиях 

8'-u 2 д2u 
дt2 = а дх2 , . t > О, О < х < l, 

дu ] дt = <!'t (z), 
t=O 

( 1)  

(2) 

(3) 

Задачу (1)-(3) называют смешанной: она содержит и начальные и граничные усло
вия. 

Решение задачи начнем с поиска частных решений уравнения ( 1) вида 

u(x, t) = T(t) Х(х). (4) 
При этом будем предполагать, что каждое из них удовлетворяет граничным услови
ям (2) , но не равно нулю тождественно. Подставляя функцию u(z, t) в форме (4) 
в уравнение ( 1 ) ,  получаем 

или 

т''(t) Х(х) = a2T(t) Х"(х), 

T"(t) Х"(х) 
a2T(t) = Х(х) · 
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Последнее равенство (его левая часть зависит только от t , а правая - только от ж) 
возможнолишь в том случае, если обе его части не зависят ни от t, ни от ж, т. е. равны 
одной и той же постоянной. Обозначим эту постоянную (разделения) через (-Л), 

T"(t) Х"(ж) 
a2T(t) = Х(ж) 

= -Л. (5) 

Из равенства ( 5) получаем два обыкновенных дифференциальных уравнения 

Граничные условия (2) дают 

Т''(t) + Ла2Т(t) = О, (6) 
Х"(ж) + Л  Х(ж) = О. (7) 

u(O, t) = Х(О) T(t) = О, u(l, t) = X(l) T(t) = О, 

откуда (T(t) "$. О) следует, что функция Х(ж) должна удовлетворять rраничным уело-
виям 

Х(О) = О, X(l) = О. (8) 
Чтобы получить нетривиальные решения u(ж, t) вида (4) , удовлетворяющие rранич
ным условиям (2) , необходимо найти нетривиальные решения уравнения 

Х"(ж) + Л  Х(ж) = О, (7) 
удовлетворяющие rраничным условиям 

Х(О) = О, X(l) = О. (8) 
Таким образом, мы приходим к следующей задаче: найти значения параметра Л ,  

при которых сушествуют нетривиальные решения задачи (7)-(8), а также сами эти 
решения. Такие значения параметра Л называются собственными значениями, а соот
ветствующие им нетривиальные решения - собственными функциями задачи (7)-(8). 
Сформулированную таким образом задачу называют задачей Штурма-Лиувилля. 

НаЙдем собственные значения и собственные функции задачи (7)-(8). Рассмот
рим отдельно три случая, когда Л <  О, Л =  О, Л >  О. 

· 
1 .  При Л < О общее решение уравнения (7) имеет вид 

1 Х(ж) = C,e-..r->.z + C2e..r->.z. 1 
Потребовав выполнения rраничных условий (8) , получим { с) + С2 = О, 

Cte-H' + С2ед1 = 0. 
(9) 

Так какопределительсистемы (9) отличен от нуля, ТQ С1 = О и С2 = О. Следовательно, 
Х (ж) = О, т. е. при Л < О нетривиальных решений задачи не сушествует. 

2. При Л = О общее решение уравнения (7) имеет вид 

Граничные условия (8) дают 

1 Х(ж) = Сtж + С2. , 
{ с1 . о +  с2 = о, 

Ctl + C2 = 0, 
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откуда С1 = С2 = О, и следовательно, Х(ж) ::: О, т. е. при >. = О нетривиальных 
решений задачи (7)-(8) также не существует. 

3. При >. > О общее решение уравнения (7) имеет вид 

= с, cos ..;).. ж + с2 sin ..;).. ж. 
Потребовав выполнение rраничных условий (8) , получим 

{ Ct · 1 + с2 . о = о, 

с, cos ..f).. z + с2 sin ..f).. z = о. 
( 10) 

Система ( 1 О) имеет нетривиал:ьные решения тогда и только тогда, когда определитель 
системы равен нулю, 

1 cos � l sin � z l = О, · 
или sin � l = О, откуда � l = 1rk, где k - любое целое число. Таким образом, 
нетривиальные решения задачи (7)-(8) возможны лишь при 

1 �. = (т) ' ,  k = 1 , 2, . . . · 1  
Эrо - собственные значения задачи (7)-(8). 

Из первого уравнения системы ( 10) получаем, что Ct = О и, значит, функции 

k1f 
Х�:(ж) = sin -1 ж, k = 1 ,  2, . . .  

будут собственными функциями задачи. Собственные функции определены с точно
стью до постоянного множителя, который мы выбрали равным единице. 

При >. = >.�: общее решение уравнения ( 6) имеет вид 

k1ra k1ra А�: cos -1-t + В�: sin -1-t, 

где А�: и В�: - произвольные постоянные. Таким образом, функции 

( kка kка ) kк 
и�:(ж, t) = Х�:(ж) T�:(t) = А�: cos -1-t + В�: sin -1-t sin -1 ж 

удовлетворяют уравнению (1) и граничным условиям (2) при любых А�: и В�:, 
k = 1, 2, . . . , n, . . . . · 

В силу линейности и однородности уравнения ( 1) всякая конечная сумма решений 
будет также решением уравнения ( 1) . То :же справедливо и для ряда 

� ( kка kка ) kк 
и( ж, t) = L.....t At cos -1-t + Bt sin -1-t sin -ж, 

1:=1 l 
( 1 1) 

если он сходится равномерно и его можно дВЮ�ЩЫ почленно дифференцировать по ж 
и по t. Поскольку каждое слагаемое в ряде ( 1 1) удовлетворяет граничным условиям (2) , 
то этим условиям будет удовлетворять и сумма и( ж, t) этого ряда. Остается определить 
в формуле ( l l) постоянные А�: и В�: так, чтобы выполнялись и начальные условия (3) . 
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Продифференцируем формально ряд ( 1 1) по t. Имеем 

ди � k1ra ( k1ra k1ra ) k1r дt = � -1- -At sin -1-t + Bt cos -1-t sin -1-ж. 

Полагая в соотношениях ( 1 1) и ( 12) t = О, в силу начальных условий (3) получим 

� k1r � k1ra k1r 
IJ'o(ж) = ц At sin -1 ж, IJ't (ж) = ц -1-Bt sin -1 ж. 

J:=l J:=l 

(12) 

(13) 
Формулы ( 13) представляют собой разложения заданных функций IJ'o(ж) и IJ't (ж) в ряд 
Фурье по синусам в интервале (О, l) . 

Коэффициенты разложекий ( 13) вычисляются по известным формулам 
1 1 

2 J k1r At = Т (J'о(ж) sin -1 ж dx, 2 1 . k1Г Bt = k1ra IJ't (ж) sin -1 ж dж (k = 1, 2 . . .  ) . ( 14) 
о о 

Теорема 2. Если IJ'o(ж) Е С3[0, l] и удовлетворяетусловиям 

IJ'Q(O) = IJ'o(l) = О, IJ'�(O) = IJ'�(l) == О, 
а IPt (ж) Е С2 [О, l] и удовлетворяет условию 

IJ't (О) = IJ't (l) = О, 
то сумма и( ж, t) ряда ( 1 1), где At и Bt определяются формулами (14), имеет в области 
{О < ж <  l, t > О} непрерывные частные производные до второго порядка включитель
но по каждому из аргументов, удовлетворяет уравнению (1), граничнЬIМ условиям (2) 
и начальнЬIМ условиям (3), т. е. является решением задачи ( 1 )-(3). 

Пример. Най1И закон свободных колебаний однОродной струны длины l, закреnленной на концах, если 
в начальный момент t = О струна имеет форму nараболы hz(l - z) (h > О - const), а начальная 
скорость отсутствует . 

.,. Задача сводится к решению уравнения 

при граничных условиях 

и начальных условиях 

l}2u 2 l}2u дt2 = а дz2 , О <  z < l, t > О, 

u l = О, u i = О, t ;:?: О, z=O z=l 

uj = hz(l - х), �и 1 = О, О �  z � l. t=O vt t=O 

(1) 

(2) 

(3) 

Применяя метод Фурье, ищем нетривиальные решения уравнения (1) ,  удовлетворяющие граничным 
условиям (2) , в виде 

u(x, t) = T(t) Х(х). 
Подставляя u(x, t) в форме (4) в уравнение (1) и разделяя nеременные, nолучим 

откуда 

nричем в силу (2) 

T"(t) X"(z) 
a2T(t) = Х(х) = -

.Л
, 

т'' (t) + .Ла2Т(t) = О, 
X"(z) + .ЛХ(х) = О, 

Х(О) = О, X(l) = О. 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 
(8) 
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Как было усrановпено выше, собственные значения задачи (7)-(8) 

.Л,. = (";)2 , n = l ,2, . . .  , 

а соответствующие собственные функции . """ 
Х,.(ж) =sm  Тж, n = 1, 2, . . . . 

Дпя .Л =  .Л,. общее решение уравнения (6) имеет вид 
mra . mra T,.(t) = А,. cos -1-t + В,. sm -1-t. 

Будем жжать решение исходной задачи в виде ряда 

"" ( 
nка . n1ra ) . шr u(z, t) = Е А,. cos -,-t + в .. sm -,-t sm т%· 

a=l 
Дnя опредв1111НИЯ коэффициентов А,. и В,. восnользуемся качапьными усnовиями (З). Имеем 

1 "" nJI' u t=O = hж(l - :tt) = Е А,. sin Т ж, О �  z � i, 
n=I 

- = 0 = - EnB,. sin -z. дu l a1r "" mr 

дt /=0 / R=J l 
Из формуnы (Н) сразу nолучаем, чrо в,. ==  О дпя moбoro n, а из ( 10) 

2h 1 n1r А,. = Т J z(l -z) sin Tz dz, 
о • 

откуда, интегрируя по чааrям дважды, 111JJ(QДJ1M 
8l2h A2m+l ,..3(2m + l)З ,  A2m+2 = О, т =  О, 1, . • . • 

Подсrаапяя найденные значения А,. и В,. в ряд (9) , лолучим решение nостаапенной задачи 

( ) 
_ 812h � 1 . (2m + l)ra • (2m + 1)11" 

и z,t - 11'3 � (2m+ 1)3 cos 1 t sm 1 :.tt. 111> 

(9) 

(10) 

(11) 

Зl!мечаttие. Еспи началЬliЬiе функции f.'O(Z) и !flt (z) не удовлетворюот условюrм теоремы 2, то дваж1.1ЬI 
неnрерывнодифференцируемого решеиюr смешанной задачи ( 1 )-(3) может и не существовать. Однако 
если f.'O(z) Е C1(0, iJ и f.'O(O) :::: f.'O(l) = 0, а �I(Z) Е c0(0,lf и �r(O) = ip1(l) = 0, то ряд (1 1) CXOд111CJJ 
ра.вномерно nри О � ж � l и любом t и опре.целяет неnрерывную фуmщию u(ж, t). В этом случае 
можно говорить лишь об о6общенно.t� решении задачи. 

каж.дая из функций ( . k1ra k1ra ) k1Г 
'Uk(z, t) = T11(t) X1:(z) = Ak cos -l-t + Bk sin -1-t sin -1 z 

определяет так называемые собственные колебания струны, закрепленной на коiщах. 
При собственных колебаниях, отвечающих k ::::::: 1 ,  струна издает основной, самый 
низкий тон. При колебаниях, соответствующих б6льшим k,  она издает более высокие 
тонъt, обертоны. Записав 'Uk(z, t) в виде 

'Uk(z, t) = Hk sin 
k; z sin (�а t + а�;) , 

заключаем, что собственные колебания струны - стоячие волны, при которЪIХ точ
ки струны совершают rармонические колебания с амплитудой Н11 sin ![.z, частотой 

l:x:a фазой (l)k = т и йk · 
Мы рассмотрели случай свободных колебаний однородной струны, за:креПJiенной 

на концах. Рассмоrрим теперь случай других граничных условий. Пусть, наnример, 
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левый конец струны закреплен, u(O, t) = О, а иравый конец ж =  l упруrо сsязан со сво
им положением равновесия, что соответстВует условию иz(l, t) = -hu(l, t) (h > О -
const). Нетривиальное решение u(:c, t) уравнения ( 1) ,  удовлетворяющее поставлен
ным граничным условиям, будем опять искать в виде 

u(z, t) = T(t) Х(х). · 

В результате подстановки u(:c, t) T(t) Х(:с) в уравнение (1) nриходим к следующей 
задаче о собственных значениях: найти такие значения nараметра .Л ,  для которых 
дифференциальное уравнение 

X"(z) + Л  Х(:с) = О  ( 1 5) 
при граничных условиях 

Х(О) = О, X'(l) + h X(l) = О (16) 
имеет нетривиальные решения Х (:с) . 

Общее решение уравнения ( 15) имеет вид (.Л > О) 1 Х(:с) = С, cos v'л z + С2 sin .fi z. l 
Первое из граничных условий ( 16) дает С1 = О , так что функциями X(z) с точно

стью до постоянною множителя являются sin v?. z. 
Из второю граничною усло-

вия ( 16) имеем z 
.ficos.fil +hsinv'лl = 0. ( 17) 

Положим ,\ = 112 . Тогда 

1 tg(11l) = -i· l (18) 

Для ОТЬJскания 11 nолучаем транс
цендентное уравнение. Корни 
этою уравнения можно найти 
графически, взяв в плоскости 
(11, z) сечения последовательных 
ветвей кривой z = tg(11l) nрямой 

линией z = -k11 (рис. 7). 
Обе части уравнения ( 18) 

нечетные функции относитель-
но 11 ,  поэтому каждому положи- Рис. 7 
тельному корню 11t соответствует 
равный ему по абсолютной величине оrрицательный корень. Поскольку измене
ние знака 11t не влечет за собой nоявления новых собственных функций (они только 
изменят знак, что несущественно) , достаточно ограничиться положительными кор
нями уравнения ( 18). В результате оnять получается последовательность собствен
ных значений Л t , Л2, • . •  , Л11, • • •  , и отвечающие им последовательности собственных 
функций sin 11,z, sin 712:c, . . . , sin 1111x, . . . и собственных колебаний (А1 cos a111t + 
Bt sin a111t) sin 11t:C ,  . . .  , (An cosa1111t + Bn sin a1111t) sin 1111Х , • • • • 
ни е 

Кстати, для ·n-ой собственной частоты 1111 получается асимптотическое соотноше-

• 11n 1Г 
ltm - = 
n-oo n l '  

в частности, для l = 1Г имеем lim � = 1 .  n-oo 
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Если nравый конец струны х = l свободен, u:r:(l, t) = О, то из (17) nолучаем 
cos vl = О. Отсюда vl = .;: + n1r, так что в случае свободного конца собственные 
значения и собственные функции соответственно равны 

(2n + l)w 
Vn = 2l ' 

. (2n + l)1r 
Xn(x) = sш 21 х (n = О, 1 ,  2, . . .  ) . 

§ 5. Вынужденные колебания струны, 
закрепленной на концах 

Рассмотрим колебания однорОднойструныдлины l, закреnленной на концах, поддей
ствием внешней силы f(x, t) ,  рассчитанной на единицу длины. Эrа задача приводит 
к решению уравнения 

при граничных условиях 

и начальных условиях 

FY-u 2 д2u 
дt2 = а дж2 + f(x, t) 

u\z=O = о, u\z=l = о 

дu 1 = 
1Р1(

ж
). дt t=O 

Будем искать решение и( ж, t) этой задачи в виде суммы 

/ и( ж, t) = v(x, t) + w(x, t), 1 
где v(x, t) - решение неоднородноrо уравнения 

FY-v 2 FY-v 
дt2 = а дх2 + J(x, t), 

удовлетворяющее граничным условиям 
vjz=O = О, vlz=l = О 

и начальным условиям 
дv 1 = о, дt t=O 

а w(x, t) решение однородного уравнения 
д2w zд2w 
дt2 = а дж2 '  

удовлетворяющее граничным условиям 

wjz=O О, w\z=l = О 
и начальным условиям 

(1)  

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(б) 

(7) 

(8) 

(9) 

( 10) 

Решение v(x, t) представляет вынужденные колебания струны, т. е. такие колеба
ния, которые совершаются поддействием внешней возмущающей силы f(x, t), когда 
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начальные возмущения отсуrствуют, а решение w(ж, t) представляет свободные коле
бания струны, т. е. такие колебания, которые происходяттолько вследствие начальных 
возмущений. 

Метод нахождения свободных колебаний w(ж, t) был изложен ранее, так что оста
ется только найти вынужденные колебания v(ж, t) , т. е. решение неоднородноrо урав
нения (5)-{7). 

Применим метод разложения по собственным функциям, который является од
ним из мощных методов решения неоднородных линейных уравнений с частными 
производными. Основная идея метода состоит в разложении внешней силы f(ж, t) 
в ряд 

00 
f(ж, t) = L f1(t) Х�;(ж) 

1=1 
по собственным функциям {Хп(ж)} соответствующей однородной краевой задачи 
и нахождении откликов u�:(ж, t) системы на воздействие каждой компоненты 
!1(t) Х1(ж). Суммируя все такие отклики, получим решение исходной задачи 

00 

u(ж, t) = L u1{ж, t). 
k=l 

Решение v(ж, t) задачи (S)-(7) будем искать в следующем виде: 
00 k'IГ 

v(ж, t) = I:; T1(t) sin -1 ж. 
1:=1 

( 1 1) 

Здесь sin ![.ж - собственные функции однородной краевой задачи, и граничные усло
вия ( 6) выполняются автоматически. 

ОпределимфункцииТ�:(t) (k = 1 ,  2, . . .  ) так, чтобыфун.кция v(ж, t) удовдетворяла 
уравнению(5) и началънымусловиям (7). Подставив v(ж, t) ввиде (1 1)  вуравнение (5) , 
получим 

(1 2) 

Разложим функцию f(ж, t) в интервале (0, l) в ряд Фурье по синусам (собственным 
функциям) 

г.це 

00 k'JГ 
!(ж, t) = L !�:(t) sin -1 ж, 

1=1 

l 
. 2 / k1Г 

!�:(t) = l !(f., t) sin -l f. �-
о 

( 13) 

( 14) 

Сравнивая разложения ( 12) и ( 13) для одной и той же функции f(ж, t) , получим • 
дифференциальные уравнения 

k21Г2а2 
т�'(t) + T�;(t) = f1(t) (k = 1 ,  2, . . .  ) 

для неизвестныхфун.кций T1(t). 

(15) 
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Чтобы решение v(z, t), определяемое рядом ( 1 1) ,  удометворяло нулевым началь
ным условиям (7) , достаточно подчинить функции T�:(t) условиям 

Т�:(О) = О, �(О) = О  (k = 1 ,  2, . . .  ) . (16) 

Действительно, полагая в ( 1 1) t = О, получим 

� . kr v(x, О) = О = L....J Т�:(О) sш -х => Т�:( О) = О  
A::J l 

Vk. 

Дифференцируя ( 1 1) по t и полагая t = О, наЙдем, что �(О) = О  Vk. 
Пользуясъ методом вариации постоянных, получим, что решения уравнений {15) 

при начальных условиях ( 16) имеют вид 

t 
l j kra T�:(t) = 

k'll'a 
/�:(т) sin -1- (t - r) dr 

о . 

где /�:(t) определяются по формулам ( 14). 

(k = 1, 2, . . . ), ( 17) 

Подставив наЙденные выражения для T�:(t) в ряд ( 1 1) ,  получим решение v(ж, t) 
задачи (5)-(7), если ряд ( 1 1 )  и ряды, полученные из него почленным дифференциро
ванием по ж и по t дваж:ды, сходятся равномерно. 

Как можно показать, такая сходимость рядов будет обеспечена, если функция 
/(ж, t) непрерывна, имеетнепрерывные частные проиэводлые по ж до второго порядка 
включительно и для всех значений t выполняется условие J(O, t) = J(l, t) = О. 

Тогда решение и( ж, t) исходной задачи (1)-(3) представляется в виде 

00 ( kra . kra ) k1r 00 • kr 
и( ж, t) = L А,. cos -,-t + в" sm -,-t sin тz + L т,.(t) SШ тж, 

1:=1 i=l 

где функции T�:(t) определяются по формулам ( 17) , а 

1 1 2 /  kr А�: = l �o(z) sin -1 ж dж, 2 j kr 
В11 = 

kra 
�1 (z) sin -1 ж dж 

о о 
Прнмер. Решить смешанную задачу 

д2u д2u 
дt2 = дz2 

+ t sinz, t > O, O < x < lf, 

ujz=AJ = О, uj.,""' = О, t � О, 

ult=O = О, : lt=O = О, О :::;; х :::;; ,.. . 

(k = 1 ,  2, . . .  ) . 

(1) 

(2) 

(З) 

4 Начальные возмущения отсутствуют, так что мы имеем •чистую• задачу на вынужденные колебания 
однородной струны дnины 1r, закременной на концах. 

Сисrема функциА { sin nz} есть ортогональная на (О, 11' J сисrема собставнных функций краевой 
задачи Х11(х) + ЛХ(z) = О, Х(О) = X(1r) = О  (здесь l = 11'). 

Ищем решение задачи (1)-(3) а виде 
00 

u(z, t) = :Е T,.(t) sin nz, (4) n=l 
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где T,.(t) - неизвестные функции. Подставляя u(z, t) в форме (4) в уравнение ( 1 ), получим 
00 
'Е (Тn'(t) + n2T,.(t)) sin nz = t sin z, 
n=l 

отхуда легко усматриваем, что 

тf'(t) + T1 (t) = t, 
Тn'(t) + n2T,.(t) = О, n = 2, 3, . . . . 

Используя формулу (4) , в силу начальных условий (3) получаем 

u(z, О) = О =  f Т,.(О) sin nz, в;; 1 = О =  f Т,.(О) sЩ nz, 
n=l t=O n=l 

отхуда 

Таким образом, для Т1 (t) имеем 
Т,.(О) = Т,.(о) = о  (n = 1, 2, . . . ). 

т('(t) + T1 (t) = t, 
Т1(О) = т{(О) = О. 

Выnишем общее решение уравнения (8) 
Т1 (t) = С1 cos t + С2 sin t + t. 

Потребовав выnолнение начальных условий (9) , находим С1 = О, С2 = -1 , так что 
T1(t) = t - sin t. 

Для n � 2 имеем 

Тп' (t) + n2T,.(t) = О, Т,.(О) = Т,.(О) = О, 
откуда T,.(t) = О  (n = 2, 3, . . .  ) . 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

Пользуясь формулой (4) , для решения u(z, t) исходной задачи nолучаем следующее выражение: 
u(z, t) = (t - sin t) sin z . .,.. 

§ 6. Вынужденные колебания струны 
с подвижными концами 

Рассмотрим вынужденные колебания однородной струны длины l под действием 
внешней силы f(x, t) , рассчитанной на единицу длины, причем концы струны не за
креплены, а двигаются по заданному закону. 

Эта задача приводится к решению уравнения 

д2и 2 д2и 
дt2 

= а дх2 + J(x, t) , t > О, О < х < l, (1)  

при граничных условиях 

и начальных условиях 

u jz=O = 'Ф1 (t), и lz=l = 'Ф2(t), t � О, 

иlt=O = IPo(x), о �  х � l. 

(2) 

(3) 

К решению этой задачи метод Фурье непосредственно неприменим, т. к. граничные 
условия (2) неоднородны. Однако эта задача легко сводится к задаче с нулевыми 
(однородными) граничными условиями. 

Действительно, введем вспомогательную функцию 

(4) 
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Легко видеть, что 

ы Jж=О = tPI (t), · ы lz=l = tP2(t). 
Таким образом, функция ы(z, t) на концах отрез-
ка О � z � l удовлетворяетусловиям (2) , авнуrри 101 

этого отрезка она линейна по z (рис. 8). Говорят, 
что функция ы(z, t) продолжает граничные усло
вия в интервале О < z < l. 

Решение задачи ( 1)-(З) ищем в виде суммы 

1 u(z, t) = 11(z, t) + ы(z, t), 1 (6) 

где v(z, t) - новая неизвестная функция. 
В силу выбора функции ы(z, t) функция 

11 = и - ы удовлетворяет нулевым граничным ус-
ЛОВИЯМ 

Рис. S 

11 1z=O = (и - ы) lz=O = О, 11 1ж=1 = (и - ы) lz=l = О  
и начальным условиям 

v !t=O = и lt=O - ы lt=O = lf'o(z) - t/JJ(O) - [t/12 (0) - tPJ (O)) Т = tpo(z), 

811 1 ·= 
дu l - 8U1 1 = !f!I (z) - Ф� (O) - ('Ф�(О) - f/1�(0)) !:. = �1(:�:). 

8t t=O 8t t=O 8t t=O l 

Подставив и = v + ы в уравнение (1) , получим 

8211 2 82v 2 82w 82ы 
дt2 = а дz2 + а  дz2 - дt2 + /(z, t), 

или, учитьrвая выражение для ы(z, t) , 
fflv 2 fflv 
дt2 = а 8z2 + /1 (z, t), 

где 

J1 (z, t) = /(z, t) - Ф�'(t) - [Ф2(t) - Ф�'(t)} Т . 

(5) 

(7) 

(8) 

Таким образом, при. ф1 (t), 'Ф2(t) Е С2 приходим к смешанной задаче с нулевыми гра
ничными условиями для функции v(z, t) : найти решение уравнения 

fflv 2 82v 
дif = а {i;i + /1 (:�:, t), 

удовлетворяющее граничным условиям 

и начальным условиям 

v lz=O = О, v lz=l = О  . 

v !t,.,o = �o(z) ,  : l
t=O 

= fPI (z). 

Метод решения таких задач был изложен ранее. 
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Пример. Решить смешанную задачу 
д2u �u 
дt2 = дz2

' t > О, О <  z < 1, (1) 

иj.,=О = t, �z=l = 2t, t � О, (2) 

иjt=O = О
, : 1 . = 1 + z, О � z � 1 . (3) t=O . 

"" Граничные условия неоднородные (концы струны подвижные). Здесь ф1(t) = t, f/12(t) 2t. Вводим 
вспомогательную функцию 

цф:, t) = t +  tz = t(I + z). (4) 
Решение исходной �чи будем искать в виде 

и(х, t) = v(x, t) + цф:, t), (S) 
где v(z, t) - новая неизвестная функция. 

ДЛя нее получаем уравнение 

граничные условия 

начальные условия 

�tl tPv 
дt2 = дz2 , t > О, О < z < I, 

�1 = 0, :t=l 
(6) 

(7) 

v/,=O = О, 
д

v 1 О. (8) • дt t=O 
задача (6)-(8) имеет очевидное решение v(ж, О О, и, как ясно из фиЗИЧfi!СКИХ соображений, это 

ее единственное решение. Тоrда по формуле (5) по.nучаем решение u(z, t) исходной задачИ 
u(x, t) t(l + z). � 

§ 7. Общая схема метода Фурье 
Рассмотрим в области Q = { t > О, О < х < l} дифференциальное уравнение 

(1) 

(уравнение колебаний неоднородной струныдлины l), где р(х) > О, р(х) > О, q(x) � О  
Д1IЯ О � х � l ,  так что уравнение ( 1) является уравнением гиперболического типа 
в области Q: Предположим, что 

р(х) Е С[О, l], p(:t) Е С1 [0, 1] , q(x) Е С[О, l] , . 
и займемся изучением смешанной задачи Д1IЯ уравнения ( l) при однородных rранич

. ных условиях 
au(O, t) + fЗиж(О, t) = О, ru(l, t) + DUж(l, t) = О, t � О, 

где а, {3, 'У, б некоторые постоянные, причем а2 + {32 ::f= О, r2 + б2 ::f= О. (Напо
мним, что задача называется однородной, если, наряду с решением и этой задачи, ее 
решением является также си, где с - произвольмая постоянная.) 

Возможны граничные условия следующих типов: 
1 . и(О, t) = О  и u(l, t) = О  (струна с закрепленными концами (рис. 9 а)); 
2. иж(О, t) = О  и и:z(l, t) = О  (струна со свободн.ыми концами (рис. 9 6)); 
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3. иz(О, t) = h0u(O, t) и u:r;(l, t) = -h1u(l, t) (упруrоза:крепленныеконцы (рис. 9 в)) . 
Числа ho , h1 должны быть положительными, если положение покоя есть положе

ние устойчивого равновесия. 

а) 

б) 

Рис. 9 

Оrраничившись дЛЯ простоты случаем сrруны с закрепленными концами, nрихо
дИМ к следующей задаче: найти решение u(z, t) уравнения 

д2и д ( ди) p(z) - = p(z) - - q(z) и дt2 дz дz 1 

удовлетворяющее граничным условиям 

и начальным условиям 
j ujz=O = О, u jz=l � О, t ;;:.:  О, j 

ди l = !J'J (z), дt t=O 
Будем решать эту задачу методом Фурье. 

о <  z < l, ( 1) 

(2) 

(3) 

1. Ищем нетривиальные решения уравнения ( 1) , удовлетворяющие граничным усло
виям (2) , в виде произведения 

u(z, t) = T(t) X(z). (4) 
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Подставляя u(x, t) в форме (4) в уравнение ( 1) ,  получим 

или 

T(t) 
d� [р(х) ��] - q(x) Х(х) T(t) = р(х) Х(х) T'(t) , 

-/;; (р(х)�] - q(x) Х(х) T11(t) 
р(х) Х(х) = 

T(t) · 
(5) 

Левая часть последнего равенства зависит только от х , а правая часть - только от t, 
и равенство возможно лишь тогда, когда общая величина отношений ( 5) будет посто
янной. Обозначим эту постоянную через (-Л). Тогда из равенства (5) получим два 
обыкновенных дифференциальных уравнения 

T"(t) + ЛТ(t) = О, (6) � [р(х) �] + (Лр(х) - q(x)) Х(х) О. (7) 

Чтобы получитьнетривиальные решенияуравнения ( 1) вида ( 4), удовлетворяющие 
граничным условиям (2) , необходимо, чтобы функция Х(х) была нетривиальным 
решением уравнения (7) , удовлетворяющим граничным условиям 

Х(О) = О, X(l) = О. (8) 

Как мы уже видели, эта задача имеет отличное от тоЖдественного нуля решение 
не при всяком Л. · 
Задача Wrурма-Лиувмм1 о собст1еиных значеииu: найти такие значения параметра Л, 
при которых существуют нетривиальные решения уравнения (7), удовлетворяющие гра
ничным условиям (8), а также сами эти решения. 

Те значения параметра Л, при которых задача (7)-(8) имеет нетривиальное реше
ние, называются собственнwни mаченuями (числами), а сами эти решения - собствен
ными фун.кцuями, отвечающими данному собственному значению. Совокупность всех 
собственных значений называется спектром данной задачи. 

В силу однородности уравнения (7) и граничныхусловий (8) собственные функции 
оnределяются с точностью до nостоянного множителя. Выберем этот множитель так, 
чтобы 

l j р(х) Xi(x) dx = 1 .  
о 

{9) 

Собственные функции, удовлетворяющие условию (9) , будем называтьнормированны
ми с весом р(х) . 

Установим некоторые общие свойства собственных значений и собственных функ
ций задачи Штурма-Лиувилля. 

Теорема З. Каждому собственному значению с точностью до постоянного множителя 
отвечает лишь одна собственная функция. 
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� В  самом деле, nусть существуют дnе собственные функции Х1 (:�:) и Х2(:�:), отвеча
ющие одному и тому же собственному значению Ло, т. е. удометворяющие диффе
ренциальному уравнению (7) nри одном и том же Л =  .Л0• Так как по nредположению 
Х1 (0) == О, Х2(0) = О, то определитель Вронского 

W( ) - 1 Х,(ж) X2(z) 1 ж - Х;{ж) ХНж) 
решений X1(z) и X2(z) уравнения (7) в точке ж =  О обращается в нуль и, следователь
но, решения X1(z) и X2(z) линейно зависимы. ,... 

Теорема 4. Собственные функции, отвечающие различнЬIМ собственнЬIМ значениям, орто
гональны на отре:же [0, l] с весом p(z), 

l J р(ж) Хm(ж) X11(z) dz = О, 
о 

где Хт(ж), Xn(z) - собственные функцuи, соответствующие различнЬIМ собственнЬl.М 
значениям Лт и Лn. 

Предварительно установим одно предложение, имеющее самостоятельный инте
рес. Введем так называемый оператор Штурма-ЛиувШWl 

d ( dy) Ly =. - p(z)- - q(ж) 11 dж dж 
(1 1) 

(p(z), р'(ж), q(z) Е С[ О, l], p(z) � О, q(a:) � О на (0, l}) . Будем рассматривать этот 
оператор на множестве С2[0, l] функций, дважды непрерывно дифференцируемых 
на (О, l )  и удометворяюших граничным условиям у( О) :::::: y(l) О: 

ёР[о, с] = {у( ж) 1 у(:�:) Е С2{о, z]; у( о) = y(l) = о}. 

Лемма. Оператор ШmурАtа-ЛиувЩля (ll) на С2 (0, l] RtJЛЯemcя си.м.метрическим: 
(Lи, v) = (и, Lv) 

1 
(здесь и(z), v(z) Е С2 [0, l); (/, g) :::::: f /(z) g(z) dz ). 

о 

� В самом деле, 

q(z) и} v(ж) dz = 

1 1 ' 

= - 1 q(:�:) v(:t) и dz + j � (p(z) ::) v dz. 
о о 

�еzир� по частям nоследний интеrрал справа и принимая во вниманl(е, что 
vj _,. - v _1 - О, найдем . 

Z=v Z-
1 1 1 1 dи dv (Lu, v) = - q(z) иv dx � р(ж) - - dz. dz dx 

о о 
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Вновь интегрируя по частям второе слагаемое справа и учитывая, что иlz=O = и lz=l = О, 
получим 

l l 
(Lи, v) = - 1 q(ж) иv dж + 1 � (р(ж) =) и dx = 

о о l 
= 1 и { � (р(ж) =) - q(ж) 11} dx = (и, Lv). ,._ 

о 

.,.. Обратимся к доказательству теоремы. Запишем уравнение (7) в виде 
d ( d.X) d.ж р(ж) dж - q(ж) Х(ж) = -Л р(ж) Х(ж) ( 12) 

и обозначим через L[X] оператор, стоящий в левой части ( 12). Это - оператор 
Штурма-Лиувилля. На множестве собственных функций Х11(ж) задачи (7)-(8) это 
симметрический оператор. 

Пусть Хт(ж) - собственная функция задачи (7)-(8), отвечающая собственному 
значению Лт, а Хn(ж) - собственная функция, отвечающая собственному значе
нию Лn, ( Лп :F Лт ). Тогда имеют место то){Щества 

L[Хт(ж)] = -:-Лтр(ж) Xm(:t), (О <  ж <  l). L [Хп(ж)] = -Лnр(ж) Х,.(ж) 
Умножим первое ТО){Щество на Хn(ж), второе - на Хm(ж) и проинтегрируем резуль
таты по ж от О до l. Получим 

Замечая, что 

(L(Xm], Xn) = ->.т(РХт, Xn) ,  ( 13) 

(L[XnJ, Хт) = ->.n(pXn, Хт). ( 14) 

(L(Хт], Xn) = (Хт, L[Xnl) = (L[Xn)1 Xm) , 
и в�итая равенства (13) и ( 14) почленно, найдем 

О =  (Лn - Лт)(рХт, Х,.) ,  
откуда, при Лn =f. Лт , следует, что (pXm, Хп) = О, или, что то :же 

l 1 р(ж) Хm(ж) Хn(ж) dж = О  (>.,. =f. Лт) . .,_ 
о 

Так, вчастномслучаеоднороднойструнl!l (р = р = 1 ,  q = О), закрепленнойнакон
цах, собственные функции Х11(ж) = sin тж (n == 1, 2, . . .  ) образуют ортогональную 
систему функций на отрезке [0, l], · 

l 1 mr m1r 
sin -1 ж sin -1-ж dx = О, т =f. n. 

о 
Теорема 5. Все собственные значения (7)-(8) действительны. 
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<111 В самом деле, допустим, что существует комплексное собственное значение Л = 
а +  ifJ, fJ #:- О, которому отвечает собственная функция X(z) = u(z) + iv(z). То
гда комnлексно сопряженное число Х = а - i{J также будет собственным значением, 
а функция X(z) , комnлексно соnряженная с X(z) , будет соответствующей собствен
ной функцией, поскольку коэффициенты уравнения (7) и граничные условия (8) -
действительные. Из условия ортогональности собственных функций, отвечающих 
различным собственным значениям, следует 

l l 1 p(z) X(z) X(z) dz = 1 p(z) IX(z) l2az = о, 
о о 

откуда X(z) :::: О, т. е. комnлексное число Л не является собственным значением . ..,. 

Теорема 6. Если p(z) > О, p(z) > О, q(z) � О на отрезке [О, l], то все собственные 
значения задачи (7)-(8) паложительные. 

· 
"111 В самом деле, пусть Л1 - собственное значение, а X�:(z) - соответствующая 
собственная функция, нормированная с весом p(z) . Тогда справедливо тождество 

� (p(z) d.��:) - q(z) Д1(z) :::: -Л1 p(z) X1(z). 

Умножая обе части тождества на X�:(z), интегрируя результат по z от О до l и принимая 
l 

во внимание, что J p(z) Xi(z) d.z = 1 ,  получим 
о 

Л�: = j q(z) Xl(z) d.z - j � (p(z) 4�11) X�:(z) dz. 
о о 

Интегрируя по частям вгорое слагаемое справа, придем к равенству 
l l 2 

.л. = 1 q(z) xl(z) dz + 1 p(z) ( d::) dz. ( 15) 
о о 

Произоодная � � О, так как в противном случае X11(z) :::: const и из граничных 
условий (8) мы имели бы Х�:(z) :::: О, что исключено. Таким образом, правая часть ( 15) 
положвтельна, откуда следует, что все собственные значения Л�: задачи (7)-(8) поло
жвтельны . ..,. 

Теорема 7. У задачи (7)-(8) существует счетное множество собственнЬIХ значений . 
Л1 < Л2 < . . .  < .Лn < . . . , lim Лn +оо, 

которЬIМ отвечают собственные функцuи 

X1(z), Xz(z), 

Продолжим описание метода Фурье. 

n-oo 

. . .  ' 
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2. Обратимся к дифференциальномууравнению (6) . Его общее решение при >. =  >.k > О  
и меет вид 

T�;(t) = Ak cos А t + Bk sin ..j):; t, 
rде А1.: , Bk - произвольные постоян ные. 

Каждая функция 1 uk(x, t) = Tk(t) Х�;(х) = (Ak cos Д t + Bk sin А t) Xk(x) 1 
будет решением уравнения ( 1 ) ,  удовлетворяющим граничным условиям (2) . 

3. Составим формальный ряд 
ос 

и(х, t) = L (Ak cos Д t  + Bk sin Д t) Х1.:(х). 
k= l  

( 16) 

Если этот ряд, вместе с рядами, полученными из него двукратным лочленнымдиффе
ренцированием по х и по t, сходится равномерно, то его сумма и(х, t) будет решением 
уравнения ( 1 ) ,  удовлетворяющим граничным условиям (2) . 

Для выполнения начальных условий (3) необходимо, чтобы 
()О 

иlt=O У'о(х) = L AkXk (x), ( 1 7) 
k=J 

( 1 8) 

Таким образом, мы пришли к задаче о разложении произвольной функции в ряд Фу
рье по  собственным функциям Xk(x) граничной задачи (7)-(8) . Предnолагая, что 
ряды ( 1 7) и ( 1 8) сходятся равномерно, можно найти коэффициенты Ak и Bk , умно
жив обе части равенства ( 1 7) и ( 1 8) на р(х) Xn(x) и проинтегрировав по х в пределах 
от О до l .  Считая функции Xk(x) ортанормированными с весом р(х) на отрезке 
[0, Z] , nолучим для коэффициентов Фурье функци й  у:::>0(х) и 1р1 (х) nо системе { Xk(x) } 
следующие выражения: 

l l 
An = J р(х) ipo(x) Xn (x) dx, 

о 

Bn = � J р(х) 1р 1 (х) Xn(x) dx (n = 1 ,  2, . . .  ) . 
о 

При нахождении коэффициентов An и Bn мы  оnираемся на теорему разложения 
Стеклова. 

Теорема 8. Всякая дважды непрерывно дифференцируемая функция F(x), удовлетворя
ющая граничным условиям задачи, мо:ж.;ет быть разложена в абсолютно и равномерно 
сходящийся ряд по собственным функциям Xk( х) этой задшщ 

где 

()О 
F(x) = L enXn(x), 

n= l 

1 
Cn J р(х) F(x) Xn(x) dx, 

о 



§8. fдllнc'nlellкocpeweнlll смеwанноi аада'IИ ---------------'---- 281 

а X,.(z) (n = 1, 2, . . .  ) - нормированные с весом р(ж) собственные фуНiсции. 

Подставим наЙденные значения коэффициентов А,. и В,. в ряд ( 16) и. если ряд ( 16) 
и ряды, полученные из неюдвукратным почленнымдиффереНЩtрованием по ж и по t. 
сходятся равномерно. получим решение u(z, t) смешанной задачи (1)-(3). 

Эамечанме. Мы рассмотрели случай IipOC'reЙIШIX rраничкых условий и( О, t) = u(l, t) = О. Несколько 
И3МСНЯЯ приведеккые выше рассу:J�Щения, можно доказать аналоrичные свойства собствеккых значе
ний и собственных ф�IЩИЙ более оошей ОДНородНой краевой задачи 

а u(O, t) + {j u.,(O, t) = О, 'У u(l, t) + 6 u.,(l, t) == О  
(а2 + р2 :/: О, 72 нz :/: 0). 

§ 8. Единственность реwения смешанной задачи 

Теорема 9. Решение смешанной зодачц для вынужденных колебаний однородной струны: 

единственно . 

lfи 2 1fи 
дt2 = а дж2 + /(z, t), t > О, О < ж < l, 
и( О, t) = f/11 (t), u(l, t) = f12(t), t � О, 

u jt=O = tро(ж), : lt=O = IPt (ж), О � ж � l, 

(1) 

(2) 

(3) 

.,.. Допустим, что существуют два решения и1(ж, t) и u2(z, t) задачи (1)-(3). Тоrда 
разность v(ж, t) = u1 (ж, t) - и2(ж, t) этих решений будет удовлетворять однородному 
уравнению 

lfv 2 1fv 
1Jt2 = а дж2 '  t > о, о < ж <  l, (4) 

нулевым rраничны:м условиям 

v(O, t) = О, v(l, t) = О, t � о, (5) 

и нулевым начальным условиям 

v(z, О) = О, v,(ж, О) = О, о �  ж �  l. (6) 

По кажем, что соотношениям ( 4)-( 6) удовлетворяет лишь функция, тождественно рав
ная нулю. 

Рассмотрим функцию 
l 

E(t) = � j [ (:) 2 + а2 ( ::) 2] аж 

о 
(7) 

и покаж:ем, что при условиях ( 4)-( 6) она не зависит от времени t .  Взяв производнуЮ 
по t ,  получаем 
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1 

dE(t) = 
1 

[
8v I!Pv а2 дv a2v ] d:c = dt дt 8t2 + дж дж 8t 

о 

= 
1' дv 

[I!Pv _ а2 
д2v

] d:c = 0 
8t дt2 . дz2 ' 

о 
так как внеинтеrральное слагаемое обращается в нуль в силу условий ( 5) . а � -
а2� ::: О, так как v(z, t) - решениеуравнения (4) , 

Итак, .,,) = О, т. е. E(t) = const. Учитывая начальные условия (6), nолучаем 
1 

. 
Е( О) = � 1 [ (: )2 + а2 (::) 2] lt=o d:c = О, 

о 
и, следовательно, E(t) = О. Из того, что интеграл от непрерывной неотрицателъной 
функции равен нулю, 

следует, что 

с: У + а2 (::У = о, 

откуда � ::: О и � =  О,такчтоv(:с, t) = const. Всилуnервоrоизначальныхусловий (6) 
v(:c, О) == О, и значит, v(:c, t) = О, т. е. u1 (ж, t) = u2(z, t) . .,. 

Интеграл (7) можно nереписать в виде ( а2 = �) 

Величина 

1 1' [(дv) 2 2 (
дv)

2
] 

1 1' ( 1 2 1 2) 2 . дt + а дz d:c = р 2P'Vt + 2TVz dж. 
о о 

является кинети'{еской энергией струны в момент времени t, а 
l 

J �тv; dж о 
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- ее потенциальная энергия, так что функция E(t) с точностью до постоянного мно

жителя р-1 = const выражает полную энерrию струны. Равенство E(t) = О яВJIJ{ется 
математическим выражением закона сохранения энерrии для свободных колебаний 
любой физической природы при нулевых граничных условиях, т. е.  когда нет притока 
или рассеивания энергии в процессе колебаний. Неоднородностъв граничныхуслови
яхи неоднородностъв уравнении означает наличие постояннодействующих факторов, 
подводящихили рассеивающихэнерrию. Неоднородностьв начальныхусловиях озна
чает, что в начальный момент процесс обладал некоторым запасом энергии, который 
он и сохраняет в течение всего колебания. 

Изложенный метод доказательства единственности решения смешанной задачи 
называется энергетическим и широко используется при установлении различных тео· 
рем единственности. 

§ 9. Копебанив круrпой мембраны 
Метод Фурье разделения переменных применяется также при изучении колебаний 
ограниченных тел, плоских или объемных. Рассмотрим в качестве примера задачу 
о свободных колебаниях под действием начальных возмущений однородной круглой 
мембраны радиуса r0 с центром в начале координат, закрепленной по краю. 

Уравнение колебаний мембраны имеет вид 

дzи . 2 (д2u a2u) 
fii2 = а 8;2 + дij2 . 

Введем полярные координаты r, t.p .  Тогда отклонение точек мембраны будет функ
цией полярных координат r, t.p и времени t ,  u = u(r, t.p, t). Пользуясь выражением 

для оператора Лапласа .6.u = � + � в полярных координатах, 

д2и 1 дu l д2u .6.u = д 2 + - J:L.. + 2 д 2 ' r r vт  r t.p 
запишем уравнение колебаний мембраны в следующем виде: 

a2u 2 (д2u 1 дu 1 д2u) 
дt'2 = а дr'l + ;: дr + r'2 дt.р2 • 

Таким образом, задача о колебаниях мембраны ставится так: найти функцию и( r, t.p, t) , 
удовлетворяющую уравнению 

граничным условиям 

�----------�------------� 
дzu 

= а2 (дzu 
+ ! дu + ..!_ д2u) 

дt2 дr2 r дr r2 дt.p'l ' ( l )  

1 ulr=ro = О  1 (2) 

(мембрана закреплена по краю) и начальным условиям 

ult=O = f(r, t.p), 
ди l дt = F(r, t.p). . t=O (3) 
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Ограничимся важным частным случаем осесимметричных колебаний, когда на

чальные функции f и F не зависят от VJ. Ясно, чтотогда в любой момент времени t > О 
величина отклонения мембраны не будет зависеть от nолярною уrла VJ, а будет только 
функцией r и t ,  и =  u(r, t) . Это означает, что при любоt.f фиксированном t форма 
колеблющейся мембраны будет оnисываться поверхностью вращения. 

При этом предnоложении задача сводится к отысканию решения u(r, t) уравнения 

при граничном условии 

и начальных условиях 

д2u = а2 (д2u + ! дu) 
дt2 дr2 r дr 

1 и lr=ro = О  1 
1 и lt=O = f(r), %ilt=O = F(r). j 

(4) 

(5) 

(6) 

Применяя метод разделения переменных, будем искать нетривиальиые решенияурав
нения ( 4) , удовлетворяющие граничному условию (5) , в виде 

u(r, t) = T(t) R(r). (7) 

Подставляя функцию u(r, t) в форме (7) в уравнение (4) и разделяя переменные, 
ПOJIY'JИM 

T"(t) = R11(r) + �R(r) = -Л (Л О). a2T(t) R(r) > 

Равенства (8) приводят к двУl4 обыкновенным дифференциальным уравнениям 

т''(t) + Л  a2T(t) = О, 
1 R"(r) + -R'(r) + Л R(r) = О, r 

R(ro) = О, jR(O) 1 < +оо 

(8) 

(9) 

( 10) 

( l l) 

(условие jR(O) I  < +оо выражает естественное требование ограниченности решения 
u(r, t) в центре мембраны, т; е. при r = 0). Задача ( 10)-( 1 1) имеет очевидное тривиа
льное решение R(r) = О, которое нас не устраивает. 

Итак, мы пришли к задаче на собственные значения: найти те значения парамет
ра Л, при которых существуют нетривиальные решения задачи ( 10)-(l l), и отыскать 
эти решения. 

Заnишем уравнение (10) в следующем виде: 

r2 R!'(r) + rK(r) + (Лr2 - О) R(r) = О. 
Это дифференциальное уравнение Бесселя с 11 = О. Ero общее решение 

R(r) = Ctfi( .fi. r) + С2 So( .fi. r) .  
Из условия IR(O) j < +оо следует, что с2 =о  (функция Неймана So( .;>. r) - оо). 

r->+0 
Таким образом, 

R(r) = ,fi>(.fi.r) . 
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Граничное условие R(r0) = О  дает 
JЬ(VАто) = О, 

откуда следует, что число ...;>.то должно быть одним из нулей функции Бесселя fi(x) , 
т. е. 

../Л то =  P.J:, 
где Р.1с - нуль функции fi(x) . Известно, что функция fi(x) имеет бесконечное 
множество положительных нулей 

О < P.t < Р.2 < · · · < P.n < · · · ' 

откуда получаем собственные значения 

и соответствующие собственные функции 

1 Н.(•) = fi ( �·) . .. = 1 , 2, . • •  · 1 
задачи ( 10)-(1 1) . 

При .Л = .Лn общее решение уравнения (9) имее-r вид 

Функция 

( ) apn . ap.n Tn t = An COS -t + Bn Stn -t. 
то то 

( ) ( apn . aJ.Ln ) ( J.Ln ) Un т, t = An cos -t + Bn Stn -t. fi -т 
то то то 

будет решением уравнения ( 4) , удовлетворяющим граничному условию (5) . Она опре
деляет стоячие осесимметричные волны круглой мембраны. 

Решение u(т, t) исходной задачи (4)-(6) ищем в виде формального ряда 

u(т, t) = f (An cos aJ.Ln t + Bn sin apn t) fi ( J.Ln r) , 
n=l ro ro то 

коэффициенты An и Bn которого определяются из начальных условий 

u(r, О) = /(r) = f Anfi (�
n r) 1 

n=J О 

8u l = F(r) = f apn Bnfi ( P.n r) 1 8t t=O n=l f'o f'O 

(12) 

(13) 

( 14) 

т. е. мы приходим к разложению данных функций f(r) и F(r) в ряды по функциям 
Бесселя. 



286 ---------------- Гдава XXXIV. Урннен111 nmербомчеснrо тмnа 

Нетрудно проверить, что при т =f. n функции fi('i!;-r) и jii (�r) ортоrональны 
на [О, ro] с весом r. Известно, что всякая функция Ф(r) Е С2(01 r0) ,  удометворяю
щая граничным условиям задачи, может быть разложена в абсолютно и равномерно 
сходящиЙся ряд Фурье-Бесселя 

где 

Ф(r) = f Cn}ii (�n r) 1 
n=-1 ° 

ro { 
J rФ(r)fi �r) dr 

Cn = 0 
r (n = 11 2, . . .  ) . 
jrJi (�r) dr · 
о 

Пользуясь :пим, при достаточно гладкихначальных условиях f(r) и F(r) получаем 
для коэффициентов Фурье-Бесселя функций J(r) и F(r) следующие формулы: 

f r F(r) fi (�r) dr ro о Bn = - · ,0 (n = l, 2, . . .  ). apn J r Jll ( �r) dr 
о 

Подставим найденные значения An и Bn в формулу ( 12) .  Если nри этом ряд ( 12) 
сходится равномерно, так же как и ряды, nолучаемые из него двукратным nочлен
ным дифференцированием по каждому из аргументов t и r. то мы получаем решение 
задачи {4)-(6). 

§ 1 О. Примененив преобразований Лаппаса 
к решению смешанной задачи 

Пусть требуется найти решение u(z, t) уравнения 

д2u 2 дzu 
iiJ = а /h2, t > О, О < z < l, 

удометворяющее начальным условиям 

u(x, О) = �(х)1 

и граничным условиям 

дu(z1 О) ( ) дt = Y'I Х 1 

u(O, t) = p, (t), u(l, t) = p.2(t)1 t � О. 

(1) 

(2) 

(3) 

Независимая переменмая t изменяется от О до +оо. Применяя nреобразование Ла
nласа по t ,  nредположим, что u(z, t) , � и � ' рассматриваемые как функции t ,  
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явлтотся функциями-оригиналами. Пусть и(з:, р) есть изображение функции u(z, t) 
по Лапласу, 

+оо 
и(з:,р) = j u(z, t) e-pt dt. 

о 
Так как оnерация дифференцирования по з: и оnерация интегрирования по t в пре
�разо&ании Лапласа перестановочны, получим 

+оо · +оо fJu = !!.__ 1 u(з: t) e-pt dt = 1 8и e-pt dt = dU(з:,p) 
дз: ·  дж ' fJж dж ' о о 

n2 n2 +оо +оо 2 2 o�u . о 1 -pt 1 д u -pt d и(ж, р) 
дж2 := дж2 u(ж, t) е dt = дz2 е dt = dz2 

о о 
(здесь величина р рассматривается как параметр, и вместо частных производных !r 
пишуr обычные производные -!.. k = 1 ,  2). 

По правилу дифференцирования оригиналов имеем 
fJu 
fJt := р и - u(з:, О), 

IJ2u . 2 дu(ж, О) 
дt2 := р и - p u(z, О) - дt . 

Отсюда, учитывая начальные условия (2), получаем 
fJu lfu 2 
fJt := р и - v>о(ж), fJt2 := р и - р v>o(z) - V'l(ж). 

Пусть функции JL1 (t) и p2(t) , фигурирующие в граничных условиях (3) , являются 
функциями-оригиналами и p.1 (t) := М1 (р), Ji.2(t) := М2(р) . Тогда граничные усло
вия (3) дают 

+оо +оо 
и(О, р) = 1 u(O, t) e-pt dt = MJ (p), и(l, р) = 1 u(l, t) e-pt dt :::: M2(p). 

о о 
Переходя: к изображениям, сводим задачу (l)-(3) для уравнения с частными пронз
водными к граничной задаче для обыкновенного дифференциального уравнения: 
найти решение и (:ж:, р) уравнения 

г-------------------, 
d2и р2 р l d;2 - ;;Jи = -;;Jv>o(ж) .,.. ;;JV'I (z) 

при граничных условиях 
\г-и-(0-, р-) -=-М-1 (р-)-, -и-(-l, p-)-=-M-2(p-)--.. j 

(4) 

(5) 

Пусть и(ж, р) - решение задачи (4)-(5). Тогда функция u(ж, t) (оригинал для 
и(ж, р)) будет решением исходной задачи (I)-(3). 
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Пp!lllep. Струна l закреnпена на концах z = О и z = l. Начальное о1ЮЮнение струны оnред811Я81"СЯ 
формулой 

11'% u(z, О) = А sin Т' А =  const . 

Начальные скоросrи отсутсrвуют. Найти О1ЮЮнение u(z, t) сrруны nри t > О • 
..- Задача сводится к отысканию решения u(z,t) уравнения 

д2u 2 a2u 8t2 = о дz2 , t > О, О < :t < l, 
nри начальнЫх усnовиях 

tф,О) = A sin  �z , 
и граничных усnовиях 

(6) 

(7) 

u(O, t) = О, u(l, t) = О, t ;;?: О. (8) 
Применим nреобразование Лапласа по t . Пусть U(z,p) - изображение функции u(z, t) , 

TorNJ 

+оо 
U(z,p) = j u(z, t) e-pt dt. 

о 

дu tlU alu . tl2U 
дz := dz ' 8z2 := dz2 .. 

ПО правилу дифференцирования ориrиналов с учетом начальных условий (7) получаем 
дu , 1rz a2u . 2 . 1rz вt ;:рU- Аsш т, tJt2 :=р U -рА sш т· 

Граничные усnовия (8) в свою очередь РВЮТ 
+оо +оо 

U(O,p) = j u(O, t) e-pt dt = O, U(l,p) = j u(l, t) e-pt dt = O. 
о о 

Таким образом, в nространстве изображений мы nриходим к граничной задаче дnя обыкновенного ДИФ
ференциальноrо уравиения: 

d2U у Ар . 1rz - - -U - -- SIП  
dz2 а2 - а2 

U(O,p) = U(l,p) = О. 
PВWВII уравнение (9) как линвйное с 110СТ011ННЫМИ коэффициентами, наilдем 

и( ) с !'! _J'! Ар ,.-z z,p =  1е • + С2е • +  .. 2;J sin T. r + т 
Из усnовий (10) nолучаем Се = С2 = О, так чrо 

Ар . ,.-z U(z,p) = 2;з Sln -1 • 
r + ?-

Ориrиналом дnя U(z,p) IIВЛIIВТСЯ функция 
1rat . 11':1: u(z, t) = А cos -1- SIП Т, 

которая буР�>Т решением задачи (6)-(8) . .., 

(9) 

(10) 

.Анаl!оrичным приемом решаются смешанные задачи для более общих уравнений 
rиперболичесхоrо (и параболического) типа. 

Ход решения уравнения с частными производным� при помощи преобразования 
Лапласа можно представить в виде следующей схемы (число независимых перемен
ных n = 2). 
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Схема 

В пространстве оригиналов уравнение 
с частными производными 
+ начальные условия 
+ граничные условия 

В пространстве изображений обыкновенное 
дифференциальное уравнение 
+ граничные условия 

! 
Решение в пространстве изображений 

Решение исходной задачи 

Упросиени А 

3. Однородная бесконечJ с�уна возбуждена начальным оrюiонением, имеющим форму 
полуокружности: u(z, О) = 1 - , - 1 � z � 1. Начальные скорости отсутствуют. Начерrите 

положение струны дiUI моментов времени t ::: 4 , t = 1 , t = 2,  считая д1IЯ простоты а = 1 . 
Применяя метод Фурье рщеления переменных, решите следующие смешанные задачи: 

дzu 2 82u . 1 1 1 . Зr дu 1 4. дt2 = а дz2 , t > О, О < :t < l, u 
z=O 

= u _. = О, u t=O = sm Tz, 8t t=O О. 

�u 2 �u дul . r S. дt2 = а дж2 , t > О, О < z < l, ui .. =O 
= ul,.'>� О, ul

t=O 
= О, 8t t=O = sm -,z. 

81u �u 1 1 1 8u 1 8. дt2 = -8 1 ,  t > О, О <  z < r, и = u = О, u = sinz, 8t = sin z. 
Ж z=O z=r 1=6 t=O 

7 д2u 2 �u 
О l 1 1 1 дu l { ж, О � z < ! , , дt2 = а -8 2 , t > О, < ж < , u = u = О, u = О, дt 

= , 1 1 z z=O z=l t=O t=O о - z,2 � Ж � • 
82u 82u . 1 1 дu 1 8. дt2 = -8 2 + s1n rж, t > О, О < z < 1, u = u = О, ul = О, - = О. ж z=O z=l 1=0 8t 

t=O 
д� �-

. , 9. дt2 = -8 2 + (4t - 8) sin 2ж, t > O, О < ж < r, ul = ul = О, ul = 8t = 0. ж z=O """""' 
t=O 

t=O 

82u �u 
10. дt2 = дж1 ,  t > О, О < ж < l, ul-o = О, •1 .. '>� = t, 

82u д2u 
1 1 .  дt2 = дж2 ' t > О, О < z < l, ul = О, 

д
дt

u 1 = А = const, -о =1 

Ответы 
1. u(ж, t) = ! [e-(z-ot)� + e-(:r+ot)1] + 11:"' cos ж. 2. u(z, t) = i; [arctg(z + at) - aretg(z - at)] .  
4.  u(ж, t )  = sin �z c os  �"t . S.  u(z, t) = !; sin fz sin !ft. 6. u(ж, t) = (sin t + cos t) sin ж. 
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7 ( t) 412 � (-l)t+; . (211-l)r . (211-l)rat 8 ( t) 1 (1 t) • 9 ( t) . u z, = UJ {;:1 (2A:- I) stn 1 z · sm 1 • •  u z, = ;rr - cos 1r s1n 1rz . . u z, = 

(2 cos 2t - si;2t + t - 2) sin 2z. 10. u(z, t) = !f + � :Ё <-д• sin тz sin '7-t. 1 1 .  u(z, t) = Az + n=l 
-" 00 �+1 1?��"· 1?�� "· М;! " -l sin �z cos �t IVv-ниe Положите u = v+Az rде v - новаянеиэвестная ... � (2.1:+1) 21 21 • , .. _ • ' 
функция.) 



Глава XXXV ---------------
УРАВНЕНИЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 

Уравнения с частными производными параболического типа возникают при изучении 
процессов теплопроводности и диффузии. 

§ 1 . Уравнение темапроводности 

Рассмотрим задачу распространения тепла в среде. Обозначим через u(ж, у, z, t) тем
пературу среды в точке М (ж, у, z) в момент времени t. Считая среду изотропной, обо
значим через р(М) ее плотность, через с( М) -удельнуютеплоемкость и через k(M) -
коэффициент теплопроводности в точке М. Воутри тела можетвозникать или погло
щаться тепло (например, вследствие химической реакции). Обозначим через F(M, t) 
плотность источников тепла в точке М в момент времени t. 

Подсчитаем баланс тепла в произвольком объеме V за промежуток времени 
(t, t + dt). Пусть S - граница области V и n - вектор внешней нормали поверхно
сти S. Если температура тела неравномерна, то в нем возникают тепловые потоки. 
Согласно закону Фурье, через поверхность S в объем V постуПает количество тепла 

Q1 = JJ k:: dS dt = JJ (k grad u, n°) dS dt, 
8 8 

где n° - ортвнешней нормали к поверхности S. Применяя к интегралусправа теорему 
Гаусса-Остроградского, будем иметь 

Q1 = JJJ div(kgrad u) dv dt. 
v 

За счет тепловых источников в объеме V выделяется количество тепла, равное 

Q2 = jjj F(ж, у, z, t) dv dt. 
у 

Пусть температура в объеме V за промежуток времени ( t, t + dt) возросла на величину 
дu 

du = u(M, t + dt) - u(M, t) r::::: дt dt. 

В силу физических закономерностей, определяющих процесс распространения 
тепла, для такого изменения температуры необходимо затратить количество тепла, 
равное 

Qз = jjj ер':; dv dt. 
у 
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Применяя закон сохранения энергии, 

Qз = Q1 + Q2, 
н потому JJJ [div(kgradu) +F- cp:] d11 dt = O. 

v 
Оrсюда, в силупроизвольности объема V,  получаем уравнение распространения тепла 

1 cpj; = div(k grad и) + F(M, t). , (1) 

Если среда однородна (величины с, р и k постоянны) , то уравнение (1) принимает вид 

j ·ii = а2�и + /, 1 (2) 

где 

2 k F liu д2и liu а = ер ' J = ер' �и = 8;2 + i1j2 + дz2· 

Уравнение (2) называется уравнением теплопроводности. Аналогично выводится 
уравнение диффузии частиц. 

Как и в случае уравнения колебаний, для пОJIНого описания процесса распростра
нения тепла необходимо задать начальное распределение температуры u(M, t) в среде 
(начальное условие) и режим на границе этой среды: (граничные условия) . 

Мы ограничимся изучением уравнения теплопроводности с одной пространствен
ной переменной 

дu 21iu it = а 8;2 + J(z, t) 

(распространения тепла в линейных телах). 

§ 2. Задача Коши дпя уравнения темапроводности 
Рассмотрим однородное уравнение теплопроводности 

ди д2u - а2 7ii - /iЖi' 
отвечающее случаю J(z, t )  = О, т. е .  отсутствию источников. Задача Коши ставится 
так: найти функцию и( ж, t) , удовлетворяющую уравнению 

дu 2 liu дt = а дz'l. , t > О, -оо < ж < +оо, ( l) 

и начальному условию 

иlt=O = 1,0(ж), -оо < ж < +оо. (2) 
Физический смысл задачи состоит в определении температуры однородного бес

конечного стержня в любой момент времени t > О по известной его температуре tр{ж) 
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в .момент времени t = О. Считается, что боковая поверхность стержня теплоизолиро
ваиа, так что через нее тепло из стержня не уходит. 

Предположим, что 
1) u(ж, t) и ер( ж) - достаточно гладкие функции, убывающие при ж2 + t2 -+ +оо 

настолько быстро, что существуют преобразования Фурье 
+оо 

v(�, t) = � 1 u(ж, t) e-it: dж, 
-оо 

+оо 
�(�) = � 1 

ср(ж) e-i(:r: dж; 
-оо 

2) законны операции дифференцирования 
+оо 

-- - е  dж = -
1 1 IJu -i(:r: dv 

..fii 8t dt '  
-оо 
+оо . 

l j tru -i(: 2 - - е  dж = -€ v(�, t) . ..f2i . 1Jж2 
-оо 

(3) 

(4) 

Тогда, применяя преобразование Фурье к обеим частям уравнения (1)  и условию (2) , 
от задачи ( 1)-(2) перейдем к задаче Коши для обыкновенного дифференциального 
уравнения 

dv + �2a2v = О, dt 
v/,=o = �(�) 

(величина � играет роль параметра). 
Решение задачи (5)-(6) имеет вцд 

Ранее мы установили, что 
v(�, t) = �(�) е-(2о\ 

ar[ -az2] _ _  1_ _, <7' е - . н;-:: е , v2a 
где Вf[/} - иреобразование Фурье функции f(ж). 

Оrеюда, полагая t == �, получаем 

t2 2 [ 1 - •2 ] е-� а t = gr 
a
..tiie � . 

(5) 

(6) 

(7) 

Таким образом, в правой части равенства (7) стоит произведение преобразований 
,.2 

Фурье функций �р(ж) и ���е-�. 
Пользуясь теоремой о свертке, в силу которой 

Вf[/t * /2J = &вr[J,J · Вf[/21, 
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равенство (7) можно представить в виде 

v({, t) = iрЩе-{ 4 '  = м= [Т 1р(ж) * r;:u e :;;г, . 2 2 1 [ 1 - :.2 ] 
v211" av2t (8) 

Левая часть формулы (8) есть иреобразование Фурье (по аргументу ж) искомой функ
ции и( ж, t) , так что формулу (8) можно переписать так: 

1 [ �2 
] 

fF[u(ж, t)] = 13 fF fР(ж) * е-� , 
2av1rt 

,.2 

откуда, пользуясь выражением, для свертки функций 1р(ж) и е -4;;2, , имеем 
+оо 

l 1 (z-�)2 

и( ж, t) = . 13 1р(.Л) е- 4а t d>.., 
2av11"t 

-оо 

t > о. (9) 

Полученная формула дает решение исходной задачи (l)-(2) и называется интегралом 
Пуассона. 

В самом деле, можно доказать, что для любой непрерывной и ограниченной функ
ции fР(ж) функция u(ж, t) , определяемая формулой (9) , имеет производные любого 
порядка по ж и по t при t > О и удовлетворяет уравнению ( l) при t > О и Vж. 

Покаж:ем, что функция 
+оо 

l 1 (z-�)2 

u(ж, t) = 13 IP(�) е- 4а t d.Л, fР(ж) Е С(-оо, +оо), 2av?rt 
-оо 

удовлетворяет начальному условию иl,==о = fР(ж) , -оо < ж <  +оо. Положим 
ж - .Л 
2av't = р.. 

Тогда >.. = ж - 2av't р.; d� = -2av't dp., так что 

l 
/+оо 

2 
и(ж, t) = v'i 1р(ж - 2aVt р.) е-Р dp., 

-оо 

откуда при t -+ +0 получим 
+оо 

u(ж, О) = � j IР(ж) е-Р2 dp. = �Р(ж), 
-00 

так как  

-оо 

Сформулируем следующий важный результат. 
Теорема 1 .  В классе ограниченных функций 

и(ж, t) = { lи(ж, t) l < м, -оо < ж <  +оо, t > о} 

. (9) 

решение задачи Коши ( l )-(2) единственно и непрерывно зависит от начальной функции. 
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Прммер. Найти решение задачи Коши 

дu д2u 
дt = дzZ 1 t > О, -оо < z: < +оо, (1') 

,.2 
u!t=O = е-т , -оо < z < +оо. (2') 

( 10) 

,.2 (tp(z) = е-т , а =  t). 
Преобразуем иН'IеГJ)ал в nравой частм. Имеем 

+со 12 (z-A)2 +со 12 •2 zЛ 12 - 02 +со - � �  (.\-..!._)1 j е-те--... - d>. = 1 е-те-"i'+2Г"i' d>. = e 2(н:11i 1 е • :11 1+:11 d>.. ( 1 1) 
-со -со -со 

Сделаем замену nеременноrо 

v'l + 2t (>. _ _  z_
) = ( ../2i l + 2t • 

Тоrда интеrраn в nравоА частм I'10CII8дlf6l" рав8нсrва примет внд 

../2i +со! -t ��� 2v'Wi 
v'l +2t 

е 2 -.. = � -оо +со (2 
(эдесь мы ВОСПОJ\ЬЗОII&лись тем, что f е-т d( = v'2if). Из формулЬ! ( 1 1 ) rюдучаем, что 

-со 
+оо л2 (о-л)2 2v'ifi - •2 j е-те--... - d>. = v'I + 

2te 
i(r+21) . 

-со 
Таким образом, решение в(z, t) посrавпенноА задачи определится формулой 

1 - ,.2 
в(z,f) = v'l + 2te 2li+iJ ,  t > О. (12) 

леrко видеть. что nосqюенная функция в(z, t) уД0В1181'110рЯеТ начальному условию (2'). Непосред
С'I'IIеННОЙ nроввркой лепсо у6едмться в том, что эта функция при f > О Удоеле'1'80Р11ет уравнению 

дв �-дt = дz2 • .,.. ( 1') 

з.u..u.t. Из формулы Пуассона (9) следует, что тепло распространяется моль стержня мrиовенно. 
Действительно, пусть начальная температура tp(z) пооожитспьна д11Я а � z � Jj и равна нулю вне 
этоrо отреэtаt. Тогда д11Я поспедующеrо расnределения температур пооучаем 

l fJ (s-1)2 
в(z, t) = с; j tp(>.) е-� d>., t > О, 

2av11't а 
Ol'lt}'Д8 ВИД1Ю, что при с:кОJIЬ уrо.ано мапых t > О и с:кОJIЬ уrо.ано болыпих !zl имеем в(z, t) > О. 
Эго обьsrеЮiется неrочн9С1ЪJО теоретвчес1СИХ предпосЬIJIО:к при .8ЫJ10де уравненЮJ теJVIоnроводности, 
не учитывающих инерциальнОСТЬ ДIIИЖеНИЯ моое:кул. Тем не менее, уравнение теппоnроводиости дает 
xnpomee JСОJIИЧествеиное согласование с оn:ыrом. Более точное оnисание процессов перенОса тeJVIa 
дae1CJI тах называемыми уравнениями переиоса. 

2.1 . Фундаментальное решение уравнения теПIIОПроводности 

Функция 
. - I -<-�>z 

G(ж, t, .Л) - �е 411 с , 2avrt 
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входящая в формулу Пуассона (9) , называется фундаментальным решением уравнения 
теплопроводности. Рассматриваемая как функция аргументов х, t, она удовлетво
ряет уравнению ut = a2Uzz , в чем можно убедиться нелосредственной лроверкой. 
Фундаментальное решение имеет важный физический смысл, связанн ы й  с понятием 
теплового и мпульса. 

Доnустим, что начальное распределение <р(х) температур таково: 

{ ..!... , если lx - xo l < е, <р(х) = <pt"(x) = 2е 
О, если lx - xo l  > е. 

Тогда в силу (9) распределение температур u(x, t) , t > О, в стержне будет иметь вид 

:ео+� 1 1 1 _ (ж-л)2 u(x, t) = - · -- е � d>.. 
2е 2av'1it 

По теореме о среднем 

где Х Е [хо - е, Хо + eJ, так что из ( 13) имеем 

l (z-'i)2 
и(х, t) = с;е - � 

2av1ft 
Переходя в последнем равенстве к пределу nри е -+  О, получи м  

1 (ж-;о\2 
u(x, t) = с; е- 4а t = G(x, t; х0). 

2av1ft 

(13) 

Это означает, что функция G(x, t; х0) nредставляет распределение температур в етерж
не в момент t > О, если в начальный момент t = О в точке х = х0 и мелея бесконечный 
п и к  темnератур (при е -+ О функция <рЕ(х) -+ +оо), а в остальных точках стержня 
температура была равна нулю. Такое начальное распределение температур может быть 
приближенно реализовано следующим образом :  в момент t = О к точке х = х0 стерж
ня на очень короткий промежуток времени подносится узкое пламя очень высокой 
температуры (теnловой имnульс плотности ер). 

Это начальное расnределение температур оnисывается так называемой б- функцией 
Дирака, обозначаемой символом б(х - хо) . Не я вляясь функцией в обычном смысле, 
б-функция определяется формально при nомощи соотношени й  

l )  б(х - хо) = { О, при х f= х0, 
+оо, при х == хо; 

JЗ 
2) 1 

б(х - х0) dx = 1 на любом интервале (а, [j) , содержащем точку х0 • 
а 



оз. PICIIpocrpatltl-1'11'1118 . «0ИеЧ11011 стер11018 ----------------297 

Основным свойством, определяющим б-функцию, является следующее: для вся
кой неnрерывной функции f(z) 
г-----------------------� 

{J f /(z) б(z _ zo) dж = { f(zo), если zo § (а, {J), 
О, если жо Е (а, {J). 

а • 
Таким образом, фундаментальное решение G(z, t ; а:0) является решением уравне

ния теплоnроводности в бесконечном стержне nри начальном распределении темnе
ратуры <p(z) = 6(z - zo). 

J:Рафик функции G(z, t; zo) при • 
различныхзначениях t > О имеетвид 
(рис. l) . Кривые I, 2, З соответству
ют моментам времени О <  ft < t2 < tз . 
Рисунок nоказывает, каквыравнива
ется температура в стержне nосле те-
nловоrо имnульса. 

Решение 
+ОО l /  � u(z, t) = � <р(.Л) е- "" t dЛ 2av1rt 

-оо 
задачи теплопроводности в беско- z 
вечном стержне nри начальном ус-
ловии ult=O = <р(ж) можно рассма- Рис. l 

тривать как результат суперпозиции 
температур, возникающих в точке z в момент времени t вследствие неnрерывно рас
пределенных по стержню тепловых импульсов интенсивности <р(Л) в точке .Л, прило
женных в момент t = О. 

§ 3. Распространение тема в конечном стержне 
Если стержень имеет конечную длину l и занимает отрезок О � ж � l оси Ож, то 
для постановки задачи о распространении тепла в таком стержне помимо уравнения 

ди 2 82u дt = а дж2 +/(z, t) 
и начальноrо условия 

u!t=O = <р(ж) 
необходимо задать еще темnературный режим на концах стержня ж = О и z = l, т. е. 
задать граничные условия. I};>аничные условия могут быть различными в зависимости 
от темnературноrо режима на концах стержня. Рассматривают три основных типа 
граничных условий. 

1. На концах стержня задана температура 
г-1 u-(0-, t-) =-p.1-(t-),-u-(l,-t)_=_P.�2(-t)...,, \ 

где P.l (t) , P2(t) - функции, заданные длЯ отрезка времени О � t � Т, в течение 
котороrо изучается процесс. 
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2. На концах стержня заданы значения производной 

д
д
u \ == v1 (t), 

д
д
u 1 == v2(t). 

Х z=O Х z=l 
Эти условия возникают, если задана величина теплового потока Q, протекающего 
через торцевое сечение стержня. Например, если для х = l задана величина Q(l, t) , то 

Q(l, t) ::= -k 
д
д
u 1 ' 
Х ж=l 

оrкуда ��ж=l = v2(t), где v2(t) = -Q�,t) . Если v1 (t) (или v2(t)) тождественно равна 

нулю, то говорят, что соответствующий конец стержня теплоизолирован. 

3. На концах стержня заданы линейные соотношения между функцией и ее производ
ной 

дu l дх 
ж=О = Л (u(О, t) - O(t)) , - = -Л[u(l, t) - 8(t)] , 

дu l дх ж=/ 
где 8(t) - известная функция - температура окружающей среды, Л - коэффициент 
теплообмена. Это граничное условие соответствует теплообмену по закону Ньютона 
на поверхности тела с окружаюшей средой, температура которой 8(t) . 

Пользуясь двумя выражениями для теплового потока, протекающего через сече
ние z = l, Q = h(u - 8) и Q = -k�, получаем формулировку третьего граничного 
условия в виде 

дu l -8 = -Л [u(l, t) - 8(t)] , 
Х z=l 

Для сечения z = О стержня третье граничное условие имеет вид 

��ж=О = Л (u(О, t) - 8(t)) , 

поскольку для теплового потока -k� при х = О имеем 

дu дu 
дn == -дх 

(внешняя нормаль к стержню в конце :z = О противоположна по направлению 
с осью Оz). 

Перечисленные основные задачидалеко не исчерпывают возможных краевыхзадач 
для уравнения 

Щ = а2Uжж + /(z, t). 
Например, на разных концах стержня мoryr задаваться условия разных типов. Мы 
ограничимся рассмотрением первой смешанной задачи для уравнения теплопровод
ности. 

Задача ставится так: найти решение u(x, t) уравнения 

дu 2 tflu дt = а {i;2 + J(x, t) (1) 

в области О < х < l ,  t > О, u(x, t) Е С2{0 < :z < l, t > 0}, удовлетворяющее 
начальному условию 
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и граничным условиям 
I u \t=+O = �р(ж), О �  ж �  l, 1 

1 u lz=O = Pt (t), u jz=l = pz(t), t � O. j (3) 

Считаем, что функция u(ж, t) неnрерывна в замкнуrой 
области D = {О � ж � l, О � t � Т} (рис. 2), для че
го необходимо, чтобы функции �J>(:t), Pt(t), pz(t) бы
ли непрерывными и выполнялись условия согласования 
�р(О) = Pt (O), �J>(l) = P2(l). 

3aмeчaltlle. Ках и д11Я уравнений rиnерболическоrо тиnа, ф}'НКIDIЯ 
a(z, t) ищеn:я толькод11Я О <  z < l и t > О  (но не nри t = О, :е О 
и t = О, :с = l, где значения фунJЩИИ u(ж, t) заранее задаюrся на
чальными и граничными услоВИIIми). 

Сформулируем принцип максимального значения. 

(2) 

t 

Рис. 2 

Теорема 2. Если функция u(ж, t) Е C(D), удовлетворяет уравнению теплопроводности 
!fJf = а2 � в точках области {О < ж < l, О < t � Т}, то .максшtальное и мини.малЬIЮе 
эна11ения функции u(ж, t) достигаются или в начальный момент времени t = О, ши 
в точках границы на отрезках ж = О ши ж = l .  

Физический смысл этой теоремы очевиден: если температура тела н е  иревосходит 
некоrорого значения М в граничных точках или в начальный момент, то внутри тела 
(источники отсуrствуют!) не может возникнуть температура, бОльшая М. 

Как следствия из принципа максuмального значения вытекают теоремы. 

Теорема 3 (едiiИСТВеllностм). Решение зада11и ( l)-(3) в прямоугольнике {О < ж <  l, 0 <  t � Т} 
единственно. 

Теорема 4. Решение задачи (1)-(3) непрерывнозависит от на'IОЛЬНЬIХ и граничных функций. 

§ 4. Метод Фурье дпя уравнени1 теплопроводности 
Займемся решением первой смешанной задачидля уравнения теплопроводности: най
ти решение u(ж, t) уравнения 

дu 20Zu дi = а lfii + J(z, t), t > О, О < ж < l, 

удоалетворяющее начальному условию 

и граничным условиям 
1 u l

t=O = �J>(ж), О �  z � l, 1 
1 u jz=O = Pt (t), u lz=l = P2(t), t � O. j  

(l) 

(1) 

(З) 
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1. Начнем с простейшей задачи: найти решение u(ж, t) однородиото уравнения 

дu 2 �u 
7ii = а  [i;i• (4) 

удовлетворяющее начальному условию 

\г-u-
\t=O

_
=
_

t.p
_
(ж-.,) 1 (5) 

и нулевым (однородным) rраиичным условиям 

\ u\�=o = о, u\�=' = o. l (6) 

Будем искать нетривиальные решения уравнения (4) , удовлетворяющие rраиич
ным условиям ( 6) , в виде 

u(ж, t) = T(t) Х(ж). 
Подставляя u(ж, t) в форме (7) в уравнение (4) , получим 

или 

т'(t) X(z) = a2T(t) х"(ж), 

Т'(t) = Х"(ж) = ->. 
a2T(t) Х(ж) ' 

откуда имеем два обыкновенныхдифференциальных уравнения 

· т'(t) + а2>.т(t) = О, 
Х"(ж) + ЛХ(ж) = О. 

(7) 

(8} 

(9) 
(10) 

Чтобы nолучить нетривиальные решения u(ж, t) вида (7), удовлетворяющие rра
ничным условиям (6), необходимо найти нетривиальные решения уравнения ( 10), 
удовлетворяющие граничным условиям 

Х(О) = О, X(l) = О. ( 1 1) 

Таким образом, для оnределения фунiЩИи Х(ж) мы nриходим к задаче на соб
ственные значения: найти те значения параметра Л, при которых существуют нетри-
виальные решения задачи 

Х"(ж) + ЛХ(ж) = О, 
Х(О) = О, X(l) = О. 

(10) 
(l l ) 

Эта задача была рассмотрена в предыдущей главе. Там было nокаэано, что только при 1 �� = (n
,
1r ) 2 1 _ "'·· 

(n = 1, 2, . . .  ) 
существуют нетривиальные решения r-1 Х_n_(_ж_) =-s-in-�-

�
1Г-ж--.l 

:щцачи {10)-(1 1). 
При Л = >.,. общее решение уравнения (9) имеет вид 

-(n.-a)2t Tn(t) = а,.е Т 
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(а,. __.,.. nроизвольные постоянные). Функции 

(" .. ")2t mr 
иn(х, t) = а,.е- т sin -1 х (n = 1 ,  2, . . . ) 

удовлетворяют уравнению (4) и граничным условиям (6) . 
Образуем формальный ряд 

оо _., 2 n'll" u(x, t) = 2.: а,.е-( т) t sin -1 
х. 

n=l 
(12) 

Потребовав, чтобы функция u(x, t), оnределяемая форМулой (12) , удовлетворяла на
чальному условию u l t=O = rp(x) , ПолуЧИМ 

QO 
""' n'll" rp(x) = L...." а,. sin -1 х. 
n=l 

(13) 

Ряд (13) представляет собой разложение заданной функции rp(x) в ряд Фурье по си
нусам в интервале (0, l). Коэффициенты an разложения определяются по известным 
формулам 

l 
а,. = � j rp(x) sin n; х dx (n = 1 ,  2, . . .  ). ( 14) 

о 
Предnоложим, что rр(х) Е С2[0, l] и rp(O) = rp(l) = О. Тогдаряд (13) с коэффициен

тами, оnределяемыми nо формулам ( 14), будет сходиться к функции rp(x) абсолютно 
и равномерно. Так как 

nри t ;;:: О,  то ряд (12) при t ;;:: О также сходится абсолютно и равномерно. Поэто
му функция u(x, t) - сумма ряда (12) - непрерывна в области О < х < l, t > О 
и удовлетворяет начальному и граничному условиям. 

Остается показать, что функция u(x, t) удовлетворяет уравнению (4) в области 
О < х < l, t > О. Для этоrо достаточно показать, что ряды, nолученные из (12) 
почленным дифференцированием по t один раЗ и nочленным дифференцированием 
по ж два раза, также абсолютно и равномерно сходятся при О <  х < l , t > О. Но это 
следует из тоrо, что при любом t > О 

2 2 2 n '11" а -(" .. " )2t О <  -12-е т < 1 ,  
если n достаточно велико. 

Единственность решения задачи (4)-(6) и непрерывная зависимость решения 
от начальной функции rp(x) были уже установлены ранее. Таким образом, для t > О  
задача ( 4)..,-( 6) поставлена корректно; напротив, для отрицательных t задача эта не кор
ректна. 

Замечание. В отличие от волнового У.>авненц 
д2u 2 a2N 
l)t2 = а дх2 '  
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уравнение 

дu 2 82u 
дt :::: а д:z:2 

несимметрично относительно времени t: если заменить t на -t, то получаем уравнение .цруrою вида 

Уравнение 

дu 2 82u дt = -а д:z:1 ' 

дu 2 д2u 
дt := а д:z:2 

описывает необратимые процессы: )о(Ы можем предсказатъ, каюtм станет даННое u через промежуток 
времени миной t, но мы не можем с уверенностыо сказать, каким бшо это и за время t до рассматри
ваемою момента. Эrо различие между предсказанием и предЬlсторией типично для параболическою 
уравнения и не имеет мес1'8, например, для волновою уравнения: в случае ПОСIIсщнею заrnянут.ь в nро
шлое так же легко, как и в будущее. 
Пример. Найти расnределение темnера-rуры в однородном·стержке дnины 11', есnи начальная темnера
тура стержня u!t=O = sin ж (0 � z � 11'} и на концах стержня nоддерживается нулевая темnера;ура. 

<111 Задача сводится к реwению уравнения 

nри начапыюм усповии 

дtJ 2 82u 
дt а дz2 , t > О, О <  z < 11', (15) 

(16) 
и граничных усповиях 

ui.,=O = О, ul,.=.- = О, t � О. (17) 
Применяя метод Фурье, ищем нетривиаnьные решения уравнения (15),  удоаnетворяющие граничным 
усповиям (17), в виде 

u(:z:, t) = T(t) X(:z:). (18) 
Подставляя u(z,t) 8 форме (18) 8 уравнение (15) и раэде111111 nеременные, nолучим 

т'(t) _ Х"(ж) _ -.Л 
. a2T(t) - X(:t) - ' 

откуда 
( 19) 

и 
х"(z) + Л Х(ж) о, (20) 

Х(О) = X(1r) = О. (21) 
Собственные значения задачи (20)-(21) cyn. Л,. = n2 (n = 1 , 2, . . . }, собственные функции X,.(z) = _,.1 21 sin m: . При .Л = Л,. общее решение уравнения (19) имеет вид T,.(t) = а,. е · " , так что 

( t) 
_421121 • '1111 z, = апt! SШ 'IIZ. 

Решение задачи (15)-(17) ищем в виде ряда 
00 2 2 u(z,t) = Е  а,.е-" " t  sin nz. 

n=! 
Потребовав выполнения начальноrо условия (16), получим 

"" 
u(z, О) = sinz = Е а,. sin m:, 

•=1 
ощда а1 ::::: 1 ,  ar. = О  (k 2, 3,  . . .  ) . Поэтому реwением исходНОй задачи бYPIJT функция 

( t) -a2t • u z, = е  SJnz. 811> 

(22) 

2. Рассмотрим теперь следующую задачу: найти решение и( ж, t) неоднородноrо урав-
нения 

ди 2 д2и дi = а 7Гх2 + f(ж. t), t > О, О < :с < l, (1) 
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удоw\етворяющее начальному уСJiовию " .... , u-1,-=-0 -=-tp-(-z)..;..,-0-�-ж-�---.l, \ 
и одноtюдным граничным уСJiовиям 

/ru-��-�-=-0-,---ul-z�--=-0,---t -�-0�. , 

(2) 

(3) 
Предnоложим, trro функция f(z, t) непрерывна, имеет непрерывную провзвод

ную U и при всех t > О выполняется уСJiовие /(0, t) = J(l, t) = О. 
Решение задачи ( 1)-(3) будем искать в виде 

1 u(z, t) = v(z, t) + w(z, t), j (4) 
где v(ж, t) определим как решение задачи 

дv 2 �v дt = а дж2 + f(ж, t), 

ttlt� = 0, 
vlz� = О, ttlo1:� = О, 

а функцию w(ж, t) - как решение задачи 

дw 2 д2w 
т = а  дz2 ' 
Wlt=O = tp(z), 
wlz� = wlz� = О. 

(5) 

(б) 
(7) 

(8) 

(9) 
(10) 

Задача (8)-(10) рассмотрена в п. l. Будем искать решение v(ж, t) задачи (5)-(7) 
в виде ряда 

00 
• fИГ v(ж, t) = 2: Tn(t) sm -1 ж 

n=l 
по собственным функциям { sin т ж} краевой задачи 

Х"(ж) + Л Х(ж) = О, " Х(О) = X(l) = О. 
Подставляя v(ж, t) в виде (11) в уравнение (5), получим 

оо ( n27r2a2 ) n1r L T�(t) + -12-Tn(t) sin Тж = f(ж, t). 
n=l 

Разложим функцию f(ж, t) в ряд Фурье по синусам, 

где 

·оо 
"" n1r 

/(ж, t) = L.-l !n(t) sin -1 ж, 
n=l 

1 
2 J . n1r 

/n(t) = l /(�, t) Sin -1 { �· 
о 

( 1 1) 

(12) 

(13) 

(14) 
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Сравнивая два разложения ( 12) и (13) функции /(z, t) в ряд Фурье, получаем .1 , (n1ra) 2 

Tn(t) + -1- Tn(t) = /n(t) (n = 1 , 2, . . .  ) . 
Полъзуясь начальным условием для v(z, t) , 

находим, что 
00 

""" n1f v(x, О) = О = L....J Tn(O) sin -1 z, 
n= l  

о �  z � l ,  

Tn(O) = О  (n = 1, 2 ,  . . . ) . 
Решения уравнений ( 15) при начальных условиях ( 16) имеют вид: 

t 1 -(""")2(t-т) Tn(t) = /n(т) е Т dт (n = 1 ,  2, . . . ) . 

о 

( 15) 

( 16) 

Подставляя найденные выражениядля Tn(t) в ряд ( 1 1 ) ,  получим решение v(z, t) зада
чи (5)-(7) 

(17) 

Функция u(z, t) = w(ж, t) + v(x, t) будетрешением исходной задачи (1)-(3). 
3. Рассмотрим задачу: найти в области {О < z < l, t > О} решение u(z, t) уравнения 

ди 2 �и 7ii = а {};2 + /(z, t) 

при начальном условии 1 иlt=O = <p(z) / 
и неоднородных граничных условиях 

/ иlж=О = J.Ll (t), и lж=l = J.L2(t). / 
Непосредственно метод Фурье пелрименим из-за неоднородности условий (20) . 

Введем новую неизвестную функциЮ v(z, t) , положив 

/ u(z, t) = v(z, t) + w(z, t), / 
где 

z w(z, t) = J.Ll (t) + [JL2(t) - JLJ (t)] т· 

( 18) 

( 19) 

(20) 

Тогда решение задачи (18)-(20) сведется к решению задачи (1)-(3), рассмотренной 
в л. 2, для функции v(z, t) . 

УпрUОtения 1 . Задан бесконечный однородный стержень. Покажите, что если начальная температура 

ср(ж) = иое-"1Z\ -оо < ж <  +оо 
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( fJo > О� и > О - const), то в любой момент t > О темnература стержня 

uo _а_ 
u(ж, t) = е - н....�l . 

v'l + 4a2u2t 
2. Коiрщ стержня длиной 1r nодцерживаJОО'Св nри темnературе, равиой нулю. Начальиаи 

температуiщ оnределяется формулой 

u(ж, О) = 2 sin Зz. 

Оnределите температуру стержня дли любоrо момента времени t > О. 
3. Концы стержня длиной l подцерЖИВIUОО'Ся nри темnературе, равной нулю. Начальная 

температура стержня определяется формулой 

r 2r u(z, О) = 3 sin Tz - S sin 1:�:. 

Определите температуру стержня дли любоrо момента времени t > О. 
4. Концы стержня длиной 1 померживаJОО'Ся nри температуре, равной нулю. Начальное 

расnределение темnературы 

( } - { �:�:, о ( ж ( � .  tp z - �(l ) 1 """ 1 - z , 2 < z ""': l, (Uo = const). 

Определите температуру стержня дли любоrо момента времени t > О. 

Otaetы 
-..2.,2 ... 2_.2 

= Зе "'"'j"Г'"� sin fz - Se -llt sin �ж. 4. u(ж, t) = 
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УРАВНЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА 

§ 1 .  Определения. Постановка краевых задач 
К уравнениям эллиптического типа приводит изучение стационарных, т. е. не меня
ющихся во времени, процессов различной физической природы. Простейшим урав
нением эллиптического типа является уравнение Лапласа 

А и ( 1) 

Этим уравнением харах:rеризуется гравитационный и электростатический потенциалы 
в точках свободного пространства, оно описывает потенциал скорости безвихревого 
потока несжимаемой жидкости, и оно :же справедливо для температуры однородной 
изотропной среды при установившемся движении тепла. 

Рис. l 

В случае функции и = и(ж, у) двух независимых 
nеременных ж, у уравнение Лапласа имеет вид 

lflu lflu 
Au = [f;i + 7iiJi = О. (2) 

Оно лежит в основе теории аналитических функций 
комплексного переменного. Его решения - действи
тельные и мнимые части аналитических в пекоторой 
области D функций /(z) = и(ж, y)+iv(ж, у). В случае 
функции одного аргумента и = и( ж) имеем 

I Аи =: � = 0. 1 (3) 

Решениямиуравнения (3) являются функции и = С1 ж+С2 , где с, , С2 проиэволъные 
nостоянные. 

Оnредепение. Функция и = и( ж, у, z) называется гармонической в области О С ll�.З, если 
и Е С2(0) и удовлетворяет в области О уравнению Лалласа ( 1 ) .  

Пусть область О ограничена nоверхностью .Е (рис. 1). Типичной для уравнения 
Лапласа является задача: найти функцию u(M) , М Е О, гармоническую в О и удо
влетворяющую на .Е граничному условию, которое может быть одного из следующих 
видов: 
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1 .  uJ1:: = /1 (р) ,  р Е Е,  - neJIOaя краевая задача, или задача Дирихле; 
2. � j Е = J2(p) , р Е Е, - вторая краевая задача, или задача Неймана; 

3. {ti + hu) IE = fз(р), р Е  Е, - третья краевая задача. Здесь /1 , /2 . /3 , h 
заданные функции, � - производмая в наnравлении внешней нормали к nоверхно
сти Е. 

Геометрический смысл задачиДирихледля од
номерного уравнения Лаnласа тривиален. Одно
мерные гармонические функции u = C1z + С2 суrъ nрямые линии, и задача Дирихле сводится 
к следующей: провести nрямую через две точки 
A(z1 , u,) и B(z2, u2) (рис. 2). 

В зависимостИ orтoro, где ищется решение за
дачи - внуrри области, оJраНиченной поверхно
стью Е Или в области, расnоложенной вне поверх
ноСти Е,  различают внутренние и внешниекраевые 
задачи для уравнения t1u = О. 

• 

'• 

Рис. 2 

Другим nредставителе м эллиптических уравнений является уравнение Пуассона 

1 du = g(z, у, z), 1 

1 

которое отвечаетравновесному состоянию поддейсТвием внешней силы с nлотностью, 
пропорционалъной g(z, у, z). 

Еще пример. Рассмотрим волновое уравнение 
l 

� - ,� = � � а 
Будем искать решения: уравнения (4) вида 

u = u(z, у, z, t) = v(z, у, z) tiwt. 
Подставляя функцию u в форме (5) в уравнение (4) , будем иметь 

2 
eiwtA.v + ""2 v i"'t = О, 

а 
откуда 

(5) 

'где k2 = �· Таким образом, для функции v(z, у, z) мы получили эллиптическое 
уравнение 

которое называются уравнением ГелЬМ20Льца. 
Как и для уравнения Лапласа, для уравнений Пуассона и Гельмгольца тиnичными 

являются 1-я, 2-я и 3-я краевые задачи. 

§ 2. Фундаментальные решения уравнений Ламаса 
Декартовы, цилиндрические и сферические координаты являются наиболее употре
бительными. ОператорЛаnласавдекартовыхкоординатах (z, у, z) определяетсяфор
мулой 
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д2и д2и д2и Аи = {i;2 + дiJi + {йi; 

в цилиндрических координатах (r, tp, z) 
�--------------------� 

1 д ( IJu) 1 д2v. д2и Аи :: ; а;  rдr + ;:Га;? + {йi; 

в сферических координатах (r, О, tp) 

1 д ( 2 дv.) 1 д ( . IJu) 1 д2и Аи = ;:i дr  r дr + �М Stn fJliO + r2 sin2 О a;pi' 
Большой интерес представляют решения уравнения Лапласа, обладающие сфери

ческой или цилиндрической симметрией, т. е. зависящие только от переменной r. 
Пользуясь сферическими координатами, видим, что решение и =  и(r) , обладаю

щее сферической симметрией, определяется из обыкновенного дифференциального 
уравнения 

:!._ (r2 du) = О. dr dr 
Интегрируя это уравнение, находим �-------------' u = � + с2 (с, , с2 = const). , 
Полагая, наmример, С1 = 1 ,  С2 = О, получаем функцию 

1 
ио(r) = -, r 

которую называют фундаментальным решением уравнения Лапласа в пространстве. 
Функция Uo = � удовлетворяет уравнению Au = О всюду, кроме точки r = О, где Uo 
обращается в бесконечность. 

Если рассматривать поле точечного заряда е ,  помещенного в начало координат, то 
потенциал этого поля равен и = ; . 

Пользуясь цилиндрическими координатами, находим, что решение и = u(r) , 
обладающее цилиндрической или круговой симметрией (в случае двух независимых 
переменных) , определяется из обыкновенного дифференциального уравнения 

d ( du) Ь ra; = 0, 

интегрируя которое, получим 

1 'U = с, 1n r + с2. ,  
Выбирая С1 = - 1 ,  С2 = О, будем иметь 

1 
ио(r) = ln -. r 

Функцию uo( r) называют фундаментальным решением уравнения Лапласа на плоскости. 
Эта функция удовлетворяет уравнению Лапласа всюду, кроме точки r = О, где u = 1n � 
обращается в бесконечность. 
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§ 3. Формулы Грина 
Будем исходить из формулы Тhусса-Остроrрадского 

g}(a, n°) dO" = jjj div a dO. 
I: n 

(1) 

Положим а = v grad u и будем считать, что функции u, v имеют непрерывные вто
рые производвые в области О и непрерывны вместе с первыми провзводными в ее 
замыкании О=  О u Е ,  т. е. 

И.меем 

о о ди 
(а, n ) = v(grad u, n ) = v дn , 

div а =  (V, vVu) = (Vv, Vu) + vV2u = (grad u, grad v) + vAu. 
Поэтому из формулы (1) вытекает, что 

jjj {(gradu,gradv) + vAu} dO = jj v :: dtт. 
n I: 

Это - первал формула Грина. 
Меняя в формуле (2) u и v местами, получим 

jjj { (grad v, grad u) + uAv} dO = jj u : do-. 
n I: 

Вычитая равенства (2) и (3) почленно, находим 

jjj {uL\v vAu} dO = jj (u : - v  ::) �-
n Е 

Это - вторая формула Грина. 
Наконец, полаrая в (2) v = u, получим 

Это - третья формула Грина. 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Здесь всюду п вектор внешней нормали к гладкой или кусочио-гладкой замкну� 
той поверхности Е. 

Граница Е области О может сосТоять из нескольких замкнутых поверхностей. 
В этом случае поверхностные интегралы в правых частях формул Грина следует брать 
по всем поверхностям, ограничивающим область О. 
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§ 4. Основная интегральная формула Грина 
Мы установили, что функция 

1 v(M) = -, 
rммо 

где тмм0 = J'(:c-:co)2 + (у-уо)2 + (z-.zo)2 - расстояние между точками М(:с, у, z) 
и Mo(:t:o, !lo, .zo), удовлетворяет уравнению Лапласа .11u = О  nри VM, М f Мо. 

Пусть Sl -область в R3 с границей Е и u(M) Е C2(fi) n С1(0). Пусть Мо - пекоторая вну
тренняя точка области n. ПоскОЛЬкУ функция 

1 v(M) = -- разрывна в точке М0 Е n, не
rмм0 

посредственно nрименить вторую формулу JРи
на (4) к функциЯм u и v нельзя. · Рассмотримобластьfi\Ке с rраницей Е U Ее, 
nолучающуюся из области n выбрасыванием ша
ра К е радиуса е с центром в точке Мо и поверх
ностью Et: (рис. 3). Область Sl \ К6 особенностей 
функции v(M) не содержит. Применяя вторую 
формулу Грина к функциям u(M) и v(M) = � 

ММо 
в области Sl \ К е ,  получаем Рис. 3 

= /! (и:n (;) - ;::) dи +  /! и:n (;) du -/! ;:: du. ( 1) 
� ц ц 

Преобразуем второй интеграл в nравой части равенст
ва ( 1 ) .  Вычисляя nроизводную в наnравлении внешней 

· нормали к области Sl \ Ке на поверхности Ее (рис. 4), 
найдем, что 

ОТкУда, восnользовавшись теоремой о среднем для инте
грала по nоверхности Ее , получим 

j 1 и :n (;) du = :2 11 udu :2 41re2•* = 41ru*, (2) 
Ц Et 
где •* - среднее значение функции u(M) на поверхности Ее- . 

Иреобразуем теперь третий интеграл в правой части ( 1) 

Рис. 4 

ir 1 аи 1 ir аи 1 2 (au) * (аи)
* -- du = - - du = -41re - = 41re - , r дn е 8n е дn дn Ее Ее 

(3) 
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где {�)* - среднее значение нормальной производной � на сфере :Ее. ·подставляя 
выражения (2) и (3) в формулу (1) и учитывая, что ll(,�Мo ) = О  в 0 \Ке , будем иметь 

jjj (-;) Au dЛ  = jj (и; (;) - ;::) du + 4�и* - 4�е (::) * (4) 
Л\Ке Е 

Устремим теперь радиус е к нулю. Тогда получим: 
1) lim и* = и(Мо), т. к. и( М) - непрерывная фунJЩИЯ, а и* - ее среднее значение t-+0 .· 

по сфере радиуса е с центром в точке МС); 
2) lim 4�е {�) • = О, т. к. из непрерывности первых производных функции и( М) е-+0 

внутри О вытекает ограниченность нормальной производной 

дu дu дu ди - = - cos a + - cos P +  - cos-y 8n дz ду дz 
в окрестности точки Мо; 

3) lim J J J (- �) lludЛ = - J J J �ц df! по определению несобетвенного интеграла. t-+00\Ke 
Л В результате указанного предельного перехода в (4) при Е """""' О приходим к основ

ной интегральной формуле Грина 

и(Мо) = 4� jj (;: � и:n (;)) du - 4� jjj �u 
df!. (5) ' 

Е Л 

Таким образом, всякая фунJЩИЯ u(M) Е C2(n) n С1 (0) представима как сумма трех 
интегралов 

_ ..!._ f f f ilu 
аО 41r JJJ r ' 

1} 
- --du l 11 l дu 41r r дn ' Е 

--1 f f u!!... (�) du, 4� JJ дn r Е 
которые называются объемным потенциалом, потенциалом простого слоя и двойного слоя 
соответственно. 

ECJiи u(M) - гармоническая в О функция, то llu = О  и формула (5) принимает 
вид 

u(Mo) -1 f f (� 8" - и!!... (�) ) аи 41r }} r дn дn r (6) 
Е 

(точка Мо внутри 0). Это основная формула теории гармонических функций. 
Она показывает, что значение гармонической функции в JIЮбой внутренней точке 
области n выражается через значение этой функции и ее нормальной производной 
на границе :Е области О. 

Из формулы ( 6) СJiедует 

УтверJrДеКие. Всякая гармоническая fl О функция u(M} есть су�а потенциалов простого 
и дflойного слоя. ' 
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Для уравнения Лаnласа на nлоскости фундаментальное решение имеет вид 

vo = ln � .  Дословно повторяя приведеиные выше рассуждения, nолучаем основную 
интегральную формулу для гармонической функции двух аргументов: 

и(Мо) = 2� � ( (tn �) :: - и� (Jn �)) и. 
г 

Здесь Г - rраница области D, n - векrор 
внешней нормали к rранице (рис. 5). Таким 
образом, всякая гармоническая в области D 
функция u(z, у) есть суммадвух поrенциалов 

_!_ f (1n �) ди dв 211' r дn ' 
г 

_ _!_ f и!!_ (tn �) d8 211' дn r ' 
г Рис. 5 

(7) 

логарифмического потенциала простого слоя и логарифмического потенциала двойного 
слоя соответственно. 

§ 5. Свойства гармонических функций 

Теорема 1. Если и(М) -гармоничесКШIВ области f! функцил, непрерывная вместе с первы
ми прои:июдными в О = f! U Е, то ее норм0.11ъная проU38одная � на границе Е области f! 
удовлетворяет условию 

"1111 В самом деле, применяя вторую формулу Грина 

jjj (иАv vАи) df! = jj (и:: 
n Е 

к гармонической функции и( М) и к функции v(M) = 1 ,  получаем 

о = !! ':", dtr. ". Е 

( 1 )  

Эrо свойство гармонических функций выражает факт отсуrствия источников вну
три области f!. 
Теорема 2. Если существует решение задачи Неймана для уравненил Лапласа, то оно опре
делено с точностью до постоянного слагаемого. 
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<18 Доказательство проведем при дополнительном предположении, что решение u Е 
C1 (fl). Пусть решений два: u1 (M) и u2(M). Тогда 

&u1 : О, 
ltul l = f(p) 8n у; 

и 

Разность u = u1 - u2 будет решением задачи 

&u = О, ltu ' = о. 
дп Е  

Для такой функции u(M) третья: формула IРина 

дает 

В силу непрерывности и неоrрицательности подынтеrральной функции аrсюда еле-
дует, что 

или 
ltu 
дж : 0, 

8u IJy = о, 
8u 
дz = о  в fl, 

так что u(ж, у, z) = О и, следовательно, u1 (М) - u2(M) = const. • 
Подчеркнем, что в задаче Неймана функция f(p) , р Е  Е,  должна удовлетворять 

условию !! f(p) dO" = о. (2) 
Е 

Если это условие не выnолнено, задача Неймана решения не имеет. 

Теорема 3 (о средие11 аначенми rapiiOИINCIOi фунlщмм). Есди функция u(M) - гармоническая 
внутри шара радиуса .R с центро.м в точке Мо и непрерwвна вместе с первыми npoU3tloiJ
нЬI.Ми вплоть до его границы Ев, то значение функции u(M) в центре Мо сферы Ев равно 
среднеАСу арифметичес�WJ��у всех значений u(M) на этой сфере, 

u(Mo) = 47r�2 // u(p) dO". (3) 
En 
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..,.. Для доказательства применим основную интегральную формулу теории гармониче
ских функций 

u(Mo) = __!_ f f (� дu - u!!... (�)) du 4?r JJ r дn  дn r 
'Е 

к сфере Ел. Для этой сферы (рис. 6) r = М0р = R, /n = /r и потому 

u(Mo) = __!_ f f (!.. д'U + u-1 ) du. 
4?r }} R дn R2 

'Е н 

В силу теоремы 1 имеем J J � du = О, м формула ( 4) дает 
Ев 

u(M0) = 41r�2 11 u(p) du . ..,. 

I:в 

(4) 

Для одномерного уравнения Лапласа � = О эта теорема яwшется теоремой о сред
ней линии трапеции: длина отрезка МоМ равна полусумме длин отрезков аА и ЬВ 
(рис. 7). 

" 

• 

Рис. 6 Рис. 7 

• 

• ж 

Теорема 4 (об экстремапWtЫХ эначенип r,армоt111Ч8СК0 фунции). Гармоническая в области Л 
функция u(M), не равная тождественно постоянной, не может иметь локмьных экс
тремумое внутри области Л . 

..,.. Будем вести доказательство методом рассуждения от противного. Пусть в точке 
М0 Е Л функция u(M) ммеет, например, локальный максимум. Иными словами, 
неравенство 

u(Mo) > u(M) (5) 
выполняется во всех точках М шара достаточно малоrо радиуса с центром в точке М о. 
По теореме о среднем значении гармонической функции 

u(Mo) = 411"�2 11 u(M) du 

Ев 
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(ER - сфера в указаином шаре), откуда по теореме о среднем для двойного интеграла 
получаем, что 

1 2 u(Mo) = 41rR2 • ФкR u(Mcp) = u(Mcp). 
Полученное nротиворечие с иеравенством ( 5) доказывает теорему . ..,. 

Таким образом, функция u(M). гармоническая в ограниченной области Л и неnре
рывная в замкнутой области n = Л u Е,  достигаетсвоего наибольшего и наименьшего 
значения на границе Е области Л (nринциn максимального значения). 

Осеюда легко получаем следующие теоремы. 

Теорема 5 (теорема едi�fНСТ�еННОСТИ). Решение внутренней задачи Дирихле 

Au = О, u\E = J(p), р Е Е, 

непрерывное в замкнутой области 'fi = Л U Е, единственно . 

.,.. Пусть две функции u1 (М) и u2(M) являются решениями задачи. Тогда их разность 
и( М) = u1 (М) - u2(М) является гармонической в Л функцией, непрерывной в О 
и равной нулю на Е. По теореме 4 об экстремальных значениях отсюда следует, 
что наибольшее и наименьшее значения u(M) в О равны нулю. Следовательно, 
u(M) = Ut(M) - U2(M) = о в n, т. е. Ut (M) = u2(M) . .... 
Теорема 6 (о иеnрерwвной зaiiМCIIМOCtИ pewelllli nepвoi 1КJТР8111111 кpaeiOi 38Д11'1И от rp8llfiiiWX 3118· 
lfellldi). Пусть u1 (М) и u2(M) -решения задач 

непрерывные в 'fi = О u Е. Тогда если всюду на границе Е выпштяется неравенство 

I1P1(p) - 1p2(p) j < е, р Е  Е, 
то всюду в области n 

<1111 Функция u(M) = u1(M) - u2(M) является гармонической в Л, непрерывна в О, 
и u/E = 1р,(р) - 1р2(р) . Поскольку -& <  IPt (p) - 1р2(р) < Е, то nо теореме 4 об экстре
мальных значениях наибольшее и наименьшее значения функции u(M) заключены 
между -е и е. Следовательно, \u(M) j < е, т. е. \ut (M) - u2(M)\ < Е  VM Е О. "" 

§ 6. Решение задачи ДИрихпе дnя круга методом Фурье 

Задача ставится так: HllЙ'IJf функцию u(r, IP) , удометворяющую внутри круга Kr0 
радиуса r0 с центром в начале координат уравнению Лапласа 

1 Au = О, 1 ( l) 

неnрерывную в замкнутой области Kr0 и принимаюшуюзаданные значения на границе 
круга, 1 иlr=ro = J(!p), 1 (2) 

где f(IP) - достаточно гладкая функция, периодическая с периодом 2r. 
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В силу однозначности искомого решения оно доткно быть периодическим по IP 
с периодом 21Г, и( r, l{J) = и( r, tp + 21r). Из непрерывности решения в К ,.0 следует его 
ограниченность в к ro . 

Уравнение ( l) в полярных координатах имеет вид 

�� (r ди) + 2_ д2и 
= О. r дr дr r2 дtр2 

Будем искать частные решения уравнения (3) в виде 

/ u(r, IP) = R(r) Ф(tp). j 
Подставляя и(r, tp) в форме (4) в уравнение (3) , умноженное на r2 , получим 

Ф(IР) r; (r ��) + R(r) Ф"(IР) = О, 

или 
rfr (r�) Ф"(IР) 

R(r) = - Ф(tр) 
= .Л, 

откуда 

Ф"(tр) + .Л  Ф(tр) = О, 
r2В:'(r) + r R(r) - .Л R(r) = О. 

(3) 

(4) 

(5) 
(6) 

Из условия u(r, tp) = и(r, IР+21Г) получаем Ф(tр) = Ф(fР + 21Г) , а иэ (5) находИм .Л = n2 
(n = О, l, 2, . . . ), так что 

/ Ф,.(fР) = А,. cos ntp + В,. sin nv> (n = О, 1 ,  2, . . .  ). j 
В частности, Фо(tр) = Ао = const. 

Полагая в уравнении (6) (уравнении Эйлера) R(r) = ,.и , при .Л = n2 получаем 

а( а - 1) + а - n2 = О. 

Оrсюда а2 - n2 = О, а =  ±n (n > О) и, следовательно, 

1 R,.(r) = a,.rn + ь,.,.-п (n > 0). , 
При n = О из ( 6) находим 

Ro(r) = ао + Ьо ln r. 
Таккакr-n -+ oo и ln r -+ оо при r -+ О+О,тодлярешения внутренней задачиДирихле 
нужно положить Ь,. = О, n = О, 1 ,  2, . . .  , т. е. взять R,.(r) = a,.rn (n = 1, 2, . . . ), 
Ro(r) = ао. 

Решение внутренней задачи Дирихле будем искать в виде ряда 

QO 
u(r, tp) = Ао + 2: rn(A,. cos nv> + В,. sin nv>), (7) 

n=l 

где коэффициенты А,., В,. определяются из граничного условия (2) . 



te. Реutекм 88Д1Ч11 Д11рих.nе AIII IPJI'I IotlmiДOМ Фр.е _____________ з17 

При r = ro имеем 
00 

u(ro, tp) = /(tp) = Ао + Е ro(An cos ntp + Bn sin ntp). 
n=l 

Заnишемразложение J(tp) в ряд Фурье 

где 

00 

/(tp) = � + E(an COS ntp + Pn sin ntp), 
n=l 

211' 

ао = ; j f(t) dt, 
о 

21' 

211' 
а,. = ; j /(t) cos nt dt, 

о 

1 / 
Pn = ; /(t) sin nt dt (п = 1 ,  2, . . •  ) . 

о 
Сравнивая ряды (8) и (9), nолучаем 

ао .� _ а,. Рп ( ) Ао = - , .n.n - , Bn = -п ,  n = 1 ,  2, . . . . 2 r0 r0 

(8) 

(9) 

( 10) 

Таким образом, формальное решение внутренней задачи Дирихле для круга предста-
вимо в виде ряда 

(1 1) 

где коэффициенты ао, а, , Pt , . . . , а,. , Pn, . . . определяются по формулам ( 1 О) . 
При r < r0 ряд ( 1 1) мо:ж:но дИфференцировать по r и tp любое число раз, и, значит, 

функция и( r, tp) из ( l l) удовлетворяет уравнению А и = О. 
Если предполо:ж:ить, что функция f(tp) непрерывна и дИфференцируема, то 

ряд (1 1 )  при r � ro сходится равномерно, и, следовательно, функция u(r, tp) не
прерывна на границе круга и удовлетворяет всем условиям поставленной задачи. 

Решение внешней задачи Дирихле следует искать в виде ряда 
00 1 

u(r, tp) = L ,.п (An cos ntp + В,. sin ntp) , 
n=:O 

rne коэффициенты А", Br� определяются из граничного условия иlr=ro = /(tp). 

( 12) 

Для кольцевой области r1 < r < r2, образованной двумя концентрическими 
окру:ж:ностями с центром в точке О радиусов r1 и r2 (рис. 8), решение задачи ищется 
в виде ряда 



818 ------------------ rл• XXXVI. Ура811811111 811111111111'18СК01' тмnа 

коэффициенты которого Ао , Во, An , Сп , Bn, Dn (n = 1, 2, . . .  ) определяются из гранич
ных условий. 

u(rt , lfJ) = !t (lfJ), u(r2, lfJ) = /2(lfJ) .  
Прllмер. Halmt функцию, гармоническую внутри кру
га радиуса ro с центром в нa'llllle координат и та
кую, что 

<111 Задача еводи1'СЯ к решению внуrренней задачи 
ДИрихпе для уравнения 

Au = О (14) 
при граничном условии 

ulт=тu =- 3 + 5 COS �· (15) 
Будем иска'IЬ решекие задачи в виде ряда 

"" 
u(r, �) Ао + Е r"(A,. cos n� +В,. sin n!p). 

n=l 
Из граничного условия (15) имеем 

"" 

, 

Рис. 8 

п(rо, р) = 3 + Scosp = Ао + Е  т:(А.. coswp + B,. sin.nv>)· 
n=\ 

Отсюда в силу ортоrонапьносrи системы фунщиi! 1, sin�. costp, . . . на О'ТреЗI(е (О, 21r) получаем 

Ао = 3, roAa = 5, А,. = О 't/n ;;::< 2, В,. = О 'Vn. 
Искомое решение 

5 
u(r, tp) = З + -r cos�, 

ro 

§ 7. Интеrрап Пуассона 

5 
или u(z, у) = 3 + - ж • .,.. 

ro 

Иреобразуем формулу ( 1 1) предьщущего параграфа к более простому виду. Подставив 
в нее выражения для коэффициентов Фурье и меняя порядок. суммирования и инте
грирования, будем иметь 

u(r, ") = � l /(t) Н + t. ( ;J ( cos nt cos "" + sin nt �n ..") } dt = 

(16) 

. = � l j(t) Н+ t. (;J cos to(., - t)} dt. 

Положим для кратности fo = т .(т < 1 )  и проведем следующие тождественные ире
образования: 

1 00 1 1 00 • • 2 + I: Tn COS n( lp - t) = 2 + 2 I: Tn [ etn(y>-t) + е -an(y>-t)] = n=l n=l 
= � [ 1 + f:, ( те'(у>-t)) n + t (те -i(y>-t)) n] = n=l n=l 
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1 [ тei(tp-t) тe-i(tp-t) ] 1 1 - т2 
= 2 

1 + 1 - тei(tp-t) 
+ 1 - тe-i(tp-t) 

= 2 · 1 - 2т cos(tp - t) + т2 • 

Подставляя это выражение в ( 16) ,  получим 

или 

1 /2'11" 1 - 5-
u(r, tp) = - /(t) ,о 

2 dt, 21f 0 1 - 2fo cos(tp - t) + � 
. о 

2'11" 
1 j r� - r2 

u(r tp) = - /(t) dt. ' 21f r� - 2rro cos(tp - t) + r2 
о 

(17) 

Полученная формула дает решение первой краевой задачи ДJIЯ уравнения А и = О 
,2_,2 

внутри круга К,0 и называется интегролом Пуассона, а выражение 2 2 Wщ t) 2 r0- rro tp- +r 
называют ядром Пуассона. 

Решение внешней краевой задачи имеет вид 

(r > ro). 

Можно показать, что если функция 1 ( tp) только непрерывна на границе круга К,0 , 
то функция 

{ 1 2'11" ,2 ,2 
г. { /(t) ,�_2,,0 �tp-t)+r2 dt при r < ro, 

/(tp) при r = ro 
удовлетворяет уравнению А и = О при r < r0 и непрерывна в замкнутом круге К ,0 • 

Уnранения 
Найдите фунхцию, гармоническую внуrри круга радиуса r0 с центром в начале координат 

и такую, что 1 .  ulr=ro = 2 + 3 sin ер. 

Найдите фунхцию, гармоническую внуrри круга радиуса r0 с центром в начале координат 
и такую, что 

дu l 3. -д = А cos ер (А = const). r r=ro 

дu l . 2 4. -д = 2 sш ер. r •=то 
5. Найдите фунхцию, гармоническую в кольце 1 < r < 2 и такую, что 

ulr=l = 1 - cos ер, ulr=2 = sin 2tp. 

6. Найдите стационарное распределение температуры в однородном секторе О �  r � а,  
О � ср � а .  Температура на прямолинейных участках границы равна нулю, а надуrе окружности 
задано линейное распределение. Уuэание. Задача сводится к решению уравнения Au = О 
в секторе при граничных условиях ulyo=O = ulyo=a = О, ulr=a = Аер (А = const). 
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Ответы 
1 .  u(r, �) = 2 + з;;; sin �. 2. u(r, �) = � - � (;;;/ cos2�. Э. u = Ао + Ar cos�, rде Ао 
произВОJiьная nостоянная. 4. Задача решения не имеет. 5. u( r, �) = l - ::; + ( j - t,:) cos � + 

ц . 

1J (r2 - ;:\-) sin 2�. 6. u(r, �) = �А Ё н1t+1 (�) 4 sin ��· t-J 



Приложенив 

КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИ� 

При решении прикладных задач часто возникает необходимость преобразовать 
заданную область в область более простого вида, причем так, чтобы сохранялись углы 
между кривыми. Преобразования, наделенные таким свойством, позволяют успещно 
решать задачи аэро- и гидродинамики, теории упругости, теории полей различной 
природы и многие другие. 

Мы ограничимся преобразованиями плоских областей. 
Непрерывное отображение w = f(z) плоской области t]l) в область на плоскости 

называется конфор.мнЬIМ в точке Zo Е t]l), если в этой точке оно обладает свойствами 
nостоянства растяжения и сохранения углов. 

Оrкрытые области t]l)1 и � называются конформноэкеивалентнЬIМи, если сушеству
ет взаимно однозначное отображение одной из этих областей на другую, конформное 
в каждой точке. 

Теорема Римаиа. Любые две плоские открытые односвязные области, границы которых 
состоят более чем из одной точки, конформно эквивалентны. 

Основной проблемой nри решении конкретных задач является nостроение по за
данным плоским областям явного взаимно однозначного конформного отображения 
одной из них на другую. Один из способов решения этой проблемы в плоском случае 
nривлечение аппарата теории функций комплексного переменного. 

Как уже отмечалось выше, однолистпая аналитическая функция с отличной от ну
ля производной осушествляет конформное отображение своей области задания на ее 
образ. 

При построении конформных отображений весьма nолезно следующее правило. 

Принциn соответСТВМ!I rранмц. Пусть 
е односвязной области t]l) ком
плексной плоскости z, ограни
ченной контуром 'У, задана од
нозначная аналитическая функ
ция w = /(z), непрерывная в за
мыкании [llJ и отражающая кон
тур 'У на некоторый контур 71 
комплексной плоскости w. Если 
при этом сохраняеmся напраеде- Рис. 1 
ния обхода контура, то функция w = f(z) осущестедЯет конформное отображение обла
сти t]l) кОМплексной плоскости z на область f}})' комплексной. плоскости w, ограниченную 
контуром 71 (рис. l) . 
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Цель настоящего параграфа состо

ит в том, чтобы, используя найденные 
ранее области однолистности основных 
элементарных функций комплексного 
переменноrо, научиться строить кон
формные отображения открытых одно
связных плоских областей, часто встре
чающихся в приложениях, на две стан
дартные области - верхнюю полуплос
IСОСmь и единичный �Сруг (рис. 2). 

Для более эффективного использо
вания приводимой ниже таблицы по-

Рис. 2 

• 
.... <1 

лезны некоторые простейшие иреобразования комплексной плоскости. 
Преобразования плоскости, осуществляющие: 
1. параллельный перенос ( сдвиr на заданное комплексное число а) (рис. 3), 

0 
ь ... . . .  • 

•а 
· ··-· 

Рис. 3 

2. поворот (на заданный уrол 1()) (рис. 4), 

0 

Рис. 4 

3. растяжение ( k > 1 )  или сжатие (О < k < l )  (рис. 5). 

0 

Рис. S 
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Тем самым, преобразованиевида w = аz+Ь, а ::#  О любой круг мо:жно сделать еди
ничньrм круrом с центром в нуле (рис. 6), любую полуnлоскость можносделать верхней 
полуплоскостью, любой отрезок прямой можно иреобразовать в отрезок [О, 1] веще
ственной оси (рис. 7), любой луч - в положительный луч вещественной оси (рис. 8). 

о перенос 

о 

а) 

а) б) 

nеренос 

о 
а) б) 

б) 

Рис. 6 

Рис. 7 

Рис. 8 

растяжение {k> l) 

е) 

в) 

г) 

-� 
в) 

4. Преобразование плоскости z,  переводящее три различные точки z1 , z2 , z3 в три 
различные точки w1 , w2 , w3 плоскости 

(рис. 9) . 

W - WJ fl13 W2 Z - Z1 Zз - Z2 
--- · = -- · ---

• .,. 

о 

Рис. 9 

е 
• 

Рассмотрим пример, показывающий, как пользоваться приведеиной ниже табли
цей. 
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Пример 1 .  Отобразить круг 

с разрезом no радиусу 

argz = �' l + 2J2 � lzl < 3 + 2J2 

(рис. 10) взаимно однозначно и конформно на единичный круг с центром в нуле. 

Рис. IО 

• А. Применяя простейшие преобразования nлоскости, 
приведем заданную область к области, имеющейся 
в таблице. 

1 .  Первместим центр заданного круга в нулевую 
точку (см. рис. 1 1 ): 

ZJ = Z - (2 + 2i) . 

Имеем: круг lzt l < 3 с разрезом argz1 == i ,  l � lzt l  < 3. 

2. Повернем полученный круг по часовой стрелке 
на угол (см. рис. 12) 

-i � J2 - iJ2 z2 = z1e 4 = z1 --:::2--
Имеем: круг lz2 l < 3 с разрезом arg z2 = О, 1 � lz2l < 3 .  

3.  Сожмем круг в три раза (см. рис. 13) 
Z2 zз = 3. 

Имеем: круг lzЗI < l с разрезом � � lzзl < l ,  argzз =0. 
Таким образом; исходная область приводится к имеющейся в та

блице nри помощи следующего преобразования 
z - 2 - 2i zз = J2 (l - i) . 

3 2 
&. 1. Указанная область -- круг 

l lzзl < 1 с разрезом arg zз = О, 3 � lzзl < l 

-- приведена в таблице под N!! 30. Функция Жуковского 

Z4 = � (zз + �) 
2 zз 

преобразует эту область в плоскость с разрезом по отрезку [ -1 ,  �) 
вещественной оси (рис. 14). 

Рис. Н 

Рис. l2 

Рис. В 
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2. Указанная область nриведена в таблице nод N2 22. Применяя дробио-линейное nреобразование 
Z4 + 1 zs = -s--, 
3 - z4 

nреобразуем эту область в 11110СК0СТЬ с разрезом no лучу [О, +оо) вещественной оси (рис. 15). 

Рис. l4 

3. Указанная область лриведена в таблице под N!l 6. 
Извлекая квадратный корень 

Z6 
,(iS, nреобразуем эту область в верхнюю nолумоекость 

Im Zti > О (рис. 16). 

4. Указанная область приведена в таблице под Ns! 1 1 .  
Применяя дробио-линейное преобразование 

Z6 - 1  
W Z7 = Z6 + i ' 

преобразуем эту область в единичный круг с цен-rром в нуле 
lwl < 1 

(рис. 17). 

Рис. 15 

Посnедоватепьно выражая z"' через z�o- 1 • получим взаимно однознач
ное и конформное прообразование заданного на комnлексной плоскосrи z 
круга с разрезом по радиусу на единичный круг комплексной ПJЮСКосrи w . ._ 

Конформное отображение заданными областями определя
ется неоднозначно. 

Пример 2. ОтобразиlЬ полукруг 
lzl < 1,  Imz > 0  

(рис. 18) взаимно однозначНо и кон
формно на верхнюю полуПJЮСКОСlЬ 

lm w > O. 

<4 А. 1. Дробио-линейное отображе-
ние 

z + l  
z 

nреобразувт заданный nолукруг в пря
мой угол 

0 

lm z1 > О, Re z1 > О. 

Рис. 1 8  

Рис. 16 

Рис. 17 
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2. Указанная область nриведена в таблице под N9 4 (n = 2). ВоэвОД!I в квадрат 

w = zr, 
nреобразуем эту область в верхнюю nолуплоскость Im w > О. 

Тем самым, искомое отображение 

&. Заданная область 

приsедена в таблице за N9 9. 
Искомое nреобразование имеет вИд 

w = (�)2 . z - 1 

lzl < l, Im z > О 

w = -� (z + �) ·  

Оба отобраJКения w = (:�:)2 и w = -� (z + �) nеревОД!Iт взаимно однозначно и конформне 

заданный полукруг 

в верхнюю nолуnлоскосrь 
lz l < 1, Imz > О  

Imw > О  • .,. 

Орrаниэация таблицы и nравипа nользования ею 
Таблица строится по следующей схеме: номер по порядку, область q; на комплексной 
плоскости z ,  конформное отображение (прямое 10 = f(z) и обратное z = g(10)) , 
область r!l1 на комплексной плоскости 10, конформно эквивалентная области q;. 

Под каждым номером в приводимой в таблице одной из областей, как правило, 
является либо верхцяя полуплоскость, либо единичный круг с центром в нуле. Как 
будет покаэано в конце параrрафа, такая стандартизация удобна для практическоrо 
использования. Часто приводится Т9ЛЬКО преобразование, сводящееЗаданную область 
к ранее рассмотренной. В этом случае дается ссылка на преобразование, переводящее 
полученную область в стандартную (единичный круг с центром в нуле или верхнюю 
полуплоскость). 
Основные элементарные функции 

Таблица 

w = tl'':r. 

lm :r. > О  

Nil l  
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lm z > о  

0 

lz l  < 1 

0 

О < Arl z < 1tln 

O < AtJ z < a < w 

Z • W - tl  

N!! 2 

k > 1  

N!! З 

w • z• 

z - rw ,  

" - 2. з • . . .  

N!! 4 

Nl 5  

lm w > lm tl  

е 

l wl < k 

Im w > О 

Im w > о 



за------------------------------------------�---

Im .t > O  

Im .t > о. l.tl  > 1 

0 

-i 

Im .t < о. l.t l  < 1 

0 
; 

Im z > О. l .t l  < 1 

N.! 6  

N.! 7  

N.!. 8 

N.! 9  

Плоскость с разрезом 
по действительному 
лучу [0, + • (  

lm w > О  

Im w > О  

lm w > О  



��м. мо�• ----------�---------------------------- � 

Im .t < О. l z: l  > 1 

•• 
lm .t > O  

lzl  < 1 

lm z > 0  

Ni! IO 

% - .to  
w • tl- --_ 

% - .to  

W(fo} • 0 

Ni! l l 

%- .to  
w • tl- -- r 

1 - io% 

w(.to) • О 

Ar1 w' (.to) • а 

Ni! 12 

tl% + ь 
'W = --

cz + d  
а. Ь. с. d 

деiiiGТВИТ111\ЬНЫе 
аd - Ьс > О  

Ni! 1 3  

1m w > 0  

lwl  < 1. 

е 

• 
l w l  < 1 

1m w > о  



---------�----------------------------

lm z > О  

• 

O < lm z < w, Re z > O  

1 " _ _  % 
1 % • -
" 

Nl l4 

w + l 1 + 1 

-;-:;:-7 Т+Т -

.c + l  1 - 0 
- -- --

z + O  1 + 1 

Nl l5 

Nl l6 

Nl l7 

1 w l  > 1 

l w l  < 1 

lm w > O  

1m w > 0, lwl  > 1 
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Плоскость с разрезами 

Плоскость с разрезом 
no действитепьному 
пучу (0, +•[ 

Плоскость с разрезом 
no отрезку 1 О, 1 ] 

Плоскость с разрезами 
no действительным 
лучам ) - оо, О] и [ 1 ,  +со{  

.Ni! 18 

% w • --
1 - % 

w 
z • --

w + 1 

.Ni! 19 

z 
w = --

z - 1 

w 
z = 

w - 1 

.Ni! 20 

lm w  > О  

Плоскость с разрезом 
по действительному 
лучу ( 0, + со (  

Плоскость с раЩ>езом 
no действитепьному 
лучу (0, + со (  



�2----------------------------------------

Плоскость с разрезом 
по отрезку l.zo. Z1 ) 

Плоскость с разрезами 
no лучам, лежащим 
на nрямой, nроходящей через 
начало координат 

Плоскость с разрезом 
по дуге окружности 
l.tl = 1, Im z > О 

z - fo 
111 • -

ZI - to 

z • to + (.r, - z.)w 

N! 21 

% - fo -- - -z. - :o 

N! 22 

1 % - 1 
11/ ,.. _ _  _ 

i % + 1 

iw + 1 
z = --

1 - iw 

N! 23 

Плоскость с разрезом 
по отрезку (0. 1 J 

Плоскость с разрезами 
по действительным 
лучам } - ао, О) и [1, + со[ 

Плоскость с разрезом 
по действительному 

пучу [0. + ао[ 



Плоскость_ с разрезом 
no дуге окружности 
lz;l - 1, Jte l: > о 

1 .с - ;  w • - --
; .с +  1 

w + i  
% • --

J + iw 

.N2 24 

.cs - za  .с - .с, 
w • -- -. %3 - %1 % - Zt  

Плоскость с разрезом 
no дуге окружности 
l.c - :ol • r, : = :о +  re'-, 
tl'l :110 tp < 9'2 

Попумоекость с разрезами 

Полуnлоскость lm : > О 
с разрезом по отрезку {О, i] 

.N2 2.5 

.N2 26 

Плоскость с разрезом 
по действитепъному 
лучу [0. +оо( 

Плоскость с разрезом 
по действительному 
лучу (0. +оо( 

Плоскость с разрезом 
ло действительному 
лучу [ - J, +•[ 
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Поnуплоскость Im :с > О 
с разрезом по отрезку ( i, 1 + о0 ( 

Полуnлоскость Im :с > О 
с разрезами по отрезку [0, ai] 
и мнимому IIY'iY )bl, +ico{ 
О < а < Ь  

� 27 

� 28 

.'1: - 1 w "' --

Полуnлоскость 
с разрезом по дуге 
окружности 

lz - 1 1 = 1, z = 1 + eltr, 
r/2 \liit <Р "  r 

z 

1 Z = --
1 - w 

� 29 

Плоскость с разрезами 
по действительным 
лучам )-со, -1) и (0, +ао( 

Плоскость с разрезами 
по действительным 
лучам ] - со, -Ь2] 
и t -r. + ао (  

Полуnлоскость Im w > О 
с разрезом по мнимому 
лучу (i, iao( 
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Круг с разрезами 

Круг lzl < 1 
с разрезом 
no отрезку [112. 1]  

Круг lz l  < 1 
с разрезами 

N! ЗО 

по отрезкам [-1, ·1/2] и [1/2. 1] 

0 

Круг 1:1 < 1 
с симметричными 
разрезами no мнимой оси 

N! 31 

% 
W • -

j 

.N! 32 

Плоскость с разрезом 
по отрезку ( -1, S/4] 

Плоскость с разрезами 
по отрезкам [ - S/4, S/4) 

Круг lwl < 1 
с симметричными разрезами 
по действительной оси 
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Внешность круга с разрезами 

Внешность 
единичного круга lz l  > 1 
с разрезом по отрезку [1, 2] 

Внешность единичного круга 
с разрезом по отрезкам 
[ -2, - 1 ]  и [1, 2] 

Внешность единичного круга lz 1 > 1 
с разрезами по отрезкам, 
являющимися продолжениями 
его диаметра 

Ni1 33 

Ni1 34 

N! 35 

Плоскость с разрезом 
по отрезку [ - 1, S/4] 

Плоскость с разрезом 
по отрезку [ -S/4. S/4] 

Внешность единичного круга lwl > 1 
с разрезами по отрезкам, 
лежащим на действительной оси 
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Попукруr с разрезами · 

Полукруr l.z:f .. < 1, Im % > О, 
с разрезом по отрезку [0. i/21 Kpyr lwl  < 1 

Полукруr l.z:l < 1, 
с разрезом по отрезку [112, /] 

Полукруr l.z:l < 1, Im t > О, 
с разрезами по отрезкам 
[0. ai] и [Ьi, i], где 
O < a < b < l  

N!! 36 

N! 37 

N! 38 

с разрезом по отрезку [ - 1/4, 1] 

1 

Круг lwl  < 1 
с разрезами no отрезкам 
[ - 1, - 114) и .  (0. 1) 

Круг lwl < 1 
с разрезами по отрезкам 
[ - 1, - Ь1] и [ -а2• 1 1 
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Уrол с разрезами 

Угол О < Ar8 � < 'lfl2 
с разрезом no действительному 
лучу Ar8 � • 'ltl4 
с началом в точке 1 + i 

Угол о· < Arg t < 2'1fllt 
с разрезом no действит.ельному 
лучу Ar8 � - 'lf '" 
с началом в точке to • е..,;. а; t1 > О 

Полоса с разрезами 

Полоса О < Im : < •  
с разрезом no мнимому 
отрезку [0, 111'12] 

N1 39 

.N1 4J 

Полуnлоскость Im w > О 
с разрезом no мнимому лучу 
с началом в точке [1i. +;.[ 

Плоскость с разрезами 
no действительным лучам 
) - •, -••J и [0, +ао{ 

Полуnлоскость 1m w > О 
с разрезом По дуге 
окружности w = е�о>. о 'i: .р ' • 12 
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Полоса О < Im t < r 
с разрезом по мнимому 
отрезку [ ri./2, ".;J 

Полоса · о < Im z < т 
с разрезами по мнимым 
отрезкам ( 0., Qi} и ( Ьi, 11i], 
где О < 11 < Ь < т, 

Полоса О < Im z < 2т 

Полоса О < Im z < 2Ь с разрезом 
по действительному 
лучу Im z .. Ь, Rc t < О 

N.! 42 

N.! 43 

N.! 45 

Полуnлоскость Im w > О 
с разрезом по дуге 
окружности w • е•, r/2 с; ;р < т  

Полуnлоскость 1m w > ,О 
с разрезами по дУГе 
окружности w - e�to, 
где О < 'Р < 11, Ь < rp < r 

Плоскость с разрезом 
по действительному лучу 
[0, + ао (  

ПGлуплоскость Im w > О 
с разрезом по мнимому 
отрезку [0, iJ 



Полоса О < Im t < 2Ь Полоса О < Im w < 2• 
с разрезом 
no действительному 
лучу Im t .. Ь, Re z < О 

Полоса О < Im .t < 1 
с разрезом 
по дейстВ/IIТе.nьному 
лучу Re z .. 11, 
O c; Im z c; b < l  

Разпичные обпасти 

w •  

Область lz l  < 2. l.t - 1 1  > 1 

Полоса О < Im w < 1 

N2 47 

Пonoca O < Im w < l  
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0 

Область с удаленным кругом 
Re t < 1, l:rl > 1 

Полуnлоскость Im z > О 
с удаленным круговым 
сегментом 

. 11:  + 1 w • r -.t: - 1  

N.! 49 

:r w • -
• - z:  

N1 5() 

Пoлoca O < Im w < l  

Угол а < Ara w < • 

Полуnлоскость Im t > О Полуnлоскость Im w > О 
с удаленным круговым 
сегментом 

N.! 51 

w - ch:r 

Полуnолоса Полуnлоскость Im w > О 
о < Im t < .... Re t > о 

N.! 52 



М2----------------------------------------------------��-

Полуnлоскость Im z > О · 
с удаленными nолукругами 

Полуnолоса О < Re z < а, 
lm t > О  

• 
Угол Im z > О, ·Re z > О 
с удаленным сектором 
единичного круга 1 z 1 < 1 

Угол Im z. Re z > О 
с удаленным полукругом 

.t - 2 
w • -

t: 

Ni! sз 

-=- - · 
tl W • w- -

j 

Ni! 54 

w = i (r + �) 

Ni! 55 

2 w • - -
z 

Ni! 56 

Полуnолоса О < Re w < 1, 
lm w  > О 

Полуполоса О < Im w < r, 
Re w  > О  

• 
Полуnлоскость Im w > О 

~ 
Полуnолоса О < Re w < 1, 
\m w > l>  
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Внешность nараболы 

у1 • 2р(ж + р/2)., р > о. 
z .  х + iy 

Внутренность nараболы 
у2 .. 2р(ж + р/2)., р > о. 
z - х + iy 

Внешность гиnерболы 

z2 - r • 1, с - �. 
,;. ьа 
1 = arcsin! 

с 

.. .  

Полуnлоскость Im w > О 

Ni/ 57 

Полуnлоскость Im w > О 

Ni/ 58 

" 

( я
•-21 

z +  -

etl' 

Полуnлоскость 1m w > О · 

N/ 59 



Внутренность nравой Полуnлоскость 1m w > О 
ветви гиnерболы 

r - r - 1. с - ..J'iif'+i}, tГ Ь1 
8 .. arcsin! 

с 

Внешность эллиnса 

z + -1:'- - c'l.  w - --�-
а + Ь  

r r r+ ь:•l, a>b>O,c,...Jr - b1 

NJ 61 

� 
w 

Внешность круга lwl > 1 
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- ДI!ИНЫ дуrИ 1 15 
ДюамеJШ формула 239 
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Жордана лемма 197 
Жуковскоrо функдия 152 
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задача Дирихле 307 
- корректная 260 
- Коши 252 
- краевал 252 
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1-я 307 
- - 2-я 307 
- - 3-я 307 
- Неймана 307 
- смешанная 252, 263 
- Штурма-Jlиувилля 264 
значение главное логарифма 155 
- собственное 264, 276 
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изображение функдин 223 
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- - - полюс 187, 193 
- - - - порядка n 189 
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- от функдин комп:лексноrо переменною 157 
- nовторный 10 
- Пуассона 294, 319 
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- Фурье 207 . 
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- , спектралъная nлотность 213 
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источник 87 
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интегрирования: 45 
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- цилиндрические 30, 1 13 

сферические 32, 1 14 
косинус-преобразоваине Фурье 212 
Коши задача 252 
- неравенство 186 
- теорема 159 
- формула интегральная. 166 
Коши-Адамара формула 173 
Коши-Римава условия 145 
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многочлен n-й стеnени комплексного перемен-

ною 152 
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система координат ортогона.льная 1 15 
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Ляшко И.Н., Боярчук А..К., Гай Я.Г., Голооа'l r.п. Справочвое 
пособие по аwешей матемаТ��Ке. (АитиДемидоаич.) В 5 томах. 
Книга выходl\1' в пяти томах и nредставл!lет собой новое, исnравленное и су
щественно доnолненное издание •Сnравочного пособи!! по математическому 
анмиэу. тех же авторов. В. новом издании пособие охватывает три круn
ных раздела КурСа высшей математики - математический анмиз, теорию 
дифференцимьных уравнений, теорию функций комплексной переменной. 
Тhм 1 охватыаает материм по следующим разделам КурСа математического 
анадиэа: введение в анализ, дифференциальное исчисление функuий одной 
nеременной, неопределеиный и определенный интегралы. 

Тhм 2 nосQяЩен теории рялов и дифференциальному исчислению функций 
векторного арrумента. 

Тhм 3 вмючает интегралы, зааисящие от параметра, кратные н кри110Линейные 
интегралы, а также ЭJiементы векторного анализа. 

Тhм 4 посаяшен теории функций комnлексного nеременного. Он являете• ло
гическим nродолжением трех nредыдущих ориентированных на практику томоа и содержит балее четырехсот 
nодробно решеннЬ!х задач, но nри этом отличается балее детЯдЫIЫМ изложением теоретических воnросов и 
может служить самостоитмьным замкнутым курсом теории функций комnлексного nеременного. Помимо 
воnросов, обычно вмючаемых в КурСЫ такого рода, в книге иэдагается РЯд нестанлартных - таких. 0.1( 
интеграл Ныотона-Лейбница и nроиэводная Ферма-Лаrранжа. 
Тhм 5 охватыаает асе разделы учебных nрограмм no дифференциальным ураянекиям для университетов и 
технических вузов с углубленным изучением математики. Наряду с минимальными теоретическими сведе
ниями в нем содержится балее семисот детально разобранных nримеров, взлтых из ряла широко кэвестных 
отечественных учебников и сборников задач. Среди вопросов, нестанлартных д1U1 такоrо рода nособий, сле
дует отметить nримеры по теории продолжимости решения задачи Коши, нелинейным ура1шениям в ЧIICТifЬix 
лроиэаодных nервого nорядка, некоторым численным методам решения дифференциальных уравнений. 

Эльсгольц Л.Э. 
Дифферевu.иат.вые ураавевп и варвациовиое ИС'fllслевие. 
Настоliщая книrа - к:ласснческий учебник no дифференциадьным уравне
ниям и аариациоиному исчислению дnll студентов фиэическнх и фнэиi(О
математических факультетоа университетов. 

Цель данного учебника - сnособствовать глубокому усвоению теории с nо
мощью nодробно решенных nримеров и задач разного уровня сложноСти: от 
простых до самых сложных и нетривиальнЬ!х. БолЬшикство nримеров имеет 
ПP!fMOII nриложекие в физИI(С. 

Книга состоит из двух неэависимых частей. В nервой части nодробно изло
жены методw интеrрироаания дифференциальных уравнений и nростейшие 
сnособы исслеаовання их решений; вторая часть знакомит читатмя с метода
ми решения различных вариационных задач. Каждая глава снабжена задачами 
ДIIЯ самОСТО!Iтмьноrо решения. 

ИJдатепьаво 
УРСС 

(095) 135-42-46, 
(095) 135-44-23, 

urss@urss.ru 
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Издательство УРСС 
ПредстаВJIJiет Вам свои лучшве кив•·в: 

Самарский А. А., &Jбищевич Л. Н., Самарская Е. А. 
Задачи и упрuщеим по чиеJ'Iеиным методам. 
Учебное nособие поддерживает курс по чИСJiенным методам, который читается в вузах с повышеtlной 
математической подrотовкой. Задачи и упраJ!(Нения охватыеают все основные pa!!teJ!bl чиСJiенноrо анализа: 
интерполирование функций, ЧИСJiеииое интегрирование, прямые и итерационные методЫ линейной алге
бры, спектральные задачи, системы нелинсйных уравнений, задачи минимизациu функций, uнтеrральиые 
уравнения, краевые задачи и задачи с начальными данными дщ1 обыкноВN�ных уравнений и урав11ений 
с частными производными. Кв:ждЫII ра!аел соцержит 11ебольшой справочный материал, уnражнения (задачи 
с решениями) и набор задач для самостоятельной работы. 

Колоколов И. В. , Кузнецов Е. А. , Мильштейн А. И. , Подивилов Е. В. , 
Черных А. И., Шапиро Д. А., Шапиро Е. r. 
Задачи по математическим методам физики. 
Предлагаемый сборник звдач результат 15-летнеrо опыта пре!1одавания по новой методике математиче
ских методов физики 11а физическом факультете Новосибирского государствениого университета. Сборник 
вКлючает в себя более ЗSО задач no уравнениям в частных производных, специальным функциям, асимпто
тическим методам, методу функций Грина, интегральным уравнениям, теории конечных групп, групn Ли 
и их  применекиям в физике. 

Гнеденк:о Б. В. � теорин вероgтвостей. 
В кииrе дается систематическое ишожение основ теории вероятностей, проиллюстрированное большим 
чиСJiом подробно рвесмотренных nримеров, в том чиСJiе и приклвдноrо содержания. Серьезное внимание 
уделено рассмотрекию воnросо11 методологического xapax:repa. 
Пригожин И. , Стенгере И. 
Поридок из хаоса. Hoвwl диалоr чел:овека с природоl. 
Книга лауреата Нобеле-вской премии Ильи Пригожина и его постоянной сотрудницы Изабеллы Стенгере 
посвящена широкому кругу проблем; интенсивно изучаемых в руководимых Приrожиным Ме:жцуиародных 
институтах физики и химии Э. Сольвз в Брюсселе и Центре исследований по �;Татистическо/1 механике 
и сложным системам в Остине (штат Техас): времени, СJiучайности и хаоса, индетерминизма и необратимо
сти («етрелы времени•). самопрrаиизации и возникновенИII диссиnативных струхrур, а таiQКе обсуждению 
раЗJIИЧНЫХ аспектов и nерспектив новой парадиrмы современной науки, охватывающей не только естество
эн'ание, ио и общесrвенные и социальные дисщшлины. 

Молинецкий r. r., Потапов А. Б. 
Совреме�����о�е nроблемw иеливеlвоl ДIЬI8МИКИ. 
В книге рассмаТРИеаiОТСЯ некоторые ключевые проблемы современной нелинейной динамики. Концепция 
авторов сводИТСЯ к тому, что nринu.иnиальные ТРУдности, с которыми СТОЛКНУЛСЯ этот меJЦИсциnлинарныll 
по.nход, требуют новой. nарадигмы. В кииrе сделана nоnытка наметит!> ее возможные контуры. На смену эре 
диссиnативных струхrур и эре динамического хаоса должна nрийти новая эnоха. Если многие конuепцни 
и базовые математические модели ряиее приходили в синергетику иэ физики, химии, гидродинамики, то 
теперь их основными поставшиками становятс11 нейронаука, теория риска, биологиll, теоретическая история., 
психология и другие обласТи, свяэанные с аиалиэом СJiожных необратимо развивающнхся систем. 
Обсуждается ряд о!)Иrl!нальных резулt.татов, хасаюшихся математического моделирования нели»ейных 
ямений и анализа временных· рядов. Больщое внимание уделено таким бурно развиваюшимся в синерrетике 
полходам как теория: инерциапьных мноrообразиll, реконсТРукции аттракторов, теория самоорrаниэован11ой 
критичности, решеточные газы. Это делает книгу интересной для спеuиапистов в. нелинейной динамике 
и смежных областях. 
Более чем 1111ВдUатилетнее развитие синерrетики застамяет подвести nредварительные итоги и заново оценить 
основные идеи, модели, концепции, отредакrированные в ходе большого проltденного nути, осмыСJiить 
•язЫК* нелинейной науки. Этому посвящена значительная часть кииrн, что делает ее nолезной широкому кругу студентов, аспирантов 11 всем, к:rо хочет ожакомнться с конкретным математическим еодержаклем 
иелинейRой динамики. 




