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Глава Х/1 ______________ _ 

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

§ �. Понятие nервоебразной 
Основной задачей дифференциального исчисления являлось нахождение по заданной 
функции f(z) ее производной !'(z). В интегральном исчислении основной.задачей 
является обратная задача, которая заключается в нахождении функции f(z) по ее 
известной производной !' (z). Перейдем к рассмотрению это� задаЧи. 
Оnреде.nение. ,Функция F(:l;) называется первообразной для: фуню:iин/(z) на ИНтервале 

·(а, Ь), конечном или бесконечном, если функция F(z) дифференцируема в каждой 
точке этою интервала и ее nроизводная F'(z) = f(z) или, что то же самое, dF(ж) = 
f(z) dz для: всех :с Е (а, Ь). 

Пример 1. Функция F(z) = arcsinz является первообразной дпя функции f(:z) == � на интервале 
Vi-z• 

(-1, 1), так как 

Пример 2. Функция 

F'(z) == (arcsinz)1 = � '1:/ж Е (-1, 1). ' 
v 1- :с• 

az F(ж) = -
1 
-, О< а# 1, na 

является перВОйбразной ,цnя фун!Щии /(�)=а"' на интервале (-оо, +оо). В самом дenlt; ' (а", )1 a"lna F'(x) = - = -- =а" 'Vz Е (-оо,+оо). 
lna Jna 

Если F(z) является nервообразной для: функции f(z) на интервале (а, Ь), тq 
и функция Ф(z) = F(z) +С, где С.....:. произвольнаяпостоSJ:нная, будетпервообразной 
для f(z) на интервале (а, Ь). В самом деле, 

Ф'(з:) = [F(:c) +су= F'(z) = /(z) 
для: всех х Е (а, Ь). Таким образом, если функция f(z) имеет на (а, Ь) первообразную, 
то она имеет на этом интервале бесконечное множество nервообразных. Между двумя 
различными первообразными для: одной и той же функции существует тесная связь, 
которая устанавливается следующей теоремой. 

Теорема 1. Если F(z) и Ф(z)- две любые первообразные длл функции /(z) на интервале 
(а, Ь), то ихразностьраqна некоторой постоянной .. 

Ф(z)- F(:�:) =С, . С= const, :с Е. (а, Ь). 
' 
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о4 Пусть F(ж) и Ф(ж)- первообразныедля функции /(ж) на (а, Ь), т. е. 
' <,, • • - L: ; , j; ' •  • •:J' � ' •, ·, , ' >' ' ' '' ; 

. .  : . · · . · ,F'(:в)='J(ж) и. ·Ф�(ж)=/(ж),'flтЕ(�,Ь): 
Рассмотрим функцию �,С( ж)= Ф(т)- F(ж). Для нее nолучаем 

·· 'P:(�)1�,,,Jg:):; f(�) := /Jg:)-:" /(�;)}7 О , : . .  · . . . 

длявсех ж Е (а, Ь). ВозЬМем'в ИнтерВале (а, Ь) ЛЮбЫе две точки ж0 и ж и применим 
�9ре1«)' л�.(О.КОJJе�приращен�Щ.) к функции 'Р(Ж) на�резке [ЖQ, ж]. Тогда 
IJOJJYЧИМ , , '· . . . . ' · · · · tР(ж) -,о(жо) =(ж-жо)'Р1(�), где жо < (<,ж. 

Т�:{С �К11Р!(ж).с=т Q.� (а,,Ь),�,то � IP'IO = Q и,.знач�, �(ж) = IР{жо) 'Vж Е (а, Ь), т. е. 
функцИЯ fР(ж) на (а, Ь) постоянна. Таким образом, Ф(ж)- F(ж) = С, где С= const, 
для всех ж Е (а, Ь). 8Jo i 

СnеДСТIИt. Если F(ж) яt'IIIЯethcя одной иэ первообраэных для функции /(ж) на интерва­
ле (а, Ь), то любая другая первообраэн� Ф(ж) для фу1J1Щии /(ж) имеет гид 

. ·:.� 

Ф(ж) = F(ж) + С, 
где С - неtотоРа;l hocmbllнittiя.: 

'•·{ 

§ 2. Неопредеnенный .интеrраn 

OnpeAutимt. Совокупность всех первообразных ,11д11 функции /(ж), определенных 
на интервале (а, Ь), называется неопредеденным интеералом от функции /(ж) на этом 
интерваЛе И обоЗИачаетс.i символом f l('z} dz. ЗдЬСь знак J. наЗывается энан:ом 'ин';. 
теерала, выражение /(ж) dж - подынтееральным lыраЖениеМ, сама функция /(ж) ..... 

подынтееральной ФJ'н"цие/1, а ж называется переменНОй интеерирогания. 

Если F(ж) явпяется какой-либо первообразной для функции /(ж) на интервале 
(а, Ь), то в силу следствия будем иметь 

,...
I J

-
.
-
1

-
(ж
-
) d-11:-. =-F-(-ж)_+_С.....,, 1 :�· 

r��д,q "':"",п�зщьная ПOC'IWIHHaя� При это .. люрое равенствоtjl! обеихчастях которо• 
ro стоят неопределенные интегралы, явпяется равенством ме� мно;кесТ11Щ4И. � 
равенство означает, что эти:.множества содержат одни и те же элементы- первообраз-
ные. 

• 

. 

, ". . . 

. 

. . . 

. 

.

. 

, 

, 

Иногда будем пониматЬ символ J /(ж) dz как любОй элемеkт иэ этой совокупно­
сти, т. е. как какую-то· из п�рвообразных� 

·В дальнейшем будет доказана теорема о существовании иеqрред,еленноrо.ИJJfОгра­
ла, а сейчас приведем ее формулировку. 

' ' 

тtopt'ia'2.: ФУнiщl"н'·'f(ж), Н�!fрерwвнОя_ на uнmeP!Jaдe (в, Ь), иМеет на этом интервале 
первообРQэную, а СJ1едоват�ьно, и неопределенный интеграл. 

· 

�,· ·· . , � • •  -, • '! �·...,:, ···, ,.,, ' , · ,,•;t,,.;[ '�'-- ; '! �· . ' ' ..,, ' ·, 



Операцию· нахождения: перJЮОбразной или иеопроделенноrо иНтеrрапа От функ­
ции /(:z) называют: интвер�иu фун�Сцllи !(:е). �нтеrрированио nредста.IW1от 
собой операцию, обраТН)'Ю дифференцированию. 

§ 3. Свойства неоnредепенноrо интеграла · 

Будем считать, что все рассматриваемые фуикции'опредеJI'еиы и неПрерывны на ОДИ'ом 
. и том же интервале (а, Ь), следоаателЬио, на этом интервале существуЮт иеоJII)е'деп�И-
ные интеrрапы От этих фунКЦИй. · · · · · 

1. Дифференциал о+иеопределенноtо интеграла равен nодЬlнтеrр8льномувЬlражеКИtо 
,........----.-------------..,··:. " . .' 

a(J J(:z) a:z} = /(:z) a:z. 

-4 В самом деле, такkкF'(:z) = /(:z) 'V:z е (а, Ь), то 

d (/ /(:z) dz) = d(F(:z) + CJ = dF(:z) = Y(t#.) diZ = /(�) /k. • 

2. йроизаодная от неопределенноrо интеграла равна nодьJНТеrральНой функции 

(/ /(:z) d:z) 1 = /(:z), 

· что слеДует иэ с:аойства 1. ' ' 

3. НеоПJ>еДеленный инТеграл от �фференциаланекоторой фущщииравеЦ эТой. функ:7 
ции плюс произвоЛьщш ПОСТQян�ая 

<4 Всамом деле,еслиF'(:z) = /(:z)V:z Е (а,Ь) ,  то 
f 4F(:z) = / F'(:z) d:i = / 1(Ф) 43: = F(:z) +с."' 

4. Пооrояин.ый мноЖ'ИtеЛь можно вliiНоснть за Знак неоnределенно!'() Иmerpaлa·wtи 
вносить nод знак:интеrрала " 

1 J Af(•) i.z = .t j !(•) i.z, .t = со�, .t � o.l 
... В силу с:аойства 2 иМеем 

{/ Af(:z) diZ), = A/(:z), 

Таким образом, J AJ(:z) d:z вырlжаеттожесамоемиожествсн11унк:Цd,чтои1] /(:C)fiZ� 
т. е. множест:ао riер:аообразныхД1UI фун.кциИ A/(:z). . 
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. s. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы двух функций равен алгебра­
ической сумме неопределенных интегралов от этих функций 

..- В силу свойства 2 

(/ [/(z) ± <р(ж)] iz) 1 =/(ж)± <p(z). 

С другой стороны, 

(/ /(z) d�e ± j <p(z) dж) 1 = (/ J(z) dж) 1 ± (/ <p(z) dz) 1 = f(z) ± �p(z). 

Таким образом, 

j [f(z} ± <р(ж)] dж и ·� j(z} dж ± j �р(ж) dж 
' 

являются первообразными для одних и тех же функций J (ж) ± <p(z). Следовательно, 
они отличаются друг от друга на некоторую постоянную С . ..,. 

Следствие. 

j [� Akfk(z)] dж = t Ak j Л(z) dж, 

где Ak = const (k = 1, 2, . . .  , n) . 

Так как выражение вида 

n 

2: A�cfk(z) = Atft(z) + А2!2(ж) + ... . + Anfn(z), 
k=l 

где все А�;- некоторые постоянные, называетсялинейной комбинацией функций !k(ж), k = 1, 2, . . .  , n, to последнее равенство означает, что 

неопределенный интеграл от линейной комбинации конечного числа функций равен 
ной комбинации неопределеннЬIХ интегралов от этих функций. 

Свойства 4 и 5 определяют так называемое линейное свойство неоцределенноrо 
интеграла. 

§ 4. Табличные интегралы 
Каждая формуладля nроизводных конкретных функций, Т; е. формула вида F'(z) = 

/(ж), может быть обращена, т. е. записана в виде J /(ж) dж � F(z) +С, С= const. 
Таким путем: получается следующая таблица основных интегралов, которые являются 
обращением основных формул дифференциального исчисления: 
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J xa+i 
1. ха dre= --+С, o:;i: -1, 

o:+l 

2. j � =lnlrei+C, re;i:O. 

3. j аж dre== 1:: +С, О<а# 1. 

В частности, при а= е получим 

j еж dre == e:z +С. 

4. J sinredre=-cosre+C. 

5. j cosredx==sinre+C. 

х>О. 

J dx . · 

6. -.-2-=-ctgx+C, x#n1r (n=0,±1,±2, ... ) . 
SIП Х 

7. j d� =tgx+C, x# I+mr (n=O,d::l;±2" .. ) . !
со�: . , 

8. ,;----.;-=arcsinx+C, -1 < re < 1. 
v 1-re· 

9. j � =lnlx+v'x2±a2I+C (для знака«-» должнобЫть lre!> /al). 
х ±а 

10. j 1 dx 2 =arctgx+C. +х . 
11. j dre =�lnla+rei+C, ix!;t=a. - 2а а-х 
12. 1 shxdx=chx+C. 

13. j chxdre=shx+C. 

14. j d� =-thre+C. ch re 
15. 1 s::re =-cthre+C, z;i:O. 

Формулы 8 и 10 являются частными случаями более общих формул 

8'. j..; ::С = arcsin! +С, /х\ </а/. 
а - х2 а 

J dx 1 х 10'. · --т----2· = - arctg - + С. а +х а а 
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Справедпивость всех приведеиных выше формул ус::танамивается с помощi.юдиф­
ференцирования1 коТорое показывает, что производмая правой части этих равенств 
равна подынтегральной функции. 

Следует отметить, что если операция дифференцирования элементарныхфункций 
всеrда приводкт к элементарным функциям, то операция интегрирования Элементар­
нwх функций может привести к неэлементарным функциям,.т. е, к� таким функциям, 
которые не выражаются через конечное число арифметических операций и с::уперnо­
эиций ЭJiементарных функций. Например, доказано, что 

следующие интегралы не ttыppжaюmCII 11ереэ Э.//ементарные фун.�еции: 

(интеер� Пуассона),
! 

(интееrхм ФpeнeJtR ),. 
' ' ' . , ,, 

(интегрОльНЫй синус), ж·=/: О, 

(интегральный �еосинус), а: =/: О. 

Эти иiпеrрал:ы.хотя и существуют в силу непрерывности nодынтегральных функ­
ций в их областях .оnреДеления, но они не ЯВЛJIЮТСЯ элементарными функциямJi. 

·Некоторые из этих интегралов играют большую роль как в самом математическом 
анализе, так и в ero разнообразных приложениях. 

В некоторых случаях с помощью тождественных преобразований подынтеграль­
JЮЙ фунJЩии данный интеграл можно свести к интегралу, к которому применимы 
основныелравила интегрирования и возможно использование, таблицы основных ин­
тегралов. 

Прммер 1. Найти неоnреде��емНЫR интеrрап 

j ( Ы- �У dz . 

.,...,_, 2. Найти иttтеrрм . · 

J (1 + re)2 dre. re' + :r: 



os. ИmrpмpoaltfМIIМtiiOI IIIJIIМIIIIIOI ----------------- 1 
�Имеем /(l+•)zd· j· .. l+2zн:2d j'(1+•2H·2.c.._. -·f·· ·(l .· 

2. )·d . а:Э+• ••· z(t+z2) с., :�(l+z5) .... ..,._, · . z +14-1112' z== 

= j � + 2j 1 :��z! = ln lz�+ 2ucta•,+ С .• • 

l1ptlмtp 3. НIЙ'/'М Иlmrpall 

�им .. м 

§ 5. Интеrрирование заменой nеременной 
Одним изосновнЫХ1nрие�ов интегр�ваниЯ функций JПWiется замена nt.11f.I"HHoil. 

Пусть требуется найти интеграл J /(ж) dж от неnрерывной функции f(z). В nо­
дынтегральном,выражении nможим ж = 1p(t), rде функцив IP(t) имеет неnрерывную 
производкую IP (t) и обратную функцию.t .=.у( о:). 1Ьr,ца сnраведлl\lвО раве�ство 

(1) 

в nравой части которого nосле интегрирования вместо t надо nодставитьеrовыраженне 
через Ж, т. е. функцию -ф(ж). 
� Для доказате�тва равенства (1) Rаходкм nрои.зводные интеrра.�rов; стоящих·в его 
леВой и nравой частях. Провзводная no z. от левого интеtраЛа равна · 

(//(о:) dж )�·= f(ж)�. 
ПроизВодкую по а: DТ nраВого интеграла находим по nравилу дифференцирования 
сложной функции с nромежуточным аргументом t. Учитыаая,что nроизводнаи обрат• 
ной функции равна 

получим 

1 . 1 1 
,( ) t.= ж�= IP'(t)' rде IP t "'О, 

(/ /(�(t))vi(t)dt)� � (/ /(IP(t))IP1(t)dt): ·t�=/[IP(t)]ti(t) ip'�t) =![IP(t)]=f(ж). 
Так как nроизвОдиые указанных выше интегралов равны, то эти интегралы оnре­
деляют одно и то же множество функций, а именно - множество первообразнщ 
функций /(о:)... ' •  . ' 

Равенство (1) выражает собой часто применяемый на прахтике метод интегри­
рования, называемый интегрированием заменой переменной или noдcmaнotJttoiJ. Функ­
цию 1p(t) на nрактике выбирают так, чтобы интеграл в nравой чаети равенства (l}был 
более простым, чем nервоначальный. 



10 ---------------------- rnнa xtl. HeonpeдtlltНHIJIA Mнтti'JIIII 

Пример 1, Найти интеграJ! 

"" Положим :с = а sh t. Тогда d.x = а ch t dt и мы будем иметь 

f d:z: j а ch t dt j а ch t dt j 
t � .....,.""""=:;о - - --- - dt - + с v'z2+a2- Va2(sh2t+l),

- . acht - - . 
Выразим nеременную t через старую nеременную :z:. Дл11 этого разрешим равенство .х = а sh t отио-

1 -t 
сительна t. Так как no оnределению &ht = е -2е , то 

или 

откуда 

et _ 11-t а-.-2 -=.х, 

t .х±� tl = . а 
Учитыеая, что е1 >О, берем корень со знаком •+•, так что 

t х+� е= . о .·• откуда находим 

t = ln ( z + V (1)2 + а2 ) ...: ln а. 
Окончательно nonyчaet.( 

j Jд:а2 =ln(:нVж2+a2)+C (c=ё-lna) . ., 

Пример 2. Найти интеrрап 

J dx 
(z + 2)Vi+l'' 

"" Сделаем замену nеременной, nоло'!(ИВ z = t2 -1, откуда d.x. :::::.2t dt, t. = .;iii+"i. Тогда 

f * J �� f � 
. (ж+2)vz+l (t2+1)t =2 t•+t =2arctgt+C. 

Возеращаясь к nеременной .х no формуле t = .;iii+'1, nолучим 

f � � 
(z+2)vz+l =2arctgvz+l+C . .-

замечание. Если в интеграле f f(ж) dz nодынтеrральное выражение /(ж) d:�:можно nредставить в виде 

т. е. 

. 
/(х) dx = u[Ф(xi)Ф'(z) �. 

/(х) dж = и[",(ж)]d['Ф(ж)], 
nричем функция g(t) легко интеrрируется, т. е. интеграл j g(t) dt = F(t) + С 
нахоJЩтся легко, то делая в данном интеrрале замену t = ф(.х), будем иметь j f(x) dж = F[Ф(.x)j +С. 

Приме�: 3. Найт� иt!Тerpan 
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.r1 Положим t = 2а: + 2-"', t >О. Тогда dt == (2�'� ln 2- 2-:�: ln 2) dx, откуда 

Поэтому 

( ., _., 
dt 

2 - 2 ) dж = ln 2• 

Пример 4. Найти интеграл 

J е2"dж 
� · 

.r1 Сделаем замену nеременнай, nоложИв у"ёТ+Т = t. Тогда fe/:1 = 2 dt, е"' = t.2- 1. Поэтому 

J �:: � 1 = J е�'� ;:., d: 1 = 2 j( t2 
- 1) dt = 2 ( � - t) +С == 

2 ( ) 3/2 2( ) , = 3 е"'+ 1 
- 2v'e"' + l +С= З е"'- 2 v'e"' + 1 +С. 11> 

§ 6. Интегрирование по частям 
Пусть функции и= и( :с) и 11 = v(z) имщот неnрерывные nроизводные и'(z) и v'(:c) . 
Тогда, no nравилу дифференцирования nроизведения, будем иш.ть. 

[и(ж)v(:с)}' = и(z)v'(z) + v(z)и'(x). 
Это равенство локазыmiет, что nроизведение данных функций и( ж )v(ж) является пер-
вообразной для суммы и(ж )v' (ж) + v(:c )и' (ж) и, следовательно,. · · 

1 [и(х)v'(ж) + v(х)и'(х)] dx = u(x)v(x) +С. 

Отсюда, исnользуя линейное свойство интеграла, находим 

J и(ж)v'(ж) dж = 'U(ж)v(x)- 1 v(ж)ut(ж) dж+ С. 

Так как no определению дифференциала 

v'(:c) dж = dv, и'(х) dx = dи, 
то полученное равенство можно записать короче 

1 и dv = иv - 1 v du + С, 

или 1 1 и dv = uv - 1 v dи, 1 
считая, что Постоянная С включена в один из неопределенных интегралов. 

(1) 

Нахождение неоnределенного интеграла с nомощью этой формулы называется 
интегрuр(}(Jанием по частям. Формула (1) сводит нахождение интеграла f и dv к нахо­
ждениюинтеграла f v dи, который в некоторых случаяХ можно леi1(о найти. При ее 
применении к нахождению интеграла приходится разбивать nодынтегральное выра­
жение на два множителя и и dv = v' dx, из которых· первый дифференцируется, 
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а второй интеrри:руетси при nереходе к интеruапу в правой части. Выби:раТь u СJiсщует 
та'к, чтобы интеrрирование Днфференци:ала dtt не предстамяло ;rрудностей IJ 1JТОбы 
замена u на du и dv на v в совокупности nриводи:ли: к упрощени:ю подынтеrральноrо 
выражении. 

· ' 

Пp!IМifJ t. На� интеrраn 

ПОJ1D*ММ 

Тоrда 
•du•-Эda:, · v• Jcos•dc•alnz. 

ПрмММIII формупу Щ, будем ИМfl'l'lo J<2- 3\ll}tose dz • ('1.- Эe)sln11 + 31 $11'1 ed• = ('1.- 3��:) &ln• ... Э СО$11! +с. • 

ltМIIIIIIIII. Есяивэm. · 
U • 008111 dv • (2- Э:r)dal 

IIJIИD 
u = (2- Эz) cos:e, dv = da: 

и nрименить формупу (J ), 10 а ol5oJIX c:nyчux в ее nравой <J8СТИ ПOJIY'IИM более сложные интеrрапы, IJOM 
первона'WIЪКЬtl.. 

· 

. : 3811'81111. При JtаХОЖ;110НИИ ф)'иJЩИИ v no ее дифферекuи� .dv можио &ратътобое зиnовне nосте· 
ЯНИОЙ JUn'OrpИpoii/IHHЯ ё, 1U DJC OHi В ХОНОЧНЫЙ pcэ)'DDT не 11Х0дНТ ('дт1 npo)lepюt IIТOI'O ДОСТ8ТОЧНО 
в форму11)'(1) nодСтавить" + ё вместо о). ПоиоМуД��J�удобства будем брать ё = о. 
l'lp8lll8p 2, Найти мtnerp8ll · ' 

jtn11dz. 

<11 Так как в данном интеrраnе t1 dt1 = ln а: dal, то эдесь имветсявдинственный аwбор, а именно а = ln 11, 
dv = dz. Тоrда dv = � , v = J.�• = 11. По �yn• {1) noJ\y'laeм j ln 11 da: = :r 1n z- 1 d:.r: = 111n 11-11: +с= e(ln а:- 1) +с. • 

l'lp8lll8p а. Найти мнтеrра�� 1 Vo2 - а:2 d:r (1•1 < /о/). 
<11 Применмм ·ме10д мкiегрироаамия по �. no1101kМa 

• = /а2 -z2, dv = da:. 
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д,iя �а�ожА&нИя данного интеrр&па м� nодучw�и алгебраическое ураlн.к ... с �...м нем�ым, кО. 
·торым яiriяется этoт·иtorrerpan, '. •.: · , 1 • • • · • 

.i гv�z ::_ :z:2 tlz = ��02 ._ z2 + а2 arcsln �-J Vai ';_ z'l �� )·2С. 

Иа этоrо уравнения находим 

J г:;-, 1 r;;--:. о2 ж уо2 -:z:2 d:z: = :z•vo� - :z:2 + 2 an:sin 4 +с . ..,. 

Задача. Показа'!Ъ, что справед111о1вы смдуJОЩИе ФOI!t!\YIIЬI: 
а) 

j 
Vж2 + а2 d:z: = j:rJ:z:� +а2 +а; 1n{z +Jz2 +а2) +С; 

б) 
j V:z:2-a1d:z:=�:z:.j:z:2-o.2- ��: m\:t+V:z:2-,o.2!+C, rдe\жl > lal. 

j. .' 

31МtЧ111118. К нахожденИIО кнтеrрщ f 11 du в прааой 'Щ'Рf формулы ( 1). можно п�еиить снова 
иwn:rрироваиие по часТII'м, 

Пример 4. НаАти интеграп 

и, спедовательно, 
/2z 2 2"' 2 ( 2"' 1/"') 2 2" 2 ( 2"' 2"' ) ж 2 dж=ж --- z--- 2 dz =:�: --- ж--;-::r;; + С= 

ln2 ln2 а2 ln2 ln2 ln2 ln2 ln 2 ' 
2 i '2"' " " = (z2 -

·
ln2�: + ln2 2) Гn2 +с. 10! 

Пример !. НаАти интеrрап j 
е""' cos {Jж (а ;i О, fJ -;. 0). ·� 

.. Интеrрируя по часrям, /10ЛOJIOfM, наnрuмер, 
u = е0", dll =:: cosf'z tl:c (ми .. u = cospж,,l dll =�az dж)., 

Тогда ..,. j • .· sin{Jz du=ae dж, 11= cos{:Jжdz=т· 
Поэтому j ео.� cos{:Jz d:z: = �е,."' slri{Jж-� 

j eo.".sln/3� d:z:, •. 
Для нах�ения nолучеж:tоrо в nравоА части интеграпа снова !li)ИМеним интеrрuроаание по частям: 

, . .. 
cosfJ:c и,=ео.", dv=sinj3zdz; du=a�0"

,
dz,

" 
tt=-:--fj,-; j 

eo.z sinfJz dz = -�е0" cos,бz :f: � jeiiicos/iidz. 

Подсtае11я11 правую ча;ь этоrо раiенСrва в 'реЭупьтат 11ft� кнтеrрироеЗнЮi; 1будеМ име'!Ъ 

· J е""' dosfJ� dz = �еа"' sinfJz+�eщs eo&jЭz:... ;� Jeaz соsjЭж dz. 
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Таким образом; nосредст9ом дsукратноrо интегрирования no частям мы nолучим Д1К1 нЗхож,цения 
данного интеграла алгебраическое уравнение nервой стеnени с одним неи�вестным. и� которого нахо­
дим 

откуда 

J 
е""' е"� cos fJx tl:c = а2 + /32 (а cos l'x + {1 sinfJz) +С. 

Аналогично находим интеграл 

J 
е''"' е""' sin{Зx dx = а2 + {32(а 

sinl'z- fЗ cosf'x) +С. "' 

С nомощью интегрирования по частям можно находить, например, следующие 
интегралы: 

1. 1 Pn(a:) ln z da:, 
n 

rде Pn(a:) = I; cka:k- многочлен n-ой стеnени. 
�<=о 

<4 Положим 

Тогда 

и= lna:, dv = Pn(z) dz. 

da: du=-, 
1 а: 

rде Qn+t(z)- многочлен (n + 1 )-ой степени. Поэтому 

1 Pn(z)lnzdx=Qn+l(�)lna:- 1 Qп�(а:) dz=Qn+t(z)lna:-Hd+t(a:)+C, 

где Hn+l(a:)- многочлен (n + 1) -ой степени . ..,. 

Пример 6. Найти интеграл 

�Полагаем 

тогда 

Формула (1) дает: 

j(4z3 +2x)lnzdz == (z4 + z2)lnx- j (z3 +x)dz 

2. 1 Pn(z) arctga� da:, 1 Рn(ж) arcctg аа: dz, 

где а - действительное число. 



ЭтQ Интегралы с родятся к интегралам от рациональных функци.tt. Если, наnример, 
в первом интеграле взять 

то 

и = arctg о:х, dv = Pn(x} dx, 

и мы получаем 

1 · ) 1 Qп+J(x) Pn(x) arctg о:х dx = Qn+I (х arctg ах- а 
. 

2 2 dx. 
, l+ax 

Аналогично постуnаем н со вторым интеrралом. 
Пример 7. Найти интеграл 

·.,.Пусть 

тогда 

Поэтому 

/ (3х2 + l) arctg ж dx. 

t1 ";, arctgx, dv = (3х2 + 1) dx, 

dx 
dtl = --2' v = ж3 + х. 

l+x 

3. 1 P"(x) .. arcsin о:х dx, j Р"(х) arccos aX,dz, 

где о: - действительное число. 
Для нахождения этих интегралов берем 

тогда 

и= arcsin о:х (и= arccos ах),, dv = Р"(х) dx; 

(dи _ _  --=====
а dx ) 

- v'!= о:2х2 ' 
и формула (1) дает 

J Р"(х) arcsin о:х dx = Q"+1 (x) arc!!in о:х- а j . . }n+l(x) 
dx. 1 - о:2х2 

Полученный в правой части интеграл можно находить различными способами, ко­
торые мы приведем в примерах (подробнее этот интеграл будет рассмотрен ниже 
(см. §8)). 

Пример 8. Найти интеграл 
'� � 



tt _______ _.".. __________ г ... хи .. �� .. 

откуда 

Прм...-r формулу ( 1 }, будем иМеть . j 2 zЭ lj. zэilz z · arcsln z dz = Т arcsln z -3 � ·· 
В ПDIIУ'f8ННОМ il npaaoA чести ра11МС!118 мнтеrрапе с:депаем �ЖIII«Y t = �, z2 = 1 - t\ 
z dz = -t dt. Тоrда 1 re'4ir �· z1 ·' j. l-t2 · 1 1 

.. 1 г.--. � = �. zdz=- .-- tdt:; (t2-1)4t = -t3-t+C=--(ж2+2)vt-z2+C. vl-z• v1-ж• t 3 3 
ОконЧате.nьно nопучим . . j '  z3 . 1 г.--. z2 arcsin:il da: =Т arcslnж + 9(z1 + 2)V 1 - z2 +(7 . .,; 

Используя мноrокJ)атн6е интегрирование по частям можно найти следующие. инте­
гралы: 

4. 

rде Л - действительное число. 
дЛя нахождения этого интеrрала в формуле (1) интегрирования по частямnолагаем . М: u = Р"(ж)t dtu =е •• 

du = Fn(ж) dж, 

Поэтому j Р,.(ж)еМ: dж = *Р11(ж)еМ:- * j Fn(ж)e�111 dж, 

r;це �(ж) - многочлен ( n - I )-ой сtепени. К интегралу в правОй части снова приме­
JJяем формулу (l) и т. д. В результате n-:кратноrо интегрирования по частям придем 
ктабличному интеrралу J е�• dж = fеь +С . 

............. Найти ммтеrр&л 

� По.nаrая 

Тогда 

u = :t2 + 2z, d11 = е" dz, 

d11 = 2(z + 1) dz, fl :=:е". 

1 (z1 + 2z)e" dz = (z2 + 2z)e"'- 2 j (z + l)e" dz. 
Интеrрал в nравой • части снова б!1Рем no частям, �мая u = ж + l, dv. :;: е"' d.z, откуда du = dz, 
fl = е". CneдosaNJ1bllo, 

· · · · 
J<ж+

.
l)e" ds = (:1: + l)e"- j е" dz =(ж+ l)e"' -е" +С= же"+ С. 



5. 

Окончатепьно поnучаем j (z2 + 2z)e'" d� = (z2 ..f. 2z)e":... i.ze"' +С= :а:2е11 +С. J> 

Эамменме. Интеrралы эroro 111Ща MOJIIНO находить с помощью метода иеоnредеденных коэффициентов, 
который состоит в следующем: ищем иитеrрал в виде прои:JВедСЩl!!l\оrочдещ n-ой степени 

Q"(.��:)=fli}+Ьtz+ ... +Ь;.z" 

с неопределсниыми коэфФкциеитами ь.;, &1, • •  ; ; Ь11 на фуНкцию е""', i е. jP"(z)e>.z d:e =Q�t(z)eл�. 

Для иахожn.енЮJ неизвсстных коэффициентов ь. дифференцируем обе части этого равенства: 
P11(z)e.\" = Q�{z)e>.z + Q,.(z)Ae"""·;' 

· . ·' ' 
Затем, сокращая на ел'" 1:- О, будем иметь 

P11(z) = Q�(ж) + АQ11(ж). 
В этом равенстве сле.а и сnрава ct'OJIТwИoroч.neкы n-ой стеnени, прмравнивая коэффициенты которых 
nри одиНаковых степенях ж, получим систему из n + 1 линейных уравнений, содержащих искомые 
коэффнциситы ь,.. Эта линеймаи систеwа имеет единствеиное Jl!')weииe, так как ее определителJ> , ·отnич:еtlмиуи. · ··· .. · · · ' ·  · · · ·  ··· ·IJ• · .·:• • · ·· ·· • ' ·  .·!··.· 

Прммер 10. Нейти интеrреп 

<lfll Положим j (ж2 + 2ж)e"'.dz.= (fli}+Ь1z+Ь2ж2)e", 
где Ьо, Ь1, Ь2 - неиэисткые коэффициенты. ДИфференцируя это рilнне'I'Во, НеАдем 

(z1 + 2z)e' = (Ъtж +2Ьz:�}"' + (Ьо + Ь1z + Ь2:а:2)е11• 
Обе части nOCJ1eднero реаенства сокращаем на е".#:- 0:. 

2:а: + :а:2 = Ьо + Ь1:а: + �z2 +Ь1 + 2Ь2:а:. 
В nравой части рааенства собираем .ЩJе чпены с одинаковыми стеnенями z: 

'2z+ а,2 = (Ьо +ЬI) + (Ь1 + 2Ьi)z + Ь2;е2 • .  

Прирванивеем коэффициенты nри одинаковых стеnенях а:: 
z0 1 О::,:; Ьо+ Ь1 } :� � : :; +2Ь2 

• 

Решая .эту риртему, нах�м: Ьо. =7 О, Ь1 =О, Ь2::; 1. Исходный,инте�рап будеТР!Щ*!. · . j (:а:2 + 2ж)е"' dz == :112е"' +с. • . ,: 

где fJ -действительная постоянная, fJ f. О. 
Для первоrо нЗ этих янтеrралQв в формуле нН�If!нрования по частям полаrае�{ 

откуда 

tt= Pn(ж), dv=sin{Jжdж (Длявтороrо dv=cos{Jжdж), .. 
, . iМI ( ). . • cqs,{J.ж., ( , , " , .&iд{J�) du ::: l-n Ж di, 'IJ = --

{J
-. дiш BTOPorO .'IJ = -:r- · . 

Следовательно, 
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J cosfjx 1 j 
Pn(x) sinfjx dx = -Рп(х) -

1'
- + � P�(:v) cosfjx dx. 

Применяя n раз интегрирование по частям, придем к одному из интегралов 

J cos fЗх j sin f3x sin (Зх dx = - -fJ- или cos {Jx dx = -fЗ-. 
Пример 1 1. Найти интеграл 

j (х2- 1) cos х dx. 

"11 Интегрируем дlla р838 по чаСТ!!м, nри этом будем nользоваться более короткой заnисью. Получаем 
j(x2 -l)cos.жdx=l '"

d 
=_::�_:-

d
l, d� ""_cosxdx !=(x2-l)sirtx-2jxsinxdz= U-..", х, ti-SinX 1 u=x, .dv=.sinxdx 1 ( 2 ) . . 2 2 . С ( 2 ·3) · 2 ·С == du:dx, v=--cosx = х -I sшх+ xcosx- .stnx+ = х - sшх+ xcosx+ . .,.. 

Кроме у:I(азанных выше интегралов сушествуютидруrие интегралы, 'которые находятся 
. nосредством метода и}Jтеrрнрования no частям. · � 

Пример 12. Найти интеграл 

"11 Полагая 

nолучим 

Поэтому 

J xdx 
sin2 х · 

'U == х, 

du =dx, v J dx 
-.- == -ctgx. sш2х 

J xdx J -.-2- = -xctgx+ ctgжdx. 
SIП Ж 

В интеrрале nрав<»\ части равенстаа, nрименяя nодстаноеку t = sin ж, dt ;:; cos х dx, найдем 

· Окончательно имеем 
1 1 cosxd:�� j dt ctgxdx �= т=Inlti+C=In\sinxj+C. 

J xdx -.-2- =-xctgz+ln\sinz\+C . .,.. SIП Х . 

§ 7. Интегрирование рациональных функций 
В этом nараграфе будет рассмотрен метод интегрирования рациональных фунщий. 

7.1. Краткие сведения о рациональных функцинк 
Простейшейрацuональной функцией является многочлен п-ой стеnени, т. е. функция 
вида 

Qn(x) = aoxn + a1xn-! + . . . + an-IX + а11, 
где а0, а1, • • •  , an -действительные nостоянные, nричем а0 f:. О. Многочлен Qn(:JJ), 
у которого коэффициент а0 = 1, называется приведенным. 

Действительное числоЬ называетсякорнем многочлена Qn(x), если Qп(Ь) = О. 
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Известно, что кажд�й мноrочлен Qn(x) с действительными коэффициентами 
единственным образом разлагается на действительные множители вида 

х- Ь и х2 + рх + q, 
где р, q -действительные коэффициенты, причем квадратичные множители не имеют 
действительных корней и, следовательно, неразложимы на Действительные линейные 
множители. Объединяя одинаковые множители (если таковые имеются) и полагая, 
для nростоты, мноrочлен Qn (х) приведенным, можно записатьеrо разложение на мно­
жители в виде 

Qn(x) = (х- а)а(х- b){j . .. (а: -1)>. · (х2 + Р1Х + qi)PI .. . (х2 +PsX + q,)P•, 
где о:, {J, . .. , Л, р.1, • • • , р., натуральные числа. 

Так как степень многочлена Qn(x) равна n. то сумма всехпоказателей о:, /3, ... , >., 
сложенная с удвоенной суммой всех nоказателей р.1 ,  • • •  , Jts, равна n: 

о: + fJ + .. . + >. + 2{ttl + ... + р.,) = n. 

Корень а мноrочлена называется простым или однократным, если о: = 1, и крат­
ным, если о:> 1; число а называется кратностью корня а. То же самое отJюсится 
и к другим корням мноrочлена. 

Рациональной функцией J (х) или рациональной дробью называется отношение двух 
мноrочленов 

/( ) = Рт(х) 
Х Qn(x)' 

причем nредполагается, что мноrоЧлены Pm(x) и Qn(x) не имеют общих множителей. 
Рациональная дробь ��(:1 называется правильной, если степень многочлена, стЬящеrо 
в числителе, меньше степени мноrочлена, стоящеrо в знаменателе, т. е. т < n. Если 
же т � n, то рациональная дррбь называется непраеильной и в этом случае, разделив 
числитель на знаменатель по правилу деления мноrочле�:�ов, еемQжно представить 
ВБНде 

Рт(х) 
. 

Р(х) 
Qn(x) = Rm-n(x) + Qn(x)' 

где Rm-n(x), Р(х) _:некоторые многочлены, а ln((;e) являетсяnравильной рациональ­
ной дробью. 

s � 

Пример 1. Рациональна� дробь � является неправильной дpoбi:IJ9. Рааде.nив Ps(z) ::;: ;�:5 + 1 'на.· 

Q2(a:) == х2 + l •уголком•, будем иметь 

Следовательно, 
а:+ 1 

zs+l 3 ж+l -- =х -"x+ -­
z2 + l z2 + 1 '  

z + ·1, причем Ш,1 есть nравильная дробь. "' "'+ 
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Оnредепенме. Простейшими (или элементарными) .дробями назы�аются рационЗJiьные 
дроби следующих четырех типов: 

А А Мж+N Мж+N l. ж- а 11' (ж- а)•' 111' ж2 + рж + q' IV. (ж2 + рж+ q)•' 1',;' ;> ,' 

где А, М, N, а, р, q - действительные числа, k - натуральное, число, большее или 
равное 2, а квадратный трехчлен Ж2 + рж + q не имеет действительных корней, Так что 

2 2 его дискриминант � - q < О или q - � > О. 

В алгебре доказывается следующая теорема. 

Теорема 3. Правильная рационмьная дробь � (т < n) с дейс1Ш1ительными коэффuци­
ентами, знаменатель которой Q,..(ж) имеет вид 

Qп(ж) = (ж - а)�(ж- Ь)�' ... (ж2 + р,а:: + q,)P1, 
разлагается единственным способом на сумму простейших дробей iro правшiу . \ 

Рт(ж} At А2 Аа -( -) = -+ ( )2 + ... + ( ) + Q71 ж ж - а ж - а ж - а а 

В1 в2 вfl · 
· 

+ ж- Ь + (ж- Ь)2 + 
· · · + (ж - Ь)# + · · · + (l) 

М1ж + N1 М2ж + N2 Мр,ж + Np, + (ж2 + р,ж + q,) l + (ж2 + р,ж + q,)2 + 
·. · · + (ж2 + р,ж + q,)P• · 

В этрмразложении А,, Az, . .. , Аа, Bt, В2, . .. , в", .. . , М1" !Ift, М2, N2, ... , Мр,, 
Np, - некоторые действительные постоянные, часть которwс.может быть равна нулю. 
Для нахождения этих постоянных правую .часть равенства ( 1} приводят к общему знаме­
нателю, а затем npиpapнuвq�pm IСоэффициенты при одинаковых c}fleneняx ж в числителях 
левой и правой частей. Это дает систему .(luнейных ypaвнelfиii,. из которой наход.!(тся 
искомые постоянные .. ЭтО,". метод нохаждеlfия неизвестных nостоянных называется 
метрдом неопредеЛенных коэффициентов. 

Иногда бывает удобнее лрименить другой сnособ нахождения неизвестных nО"­
стоянных, который состоит в том, что nосле nриравнивания числителей nолучается 
тождество относительно ж. в котором аргументу ж придают некоторые значения, на­
пример, значения корней, • в результате чеrо получаются уравнения для нахождения 
постоянных. Особенно он удобен, есЛИ знаменатель Q,.. (ж) имеет только действитель­
ные простЫе корни. 

Пример 2. Разложить на простейwие дроби рациональную дробь 

Зz2-6ж+2 
z3-3z2+2ж' 

<t1 Данная дробь правильная. Рамагаем знаменатель на множители: 

(ж3- Зж2 + 2z) = ж(х2 _- Зх + 2) = х(х-l)(ж-2). . . 

Так 1<81( l<t\pHИ ЗНаМ8!i8ТВЛЯ �llсtвительные И различные, rt) на ()CHOI#ЗH!'IH формулы (1) разложение 
Щ)ОбИ на nростейUiие будет ИМетЬ ВИД . , . , , , _· '. 

. • . 

Зz2 - 6z + 2 А В С 
... . 

zЭ -Зz2 + 2z =, х 
+ 

х - 1 + z 
. 
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ПриiОДii npa1yo ча� 1101"0 рамнаt�а к общему энамена11tn10 и nрирааниаая чИCIIиТitllи 1 ero леiОЙ 
и nре10й чаСТIIХ, nолучим тождес'l'lо 

ИIIИ 
· З112 ..:. 61/J +2 • ..4(111- l)(a:- 2) + Bal(:c- 2) + Саф.:- 1), (•) 

31111 - 61'1! + 2 =(А+ В+ C)z2 + (-ЭА- Ш- C)ar+2A. 
НемЭ1801'Мiilе коаффицментw А., В, С найдtм р,.умя сnособами. 

Пtplмit cnoool, Пpиpnниllll коаффицм811ТЫ nри одинаiСОiых отепенях z, т, •· nри 112, 111, 111° (010-Соднt./11 1fлelt), 1 левОй 1(1 nраво�! ЧIC'nlx тождества, nопучим .nинейну10 ометtму уравнениМ дnя нахождения неизмстнwх КО8ффициенто8 ..4, В, С: 
1111 1 .А+ в+ с • э } 
�е1 -3.4.-Ш-С =-б 

.

• 

со 2.4.•2 . 
Это сиотема им"т единотеенное решение 

А =  1, В =  1, С =  1. 
. lтopol OJIOC06, Так KIIC ICOI)HИ IHIMIHIТIIIIЯ PIIHЬI 111 • 0, 112 •• 1, 1113 = 2, ТО nonaralf 1 ТC»>I'ДД-
�� ' . 11 • О, получим 2 = 2А., O'ТitYP,. А =  li 

• = 1, получим -1 = -в. откуде в =  1; 
:r = 2, nолучим 2 = 2С, О'ТitУда С== 1, 

и мО«омо. раэпожениа им-.т вмд 
. 3.t�2-6.t�+2 1 1 1 

= - + -- + -· • .:3-311J1+2z а z-1 z-2 

П,..., 8. Р8SJК»КНТ11 на 11рОСТIАwне ,11р06м рацмонаnьнУIQ дробь 
ж3 + 311 + 1 

115 + 3� + ЗIIЭ + ж2 • 

<1/1 PaЭIIaratм мноrочлен, стоящий а энам�ате��е, на множители: 
z5 + зri + 31113 + :�:2 = 1112(113 + эа:2 + з��: + 1) = (111 + 1)3:�:2• 

Знам��tатель ммеет до рunмчкых д.ейСТtИтеnЬ!4ых корнfl: Zt =О кратности 2 и 112 = ..;J f<PIТIIOC"IМ Э. nоэтому р83110жение данной дроби на nростеАwне имеет аид 
о�:3+Зi11+ 1 А, А2 в, В2 Вз 

zS + 3z" + эжJ + а�2 = 7 + i2 + .: + 1 + (11 + !)2 + (z + 1)' · 
ПрМ80ДН npasYIQ часть 1е оОщему энаменsтеmо, наАдам 

ж3 + ЭФ + 1 = Atll:(a: + 1)3 + A�(ill + 1)3 + Btz1(z + 1)1 +B2.:2(ill + 1) + Вэz2, 
И11И 
z3+3z+ 1 = (At +Bt)z4 + (3At +А2+2В1 +В2)а:3 +(ЗА1 +ЗА2+Вt +В1+Вэ)ж2+(А1 +ЗА�):е+А1. 

l1tplwA cnocot. ПpиpaiiНИI&JII кОI!ффмцманты nри одинаковых 0Т8П81!f1Х ж в левой и npaiOQ частях 
nocl)eднero тождества, nоnучим nинtйную аистему уравнений 

1114 At +Bt =О .} а:3 ЭАt + А2 +2BJ +B:z = 1 а:2 ЗАt + ЭА2+В1 +В2 +Вз =О.· • 

:�:1 ..4,+3..42=3 
z0 ..42 "'\ 1 

Эта система им-.т единотннное. решение 
At=O, A.2=l, Bt=O, В2=О, Вз=-3, 

И ИСКОМЫМ p83110ЖIIiиt1M будет 
:�:3+Эi11+1 

.
. 1 3 

:�:! + 311J4 + Зz3 + ill2 == Z} - (z + 1Р · 

lтopol cnoco6. В nоnучанном ТОждес'�'\�8 noлaru z = О, nо.лучаем 1. =. А2, или А2 . = 1; nола· 
ra11 z = .,..}, 11011учим -3 == Вз , и.nи Вз == -3. ПрИ nодстановке наМденных эначениМ коэффицмii!ТОI At 
и Вз 1 '!'ОЖД8СТIО оно nримет sмд 

z3 + 3ж + t == Ata:(a: + 1)3 +(а:+ 1)3 + В1 z2(11 + 1)1 + B2z2(z + 1) -Э1112, 
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или 

т. е. 
О= A1z.(z + 1)3 + В1х2(ж + 1)2 + B2z2(z + 1). 

Сокращая на z(z + 1), будем иметь 

А1(ж + 1)2 +В1х(х + 1) + B2z =О. 

Полагая z =О, а затем ж = -1, найдем, что А1 =О, В2 =О и, значит, В1 =О, Таким образом, оnять 
получаем 

Пример 4, Разложить на npoc:т!JIIilwиe дроби рациональную дробь . 

z3 + ж2 + 1 
(z2 + 1)2 • 

<111 Знаменатель дроби не имеет действительных корней, так как функция z2 + 1 не обращается �tнуль 
ни nри каких дейстаитеnьны)( значения)( ж. Поэтому разложение на nростейwие дроби должно иметь 
аид 

z3+z2+1 Mtz+NJ M2:e+N2 
(z2 + 1)2 = z2 + 1 . 

+ (z2 + 1)2 ' 
Отсюда nолучаем 

z3 + z2 + 1 = (M1z + Nt){z2 + 1) +М:� ж+ N2, 
или 

z3 + z2 + 1 = М1а:3 + N1z2 + (Mt + M2)z + (Nt + N2). 
Приревнивая коэффициенты nри одинаковых стеnенях z в лавой и nравой чaci!lx nоследнего равенства, 
будем иметь 

откуда находим 

и, сnедоаательно, 

Следует отметить, что в некоторых случаях разложения на простейшие дроби 'мож­
но получить быстрее и проще, действуя каким-либо другим путем, не пользуясь мето­
дом неопределенных коэффициентов. 

Наnример, дпя nолучения разложения дроби в nримере 3, можно nрибавить и вычесть в числителе 3:�/ 
и nроизвести деление, так как указано. ниже: 

· 

z3 + 3:t + 1 - (z3 + Зж2 + 3:t + l) _: Зz2 = -'---�-...,.."-- з 
х5 + Зz4 + ЗzЭ + ;�:2 - ж2(ж + 1)3 "" z2 - (х + 1)3 · 

7.2. Интеrрирование простейwих дробей 1. 
Как было сказано выше, любую неnравильную рациональную дробь можно nредста­
вить в виде суммы некотороrо мноrочлена и nравильной рационаJiьной дроби (§ 7), 
nричем это nредставление единственно. Интегрирование многочлена не представляет 
трудностей, nоэтому рассмотрим вопрос об интегрировании nравильной раииональ­
ной дроби. 

Так как любая nравильная рациональная дробь представима в виде суммы простей­
ших дробей, то ее интегрирование сводится к интегрированию nростейших дробей. 
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Рассмотрим телерь воnрос Об их интегрировании. � / d(:�; - a) / / 
1 .  � = А  ж - а . = A ln lж - a] + C. 

11. 

А ( . )-•+t . 1· А 1 = 
1 - k х - а + С = (1 - k)(ж - a)k-1 + С: 

111. Для нахождения интеграла от nростейшей дроби третьего тиnа выделим у КВадрат-
ного трехчлена nолный квадрат двучлена: • 

:�:2 + р:�; + q = [ :�:2 + 2ж . 
� 

+ 
( �) 2] + q -

. 

{ �) 2 = 
(:е 

+ 
�) 2 + ( q - �) . 

Так как второе слагаемое q - � > О, то nоложим ero равным а2 , где а = +М., 
а затем сделаем лодстановку ж + ··� = t ,  dx = dt , ж2 + рж + q = t2 + а2 • Тоrда, учитывая 
линейные свойства интеграла, найдем: 

J Ma: + N  d:c = / M (t - !) + N dt = :�:2 + рж + q t2 + а2 
М 1 2t dt ( Мр) J dt = т t2 + a2 + N - т � = 

= � J d(t2 + а2) + (N _ Мр) J � 
= 2 t2 + а2 2 t2 + а2 

= - ln(t2 + а2) + N - - - arctg - + С  = М ( Мр) 1 t . 
2 · 2 а а 

М 2 2N - Мр 2ж + р  = -2 ln(z + рз: + q) + у' · 2 arctg у' + С. 4q - p  4q - p2 . 
Пример 5. Найти интеграл 

• Подынтегральная функция является nростейшей дробью третьего тиnа, так как квадратный трехчлен 
2 

z2 + 4z + 6 не имеет действительных корней (его дискриминант отрицателен: � - q = -2 < 0}, 
а в числителе стоит мноrочлен nервой стеnени. Поэтому nостуnаем следующим образом: 

1) выделRем nолный квадрат в знаменатале 

z2 + 4z + 6 = (х2 + 4х + 4) + 2 = (z + 2)1 + 2; 
2) делаем rюдстановку 

(здесь Q2 = 2); 
ж + 2 = t; d� = dt, х = t - 2, �2 + 4х + 6 = t2 + 2 

3) находим интеграл J 2 - х  " j 2 - (t - 2) d j dt 1 /  2t dt .. ж - t - 4 - - -- -z2 + 4ж + 6 - · t2 + 2 - t� + 2 2 t2 + 2 -
4 t 1 2 ж + 2  l 2 

··· 
arctg v'2 - 2 tn(t + 2) + С  = 2v'2 arctg 72" ,... 2ш(ж +4z+ 6)+ C. ,. 



24 ------------------· fn• Xll. Heonpeдt.niiiНWil ltiiТII'plll 

JV. Для нахождени11 интеrра.ла от простейшей .nроби четвертого типа положим, IOU< 
и выше, 

Тогда получим (k � 2) 

·j Mz + N f Mt + (N - �) -:-:::-----� dz = - dt = (z2 + pz + q)k . · '  (t'l + а•)• 

М !( 2 2 _11 ( 2. 2 .. ( Мр) 1 dt 
= 2 t + а  } d t + а  ) + N -:- Т (t2 + 42)11 = 

М ( Мр) 1 dt = 2(1 - k)(t2 + a2).t-l + N - Т (t2 + a.2).t • 
Интеrрал в правой части обозначим через J,. и nреобразуем ero следующим образом: . 1 . dt . 1 1 (t2 + а.2) - t2 J" = (t2 + а.2)1с == а' (t2 + а2)' dt = 

= .!_ j . · dt _ _!_ 1 t2 dt 
= l.т. _ 2.:1  t d(t2 + а2) 

42 . (t2 + а2)11-1 а2 (t2 + a2)k 42 .t-t 2а.2 (t2 + а2)1с · 
Интеrрал .в правой части интеrрируем по частям, noлaru 

откуда 

du = dt, 

d(t2 + а2) u = t, d'l.l = (t2 + a2)i ' 

Мы получили так �азываемую рекуррен.m1tую формулу, которая позволяет найти инте­
I'Рал J�c для: JПОбоrо k = 2, З, . . . . Действительно, интеrрал J1 является табличным: 

J1 = J· 2. 
dt 

2 = ! arctg ! + С. 
t + а  а а 

nолагая в рекуррентной фОрмуле k =:= 2, наАдем 1 dt t Jt t . . 1 t . J2 = (t2 + а2)2 = 2a2(t2 + а2) + 2а2 = 2a2(t2 + а2) + 2ai arctg а + с . .  
Знu J2 и полаrая k = 3, легко наЙдем J3 и так далее. i 
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В окончательном результате, nодставляя всюду вместо t и а их выражения через а: 
и коэффициенты р и q, nолучим Д1UI nервоначального интеграла выражение его через а: 
и заданные числа М, N, р, q . 

Rpt!Мtp 8. Найти интеrрал 

<е� ПoдынтerpiiJ!OКIII функци11 есть nростейwа11 дробь четвертого тиnа, так как дискриминант klliдpaТJoiOro 
тpeJ<'I.IIeнa a:2-4z+S  отрицателен, т. е. � - q  = -1 < О, а эначит, энаменател�о дейсnlительных корнеА 
не имеет, и чиспитеnь есть многочлен 1-oll стеnени. 

1) Выде1111ем е знаменателе nопныА квадрат 
:�:2 - 4z + S = (z2 - 4:�: + 4) + 1 = (z - 2)2 + 1. 

2) Делаем nодстанрвку: 
ж - 2 = t, dж =< dt; 2: = t + 2 (о2 = 1) .  

Интеграл nрнмет аид: ,. 

J il: + l  j t + З  l j 2t dt J dt . 1 · j dt 
(zZ - 4ж + s)2 dz = (t2 + t)2 dt 

"" 2 (t2 + 1 )2 + 3 (t2 +1)2 = - 2(t2 + 1) + 3 (t2 + t)2 ' 
nоnагая а рекуррентной формуле k = 2, а2 = 1 ,  будем иметtо 

J dt . t l j  dt t 1 -
(t2 + 1 )2 "" 2(t2 + 1 ) + 2 · tr.;:1 = 2(t2 + 1) + 2 arctв t + С, 

и, спедоаатаnьно, искомый интеграл равен 

J z + l 1 . Зt 3 Зt - t . ·· э 
(а:2 - 4z + 5)2 dz = - 2(t2 + 1) + 2(tЧ 1) + 2 arctвt + С = 2(t2 + 1) + 2 arcts t + С. 

Возвращаясь к переменной :1:, nолучим окончателtоНО 

7 .3. Общий сnучаА 

J Ж + l  Зж -: 7  3 
(ж2 - 4ж + 5)2 dz = 2(ж2 - 4ж + S) + 2 arctв(z - 2) + С. "" 

Из результатов nn. 1 и 2 этого nараграфа неnосредственно следует важная теорема. 

Теорема 4. Неопредеденнl!lй интеграл от любой рационО.!lьной функции всегда существует 
(на интергО.!lах, в которьtх знаменатель дроби Qп(а:) f::. О) и Вlllражается через конечное 
число элементарнЬIХ функций, а именно, он RtiiUleтcя алгебраической сум.мой, Чllенами 
которой могут бlllть лишь мнoгoltlltHlll, рациональнl!lе дроби, нaтypO.Ilьнllle логарифмы 
и арктангенсl/1. 

Итак, Д1UI нахождения неопределещ1ого интеграла от дробио-рациональной функ-
ции следует nоступать следующим образом: 

· , 

l) если рациональнаядробь неnравильная, то делением числителя на знаменатель 
выделяется целая часть; т. е. данная функция nредставляется в виде суммы многочлена 
и nравильной рациональной дроби; 

· 
2) затем знаменатель nолученной правильной дроби разлагается на nроизведение 

линейных и квадратичных множителей; 
3) эта правильная дробь разлагается на сумму простейших дробей; 
4) используя линейность интеграла и формулы n. 2,  находЯТСя интегралы от ка· 

:ждого слагаемого в отдельности. 

Прммер 7. Найти интеграл 

J ж' 
(z - l)(ж'i - 4) dz. 
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4 Та/< как знаменатель (ж - 1)(:�:2 - 4) == ж3 - ж2 - 4ж + 4 есть многочлен третьей степени, то nодын· 
теrрмьна11 фунtщи!l 11\ВЛ!Iется неnрааильной дробью. Выделяем в ней целую чаоть: _ х3 1 ж3 - ж2 - 4z + 4 

:�:3 - z2 - 4а: + 4 1 

z2 + 4:1: - 4  
Следовате11ьно, будем иметь 

х3 ж2 + 4х - 4  ..,..--.,..,�,..--.,.:- = 1 + ..,..--..,..,..,.-"-".. (ж - 1)(z2 - 4) (ж - l)(z2 - 4) '  
где Ro(z) = 1 ,  P(z) = х2 + 4:�: - 4 .  Знаменатель nравильной дроби 

х2 + 4:�: - 4 
(х - l)(x2 - 4) 

имеет три различных действительных корн11: 

а =  l ,  Ь = 2, с =  -2, 
и nоэтому ее разложение на nростейwие дроби имеет вид 

Отсюда находим 

z2 + 4ж - 4  А В С 
..,.--.....,.,...,......,,.--� = + -. - + -- . 
(z - l)(z2 . ..  4) ж - ж - 2 ж +  2 

ж2 + 4z - 4 = А(ж2 ·_ 4)+ В(х - l)(z + 2) + С(х - l)(x - 2). 
Придавай !!kрrуценту 3: эначе�W�II, равные корням знаменател!', н.айдем Oj3 этого тождества, что: 

если х = l ,  

если ж ==  2 ,  

есл и  z = -2, 
СледоВательно, 

1 
то -ЗА, А 

то 8 = 4В, В = 2; 

2 
то -8 = 12С, С =  -:з·  

Пример 8 .  Найти интеграл 

4 Подынтеrрмьная функЦИS� является nравильной дробью, знаменатель которой имеет два раЗличных 
действительных корня: :: = О 1/ратности 1 и :: = l кратности 3. Поэтому разложение nодынтегральной 
фуикции иа nростейwие дробИ имеет вид 

ж2 + 1 At А2 Аз В 
z4 - zЭ 

= 
-; + ';2 + zЭ + ж - 1 .  

Приводя nравую часть этого равенства к общему знаменателю и оокращая обе части равенства на этот 
знаменатель, nолучим 

или 
;2 + 1 = (А1 + B)z3 + (-At + А2)��:2 + (-А2 + Аз)ж - AJ. 

Приравниваем коэфф�>�циенты nри одинаковых стеnенях ж в JI8IIOI:I и nравой частях этого тождества: 

А1 + В = о, -А1 + А2 = l , -А2 + Аз = О, -Аз = 1 . 
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Отсюда находим А1 = -2, А2 = -1 ,  Аз = - 1 ,  В =  2. Подставлии найденные значения коэффициентов 
в разложение, будем иметь 

Интегрируя, находим: f zl + l dz = j· (-� - � - 1 + -2-) dz = -2 1n lzl + ! + ..,:, + 2 1n lz - 1/ + C. � z4 - zЗ х :с2 r.c - 1 r.c """'� 

Пример 9. Найти интеграл 

"' Знаменатель дроби не имеет действительных корней. Поэтому разложение на nростейwие дроби 
nодынтегральной функции имеет вид 

Отсюда 

или 

х3 - х  M1x + Nt M2z + N2 
-(z-2 -+-1)-2 = z2 + 1 + '(:!!...:::,2..-+--:-:1 )-i-2 • 

z3 - :с  = (Mt:r: + N1)(z2 + 1) + М2:с + N2, 

х3 - х = M1z3 + N1x2 + (М1 + М2)х + (Nl + N2). 
Приравнивая коэффициен'IЪ! nри одинаковых стеnенях х в левой и правой частях этого тождест!!IЗ, бу­
дем иметь 

откуда находим 

и, следовательно, f z3 z . j [ :е 2х ·] l 2 1 
(:�:2 + 1)2 dx = z2 + 1 - (х2 + 1)2 dx = 2 ln(x + 1) + z:i + 1 + С. � 

Замечание. В nриведеином nримере подынтегральную функцию моЖJ'!о nредставить в виде суммы 
nростейших дробей более nростым сnособом, а именно, в числителе дроби выделяем бином, стоящий 
в знаменателе, а затем nроизnодим nочленное деление: 

::3 - ж  (ж3 + :с) - 2:: z(z2 + 1) - 2х z 2z 
(х2 + J )2 = (х2 + 1)2 (х2 + 1)2 = z2 + 1 - (х2 + 1 )2 . 

§ 8. Интегрирование иррациональных функций 
Функция вида 

rде Prn и Q11 являются многочленами .стеnеней т и n соответсuюнно от nеремен­
ных u, ,  и2, . . .  , UA a называется рациональной фун"цией от и1 ,  и2, • • •  , ure . Наnример, 
мяоrочлен второй степени от двух nеременных u1 и u2 имеет вид 

P2(u1 , u2) = Аоо + A,out + Ao,u2 + А2оиf + Ани1и2 + Ао2и� , 
где Аоо . А1о ,  Ао, , А20 ,  А1 1 ,  Ао2 - некоторые действите.nьные nостоянные, nричем 
А�0 + А�1 + А�2 # О. 
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Пример 1. Функция 
z2 + 2уэ + ��:r \ /(e, r) = :�: + z3y2 + 1 

является рационаnlоНОА функциеА от nеременных 11: и 1/• Т81С IC8IC она npeдcrallnЯIT ообоА отноwениа 
мноrочпена трем!:! стеnени P:t(:e, 11) = z2+2:t�3+:z:r и мноrочnена n!!ТОд С'l'еnени Q5(111, r) = z+ж3r�+ l ,  

/( )  � а фунiСЦИII 11:1 Jf = z+tt , ТIICOao!:l Hl ЯIJIЯIТCR. 
В том случае, когда персменные u 1 ,  u2 , . . .  , u" , в свою очередь, являются функ­

циями переменной ж : 
u 1. = f1(z), u1 = /2(:�:), . . .  , u" = /a(z), 

то функция R[/1 (:�:), /2(ж), . . .  , Д(ж)] называетсярационапьной фун"цией от фунiЩий 
/t (z) , !2(ж) ,  . . .  , f"(ж) . · 

Пример 2. ФунiСЦИЯ . 
z2 + Jz.1 + :z: + 1 

/(z) = �r +  1 + 3J:a:5 + :11 + 1 
1СТ1о рационвпьная фунiСЦИя от .z и радикапа ../ z2 + :е + 1 :  

Прммер 3. Фун�еция вида 

f(:z:) = R(:z:, Vz2 + 11 + t). 

ln z + е ..;;t;i 
/{ж) = 2 + sin :�2 

не ЯВЛЯIТСЯ рационвпьноА фун!СЦИIА от 11: и радикапа ..;;r+1, но она ямяется рационапьно!:l функцией 
от фунiСЦИi! ln :а: , е .;;r.;i и sin m2 : 

. 
f(:e) = R(lnz, е v84i, sln :r:2).  

Как показывают примеры, интегралы от иррациональных функций не всегда вы­
ражаются через элементарные· функции. Например, часто встреча,ощиеся в приложе­
ниях интегралы · 

1 dж ' и 
y'(l - z2)( 1 - k2z2) 

о <  k < 1 ,  

не выражаются через элементарные функции; эти интегралыназываются эмиптu'lес­
"'ши интегралами первого и второго родов соотвеТственно. 

Рассмотрим те случаи, когда интегрирование иррациональных функций можно 
свести с помощью неКоторых подстановак к интегрироsанию Рациональных функций. 

1. Пусть требуется найти интеграл 

1 R (ж m г;;;+Ь) dж · v � , 
где R(a:, у) - рациональная функция: своих аргументов z м w; т �. 2 - натуральное 
чИсло; а, Ь1 с, d - действительные постояннsе, удовлетворяющие условию ad- Ьс #: О 
(nри ad- Ьс = О коэффициенты а и Ь пропорциональны коэффициентам с и d, и по-
этому отношение :$3 не завнеитот ж; значит, в этом случае подЫнтеrралънаяфуиiЩия 
будет я мяться: рациональной функцией nеременной ж, интегрирование которой было 
рассмотрено ранее). 
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.,. Сделаем в данном интеграле замену nеременной, nоложив 

t = V. �z. + Ь или tm = a:c +
d
b

' c:c + d' с:с +  
Отсюда выражаем nеременную ж через новую nеременную t. Имеем 

(с:с + d)tm = а:с + Ь, аж - c:ctm = d, •  tm - Ь; 

ж = · �!.�1 - рационмъная функция от t .  Далее находим 

d · mtm-1 (a - ctm) + cmtm- l(d · t� - Ь) d::r: = 
(а - ctm)2 . dt) 

или, nосле уnрощения, 

Поэтому 

j J! ( •• V:::} dz :  j J! ( d.·':d:ь , t) ..r;_-�(�m)>Ьc) dl = j J!, (t) dt, 

где ..R1 ( t) - рациональная функция от t ,  'J;'ак как рациональная функция от рациональ­
ной функции, а также nроизведение рациональных функций, nредставляют собой 
рациональные функции. 

Интегрировать рациональные функции мы Умеем. Пусть 

j R1 (t) tlt = F(t) + С, F'(t) = ..R1 (t). 

Тогда искомый интеграл будет равен 

ПpttМtp 4. на/:lтм интеrрап 

, t . f . tl:& 

� ( 9'i + v'i) . 
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<111 Общий знаменатель дробных nоказателей стеnеней z равен 12, nоэтому nодынтегральную функцию 
можно представить в виде 

l l 
�(�+ Vi) 

= 
( IVЖ)3 [( �4 + ( '�6J ' 

откуда видно, что она является рацио�альной функцией от ж и 1.Qii, т. е. R(z, I.Qii). Учитывая это, 

nоложим t = 1.Qii, z = t12 , dx = 12t 1 1 dt. Следовательно, J dz . = J l2t11 dt = 12 j t4 dt = 12 j (t4 - 1) + l dt == �( � + Vi) t3 (t4 + t6) 1 + t2 l. + t2 
= 1 2  j (t2 1 + 1 � t2 ) dt = 12 (� - t + arctgt) + С ==  4* - 12 '*+ 1 2 arctg '*+ С  . .,.. 

2. Рассмотрим интегралы вида , 1 R(x, Jax2 + Ьх + с )  dx, 

где nодынтегральная функция такова, что заменив в ней радикал J ах2 + Ьх + с  че· 
рез у,  получим функцию R(x, у) - рациональную относительно обоих аргументов х 
и у. Этот интеграл сводится к интегралу от рациональной функции друrой nеременной 
подстановкоми Эйлера. 
8.1 . Первая nодстаковка Эйлера 
Пусть коэффициент а. > О. Положим 

Тогда 

или 

t = у,....ах-2'""'+-Ьх_+_с + Va х. 

(t - ..;а х)2 = ах2 + Ьх + с, 

t2 - 2Va xt = Ьх +с. 
Отсюда находим х как рациональную функцию от t :  

t2 - с 
x = -=---

2va t + ь '  
и ,  значит, 

d _ 2t(2v'(i t +  Ь) - (t2 - c)2V0: _ y'at2 + ьt + cva х -
(2vat + Ь)2 dt - 2 

(2V0:t + Ь)2 dt, 

J ах2 + Ьх + с = t - ..;а х  = t - уа t�- с 
Ь = уа; t2 � Ы + с .;а. 2v at +  2v a t  + Ь  

Таким образом, указанная r!одстановка выражает х ,  dx и J ах2 + Ьх + с  рационально 
через t .  Поэтому будем иметь 

�------------------� 1 R(x, Jax2 + Ьх + с) dx = 1 R1 (t) dt, 

где 

является рациональной функцией от t .  
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Замечание. Первую лодстановку Эйлера можно брать и в виде 
t = Jах2 + Ьх + с  Viix. 

Пример 6. Найти интеграл j dx ../х2 +а2 . 
<11 Так как а = 1 > О, то nрименяя nодстановку Эйлера t = + z, найдем 

t2 а2 t2 + а2 г-:;-:--:; . t2 _ t2 + а2 х = dx dt, у х2 + а2 = t - � · 
Поэтому будем иметь 

J ../х::а2 = J 
2t 
+ 

Задача. Применяя первую подстановку Эйлера, nоказать, что j dx = ln)x + Jx2 -а2) + С, lxl > lal. 

8.2. Вторая подстановка Эйлера 

Пусть трехчлен аа:2 + Ьх + с  имеет различные действительные корни z1 и а:2 (коэф­
фициент а может иметь любой знак) . В этом случаеполагаем 

Jах2 + Ьх + с  (ж - zt )t (или Vax2 + Ьx·+ c = (x - z2)t) . 
Так как 

то получаем 

а(х - Xt )(x - ж2) = (х - x1)2t2 , 
откуда находим 

. 2 или а(а: - а:2 )  = (х - Xt )t , 

x 1t2 - ах2 2а(ж2 - a:1)t х =  dx = dt, t2 - а (t2 - а)2 

J аж2 + Ьа; + с = ( ZJ:: = :z2 _ а;1) t = а(�� = :2)t . 
Так как х, dz и J аж2 + Ьс + с выражаются рационально через t ,  то исходный интеграл 
сводится к интегралу от рациональной функции, т. е. · 

\ 
где 

-рациональная функция от t. 
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Пример 7. НаАтм интеrрап 

к интегралу от рациональной функции достаТочно 'первоЙ И второй подстаковок Эй­
леgа. В самом деле, если дискриминант Ь2 - 4ас > О, 1'0 корни квадратного трехчлена 
аж + Ьа: + с действительны, и в этом случае применима вторая подстаковка Эйлера. 
Если же Ь2 - 4ас < О, то знак трехчлена аа:2 + Ьа: + с  совпадает со знаком коэффи­
циента а, и так как трехчлен должен быть цоложиriтьным� то а > О. В этом случае 
применима первая nодстаковка Эйлера. · · · · · · 
Для нахождения: интегралов указанного выше вИда ие,всеrда щ.��есообразно применять 
подстановки Эйлера, так.какдля них мо:хсио найти и друrие оnособы интегрированИя, 
приводящие к цели быстрее. Рассмотрим некоторые из таких Интегралов. 
1 .  Для нахождения: интегралов вИда �r-�-..;-/u:-2 7,_· _Ьa:_+_c_'_a_rF-_0...,, 1 
выделяют пр.лный: квадрат из квадраткого трехчлена: 

аж2 + Ът + с = • ( •' + � :. + ; ) = • [ (•' + 2• � + :., ) +; -:., ] = 
= а [ (а: + ;а) 2 + 4a:j ь

2 ] = а (а: + :а у + 4а�: Ь
2 
= а (а: + 2ьа у + Р, 
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где 

После эroro делают nодстаковку 

и nолучают 

·� � d:e = dt 

J d:e J dt 
V а:е2 + Ь:с+ с 

= .J a.t2 + р.' . . 
rде коэффициенты а и Р имеют разные знаки или они оба nоложительны. При а > О 
и Р > О, а также nри а > О и Р < О  интеграл сведется к логарифму, если же а <  О 
и Р > О - к арксинусу. 

· 

11римtр 8. Найти интеrраJI 

J d:r 
va�2 - 4:r + s · 

• Так как :е2 - 4:е + S = (:е - 2)2 + 1 ,  то, nоnагая :е - 2 = t, d:e = dt, nоnучаем 

f v:e2��:нs = j J(ж�;>2 + 1 -j vt1�1 = ln(t+Vt2 + 1) +c= ln(:e-2+V:e2-4z+s) +c . ..,. 

Пример 9. Найти 

J d:e / 
../6z - z2' 

• Имеем ба: - ж2 = -[(z2 - бж + 9) - 9} = 9 - (а: - 3)2 • Полагая :е - 3 = t ,  d:t = dt, будем иметь 

2. Инtеrрал вида 

J dж j dt t z - 3 :: � = a�sin - + С  = arcsin- + С  . ..,. t/6z - z2 v9 - t• 3 3 

- J М ж + Н d -�. О ж, а т- , 
· уаж2 + Ьж + с  

nриводится к интегралу из п. 1 следующим образом. Учитывая, что производная: ( аж2 + 
Ьх + с)' = 2ах + Ь, выделяем ее в числителе: 

1 Мх +Н d:e = 1 Mt[(2ax + Ь) - Ь] + Н dж = vаж2 + Ь:е + с va:e2 + Ь:с + с , 

2 Зак. 628 

- м 1 (2a:c + b) dx + (н- мь) ! d:e -- 2а vax2 + Ь:е + с . 2а. va:e2 + Ьх + с -
_ М j d(аж2 + Ь:е + с) + (Н - МЬ) J . dж _ 

- 2а va:e2 + Ьх + с 2а V аж2 + Ьх + с -
= м Ja:cz + ь:е +с + _ (н- мь)· J- -- .• d:c . . 

а 2а .J az2 + Ьж + с 
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Пример 10. Найти интеграл 

r J ж + 1 d 
v'6x - х2 х . 

..,. Выделяем в числителе производную подкоренного выражения. Так как (6х - х2)' = 6 - 2х , то будем 
иметь, учитывая результат примера 9, f х + l d - l f -2х - 2 d с- l f (6 - 2х) - 8 d 

-v6x - x2 х - - 2 v6z - :r:"2 х - v6x - x2 х -

3. Интегралы вида 

= 4
/ dx 'l j d(6x - x2) _ 4 arcsin x - 3 J6x - x2 + C. II>  - 2 v6x - x2 - -3-

J Pn(x) d 
Jax2 + Ьх + с  

х
, 

где Р11(х) - многочлен n-ой стеnени, можно находить методом неоnределенных ко­
эффициентов, который состоит в следующем. Доnустим, что имеет место равенство J Рп(х) . dx Qn-J(x)Vax2 + Ьx + c + An j 

J 
dx 

. , ( 1) J ах2 +Ьх + с ах2 + Ьх + с 
где Qп-l (а:) -мн�rочлен (n 1) -ой стеnени с неоnределенными коэффициентами: 

Qп-l(x) = Ао + AtX + . . .  + An-JX11�1 •  
Для нахождения неизвестных коэффициентов Ао, А1 ,  • • •  , An- I nродифференцируем 
обе части ( 1) :  

J 
Pn(:e)_ . 

= Q�-� (x)vax2 + Ьх + с+ 
ах2 + Ьх + с  . 

ах + �  1 
+ Qn-1 · 2 + An · · 

уах2 + Ьх + с  уах2 + Ьх + с  
Затем nравую часть равенства (2) nриводим к общему знаменателю, равному знамена­
телю левой часщ, т. е. yt ах2 + Ьх + с, сокращая на который обе части (2), получим 
тождество 

(3) 
в обеих частях которого стоят многочлены стеnени n .  Приравнивая коэффициенты 
nри одинаковых стеnенях х в левой и правой частях (3) , nолуЧим n + 1 уравнений, 
из которых находим искомые коэффициенты Arc(k = О, 1, 2, . . .  , n) . Подставляя их 
значения в nравую часть ( 1) и найдя интеграл 

J dx 
Jax2 + Ьх + с ' 

nолучим ответ для данного интеграла. 
Пример 1 1 .  Найти интеграл 



о e, 'Инterpмpoaattмe lleкotopыx триrОttометрических выражениii -------------- 35 

<0111 Положим 

J ж2 dх . /  j dx 
-;=т==:===; == (Ао + A1xfy х2 + 2х + 2 + А2 . 
v'x2 + 2z + 2 . v'x2 + 2z + 2 

Дифференцируя обе части равенства, будем иметь 

z2 . 1 х + 1 А2 -;=т=== == A1 yx2 + 2x + 2 + (Ao + AJ x) + . 
v'x2 + 2x + 2  v'x2 + 2z + 2  v'x� + 2z + 2  

Приведя правую часть к общему знаменателю, и сокращая на него обе части, получим тождество 

х2 == А1 (х2 + 2z + 2) + (Ао + А1х)(х + 1) + А2 , 
или 

. х2 == 2А1х2 + (2AI + А1 + Ао)х + (Ао + 2AI + А2). 
Приравнивая коэффициенты nри одинаковых стеnенях х ,  nридем к системе уравнений =� 1 ������ == о  } ' 

х0 Ао + 2AI + А2 == О  

(4) 

из которой нахоАИм Ао = - � ,  А1 = � ,  А2 = � .  За..-ем находим и1пеграл, стоящий в nравой чэсти 
равенства (4): 

fvx2:�+ 2  
= j J<:��:)

+ l  
== ln(x + 1 + Vz2 + 2x + 2 ) + C. 

Следова..-ельно, искомый интеграл будет равен 

2 . . . . . 

J х dx · · · х - 3 . 1 1 · ( . 1 · · ) v' 
2 . = -2- y x2 + 2x + 2 + - ln z + 1 + y'X2 + 2x + 2  + С  . ... 

z + 2x + 2  . 2 

§ 9. Интегрирование 
некоторых тригонометрических выражений 

1. · Рассмотрим интеграл вида 

J R(sin х, cos х) dx, ( 1) 

в ·котором подынтегральная функция является рациональной функцией как от sin х, 
так и от cos ж одновременно. Например, функция 

( ) 
1 - 2  sin х J x  = ---
2 + cos2 x 

является рациональной функцией одновременно и от sin х и от cos х ;  функция 

1 + sin2 х 
g(x) = �+cosx 

является рациональной относител�но sin х; но не является рациональной относитель­
но cos х ( функции такого типа мы рассматривать не будем) . 

Интеграл ( 1) с помощью замены переменной tg � = t, где -11' < х < 1Г ,  сводится 
к интегралу от рациональной функции. В самом деле, 

2 sin z cos z 2 tg � 2t sinx = 2 2 = - · 
cos2 � + sin2 � 1 + tg2 � - 1 + t2 ' 



---------------------.� Гnщ XII. Н11011ределен��wiЮ�ТеfрЩ1 

поэтому 

cos2 ! - sin2 ! 1 - tg2 z 1 - t2 
cos :z: = 2 2 = . ! = --

cos2 } + sin2 ! 1 + tg2 � 1 + t2 ' 
2 dt 

:z: = 2 arctg t, d:z: = 1 + t2 , 

1 . J ( 2t . 1 - t2 ) 2 dt 1 
R(stn :z:, cos :z:) d:z: = R l + t2 ' l + t� ·I + t2 = Rt (t) dt, 

где R1 (t) - рациональная функция от t .  
Пример 1 .  Нейти интеrрал 

J dz 
sln z '  

.,.. Применяя nодстановку ta у = t ,  наАДем 
� 

j 1�1111 = j 2- dt = j � = ln \t\ +C = ln jta � \ + C. • 
J+t• 

Указанная подстаковка цноrда приводит на практике к громоздким выкладкам, 
поэтому укажем несколько частных случаев, в которых интеграл J R(sin :z:, cos :z:) d:z: 
может быть наЙден с помощью более простых nодстановок. 

А. Пусть интеграл имеет вид 

j R(sin :z:) cos :z: d:z:. 

Тогда nодстаковка sin :z: = t ,  cos :z: d:z: = dt приводит интеграл к виду 

Пример 2. · j cos ж dz 1 ' t = sin ж 
.,.. 4 + sin2 z = dt = cos z dz 

1. Интеграл имеет вид 

1 J R(t) dt. l 
1 J dt 1 t 1 ( 1  . ) = --, :::::: - arcta - + С =  - arctg - sm z + С. • 4 + t• 2 2 2 2 

1 1 R(cos ж) sin :z: d:z:. l 
Полагая cos :z: = t, sin :z: d:z: = -dt , приводим интеграл к виду 

- J R(t) dt. 

Прммер З • 
.... j� dz = \· t_== co

d
sz 

dt · \= -J � = -J d(2+t) = -ln(2+t) + C = -ln(2+cosz) + C. • 2+cosz stnz ж = - 2 + t  2 + t  

В. Если подынтегральная функция: R(sin :z: ,  cos :z:) содержит sin :z: и cos :z: только в чет­
ных стеnенях, то удобно применить nодстаковку tg :z: = t .  Тогда 

dt 
:z: = arctg t, d:z: = 1 + t2 . 
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ФункциЯ sin2 ж и cos2 ж в этом случае выражаются рационально через tg ж ,  а следова­
тельно, и через t. В самом деле, 

sin 2 ж tg2 ж t2 
sin2 a: =  = = -

cos2 ж + sin2 ж 1 + tg2 ж 1 + t2 ' 

2 cos2 a: 1 1 
cos ж = 

cos2 ж + sin2 ж = 
1 + tg2 ж = 1 + t2 • 

В результате этой подстановки интеграл приведется к виду 

1 . 2 2 1 ( t2 1 ) dt 1 R(stn а:, cos а:) da: = R 1 + t2 , 1 + t2 1 + t2 = R, (t) dt, 

где R1 (t) - рациональная функция от t. 
Пример 4. Найти интеграл 

dl ..,. По110жим tg z = t, dz = 1-W .  Тогда 

Поэтому 

t2 sln2 z = 1 + t2 ' 2 1 cos z = 1 + t2 •  

J dz j 1 dt 
sin2 z + 4 cos2 z + 2 

= .1..,. + � + 2 1 + t2 = 

r. Рассмотрим интеграл вида 

1+1• 1+1 1 j dt 1 t · 1 (tg z) = 3 t1 + 2 
= эv'2 arctg v'2 + с = зv'2 arctg � + с . ..  

1 sin° ж со/ ж dз:, 

где а, f3 - действительные числа, и укажем два случая, когда этот и.нтеграл выражается 
через элементарные функции. . 

а) Одно из чисел а или f3 является положительным нечетным числом. Пусть, 
например, f3 = 2k + 1 ,  где k > О - целое, а второй показатель степени, т. е. а ,·может 
быть любым действительным числом. Тогда, используя тождество cos2 ж + sin2 ж = 1 ,  
интеграл можно представить в виде 

1 sin° ж со/ ж da: = 1 sin° ж cos2A:+I a: da: = 

nоложив 

будем иметь 

= 1 sin° a:(cos2 а:)11 cos ж da: = 1 sin° a:(l - sin2 а:)11 cos ж da:. 

sin ж = t, cos ж dж = dt, 
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Возводя 1 - t2 в степень k по формуле бинома Ньютона и умножая все члены получен­
ного многочлен11 на ta , получим k + 1 степенных функций, интегрирование которых 
очевидно. 

Пример 5. Найти интеграл 

� Имеем 

j sin2 жсоs5 жdж = j sin2 жсоs4 жсоsжdж= j sin2 :r:(1 -sin2 ж)2 cos:r:d:r: = 1 �:��: =dt 
1 = 

j 2 j 6 1 2 5 1 1 3 2 5 1 7 . .  
= t2( 1 - t2) dt =

, 
(t2 -2t4 +t  )dt = з t3 - 5 t + 7 t7 + C = :зsin ж- 5 sin ж+ 7 sin ж+С . .,. 

1lример 6. Найти интеграл 

� Имеем 

J sin3 ж 
dж. 

cos2 ж 

J sin3 ж j sin2 ж j 1 - cos2 х 1 cos ж = t 1 -
2
- dж :::; -· -

2
- sin ж dж = 

2 
sin ж dx = 51. � d� _ dt = 

cos х cos х cos х n �  � - -! t2 - 1 J ( 1 ) 1 1 .. 
'= -

t2
- dt = 1 - 'i2 dt = t + t + с = cos х + с;;; + с . ... 

Пример 7. Найти интеграл 

� Имеем 

J cos3 х 
-- dx. y's1n ж 

J cos3 х d� - j cos2 х 
cos � d� _ j 1 - sin2 z 

cos � d� - 1  sin z = t 1 = 
у'sщ z 

� 
- . y'sin z 

� � - y'Sin z 
� � - cos z dz = dt 

= j 1-:{ dt = j (г� - t �) dt = 2t i - � t � + C = 2v'sin z - � (v'sin z )5 + C  . ..  
' 

б) Числа а и f3 являются положительными четными чис,лами, т. е. а = 2m, 
f3 = 2n, где т и n - натуральные числа. В этом случае иногда удобно преобразовывать 
подынтегральную функцию, используя известные формулы тригонометрии 

2 1 - cos 2х 
с
-
082 .,.. = 1 + cos 2х sin х =  ---- .... 2 2 

В результате применения этих формул при т '# n интеграл приведется к виду 

j sin2m х cos2n х dx. = j (sirt2 x)m(cos2 x)n dx = 

(1) 

= j с - c;s 2х) т с+  c;s 2х) n dx = 2�+n /(1 - cos 2x)m( l  + cos 2x)n dx. 

Возводя биномы 1 - cos 2х и 1 + cos 2х соответственно в степени т и n и раскрыВая 
скобки, получим сумму, члены которой содержат нечетные и четные степени cos 2х . 
Члены с нечетными степенями cos 2х интегрируются как указано в п. а). К членам 
с четными степенями cos 2х снова применяем формулы ( 1 ) , в результате чего полу-. 
чим степени cos 4х .  Продолжая так дальше, дойдем до интегралов вида J cos kx dx 
(где k > О  - четное число) , которые легко находятся. 
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В случае, когда т =  n, используется также формула 

1 sin :с cos а: = 2 sin 2:с, 
применение которой дает J sin211 а: cos211 а: d:c = j (sin а: cos а:)211 da: = / ( i sin 2:с )211 

d:c = 
. 

1 J . 2n 1 /( 2 )n = 411 sm 2а: da: = 411 sin 2а: da: = :
n 
1 с - c2os 4а: ) n 

da: = 8: J ( 1 - cos 4a:)n da:. 

Последний интеграл находится так, как указано выше. 
Пример 8. 1 · 2  4 d j

l-cos2z ( l +cos2z)
2
d <4 sщ xcos х х= 2 2 z =  1 

j 2 з . 1 
j [ l +cos4z . 2 ] = з  (l +cos2x �cos 2:z: �cos 2z)dx = s  l+cos2x - 2 ( 1 � sш 2x) cos2:z: dx= 

= �j (� - � cos4ж+sin
2 2:z:cos2x) dz :::: � (�ж� � sin4x + ! sin3 2a:) + С  . ., 8 2 2  . 8 2  8 6 

Пример 9. J . 2 2 j . 
2 1 j 2 1 

j 
l -cos4x 1 ( 1 ) <011 stn zcos xdx= (stnz cosx) dx= 4  sin 2xdx = 4  2 dz= g  x � 4 sin4z + С  . ., 

2. Интегралы вида 
г-----------------------------, J����d:c, J����d:c, J����d:c 

легко находятся с помощью тригонометрических формул (а # fЗ): 
1 · .  . sin a:t cos ра: = 2 [sin(a + fЗ):t + sin(a - fЗ)ж] ,  

1 
1 cos аа: cos fta: = 2 [ cos( а + fЗ)ж + cos( а - ft)ж] , 
1 ' sin аа: sin ft:c = 2 [cos(a - ft)a: - cos(a + ft)ж] . 

Найдем, например, первый интеграл. Имеем J sin аа: cos ,дж da: = i J ( sin( а + ft)ж + sin( а -. fЗ):с] di = 
_ ! [- cos(a + fЗ)z _ cos(a - fЗ)а:} - 2  r.l А + С. а + ,.., а - р 

Остальные два интеграла находятся аналогично. 
Пример 10. . \ 
<011 j cos Зx cos z dx = �J(cos 4z+cos2z) dz = � (� sln 4z+� sin 2x) +C ::::: � sin4z+� sin 2z+C . ., 

\ 
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Упражнения 
Используя таблицу простейших интегралов, найдите следующие интегралы: 

1 . j ж2 -У:r dж. 

4. j ( vz +  �) 2 
dж. 

J 2" +
.
5" 7. ---w;- dж. 

10• j sin 7ж + sin Зж dж. 
sin Sж.cos 2ж 

J dж 13. h2 h2 . s ж е  ж 1 8. j cth2 ж dж. 

J dж 1 9. �· 4ж + 9 

J dж 2. �· 

5 . j 2"8" dж. 

8. J cos 2ж dж. cos2 ж sin2 ж · 1 1 .  j(tg ж - ctg ж)2 dж. 

14. j sh 2ж dж. 
сh ж 

J dж 17. 4ж2 + 9 '  

J dж 20. �· 9 - 4ж 

3. j V жr;7i dж. 

J 6" 8. З2" dж. 

9 J sin 2ж 
• 3 dж. sin ж cos ж 

J dж 12. . . cos2 ж stn2 ж 15. J th2 ж dж . .  

J dж 18. 4ж2 - 9 ' 

Применяя метод nодстановки, найдите следующие интегралы: 

21. же Т dж. J .2 

· j dж 24. -� - · 
ж n ж  

j dж 27. . 

ve" + t '  j dж 30. жvtж=l ' 

J жз 33. � dж. 
1 - ж  j ln tg ж 36. � dж. . ISln Ж 

J жз 22. ж2 sin З dж. j dж 25. 4 • � ( 1 + � 

j е2" 28. -. -1 dж. 
е." -

31. j ж �ж +  1 dж. 

34 j ж dж 
' 1 + ж4 ' 

· 37. j ctg ж dж. ln sin ж 

23. j � dж. 1 - ж  j dж 26. 4 ·. • �Jl - Vi  
29. j а:2(ж - 1)18 da:. 

32. j �
ж dж. 

ж + l j ж2 35. V & dж. 
1 - ж  38 j sin ж � "' d ' cos3 ж е ж. } arctg а: . e•rcta2 " 39. 1 2 dж. + ж  j lп ж 40. 

ж(4 + ln2 ж) dж. 

Применяя метод интегрирования no частям, найдите следующие интегралы: 

41. j же-= dж. 

44. j (1 + ж)е"' dж. 

47. j arctg ж dж. 

� 

J ж 50. -2- dж. cos ж 53. j sin(ln'ж) dж. · 

42. j ж2" dж. 

45. j ( 1  + ж  ln 2)2" dж. 

48. j ж arcctg ж dж. 

51 . j ж tg2 ж dж. 

43. j ж sin 2ж dж. 

46. j (2ж - ж2)е _" dж. 

49. j arcsin ж dж. 

52. j cos(ln �) dж. 
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Найдите интегралы от простейших дробей: 

J 2 dж . .  j dж 
54• 5 + 2ж · 55' 2 - За: ' 

J dж 
57' ( 1 - 2ж)' · · ж +  1 
60. j 2 2 dж. ж - ж +  J ж dж ' 

81' а:2 + 7а: + 1 З ' 

J dж 
56' (Зж + 5)3 · 

1 z + 2  
59. 2 2 5 dz. " + а: + 

Найдите интегралы от рациональных функций, nрименяя метод неспределеиных коэффи· 
циентов: 

J :Zж + З 62. z2 + За: - lO da:. 
! ж3 - ж + 2  

85. ж2 _ 1 dж. 
J 

а:2 + 2z 
68. (ж +  l)4 

dж. 
J dж 

71 . ж(ж2 + 1) . 

J ж dа: 
83• (ж +  1 }(2а: + l) · 

J ж4 + 1 
86. ...,..-- dz. :е� - :1: 

J dж 
89, -З--4 ' ж + а: . dж 
72. ] a:4 - l ' 

J Зж2 .... 2z - 4 
84. (ж - 1)(z2 - 4) d:t. 

J 1 fi+; 
?е. (t - a:)( l+ж)2 · v т=;d•. 

1 dж 
79. v'4z-жi' 
82 J d:t 

· v's -4ж- ж1 '  
J а:

-
3 85. v'1 + 6ж - z:Z dж. 

88 J 2ж2 + 1 d , v'ж2 + 2  z. 

Найдите интегралы от тригонометрических функций: 

J dж j dж 
91. . 92. . . 2 + соs ж 5 + 4 stn z 

f · dz j sin 2ж 94. . . 95. . 2 dж. 5 + sш ж + З соs ж l + sm ж 

97. J 1 + cos ж - si
.
n ж �-. j з ""' 98. · co

.
s ж dж. 1 - соs ж + sш ж  

100. j sin2 ж cos3 ж dж. 

103. J sin2 ж cos2 ж dж. 

101. j cos4 ж sin3 ж dж. 

1 04. j sin4 w dz. 

J d:D 
93. . . . З sшz - 4 cos.ill 
96 

j cosж dx 
' 5 + sin2 ж - 6 sin x ' 

99. j sins ж dx. • 3 
102. � � dж. cos4 ж 
105. j sin4 ·х c�s2 ж dж. 
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1 12. j cos 7ж cos Зж dж. 

1 1 5. 1 sin x sin 2x sin 3x
.
dx. 

1 cos2 х 107. -.. -4- d:c. sш х 
1 10 .  j sin Sx cos ж d01:. 

1 13. j sin 15х sin lOx dx. 

Ответы 

108. 1 dx . sin2. х сш;4 х 
1 1 1 . 1 sin x cos 5x dx. 

1 14. со5 - cos - dз:. 1 х х 
. . 2 3 

1 .  О,Зх1013 + С. 2. 4{/Х + С. 3. i\z1518 + С . 4. f + 2х + Jn lx l + С. 5. 1�6;6 + С. 6. ifr 0)'' + С. 
) 

s-• г• 7. - Jn$ - iii2 + С. 8. - ctg x - tg x + С. 9. 2 tg z  + С  .. 1 0. 2х + С. 1 1 . tg x - ctg ж - 4х + С. 
12. tg a: - ctg x + C. 13. - th x - cth x + C. 14. 2 ch x + C. 15. x ..., th x'+ C. 1 6. x - ch x + C . 
17. i tg-1 t x + C. 18. -h ln /�=�; /+С.  19. 1n V2x + v'4x2 + 9+С. 20. 1 sin"'1 i x+C. 21.,е"2'2 +С ;  
22. - cos � + С. 23. -v"f"=? + С. 24. /n j ln xj + С. 25. 4 !n( l  + � + С. 26. -sJI - {/Х+ С. 
27. -2 1n( е-"/2 + v'l + е-•')+С. 28. ln le" - Jj + е"' + С. 29. + 1"���20 + ("'��)1' + С. 
30. 2 tg- 1  �. 31 . �(х + 1)713 - �(х + 1 )413 + С. 32. �(х + 1)2f3(2x - 3) + С. 33. -vт::-? + 
!J(l - x)З + C . 34. ! tg- 1 x2 + C. 35. t sin-1 x3 + C. 36. Pn2 tgx + C. 37. In j ln sin xj + C. 

2 2 ' 
38. !е11 "' + С. 39. �e•m& "' + С. 40. Jn v'4 + ln2 х + С. 41 .  -(х + l)e-"' + С. 42. "':�22;1 2" + С. 
43. � sln 2х - j cos 2х + С. 44. :�:е"' + С. 45. х2" + С. 46. х2е,-"' + С. 47. х arctg ж - ln � + 
С. 48. 4(х2 + l ) arctg x - 4х + С . 49. x sin-1 х + � + С. 50. x tg x  + ln \ cos :tl + С. 
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Глава Х/1/ ______________ _ 
ОПРЕДЕЛЕНН�IЙ ИНТЕГРАЛ 

§ 1 . Задачи, приводвщие к понятию 
определенного интеграла 

1.1. Гiюметрия: nлощадь nлоской .фигуры 
Рассмотрим плоскуюфигуру аАВЬ, ограниченную кривой АВ , являющейся графиком 
положительной неnрерывной функции у = f(z) , отрезком [а, ЬJ , а < Ь, оси Ох 
и nрямыми z = а, х = Ь, которую будем называть криволинейной трапецией (рис. l). 

Рис. ! 
Установим понятие nлощади криволинейной траnеции аАВЬ и укажем сnособ 

въi'Iисления этой nлощади. Разобьем отрезок {а, Ь] на n частей точками 

а = Хо < Х1 < Х2 < . · . < Xn-1 < Xn ::: Ь. 

На каждом части•Jном отрезке [xk- t ,  xk } возьмем no одной произвольной точке �k 
(rek-l � �k � xk) и nостроим прямоугольник с основанием [xk-1 ,  xk l  и высотой, 
равной f (�k) , k = 1, 2, . . .  , n. Площадь AQk этого nрямоугольника будет равна 

AQ,. j(�,.)Axk, 
rде длина основания прямоугольника равна Axk == Xk - i/;k- 1 • в результате такого 
построения получим «ступенчатую» фигуру, состоящую из n прямоугольников, пло­
щадь Qп которой будет равна сумме площадей этих nрямоугольника в: . • 11 . . 

Qn = f(bl Axl + /(�2)Axz + . . .  + J(�n)Axn ·= 2: /({)Aa:k. • 
k=l 
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Будем теnерь делить отрезок (а, Ь] на все более и более мелкие части так, чтобы 

число частичных отрезков увеличивалось, а их длины уменьшались. Тогда «стуnен­
чатая• фиrура будет все меньше и меньше отклоняться от криволинейной траоеции 
аАВЬ. Пусть 

Л = max �ж�� 
!E;;k'n 

является длиной наибольшего из частичных отрезков [ж�;_1 ,  ж�;] , k = 1, 2,  . . .  1 n. 
При Л - О число частичных отрезков будет неоrраничено увеличи�mтъся, а длины. 
�ЖА: всех этих отрезков будут стремиться к нулю, так как О � �а;11 � Л для всех 1с = 1, 2, . . . , n. Если суmествует конечный предел Q nлощади «стуnенчатой• фигуры 
при 

А = max �ж�� - О, I E;IIE;;n 
то он принимается за nлощадь криволинейной трапеции аАВЬ, т. е . .  

n 
Q.= lim Qп = lim L: /((,)�ж,. . .\-+0 .\-+0 k=l 

Этот предел, если он суmествует, не должен зависеть от сnособа разбиения отрезка 
[а, Ь} на частичные отрезки [ж111_ 1 ,  ж11] и от выбора точек (rc на них. 

Таким образом, задача о nлощади криволинейной трапеции аАВЬ nривела нас 
к вычислению предела вида 

n 
lim L: /((т.)�ж •. mexA:a:JI-+0 

,, .. ,11 k=l 
(1) 

1 .2. Физика: пуп. материап�аноА точки 
Рассмотрим следующую физическую задачу: найти путь S, пройденный материальной 
точкой за промежуток вJ)емени от t = t0 до t = Т, если известна скорость v двИжения 
этойточки какфункция времениt ,  т. е .  v = /(t) . Для ее решенияразобьем промеЖуток 
времени [ t0, Tl на n малЬIХ временных интервалов, ограниченных моментами времени 

to < t1 < t2 < . . . < tn = Т. 
Доnустим, что скорость f ( t) мало меняется на каждом промежутке [ t11_ 1 ,  t�:] и nоэтому 
ее можно nриближенно считать постоянной на нем и равной значению v в некоторый 
момент времени 1k Е [t�c-1 1 t�;]. Тогда nуть s11 , пройденный точкой за время �t�c = tk -
t�c- 1 , будет nриближенно равен 111 = f ( Тfc)�t�� и, следо�mтельно, nуть Sn , nройденный 
точкой за время от to до Т, nриближенно равен 

n 
Sn = sa + 82 + . . .  + Sn = /(тt)�t, + /(т2)�t2 + . . .  + f(тn)�tn = 2: J(т�c)�t��. 

1:=1 

Обозначим через А наибольший из частичных nромежутков времени �tk : 

А = max �t11• 
l.s;;;k:E;n 

При Л - о.чИсло частичных nромежутков времени будет неоrраниченliо увеличивать­
ся, а сами промежутки будут неоrраниченно уменьшаться. При nереходе к nределу 
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nри л· - О в сумме Sn . nолуt�им точное значение nути S ,  nрой:денноrо точкой за · nро­
межуток времени QТ t0 до Т: 

(2) 

Мы nришли к вычислению nредела, имеюшеготот же вид, что и nредел ( 1) ,  только 
роль переменной ж играет время t .  

Тhким образом, рассмотренные выше две задачи приводят нас к вычислению 
однотипных nределов (1) и (2) сnециального вида. Эти цределы, в случае их су­
шествования, называются оnределенными интегралами от функции /(ж) (или /(t) )  

6 т 
и обозначаюТся символом J /(ж) dж (или f J(t) dt) . 

<� lo 
Перейдем теперь к изучению этих пределов, отвлекаясь от их rеометрическоrо 

и физического смыслов. 
· 

§ 2. Понятие определенного интеграла 
l]устъ функция /(ж) оnределена на отрезке [а, Ь] , где а < Ь. Разобьем этот <>Треэок 
на n частей nроизВОJiъными точками 

а = Жо < Жt < Ж2 < . . .  < Жn-1 < Жn = Ь, 
и nусть Ь.ж�с = ж�: - Ж�:-1 (Ь.жlf > О) - мины nолученных частичных <>Трез�ов 
[ж�с- 1 1  ж�с J .  В :каждом частичном <>Трезке [ж�с-1, ж�:] возьмем произво.nъную точку CJ: • 
вычислим значения J ( {J:) функции f (ж) в этих точках и составим сумму 

.n 
Sn = /(�t )fla;t + j({2)6.z2 + . . .  + /(�n)LlЖn ::!:: 2: /(�k)ilж�:. 

А::=! 
Эта сумма называется и�тегрШIЬНОй суммой функции f(ж) f{a отрезке r а, Ь] . Величина 
интегральной суммы Sn зависит как от сnособа разбиения оТрезка [а, ЬJ на частичные 
отрезки [ж�:-1 , ж�:J ,  так и от выбора точек {�; на них. 

Обозначимчерез Л длину наибольшего из отрезков [ж�:.." 1 , а;11 ] , т. е. 
Л ==  max Аж�:. l �k�n .. 

n 
Оnредеnеиме. Число J называется пределом интегрШ/ьных сумм :Е. /(�k)Аж�с функ-

k==t 
ции /(ж) на <>Трезке [а, ЬJ , если для любого числа е > О найдется число б > О та­
кое, что дЛЯ любого разбиения отрезка [а, Ь} на части с длинами .Аж�с < б дЛЯ всех 
k = 1 ,  2, . . .  , n (т. е. Л < б ) , неравенство 

�� /((.�с)8ж�: - Jl < е 
будет въщолняться nри любом выб">ре точек (.�: . 
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Для обозначения предела интегральных сумм употребляется запись 

Здесь число 6 зависит от выбора числа е и поэтому иногда пишут б =  б( е) . 

Оnределение. Если nри любых разбиениях ОТрезка [а, Ь] , а < Ь на частичные отрез� 
n 

К11 [a:k-l • xk] и nри любом выборе точек �k в них, интегральные суммы Е f(��;,)flxk " k=l 
nри ,\ --> О имеют один и тот же конечный nредел J, то этот nредел называют опреде� 
ленным интегралом в смысле Рuмана от функции /( х) по отрезку fa, Ь] и его обозначают 

ь 
символом J j(x) dx. 

о 

Итак, по оnределению 

Числа а и Ь называются соответственно нижним и верхним пределами интеграла; ж на� 
зы�ется переменной интегрированШI, f(ж) - подынтегральной функцией, f(x) dж -
подынтегральным выражением. 

Заметим, что из самой конструкции определенного интеграла вьtтекает, что его 
величина не мецяется, если функцию J(ж) видоизменить в любой точке с отрезка [а, Ь] . 
Иначе говоря, если вмесtо функции f (ж) взять функцию . ' .'' 

g(�) = { /�) = : � ��· Ь] ,  ж # с, 

где число С #  f(c) , то 
ь ь j g(x) dж = j f(a:) dж. 

а а 

Это сnраведЛиво и в.случае изменения значений функции f(ж) в конечном числе точек 
отрезка [а, Ь] . 

Так как определенный интеграл определен нами при условиИ, что а < Ь, то допол� 
ним его определение, заметив, что: 

а 

l) если Ь = а, то j !(�) dж = О; 
а 

о ь 
2) если Ь < а, то j j(x) dx = - jJ(x) dx. 

Ь а 
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ъ Пример. Вы'!ИСЛИть J d� . 
.. 

<111 По определению определенного интеграла получаем 

Ъ n � j dж = l.im L: llxk = lim L:<xk - хн ) = 
4 Л-tО k=l .Л-tО k= l  

= lim [(xJ zo)+(z2 -xt)+ . . .  +(z,._, Zn-2)+(x,. - x,н)} = 
Л->0 

� = lim(z,. zo) = lim(Ь - а) = Ь - а. 11> л-о л-о 

§ 3. Условия интегрируемости функций 

Определение. Функдня J (а:) , определещшя на отрезке называется интегрируемой 
по Ри.ману на этом отрезке, если для нее существует определенный Интеграл 

ь 

J J(a:) da:. 

а 

Теорема 1. Если функцил j(х) интегрируема по Ри.ману на отрезке [а, bJ, то она ограни­
чена на этом отрезке. 

<1111 Пусть функция f(a:) не ограничена на отрезке [а, bJ. Разобьем отрезок [а, Ь] на ча� 
стичные отрезКи [z�:-1 , а:11],  k · =  1, 2, . . .  , n. Так как f(ж) неограничена на [а, Ь] , то 
найдется .частичный отрезок, на котором она не ограничена. Пусть, например, таким 
отрезком будет отрезок l Zo, Х! J .  Выберем точки �. и составим интегральную сумму 

n n 
Sn == 2: /(�-.)Аж�: == /(�i)Aжt + 2: J(�k)Aжk· 

k=l 
' k=2 

Зафиксируем точки �2 .  �3, • • •  , �n и будем менять только точку �1 Е [жо, ЖJ ] .  Тогда 
n 

сумма Е /(�-.)Аж�: будет иметь определенное значение, а первое слагаемое j(�1 )Ax1 
k=2 

будет изменяться, и надлежащим выбором точки �� его можно сделать как угодно 
большим по абсолютной величине и, значит, ISnl может быть сделана как Угодно 
боЛьшой. Это означает, что интегральная сумма Sn при max Аж�с -+ О не имеет l o>;k:s;;;n · 

конечного предела, т. е. j(ж) не интегрируема по Риману на [а, Ь] . Отсюда следует, 
что если функция j(ж.) интегрируема на [а, Ь] , то она ограничена на {а, Ь] . • 

Замечание. Ограниченность функции /(z) на отрезке [а, Ь] не является достаточным условием РЛЯ ее 
интеrрируемосm, т. е. функция /(z) может быть ограниченной на [а', Ь] И в то же время не интегриру­
емой на [а, bJ. В качесТ!Iе прнмера, доказывающего это утверждение, приВедем фунКШ!ю Дирюиlе: { l ,  если z рационально, /(r11) = lJ.(z) = О, 

если х иррационально, 

которую рассмотрим, наnример, на отрезке [О, Ij .  Эта функция оq;анИчена: [f(z) l  � 1 '<lx Е (0, 1}, 
но она не интегрируема на нем. 
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n 

<11 В самом деле, СQСтаВИ11 411Я нее интегральную сумму 811 :;:: Е /.(4�с)��. будем иметь: . . k•l 
" 

S11 ·= Е l ·.Aa:�c = 1 .  дли рационмькьrхточек (�с, 
k•l · 11 

811 = Е О· А��:�с = О 411Я иррациоиальньtх точек (J<. 
A•l 

Итак, nри тобом как угодно малом Л = max Az�c иmеrрапьная сумма 811 может nринимать как 
� lllt•<n . 

значение, равное t, так и значение, равное R)'JIIO. Следовательно, 814 nри Л .... О nредела не имеет, т. е. 
функция Дирих.ле не интеrрирусма иа отрезке [0, 1] . ..,. 

Приведем без доказательства теорему, даюшую достаточное условие интегрируе­
мости.функции. 

Теорема 2. Фующия 1 (ж), непрерывная на отрезке [а, Ь] , интегрируема на этом отрезке. 
� ' 

Пример 1 .  Функция /(z) = е-еа неnрерывна на отрезке [O, s], где 11 - любое число, и nоэтому она 
интегрируем& на этом отрезке, т. е. для нее существует оnределвнныА интеграл 

Приведем формулировки еше двух теорем, даюших достаточные признаки инте­
грируемости функции. 

Теорема 3. Функция /(ж), определеннОJl и монотоннОJl на отрезке [а, Ь}, интегрируема 
на этом отрезке. 

Здесь следует оtметить, что если функция /(ж) монотонна на отрезке [а, Ь} , то 
ее значения заключены между числами /(а) и /(Ь) . Поэтому оnределенная на [а, Ь} 
монотонная функция /{ж) ограничена на этом отрезке. 

· 

Теорема 4. Функция f(ж), ограниченнаяна отрезке [а, Ь} и имеющаЯна нем конеч.ноечисло 
точек разрыв.а, интегрируема на этом отрезке. 

Пример 2. Функция 

/(z) = { sin �' еСли ж ':f: О, 
1, EICJI И  Ж ::: 0, 

интегрируема на отрезке [О, 1 ) ,  потому что она ограничена, 1/(z)l l!i; 1 'Vz Е {0, 1), и имеет на этом 
отрезке одну точку разрыва :е= О (точка разрыва второго рода). · 

§ 4. Свойства оnределенного интеграла 
Установим некоторые свойртва оnределенного интеграла. При этом будем считать, 
что все рассматриваемые ФУнкции неnрерывны, а следовательно, интеrрируемы на от­
резке [а, Ь] . 
1 .  Оnределенный интеграл зависит только от величины НижнеГО и верхнего nределов 
интегрирования, т. е. от чисел а и Ь, и от вида подынтегральной функции /(ж) , 
но он не зависит от nеременной интегрирования. Позтому величина оnределенного 
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интеграла не изменится, если букву z, обозначающую nерсменную интегрирования, 
заменить любой друrой буквой: 

ь ъ ь 
j J(a:) da: = j /(t) dt = j J(u) du. 
а а а 

2. Постоянный множитель можно выносить эt:J. знак (вносить nод знак) оnределенного 
интеграла: 

ъ ъ j AJ(a:) da: = А j /(а:) dm, А = const . 

<111 По оnределению имеем 

11 11 11 . ъ 
1 A/(z) dz = lim L A/((Je) Аа:1е = A liт L /((�r)Aa:11 = А j /(z) dz. • 
са Л-+0 lc=l . Л-+0 lc=l а 

3. Оnределенный интеграл от алгебраической суммы д� функций равен алгебраиче­
ской сумме интегралов от этих функций: 

ь ь ь 
1 [J,(a:) ± /2(а:)] da: = / lt(rt} da: ± 1 /2(а:) da:. 
а · а са 

Ь n 

.. J (/t (Z) ± /2(а:)} dz = f� L(/t((�r) ± /2(�А))Аа:11 = 
а 11=1 

= lim [t /1 ((A:)Aa:�r ± t /2((JJ)Aa:•] = 
л-о k=l k=J 

n n Ь Ь 
= lim "'J1 (��r)Art�r ± lim"" /2({�r)A . .  rt1r = f /1 (а:) da: ± f· f2(a:) dz. _. 

л-о � л-о � lr=l 1:=1 . . 11 4 

С11едст1111е. Имеет место соотношение 
ъ ъ ь 

j[At/t(rt) + A.2�2(a:)J d:l: = A.t j /t(rt) dz+A2/ /2(:t) d:l:, 
4 

где А1 и А2 - проиэвольные постоянные, которое выражает свойство линейности опре­
деленного инmеграда. 
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4. Дтr любых чисел а, Ь{и с имеет место равенство 

\ ь с ь j J (ж) dж ;;; 1 J(ж) dж + 1 J(ж) dж 
а 1 а с 

при условии существования обоих интегралов в nравой части. ·  Это равенство выражает 
свойство аддитивности определенного интеграла. 

,.... Рассмотрим два случая. 
l) Пусть а < с < Ь. По определению имеем 

Ь n j J(ж) dж .
= 1� 2::: /(��с)Ажk. 

а . k=l 
Так как интеграл не зависит от способа разбиения отрезка [а, Ь] на части, то точку с 
можно включить в число. точек деления этого отрезка. Пусть, например, разбиение 
Имеет вид (рис. 2) · · 

" 
· 

а <  Жо < Ж! <  Ж2 < . . .  < Жт = С <  Жт+l < . . .  < Жn = Ь. 

у 
в 

А 

Xz Хп= Ь х 

Рис. 2 

n 
Тогда интегральную сумму 2:: /(�k)Аж�е ,  соответствующую отрезку (а, Ь] , можно paз­

k=l 
бить на две суммы: одну, соответствующую отрезку [а, с] , и другую, соответствующую 
отрезку [с, Ь] , т. е. 

n т n 
L /(��е)Аж�с = 2: /(�k)Аж�е + L J(�k)Aж�e. 
k=l k=l · k=т+l 

Переходя: в этом равенстве к переделу при Л = max Ажk -+.О,  получим l ,.;k,.;n 
Ь n 

1 J (ж) dж = lim """ J(�k)Aж�c = л ..... о �  
а k=J 

т n с Ь 
= lim """ J(��е)Аж11 + lim """ J(���:)Aжk = 1 J(ж) dж + 1 J(ж) dж. л-о � л-о � k=l k=т+J а с 
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2) Пусть а < Ь < с. В силу доказанного имеем 

откуда находим, что 

с ь с J /(ж) dж = J f(ж) dж + /J(ж) dж, 
. а а Ь 

ь с с с ь J /(ж) dж = 1 f(ж) dж - 1 /(ж) dж = 1 f(x) dx + J f(x) dж . .,. 
а а . Ь  а с 

Для случая, когда f (ж) > О и а < с < .  Ь, �войство аддитивности определенного ин­
теграла означает, tiтo площадь криволинейной трапеции аАВЬ равна сумме площадей 
криволинейных трапеций асСА и сЬВС (рис. 2). 

5. Еслифункции /(ж) и g(ж) на отрезке а �  ж �  Ь удовлетворяютусловию /(х) � g(ж) , 
то 

ь ь 

1 f(ж) dж � / g(x) dж, 
а а 

т. е. неравенстt)о можно интегрировать. 
<1111 Так как /(ж) � g(x) в каждой точке х Е [а, Ь] , то nри 'любом разбиении отрезка 
[а, Ь} на части [ж1н , ж.�:} и nри любом выборе точек �А: Е [ж.�:� I, ж,�:} будет сnравеД1Iиво 
неравенство 

n n 2: J<�.�:)t::..ж.�: � 2: u(�.�:)t::..;z:.�� . 
k=i k=i 

Переходя в этом неравенстве к nределу nри Л = max !::..ж.�: - О, получим nри а � Ь l�k�n 

у 

о а 

ь ь 1 /(ж) dж � j g(ж) dж . .,. 
а а 

Рис. 3 

ь х 
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Звмечение. В случае, когда /(ж) ;;?; О и g(ж) ;;?; О на отрезке [а, Ь], этосвойство геометрически означает, 
что площадь криволинейной траnеции abBt A t  не больше площади криволинейной траnеции аЬВ2А2 (рис. 3).  Из этого свойства, в частности, следует, что если /(ж) ;;?; О (/(ж) � О) на отрезке [а, Ь] , то 

i f(ж) dж ;;?;  О (i /(ж) dж � О) . 
6. Если а < Ь ,  то имеет место неравенство 

li /(•) dz .; j 11(•) 1 dz. 
а а 

• Интегрируя в леределах от а до Ь очевидное двойное неравенство 

лолучим 

т. е. 

- 1/(z)/ � /(:с) � 1/(:с) /, 

ь ь 11 
- 1 IJ(:c) / d:c � 1 J(:c) d:c � 1 IJ(:c) l dx, 

а а а 

ь ь 
1 J(:c) d:c l � 1 IJ(:c) l d:c . ..,. 
а а 

7. Если числа т и М являются соответственно наименьшим и наибольшим значени­
ями функции /(:с) на отрезке а �  :с �  Ь, то 

ь 
т(Ь - а) � 1 J(:c) d:c � М(Ь - а) .  

а 

• Так как т � J (:с) � М для всех :с Е [а, Ь] , то в силу свойства 5 лолучаем 
ь ь ь 
1 т d:с � j J(:c) d:c � j М d:c. 
а а а 

Но так как 

то 

ь ь 
j т d:c = т j dx = т(Ь - а), 
а а 

ь 

ь ь J M dx = M J dх = М(Ь - а), 
а а 

\ 
т(Ь - а) � j J(x) dx � М(Ь - а). IIJt. 

а 
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У А2 _______ __,_ _____ ..,.._в2 

А 

т 

о а ь х 

Рис. 4  
31мt'IIIIM• Д1!11 функции /(�!:) > О на [а, Ь), Это свойство rеометрически означает, что мощадь Q хри­
волииейной траnеции аЬВ А заключена между nпощадRМи Q1 и Q2 nрямоугольников аЬВ 1 А 1 и аЬВ2А2 
(рис. 4): 

Q1 � Q � Q2· 

Пример 1.  Оценить интеrрап 

� Так квк 

т =; mln 1 = 1 1 = О 2S OIOe<211' VlO + б sin z V'10 + б sln z  ••у ' ' 

1 1 1 . 
М = max = , = O,SO, 010•10211' v'lo + 6 sln а: v'10 + б  sin z ��-��' 

2 
то cornacнo ceoliicтey 7 будем иметь 

т. е. 

211 d 
211' · 0,,25 � j JiB+gsln z � 211' · 0,50, 

о 

� · /211' da: . 
2 � v'l0 + 6Sin 'll � 11'. 11> о ' 

Пример 2. Выяснить (не вычимяя), квкоli из интеrраnов больше: 
1 1 j е-"'2 dz иnи j е-"' dz. 

о о 

� На отрезкв О i1$; ж � 1 имеем z2 � z, ОТК'/РI!J -z � -z2, и так как чимо е >  1 ,  то е-:-"' � e_,.z 
и по ceolicтey 5 П011учаем 
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· § 5. Теорема о среднем 

Теорема 5. Пусть функция J(;.c) непрерывна на отрезке [а, Ь] . Тогда на этом отрезке 
найдется по крайней .мере одна точка � такая, Чfi!O имеет место равенство: 

11 j j(x) dж = (Ь а)/({) ,  а �  { � Ь. 
а 

..,.. Так как f(x) непрерывна на отрезке [а, Ь} , то она на этомотрезке имеет наименьшее 
значение т и наибольшее значение М, и по свойству 7 получим 

ь 
т(Ь - а) � j f(x) dж � М(Ь - а). 

а 

Учитывая, что Ь - а >  О, находим 
ь 

т �  Ь� а � j(x) dx � M. 
а 

Положим 
ь 

Ь �а j f(x) dx = р., rде т �  Jt � М. 
а 

В силу непрерывности функция f(x) принимает все промежуточные значения, за­
ключенные между т и М. Поэтому наЙдется значение х = �, а � � � Ь такое, что 
JIO = р.,  т. е. 

ь ь 

Ь � а 
j /(ж) dx = JIO или j j(ж) dx = (Ь - а)/({) , 
а а 

Замечание. При а < Ь будем иметь 

а , t , ь • 0 , { - а , Ь - а  • 
Положив { - а · ь---;; е, о '  е ' 1 , 
находим отсюда { = а + (Ь - а) · О. Доказанное выще равенство можно записать теnерь в виде 

ь j f(x) dx (Ь - a)l[a + (Ь a)DJ, о, , О '  1 •. а 
Тhометрический смы<;л,.теоремы о среднем состоит в следующем. Пусть функция 

j(x) � О  на отрезке [а, Ь] , а <  Ь. Тогда 
ь j f(x) dx = Q1 ,  (Ь - a)j(!;) = Q2, 

а 
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где Q1 - nлощадь криволинейной трапеции аЬВА, Q2 - nлощадь прямоугольни­
ка abNM, основанием которого является отрезок [а, Ь) , а высотой ордината точки 
С ( �, j Ю) . Теор6ма о среднем. утверждает, что на кривой АВ (рис. 5) найдется no 

крайней мере одна точка с(�, /(�)) такая, что Q1 = Q2 . 

у 

о 

Определение. Число 

А r--.....;Y;:...=....:fi�(x.:__) 
M ._--------=._�----.N 

fiO в 

а ь 

Рис. 5 

ь 
M[J(x)] = 

Ь � а 1 j(x) dx 
а 

называется средним значением функции j(x) на отреже [а, Ь) . 

х 

Если функция j(x) неnрерывна на [а, Ь] , то найдется точка � Е [а, Ь] такая, что 

M [J(x)] = JIO. 
Пример. Найти среднее значение функции /(:с) = sin :c на отрезке [01 11"] . 

<111 По определению получаем: 

1 " 1 2 M[sin :c] = -- / sin :c d:c = - (- cos 11"+ cos O) = - .  

11" - 0  11" . 11" о 
Здесь мы воепользавались формулой Ньютона-Лейбница, которая будет доказана ниже в § 7 . ..,. 

§ б. Производмая интеграла 
с переменным верхним пределом 

Пусть функция J(oc) непрерывна на отрезке [а, Ь) . Возьмем на этом отрезке произ- . 
вольную точку х и рассмотрим определенный интеграл 

'Z 

1 j(t) dt . 
. а 
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Этот интеграл существует для любого :z: Е [а, Ь] в силу непрерывности /(:z:) на [а, Ь] 
и является функцией своего верхнего предела :z: .  Обозначим ее через F(:z:) , т. е. поло-
жим 

:z 

F(:z:) = ! /(t) dt. 
а 

Теорема 6. Пусть фун"ция /(:z:) непрерывна на отрезк.е [а, Ь] . Тогда функция 
а: 

F(:z:) = 1 J(t) dt 
а 

имеет проиsводную в любой точ"е :z: Е [а, Ь] , причем 
F'(:z:) = /(:z:). 

Другими словами, производпая от определенного интеграла по его верхнему nре­
делу равна значению подынтегральной функции в верхнем пределе. 

о1111 Дадим аргументу :z: приращение A:z: ::f:. О такое, что :z: + A:z: Е [а, Ь] . Тогда функция 
F( :z:) получит приращение AF, равное в силу аддитивности оnределенного интеграла 

a:+Li.a: а: a:+da: (1 

AF = F(:z: + A:z:) • F(:z:) = . 1 /(t) dt - 1 /(t) dt = 1 , j(t) dt + 1 /(t) dt = 
\ а о а а: · 

а a:+Li.z a:+Li.a: 
= 1 /(t) dt + 1 /(t) dt = 1 /(t) dt. 

а: а а: 
Применяя теорему о среднем значении, получим 

AF = (:z: + A:z: - :z:)/(:z: + fJ 7 A:z:) = �:z: · /(:z: + fJA:z:), 

откуда 
AF . 
A:z: 

= J(x + fJ · Ах) , О �  fJ � 1 .  
Переходя в этом равенстве к пределу при Ах --+ О и учитывая непрерывность функ­
ции /(х) в любой точке :z: Е [а, Ь] ,. получим 

т. е.  

AF lim л- = lim f(x + fJ · Ах) = /(х), Az-o '-lX Аа:-о 

F'(z) = f(ж) или и f(t) dt ) ' = f(ж) Vж Е [а, Ьj. • 
а 

Замечание. Если функция /(z) непрерывна на отрезке [а, Ь] то для любого z Е [а, Ь] будем иметъ 

(i /(t) .,) ' � ( - l  /(!) ") ' 
=

- (l /(!) .,) ' � -

/(•) . 
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Пример. 

Теорема 7. Если функция J (ж) непрерывна на отрезке [а, Ь] то она на этом отрезке имеет 
первtюбразную, о значит и неопредменный интеграл. 

�
·

Пусть /(:t) непрерывна на [а, Ь] . Тогда для любого ж из этого отрезка существует 
:t 

оnределенный интеграл J J(t) dt, т. е. существует функция 
4 

111 

F(ж) = j j(t) d.t 
а 

такая, что 
F1(ж) = /(ж) Vж Е [а, Ь] . 

Это означает по определению, что F(ж) является первообраэнойдля /(ж) на [а, Ь] . От­
сюда следует, что неопределенный интеграл от функции J (ж) , непрерывной на [а, Ь) , 
можно представить в виде 

· · · 
111 j J(ж) dж = j J(t) dt + C, 

а 

где С - произвольная постоянная. 111> 

§ 7. Формула Ньютона-Лейбница 

Теорема 8. Пусть функция J (ж) непрерывна на отрезке [а, Ь], а фуюсция F(ж) RtJЛJieтCR ее 
перsообразной на этом отрезке, тогда 

ь 1 J(:t) d.ж = F(Ь) - F(a) . 
11 

Эта формула называется формулой Ньютона-Лейбница. 
� Возьмем функцию 

2 

Ф(ж) = 1 J(t) d.t, ж Е (а, Ь]� 

Эта функция является первообразной дп.я функции J(ж) на отрезке [а, Ь] , а любЬrе две 
nервообраэные для одной и той же функции отличаются друг от друга nостоянным 
слагаемь�м, т. е.  существует постоянная С такая, что 

11! 

Ф(ж) = F(:t) + С или 1 j(t) dt = F(ж) + С  
а 
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для всех з: Е [а, Ь] . При з: = а  имеем 

а 1 /(t) dt = F(a) + С 
а 

а 
и так как f!(t) dt = О, то F(a) + С = О, откуда 

а 

С = -F(a). 
Следовательно, 

z 1 /(t) dt = F(з:) - F(a). 
а 

Положив з: = Ь, получим 
ь 1 /(t) dt = F(Ь) - F(a), 

а 
или, обозначая переменную t интеrрирования через з:, 

ь 1 /(ж) dж = F(Ь) - F(a) . .... 
а 

Замечание. Если '*'значить F(Ь) - F(a) = F(a:)\6 , то формулу Ньютона-Лейбница можно заnисать 
в вцде �--------0 ----------� 

ь ъ j f(a:) dz = F(z)la, rде F' (х) = f(x) • 
• 

Доказанная формула является основной в интегральном исчислении. Она сводит вычисление оnреде­
ленного интеrрала от функдии f(z) к нахождению ее первообразной F(x) . 
Примерw. 
1 .  НаАти 

.,. Известно, что 

Поэтому 

2. Найти 

.,. Имеем · .. 

4 j х dж. 
2 

J х2 z2 
ж dх = Т  + С, т. е. F(ж) = Т  + С. 

4 . 2 14 42 22 f z dz = � 2 = 2 - 2 = 6 . .,. 

.. j sin z d:r:. 
о 

j sin x dx = -cos xl: = - cos :�r - (- cos О) = 2 . .,. 
о 
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§ 8. Замена переменной в определенном- интегр�ле 

Теорема 9. Пусть дан интеграл 
ь j /(ж) dж, 

а 

где функция j(ж) непрерывна на отрезке [а, Ь} . Положим ж =  tp(t) , и пусть функция tp(t) 
удовлетворяет условия.м: 

1) при изменении t от а до fJ функция tp(t) непрерывно меняется от а до Ь так, что 
tp(a) = а, tp({J) = Ь а все остальные значения <p(t) содержатся в области, где функция 
/(ж) определена и непрерывна; 

2) производная tp1(t) непрерывна на отрезке [а, (3] . 
Тогда будет справедлива формула 

ь f3 j j(ж) dж = j /[tp(t) ]<p'(t) dt. 
а а 

<111 По формуле Ньютона-Лейбница 
ь j J(ж) dж = F(Ь) - F(a) , 

а 

где F(ж) - какая-нибудь nервообразная для функции /(ж) на отрезке [а, Ь] , т. е. 
F'(ж) = j(ж) V'ж Е (а, ЬJ . Возьмем сложную функцию от t, а именно Ф(t) = F[tp(t)J, 
определенную на отрезке [а, (3] . По правилу дифференцирования сложной функции 
ее nроизводмая равна 

Ф'(t) = F1 [tp(t)]tp1(t) = J[tp(t)]tp1(t) . · :  

Таким образом, функция Ф(t) есть первоебразная для функции /[<p(t)]tp'{t) ,  непре­
рывной на [а, (JJ , и по формуле Ньютона-Лейбница получим 

f3 ь J /[tp(t)]tp1(t) dt = Ф((J)- Ф(а) = F[tp({J)] - F[<p(a)] = F(Ь) - F(a) = J j(x) dz. 111> 
а а 

Замечание. Функцию \C(t) выбирают так, чтобы новый интеграл 
{3 j flll'(t)]IC1(t) dt 

" 
был более простым, чем nервоначальныi!: интеграл 

ъ j f(x) dx. 
о 

При вычислении определенного интеграла по доказанной формуле к старой пере­
менной интегрирования не возвращаются. 

Пример 1. Вычислить интеграл 
" j Va2 - z2 dx (а > О). 

о 
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<11 Положим, наnример, :11 = а sin t. Тоrда / 
d:t = а СЩ t dt, va2 - :��2 :: 4 sin t. 

Поnаг811 в равенстве z = а sln t снечала z = О, а затем :с = о ,  nолучим даа уравнения а sln t = О, 
а sln t = о ,  из которых находим нижииА nредел интегрирования t = О и верхний npeдan t = ! . nозтому 
будем иметь 

1 + cos2t о fll/2 1 fll/2 ra ъ fll/2 
1
2 2 2 j Ja2 - z2 dz = a2 j cos2 t dt = a2 . 2 dt = т (t/0 +2sln 2t/0 ) = т· "' 

4 о о 

ПримtР 2. Вычислить интеграл 
/' tn2 z 11  -- z. z 
1 

<11 Положим z = е1 • Так как t = О nри z = 1 , t = 1 nри z = е, t = ln z ,  то 
е 1n2 1 tЭ \1 1 1 -=. dz = jet�t = - = - . .. z 3 о 3 1 о 

Эамечанме. В некоторых случuх в интеrрапе удобнее примеWI'IЪ замену переменной не в виде z = '(t) , 
а в вИде t = ф(z). · 

ПримfР З. Вычислить интеграл 
ln2 
j ../е'�� - l dz. 
о 

<11 Положим t = ver=I. Тогда z = ln(t2 + 1) , dz = f.i$. При z = О nолучаем t = О ,  а nри z = ln 2 
nоnучаем t = 1 .  Следоеатап�о��о, 

· 1n2 · · 1 1 J � d = 2 J ·. 
t2dt = 2 J (1 + t2) - 1 d = е IJJ 'j7"iJt 1 ti t о о + о + 

1 . 

=-2 [ (1 - 1 � t2 ) dt = 2 (tl� - arcta t/�) = 2(1 - an:ta 1) = 2 - j . .,. 

ПримfР 4. ВычислитЬ интеграл 
1 j(2z3 - l)Vz4 - 2z + 1 dЖ. о 

<11 Положим t = z4 - 2z + 1 .  В данном случае выражать :t через t, т. е. находить функцию z = tp(t) 
не нужно! Дк_фференцируя ато равенство, nоnучим dt = (4:�:3 - 2) dz , откуда (2z3 - 1) da: = l4t. 
Поетому будем иметь 

Приведем теорему, которая: в некоторых случаях уnрощает вычисление определен· 
ноrо интеrрала. 

Теорема 10. Пусть функцWI f(ж) интегрируема на си.ммеmри11но.м относительно точки О 
отрезке (-а, а) ,  а > О. Тогда 

· 

l l(•) dж = { 
о 

2 f /(ж) dж, 
о 

если f(ж) - четнаЯ функцWI; 
если /(z) - нечетная фун�ецWI. 



19, .М8rpt!p0181111t 1\0 '11С111 • .., .... ·--------�----,....,....------- 11 

.,. Согласно свойству аддитивности определенного интеграла имеем 
4 ' о 4 J /(:в) d:в = J /(:в) d:в +/ /(:в) d:в. 

-о -а О 
/ ' Сделаем в первом иJIТеграле эаменупеременной: :в = -t, d:в = -dt ;  t = -:в. Тогда 

о о 4 Q 
/ /(:в) d:в = -/ /(-t) dt = 1 1(-t) dt = / /(-:в) d:в 

-а о О О и, следовательно, 11 а j /(:в) d:в = j [/(-ж) + /(ж)] dж. 
-о О . nолагая в этом равенстве /('-ж) = /(:в) (четная: функция) ,  а эате� /(-ж) = -/(ж) (нечетная: функция) , nолучим требуемые равенства . .,.. 

Прммер S. Интеграл ' 
• 

'lf j sin3 zecoa"' dz = О, 
_, 

тек как подынтегральная функцИя на отрезке [ -11', 1r] явпяетоя начетной. 

411 В самом деле, 

§ 9. Интегрирование по частям 

Теорема 11. Пусть функции и =  u(ж) и v = v(:в) имеют на отрезке [а, Ь] непрерывные 
производные u'(x) и v'(x) Тогда имеет место равенство 

. ь ь . 

1 и dv = � · v l: - l v dи. 
о о 

.,. Всилуусловиятеоремыпроизведениеuv = u(х)v(х)данныхфункцийимеетна[а, Ь] проиэводную, равную (uv)' = иv' +.vи', 
т. е. иv является первообразной на [а, Ь] для функции uv' +vи' . Применяя формулу Ньютона-Лейбница, nолучим 

ь 

1 (uv' + vu') dж = иv( 
. о 

no правилу интегрирования суммы это равенство можно представить в виде 
ь ь J щ11 dx + 1 vu' dx = uv l: , 

4 о 
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· откуда находим 
ь ь J uv' d::c = иv l : �· J vu1 d::c. 

а а 
Так как no оnределению дифференциала функции v' d::c = dv, и' d::c = du то оконча­
тельно будем иметь 

Пример 1. Вычислить интеграл 

ь ь 
j u dv = иv !: - j � du . .,.. 
а а 

. .. 
j ('к - z) sin х dx. 
о 

<tiil В данном интеграле имеем t1 dv ::::; (11"-х) sin dx . Воэьмем t1 = 11"-11:, dv = sin z dz, тогда dtc = -dx, 
11 = - cos х. Применяя формулу интегрирования no частям, лолучим 

1r .. 
j(1r - x) sin z dz = -(11" - z) cos z \: - j cos x dz = (х 7r) cos z\: - sin xj: = 11: • .,. 
о о 

Пример 2. Вычислить интеграл 

"'11 Имеем 

f• Jn x  i tc = ln z, 
-2 dx = dz 1 ж dtc = :;;-· 11 = 

fe 
Jn x  
-;r- dx. 

1 

§ 10. Площадь плоских фигур 
в прямоугольных координатах 

1 \. 1 1 - 1  - = -- - - + 1 = 1 - 2е . .,. х 1 е е .  

1 .  Пусть функция /(::с) непрерывна и неотрицательна на отрезке [а, Ь] , а <  Ь .  Тогда 
nлощадь Q криволинейной траnеции аЬВ А будет раQна (рис. 6) 

ь 
Q = j f(x) d::c. 

а 

Пример 1. Найти мощадь nлоской фигуры, огранИченной nараболой у = х2 , nрямой х = а (а > 0) 
и ос ью  Ох (рис. 7). 

"'11 Имеем 

fa 2 хз lа аз , 
Q =  ж dx = - = - . .,. 

. 
о 3 о 3 
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у 

Рис. 6 • Рис. 7 

у 

х 

Рис. 8 Рис. 9 

2. Пусть функция J ( re) < О на отрезке [а, Ь] , а < Ь. Тогда кривая у = J ( х) располо­
жена под осью Ох и интеграл 

ь 

1 J(x) d:t < О. 
а 

Площадь Q криволинейной трапеции аЬВА (рис. 8) будет равна 
ь ь 

Q = - 1 j(x) dx или Q = · /  j(x) dx l . 
а а 

Пример 2. Найти мощадь фигуры, ограниченной nараболой у :�:2 2z и осью Ох (рис. 9) . 
.,. данная фигура расnолОJКена nод осью Ох на отрезке {0, 2) на котором у :::; О. Позтому искомая 
мощадь Q будет равна 

2 2 - 12 3 12 4 
Q = - j(:c2 - 2ж) dx = j(2x - x2) dz = z2 -

хз = з · .. 
о . . о о о 

3. Пусть функция j(x) меняет свой знак при переходе х через точку с Е (а, Ь) , т. е. 
часть криволинейной трапеции аЬВА расположена над осью Ох, а другая часть под 
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осью Ож (рис. 10). Тогда nлощадь Q всей заштрихован�:�ой фигуры будет равна сумме 
двух nлошадей 

или 

с ь 
Q = Q1 + Q2 = j !(ж) dж + j /(ж) dж 

а с 

с ь 
Q = j !(ж) dж - j f(ж) dж. 

- а--- с 

Пример 3. Вычиолить мощадь фигуры, оrраниченноА napaбonoA 'IJ = 1 - z2 , nрямой :а: = 2 и ОСЯ• 
ми Oz и Оу (см. рис. 1 1 ). 

<111 Имеем 1 2 1 1 :z:Э 11 12 3 12 1 8 1 Q = /<1 - z2) dz - /(t - z2) dz = :а:  -- - z  +!.. = 1 - - - 1 + - - - = 2. 11> 
. о  1 о З о 1 з ,  3 3 3 

у 

Рис. 10 Рис. Н 

4. Пусть функuии /(ж) и g(ж) неnрерывны и /(ж) > g(ж) > О  на отрезк� [а, Ь] , а < Ь, 
nричем кривые 11 = /(ж) и 11 = g(ж) nересехаются в точках А и В. Тогда nлощадь Q 
фигуры, ограниченной этими линиями (рис. 12), будет равц.а разности nлощадей Q1 
и Q2 криВОЛИнейных траnеций аАСВЬ и аАDВЬ соответственно. Таким образом, 

или 

ъ ь 
Q =  J f(z) dж - j g(ж) dж 

111 

ъ 
Q = j (/(ж) - g(ж)] dж. 

Для нахождения nределов интегрирования а и Ь надо из системы уравнений 11 = 1 (ж) ,· 
11 = g(ж), исключить 11 и решить уравнение /(ж) = g(ж) , действительные корни 
которого дадут искомые пределы. 
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1 Пример 4. ··t41.Ant мощадь фиrур�о�, О!'ранмченwой nарабоnами у = 4«: - е2 и 11 = �2 - 4а: + 6 (рис. 1З). 

<il Н8)\ОАИм а6циОсы точек А и В пересечеwия даwнЫJС napaбon. Дnя rтoro реwаем уравнение 4а: - а:2 = 
а:2 -4z + 6 иnи· ж1 - 4��:+ 3 = О. Его корни :�:1 = I, ж2 = З яаnяiОтся. �редеnами интегрирования: а'= 1 ,  
Ь = 3 .  Искомая мощад�о Q равна 

у 

3 3 . ' 
![ 2 2 ] j z 2 \з 2 э j' · jэ 8 Q = 4z - 11:  - (:с - 4:с + 6) dz = (8ж - 2:11 -6) dж = 4111 1 - зz 1 - 6z 1 = з · .. 
1 1 

• 

А 

в 

а ь х о 

Рис. 12 Рис. 13 
5. Пусть кривая АВ задана в пара­
метр�ческой форме уравнениями у 

' 
z = �(t), у =  'Ф(t), 

где функции 10(t), 'Ф(t) непрерыв­
ны; nричем �p(t) имеет непрерыв­
ную произоодную 10'{t) на отрезке 
[а, /3] и �р(а) = а,  �р(/3) = Ь. Пло­
щадь Q криволинейной· трапеции 
аЬВА (рис. 14) описывается фор­
мулой 

ь 
Q ;::: J y dz. 

а Рис: 14 

СДелаем замену переменной в этом интеграле, положив z =:: . .  <p(t) , у = ф(t). Тогда 
площадь Q криволинейной траnеции, ограниченной кривой, заданной nараметриче­
скими уравнениями, будет равна 

� 
q = j 'Ф(Фr/(t) dt. 

а 

Пример 5. ВычиСIIить n110щадt. фигуры, ограничанной эnпиnоом 
z = a cos t, y = Ь sin t, O � t < 2'1f (а1 Ь :> �). 

3 Зах. 628 



/ 
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..,. В силу симметрии эллиnса относительно координатных осей достаточно вычислить nЛощадь той части 
фигуры, которая расположена-в первой четверти, а затем ее учетверить, т. е. искомая площадь Q равна 

• 
Q = 4  j y•dx. 

о 
В этом интеграле делаем замену переменной: 

х = а  cos t, у =  Ь sin t, dx = .-a.sin dt. 
Для нахождения новых пределов .. интегрирования положим х = О, тогда

. 
получим уравнение а cos t = О ,  

из  которого находим t 1 = а  =· 2,  а затем, поt!агая х = а , получи�:-1 а = 11 cos t ,  т. е. cos t = 1 ,  откуда 
t2 = {3 = О . Таким образом, когда х изменяется от О до а, то t изменяется от j до О. Поэтому 

. 
о о � 

Q =4J ЬSint(-a s!ntil.t)•i!::'-4aЬ j sin2 tdt =4aЬj l -;os2t 
dt = 2aь{t�:12 - � sin2tj:12) =1rаЬ . .,.. 

j .-{2 о 

6. В некоторых случаях для вычисления площадеii nлоских фигур удобнее nользовать­
ся формулами, в которых Инте.rрирование ведется по переменной у. В этом случае 
переменмая х считается функЦией от у: х = g(y) ,  где фуикция g(y) однозначна 
и непрерывна на отрезКе с � у � d оси Оу. Пределы с · и d ·интегрирования по пе­
ременной у ,  явля'Ющиеся точками пересечения данной кривой с осью Оу ,!нtхо.дйтся 
из уравнеимя g{y )'= О ,  получаемого из уравнения х = g(y) , eC'.riи в нем полоЖить х·= О. 
Тогда площадь Q, оrраничениая кривой х = g(y) И осью ордJiнат (рис. 15), будетравна 

· · · � , · · r · : r· 1 

d 

Q 
= 1 g(y) dy. 

с 

Пример 6. Вычирлить площадь, огра'Ниченную кривой х = 2-у-у2 (if�рабола) и осью ординат (рис. 16). 
' '. \  

..,. Предел�!! ин:fе.
грирования находим как ординаты точек пересече�ия nараболы с осью ординат: при 

х = О nалучаем уравнение 2-у-у2 = О, из которого находим у1 ::·d= -2, у2 = d = 1 .  Следовательно, 

Рис. l S  · ' Pltc. 16 
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искомая .площадь будет равна 

Q =  }(2 у y2)dy = 2yl ' - у
2
2 1 ' - у: [ ' = 4,5 . ... 

-2 -2 -2 -2 

Задача. Найти площадь фигуры, ограниченной лин�ями у2 = 2ж+ 1 (nарабола} и х-у-1 = О  (nрямая). 

Задача. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями у = arcsin х, у = arccos х и осью абцисс. 

Указание. Записать уравнения линий в виде х = g(y) . 

§ .1 1 . Площадь плоской фигуры в полярных КQординатах 
Пусть кривая задана в полярной системе координат уравнением р = f(cp) , где функ­
цияf(ср) непрерывна ц неотрицательна на отрезке а � ер � {j .  Плоская фигура, 
оrраниченная этой кривой и двумя лучами, образующими с полярной осью углы а и {j 
на:;ывается криволинейl-IРJМ сектором (рис. 17). 

· Для определения плОщади криволинейного сектора О .4-ВО раз96ъем его на n про­
И3�ьных частей лучщ-JИ}R = а = tpo, <р = (/)I ,  • • •  , <р = (/)n- 1 , .IP = {3 = (/)n . Обозначим 
углы между этими лучц�.щ через il!p1 , ilcp2; . . .  , дtpn . Возьмем произвольный луч fP�e , 
заключенный между ер". t ,и (/)k и оqозначим через р11 Длину радиуса-вектора, соответ­
ствующего этому лучу. ВозЬмем круговой сектор с радиусом, ,авным Pk н централь­
ным углом ilcp�c(pиc. l8) . Его площадь AQ�c будет равна ilQ�c = �pf il<p�c или, так как 
Р11 = f(Vik), AQ�c = !t2(1p")ilq;�e . 

р р 
Рис. 17 Рис. 18 

Проделав подобное построение во всех n частях сектора ОАВО, получим фигуру, 
состоя� из n круговых секторов, площадь Qn которой будет равна 

n l n 
Qп = L ilQ�e = 2 L f2(fP�c)iltp�e. 

k=l k=l 
Обозначим наибольшее А<р�е через >. :  

>. = max д<р�е. J ,.;;k,.;;n 
Будем делить угол АОВ на все более и более мелкие части так, чтобы >. - О .  То­
гда полученная фигура будет все меньше и меньше отклоняться от сектора OJlBO ,  
и ш:�этому естественно с�итать площадью Q криволинейного сектора ОАВО предел 
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площади Qn построенной фигуры, когда >. = max t::.rp�r. - О, при условии что этот l �k�n · 

предел существует и не зависит от способа разбиения отрезка (а, ,б] на частичные 
отрезки и от выбора точек ;р,. на них. Таким образом, по определению имеем · 

Q = lim
.
Qn = lim t -21 !2(ip,.)t::.rpk . л�о л�о · 

lf=l 
n 

Сумма Е j/2(ipk)t::.rp�: является интегральной суммой д1Ш функции j/2(rp) ,  которая 
t=l 

непрерывна на отрезке [а, ,б] в силу неnрерывности функции /(rp) . Следовательно, 
эта сумма при >. - О имеет nредел, равный определенному интегралу 

fJ 1 �/2(rp) drp. 
а 

Итак, площадь криволинейного сектора ОАВО 
равна 

�-------------------------� 
fJ 

или q = � ! p2drp. 
а а 

Пример 1. Найти ПЛQщадь фиrуры, ограниченной кардиоидой 
р = a(l  + cos �), а > О 

(рис. 19). 

§ 1 2. Вычисление объемов тел 

р = a(l + COSq>) 

2а Р 

Рассмотрим тело, ограниченное некоторой замкнутой повер�ностью. Пусть известна 
площадь q любого сечения тела плоскостью, перпендикулярной к оси О:с (рис. 20). 
Эта площадь зависит от положения секущей плоскости, т. е. она будет функцией от :с:  

q = Q(:c). 
Будем считать, что функция Q(ж) непрерывна на отрезке [в, Ь] . Для определения объ­
ема данного тела проВОдим плоскости ж = в = ж0,  :с = ж 1 , ж = :с2 , • • • , ж = Ь = Жn , 
которые разобьюттело на ,._ слоев. В каждом отрезке [:c�r.-1 ,  ж�r.) , k = 1 , 2, . . .  , n, возь­
мем no одной nроизвольной точке e�r. и заменим каждый слоЙ тела цилИндром с обра­
зующими, параллельными оси Ож, наnравляющей которого является контур сечения 
тела плоскостью ж = (�r. (рис. 20). Объем t::.v�r. такого цилиндра равен произведению 
площади Q(efl) , где (А: Е [жll-1 •  ЖА: ] ,  ero основания на его высоту t::.жА: :  

t::.v�: = Q(e��)t::.:c,., 
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Рис. 20 

. а объемом Vn всех n цилиНдров будет сумма 
n n 

V11 = L Llv�: = L Q(��:)Llж�:. 
k=l k=l 

Если эта сумма имеет nредел- nри Л = max .:lж,�: � О ,  то его естественно nринять l �A:�n 
за объем V данного тела: 

. .n 
В нашем случае сумма 2: Q(��:).:lж�e является ин-

. k=l 
тегралъной суммой для функции Q(ж) , неnрерывной 
на отрезке [а1 Ь] , и nоэтому указанный nредел суще­
ствует и равен оnределенному интегралу 

ь 
V = j Q(ж) dro. ( 1 )  

Пример 1.  Вычислить объем тела, оrраниченного эллипсоидом 
z� f/2 z2 
02 + i2 + ё2 = 1 .  

z 

Рис. 21 

.,. В сечении эмипсоида. плоскостью, перпендикумрной · к оси Oz и СООТВ$ТС'n!УJОЩей а�ссе ;11 , 
попучается эллипс (рис. 21) 

или 
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nолуоси которого равны 

Применяя формулу (1) ,  nолучим 
а · ( 2) . а ( 2) 4 

v = J 1ГЬс · 1 - :2 dx = 21ГЬсj 1 - :2 dx ,;" .3,.-аьс. 
-а О 

В частности , nри Ь = с = а , эллиnсоид обращается в сферу :v2 +у2 + z2 = а2 , а объем шара :v2 + 
. 4 у2 + z2 � а2 будет равен v 

= з 1Га3 . ... 
Рассмотрим тело, образованное вращением 

вокруг оси Ох криволинейной трапеции аЬВА 
(рис. 22) , оrраниченной кривой у =  f(x) , лря­
мыми х ::;:: а, х = Ь (а < Ь) и осью Ох. 
Это тело называют телом вращения. Сечени­
ем тела вращения плоскостью, перпендикуляр­
ной к оси Ох и соответствующей абсциссе х, 
является круг rrлоЩаtхи Q(x) = 1ry2 = 1Г f2(x) и, 
следовательно, объем тела вращения 

· 

ь 

или V = 1Г j y2dx. 
а 

Пример 2. Найти объем тела вращения, nолученного вращением дуги О А 
параболы у2 

= 2рх вокруг оси Ох (рис. 23). 

.,. Уравнение дуги О А n$раболы будет у = ..fГpi, р > О. Искомый объем 
равен 

а а 
V = 7Г J y2dx = 7Г J 2рх dx = .1rpa2 

• .,. 
о о 

§ 1 3. Вычисление длины кривой 

Рис. 22 

у у2 = 2рх 
А 

Рис. 23 

х 

х 

Рассмотрим кривую ......... АВ, имеющую концы в точках А и В, и возъмем на ней nроиз­
вольные точки М1 , М2 , • • • , Mn- l , следующие вдоль кривой одна за другой (рис. 24). 
Соединим эти точки хордами АМ1 , М1 М2 , • • •  , Mn-l В,  длины которых обозначим со­
ответственно через D.s1 , D.s2 , . . . , D.sn . Тогда дЛина Sn ломаной АМ1 М2, . . . Mn-IB,  
вnисанной в кривую .......,. АВ, будет равна 

· 

. n 
Sn = D.s1 + D.s2 + . . .  + D.sn = I: D.s�: . . k=l 
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Оnределение. Длиной S кривой '-'АВ называется 
предел, к которому стремится длина Sn вписан­
ной ломаной, когда длина ее наибольшего звена 
стремится к нулю: 

n 
S = lim Sn = lim l: .D.sk , max �sk-o max �sk-o k=l 

если этот nредел сушествует и не зависит от .вы­
бора точек Mt ,  М2, . . .  , Мп-t на кривой .._..АВ. 
В этом случае кривая '-'АВ называется спрRМЛЯе­
мой. ' 

1 3.1 . Дnина кривой в прямоугольных координатах 

Рис. 24 

Пусть KPfiBaя '-'АВ задflна уравнением у = f(x),  где функция f(x) имеет неnре­
рывную производную !'(а:) на отрезке (а., Ь] . Разобьем отрезок {а, Ь] произ�олыtыми 
точками · 

а =  XD < ;1:) < Z2 < · . . < ZA:- 1 < Zl; < . . .  < Zn .= Ь 
на n элементарных отрезков [a:A:-t ,  ХА:} ,  k = 1, 2, . . .  , n и построиtd вписанную лома­
ную, вершинами которой являются точки кривой у = f(x) : 

. ' . ' 
Обозначим дЛины звеньев ломаной через As1 , .D.sn, . . .  , Авn и nоло�м 

Axk = ;�:k - Xk-t , l:::..yk = f(xk) - f(xk-1) ·  
Тогда длина k-ro эвема ломацой равна (рис. 25) 

.D.в�: :::: V(Ax11)2 + (Ау11)2 = 1 + ( ��:) 2 Axk. 
. 

Применяя теорему Лагранжа, по­
лучим 

.D.yk = f(xk) - f(xk.-t) = 

= (zk - Zlc-t )f'({�e) = 

= /1 (��c).D.xk, 
где · {k - не которая точка отрезка . 
[х.�:- 1 , х.�:] .  Поэтому 

Ав.�: = V l + [!' (�k)] 2 .D.xk ,  
и длина вnисанной ломаной будет 

у 

О хо=а 

равна Рис. 25 

Sn = t Vl· + [/'({�с)) 2 Ах.�:. ( 1) 
k=l 
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Так как по условию J'(x) неnрерывна на [а, Ь] , то и функция Vl + [J'(x)] 2 будет 
неnрерывна на этом отрезке, и, следовательно, интегральная сумма ( 1 )  имеет nредел S 
nри max /j.s/c - О, который является оnределенным интегралом: l (lcli;n 

\ ь 
. S = l im  t Vl + [J'(��c)] 2 /j.xlc = J Vl + [J'(x)] 2 dx 

max �,k ..... o 
·�·�.. k=l Q 

или, короче, 
ь 

S = J J'i'+Yi2 dx. 
Q 

Пример 1. Вычислить длину S цепной линии 

е"' + e-z 
у = -· -· -- = ch x  2 

ОТ ТОЧI<И А(О, 1 )  до ТОЧКИ В(а, ch a) (рис. 26). 

• Из уравнения цеnной лин�� находим ' 1 у = sh x. 
Учитывая трждеств.о ch2 х - sh2 х = 1 ,  получим 

Vl + у'2 = Vl + sh2 x = Vch2 х = ch :t {сh ж > 0). 

Поэтому 
" 

s =J ch x dx = sh x l� = sh a. � 
о 

1 3.2. Дnина крив,ой, заданной в параметрической форме 
Пусть кривая '-'АВ задана в nараметрической форме уравнениями 

Рис. 26 

(2) 

х 

х = tp(t), 11 = 'Ф(t), to � t � Т, (3) 
rде функции tp(t) и V;(t) имеют непрерывные nроизводные tp'(t) и ф'(t) на отрезке 
to � t ·� Т, причем tp'(t) #: О  на этом отрезке. В этом случае уравнени,SJ (3) оnределяют 
функцию у = j(x) , имеJQщую неnрерывную производную 11� = � н� [t0, Т] . Тогда 

J 1 + у�2 dx = V (�p'(t)] 2 + [ 'Ф'(t)] 2 dt 
и, согласно формуЛе (2), 

или 

т 
s = j vrtp'(t)J 2 + ['Ф'(t)J2 dt, 

to 

т . 
S = J V х�2 + у;2 

1
dt. 

to 

(4) 
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Прммер 2. ВЫчиопить длину окружности радиусе R (рис. 27). 

• Окружность в пара"'\етрической форме задается .уравне­
Nиями 

а: = R cos t, J1 = R sln t, О � t < 211'. 
Согласно формуле (4) попучим 

k k 
S = 1 V(-R sln t)2 + (R cos t)2 dt = R

.
/ dt = 211'R. IIt> 

Q о 
Прммер Э. Наllти длину эллипса. 

а: = а cos t, J1 = Ь sln t, О � t < 211' (О < Ь � а). 

• Так как z\ = -а sin t, yj = Ь cos t, �. nрименяя фор· 

!1 

мулу (4) и учиТЬ!вая симметричность эмиnса относительно Рис. 27 
координатных осей, наlilдем 

тr/2 �r/2 
8 = 4  j /a2 sin2 t + b2 cos2 t dt = 4 J /a2(1 - cos2 t) + Ь2 c�s2 t dt =r  

о • о 
тr/2 . тr/2 

= 4 j /а2 - (а2 - Ь2) cos2 t dt = 4а j /1 - e1cos2 t dt, 
6 о 

х 

rде е = .Jа:-ь2 - эксцентриситет эллипса, О � е < ! . Мы nолучил так назЫваемый эллнnтнчес· 
I(Иil интеграл, которыi'l не вычиопяетоя с nомощыо неnосрвдственноrо применения формулы Ныотона­
ЛеАбнице, поскольку nервообразная не является элвментврной функциеА . .., 

Замечание. Если nоложить t = у - r, то получим 

tr/2 11/2 
. tr/2 1 /1 - е2 cos2 t dt = j /1 - е2

. 
sin2 т dт = j / t - е2 sin2 t dt; 

о о о 
именно в этой nоследней заnиси интересующий нас интеrрал обычно и рассматриаают. 

Пример 4. НаАти длину t:Wioй •арки• циклоиды 

!1 

о 

a: = a(t - sin t), у = a(l - cos t), ·О �  t < 211'1 а >  О 

Рис. 28 

(рис. 28). 

2na х 
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<111 Применяя ф()Rмулу (4), найдем , 21r . 21f 2 .. с:т 
S = a  j V(l - cos t)2 + sin2 t dt = a  j v2 - 2 cos t dt = a  j y 4 sin2 l dt = 

о · о  о 

2
" 1 

t 
1 

21f t ' t 2'1' = 2а j sin 2' dt = 2а j sin 2 dt -4а cos 2 \0 = Sa. -.. 
О О .  , 

1 3.3. Длина кривой в полярных координатах 
Пусть кривая ""АВ задана уравнением в полярных координатах р = f ( rp) , а � rp � f3, 
где функция /(rp) имеет нецрерывную производную !'(rp) на оtрезке [а, f'J . Для на­
хождения ддины кривой составим ее параметрические уравнения. С этой целью вос­
пользуемся формулами перехода от полярных координат к декартовым: :n = р cos I(J, 
у = р sin rp.  Падстааляя сюда вместо р функцию f(lfl) , получим уравнеция ж = 
/( ifi) cos ifi, у = f ( rp) sin ifi, которые яаляются параметрическимИ уравнениями кривой. 
Здесь nараметром является полярный угол rp. Дифференцируя последние уравнения, 
найдем 

ж� = 1: ( I(J) cos I(J - /(lfl) sin I(J, у� � !' (lf!) sin I(J + /(I(J)cos ifi· 
Возводя в квадрат обе части к�оrо равенства и складывая, бу;;�:ем иметь 

ж� + 11: = [/'(lf!)J 2 + (/(rp)} 2 . 
Согласно формуле (4), получим 

или, что то же, 

. fj 
s = 1 V[!'(lfl)] 2 + [t(rp)] 2 di(J, 

f3 
s = 1 у' р2 + pl'2 drp. 

а 

Пример 5. Вычислить Д/lину кардиоиды р = a(l - cos tp), .а > О. 

(5) 

(6) 

<111 Из уравнения кардиоиды находим р1 = а  sin tp, О ::;;; tp < 211'. Применяя формулу (6), получаем, что. 21r 21f • 21r 21f S= j Ja2( 1-costp)2 +a2sin2tpdtp=a j J2( l -costp)dtp=2a j .jsin2 !dtp=2a jsm!dtp=Sa. 11> 
о о о о 

§ 1 4. Дифференциал длины дуги кривой 
Пусть дана кривая у =  f(ж) , где функция /(ж) имеет на отрезке [а, Ь] непрерывную 
производную /1 (ж) . Рассмотрим дугу -АМ этой кривой от точки А (а, f( а)) до nе­
ременной ТОЧКИ М(ж, f(ж)) (рис. 29). Тогда длина 8 дуГИ -АМ этой КРИВОЙ будет 
функцией от ж и выразится формулой 

z z 

S = 1 VI + [/'(ж)] 2 dж.= 1 Vl + [f'(t)] 2 dt. 
о а 
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Так как nодынтегральная функция Jt + [/1(t)] 2 неnрерывна на отрезке [а, ЬJ, то 
будем иметь 

· 
di:) = ц j у'1 + (/'(1)] 2 dt) = у'1 + (/'(•)] 2 

а . 

или 
dS 
d[J; = 

Отсюда длЯ дифференциала длины дуги '-' АМ nолучаем формулу 
' 

Геометрический смысл диф- у 
ференцмала длины дyi'tl кривой 
заключается в том, что он равен 
длине отрезка М N касатель-
ной МТ, ограниченного точко'! 
касания М([];, у) и точкой 
N(ж + dж, у+  dy) (рис. 29) . При 
достаточно малом dж = �ж дли-
на �s дуги '-"'м М1 кривой 
у =/(ж) ,  отвечающей nрира­
щению �ж = dж может считать· 
ся nриближенно равной длине 
отрезка MN касательной МТ, 
nроведеиной в точке М к этой: 
кривой, т. е. 

О а 

�S � dS. 

х x + dx 

Рис. 29 

Для случая :щдания кривой nараметрическими уравнениями . 

ж = tp(t) , у =  ф(t), t0 � t � Т, 

х 

где функции tp( t) и ф(t) имеют неnрерывные I1роизводные на отрезке [t0 , Т} , nолучим 

. dS = V[�(t)] 2 + [Ф1(t)] 2 dt, 
или 

Из этой формулы, в частности, следует, что если за параметр t взятьдлину S nеремен'" 
ной дуги, т. е. положить 

ж :::::: tp(S) , у =  ф(S), 
то 
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Если кривая задана уравнением в лОJIЯрных координатах: р = /(<р) , а ' <р ' fJ, 
где функция 1 ( <р) �:меет непрерывную л�изводную 1' ( <р) на отрезке [а, ,8] , то .. 1 dS = V р2 + р'2 d<p. , 
§ 1 5. Физические nрипожения оnредепенноrо интеrрапа 
15 . 1 .  Работа nеременной cиnw ' ' 
Оnределим работу, которую произведет сила F nри перем:ещении ею материальной 
точки М по nрямой Ож из .точки а в точку Ъ (4 < Ь). Из физики известно, что если 
сила F nостоянна, то работа А равна произведению велiАИНы F силы F на длину nути 
в = Ь - 4, т. е. А = F · s ,  nри условии, что сила наnравлена по nрямой Оа:. 

nусть величина силы F, действующей на :материальную точку М по прямой Ож, 
является неnрерывной функцией от ж: 

F ::: F(ж) 
на отрезке [а, Ь] прямой Ож. Разобьем отрезок {а, Ьl точками жо = 4 < ж1 < а:2 < . . .  < 
ж11 = Ь на n частей с длинами Az1 , Аж2, • • •  , Аж11 • На каждом частичном отрезке 
[Ж�t-1 1  ж11J возьмемnроизвольнуюточку�А: и будем считать, ч.то величинасилы F наэтом: 
отрезке nостоянна и равна F = F({k) . Тогда nри достаточно малом Аж.�: работа АА,�: 
будет nриближенно равна · 

а сумма 
n n 

An = 2: AAk = 2: F({.�:)Aж�t 
k=l k=l 

даст приближенное значение работы А силы F на отрезке [а, Ь} . Но так как А11 
является интегральной суммой для функции F(ж) на отрезке [а, Ь} , то за работу А 
силы F на отрезке [а, Ь] естественно nринять nредел этой суммы при max Аж.�: ....,. О, 

l�k�n 
который существует в силу непрерывности F(ж) на [а, Ь]. Таким образом, искомая 
работа А будет равна 

· 

11 6 
А = lim 2: F({k)Aжk = !· . F(ж) d11:. max.:).t;-0 t (�Cn k=l а 

(1} 

Пример 1. Найти работу А, которая ооаерwается nри nеремещении заряда 92 из точки М1 , отстоящей 
от зap!WI q, на раостоянии r, , 11 точку М1, отстоящую от заряда 111 на расстоянии r2 , счита11, что 
заряд 91 nомещен в точке Мо . nринi!Той за нач8110 отсчета. 
• Пусть электрические заряды 111 и 92 имеют одинакоеые знаки, наnример, llt > О, 92 > О. Поэто­
му заряд 91 OYPI!T ОТТ1111t(Иаать заряд 91 · По зак<Жу Kynot1a величина F силы F электростатичеокоrо 
а.заимодеАствия двух точечнык эпектри'lеоких зарядое, находящиХСII в вакууме, равна 

F _ k 9192 
. 

- rг· 
riJI! r - раостояние между зарядами, k - коэфф�о�циент nроnорцианалЬ\о\ОСти. Применяя формулу (1), 
найдем · ] 9t 92 ] dr ( l )  1'2 ( 1 1 ) А =  А: -г dr = �'11 92 :r = k1J!'l2 -- = ktlif/1 - - - • ..,. 

rt 1' rt 1' . 1' •t . . l't 1'2 . 
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15.2. 'Масса и центр тнжести неоднородноrо стержня 
Пустьдан неоднородный стержень, расположенный на отРезке [а., Ь] оси О :е ,  линейная 
плотность р = р( :е) которого известна. Разобьем отрезок [а, Ь) точками 

а = Жо < Жt < Ж2 < , . .  < Жn-t < Жn = Ь 
на частичные отрезк� {ж�:- 1 ,  :r:11] ,  на  каждом из  которых возьмем nо одной произволь-
ной точке ��� , и составИм сумму 

' 

n 
Е р(��: )А.ж •.  
1:"'\  

Так как каждое слагаемое этой суммы является nриближенным значением массы части 
стержня на отрезке [ж�:-1 , ж �с] , то указанную сумму естестве!fно принять за nриближен­
ное значение массы всего стержня. Поэтому массу т всего стержня определим как 

n 
предел сумм Е р(��:)А.ж�с nри стремлении к нулю max А.ж11 -+ о; т. е. как интеграл 

1:=1 l <k<n . 

ь J p(:r:) d:r:. 
а 

Таким образом, масса т стержня равна 
ь 

т =  J p(:r:) dж. . (2) 

Для оnределения центра тяжести неоднородноrо стержня исnользуем формулу 
для координаты центра системы материальных точек М1 , М2, • • •  , Mn , имеющих мас­
сЫ ml , m2, . . . ' mn и расположенных в точках Ж! ' ZJ ' . . . ' :Сп .  оси О:е. Координата Же 
центра тяжести этой системы находится по формуле 

· 
lf 

Е т�:жk ' тtЖt +m2ж2 + . . .  + mn:Cn k=f Же ==  = �n--ml + m2 + · · ·  + mn E m�: k"' l 

(3) 

' Разобьем отрезок [а, bJ точками а = ж0 < ж1 • •  , < Жn = Ь на частичные отрез­
ки [х�:_ 1 ,  а:�: ] и вычислим массу m�: части стержня, расположенной на этом отрезке. 

Zk 
По формуле (2) имеем m11: = J p(:r:) dz. Применяв формулу среднего значения 

:l:k- 1 к этому интегралу, nолучим, что 
т�; == p(��:)(xk - :e�:-t) = р(��:)А.х�:, где :е�о:-1 � �k � Xk· 

Допуская, что масса mk сосредоточена в точке �А: Отрезка (xk-t , ж�:] ,  неоднородный 
стержень можно рассматривать как систему материальных точек с массами т11: ,  рас­
положенных в точках �k отрезка (а, Ь] . Так как 

n n Zk Ь 
Е m�c = Е  J p(:r:) d:r: = J р(ж) d:e = т, 
k=l k=l �i-1 1'1 
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то no формуле (3) наЙдем nриближенное выраЖениедля координаты Zc центра т.я:ж:ести 
неоднородноrо стержня: 

(4) 

· ВыраЖение, стоящее в числителе nравой части (4), является интеrральной сум­
мой для функции zp(z) на отрезке [а, Ь]. Поэтому координату Zc центра тяжести 
неоднородноrо стержня оnределим no формуле 

ь 
J zp(z) dx 
а 

Zc = Ь 
J р(х) dx 
а 

Пример 2. Найти координату ж, ценТJ)а -n�жести неоднородноrо стерJКНЯ, лИнейная плоntость !(07oporO 
р = ж, а длина l = 1 . 
� Находим массу данноrо стерж;ня 

1 
1 

т jxdx = 2 . 
о 

ИС!Фмая координата центра -n�ж;ести равна 
1 2 

ll:c = 2 f :t:2dz ;;:  з· ... 
о 

§ 1 6. Прибпиженнqе вычисление 
определенных интегралов 

При решении физических задач nриходится иметьдело с оnределенными интеrралами 
от неnрерывных функций, nервообраэные котоР,ых не вЦiра:жаются через элементар­
ные функции. · Это wиводит к необходимости · nолучения nриближенных формул 
для вычисления оnреДеленных интеrралов. Приведем две из них, а именно, формулу 
траnеций и формулу nарабол. 

1 6. 1 .  Формула rpaneциii 
\ 

где функция /(z) неnрерывна на отрезке [а, Ь] . Для уnрощения рассуждений будем 
считать, что /(z) � О. 

Разобъем отрезок [а, Ь} на n равных частей точками 

а := Zo < Z1 < Z2 < . . . < Zn-1 < Zn = Ь 
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у 
в 

А 
Yn- 1 .Уп 

Рис. 30 

и с помощью nрямых х = х�с (k = О, 1, . . .  , n) nостроим n прямолинейных трапеций 
(рис. 30). Сумма nлоiЩдей эщх трапеций приближенно равна ллощаци криВQЛи»ей� 
ной трапеции аАВЬ, т. е. 

ь . ' J f\x) dx � J(xo) ; /(х, ) (х, - хо) + /
(х, ); f(xz) (х2 - х,) + . . .  + 

tl 

/(Xn-t ) +  /(xn) Ь - а [ ·. · · · . � · ] 
· + 2 (xn - Xn-1) = -2- /(а) + J(Ь) + 2 2..., J(x�c) ; n k=t 

где /(Ж�с-д и j(хк) - соответственно основания траnеций, а xrc - хп- 1 = ь;а - их  
высоты. Таким образом, nолучена приближенная формула 

Ь 
Ь . . 

n-1· .  . .• . J J(x) dx � ;nа [!(а) + f(Ь) + 2�.�(��)] ·� . � . 
а -

которая называется формулой mpatreцuй. Эта формула тем точнее, чем больше n. 
Замечание. Если функцИя /(ж) имеет на {а, ll] неnрерывную произБQдную второrо порядка f11(z), то 
абСолютная велй<�ина поrрешности не превосходНт числа 

где М =  max 1/"(z)l .  "::;;.,:;,; ь 

(Ь - а)3 M!'2n2, 

1 
Пример 1. Польэуясь формулой траnеций, вычислить nриближенно интеграл [ ::1 nри n == 10.  

-4 РаЗобьем отрезок [О, 1 ]  на 10 равных частей точками z0 = О; z1  == 0,1 ;  . . .  ; z9 = 0,9; z10 = 1 
и вычислим nриближенно значения функции f(x) == .,�1 в этих точках: 

• 
/(0) = 1,0000; 

/(8,1) 0,9091 ;  /(0,2) = 0,8333; 
/(0,4) =: 0,7143; /(0,5) = 0,6667; 
/(0,7) == 0,5882; /(0,8) = 0,5556; 

/(0;3) = 0,7692; 
/(0,6) . 0,6250; 
/(0,9/ = 0,5263;. 

/(1) = 0,5000. 
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Применяя формулу тра�А, ;I'ЮЛучим 

1 . .. 

J dz , 1 ( 1 ()()()() + О 5000 
11! + 1 1:::1 

.
1 0  1 . 2 1 + 0,9091 + 0,8333 + 0,7692 +0,7143 + 0,6667 + 0,6250 + 

. . 0 
··. + 015882 + O,SSS6 + 0,5263) = 0,69377 �:::� 0,6938. 

. 

Оценим norpewнocn. nопученноrо резул�>тата. Так как 
) 1 '

( ) 
1 "

( ) 
2 

/(а: = a: +l '  то / а: = - (a: + t)2' 1 а: = (ж + t)Э ' 
На отрезке [О, 1/ имеем 1/"(e)l � 2, а значит М = max lf'(:r)l :::% 2. Поэтому norpewнocn. nолучен· 0(8" 1 
ноrо резупьтата не nреаоеходит величины · \ · (Ь - а)2 2 1 

М!2nГ' = 1 2 · 102 = 600 
< 0,0017. 

Точное значение данного интеграла легко находим no формуле Ныотона ....... fiейбница: 

1 dil: . 1 j :z: + 1 = ln(:�: + 1) 10 = ln 2 �:::� 0169315. 
о 

Абсо11ют11ая оwиека результата, nолученного no формуле траnеций, ме11Ы.Uе 0,0007, что находиТСII в со­
ответствии с nриведеиной выwе оценкой nоrреwности. 1111> 

1 6.2. Формуда парабод 
Вычислим сначала площадь q криволинейной траnеции, ограниченной дугой М0М2 
nараболы: у =  А:�;2 +:,Вж+С, nроходящей через точки Мо(О, 'Уо}, М1 (� ,  111) , M2(h, 712) 
(рис. 3 1). Площадь Q будетравна ' 

J

h 
жз

l
h ж2

j
h 

j
h 

Q = (Аа:2 + В  ж + С) dж = АЗ 0 + В  2 0 + С ж 0 = 
о (1) 

h3 . h2 h . .  = А 3 + В  2 + Ch = 6 (2Ah2 + ЗВh + 6С). 
Выразим площадь q через ординаты то-
чек Мо , м, , М2 . ПодсоrаВЛяя коорди- У М2 
наты этих точек в уравне}{ие nараболы, -----

nолучим 
h2 h 

Уо = С, YI = А -
4 

+ В  - + С, 2 
2 У2 = Ah + Bh + С. 

Отсюда находим, чtо 
2Ah2 + ЗВh + 6С = 1/о + 4yt + 112 

н nоэтому О 
h 

Q = 6 (Yo + 4YI + 1/2) · 
Рассмотрим теnерь оnределенный интеграл 

ь J /(ж) dа:, 
(1 

h 

Рис. 31 

х 

где ! (ж) - nроизвольмая функция, неnрерывная и неотрицательна.я на отРезке [а, Ь] .  
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. Разобьем отрезок [а, Ь] на 2n (четное число) равных отрезков точками 
а = zo < Zt < Z2 < . . .  < :1:211..,.2-< Z2n-1 < ·z2n =·ь 

и nредставим интеграл в виде �уммы 
Ь 1112 •• 2n 1 /(z) dz = 1 /(z) da: + 1 J(ж) dz + . . . + / /(z) d%. (2) 

4 - � 211� 
Проведем через точки . Zk nрямые, nараллельны е оси Оу и обозначим через А, М1 , 
М2, . . . , M2n-2 •  М211- 1 , В точки nересечения этихпрямых с кривой 11 = /(z) , а их ор­
динаты обозначим чрез 1/о, 111 , 112, . . •  , 1/2n-2 , 1/211- 1 •  ll2n · Через каждые три точки М2•-2 ,  
М2�_ 1 ,  М2• (k = 1 ,  2, . . .  , n) проведем nараболу с вертикальной осью симметрии. 
В резу;tьтате получим n криволинейных трапеций, ограниченных сверху параболами 
(рис. 32). Так как площа.ць частичной криволинейной трапеции, отвечающей отрезку 
[z2�c-2,, z2k] приближенно равна площади соответствующей •nараболической• траnе­
ции, то, учитывая, что длина h отрезка [z2k_2, z2k] равна � , по формуле (1)  имеем 

·�--% 
где 111: = J(zk) ,  k = 1, 2, . . .  , n. .ПодстаВIIЯя в правуЮ Часть равенства (2) вместо 
интегралов их nриближенные значения, получаем nриближенную формулу 

ь J /(z) dz �:::; 
Ь ;nа [Уо + Y2n + 2(У2 + У4 + . . .  + 1/2n-2) + 4(1/t + 1/з + . .  

· + 1/2n-t)] · 
11 

Эта формула называется формулой парабол или формулой Симпсона. 
у 

Рис. З2 

Замечание. Если функциJ� /(z) имеет на отрезке [а, Ь) неnрерьiВНуiО производную четвертоrо nоряд­

ка iv (z) , то абсолюmu: величина nоrрешности формулы Симпсона не больше чем 

(Ь - а)5 
м 2880n4 ' 
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·поrрешность формулы Симлеона с ростом n уменьшается быстрее, чем поrреш­
ностъ формулы трапеций. Поэтому формула Симпсщш позволяет полуЧить большую 
точность, чем формула трапеций. 

· 
Пример 2. Вы�ислить приближенно интеграл 

по формуле Симпсона nри 2n = 4 . 

1 f dx х + о 

.,.. РазобьеJWотрезок (О, 1} на четыре равных части точками 

:to = 0; Xt = 0,25; Х2 0,50; Хз = 0,7.5; Х4 = l 
и вычислим приближенно значения функции у ::;rt ж�l в эТих точках: 

Уо = 1 ,0000; Yt = 0,8000; у2 = 0,6662; у3 = 0,5714; у4 0,5000. 
По формуле Симпсона находим 

1 da; Ь - а  · j х + 1 RJ 6n [Уо + У4 + 2у2 + 4(у, + Уз)] == 
о 

;;::: 12 [ 1,0000 + 0,5000+ 2 .  0,6662 + 4(0,8000 + 0,57
l4)] RJ 0,69325. 1 . . 

Оценим погрешность полученного результата. Подынтегральная функция /(z) = .,�1 имеет производ­

ную четвертого .порядка /1v (z) = (z:i)s , для которой поnучаем 

М =  max liv(z) l = max ��� = 24. 
J o";;z..; 1  о";;ж..;; t (l + z)S 

Погрешность результата не превосходит величины 28;�24 <0,0005. Сравнмва!l приближенНое значение 
интеграла с точным, nриходим к выводу, что абсолютная ошибка результата, nолученного по формуле 
Симnоона, меньше 0,0001, что соответствует nолученной выше оценке погрешностн. � 

Эти примеры л оказывают, что формула Симлеона дает более точные приближен­
ные значения определенных интеrралов, чем формула трапеций. 

Упражнения 

Вычислить оnределенные интегралы, полъзуясь формулой Ньютона-Лейбница. 

1 .  j x3 · v; dж. 2. j (v;- )х) 2
dж. 3. } 2z · Г" dж. 

а 1 а 
11:/4 1 

4. f 1 + cos2 ж d"'
. j 2 

1 + cos 2x ..., 5. tg z dж. 
о о 
". 3 f 8 •. j :t dx . 7. Vl + cos 2x dx. Гх+Т о о 
•• f dx 10. � · жvln ж  е 

1 
1 1 .  J 

о 

3 . 6. j \жl dx . 
-2 

-3 9 j dx · V25 +3ж '  о . 

12 /4 ln(x + �) • ln7'-:::'f dz. · v9 + z- · 
о 
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11{2 2 х dж 

. 13. j v'l + ж4 . 
о 

1 ·  ж dж 14. J v'4 - :j:4 . 
о 

15, jз"os2 "' sin 2x dx. 
о 

tt/2 tt/12 
.16 1 COS X - sin x 

• . dж. 17. 1 ln sin 2х · ctg 2:�: dx. 
1t/4 

18. j• cos(ln х) 
• dx. cos x + ыn z  

о 
1 

19. j sh2 х dx. 
о 

ln 2 
20. j th ж dx. 

о 

х 1 
ln 3 

21 . J th2 х dx; 
о 

Применя:я формулу интегрирования по частям, вычислите следующие интегралы: 
21f 1 1 

22. j x'sin ж dx. · 23. j ln( l + х) dx. 24. j ж sh х d:в. 
о о о . 

1/.fi 
25. 1 arcsin х dж. 

о 

Вычисление мощадей 
27. Вычислите площадь фигуры, ограниченной nараболой у х2+ 2х-3 и'nрямой у = ж+З. 
28. Вычислите площадь фигуры, ограниченной nараболой у = 2х - х2 и nрямой 11 -х. 
29. Вычислите площадь фнгуры, ограниченной nараболой у = х2 - l ,  прямой х = 2 и осями 

координат. 
ЗО. Вычислитеплощадьфигуры, ограниченнойпараболамн у = х2 -Зх-4 и 11  = 4+ 3х - а:2 •  
31. Вычислите площадь фиrуры, ограниченной прямыми у = х - l ,  у = l и кривой у = ln а;. 
32. Вычислите площадь фиrуры, ограниченной кривыми у e-z , у = е"' и прямой ж = 1 .  
33. Вычислите площадь фиrуры, ограниченной кривой у = х3 , прямой у = 8 и осью Оу. 
34. Вычислите площадь фиrуры, ограниченной астроидой ж =  а cos3 t ,  у =  а sin:t (а > 0) . 
35. Вычислите площадь фиrуры, ограниченной одной аркой циклоиды х = ·a(t - sin t) , 

у =  a(I - cost), а >  Q, и осью абцисс. 
36. Найдите площадь фигуры, ограниченной кардиоидой ж а(2 cos t - cos 2t), · 

11 = a(2 sin t - sin 2t) , а >  о. 
37. Найдите Площадь фигуры, ограниченной кривой р = а sin IP · (а > О) . 
38. Найдите площадь_фиrуры, ограниченной кривой р = а  sin 2<р (а > 0) . 
39. Найдите площадь фигуры, ограниченной кривой р = 2 + sin tp. 
ВычИСJiение объемов тел 
40. Найдите объем тела, образованного вращением вокруг оси Ож одной полуволны сину­

соиды у =  sin ж (О � ж �  11') . 
41 . Найдите объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох кривой у = sin2 х 

(O � x � 1r). 
. 1 2 42. Найдите объем эллипсоида, образованного враЩением эллипса ;т + � = 1 вокруг 

оси O:z. 
43. Найдите объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох площадки, ограниченной 

осью Ох и параболой у = ах - ж� (а > О) 
44. Найдите объем тела, образов;шноrо вращением вокруг оси Оу фигуры, ограниченной 

nараболой у = х2 , осью Оу и nрямой у = 1 .  
45. Найдите объем сеrмента, отсекаемого плоскостью х а от эллипnrЧеского параболоида 

i •' 
2р + 2q = ж. 

2 2 46. Найдите объем тела, ограниченного однополостным гиnерболоидом ;т + � -
И ПЛОСКОСТЯМИ Z = Q И Z :;::: h .  
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Вычисление дпин дуr 

47. Вычислите длину дуги параболы у = � от точки (О, О) до точки ( 1 , !) . · 
.. 

48. Вычислите длину дуги полукубической параболы у = .fi3 от начала координат до точки 
A(l , 1 ) . 

49. Найдите длину дущ кривой у = ln ж от ж = · У'! до ж = v'8 . . · · '  

50. НаЙдите длину дуГи кривой у = in sin ж от ж = j до ж = � .  
51 . Найдите длину кривой ж =  а cos3 t ,  у =  a sin3 t (а > О) (астроида). 
52. НаЙдите длину дуги кривой ж = � - t, у =  t2 + 2 от t = О  до t = 3. 
53. НаЙдите длину дуги кривой ж = е1 cos t ,  у = е1 sin t от t = О до t = Jn 1Г. 
54. НаЙдите длину дуги логарифмической сnирали р = ае'�'(а > 0) , находящейся внутри 

круга р � а. · 

55. Найдите длину кривой р = а sin <р (а > О) . 
50. НаЙдите длину nервого витка сnирали Архимеда р = а<р (а > О) . 

Ответы 
1 .  � ·  2. � + ln 4. 3. ! In � . 4. "'�4 • 5. tg l - 1 . 6. 6,5. 7. 0. 8. � ; 9, .... � . 10. 2. 1 1 . 1 .  12. � Jn2 3. 
1 3. t ln ( 4+v'i7) .  14. f2. 1 5� 1;3 • 16. О. 1 7. - 1�2 • 1 8. sin 1 .  19. sh2 J ,  20. \n � .  21. Jn3- � .  22. -211'. 
23. Jn4- l .  24. е-1 • 25. н;�v'2 . 26. 2-v'e. 27. 1�5 • 28. 4,5. 29. 2. :30.·� .  31 . е - 2,5. 32. 2 ch 1 - 2 .  
3 3  3 3 2 зs · 2 з· 6 б 

· 2 з1 '"'2 з8 "'"2 з9 ·9 4·о .. � · ·41 3 2 42 4 · 2 . 1 2 .  4. s1Га . • 37Га . . •  1Га . • т·  . т ·  . 2 11' · .  . Т ·  . а1Г . . • з1ГаЬ . 
43. "';: . 44. I .  45. 1Гa2y'jiq. 46. 1rabh ( 1 + �) . 47. � [ v'2 + In(J t у'2)] .  48. 131/-8 • 49. 1 + f Jп j .  
50. 4 ln 3 .  5 1 .  ба . 52. 1 2 .  53. (11' - l ) v'2. 54. av'2. 55. 1ra. 56. 1ГaVl + 411'2 + � In ( 211' + v'I + 411'2 ) .  
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НЕСО&СТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

§ 1 .  Интеrрапы 
с бесконечными пределами интеrрирования 

1 . 1 .  Оnредепения. Примеры 

Понятие определенноrЬ интеграла связано с функцией, рассматриваемой на пекото­
ром конечном отрезке [atb.] , так что область интегрирования: в опредеЛ13ННОМ инте� 
rрале всегда ограничена. ().nнако чаС1'о nриходJtтся иметь дело с функциями в не­
ограниченных областях: в бесконе11ных nолуинтервалах nида [а, +оо) или (-оо, Ь] , 
или же в интервале (-оо, +оо) . С nодобной ситуацией мы встречаемся, наnример, 
nри вычислении nоте1щиала гравитационной или электростатической силы. 

Чтобы расnространить nонятие оnределенного интеграла на случай неоrрани­
ченных областей интегрирования, нужны новые оnределения, устанавливающие, •1то 
следует nонимать nод символами 

+оо 6 +оо j /(ж) dж, j J(ж) dж и j J(ж) dж. 
4 -оо -оо 

Пусть функция /(ж) оnределена для всех ж � а и интегрируема (наnример; 
неnрерывна) на каждом конечном отрезке а � ж � Ь, где а - фиксировано, а Ь � а -
nроиэволъно. Определим, чrо мЫ будем понимать под символом 

+оо j f(ж) dж 

(нес.обсJпеенный интеграл 1-го рода) . Рассмотрим функцию аргумента Ь � а 
ь 

J(b) = j /(ж) dж. 
4 

(1) 

(2) 

Опредепение. Если при Ь ....... +оо функция J(Ь) имеет конечный nредел L, то м ы  
называем несобетвенный интеграл ( 1) сходящимсл и лолагаем n o  оnределению 

+оо Ь J /(ж) dж = lim j /(ж) dж = L. 
ь-чоо 

а 4 
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Если nри Ь -+ +оо функция J(b) не имеет (конечного) предела, то мы на3Ьlваем 
интеграл ( 1)  расходящимсл и не приписываем ему никакого числового значения. 

Пример 1. Рассмотрим несобетвенный интеграл 

.,.. По оnределению 

так что интеграл 

сходится и равен f . 111-

+ос ах J 
1 + х2 ' 

() 

ь 
dx 1r 

= lim j --2 = lim arctg Ь = -, 1>-+оо 1 + Х Ь-<+оо 2 () 

Пример 2. Рассмотрим несобетвенный интеграл 
+оо 

.,.. Так как интеграл 

j cos x d:e. 
() 

ь . 
j cos x dx = sin b 
о 

не имеет nредела nри Ь ...,. +оо, то данный несобетвенный интеграл расходится. 111-
Пример З. Пусть точечные электрические мрRДЫ IJl и IJ2 имеют одинаковые знаки. наnример, IJl > О 
и 112 > О, так что заряд IJI будет отталкивать заряд q2 •  По закону Кулона сила F электростатического 
взеимодейстаия в вакууме деух точечных электрических зарядов равна 

F _ 
kiJriJ2 

- т2 ' 

где т - расстояние между зарядеми, k - nостоянная. , 
Пусть заряд q1 nомещен в точке М0 , которая nринимается за начало отсчета. Требуется найти 

работу А no nервмещению заряде 112 из точки М, отстоящей от точки Мо на расстоянии 1'!<В беско· 
нечность. Искомая работа А выражается несобетвенным интегралом 

По оnределению 

+JOQ kqriJ2 
+
j
oo dт 

. А = -;г dr = k1J11J2 ;:r· , T J  T J  

+оо dr ь dr 1 , ... ь 1 1 1 f r2 = ь�Л:осj r2 = ь��оо ( -;;) r=r1 = ь��оо ( i=; - ;;) = ;;· 
Таким образом, А = �. Если 112 . - единичный заряд, то А = !!!. Эта величИна называется 
потенциалом nоля, создавЬемого зарядом q1 • 

.,1 

Пример 4. Рассмотрим интеграл 
+oo d J ..! (а = const). (З) z" 1 

Установим, nри каких знач�;�нИях а интеграл (3) сходится и 'nри каких расходится. По определению 
имеем 
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Пусть а ::F 1 .  Тогда 

Поэтому, если а > 1 ,  то 

ь dx ( ь1-а 1 ) 1 . 
Jim J - =  Jim -- - -- = --
ь .... +оо za Ь->+оо 1 - а 1 '- а а - 1 ' 1 

так что nри а > 1 интеграл (3) сходится; если же а < 1 ,  то nри Ь - +оо интеграл 

!ь dx 
za 

1 
не имеет конечного nредела, так что при а <  1 интеграл (3) расходится. 

Пусть а = 1 .  Тогда 

ь d ь d J -=. = j -=. = ln b, 
za z 

1 1 
откуда видно, что nри а = 1 интеграл 

Следовательно, 

ь dx ! - - +оо. 
za Ь->+оо 1 

+оо dx сходится, если а > 1 ,  
интеграл j -

1 ха расходится, если а �  1 .  

Полученные результаты имеют nростой геометрический смысл. Рассмотрим область D, ограни­
ченную слева nрямой х = 1 ,  снизу - осью Ох, а сверху - кривой у = do (рис. 1 ). Вnраво эта облает� 
простирается безгранично. Условимся под площадью всей бесконечной обл.асти D nонимать nредел 
nлощади конечной ее части до nрямой х = Ь (рис. 2) nри Ь - +оо. Тогда nолученныЕ! выше резуль-
таты будут означать, что если область D сверху ограничена кривой у = -\, , где а > 1 ,  то она имеет 

конечную nлощадь, если же верхняя граница области D есть гиnербола у':: .!. или кривая у = -\, , где 
. 

, Z  z 
а < 1 ,  то говорить о nлощ� области D не имеет смысла. 

Замечвние. Нетрудно видеТЬ, что для любого а ;;;:: 6 > О интеrрал 

+"" dx 
J ха 
а 

также сходится nри а > 1 и расходится nри а � 1 .  

у У а =  1 
а < 1  а > 1 

1 

о 1 ь х о 1 х 

Рис. 1  Рис. 2 
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Пользуясь определением несобетвенного интеграла 

+оо Ь 1 /(ж) аж =  lim 1 /(ж) dж, Ь-+оо 
а а · 

можно доказать справедливость следующих утверждений. 
1 .  Если интеграл 

+оо 1 /(ж) dж 
а 

сходится и >. - любое действительное число, то интеграл 
+оо 1 Л/(ж) dж 
о 

также сходится, причем 

2. Если интегралы 

+оо +оо 1 >.f(ж) dж = >. 1 /(ж) dж. 
а а 

+оо 1 /(ж) dж 
а 

+оо 
и . 1 <р(ж) dж 

а 
сходятся, то интеграл 

+оо 1 (/(ж) + <р(ж)) dж 
а 

также сходится, причем 
+оо +оо +оо 1 (/(ж) + <р(ж)) dж = 1 f(ж) dж + 1 ср(ж) dж. 

• Действительно, для любого Ь > а 
ь ь ь 1 (/(ж) +,<р(ж)) dж = 1 /(ж) �ж + 1 <р(ж) dж. 

а а 

(4) 

(5) 

Каждое слагаемое в nравой части (5) имеет предел при Ь --+  +оо. Значит, существует 
nредел левой части ( 5) при Ь --+ +оо, т. е. интеграл 

+оо 1 {/(ж) + <р(ж)) dж 
а 

сходится. Переходя в равенстве (5) к пределу при Ь --+  +оо, получаем равенство (4) . ..,. 



31Д8118. nусть интеграл +оо 
j (f(:z:) + \О( Ж)) dж 
" 

сходится. Что можно сказать о сходимости интегралов 
+ос +оо J /(:z:) d:z: и j 10(z) dz ? 
" " 

Можно nоказать, что если фунКции u(ж) и v(ж) неnрерывно дифференцируемы 
на nолуr�рямой ж � а, то 

+оо +оо 1 u dv = (u(�)v(ж)) j;oo - J v du (6) 
Cl а 

(формула интегрирования по частям). При этом предnолагается, �то из трех входя­
щих в равенство (6) выражений (два интеграла и двойная подстановка) имеют смысл 
по крайней мере два; существование третьего отсюда уже вытекает. 

ПриМер. Рассмотрим интеграл 

(n - натуральное число или нуль) . 

.,. Интегрируя по частям, находим 

+ос 
.J .. :::; j :z:"e-'" dz 

о 

+оо +оо 
J,. = j il:"e-'" dz = -(ж"е-"') 1:"" + n j ж"*1е-"' dж = nJn-1 (n = 1 ,  2, . . .  ) . 

о о 
Замеча11, что 

nолучаем 

. +оо . 
Jo = j е-"' d:z: = 1,  

4 

Jn = n! . ... 

1 .2. Несобетвенные интеrралw 1 -ro рода от неотрицатеnыfых функций. 
Теоремы сравнения 

Во многих задачах вычислять несобетвенный интегра.д. не требуется, а нужно лишь 
установить, сходится ли этот интеграл или расходится. Вопрос о сходимости или' 

расходимости несобетвенного интеграла часто решается с помощьютеорем сравнения. 

Теорема 1 (cpaiНttiИI). Пусть на отрезке [а, Ь] при любом Ь > а фун"ции f(ж) и �р(ж) 
интеерируемw и 

О � /(ж) � У'(ж) '</ж ·� а. 
Тогда 

1) если интеграл 
+оо 1 �р(ж) dж 
а 



90 ------------------- Глаiа ХW. Несобственные 1111Т81'ра11w 

сходится, то схддится и интеграл 

+со 1 J(x) dx; 
а 

2) если интеграл 
+оо j f(x) dx 
а 

расходится, то расходится и интеграл 

+оо 1 (J'(x) dx. 
а 

"" 1) Пусть интеграл 
+со 1 'Р(х) dx 
а , 

сходится. Докажем, что сходится и интеграл 
+сс 1 J(x) dx, 
а 

ь 
т. е. J(Ь) = J /(х) dx имеет конечный предел при Ь --+  +оо. , 

а 

. 

Прежде всеrо из неотрицательности функции J(x) 'r/x � а следует, что J(Ь) есть 
неубывающая функция от Ь .  Действительно, если Ь1 > Ь, то 

Ьt Ь Ьt Ь 

J(Ьt ) = 1 J(x) dx = 1 J(x) dx + j J(x) dx � 1 /(z) tk = J(Ь). 
а а · � а , 

Далее, т. к. J(x) � 'J'(z)\•x � а, то при любом Ь > а  иt.�еем 
ь ь 1 J(x) dx � 1 'J'(x) dx. 

а 

Ь +оо 
Интеграл J 'J'(z) dx не иревосходит несобственноrо интеграла J 'J'(z) dx который 

а о 
по условию сходится. Следовательно, при любом Ь > а имеем 

Ь +оо 

J(Ь) = 1 f(x) dx � 1 'J'(z) dx = L. 
о а 
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ь ' 
.Итак, интеграл J(Ь) = J f(ж) dж nредставляет собой ФУнкцию от Ь ,  неубывающую 

а 
и ограниченную сверху (при Ь --!>  +оо) . Поэтому J(Ь) имеет конечный предел nри 

+оо 
Ь --!>  +оо, а это, согласно оnределению, означает, что интеграл J /(ж) dж сходится. 

Первое утверждение теоремы доказано. 
2) Докажем второе ее утверждение. Пусть интеграл 

+оо 1 f(ж) dx 

а 

расходится. Применяя метод рассуждения от nротивного, допустим, что интеграл 
+оо 1 <р(ж) dx 
а 

сходится. Тогда, согласно уже доказанной nервой части теоремы, будет сходящимся 
+оо 

интеграл J f(x) dx, что nротиворечит условию. Следовательно, наше допущение 
а 

+оо 
неверно, т. е. интеграл J <р(х) dx расходится . ., 

а 
Прi!Шiр. Рассмотрим несобстаенныА интеграл 

+ао _,.2 

J 1 + х� + sin4 х dx. а 

.с Исследовать ero на сходимость nри nомощи оnределения не nредставляется возможным. Восnоль­
зуемся тем, что дпя всех х � О функция 

удовлетворяет условию 

Так как интеграл 
+ао dx J 1 + z2 
о 

сходится, то в силу теоремы 1 сходится и рассматриваемый интеграл� .,. 

Теорема 2 (сраанениt). Пусть функции f(x) и <р(х) непрерывны и неотрицательны дЛJ1 всех 
х � а и пусть <р(х) отлична от нуЛJl дЛJ1 всех достаточно больших х. Тогда, если 
существует конечный предел · 

то интегралы 
Jim f(x) = k 'f.; O, :f-+oo <р(ж) 

+оо +оо 1 f(ж) dx и 1 <р(х) dж 
а а 

сходятся или расходятся одновременно. 
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<1111 Пусть 
lim /(ж) = k > О. 

е-+оо <р(ж) 
Это означает, согласно определению предела, что для всякого числа Е > О, например, 
е = �  > О, существуеттакое число N, что для  всех ж ;';:!:  N выполняется неравенство 

или, что то же, 

1 /(ж) - k ! < Е =  .! <р(ж) 2 '  

k /(ж) З 
2 < <р(ж) < ·2 k. 

Отсюда, в силу того, что <р(ж) > О, получаем двойное неравенство 
k 3 2 <р(ж) < /(ж) < 2 k<р(ж) Vж ;';:!: N . 

• 
Пользуясь теоремой 1 ,  из неравенства /(ж) < ! k<р(ж) заКлючаем: если интеграл 
+оо +оо 
1 <р(х) dж сходитея, то сходится и интеграл 1 f(ж) dж; из неравенства �<р(ж) < f(ж) 
N N 

+оо +оо 
усматриваем: если интеграл 1 <р( ж) dx расходится, то расхОдИтся и интеграл J f( ж) dж. 

N N 
+оо 

Аналогично устанавливаем, что если интеграл 1 f(ж) dж сходИТся (расходится), 
N 

+оо ' 
то интеграл 1 <р(ж) dx будет также сходящимся (расходящимся) . . N 

+оо +оо 
Полученные выводы остаются в силе и для интегралов J f(ж) dx и J rр(ж) dж. 

. +оо 
/1. Cl 

Это следует из того, что интеграл 1 g(ж) dж будет сходящимся или нет одновременно 
11 

+оо 
с интегралом 1 g(ж) dж , где р > а - сколь угодно больцrое фиксированное .число, 

· р  поскольку разность этих интегралов является собственным интегралом . ..,. 
Прммер. ИССJ18Д011&ть на сходммостъ интеrрал 

+оо 282+ 1 . 

j :�3 + 3:� + 4 dж. 
1 

<11 На попуnрямой ж ;;о; 1 nодынтегральная функЦИfl /(��:) = .f:�: .. > О. Эаnиwем ее так: 

2 + 1 
/(z) = ' 3 i1 4 • :� + ; + j1 

ОТСIОДI видно, что дпя больwих z функция /(z) вwт себя как � :  Выбервм в квчвстве функции срав­

нения �(z) = � · будем иметь 
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Интеграл Td: 
1 

расходится. В силу теоремы 2 расходится и данный интеграл • .,. 
+оо 

Используя теорему 1, а также результаты, касающиеся интеграла J �,  приходим 1 
+оо 

к следующим признакам сходимости и расходимости интеграла J !(ж) dж от неотри-
/1 

цательной функции /(ж) . 

Теорема 3. Если существует такое число а > 1, что для всех достаточно 6011ьших ж 
м 

о �  J(ж) � а' ж 
где М > О и не эависит от ж, то интеграл 

+оо 1 J(ж) dж 
/1 

сходитСJJ. 
Если для всех достаточно 6011ьших ж 

м 
/(ж) � - (М > О, М неэависит от ж), 

ж то интеграл 
+оо 1 J(ж) dж 
/1 

pacxoдиmCJJ. 
-4. Пусть условие 

м 
о � /(ж) � а (а > 1) 

ж 
+оо -

выполнено для всех ж � А > max{a, 0} . Так как интеграл J � dж для а > 1 
. А 

сходится, то, взяв в качестве ср(ж) функцию �- · по теореме) получим, что сходит­
+оо 

ся и интеграл J /(ж) dж. Отсюда, в свою очередь, вытекает сходимость интеграла 
А 

+оо 
J J(ж) dж, так как 
/1 

Ь А Ь 1 !(ж) dж = 1 J(ж) dж + 1 J(ж) dж 
а а А 

ь ъ 
и при Ь -+ +оо интегралы J J(ж) dж и J /(ж) dж имеют конечные nределы только 

одновременно. 
а А 
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Пуст� теперь для всех а: �  А >  max{a, О} выполнено условие!(:�:) � � (М > 0) . 

+оо +оо 
Так какинтеграл J � da: расходится, то по теореме 1 расходится и интеграл J f (а:) da:, 

А . А 
+оо 

а вместе с ним и интеграл J !  (а:) da:. 8lo 
а 

Пример. Исследовать на сходимость интеграл 

..,. Дnя z � 3 имеем 

Интеграл 

+joc z - 2  
z3 + z2 +2z + 5 dz. 

3 

+оо dz 

j z2 3 
сходится (а = 2 > 1) . . Следовательно, сходится и данный интеграл. • 

1 .3. Абсолютно сходящиеся интеrрапы 1·ro рода 
Пусть функция ! (а:) сiпрtщелена для а: � а и интегрируема на любом отрезке [а, ЬJ ,  
где Ь > а. · 
Оп�епение. 11нтеграл 

+оо 1 /(а:) da: 
а 

+оо 
называется абсолютно сходящимся, если сходится интеграл J 1/ (а:) 1 da:. 

а 
+оо +оо 

Если интеграл J J{a:) da: сходится, а J 1/(a:) l  da: расходится, то 
а а 

+оо 1 /(а:) da: 
а 

называют (условно) · сходящимся интегралом. 

Теорема 4� Если интеграл 
+оо 1 IJ(a:) l  da: 
а 

сходится, то сходится и интеграл 
+оо 1 /(а:) da: . . 
а 
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- +оо 
<1111 Пусть интеграл J 1/(i) l  dx сходится, 

а 
ь 

lim j 1 /(x) l dx = L < +оо. Ь-++оо · 

а 
Так как для всякого х из области определения функции ! (х) 

-1/(x) l � /(х) � 1/(x) l , 
то 

О � 1/(x) l + /(х) � 21/(x) l .  
+оо 

( 1) 
Вместе с интегралом J 1/(x) l dx, который сходится по условию, сходится и интеграл 

+оо +оо 
а 

f 21/(x) l dx = 2 J 1/(x) l dx. Поэтому, согласно 1-й теореме сравнения, из ( 1) еле-
а а 

+оо 
дует, что сходится также и интеграл J (!(х) + 1/(x) l)  dx. Последнее означает, что 

а 
ь 

интеграл J(!(a;)+ 1/(x)J) da; при Ь --+  +оо имеет конечный предел. 
а 

Имеем, очевидно, 
/(х) = (/(х) + 1/(x) l) - 1/(x) l \:fx � а, 

откуда для всякого Ь > а 
ь ь ь 1 f(x) dx = 1 (/(х) + 1/(x) l) dx - j 1/(x)l dx. 

а а а 
(2) 

Каждое слагаемое правой части (2) имеет конечный предел при Ь --+  +оо. Следова-
ь 

тельно, интеграл J f(x) dx при Ь --+  +оо также имеет конечный предел, т. е. интеграл 
+оо . 

. а . ' . . 

f f(x) dx сходится. "" 
а . /  

. +оо 
Теорема 1 и результаты, касающиесяинтегралов J � ,  позволяютсформулировать 

1 +оо 
следующий признак абсолютной сходимости интеграла J f(x) dx. 

а 

Теорема 5. Если существует такое число а > 1, что для всех достаточно больших х 
функция ! ( х) удовлетворяет условию 

м 
1/(x) l � - , (3) 

ха 
где М > О и не зависит от х, то интеграл 

+оо 1 f(x) dx 
а 

сходится абсолютно. 
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.,.. В самом деле, пусть условие (3) выполнено ДJIJI всех ж ;;,: А > max{a, 0} . 18к как 

+� +� 
интеграл J J dж ДIUI а >  1 сходится, то па теореме 1 сходится интеграл J 1/(ж) ! dж. 

А А 
+� +� 

А тогда сходится и интеграл J 1/(ж)l dж, и, значит, интеграл J /(ж) dж сходится 

абсолютно . .., 
Прммер. Рассмотрим интеrрал 

4 

+
/00sin z  d 7 · "· 1 

<111 Имеем, очевидно, !� ! (; � "/:е � 1 .  Интеrрал 

+оо d 1 -/r  1 
оходится, сnедоватально, данный интеrрал сходится абсол10тно. .,. 

Итак, если интеграл 
+CXI 1 J(ж) аж 
о 

сходится абсолютно, то он сходИТся. Обрцтное неверно: интеграл 
+� 1 J(ж) dж 
а 

, 

может быть сходящимся, но не быть абсолютно сходящим си. 
Прммер. Рассмоrрим интеrрал 

о 

"" Для мсследоаания его сходимости nриманим формально интеrрирование по частям: 
+joo sln z +joo 1 oos z l+oo +ooj. oos z . +joo cos z -;;- dz = - ; d(cos z) = --;- , 

- zг da: = cos l - zг dж. 
1 1 1 1 

(4) 

(5) 

+оо . 
Интеrрел f 7 dz сходится абсолiОТНО и, значит, сходится. Т�rо�м образом, оба выражения в nравой 

1 . 
части (5) конечны. Поэтому, во-nервых, nроделанное интеrрирование no частям законно, а во-вторых, 

+оо aln e 
. 

лееая часть конечна, т. е. интеrрВ/1 f -;- dre сходится. 1 
Покажем теперь. что интеrрал (4) не сходится абсоп10тно, т. е. что интеrр811 

+оо j 1 sl:жl dж (б) 
1 

расходится. �стеительно, иэ нераеенстеа 

при л10бом Ь > 1 имеем 

2 1 - cos 2z 1 sin zl � sln :1: = 2 

ъ ъ 6 f 1 sln rel dz � ! j dz _ ! j � dz. ж 2 z 2 ж 1 1 1 
(7) 
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+оо 
Интеграл J ·� расходиТС!I: 

1 
& dж 

IIm j- = -+осе. 
ь .... +оо 11: 1 

Интеrраli j �2� dж сходиТС!I. Чтобы а этом убедиться, достаточно nроинтегр'!'роваn. его no часmм 
-1  . 

(см. (5)). ПерекОДR в неравенстве (7) к nредвлу nри Ь ..... +се . nолучим, что npaatllt, .а сnедовательно. 
и певая часть этоrо неравенства стремятаа к бесконii'!НОСТИ и nоэтому интеграл (8). расходитСR. Таким 
образом, интеграп (4) не скодиТС!I абоопютно • ..,. 
Приведем один достаточной критерлй cxoдiWocm лнтеrралов, называемый при­

знаком Абеля-ДuрUХ!lе. 

Теорема 6. Пусть 
1) функцuя f(ж) непрерывна и имеет ограниченную переообраэную F(z) при ж � а; 
2) функция g(re) непрерывно дифференцируема при ж � а; 
3) функция g(ж) монотонно убывает при rt � а; 
4) lirn g(rt) = о. 

ж .... +оо 
Тогда интеграл 

+оо . 1 /(rt)g(rt) drt 
11 

сходится. 

Прммер. Применим nризнак дбеля-ДИр�о�хпе к иссnедовани10 сходимости интеграJ!а 

/+cosln z 
-,. dж, а > О. 

:1: ' 1 
(8) 

.. Функция /(ж) = sln 11: имеет ВС10Ду ограниченну10 nервообразнуiО F(ж) 0:: - сон: ,  а неnрерывно 

,1\ИфферанцируемаА nри ж � 1 функция g(z) = �· (а > О) монотонно убывает и стремитСR к нул10, 
когда ж - +оо. Все ycnoвиtt творамы дбепя-ДИрихпе в.ыnопнены, так что интеграл (8) сходиТСR. 11> 
ЭадN. Доказать сходимость интеграJ�а Френеля . 1 +со j sin z2 dz. 

о 
(Уааание: сделаn. замену nераманной z2 = Ц 

1 .4. Главное значение интеrрвпа 1 -ro рода 

Несобетвенный интеграл 
ъ 1 /(rt) drt 

-оо 

определяется следующим. образом: 

4 Зак. 628 

�--------------------� ъ ь J !(�) drt = ���� 1 /{rt) drt. 
-� 11 
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Интеграл f f (х) dx называеТСя С.ходящимся, еслиуказанньiй nрёдеЛ суЩе'с:rвует, ирdс-
-оо 

ходящимся в nротивном случае. 

или 

Если оба nредела интегрирования бесконечны, то no оnределецию nолаrают 

+оо Ь f f(x. ) dx = lim j f(x) d'J: 
b-t+oo 

-оо а�-оо а 

+оо N2 f f(x) dx = lim j. f(x) dx 
Nt-+<» 

-оо N2-.+00 -Nt 

(N1 ,  N2 -+ +оо независимо друг от друга). Может оказаться, что. оnределенный та­
ким образом несобетвенный интеграл не существует, но существует главное значение 
интеграла по Коши, оnределяемое no формуле 

· · 
+оо N 

v. р. ; /(а:) dx = lim •/ !(�) ах; ' N-+HX> ' ' 
-оо -N 

т. е. когда N1 = N2 = N (v. р . ....- начальные буквы слов valeиr principal - главное 
значение) . Тогда· говорят, что несобетвенный интеграл 

+оо f f(a:) da: 
-оо 

сходится в смысле главного значения по Коши. 
Прммер. Рассмотрим интеграл 

<11 Имеем 

+joo :c dz 
1 +z2 '  

-оо 

• N2 " 4" откуда видно, что nри nроизвольном стремлении N1 и. N2 ,к +оо интеграл J н;т nредела не имеет, 
-Nt 

+оо d '  
, т. е. интеграл J 'j:;:::!z . " . расходи .. тся. В то же время 

-оо +� 
+joo z dz . JN z d; 1 l + N2 

v.p. 
-1--2 = 11m -1 --2 = -2 1n 1 N2 = 0, + z  N-.+oo + z + -оо -N 

т. е. рассматриваемый интеграл сходится в смысле главного значения no Коши . ..  
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§ 2. Интеграль1 от неограниченных функций 
\ � - . ' - . . - . . . 

{ 

2. 1 .  Определения. Примеры 
Необходимым усllовием: существований опреде- у 
ленного интеграла 

ь 

j J(x) dx 

является ограниченность функции J(ж) на оrрез-
ке (а, Ь) . Так что, если, наnример, функция /(ж) 1 
интегрируема на отрезке [а, Ь1 ] ,  где Ь1 < Ь, и не­
ограничена в окрестности точки х = Ь, то интеграл 
от J(ж) на [а, Ь) в обычном смысле (в смысле Ри- О .х 
мана) не может существовать. Однако при помощи 
новых определений понятие интеграла можно рас- Рис. з 
nространить и на такие случаи, когда подынтегральная функция оказывается неогра­
ниченной на отрезке инТегрИрования. 

Пусть функция /(ж) · интегрируема на отрезке . [а, Ь - е] nри любом как угодно 
малом е >  О, но не огранИчена в интервале (Ь - е, Ь) (см. рис. 3). Оnределим, что мы 
будем понимать nод символом . 

ь 

j J(x) dж ( 1) 

( несобетвенный интеграл 2-го рода) . Для этого рассмотрим функцию от е (е > О) :  
Ь-Е 

J(e) = j J(ж) dж, . 
а 

Оnредепение. Если при е -+ О + О функция J(e) имеет конечный предел L, то мы 
ь 

говорим, что несобетвенный интеграл J J (х) dx сходится, и полагаем по определению 
а 

Ь Ь-Е J J(x) dx о�. Iim j J(ж) dx = L. 
е-+0+0 

(2) 
а а 

Если nри е -+ О +  О функция J( е) не имеет предела, то говорят, что несобетвенный 
интеграл ( l) расходится и не nриnисывают ему никакого числового значения. 

Прммер. Рассмотри� интеграл 

1 dx j vfl - х2 · о 

_. здесь функция f(x) = �2 непрерывна и, значит, интегрируеt.,1а на любом отрезке [О, 1 е] , v t-"• 
� > О , но nри х -+  1 - О функция J(x) -+ +оо. Имеем 
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' 1-е 
IIm j. .; dz 2 = IIm ( arcsin(l - е)) = arcsln 1 =' I , е-+0+0 

0 1 - :t t-+0+0 

так что рассматриваемый несобетвенный интеграл сходитсА. � 
Аналогично, если функция /(ж) неограниченатолько в интервале (а, a+t) ,  е >  О, 

несобетвенный интеграл 

определяется так: 

Несобетвенный интеграл 

ь j J(ж) dж 
а 

ь ь ! J(ж) dж = lim j J(ж) dж. е-+0+0 
а 

ь . j J(ж) dж 
о 

(3) 

называется сходящимся, если ука,занный предел существует, и росходящимся - в про­
тивном случае. 

Прммер. Исследовать на сходимость интеграл 

• По оnределению 

Так как nри а :1: 1 

то 

1 f dz 
zo ' 

о 

1 dz 1 d:z: ! - = IIm j -. :r:0 r-+0+0 :r:0 
о t 

1 d:r: 1 llm j -0 = -1 - , если а <  1 ;  , ... о+О :r: - а  t . 
\ 

если же а > 1 ,  то интеграл J � не имеет конечного nредела nри е -+ О +  О. 
t 

При а = 1 имеем 

Следовательно, 

11 dz 1 d:r: . - = j - = - ln е --+ +оо. � :r:0 z r-+O+O ' t 

1 

! dж интеграл -
:са 

сходится, если а <  1, 
расходится, если а �· 1. 

о 

(4) 
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Если функция /(z) на отрезке (а, Ь} не ограничена только в окрестности точки с, 
где а < с < Ь, то полагаем 

j !(•) d• � j f(x) d• + j !(•) dx � .!!.':' .. { Tt(•) d• + j f(x) dx} 
а а с •2-0+0 а c+t2 

Рассмотрение других вариантов расnределения особенностей функции /(z) пре­
доставляем читателю. 
2.2. Несобетвенные интеrрапы 2-го рода от неотрицатеnьных функцИй. 

Теоремы сравнения 

Теорема 7 (срааненин). Пусть фун"ции f(x) и IJ'(z) интегрируемы на отрезке [а, Ь - е] 
при 'любом сколь угодно малом е > О, неограничены в интервале (Ь - е, Ь) и связаны 
условием 

Тогда 
О � f(x) ·� IJ'(X) на · [а, Ь). 

ь ь 
1) если интеграл j 1р(ж) dx сходится, то сходится интеграл j f ( х) dx; 

а а 
Ь ·  Ь 

2) если интеграл j f(ж) dx расходится, то расходится интеграл 1 1р(ж) dx. 
а о 

<111 Пусть интеграл 
ь 

j IР(ж) dx 
о 

сходиtся, т. е. суLЦествует 
Ь-r 

lim 1 1р(ж) dx = L. t-+0+0 

Докажем, что интеграл 
ь 1 /(ж) dx 

о 
Ь-е 

также сходится, т. е. что функция J(e) = J f{x) dx имеет конечный nредел nри 
а 

е -+  О + О. В самом деле, так как /(ж) � О  на [а, Ь) , то Д1Ш любого е > О (е < Ь - а) 
Ь-е 

функция J (е) ·= J f(ж) dж неотрицательна и не убывает при убывании е. Кроме того, 
а 

. из условия /(ж) � IJ'(ж) 'Vж е [а, Ь} nри лЮбом е > О имеем 
Ь-е Ь-е J f(ж) dж � J 1р(ж) dж. 
11 о 
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ь-� ь , 

Интеграл J (J'(a:) da: не nревосходит интеграла J <р(х) dx, которыЙ по условию схо-
а а 

дится. Следовательно, для любоrо е > О 
Ь-< Ь 

J(e) = j J(x)da: � j <р(х) da: = L. 
а а 

Тhким образом, J(e) есть неуб.ывающая при е -+ О +  О, оrраниченная сверху 
функция. Поэтому существует .конечный nредел J(e) при е -+ О +  О, что означает, 

ь 7 
соrласно определению, сходимость несобетвенного интеграла J. J(x) da: . 

а ,. 
Справедливость второго утверждения теоремы легко доказывается методом рассу­

ждения от противного. 111-

Теорема 8 (сравн_ениА). Пусть положительные на [а, Ь) функции J(a:) и (J'(x) неограничены 
тольхо в о�Срестности точки х = Ь, и пусть существует предел 

. /(а:) l1m_ -
( ) = k > О. · 

�t -ь-о (J' а: 
Тогда интегралы 

ь j /(а:) dx и 
а 

сходятся или расходятел одновременно. 

Пример. Исследовать на сходимость интеrрал 
+о<> 

ь j <р(а:) dx 
а 

f � d Ж'а z, а ;;?: О. 
о 

1 
<С Интеграл (*) явnяеТСS! обьединением несобетвенных интегралов 1-го и 2-ro рода. Действительно, 
во-nервых, это интеграл с бесконечным верхним nределом, в во-вторых, nодынтегральная функция 
1 ( х) = а��'" не оnредепена в точке х = О и становиТСS! неограниченной nри х ..... О дпя достаточ­
но большого а > О. 

Дпя исследования сходимости интеграла ( *) разобьем nром!*жуток интегрирования на два так, 
чтобы первый промежуток учитывал особенность функции f(x) в точке х = О , а второй - поведение 
функции f(x) при х -+ +оо. Выберем, наnример, nолуинтервалы (О, 1] и [1, +оо). Тогда будем имвть 

Рассмотрим интеграл 

+о<> 1 +оо f arctg ж j arctg х .. j arctg х d -- dж = -- их + -- ж. ж" za za 
о о 1 

1 f arctgz 
-;a d:t. 

о 
Дпя исследования его сходимости восnользуемся теоремой В. Изаестно, что arcta x ....,' а:  (:r -+ О). 
Лоложив �p(z) = ;J::r , будем имвть 

IIm /(а:) = IIm z"-1 arctgz = 1. 
z ... O+O �р(ж) ..... о+о :r01 
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1 ' 1 
, Интеrрал l У'( ж) 4Z (/ХОдится при а - l < l ,  т. е. nри а < 2. В ему теоремы 8 интеграл l .""::"' d<e 

тaiOICe сходится nри а < 2. 
Рассмотрим теnерь интеграл 

+оо j arctgz d z" z. 
1 

Восnользуемся теоремой 2, nоnожив ll'(z) = ;/о. Имеем 

lim /(ж) = lim za arctgz = 1r 
., ... +оо 11'( z) ., ... +оо za 

Интеграл joo � еходится nри а > 1 ,  а nоэтому nри а > 1 сходится � рассматриваемый интеграл. 
1 

Значит, оба интеграnа в nравой части равенства (**) будут сходиться nиwь когда 1 < а < 2. Это 
и есть условие сходимости интеграла ( *) . .,. · 

2.3. Абсолютно сходящиеся интегралы 2-ro рода 

ь 
Определение. Интеграл j !(�) dre называется абсолютно сходящимися, если сходится 

Ь а 
интеграл j iJ(ж) l dre. ' 

IJ 

. ь ь 

Теорема 9. Если сходится интеграл j iJ(ж) l dж, то сходител и интеграл j J(ж) dж. ·. 

11 а 

Пользуясь теоремой 7, нетрудно доказать следующий приЗнак абсолютной сходи­
мост интеграла. 
Теорема 10. Пусть функция j(ж) неограничена только в интервале (Ь - Е, Ь), где Е > О 
сколь угодно мало. Если существует такое положительное число а < 11 что для 8сех ж 1 
достаточно (jлизких к Ь 1 ж < Ь 1 

• 

м IJ(ж) l � (Ь - ж)а ' 
где М > О и не за8исит от ж 1 то интеграл 

ь j J(ж) dre 
а 

сходится абсолютно. 

Зедача. Показать, что есnи дпя вовх ж, достаточно близких к Ь, z < Ь 
м 

1/(z)l � Ь _ z ,  М >  О, 

то интеграл 
ь 
j /(z) dz 
а 

абсоnютно сходиться не может. 
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Замечаиме. Интеrра.лы атороrо рода nриводятся к интеrралам первого рода с помощью подстаковок 
1 ! . . . . . . . . ' '  Ь - :z == i или :z - а = i . Поэтому элементарную теорию несобетвенных интегралов 2-ro poдlt можно 

вывести из теории интеrралов l·ro рода. 

2.4. Главное значение r.t!�ferpana 2·ro рода 
Пусть функция /(ж) интегрируема на отрезках [а, с - е:] и [с + t, Ь] , где а < с < Ь, 
nри любом е: > О и неограничена 

,
в окрестности точки с. Тогда, 

//(•) dж = Il(•) dж + j !(•> do = ,!!!J',. { 7'/(•) dж + j f(•) <Ь: }• 
а а с •2 .... 0+0 а с+�2 

nричем для сходимости интеграла nредел должен существовать nри независимом 
стремлении tt и е:2 к нулю. 

IЬворят, что несобетвенный интеграл сходится в смысле главного значения по Коши, 
если существует nредел 

& { с-е Ь } v. р. 1 !(�) dж = €�m_0 1 f(ж) dж + 1 f(ж) dж , 
а а �t 

(е: > О одно в обоих интегралах) . Величину 

ь 

v. р� 1 f(ж) dж 

называют мавнЬIМ значением интеграла по Коши. Очевидно, что интеграл может быть 
сходящимся в смысле главного значения, но не быть сходяiцимся. 

Пример. Пусть /(:z) = ,.:. , где с е (а, Ь). Тогда 
·-·1 • ' J d:z J tl:J ( ) !t-41 ( ) IЬ : Ь - с t1 -- + -- = ln lz - cl · + ln lz - cl = ln  -- + ln -.  
., z - с c+tt :� - с а •+t2 с - а е2 (1) 

Предел nравой части (1) nри nроиэаольном стремлении е1 и е2 к нул10 Не существует. ПО/Южим 
е 1 = t2 = е.  Тогда nри е ..... О +  О nредел nравоА части· существует и есть rпавное значение раосматри· 
ваемого интеграла: � 

•
dz Ь -с 1 

v. р. j -- = ln --. , а < с <  Ь. 
4 1  

ж - с. с - а . 

38Д8411. Пусть функция /(z) оnределена в окрестности ( -R, R) точки :z = О/кроме, быть может, самой 
. этой точки, и неограничена nри z .... О. Известно, что всякую функцию /(z) а окрестности точки z = О  

можно однозначно nредставить в еида суммы четной и нечетноА фУнкциА 

Показать, что 
/(:�) = /(z) -/(-z) 

+ j(
:�

) 
+/(-:е) = /t (ll) + 12(�); 

R 

R 
v.p. j f(z) dz 

-R 
существует, если существует интеграл j' /2(z) dz, rде /2(z) - четная составляющая функции /(z) . 

о 
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УпрDНения 
Польэуясь оnределением, исследуйте на сходимость интегралы: 

!но ж dж j+"" ж2 + 1 /+оо /+1)0 dж 1 . -4--1 . 2. -з dж. 3. а:е-"2 dж. 4. -- . ж + ж ·. ж 1n ж о 1 о 2 
ИсследуАте ка схццимость интеrр8ЛЬ1: 

S /но а: dж j+oo a: + l 
' ж3 + ж + 1 ' 8' ж� +Ф + S dж. · 1 1/2 
+оо +оо +со! (1 ' )  j. жarctgж j dж 1 11 . 

+ ; 9. .3' 4 dж. 10. --,.-, а·- действительное число. 1 1 .  ж" dж. 
0 :х: + 1 

2 ж ln ж 
1 

. . +оо . 
12. Вычислите несобственкый иNтеrрал f ж2"+1е-1112 d:x: (n - цел:ое число, n ) 0). о 
13. Покажите, что 

+оо +оо dж 
v. р. 1 sin ж dж == О, v. р. J -; = О. 

-ot� -оо 
Польэуясь определением, исследуйте на сходимость интегралы: 

2 dж 1 • 1 dz 
14. 1 Ja: - 1 · 15. 1 ln lll d�. 18. 1 �� 

1 (/ (/ 
0 8ttc 1 1/z 

17. J 7 dж. 18. 1 еа:з dж. 
1 d 

19. !����· 
- 1  о 

Исследуйте нi.сходимость интегралы: 
-1 

1 . 1 3 
20 1 dж 21 j. ж d:r: • �· • .э/( 1 - ж2); . о о v 

1 dж . 
22' 1 e'li - 1 ; 

о 
1 d!ll 23. , . . · .е• - cos :a: 

Исследуйте на сходимость интегралы: 
+оо а 

24. j 1 : жfJ da: (а, {J - действительные числа). 
о . 

Ответы 

+оо 1': J v ж cos a: d 25. 1 а:. ж +  
о 

1. Сходится; равен � . 2. Расходится. Э. Сходится; равен ! . 4. Расходится. 5. · СходИТСR. 
8. Расходится. 7. Сходится:. 8. Расходится:, 9. Расходитея:. 10. Сходится при а >  1 .  1 1 .  Сходится 
при а > О. 12. �. 14. Сходитея; равен 2. 15. Сходится; равен - i .  18. Сход11тся; равен � .  
17. СходитсЯ:; равен - : . 18. Расходится:. 19. Расходится. 20. Сходится. 21 .  Расходится. 
22. Сходится. 23. Расходится. 24. Сходится, если а > -1 ,  {J- а > 1. 25. Сходитсв неабсолютно; 
использовать теорему Абеля-Дирихле. 
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ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Функции одной nеременной не охватывают все зависимостей, существующих в nриро­
де. Так, .наnример, объем v nрямоугольного параллелепипеда, ребра которого имеют 
длины х, у ,  z соответственно, выражается формулой 

v = жуz, 
где ж ,  у, z могут принимать любые положительные значения. в.этом nримере имеем 
четыре nеременных ведичины, nричем значение v вnолне .опредfWЯется заданием трех 
остальных переменных re , у, z. Для . изучения: таких и .Подобных им зависимостей 
ввалится nонятие функции нескольких переменных. 

· 

§ 1 .  Некоторые определения и обозначения 
Пусть IR.n - п-мерное евклидово пространство. Расстояниемеждудвумялюбыми точ-мl( 1 , , ) м· "( " " . u) m.n об · 

· 

. · ·. . . .. . (м· 1 м· ") ками re1 , z2 , • • •  , zn и re1 , re2 ,  • • •  
, zn ИЗ JJ.'I. Означается символам р , 

И определяется формулой 

При n = 1 подучаем 

n 
р(М1, М11) = -\  2)re� - re�)2 . 

' А:=! 

р(М', М") = !ж'{ - re't l 
- расстояние между точками M'(rej) и М"(rе�) прямой (JR.1 = IR.); при n = 2 имеем 

• 1 ' 

р(М', М11) = J<ж� - rej)2  + (re� - ж�)2 

- расстояние между точками М'(жj , ж;) и М"(ж�, re�) плоскости (JR.2 ). 

Оnреде11ение. Пусть точ�а Мо(ж?, re�, . • .  , ж�) Е IR.n и пусть е > О - действительное чис­
ло. Совокуnиостр всех точек М Е :JR.n таких, что р(М, Мо) < е., называется n-мерны.м 
(открыты.м) шаром с центром 8 точке М о и радиусом е ,  или ша]!оfюй е-окрестностью 
точки Мо Е IR.n • 

В случае n = 2 имеем 

----·-·----- -----�---· ··· - · · -·----·· ·--�--------------------
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Это внутренность круга с центром в точке М0(хо, у0) радиуса е (круг без оrранИ:чива� 
ющей ero окружности; рис. l). Для n = 3 имеем (ж - хо)2 + (у - Уо)2 + (z - z0)2 < е2 • 
Э1Р wap радиуса. е _с  .дентрQм в то<ц<е Мо(жо, Уо, zo) (щар без оrранщЬl:ваJ()щей его 
сферы; рис. 2) . 

· · 

у 

о 

z 

х 

Рнс. 1 Рис. 2 

у 

· · · Наряду с шаровЬIМи ·окрестностями рассматрнваКУI' прямоугольнЫе ОJСрестности 
тоЧки М0(х?, х�, . : .  ,':�:�). Это совокупностЬ· всех точек"М(х1 ,  х2, • • •  , ·xn) '' E JRn та-
ких, что 

Х� - Ei • <  Xj < Х� + Ej , Ei > 0 (i = 1, 2, . . .  , n) . 
В случае n = 1 имеем обычную Е -окрестность ж о -:-: е < ;z:' < х0 + Е tочi<И ж о 

на числовой прямой. ПрИ n' = 2 эТо прямоуn)льнйк· со стоJ'онЗмн дЛины 2Е1 и 2е2 
(без границы, рис. 3). Для n = 3 это (открытЪ1й) параллелепипед с ��нтром в точк;е 
М0(х0, Уо, z0) , peбpli которого имеют длины 2EI , 2Е2 , 2е3 (рис: 4) . 

· · 
. . . · · 

у 

у 
о х 

Рис. 3 Рис. 4 

Оnредеnенме. Пуст:Ь множество Е с JRn . Точка М Е Е называется внутренней точкой 
множестiш Е, · если существует е > о· такое, что точка М содержится в множестве Е 
вместе со своей Е�окрестноотью. 

Если все точки множества Е внутренние для Е, то множество Е называется oni� 
крытым множестqом. 
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Так, в случае n = 2 любой круг без ограничивающей его окружности явлЯется 
nримерам открытого множества. 

Оnредеnеиие. Точка Р Е 1R11 называется граничной точкой мно)fСества Е С JR" , еслп 
в любой окрестности точки Р существуЮТ точки, как nринадлежащие множеству Е, 
так и не nринадлежащие ему. Совокуnность всех граничных точек множества Е 
называется его границей и обозначается дЕ. 

ЕсЛи к множеству Е nрисоединить его границу, то лолучим замкнутое множе­
ство Е: 

Е = Е U дЕ. 
. 

Примерам замкнутого множества может служить круг вмест.е с ограничивающей 
его окружностью. 

Оnредеnеиие. Множество Е С JR11 называется связным, если любые две его точки мож­
но соединить неnрерывной кривой (в частности, ломаной), всеми своими точками 

. содержащейся в множестве Е (рис. 5). 

а) связное множество б) несвязнос множество 

Рис. S 

Оnредеnение. Открытое связное множество называетси область/О"., 
Область называется ограниченной, если существует шар (круг) , содержащий эту 

область. 

Всякую область, содержащую данную точку М0, будем называть окрестностью 
тdчки Мо (nросто окрестностью, в отличие от е-окрестности) . 

§ 2. Понятие функции нескольких переменных 

Если каждой точке М(а:1 , а:2, . . .  , ж11) множества Е точек n-мерного евклидова nро­
странства 211 · по некоторому закону nоставлено в соответствие оnределенное действи­
тельное Число u, то rоворят, что на множестве Е оnределена фунiсция точки М или 
фунtеция n переменных Жt 1 ж2 , • • .  , :1:11 , и пишут 

и =  /(М), ИЛИ и = /(a:t ,  Ж21 • • •  , а:11) , М Е PJ. 
Множество Е называется областью определения функции J. 

При изучении функци:й неско:лькихnеременныхмы, какправило, будем ограничи­
ваться рассмотрением функцИй двух персменных z = 1 (а:,,у) ,  так как обычно бывает 
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яфiо, как перенести выводы, сделанные для функции двух переменных, на функции 
б�шеrо числа переменных. 

� Если функция задана одним аналитичес­
ки� выражением, · причем область определе­
ниt функции заранее не указана, то в каче­
стве области определения примимают совокуп­
ноСть всех тех точек М(х1 , х2, . � . , :сn), для ко­
торых данное аналитИческое выражение име­
ет конечное действительное значение (есте­
сtпlенная область определения) . Так, для функ­
ции 

z = x +y 
область определения - вся плоскость жОу, 
для функции 

z = Vl - х2 - у2 
область определения - замкнутый круг 

х2 + у2 � l. 
Пусть функция '% = f(x, у) определена 

в некоторой области Е на плоскости хОу. То­
гда каждой точке (ж, у) Е Е будет отвечать 
точка (ж,у, f(ж, у)) трехмерного пространства. 
Множество всех таких точек (ж, у, /(ж, у)) , rде 
точка (ж, у) Е Е, называетсяграфиком функции 
z = /(ж, у) . Например, график функции 

z = ж2 + у2 
- параболоид врашения (рис. 6). 

Для изучения характера изменения функ­
ции z = f(ж, у) пользуются линиями уров­
ня. Линией уроеня называется множество точек 
на плоскости жОу, в которых функция 1 при­
нимает данное постоЯнное значение z = с. Эту 
линию можно также получить, пересекая гра­
фик функции z = }(ж, у) плоскостью z = с, 
параллельной плоскости жОу, и проектируя 
линию пересечения ортоrонально на плоскость 
хОу. Система лИний уровня f(ж, у) '= C1!l 
(т = 1 , 2, . . . , k), где Cm+t � Cm = h = const , 
позволяет судить о ходе изменения функции. 
Там, где линии уровня расnоложены густо, 
функция изменяется быстро, а rде линии уров­
ня расположены редко, функция изменяется 
медленно. Для функции 

z = ж2 +у2 

z 

х 

Рис. � 

х 

х 

Рис. 7 

линии уровня - концентрические окружности с центром в нач:але координат (рис. 7; 
эдесь шаr h = 1 ). 
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Этот прием изучения функции может быть распространен и на функциЙ 'U = 
f(x, у, z) трех независимых переменных. Вместо ли»ий уровня тогДа возникают 
поверхности уровня множество точек М(х, у, z) nространства, в которых функ­
ция /(М) принимает данное постоянное значение. Наnример, для функции 

'U = х2 + у2 + z2 

поверхности уровня - концентрические сферы с центром в начале координат. 

§ З. Предел функции нескольких переменных 
Пустьфункция J(M) оnределена в некоторой окрестности П точки Мо(х0, Уо), кроме, 
быть может, самой точки М0• 
Оnределение 1 .  Число А назьiвается пределом фуюсции f(M) в mо'(ке М0(х0, у0) , если 
для любого числа е > О существует число б > О такое, что для всех точек М(х, у) Е П,  
отличных от точки Мо(хо, у0) и удовлетворяющих условию О < р(М, М0) < б, верно 
неравенство 

Обозначения: 

1/(М) - Al < е. 

А = lim /(М) йли А = .. lim f(x, у). м ..... м0 ,. .... ,.о v-Yo 

( l) 

Предполагается, что точка М может стремиться к точке М0 no любому закону, 
/ по любому направлению, и все соответствующие предельные значения существуют 

и равны числу А. 

Прммеры. 
1. Рассмотрим фун�цию 

f(ж, у) = ж2 + 1i· 
Она оnределена на всей плоскости :сО у, nричем 
f(O, О) = О. Покажем, что nредел этой функции е точке 
О( О, О) равен нулю. Возьмем любое е > О. Тогдв усло-
вие l f(x, y) - 01 < е заnишется так: lx2 + у2 - 01 < е, 
или 

lx2 + У2 1 < е. 
Замечая, что /х2 + у2 = р(М, О) , rде М(х, у) ­
точКа с координатами (z, у), nоследнему неравенству 
можно nридать вид р2(М, О) < е, или 

р(м, .. о) < .fi. 
Если взять 6 .= y'i, то для любой точки М(ж, у) ,  для 
ко;орой p(M,0)<6=.Vi. будем иметь \x2+1i -OI<t ,  
или 

1/(х, у) - 01 < е  
fиc. S 

{рис. 8}. Согласно оnределению это означав;, что число А = О есть nредел данной функции в точке 
0(0, О). · 2. Расематрим функцЙЮ 

2ху f(z,y) = -2--2 . х + У 



\ \ � заданием она оnределена всюду, исключая точку О( О, 0) . Рассмотрим nоведение функции на раз-
' \ личных лучах у = kx1,z # О. Имеем . 

t 2z2k 
• f(x, kx) (l + k2)z2 ' :t # О, 

! откуда 
2k 

1 /(z, kz) l + k2 '  �так что nри разных · k 'МЫ nолучаем разnичные nредельные значения. Следоеательно, данная функция 
в точке 0(0, О) nредела не имеет. 
З. Пусть 

:1:211 /(z, y) = ::г:-:::2 · 
х + У 

Эта фо�ула задает функцию во всех точках nлоскости хОу , кроме начала координат 0(0, О) . Иссnв­
дуем nоведение функции на различных лучах у = kx , .z # О. Имеем 

так что 

kx3 f(x, kx) = 4 k2 2 , . х # О, 
х + х 

/(z, kz) -+.О, . z-o 
т. е. предел функции f(x, у) по любому наnравлению существует и ревен нулю. Если же у·:; z2 , то 

2 . 1 f(x, x ) == 2 , x ;:f= O, 

и, значит, nредел вДоль nараболы у :::: z2 существует, но равен .� . Таким образом, данная функция 
s тоЧке 0(0, О) предела не имеет. 

Теорема 1. Если функции f(M) и rp(M) имеют предел в точке Мо, то в точке М0 суще­
ст8)1ют пределысуммы f(М)+rр(М),разности /(М) -rp(M), произведения f(M) ·rp(M) 
и частного $�:} ' (последнее при дополнительном условии, что lim sO(M) :;t: О), причем . М-+Мо , , 

lim (/(М) ± rp(M)) = lim /(М) ± lim rp(M), м-мо м-мо м-мо 
lim (/(М) · rp(M)) = lim /(М) · Iim rp(M) , м-мо · м-мо м-мо · 

. /(М) lim /(М) li . М-+Мо · m -- = �-;__-;---. 
м-.мо rp(M) lЦn <р(М) м .... мо 

( lim rp(M) :F о) . М-+Мо . 

Замечание: Удобным бывает следующее определение предела функции в точке (эЮ!иваnентное .опре-
делению 1). 

· 
Оnредепение 2. Пусть фуекция /(М) определена в некоторой «ПJ.kжолоrой» окрестно­
сти n точки Мо (т. е. окрестности, из которой удалена точка М о) . Число А называется 
пределом функции f (М). в точке М0 , если для любой последовательности точек { Mn} ,  
сходЯщейся к точке М0 (Мп Е n, Мп =/= М0), соответствующая последовательность 
значений функции {/ (Mn)} сходится к числу А. 

Замечани11. Рассмотренное выwе nонятие nредела nредполагает одновременное стремление все){ арrу­
ментов к их nределыrым значениям: 

(z, у) '--- (хо, Уо). 
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Дли ф}'ню,l.ий мноrих переменМЬ�Х прнходитси иметь дмо и с предстамJJ дpyroro рода, ПOJI)"Цlt!IЩMИ 
11 резу.nь-щте ряда последовательных предельных переходов в том или IUI0!\4 порsrдке. Такие п�ы 
называJОТСя niJtlm(Jpн�>�мu. Они соtтаiiЛЯJОТ сnс;цифиху функций мноrих nеременны)[. 

· 
Рассмотрим, иапример, функцмю 

· 
z2 - ·Ji  

f(ж, g) = ж2 + у2 '  

оnределениуJО этой формулой всюду, кроме '!'ОЧК:И О( О ,  О). При nостоянном g :f:. О и ж -+ О имеем 
!im f(ж, у) = '-1; 
\11-+Q 

ПрИ I:IОСТОЯННОМ Ж :/= 0 И 1J -+ 0 ПOJI}"'IICM 

Стало бъm., для этой функции 

lim /(z, у) = l .  у-+{) 

Ilm [lim f(ж, у)] :1= lim (um /(z, g)J , , .... о ..... о .,_.о v ... o 
и результат завис:wr 01' nормха nредельных nереходов. 

§ 4. Непрерывность функции нескольких nе�еменных 
\ 

Пусть функция /(М) определена в некоrорой окрестности n точки М0(ж0,' у0) .  
Оnределение. Функцня /(М) называется непрерывной в твчхе Мо(жо, у0) , если 

lim /(М) =/(Мо), 
М-+Мо 

или, что то же, 
lim J(ж, у) = f(жо, Уо). :e-so r-+ro 

Предnолагается, что точка М(ж, у) может стремИться к точке >М0(ж0, у0) nроиз­
вольным образом, но �се время оставаясь в области определения функции J(M). 

На языке «t-6•· неnрерывность функции в точке Мо выражаетсЯ так: 

функция /(М) непрерывна в то�хе М0 , если для всякого е > О существует 6 > О такое, 
что для вс.ех точек М Е n, таких, что р{М, М0) < 6, вы:полняетQJ неравенство 

I!(M) - /(Мо) ! < е. 

Оnределению неnрерь1вности функции в точке Мо( ж0, у0) можно nридать еще сле­
дующую форму. Если обозначить через Az и Ау приращения независимых перемен­
ны:х ж и у при переходе отточки Mo(:t:o, у0) к точке М(ж, у), а через . , ,  

Az = J(жо + Аж, Уо + Ау) - /(жо , Уо) , 
обозначить соответствующее nолное nриращение функции z = J (ж, у) , то равенство 

lim /(ж, у) = /(жо, Уо) 
:Z:-tZO 

будет равносильно равенству 
lim Az = О, 

.,е..,....о . ·  . 
А•-о 



вЫражающему условие непрерывности функции z = J(z, у) в точке M0(z0, у0) . Ве­
ли�ины A.z' А. у могут стрем�ться здесь к нулю nроиэвольным образом, независимо 
друt от друrа. 

t!онятие непрерывности функции, введенное выше, называется непрерывностью 
по феокупности переменных z, у. Из этого оnределения следует, что если функция 
/(z�;y) неnрерывн� в точке Mo(z0, 1Jo), то она непрерывна в этой точке по кахщой 
из rtеременных z и у. Наnротив, из неnрерывности функции /(z, у) в точке Мо 
по каЖдой из nеременных z ,  у не вытекает неnрерывность функции J в этой точке. 
Рассмотрим, наnример, функцию 

J(z, у) = z2 + 112 '  z � у ' 
{ 2zy 1 1 :1: 0  

о, .· z = 11 = о . . 
По заданию функции J(z, у) имеем J(z, О) = О 'r/z, так что 

lim /(z, О) = О =  /(0, О) . ..... о 
Поэтому функция /(z,О) неnрерывна по z при z = О. Аналогично функция /(0, у) 
неnрерывна по 11 при у =  О, так как  /{0, у) = О для всякого у,  и nотому 

lim/(0, у) = 0 = /(0, 0). 
р->0 

Однако данная функция f(z, у) в точке 0(0, О) разрывна. В самом деле. nусть у = z. 
Тогда 

2z2 
lim /(;, у) = litn 2 2 = 1 #: J(O, 0). •=11 ... 0 .... о :с + :с 

Это не удивительно. Говоря о неnрерывности по z и по у в отдельности, мы учитываем 
лишь nриближения к точке 0(0, О) по оси О:с или по оси Оу, ос�вляя в стороне 
бесконечное множество дРугих способов приближения. 

Теорема 2. Сумма, разность и nроUЗ(Jедение функций J(M) и tp(M), неnрерывных в точ­
ке М0, есть функция нt:прерыеная в точке Мо. Частное �:J непрерыtJных в точке М0 
функций /(М) и tp(M) непрерывно в точке М0, если tp(Mo) #: О. 

Если функция /(М) неnрерывна в каждой точке области D, то она назыВается 
непрерывной в области D.  Точки, в которых функция /(М) не является непрерывной, 
называются точками разрыва э10й функции. Точки разрыва функции J(:c, у) могут 
быть изолированkыми и могУт заполнять целые линии. Так, функция 

1 
/(z, у) = 2 2 

'< :с + 11 
имеет единственную точку разрыва О( О, О) ; точки разрыва функции 

1 
/(:с, у) = 2 2 z - у 

заnолняют nрямые у =  z и у =  -z. 

Теорема З. Если функция J(M) непрерывна г ограниченной замкнутой области D, то 
1) /(М) ограничена в D; 
2) /(М) принимает г D наибольшее и наименьШее значения. 
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§ 5. Частные проиэводные . 
Пусть функция z = j(ж, у) оnределена в некоторой 
области D на nлоскости хОу. ВозЪмем вну'rреннюю 
точку (ж, у) \fЗ области D и дадим ж nриращение дж 
такое, чтобы точка (ж + дж, у) Е D,(рис. 9). ВелИЧ11Н)' . 

1 дсz = j(ж + Ах, у) - j(x, y) 1 
назовем частным приращением фунтщии z по х. Со­
ставим отношение �. Для данной точки (х, у) это 
отношение Являе�я функдие:й от дх. 

Оnределение. Если nри дх - О отношение � имеет 
конечный nредел, то этот предел называед:я частной 
производной функции z = j(ж, у) по независимой пере- Рис .. 9 
менной х вт очке (х, у) и обозначае�ся Сl{Мволом -� (ЮI� J�(a;1 1g<.·_юнrf�(x, у))� 

Таким образом, по оnределению· 
.-----�---, 8z Г д��z . 

о;,= А�о �' 
· или, что то же самое, 

Аналоrично 
дz д z . 

- Hm -11- = lim ду - t.11-o ·д у 'Ау-о � 
Если u = l(x1 , х2 , • • •  , Жn) - функдня � независимщшеременных, то 

.!!!:!_ = llm f(ж, ,  :�:2 , . . .  , Zё-1 , жk+Llжk, жk+l ,  • . .  , z,.) -/(z1 ,  z2, . . .  , Zk-I• zk, . . .  , х,.)
. � �� � 

; . " , 

Заметив, что дсz вычисляется при неизменном значении переменной у, а д11z -
nри неизменном значении nеременной ж, определения частных производных можно 
сформулировать так: 
частной nроизводной по ж функдин z = f(ж, у) 11азывается обычная nроизводмая 
этой функции по ж, вычисленная.в предположении, что у .._ постоянная; 
частной производной по у фунКции z = f(x� у) :называеrся ее производмая по у,  
вычисленная в предположении, что. ж ..... постоянная. 

Отсюда следует, что правила вычисления частных произво'Юiых совпадают с пра­
вилами, доказанными для функции одной переменной. 

Пример. Найти частные nроизsодные функции z = е"У . 

.- Имеем � = уе"Р, � = хежv . .,. 
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Замечанме. Из существОвания у функции z = f(ж, у) в 'данной точке частных производных по всем 
аргументам не вытекает непрерывности функции в этой точке. Так, функция 

· { жу 2 2 -т:j:"2 ' ж + 11 ;а!: о, 
/(ж, у) = ж У 

о, ж =  11 = о, 
не является непрерывной в точке 0(0, 0). Однако в этой точке указанная функция имеет частные 
Щ,оизводные по ж и по у .  Это следует из того, что /(ж, О) = О и /(0, у) = О и поэтому 

81 1 81 1 дЖ (о,о) = о и ду (о,о) = о. 

Геометрический смысл частных проиэводных функции двух переменных 
Пусть в трехмерном пространстве поверхность S зад!lна уравнением 

z = f(x, у) , 
где /(х, у) � фуНкция, непрерывная в векоторой области D и имеющая там част­
ные производвые по х и по у. Выясним геометрический смысл этих производных 
в точке Мо(хо, Уо) Е D, которой на поверхности z = f(x, у) соответствует точка 
No(xo, Yo, /(хо, уо)) .  . 

При нахождении час11:1ой производной � в точке М0 мы полагаем, что z является 
только функцией аргумента х; тогда как аргумент у сохраняет постоянное значение 1 у = Уо, т. е. · 

z = /(х, Уо) = /1 (х). 
ФункЦия /1 (х) геометрически изображается кривой L, по которой поверхность S пе­
ресекается плоскостью у = Уо .  В силу rеометрическоrо смысла производной функции 
одной переменной 

J:(xo) = tg a, 
г.де а - уrол, образованный касательной к линии L в точке N0 с осью Ох (рис. lО) . 
Но 

z z = f(x, у) 

Рис. lО 
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так что 

Таким образом, частная nроизводмая ( �) lм, равна тангенсуугла а междуосью Ох 
и касательной в точке No к кривой, nолученноЙ в сечении nовСр:хности z = /(ж, у) 
nлоскостью у = Уо . 

Аналогично nолучаем, что 

(дz) l  = tg fЗ. ду 

Мо 

· 
§ 6. Дифференцируемость 

функции нескольких переменных 
Пусть функция z = /(z, у) оnред�ена в векоторой областн·D на плоскости хОу. 
Воэьмем точку (z, у) Е D и выбранным значениям ж и у дадим любые nриращения 
�z и t:J.y, но такие, чтобы точка (ж + �ж, у +  Ау) Е D . .  
Оnределение. Фун�ия z = /(ж, у) называется: дифференцируемой tt. moчкe (х, у) Е р, 
если nолное nриращение ' l:J.z = J(ж + Ах, .У + t:J.y) - J(a:, у) 
этой функции, отвечающее nриращениям Аа:, Ау аргументов, можно nредставить 
в :вИде l:J.z = ААх+ ВАу + а(Ах, �у)Ах + f3(Aa:, Ау)Ау, ( l) 
где А и В не зависятот Аа: и Ау (но вообще зависятот а: и у), а а(Ах, Ау) и fЗ(Аа:, Ау) 
стремятся к нулю nри стремлении к нулю Аа: и Ау. 

Если функция z = J(a:, у) дифференцируема в точке (а:, У)', то часть .AAz + В�у 
nриращения функции, линейная относительно Аа: и Ау, называется: полным диффе­
ренциалом этой функции в точке (а:, у) и обозначается символом dz: 

1 dz = .AAz + fЗАу. \ (2) 

Таким образом, 1 Az = dz + а · Аа: +/З · Ау. , 
Пример. Пусть z = z2 + у2 • Во всякой точке ( :z:, у) и для любых Az и Ау имеем 

Az = (:z: + Az)2 + (у +  Ау)2 - :z:2 - у2 = 2:z:A:z: + 2yAy + Az · A:z: + Ay · Ay. 

Здесь А ==  2z , В =  2у, a(Az, Ay) = A:z:, fЭ(Az, Ау) = Ау , так что а и р  стремятся к нулю nри стрем· 
лении к ttулю Az и Ау . Согласно оnределею�ю, даttная фуttкцмя дифференцмруема в любой точке 

.nлоскости :z:Oy. При этом 
· dz = 2zA:z: + 2уАу . .,.. 

Заметим, что в наших рассуждениях не был формально ис.ключен тот случай, когда 
приращения Аа:, Ау nopo:JHЬ или даже оба сразу равны нулю. 
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Формулу (1) можно записать более :компактно, если ввести выражение 

(расстояние междуточками (ж, у) и (ж + .t:\ж, у+ Ау) ). Полъэуясь им, можемнапис�11f 

Обозначив выражение, стоящее в скобках, через Е, будем иметь 

а · Аж + р · Ау = ер, 

rде Е зависит от Аж, Ау и стремитсЯ :к нулю, если Аж - О  и !iy � О, или, :короче, 
если р - О. ' 

Формулу (1), выражающую условие дифференцируемости функции z = J(ж, у) 
в точке (ж, у) , можно теnерь заnисать в виде 

I Az = AAж + BAy + tp, 1 {3) 

где е =  е(р) - О  при р - О. Так, вtrриведенном выше примере Az = 2ЖА:t + 2yt\y + 
(Аж)2 + (Ау)2, или Az = 2жАж + 2уАу + р2 , так что тут е(р) = р. 
6.1. Необходимые .условия дифференцируемости функции 

теореМ. 4. Если фун�еция z = f(a:., у) дифференцируема в не�еоторой то11�ее, то она s этой 
точке непрерывна. 

-4 Если в точке (ж, у) функция z = J(a:., у) дифференцируема, то nолное приращение 
функции % · в этой точt(е, отвечающее nриращениям Аж и Ау аргументов, можно 
nредставить. в виде , . 

· 

Az = ААа:. + В Ау + а(Аа:., Ау)Аш + fj(Aa:., Ау)Ау 

(величиRЫ А, В для данной точки nостоянны; а, р --+ 0) ,  Откуда следует, что А111-оО 

lim Az = О. AJI-<0 
А11-о 

А�-о 

Последнее означает, что в точке (а:., у) функция z ::;: /(а:., у) непрерывна . ..,. 
� 

(1) 

Теорем& В. Если фун�еция z = /(а:., у) дифференцируема в данной точ�ее, то она имеет 
в этой точке частнwе проиэводные ji и Ji . 



� Пусть фущащя z = / (х, U) ,д�ффер��ЩИ:РУ��!Jр точ� JW, У)� ;];'9.[� IIJ?:ИP..aЩ�,ЩfJ. дz 
этой функции, отвечающее приращениям . дх, д у аргументов, можно представить 
в виде ( 1 ) .  Взяв в равенстве .. (!). дх ,;6 О ,  Ау ::;::О, поЛУ\{ИМ 

откуда 

A:.:z = ААх + а(Ах, О)Ах , 

А z . .  ·· · ·  

;х 
:::: А + а(Ах, 0) .  

Так как в правой ·части последцего ра;венсiва �лif�ина : :i' �е за�J�сит ()т ! Ах ,  
а а(Ах, О) --+ О при Ах --+ О,  то "' 

Это означает, что в точке (х, у) существует·частная произвqдяая фующии z.щ::.f{:z, у) 
по х, причем . , . ..,, 

дz 
- = А. 

Подобными ·��
· 
рассужденЙЯifl� J��eмt� ��t6м�·'�.;��4Yt� {;!;'1/i -;6�6с�уе� 

частная производная фун
�

ии z .�/(�, y)
, .
п
.
o.r · .�I>�;e��� = �:-,� 

'· ) 
Из теоремы следует, что 

Az = дz .!lx+ �z Ay
.
+ a�i + f3Ay . 

. дх . l}y 
. 

. 

Подчеркнем, что теорема 5 утверждает существование ч�стньп/�роизводных толь­
ко в точке ( х, у) , но ничего не говqрит ь f(епрерlilвности их в этой точке, а также об их 
поведении в окрестности точки (ai, у), · · · · 

6.2. Достаточные условия дифференцируемости .функцМИ· ,несжо��ttкмх nеременкых · ' 
Как известно,' необходимым �· Д<>Статоч�ъiм усл��Ие� дйфференiiЙруем6��И ф}'JiЩиИ 
у = 1 ( х) одной переменной в точк�·хо яВJIЯетсясуществование конечной производной !' (х) в точке х0 •  В, случае, когда ФУJ:ЦСЦИ}} за]3ИСIJТ от нещсо,щ��щх nege�e»HJ,>IX� деJ1О 
обстоит значителыtо сложнее: необходИмЪ& И ДостатоЧнЫх ус:Лов'Ий дйфференцнруе-· 
мости нет уже для функции z = f(x, у).ДвуХнезависимых переменных х, у ; есть лишь 
отдельно необходимые условия (см . .. выше) и отдельно - достаточные. Эти доста­
точные условия дифференцируемостИ (f:lункций'не.ск:ольких переменных выражаются 
следующей теоремой. 

Теорема 6. Если функция z = f(x, у) имеет частные производные /� и 1; в некоторой 
окрестности точки (хо, Уо) и если эти прьизiJодные непрерывны в самой точке (хо ,  Уо) ,  
то функция z = J(x, у )  дифференцируема в точке (хо, Уо) �  ' ' ' 

·
: J. • ' ' ' ' ' � ' • ' " ', ' ' • �·-� • ' j ·, . ., i ; ; 

;Т ' 
Пример. Рассмотрим функцию 

/(z, y) = т. 
Она оnределена всюду. Исходя из оnредепения �афных nроиэ�одН!\1>\, имеем 

/�(0, О) ==  lim J(t:.z, О) - /(О, о) � llm �- О =·0, 
l).z�o l:.ж l).z�o l:.ж 

/' (О О) = lim /(О,�у) - /(О, О) ,;,; Jim � - О  = 0. ' ' l).g�o , : · 1 :  ' :'A,f} 1 ' : .. Ar�o l:.y 
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/fJ1« �� данной� s точке 0(0, О) найдем ee i1J)иpaщettиe а этой 
'УОЧК8: 

. �/(0, О) = � �z • �11 = e(�z, �у)р. 
Так кек р = J<�z)� + (�y)2 , то 

(1) 

Дт1 дм�ости фун�ЩМt� /(z, r) = � в точке О( О, О) необходимо, чтобы функция 
e(�z. �y) быпе �Sе(:ксжечно мanoR nри �а: _,. О и �, .... О. Положим �11 = �а: >  о. Тоrда из форму­
лы (1) будем ИМ.'\Ъ 

(.:1:�:)2/3 
t(�a:. �11) = -е-:- .- оо. v2�ж .1 .. -о 

Поэтому функция /(z, g) = .fiii не дифференцируема в точке 0(0, 0) , хотя и имеет в этой точке 
nромэеодные f" и fr. Полученный реаупьm объЯСМ��&тся тем, что nроизводныв f" и /� разрывны 
в точке 0(0, 0) . • · 

/ § 1. Полный дифференци�. Частные дифференциалы 
Если функция z = /(а:, r) дИфференцируема, то ее полный дифференциал dz равен 

1 dz = А�ж + B�fl· l (1) 

Замечая, что А = li. В = � . запишем формулу (l ) в следующем виде 

дz дz dz = дж �ж +  дfl �fl. (2) 

Распространим помтие дифференциала функции на независимЪJе переменны.е, nо­
ложив дифференциiUIЫ независим:ых персменных равными их прираш;ениям: 

dж = �жt dtJ = Afl. 
После этого формула пОлноГо дифференциаn:а функции nримет вИД 

. дz дz dz = - dж + - dy. . (3) дж ду 
�· Пусть z = ln(z + у2) . Тоrда 

1 211 dz + 2у dy 
dz = z + y2 dz +  z + g2 dy = z + gi . • 

Аналогично, если u = /(ж1 ,  а:2, • • • , ж,.) есть диффе6енцируемая функция n неза­
висимых переменн:ых, то 

Выражение 

(4) 
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называется чост�ым дифференциалам функции z = f(ж, _у) по переменной ж ; вЫраж7ние J tlyz = J;(a:, у) dy 1 (5) 

называется частным дифференциалам функции z = 1 (ж, у) по переМенной у. 
Из формул (3), (4) .и (5) следует, что полный дИфференциал функции является 

суммой ее частных дифференциалов: 
\ �--------� j dz = d111z + dyz. J 

Отметим, что полное приращение A.z функции z = /(ж, у) , воОбще говоря, не равно 
сумме частных приращений. 

Если в точке (ж, у) функция z = /(ж, у) дИфференцируемаидифференциал dz #= О  
в этой точке, то ее полное приращение 

8z 8z _ · 
A.z = -8 А.ж + -8· А.у + а(А.ж, Ау)Аж + fJ(A.ж, А.у)А.у ж у . 

отличается от своей линейной части 
дz дz dz = -. Аж + - А.у дж ду 

только на сумму последних слагаемых аА.ж + {JA.y, коТорые nри А.ж -+ О  и А.у -+ О 
являютсябесконечно малЫJ,·IИ более высокого ПОРядка, чем слаrаемыелинейной части. 
Поэтому при _dz #= .О линейную Часть приращения дифференцируемой функции на­
зывают главной частью приращения функции и пОЛьзУIQТся прибЛиженной формулой 

1 Az � dz1 1 
которая будет тем более точной, чем меньшими по абсолютной величине будут при­
ращения аргументов. 

§ 8. Производные сложной функции 
1 .  Пусn функция 

z = /(ж, у) 
определена в мехоторой области D на плоскости жОу, причем каждая: из перемен­
ных ж, у в свою очередь является функцией аргумента t: 

ж =  tp(t), у =  ф(t), t0 < t < t1• ( 1) 
Будем предполагать, что при изменении t в интервале (t0, t 1 )  соответсТJJУК>щие точки 
(ж, у) не выходЯТ за nределы области D. Если nодставить значения ж =  tp(t) , у =  ф(t) 
в функцию z = /(ж, у) , то получим сложную функцию 

z = 1 [tp(t) , 'Ф(t)] 
одной переменной t. 
Теорема 7.  Если tJ точке t существуют производные 

dж. = tp'(t) и 
dy = v/(t) dt . dt 
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иприсоответстеующих��ачениях:z == �(t), у =  t/J(t) функцШl f(ж, у) дифференцируеМа, 
то сложная функция z = J [�(t), -ф(t)] в точке t имеет производную 4f, причем 

а� дz аж дz dy -· = -· - + .- -. dt дж dt ду dt 

<41 Дадим t nриращение l!:..t . Тогда ж и у nолучат некоторые nриращения �ж и Ау. 
В результате этого nри (�ж)2 + (l!:..y)2 :# О  функция z также nолучит некоторое nри­
ращение �z. которое 1J силудифференцируемости функции z = J(ж, у) в точке (ж, у) 
может быть nредставлено в виде · · . · . �z дz �z = дж �ж + ду �у+ аl!:..ж + fЭ�у, 

где a(.Az, Ау) и f'(.Аж, Ау) стрещтся к нулю nри стреМJiении к нулю Аж и .Ау. 
Дооnределим а и 1' nри Аж = �у = О, Положив а(О, О) = О, /3(0, О) = О. Тогда 
a(.A:z:, Ау) и f'(�z, Ау) будут неnрерывны nри �ж = �у =  О. 

Рассмотрим Ьтношение � .  Имеем 
�z дz !!:..ж . . дz .Ау !!:..Ж .Ау 
l!:..t = .дж Дt + ду l!:..t + а  �t + 1' .�t ' (2) 

В каждом слагаемоМ:в•nравой части (2) оба сомножителя·имеют пределы nри �t -+ 0:  
действительно, часfiще nроизводньiе fi и §i дЛЯ дащюй точки (rz, у) Я8ЛЯЮТСЯ по· 
стоянными, по условию существуют nределы 

. Аж dz 
'( ) 

Ау dy 1 lun -. - = - = � t и lim - = - = t/J (t), At .... () At ; dt At-+() At d.t 
из существования nроиэВОдНЫХ 4f и f в точке t следует неnрерывность в этой точке 
функций ж = �(t) и у =  'Ф(t) ; поЭТому при At -+ О стремятся i<: нулю и �ж и .Ау, что 
в свою очередь мечет за собой стре�ение к нулю а( .Аж, Ау) и /Э(�ж, l!:..y) . 

Таким образом, nравая часть равенства (2) np1i At -+ О имеет rфедел, равный 
дz dж дz dy 
дж dt + ду dt ' 

Значит, существует при At -+ О и nредел левой части (2), т. е. существует 
�z 

lim . л t ' At-o � 

равный 4f. ПереходЯ в равенстве (2)· к пределу nри �t -+ О, nолучаем требуемую 
формулу 1 

Пример. Пусть 

Тогда в силу (З) 

.. 

dz дz dж дz dy · 
dt = дж dt + д1i (ii• � 

(З) 

dz · · 
dt = 2z cost + 2!1 • Эt2 = 2 sln tcos t +  6t' = sln 2t + 6t' • 
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В частном случае, когда 
z = j(a:, у), а у = 'Ф(а:), 

и, следовательно, z является сложной функцией от а:, 
z = J (a:, "P(a:)) ,  

nолучаем 

(4) 

dz = 
дz + 

дz dy
. (S) d:x: да: ду d:x: 

В формуле ( 5) 1i есть частная nроизводная функции z = j(a:, y) no а:, nри вычислении 
которой в выражении /(а:, у) аргумент у nр иннмается за nостоянную. А � есть nолная 
nроизводная функции z no независимой nеременной а:, nри вычислении которой у 
в выражении /(а:, у) уже не nринимается за nостоянную, а считается в свою очередь 
функцией от а:: у = 'Ф(а:) , и nоэтому зависимость z от а: учитывается nолностью. 

ПР!!мер. �айти � и � , если z = arctg ! и 11 = �2 • 
дz 8 11 11 

_. дж = дж (arctg ; ) = - ж2 + у2 ; 
dz дz IJz dy 11 ж 1 
......, - - + --'- - --. + -. · :ZZ - -.., ... dж - д� д'IJ dж - ж• + 112 �· + r• - 1 + �· · 

2. Рассмотрим теnерь дифференцирование сложной функцИи нескольких nеремен-
ных. Пустъ � 

где в свою очередь 

так что 

z = /(а:, у), 

:t: = IP(�, 11), У = 'Ф(�, 11), 
z = z(�, 11) = I(IP(�, 11), 'Ф(�, 11)) . 

Предnоложим, что в точке (Е, 11) существуют неnрерывные частные nроизводные �, � ,  �, �, а в сООтветствующей точке (а:, у) , где а: = !f'(E, 11), у = 'Ф(t; 11) , функ­
цюr j(a:, у) дифференцируема. Покажем, что nри этих условюrх сложная функция 
z = z(�, 11) в точке (�, '17) имеет nроизводные Jf и � ,  и найдем выражения для этих 
nроизводных. Заметим, что этот случай от уже изученного существенно не отличает­
ся. Действительно, nри дифФеренцировании z no € вторая не зависимая nеременная 11 
принимается за постоянную, вследствие чего а: и у nри этоlt оnерации становятся 
функциями одной nеременной {: :с- =  IP(�, с) , у = 'Ф(�, с) и воhрос о nроизВОДНой � 
решается совершенно так же, как воnрос о nроизводной · i npJJ выводе формулы (Э). 

Исnользуя формулу (3) и формально эаменяя в ней nроизводные � и !j на nро­
изводные � и � соответственно, nолучим 

Аналогично находим 
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Прммер. Найти частные nроизводные Щ и � функции z = ж2у - x'll• .еспи :11 = (fJ, у = i ·  
дz дz дх д; дg '( . 2) · ' ' (·· �·· . '•) 1 

� д� = дz д� + ду В( :::i �ху - у r;+ х 2
:zy fi = 

= (2(" . 5. е). 71 + (·�. 2ri 2{��) ·� = 3{2 (1] - .!.) ; " q2 . . . . ' 11 1J " • 

дz = дz дх + дz ду = (2� _ 112)н (:��2 _ '2zy) (-1.) = дq дz дq ду дf'/ ' ' ' 'f/2 :::: (���.· .� -. ;: ) ( � { i�2 - 2(q · �) { � :2 ) = е ( 1 + �) . ... 
' r ' . • . . , . . . . : " • ' ! Н<<'·.·· · : ' ·  · . .. : , . .  < '  

.��ли "{{o:Jfffl� Я>�lf/Ч�JJ. и, �ЩЩJЩ ФРР�J!�ЪЩ . 
11i =::::J�)1H��·i :Ж: ?i= �((1 'l), ,y. :;:;: y((, fJ), z = z({, 'l), 

так что 
и = и({, vJ, 

то при выполнении соответствующих усл<Щий имуем 
h h b  h �  h �  h h b  
д{ = дж д{ � !д1(8{ 8z д{ � ' ' дf} �JJ� д'fl . .  

В частном случае, когда , -.,. , - · :_ - , - - :  · · ')�·,tU �-.t ;_ � l  

где 

имеем . ' 

и>Ь= !(х, � • .z)·, 
z '= z(ж, у),· 

ди ду ди 8z 
- - + - -. .  8у дf} дz д'fl 

8и д/ 8/ 8z 
- = -. + - -, ди 8! 8f дz - = - + - - . дж дfti ., �8z f1� . ;8у ' 8у дz ду 

Зд��· ·�• . ':1""'• ПO.IJii<aЯ �ая ЩIЮ14ЭВ0дна11 ·функции u по nезависимой переменной Ж; 
учi0ьiJ3ЗЮ�дЭffПОЛНfiО �ви<:имостъ и .от :р, в то�числ� и через � = z(ж, у) , а �· - част· 
н� fiРОИ.�Б,?8fiЗЦ.���11·�· =J(ж,, у,,z)цо �� n�ччычислщши к��й аргументы у  
И �. ПРИ!\. �819ТSЩ?f\ .�ОF);ОЦНН�е. То ?К е. ОWОСИ�11 К, � .  . ·- - - , ' -- - ,., . 

§:9,�, д�,Ф��Р�:�аn'·оп�жн�� ·фу�кции. , · · '  . .  

, 

, .Инsарма}[r;IМ)сть 'ормы. д.,ф.ференциапа. 

где dж = Аж , dy = Ау. 
Пусть теперь · 

z = l(i:, у), 
где 

\ 
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Предположим, что в точке (�, 17) функции IP(�, 'f/) и ф({, fJ) иt,fem м�прерывные часr,­
ные производные по � и по 17 ,  а в соответствующей точке (а:, у) существуют и непре­
рывны частные производные � и U, вследствие чего функций z = f(a:, у) диффе­
ренцируема в этой точке. При этих условиях функция 

z = / [IP({, 'fl), ф((, q)) 
имеет в точке ({, 17) nроизводные 

дz дz да: дz ду 
д{ = да: д� + ду дt '  

8z 8z да: lJz ду 
- = - - + - -. а", . да: а" lJy 871 (2) 

Как видно из Форt�ул (2), � и � неnрерывны в точке (�1 17) .  Поэтому функция 
z = J ['Р({, 17), ,рЩ 17)] в tочк� ((, 17) дИфференцируема, nр�ем согласно · формуле 
полного диФФеренциала для функции от не�ависимых перемеНных {·и 17, имеем 

· 8z . 8z � = � Ц + � � w 

Заменив в правой части равенства (З) � и � их выражениями из формул (2), получим 

dz = (lJz � + дz ду). Цi+ (8z да: + дz f!y) d да: 8{ ау д� · аж в" ду а11 ", 
· 

или дz (дж дж · ) дz (ду ду ) 
· 

dz = дж 8� � 
+ 

8" d17 + ду д{ d( 
+ 

811 d'f/ . ( 4) 

Так как по условию функции ж = 'Р({, 'f/) и у = t/J({, 17) в точке ({, '7) имеют неnрерыв­
-ные частнЫе производные, то они в этоА точке дифференцируемы и 

дж дж ду ду dж = 8� Ц + 
811 df1, dy = Щ � + iij dfl. (5) 

Из соотношений (4) и (5) nолучаем, что 
дz дz dz = дж dж + дii dy. (6) 

Сравнение формул ( 1) и ( 6) показывает, что полный дифференциал функцИи 
z = J(ж, у) выражается формулой одного и тою же вида как в случае, когда apry-

. менты а: и у функции /(ж, у) являются неэависимыми переменными, так и в случае, 
коrда эти аргументы �в.ля.ются в свою очередь функциями от мекоторых nеременных. 
Таким образом, JIOJU{ЫЙ дифференциал ф)'I;Iкции �ескольких; переменных обладает 
свОйством инварианпtности формы. · · 

3амеча11118. Из инвариантности формы nолного дифференциала спедует: еспн :11 и 11 явnяются диффе­
реицируемыми фуикциими :какого yroдJJO конечного чиспа перемеиных 

ж = �(t, ", ,, . . .  ), ., = f/1({, ", ,, . . .  ) , 
то остаются в силе форМулы . ('i/1) y th - zdy 

d(z :!: 11) = 1h :!: d11, d(жy) = Ж d11 + 11tn1 d ,_ = · 2 , 
. 11 11 . 

легко получаемыс для случая, коr,ца ж и у - незааисимые nеременные. 
' ;  < ' ' . . 
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§ 1 О. Неявные функции 
Лус:ть имеем уравнение 

(1) 
где · fТ(z, у) есть функция двух nеременных, заданная в не которой области G на nлос­
кости а:Оу. Если для каждого значения z из некоторого интервала (z0 - h0, ��:0 + ho) су­
ществует ровно одно значение у, которое совместно с ж удовлетворяет уравнению ( 1 ) , 
то этим оnределяется функция 11 = .y(z ), д;1lЯ которой равенство 

вr(ж, y(z)) = о 
выnолняется тождественио по ж в указанном интервале. В этом мучае говорят, что 
уравнение ( 1) оnределяетвеличину у как неявную фунrщию ж .  . . . . 

Иными словами, фуЮ<ФI'Я у = y(z) , заданная уРа.внением 9Г(ж, у) = О, ne раз­
решенным относительно у ,  :называется неленой фун�ецией; она становится явной, есЛи · 
зависимость у от z задается неnосредственно. 

Примеры. 
1. Уравнение 

r - z = O  
. ,. 

оnределяет на всеА � Pz Нllичину у �k однознач­
ную функциiО flJ :  

1/ = flJ ,  

2. Уравнением 

. 2  

у - z - e sin у = О, О < t < l, (2) Хо 
величина 11 опредеn!МIТСЯ k&k одноаначна11 функци11 z. 
Проиплюстрируем это утll(lрJ<дение. Ура�анение 

1/ - Z - E Sin'l/ = 0  
уД08J1еТ80рllется парой аначений z = О, у =  О. &уде�оt 

z = e siny !1 
считать ж параметром и рассмотрим функции z .= 11 Рис. 1 1  . 
и 1 = z + t sln 11 .  Воnрос о том, Сущестаует nи дт1 вы-
бранного а:о COOТIIeТCТIIYIOЩ&e единотавиное аначение 1/о такое, что пара (:ro,ro) удоалетвор1'18Т ураа­
нениiО (2), сводится к тому, переоекаiОТСЯ ли кривые z == у и .  z = :е0 + е sin у в едИнотаенной ТОЧk&. 
Построим их графики на моекости · zOy (рис. 1 1  ). Криаая z = :r + t sin fl, rде ж расематринется 
k&K параметр, nолучается парамельным параносом 11Д011а. оси Oz �<ривой z = е  slny. Геометрически 
очееидно, что при 8CIIICOM z кривые t = у  и z = fl!+tsfny име10Т единственную точку nересечени11, ор­
дината у которой RIЛIIeтcя функцией от ж ,  определ11емой уравнением (2) не��вно. Через элементарные 
функции эта эависимQQ1\ не еыражается. 

3. Уравнение 
,. z2 + у2 + 1 = О 

ни при каких действИТ111!11о1ЫХ 11 · не опредемет у как действмтвльну10 функЦИIО арr:ументв :е . 
В таком же смысле можно говорить о неявных функциях нескОЛьКих nеременных. 
Следующая теорема дает достаточные условия оДНозначной разрешимости урав-

нения 
fТ(ж, у) =  О ( 1) 

относительно 11 в мехоторой окрестности заданной точки (жо, flo)., 

Теореме 8 (сущ&СТIОIIНИI MIIIКOA функции). 
Пусть выполнены следующие ycлotiUR: 

· 1) фуюсцUR gr (ж, 11) определена и непрерывна в не�еотором прямоуго.льни�ее D = { zo -
61 < ж <  жо + бt , Уо - б2 < у <  1/о + 62}, б't > О, б2 > О, с центром в то.ч�ее (жо, Уо) ; · 
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2) в точке (х0 ,  Уо) функция 8f(x, у) обращается в н'jи�; 
9f"(xo, Уо) =10; 

3) в прямоугольнике D существуют и непрерывны частные производные ·� и �; 
4) 

д9f"(ж, у) 1 ·  #: О. IJ11 (жо.�) 

Тогда для любого достаточно малого по­
ложительного числа е найдется окрест­
ность жо - 6о < х · < жо + 6о, 6о > О, 
точки хо такая, что в этой окрестно.., 
сти существует единственная!) непрерыв­
ная функция у= f(ж) (рис. 12), которая 
принимаетзначение Уо при х=хо (/(жо)= 
Уо), удо8летворяет условию IY - Yol < е 
и обращает уравнение ( 1) в тождество: 

9f{x, J(ж)) ::: О. 
Эmа фуНJщiiя у = !{ж) неnр(#рывно диффе­
ренцируема в окрестности точки Жо, при­
чем 

dy = - � (8g- ,= o) .  (3) 
dж � - ду 

<1111 Выведем формулу (3) для производной 
неявнойфункции, считая существование 
этой производной доказанным. 

Пусть у = /(ж) - неявная диффе­
ренцируемая функция, определяемая 
уравнением (1) .  Тогда в интервале (ж0 -
Во, хо + бо) имеет место тождество 

9f(x, /(ж)) = О, 
вследствие �e.:ro .в Зтом интервале 

d9f(x, /(ж)) _---:......;;..;....;....;.:.... = 0. 
' 
'��-'--+..,----! 

. d:t 
Согласно правилу диффере�:�IJ.ирования 
сложной функции имеем 

d9f(x, у(х)) - дrF д@" dy _.....:......;�� = -·- + -· --. dж дх д!f dж 

Рис. 12  

х 

l) Единственная в том смысле, что любая точц (z, у), лежащая на lq)И\!ОЙ @'" (z, у) = О и принадлежащая 
окрестности f! = {zo _:_ lo < z < 27о +.бо, Уо - е <  у <  Уо + е} точкц (zo, Уо), имеет кооРдИнаты, связанные 
уравнением у =  /(z) . 
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Отсюда при у = J(x) получаем, что· 

и, значит, 

а ;зт + 887 dy = 0 
ах {)у dx, , 

Прммер. Найти � or \!?У!'!t>ции у =  у(х), оnределяемой уравнением 
. 

, , ,  ·' х2  + у2 = Я? . 
..,. В данном случае 

Отсюда в силу формулы (3) : : • . ) 0:·> < .  . ' . . 

' '  
Замечание. Теорема-$.щiе:r условиядля существования единственной неявной функции, график которрj1 
лроходит через заданную точку (х0, у0) , nостаточны е; Iio· не необхd;ь:iiмые. В 'самомсделе, �ассмотрим 
уравнение ' · : . , 

(у - х)2 = 0. 
Здесь 

&Т(х, у) = (у - ж)2 
имеет непрерывные частныеnроизводные &; , 8ljf, �о 

8ljf = 2(у - х) 
равна нулю в точке 0(0, О) . Тем н'е менее, данное уравнение имеет единственное р�;шение 

' ; � ·  ' у = х, 
равное нулю при х = О. 

Задача. Пусть дано уравнение 

и. nусть 
' у =  у(х), �оо <'х <: +0<), \ ) 

. - однозначная
· 
функция, удовлетворяюЩая уравнению ( 11 ). · 

1) Скол.ьк6 одно�начных функций {21 )  удовлетворяет уравнению ( 11 )? . , 

., (1') 

(2') 

2) Скоrtы<о оДНОз�ных неnрерывных функций удовлетворяет уравненИЮ (11)? · 

3) Сколько однозначf!ых дифференцируемых функций Уд?�летворяет УРill!.нению ( 11 )? . . . ... , . . . , 
4) Сколько однозначных непрерывных функций у = у(х), 1 - 6 < х < 1 + 6, удdвл$тllор!!ет' 

уравнению { 11 ) ,  еслИ у(1) = i и 6 > О  достаточно мало? ' 

ieepe"fa существования, анадогичная терреме 8, имеет место ц.,в случае неявной 
функцИи· z =· z(x, 1)) двух переменliых, определяемой уравнением 

9Т(х, у, z) = О. 
Теорема 9. Пусть выполнены Сflедующие услi'Jвия: 

1) функция 9Т определена}! це,прерьiв!'!а в областuD : { хо - 61 < х < хо + бt , · 

v·; · uo ...:. .о�· ·< у <''-tiQ + 62 , (о;'> о, о2 >' о, 63 > 'о)'; 
zo - бз < z < zo + бз , 

(4) 
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2) (Jr(жo, Уо, zo) == О; 
3) в области D существуют и непрерывны частные прои380дные 

4) 

I'IZ"I r;rl t7r'/ , 
":� ' J'll 1 ;:r, ' ' 

ri;' (жо , 1/о, zo) #- О. 
Тогда дм любо2о достаточно малого t > О найдется окрестность О точки (жо, 7Jo), 
s к.оторой существует единственная непрерывная функ.ция z ::::: /(ж, у), приншюющая 
значение Zo при ж = ж0, у =  уо, удовлетворяющая условию \z - Zo\ < е  и обращающая 
уравнение (4) в тождест(J(): 

gr (ж, у, /(ж, у)) = О. 
При этом функция z == J(ж, у) ll области О имеет непрерывные частные производные 1� 
и J; . 

<1111 Найдем выраженИSI для этих производных. Пусть уравнение 

fJГ(ж, у, z) = О  
оnределяет z как однозначную и дифференцируемую функцию z = J(ж, у) независи� 
мых nеременных ж и у. :Если в это уравнение вместо .:· подставить функцию J(ж, у) , 
то nолучим тождество 

gг (ж, 1/, J(ж, у)} = о (ж, 'tд е о. 
Следовательно, nолные частные производные no ж и no у функции fJГ(ж, у, z) , где 
z = J(ж, 11) ,  также должны быть равны нулю. Дифференцируя, найдем 

откуда 

дfJГ + '!.!!. дz = 0 
даr + � � = 0 дж дz дж 1 ду дz 8у 1 

д... (Jg/' д 8'31" (дrr ) 
_... - - 1fi" z '"Ji 

д: "1: о. . 
дж .... IJgl' ' ду = -w • Тz -г, . 

Эти формулы дают выраженШI для частных производных неявной функции двух неза­
висимых переменных . ... 

Пример, Найти частные nроиаеодные от функции z(:r, y) , аеданной уравнением 

'Y(z,y,.r) = :r;2 + 112 + 12 
_ 82 = а. 

<11 Имеем 
дgl' 8'31" . ' дgl' -

= 2:r;, 8i = 2g
, 

7ii = 2.r, 8:r: 
откуда 

дz :r; дz у 
(z ;С О). 111> в; = -,. ду =

-
; 

\ 

§ 1 1 . Касательная плоскость и нормаль к поверхности 
1 1 .1 .  Предаармтеnьные сведения 
Пусть имеем nоверхность S,  заданную уравнением 

fJГ(ж, у, z) = О. ( 1) 
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Onpe�./ Точка M(:z:, у, z) по�рхности (1) называется; обыiСновенной точкой этой 
поверхности, если в точке М все три производные 

· 

дfТ дfТ дfТ 
дж 1 ду 1 дz 

существуют и неnрерывны, nричем хотя бы одна из них отлична от нуля. 
Если в точке М(ж, у, z) поверхности (1) все три производные 

' дfТ дfТ дfТ 
дж 1 ду 

1 дz 
равны нулю или хотя бы одна из этих производных не существует; то точка М назы­
вается Особой точкой nоверхности. 

Пример. Рассмотрим круrовой конус 

z2 + J/2 _ z2 = 0 

(рис. 1З). Здесь 

так что 
д� д� 

. 
д� 

- = 2.r - = 211 - = -2z. 
да: ·' ду ' 8z 

Единственной особой точкой является начало координат 0(0, О, О) : 
в этой точке все частные производныв 

8� д� д� 
- - и -
да: ' 8у 

, 
8z 

одноеремвино обращаются в нуль. • 

z 

х 

Рис. 13 
Рассмотрим пространствеиную кривую L, заданную параметрическими уравне ни-' 

ям и 
/ { ж ==  �(t), 

у == 'l(t), 
z = ((t), 

а <  t < {J. (2) 

Пусть функции �(t) , '7(t) , ((t) имеют непрерывные nронзводные �'(t) , r/(t) , ('(t) 
в интервале а < t < {3. Исключим из рассмотрения особые точки кривой, в которых 

�'2 (t) + "'2(t) + (12(t) = о. 
Пусть Мо(жо, у0, Zo) - · обыкновенная точка кривой L ,  определяемая значением t0 

· параметра t, t0 Е (а, {J) . Тогда 

! т ==  z'(to)i + y'(to)J + z'(to)k \ 
- вектор касательной к кривой L в точке М0(ж0, 1Jo, z0) . 

1 1 .2. Касательная nлоскость nоверхности 

Пусть поверхность S задана уравнением 

FР"(ж, у, z) == О. 

5 Зак. 628 

( 1) 
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Возьмем на поверхности 8 обыкновенную точку .Р и проведем через нее некоторую 
кривую L ,  лежащую на поверхности и задаваемую параметрическими уравнениями { х = �(t) , . 

у = ТJ(t), 

z =·((t), 

а <  t < {3. (2) 

Предположим, что функции �(t) , ТJ(t) , ((t) имеют непрерывные производные, нигде 
на (а, {З) не обращающиеся одновременно в нуль. По определению,. касательная 
кривой L в точке Р называется касательной к поверхности S в этой точке. 

Если выражения (2) подставить в уравнение ( 1) ,  то, поскольку кривая L 'лежит 
на поверхности S, уравнение ( 1) обратится в тождество относительно t :  

1 9f(�(t) , ТJ(t), ((t)) = О, t Е (а, {3) . , 
Дифференцируя это тождество по t, по правилу дифференцирования сложной функ­
ции получим 

д9f dx д9f dy д9f dz 
- - + -· - + -. - = 0 . 

· .. дх dt ду dt дz dt 
Выражение в левой части · (3) является скалярным произведением двух векторов: 

и 

ag,r . ag,r . ag,r n = - • + -· J + - k дх ду дz 

dx . dy . dz т = dt 1 
+ 

dt J + dt k. 

(3) 

(4) 

В точке Р вектор т направлен по касательной к кривой L в  этой точке (рис. 14). Что 
касается вектора n, то он зависит только от координат этой точки и вида функции 
9f(x, у, z) и не зависиr от вида кривой, проходящей через то�ку Р. · 

Так как Р - обыкновенная точка поверхности S, то длина вектора n отлична 
от нуля, 

То, что скалярное произведение 
(n, т) = О 

означает, что вектор т ,  касательный к кривой L в точке Р, перпендикулярен вектору 
n в этой точке (рис. 14). Эти рассуждения сохраняют свою сцлу для любой кривой, 
проходящей через точку Р и лежащей на поверхности S. Следовательно, любая 
касатедьная прямая к поверхности S в точке Р перпендикулярна вектору n, и, значит, 
все эти прямые лежат в одной плоскости, то)J{е перпендикулярной вектору n. 
Оnределение. Плоскост.ь, . в котороit расположены все касательные прямые к поверхно­
сти S, проходЯщие через данную обыкновенную точку Р Е S, назЫвается касательной 
плоскостью поверхности в точке Р (рис. 15). · ' 
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Рис. 14 Рис. 15 

Вектор 

есть нормальный вектор касательной плоскости к поверхности &r(z, у, z) = О  в точ- ' 
ке Р. Отсюда сразу nолучаем уравнецие касательной плоскости к поверхности 
&r(z, у, z) = О  в обыкновенной точке Po(zo, у0, Zo) этой поверхности: 

(оgг) !  ,. , ;' (о:т) \ , (а:т) j; ' · 

а; (ж - жо) + 
дУ , 

,' (
у

- Уо) + Тz (z - zo) = О. 
(жo,!fO,zo) (жо,!/0."0) ("'Oo!IO•"') 

Если поверхность S задана уравнением 

то, записав это уравнение в виде 

получим 

д&r дl 
д::с = д::с ' 

z = l(z, у), 

а:т дl - = -, ду ду 
д ::Т - = -1 
дz ' ( 

(6) 

и уравнение касательной плоскости в тоtJ:ке Po(zo, Уо? z0) , zo = l(zo, уо) , будет выгля­
деть так 

z - zo = (:1 ) 1 (z - zo) + (:1) !, . (у - уо).  
а: 1 (:ro,vo) , , У (:ro,vo) 

(7) 

1 1 .3. Геометрический смысп nonнoro дифференциала 

Если в формуле (7) положить а: ,... а:0 = �ж, у - у0 = �у, то она nримет вид 

Правая часть (8) представляет собой пqдцый щrфференциал функциu z = l(ж, ,у) 
в точке Mo(zo, Уо) на моекости жОу, так что , , , ,� . , , 

z - zo = dz. 
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Таким образом, полный дифференциал функции z = /(ж, у) двух независ�мых пере­
менных ж и 11 в точке М0, отвечающий nриращениим Аж и Ау переменныхж и 11, равен 
приращению z - z0 апrтикаты z точки касательной плоскости поверхности S в точке 
Ро(жо1 11о1/(жо , 11о)) приnереходе от точки Мо(ж0, 11о) к точке М(жо + Аж, Уо + Ау) . 
1 1 .4. Нормаль к поверхности 

Оnредепение. Прямая, проходящая черезточку Р0(жо , у0, Zo) поверхности 

gl"(ж, у, z) = О  
перпендикулярно касательной rтоскости к поверхности в точке Р0, называется нор­
малью " nOfJepxнocmu в rочке Р0• 

Вектор 

{ дgl" дfТ дfТ} I  � � n = 
. дж ' ду ' дz 1\> 

является направляющим вектором нормали, а ее уравнения имеют вид 
< .  

ж . ..,.. J�о у - уо z - zo 

( �)[(<,.,.�, = ( �) ! (.,., .. , 

= (Т.) !( ...... �, (9) 

Если поверхность S задана уравнением z = J(ж, у) , то уравнения нормали в точке 
Ро(жо, Уо, J(жо , !/о)) выглядят так: 

�------------�----�--� 

Прммер. Составить уравнения касателi>Ной МОСIЦ)СТИ и нормали к поаерхности 
t = :1:2 + 112 

а точке О( О, О, О) • 
... Здес1. 
так ЧТО 

f(a:, у) = :t:2+ ti' 
д/ д/ в; = 22:, 

ду = 2у. 

В точке (О, О) эти проиэаоднЫе равны нулю: 

/�(0, О) = 1,(0, О) = О, 
и уравнение касателi>Най nлоСкости а тоЧке 0(0, О, О) принимает следуrоliiий аид: 

t - О  = О( а: - О) + О(71 - О), 
т. е. z = О (nлоскость а: О у). Уравнения нормми: 

или 

- ось Oz. • 

а: - 0  у - 0  t - 0 
-0- == -0- = -� 1- , 

{ а: = 
о, у = О, 

(10) 
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§ 1 2. Проиэводные высwих порядков 

Пусть функция z = /(ж, у) имеет частные произвОдн!Ые ··fi и ii в каждой точке ж 
области D. Тогда эти производные 

дz '
( ) дж = /z ж, у И 

дz 1 
ду = !,(ж, у) 

будут функциями от ж и у в области D, которые в свою очередь в точках области D (во 
всех или в некоторых) моrут иметь частные производные. Эти частные производные 
от fi и � (если они существуют) называются вторыми частными производнЪ�JНи или 
частными производными второго поряд�Са функции z = J(ж, у) . Для функции z = 
J(ж, у) двух независимых переменных ж, у получаем четыре частные производные 
второго порядка, которые обозначаются так: 

1 

или " " oiZZ I  или 

или 

111 Z'/J I 

1
11 
'/1'/J' 

Производные 1:, и 1:. называются смешанными: одна из них получается диффер�нци­
рованием функции сначала по z, затем по у; другая, наоборот, дифференцированием 
сначала no у ,  затем no ж .  · 

Аналогично определяются частные производные 3-ro и т. д. порядков. 
Пример. Найти частные nроиэводные 1-ro и 2-ro nорядков от функции 

Z = z3y2 - Z'f/. 

д2z ,  
. 

в;r = 6zy2, 

Обратим внимание на то, что смешанные производные z;, и z;. оказались тоЖде­
ственно равными. Это не случайно. Имеет место следующая теорема. 

Теорема 10 (о равенстве смеwаннwх nроиuоднwх). Пусть д.ля фун�СЦии 

z = /(ж, у) 
в не�Соторой о/Срестности точ/Си Мо(жо, flo) существуют производные J�, J�, 1:" и 1:. 
и пусть, �Сраме того, произв_одные 1:, и 1:. в точ�Се Мо(ж0, у0) непрерывны. Тогда в точ-
IСе Мо эти производные ровны, . 

J:11(жо , Уо) = J;.(жо , Уо) . 
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Требование непрерывности производных !�11 и !;ж в точке М о( Х6, Уо) сущестщ:нно. 
Так, для функции { ху х: - у:

' х2 + у2 f:..O, 
f(x, y) = х + у 

о, х = у =  о, 
смешанные производные 1�11 и !;ж разрывны в точке 0(0, 0) , и для этой функции 
имеем /�11 (0 , О) = - 1 ,  !;ж(О, О) = 1 . 

Верен и более общий факт: 

если для функции и = /(x t ,  х2, . . .  , xn) какие-либо смешанные производные порядка 
т � 2 отличаются между собой только порядком дифференцирования и непрерывны 
в некоторой точке, то они в этой точке имеют одно и то же значение. 

§ 13. Дифференциалы высших порядков 
Пусть в области D задана функция z = f ( х, у) независимых переменных х и у. Если 
эта функция дифференцируема в области D,  то ее полный дифференциал в точке 
(х, у) Е D,  соответствующий приращениям dx и dy независимых переменных х, у ,  
выражается формулой 

az az 
dz = - dx + - dy 

ах ау 
(здесь dx = �х , dy == �у - произвольные приращения независимых переменных, 
т. е. произвольные числа, не зависящие от х и у) . Поэтому мы можем изменять х и у, 
оставляя dx и dy постоянными. При фиксированных dx и dy полньrй дифференци­
ал dz есть функция от х и у, которая в свою .очередь может оказаться дифференциру­
емой. 

Оnределение. Полный дифференциал от dz в точке (ж, у)� соответствующий прираще­
ниям независимых переменных, равным прежним dx и dy, называется дифференциа­
лом второго порядка функции z = f ( х, у) и обозначается символом d2 z :  

(1) 

Пустьфункция z = /(�, у) Е С2(D) , т. е. имеет вобласти D непрерывныечастные
. 

производные до второго порядка включительно. Тогда полный дифференциал dz 
этой функции будет дифференцируемым, т. е. будет существовать d2z .  Пользуясь 
известными правилами дифференцироваНия и помня, что dz и dy - постоянные, 
получим 

(2) 
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По формуле полного дифференциала, применеиной к � и � ,  имеем 

d ( дz ) = !_ (дz ) dж + !.__ (дz ) dy = д
2z 

dж + 
д2z 

dy дж дж дж ду дж дж2 дудж ' 

d (дz) = !_ (дz) dж + !.__ (дz) dy = . д2z 
dж+ д2z 

dy. ду дж ду ду ду джду ду2 
Поэтому из формулы (2) следует 

Так как 

2 д2z 2 д2z д2z д2z 2 d z = дж2 (dж) + дудж dж dy + джду dж dy + ду2 (dy) . 

д2z д2z 
дудх = джду 

в силу непрерывности этих смешанных про�зводных, то для d2 z получаем формулу 
д2z д2z д2z 

d2z = д 2 dж2 + 2-
д

- dж dy + -· -.
2 

:d"�· 
ж жду ду "·' . 

Здесь dж2 = (dж)2 , dy2 = (dy)2 • 

(3)' 

С помощью формального символа /z dж+ /у dy формулу (3) записываютусловным 
равенством 

(4) 

Здесь символы fж и /у рассматриваются как <<множители» и формула квадрата .суммы 
с последующим условным умножением на z приводит к нужному результату. Именно, 
запишем 

2 ( д д . ) 2 . д2 2 д2 . д2 2 d = 
дж 

dж + ду dy = дж2 dж + 2джду.
dж dу + ду2 dy . 

«Умножим» обе части полученного выражения почленно на z ,  поместив множитель z 
в «числители» д2 дробей, стоящих в правой части. Получим 

2 д2 z 2 д2 z д2 z 2 d z =. д 2 dж + 2- dx dy + -д 2 dy , 

что совпадает с формулой (3) . 
ж джду у 

ПодQбным же образом вводятся понятия дифференциалов 3-го, 4-го и т. д. поряд­
ков. Вообще, полный дифференциал n-го порядка dn z есть полный дифференциал 
от полного дифференциала (n - 1) -ro порядка: 

· 

1 dn z = d(dn-\ z). j 
Если функция z = J(ж, у) Е cn(D) , то у нее существует дифференциал n-го порядка. 
Этрт дифференциал выражается формулой следующего вида 

(5) 
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Для функции и. = /(zt , z2, . . .  , Жm) от т независимых переменных Жt ,  ж2, :  . .  , Жm 
nри выполнении соответствующих условий получаем 

Эемеч.енме. Если ж и у не явпяются неэависимыми переменными, а суrь функции от � и q ,  то, как 
и в случае функции одной переменной, уже второй дифференциал не обладает свойством инвариант-
ности формы. 

· 

� В самом деле, nусть 

11 = /(ж, у), где ж = IP(�, q), у = ф(�, q) . 
Тоrда nервый дифференциал может бЫть заnисан в nрежнем виде 

- д: д: 
d: = дж dж + ду dy, 

но теnерь dж и dy сами есть функции и мoryr не быть постоянными. Поэтому 

d2z =d  ( :; ) d;+d ( ::) dy+ :; d(dж)+ :: d(dy) = (:ж dж+ :1J dy) 2 н:; d2н :: d2y, 
так что инвариантностьформы вообще не имеет места. • 

§ 1 4. Формула Тейлора 
для функции нескольких переменных 

Пусть функция z = /(z, у) имеет непрерывные част­
ные производные до n-ro порядка включительно во 
всех точках (ж, у) некоторой , б-окрестности точки 
(жо , Уо) и пусть точка (жо + Аж, Уо + Ау) принадлежит 
этой окрестности (рис. 16) . Положим 

ж = zo + tA:r:, у = Уо + tAy, ' ( 1) 
где t Е [О, 1 ]  - новая независимая переменная. Тогда 

z = /(ж, у) = !(жо + tАж, Уо + tAy) = cp(t), 
так что величина z оказывается сложной функцией от t , 
определенной на отрезке [О, 1 ]  и имеющей там произ­
водные до порядка n включительно: Поэтому z = cp(t) 
можно преДставить формулой Тейлора по степеням t : 

Рис. 16 

cp(t) = ср(О)+ ср
'(О) t + ср"(О) 

t2 ; + cp(n-1)(0) tn-1 + cp
(n) (8t) t" 1 !  2! " · (n - 1)! n! ' о <  8 < 1. 

Полагая t = 1 , получим 

ср'(О) ср"(О) cp(n-I) (O) cp(n)(8) cp( l) = ср(О) + -�-� + -21 + " .  + ( - 1)' + ---,-- , . . n . n. о <  8 < 1. (2) 

Выразим величины в nравой части формулы (2) при помощи исходной функции ! (ж, у) 
и ее nроизводных. Заметим, что аргументы ж и у функции /(z, у) являются функция­
ми от t , но имеют постоянные дифференциалы dж = Аж · dt, ау = Ау · dt (Аж , Ау -
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фиксированные чИсла). Поэтому для вычисления последовательныхдифференциалов 
функции z =!(ж, у) примеli'има формула ( д д )р 

d1 z = . - dz+ 
.
-. dy f(ж, у) = l!:r; ду ( д д )р ( д д )р ' 

= дж (Аж dt) + ду (Ау dt) /(ж, у) = дж A:r: + 'iiii Ау /(ж, y) (dt)1, 
откуда 

- = tp(p)(t) = - Аж + - Ау /(ж, у). 
dPz ( д д )Р dtp дж ду (3) 

При t = О  в силусоотношений (1) имеем ж =  w0 , y  = у0 , и формула (З) принимает вид 

<р(р)(О) = (. � Аж + � Ау)1 /(ж, у) l��:=;;o (р = О, 1 ,  . . .  , n - 1) . (4) .· uW !{У 11""110 
При t = fJ получаем 

Заметим еше, что 
tp(l) = /(ж0 +Аж, Уо + �у). 

Подставляя выражения (4), (5) и (6) в равенство (2) , получим, что 

. ( д д ) /(::0 + Аж, у0 + Ау) = /(жо, Уо) + . дж Аж + ду Ау /(ж, у) 1:=: + 
1 ( д д ) 2 

+ -2, -д Аж + -д Ау /(ж, y) l•=eo + . . . + . • ж 11 11""110 
. 1 ( д д ) ll-l . 
+ (n - 1)1 дж 

Аж +  ду Ау /(ж, у) l;:: + 
1 ( д д ) 11 ' 

+ t Т Аж + -;-. 
Ау /(ж, у) l•=a:o+IIA� , О < (J < 1 .  n. иЖ . uy 11=11о+'А11 

Это - формула Тейлора дЛR фунl(цuи z = /(ж, у) двух переменных, а 

1 ( д 
д )11 1 Rn = -,· т Аж + -д Ау /(ж, у) · n, u:C 1J tt=Фo+8Ac · , .. ro+BAr 

- остаточный член этой формулы в форме Лагранжа. 

{S) 

. (б) 

(7) 

Приведем сокращенную форму записи формулы Тейлора. Переноси первое сла­
гаемое правой част формулы (7) в ]lевую часть и обозначая: разность /(::0 + Аж, 
1Jo + Ау) - /(ж0, уо) через A/l(:ro,ro) , получаем, что 

1 1 1 2 1 . . 1 -1 1 . 1 А ., (l ) А/ = df + - d 1 + . . .  + - tf' 1 · + - и  1 . · 8 (��е.�) <•о.�) 2! (-о.�> (n - 1)! (ао,�) n!. (Ф6+8Ас, �+fAr) 
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Формулой {8) nолъзуются .ПДЯ приближенного вычисленияприраЩения дf функции 
z = f(x., у) в точке Mo(:t:o , Уо) . 

При достаточно малыхло модулю значениях дz и д у и при dJ, :/; О за приращение 
функции А/ приближенно можно прцнять дифференциал dЛ Это означает, что 
в nравой части формулы Тейлора (8) берется только одно первое слагаемое. Если · приближенное равенство А/ � df не дает требуемой точности, то дЛя nовышения 
точности можно воспользоватьсядальнейшими членами формулы Тейлора (8) . 

Прммер. разложить функцию 
f(x, y) = е" siny 

по формуле Маклорене с оеrаточным членом 3-ro nopilдкa . 
.с Формула Тейлора (7) с остаточным членом Rз имеет еид 

f(жо + Аж, 1/о + Ау) = f(xo, уо) + /�(жо, Уо)Ах + /;(жо, Уо)Ау+ . 
+ � [f:.,(жо, Уо)Аж2 + ц:,(жо, 7rо)АжАу + t;v(:x:o,yo)A!?] + 

l [ т ( ) · 3 111 ( ) Zл 111 ( ) 2 111 } ) 3J I + 3i /.,.,., :х:, 11 А:г + 3fж:tv ж, у Ах uy + 3fzvv х, У Ах Ау + fvvv\Ж, У Ау "'"'a:o+SQ.,. • • II"'VO+IAV 
Формула Маклорена nолучается из нее, если nоложить zo = у0 = О, Az = ж , Ау = у: 
f(ж, у) = /(0, О) + /�(�, О)х + /�(0, О)у + � [1�,.(0, О)х2 + 2/%11(0, О)ху + t:,(o, O)y2J + 

+ � (1;�z,(8ж, 8y)ti'i+ 3J:�11(8x, 8y)z1y + 3J:�,(fix, 8y)zy2'+ t;;,(e�, Оу)у3] ,  
В данном случае 

f(x, y) =  e"' sin y, 
f�(x, у) .,; е"' sin у, 
/�(z,y) = е'" cosy, 

t{:.,(ж, у) = е= sin у, 
/К.,(ж, у) = е= cos y, 
1/t ( ) = . 1111 х, у = -е sm у, 

1'111 ( ) .. . 
. жzж :t, y = е sm y, 

/(0, 0) = О; 

/�(0, 0) = О; 
1�(0, О) = 1; 

/�.,(0, О) = О; 
f=v(O, O) = 1; 
/:у(О, О) = О; 

/111 (е а )  '" · е · ·"'"'"' ж, иу = е stn у, 
t%�v(ж, у) = е"' cos у, t:�!l(ex, еу) = е@"' cos еу; 
J:�11(ж,у) = -е" sin у, t:�11(еж, еу) = -е'" sin еу; 
1;;11(х, у) = -е" cos у, 1;;11(ех, Ву) = -е8" cos fJy. 

·. Таким образом, формула Маклорен111 (•) nринимает еид 

о <  е < 1 .  

1 . 
е" sin У у+ ху + 6 [е11"' sin Ву · ж3 + 3е1"' cos Оу · 'JJ2y - 3е11"' slnfJy · ху2 - е0"' cos Ву · у3] • ..  

Замечание 1.  Нетрудно заметить, что формулу Мацорена мoJI(}Jo записать так: 
/(ж, у) == /(0, О)+ Р1 (z, у) + Р2(ж, у) + . . .  + Pn-1 (х, у) +  Rn, 

rде Р,. (ж, у) - однородный многочлен k -ой стеnени относительно ж, у. 
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§ 1 5. Экстремум функцttи нескольких переменных 
15. 1 .  Понятие экстремума функции нескольких переменньrх. 

Необходимые и достаточные условия экстремума 

llусть функция z = f(x, у) определена в пекоторой области D и 'пусть Мо(хо, Уо) -

внутренняя точка этой области. 

Определение. Если существует такое число б > О, что для всех дх и д у, удовлетворя­
ющих условиям /дз:l < б  и /Ау/ <  б ,  верно'неравенство 

Аf(з:о, Уо) = f(xo + Аз:, Уо + ду) - f(xo , Уо) � О, ( 1) 

то точка М0(х0 , у0) называется точкой локальногомаксимума функции f(x, у) ; если же 
для всех Ах, д у, удовлетворяющих условиям /дх/ < б и /д у / < б, 

дf(хо, Уо) = !(хо + Ах, Уо + Ау) - f(xo, Уо) � О, (2) 

то точка М0( з:0 , у0) называется точкой локального минимума . .  
, ,  с ! �  

Иными словами, точка М0(х0 , у0) есть точ;ка максимума Или минимума функции 
f(x, у) ,, если сущес'l'вует б-окресчюсть точки Мо(з:о ,  у0) такая, что во всех точках 
М(х, у) этой окрестности приращение функции · 

, 

А! .:." f(з:, у) - f(xo , Уо) 
сохраняет знак. 

Примеры. 

1. Для функции 
z = х2 + у2 

точка 0(0, О) - точка минимума (рис. 17). 
2. Для функции 

z � 1 - х2 ..:.. у2 
точка 0(0, О) является точкой максимума (рис. 18). 
З. Для функции 

f(x, у) = х + у ' х + у 
т- • 

{ 2 2 2 2 � 0 
1 ,  х = у =  о. 

точка 0(0, О) является точкой локального максимума . 

..,. В самом деле, существует окрестность точки 0(0, О), наnример, 
круг радиуса � (см. рис. 19), во всякой точке которого, отличной 
от точки 0(0, О) , значение функции f(x, у) меньше 1 = /(0, О) . .,. Рис. 17 

Мы будем рассматривать только точки строг9го максимума и минимума функций, 
когда строгое неравенствЬ А/ < О или строгое неравенство дf > О выполняется 
для всех точек М ( з:, у) из не которой проколотой б -окрестности точки М о . 

Значение функции в точке максимума называется максимумом, а значение функ­
ции в точке минимума - минимумом этой функции. Точки максимума и точки мини­
мума функции называются точк,ами экстремума функции, а сами максимумы и мини­
мумы функции - ее экстремумами. · 
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z 

Рис. 18 

Теореме 11 (необходимое ycnoiИt нстремумв). Если функцшr 

1 = /(z, у) 

. 

х 

Рис. 19 

имеет экстремум в точке M0(z0, Jlo), то t1 этой тоЧке Н:аждаR flастная npoU3floднaя 1;­
u li либо обращается tJ нуль, либо не существует. 

-4 Пусть в тачке М0(жо, :vo) функция z = /(ж, у) имеет 
экстремум. Дадим переменной у значение у0• Тогда 
функция z = /(ж, у) будет функцией одной перемен� 
ной ж: 

z = J(ж, :Vo). 
Так как при ж = ж0 она имеет экстремум (макси­
мум или минимум, рис. 20), то ее производНая по z 
nри ж = жо , т. е. (Ji) l (zot�a) ' либо равна нулю, ли- ' 
бо не существует. Аналогично убеждаемся в том, что ( li) 1 (:o,llo) или равна нулю, или не существует. IJ> / 

Точки, в которых Ji = О и � = О либо не суще� 
ствуют, называются критиflескими то11ками функции 
z = J!ж, у) . Точки, в которых Ji = � = О, называ� 
ются также стационарньtМu то11ками функцми. 

Теорема 1 1  выражает лишь необходимые условия 
экстремума, не я:вляющиеся достаточнымм. 

Прммер. Фунi<ЦИЯ 

имеет nроиэеоднwе 
8z 8z 
де = 2:�:, 

Br = -2r, 

z 

Рис. 20 

которые обращаiОТСЯ 8 нуль при :11 = 11 = О. Но эта фунi<ЦИя 8 точке 0(0, О) lfB имеет экстремума. 

у 
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<111 Де�стаитепьно, функция 

/(z, y) = z2 - 7/ 
равна нулю в точке 0(0, О) и nринимает в точках M(z, у) , как угод• 
но близких к точке 0(0, О) , как nоложительные, так и отрицательные 
значения. Дnя нее 

А/(0, О) = /(z, у) - /(0, О) = z2 - у2, 
так что { А/ > О в точках (z, О) 

А/ < о в точках (О, у) 
nри сколь угодно ма:nых lz l > О и 1111 > О. "' 

Точку 0(0, О) указанного типа называют точкой мини- , 
макса (рис. 21). 

Рис. 21 

Достаточные условия экстремума функции двух персменных выражаются следую-
щей теоремой. · 

Теорема 12 (достаточные усnовм1 экстремума функции 1J1YX nеремеииых). Пустьточка Мо(жо, Уо) 
является стационарной точкой функции /(ж, у), 

� 

. . . 

и fJ некоторой окрестности точки М0(ж0, YQ). включая саму точку Мо, функция f(ж, у) 
имеет непрерыflные частные прои36одные до второго порядка iiключительно. Тhгда: 

1) в mочке М0(ж0, у0) функция J(ж, у) имеет максиМум, еС/Iи в этой точке определи­
тель 

и 

и 

D( 
. 

) 1 /;ll)(:to ,  Уо) l;ll(жo, Уо) 1 1u ( · ) 1u ( 
. 
) 1u2( ) 0 · жо, Уо = 1;11(жо, tlo) 1;11(жо, !lo) = ll!z жо, Уо 

· 1111. zo, !lo - z11 жо, Уо 
. 
> . 

J:z(Жo, !lo) < о u;tl(жo, уо) < О); . . .  

2) 6 точке М0(э:о, у0) функция f(ж, у) имеет минимум1 еС/Iи 
D(жо , Уо) > О 

/;z (Жо, Уо) > о . u:ll(жo ,  Уо) > О); 
З} 6 точке М0(жоtо у0) функция f(ж, у) не имеет экстремума, если 

D(жо, Уо) < О. 
Еслu же 

D(жо, Уо) = О, 
то в точке Мо(жо, Уо) экстремум функции /(ж, у) может быть, а может и не быть. 
В этом случае требуется дальнейшtе исследование. 

<111 Ограничимся доказательством утвер}f()J,ени0 1) и 2) теоремы. Напишем формулу 
Тейлора второго поряДка длЯ функции 'J(ж, у)! 

.. 
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f(xo + дх, Уо + Ау) = /(хо, Уо) + /� (хо, Уо)дх + J;(xo, Уо)ду + 
l '[ 11 ' 2 /1 ( ) /1 ( ) 2] . , ' 

+ -2 fzz(X, у)дх + 2/zy х, У дхду + fvv х, У ду · z=zo+liAz ,  11=11o+IIAy 
где. О < В < l . . По условuю /�(хо, Уо) = О, J; (xo, Уо) = О, так что 

А/ = /(хо + Ах, Уо + Ау) - /(хо, Уо) � 

= -21 [/;z (X, у)Ах2 + 2J:11 (x, у)Ахду + J;11(x, у)ду2] lz=zo+I/Az ,  · v=11o+liAy 
( 1) 

откуда видно, что знак nриращения А/ оnределяется знаком трехчлена в nравой 
части ( l ), т. е. знаком второго�ифференциала d2 f. Обозначим для краткости 

А = J:z(x, у) , В = J:11 (x, у) , С = J;11(x, у) . 
Тогда равенство ( l) можно записать так: 

А/ =  -21 (Адх2 + 2ВАхАу + Сду2) lz=zo+liAz . (2) · y=l!o+IIAy 
Пусть в точке Мо(хо, Уо) имеем 

АС - В2 > О, (3) 
т. е. 

J:z(Xo, Уо) · J;11(xo, Уо) - J:;(xo, t�o) > О. 
Так как по условию частные производные второго nорядка от функции f(x, у) не­
прерывны, то перавеяство (3) будет иметь место и в пекоторой окрестности точки 
Мо(хо, Уо) .  

Если выnолнено условие (3) , то А = J:z(x, у) f. О в точке М0, и в силу неnрерыв­
ностилроизводная J:z(x, у) будет сохранять знак в не которой окрестности точки М0• 
В области, где А f. О, имеем 

1 
. ' 

ААх2 + 2ВАхду + Сду2 = А [(Адх + ВАу)2 + (АС - В2)Ау2] . 

ОтсюДа видно, что если АС - В2 > О в пекоторой окрестности точки Мо(хо, Уо) , 
то знак трехчлена AA:r:2 + 2BA:r:Ay + САу2 совладает cQ знаком А в.точке (:r:0, у0) 
(а также и со знаком С, nоскольку nри АС - В2 > О А и С не могУт иметь разные 
знаки). 

Так как знак суммы ААх2 + 2ВАхАу + САу2 в точке (х0 + ВАх, у0 + ВАу) оnре­
деляет знак разности 

А/ = f(xo + Ах, Уо + Ау) - /(хо, уо) , 
то мы приходим к СЛедующему выводу: если для функции f(x, у) в стационарной 
точке (х0, у0) выnолнено условие АС - В2 > О и А < О (С < 0), то для достаточно 
малых lд:r:l и IAyl будет выnолняться нерав�нство · 

А/ = f(xo + Ах, Уо + Ау) - /(хо, Уо) � О. 
Тем самым, в точке (х0 , у0) функция f(x, у) имеет максимум. 

Если же в стационарной точке (х0, у0) выnолнено условие АС - В2 > О  и А >  О 
(С > 0), то для всех достаточно малых jAxj и lдyl верно неравенство 

А/ = f(xo + дх, Уо + Ау) - /(хо, Уо) � О, · 
и, значит, в точке (mo , Уо) функция /(х, у) имеет минимум . .... 
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Прммеры. 
t. Исследовать на экстремум функцию 

z = :r:2 + 211' - 2:r: + 4у - 6 . 

.,.. Пользуясь необходимыми условиями экстf,емума, разыскиваем стационарные точки функции. Дпя 
этого находим частные производныв � , * · и  приравниваем Их нулю. Получаем систему уравнений ! дz "" 2:r: 2 ,; о, . дх 

дz {Jy =: 4у + 4 = о, 
откуда rc = I, у =  -1 ,. так что Mo(l , -1) - стационар�о�ая точка . .  Восt:Юльзуемся теперь теоремой 12. 
Имеем 

В\мо '= 8�
2
;11 1 = о, М о 

так что 
(АС - В2)\мо = 8 > О. 

tiz
·l = 4, ду2 Мо 

8начит, в точке Мо экстремум есть. Посколыку лJмо =, 2 > О, то это - �инимум. 
Если преобраэовать функцию z к виду 

z = (:r: - 1)2 + 2(у + 1)2 - 9, 
то нетруд!iО заметить, что правая часть ( *) будет минимаnьной, когда :t = 1 , 11 = -1 .  Это - абсолют-
ный минимум данной функции . .,.. · 
2. Исследовать на экстрвмум функцию 

z = xy . 

.,.. Находим стационарные точки фу!iКции, для чего состааnяем систему уравнений ( :; = 11 о, 
дz 

. 811 
= 
:r: 
= о. 

Отсюда ж 11 = О, так что точка Мо(О, О) - стационарная. Так квк 

лJм0 = ::� 1 = о, вJм0 = а�2;у 1 = 1• сJм0 = ::� ,. . = о, Мо Мо Мо 
то 

(AC - B2)j = -1 < О  М о 
и в силу теоремы 12 в точке М0(0, О) экстремум� нет . .,.. 
3. Исследовать на экстремум функцию 

.,.. Находим стационарные точки функции. Из системы уравнений ( :; = 4ж3 = О, 
дz з - = 4у = 0, ду . 

получаем, что rc = '!1 =.0, так что стационарной еляе:rся точка М0(0, О) . Далее. имеем 

А!мо = ::�� = О, вJмо = a�2;, j = О, ciA!o � ·�� = О, Мо Мо · · Мо  
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так что 

(АС - В2>1мо "" О, 
. 

и теорема 12 не дает ответа на eonpoc о наличии или отоутстаии экстремума� ПОС1)'Пим nQЭТОМу так. 1JIIя функции 
t =  z4 + 114 

во всех точках M(:r:, у), отличных анОчки Мо(О, 0) , 
llf(O, O) = f(z,y) - f(O, O) = z4 + 1/ > о, 

так что, no оnределению, 1 ТОЧt<е Мо(О, О) функция .1: имеет абсолютный мин111мум. 
Аналогичными рассуждениями устана8Jiиваем, что функция 

z = -z4 - r4 
имеет в точке 0(0, О) макс:wмум, а функция 

в точке О( О, О) экстремума не имеет. • 
Пусть функциЯ n независимых nеременнЪIХ 

и = /(� 1 1 Z21 • • • , ���) 
дифференцируема в точке М0(ж� , ж�, . . .  , ж�) .  Точка Мо называется: стационарной 
ТОЧКОЙ фунКЦИИ и, еСЛИ 

. , 

д
д
'IJ. ,

. 
= О (i = 1, 2, . . . , nJ. 

Жj 

Мо 

Теорема 13 (Аостаточмые ycJIOIИI асстремума). Пусть функцШI и = f(ж1 ,  ж2, • • •  , Zn) опре­
делена и имеет непре1ывные частные проиэводные второго поряд�еа в некоторой (Жрест­
ности точ�Сu М0(ж 1 1  жg, . . . , ��) , которая являвтел стационарнО,il точкой фун�еции 
f(ж1 ,  жz, . . .  , Жn) . '/Ьеда, если �евадратичная форма (t�торой дифференциал функции f 
в точтсе Мо) 

п 2 ' 
"'(d .3- . .3- .) _ "" 

д J(ж, , ж2, . • .  , Жп) ! �-. .3-<>'�' Zt, 1.6ili2• •  • • ' цwn - L.." · д д �� uw.;J , , 1 :l:j Жj Uo .", ... 

(4) 

является пможительноопределенной (отрицательно определенной), то точкойминимума 
(соответстtJенно, точкой ма�есиму.ма) фун�еции f является точка Мо(ж?, ж�, . . .  , ��) . 
Если же квадратична�� форма (4) является знакопеременной, то в точ"е М0 Э1Сстрему.ма 
нет. , 

Для того чтобы установить, будет ли �атичная: форма ( 4) nоложительно или от­
рицательно оnределенной, можно воспользоваться, наnример, крИтерием Сильвестра 
nоnо.жителъной (отрИцательной) определенности квадратичной формы. 

1 5.2. Усповный экстремум 

До сих пор мы занимались отысканием лок�Шьных экстремумов функции во всей обла­
сти ее оnределения, когда аргументы функции не связанынИкакимидоnолнительными 
условиями. Такие Эl{стремумы называются безусловными. Однако часто встречаются 
задачи на отыскание так называемых условнцх экстремумов. 

Пусть функция z = J(ж, у) оnределена в области D. Доnустим, что в этой области 
задана кривая: L, и нужно найти экстремумы функции /(ж, у) только среди тех ее 
значений, которые соответствуют точкам кривой L. Такие экстремумы называют 
условными жстремум01t1и функции z = f(ж, у) на кривой L. 



115. � .,....IIМIORIIIIII nepltttiМWX -------_;;...,--__..--- f4$ 

Оnредепение. Говорят, что в точке М0(ж0, у0) , лежащей на кривой L, функция /(z, y) 
имеет усл08нwй .максимум (.минимум), если неравенство · · 

/(ж, у) < /(жо, Уо) 
(соответственно 

J(a:, 'JI) > f(жо , 'Jio) ) 
выnолняется во всехточках М.(ж, у) кривой L, nринадлежащихне которой окреСТНости 
точки Мо(жо, Уо} и отличных от точки Мо (рис. 22). 

Если кривая: L задана уравнением ер( ж, у) = О, то задача о нахожденви условного 
эхетремума функции z = f(ж, у) на крmюй L может быть сформулирована так: найти 
экстремумы функции z = J(ж, 'JI) в ()бласm D nри условии, что tр(ж, у) == О. 

Таким образом, nри нахождении условных экстремумов функции z = /(ж, у) ар� 
гументы z и у уже нельзя рассматривать как независимые nеременные: они связаны 
между собой соотношением ер( ж, у) = О, которое называют уравнением связи. 

Чтоб�о� !\ОIIСЮ\ТЪ paзsui'lиe между безуспоаным и условным экстремумом, рассмотрим такой пример. 
Беэусповный максимУм функции 

z = 1 - z2 - g'l 
(рис. 23) равен единице и достигается в точке (О, О) . Ему соответстаует точка М - вершина парабо­
/IОида. Присоединим уравнение саQи 11 = j .  ТогДа ус/IОВный максимум будет, Очев�о. равен i .  Он 
достмrается а точке (О, i) '· и аму отвачает вершине· М 1 nарабо.nы, яаn1110ЩайСЯ линией паресечения 
nараболоида с nлОСКОСТЫо '11 = ! . а· спучае. беэуслоеноrо максимума мы · имеем максимальну19 аnnли· 
кату среди всех апnликат поверхности z = 1 - z2 - g2 ; а случае уО.tюаноrо - только среди апnликат 
точек параболоида, отвечаюЩих точкам. прямой '11 = ! на пnоскости zOg. 
Один из методов _отыскания условного экстремума функции 

z = J(a:, у) 
nри наличии связи . 

состоит в следующем. 

Рис. 22 Рис. 23 

(1 ) 

(2) 
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Пусть уравнение связ�р(ж, у) = О определяет у кацщнозначную дифференциру� 
. емую функцию аргумента z: 

У = 'Ф(ж). 
Подставляя в функцию z = f(x, у) вместо у функцию ф(х) , получаем функциюодного 
аргумента 

z = f (ж, ф(х)) = F(x), (3) 

в которой условщ� связи уже учтено. Экстремум (безусловный) функции F( z) является 
искомым условным экстремумом. 

Пример. Найти экстремум функции 

z = xz + у2 
nри условии • i:t + y - 1 = 0. 

(1'} 

(i) 
"" Из уравнениЯ сsязи (i} находим у = 1 - х .  Подставляя это 
значение у в (1'}, nолучим функцию одного аргумента х: 

z = x2 + (l - x)2• 
Исследуем ее на экстремум: 

{= 2х - 2(1 - х), 

откуда х � - «ритическая то.. ка; z" = 4 > О, так что х = � 
1 . 

(у =  2 !  доставляет условный минимум функции :1: (рис. 24). • 
Укажем друrой способ решения задачи об условном 

экстремуме, называемый методом множителей Лагран� 
жа. х 

Пусть Mo(reo, Уо) ес-rь точка условноrо экстремуМа функции 

z = f(x, у) 
при наличии связи 

<;:�(i, у) = (), 

Рис. 24 

Допустим, .  что уравнение связи определяет единственную непрерывно дифференци-
руемую функцию · 

у = 'Ф(z) 
в некоторой окрестности точки z0 • Считая, Что 

У =  'Ф(ж), 
получаем, что про из водная по х от функции 1 ( re, Ф( Ж}) в точке. х0 должна быть равна 
нулю или, что равносильно этому, должен быть равен нулю дифференциал от f(x, у) 
в точке Мо: 

(4) 

Из уравнения. свя.зи имеем: 

(dJP)tм:o = (�р� dx + \0� dy) lмо = О. (5) 

Умножая последнее равенство на неопределенный пока числовой множитель Л и скла­
дывая nочленно с равенством (4) , будем иметь 

(К+ Л�р�) lмо dx + {!; + А�р�) lмо dy = О. 
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Предположим, что значени.е множителя Л выбрано следуюuщм образом: 

1 (!; + Лtр�) \
м0 = О 1 . (6) 

(считаем, что tp� -.:/= 0) . Тогда в силу произвольности dx получим 

1 (J� + Лtр�) lмо = o. j (7) 

Равенства (6) и (7) выражают необходимЫе условия безусловного экстремум:а в точке 
Мо(а:о, Уо) функции 

1 F(x, у) = f(x, у) + Лtр(х, у) , / 
которая называется функцией Лагранжа. 

Такимобразом, точкаусловного экстремума функции f(x, у) , если tp(x, у) = О, 
есть обязательно стационарная точка функции Лагранжа 

F(ж, у) = f(x, у) + Л<р(х, у) , 
где Л - некоторый числовой коэффициент. Отсюда получаем правило Мя отыскания 
условных экстремумов; 

чтобы найти точки, которые могут быть точками условного экстремума функции 
z = f(x, И при наличии связи <р(х, у) = 0: 

1) составляем функцию Лагранжа 

F(x, у) = !(х, у) + Л<р(х, у) ; 
2) приравнивая нулю производные * и "* этой функции и прис�диняя к полученным 

уравнениям уравнение связи, получаем систему из трех уравнений 
8F , , 
8Х 

= fz (X, у) + Л<рz(Х, у) = О, 
8F '

( 
. , 

-8 :: /у х, у) + Лtру(х, у) = О, 11 . 
8F 
8>. = <р(х, у) = О, 

из которой находим значения Л и координаты х, у возможныХ точек экстремума. 

(8) 

Вопрос о существовании и характере условного экстремума решается на основании 
изучения знака второго дифференциала функции Лаrранжа 

82F 82F 82F . 
d2 F(x, у) = 8х2 

dx2 + 2 8х8у dx dy + 8112 dy2 

Д11Я рассматриваемой СИСТСМЫ ЗНаЧеНИЙ Хо , 1Jo , Л, ПОЛучеННОЙ ИЗ (8) ПрИ УСЛОВИИ, ЧТО 

8<р 8<р 2 . 2 - dx + - dy = О ( (dx) + (dy) -.:/= 0). 
дх 8у 

Если d2 F < О, то в точке (х0, у0) функЦия f(x, у) имеет условный максимум; если 
d2 F > О - то условный миним:ум. В частности, если в стацио!lарной точке {хо, Уо) .  
определитель D дЛЯ функции F(x, у) положителен, 

· · · 

D·( ) - 1  F��(xo,
·
Y
.
o) F;y(xo ,  Уо

.
) 1 > ·О 

хо, Уо - F" ( . 
. ·) .:.11 ( ) , zy Хо, УО �'1'1 Хо, 1/О 
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то в точке (:ж:0, у0) имеется условный максимум функции /(ж, у) ,  если 

А =  �1z(жо, 'Uo) < О (С =  F;�(жо, Уо) < 0) , 
и условный минимум функции f(ж, у) , если 

.,.// . 11 
А: =  .l'a-z(жo, 'Uo) > О (С = F1111(жо, 1/о) > О) .  

Прммер. Вновь обратимся к условиям nредыдущего nримера; найти экстремум функции z = :�:2 + у2 
nри условии, что z + 11 = 1 .  

<f Будем решать задачу методом множитвлей Jlarpaнжa. Функция Лаrранжа в данном случае имеет вид 

F(z, у; Л) = z2 + у2 + .\(z + у 1). 
Дпя отыскания стационарных точек составляем систему {.F.: = 2z + .\ = О, 

F; :: 2у + Л = о, 
F1 :: :r +у - 1 = О. 

Из nер11ых даух уравнений системы nолучаем, что ж = у. Затем из третьеrо уравнения системы (уравне­
ния связи) находим, что z = 11 = i - координаты точки возможного ЭКСТJ)&Мума. При этом qпзывается, 
что Л =  - 1 .  Таким образом, функция Jlarpaнжa 

F(ж, у; -1) = z2 +712 - ж  - у  т 1 .. 
Для нее � .. = 2, F'Cr = 2, F/:1 = О , так что 

D = � � � � = 4 > 0  

и F/:z = 2 > О, т. е. точка Mo(j, i> есть точка условного ми�имума функции z = :.:2 + у2 nри условии 
z + y  = 1 . .,. 

Отсутствие безусловного экстремуМадля функцииЛаrранжа F(ж, у) еще не означа­
етотсутствияусловного экстремумадляфункции f(ж,у) при наличии связи ({>(ж,у) = О.  

Пример. Найти экстремум · функции z = zy nри условии 11 - z = О .  

<f Состевляем функцию Лагранжа 

и выnисываем систему для оnределения .\ и координат возможных точек экстремума: { F� :: у - .\ = О, 
F; :: z + Л =  О, 
F1 :: y - z = 0. 

Из nервых P�Jyx уравнен11й nолучаем z + у = О и nриходим к с11стеме { z + y = O, 
у - 2: = о, 

откуда z = у =  Л =  О. таким образом, соответствующая функция Jlarpaнжa имеет вид 
F(:c, у; О) = Ж1/· 

В точке (О, О) функция F(z, у; О) не имеет безусловного экстремума, однако условный зкстремум функ­
ции z = zy, когда у = :с, имеется. Действ11тельно, в этом случае z = ж2• Отсюда видно, что в точке 
(О, О) есть условный минимум . ... 

Метод множителей Лаrранжа переносится на случай функций любого числа аргу­
ментов. 

Пусть ищется экстремуМ функции 

z = /(ж! ,  ж2, . . . , z11} _/ 
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при наличии уравнений свя::щ { /PJ (ЖJ 1 Ж2 1 • • •  1 Жn) = 0, 

.����� :  �.2: .. .

.

. ·. '. ��!. � �.' 
/Рт(ЖJ 1 Ж2 1 • • •  1 Жn) = 0, 

где т < n .  Составляем функuию Лаrранжа 

F(ЖJ , Ж2 1 •  • . ,  Жn) = /(ЖJ 1 Ж2 1 •  • •  , Zn) + ЛJ/Pt(ЖJ , Ж2 , • • • 1 Жn) + 
+ Л2/P2(ZJ 1 Ж21 • • •  1 Жn) + . . . + Лт/Рт(Ж! , Ж2 1 • • •  1 Жn)1 

(9) 

rде Л1 , .\2 1 • • •  , Лm - неопределенные постоянные множители. Приравнивая нулю 

все частные производные первоrо порядка от функuии F и присоединяя к получен­

ным уравнениям уравн�ния связи (9), получим систему n + т  уравнений, из которых 

определяем л! , л2 t •  • •  1 Лm и координаты Ж) , Ж2t •  • •  1 Жn возмqжных точек условного 

экстремума. Вопрdс о том, являются ли наЙденные по методу Лагранжа точки дей­

ствительно точками условного экстремума эачастую может быть решен на основании 

соображений физического или геометрического характера. 

15.3. Намбопьwее м намменыuее аначеимt неnрерывных функций 
Пусть требуется найти наибольшее (наименьшее) значение функuии z = f(ж, у) 1 не­

прерывной в некоторой замкнутой ограниченной области D. По теореме 3 в этой 

области найдется точка ( ж0, у0) ,  в которой функuия: принимает наибольшее (наимень­

шее) значение. Если точка (жо, у0) лежит внутри обЛасти D •. то в ней функuия / имеет 

максимум (минимум), так что в этом случае интересующая нас точка содержится среди 

критических точекфункuии 1 (ж, 11) .  Однако своего наибольшего (наименьшего) зна­

чения функuия /(ж, у) может достигать и на границе области. Поэтому, чтобы найти 

наибольшее (наименьшее) значение, примимаемое функцией z = f(ж, у) в ограни­

ченной замкнуi;Ой области 1i 1 нужно найти все максимумы (минимумы) функuии, 

достигаемые внутри этой области, а также наибольшее (наименьшее) значение функ­

ции на границе этой области. Наибольшее (наименьшее) из всех этих чисел и будет 

искомым наибольшим (наименьшим} значением функuии z = /(ж, у) в области 1). 
Пока:жемl как это делается: в случае дифференцируемой функuии. 

flpllмep. Наl!ти наибольшее и наименьшее значения функции 
z = ж2 + J/2 

1 области 1){-1 " ж " 1, - 1  " J1 "  1} . 

<1 Находим критические 'ТОЧКИ функции z = ж2 + g2 анутри области D. Для этого составляем систему 
уравнений , ! :; $ 2ж = О, 

8g = 2JI = о. 
0то1ода nопучаем а: = g = О, тек что точке 0(0, О) .....- критическея 1'0ЧКВ функции z. Тек как 

' ...,_ 2 2 
а-:е - 2  

8 z - 2 !...!... - о ifi2 - ' 8iif - ' 8ж1Jg - ' 

то • lffPЙ точке A<J - В2 = 4 > О и А = 2 > о, и, значит, е точке О( О, О) функци11 z = 1/)2. + 1i имеет 
МИНИМум, p&IHЫIII НУ/110, 
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Найдем теnерь наl!lбольwее. и . .  наименьшее значе­
ния функции на границе Г области D. На части гра­
Н/'IЦЫ Г1 = {х = 1, -1  � у �  1} имеем 

дz 
z l + y2,  - = 2у, дв 

d2z 
так что у = О - критическая точка, и так как dU2" = 
2 > О, то в этой точке фуiiКЦI'!Я z = · 1  + 1i имеет мини­
мум, равный единице. На концах отрезка Г1 ,  в точках 
(1, -1) и (1 ,  1) , имеем · 

z(1, -1) = z(1; 1) = 2. 
Польэуясь соображениями С"!Мметрии; те же резуль­
таты nолучаем для дPYf'\'IX частей границы Г2 = 
{у = 1 , -1  � х � 1} ,  Г3 = {х = -1, - 1  � у �  1} 
и Г4 = {у = -1, -1 � х � 1}.  Окончательно получа­
ем: наименьшее значени�функции z = z2 +у2 в обла­
сти 15 равно нулю и досТигается оно во внутренней 
точке 0(0, О) области, а· наибольшее значение этой 
фунКЦI'!и, равное двум, достигается в четырех точках 
границы М1 (1, -1) , M2(1, l ) ,  М3(-1 , 1) ,  M4(-1, -l) 
(рис. 25) • .,. 

Упражнения 
НаRдите область оnределения функций: 

1. z =arcsin � + .fiii. 2. z =  v'l -ж2+Jl - y2 . 

1 1 
4. z ::::: --. + -. ж -у 11 

• 
7� z =ctg?r(ж+y). , 8. а) z =ystnж ·s1ny; 
Постройте линии уровня функций: 

z 

Рис. 25 

9. а) z = ж + у; · б) z = ж2 + у2• 10. а) z = У2 ; х б) 'z = �· 
б) z = arcsin xy. 

НаЙдите поверхности уровня функций трех независимых nеремеиных: 

12. u = z + y + z. 13. u = x2 + y2 - z2• 
Вычислите nределЬI функций: 

. 2 -v'жу+4 . . ж2у 14. а) 11П1 ; б) 11П1 -2--2 • � ху ;:� ж +у 15 ) 1. sin.(
жy)

. 
· . а 1m --.-. ; =� жу б) lim sin(жy) . •-О Ж 

у-2 
i 

. ( у ) "' ж+ у . ж2 - у2 • е-� 
16. а) lim 1 + - ; б) lim -2--2 • 17. а) ltm -2--2 ; б) ltm -2--2 . •  r-k•(;,:_) ж ;:: :t +у ;� ж 

+У 
�· ж 

+У 
18. Покажите, что функция z = � при ж .:... О, у - О nредела не имеет. Рассмотрите 

поведение функции на прямых у = kж' · 
Укажите множества точе:к разрыва следующих фуНкций: 

2 с:;-:-:; 1 
19. а) z = -2--2 ; б) z = ln у z2 + у2 • 20. а) z = 1 2 2 ; z +у - ж  - у  

1 1 
21. a) z=cos-;  б) z = жу. 22. z =  . 2 . 2 . zy Slfl 11'Ж + SШ 1r1J 

1 б) z =-( · ).2 • ж-у 



Найдите частные производные функций и их полиые дифференциалы: 
3 

2 . ж - =  26 ( . ) 23. z = ж  +у -2ху; 24. z :::: arctg -. 25. z = e , . . z = ln ж +lny . 
у 

27. и = жу + уz + жz .  28. u =.Jж2 +y2 +z2 • · 29. z = ch(ж2y+shy). 30. и = жv•. 

Найдите производные сложных функций: 
31. а) z = z2 + а:у + у2 , где z = t2 , у =  t. Найдите � .  б) z , где ж =  е1 , у =  1 - е21 • 

Найдите � · 
32. а) z = жеУ , где у = arctg z. �айдите � и � .  б) z = 1n(ж2 - у) , где у = е"' . Найдите � 

dz И dJi . 
33. а) z = arctg � ·  где ж = u sin v, у = u cos v .  НайдИте � ·и !; . б) z = ж2 + у2,, где 

н "._ 8z 8: · 

ж = и + v, у = и - v. ап.u.ите д.i и в; . 
34. Исnользуя формулу nроизводной СЛОЖНОЙ ФУнкции двух nеременных, найдите .·� и � 

функций: а) z = f(u) , rде и :;=  arcsin жу + � , б) z = /(u) , где u = siri i + е11"'' .  
35. Исnользуя формулу производной сложной функции двух nеременных, наЙдите � И � 

функций: а) z = f(u, v) , rде u = ж2 1n у, v = arcsin � · б) z = f(u, v) , где и = е1111+с01 11 ,  
v = arctg � · 

НаЙдите � функций, заданных неявно: 

36. ж2 + у2 + ln(z2 + ri)'= а2• 37. ln tg ! - !  = ь. 
ж ж 

2 . ж 1 38. ж у +  arcsш - + - = О. 39. у11 = ж•. у у 
40. НаАдите угловой коэффициент касательной кривой ж2 + 1i = 10у в точке пересечения 

ее с прямой ж = 3. . · . · 

41.  Найдите точки, в кот.орых касательная кривой ж2 + у2 + 2:�� - 2у - 2 = О  параллельна 
осн Ож. 

В следующих зада�ах найдите � и �: 
42. ж cos y +  y cos z + z соs ж = 1. 

1)2 11� •• . . 
43. ;'! + ьr + cr = 1 . 
Напишите уравнения касательной плоскости и нормали поверхности: 
44. z = :1:2 + 2у2 в точке ( 1 ,  1 1  3) . 
45. S + � + � = 1 в точке (zn, Уо, zo). 
46. z = sin ж cos у в точке ( � ,  � ,  �) . 
47. z = ж2 + у2 + 2zy в точке ( 1 ,  1, 4) .  
48. z2 + у2 + xyz -'- 3 О в точке (1, 1 ,  1) . 
49. Составьте уравнения касательных плоскостей поверхности ж2 + 2у2 + 3z2 = 21 , парал-

лелъных плоскости ж +  4у + 6z = О. 

Найдите три-четыре nервых члена разложения по формуле Тейлора: 
50. f(ж, у) = е'" cos у в окрестности точки (О, О) . 
51. f(ж, у) = е"' ln(1 + у) в окрестиости точки (О, 0) . 
52. f(ж, у) = ж� в окрестности точки ( 1 ,  1). 
53. f(ж, у) = arctg Тf!; в окрестноститочки (О, 0) . 
54. f(ж, у) = енr в окрестности точки (1, � 1 ) .  



152 ----------------------- Гnau XV. Функции нескоn�окмх nеременмwх 

Пользуясь оnределением экстремума Фткции, исследуйте на экстремум следующие функ-
ции: 

55. z = 1 - (ж - 2)4 - (у - 3)4 в точке (2, 3). 
56. z = (ж - 2)4 + (у - 3)4 в точке (2, 3) . 
57. z = ж4 - у4 в точке (О, О) . 
58. z = sin4 ж - (у - 1)4 в точке (О, 1 ) .  

Исnользуя достаточные условия экстремума функции двух nеременных, исследуйте на экс-
тремум Фткции: 

59. z = 2у - ж2 - у2 •  60. z = ж2 - 2ж + у2 • 61 • .  z = 2жу - 4ж - 2у. 

62. z = ж3 + 8y3 - 6zy + 1 . 63. z = е ! (ж + у2). 
64. НаЙдите наибольшее и наименьшее значения функции z = ж2 - у2 в замкнутом круте 

ж2 + 1i � 1 .  
· 

85. НаЙдите наибольшее и наименьшее значения фунКции z = ж2у( 4-ж-у) в треугольнике, 
ограниченном nрямыми ж =  О, у =  О, ж +  у =  6. 

86. Оnределите размеры nрямоуrольноrо открытоrо бассейна, имеющеrо наименьшую nо­
верхность, nри условИи, что ero объем равен V.  

67. НаЙдите размеры nрямоуrольноrо nараллелепиnеда, имеющеГо nри данной nолной nо­
верхности S максимальный объем. 

Ответы 

1 { О � ж � 2, { -2 � ж � О, 2 Кв б й :i: l  :i:l  · 

у �  0 и 
у �  0 . • адрат, о разо11анны отрезками nрямых ж =  и у= , 

включая ero стороны. 3. Семейство концентрических колец 211'k � ж2 + у2 � (2k + 1)11', k = 
О, 1 ,  2, . . . . 4. Вся nлоскость за исключением точек nрямых у =  ж и у =  О. 5. Часть nлоскости, 
расположенная BJJШe nараболы у = -ж? . 6. Точки окружности ж2 + у2 = R2 • 7. Вся nлоскость 
за исключением nрямых ж +  у = n, n = О :i: 1 ,  :i:2, . . . . 8. а) Подкоренное выражение неотрица-

тельно в двух случая
.
х { s�n ж � 0°• или { s�n ж 

5 0
°• что равносильно бесконечной серии нepa-

Sin Y ?  1 SIП Y o::: , 

венств { 2k11' � ж �  (2k + 1)11', k = O, :i:1 ,:i:2, . . .  и { (2k - 1)11' � ж �  2k11', k = O,:i:1 ,:i:2, . . .  
· 2m11' � y � (2m + 1)11', m = O, :i: l , :i:2, . . .  (2m - 1)11' � y � 2m11', m = O,:i:1 ,:i:2, . . .  �

{
::;

1
,;

0
0� .. 

· :::=·::.:::Н{ны

:.:т;;.��'
· �� О, 

±
1, 

±
2,

. · · , 
sщ у  - , 

" + 2 O :i:l :i:2 , Ym = 2 m11', т = , , , . . . .  

Функция оnределена в точках Mkm = (zk, Ym) .  
9 .  а )  Прямые, nараллельные nрямой ж +  у = О; б) концентрические окружности с центром 
в начале координат. 10. а) nараболы у =  Сж2 ; б) nараболы у =  С ./Ж. 1 1 .  а) параболы у =  С -ж2 
(С > О); б) rиnерболы жу = С, rде ICI � 1 .  1 2. Плоскости ж + у + z  = с. 13.Лри u > О - одно­
nолостные rиnерболоиды вращения вокруr оси Oz ; nри u < О - двуПолостные rиnерболоиды 
вращения вокруr оси О z ,  оба семейства nоверхностей разделяет конус ж2 + у2 -z2 = О.  14. а) -� ; 
б) О. 15.  а) 1 ;  б) 2. 16. а) ek ; б) О. 17. а) Предела не существует; б) О. 18. Положим у =  kж, 
тоrда z = ������" = 11�� , ж #  О. При 1k = - 1  имеем lim z = О, nри k = -

2
1 lim z = 3 ,  а nри k = 3 

• " • z ... o z ... o 
lim z = -2 , так что заданная функция в точке (0,0) nредела не имеет. 1 9. а) Точка (0,0); б) точка z ... o . 
(0,0). 20. а) Линия разрыва - окружность ж2 + у2 = 1 ;  б) линия разрыва - nрямая у = ж .  
21 . а) Линии разрыва - координатные оси Ож и Оу; б) 0 (nустое множество). 22. Все точки 
(m, n) , rдe m и n  - целые числа. 23. � = 3ж2 - 2у ;  � = 2у -2ж; dz = (3ж2- 2у) dж+2(у -ж) dy .  

24 � ::::: и · · � = - " · 

dz = wd�-z2dw · 25 � = -!e-z/v . � = " e-z/r . dz = !:!!! (-у dж + ' да: � '  811 z2+v2 ' z +W ' ' 8:. 11 ' 811 r ' 11' 
ж dy) 26 в:. - . 1 • Bz - 1 • dz - �dz+dr) 27 Bv - у +  z • Bu - ж + z · .!!! - ж + у · . • дi - z+ln 11 ' 8f - v(z+ln v) ' - 11 z+ln 11 • • дi - ' 8f - ' 8: - ' 
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Рис. 26 

du = (y + z) dz + (z+:) dy + (z + y) dz . 28. i; = :.; 2 11r "з ; � = :.; /2 "з ; � = ;p z z  2 :  · : + + rrt . "' +11 + 11> +11 +z 
du = е <le+r d:r+• 4' 29 !! = �h(z1y + sh y)2zy · !! = sh(z2y + sh y)(z2 + ch у) · dz = sh(z2•• + J"•+rн2 · • Bz • Br • " 

sh у) [2zy dж +(z2 +ch у) dy] . 30. du = ж••- l  [yz dж+жz ln ж dy +жу 1n ж dz] . 31. а) 4t3 + 3t2 +2t ;  
б) 2 "h t 32 а) Bz - ell · clr - ell (1 +' " ) • б) 8i 2111 • dz - 2(1112...;11!;) 33 а) Bz - о"· '- " . • 8ii - ' di - � ' 8ii = .. z-112 ' di - " -r . • 8ii -- ' 
8' = l ;  б) Ш = 4u; 8' = 4v. 34. а) !! = J'(u) [.......&...- + l) ; !! == !'(u) [ "' . - !] ; Т. ди Т. · Ве v'l-111112 11 811 · � 11 

б) .!l! = f'(u) (cos ! . !  + е1111011 1 и] . !! = !'(и) [- cos ! . 11> + elall>ll 1 ж. l 35 а) !! = 
• 811 11 11 -'1. :ti'J ' 811 . 11 r coli "11 • • 811 
!l.2:zy +  !l. 1 · !! = !l.ж2 - !l.�! · б} !! = !l.e��>2+costt2ж - !f. _1Lc- . !! = - !l. e=•+cos v , 
в. lhl Jr-=' • вr Ви ва vr•-=• r • 811 в.. · во � • в, в .. 

. 
111rv'tt2-1112+1 112 . !l. . ж 36 ' - -� 37 1 - l 38 1 - et> .J - rzf-1-flnr stn y +  вv ;;r+;2'11 • • У - � ·  • У - ., .  • У  - 2 2 z 2 • -· N - .,11r-1 "' '" '*' '  • (1-= 11 ) 11 -"' +"'11 -

40. В точке M1(3, l), у = 3/4; в точке М2(З; 9} , у = -3/4 . 41. Mt(-1 , 3) ; M2(-l , - 1) .  
42 !! = :s!n .. -cosr . !!! = ll llnr-шz 43 !! = _ с' .. . . !! = _ 6:  44 2:t + 4tt - z = э·  

• B z  eo� o:-r stn z • д r  c:oe ��>-r •tn z • • д а:  ;;r; • 811 �� • • · " • 
"'21 = � == ':13 • 45. 7f + 'ff + � = 1 ;  Т = � = !;ID. ,  48. ж - у - 2z + 1 = О; 

. . • iТ ;;f 1 . с-�/4 = ":�'4 = •:V2 • 47. 4ж + 4у - z - 4 = О; ":;1 = � = •:14 •  48. Зж + Зу +  z '- 7 = О ; 
•;' = 1jl = 'j1 • 49 •. ж+4у+6z+21 = О; ж+4у+6z-21 = 0. 50. 1 +ж+ !{а:2 -у2)+ !(ж3 -Зжri) . 
51 . y+ft (2a:y-y2)+fr(3ж2y-Эa:ri+2y3). 52. 1+(ж..- l)+(ж- l)(y- l)+! (z- 1)2(y-l) . 53. Указание: 
воспользоваться формулой arcts � = arctg ж - arcts у; nолучим а: - у  - i ( ж3 -у3) + Н ж5 - у5) . 
5(, 1 + [(Ж - 1) + (у + 1)] + l!<�-l)��+l))2 + (( .. -l)��r+I)]З =: 1 + !:fi1 + (:���r)2 + (ж�r)з . 55, Zmвx = 1 . 
58. Zmtn = О. 57. Нет эl(.стремума. 58. Нет экстремума, 59. Zmax = 1 в точке (01 1) . 60. Zmtn = - 1  
в точке (11 0). 61. Нет экстремума. 62. Zmtn = О  в точке (1 1  i> · 83. Zmm = -: в точке (-2, 0) . � 

84. Наиболыuее значение z = 1 в точках (1, О) и (- 1, О) ; наименьшее значение z = - 1 в точках 
(01 1) и (О, - 1) ;  85. Наибольшее значение z = 4 в точке (2, 1 ) , наименьшее значение z = -64 
в точl(е (41 2). 68. а: = �. у = �. z = !�• 87. Куб со стороной о =  {f. 
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ЭЛЕМЕНТЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ 

§ 1 � ·
nлоские кривые. Способы задания. 
Е-стественнn параметризация 

Наглядный геометрический объект - плоская кривая: - при точных определениях 
nриводит к несколькиМ· различным, хотя и близким понятиям. Плоскую кривую 
можн.ь nонимать и Ш некоторое множество точек на плоскости и как множество . 
точек плоскости вместе с очередНостью их прохождения � ориентацией. Приведем 
два наиболее распространенJJых подхода к �щределению того, что представляет собой 
плоская кривая. . 

Пусть на плоскости введена прямоугольная декартова система координат Ох у. 

Оnределение 1 (нeiiВН!IIA сnособ ЭIIДIIHИII). Плоской кривой называется множество 'У точек М 
плоскости, координаты ж и у которых при подстановке в уравнение 

:F(ж, у) = О (1) 
обращают его в тожде(:ТВО. 

Пример 1. Уравнение 
z2 + '!/ - а1 = О, 

где а >  О, 
задает окружность радиуса а с центром в точке 0(0, О) (рис. 1). 

Другим расnростраJJенным способом задания 
плоской кривой является параметрический способ за­
itания. 
Оnределение 2. Параметризоеанной проской кривой на- · 
зывается множество 'У точек М плоскости, координа­
ты ж и 11 которых определяются сооrношениями 

ж = 'P(t), у =  'Ф(t), а �. t � Ь, (2) 
где 'P(t) и 'Ф(t) -: непрерывные на отрезке [а, Ь] функции. 

!1 

Рис. 1. 
Пример 2. 

ж = a cos t, · y = a sln t, O � t � 211', (3) 
- nараметрические уравнения Оkружности радиуса а с центром в точке 0(0, О) .  При изменении nара­
метра t от О до 211' соответствующая точка обеrает окружность nротив часовой стрелки. 
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Данное определение допускает естественную фи­
зическую интерпретацию. Если воспринимать пара­
метр t как время, то параметрически заданную кри­
вую можно рассматривать как след движущейся точки 
М(ж, у),  координаты которой изменяются со време­
нем по правилу (2). При этом вовсе не исi<Лючается 
случай, когда при своем движении переменмая точ- . 
ка М в некоtорый момент t* может вновь оказаться 
там, rде ранее (в момент t. , t. < t*) она уже находи-
лась: ' 

<p(t.) = <p(t*) , -ф(t.)  :::: 'Ф(t*) 
(рис. 2). Геометрическнэтооднаитаже точка. Однако 

у 

о 

вследствие того, что в рассматриваемом nроцессе мы Рис. 2 

х 

nопадаем в нее дважды в раз�ые моменты времени, это две разные точки кривой, 
задаваемой nараметрическими уравнениям» (2). 

· 

Замечание. Строго говоря, оnределения J и 2 вводят в рассмотрение рi'\Э��объекты. · Поэтому для того, 
чтобы не вnасть в заблуждение, нужно ясно nредставлять, в каком именно смыс..1е рассматривается 
задаваемая кривая. 

Пусть кривая 1 �адана пара�етрическими уравнения�1i (2) (ри;с. 3). Точка 
А(<р(а), -ф(а)) называется начальной. точкой этой кривой, а, 'то�ка B(tp(b) , -ф(Ь)) -

конечной точкой крив.ой 'У .  Кривая 1 называется замкнутой, если ее начальная и JФ­
нечная точки совnадают (рис. 4). 

у у 

в 

х х 

Рис. 3 Рис. 4 

Одно и то же множество точек на плоскостиможно задавать при помощи различных 
параметри�еских уравнений. 

Пример З. Уравнения 

(4) 
задают окружность радиуса а, обходимую в nоложительном наnравлении. Легко видеть, что, nоЛожив 
в формулах (3) t = 21rт3, мы nриходим к соотношениям (4) • .,. · , /  

Оnредепение. Функция 
(5) 

подчиненная услови.я!'4: 
а) h(r) непреръt�на наотрезке [a, fi] ; 
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· 
б) h( т) строго возрастает на отрезке [а, ,дl ; t 
в) область значения функции h( т) - отрезок [а, Ь] , 

называется непрерывной эаменой параметра кривой 1 Ь 
(рис. S). 

Заменяя: в формулах (2) nараметр t на функцию h( т) , 
nопучаем уравнения 

а 
' 

- другую nараметризацию кривой 1 · О 
Любую кривую можно nараметризовать многими 

раЗJiичными сnособами. 

а fJ f 

Рис. S 

Оnрtдеnение 3. Плоская кривая 1 называется n-гладl€ой относительно параметриэации 
а: = rp(t), 71 = ф(t), а � t � Ъ, 

еспи функции so(t), tf;(t) nринадлежитклассу С"[а, Ъ] , n Е N. Есnи nорядок n гладко­
сти функций so(t) , t{J(t) несуществен, то говорят nросто о глад�еоQ кривой. 

nример 4. Кривая 11 заданная ураанениямм 

является 3-гладкой (рис. 6&). 

а) у 

А(- 1, .,. 1) 

а: = t3!tJ ,  11 = t3 1tl , -1 110; t 110; 1, 

. б) 

B(l, 1) А(-1, 1) 

х 

Рис. б 
Пример 5. Криаая 11 ааданна11 уравнени11ми 

• = t3, r = t21tl, -l i!O; t i!O; l, 

у 
В(1, 1) 

х 

11впнтся 2-rnадкоА. ОднаkО МНОЖ8С'ПIО точек на москостм1 оnисываемое этими уравнен1111ми1 имеет 
11 ТO'WI 0 (nри t = 0) особенноаn:. - ИUIОМ (рис.6б). Это 03НI'IIИIT1 ЧТО rnep,кocn. фунК\.\ИСI �(&) И <ф(t) ,  
задающих кривую, не оСеспе'fивает мавноrо ее иэмененм11. Отметим, 'fТО nромэаодные 

�1(t) = 3t2, -ф'(t) = Зtltl 
этих функций nри t = О одновременно обращают011 а нуль. 

Точка Мо гладкой кривой 7, отвечающая значению t0 nараметра, М0 = M0(to) , 
в которой . 

rp' (to) = О, Ф'(tо) = О, 
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называется особой точкой этой кривой (относительно заданной nараметризации). Точ­
ка M0(t0) гладкой кривой 1, в которой 

, (<р' (to) ] 2 + [ 'Ф'(tо)] 2 > О, 
назьiвается обыкнОfJенной, илирееумрной, точкой этой 
кривой. 

Пример 8. Все точки окружнооти (З) яап��ЮТСЯ реrулярнwми. 

Пример 7. У кривой, задавеемой уравнениями 

ж = а cos' t, 11 = а sin3 t, О � t � 211', 

(астро.ща} четыре особых точки (nри t = О,  ! . 11', � ) (рис. 7}. 

Оnредеnение 4. Dlадкая nлоская кривая 'У называется . 
регу!lЯрной относительно заданной nараметризации, 
если все ее точки являются регулярными, т. е. 

[<p1(t)] 2 + ['Ф'(t)] 2  > о  
на отрезке [а., Ь) . 

Последнее нерав(ЦIСТВО означает, что скорость 

!1 
(0, а) 

(0, -а) 

Рис. 7 

кривой 'У относительно заданной nараметризации не обращается в нуль ни в од­
ной точке кривой. При изменении nараметра t текущая точка M(t) nеремещается 
no регулярной кривой 'У,  нигде не оста-
навливаясь и не nоворачивая всnять, 
nоскольку скорость . регулярной кри­
вой ни nри каких знаЧениях nараметра 
не обращается в нуль. 

Пусть 'У - регутtрная .кривая, заданная 
nараметрически. Обо�начим через Мо точ­
ку кривой 'У,  отвечающую значению t0 nара­
метра, а через · М - точg:у кривой 'У,  отве­
чающую значению t nараметра из некоторой 
окрестности точки t0 (рис. 8, 9). · 

Прямая МоТ называется касательной ре­
гулярной кривой 'У в точке М о, если nри М ..,.. 
Мо (или, что то же, t ..,.. t0) наименьший 
/1(1 из углов между этой nрямой и nеремен­
ной nрямой МоМ стремится к нулю (рис. 9). 
Регулярная кривая имеет касаrельную в ка­
ждой с.воей Т()ЧКе. Вектор скорости кривой 
в точке Мо (<p1(t0), '1/J'(to)) коллинеарен ее ка- · 
сательной в этой точке. 

а t ь t 
Рис. 8 

Рис. 9 

Прямая, dроходя:щая через точку Мо nерnендикулярно касательной кривой 1 
в этой точке, называется нормалью кривой в точке Мо . 

Замена nараметра 
t i::: h(т), а �  1' (. f', 

называется регулярной, если h' ( 1') > О во всех точках отрезка [а, !'] . ' 
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В случае неявиоrо задания ( 1 )  кривая 1 будет регулярной, если в каждой ее точке 
M(z, у) выполняется неравеиство 

jr-[-Fж-(x-, 
-
у)

-
] 2-+-[-F,-(x-,-y)-] 2->-0--,. j 

Точка М0(ж0, у0) иеявно задаиной кривой 1 называется особой, если в этой точке 
F(xo , Уо) = О, Fж(Хо, Уо) = О, F11(xo, Уо) = О. (6) 

Пример 8. Кривая, заданная уравнением 

(ж2 + 1i}2 - 2а2(а:2 - 1/) = О  
(лвмнисквта Бернулли), имеет одну особую точку О( О, О) -
узел (рис. 10). 

Различают несколько типов особых точек . .  
Пусть Мо(жо , Уо) ...... особая точка крИвой 7 ,  
F(xo, Уо) = О, Fж(Хо, Уо) = О, F11(жо, Уо) = О. 

у 

х 

Введем следующие обозначения 
Рис. IО 

и 
. А = Fжж(жо, Уо), В = Fж11(жо , Уо), 

1 . А > О => Мо - изОлированная точка. 
Пример 9. 

(рис. 1 1 ). 

� В точк\t Мо(О, О) имеем: 
F(O,O) = О, F.,(O, O) = О, F11(0, 0) = О; А =  -2, · В =  О, С =  

2. А < О ::::} Мо - двойная точка (узел). 
Пример 10. 

(рис. 12). 

D. = 4 > 0. • 

� В ТОЧ!Се 4-fo(O, О) имеем: 
. 'F(O, O) ,;" O, F.,(O, O) = O, F11(0, 0) = 0; А

_
= 2, В = О, С = -2; д = -4 < 0  . ..  

у у 

о .1 х х 

Pиc. l l  Рис. 12 Рис. lЗ 

. 3. Случай А = О требует более детального исследования, так как характер особен­
иости кривой при этом условии может быть разным. 
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Пример 1 1 . 

(рис. 13).  
� F(O, О) = F.,(O, О) = Fy(O, О) = О; 

А = 2, В = О, . С :::: О; А = О. 
Точка Мо(О, О) - точка возврата первого рода . .,. 
Пример 12. 

(рис. 14). 
� F(O, O) =F.,(O,O) =Fy(O,O) =O; А=2, В =О, С=О; А =О. 

Точка Мо(О, О) - точка возврата второго рода . .,. 
Гладкая (тем более регулярная) кривм спрямляема. 
Длина кривой 'У, заданной уравнениями Щ, · 

вычисляется по формуле 
ь 

s = J J (�'(t)] 2' + [1/l'(t)] 2 dt. 
а 

Значение функции 
t 

в(t) = j V[<р'Щ] 2 + (1/1'(�)] 2 d{ 
а 

равно длине переменной дуrи кривой 'У ,  заключен­
ной между точками А( а) и M(t) (рис. 15). Функ-
ция в(t) на отрезке [а, bJ строго возрастает, / 

о 

у 

А 

s'({) = V[<p'(t)] 2 + [1/l'(t)] 2 > О, 

Рис. 14 :  

х 

Рис. 15 

и является гладкой на отрезке [а, Ь] . Кроме того, область значений функции s(t) со­
впадает с отрезком [0, S]. Тем самым, длину дуги можно взять за новый, естественный 
(натуральный) параметр кривой. Парnметризация кривой, где в качест.ве параметра 
взята длина дуги s, называется естественной nараметризацией. 

Если 1 z = z(s), у = y(s) , О � s � S 1 
- естественная параметризация крИвой 'У, то 

1 2 . 2 у [x'(s)] + [y'(s)] = 1 .  
Поэтому естественно параметризованную кривую часто называют кривой с единичной 
скоростью. 

Пример 13. ПараметриэацИя 
8 • 8 ж = а соs 0 ,  у = а sш. 0 ,  O � s ::;;; 21ra, 

окружности радиуса а яsляется·естественной: 

. r�'(в)}2 + [v'(s)} 2· = sin2 ; + с�2 � = 1. 
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О 2. Кривизна nnocкoA кривой.  Радиус кривизны. 

Эволюта и · эвольвента nлоской криrsой 
Пусть "У - регулярная кривая и Мо - точка этой кривой. 

Оnределение. Криеизной k кривой "У в точке Мо 
называется nредел отношения 

1 АВ 
Ав 

nри М - М0, где АВ - наименьший угол 
между касательными к кривой "У в точках Мо 
и М, а Ав - длина дуГИ '-'МоМ (рис. lб) . 

Кривизна кривой характеризует скорость 
ее отклонения от касательной. Кривизна nря­
мой равна нулю в каждой ее точке. Кривизна 
окружности nостоянна и равна � ,  где а - ра-
диус окружности. Рис. 16 

2-реrулярная кривая имеет в каждой своей точке оnределенную кривизну. Если 

ж = ж(в) , 11 = у(в) 
- естественная nараметризация :кривой "У, · то ее кривизна k( в) может быть найдена 
nо формуле 

k(в) = /ж'(в)у"(в) - ж"(s)r/(s) / .  
В случае nроизвольной nараметризации 

имеем 

ж = ж(t) ,  11 = y(t) 

_ 
/ж'(t)y"(t) - ж11(t)g'(t)/ k(t) - ([ж'(t)J2 + [g'(t)J2) Э/2 . 

При явном способе задания 11 = g(ж) - · 
ly"(ж) l 

Прммер 1. Кривизна nараболы 11 = ж2 в "  вершине 0(0, О) равна 2. 

Кривизна плоской кривой no определению неотрицательна. Однако во многих 
случЗЯ'У кривизне плоской кривой полезно отнести знак. · Обычно выбор знака связы­
вают с папра • �ние.м вращения :касательной к кривой при перемещении D,IJ.OЛЬ кривой . 
при возрастании параметра: 

<�� +•: кривизна кривой nоложительна, если касательная вращается против часовой 
стрелки (в положительном наnравлении) ; 

«-»: кривизна кривой отрицательна, если касательная вращается по часовой 
стрелке (в отрицательном наnравлении) (рис. 17). 



В аrо� С�JL'IИJПЗна явно заданной кривой 
ВЬIЧИ�'IЮ'формfве . д 

.. 
'1., 1 

tl"(ж) k(:r) = '3/2 ' . (1 + [f/'(:.:)]2) 
� 2. Крlо\JМэна с:мнусомд�о� v = sln z 

sin lll t(z) = - (1 + сое2 z)§/2 
поnожмте11ьна (рuна 1) в точке .t(- j, -1) м отриЦ8'1'е111tН8 0 
(pDtla -1)  1 точке Q(}, l) (pw.:. 18). В точке о Jq)И8МЭН8 
СМнусомдW р..на �ЛIО. 
ECJIИ кривизна кривой в точке M0(t0) отлична Рас. 17 

от нуu, то опредtтенродиус чивuэны кривой в этой точке 

1 
R(to) = i{t;;)' · 

Окружноет�t- радиуса R(to} , nро­
ходящu черезтощ Мо(tо) , име­
ющая в этойТDЧХе с Кривой 7 об­
щую касательиуювлежащая поту 

Рис. IВ 

в 

же сторону rtr ЭТОЙ tсасателЬНОЙ, ЧТО И кривая "f, называется conpUI&t:ICDIOЩeйcJI tжруж­
НОСmью кривой 1 в точке Мо, или (ЖJJужностью �&рuвиэны (рис. 19) . .  Ясно, чТо кривижы 
кривой и ее оkружности кривизиы.в их общей точке совпадают. Центр соприкасаю­
щейсяохружности называется иентроА. "fJU8UЭHы кривой в точке М0 • &о координаты а 
и ь выЧи:сlDimся: по формуJtаМ 

r'(to) :r'(to) а = ж(t0) - i(i;)• Ь = Jl(to)+ �· . 

�8. · Дтt nepaOo.nы 11 = а2 в .. нрwиме 0(0, О) ммеем R • 4 ,  • = О, Ъ""' j ,  П0870Му 01fРУ*Н0СТ" 
!CpМIII4IIflll napaбom.t 1 точu О МС>Жttт &.rn. аад.ана ypalltlttмeм · · 

(рис. 20). 

2 ( 1)· 2 1 z + r - - = -
• 2 4 

Эволютой регулярной цп:оской кривой называется :множество� центров крив:изны, 
(рис. 21). Уравнения ЭВОЛJОТW кривой 7, заданной пара:метрически, 

· 

имеют следующий �Ид: 

6 3ак. 628 

ж =  ж(t), t1·= Jl(t) ,  

· _ 
_ 

. (ж'(t)]2 + (tl'(t)] 2 ж -: ж(t) 1/ (t) :r'(t)J/"(t) - Ф''(�)rl(t) • 

... · . '· . (ж'(t)) 2 + [r/(t))2 , - y(t) + ж (t) Ж1(t)y''(t) -· :r'�(t)v(t) . .  



Рис. 19 

Рис: 2 1  

Пример 4.  Найти эвс>nюту параболы 

<111 Имеем 

или, что то же, 

(рис. 22). IJ» 

z = t, 11 = t2 • 

1 + 4t2 3 
z = t - 2t ·  --. - = -4t 

2 ' 

2 1 + 4t2 . 2 1 ,Y = t + 1 · -2-. .  - = Зt +2 

(
z ) 2/З 1 

у = З  4 + 2 

Пример 5. Эволюта окружности 

z2 + !12 = а2 

состоит из одной точки - ее центра О( О, О) .  

Рис. 20 

о 
'Рис. 22 

. Если кривизна. k(s) реrуmфной кривой 'У отлична Рис. 23 
от нуля и процзводнщ. k'(в) (:Охрацяеr знак моль кри'" � 

вой 'У,  то эволюта этой �ривой состоит только из регулярных точек. 

х 

х 



Если кривизна k(8) реrулярной кривой 1 равна нулю в векоторой точке кривой, 
k(80) = О, а ее производмая сохраняет знак вдоль кривой 1,  то эволюта этой кри­
вой распадается на две реrулярные кривые; являющиеся эволютами частей кривой 1 
nри 8 < 80 и nри 8 > s0 • К:аж:дая из этих ветвей уходит в бескьнечность при 8 -+ 80 . · 

Пример 6. Кривизна nараболы у = х2 
k 

= 
. 2 

(1 + 4z2)3/2 
в ее вершине О( О, О) отли�tна от нуля, а nроизводная кривизны 

k' 
= 

24х 
. . . (1 + 4х2)5/2 . 

не сохраняет знаltа вдоль nараболы. Поэтому эволюТа nараболЫ и имеет особенносn. ..... ТОЧ!Су в�врата 
nервого рода (см. рис. 22); 

· 

Пример 7. Кривизна кyбиiiitc,Кdl! nараболы 11 ::: х3 
· 

k 
_ 

6х 
-

(1 + 9z4)З/2 

nри ж = Q обращается в нуль, а ее nроизводная 

k' 
_ 

6 - 270z4 

·. 

- ( 1  + 9z4)5/2 . . . 
в ок�ости точки 0(0, О) сохраняет знак. Поэтому эволЮта кубической nараболы распадается на ме 
регулярнЫе ветви (рис. 23). � 

Эвольвеllтой кривой 1 называется кривая" Для которой данная кривая 1 является 
эволЮтой. Эвольвента кривой 1 совn:адает с мiюжеством конЦов отрезков касательных 
к кривой 1 ; ·'()тложенных от точек касании, дпины которых убывают на величину, 
равную приращению дуFИ кривой 1.  
НаrnядныА способ образования эеоnыенты 
От.ложим на кривой 1 от рроизвольной точки М0 этой кривойдугу дпины с. Обозначим 
второй конецдуrичерез·М; Представим теперь, что на дуrу '-'МоМ наложе�а гибкая 
нерастяжимая нить, один из концов которой закреплен в точке ,МiJ. При сматывании 
натянуrой нити с кривой 1 (как с шаблона) второй ее конец М опишет эвольвенту 
кривой 1 (рис. 24). . , 

у 

х 

Рис. 25 
Пусть , ,  

- естественная параметризаli.иЯ кривОй 1 ;; Тоrnа·уравн'еltня ЭВОЛfjйеН'I'Ьi' 9той кривой 
имеют следующиййНд : :.шr:р•  · · · · •. ·  
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. . -
.

· а: = а:( в) + (с -. s)a:' (в), 
11 = y(s) + (с - s)y'(s), 

где с - nроизвольпая nостоянная. Тем самым, у щобой ре.rУЛ�рной криЙьй существует 
бесконечное число эвольвент . 

. Пример 8. Эвольвенты окружности 

ОПИСЫВ8ЮТС11 УР81\Н8МИЯМИ Bl:lдl . , . ; · 

. , .. ж = o(cos t + (t - с) sln t), 
. . . . . . • •  , . · .. r = �(�n t - (t - c) cost), 

где с - nараметр семейстав Э8011Ыент (рис. 25). · 

§ �.. Пространствеиные .кривые . . .. Способы задания ' " : ' ' 
0nреД8J18нме. Лараметричес/€u ·30данной про· : 
странетвенной 1€рuвой называется множест­
во 'У точек М, координаты а:, у и z которых 
onpeдeJiяi()'J'Cя сОфношениями 
a: =�(t), y ;:: �(t), .�;:: ,(t), а �.t ,,ь, . . АН 
где �(t) , fJ(�) . "((t) ;..... фУ"Щ<ции, непрерЫвные 
на отрсiзкl) (41 . Ь] , . или в веlсторной форме 

· 

r ;:: r(t) , а � t " Ь, 
· 

где r(t) ;:: (�(t), fJ(t), '(t>} (рис. 26) .  
Рис. 2 6  · 

ft - ,' 
• - ' , , . i ' '  ' 

НагJIЯ.Щ�о'nарам�тр�Чески заданную кривую можно nредставпять как след движу-
щейся точк:И М  с координатами �(t), fJ(t),. '(t) , .  . .  . · .. 

Прммер 1. 
:a: = a cos t; y = o sin t, z';::� ьt,·  O � t � 411'1 

• . -· урав�я·д�W ..UКOI.fii<!Нf(J80� /1tfi4!1И {�с. 27). 
• 'IЬЧ1си .А и В•крнiЮй 'У� отвечающи� значениям t ;:: а. ·� 

и t ;:: Ь nараметра соответственно, ·называются нaitOAьнoii 
и конечной точка.ми Кривой 'У .  Кривая 'У .называется эа­
мкнуnJой, еслп эТи точкИ совnадают. · 

П()нятнЯ гладкой и регулярной nространствеиной крl{- . 
вой ввОцтся в полном 'соответствии с плоским случаем: 
кривая '1, :  заданная . параметрИЧесКИм веКТОрным уравне.: .· 

ние:t.:(' , ,  · · · ·· · "' .. . · · · '  · ' · · · . Yr.p '·Т��. r(t), . а � t, � Ь, 1 
назЫвается n-peгyЛJt�oiJ, есЩи , . . . . , . . , . 1) �кторная Ф�ЩЩИя r(t) имеет иа.отрезке [а, Ь] не- . 
nрерывные проиэвьдцые nоряд�� ' и, , .• , . :  

2) скоРQСТЬ кривdй 
· 

i . z 1 



.э� l1pocтplнcтltиl ..-.... �.-. _ ___, _____________ •• 
Друrим распространенным tпособом заданИя проQТран�нной кривой явля:ется 

неявный способ задания кривой как множестsа точек М, координаты ж, 11 и z которых 
ямяются решением систеМ,J.>1 уравнений 

"........ ______ ___....., { F(ж, у, z) = О, 
G(ж, у, z) = О, 

где функции F(ж, у, z) и G(ж, у, :�) поДчиняются опреде.ленным ус.цовиsм; 

' (2) 

Укажем важJ{ый частный СJtучай:, наиболее часто ветречающийся на nрактике: 
F(ж, у, z) и G(ж, у, z) являются rладкими функциями своих аргументов и в некоtорой 
точке Мо(жо, 1/о1 %о) выполнены усщоаия: · · ·· · · · :: · ·.·, · · · 

F(жо, Jlo1 %о) = О, G(жо, Уо1 zo) = О, 
. 

rang ( �:�=�:::� ���:�: ��::� �:�::::�:)) :�··:и:.' 
' ·(�)·;� 

Неявно заданная пJЮQтранственная кривая, в каждой rочке которой выпоmu�еtся ··. 
ус.цовие (3), буДет реrулярной. 

11рммер 2, Крм1811/аеда18.М...�н&Нii!IМИ 
.2 + g2 + ,3 = lt ' • + , + ' = о, 

будет реrуlн.рной (рис. 28). Эта кри1811 �8111181'· ооеоА 
Сопьwую � - 011Че14М• ·сферы ·моокоотыо, nр:сжодw-щей череэ .. центр. ' 
Пусть 'У - регулярная кривая, заданная пара-

метрически. Обозначим через М о точку· кривой 'У,  
отвечающую значению t0 параметра, а через М - · 

точку кривой, отвечающую значению t из искоторой 
окрестности to . 

Прямая М0Т называется касательной к кривой 1 
в точке Мо, ес.ци при М - М0 наименьший из уrлов 
AfJ между этой прямой и переменной nрямой МоМ Рис. 28 

. \ 
стремится к нулю.' Реi:улярнаякрИNИ имеет.Касаrе.льиуювкаждой·св0ей4'0ЧК�· Вектор 
скорости .кРивой в точке Мо KOIIJIИнeapeн ее JaQateJtЬJ::IOЙ в это�.�ке.: Урцнония 
касательной к кривой 'У в точхе Мо(же,·f/0, zt) имеют следу,-, 
ЮЩИЙ ВИД 

' ' 
ЛюбаЯ прямая, проходящая �ереэ. 'I'q"f.кy Мо uepne�- . . .  

кулярно .касательной к кривой 'У в точке Мо, называетСя 
нормалью кРИВОЙ 'У в точке Мо. , . · · .· 

ПлоскОСТь, ЩЮходящаи через точку /tfo к:ривой 'У пер-. 
пе�:�дикуJIЯрно ее Шательной МоТ в этой точке, наэываеrоs 
нормальной плоск6стью Iфивой в точке М0 (рИс. 29). · 

Уравнение нормальной моекости кривой, эадаmюй·па-' 
раметрически, JJMeeт ещедующий вид: 

l ж'(to)(ж - жo) + y'(t�}�-Yo) + :i(tq)(� ���9) .f:�.{., 1 , , Рис. 29 
Ясно, что все нормали крИвОй в точке Мо лежат в ее ИopH�ЬНqft,,IJ�<>pcOC,tИ: 11'. :;)ТОЙ,,, 
точке. 
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Пример S. Касательная и нормапDНая nлоскость вИнтовой линии в точке' ( 7f, 7f, �) (nри t = �}  
оnисыва\ОТСЯ уравнени111ми 

соотеетственно. 

" 11 ,. :е - ':7! _ 11 - ':7! _ z ,.. Ь-
-т-=- - ---а-'""" - ::....-.::..4. ' -72 72 ь 

-� (ж - �) +;72 (�� - �) + ь (z - ь�) = о 
Регулярная nространствеиная кривая спрямтrема. Длина кривой, эада!-{Ной век­

торным уравнением ' r = r(t), 
выЧисляется по формуле 

ь 
S = j /r'(t) ! dt. 

В случае координатного задания кривой 

имеем 
ж = ж(t), у =  y(t), z = z(t), а '  t ' Ь, 

ь 
s = j V[ж'(t)] 2  + (v(t)] 2  + [z'(t)] 2  dt. 

а 

Значение функции 
t t 

s(t) =/ lr'(�) \ df. =/ V[ж'(�)] 2 + [11'Ю] 2 + [z'Щ] 2df.
. 

а 11 

равно длине дуги .кривой 'У, заключенной меЖДу точка­
ми А( а) и M(t) (рис. 30). Эта функция строго возра­
стает на отрезке {а, Ь] , nричем 

1 8'(t) = !r'(t) \ > о� 1 
Тем самым, длину дуги можно 'ВЗять за новый nараметр 
на кривой. Параметризация кривой, где в качестве Рис. эо 
параметра 'ВЗята длинадуги 8, называется естественной 
параметризацией. Крt�вая с естественной параметризацией 

r = r(8), О ' 8 ' S 
имеет единичную с�еорость 

l /r'(s) \ = t j  
(Ьтносительно этой параметризации). 

Для того, чтобы параметрвзация крввой 

r = r(t), а � t ' ь, 
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·была естест'$енной, необходимо и :достаточно выполнение условия 

!r'(t) l  = 1 
или, что то же самое, 

Пример 4. Для винтовой линии имеем 
t . . ' 

s(t) = j ..fi}2 sin2 � + а2 cos2 �·+ Ь2 d� = Ja2 + Ь2 t. 
о 

Поэтому естественная nараметриэация винтовой линии может быть эвnисана так 
8 • 8 11 ' 

x = a cos Jа2 + ь2 '  y = a sin v'а2 + ь2 ' z = v'а2 + ь2 в. 

§ 4. Кривизна и кручение nространствеиной кривой. 
Формулы Ф�ене 

· 

Пусть 'У - регулярная кривая, М о -точка кривой 1, П - плоскость, проходящая через 
касательную М0Т кривой 1 в точке М0• Пусть М - точка кривой 7, близкая к точ­
ке М0, и Р - ортоrоналЬн� цроекция тоЧ:ки 1\{ на плоскость П (рис. 31 ) . Обозначим 
через h длину отрезка МР и через а - длину отРез­
ка МоМ. ПлоскостьП называется соприкасающейся 
плоскостью кривой 'У в точке М0, если отношение 

h 
' 

стремится к нулю при М -+ Мо: Рис. 3 1 
Геометрическое пмсненме. Среди всех nлоскостей, проходящих через касательную к кривой в точке М о ,  
соnрйхас!lющаяся nлоскость наиболеетесно nрпмЬIКАетккрнво:й внекоторой (малой) окреСТНосТИ этой 
точки. 

Пусть крJ-!:рая·'у задаяц
,
векторным уравнением 

r ==· r(t) 

и точка . .М0 кривой 7 отвечает значению to параме- r"(to) .  
тра. Если векторы r'(t0) и r"(t0) некол:Линеарны, 
то в точке М0 существует и притом ровно одна со- · 
прикасаюшаяся плоскость (рис.З2). Вектор r"(to) .· .. .· . < , Р�с. 32 . . .. 
второй производной вектора r(t) кривой ЛежИт в соiiрикасаюiцеhсЯ плоско.сти. По­
этому соприкасающуюся: плоскость кривой называют также плоскостью ускорений. 

Если кривая 'У задана в координатной форме 

а: =  x(t) ,  у = y(t) ,  z = z(t), 

то уравнение соприкасаю'щейся плоскости заnисывается в виде 1 а: - ro(to) 
x'(tQ) 
x"(to) 



· · · · Нормаль крmюй '*(' в 'J'OЧI(f Мо. лежащая в соприкасающейся моекости до крнво# · 

в этой точхе, иазываетсJi еJЮfiНой нормалью кривой ·В точке Мо, а нормаль. кривой .-у , 
перпендикулярная соприкасающейся плоскосц По� называется 6инор.малью кривой 1 
в точке Мо. 

Плоскость, прохоДJiщая через касательную и бинормаль кривой 1 в точке Мо, 
называется cnpiiAШiющeiJ 1LIJOCI(otmыo кривой 7 в ТОЧке М0• · 

..,....., 1. НаАти rnetнyJO нормап1о и бинормап�а, СОПрмК8081QЩУ10011 и сnряммющуrо nnоскости виlf'I'OIOЙ 
IIМНММ 

а: •ocoal, r = aaint, z = 6t 
. 10'1К8  (�. �· �) (nри i = i ). 
<С Начнем с ypelнtit!МI{ COI'IpИUC810ЩitЙCII МОСIСОСТИ. Имеем 

v1 .л .  .. • - • т  r - • т  • - •t 
-аУ/ a'/f 6 • 06� (• - •  �) - 06� (r � 4 �) + а2 (• - 6 �) == О. 

· -oYf -•Yf О 
. 

Так как ем� nepnt�Wtkyllllf)Нa oonpикaceiOЩeACtl москоотм, то cie Кlнон� ур.анения ааnи· 
cыUICri'CII �"м обрааом: . c -�:IJ r .;. «J - z -2&j 

� • -� - о • ; · ' 

Вычиспмм тeneptt н�anii!DЩИA 181СТ0р rneiНOA нормапи. Имеем 
1 . J k . , ;  

-!:f! ·. !:f! 6 = a .;; (o2 + 62)t+ a .;; (o2 + 62)J. 
!!р. -!!р. а2 . . 

3амеНАА 118ЙД8ННЫА иктор Н8 IСQМИнеарныА 
1 +J, 

··· nоnучаем КIНОНИчt�С�<Ме уравнения rllltiНCIЙ нормапи: · . v1 v1 � ·  :..:..!I· = � = !..:.2 . 1 1 о ,• . .. 1'· ·(: •..;� Jj)·· ·нJ,_;. 'V1). :;о . . 2 \ 2 .. 
- уревиенне �еА москоотм, ntрnемдИкупярноА·mаsноА нормапи. 11> 

Неконец. . 
' : i :  

(Первой) tpuвuзнiнl 'kt крнвой 7 в точхе Мо наз:ы-
ва�� JЧ)eдeJr���J.PUI . . .  , . .  , ' 1  . . 

AfJ . 
' ,• 1.;.,_' Ав 

при М -+ М0, где АВ - наименьший уrол ме� ка� 
сатет.иыми к кривоltг'У в ее точ:х:ах. Мо и М, ,. Ав - , 
длRиа дуrи -М0М (рис. 33), Кривизна криВой изме­
ряет скорость ее �оиен� от �теm.иой. Кривизна 
прямой равна liуJПС)Jнсаж:дой ее точке. . · 

Если 
·r. ::: r(в') Рис. ЗЗ 

- естествеиная параметриза.ции кривой 7, то ее кривизна .k1 вычисляется по формуле .· г �- ' , · .,. ' l'kJ (�)-� \r;{(в)!. J . 



Вектор r't( в) иазываетсs · н.:тором . .:pU8uзнw кривой.. Он· QРТQrоимеи ед��иичному 
вектору касательной r'(ВJ), з:.еrо д11ина равна кривизне хривой. 

В CJIY'{ae nроиэвопьиой nарамстриэации . � , .  

r = r{t) 
Jфивиэна 2-ре>rуJUфной кРивой нахоДится по форМуле 

li: 
(t) = lr'(t) х r"(t) l 

t lr(t)\э 
,.,_., 2. Setcтop кpмtмИi tмlfi'OIOA пиним 

. . . ' . . . . r(a) • acot Ja! +Р l+aiЬJ Jai + ;;s Н V45 +F'• 
рuен " а .· • . . о . , ). , 

. r <•,> • -;r::j:'if cot Joi+ ь5 а .".  ;r:j:'i'f 8ln Joi ·Н&�· 
Поетому криамiНI IИНТOioli пимии nосто��нна: 

а .. 1 ""  'Т":'"':."!' . •  
· ·. а• + r  

Пусть Мо _,точка кривОй 7, отвечающu эначенmо lo 
естественного параметра, и 

to = r'(•o) . 
- единИЧНЬIЙ вектор касательной кривой 'У в этой точке. 
Вели точка Мо не· ямяется точкой JЮcnp11МЛeHUJI iсршюD 'У. 
kl (•o) :1:. О, то формулой 

· 

1 "( ) D�t= � r so 

определен единичный вектор главной нopJ�tanи JСРИВОI 
в этой тс;»чке. Векторное произведение Ьo = to x no  
.IШJI.IIeтcя единичным вектороJ�t бинормали кривой 'У (рис. 34). 

Рис. 34 

В случае проиэвольнойпараМетризациивеlСТОры t, n.и Ь вьршстпотся по формулам 

. r'(t) (r'(t) x r11(t)) x r'(t) . ·· r'{f)xr"(t) . 
t 
= т;;ооi' n = lr'(t)xr"(t) j ' jr'{t) j '  ,ь = ir'(t� .x.r''(t)p 

. ( ) ( а si . ., .. ' а .·.· . . .· . 1 , ; . , Ь . .. )' 
• • = - v'oi н2 n va2 н;i' .;",2 +p,cos_.\fo(+•i ·� .,J.��,IJ ' 

. n(•) = (- 008 v'a,'+ lii' -sifl.va/+P ' о) ' 
b(l) = C'JJ+P sin .;(/+,� . . ·:_'J�2"+·1A cos Ja2 + i/2'  J",2 + �zT· 

• ' - ' ·' . • � • • • -. - . j 



Обозначим через !::J.8 наименьший уголмежду сопрliкасаюшимися плоскостями По 

и П кривой 1 в точке Мо и близкой ей точке М соответственно (этот уrол совпадает 
с наименьдJИм уrлом ме.жду бинормалями кривой в тоЧКfiХ

. 
М0 . и М), а через

. 
!::J.s -

длину дуги . ......, МоМ кривой 1 (рис. 35). КруЧением k2 кривой 1 в точке М0 называется 
предел отношения !::J.IJ • 

. . As 
при М -+ Мо , снабженный знаком в соответствии со следующим правилом выбора 
знаков: 

если векторы Ь' и n сонаправлены (они всеrда коллинеарны), то выбирается знак 
«-!) (вращение соприкасающейся плоскости происходит от вектора n к вектору Ь); 

если векторы Ь' и n противоnоложно направлены, то выбирается знак «+• (вра­
щение соприкасающейся nлоскQСТи nроис,ходит от вектора Ь к вектору n) (рис. 36). 

Кручение кривой оnределено в любой точке 3-регуляриой кривой, не являющейся 
точкой расnрямления, и измеряет скорость отклонения кривой от соnрикасающейся 
плоскости. Кручение плоской кривой равно нулю в каждой точке. 

· 

Рис. 35 

Рис. 36 
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Если 
r :::; r(s) 

- естественная параметризация кривой, то ее кручение вы:чиqnяется по формуле 

(r'(s), r"(s), �111(8)) 
k2(s) == 

{r"(s)) 2 . • 

В случае произвольной параfdетризации 

имеем 
r = r(t) 

k2 t _ (r'(t), r"(t), r111(t)) ( ) 
- (r'(t) х r11(s))2 

Пример 4. Кручение еинтоеой nинии nостоянно: 

Вектор Дорбу 

ь k2 = ::г:;::;;уь • 4 + 

w == k:zt + ktb 
является вектором мгновенной угловой скорости сопровоЖдающего трехrра'иника 
при движении точки по кривой с единичной скоростью. 

Пример 11. Векrор Дарбу еиН'!Оеой линии 
/ 1 

..napenneneн оси еинтоеой линии (рис. 31). 

w - k - v'o2 + Ь2  

Единичные ве1!7fОрЫ: касательной t( s) , главной нормали n( 8) и бинормали Ь( 8) 
кривой 1 и ее кривизна k1 ( s) и кручение k2( s) в каждой точке связаны соотношениями 

!J 

Рнс. 31 Рис. 38 
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наэъmаемы�11)'11Ьsненtw�и Френе. . · 
· " · · · BbltsepeМ в ri�стве nPsмO)'I'OJIЫI}'Jo декартову 

а) ' !1 � = a:i1. ' 

координатную смсrем.у Oz:,z так, чтобы начало коор­
•нат - точка О � .совпадало с точкой Мо· JфJОой "f, 
отвечающей ��що fo = О �ствеииоrо nараметра, 

' · . , <r(lo) == r(O) ;;:.Q, б) z 

а ортами коордииатиых осей Oz, 011 и Oz бши еди-
иичиые векторы t(•o), n(во), Ь(•о) : · 

1 = l(•o), J = n(во), k = b(so). · Раскпадываи векторную функцию r(.e) в оКрестиости 
ТОЧJСИ •о = О no �м� ' и сохраи.u лишь r1IаВИые 
ЧJiены, n�м)iрuнения1ф8ВОй'f, б,пизкой кривой 1: 

rде 
1 r(•) = �� + aa2J + Ь.Эk, 1 . 

. 
а = rc,�O,) ' Ь = а lcz�O) • .  

ЗаписыВая nоследние соотиошеЮUI ·в координатной 
форме 

· 
z = в, 11 = ai, z = Ъs3 

и nредnолаrая а > О и Ь > О, убе,Jщаемся в том, 
Ч'1'0 nроекции кривой i, обш.ий вид коrорой nоказаи 
.J:Щ.ри�, $8. аа.�катные.ЦЛQскости Щtеюr �едую-

. щий вид (рис. 39): 
на соnрикасающуюся: плоскость (рис. 39 а); 
на сnрЯМJIЯЮщую nлоекость (рис. 39 б); 
на норма.лъную nлоскость (рис. 39в). 

В) z 
' 

Рис. 39 . 

§ �· Понятие гпадкоА поверхности. Способы задания ,�!j (_< ( .> ' 
Пусть D - оrраННЧ:енная nлоская обJiасть, 8D -- ее граница и D = D u дD -

; 48МЬlкание области D�' ВведеЪ{ �а nлOCKOC'l]f координатную систему ( u, v) и зададим: 
на множестве 1J тpll НеПрерЫвнЫе ф)'НIЩJiи . � ::=\((;,:о/): 11 = q(u, v), · z = '(t!, v) , . (и, v) Е 1). (1) 

'11у01'Ь :�е;•у; z' .Ч JфJI:мoyroJIЬнwe- дex:aproJJЪt tсоорди:на'tЫ•ТОЧек в трехмерном ев­
КJIИДОВОМ пространстве В.Э .  Предnоложим, что фунtсцйИ'�l) об.лада:IОr' следующим 
свойством: 

. 
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СвоАство А. Еслл ( u1
, 1/) и (",.и, 11и) .,..... разли:чные тоЧки мноЖества д. тОточки М' (ж', 111, z') 

и М" (а:11, r/' ,:z") пространства R' ,  координаты которых вьiЧИЩщся по формулам . 
1 �( 1 ') 1 - ( 1 ') 1 1' ( с ')·· ж = .. u 1 tl ' 11 - ." u t tl 1 z = "  tli,· 11 t 

ж11_ = �(u" , v"), 11" = '1/(u", 11"), z11 = '(u",v"), 
rаюке различны. · 

Оnредuемие. Множество S точек М, координаты ж, 11 и .z кQТОрjД ()Щ)eдeJIJJI9ТCJ,I cжvr· 
ноше1001ми (1) и функцлн ((u, ю), 11(u, t1) и '(�, t�) рб.!шдают�Щ),Й�мА.:ц�ЫJSiiеТся 
простой n08ерхностью (рис. 40). . . . .. . , . 

·· 

,. . , · , 
Множество точек M{z, у, z) с координатами 

ж =  �{u, 11), 11 = '1/(u, 11), · z = \(u,·v), (u; &) Е 8D; 
- образ границы дD об.dаСти D - называется гр(Jнuцеа проетой.:повер:хности S. 
06оаначемие: дS. · � · , :  : .  

v 

· Plic. 4o 

}1 

Соотноше1001 ( 1) называюtсЯ nара.МеmрU'fеетсШtи урОВненШ�Жii�й ·itовщшю-
сти. ' +  , ·� · � 
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.. Х 

х 

Рис. 41 Рис. 42 

Точка М0 гладкой поверхности S называется обыкновеНной, или регулярной, если 

щng t {u.(Uo, V
. 

о) .1Ju(Uo, Vo) ". u(tto, Vof )' •··
·• .. ;"" 2. (3) · 1 {v( tto, Vo) . 1Jv( Uo, Vo) ���( tto, vo) · · • · 

В противном сщчае точt4 Мо называется особой. . . . 
Поверхность называеtся jJегулярной, если условие (3) выполняе;rся в каждой ее 

точке. Часто условие (3) удрбнее записывать в равносИльно� форме 
1 ru(Uo, vo) х r"(uo, vo) 1= 0. 1 (4) 

Пример 2. График гладкОО ·функции являеrо� регулярной nоверхностыо, так как всегда · ranв ( l  о /.(u, v) ) "; 2. 
' 

О 1 fv(u, v) . 

Пример 3. У коническо�nоjlерхНости, задаваемой уравнениями 
. :�: :;: u,cps t�, 1/ .=: !l siц v, z = u, .. . , 

все точк�. кроме точки 0(0, О, О) (nри u = О, v = 0), ре,.Улярны (рис.'42). В тqчк�. О имеем · . ( 1 о 1 )  . 
. . . . ,, ".' . . . . .  rang О О О : = 1• 

Другим распроеТ])аненНЬJм.сnосоf)ом задания поверхностияВЛJiется неленый способ 
задания поверхности какмножества S точек М, координаТЬI ж ,  у и :z которыхобращают 
в тождество уравнение \ F(x; у, z) =.Q. \ 
Если F(ж, у, z) - гладкая функция своих аргументов, причем 

. F; + F; t F1 .> О, 
то поверхность S будtt: регулярной. 

Прммilр 4. Сфера 
··· · · <JJ,;;�: ( ж2 q,.��'.li�� .ze: 

явл11ется регулярной nosepxнOCТI>IO: 

в квждрй точке. 
· ' ! � -·� +FJ 41Ff, = 4.R2 > 'й  ·; ,ч:'>;лс 



Пусть S - простая поверхность, Мо и М - различные ее точки. Плоскость П, 
nроходящая через точку Мо, называется; касательной к nоверхности S в точке М0 , 
если при сТремлении nеременной точки М к точке Мо (по nроизволъному закону) 
угол ме� nрямой МоМ и ПJIОСКОСТЬЮ n стремится к нуто (рис. 43). 

Пусть 

r = r(u, v) 

- векторное уравнение реrулярной 
nоверхности S и Мо - точка nоверх­
ности S, отвечающая значениs:м: uo 
и v0 nараметров и и v. Вычислим 
векторы ru( '/Lo, vo) и r,(uo, vo) ,  отло­
жим их от точки Мо и проведем че­
рез точку Мо ПJIОСкость П, содержа­
щую эти векторы. ПосТроенная ПJlос­
кость П будет касательной ПJIОСко­
стью поверхности в точке М0 (рис. 44). 

В каждой точке реrулярной по­
верхности существует и притом ровно 
одна касательная ПJlоскость. · Прямая, nроходящая через точку 

. Мо реrулярной поверхности S и nер­
пендикулярная касательной nлоско­
сти nоверхности в этой точке, называ­
ется нормалью к поверхности S в точ­
ке Мо;  

i J k 
N = ru X r11 = Zu Yu Zu 

:с, у, z" 
- вектор нормали. 

Рис. 43 

Plic. 44 
Пример 5. Наnиса11> уравнения касательной nлоскости и нормали nоверхност11, заданной уравнением 
z = /(ж, g), в точке Мо (:со, ro, /(zo, ro)) . 
_. ВычисЛим вектор нормали в точке М0• Имеем 

Тоrда 

1 i J k 1 No = 1 О /r.(zo!/lo) = -/#it(zo, Yo)J - !1(zo, 11o)J + Jr.. 
О 1 /y(zrн Уо) · 

z - zo g - '!AJ z - z0 . 
-lz(zo, '!AJ) = -/.,(zo, '!/о) = -�- (zo � /(жо, '!/0) )  

- урввнения нормали, а 

-t�(zo, 'tlo)(z - zo) - f,(zo, 'floH'fl - 'f/0) + z - zo = О 
- урввнение касатвльной моекости nоверхности в точке ( zo, flo, f(zo, Уо)) . .,. 

§ 6. Первая квадрат�чная фQрма. Площадь nоверхности , / 
Пусть S - реrулярная поверхность, заданная векторным уравнением 

r = r(и, v), (и, v) Е D. 
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Лерsой �«�t�дратичной формой nоверхности S называетсп выражение 

то 

[I = cfr2. / 
Заnишем nоследнее соотношение nодробнее. Так как 

. dr = ru da + rv dv, 

1 dr2 = r: da2 + 2(ru, r11} du dv +r� dv2 . 1 (1) 

ВыраженИе ( 1) вхuс:.цой точке nоверхности S·предстаВ.ляетообой :квадратичную форму 
от дифференциалов du и dv. Эта квадраТичная форма ЯВ.�U�етси знакоположительной, 
так как ее дискр:имJЩант 

r;r� - (!., r,)2 = (ru х r�)2 > 6 
и ..; > 0: " 

Дли коэффициентов nервой :квадратичной формы исцОJJЪЗуют елодуюшве Обозна- . 
чении: / Е =  r;, F = (r., r.,), G = r�, 1 
так что выражение ( 1) д1tJI формы 1 можно nереnисать r. виде 1 1  = E du2 + 2F du dv + G dv.2r 1 . . . 
где 

r1рмм1р 1 • П8рем каадра'JМЧМ811 форме 11018РХНQ­
сти, нданноА ура1Н8t!МеМ 1 = /(a:,r) . имеет вид 

1 1= (1 + /�) dz2 + ·2/е/, da:dg+ (l + 1:) tlti· l 
flnoщaдlt ·notepJIIOCТМ 
Разобьем область. D изменения: перемен­
ных и и v на части пря:мыми. u = щ.  11 = v11, 
параллельиыми координатным осsш u и 1.1 
(рис. 4S). КрИвыми r(щ, v) и r(a, v") будет 
разбита на части и поцерхность S (рис. 46). 
Произвольному четырехугоJIЬнику D," па­
раметрической IШОСКОСТИ соответствует на 
поверхности S криВО1JИНейный четырех-· 
уго.льник Sit, МSЛО ОТЛИЧ810ЩИЙСJ1 ОТ парал­
ЛМО!р8ММ8 Pit со сторонами, оnределяемы­

v 

о 

(�) 

и 

Рис. 45 

ми векторами r.(щ, v11)�щ И r.,(щ, flt)�'V) . -Этотfiараллелофа.ммлежитв каса.тельной 
плоскости поверхности S в �е M(tl.i, vt). Примем еrо мощадь 

u," = \ru('U.i, v11)�щ х r"(ui, vt)�vt \ = \r.(щ, 1.1J:) х rа(щ, Vll)\�uiдVt 
за прибJхqениое значение моwЦ�W: криво.цинейноrо четыре�ьниюi s,11 , а за при-
бдижеsное зНачение площади nоверхности 8 Сумму 

. . . 

}J O'jt 
площадей всех таких параллелоrраммов. 



Площадь,/, и поверхн� S назовем' ПРедел этих сумм прм стремлении к нулю 
величин �ut и �"" . 

Для регулярной поверхноети этот пред�Л всегда существует и равен 

Так как 
tru Х rv l2 =,EG.-.f�,:. 

' , . (З) 

то фор'fлу длЯ вычИсленИЯ площади поверхнОсти <МоЖНо Зanмciirii s ВИ,Хе 
� �',:.i{'(' .. �)t. ; .. � '"- .�t 

<111 nараметриЧеские уравнения сферы имеют вид. 

�.:::: .В,cosu cos v, g = Rsinucosv1 ·. � = R,sin,v,. 
·
·+ � = { (u, v) fO� и � 21r, -,� �>v, � i} . .

. 
· .  

nутем nростых вЬlчиСлениiНtаходим ' ., . · · ,, ,, 

в :::f r� � Jt2 Ш)';;� .F = (r .. , ��) ;,;, (}; ' а·= r� =i:: .R2, · jJitГf. p2·',;, ifl'&fsv, ;·· .2�" _: .::;;'-7. <ii�_ ; ·:· ._,., � t  j ,_.\_ .. ;�) � ::г .. 
< 

и = Jf jEf!-F2 dи dv,,щJi,:J du j �vdv = 411'R2. • 
D .  О -�r/2 ' :  i

·
l ' l'' 
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Если поверхность S представляет собой график гл;щкой функции z = J(ж, у) ,  
заданной в области 1> ,  то ее площадь можно вычислить по формуле 

(}' = jj Jt r+-Ii + tJ th ау. 
D 

§ 7. Вторая квадратичная форма. Кривизна поверхности 
Пусть S ....... 2-регулярная поверхность, заданная веКТQрным уравнением 

r = r(u, v), (и, v) Е D. 
В каждой точке такой поверхности nомимо единичного вектора нормали 

ru х rv ru х rv 
n = 

lrи Х rvl 
= ../EG -:- р2 

определен и второй ,iрiфференциал векторной функции r( u, v): 
d2r = rw du2 + 2r1111 du dv + rvv d1i. 

(1) 

Второй квадратичной формой поверхности S называется с;:калярное произведение. 
векторов d2r и n : 

(2) 

Ясно, что в каждой точке nоверхности S форма (2) является квадратичной формой 
относительно дифференциалов du и dv . . 

Для коэффИциентов второй квадратичной формы при:нятьr обозначения 

i L = (rиu 1 n), М = (ru11 , n) , N = (r1111 , n). j (З) 
Это позволяет записать ее в следующем виде 

то 

l п = L dи2 + 2M du dv + N dv2. j " 
(4) 

llриведем несколько формул для·вычисления коэффициентов L, М и N. 
Заменяя в формулах (Э) вектор n его выражением ( 1), nолучаем 

· 

Если поверхность является графиком гладкой функции 
z = f(x, y), 

L = /zz 
, J1 +/1 +Ji 

Вторая квадратичная форма является эффективным средством исследования гео­
метрических свойств регулярной nоверхности. Посредством этой формы можно вве­
сти важные геометрические характеристики, измеряющие степень и вид отклонения 
поверхности от касательной пльскости. Остановимся на двух nонятиях - гауссовой 
.кривизны поверхности и нормальной кривизны поверхности в заданном направлении. 



Гауссовой крив/J3Ной поБЕ!рХН:ости называется orнo:IIIeкиe' дИскримйнан'ri>в первой 
и второй квадратичньпt фОрм· · 

J к = ����- � 
Если поверхНость задана уравнением 

· 

z = J(x, у) , 
то гауссова кривиЗна этой Пойерх:Ности вы.,нrс.тiяется' по формуле 

Гауссову кривизну удобно ИсполЬзовать для классификации точек регуЛЯрной ПО• 
верхности: знак гауссовой кривизны поверхности в данной ее �очке указывает на ха­
рактер поведения поверхности в этой точке. 

Точка М0 поверхНости S, отвечающая значениям uo И v0 параметров, Mo(uo, vo) ,  
в которой ' 

К(и0, v0) > О , называетс,я эллиптической; 
К(и0, v0) < О, называется гиперболической; 
К ( Uo; v0) == О , но отличен'от нуJ1Я хотя бы одИн из коэффиЦй:еНТЬn ВТОрой квадра­

тичной формы, называется параболической. 
Пусть По � касательная плоскость поверхности S в.точке .М0. Все точки поверх­

ности S в окрестности эмИптИ:ческой тоЧки лежат по одну сторону от Плоскости По. 
Точки поверхности S в окрестности гиперболической точки лежа1' по обе стороны 
от плоскости По . Все тоЧКи поверхности s в .  окресТНоСТИ параболцческой точки. 
кроме (возможно) одной крJ:1,8()Й леЖат по ОJЩУ сторону 9Т плосу:�ти По,�.· . · ' 

Пример 1. Все точки эмиптического параболоида являются эллиnтическими {рис. 47), все точки гипер­
болического параболоида явля�QТрЯ гипврболи�:К�скими (рис, 48), ас, .точки ЦИI\Индрической nоверхности 
являJQтся параболическими (рис. 49). 

· 

Рис. 47 Рис. 48 · 



1во ..,..-------------...,.... r���N XVI. tЛIМtinwДИФфeptttцltШNcil� 
Возьме:м: на реrушфной поверхнОсти S, заданной веКТорным уравнением• / . . ' . ,  i ' ·  ' . ' 

r = r(u, v), 
nроизволъную точку М0( 'UQ, v0) и nроведем через нее касаrельную плоскость По . Про­
. изводные r�,�(u0, vo) и r11{'UQ, tlo) векторной функции r(u, v) , вычиСJiенJ{Ые в точке 
( 'UQ, v0) , л�:ж:ат в плоскости По (рис. 50). Построим на плоскости По линейную комби­
нацию этих векторов 

(ru('Uo, vo) + 1Jrv(uo, Vo) 
(рис. 51)  и nроведем через оnределяемую ей nрямую l и f(Ормаль поверхности в этой 
точке nлоскость П. Эта nлоскость рассечет поверхН:QСтъ S по кривой - нормальному 
сечению nоверхности е направлении l, опредетtе:м:ом парой чисел ( и 1J (рис. 52). 

Ри�. SO 
Кривизна kn nQСТроенной кри­

вой - нормальная кривизна nоверхно­
стивданномнаnрамении...;.. вычисля­
ется no формуле 

Пример 2. Haltm нормальные кривизны ЭЛ· . 
лиnтического nараболоида 

l 
z =  - ж2 +r 2 

в точке 0(0, О, О). 

<111 Вычислим в ТОЧ1(е О коЭФФИциенты nер­
воА и второА квадратичных форм. Имеем 

Е =  l, F = O, G �  l, 
L =J, М = О, N = 2. 

Тем самым, 

Рис. Sl 

Рис. 52 · 

Ясно, что в данной точке величина k,. изменяется: вместе с изменением nрямой l. 
Наnрамения, в которых нормальная: кривизна принимает наибольшее и наименьшее 
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значения, назi>Iваются главными. В общем случае щавные паправления на поверх­
ности в каждой точке орrоrональны. . Соответствующие им нормальные кривизны 

. называются главными кривизнами nоверхности в рассматри!У\емой точке. 
Прммер а. В nркееденном B.ЬIW&. nримере глаеным11 �вмниями элl)иnтическоrо nараболоида а точ­
ке 0(0, о, О) будут нanpalnlii:tия �нa'l'lilolx осей ж и ,: ((; О) и (О; I'J) (рис. 53). Гл.авные кривизны 
р&IНЫ СООТII&тс:тtlеНКо 

z 

х 

Рис. 53 

Уnражнениt 
1 .  Найдите хривиэиу: а) цеnной пинии 11 = ch z: б) ЭJШипса :11 = а cos t ,  11 = Ь sin t .  
2. Найдито соnриосающуюся окружиость эллипса в ero вершине А.( а, О) (nри t = О). 
а. НаАдите уравнения ЭIIOJIJO'J'ЬI элпиnса. 
4. Найдите уравнения касаТ4ЛЬНОй и нормальной моекости хривой с уравнением r(t) = 

(t, t2, t3) в точке А.(1, 1, 1) . . 
· 

8. Найдито е.вкничиые векторы соnровождающего трехrраиниха J точке О( О, О, О) хривой, 
эадаино.й уравнением l'(t) = (t, t2, t3). • . . 

8. Найдито хривизну и кручение хривой с уравнения�и: ж = е*, 11 = е -с, z = Ji &. 
7. Найдите уравнения касательной моекости и. нормали rеликоида: е = и cos tJ, 11 = 

и sin t11 • = ""· · ' 
. 8. Найдито первую квщатичную форму: а) парабо.rrоида вращения а: = и cos v, 11 = и sin v,  

. z = u2 ; б) rе.п:икоида ж = и cos v, 11 = u Sin tJ, z = av � · 8. Найдите мощадь крИВОJiинейноrо четырехугольника на rе.п:икоиДе, оrранич:еЮiоrо ли-
ниями u = О, и = а, t1 = О, v = 1 .  · 

10. Найдите вторую ква.цратич:нуJО форму: а) nараболоида вращения ж = и cos v ,  11 = и sin v ,  
z = u1 ; б) rеnикоида ж = и со н,  у = u sin v ,  z == av . · · ' 

1 1 .  Найдите rауссову .хривизну геликоида. 

Ответы 

, 1 ) . 1 ) .ъ 2 ( •2-� )2 2 ъ• 3 ,.2-ъ2 3 ъ2-ti.2 . 3 
. а lе = ;т ; б le = (a2s�n2t+Ь2COI1t}S/2 ' • ж - --:-;- + 11  = ;;! ·  . ж = -,.- соs t , 11 = -. -ъ- sin t .  

4. ";1 = l:fl = ';1 , а: +  2у + 3z - 6 = О. S. 1 = (1 , О, 0), n = (0, 1, О), Ь = (О, О, 1) . 6. le1 = -k2 = 
(,.j}.-,}1 • 7. жа sin v - уа cos v + zu - auv = О, "':�:::· = r::.•::: = •-."•• . 8. а) 1 = (1 + 4u2) du2 + 
ti dt�1; б) 1 = du2 + (ti + а1) dv2 •  9. � ( ./2 + In(l + .f2>) . 10. а) 11 = J1�4112 (du2 + u2 dv1) ; 

2 . 
б) 11 = -т.:::2 . 1 1 .  к = - (\12�,.1)1 • 
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ПредстаВЛJiет Вам свои лучШие квнrи: 

Брайан Грин 
ЭЛЕГАIПНАЯ BCEJIEИIWI 

Суnерстр)'Вw. скрwтые размериоети и nоиски о�оА теории 
В течение nос.леднеrо nQJ�Y��Cкa физИJQI npoдo!tJiaiiJiи, основывuсь на открытиsх своих nред· 
шественникоа, добиаа:rьси асе более nOJIНoro nонимания nринциnоа устройства миро:щаиия. 
И вот теnерь, сnустя много Jteт пос.ле rого, как Эйнштейн обЪявИЛ о с/!ОСм nоходе_ на nоиски 
единой теории, фиэиtаl считают, что они смогли, наконец, выработать теорию, свяэы1111юшую 
асе эти nроэреиия 11 eд'iii.Hoe целое - единую теорию, XQТOI8JI а nринциnс сnособна о&ы!сi!IИТЬ 
асе явления. Эта теорИII, meopШI суперструн, и llllltlle'I'CЯ nредметом данной хннrи. 
Теория суnеретруп забрасывает очень ширОкий невОд 11 пучины мироэцаиия. Это обширнм: и 
глубокая теория, щшатwвающм: мноrие важнейшие концепции, иrрающие цектральную роль 
в современной физике. Ока обьедИияет законы MIIJCPOI\IИpa и мИКромира, ЗII!(QitЬI, действие 
которых расnростраияетси в самые дальние дали космического прсютранства и на мельчайшие 
частицы материи; поэтому рассказать об этой теории можно,nо-.разнQму. Автор вwбрал nодх<�д, 
КQТОРЫЙ базируете• ка ЭIIОJlюции наших n�ниА о пpoc'tpaticтae и времеm« • . . 

Книга вызовет несомненный интерес у широкоЮ круга "П11'8Те)iе,, · особенно тех из них, 1tt0 

ве имеет достаточной ПQДГОТО!IКИ в фиэихе и математике, но также и тех, которые имеют 
определеНную IЩУ'Цtую n<�дrотовку. Она nоможет студентам, изучающим естестQенные науки, 
и их nреnодааа'(МЯМ в nонимании ие!(QТОрых основопмаrаюших конuеnций современной 
физики, _а 'l'аКЖе:даст им nраадИвое и взвешенное объяснение того, nочему с:nеuиалисты no 
теории -� исрытцвают такоll: ЭН1}'эиаэи в отнощении nporpecca в поиске окончатеJtьиой 
теории миро:щания. 
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Моиоrрафия известного физика и математика Роджера Пеиро­
уза посншеиа изучению nроблемы искусственного интелпеtаа 
иа основе асестораннего анвпиэа дости)!tеиий современных наук. 
Возможно лИ м<�дмироаанис разума? Чтобы найти ответ иа tтот 
воnрос, Пеироуз обсУЖ!U\ет широчайwИй круr 11апсний: ·алгорит· 
мизацию математичсского r.(ышлениR,_машины Тьюрииrа, теорИIО 
сложности;' '.rёёреi.iу 'IЬ:e.iua;' тeJtertOvrauию материи, nарадоксы 
каантовой фиэи.ки, энтроnию, рОждение вселенной,' черные дыры, 
строение мозrа и многое другое. 
Книга вызовет иесо,мненный китерее как у с:nеuиалистов, так и у 
ШИрОКОГО круга ЧИтатеJIСЙ. 




