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К И Р И Ш

Умуммухандислик фанлари орасида назарий механика, 
материаллар каршилиги ва курилиш механикаси сингари 
фанлар салмоми урин тутади. Курилиш мухандислари- 
нинг савиясини белгилашда бу фанларнинг ахамияти 
бенихоя каттаднр. Хар кандай фанни талаба уз она тнлнда 
осон узлаштира олишини яхши тушунган аллома олим 
академик М. Т. Урозбоев 1954 йилда назарий механика, 
I960 йилда материаллар каршилиги фанларидан биринчи 
булиб узбек тилида дарслик яратди. Орадан чорак аср 
утгач, 3. А. Одилхужаев, Т. Г. Руломов ва Т. К- Абдукари- 
мовлар устоз М. Т. Урозбоев бошлаб берган хайрли ишни 
давом эттириб, узбек тилида илк бор курилиш механикаси 
фанидан дарслик яратиб, талабаларга тортик этдилар.

Курилиш механикаси фанидан узбек тилида дарслик 
чоп этилганига 10 йилдан ошди. Бу орада илм-фан 
тараккиёти ва ижтимоий хаётда жиддий узгаришлар руй 
берди: республикамиз истиклолга эришди, ^збек тилига 
давлат тили макоми берилди. Эндиликда укув-услубиёт 
сохасида катта тажрибага эга булган мохир устозлар 
узбек тилида дарсликлар езиш имкониятига эга булдилар. 
Кулингиздаги китоб хам ана шундай имкониятларнинг 
мах,сулидир.

Мазкур дарслик юкорида кайд килинган китобга 
кирмаган (иншоотлар устуворлиги ва динамикаси, чекли 
элементлар усули сингари) айрим мавзу ва боблар билан 
бойитилди. Бирок шунга карамай, курилиш механикасига 
оид барча мавзулар т^лалигича камраб олинди, деган 
фикрдан йирокмиз.
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Дарсликнинг 3-, 4- ва 5- боблари К- С. Абдурашидов, 
11- ва 12-боблари Н. Ж- Туйчиев, 2-, 8- ва 9* боблари
A. F. Рахимбоевлар каламита мансуб, колган боблар- 
ни Б. А. Хобилов ёзган. Иншоотлар динамикасига дойр 
баъзи мисоллар Н. И. Безухов, К- С. Завриев, А. П. Филин 
сингари олимларнинг асарларидан олинди. Кучишларни 
аниклаш, куч усули ва устуворликка дойр мисоллар 
У. К- Абдурахмонов томонидан тайёрланган.

Муаллифлар дарслик кулёзмасини куриб чикиб, фой- 
дали маслахатлар берганликлари учун Узбекистон Респуб- 
ликаси Фанлар академиясининг хакикий аъзоси, техника 
фанлари доктори, профессор В. К,. К,°буловга, техника 
фанлари доктори, профессор М. М. Мирсаидовга, кулёзма- 
ни тайёрлашда курсатган катта ёрдами учун Захро 
Умаровага узларининг самимий миннатдорчиликларини 
билдирадилар.
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1.1 . КУРИ Л И Ш  М ЕХАНИКАСИ ФАНИ ВА УН И Н Г ВА ЗИ Ф А Л А РИ

Курилиш механикаси иншоотларнинг мустахкамлиги, 
сгуворлиги ва бикирлиги хакидаги фандир.

Иншоотларнинг мустахкамлиги деганда уларнинг юк 
кутариш кобилияти тушунилади, чунки мустахкам иншоот 
Узига куйилган юкларни бемалол кутариб тура олиши 
лозим, акс холда, унинг мустахкамлиги етарли даражада 
булмайди. Курсимиз давомида иншоотларнинг мустах­
камлиги етарли даражада булиши учун нималар килиш 
кераклиги хакида батафсил тухталиб утамиз.

Иншоотларнинг устуворлиги (устойчивость) деганда 
юклар таъсирида иншоот узининг дастлабки мувозанат 
холатини саклаб тура олиш-олмаслиги тушунилади.

Эксплуатация жараёнида нншоотда меъёридан ортик­
ча кучиш, солкилик ва огишлар руй бермаслиги учун 
уларнинг бикирлиги хисоблаш йули билан текширилади.

Маълумки, мустахкамлик, устуворлик ва бикирлик 
масалалари билан материаллар каршилиги фани хам 
шутулланади. Курилиш механикаси билан материаллар 
каршилиги фани уртасидаги фарк шундаки, материаллар 
каршилиги фани иншоотни ташкил этувчи алохида 
элементлар (балка, стержень ва х. к.) нинг мустахкамлиги, 
устуворлиги ва бикирлигини Урганади. Курилнш механи- 
касида эса алохида элементлар мажмуасидан ташкил 
топган бутун иншоотнинг мустахкамлиги, устуворлиги ва 
бикирлиги кУриб утилади. Аникрок килиб айтганда, яхлит 
иншоотлар мустахкамлигини, устуворлигини ва би­
кирлигини таъминлайдиган конун-коидалар ва усуллар 
билан танишиб утилади. Куриниб турибдики, курилиш 
механикаси фани материаллар каршилиги фани билан



узвий богланган фандир. Бундан ташкари, курилиш 
механикаси фани назарий механика, физика ва математи­
ка фанларига хам богликдир. Бу хисобий фанлар 
занжирининг бир томони; занжирнинг иккинчи томонида 
хисобни якунига етказувчи фанлар — курилиш конструк- 
циялари фанлари (темирбетон ва р и ш т -т о ш  конструкция- 
лари, металл, ёгоч ва пластмасса конструкциялари) 
туради. Уз олдига курилиш конструкциялари хисобини 
пухта узлаштиришни максад килиб куйган толиб, ана шу 
Хисобий фанлар занжирини узвий равишда, бир-бирига 
боглик холда чукур узлаштириши лозим.

Эластиклик назарияси, пластиклик назарияси ва тоб 
ташлаш назариялари юкорида куриб утилган масала- 
ларни кучли математик аппарат ёрдамида янада жиддий- 
рок ва янада аникрок хал этиш усуллари билан 
шурулланади. Курилиш механикаси ва материаллар 
каршилиги фанларида кулланилган айрим чекланишлар 
ва фаразлар бу фанларда кулланилмайди.. Ш унинг учун 
хам хисоб натижалари хакикатга анча якин туради. Бирок 
хисоблаш жараёнининг ута мураккаблиги туфайли лойиха 
амалиётларида улардан фойдаланиш доираси анча тор.

Хозирги замон бинолари хамда иншоотлари олдиндан 
тайёрланган лойихалар асосида буиёд этилиши хеч кимга 
сир эмас. Лойихада бино ва иншоотларнинг умумий 
улчамлари билан бир каторда хар бир алохида эле­
ментнинг улчамлари хам тулик курсатилади.

Конструкция элементларининг узунликлари хамда 
кундаланг кесим улчамлари элементларга таъсир этувчи 
кучлар ва элементнинг материалига боглик холда хисоб­
лаш йули билан аникланади. Хисоблаш усуллари эса 
курилиш механикаси ва материаллар каршилиги фанлари­
да баён этилади.

Курилиш механикаси фанининг асосий вазифа-ларидан 
бири ташки кучлар (юклар) таъсирида конструкция 
элементларида хосил буладиган ички кучларни (зури- 
кишларни) аниклашдан иборатдир. Зурикиш нималигини 
туликрок тасаввур этиш учун оддий бир мисол келтирамиз. 
Икки кулингизда сув тулдирилган икки челакни кутариб 
турибсиз, дейлик. Дастлабки дакикаларда к.улингиз 
толикиш еки огрикни хис этмайди. Бирок вакт утган сайин 
кулингизда оррикка ухшаш енгил толикиш пайдо булади 
ва у борган сари кучайиб боради. Ана шу огрикка ухшаш 
толикиш механика тилида зурикиш ёки ички куч деб 
аталади. Конструкция элементларига куйилган ташки



кучларнинг (масалан, челакдаги сув) микдори маълум 
булса, элементларда хосил буладиган зурикишларни 
аниклаш кийин эмас. Конструкция элементларининг 
кундаланг кесим улчамлари аникланган зурикишларнинг 
микдорига караб белгиланади.

Ташки кучлар таъсирида иншоот ва унинг элементла- 
рида хосил буладиган солкилик, ку^чиш ва тебраниш 
амплитудаларини аниклаш каби масалалар хам курилиш 
механикаси фани доирасидаги масалалардан хисобла­
нади.

Дарсликда зилзилалар содир булиб турадиган худуд- 
лар учун мухим ахамиятга эга булган иншоотлар 
динамикаси масалаларига хам кенг урин ажратилган.

Назарий жихатдан баён этилган усулларнинг амалий 
тадбики мисол ва масалаларда ^з аксини топган.

Курилиш механикасида яратилган хар кандай назарий 
усуллар тажрибада синаб курилади ва уз навбатида, 
мавжуд конструкциялар устида олиб борилган тадкикий 
тажрибалар асосида янги хисоблаш усуллари яратилади. 
Шунга кура курилиш механикаси фани тажрибавий- 
назарий фан саналади.

Хозирги кунда курилиш механикаси фани бинокорлик 
ва мухандислик • амалиётида хар тарафлама синовдан 
утган к^плаб хисоблаш усулларига эга. Бу усуллар содда 
ва мукаммал булиб, шу билан бирга ишончлидир. Бирок 
бундан курилиш механикаси уз вазифаларини тулик 
бажариб булди, деган маъно чикмайди, албатта. Курилиш 
механикаси хам бошка фанлар сингари усиб бораётган 
курилиш саноатининг талабларига мос равишда муттасил 
ривожланиб, такомиллашиб бормокда.

1.2. КУРИ Л И Ш  М ЕХА Н И КА С И Н И Н Г РИ ВО Ж Л А Н И Ш И ГА  
ОИД М АЪЛУМ О ТЛАР

Курилиш механикаси ривожланиш жараёнининг да- 
стлабкн боскичларида мустакил фан булмай, умумий 
механиканинг таркибий кисмларидан бири булган. Бино- 
барин умумий механиканинг ибтидоий даврлардан бошлаб 
хозирги давргача булган тарихи курилиш механикасига 
хам бевосита алокадордир.

10— 12 минг йил давом этган неолит (янги тош асри) 
даврининг охирига келиб Нил, Тигр ва Ефрат дарёлари 
сохилларида дастлабки шахарлар пайдо була бошлайди. 
Эрамиздан аввалги V  — I I I  асрларда дастлабки машина-



сув тегирмони ихтиро.килинади. Эрадан аввалги V I аср 
бошларига келиб, кадимги аждодларимиз хозирги замон 
атамаси билан айтганда гидравлика, курилиш механикаси, 
статика, динамика ва коинот механикасига оид бошлангич 
элементар билимлардан хабардор булганлар. Масалан, 
канналлар утказиш, экинларни сурориш, сувни тепаликлар- 
га олиб чикиш каби ишларни бажарганлар. Хозирги Покис- 
тон худудига жойлашган Мохинжа-Доро шахрида эрадан 
аввалги I I I  асрда сув кувурлари (водопровод) ва ёмгир 
сувларини четга чикарадиган канализация тармоги 
булган. Водопровод тармоги бундан 2500 йил мукаддам 
республикамиз худудида жойлашган Афросиёб (кадимги 
Самарканд) ахлини зилол сув билан таъминлаб турган. 
Кадимда Урта Осиёда сув кутариш учун шодуф-чигирдан 
(кудукдан сув чикарадиган курилма) фойдаланилган. 
Уша вактларда калъалар, масжид ва макбаралар, турар 
жой биноларининг бунёд этилиши курилиш механикасига 
оид билимларни чукур билишни, кулланилаётган кон­
струкция ва материалга танкидий муносабат билдириш, 
улар ичидан энг макбулларини танлай билишни такозо 
этарди. Куп асрлик тажриба асосида тош, хом р и ш т  ва 
пишик р и ш т  мустахкамликлари орасидаги тафовут тула 
урганилди. Баланд биноларнинг макбул шакллари то- 
пилди.

Механиканинг назарий асослари дастлаб кадимги 
Юнонистон ва Мисрда пайдо булган. Механикага дойр 
илк ёзма асар Юнонистоннинг машхур файласуфи, эра- 
миздан 384— 322 йиллар мукаддам яшаб ижод этган буюк 
олим Аристотель (Арасту)нинг каламига №ансуб. «Меха­
ника» сузини илмий атама сифатида фанга биринчи бор 
олиб кирган олим хам ана шу буюк инсондир. Механика­
нинг хилма-хил масала ва муаммоларини хал этишда 
кадимги замон олимлари Архимед, Герон, Платон, 
Аполлоний, Гиппарх, Птолемей, Никомед, Архит ва 
бошкаларнинг хизматлари бенихоя каттадир.

, Ш арк мамлакатларида механика фани IX  —  X I I  аср- 
ларда тараккий эта бошлади. Бу даврга келиб шаркнинг 
машхур олимлари ака-ука Бану Мусолар, Собит ибн 
Курра, Абу Райхон Беруний, Абу Абдулло ал-Хоразмий, 
Абу Али ибн Сино, Умар Хайём, ал-Хазиний, ал-Форобий 
сингари улкан сиймолар табиий фанлар, хусусан, механика 
сохасида баракали ижод этдилар. Дастлабки кезларда 
улар имл-фан, давр ва ижтимоий хаёт такозоси билан 
Аристотель, Герон, Архимед, Филопон ва бошкаларнинг



асарлариии таржима килиш ва уларни шархлаш билан 
шурулланганлар. . Шархлар купинча мустакил асарлар 
даражасига кутарилган. Ватандошимиз Абу Али ибн Сино 
антик олим Филопоннинг механика сохасидаги рояларини 
давом эттириб, харакатдаги жисмга таъсир эттирилган куч 
йуколмайди; агарда жисм харакати каршиликка учрама- 
са, у абадий давом этади, деган рояни илгари сурди. Ибн 
Сино узининг «Донишнома» асарида юкларни кутаради- 
ган ва кузгатадиган ускуналар хакида фикр юритади. Ал- 
Хоразмий «Фанлар калити» номли китобида механика 
билимларига алохида боб ажратди.

V I I  — V I I I  асрлардан бошлаб ислом дини кенг ёйилган 
мамлакатларда масжид, Мадраса, макбара сингари махо- 
батли бинолар курилиши авж олади. Ш арк мамлакатлари, 
жумладан, У  рта Осиёда бунёд этилган кадимий меъморчи- 
лик ёдгорликларида гумбаз, минора, айланма зина, 
пешток, равок, мукарнас каби мураккаб курилмалар 
кулланилган. Табиийки, бундай биноларни курнш учун 
мух.андис, меъмор ва усталардан катта билим ва махорат 
талаб этилган. Кадимий биноларнинг шакл ва улчамлари 
асрлар мобайнида такомиллашиб борди. Бухорода Мино- 
раи Калон номи билан аталувчи дунёга донги кетган улкан 
минора бор. Минора асосининг диаметри 9 м, баландлиги 
50 м, курсиси (цоколи) киррадор булиб, миноранинг 
диаметри кжорига караб ингичкалашиб боради. Минора 
1127 йилда мухандис ва меъмор Бако томонидан бунёд 
этилган. Минора шаклининг курилиш механикаси нуктаи- 
назаридан макбул томони шундан иборатки, унинг хам 
вертикал, хам горизонтал кучлар (зилзила ва шамол) 
таъсирига бардошлиги юкори даражададир. Бундан 
ташкари унинг шакли сикилишга тенг каршилик курса­
тувчи жисм шаклига якин келади. Хулоса килиб айтганда, 
кадимий меъморчилик обидаларини асрлар оша бизнинг 
давримизгача етиб келиши бобокалон меъморлар ва уста 
бинокорларнинг амалий курилиш механикасидан чукур 
хабардор эканликларидан далолат беради.

, Ш арк олимларининг дунё фани олдидаги буюк хизмат- 
лари яна шундан иборатки, улар кадимги юнон олимлари­
нинг илмий меросини саклаш ва уни ижодий урганиш 
билан бир каторда уни уз асарлари билан янада 
бойитганлар. Ана шу бой мерос кейинчали* турли й^ллар 
билан Рарбий Европага кириб борди.

Механикаяинг эндиги ривожи У йрониш  даврида Евро­
пага кучди. Бу давр механикаси буюк олимлар Леонардо



да Винчи, Стевин, Коперник, Кеплер, Галилей ва 
Ньютонларнинг оламшумул асарлари ва ихтиролари билан 
бойиди, материаллар каршилиги ва курилиш механикаси- 
га дойр биринчи китоб уша даврда яратилди. Китобнинг 
номи «Икки янги фан хакида сухбатлар ва математик 
исботлар» деб аталиб, муаллифи флоренциялик олим 
Галилео Галилей эди (1564— 1642). 1678 йилда йирик 
инглиз олими Роберт Гук (1635— 1703) узининг машхур 
конунини кашф этди, яъни чузилиш канака булса, куч хам 
шунака булади, деб таърифлайди муаллиф. Хозирги 
иборалар билан айтганда, деформация кучга турри 
пропорционалдир. Хозирги замон курилиш механикаси- 
нинг деярли барча назария ва усуллари ана шу оддий 
конунга асосланади.

X V I I I  асрда саноатнинг кенг ривожланиши илм-фан 
олдига Янги-Янги вазифалар куйди. X IX  асрда темир 
й^лларнинг пайдо булиши, куприклар ва йирик саноат 
биноларининг кад кутариши курилиш механикасини янада 
ривожланишига туртки булди. Бу ва бундан кейинги 
даврларда курилиш механикасининг ривожланишига чет 
эллик олимлардан Даламбер, Лагранж, Кулон, Ламе, Сен- 
Венан, Эйлер, Максвелл, Мор, Мюллер-Бреслау ва 
бошкалар, рус ва совет олимларидан Д. И. Журавский, 
Ф. С. Ясинский, Н. А. Белелюбский, В. Г. Шухов,
В. Л . Кирпичев, Л. Р. Проскуряков, А. Н. Крилов, 
И. Г. Бубнов, Б. Г. Галёркин, кейинчалик И. М. Рабинович,
В. 3. Власов, К- С. Завриев, А. Ф. Смирнов, Н. И. Безухов,
В. В. Болотин, А. В. Дарков ва бошкалар катта хисса 
кушдилар. Курилиш механикасининг орир юкини кута- 
ришда узбек олимлари хам четда турмадилар: улар дунё 
олимлари билан ёнма*ён туриб фаннинг огир машаккатла* 
рини енгишда хамдард б^лдилар.

Назарий механика ва материаллар каршилиги курсла- 
ридан узбек тилида биринчи дарслик яратган олим 
академик М. Т. Урозбоев узбек механикларининг отаси 
хисобланади. Устознинг сафдоши академик X. А. Рахма- 
туллин умрининг охиригача Москва Давлат Университети- 
да талабаларга сабок берди. Узбекистонда кибернетика- 
нинг тараккиёти академик В. К- Кобуловнинг номи билан 
чамбарчас богликдир. Зилзилалар тез-тез содир булиб 
турадиган бизнинг республикамизда зилзилабардош конс- 
трукциялар устида олиб борилаетган ишларнинг ахамия- 
ти накадар катта эканлиги сир эмас. Бу соханинг ^ткир 
билимдони академик Т. Р. Рашидовнинг ер ости иншоотла-

ю



ри сейсмик мустахкамлиги назарнясига кушган хиссаси 
бехаддир. Узбекистон Фанлар академиясининг академи- 
ги Т., Ш.. Ширинкуловнинг замин ва пойдеворлар сохасида 
олиб борган илмий тадкикотлари собик иттифок микёсида 
тан олинган ва уларга юксак бахо берилган эди.

Юкорида номлари зикр этилган устозлар яратган 
мактаб республикамизнинг турли билимгохларида хар 
томонлама тараккий этиб, такомиллашиб бормокда. 
Жумладан, Узбекистон Фанлар академиясининг Урозбоев 
номли механика ва иншоотлар зилзнлабардошлиги инсти- 
тути, Тошкент зонал илмий-тадкикот ва тажрибавий 
лойихалаш институти (Т аш ЗН И И ЭП ), Тошкенттемир йул 
транспорти институти, Тошкент ва Самарканд меъморчи- 
лик-курилиш институтлари олимлари курилиш меха- 
никасининг турли сохаларида баракали ижод килмок- 
далар.

Хозирги даврда йирик улчамларга эга булган мураккаб 
курилиш конструкцияларининг янги-янги турлари купайиб 
бормокда. Булар орасида енгил вазнли фазовий кон- 
струкциялар салмокли урин тутади. Мураккаб конструкци- 
яларнинг хисоби хам мураккаб булади.

Оддий конструкциялар хисобини кулда бажариш 
мумкин булса, мураккаб конструкцияларнинг хисобини 
электрон хисоблаш машиналарисиз (Э Х М ) тасаввур этиб 
булмайди., Ш у боисдан эндиликда курилиш механикасида 
компьютерлардан фойдаланиш имконини берадиган ана­
литик усулларнинг роли ортиб бормокда.

Хисоблаш техникасидан кенг фойдаланиш имконини бе- 
радиган усуллардан бири м а т р и ц а  усулидир. Матрица 
хисобининг тили сонли хисоблаш машиналарига жуда 
кул келади. Матрица усулининг афзалликларидан би­
ри шундан иборатки, бунда бир хил матрица амали- 
дан фойдаланиб, турли хил тизимларни хисобласа бу­
лади.

Истикболли усуллардан яна бири ч е к л и  э л е ­
м е н т л а р  усулидир. ( Ч Э У ) . Б у  усулга кура яхлит жисм 
алохида чекли элементларга булиб чикилади; бу эле­
ментларнинг узаро богланиши алохида нукгалардаги 
зурикишларнинг узаро таъсири оркали бурчакларга, 
фазовий масалаларда эса — параллелепипед ёки тетра- 
эдрларга таксимлаб чикилади.

Мазкур дарсликнинг 11 ва 12-бобларида матрицалар 
назарияси хамда чекли элементлар усулига батафсил 
тухтаб утамиз.

К



Мухандислик иншоотлари одатда стержень, балка, 
пластина, кобик ва хажмий жисмлар сингари турли 
конструктив элементларни тегишли равишда узаро би- 
риктириш йули билан хосил килинади. Демак, яхлит 
иншоот алохида элементлардан ташкил топган мураккаб 
система хисобланади.

Иншоотларни хисоблаганда, айрим элементларнинг 
улчам ва шаклларини, улар орасидаги богланишни аник 
хисобга олиш назарий жихатдан ё имкони йук, ё ута 
мураккаб ишдир. Шунинг учун курилиш механикасида 
бошка фанлардаги сингари илмий абстракция усулидан 
фойдаланиб, мавжуд иншоот хисоблаш тархи билан 
алмаштирилади.

Х и с о б л а ш  т а р х и  — иншоотнинг соддалаштирил- 
ган тасвири булиб, унда юк таъсиридаги иншоотнинг 
асосий курсаткичлари мужассамлашган булади. Хисоб­
лаш тархларида стерженлар — уклар билан, пластина- 
лар — урта сиртлар билан, кундаланг кесимлар —  юза ва 
инерция моментларининг сон кийматлари билан, реал

таянчлар идеал та- 
янчлар билан алмаш­
тирилади; юклар ук ­
ларга куйилган деб 
фараз этилади ва х к. 
Иншоотлар хисоби 
ана шундай хисоб­
лаш тархлари орка­
ли амалга оширила- 
ди.

1.1-расмда бир 
ораликли куприк (а) 
хамда балка деб ата- 
лувчи унинг хисоб­
лаш тархи (б) тас­
вирланган. 1.1- раем, 
в-да уч ораликли 
к^прик хамда рама 
деб аталувчи унинг 
хисоблаш тархи (г) 
берилган. Й ул  коп- 
ламасининг вазни 
хамда куприкнинг



хусусий огирлиги балкага текис ёйик куч сифатида таъсир 
этади. Балкада ташки кучлар ва харорат таъсирида 
буйлама кучлар хосил булмаслиги учун унинг таянчлари- 
дан бири кУзралувчан, иккинчиси кУзралмас килиб 
ишл анади.

Иншоотнинг хисоблаш тархини танлаш мураккаб, айни 
пайтда, мухим масалалардан биридир. Х,исобнинг сифати, 
яъни унинг аниклиги куп жихатдан, хисоблаш тархининг 
кандай танланишига боглик.

Агар хисоб нотурри танланган хисоблаш тархи буйича 
бажарилган булса, у ута аник усуллар билан хисоблан- 
ган такдирда хам турри натижа бермайди.

Маълумки, стержень ва пластиналар иншоотнинг 
асосий элементлари хисобланадн. Кундаланг кесим улчам­
лари узунликка нисбатан анча кичик булган элемент 
с те  р ж е н ь  деб аталади. Бир улчами (калинлиги) колган 
икки улчами (узунлиги ва эни)га нисбатан анча кичик 
булса, п л а с т и н а  деб аталади. Эгри укли пластина 
к о б и к  (оболочка) деб аталади. Булардан ташкари 
хисоблаш тархлари ичида х а ж м и й  ж и с м л а р  деб 
аталувчи элементлар хам учрайди. Бундай элементларнинг 
уч улчами бир-бирига якин булади. Бунга пойдевор 
блоклари, тиргак деворлар мисол була олади.

Алохида элементларнинг жойлашув тартибига караб 
иншоотлар ясси ва фазовий системаларга булинади. Барча 
стерженларнинг Узлари бир текисликда жойлашган булса, 
бундай иншоот я с с и с и с т е м а  деб аталади. Акс холда 
система фазовий булади. Ясси иншоотлар мустакил 
куринишда камдан-кам учрайди. КУпинча улар хисобни 
соддалаштириш максадида фазовий системалардан ажра- 
тиб олинади. Ясси системани фазовий системадан ажратиб 
олиииши хисоб аниклигини пасайтиради. Бирок му- 
хандислик амалиётида баъзан шундай килишга турри 
келади.

1.4. ТАЯН ЧЛАР ВА Ю К Л А Р

Иншоотнинг пойдевор ёки замин билан бириккан кисми 
т а я н ч  деб аталади. Таянчлар уч хил булади: шарнирли 
кузгалувчи таянч, шарнирли кузралмас таянч, шарннрсиз 
кузгалмас таянч.

1.2-расмда шарнирли кузгалувчи таянчнинг кон­
струкциям (а ) ва унинг содда тасвири (б) берилган;



бунда стержень шарнир (с) атрофида айлана олади, 
горизонтал йуналишда кузгала олади; биргина вертикал 
реакция вужудга келади.

1.3- расмда шарнирли кузгалмас таянчнинг конструк- 
цияси (а ) ва тасвири (б) берилган; бу ерда стержень 
шарнир (с) атрофида айлана олади, бирок горизонтал 
йуналишда кузгалмасдир. Бундай таянчда хам гори­
зонтал, хам вертикал реакциялар вужудга келади.

1.4-расмда шарнирсиз кузгалмас таянчнинг конс- 
трукцияси (а) ва содда тасвири (б) берилган булиб, 
бунда стержень учи таянчга мустахкам бириктирилган; 
стержень горизонтал йуналишда кузролиш ёки таянч 
кесими атрофида айланиш имконига эга эмас. Бундай 
таянчда учта реакция (/?«, Н а, М а) вужудга келади.

Иншоотга таъсир этадиган ташки кучлар ю к л а р  деб 
аталади. Юклар таъсир этиш муддати, таъсир эти ш усули, 
вазифаси ва бошка белгиларга караб бир неча турга 
булинади.

Юклар иншоотга куйилиш вакти (муддатига) караб 
статик ва динамик юкларга булинади. С т а т и к  юклар

1.2- р а с м ) .3- р а с м

иншоотга зарбсиз аста-секин 
куйилади; юкнинг киймати нол- 
дан бошлаб охирги кийматига 
кадар бир текисда ортиб бора­
ди. Д и н а м и к  юклар иншоотга 
бирданига куйилади ёки вакт 
утиши билан киймат ва йунали- 
шини узгартириб туради.

Куйилиш усулига кура ёйик 
ва й и р и к  (тупланган) юклар 
булади.



Ейик юк иншоот сирти ёки узунлиги буйлаб ёйилган 
булади. Узунлик буйлаб ёйилган юк интенсивлик билан 
улчанади. И н т е н с и в л и к  деганда узунлик бирлигига 
турри келадиган юк микдори тушунилади ва у кН/м билан 
улчанади. Агар юк сирт буйлаб ёйилган булса, кН/м2 би- 
лан улчанади.

Й и г и к  юк  деганда бир нуктага тупланган куч 
тушунилади. Аслида бундай юклар реал х.олда камдан-кам 
учрайди. Хисоб ишларини соддалаштириш учун купинча 
ёйик юклар йирик  куч холига келтириб олинади, яъни 
маълум бир нуктага тупланади. Хозирда амалда булган 
халкаро улчам бирликлари тизими (С И ) буйича кучнинг 
улчам бирлиги ньютон (Н)дир. Эслатиб утамиз: I к г к «  
«9 ,81 Н.

Вазифасига кура юклар доимий, муваккат ва кУзгалув- 
чан булади. Иншоотга доим таъсир этиб турувчи юк 
(масалан, хусусий огирлик) д о и м и й  ю к  хисобланади. 
М у в а к к а т  ю к  иншоотга маълум даврларда таъсир 
этади (масалан, шамол ва кор таъсири, турли ускуна ва 
жихозлар ва х. к.). Кузгалувчан юкларга транспорт 
воситалари мисол була олади.

1.5. С Т ЕРЖ ЕН Л И  С И С ТЕМ А Л АРН И Н Г ГЕ О М Е Т РИ К  
УЗ ГАРМ АСЛ И К, Ш АРТЛАРИ

Курилиш конструкцияларининг аксарияти хисоблаш 
чизмаларида стерженлардан ташкил топади (балка, 
ферма, рама ва х-К.). Алохида стерженларнинг ту- 
гундарда Узаро бириктириш йули билан хосил килинган 
курилмалар с т е р ж е н л и  с и с т е м а л а р  деб аталади.

Хар кандай иншоот, яъни стерженли система геометрик 
узгармас булиши лозим. Бунинг маъноси шуки, хар кандай 
бино ва иншоот бунёд этилгандан кейин узининг дастлабки 
геометрик шаклини хеч огишмай саклаб туриши керак. 
Бинокорликда геометрик узгарувчан системалар кулла* 
нилмайди, чунки бундай системалар деформацияланмаган 
холда уз шаклини кескин узгартиради. Геометрик узгар­
мас системалар эса уз шаклини стерженларнинг деформа- 
цияланиши эвазига узгартиради.

1.5- расмда учбурчакли (а ) ва туртбурчакли (б ) иккита 
стерженли система тасвирланган булиб улардаи бири 
геометрик узгармас, иккинчиси узгарувчандир.



1.5- р а с м

Учбурчакли системанинг шакли стерженлар деформа­
ция бергандагина узгаради, акс холда узгаришсиз 
тураверади. Шунинг учун у геометрик узгармас система 
саналади. Туртбурчакли система эса уз шаклини осонгина 
узгартиради, бунда стерженлар дастлабки узунлигини 
саклаб колади, яъни деформацияланмайди. Демак, бу 
геометрик узгарувчан системадир.

Хулоса килиб айтганда, узининг геометрик шаклини 
алохида стерженларнинг деформацияланиши хисобига 
узгартирадиган системалар г е о м е т р и к  у з г а . р м а с  
с и с т е м а л а р  деб аталади.

Учбурчак, система энг оддий геометрик узгармас 
система хисобланади. Хуш , мураккаб шаклга эга булган 
геометрик узгармас системалар кандай хосил килинади? 
деган савол тугилади. Бу саволга жавоб беришга уриниб 
курамиз.

Бунинг учун аввал о н и й  у з г а р у в ч а н  с и с т е м а  
билан танишиб чикамиз.

Бир ук  устида ётувчи икки стержень ва уч шарнирдан 
ташкил топган система билан танишиб чикайлик 
(1.6- раем, а ) .



Агар икки стержении бир-бирига уловчи шарнир С ни 
йук деб фараз килсак, АС ва ВС  стерженлари шаклда 
курсатилган ёйлар буйича кузгалиши мумкин. Бунда чар 
иккала ей С нуктасида умумий уринмага эга булади. 
Бинобарин, стерженлардан бирига тегишли булган С нук­
таси АВ  чизигига тик йуналишда жуда киска масофага 
кучса, иккинчи стержень бунга каршилик курсата олмай- 
дн. Демак, бу система геометрик узгарувчан экан, чункн 
системанинг шакл узгариши стерженларнинг деформация- 
сиз амалга ошаяпти. Бирок бу системанинг теометрик 
узгарувчанлиги бир онликдир, чунки С нуктаси жуда 
киска масофага куча олади. С нуктасининг кучишини 
катталаштириш учун, яъни икки стерженли системанинг 
шакл узгартиришини янада давом эттириш учун стержен- 
ларни деформацияланишга мажбур этиш лозим булади. Уз 
шаклини бу йусинда узгартирадиган система геометрик 
узгармас булади. Шунинг учун хам бир ук устида ётувчи 
икки стержень ва уч шарнирдан ташкил топган системалар 
о н и й  у з г а р у в ч а н  системалар деб аталади.

Агар икки стержень ва уч шарнир бир ук устида ётмаса, 
у холда ёйлар умумий уринмага эга булмайди (1.6- раем,
б ). С нуктаси бу системада кичик бир масофага кучиши 
учун стерженлар деформацияланиши лозим булади. 
Бундай системанинг геометрик Узгармас булишини юкори- 
да куриб утдик.

Демак, геометрик ^згармас система хосил килиш учун 
янги кУшиладиган тугун ва уни дастлабки система билан 
6of/iob4h икки стержень бир ук устида ётмаслиги лозим 
экан. Геометрик Узгармас система хосил кнлишнинг асосий 
коидаси ана шундан кборат.

. Ш у  коида асосида геометрик узгармас стерженли 
система ферма хосил килиш тартибини куриб чикайлик 
(1.7- раем).

L ^ — '
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Дастлабки геометрик узгармас система асос сифатида 
энг оддий система abc учбурчагини кабул киламиз. Бу



учбурчакка бирин-кетин икки стержень оркали янги 
тугунларни кушиб борамиз. Тугунларни кушиш тартиби 
чизмада ракамлар билан курсатилган. Эътибор беринг: 
хар бир янги тугун ва икки стержень бир ук. устида 
ётмайди.. Ш у тартибда хосил килинган ферма узгармас 
булади.

Текшириш учун тугунларни ва уларга туташган икки 
стерженни тескари тартибда бирин-кетин ташлаб юбора- 
миз. Агар ташлашлар охирида учбурчакли система колса, 
у холда берилган система геометрик узгармас булади. 
Бизнинг мисолда айнан шундай: тугунларни 9-тугундан 
бошлаб бирин-кетин ташлаб юборсак, охирида аЬс 
учбурчаги колади. Демак яхлит ферма геометрик узгармас 
система экан.

Энди стерженли системаларнинг геометрик узгармас- 
лик шартларини формула оркали ифода этишга уриниб 
курамиз.

Геометрик узгармас оддий ферма стерженлари сонини 
S, тугунлари сонини К  деб белгиласак, стерженлар сони 
билан тугунлар сони орасидаги богланишни куйидаги 
тартибда ифодаласа булади: асосий учбурчак учта тугун 
ва учта стерженга эга: бунга келиб кушилувчи хар бир 
янги тугун сон жихатдан (К  — 3) га тенг б^либ, хар бир 
тугунга иккитадан стержень туташган булади. Натижа- 
да ферма стерженларининг умумий сони куйидагича б у ­
лади:

S  =  3 +  2 (/ (- 3 )
ёки

S  =  3/(— 3. ( I I )
Бу ерда куйидаги уч хол учраши мумкин:

1) 5<2/С — 3, бунда система геометрик узгарувчан, 
статик аник булади; чунки стерженлар сони талаб этилган 
сондан кам;

2) S  =  3/C— 3, бунда система геометрик узгармас, 
статик аник булади; системадаги стерженлар сони талаб 
даражасида, ортик хам эмас, кам хам эмас;

3) 5>2/С — 3, бунда система геометрик узгармас, 
статик ноаник булади; чунки стерженлар сони керагидан 
ортикча.

Куриб утилган уч холдан биринчиси бинокорлик учун 
ярамайди, колган икки хол курилиш конструкцияларини 
каноатлантиради. Чунки иншоотлар статик аник ёки



ноаниклигидан катъи назар геометрик узгармас булиши 
даркор.

Бирок стерженли системанинг формулани каноатлан- 
тириши масаланинг бир томони холос. Масаланинг 
иккинчи томони хам бор: системанинг геометрик узгармас- 
лигини таъминлашда унинг тузилиши хам катта роль 
уйнайди. Масалан, 1.8-расмда стерженлари сони форму­
лани каноатлантирадиган иккита ферма тасвирланган. 
Формулага кура хар иккалови хам геометрик узгармас 
система булиши керак. Бирок ферманинг тузилишига кура 
улардан бири (а) геометрик узгармас, иккинчиси (б) гео­
метрик узгарувчанднр. Иккинчи ферманинг охирги паиели 
геометрик узгарувчан туртбурчакли системадан ташкил 
топганлиги сабабли у геометрик узгарувчандир.

1.6. С Т ЕРЖ ЕН Л И  С И С ТЕМ А Л А РН И Н Г 
ЭРКИ Н Л И К  Д А РА Ж А Л А РИ

Нукта ёки системанинг холатини белгиловчи геометрик 
параметрлар сони э р к и н л и к  д а р а ж а с и  деб аталади.

А  нуктасининг холатини х ва у  параметрлари белгилай- 
ди (1.9- раем, а). Демак нуктанинг эркинлик даражаси 
иккига тенг.

Ясси диск (масалан, фанер парчаси)нинг эркинлик 
даражасини куриб чикамиз (1.9-раем, б). Дискнинг 
Холатини белгиловчи геометрик параметрларни белгилаш 
учун диск сиртида А В  кесмасини утказамиз. Бу кесманинг



холатини х, у, ф параметрлари 
оркали билишимиз мумкин. 
Т,емак, АВ  кесмасининг эркин- 
ик даражаси учга тенг. АВ 

<есмасининг холатини белги* 
ловчи параметрлар (х, у, <р) 
дискнинг холатини хам белги- 
лайди, чунки кесма диск сир-

1.10-раем ТИда ётибди. Бундан дискнинг
эркинлик даражаси хам 

учга тенг булади, деган хулоса келиб чикади. Бунинг 
маъноси шуки, диск уч йуналишда эркин харакат килади: 
вертикал ва горизонтал йуналишларда кучиши хамда 
бирор нуктага, масалан, А нуктасига нисбатан айланиши 
мумкин.

Диск ёки стерженнинг эркинлик даражасига чек 
куядиган хар кандай курилма б о г л а н и ш  деб аталади. 
Шарнирлар ва таянч стерженлари богланиш хисобланади. 
Хар бир шарнир иккита, хар бир таянч стержени эса битта 
эркинлик даражасига чек куяди.

Яхлит бир диск олайлик. Агар унга хеч кандай 
богланиш куймасак, унинг эркинлик даражаси учга тенг 
булишини юкорида куриб утдик. Энди диекка А шарнири- 
ни куямиз (1.10-раем) (стол устида ётган фанера 
парчасига бир дона мих кокамиз, дегандай ran ), Б у  билан 
дискнинг иккита эркинлик даражасига чек куйилади 
(фанера икки йуналишда харакат килиш имкониятидан 
махрум булди, дегандай ran). Бирок диск А шарнири 
атрофида айлана олади. Агар диекка яна бир богланиш — 
таянч стержени В  ни куйсак, диск, айланиш имкониятидан 
хам махрум булади.

Мана шу мулохазалар асосида стерженли система- 
ларнинг эркинлик даражасини аниклашга дойр формулани 
ёза оламиз. Агар системанинг эркинлик даражасини W, 
дисклар сонини Д, шарнирлар сонини Ш  ва таянч 
стерженлари сонини Ст деб олсак, стерженли системанинг 
эркинлик даражасини аниклайдиган формула куйидагича 
ифодаланади:

W  =  3D  — 2LU — Ст (1.2)
Бу формуланинг замирида юкоридаги мулохаза ётибди, 

яъни хар бир диск учта эркинлик даражасига эга, хар бир 
шарнир иккита эркинлик даражасига чек куяди ва хар бир 
таянч стержени битта эркинлик даражасига чек куяди.



Шарнирлар сонини хисоблашда, улар иккига — оддий 
ва мураккаб шарнирларга ажратилади. Икки дискни 
бирлаштирувчи шарнир оддий, нккидан ортик дискни 
бирлаштирувчи шарнир эса — м у р а к к а б  шарнир деб 
аталади. Шарнирлар сони дисклар сонидан битта кам 
булади, яъни

,Ш = Д - 1
Стерженли системаларнинг эркинлик даражаларини 

аниклашда хам куйидаги учта холга дуч келамиз:
1) Ц7=0; бунда система геометрик узгармас, статик 

аник булади.
2 ) Ц7>0; бунда система геометрик узгарувчан, статик 

аник булади;
3) № < 0 ; бунда система геометрик узгармас, статик 

ноаник, ортикча богланншларга эга булади.
Мисол: Ясси ферманинг эркинлик даражасини аник­

лаш  керак (1.11- раем).
Дисклар сони Д = 7;
Шарнирлар сони Ш = 9  (шаклда шарнирлар сони 

ракамлар билан курсатилган);
Таянч стерженлари сони Ст=  3; эркинлик даражаси 

«7 =  3-7— 2-9— 3= 0;
Демак, ферма геометрик узгармас, статик аник экан.

1.7. КУЧЛ АР ТАЪ С И РИ Н И Н Г М УСТАКИ Л ЛИ  ГИ КОИ ДАСИ 
ВА УМ УМ ЛДШ М А ЭП Ю РА Л А Р

Курилиш механикасида катта ахамиятга эга булган бу 
крида куйидагича таърифланади:

Агар иншоотга бир неча кучлар куйилган булса, 
уларнинг биргаликдаги таъсиридан хосил булган натижа 
хар бир кучнинг алохида таъсиридан хосил булган 
натижалар йигиндисига тенг булади.



Бу коиданииг мохиятини ой- 
динлаштириш учун оддий 
бир мисол келтирайлик. Б ал ­
канинг чап таянч реакцияси 
R a ни ( J . 12-раем, а ) икки 
хил йул билан аниклаймиз. 
Биринчи усул буйича R a та ­
янч реакцияси учала куч (P i;  
Р 2; Рз) таъсирида бир йула 
аникланади: /?а= З к Н  чика­
ди. Иккинчи усулга кура 
кучлар навбатма-навбат 
куйилади ва хар бир куч- 
га мос равишда реакция- 
лар аникланади. Топилган 
реакцияларнинг киймати 

чизмаларда берилган (1.12- раем, б, в, г). Реакциянинг ту ­
лик киймати алохида топилган реакциялар кийматлари- 
нинг йигиндисига тенг булади: R a =  R l -\~R2-t-R3=  1,5 +  
+ 1  +  0 ,5= ЗкН .

, Шундай килиб, балка га кучлар бир йула куйилгандаги 
реакциянинг киймати кучлар алохида-алохида куйилган 
Холдаги реакциялар кийматларининг йигиндисига тенг 
чикди. Кучлар таъсирининг мустакиллиги коидаси деган 
иборанинг маъноси ана шундан иборат.

Кучлар таъсирининг мустакиллиги коидаси эластиклик 
чегарасида кулланилади. Реакция ва ички кучларни 
аниклашда иншоот деформацияланмаган деб фараз 
этилади. Кулланиладиган тенгламалар чизиксиз булса, 
мазкур усулдан фойдаланиб булмайди.

Умумлашма эпюралар. Маълумки, курилиш конструк- 
цияларига турли хил юклар таъсир этади. Хар бир юкнинг 
узига яраша эпюралари булади. Шундай холлар буладики, 
маълум бир кесимда энг катта момент бир хил юкдан хосил 
булса, бошка кесимда бошка юкдан хосил булади. 
Мухандисни эса максимал зурикишлар кизнктиради. 
Максимал ёки минимал зурикишларни аниклаш максади- 
да умумлаштирилган эпюралар курилади.

Купинча иншоотга доимий ва муваккат юклар таъсир 
этади. Доимий юклар иншоотга муттасил равишда таъсир 
этиб, муваккат юкларнинг таъсир этиш вакти, киймати ва 
Урии узгариб туради. Бу эса ^з навбатида иншоот 
кесимларидаги зурикишларнинг узгаришига олиб келади. 
Бундай холларда зурикишларнинг максимал ёки минимал

1.12- р а с м



кийматларини аниклаш учун доимий хамда муваккат 
юкларнинг турли вариантлари учун алохида эпюралар 
курилади. Доимий юкдан хосил булган зурикиш билан 
муваккат юкдан хосил булган мусбат зурикишларнинг 
й и р и н д и с и  S max ни, яъни тулик максимал зурикишни, 
манфий з^рикишлар й и р и н д и с и  эса S min ни, яъни тулик 
минимал зурикишни беради;

^т»х~ 5доим+ 2  (+  5 мув)
5 т1п==5донм +  2 ( - 5 муй) (1.3)

Бу  ерда S A0HM — доимий юкдан хосил булган зурикиш; 
^ (4 - 5 нув), 2 ( — 5 мув) — муваккат юклардан хосил булган 
мусбат ва манфий зурикишлар.

Зурикишларнинг аникланган кийматларини ягона 
масштабда бир ук устига жойлаштирилади ва туташ чизик 
билан туташтирилади. Хосил булган график у м у м л а ш -  
ма  э п ю р а  деб аталади. Мазкур эпюрага дойр мисол 
статик ноаник узлуксиз балкалар хисобида берилган.

Курилиш конструкцияларини хисоблашда (масалан, 
арматуранинг кесимини танлашда) эпюрадан мутлак кий­
мати катта булган момент танлаб олинади; конструкция- 
нинг мустахкамлиги ана шу момент буйича текширилади.

2- боб

Т А Ъ С И Р Ч И З И К Л А Р И  Н А ЗА РИ ЯС И

2.1. ТАЪСИР ЧИ ЗИ КЛ А РИ  Х.АКИДА ТУШ УНЧА

Замонавий иншоотларнинг кузралувчан юклар таъси- 
рига бардошлилигини аниклаш катта ахамиятга эгадир.

Маълумки, куприк, эстакада, кран ости балкалари 
сингари катор мухандислик иншоотларини хисоблашда 
биз кузралувчан юкларга дуч келамиз.

Иншоотларнинг кузгалувчан юклар таъсирига бардош­
лилигини аниклашда, асосан, куйидаги икки масала хал 
этилади:

Русчада бу атама «огибающая» ёки «объемлющая» деб юритилади. 
Бу  сузларнинг узбек тилига айнан таржимаси атама маъкоснга унча 
т^рри келмаганлиги сабабли асли маъиосига якинрок термин кабул 
килднк.



1. Харакатланувчи юклар системаси таъсирида иншоот 
кисмларида хосил буладиган зурикишлар, иншоотнинг 
таянч реакциялари, эгувчи моментлари, кундаланг ва 
буйлама кучлари, ферма стерженларидаги зурикишлар ва 
X- к. аникланади.

^2. Харакатланувчи юклар системаси таъсирида иншоот 
кисмларида хосил буладиган энг катта зурикишлар 
аникланади, яъни харакатланувчи юклар системасининг 
иншоотда энг нобоб жойлашуви масаласи хал этн- 
лади.

Иншоот буйлаб бирлик куч (Р = 1 )  харакатланганда, 
иншоот кисмларидаги куч омилларининг ^згаришини 
ифодаловчи график таъсир чизиклари деб аталади. Куч 
омиллари деганда хосил буладиган ички кучлар (М , Q, 
N ) ва таянч реакциялари тушунилади.

Иншоот буйлаб харакатланувчи бирлик кучнинг хола­
тини белгиловчи абциссани х билан, иншоотдаги зури- 
кишни S  билан белгиласак, у холда зурикишнинг таъсир 
чизик тенглама,си куйидагича ифодаланади:

S  =  f(*)-
Таъсир чизикларини чизишнинг с т  а т и к  ва к и н е м а ­

т и к  усуллари мавжуд.
Статик усул харакатланувчи бирлик куч ( Р = 1 )  нинг 

ихтиёрий холати учун мувозанат тенгламаларини тузиб, 
улардан изланаётган зурикишнинг аналитик ифодасини 
тузишга асосланган.

Бу аналитик ифода ёрдамида зурикиш S  нинг узгариш 
графиги чизилади.

Кинематик усул ёрдамида таъсир чизикларини куриш 
мумкин булган кучишлар коидасига асосланади.

2.2. О Д Д И Й  БА ЛКАЛ АРД А ЗУ Р И К И Ш Л А Р Н И Н Г  
ТАЪСИ Р ЧИ ЗИ КЛ А РИ

Агар иншоотга кузгалувчн кучлар тизими куйилган 
булса, уларни аввало харакатланувчи бирлик куч 
(Р = 1 ) таъсирига хисобланади.

Оддий балкаларга куч омилининг таъсир чизигини 
куриш учун бирлик кучни- балканинг тегишли нукталарига 
жойлаштириб, бизни кизиктираётган миклорнинг узгариш 
конунини ифодаловчи тенглама тузилади ва унинг графиги 
чизилади.



Оддий балкаларда таянч реакцияларининг 
таъсир чизиклари

Бирлик куч балка буйлаб харакатланганда, таянч 
реакцияларининг кай тарзда ^згаришини куриб чикамиз. 
Бирлик кучни шаклда курсатилганидек жойлаштирамиз 
(2.1 - раем).

R a таянч реакциясини аниклаш учун В  таянчига 
нисбатан статиканинг мувозанат тенгламасини тузамиз

R a-l — P ( l — x )=  0;

R a*
Р ( 1—  х )  l — x  

[ ~  I ( 2. 1)

Демак, бирлик куч (Р = 1 )  балка буйлаб харакатланса, 
R a таянч реакциясининг узгариши тугри чизик буйлаб 
содир булади.. Шаклга кура х нолдан I гача узгаради. 
Тугри чизикни утказиш учун х га кийматлар берамиз:

х =  0 булса Rq=\\ 
х= 1  булса Ra =  0 булади.

Ш у  икки нукта координаталари ёрдамида R a таянч 
реакциясининг таъсир чизиги курилади (2.1-раем, а).



А  таянчига нисбатан тузилган статиканинг мувозанат 
тенгламасидан R b реакцияси топилади:

=  P-x — R b' l  =  О,
Р - Х  XRb= I (2.2)

Бу ерда Q ^ x ^ l  эканлигини хисобга олсак, 
х= 0 , Rt,=:0; 
x = l,  R b=  1 булади.
Демак Rb таянч реакциясининг таъсир ч и з и р и  хам 

турри чизик тенгламаси оркали курилар экан (2.1- раем, 
б).

R a ва Rb таянч реакцияларининг таъсир чизиклари 
мусбат ишорали булиб, ординаталари улчамсиз мик- 
дордан иборатдир.

Икки консолли балка учун таянч реакциясининг 
таъсир чизимари

Икки консолли балка учун (2.2- раем) таянч реакция­
ларининг таъсир чизикларини куриш оддий балка учун 
амалга оширилган усуллар ёрдамида бажарилади.

Масалан, балканинг чап таянч реакцияси R a нинг 
таъсир ч и з и р и н и  куриш учун мувозанат тенгламасидан 

/ — х—-— ни топамиз.
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Б у  ерда x масофа куйидаги тарзда узгаради:
—  +  & 

х га кийматлар берамиз:

* =  — a, tfa= I+ - y ;

х= а, R a =  1;
x =  l, R a =  0; 

х= 1+ Ь, Я „ = —

Б у  ординаталар ёрдамида курилган R a нинг таъсир 
чизири 2.2- раем, а, да ифодаланган. Rb таянч реакцияси- 
нинг таъсир чизиги хам шу тарзда чизилади (2.2, в- раем).

Демак, консолли балка таянч реакцияларининг таъсир 
чизиклари оддий балка таянч реакцияларининг таъсир 
чизирига асосланган булиб, асосий тугри чизик консол 
учигача давом эттирилар зкан.

Оддий ва консол балкаларда эгувчи момент ва кундаланг 
кучларнинг таъсир чизиклари

Аввало эгувчи момент ва киркувчи кучларнинг таъсир 
чизиклари оддий балка учун куриб олинади, кейин 
консолга давом эттирилади. Одатда, М  ва Q нинг таъсир 
чизири бирор кесим учун курилади. К  кесимдаги эгувчи 
момент М* нинг таъсир чизигини курайлик. Кесимгача 
булган масофалар, 2,3, а- расмда ифодаланган.
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Таъсир чизигини куришда мусбат ишорали ордината- 
лар укдан юкорига, манфий ординаталар эса укдан пастга 
жойлаштирилади.

-Бирлик куч К  кесимидан унгга харакатланса, у холда 
чап кием учун мувозанат тенгламаси куйидаги куринишга 
эга булади:

M „ =  R „-a=  ± f - a ,  (2.3)

Демак, эгувчи моментнинг таъсир чизиги R a реакцияси 
га боглик экан, яъни R a нинг ординаталарини а га 
купайтирсак, Af* нинг таъсир чизиги келиб чикар экан.

Таъсир чизигини куриш учун А таянч йуналиши буйича 
абсцисса укига перпендикуляр холатда а масофаси 
жойлаштирилади, топилган нукта унг таянч остидаги 
нукта билан туташтнрилади аа шу тугри чизикк.а К  кесим 
проекцияланади. Бу ерда kb масофа эгувчи момент таъсир 
чизигининг у н г ч и з и г и  дейилади (2.3, в-раем).

Агар бирлик куч К  кесимининг чап кисмида хара­
катланса, у холда кесимнинг унг кисми учун мувозанат 
тенгламаси куйидагича булади:

M k =  R b-b =  j- b  (2.4)

Бу ерда хам эгувчи моментнинг таъсир чизиги таянч 
реакцияси /?* га богликдир, яъни Rt> нинг ординаталарини 
«6» га купайтирсак, Мл нинг таъсир чизиги келиб чикади.

Хосил булган кийматлар буйича М* нинг таъсир 
чизигини к,урамиз (2.3-раем). Бунинг учун Rb таянч 
реакцияси йуналиши буйича абсцисса укига перпендику­
ляр «Ь» масофа улчаб куйилади, хосил булган нукта b чап 
таянч билан туташтирилади ва шу тугри чизикка К кесим 
проекцияланади. Хосил булган ак узунлик, эгувчи момент 
таъсир чизигининг ч а п ч и з и г и  дейилади,

Хар икки унг ва чап т^гри чизиклар К  кесим остида 
кесишади, чунки х =  а булганда, М чкап — М [нг булади.

Шундай килиб, akb синик чизиги К  кесимидаги эгувчи 
моментнинг таъсир чизиги булади.

Эгувчи момент таъсир чизигининг ординаталари узун­
лик Улчамида, яъни м(см) да улчанади. Эгувчи момент 
таъсир чизигининг ташки куриниши эгувчи момент 
эпюраси билан маълум ухшашликка эга, лекин шунга 
карамай булар орасида кескин фарк бор. Эгувчи момент



эпюрасидан фойдаланиб, ташки кучлар таъсирида истаган 
кесимда хосил булган эгувчи моментни топа оламиз. 
Эгувчи моментнинг таъсир ч и з и р и  оркали эса маълум бир 
кесимдаги эгувчи моментнинг кийматини топа оламиз, 
холос.

Энди кундаланг кучларнинг таъсир ч и з и р и н и  куришга 
утамиз.

Балканинг К, кесимидаги кундаланг куч Q* н и н г  таъсир 
ч и з и р и н и  куриш учун бирлик куч (Р = 1 ) нинг икки 
холатини куриб утамиз (2.4. а-раем).

Биринчи холат. Бирлик куч К  кесимининг чап кисмида 
харакатланади, деб фараз этайлик, у холда унг кием 
мувозанат тенгламаси куйидаги куринишда ёзилади:

Иккинчи холат. Бирлик куч К  кесимининг унг кисмида 
харакатланмокда, деб кабул килинади, у холда чап кием 
учун тузилган мувозанат тенгламаси куйидаги куринишга 
эга булади:

Qk нинг таъсир ч и з и р и н и  куриш учун чап таянч остига 
бирор масштабда мусбат бирлик ординатани жойлашти- 
риб, уни унг таянч остидаги ноль нукта билан туташтира- 
миз, сунгра унг таянч остига манфий бирлик ординатани 
жойлаштириб, уни чап таянч остидаги ноль нукта билан 
туташтирамиз.

1

2.4- р а е м

2 Г = О , Q ™ = - R b= - ± (2.5)

(2.6)
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2.5- ра е м

Ш у тарзда бир-бирига параллел булган чап ва унг 
турри чизикларга эга булдик. Чап турри чизик чап 
таянчдан К  кесимгача, унг турри чизик эса К  кесимидан. 
унг таянчгача булган ораликларда Q* нинг узгаришини 
ифодалайди {2.4-раем, б).

Штрихланган юза Q* нинг т а ъ с и р и  ч и з и р и  деб 
аталади.

Кундаланг кучнинг таъсир чизиклари таянч реакцияла- 
рининг таъсир чизиклари каби улчамсиз булади.

Консол балканинг К  кесими учун ички кучлар (М* ва Q* 
нинг) таъсир чизиклари курилиши талаб килинса, у холда 
иш оддий балкадагига ухшаш амалга оширилади. Бунинг 
учун балканинг таянчи оралирига Afl* ва Q* нинг таъсир 
ч и з и р и  курилади, сунгра чап турри чизик чап консол 
учигача, унг турри чизик эса унг консол учигача давом 
эттирилади (2.5- раем, а, б).

Агар кесим балканинг консол кисмида берилса, эгувчи 
момент ва кундаланг кучларнинг таъсир чизикларини 
куриб утамиз.



Кг кесими балканинг чап консолида жойлашган булсин 
(2.5-раем, а ). нинг таъсир чизигини куриш учун 
бирлик юкнинг икки холатини караб чикамиз.

1. Бирлик куч (Р= 1 ) кесимнинг чап кисмида хара­
катланса, у холда

M ™ = P ( c  — xi) =  -  (с —xi),

х, =  0, М % п= — с,

х {~ с , М ц̂п—  0 булади.

Чап тугри чизикни утказиш учун Х [= 0  нуктасига 
с ординатасини маълум масштабда жойлаштирамиз, 
сунгра уни х\= с кесимидаги ноль нукта билан бирлашти- 
рамиз (2.5-раем, г).

Бирлик куч К 2 кесимининг унг кисмида харакатланса, 
ун г= 0  булади. Демак, унг тугри чизик нолга тенг 

булиб, балка укининг устида ётади. нинг чап ва унг 
тугри чизиклари Кг кесими остида кесишади.

Q  ̂ нинг таъсир чизигини куриш учун хам бирлик
юкнинг икки холатини текширамиз. Бирлик куч Кг 
кесимининг чап кисмида харакатланса, у холда консол 
киемнинг мувозанат тенгламаси куйидагича булади:

Q ^ нинг чап тугри чизиги консол учидан балканинг
абсцисса укига параллел булади (2.5-раем, д).

Кузгалувчан бирлик куч Кг кесимининг унг кисмида 
харакатланса, у холда чап кисмининг мувозанат тенглама­
си Q ^ r =  0  булади.

Демак, унг тугри чизик нолга тенг булиб, балканинг 
уки устида ётади (2.5-раем, д). Балканинг чап консол 
кисмида жойлашган Кз кесими учун ва ларнинг
таъсир чизиклари кжорида баён этилган тартибда 
амалга оширилади (2.5-раем, е).



2.3. 37РИ К .И Ш Л А Р К.ИЙМАТИНИ ТАЪСИР Ч И ЗИ К Л А РИ  
ЁРД АМ И Д А АНИКЛАШ

Ш у бобнинг бошлангич кисмида таъсир чизикларини 
куриш тартиби билан танишиб утдик. Энди шу таъсир 
чизиклари ёрдамида зурикишларнинг (яъни эгувчи мо­
мент, кундаланг куч ва таянч реакцияларининг) киймати- 
ни аниклаш масаласига тухталамиз.

Кузгалмас юкларнинг иншоотга йигик, ёйик ва жуфт 
куч тарикасида куйилиши бизга маълум. Кучларнинг хар 
кайси турини алохида равишда куриб чикамиз.

Иншоотга йигик кучлар тизими куйилган х,ол

Балкага Р\ кучи таъсир этади, дейлик. Б у  холда 
исталган зурикиш S  нинг киймати мазкур куч билан шу 
куч йуналишида таъсир чизигидан олинган ординатанинг 
купайтмасига тенг булади, яъни зурикишнинг киймати 
Р \ ’У\ булади.

Агар иншоотга кучлар тизими куйилган булса 
(2.6-раем, а) кучлар таъсирининг мустакиллиги коидаси- 
га кура тулик зурикишнинг киймати куйидаги формула 
ёрдамида аникланади:

■S—  — Р \  - у  \ Л ~ Р 2 ‘ У 2 - \ - Р ъ 'У з - \ - Р а 'У а - \ ~  ■ • • - \ - Р п -Уп,

ёки 5 =  £  Р г у{. (2.7)
П »  1

Бу ерда yi —  таъсир чизигида Pi куч йуналишидаги 
ордината.

Иншоотга ёйнк юк куйилган хол

Иншоотга куйилган ёйик юкдан узунлиги dx булган 
кичкина булакча ажратамиз ва бунга мос келган ёйик



юкни элементар йигик куч q(x)dx оркали ифодалаймиз 
(2.7-раем). Элементар кучдан хосил булган элементар 
зурикиш (2.7) формулага асосан куйидагича аникланади:

dx =  q ‘dx-dy. (а)
Зурикишнинг тулик кийматини аниклаш учун (а) 

тенгликни интеграллаймиз 
ь

S  =  ^q-dx’dy=q-w. (б)

Бу ерда q— ёйик юк интенсивлиги;
ш

со — таъсир чизигида ёйик юк куйилган ораликка 
мос келувчи юза

Иншоотга жуфт кучлар куйилган хол

Моментдан хосил булган зурикишни аниклаш учун 
момент икки жуфт йигик кучларга ажратилади 
(2.8- раем).

мM =  P-dx, бундан Р = - — .



Й и р и к  кучлар таъсирида вужудга келадиган зурикиш 
(2.7) формулага асосан аникланади:

S  =  P-y2 — P'y\ =  P{y2 — y \ ) = P - d y ,

S  =  М  =  М • tqa, dx ^

S  — M ’ tqa.
Бу ерда а  — момент куйилган нуктада таъсир чизирига 

утказилган уринма билан абсцисса уки орасидаги бурчак.
Агар иншоотга бир йула йигик куч, ёйик куч ва жуфт 

кучлар куйилган булса, у холда хосил булган зурикишлар 
микдори таъсир ч и з и р и  ёрдамида умумий холда куйидаги­
ча аникланади:

5 =  ( 2*8 )
/—I j-i <-]

Бу формуладан фойдаланишда куйидаги ишора коида- 
сига амал килинади:

1. Юклар юкоридан пастга йуналган булса, улар 
мусбат деб кабул килинади.

2. Момент соат стрелкаси буйича йуналса, мусбат 
олинади.

3. Таъсир чизиридан олинган ордината у, ва юза со,- 
уз ишораси буйича олинади.

4. Агар а  бурчак соат стрелкасига тескари йуналишда 
ортиб борса, мусбат булади.

2.4. Ю К  Т У ГУ Н Л А Р  О РКА Л И  УЗАТИЛГАНДА ТАЪС И Р 
ЧИ ЗИ КЛ А РИ Н И  к у р и ш

Бинокорликда шундай иншоотлар учрайдики, ташки 
юклар асосий балкага бевосита куйилмай, балки бошка 
ёрдамчи балкалар оркали таъсир этади (2.9-раем).

, Шаклдан куриниб турибдики, ташки юклар ёрдамчи 
буйлама балкачалар буйлаб харакатланмокда. Бундай 
системаларда ташки юклар асосий балкага тугунлар 
оркали узатилади.

Кундаланг балканинг асосий балкага таянган жойи 
тугун, икки кУшни тугун оралири панел узунлиги деб 
аталади ва d харфи билан белгиланади (2.9-раем).

Энди ташки юк ёрдамчи балка буйлаб харакатланиб, 
асосий балкага тугунлар оркали таъсир этишини куриб 
утамиз (2.10-раем).



Харакатланувчи бирлик куч 2 — ва 3 — тугунлар 
орасида жойлашган дейлик: агар куч 2 — таянчдан 
х масофада ва 3 — таянчдан d — x масофада жойлашган 
булса, у холда унинг иккинчи ва учинчи тугунлардаги 
ташкил этувчи кийматлари куйидаги формула билан 
ифодаланади (2.10-раем):

2.10- раем, б да ифодаланган эгрилик бирлик кучнинг 
асосий балка буйлаб харакатланишидан хосил булган 
таъсир чизиги десак, у холда

$ =  Р2-У2+ра'Уз =  ~ р г 'У 2  +  ̂ 'У з  (2-9)

булади.
Зурикиш 5 нинг кийматини аниклаш учун тузилган бу 

тенглик тугри чизик тенгламасини ифодалайди, шу 
сабабли уч билан уз узаро тугри чизик ёрдамида 
туташтирилади (2.10-раем, б).

Демак, юк асосий балкага тугунлар оркали таъсир 
этганда, бирор кесимнинг таъсир чизигини куриш учун, 
аввало, ёрдамчи балкаларни эътиборга олмасдан, балки 
оддий балканинг шу кесими учун тегишли таъсир 
чизиклари курилади. Кейин чап ва унг тугунлар тегишли 
тугри чизикларга проекцияланади. Топилган нукталар
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тугри чизик ёрдамида туташтирилади (2 .11 - раем, а, б, и ).
Бу расмда akb асосий балканинг К кесими учун 

курилган эгувчи момент таъсир чизиги; adkb юк тугунлар 
оркали таъсир этган хол учун эгувчи момент таъсир чизиги 
(2.11 - раем, 6) \ akikxb — оддий балканинг К  кесими учун 
курилган киркувчи кучнинг таъсир чизиги (2.11- раем, в ) ; 
ad kb — юк асосий балкага тугунлар оркали таъсир 
этганда хосил булган киркувчи кучнинг таъсир чизиги 
(2.11 * раем, в ) .

2.12: расмда консолли балкага ташки юк тугунлар 
оркали таъсир этган хол учун М  ва Q нинг таъсир 
чизиклари тасвирланган. 2.12- раем, а да берилган балка 
акс этган; б ва в да Ki кесим учун, г ва д да эса Кг кесим 
учун М ва Q нинг таъсир чизиклари чизилган.

.Шундай килиб, юк асосий балкага тугунлар оркали 
узатилганда, зурикишларнинг таъсир чизиклари куйидаги 
тартибда курилади:

1. Зурикишларнинг таъсир чизиги, аввало, юк тугунлар 
оркали узагилишини эътиборга олмаган холда асосий 
балка учун курилади.

2. Кесимнинг чап ва унг кисмида жойлашган куш ни 
тугунлар тегишли чизикларга проекцияланади ва н.укта- 
лар узаро туташтирилади.

Хосил булган график юклар асосий балкага тугунлар 
оркали таъсир этган хол учун курилган таъсир чизиги 
булади.

2.5. ТАЪСИР Ч И ЗИ КЛ А РИ  К У Р И Ш Н И Н Г  
КИ Н ЕМ А ТИ К УСУЛИ

Таъсир чизикларини кинематик усулда куришда 
кучишлар эпюрасидан фойдаланилади. Бунинг учун 
асосий системада з^рикиши изланаётган богланиш таш ­
лаб юборилади хамда мумкин булган (жоиз) кучишлар 
коидасидан фойдаланилади. Бу коидага кура, агар 
система мувозанат холатда булса, хар кандай кичик жоиз 
кучишларнинг вужудга келишида ташки кучлар бажара- 
диган ишларнинг йигиндиси нолга тенг булади.

Мисол тарикасида оддий балканинг R a реакцияси учун 
кинематик усулда таъсир чизиги курамиз (2.13-раем,
а). А таянчини ташлаб юбориб, урнига R a реакция кучини 
куямиз. A-В балка чексиз кичик бурчак а га кучди дейлик. 
Бурчак кичик булганлиги сабабли балка уки кучишларини 
вертикал деб кабул килса булади. Р  кучи куйилган



нуктанинг кучишини 6Р, R a кучи куйилган нуктанинг 
кучишини 6а деб белгилаймиз. Жоиз кучишлар коидасига 
мувофик балкага таъсир этувчи кучлар бажарган иш 
булади. Куч йуналиши билан кучиш йуналиши карама- 
карши булганлиги сабабли Ra кучи бажарган ишнинг 
ишораси манфий олинган.

Р  ■ 6р— R a- Ьа=  О,
Р= 1  эканлигини эътиборга олсак, (а) дан

келиб чикади. Бирлик куч кузгалувчаи булганлиги учун Ьр 
кучиш хам узгарувчан булади. 6в эса узгармас микдордир.

Бинобарин, Ra реакциясининг таъсир чизиги дР кучиш­
нинг эпюраси тарикасида хосил килиниши мумкин. Бунда 
таъсир чизигининг ординаталари кучиш ординаталаридан 
ба маротаба кичик булади (2.13- раем, в).

Кинематик усулда курилган таъсир чизигининг статик 
усулдаги шакли билан бир хил эканлиги куйидаги 
ифодадан куриниб турибди (2.13-раем, б ) :

bp =  x-tqa\ ba =  l'tq a .

Буларни (б) га куйсак, R a =  у  келиб чикади.



Навбатдаги мисолда (2.14- раем, а) балканинг К  кеси­
мидаги эгувчи момент таъсир ч и з и р и н и  кинематик усулда 
курамиз. Балканинг К  кесимига шарнир киритамиз, 
натижада балканинг битта богланиши йуколади. Йукол- 
ган борланишни момент Mk билан алмаштирамиз 
(2.14- раем, б ) .

К  шарнири чексиз кичик масофа Й* га кучди дейлик. Бу 
кучишнинг вужудга келишида Af* ва Я  кучлари куйидаги 
ишни бажаради:

Р-6р- М Асс-М *.р  =  0. (в)
Mk нинг йуналиши бурилиш бурчаклари а  ва р нинг 
йуналишига карама-карши булганлиги сабабли ишораси 
маифий олинди. (в) ифодасидан

келиб чикади. Бу ерда
»*



(г) ифодасидан куринадики, Mk нинг таъсир чизиги хам 
вертикал кучишлар Ьр эпюраси каби булиб, кийматига 
кура ундан 6* х маротаба кам булар экан (2.14* раем, в ) .

(д) ифодани (г) га куйсак,

келиб чикади. Бу эса статик усулдаги унг тугри чизикнинг 
тснгламасидир.

3- боб
КУП  О Р А Л И К Л И  СТАТИК А Н И К  Б А Л К А Л А Р

■8.1. УМ УМ ИЙ М АЪЛУМ ОТЛАР

Куп ораликли статик аник балкалар бир ораликли 
консолли балкаларни шарнирлар воситасида бириктириш 
йули билан хосил килинади (3.1-раем). Куп ораликли 
шарнирли балкалар ёндош ораликларни ёпишда куллани- 
лади. Бундай ораликларни ёпишда кетма-кет жойлашган 
бир ораликли балкалардан фойдаланса булмайдими, деган 
савол тугилиши табиий. Т$три, назарий ва амалий 
жихатдан фойдаланса булади. Аммо иктисодий жихатдаи 
максадга мувофик эмас. Чунки бир хил юк таъсирида бир 
ораликли балкаларда куп ораликли балкаларга нисбатан 
купрок зурикиш хосил булади, демак купрок материал 
сарф булади, конструкция ваздоинлашади. Куп ораликли 
шарнирли балкалар статик аник булганликлари сабабли 
хароратнинг узгариши ёки таянчларнинг чукиши натижа­
сида кушимча зурикишлар пайдо булмайди. Бу эса унинг 
афзаллик томонлари хисобланади.

Куп ораликли балкаларда шарнирлар булмаса, систе­
ма статик ноаник узлуксиз балкаларга айланиб колади. 
Уларни бир-биридан фарклаб турадиган элемент шарнир-

7&Г °  ° Z 0 °  77̂ Т

Ъ&Ьг 7. ° 7&Г 77̂ 7̂



дир. Узлуксиз балкалар хакида дарсликнинг 8- бобида 
муфассал маълумотлар берганмиз. Бу бобда эса асосан 
куп ораликли шарнирли балкалар билан танишиб чикамиз, 
Шарнирли балкани узлуксиз балкага киёслаб, уни узлукли 
балка деб атаса хам булади. Сабабичшуки, узлуксиз 
балкалар бутун яхлит конструкциядан иборат, шарнирли 
балкалар шарнир куйилган ерда узилади. Шарнирнинг 
чизма конструкцияси 3.2- расмда берилган.

i 0  !
3.2- раем

Куп ораликли балкани статик аник системага айланти- 
риб берадиган элемент хам шарнирдир. Демак, шарнирлар 
сонини шундай аниклаш керакки, хосил булган система 
статик аник, геометрик узгармас булсин. Куйидаги 
формула ёрдамида аникланган шарнирлар сони юкорида- 
ги талабларни кондиради:

Ш = С Т— 3 (3.1)
Бу ерда Ст — таянч стерженлари сони;

3 -  статика тенгламалари сони.
Шарнирлар сонини ушбу формула билан аникланиши 

зарурий, аммо етарли шарт эмас. Статик аник, геометрик 
узгармас система хосил килиш учун шарнирларни балка 
буйлаб тугри жойлаштириш талаб этилади. 3.3- расмда 
тасвирланган система шарнирларнинг нотугри жойлашти-

О
^  7 ^ 7

3.3- раем

рилишига мисолдир. Бу балкадаги шарнирлар сони талаб 
даражасидадир, яъни система геометрик узгармас булиши 
учун II I- 6— 3-3 дона шарнир куйилиши талаб этилади. 
Бирок ана шу учта шарнир балкада нотугри жойлашти- 
рилган. Шунинг учун у геометрик узгарувчан система 
булиб кол га н. Агар иккинчи ораликдаги икки шарнирдан 
бири биринчи ораликка кучирилса, система геометрик 
узгармас холга келади. Шуни хам эслатиб утиш керакки, 
стерженлар сонини аниклашда шарнирсиз кузголмаг



таянчнинг стерженлари сони 
Ст= 3  деб кабул килинган 
(3.4- раем).

Битта ораликка учта шар­
нир жойлаштириш хам нотурри- 
дир, чунки бунда оний узгарув­
чан система хосил булади.

'Л1арнирларни тугри жойлаш- 
тиришнинг уч хил усули бор:

а) шарнирларни иккинчи ораликдан бошлаб жуфт 
жойлаштириш (3.1-раем, а );

б) шарнирларни (иккинчи ораликдан бошлаб) якка 
тартибда жойлаштириш (3.1-раем, б);

в) юкоридаги икки усулга асосланган аралаш усул 
(3.1- раем, в), яъни шарнирларни жуфт ва якка тартибда 
жойлаштириш.*

Ж уф т шарнирлар иккинчи ораликдан бошлаб оралик 
оша куйилади. Якка шарнирлар бирорта ораликдан бошка 
хар бир ораликка биттадан куйиб чикилади. Ж уф т 
шарнирнинг икки ёни шарнирсиз оралик булиши лозим, 
акс холда система геометрик узгарувчан булиб колади.

Куп ораликли балканинг геометрик узгармаслиги 
масаласини турри хал этиш системанинг ишлаши турриси- 
да туларок тасаввурга эга булиш максадида каватлар 
тархи курилади. Каватлар тархи балканинг алохида 
элементлари орасидаги богланишни узида акс эттиради.

3.5- расмда тасвирланган балканинг геометрик узгар- 
маслигини унинг каватлар тархи (3.5-раем, б) оркали 
тахлил этайлик. Балкаларни туташтирувчи каватлар 
тархида шарнирлар шарнирли кузголмас таянчлар билан 
алмаштирилади. Каватлар тархидан куп ораликли балка 
учта бир ораликли консолли балкаларнинг йигиндисидан 
ташкил топганлиги намоён булади. Х,ар кайси оддий

а)
^77 I dp ? j

1 I I

A — i?



балка — геометрик узгармасдир. Геометрик узгармас 
оддий балкалар бир-бири билан шарнирлар ёрдамида 
уланган, Шарнирлар балкаларнинг горизонтал йуналишда 
кузгалишига йул бермайди. Балкаларнинг вертикал 
йуналишдаги кузголмаслиги таянч стерженлари оркали 
таъминланади. Шуларга асосланиб, берилган куп оралик­
ли балка геометрик узгармас система экан, деган 
хулосага келамиз.

Каватлар тархи икки хил балкалардан ташкил топади: 
асосий ва иккинчи даражали балкалар.

Асосий балкалар узига куйилган юклардан ташкари 
иккинчи даражали балкаларга куйилган юкларни хам 
(тулалигича ёки кисман) кабул килади. Асосий балка­
ларга таяниб турувчи балкалар иккинчи даражали (осма) 
балкалар дейилади. Иккинчи даражали балка синса, 
асосий балканинг ишига путур етмайди. Асосий балка 
синса, осма балка хам кулаб тушади.

Каватлар тархида асосий балка биринчи каватда 
жойлашади (3.5- раем, б да чаидан биринчи балка ). Осма 
балкалар асосий балканинг устига жойлашади (3.5- раем,
б да чапдан иккинчи ва учинчи балкалар). Бу ерда шуни 
таъкидлаб утиш лозимки, уртадаги балка чапдаги балкага 
нисбатан иккинчи даражали, унгдаги балкага нисбатан 
асосий балка хисобланади.

3.2. КУП О РАЛИ КЛИ  СТАТИ К АНИК. Ш АРН И РЛ И  
БАЛКАЛ АРН И  АН АЛИ ТИ К УСУЛДА ХИ СО БЛАШ

Кун ораликли шарнирли балкаларнинг хисоби улар- 
нинг эгувчи моментлар ва кундаланг кучлар эпюраларини 
куришдан иборатдир.

Бизга материаллар каршилиги курсидан эпюраларни 
куришдан максад балканинг кундаланг кесим улчамлари- 
•1и аниклашда^ иборат эканлиги маълум. Эпюраларни 
куриш хам материаллар каршилиги куреида баён этилган 
коидалар асосида бажарилади.

Куп ораликли балкаларнинг хисоби каватлар тархини 
куришдан бошланади. Мустакил равишда аввал иккинчи 
даражали (осма) балкалар, с^н.гра асосий балка хисобла­
нади. Осма балкалар бир нечта булса, хисоб энг устки 
каватдаги балкадан бошланади. Бунинг сабаби шуки, 
устки каватдаги кжнинг таъсири иастки каватдаги 
балкаларга хам таъсир этади. Буни хисобга олиш учун 
устки балканинг таянч реакциясини пастки балкага



тескари йуналишда куйилади ва пастки балкани хисоб­
лашда уни ташки кучлардан бири деб каралади. Хисоб 
охирида алохида курилган эпюралар бир ук  устида 
жойлаштирилади.

Мисол. Куп ораликли статик аник балканинг М ва 
Q эпюраси курилсин (3.6-раем, а).

Ечиш. Берилган балканинг каватлаР тархини курамиз 
(3.б-раем, б) ва хисоблаш тартибини белгилаймиз.

Хисоб ишлари E F  балкасидан бошланади. Уни асосий 
балкадан ажратиб олиб, мустакил равишда М ва



Q эпюралари курилади. Шундан сунг С Д  балкаси 
хисобланади. E F  балкасига куйилган юкларнинг СД 
балкасига булган таъсири RP реакцияси оркали хисобга 
олинади. Уз навбатида СД ва E F  балкаларига куйилган 
юкларнинг АВ балкасига булган таъсири R c реакцияси 
оркали хисобга олинади (3.6- раем, в ) . Иккинчи даражали 
балкалар хисоби тугагач, асосий балка А В  хисобланади. 
Хисоб охирида алохида хисобланган эпюралар умумий ук 
устига жойлаштирилади (3.6-раем, г).

3.3. КУП О РАЛИ КЛИ  СТАТИК АН И К БА Л КА Л А РД А  
ТАЪСИР ЧИ ЗИ КЛ А РИ

Куп ораликли балкаларнинг таъсир чизикларини 
чизиш балканинг каватлар тархини куришдан бошланади 
(3.7-раем, а, б). Таъсир чизикларини чизишда балкага 
факат харакатланувчи бирлик куч Р= 1  таъсир этади, деб 
фараз этилади. Графикни чизиш жараёнида доимий юклар

«цщ̂ иицПГ*"**11
I



таъсири эътиборга олинмаслигини эслатиб утамиз. Таъсир 
чизиклари чизиб булингандан кейин зурикишларнинг 
кийматини аниклаш жараёнида балкага куйилган доимий 
юклардан фойдаланилади.

Осма балкаларда зурикиш уларга куч куйилган 
такдирдагина пайдо булади. Асосий балкаларга куйилган 
куч осма балкаларда зурикишни уйготмайди.

Асосий балкаларда шароит бутунлай бошкача: осма 
балкаларга куйилган кучлар асосий балкада хам зурикиш 
уйРотади. , Ш у коидадан келиб чикиб, куп ораликли 
балканинг таъсир чизикларини курамиз.

Осма балкага тегишли Rf таянч реакциясининг 
таъсир ч и з и р и  оддий балкаларникидан фарк килмайди 
(3.7- раем, в ) .

R c реакциясининг таъсир ч и з и р и н и  куришда СД 
консолли балкасининг узи берилган (унга туташган А В  ва 
E F  балкалари йук) деб фараз киламиз ва шу балканинг 
узи учун таъсир ч и з и р и  курамиз. Харакатланувчи бирлик 
куч Р =  1 С нуктага келганда, R c реакциянинг киймати 
бирга тенг булади (R c=  1). Куч Е  нуктасига келганда, 
R c= Y e булади. Энди бирлик куч АБ ва E F  балкалари 
буйлаб харакат килганда, R c реакциясининг кай тарика 
узгаришини куриб утамиз. Куч АВ балкасида юрганида R c 
га таъсир этмайди, яъни /?с=0 булади. Куч E F  балкасида 
юрганида, R c га таъсир этади. Куч Е  нуктасида булганида, 
R c нинг киймати Ye га тенг эканлигини биламиз. Бирлик куч 
F  таянчга якинлашган сари унинг R c га булган таъсири 
камая боради. Р= 1  кучи F  нуктасига келганда, 
/?г=0 булади, чунки кучнинг таъсирини F  таянчи тулик 
узига кабул килиб оладн. Шунинг учун. Ye ординатаси 
F  таянчи остидаги ноль нукта билан туташтирилади 
(3.7- раем, в ) .

R a реакциясининг таъсир ч и з и р и  АВ балкасидан 
бошланади. Таъсир ч и з и р и н и н г  дастлабки кисмини оддий 
балкага чизгандек курамиз. Осма балкалар остидаги 
кисми эса юкоридаги каби мулохаза юритиш йули билан 
курилади (3.7-раем, в).

Энди эгувчи момент ва киркувчи кучларнинг таъсир 
чизикларини курамиз. Балканинг «К» кесими учун М* ва 
Qk нинг таъсир чизикларини куриш талаб этилади, дейлик 
(3.7-раем, а ). «К»  кесими СД балкасига карашли. СД  
балкаси А В  га нисбатан иккинчи даражали, E F  га 
нисбатан эса асосий балка хисобланади. Бу шуни 
англатадики, Р= 1  кучи А В  балкаси буйлаб хара-
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катланганда «К» кесимида М хам, Q хам хосил булмайди. 
Консолли СД балкаси учун таъсир чизиклари оддий 
балкадаги сингари курилади. Куч E F  балкасида хара- 
катланганида, СД  балкасининг «К» кесимидаги ички 
кучларга таъсир этади. Куч Е  нуктасида турганида Qk= Y2 
М ь =  У} булади. Куч F  нуктасига етганида, Л\* =  0; 
Q *= 0  булади. Шунга кура у хам, Кг хам ноль билан 
туташтирилди. Хосил булган график М* ва Q* нинг таъсир 
чизиклари деб аталади (3.7-раем, г).

Баъзан «К» кесими балканинг консол кисмида берили- 
шн мумкин (3.8- раем, а). У холда М* ва Q* нинг таъсир 
чизиги кесимнинг консолда ётганлигини хисобга олган 
холда курилади. Бирлик куч кесимдан чапда хара* 
катланса, «К» кесимида хеч кандай зурикиш хосил 
булмайди. Куч КС  оралигида булса, М *=  — Ь Х  ва 
Qfc =  l булади. Куч СД балкаси устида харакатланса, М* 
ва Qk учбурчак конуни буйича узгаради (3.8- раем, б).

4- боб
СТАТИ К А Н И К  Ф Е Р М А Л А Р

4.1. Ф ЕРМ А Л А Р  ТУРРИ С И Д А  ТУШ УН ЧА  
ВА У Л А РН И Н Г Т УРЛ А РИ

Бикир тугунларни шарнирлар билан алмаштирганда, 
узининг геометрик узгармаслигини саклаб колувчи стер­
женли системалар ф е р м а  деб аталади.
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Фермалар балкаларнинг такомиллашган бир куриниши 
булиб, балкалар утайдиган вазифани бажаради: балкалар 
кичик ораликларни ёпишда кулланса, фермалар катта 
ораликларни ёпишда кулланилади.

Балкадан фермага утиш гояеи унинг ишлаш шароитини 
тахлил килиш окибатида пайдо булган. Маълумки, балка 
эгилишга ишлайди (4.1-раем, а). Балканинг ихтиёрий 
кесими учун курилган нормал кучланишлар эпюраси 
(4.1- раем, б) дан куриниб турибдикн, балканинг ашёсидан 
тулик фойдаланилмайди. Нормал кучланиш нейтрал укда 
ноль, укдан узоклашган сари унинг киймати ортиб боради. 
Энг куп ишни укдан узокда жойлашган толалар баж ара­
ди, нейтрал катлам ва унинг атрофи деярли ишламайди. 
Хаттоки прокат профиллар (куштавр, швеллер ва  бур- 
чакликлар) да хам ашёларнинг атиги 60 70 фоизидан 
фойдаланилади, холос.

А'гар элемент сикилиш ёки чузилишга ишласа, у  холда 
унинг ашёсидан тулик фойдаланилади (4.2-раем). Нор­
мал кучланишлар эпюрасидан куринадики, элементнинг 
Хар бир нуктаси ишлайди.

Хар иккала эпюрани солиштиришдан куйидаги мулоха- 
за пайдо булади. Шундай конструкция яратиш керакки.

Р !

fftnij
4.2- р а е м

унда кулланилган ашёдан тулик фой- 
даланилсин, агар имкон булса, элемент 
факат сикилиш ва чузилишга ишласин.

Бу_ вазифа киска вакт йчида бос- 
к.ичма-боск.ич амалга оширилди. Даст- 
лаб тугри туртбурчакли яхлит кесим 
урнига куштавр пайдо булди (4.3- раем,
а ), кейинчалик куштавр деворлари 
уйиклар хисобига енгилла штири- 

лади (4.3- раем, б) ва нихоят, 
бу изланишларнинг мантикий давоми



4.3- раем
s

сифатида ферма конструкцияси яратилди (4.3-раем, в). 
Оддий статик аник, ферманинг хисоблаш тархи 4.4- расмда 
тасвирланга н.

Одатда ташки кучлар ферма тугунларига куйилади. 
Ферма стерженлари ташки кучлар таъсирида асосан 
сикилиш ва чузилишга ишлайди. Бу хол ферма материали* 
дан самарали фойдаланиш имкоиини беради, чунки хар 
бир стержень кундаланг кесимида хосил буладиган нормал 
кучланишлар эпюраси тугри туртбурчак шаклига эга 
булади.

Ферманинг барча стерженлари ёки уларнинг уклари 
бир текисликда жойлашса, т е к и  с ёки я с с и  фермалар 
деб, бир текисликда жойлашмаса ф а з о в и й  фермалар 
деб аталади. Фазовий фермалар купинча алохида ясси 
фермаларга ажратилган холда хисобланади.

Икки таянч орасидаги масофа о р а л и к  (пролёт) деб 
аталади; ферманинг ташки чегарасида жойлашган стер­
женлар т а с м а л а р  деб аталиб, улар орасида жойлашган 
стерженлар ферма панжараларини ташкил этади. Панжа- 
ранинг тик элементлари у с т у н ,  огма элементлари — 
ха в о н  деб юритилади. Ферма тугунлари орасидаги 
горизонтал масофа п а н е л  дейилади.

Панель



Фермалар ташки куриниши, панжара шакли, таянч 
хиллари ва утайдиган вазифасига караб бир неча турга 
булинади:

а) ферма ташки контурининг шаклига кура параллел 
тасмали фермалар (4.4-раем), учбурчак шаклли ферма­
лар (4.5-раем, а ), полигонал тасмали фермалар 
(4.5- раем, б ) ;

б) панжарасининг тузилишига кура учбурчак панжа- 
рали фермалар (4.6- раем, а), хавон панжарали фермалар 
(4.6-раем, б ), ярим хавон панжарали фермалар 
(4.6- раем, в), кушхавон панжарали фермалар (4.6- раем, 
г), к^ш панжарали (шпренгелли) фермалар (4.6-раем, д );

в) таянч хилларига караб балкасимон ё.и консол 
фермалар;

г) утайдиган вазифасига к^ра том, куприк ва кран 
фермалари;



д) куприк фермаларида юкнинг харакатланиш сатхига 
караб юк устки ёки пастки тасмадан юрадиган фермалар 
булади.

4.2. Ф ЕРМ А Л А РН И  АНАЛИ ТИ К УСУЛДА ХИ СО БЛАШ

Статик аник ясси фермаларни хисоблаш деганда хар 
бир стержендаги зурикишларни аниклаш тушунилади. 
Зурикишларни аниклашнинг аналитик, график ва таъсир 
чизиклари усули мавжуд. Мазкур параграфда аналитик 
усул билан танишиб чикамиз.

Аналитик усулнинг узи бир-бирини тулдирувчи учта 
усулга булинади: момент нуктаси ёки Риттер усули, 
проекциялаш усули хамда тугунларни кесиб олиш усули. 
Усулларнинг ичида энг кулайи Риттер усулидир, бирок 
ундан хамма вакт хам фойдалана олмаймиз. Момент 
нуктаси усулидан фойдаланиш имкон булмаган холларда 
проекциялаш ёки тугунлардан кесиб олиш усулларидан 
фойдаланилади. Хар учала усул билан бирма-бир танишиб 
утамиз.

Момент нуктаси усули. Ферманинг хисоби таянч 
реакцияларини аниклашдан бошланади (бошка усуллар­
да хам худди шундай килинади). Ферма реакциялари 
оддий балка реакциялари сингари аникланади, яхлит 
ферма учун статиканинг мувозанат тенгламалари тузилади 
ва шу тенгламалардан таянч реакциялари аникланади 
хамда текширилади.

Стерженлардаги зурикишларни аниклаш учун ферма 
хаёлан киркилади (4.7-раем, а), хисоблаш учун киркил- 
ган ферманинг бир кисми ажратиб олинади (4.7- раем, б)



ва ажратилган булак учун мувозанат тенгламаси 
тузилади. Мувозанат тенгламаси таркибига ташки кучлар 
ва таянч реакцияларидан ташкари номаълум зурикишлар 
киради.

Момент нуктаси усулида кесим шундай утказиладики, 
бунда кесимга кирган стерженларнинг сони учтадан 
ортмаслиги ва учала стержень бир нуктада кесишмаслиги 
керак. Кесимга кирган стерженлар жуфт-жуфт булиб, бир 
нуктада кесишади (4.7-раем, б). Хар бир стержень 
узининг момент нуктасига эга. Кесимга кирган, зурикиши 
изланмаётган икки стерженнинг кесишув нуктаси м о ­
м е н т  н у к т а с и  деб аталади. Мувозанат тенгламалари 
ана шу момент нукталарига нисбатан тузилади. Бу 
усулнинг афзаллиги шундан иборатки, тузиладиган тенг­
ламалар хар сафар бир номаълумли булади. Бир 
номаълумли оддий тенгламадан изланаётган зурикишнинг 
киймати аникланади.

Тенглама тузаётганда, номаълум зурикишларнинг 
йуналишини ферманинг кесилган томонига йуналтирила- 
ди, яъни стержень чузилувчан деб каралади. Хисоб 
натижасида зурикиш мусбат ишорада чикса, стерженнинг 
чузилишга ишлаши тасдикланади. Манфий чикса — 
стержень сикилувчан булади.

Ферма стерженларидаги зурикишлар аслида ички 
кучлар булганлиги сабабли уларни N харфи билан 
белгилаймиз ва кайси тугунлар орасидаги стерженнинг 
зурикиши эканини билиш максадида остига икки ра- 
камдан иборат белги куямиз. Масалан, jV46 — туртинчи ва 
олтинчи тугунлар орасидаги стерженнинг зурикиши 
эканини билдиради.

Энди бевосита зурикишларни аниклашга киришамиз. 
N 35, N 45 ва iV<6 зурикишларни аниклаш талаб этилади, 
дейлик. Бунинг учун фермани 1 — 1 кесими буйича 
киркамиз (4.7-раем, а). Ферманинг бир кисмини (маса­
лан, кучлар куп булганлиги учун унг кисмини) ташлаб 
юборамиз. Хисоблаш учун эса чап кисмини олиб коламиз 
(4.7- раем, в ) .

Ферманинг чап кисми ташки кучлар (R a; 0,5 Р; 
Р )  хамда ички кучлар ( N 3 5 ,  N 45, N ^ )  таъсирида мувозанат 
холатида булиши лозим. Номаълум ички кучлар ферма­
нинг ташлаб юборилган унг кисмининг таъсирини узида 
акс эттиради.

4- тугун 3— 5 стержени учун момент нуктаси хисоблана- 
ди. Номаълум зурикиш N 35 ни аниклаш учун шу нуктага



Z M t =  R „ - d - \ - d - N a .h № =  О,

б у  е р д а н
Ra -d -0 ,b P -d

Бу ерда d ва h - елкалар; М °4— туртинчи тугунга 
нисбатан ферманинг чап булагида ётган кучларнинг 
моментлари й и р и н д и с и .

Бу момент микдор жихатидан оддий балканинг, ферма 
момент нуктасига мос кесимидаги моментга тенг булади. 
Зурикишнинг мусбат ишораси 3— 5 стерженнинг чузи* 
лувчан эканлигини англатади.

Энди 4 -6- тугунлар орасидаги стерженнинг зурикиши 
N46 ни аниклаймиз. Кесимга кирган икки стерженнинг 
кесишув нуктаси (5) /V46 учун момент нуктаси булади, Ш у 
нуктага нисбатан моментлар й и р и н д и с и н и  ёзамиз:

Зурикиш ишорасининг манфий чикиши 4— 6 стержени* 
нинг сикилувчан эканлигини билдиради. Умуман фермага 
куйилган ташки кучлар пастга йуналган булса, ферманинг 
устки тасмаси сикилишга, остки тасмаси чузилишга 
ишлайди.

Эндиги навбат N4b га. Кесимга кирган, зурикиши 
изланмаётган икки стержень «К» нуктасида кесишади. Ана 
шу нукта Nis учун момент нуктаси хисобланади. . Шу 
нуктага нисбатан моментлар й и р и н д и с и н и  ёзамиз:

ZAfs=  /?„ • 2d - 2d -  Р  ■ d +  Na hK= 0;

б у  е р д а н 2 d ( P - R a )  
46 г

- R ,- c  +  £ . c  +  P (c  +  d) + Л/«-А„ =  0;

б у  е р д а н

Ra ' C — 0,5/? -C — P(c +  d)



Шундай килиб, момент нуктаси усулида исталган 
стержендаги зурикиш куйидаги формула асосида топилар 
экан:

Бу ерда М  — кесилган ферманинг бир кисмида ётган 
кучларнинг момент нуктасига нисбатан олинган моментла- 
ри йигиндиси;

h — изланаётган зурикишнинг шу нуктага нисбатан 
елкаси.

Проекциялаш усули. Ба>зан шундай фермалар учрай- 
дики, уларда момент нуктаси усулини куллаб булмайди. 
Бундай холларда бошка усуллардан фойдаланишга тугри 
келади. Параллель тасмали ферма бунга мисол б^ла олади 
(4.8-раем, а ). Ферманинг хавон ва устунлари момент 
нуктасига эга эмас, чунки тасмалар параллел булганлиги 
сабабли узаро кесишмайди. Бундай холларда проекция­
лаш усули жуда кул келади.

5— б тугунлар орасидаги устуннинг зурикишини аник- 
ламокчимиз, дейлик. Бунинг учун энг аввал 1— I кесим 
билан фермани икки киемга ажратамиз; кучлар к^п 
булгани учун унг томонини ташлаб юборамиз. Кесимга 
кирган уч стерженнинг иккитаси узаро параллел, демак 
Nse нинг момент нуктаси йук. Шунинг учун мувозанат 
тенгламасини тузишда кучлар проекцияларининг йигинди- 
сидан фойдаланамиз:

I  I
р



S K  =  « a- | - P  +  /V56= 0;

бу ердан — (R a— 1,5Р) =  — Q.
Бу ерда А/5в — оддий балкадаги кундаланг куч.

/Vs7 зурикишни аниклаш учун фермани II — I I  кесим 
буйлаб киркамиз ва унинг чап кисми учун куйидаги 
проекциялар тенгламасини ёзамиз:

2Y  =  R a— ^ - Р - Р - N 67-Sina =  Q;

бу ердан
_  *,-2,5Р _ Q 

67 5/ла S /л a '

Бу ерда хам Q оддий балканинг киркувчи кучи.
Тугунларни кесиб олиш усули. Бу усулни проекциялаш 

усулининг хусусий холи деса хам булади. Чунки бунда 
Хам проекция тенгламаларидан фойдаланилади. Фарки 
шуки, аввалги усулда яхлит фермани киркиб, укинг бир 
кисми ажратиб олинган б^лса, бу сафар битта тугун кесиб 
олинади ва шу тугун учун мувозанат тенгламалари 
тузилади (4.9- раем, а, б).

Хисоб ишлари икки стерженли тугундан бошланади. 
Нега деганда тугун мувозанатини текшириш учун ихтиёри- 
мизда факат иккита тенглама бор. 2 *  =  о; 2 у =  о.

Шунга мувофик яхлит фермадан 1 тугунни кесиб 
оламиз ва ундаги N 12 хамда N 13 номаълум зурикишларни 
аниклаймиз. Кучларнинг У укига булган проекциялари 
йигиндисини ёзамиз:

2(/ =  /?a-\- N 12 'S in a  — 0;

Рбу ердан Л̂ ,2=
Sina  S ina  ’



T.X =  N I :i -f- N , 2 • Cosa =  0;
бу ердан

N — N  ,2 • Cosa =  -£~>Cosa.  =  Р  ■ C t g a.

Эмди 2-тугунга утилади; бу ердаги учта зурикишдан 
биттаси маълум (N 12 ), колган иккитаси номаълум. N 2з ни 
аниклаш учун кучларни У укига ироекциялаймиз 
(4.9- раем, в ) .

S  У =  — Р  — Ы , ,С05-| -  /V23 - Cos |  =  0,

бу ердан N 23=  — Р(1 — S in a )Cos  “ ) .
N 24 ни аниклаш учун кучларни х  укига ироекциялаймиз 
(4,9- раем, в)

HX =  N u  — N l2Sin |- +  N 23Sin |  .

бу ердан

N 2i =  +  Cos t g ^  — PSin-1/ Sinoc.

Юкоридагилардан куриниб турибдики, тугунларни 
кесиб олиш усулида навбатдаги стержень зурикиши 
узидан олдинги стерженлар зурикишларига боглик холда 
топилади. Олдинги зурикишни аниклашда йул куйилган 
хато табиийки кейинги зурикишларда хам такрорланади. 
Бу мазкур усулнинг камчиликларидан хисобланади. 
Усулнинг яна бир камчилиги шундан иборатки, унинг 
тенгламаларида куплаб тригонометрик функциялар учрай- 
ди, бу эса хисобни мураккаблаштиради.

Ана шуларни х,исобга олиб, фермаларни хисоблаганда 
куриб утилган усуллардан кайси бири кул келса, уша 
усулдан фойдаланилади. Масалан, ферманинг баъзи 
зурикишлари момент нуктаси усулида, баъзилари про­
екциялаш ёки тугунларни кесиб олиш усулида аникланиши 
мумкин.

Мисол. 4.10-раем, а-да тасвирланган ферманинг 
бешинчи панелини ташкил этган стерженлардаги зури- 
кишлар аналитик усулда аниклансин.

Ечиш. Хисоб таянч реакцияларини аниклашдан бошла-
пади: R = R t =  ̂ -  =  ̂  =  30 кН.

St»



4.10- р а с м

Ферманинг 5-панелини 1— 1 кесим билан кесиб, чан 
кисмини ташлаб юборамиз ва унг томони учун мувозанат 
тенгламаларини тузамиз (4.10-раем, б). Мувозанат 
тенгламаларини тузишда кесилган стерженлар чузилишга 
ишлайди деб фараз этилади ва зурикишлар тугундан 
ташки томонга йуналтирилади.

Л/ 12 зурикишини аниклашда 2— 3 ва 3— 4 стерженлар- 
нинг кесишув нуктаси (3) момент нуктаси деб кабул 
килинади. , Ш у нуктага нисбатан моментлар тенгламаси 
тузилади.

— Hb-2d +  P - d  — N i2’ til2 =  i).

Григонометрик йуллар билан х = !2  м ва Ai2=4,9 м ни 
аниклаймиз. У холда N 12— — 39,бкН булади.

Л/ 34 зурикишнинг момент нуктаси 2-тугунга тугри 
келади. Моментлар тенгламасини шу нуктага нисбатан 
тузамиз: ХМ 2 — — Rb‘d + N :u 'h  =  0-,

бундан yv,i4=30 кН. ’
Л/гз зурикишини хам аввалги зурикишлар сингари 

момент нуктаси усулида аниклаймиз. Бирок бу зури­
кишнинг момент нуктаси, яъни 1— 2 ва 3— 4 стерженлар- 
дан утган уткнинг кесишув нуктаси (К )  фермадан 
ташкарида ётади. Мувозанат тенгламаси ана шу нуктага 
нисбатан тузилади:

Z M k =  R b - x - P { d  +  x )  —  yv23-/i23 =  0.

Тригонометриядан А23— 1 ' ' Тенгламадан Д̂ 2з=  11,9
кН.



N 2А зурикиши тугунларни кесиб олиш усулида аникла­
нади. Бунинг учун 4-туГунни кесиб олиб (4.10-раем, а), 
мувозанат тенгламаси тузилади:

2 Y =  Л/24 — Р  =  0; бундан Л/г4=12 кН.

4.3. Ф Е Р М А  С Т ЕР Ж Е Н Л А Р И Д А Г И  З У Р И К И Ш Л А Р Н И Н Г  
ТАЪСИР ЧИ ЗИ КЛАРИ

Баъзан фермаларга доимий юклардан ташкари 
кузралувчан юклар хам таъсир этади. Кузралувчан юклар 
таъсирида ферма стерженларидаги зурикишларнинг 
киймати узгариб боради. Зурикишларнинг кандай узгари- 
шини билиш учун таъсир чизиклари деб аталган график 
чизилади.

Таъсир чизикларининг тенгламалари аналитик усулда- 
ги сингари момент нуктаси, проекциялаш ва тугунларни 
кесиб олиш усулларида тузилади. 4.11- раем, а да тасвир­
ланган ферма стерженларидаги айрим зурикишларнинг 
таъсир чизикларини курамиз.

Ферманинг иккинчи панелидаги N 3 5 ,  N 46, N 45 зури­
кишларнинг таъсир чизиклари момент нуктаси усулида, 
учинчи панелдаги Nw зурикиш проекциялаш усулида 
хамда N  67 зурикишнинг таъсир ч и з и р и  тугунни кесиб 
олиш усулида курилади.

Ишни N 3 5  зурикишининг таъсир ч и з и р и н и  куришдан 
бошлаймиз. Бунинг учун фермани 1 — ! кесим билан хаёлан 
киркамиз. Харакатланувчи бирлик куч кесимнинг унг 
томонида деб фараз этамиз ва шу томонни ташлаб 
юборамиз. Киркимга тушган учта стерженда зурикишлар­
нинг йуналиши ташлаб юборилган томонга карагилади.

Кесимнинг чап томони учун момент нуктаси усулини 
куллаб, мувозанат тенгламасини тузамиз. 3— 5 стержени 
учун 4 нукта момент нуктаси хисобланади., Ш у  нуктага 
нисбатан моментлар й и р и н д и с и н и  ёзамиз:

£ М 4 =  Я а-£*-Л/35*/г, =  0,
бу ердан

Демак, N 35 зурикишнинг таъсир чизири бирлик куч 
кесимдан унгда харакатланганда, R a таянч реакциясининг 
таъсир ч и з и р и  сингари булиб, ординаталари djh\ микдорга 
фарк килади. Шунга кура А таянч остида укдан юкорига
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4.11- р а с м
d/h\ масофани улчаб куямиз хамда В  таянч остидаги ноль 
нукта билан туташтирамиз. Утказилган чизик у н г  
ч и з и к  деб аталади (4.11- раем, б ) .

Ч а п  ч и з и к  ни утказиш максадида кесимнинг унг 
томони учун моментлар тенгламасини ёзамиз:

Х М а — Д/,35 ■ h 1 — Rb • 5rf =  0,
бу ердан



Демак, УУз5 зурикишнинг таъсир чизиги бирлик куч 
кесимдан чапда булганда, тузилиши жихатидан худди Rb 
реакциясининг таъсир чизигига ухшаш булиб, микдор 
жихатдан ундан 5d/h\ маротаба куп булади. Бунга асосан 
В  таянч остида 5d/h\ масофани укдан юкорига улчаб 
куямиз ва уни А таянч остидаги ноль нукта билан 
туташтирамиз. Бу чизик ча п  ч и з и к  деб аталади. Чап ва 
унг чизиклар момент нуктаси (4) остида кесишади 
(4.11- раем, б).. Штрихланган учбурчак N 35 зурикиишнинг 
таъсир чизиги хисобланади. Мусбат ишора 3— 5 стержен- 
ни чузилишга ишлашини билдиради. 3- ва 5- тугунларни 
таянч чизигига туширилган проекцияларини туташтирувчи 
чизик — у з а т у в ч и  ч и з и к  деб аталади.

N 35 га тааллукли узатувчи чизик бизнинг холда унг 
чизик билан устма-уст тушган. Баъзи холларда узатувчи 
чизик чап ёки унг чизик билан устма-уст тушмайди.

Унг ва чап чизикларнинг момент нуктаси остида 
кесишувини эътиборга олиб, таъсир чизикларини чизишни 
бир мунча енгиллаштириш мумкин. Бунинг учун биргина 
унг ёки чап чизик чйзилса кифоя. Иккинчиси момент 
нуктасининг проекцияси оркали утказилади.

. Ш у йул билан Д̂ 4б ва iV45 зурикишларнинг таъсир 
чизигини курамиз.

I — 1 кесим уз кучини саклайди. 5-нукта А'лв нинг 
момент нуктаси булади. Бирлик куч Р= 1  кесимда-н унг 
томонда харакатланади, деб чап томон учун куйидаги 
тенгламани ёзамиз:

2  М 5 =  Ra* 2 d N 4& • /12 =  О, 

бундан NK = - R „ j ~

N 46 нинг таъсир чизигини чизиш учун А  таянчи 
йуналишида укдан пастга (манфий булганлиги учун) 
2 d/fi2 масофани улчаб куямиз ва В таянчи йуналишидаги 
ноль билан бирлаштирамиз (4.11-раем, в). Бу унг чизик 
булади. Чап чизикни утказиш учун момент нуктаси 5 ни 
унг чизикка проекциялаймиз. Топилган нукта С ни 
А таянчи остидаги ноль билан туташтирамиз. Бу чизик чап 
чизик булади. Штрихланган юза N 46 зурикишининг таъсир 
чизиги хисобланади. Манфий ишора 4— б стерженининг 
сикилишга ишлашини билдиради.

Энди хавондаги зурикиш N 45 нинг таъсир чизигини 
чизамиз. 1 — 1 кесим бу стерженни хам кесиб утган.



Кесимнинг унг томонини ташлаб юборамиз. Бирлик куч 
Р= 1  кесимдан унгда деб фараэ этамиэ. Ферманинг кесим- 
дан чап кисми учун мувозанат тенгламасини тузамиз. Б у ­
нинг учун аввал момент нуктасини белгилаб оламиз; Л/45 
зурикишининг момент нуктаси 3--5 ва 4 —6 стерженлари- 
дан утган укнинг кесишув нуктаси К  да ётади. Моментлар 
йигиндисини шу нуктага нисбатан тузамиз:

~ZMk =  — Ra-(ik ^ 4 5  'hk — 0,

бундан N Ab*=Rda±
nk

Демак, куч ( P =  1) кесимдан унгда харакатланганда, 
N 45 зурикишнинг киймати R a реакциясидан маротаба 
катта булар экан. Бунга асосланиб, укдан юкорига а*//** 
масофани улчаб куямиз; уни В таянчи йуналишидаги ноль 
билан туташтирамиз (4.11- раем, г), хосил булган чизик 
унг чизик булади. Чап чизикни утказиш учун унг чизикни 
чапга давом эттирамиэ. Момент нуктаси — К  ни унинг 
давомига проекциялаймиз. Улар Ki нуктасида кесишади. 
Ki нуктаси билан А таянчи остидаги ноль нуктани 
бирлаштирамиз ва унгга давом эттирамиз. Бу чап чизик 
булади. Узатувчи чизикни утказиш учун 4-тугунни чап,
5-тугунни унг чизикка проекциялаймиз. Топилган нукта- 
ларни бирлаштирувчи чизик узатувчи чизик хисобланади. 
Штрихланган юза эса N 45 нинг таъсир чизигидир. Бу ерда 
юза икки хил ишорага эга. п нуктада ордината нолга тенг. 
Бунинг маъноси шуки, бирлик куч п нуктасидан чапда 
харакатланса, 4—5 стержень сикнлишга, унгда хара- 
катланса чузилишга ишлайди.

Энди ферма стерженларидаги зурикишларнинг таъсир 
чизикларини куришда проекциялаш усулини куллаб 
курамиз.

4.11-раем, ада тасвирланган ферманинг учинчи ва 
туртинчи панелидаги устки ва остки тасмалар узаро 
параллел. Шу боисдан мазкур панеллардаги хавонларга 
момент нуктаси усулини куллаб булмайди. Бундай 
холларда проекциялаш усулига мурожаат этилади.

Учинчи панел хавонидаги зурикиш Nm н и н г  таъсир 
ч и з и р и н и  курайлик. Бунинг учун I I  — I I  кесими буйлаб 
фермани киркамиз. Унг томонини ташлаб, чап томони учун 
тенглама тузамиз; бунда бирлик куч Р =  I кесимдан унгда 
деб фараз этамиз

2 Y  =  R a — N 67'C o s a  =  0



N 67— Cosa *Я«-
Бирлик куч кесимдан чанда деб фараз этиб, унг томон 

учун проекциялар тенгламасини ёзамиз:

iVe7 зурикишнинг таъсир ч и з и р и  хам таянч реакциялари 
R a ва Rb нинг таъсир ч и з и р и  каби булар, микдори эса 
\/Cosa га фарк килар экан. .Шунга кура реакциялар 
йуналишида укдан юкорига ва пастга \fCosa ни улчаб 
куямиз, топилган нукталарни таянчлар остидаги ноль 
нукталар билан бирлаштирамиз. Юкорида унг, пастда чап 
чизик хосил булади (4.11-раем, д). 6- тугунни чап, 
7-тугунни унг чизикка проекциялаймиз ва топилган 
нукталарни туташтирсак, узатувчи чизик хосил булади. 
Штрихланган юза 6— 7 хавондаги зурикишнинг таъсир 
чизиги булади.

Тугунларни кесиб олиш усулини зурикиши мисоли- 
да куриб утамиз.

7—8- устуннинг зурикишини аниклашда ферма кирки- 
мига учдан ортик (бизнинг холда 4 та) стержень турри 
келади. Шунинг учун 8- тугунни шаклда курсатилгандек 
кесиб, ажратиб оламиз (4.11 - раем, а ва ж ).

Бирлик куч 8- тугундан бошка тугунлар буйлаб хара- 
катланса, устундаги з^рикиш ноль булади: 2К=Л/ ei — О.

Бирлик куч 8-тугунда булса.

Мазкур зурикишнинг таъсир чизиги 4.12-раем, еда 
тасвирланган.

Мисол. 4.12-раем, ад а  тасвирланган ферманинг 
бешинчи панелидаги зурикишлар учун таъсир чизиклари 
чизилсин хамда чизилган таъсир чизикларИдан фойдала­
ниб, зурикишларнинг киймати аниклансин.

бундан

бундан
S y = - / V 87 — Р  =  0 , 

дг87 = - Р = -
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4.12- p а с м

Ечиш. Момент нуктаси усулидан фойдаланиб N \2 
з^рикишининг таъсир чизигини чизамиз. Бунинг учун 
фермани 1 — 1 кесим билан киркамиз. Навбатма-навбат 
ферманинг чап ва ^нг кисмлари учун мувозанат тенглама- 
ларини тузамиз. Ферманинг чап кисми учун тенглама 
тузганда, бирлик куч Р= 1  ферманинг унг томонида 
\аракатланади деб фараз этамиз ва аксинча.

3* тугун ДГ,2 учун момент нуктаси булади.. Ш у  нуктага 
нисбатан моментлар тенгламасини тузамиз (4.10- раем, б),

а ) ферманинг унг томони тенгламаси



Бу ифодага кура А таянчи остига ноль, В  таянчи 
остига — 1,7 га тенг булган ордннаталарни улчаб куямиз 
ва уларни бирлаштириб, чап тугри чизикни хосил киламиз 
(4.12- раем, б ) ;

б) бу ишларни ферманинг чап томони учун такрорлай-
миз

Бу ифодага кура унг турри чизик утказилади.
, Штрихланган юза N 12 зурикишнинг таъсир чизигидир 
(4.12- раем, б).

/V34 зурикишининг момент нуктаси 2 - тугун билан 
устма-уст ётади. Ферманинг чап ва унг кисмлар учун 
мувозанат тенгламаларини тузамиз на уларнинг N 34 га 
тегишли ординаталарини аниклаймиз (4.10-раем, б):

а) ферманинг чап кисми. учун

Штрихланган юза /V34 нинг таъсир чизигидир 
(4.12- раем, в ) .

/V23 Зурикишнинг момент нуктаси (К )  фермадан 
ташкарида ётади (4.10- раем, б). Мувозанат тенгламала­
рини шу нуктага нисбатан тузамиз:

а) ферманинг чап кисми учун

ЕМ * =  A?a(6 d +  x) +/V23ft23 =  0; бундан Л̂ 2з =  — 2,6Ra,
бунга кура унг (турри) чизик утказилади;

б) ферманинг унг кисми тенгламаси

'&Mk =  Rb'X — N23■ Л23== 0, N23 =  0,9Rt,-
Бунга асосан чап (турри) чизик утказилади.

бундан
2Мз =  Ra • 4rf +  N ] 2 • h ] 2 =  0, 

ЛГ12= — 3,ЗЯ„.

бундан
ZAf2 =  /?a«5d-JV34-A =  0,

N34 =  bRa ;

б) ферманинг унг кисми учун
Х М 2= — R b'd-\-NM-h =  0, iV34=^*-



Чап ва унг чизиклар узатувчи чизик ёрдамида 
туташтирилади. Бунинг учун 3-тугун чап ва 2-тугун унг 
чизикка проекцияланади хамда топилган нукталар бир- 
лаштирилади. Штрихланган юза jV23 нинг таъсир чи- 
зигидир (4.12-раем, г).

N 24 зурикишнинг таъсир чизиги тугунларни кесиб олиш 
усулида курилади. Бунинг учун 4- тугунни кесиб оламиз ва 
унинг икки холатини текширамиз (4.10-раем, в).

Биринчи холатда бирлик куч 3— 4 ва 4 — В  па- 
неллардан ташкарида харакатланади, деб фараз этамиз. 
Бу холда мувозанат тенгламаси 2 К = 0  дан N n  =  0  келиб 
чикади.

Иккинчи холатда бирлик куч 4-тугунга куйилган деб 
фараз этамиз. Бу хол учун мувозанат тенгламаси 
ZY=* N 24 — Р  =  0  булади, бундам N 2 4 = 1  келиб чикади.

Бирлик куч бошка тугунларда булганда, N 24 зурикиш 
нолга тенг булади. Мазкур зурикишнинг таъсир чизиги
4.12- раем, д да тасвирланган.

Энди масаланинг иккинчи кисмини хал этишга кириша- 
миз, яъни тайёр таъсир чизикларидан фойдаланиб, 
зурикишларнинг кийматинн аниклаймиз. Фермага факат 
йигик кучлар куйилган булганлиги учун зурикишлар 
куйидаги формула билан аникланади:

N =  P l  Y,
I- I

Б у  формуладан фойдаланишда.йигик кучлар пастга 
йуналганлиги учун (4.10-раем, а) мусбат ишорада, К« 
ординатасининг ишоралари эса таъсир чизиклари ишораси 
буйича олинади.

Л/ 12 зурикишининг кийматини аниклайлик. Ферма 
тугунларига куйилган кузголмас кучларнинг киймати 
Р = 1 2  кН. Номаълум ординаталар (У ) нинг киймати N 12 
зурикишининг таъсир чизикларидан топилади. Бунинг 
учун учбурчакларнинг ухшашлигидан фойдаланилади. 
Топилган ординаталарнинг киймати шаклда курсатилган 
(4.12- раем, б).

Изланаётган зурикишнинг киймати
N 12 =  Р {  — у\— уч — уя — Уа— уъ) =

=  _  12(0,3 +  0,6 +  0,8+ 1,1 +0,6) =  -39 ,6  кН.
Бу  киймат аналитик усулда топилган киймат билан бир 

хилдир. Колган зурикишларнинг кийматлари хам шу 
йусинда аникланади.



4.4.. Ш П Р Е Н Г Е Л Л И  Ф ЕР М А Л А Р

Катта узунликка эга булган ферманинг тугунлари 
орасидаги масофа (панел) хам катта булади. Бунинг 
окибатида тугунларга таянувчи кундаланг балкалар 
устига куйиладиган буйлама балкаларнинг вазни ортиб 
кетади. Бу хол иктисодий жихатдан самарасиздир. Панел 
узунлигини саклаган холда буйлама балканинг узунлиги- 
ни кискартириш учун асосий фермага (4.13-раем, а) 
кушимча элементлар — шпренгеллар киритилади (4.13- 
расм, б ). Натижада хосил булган ферма ш п р е н г е л л и  
ф е р м а  деб аталади (4.13-раем, в).

Асосий ферма барча юкни узига кабул килади, 
шпренгеллар эса факат узига куйилган юкни кабул 
килади.

, Шпренгеллар бир ва икки погонали булиши мумкин 
(4.14-раем, а ). Бир ва икки погонали шпренгелларнинг 
хисоблаш тархлари 4.14- раем, б-да тасвирланган.

*)

б и р  nOtOKUU

6)

б и р  /ю гом л и  
ш пренгел ни  
ц и са & гш  т арци

икки логянали шфе/пелна кисо&аш тарци



Шпренгелли фермаларнинг элементлари турт туркумга 
булинади:

1) факат асосий фермага тегишли булган элементлар. 
Бу элементлардаги зурикишлар асосий ферма хисобидан 
топилади; ферма таркибига шпренгелларнинг к^шилиши 
мазкур элементлардаги зурикишларга таъсир этмайди;

2) факат шпренгелларга, яъни кушимча фермачал-арга 
тегишли булган элементлар. Бу элементлардаги зури- 
кншлар шпренгелларнинг алохида хисобидан топилади;

3) бир вактнинг узида хам асосий фермага, хам 
ширенгелга тегишли булган элементлар. Бундай эле- 
менгдаги зурнкиш икки хил зурикишнинг йириндиси 
сифатида аникланади; I

й)булардан бири асосий 
ферма элементининг зу- 
рнкиши; иккннчиси эса 
шпренгелли элемент­
нинг зурикишидир;

4) асосий ферма­
нинг шундай элемент­
лари дирки, кузгалув- 
чан юкнинг харакат сат- 
хига кура, яъни юк- 
нинг остки ёки устки 
тасмадан харакатлани- 
шига караб элементда- 
ги зурикишнинг таъсир 
чизиклари турлнча бу­
лади.

I- мисол. 3— 4, 3— 41 
ва 5— 4‘ стерженларда- 
ги зурикишларнинг 
т а ъс ир  чизиклари  
курилсин (4.15-раем).

Ишни 3—4 стерже- 
нидаги зурикишнинг 
таъсир чизигини чизиш- 
дан бошлайлик. Авва- 
ламбор бу стержень 
биринчи туркумга кира- 
диган, яъни факат асо­
сий фермага оид булган 
стержендир. , Шунинг 
учун бу масалани хал
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этишда шпренгелларни олиб ташлаб, асосий ферманинг 
узини колдирамиз (4.15-раем, б) ва ундан 3-тугунни 
кесиб олиб, мувозанат тенгламаларнни тузамиз, натижада 
4.15-раем, в да тасвирланган таъсир чизигига эщ 
буламиз.

3— 41 стержень иккинчи туркумга оид стержень 
эканлигини эътиборга олиб, шпренгелни асосий фермадан 
ажратиб оламиз хамда уига мустакил ферма сифатида 
ёндошамиз (4.15-раем, г).

Харакатланувчи бирлик куч Р= 1 З 1 — тугуига куйил- 
гаи деб фараз этиб, 3- тугун учун мувозанат тенгламасини 
тузамиз:

2  К =  \  +  ^ s i n a  =  0; бундан N ’̂  =  .

Бирлик куч таянчларга куйилса, 3— 41 стерженидаги 
зурикиш нолга тенг булади. Буларга асосан 3— 41 стерже­
нидаги зурикиш учун 4.15-раем, д да тасвирланган 
таъсир чизигига эга буламиз.

Учинчи туркумга оид булган 5— 4' стерженидаги 
зурикишни аниклаш учун фермани 1 — 1 кесим буйлаб 
киркамиз ва унинг чап кисми учун мувозанат тенгламаси­
ни тузамиз:

2  Y =  R a +  ЛГМ sina =  0; бундан .

Бу кийматдан фойдаланиб, унг турри чизикни утказа- 
миз (4.15- раем, е). Щ 4 нинг момент нуктаси чексизликда 
булганлиги сабабли чап турри чизикни унг тугри чизикка 
параллел килиб утказамиз. Узатувчи чизик ab ни утказиш 
учун 5 ва 41 — тугунларини унг ва чап чизикларга 
проекциялаймиз. Агар шпренгел булмаганида, узатувчи 
чизик В С  буйича утар эди. Бу ерда abc учбурчак 
шпренгелнинг асосий элементга таъсирини ифодалайди.

2- мисол. Таркибида икки погонали шпренгеллар 
мавжуд булган ферманинг 5— 6 устуни учун таъсир 
чизиклари курилсин (4.16-раем, а ).

Ферманинг бу устуни стерженларнинг туртинчи турку- 
мига киради, яъни устун асосий фермага тегишли элемент 
булиб, унинг таъсир чизиклари бирлик куч кайси тасмадан 
хдракатланишига караб турлича булади.

Берилган системадаги шпренгелларни ташлаб юбориш 
йули билан асосий системани хосил киламиз (4.16- раем,
б). Асосий системанинг 5— 6 стержени учун таъсир
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чизикларини чизамиз. Бунда юкнинг устки ва остки 
тасмалар буйича харакати к^риб чикилади.

Фермами 1— 1 кесим буйлаб киркамиз, бирлик куч 
кесимдан унг томонда харакат килади, деб фараз этиб, чап 
кнем учун К нуктага нисбатан моментлар тенгламасини 
тузамиз:

бундан

2 М к *---- R aak — Д̂ бв * К  +  2d) = 0 ,

аь +  2 d

Бу  кийматга асосан унг тугри чизикни утказамиз. 
Момент нуктасидан фойдаланиб, чап тугри чизик уткази-



лади. Бирлик куч пастки тасмада харакатланса, узатувчи 
чизикни утказиш. учун чап ва унг турри чизикларга 5 ва 
7 тугунлар проекцияланади (4.16-раем, в ). Ю к юкори 
тасмада харакатланса, узатувчи чизикни утказиш учун 
4 ва 6 тугунлар проекцияланади (4.16-раем, г ).

Хар иккала таъсир чизигидан куриниб турибдики, юк 
учинчи тугундан чапда ва еттинчи тугундан унгда 
харакатланса, зурикишнинг киймати харакат сатхига 
боглик булмайди.

Ю к З г ва 5 ‘ тугунларга куйилса (4.16-раем, а), унинг 
таъсири икки погонали шпренгеллар оркали юкори 
тугунларга узатилади; гуёки харакат устки тасма буйлаб 
содир булгандек туюлади. Шу сабабга кура, бундай холда 
jV56 нинг ординаталари 4.15-раем, г дан олинади. N $6 
нинг изланаётган таъсир ч и з и р и н и  куриш учун аникланган 
ординаталар етарли. Мазкур таъсир ч и з и р и  4.16-раем, 
д да уз аксини топган.

5- боб

УЧ Ш А Р Н И Р Л И  А Р К А Л А Р  ВА РА М А Л А Р

5.1. УЧ, Ш А РН И РЛ И  СИСТЕМ АЛАР

Уч дискни уч шарнир ёрдамида бириктириш туфайли 
хосил булган система у ч  ш а р н и р л и  с и с т е м а  деб 
аталади (5.1 - раем). Бунда учинчи диск сифатида ер кабул 
килинади. Уч диск бир ук устида ётмаган уч шарнир (А, В, 
С ) ёрдамида бирикса, геометрик узгармас система хосил 
булиши бизга аввалдан маълум.

А ш в

Агар I ва I I  дисклар эгри 
чизикли стерженлардан ибо- 
рат булса, бундай система 
уч  ш а р н и р л и  а р к а  деб 
аталади (5.2-раем, а ), агар 
I ва II  диск синик турри чи­
зикли стерженлардан таш- 
кил топган булса, у  ч ш а р ­
н и р л и  р а м а  деб аталади 
(5.2- раем, б ); агар I ва II  
диск ферма булса, у холда 
система у ч  ш а р н и р л и  
а р к а с и м о н  ф е р м а  деб 
аталади (5.2-раем, в).



У ч  шарнирли системалар вертикал укка нисбатан 
симметрик ёки носимметрик булиши мумкин. Симметрик 
системада С шарнири симметрия уки устида жойлашади, 
А ва В  таянч шарнирлари бир сатхда ётади. Носимметрик 
системаларда таянчлартурли сатхда жойлашиши мумкин.

У ч  шарнирли система таянчларида вужудга келадиган 
горизонтал босим ва унга карши реакция керки (распор) 
номи билан юритилади; системанинг узи эса к е р к и л и  
с и с т е м а  деб аталади. Аркалар керки кучининг мавжуд- 
лиги билан балкалардан фарк килади.

Арканинг гумбаздан фарки шундаки, арканинг кунда­
ланг кесими анча кичик булади, шунинг учун хам 
у стерженли системалар гурухига киради. Гумбаз эса 
кобиклар гурухига кушилади. Курилишда уч шарнирли, 
икки шарнирли (5.3- раем, а ) ва шарнирсиз (5.3- раем,
б) аркалар кулланилади. Аркаларда керки кучининг 
мавжудлиги сабабли уларнинг таянчлари шарнирли ёки 
шарнирсиз кузгалмас таянч куринишида ишланади. 
Таянчлардан бири шарнирли кузгалувчан булса, у арка 
эмас, э г р и  у к л и  б а л к а  деб аталади (5.3-раем,
в). Бинокорликда баъзан уч шарнирли аркаларнинг 
бошкача хили— торткичли аркалар хам учраб туради 
(5.3- раем, г ) .

Торткичлар шароитга караб таянчлардан юкорирок 
^рнагилиши хам мумкин (5.3-раем, (?). Курилишда 
тортк.ичли рамалар хам кенг таркалган (5.3- раем, 
е). Амалда аркаларнинг кайси туридан фойдаланиш 
иншоотнинг конкрет иш шароитига караб хал этилади.

У ч  шарнирли хамда торткичли аркалар ва рамалар



5.3- р а е м

статик аник, икки шарнирли ва шарнирсиз аркалар статик 
ноаник системаларга киради. Бу бобда статик аник 
аркалар ва рамалар куриб утилади. Статик ноаник 
аркалар билан 8- бобда танишамиз.

Аркаларнинг асосий белгилари уларнинг оралик 
узунлиги / ва арка баландлиги f дир. Уртадаги С шарнири 
кулф-калит деб аталади.

Шарнирсиз аркалар Урта Осиё бинокорлигида кадим 
замонлардан буен кулланилиб келинади. Масжид, мадра- 
салар, хашаматли сарой ва макбаралар, хаммом, сардоба 
ва куприкларда равок ва гумбаз куринишида арка 
элементларини куплаб учратамиз. 1502 йили Шайбонийхон 
томонидан Зарафшон дарёсига курилган сув айиргич 
купригининг айрим равоклари хозирга кадар сакланиб 
кол га н.

5.2. УЧ Ш А РН И РЛ И  АРКА Л А РН И Н Г ТАЯН Ч  
РЕА К Ц И Я Л А РИ Н И  АН И КЛАШ

Ихтиерий кучлар куйилган уч шарнирли арканинг 
(5.4- раем) таянч реакцияларини аниклаш талаб этилади.

Ма ы 1умки, уч шарнирли аркалар статик аник булади. 
Ш у боисдан уларнинг таянч реакцияларини аниклашда 
статиканинг мувозанат тенгламалари кифоя этади. Уч 
шарнирли аркаларда ташки кучлар таъсирида иккита 
горизонтал (Н а, Н ь) ва иккита вертикал ( Va, Уь) реакция 
кучлари вужудга келади. Бу номаълум таянч реакциялари 
куйидаги тенгламалардан аникланиши мумкин:

£ М Л =  0; Z M b =  0; SM ;.4*"' =  0; SAT =  О.



5.4- р а е м

В таянчидаги вертикал реакция кучи Уь ни аниклаш 
учун А шарнирига нисбатан моментлар йигиндисини 
тузамиз.

Мазкур формуланинг сурати А нуктасига нисбатан 
барча ташки кучлар моментлари й и р и н д и с и  2 ,М т/ ш ни 
ифодалайди. Шунга кура юкоридаги формуланн куйидаги 
куринишда еза оламиз:

А таянчидаги реакциининг вертикал ташкил этувчиси- 
ни хам шу йусинда топа оламиз:

Горизонтал реакция кучи Нь ни аниклаш учун С шарни­
рига нисбатан унг томонда ётган кучлардан момент 
оламиз:

Z M a =  Р • а +  М -  VJL =  0.
Буидан

Р\<х + М

а

Х М }1" =  M - v b l  + H j  =  о ,

буидан

Нь
Х м '11Ун" 

ёки Н ь =  - -- ••
\



Бу ерда ноль индекси узунлиги ва юкланиши арка билан 
бир хил булган оддий балкадаги момент эканлигини 
билдиради.

А таянчидаги горизонтал реакция куч Н а икки 
тенгламанинг биридан, яъни Е М ,*1'=  0ёки 2 * = 0  
тенгламаларидан аникланиши мумкин. Проекция тенгла- 
масидан фойдаланамиз:

=  Н а — Н ь — 0; бундан Иа — Н ъ =  Н  .

Охирги ифода шуни курсатадики, агар аркага вертикал 
кучлар куйилган булса, горизонтал реакциялар узаро тенг 
булар экан.

Уч шарнирли аркалар учун баён этилган коидалар 
тулалигича уч шарнирли рамалар учун хам тааллуклидир.

5.3. УЧ Ш А Р Н И Р Л И  АРКАЛАРН И  АНАЛИТИК 
УСУЛДА ХИСОБЛАШ

Хисоблашдан максад бу ерда хам бошка консгрукция- 
лардаги сингари ички кучларни аниклашдан иборатдир. 
Ички кучлар деганда, арканинг кундаланг кесимларида 
ташки кучлар таъсирида хосил буладиган эгувчи момент 
М, кундаланг куч Q ва буйлама куч N тушунилади.

Ички кучларни аниклашда ишора коидаси балкадаги 
коидага ухшашдир, яъни куч арканинг эгрилигини 
оширса — ишора манфий, эгрилигини камайтирса — мус­

бат, кесимга нисбатан куч 
соат стрелкаси буйича айлан- 
са — мусбат, тескари йуна­
лишда — манфий олинади. 
Буйлама кучлар ишораси 
бошкача: куч стержеини сик- 
са--мусбат, чузса—  ман­
фий олинади.

Уч шарнирли арканинг 
ихтиёрий К  кесимида вужуд­
га келадиган эгувчи момент 
Mk ни аниклаймиз (5.5- раем, 
а ). Бунинг учун аркани шу 
кесим буйича хаёлан кирка- 
миз ва кесимнинг чап ёки унг 
томони учун моментлар 
йигиндисини ёзамиз:



A f * =  VaXk — И ауь — Py (xk — Xp) — Р х {у к — ур). ( 5.1 )

Бу ерда Xk ва уь — арканинг К. кесими координаталари;
Р х ва Р у— ташки куч Р  нинг горизонтал ва 

вертикал проекциялари; 
хр ва ур — куч куйилган нуктанинг координа­

талари.
Агар аркага куйилган куч огма эмас, тик булса, у холда 

Р  кучининг горизонтал проекцияси ноль, Р У =  Р  ва Н а =
— Нь =  Н  булади.

(5.1) ифода эса куйидаги куринишни олади:
Mk =  VaXk — P (x k~  хр) — Hyk (5.2)

Б у  формуладаги VaXk — Р (х ь — xp) ифода, узунлиги ва 
юкланиши жихатидан шу арка билан бир хил булган оддий 
балканинг эгувчи моменти Мь ни англатади. Буни 
эътиборга олсак, (5.2) формула куйидаги содда кури­
нишга келади:

Hyk . (5.3)

Кундаланг ва буйлама кучларни аниклаш учун 
арканинг К  кесимига уринма (« )  ва шу уринмага тик 
булган чизик (у ) утказамиз (5.5-раем, б). Кундаланг 
кучларни аниклаш учун v укига, буйлама кучларни 
аниклаш учун и укига нисбатан кучлар проекцияларининг 
йигиндисини оламиз:

Qk =  l/0COS(p — //aSin(p —  jPyCOStp —  /^coscp;

jV*= l/asin<p+//acos(p — P ys\nq>+ P x cos<p. (5.4)
Бу ерда ц> - уринма билан горизонтал чизик орасидаги 
бурчак. Агар аркага куйилган кучлар тик булса, у холда
(5.4) формула куйидаги куринишни олади:

Qk =  (Va — P ) cos<p — Hs\Пф;
Nk =  (Va — PJsintp +  Hcosy. (5.5)

Бу  ерда \Va — P\ аркага тенг кучли булган оддий 
балкадаги кундаланг куч Q* дир. Буни эътиборга олсак,
(5.5) ифода куйидаги куринишга келади:

Qk =  Qftcoscp — //sinq>;
Nk =  ф^эшф //совф. (5.6)

(5.3) ва (5.6) формулалардан фойдаланиб, арканинг 
бир канча кесимлари учун эгувчи момент, кундаланг ва



буйлама кучлар аникланади хамда М, Q ва N  эпюралар 
курилади.

Арка моменти балка момеитларидан кичик булиши
(5.3) формуладан яккол куриниб турибди.

5.4. УЧ. Ш А Р Н И Р Л И  АРКАНИ НГ М АКБУЛ  УКИ

Агар аркага вертикал йуналишда текис ёйик куч 
куйилган булса, арканинг укини шуидай олиш мумкинки, 
бунда арканинг барча кесимларида эгувчи момент нолга 
тенг булади. Эгувчи моментлари нолга тенг булган арка 
у к и  м а к б у л  (рационал) у к деб аталади. Арканинг узи 
эса м а к б у л  у к л и  арка деб юритилади (5.6-раем).

Арканинг макбул уки тенгламасинй тузиш учун
(5.3) формуладан фойдаланамиз. Ушбу формуладаги арка 
моментини нолга тенглаймиз:

Мх — Ну =  0. (а)
, Шаклдан

K = qi * ~  4 = т  « - * >  •

н  =  =  'si ( I  -  ± ) .  ±  =  s t  (б) 
f 2 V 2 / / 8 f У '

Ифода (а) дан
у =  М°ж/Н [в)

келиб чикади. (б ) да аникланган кийматларни (в) га 
куямиз;

У =
4 f=  f -  { l  — x)x  .

Шу тенглама ёрдамида 
чизилган парабола арка­
нинг макбул уки булади, 
макбул укли аркада эгув­
чи момент нолга тенгдир.



5.5. УЧ Ш АРНИРЛИ АРКА Л А РН И  К У З Г А Л У В Ч И  Ю К  
ТАЪСИРИ ГА ХИСОБЛАШ

Балка ва фермалар хисобида куриб утганимиздек, 
иншоотларни кузгалувчи юклар таъсирига хисоблаш учун 
таъсир чизиклари деб аталувчи график чизиб олинади. 
Таъсир чизиклари хар бир таянч реакцияси ва хар бир 
ички куч (М, Q, N) учун алохида равишда курилади.

Таянч реакцияларининг таъсир чизиклари

Чап ва унг таянч шарнирларига нисбатан моментлар 
тенгламасини тузамиз (5.7-раем, а ):

%Мь =  Va • / -  Р(1 -  х) =  0;
ZM a =  -  Vbl Р  ' х — 0.

Бу тенгламалардан Va ва Vt топилади.
Топилган ифодалар балка таянч реакцияларининг 

ифодасидан фарк килмайди. Демак, арка реакциялари­
нинг таъсир чизиклари хам балканинг таъсир чизиклари- 
дан фарк килмаслиги керак (5.7-раем, б, в).

Маълумки, керки кучи Я  =  М?// тенгламаси ёрдамида 
аникланади. Бундан Н нинг таъсир чизиги балка моменти 
Мс нинг таъсир чизигидан 1// маротаба кичик эканлиги 
куриниб турибди.. Шунинг учун Н нинг таъсир чизигини 
куришда А таянчи остига 
1\ нинг урнига U tf ни улчаб 
куямиз. Бу микдорни В  таянч 
остидаги ноль билан туташ- 
тирсак, унг тугри чизик 
келиб чикади. Чап тугри 
чизикни утказиш учун С 
шарнирни унг тугри чизикка 
проекциялаймиз, топилган 
нуктани А таянчи остидаги 
ноль билан туташтирамиз. 

чШтрихланган юза керки ку­
чи —  горизонтал реакция Н  
нинг таъсир чизигидир 
(5.7-раем, г). Агар /|=/2 =
=  //2 булса, С шарнири ости­
даги ордината //4/ булади.



Эгувчи момент М  нинг таъсир чизиги

Арканинг исталган кесимидаги эгувчи момент Af* =  
=  Mk — Иуь формуласи ёрдамида аникланишини юкорида 
куриб утдик. Арканинг ихтиёрий К  кесимидаги эгувчи 
момент Mk нинг таъсир чизигини куришда хам шу 
формуладан фойдаланамиз (5.8-раем, а).

Формулага Караганда, арканинг таъсир чизиги оддий 
балканинг (5.8- раем, б) К  кесимидаги эгувчи момент 
Mk нинг таъсир чизиги билан yk марта катталаштирилган 
керки кучи Н  нинг таъсир чизиклари орасидаги фаркка 
тенг булади. Мь ва Hyt нинг таъсир чизиклари 5.8- раем, 
в.г — да тасвирланган. Хар иккала шаклни устма-уст 
жойлаштириш йули билан изланаётган таъсир чизигини 
хосил киламиз (5.8-раем, д). Хосил булган таъсир 
чизигини тугри ^кка жойлаштирса хам булади (5.8- 
расм, е).

5.8- раем, g — да тасвирлан­
ган Mk нинг таъсир чизигида 
Мн нинг унг чизиги билан Н Ук 
нинг чап чизиги ноль нуктасида 
кесишади. Ушбу нуктанинг 
холатини график усулда аник- 
ласа булади. Бунинг учун ВС  ва 
А К  чизикларининг кесишув нук- 
таси От ни аниклаймиз 
(5.8-раем, а ). Таъсир чизиги- 
нинг 0 нуктаси ана шу нукта 
остида ётади.

Mk нинг таъсир чизигини 
бевосита ноль нуктаси оркали 
курса хам булади. Бунинг учун 
ихтиёрий укка Л* масофаси 
улчаб куйилади (5.8-раем, е). 
От нуктасини ^кка проекция- 
лаб, ноль (0) нуктаси аникла­
нади. Хк нинг учи 0 билан 
бирлаштирилади ва С шарнири- 
нинг проекцияси билан учраш- 
гунча давом эттирилади. Утка- 
зилган чизик I унг чизик деб 
аталади. I I  унг чизик шаклда

^ \Мк\тт\тагсир «м. [



тилгандек утказилади. Чап чизик одатдагидек утказилади, 
яъни К  кесимининг проекцияси билан А таянчи остидаги 
ноль нукта бирлаштирилади. Штрихланган юза Мл нинг 
таъсир ч и з и р и  булади.

Ноль нуктасининг абсциссаси ит A F O m ва B FO m
учбурчакларидан топилади: FO m =  —  ит =  f- (1 — и) ;

хк ‘2

бундам u„  =  - 

келиб чикали.

Кундаланг куч Q* нинг таъсир ч и з и р и

Уч шарнирли арканинг К  кесимидаги кундаланг куч Q* 
нинг таъсир чизигини куришда куйидаги формуладан 
фойдаланамиз (5.9- раем, а) :

Q k =  Q k  coscp* — Н  sirup*;
бу ерда Qk оддий балканинг К  кесимидаги кундаланг куч 
(5.9- раем, б); ф* — К  кесимига утказилган уринма билан 
горизонтал ук орасидаги 
бурчак.

Арка буйлаб бирлик куч 
харакат килганда, Q* билан 
Н узгариб боради, cos<p* 
билан sin<p* эса узгаришеиз 
колади. Бунга кура Q* нинг 
таъсир ч и з и г и  Q*cos<p* билан 
Hsinyк нинг таъсир чизик- 
лари алгебраик йигиндиси 
сифатида курса булади. Ана 
шу йигинди 5.9-раем, в-да 
тасвирланган, яъни икки хил 
таъсир ч и з и р и  устма-уст 
жойлаштирилган. Микдор- 
лари тенг, ишораси карама- 
карши булган ординаталар 
кискариб кетган, колганларн 
штрихланган. Штрихланган 
юза Qk нинг таъсир чизиги- 
дир.

Агар хосил булган шакл- 
ни горизонтал ук устига

0Я "УШ motfuft 4f̂ utu j
I I 1

i i  1 1  j нчю makeup vlautu

* * 0 . В put*»



жойлаштирсак, Q* ниш таъсир чизиги 5 9- раем, г да 
тасвирланган куринишни олади.

Мазкур таъсир ч и з и р и н и  ноль нуктаси усулида, яъни 
график усулда курса хам булади. Бунинг учун аввал ноль 
нуктанинг холати аниклаб олинади, изланаётган нукта 
(Од) икки чизикнинг кесишув нуктаси тарикасида топила­
ди. Улардан бири В С  чизиги, иккинчиси К  кесими- 
дан утган уринмага А шарниридан утказилган параллел 
чизикдир (59* раем, а ) . , Шу  нуктанинг горизонтал укка 
проекцияси (0) ноль нукта хисобланади.

Ихтиёрий горизонтал укка соэ<р* масофани ^лчаб 
куямиз (5.9- раем, г ) . Масофанинг учини ноль нукта билан 
туташтирамиз ва уни С шарнири проекцияси билан 
учрашгунча давом эттирамиз. Утказилган кесма I унг 
чизик булади. II  унг чизик шаклда курсатилгандек 
утказилади. Чап чизик I унг чизикка параллел равишда 
утказилиб К  кесимининг проекциясига кадар давом этади. 
Штрихланган юза Q* нинг таъсир чизиги х,исобланади.

Ноль нуктанинг абсциссаси A FO q ва B F O q учбурчакла-
ри оркали U . =  f t--- формуладан топилади.

I т

Буйлама куч N нинг таъсир чизиги

Уч шарнирли арканинг К  кесимидаги буйлама куч Nk 
нинг таъсир ч и з и р и н и  куришда jVft =  Q*sm<p*-j-tfCOS(P* 
формуласидаи фойдаланамиз (5.10- раем, а).

Формулага Караганда Nk нинг таъсир ч и з и р и н и  Q f t S i n c p *  

билан H&osф* таъсир чизикларининг й и р и н д и с и  сифатида 
курса булади. Бу ишни амалга ошириш учун аввал QfeSitKp* 
нинг таъсир ч и з и р и н и  курамиз. Синтра бунинг устига 
И coscp* нинг таъсир ч и з и р и н и  тескари равишда жойлаймиз 
(5.10- раем, б ) ., Штрихланган юза Nk нинг таъсир ч и з и р и  

булади.
Илгари куриб утганимиздек, Nk нинг таъсир ч и з и р и н и  

хам ноль нуктаси усулида куриш мумкин. Бунинг учун 
аввал On нуктаси топиб олинади (5.10- раем, а ). Б у  нукта 
хам иккита чизикнинг кесишув нуктасида ётади: чизик- 
лардан бири В С  кесмаси, иккинчиси эса К  кесимидан 
утказилган уринмага тик булган АОп чизигидир. Топилган 
On нуктасини горизонтал укка проекциялаб, ноль (0) нук- 
тасини аниклаймиз (5.10-раем, в). А таянч остига sincp*



кесмасини улчаб куямиз. 
Кесманинг юкори учини 
ноль нукта билан бирлаш- 
тири(>, С шарнирининг 
ироек циясигача давом эт- 
тирамиз. Бу I унг чизик 
булади. Чап тугри чизик I 
унг чизикка параллел ра­
в и ш д а  у т к а з и л а д и .  
Штри хланган юза Nk нинг 
таъси р чизигидир.

Ноль нуктасининг абс­
циссами AFOn ва BFO „ 
учбурчаклари  оркали 
куйидаги формуладан то­
пилади:

ы  = ____ IL____  .
" hciK% “  f

5.S. УЧ. Ш А Р Н И Р Л И  ТОРТК.ИЧЛИ А Р К А  ВА РАМ АЛАРНН 
Х.ИСОБЛАШ. ЯДРО  М О М Е Н Т Л А Р И

У»с шарнирли торткичли арка ва рамаларнинг хисоби 
торткичсиз системалар хисобидан бироз фарк килади. Бу 
тафо»утни 5.11 - раем, а — да тасвирланган арка мисолида 
куриб утамиз.

Арканинг В  таянчи шарнир­
ли к_узгалувчидир. Уртадаги 
С шарнирнинг мавжудлигини 
инобатга олсак, бу системага 
торткичнинг зарурийлиги уз-̂  
узида*! аён булади. Чунки бу 
системанинг геометрик узгар- 
масли гини айнан шу торткич 
таъми нлайди. Бошкача килиб 
айтганда, В  таянчи горизон­
тал йуналишда торткич ту- 
файлл кузгалмасдир. Демак, 
торткнчни В  таянчининг гори­
зонта/! стержени сифатида Б . П - р а с м
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талкин этса хам булади. Бу эса хисоб жараёнида 
торткичсиз арка (5.11-раем, б) учун берилган формула- 
лардан бемалол фойдаланиш имконини беради . Торткич- 
даги зурикиш горизонтал таянч реакцияси Н ь га тенг 
булганлиги сабабли торткнчли арка кундаланг кесимлари- 
даги зурикишлар торткичсиз арка кундаланг кесимлари- 
даги зурикишларга тенг булади, Шунингдек, тощггкичли ва 
торткичсиз аркаларнинг таъсир чизикларида хам хеч 
кандай тафовут булмайди.

Баъзан уч шарнирли арка ва рамалард_а торткич 
таянчдан юкорирокка урнатилади (5.12-раем, а). Торт- 
кични ташлаб юбориб, урнига карама-каршя йуналган 
кучлар N T куямиз (5.12-раем, б). Кучларнинг киймати 
торткичдаги зурикишга тенг булади. Бу ерда асосий 
масала ана шу зурикишни аниклашдан иборатдир. 
Раманинг таянч реакциялари статиканинг мувозанат 
тенгламаларидан топилади.

N T нинг киймати С шарнирига нисбатан ч ап ёки унг 
томонда жойлашган кучларнинг моментлари йигиндиснни 
ифодаловчи тенгламалар 2 M f =  0 ёки 2 М ,  =  0 дан
топилади.

N r аниклангач, арка ёки раманинг исталган кесимидаги 
ички кучлар торткичсиз система учун берилган формула- 
лардан фойдаланиб топилади.

Ядро моментлари ва нормал кучланишлар. Матери- 
аллар каршилиги фанидан маълумки, номарказий сики- 
лишда кесимнинг четки нукталарида хосил бу«падиган энг 
катта ва энг кичик нормал кучланишлар куйидаги 
формуладан аникланади:



5.13- р а с м

Бу ерда F  — элемент­
нинг кундаланг кесим юза- 
си; W  — кундаланг кесим- 
нинг каршилик моменти;
N  ва М — кесимга таъсир 
этувчи буйлама куч ва 
эгувчи момент.

Арка кесимининг четки 
нукталаридаги номаълум 
кучланишларни аниклаш- 
га ядро моментларидан 
фойдалансак, масала анча 
осонлашади.

Арка кесимининг энг четки нукталари 1 ва 2 да хосил 
буладиган нормал кучланишларни аниклайлик 
(5.13- раем, а). Арканинг чап кисмини унг кисмига булган 
таъсирини т  нуктага куйилган тенг таъсир этувчи 
R оркали белгилайлик. Тенг таъсир этувчи куч R  ни 
буйлама N  ва кундаланг Q ташкил этувчиларга ажрата- 
миз.

1- нуктадаги нормал кучланишни кесим ядроси оркали 
аниклаймиз (5.13-раем, б). Маълумки, буйлама сикувчи 
куч —  ядронинг хошиясига куйилса, кесим киргокларида 
нормал кучланиш нолга тенг булади. Бинобарин, буйлама 
куч кесим ядросининг K i нуктасига куйилса, I- нуктадаги 
нормал кучланиш ноль булади.

Кесим ядросининг К\ нуктасига узаро тенг, аммо 
карама-карши йуналган N  кучини куямиз. Бу учлардан 
бири т  нуктасига куйилган N  кучи билан жуфт куч, яъни 
момент хосил килади:

M k= N ( l  +  С ,)
иккинчиси эса 1 -- нуктада нолга тенг булган кучланиш 
хосил килади, Натижада 1-нуктадаги кучланиш а факат

мых
эгувчи момент M ki оркали ифодаланади:: о, =  ; бу
ердаги M kl — я д р о  м о м е н т и  деб аталади.

2- нуктадаги кучланишни хам ядро моменти оркали 
топса булади:

° 2  =  бу ерда M K =  N (t  — C2)
5.14- расмда /С кесимидаги эгувчи моменти Af* ва ядро 

моменти M kl нинг таъсир чизиклари берилган. Х,ар иккала



5.14- р а с м

таъсир чизиги ноль нуктаси усулида курилган. Графикни 
ясаш тартиби хар иккала момент учун бир хил. Асосий 
фарк Okl нуктасини аниклашда намоён булади. Агар О* 
нуктасини топишда А К  нукталари бирлаштирилса, О*, 
нуктасини топишда АК\ нукталари туташтирилади., Ш у ­
нинг эвазига ноль нукталар орасида озгина фарк булади. 
Бу фарк уз навбатида таъсир чизиклари ординаталари 
орасидаги тафовутга олиб келади.

5.7. УЧ. Ш А Р Н И Р Л И  АРКАСИМОН 
Ф Е Р М А Л А Р Н И  ХИСОБЛАШ

Аркасимон фермалар тузилиш жихатидан фермаларни, 
ишлаш жараёни жихатидан аркаларни эслатади. Шунинг 
учун хам уларни хисоблашда баъзан аркага, баъзан 
фермага хос булган коидалардан фойдаланилади. Мухими 
шундаки, уч шарнирли аркасимон фермалар керкили 
(распорли) системаларга киради, яъни буларда хам 
вертикал кучлар таъсирида горизонтал реакция кучлари 
пайдо булади (5.15-раем, а ). Керки кучларини шарнирли 
кузголмас таянчлар кабул килади. Аркасимон ферманинг 
икки диски кулф-калит шарнири С воситасида бириктири- 
лади. Расмдан куриниб турибдики, дисклар яхлит эмас 
панжародор килиб ферма шаклида ишланган.

5.15-раем, а — да берилган уч шарнирли аркасимон 
ферманинг хисоби билан танишиб чикамиз.

Берилган системанинг вертикал ва горизонтал реакция- 
лари яхлит арканинг реакциялари кзби аникланади. 
Масалан, чап таянчдан х масофада бирлик куч 
Р =  1 куйилган булса, Уа ва Уь реакциялари куйида­
гича топилади:



Керки кучи Н куйидаги тенгламадан аникланади:

бу ерда М J — аркага тенг узунликка эга булган оддий 
балканинг С кесимидаги момент.

Va, Уь ва // нинг таъсир чизиклари 5.15- раем, б, в, г — 
да тасвирланган.

Уч шарнирли аркасимон ферманинг 1 —2 стержени- 
даги зурикишнинг таъсир чизирини курамиз (5.15-раем,
а ). Фермами 1 — 1 кесими буйлаб киркамиз. Зурикиши 
изланаётган стержень (1— 2) учун К  нукта момент нуктаси 
хисобланади. yVi,2 ни аниклаш учун К  нуктага нисбатан 
чап томонда ётган кучлардан моментлар йигиндисини



ёзамнз (бунда бирлик куч кесимдан унгда деб фараз 
этамиз):

бу ердан
— VaQk — Hyk— — 0;

Va°k ~  И Укyv,2 =

Агар момент нуктаси К  ни арканинг К  кесими деб 
фараз этсак хамда а* ва yk ларни шу кесимнинг 
координаталари деб олсак, касрнинг сурати аркавий 
момент M akp булади. У холда зурикиш

N ,2 = К

ифодаси билан аникланади.
Демак, ферма стерженидаги зурикиш Ы\г нинг таъсир 

чизигини аркавий момент оркали курса булади. Бу ­
нинг учун арка моменти таъсир чизикларини h га 
кискартирилса кифоя.

Арканинг К  кесими учун моментнинг таъсир чизигини 
куришда А таянчи остига ак маСофани улчаб куйилар эди. 
Бу сафар шу масофани h маротаба кичрайтириб куямиз 
(5.15- раем, д). Колган ишлар уч шарнирли аркадаги

ишлар билан айнан бир 
хилдир.

Мисол. Уч шарнирли ар­
канинг К  кесимидаги эгувчи 
момент, кундаланг ва буйла­
ма кучлар аналитик усулда 
хисоблансин. Айни шу мик- 
дорлар таъсир чизиклари 
оркали хам аниклансин. Ар­
ка уки парабола булиб, куч 
ва улчамлар шаклда берил­
ган (5.16- раем, а ) .

Ечиш. Хисобни таянч ре­
акцияларини аниклашдан 
бошлаймиз:

X M A= - V B-30 +
+  <7а-18*9 + Р* 9 =  0;

бундан 1/в= 45 кН;



2 A ifl'= lV 3 0 - P .2 1  — qv  18-21 =0; 
бундан 105 кН;

2 М Г = У а- 1 5 - Р - 6 - ? .,.  15-7,5-H Af= 0  
бундан //„ =  59,167 кН.

Кучлар вертикал булганлиги учун //, =  //„ =  
=  #=59,167 кН.

Текшириш. Ну — VA — Р  — q\• 18 +  VB=  105 — 6 — 8- 
. 184-45 =  0.

Аналитик усулда К  кесимидаги ички кучлар (М*, Qk, 
iVft) ни аниклаймиз. Эгувчи момент куйидаги формуладан
(5.3) топилади:

Mk ~  Mk — Н ук.
Арканинг уки парабола булганлиги учун yk ординатаси 

куйидаги тенгламадан топилади:

У, =  у *» (/- *» ) =  -4з^ ? ■ 6 (3 0 - 6 ) =  6,912м . 

Оддий балканинг (5.16- раем, б) К  кесимидаги момент 

M k = V A - 6  — ?,-6-3 =  105-6 — 8-6-3 =  486 кНм.

Уч шарнирли арканинг К  кесимидаги момент

Mk =  486 — 59,167• 6,912 =  77,04 кНм.
Ку'ндаланг кучни аниклаш формуласи (5.6):

Q4 =  Q*coscp* — //sirup*.
Арка укининг тенгламасидан фойдаланиб, ср* бурчакни 
аниклаймиз (5.16-раем, а) :

tgq>. =  ^  =  у  =  ± ^ L- (30-2-6 ) =0,864 ,

бундан ф/г =  40°50/; sir^* =  0,6538; со5ф* =  0,7566.

Оддий балканинг (5.16-раем, б) /( кесимидаги кунда­
ланг куч

Q l =  VA- q .y-6 =  105 — 8-6 =  5?/кН 
Арканинг К  кесимидаги кундаланг куч:

Q* =  57-0,7566 -  59,167 • 0,6538 =  4,443 кН.
87



Арканинг К  кесимидаги буйлама кучни аниклаймиз
(5.6):

Nk — Q*sin(pA-|-//-cos(pli[ =  57-0,6538 +  59,167-0,7566 =

, Шундай килиб, уч шарнирли арканинг К  кесимидаги 
ички кучларни аналитик усулда аникладик. Энди шу 
микдорларни таъсир чизиклари ёрдамида аниклаймиз.

Таъсир ч и з и р и н и  ноль нуктаси усулида курамиз. 
Бунинг учун А таянч билан К  кесим турри чизик ёрдамида 
туташтирилади. В  таянч С шарнир билан туташтирилади. 
Икки турри чизикнинг кесишиш нуктаси (0|) эгувчи 
моментнинг ноль нуктаси булади, чунки Р =  1 куч шу 
нуктада булганда К  кесимдаги эгувчи момент нолга тенг 
булади (5.17- раем, а ).

Координата укининг А таянч остидаги нуктасидан 
К  кесимигача булган масофа (6м) ни укдан юкорига 
масштаб буйича улчаб куямиз. Бу масофани координата 
укидаги О i нуктанинг проекцияси билан туташтириб, 
С шарнир проекциясигача давом эттирамиз. Бу т^рри 
чизикка К  кесимининг проекциясини туширамиз ва уни 
А таянч остидаги координата Укининг ноль нуктаси билан 
туташтирамиз. С шарнир остидаги ординатаии В  таянч 
остидаги координата укининг ноль нуктаси билан туташти­
рилади. Хосил булан график М* нинг таъсир ч и з и р и  деб 
аталади (5.17- раем, б). А таянчдан Oi нуктагача булган

=  82,033 кН.

М ь  нинг таъсир чизимарини куриш

масофани им билан белги­
лаб, уни куйидаги формула 
ёрдамида аниклаймиз:

х*
2-10,8-30

Таъсир чизиклари ёрда­
мида номаълум зурикишлар 
Куйидаги формула оркали 
х,исобланади:



М  —  "ZPi • yi +  2,qi • (Of.

Бизнинг мисол учун формула куйидаги куринишда 
ёзилади:

M k =  q ( о) — (Oi— шг) +  Я  • у.

Бу ерда Р, q -*аркага куйилган кузгалмас. юклар:
у — таъсир чизигида Р  кучи остидаги ордината; 
со — шу таъсир чизигида ёйилган куч остидаги 

кисмнинг юзаси.
Ташки кучлар остидаги ординаталар, учбурчакларнинг 

ухшашлигидан фойдаланиб аникланади. Масалан,

6 у-, . 6 у ш 6 У2 . У2 Уз
i 1,538 5,538 ’ 11,538 2.538 * 11,538 3,462 ’ 15 12 * 

i/,=2,880; у =  1,320; у 2=  1,8; уз=1,44.
Юзалар:

у. • 11,538 и.,'3,462 
о) =  -----—  =  16,615; а>, =  ---=  3,116;

Ш2=: . ^ . 3  =  4,860.

, Шундай килиб, К  кесимдаги эгувчи момент:
М* =  8( 16,615 — 3,116-4,860) -5-1,320 =

=  69,12 — 7,92 =  77,04 кНм

(Аввалгиси билан таккосланг).

Qk нинг таъсир ч и з и р и н и  курит (5.18-раем, а)

Кундаланг куч учун ноль нуктаси холатини аниклай­
миз. Бунинг учун К  кесимга уринма утказамиз. Бу 
уринмага параллел килиб А таянчдан тугри чизик 
утказамиз ва бу турри чизикни В  таянч билан С шарнирни 
туташтирувчн чизикдан давом эттирамиз. Кесиишш 
нуктаси Оч кундаланг кучнинг ноль нуктаси булади, чунки 
Р — 1 бирлик куч шу нуктада турганда К  кесимдаги 
кундаланг куч нолга айланади.

Кундаланг куч таъсир ч и з и р и н и  куриш учун ихтиёрий 
масофада координата уки олинади ва бу укка А, 
В  таянчлари, С шарнири ва Ог нуктасининг нроекциялари 
туширилади- А таянчи остита cos<p* =  0,7566 ни масштаб 
буйича улчаб куямиз. Бу масофани нукта билан тугри



чизик ёрдамида туташтира- 
миз. Координата укининг А 
таянчи остида бу турри чи­
зикка параллел тугри чизик 
утказамиз ва уни К  кесимга- 
ча давом эттирамиз. Сунгра 
бу икки параллел турри чи­
зикка К  кесимининг проек- 
цияси туширилади. С  шарнир 
остидаги ордината В  таянчи- 
нинг ноль ординагаси билан 
туташтирилади. Кейин шакл- 
да курсатилгандек штрихла- 
нади, хосил булган график 
Qk нинг таъсир ч и з и р и  була­
ди (5.18- раем, б).

Кундаланг кучнинг ноль 
нуктасигача булган масофа 
Uq куйидаги формула ёрда­
мида аникланади:

Un = 2fl 2-10-8-30
—  6 4 8

2f + Mg<p* ~~ 2-10,8 + 30-0,864 — 47,52 =  13,636 М .

Кундаланг кучнинг кийматини куйидаги формула 
ёрдамида аниклаймиз:

Qk =  +g(co — coi — (02 — т )  + Р-У
Зарур ординаталарни учбурчакларнинг ухшашлигидан 

фойдаланиб топамиз:
0,7566
13.636
0,7566
13.636

Юзалар:

У\
7,636 ; у, =  0,424; у\ =  0,7566 — г/, =  0,3326;

У ... 0Д566 ^ 0 , 0 7 6 ;
4,636 ’ У 0,257’ 13,636 1,364
У2_
15 • Уз =  0,8- у 2 =  0,061

у, • 7,636 у, - 6
ш =  =  1,619; =

у2 + уэ
о)2 — о — 0,052, 0)3 — -

=  0,938 ;



Кундаланг куч киймати
Q* =  8 (1,619 — 0,998 -  0,052 — 0,206) +  6 • 0,257 =

=  2,904+1,542 =  4,446 кН.

N* н и н г  т а ъ с и р  ч и з и р и н и  к у р и т  (5.19-раем, а ) .

Буйлама кучнинг ноль нуктасини аниклаш учун 
А таянчидан К  кесимига утказилган уринмага тик чизик 
утказамиз ва уни В  таянчи билан С шарнирни туташти- 
рувчи турри чизик билан кесишгунча давом эттирамиз. 
Кесишув нуктаси буйлама кучнинг ноль нуктаси (Оз) 
булади.

Ихтиёрий масофада координата уки олиниб, унга А, 
В  таянчлари, С шарнири ва Оз нуктасининг проекциялари 
(а, Ь, с ва d ) туширилади. «а» нуктадан smtp* =  
=  0,6538 масофа (aai) улчанади ва бу масофа «d» нуктаси 
билан туташтирилади. «aid» ч и з и р и н и  « С |»  нуктасигача 
давом эттириб, бу ординатани «Ь » нуктаси билан 
бирлаштирилади. «а» нуктасидан <d Ci» чизигига нараллел 
чизик утказиб, «a/г» турри ч и з и р и н и  х о с и л  киламиз. 
К  кесим остида буйлама куч sintp* =  0,6538 га тенг 
микдорда сакрайди., Штрихланган шакл Nk нинг таъсир 
ч и з и р и  булади (5.19-раем, б).

Буйлама кучнинг ноль нуктасигача булган масофа

га тенг булади.
Таъсир ч и з и р и  ёрдамида буйлама кучнинг кийматини 

аниклаймиз

Керакли ординаталарни аниклаймиз. Учбурчаклар 
ухшашлигидан:

30
30 07566 

2-10,8 ' 0,6538

Nk =  q\ (со +  a>i +  сог) +  Я*У-

0,6538 Уч. 0,6538 У% 0,6538
49,407 '64,407’ 49,407 55,407 ’ _49,407 58,407’

У2 =  0,852; t/L =  0,733; у =  0,773; 
у\ =  у У — 0,6538 =  0,0792; уз =  0,8 - у 2 =  0,682.

Юзалар:



Буйлама кучнинг кий­
мати

5
Шундай килиб, таъсир 

чизиклари ёрдамида ички 
кучларнинг куйидаги кий- 
матларини аникладик:

Nk =  8(0,238 — 7,133 —
— 2,301)— 6-0,773 = 

=  77,376 — 4,638 =г 
82,104кН.

5.J9- р а с м

М* =  77,740 кН м; Q* =  4,446 кН; W* =  82,014 кН.
Ички кучларнинг бу кийматлари аналитик усулда 

аникланган кийматлар билан бир хилдир.

6- боб

К У Ч И Ш Л А Р  Н А ЗАРИ ЯСИ

6.1. К У Ч И Ш Л А Р  ВА ИШ ЛА Р Х.АК.ИДА ТУШ УНЧ А

Статик ноаник системаларни хисоблашда мувозанат 
тенгламаларидан та ш кари кучишлар тенгламалари ни 
тузишга ва ечишга тугри келади. Бундай тенгламаларни 
тузиш учун аввало иншоотларнинг деформацияларини 
аниклашни билиш зарур. Кучишларни аниклаш масаласи 
факат статик иоаник системаларгагина тааллукли булиб 
Колмай, балки статик аник системаларга хам алока- 
дорднр. Статик аник системалардан ташкил толган 
Курилиш конструкцияларининг деформацияси меъёридан 
ортиб кетмаслиги зарур. Бу масала хам кучишлар оркали 
Хал этилади. .Шундай килиб, кучишларни аниклаш 
масаласи курилиш механикасининг мухим масалаларидан 
бири хисобланади.



Бирор нуктанинг к у ­
ч и ш и  деганда, иншоот­
нинг деформацияси жара- 
ёнида унинг (нуктанинг) 
координаталарининг узга- 
риши тушунилади. Кучиш­
ларни биз Гук конуни 
чегарасида аниклаймиз, 
яъни кучиши аникланаёт­
ган кесимнинг кучланиш- 
лари пропорционаллик че­
гарасида ётади, деб фараз 
этамиз.

Кучишларни аниклаш- 
да кучлар таъсирининг 
мустакиллиги коидаси 
амал килади. Бу коида­
га кура бир неча
кучларнинг бир йула куйилгандаги натижаси хар бир 
кучни алохида куйилгандаги натижалар йигиндисига тенг 
б^лади.

Ташк,и кучлар иши. Кучишларни аниклашнинг умумий 
усули ташки кучлар иши назариясига асосланади, яъни 
ишлар оркали кучишларни аникласа булади.

Эластик системага аста-секин (статик равишда) 
куйилган ташки куч Р  нинг бажарган ишини аниклаймиз 
(6.1-раем, а). Деформациянинг кичик микдорларида 
эластик системага кучлар таъсирининг мустакиллиги 
коидасини куллаш мумкин, бинобарин, алохида нукта- 
ларнинг кучишлари уларни вужудга келтирувчи кучларга 
тугри проиорционал булади. Гук конунига кура бу 
богланиш куйидагича ифодаланади:

Д =  аР .
Бу ерда Д — таъсир этувчи куч Р  йуналишидаги кучиш;

а  — пропорционаллик коэффициенти булиб , ин­
шоотнинг материали, тархи ва улчамларига 
боглик микдордир.

Р  кучининг оралик кийматини Р х , унга мос булган 
кучишни Д, деб белгилаймиз, (6.1- раем, б).

Р  кучини чексиз кичик микдор d Px га орттирамиз. 
Натижада кучиш хам dAx масофага ортади. Бунда ташки 
куч куйидаги элементар ишни бажаради:

dA=  (Р х +  d Px) dAx =  P xdAx.



Ташки куч бажарган тулик иш бу ифодани интеграллаш 
йули билан аникланади.

р

Гук конунига биноан d&x =  <zdPx эканлигини хисобга 
олсак,

А =   ̂ * Р ^ Р Х= ^ = ± Р &
О

келиб чикади.
Демак, ташки кучлар (Р ) бажарган хакикий иш куч 

билан шу куч вужудга келтирган кучишнинг купайтмасини 
ярмига тенг экан. Бу К л а п е й р о н  т е о р е м а с и  деб 
аталади. Агар иншоотга бир неча кучлар Р  i, Рч-.- 
Р  куйилган булса, ташки кучлар бажарган тулик иш 
куйидагича булади:

А =  j-  S P A -
Ташки кучларнинг бу иши иншоотда потенциал энергия 

тарзида тупланади.
Гарчи Клапейрон теоремаси биргина куч мисолида 

берилган булса-да, аслида унинг кулланиш чегараси жуда 
кенг. Ташки куч деганда биргина йигик куч эмас, балки 
турли кучлар системаси тушунилади. Кучишлар хам факат 
чизикли эмас, балки бурчакли булиши хам мумкин. \улоса 
килиб айтганда, к у ч  деганда эластик системага таъсир 
этувчи хар кандай кучлар мажмуаси тушунилади ва 
« у м у м л а ш г а н  к у ч »  деб аталади. Бу куч таъсирида 
вужудга келган кучиш «умумлашган кучиш» деб юритила- 
ди.

Ички кучлар иши. Кучишларнинг вужудга келишида 
ташки кучлар бажарган ишни ички кучлар оркали ифода 
этса хам булади. Ички кучлар деганда конструкция 
элементларида вужудга келадиган эгувчи момент М, 
кундаланг куч Q ва буйлама куч N тушунилади.

Балкадан (6.2- раем) чексиз кичик dx элементини 
ажратиб оламиз (6.3-раем). Ажратилган элементга М,

I_______ _
7 & Г -  - dK-



N

dx___ &x

! N

6.3- р а е м 6.4- р а е м

Q ва N кучлари таъсир этади. Бу кучлар бутун стсрженга 
нисбатан ички куч, ажратилган элементга нисбатан эса 
ташки куч деб каралади. Буларнинг хар бирини dx 
элементига булган таъсирини алохида равишда куриб 
Утамиз.

Энг аввал ажратилган элементга буйлама куч N  нинг 
таъсири билан танишамиз (6.4-раем). Элементнинг чап 
томондаги кесими кузгалмас деб фараз этсак, буйлама куч 
таъсирида элементнинг унг томондаги кесими

масофага кучади. Бу ерда E F  —  стержень кундаланг 
кесимининг сикилиши ёки чузилишдаги бикирлигидир.

Д<р бурчакли кучишнинг вужудга келишида аста ортиб 
борувчи эгувчи момент куйидаги микдорда иш бажаради 
(6.5- раем):

Нихоят ажратилган элементга кундаланг куч Q нинг 
таъсирини куриб утамиз (6.6- раем). Агар элементнинг чап

Ах =  Ndx-EF



кесимини мах,камланган деб карасак, кундаланг куч 
таъсирида унинг унг томондаги кесими

Ау ~  t\Qdx/GF
масофага силжийди. Бу ерда G F — кесимнинг силжишда- 
ги бикирлиги. А у силжиШнинг вужудга келишида аста 
ортиб борувчи кундаланг куч куйидаги микдорда иш 
бажаради:

Бу ерда т) ■— стерженнинг кундаланг кесими шаклига 
боглик коэффициент булиб, куйидаги формуладан топила­
ди:

Тугри туртбурчакли кесим учун г|=1,2. Айлана учун 
11=10/9,

Ажратилган dx элементга учала куч (N , М, Q) бир 
вактнинг узида таъсир этса, тулик иш куйидагича 
топилади:

d A = d A .  +  d A M +  d A Q= \ ( N  ^ - + М - ^ +  Q - ^ n )  ■
Стерженларнинг барча участкалари буйича бажа- 

рилган тулик ишни аниклаш учун юкоридаги ифодани 
интеграллаймиз:

А = \  Ы  \ м ~ +  2  \n ~ - +  2  )  (6.1)
\ о о о /

ёки

^ А ^ + А ^ ш + А ш ч <б-2>
0  0 0

Шундай килиб, кучишларнинг вужудга келишида 
ташки кучлар бажарган ишни ички кучлар оркали ифода 
этдик.

Эластик системаларда ташки кучлар бажарган иш 
деформациянинг потенциал энергияси сифатида туплана- 
ди. Хар кандай эластик жисм ташки кучлар вужудга 
келтирган энергияни узида жамлаш х,усусиятига эга. 
Жисмни юкдан бушатиш жараёнида потенциал энергия



иш бажаради. Мана шу ишни жисмдаги ички кучлар (М , 
Q, N ) бажаради. Энергиянинг сакланиш конунига биноан 
ташки кучлар бажарган иш система деформациясининг 
потенциал энергиясига (демак, ички кучлар бажарган 
ишга) тенг булади.

6.2. И Ш Л А Р  ВА К У Ч И Ш Л А Р Н И Н Г  УЗАРО Б О ГЛ А Н И Ш И  
Х.АКИДАГИ Т Е О Р Е М А Л А Р

Икки хил куч таъсирида мувозанатда булган эластик 
системанинг икки х,олатини куриб утамиз. Биринчи 
холатда системага Р  кучи, иккинчи холатда F  кучи таъсир 
этади дейлик (6.7-раем).

Системанинг кучишларини Д^ тарзида белгилаймиз. 
Бунда биринчи индекс кучаётган нукта ва унинг йунали- 
шини, иккинчи индекс эса кучишни вужудга келтираётган 
сабабни англатади. Укилиши бундай: Р  кучи куйилган 
нуктанинг шу куч (яъни Р  кучи) йуналишида F  кучи 
таъсирида вужудга келган кучиш.

Лрр — Р  кучи йуналишида шу куч таъсирида вужудга 
келган к у ч и ш  дейлик. Бу кучишнинг вужудга келишида 
Р  кучи бажарган иш Арр булсин. Худди шунингдек, Дц 
кучишнинг вужудга келишида F  кучи бажарган ишни Aff 
деб белгилайлик. Агар хар иккала куч балкага статик 
таъсир этса, бу кучлар бажарган иш куйидаги формуладан 
топилади:

л „  =  у  ва А „  =  -i- FA „ .



л _  у  [  Mpdx | у  [  Npdx I у  С ‘
^  ^  3 2£/ J гг/7 j 2G/7 п ’

О О О

О О О

келиб чикади.
Энди уша (6.7- раем) системага Р  ва F  кучларининг 

олдинма-кейин куйилиш жараёнини куриб утайлик.
Аввал системага статик ортиб борувчи Р  кучи 

куйилади, дейлик (6.8-раем). Р  кучи ^зининг тугал 
кийматига эришганда, системада 6.7- раем, а — да курса- 
тилгандек вазият вужудга келади, яъни Р  кучи остида Дрр 
кучиш хосил булади. Бу кучишнинг вужудга келишида 
Р  кучи Арр =  Р\рр/2 га тенг булган иш бажаради. Шундан 
сунг солки системага F  кучи куйилади. Бу куч таъсирида 
система еолкиланишда давом этиб, 6.7-раем, 6  — да 
курсатилган вазият вужудга келади. Бунда Р  кучи остида 
ДР[ га тенг булган кушимча солкилик хосил булади. 
F  кучининг киймати нолдан ^зининг тугал кийматига 
кадар ортиб борганда, Р  кучининг киймати ^згармасдан, 
Apf— P&pf га тенг булган кушимча иш бажаради. 
F  кучининг узи эса Aff — F^ff/2 микдорида иш бажаради. 
Шундай килиб, системага кетма-кет рав'ишда Р  ва 
F  кучлари куйилса, уларнинг бажарган тулик иши

A =  A „ + A fl+ A „ = \ P H „ + P \ fl+ ± F b „  (а)

га тенг булади.
Агар кучларнинг куйилиш тартибини узгартирсак, 

яъни аввал F  ва сунгра Р  кучларини куйсак, у холда тулик 
иш куйидаги куринишда ифодаланади:

Р
f



A =  ± F A „+ F A lp +  -lpA№ .

Бирок кучларнинг куйилиш тартиби ^згариши билан 
бажарилган тулик ишнинг микдори узгармайди., Шунга 
кура (а ) ва (б) ифодаларни тенглаштириб, куйидаги 
хулосага эга буламиз:

Р  Д Pf =  FAfp.
Бу ерда PAPf биринчи холатдаги Р  кучининг шу 

йуналишда, иккинчи холатдаги F  кучидан хосил булган 
кучишнинг вужудга келишида бажарган ишидир. FA[P эса 
иккинчи холатдаги f  кучининг шу куч йуналишида, 
биринчи холатдаги Р  кучи таъсирида хосил булган 
кучишнинг вужудга келишида бажарган ишидир 
(6.7- раем).

Шундай килиб, биринчи холатдаги кучларнинг шу 
кучлар йуналишида иккинчи холат кучлари таъсирида 
хосил булган кучишларнинг вужудга келишида бажарган 
иши иккинчи холатдаги кучларнинг шу кучлар йуналиши­
да биринчи холат кучлари таъсирида хосил булган 
кучишларнинг вужудга келишида бажарган ишига тенг­
дир.

Бу хулоса ишларнинг узаро богланиши хакидаги 
теорема ёки унинг муаллифи Италия олими Энрико Бетти 
(1823— 1892) теоремаси номи билан машхурдир.

Энди кучишларнинг узаро богланиши хакидаги теоре­
ма билан танишиб чикамиз.

Бунинг учун яна балканинг икки холатини куриб 
утамиз. Биринчи холатда балкага 1 кучи, иккинчи 
холатда эса F =  1 кучи куйилган (6.9-раем).

Балкага куйилган кучларнинг киймати бирга тенг 
булганлиги сабабли балканинг 
холатини б и р л и к  х о л а т  деб 
айтамиз.

Бирлик куч таъсирида хо­
сил булган кучишлар б харфи 
билан, бирдан фаркли кучлар- 
дан хосил булган кучишлар эса 
Д харфи билан белгиланади.

.Ш унга биноан биринчи холат­
даги кучиш ни б jp, иккинчи хо­
латдаги кучишни эса б Pf

а) f-цемт
P -t в I

6) 2-*,олат
F -f



тарзида белгиладик. Хар иккаласи хам бирлик кучлардан 
Хосил булган б и р л и к  к у ч и ш л а р д и р .

Бу икки холат учун Бетти теоремаси ‘куйидагича 
ёзилади:

Бу тенглик кучишларнинг узаро богланиши хакидаги 
теорема ёки Максвелл теоремаси деб аталади.

Мазкур тенглик P  =  F=£l булганда хам уз кучини 
саклайди ва куйидагича ифодаланади:

Кучишларни аниклайдиган формулани келтириб чика- 
ришда бевосита ишлар учун чикарилган формулалардан 
фойдаланамиз.

Бирор эластик системанинг, масалан, балканинг икки 
холатини куриб чикамиз. Биринчи, яъни берилган холатда 
балкага исталганча кучлар куйилиши мумкин (6.10- раем,
а ). Иккинчи холатда балкага бирлик куч F =  1 куйилади 
(6.10* раем, б).

Берилган кучлар таъсирида хосил булган Д/р кучиш- 
нинг вужудга келишида иккинчи холатдаги F = 1  кучи 
куйидаги ишни бажаради:

Я6Р/ — F 6 fp

Агар P  =  F =  1 эканлигини эътиборга олсак, 
bPi =  bfp келиб чикади. (6.5)

Д pi — Д /р. (6 .6 )

6.3. К У Ч И Ш Л А Р Н И  А Н И К ЛАШ  УЧУН МОР 
Ф ОР М УЛ А С И  ВА В Е РЕ Ш Ч А Г И Н  УСУЛИ

А]р — F  Д ip — 1 Д/р — Д (р.

a j  берилган цоют



А 1р= А 1р=  2  2  \Я 1 ^ в Г +  2  ^ П ^ * 6'7»
О О О

куринишдаги кучишларни аниклаш формуласига, яъни 
Мор формуласига эга буламиз.

Бу ерда Мр, Np ва Qp — берилган кучлардан хосил 
булган, Mf, Nf ва Qf — бирлик кучдан хосил булган 
ички кучлардир.

Бирлик куч одатда кучиши аиикланаётган нуктага к^- 
йилади. Агар чизикли кучиш (масалан, бирор нуктанинг 
солкилиги) аникланадиган булса, бирлик куч сифатида 
улчамсиз йигик куч кабул килинади, агар бурчакли ку­
чиш (масалан, бирор кесимнинг о р и ш  бурчаги) аниклана- 
диган булса, бирлик куч сифатида улчамсиз йигик момент 
кабул килинади. Хар иккала холда хам бирлик куч кучи­
ши изланаётган нуктага куйилади.

Балка ва рамаларнинг кучишларини аниклашда буй­
лама ва кундаланг кучлар таъсирини эътиборга олмаса 
хам булади:

Д »=  2  \ 4 £ - d x .  (6.8)
О

Оддий аркаларнинг кучишларини аниклашда эгувчи 
момент билан буйлама кучнинг таъсири эътиборга олинса 
кифоя

Д,р = 2 ^ * + 2 ^ ^  (6.9,
о о

Фермаларнинг кучишларини аниклашда буйлама куч­
ларнинг таъсири эътиборга олинади, холос

Alp= 2 \ ^ d x .  (6.10)
О

Верешчагин усули. Маълумки, балка ва рамаларнинг 
кучишларини аниклашда Мор формуласииинг биринчи 
хадидан фойдаланилади (6.8):

с М.МВ , v
,а)о



Интеграл чегарасида кесим узгармас б^лса, эгилишда* 
ги бикирликни интегралдан ташкарига чикариш мумкин

(б)о
Бу ерда М р ва М/ — берилган ва бирлик кучлардан хосил 
булган эгувчи моментлар (6.11-раем). Купинча икки 
эпюранинг бири тугри чизикли булади. Бундай холларда
i
^MfMpdx интеграли осонгина ечилади; аникроги мазкур 
о
интегрални интегралсиз ифода билан алмаштириш имкони 
тугилади.

Шаклдан (6.11 - раем):
Mf =  xtqа  ва dti> =  M pdx

эканлигини хисобга олсак,
I i I
^ M jM f/ix =  t tpc. ^xMp/dx =  tga  |j-cda)
О 0 0

келиб чикади.
i

Бу ерда ^xd& интеграли Мр эпюрасининг юзаси о)р дан 
о

О— 0' укига нисбатан олинган статик моментдир, яъни
I

=  шр-хг
о



Урнига куямиз

^M jM pd x =  x ctga ,4sip', (а)
о

бирок xctga =  yc эканлигини назарда тутсак,
i
5 м ^  =  трУс (в)
о

келиб чикади, натижада интеграл функция интегралсиз 
ифода билан алмашади.

(в) ифодасини (б) га куйсак, куйидаги формула келиб 
чикади:

А !р= - ~  ( г )

Бу  ерда шр — эгувчи моментлар эпюрасининг юзаси;
ус — биринчи эпюранинг огирлик марказига 
мос келган иккинчи эпюрадаги ордината.

Кучишларни аниклашнинг бу усулини 1925 йилда 
Москва темирйуллар транспорти мухандислари институти- 
нинг толиби А. Н. Верешчагин таклиф этган.

(г) дан куринадики, хар иккала эпюра Укнинг бир 
томонида жойлашса, кучишнинг ишораси мусбат, укнинг 
турли томонларида жойлашса, ишора манфий булади. 
Шуни хам кайд этиш лозимки, у с ординатаси албатта турри 
чизикли эпюрадан олиниши зарур. Агар хар иккала эпюра 
турри чизикли булса, у холда ординатани кайси эпюрадан 
олинишининг фарки йук.

Трапеция шаклли икки эпюра купайтириладиган булса, 
улардан бирининг орирлик марказини топиш урнига 
трапециялардан бирини иккита учбурчакка ажратган 
кулай. Бунда ажратилган учбурчаклардан юза олиниб, 
трапециядан шу учбурчакларнинг огирлик марказларига 
мос булган ординаталар олинади (6.12-раем, а ). Бу хол 
учун тайёр формула бор:

y i/c+ - ^  =  y ( 2ac +  2 bd +  ad +  bc).

Каве ичида куйидаги микдорларнинг й и р и н д и с и  бе­
рилган: эпюралар чап ординаталари купайтмасининг 
иккилангани, унг ординаталар купайтмасининг иккиланга* 
ни, биринчи эпюра чап ординатасини иккинчи эпюра унг 
ординатасига купайтмаси, шунингдек биринчи эпюра унг



6.12- р а с м

ординатасиии иккинчи эпюра чаи ординатасига купайтма­
си.

Купайтириладиган эпюралардан бири ёки х,ар иккаласи 
турли ишорали учбурчаклардан ташкил топса, яна 
юкоридаги усулдаи фойдаланилса булади (6.12-раем,
б). Бунинг учун эпюралардан бирини A BC  ва АВД  
учбурчакларига тулдирамиз. Хосил булган С В К  ва А КД  
учбурчакларининг ординаталари тенг ва ишоралари 
карама-карши булганлиги учун хисоб натижаларига 
таъсир этмайди.

Эпюралар купайтмаси (6.12- раем, б) куйидаги форму­
ладан топилади:

а/ . / Ы \  , v а/ . Ы
 ̂— g )  ( ~ У ь ) ~̂ Уь-

Кучишларни Верешчагин усулида аниклаганда, турли 
шаклларнинг юзалари ва огирлик марказларини топишга 
турри келади.

Оддий геометрик шаклларнинг юза ва огирлик марказ­
ларини аниклаш укувчига урта мактабдан маълум.
6.13-расмда параболик эпюранинг юзаси ва огирлик 
марказлари берилган.

uirjeh



Верешчагин усулини бикирлиги узгармас булган балка 
ва рамаларда куллаш максадга мувофикдир. Агар 
бикирлик элементнинг узунлиги буйлаб узгарувчан булса, 
у холда E J  ни интегралдан ташкарига чикариб булмайди, 
шу сабабли Верешчагин формуласидан фойдаланиб 
булмайди. Бундай холларда кучишлар Мор интегралини 
бевосита ечиш йули билан аникланади.

6.4. ХАРОРАТНИНГ У З Г АРИ Ш И Д А Н  ВА Т А Я Н Ч Л А Р Н И Н Г  
Ч У К И р И Д А Н  ХОСИЛ БУ Л АД ИГА Н  К У Ч И Ш Л А Р

Статик аник системаларда хароратнинг узгариши 
стерженда кучишлар пайдо булишига олиб келади. 
Масалан, харорат таъсирида стержень узайиши, кискари- 
ши ва кийшайиши мумкин. Хароратнинг узгариши статик 
аник системаларда кушимча зурикишлар пайдо килмайди.

Юкорида куриб утилган Мор формуласини (6.7) харо­
рат таъсирида хосил булган кучишларни аниклаш 
масаласига татбик этамиз.

Харорат таъсирида булган иншоотдан бирор dx 
булакчани ажратиб олайлик. Булакчанинг устки толала- 
рининг харорати t\ пастки толаларининг харорати эса ti 
булсин. Харорат булакчанинг кундаланг кесимида бир 
текисда тугри чизик конуни буйича таркалган дейлик 
(6.14- раем, а).

Харорат таъсиридаги чизикли кенгайиш коэффициенти 
а  булса, булакчанинг устки толаси at\dx га, пастки толаси 
эса rxtvdx масофага узаяди (6.14-раем, б).

Агар косим горизонтал укка нисбатан симметрик булса, 
у холда булакчанинг харорат таъсирида уртача узайиши

к

/ tedx



булади. Булакчанинг кундаланг кесимлари бир-бирига 
нисбатан

бурчакка огади.
Харорат таъсирида силжиш деформацияси руй бермай-

ди.
Буларни эътиборга олсак, Мор формуласи (6.7) 

куйидаги куринишга келади:

Агар стерженларнинг кундаланг кесимлари узгармас 
булса, интеграллар бирлик эпюраларининг юзалари 
сифатида хисоблаб топилиши мумкин, у холда харорат 
таъсирида вужудга келган кучишларни аниклаш формула­
си куйидаги содда куринишни олади:

юзалари.
(6.12) формула таркибидаги хадларнинг ишораси 

деформациянинг йуналишнга боглик: агар харорат таъси­
рида вужудга келган кучишнинг йуналиши бирлик куч 
таъсирида вужудга келган кучиш йуналиши билан бир хил 
булса, ишора мусбат, ак£ холда манфий олинади.

Таянчларнинг чукишидан хосил буладиган кучишлар. 
Статик аник системаларда таянчларнинг чукиши иншо­
отда кушимча зурикишлар пайдо килмайди. Таянчларнинг 
кучиши эса тупрокнинг утириши, сув босиши ёки 
силжиши сингари турли сабаблар таъсирида руй бериши 
мумкин.

Мисол тарикасида 6.15-расмда тасвирланган уч 
шарнирли рамани куриб утамиз. Раманинг В  таянчи ч^кди 
деб фараз этайлик. Чукишнинг вертикал А* ва горизонтал 
Дн ташкил этувчилари маълум деб карайлик. Уртадаги 
С шарнирининг холатини аниклаш талаб этилади 
(6.15-раем, а ) . . Шарнирнинг вертикал кучишини Мор 
формуласи буйича аниклаш учун С нуктасига вертикал 
йуналишда бирлик куч /г| = 1 ни куямиз. (6.15-раем,

( 6.11)
а о

4 , =  (6.12)

Бу ерда ва — бирлик эпюралар М  ва N  нинг



6.15- р а с м
б). Бирлик холат кучларининг хакикий холат кучишлари- 
ни вужудга келишида бажариши мумкин булган ишлари 
й и р и н д и с и  куйидагича ифодаланади:

lAy— VbAb — И А ^ О .
Бу тенгламадан изланаётган кучиш аникланади

Ay= V bAb +  H A Hi
Демак, мазкур кучиш таянчларнинг чукишига бевосита 
боглик экан.

Горизонтал кучиш Д* ни аниклаш учун С шарнирига 
F 2=  1 кучини куямиз (6.15-раем, в ). Мор теоремаси 
асосида куйидаги ишлар тенгламасини тузамиз:

Ь Д * + П .Д л +  //'Д„=0,:
бу ердан

Ax= ~ V 'bAb — H 'A H
келиб чикэди.

Куйида кучишларни аниклашга дойр мисолларни 
куриб утамиз.

1-мисол. Балканинг т  кесимидаги чизикли к^чиш ва 
п кесимидаги бурчакли кучиш Мор формуласи ёрдамида 
аниклансин (6.16-раем, а).

Ечиш. Кучишлар Мор формуласи (6.8) ёрдамида 
куйидаги тартибда аникланади:
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1. Энг аввал исталган кесим 
учун эгувчи моментлар тенгла- 
масини тузамиз:

Мр=  — 2ql2 +  2qlx — Ях

2. Балканинг т  кесимидаги 
вертикал кучишни аниклаш 
учун уни берилган юклардан 
озод килиб, урнига излана- 
ётган йуналишда бирлик Р т =  
=  1 куч куямнз ва унинг таъси­
рида эгувчи моментлар ифода- 
сини тузамиз (6.16- раем, б ) :

М т =  — P J + x =  — /+х.
3. Бурчакли кучишни аник­

лаш учун балканинг п кеси- 
мига бирлик А ,=  1 момент 
куямиз х,амда эгувчи моментлар 
ифодасини тузамиз (6.16* раем,
в);

Л1й= - 1 .
4. Мор формуласи ёрдамида « т »  кесимининг вертикал 

&тр кучишини аниклаймиз:

Mrt

Р , С
.  (

St

6.16* р а с м

(

-S M pM mdx
EJ

' ( - 2 q ^  +  2 q U — ^ - ) ( ~ l  +  x)dx

Еу

=  ~ \ ( . 2 ql3- 2 qc2x дел?
2 qe2x +  2 qlx2— ^ r )dx =

=  ~ - ( 2 ql3x \ - q e 2x2
qlxd

~ Q l21 +

2p q ?
- AM >  =

3 L
EJ

5. Mop формуласи ёрдамида «п» кесимнинг бурчакли 
кучишини аниклаймиз:



=^4:-2«4i:'+4i:'b
=  _ L ( 4 ? / 3 - V 3 + M ) = A

EJ

2- мисол. Берилган юклар таъсирида раманинг «В» ке­
симидаги вертикал, горизонтал ва бурчакли кучишлар Мор 
формуласи ёрдамида аниклансин (6.17-раем, а).

Ечиш.
1. Рамани алохида участкаларга (кесмаларга) ажрата- 

миз. Хар бир кесма учун ташки юк ва бирлик кучлардан 
эгувчи моментлар ифодаларини тузамиз:

I кесма учун:
М р =  Я/ +  Рх,; 
M k= - l ; 
М т =  — / +  х\\ 
М п= 1 ;

(6.17- раем, а) 
(6.17- раем б) 
(6.17- раем в) 
(6.17- раем, г)



I I кесма учун
М р =  2Р1\ (6.17-раем, а)
М к= — i +  X2\ (6.17-раем, б)
М т =  9; (6.17- раем,в)
М я=  I (6.17-раем, г)
2. Мор формуласи ёрдамида изланаётган кучишларни 

аниклаймиз:
а) вертикал кучиш

^  (■ M p-Mkdx [  ( P l+ P x x) ( - l ) d x  i f 2 P l ( - t + x 2)dx±  
Авер Z )  E J  - )  £ J  +  J  2E J

о 0

p/2*, p t x ^ pi24  '■ pi4  (|
E J  I 2 Ё Г  I ЁГ I 2E J  I “o o o o  
P/3 P/3 , Pt* , Pt* . 2P/3
£/ 2 E J E J  ' 2 E J  E J

б) горизонтал кучиш

L  1

Д,̂ rop= 2 ̂■ M pM mdx
1
f (Р/ +  Р * ,) { —  t +  xi )dx i (■ 2P/-0-.

\ E J J
0

E J 1 J  2 E J
0

Р*ху 11 P Iж? Ptx, . i 
1 1 Pxi | ' _

E J lo 2E J  lo ~  2 E J  lo Z E J  lo

Р/3 Р/3 p fi 1 1 2 P/3 .
E J 2E J ■ 2 E J  ' 3 E J  3 £У ’

в) бурчакли кучиш
f  M  M ndx f(/>/ +  Px, ) .  1 f 2 P M . ,

6yp== 2  ) - * £ — =  i ---- Й ----djc' +  l-2 £ T rfjC2=
0

PlX\ . Px\ P lx2 |, p f  p/2 P/2 5 P r
_  , J--------- — -I______ —  =  -H i___ L  , _

E J  l o  1 2 E J  l o  ’ E J  l o  E J  2E J  1 E J  2E J
3- мисол. 6.18- раем, а да берилган ферманинг «К »  тугу- 

нидаги вертикал ва горизонтал кучишлар аниклансин. 
Стерженлар бикирлиги узаро тенг деб кабул килинсин.

№•N*1-
Ечиш. Мор формуласи Д^= Z  "~Е/ ~  га кура куйида- 

ги амалларни бажаришимиз зарур:



1. Ташки кучдан ферма стерженларидаги зурикишлар- 
ни аниклаймиз. Таянч реакциялари
R A — P ; R B= P ; ва Н А — ЗР  кийматларига эга. Хисоблаш 
учун зарур буладиган ферманинг геометрик параметрлари:

*|.=  *3в='эе='и =  V ft2+ rf2 =  V ( ^ + ( 3 « ) 2 = 5“ ■ 

cosa = — =4^=0,8-/зд 5о

111



А, 2, 7, 4 ва В  тугунларнинг мувозанат шартларидан 
фойдаланиб, куйидаги зурикишлар топилади:

=  Л ^  =  З Р ; /V5S= - P ;  TV28 =  0; * 37= 0 ;
^ ,  =  0 ; W6fi =  0 ; jVl2 =  N 23; Л/78 =  /Уб_ 7; Af34 =  A/45.

I — I кесимнинг унг кисми мувозанатидан:

2 ^  =  0; 7V18.cosa +  P  =  0; N l6= — - ~ ^ =

=  — I ’25P;
~ R b-3d

£ m 8= 0 ; — iV!2• Л — R b'3d =  0\ N {

=  - - 3--^P =  2,25P;4a
7V23= - 2 ,2 5 P .

II — II кесимининг унг кисми мувозанатидан:

2 , у  =  0; — cosa — a =  0; Af3S=  ^  =  1 ,2s/3; 

£ m 3= 0 ; N 7S> h-P-2d =  0-, N1%= ^ = - - ~ =  1,5P;e 10 h 4a
N 7% — 1,5; jVe7= 1,5P.

I I I  —  I I I  кесимнинг унг кисми мувозанатидан:

2 у  =  0; Â 36-cosa-f'P =  0; N 36 = — ^ ^ -=  — 1.25Р;

2 m o= 0 ; N Mh-\-Р -d — 0\ N  - ~ = — -^-= 0 ,7Ъ Р\

N<5= — 0,75Р.
IV  —  IV  кесимнинг унг кисми мувозанатидан:

% у  =  0; /V56*cosa — Р  =  0; =  1.25Я.^ * 5Ь CQsa

2. Ферманинг К  тугунига вертикал йуналишда куйил­
ган бирлик куч таъсирида стерженларда хосил буладиган 
зурикишларни аниклаймиз (6.18- раем, б).

Таянч реакциялари R fl =  R B =  — =  0,5; И А =  0 булади.



Бу  ерда ферма ва юкнинг симметриклиги эътиборга 
олинади. А, 2, 7, 4 тугунлар мувозанатидан фойдаланиб, 
куйидаги зурикишлар аникланади:
N \д =  — — 0,5; Л ^  =  Л ^  =  0; N 2B =  0; * 37= 0 ; УУ46= 0;

^ 1 2 = ^ 2 3 = ^ 3 4  =  ^45; N76 — NsT, Ni8 =  jVs6; Д̂ 38 =  ^ 36-

I —  I кесимнинг чап кисми мувозанатидан:

2*/ =  0; A'.ocosa — 0,5 =  0; yVl8= - ^ = ^ = 0 , 6 2 5 ;®  ’ 1* ’ * 1 8  cosa 08

2 m 8= 0; t f12.A +  0,5-d =  0; /V12 =  - ^ =n
0,53a _ 0 3 7 5 ;

4a

^23 =  ̂ 34 =  ̂ 45 =  ̂ ,2=  -0,375.
II —  II кесимнинг чап кисми мувозанатидан:

2f/ =  0; Л/38-cosa+  0,5 =  0; /V38= -  °^ - =cosa

=  -0,625; /V38= - 0,625;

2 m 3 =  0; N 7_^ n -0 ,5 -2 d  =  0\ W7(r0’5'2'39 —4a
=  0,75; jV76 =  0,75.

3. Ферманинг К  тугунига горизонтал йуналишда 
куйилган бирлик куч таъсирида стерженларда х,осил 
буладиган зурикишларни аниклаймиз (6.18- раем, в). 

Таянч реакциялари:
2 *  =  0 ; И А— 1=0; Н А=  1,

2 т „ _ 0; R B-4d Р,*Л =  0; =  =  ̂  =

2 г / = о ; /гл— /гв= 0; r a= r b =~l .

А, 2, 7, 4, В тугунлар мувозанатидан фойдаланиб 
куйидагиларни аниклаймиз:

/ V , _ ^ = « , = | ;  N5_ b= - R b= — 'р N8_ a — H , =  1;

^6 — В=



N 2% =  0; Л^з-7 =  0; N «  =  0 ;

yV,2 =  Ar23; N 34 =  ̂ 45; N 7—& =  Nb — T-

I —  I кесимнинг чап кисми мувозанатидан:

2 у =  0 ; yVjgeosa-H^^0’ ^ ie=  *3 ’ 18 3cosa 
J -1,25 1,25

3-08 — 0,417;

N „ .h - ± d  =  0; N !2= ± = ^  =  

=  0,25; ^23 =  0,25.

I I  —  I I  кесимнинг чап кисми мувозанатидан:

£ у  =  0; Мза-соьа— у = 0 ; N3e =  3cosa =  з .08  =

=  1^5 =0,417.
«5

I I I  —  I I I  кесимнинг унг кисми мувозанатидан:

2 */ =  0 ; A^36cosa +  4 "” 0; N K =3 м  3cosa

=  - ^ 5 J = - ° - 417'

2 m6 =  0 ; * 34.Л +  ̂  =  0 ; ЛГ34= - ^ ----

=  — 0,25; ЛГ,5= — 0,25;

2 m8 =  0 ; Afe-ft— ±-2 d = 0 ; JV67 =  -|~-=

= f t = 0'5- * ™ = 0'5-

IV  —  IV  кесимнинг унг кисми мувозанатидан: 

2i/ =  0; N * c o s a - | = 0 ;  ^  =  ̂ = ^ = 0 , 4 1 ;

4. Хисобнинг давоми 6.1-жадвалда келтирилган



Np, h Nm N„ NtpN l̂, NipNinl|

Nj2 —2.25P 3a —0,375 0,25 2,53Pa l,69Pa
N» —2.25P 3a —0,375 0,25 2,53Па I,69Pa
N34 —0.75P 3a —0,375 —0,25 0,84Pa 0,56Pa
N45 —0.75P 3a —0,375 —0,25 0,84Pa 0,56Pa
Nsa 3P 3a 0 0 9Pa
N78 1,5P 3a 0,75 0.5 3,375Pa 2,25Pa
N«7 1,5P 3a 0,75 0,5 3,375Pa 2,25Pa
N6B О 3a 0 0 0 0
N1A P 4a -0,5 1/3 —2Pa l,33Pa
N28 0 4a 0 0 0 0
N37 О 4a 0 0 0 0
N46 О 4a 0 0 0 0
N5B _ p 4a 0.5 -1/3 2Pa l,33Pa
N» —1.25P 5a 0,625 —0,417 —3,9Pa 2,6Pa
N38 —1.25P 5a —0,625 0,417 —3,9Pa 2,6Pa
N36 —1.25P 5a -0,625 —0,417 3,9Pa l,6Pa
N56 1.25P 5a 0,625 0,417 3,9Pa

13,49Pa
2,6Pa
24,3Pa

Ферма тугунининг вертикал кучиши

,=  2

EF
13,49Ра— — ва горизонтал кучиши

24,ЗЯЛ
булади.А"Р ~  EF EF

4- мисол. Берилган юклар таъсирида балканинг п кеси- 
мининг вертикал кучиши ва «К» кесимининг бурчакли 
кучиши Верешчагин усулида аниклансин. Балканинг 
бикирлиги унинг бутун узунлиги буйича узгармас 
(6.19- раем, а).

Ечиш. 1. Берилган юклар таъсирида балканинг эгувчи 
моментлар эпюраси М р ни курамиз (6.19-раем, б). М р 
эпюрасини огирлик маркази аник булган ва юзаларини



хисоблаш осон булган одий эпюралар {М\2, М 2з, М 3) га 
ажратамиз (6.19-раем, в. г, д).

2. Юкланмаган балкаларнинг бирига вертикал йуна­
лишда бирлик куч (/>„== 1), иккинчисига бирлик момент 
( т *  == 1) куямиз хамда М„ ва М * эпюраларини курамиз. М„ 
ва Мь эпюраларининг эпюрасидаги оддий юзаларнинг 
огирлик марказларига мос келадиган (у и у2, уц-уь ys, уе ва



Уи У2, у'з, У4, у'ъ, Уь) ординаталарни аниклаймиз (6.19- раем
е, ж ) .

3. Верешчагин коидасига (6.11) амал килиб, кучишлар­
ни аниклаймиз. Балканинг п кесимидаги вертикал кучиш

5-мисол. Раманинг К  нуктасининг вертикал кучиши 
ва п нуктасининг горизонтал кучиши Верешчагин усули­
да аниклансин (6.20-раем, а).

Ечиш. Берилган юклардан эгувчи моментлар эпюраси 
М р ни курамиз (6.20* раем, б). Изланаётган йуналишларда 
бирлик кучл_ар (Pkj Р п) к^йиб, бирлик эгувчи момент 
эпюралари М* ва М п ни курамиз (6.20-раем, в, г).

М р эпюрасини алохида равишда Мь ва М п эпюраларига 
к^пайтириб, изланаётган кучишларни аниклаймиз. Верти­
кал кучиш

Балканинг К кесимидаги бурчакли кучиш

Горизонтал кучиш
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6- мисол. «К» нуктасининг вертикал кучиши аник- 
лансин. Балка А нуктада шарнирли кузгалмас таянч ва 
С  нуктада ВС  стержень (торткич) ёрдамида махкамлан­
ган. Балканинг бикирлиги E J , стерженнинг бикирлиги E F  
(6.21 - раем, а ) . '

Ечиш. Балка эгилишга, стержень эса чузилишга 
ишлайди. Кучишни аниклашда Мор формуласининг икки 
хадидан фойдаланамиз:

кучлар (jNp) эпюраларини курамиз (6.21-раем, б, в).
Изланаётган к^чиш йуналишида балкаг_а бирлик куч 

(/>*= 1 ) куйиб бирлик эгувчи моментлар (М*) ва бирлик 
буйлама кучлар ( jV*) эпюраларини курамиз: (6.21-раем, 
в ).

Кучишни Верешчагин коидаси ёрдамида аниклаймиз:

йигиндисидан ташкил топар экан. Буларнинг биринчиси 
ригелнинг эгилиши (каведаги биринчи хад), иккинчиси эса 
устуннинг чузилиши (каведаги иккинчи хад).

7- мисол. 6.22- раем, а — да курсатилган рама «В»  та- 
янчининг горизонтал Дч ва вертикал Д  ̂силжишидан хосил 
булган С шарнирнинг вертикал кучиши, Д  таянчнинг 
горизонтал кучиши ва Е тугуннинг буралиш бурчаги 
аниклансин. Рама В  таянчининг силжишидан кейинги 
холат пунктир чизик билан курсатилган.

Ечиш. Мисолни ечишда ишларнинг узаро муносабати 
хакидаги теоремага, яъни Бетти теоремасига асосланамиз. 
Бу теорема буйича системанинг икки холати куриб 
утилади.

о о
Берилган кучдан эгувчи момент (М р) ва буйлама

- I
Е1

i »

Демак, К  кесимининг кучиши икки хил деформациянинг



6.22- раем

Раманинг биринчи холатида ташки кучлар нолга тенг 
булишига карамай, кучишлар мавжуд (6.22- раем,
а ). П холатлар сони аникланаётган кучишлар сонига'тенг 
булиб, барчасида таянчлари силжимаган рама тасвирлан­
ган. С шарнирининг вертикал кучишини аниклашда шу 
нуктага вертикал бирлик куч . куйилади (6.22-раем,
б ). Д  таянчнинг горизонтал кучишини аниклашда рама­
нинг Д  нуктасига горизонтал бирлик куч куйилади 
(6.22- раем, в ) .

Е  тугуннинг бурилиш бурчагини аниклашда раманинг 
Е  нуктасига бирлик момент куйилади (6.22- раем, г).

Барча Г1 холатларда В таянчдаги вертикал ва гори­
зонтал реакция кучлари аникланади.



1. С шарнирининг вертикал кучишини аниклаш. 
Ишни таянч реакцияларини аниклашдан бошлаймиз 

(6.22- раем, а ) :

£M p"= :0; R p 'l — 0; Я д = 0;

Х М А =  0; R B-2l— 1 ■/ — 0; R B =  \\

2 М Г  =  0; R B. l - H B.t =  0; H B =  R B= \ .

Бетти теоремасига асосан
РА\ н в-[=0\



бу ердан вертикал кучиш A \= f топилади.
2. Д  таянчининг горизонтал кучишини аниклаш. 
Таянч реакцияларини 6.22- раем, в-дан аниклаймиз:

£ Л * Г = 0 ;  R p-2l — P r 2t =  0 ; R p= P 2= l  ;

2 М Л =  0; R B- 2 l- R P-U =  0\ £ 6 =  2/?д =  2; 

2 М ?НГ= 0 ; Н В‘ I — R b' I — Р 3' I /?д3/= 0 ;

//е +  Р 2-3/?д =  2 +  1 - 3  =  0.

Бетти теоремасига асосан
Л ^ 2- * У - Я ^  =  0;

Д21 — 2/ — 0/ =  0;

бундан горизонтал кучиш Д2 =  2f топилади.
3. Е  тугуннинг бурилнш бурчагини аниклаш 

(6.22- раем, г ) .
Реакцияларни аниклаймиз:

Z M r = 0 ;  Лд- 2 / - т 3=0;

2 М ,  =  0; R g- 2 l - R a -4l +  m3 =  0; 

2^ - > + 1 = 0 ; * в =  ̂ = ^ .

2 М »"Г= 0 ; H B- l- R B- l+ R z-3 b -m 3= 0 ;

1=0;

Н а - l - i + i -  1= 0 ; Н в = 0.

Бетти теоремасига асосан

1 - Д з - ^ = ° ;  

бундан Е  тугуннинг бурилиш бурчаги топилади:

Д .— L .
3 2 Ь

122



СТАТИК НОАНИК РАМАЛАРНИ КУЧЛАР
УСУЛИ Д А Х И С О Б Л А Ш

7.1. СТАТИК НОАНИК СИ С ТЕМ А ЛАР Х.АКИДА ТУШ УН ЧА

Бинокорликда шундай конструкциялар учрайдики, 
уларни хисоблаш учун, яъни ички кучларини аниклаш 
учун статиканинг мувозанат тенгламалари кифоя килмай- 
ди. Чунки уларда ортикча богланишлар мавжуд булиб, 
хар бир богланишда номаълум реакциялар вужудга 
келади. Номаълумлар сонини тенгламалар сонига тенг- 
лаштириш учун кушимча тенгламалар тузиш талаб 
этилади. Ана шундай системалар с т а т и к  н о а н и к  
с и с т е м а л а р  деб аталади.

Б о г л а н и ш  деганда нукталар ва кесимларнинг узаро 
кузгалишига каршилик курсатувчи хар кандай тусик 
тушунилади. «Ортикча» богланиш атамаси богланишнинг 
«кераксизлигини* эмас, балки «керагидан ортикча* экан- 
лигини англатади. Агар статик ноаник системадаги 
ортикча богланишлар ташлаб юборилса, у холда статик 
аник, геометрик узгармас система хосил булади. Демак, 
ортикча богланишлар сони системанинг с т а т и к  н о а ­
н и к л и к  д а р а ж а с и  ни белгилар экан.

Системалар шартли равишда ташки ва ички статик 
ноаник системаларга ажратилади. 7.1-расмда ташки,
7.2- расмда ички статик ноаник рама тасвирланган. 
Буларнинг фаркига етиш учун хар иккала раманинг 
номаълум реакцияларини тахлил этамиз. 7.1-раем, б*да 
олтита номаълум таянч реакциялари курсатилган.. Шу- 
лардан учтаси статиканинг мувозанат тенгламаларидан 
топилса, колган учтаси статика учун «ортикча* булиб 
колади. Раманинг В  ва С таянчларини ортикча богланиш 
деб кабул килиб, уларни ташлаб юборилиши раманинг

*) S)

, А Н, Hi



7.2- р ас

геометрик узгармаслигига путур етказмайди, айни пайтда 
статик аник система хосил булади. Ортикча богланишлар 
урнига реакция кучлари (Нь, Rb, Rc) ни куямиз. Бу 
номаълум реакция кучларини аниклаш учун кушимча 
тенгламалар тузиш такозо этилади. Хуллас бу раманинг 
статик ноаниклиги ташкаридан кузга ташланиб турибди.

7.2- расмдаги раманинг статик ноаниклиги кузга яккол 
ташланмайди. Бир карашда статик аник рамадай туюла- 
ди. Аслида бу рама хам статик ноаникдир.

Геометрик ^згармас, статик аник система хосил килиш 
учун берилган раманинг бирор еридан киркамиз (яъни 
ортикча борланишларни ташлаб юборамиз). Киркимга 
тушган кесимнинг кузролмаслигини таъминлаш учун шу 
кесимда хосил буладиган ички кучларни ташки реакция 
кучлари куринишида тасвирлаймиз (7.2-раем, б). Бу 
учала куч (Aft, Qi, N i)  хам номаълум. Номаълум таянч 
реакциялари (H a> Ra, Rb) статика тенгламаларидан 
топилса, номаълум ички кучлар кушимча тенгламалардан 
топилади. Демак, шарнирларга эга булмаган хар бир ёпик 
контур уч марта статик ноаник булар экан.

Рамаларнинг статик ноаниклик даражаси куйидаги 
формуладан аникланади:

С Н= З К — Ш,
бунда К  —  ёпик контурлар сони;

Ш  —  оддий шарнирлар сони.
Оддий шарнирлар сони дисклар, яъни стерженлар 

сонидан битта кам булади. Куйида рамаларнинг статик 
ноаниклик даражасини аниклашга дойр бир неча мисол 
куриб утамиз.



1-мисол. 7.1-раем, а-да 
берилган раманинг статик 
ноаниклик даражаси аник- 
лансин.

Контурлар сонини белги- 
лашда А, В, С таянчлари 
хаёлан туташтирилади. У 
холда К = 2  булади.

, Шарнирлар сонини белги- 
лашда шарнирли кузгалмас 
таянчда Ш =1 деб, кузга- 
лувчи таянчда эса. Ш = 2  деб 
олинади:

ш-1

Ш~3

Ш-1

1 .

й/-1

to-Z

Ш-! и-г и-з

7.3- р а е м

С н= 3-2—3=3.
Демак, мазкур рама уч марта статик ноаник экан.

2- мисол. 7.2- раем, а-да тасвирланган раманинг статик 
ноаниклик даражаси аниклансин.

Епик контурлар сони К = 2 , оддий шарнирлар сони 
111=2+1=3; С н=3-2—3=0.

Демак, бу рама хам уч марта статик ноаник экан.
3- мисол. 7.3- раемда курсатилган раманинг статик 

ноаниклик даражаси аниклансин.
Епик контурлар сони К = 6 ; оддий шарнирлар сони 

(шаклда курсатилган) Ш = 12;
С н= 3 *6 — 12=6.

Демак, рама олти марта статик ноаник экан.
Статик ноаник системалар куйидаги хоссаларга эга- 

дир:
1. Статик ноаник системалар таркибида ортикча 

борланишларнинг мавжудлиги туфайли узига мос статик 
аник системага нисбатан бикирлиги юкорирок булади.

2. Статик ноаник системалар узига мос статик аник 
системаларга нисбатан тежамлирок булади.

3. Статик ноаник системаларда бирор ортикча борла- 
нишнинг шикастланиши иншоотнинг бутунлай ишдан 
чикишига олиб келмайди. Статик аник системаларда 
бирорта богланиш бузилса, иншоот бутунлай ишдан 
чикади.

4. Статик ноаник системаларда хароратнинг узгариши 
ва таянчларнинг чукиши натижасида кушимча Зури- 
кишлар пайдо булади. Система элементларининг узунли- 
гидаги фарклари, элементларни йигишда йул куйилган



баъзи ноаникликлар хам системада к,ушимча зурикишлар 
уйготади.

Статик ноаник системаларни хисоблашни кучлар 
усулидан бошлаймиз. Бу усул кадимий ва пухта ишланган 
усуллардан бири булиб,камровининг кенглиги, узлашуви- 
нинг осонлиги билан бошка усуллардан ажралиб туради.

7.2. КУЧ Л А Р  УСУЛИНИНГ 
АСОСИЙ СИСТЕМАСИНИ ТАНЛАШ

Хар кандай статик ноаник системанинг хисоби унинг 
ноаниклик даражасини аниклашдан бошланади. Шундан 
с унг а с о с и й  с и с т е м а  танланади. Берилган система­
нинг асосий системалари бир нечта булиши мумкин. 
Хисоблаш учун шуларнинг ичидан энг кулайи танлаб 
олинади. Кейинги хисоблар ана шу танланган система 
устида олиб борилади.

Хуш , асосий системанинг узи нима ва у кандай хосил 
килинади?

А с о с и й  с и с т е м а  статик аник ва геометрик узгар- 
мас булиб, у берилган системадаги ортикча богла- 
нишларни ташлаб юбориш йули билан хосил килинади.

Асосий система хосил килишнинг уч хил йули бор:
а) ортикча деб кабул килинган таянчлар ёки таянч 

стерженлари ташлаб юборилади;
б) берилган системага шарнирлар киритилади;
в) берилган системанинг бирор кесими киркилади.
Хар учала холда хам амалда ортикча богланишлар

ташлаб юборилган деб хисобланади. Шундан сунг, 
берилган системанинг дастлабки мувозанат холатини 
тиклащ максадида йукотилган богланишлар урнига 
уларнинг вазифасини бажарувчи номаълум кучлар (Л ь  Лг, 
Хз ва х- к.) куйилади. 7.4- расмда икки номаълумли,
7.5- расмда уч номаълумли раманинг турли асосий 
системалари акс эттирилган.

Бери/иансистема
g;r c r m

w
б. с.

Т\ Ч"тт
Асосий системалар 

» Н  n  F.

А

:)< Ы

' с Ж
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Расмларга изо* берамиз. 7.4- раем, б, в, г-да 7.4- раем, 
а-да берилган раманинг уч хил асосий системаси 
тасвирланган. Раем б-да шарнирли кузгалмас таянч 
ташлаб юборилиб, унинг урнига таянч реакциялари Xi ва 
Х% куйилган. Раем в-да чапдаги шарнирсиз таянч 
шарнирли кузгалмас таянч билан,унгдагиси эса шарнирли 
кузгалувчи таянч билан алмаштирилган. Инкор этилган 
богланишлар Урнига реакция кучлари тасвирланган. Раем 
г-да раманинг чапки бикир тугунига шарнир киритилган ва 
шарнир туфайли йукотилган богланиш урнига момент Х\ 
куйилган. Раманинг унг таянчидаги горизонтал стержень 
ташлаб юборилиб, урнига реакция кучи Ха куйилган.

Учала асосий система хам геометрик узгармас, статик 
аникдир. Хисоб ишлари учун улар ичидан исталган 
системани танлаб олиш мумкин. Учала холда хам хисоб 
натижалари бир хил чикаверади. Бирок, 7.4- раем, б-да 
тасвирланган асосий система булар ичида энг макбулидир. 
Чунки бундай системанинг М  эпюраларини куриш ва 
кучишларини аниклаш бошкаларига нисбатан бирмунча 
кулай.

7.5- расмда уч номаълумли раманинг т^рт хил асосий 
системаси тасвирланган. Буларнинг дастлабки учтаси 
(7.5- раем, б, в, г) аввалги раманикига ухшаш. Охиргиси 
(7.5- раем, д) киркиш усулида хосил к.илинган. Киркилган 
кееимга ташки кучлар таъсирида шу кесимда хосил 
буладиган ички кучлар — буйлама куч Х\, кундаланг куч



«) л и х о
s i S)

B.C.

n n n i

a  A.c.
7777>

7.6- р а е м

X% ва эгувчи момент X$ лар куйилган. Бу турт асосий 
системанинг биринчиси ва охиргиси хисоблаш учун 
кулайдир.

7.3. К У Ч Л А Р  УС УЛ И Н И Н Г КАНОНИК ТЕН ГЛ А М А Л А РИ

Асосий системаларда ортикча богланишлар номаълум 
кучлар билан алмаштирилишини олдинги параграфда 
куриб утдик. Эндиги вазифа ана т у  номаълум кучларни 
аниклашдан иборат. Бунинг учун статика тенгламаларига 
кушимча равишда к а н о н и к 1 деб аталувчи тенгламалар 
тузамиз. Каноник тенгламаларни тузиш тартибини икки 
номаълумли рама мисолида куриб утамиз. Берилган 
раманинг (7.6- раем, а) асосий системасини синик консол 
куринишида (7.6- раем, б) танлаймиз. Ташлаб юборилган 
таянч урнига номаълум кучлар куямиз, сунгра куч 
усулининг каноник тенгламаларини тузамиз.

Берилган рамада ' шарнирли кузгалмас таянчнинг 
маркази С вертикал ва горизонтал йуналишларда кузгал- 
масдир, яъни унинг шу йуналишлардаги кучишлари нолга 
тенгдир. Бундай шарт асосий системада хам сакланиб 
колиши лозим, яъни С нуктасининг вертикал ва гори­
зонтал кучишлари нолга тенг булиши зарур. Б у  шартни 
киска куринишда куйидагича ифодалаш мумкин:

Д,, =  0; /Ц =  0; (7.1)

бу ерда Дх —  стержень учи С нинг Х\ куч йуналиши- 
даги кучиши;

Д^ —  шу нуктанинг X q кучи йуналишидаги 
кучиши.

1 Канон —  к,онуи, конда, каноник тенглама маълум конуният 
асосида тузнлган тенглама.



Хар  иккала кучиш х\ ва х2 кучлари хамда ташки юклар 
таъсирида вужудга келади.

Кучлар таъсирининг мустакиллиги коидасидан фойда­
ланиб, (7.1)ни алохида кучишлар йигиндиси сифатида 
ифодалаймиз.

А ^  +  А ^  +  Д ^ ^ О ;

AV l +  A ^  +  Axw - ° .  (7.2)
Бу ерда кучишларга куйилган биринчи индекслар кучиш- 
нинг йуналишини, иккинчи индекслар эса шу кучишни 
юзага келтирувчи сабабни билдиради.

Энди Х\ ва х2 кучлари таъсирида хосил булган 
кучишларни Гук конунига асосан бирлик кучишлар оркали 
ифода этамнз.

А*,*,— -*|6 ц; Д*,^— * 2̂ 12! Л^Х| =дс,62]; &Жгх2 =  хф'п 
Буларни (7.2) тенгламага к^йсак, икки номаълумли 

система учун кучлар усулининг каноник тенгламалари 
келиб чикади;

^2̂ 12+ А ,р = 0 ;
Х|62[+ Х 2622Н- Д2р= 0 ; (7.3)

Бу ерда 6 ц — х\ кучи куйилган нуктанинг шу куч й^- 
налишида Х\= \ кучи таъсирида хосил бул­
ган кучиши;

612 —- Х\ кучи куйилган нуктанинг шу куч йуна- 
лишида * 2 = 1  кучи таъсирида хосил бул­
ган кучиши;

Д,Р — Х| кучи йуналишида, Д2„ —  хъ кучи йуна- 
лишида ташки кучлар таъсирида хосил 
булган кучишлар.

Агар (7.3) да ифодаланган каноник тенгламаларнинг 
тузилишига жиддий эътибор берсак, унинг ёзилишида 
маълум конуният борлигини пайкаш кийин эмас. Ш у 
конуниятдан фойдаланиб системанинг статик ноаниклик 
даражаснга караб, каноник тенгламаларни керагича туза 
оламиз. Бинобарин, система (масалан, рама) неча 
номаълумли булса, тенгламалар сони j/шанча булади. 
Масалан, уч номаълумли рама учун каноник тенгламалар 
куйидаги куринишга эга:

•^i6ii+^2^i2-l'-^3 î3-t- А|Я= 0 ;

^ в 2, +  « я + Х А а + Д * » - 0 ;
Л !бз,-*-Л2г>з2 +  Лз63зН-Д3/,= 0  ва х.к. (7.4)



(7.3) ва (7.4) да ифодаланган каноник тенгламаларда 
номаълум сифатида кучлар (Х\, X 2, Х3... ) турибди. Мазкур 
усулнинг «кучлар» усули деб аталишининг сабаби хам 
айнан ана шунда. Ушбу тенгламалардаги бирлик 
кучишлар (бд) — коэффициент, ташки кучлардан хосил 
булган кучишлар (Д1р) эса озод хад вазифасини утайди. 
Кучишларнинг узаро муносабати хакидаги Максвел 
теоремасига биноан bik =  6ki булади.

Бир хил индексли бирлик кучишлар (бц, 622) нинг 
ишоралари хамиша мусбат булади., Ш у сабабли улар хеч 
качон нолга айЛанмайди ва хамма вакт тенглама 
таркибида иштирок этади. Ш у сабабли улар бош  
к у ч и ш л а р  деб аталади.

Турли индексли кучишлар (612, б|з-- ) эса мусбат ва 
манфий ишораларга эга булиши ва демак, ноль булиши 
Хам мумкин. Шунинг учун булар и к к и н ч и  д а р а ж а -  
ли  к у ч и ш л а р  деб аталади.

7.4. КАН О Н И К ТЕН ГЛ А М А КО ЭФ Ф И Ц И ЕН ТЛ А РИ  
ВА ОЗОД Х.АДЛАРИНИ АН И КЛАШ

Кучлар усулининг каноник тенгламаларини ечиш учун, 
яъни улардаги номаълум кучлар ва моментларни аниклаш 
учун аввал тенгламаларнинг коэффициентлари ва озод 
хадлари топилади.

Маълумки, каноник тенгламаларнинг коэффициент ва 
озод хадлари кучишлардир. Шунинг учун уларни аник- 
лашда б-бобда баён этилган кучишлар назариясидан 
фойдаланамиз.

7.6- расмдаги раманинг кучишларини аниклаймиз. 
БунинЬ учун бирлик кучлар таъсирида эгувчи моментлар- 
нинг бирлик эпюраларини (7.7- раем, а, б) куриб оламиз. 
Ташки кучлар таъсиридаги Мр эпюраси 7.7- раем, в-да акс 
эттирилган.

Бирлик кучишлар куйидаги формулалардан топилади:

п
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Бу ерда М\ — асосий системанинг исталган кесимда бир­
лик кучдг| =  1 дан хосил булган момент;

М 2 — уша кесимда * 2 = 1  кучидан хосил булган 
момент; 

п — рама стерженлари сони.
Ташки юклардан хосил булган кучишлар куйидаги 

формулалардан топилади:

' МхМр
Ч Р dx 6

E J -----2Р "  J  EJ
п о о

Верешчагин формуласидан фойдаланиб, эгувчи момент 
эпюраларидан (7.7- раем, а, б) куйидагиларни аниклай- 
миз:

а 4/3 к ?  tt Р~ ^ ; 0|2 =  -^rri 022 =  '

М2Мр
dx.

3£V ’

д 5̂ -^1Р----

2£ / 3£/

А =  — Ж -  
6EJ ’ 2Я 4 E J  '

Бу ерда У ,= /2—  ̂ деб олинган.
Тугри ечимга эга булиш учун кучишлар турри топилган

булиши керак. Буларнинг турри ёки нотурри топилгаилиги-
ни текшириб курса булади. Икки хил текшириш бор:
каторм.а-катор текшириш ва ялии текшириш.

Текшириш учун бирлик эпюраларни кушиб, й и р и н д и

эпюра (М 12) курилади (7.7- раем, г). Каторма-катор
текшириш куйидаги формула асосида амалга оширилади:

I
<6,, +  6,2)= 2 (7.7)



яъни каноник тенгламанинг^>иринчи каторидаги коэффи- 
циентлар йигиндиси M i ва М\ч эпюраларининг купайтма- 
сига тенг чикса, у холда бу кучишлар тугри топилган 
булади.

Худди шунингдек, тенгламанинг иккинчи катори 
куйидагича текширилади:

i
(621+ 622) =  2  5 ^ “  (7.8)

" О
я ъ̂ни кучишлар тугри топилган булса, уларнинг йигиндиси 
АЬ ва М ц  эпюраларининг купайтмасига тенг булади.

_ Ялпи _текширишда барча коэффициентлар йигиндиси, 
(М 12) • (М 12) купайтмасига тенг булиши зарур, яъни

г Л*2
(611 -f-612) -(- (621 + 622) =  2  (^.9)

" о
Топилган коэффициентларни тулик текширамиз:

2  +^+4f) =4г-п о
Бирлик кучишлар йигиндисини хисоблаймиз:

6 „  +  26,2 +  622 = + /3)  = - - •

Купайтма йигиндига тенг чикди. Демак, кучишлар 
тугри топилган.

Энди биринчи катор коэффициентларини текширамиз:

6 ,, + 6,2 =  ̂ - .

М\ ва М 12 эпюраларининг купайтмасини хисоблаймиз:

п о
Бу ерда хам йигинди купайтмага тенг чикди.. Шундай 

булиши хам керак эди.
Нихоят озод хадларни текширамиз:

Д , Р + Д 2Р=  2  <7 - 1 0 )
п О



яъни озод хадлар йириндиси М 12 эпюраси билан Мр 
эпюрасининг купайтмасига тенг булиши керак. Бу шарт- 
нинг бажарилиши озод хадларнинг т^рри топилганлигини 
англатади.

Кучишлар, яъни коэффициент ва озод хадлар турри 
топилганига ишонч хосил килингач, уларни каноник 
тенгламаларга куямиз. Тенгламаларни биргаликда ечиб, 
номаълум кучларни аниклаймиз:

Каноник тенгламалардан ортикча номаълумлар (X i, 
Х 2...) аниклангач, раманинг натижавий, яъни тугал 
М  эпюраси курилади. Исталган кесимдаги моментнинг 
киймати кушиш усулида аникланади:

Бу ерда Мр — статик аник асосий системада ташки 
юклардан хосил булган момент; /Vfi — асосий системада 
Aj =  l кучидан хосил булган момент.

Х\ кучининг хакикий киймати таъсирида хосил булган 
моментни топиш учун M i моментини Х\ га купайтирамиз, 
яъни Х\ таъсиридаги хакикий мо-

Бу ердан

келиб чикади.

7.5. СТАТИК НО АНИ К РА М А Л А РН И Н Г М,<? 
ВА N ЭП Ю РА Л А РИ Н И  К У РИ Ш

М  =  М р+ Х 1М, +  Х 2Л*2 +  ...4-Х„Мл (7.11)

7.6- расмда берилган нкки но- 
маълумли раманинг мазкур усул- 
да курилган М эпюраси 7.8- расм­
да акс этган! Расмда ригелнинг 
^ртасидаги момент хам к^рсатил- 
ган. Раманинг эгувчи момент- 
лар эпюраси хамма вакт стержен-

мент X iM i булади. Бу коида бош­
ка номаълумлар (Х 2, Яз, ... Х п) 
га хам тегишлидир.
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нинг толалари чузилган томонга чизилишини эслатиб 
утамиз.

Статик ноаник раманинг якунловчи М  эпюрасини 
куриб булдик. Бу билан хисобнинг энг мухим ва мураккаб 
кисми тугади. Энди кундаланг ва буйлама кучлар 
эгпораларини куришга киришеак булади. Нега деганда 
М эпюраси асосида Q эпюраси, Q эпюраси асосида 
N  эпюраси курилади.

Q эпюрасини куриш учун раманинг стерженларини 
алохида булакларга ажратамиз ва уларни бир ораликли 
статик аник балкалар сифатида хисоблаймиз. Бунда 
балкаларга ташки кучлардан ташкари раманинг М  эпюра­
сидан олинган тугун моментлари хам куйилади. 7.9- расм­
да 7.6- раем, а-да берилган раманинг алохида балка­
ларга ажратилиши ва тегишли эпюралари тасвирланган. 
7.9- раем, а-да Ьс ригели, 7.9- раем, б-да ab устуни балка 
куринишида акс эттирилган хамда ташки куч ва тугун 
моментлари курсатилган. Оддий балканинг Q эпюраси 
материаллар каршилиги курсида баён этилган коидалар

асосида курилади. Ишнинг 
охирида алохида балкалар 
учун курилган Q эпюраси рама 
укига тупланади (7.10- раем).

Энди Q эпюраси асосида 
N  эпюрасини курамиз. Бунда 
ригелга куйилган кундаланг 
кучлар устун учун буйлама 
куч, устунга куйилган кунда­
ланг кучлар эса ригел учун буй­
лама куч булади деган коида- 
га асосланамиз. Буйлама куч

1



стерженни чузса — мусбат, сикса —  манфий ишора оли­
нади.

Буйлама кучларни аниклаш учун Q эпюраси курилган 
раманинг тугунлари бирин-кетин киркиб олинади ва 
тугуннинг мувозанати текширилади. Энг аввал икки 
стерженли, кейин ундан ортик стерженли тугунлар 
киркилади. Икки стерженли тугуннинг (7.11- раем, а) му­
возанат шартларидан N t ва N 2 буйлама кучлари аникла­
нади:

Уч стерженли тугуннинг (7.11-раем, б) мувозанат 
шартидан N 3 аникланади:

К,олган стерженлардаги буйлама кучлар хам шу 
тартибда аникланади.

Биз текшираётган раманинг (7.6- раем) буйлама 
кучлар эпюрасини куриш учун унинг Q эпюрасидан 
b тугунни киркиб оламиз (7.12-раем, а) ва мувозанат 
шартларини ёзамиз:

Аникланган кийматлар буйича раманинг N  эпюраси 
курилади (7.12-раем, б).

2 Y  =  N l- Q i =  0; yV .^Q ,;

% X  =  Р  +  Q2— N 2 — 0; N 2— — (Р  +  Q 2) ■

X Y  =  Q 3- Q l- N з= 0; /V3= Q 1- Q 3.

'£lX  =  Qa — N b =  0; бу ердан N bc= Q a; 

Z Y  =  Nbo — Qb =  0 ; бу ердан N ba= Q b.

ASf/W



Т е к ш и р и ш .  Рамаларнинг статик ноаниклик даража- 
си ортган сари хисоблаш ишлари мураккаблашиб бораве- 
ради. Бундай холларда хисоб натижаларини текшириш 
мухим ахамият касб этади. Олдинги парагра!фда каноник 
тенглама коэффициентлари ва озод хадларини текши- 
ришни урганган эдик. Бу сафар тугал М , Q ва N  эпюрала- 
рини текширишни урганамиз. М , Q, N эпюраларини 
текширишнинг икки усули бор: статик текшириш ва 
деформацион текшириш. Эпюраларни с т а т и к  текширган- 
да, яхлит рама ёки унинг айрим кисмлари ва тугунлари 
учун мувозанат шартлари тузилади. Бунда раманинг 
барча таянч реакцияларини вертикал укка булган 
проекциялари й и р и н д и с и  ташки юкларнинг вертикал 
проекциялари билан мувозанатда булиши лозим: бирор 
нуктага нисбатан таянч реакцияларидан олинган мо- 
ментлар й и р и н д и с и  шу нуктага нисбатан ташки куч- 
лардан олинган моментлар йиРИндисига тенг булиши 
зарур.

Раманинг хар бир тугуни эгувчи моментлар таъсирида 
мувозанатда ётиши керак, бунинг учун бир тугунга 
туташган ригель ва устундаги ординаталар узаро тенг 
булиши лозим. Тугунлардаги кундаланг ва буйлама 
кучлар алохида каралганда, мувозанатда булмайди, бирок 
биргаликда каралганда тугун мувозанатда ётиши зарур. 
М , Q ва N эпюраларини статик текшириш уларнинг турри 
курилганига кафолат булаолмайди, чунки статик мувоза­
нат шартлари номаьлумлар хато топилган такдирда хам 
бажарилаверади. Бунинг сабаби шундаки, раманинг тугал 
М  эпюраси статик аник асосий система учун курилган. 
Агар ташки юк ва аникланган номаълумлар таъсирида 
эпюра турри курилса, у холда номаълумларнинг исталган 
кийматида рама статик мувозанат холатида булаверади. 
Натижада номаълумларни аниклашда йул куйилган хато 
очилмай колаверади.

Д е ф о р м а ц и о н  текшириш ортикча номаълумларни 
аниклашда йул куйилган хатоларни пайкаш имконини 
беради. Хисоб натижаларини деформацион текширишда 
асосий системаларга курилган бирлик эпюралар (М и М 2) 
раманинг тугал М эпюраси билан навбатма-навбат 
купайтирилади. Агар ортикча номаълумлар тугри аникла- 
ниб, эпюралар турри курилган булса, бундай купайтма 
нолга тенг чикади.



7.6. СТАТИК НОАНИК РАМ АЛАРНИ ХИ СО БЛАШ Д А 
СОДДАЛАШ ТИРИШ  УСУЛЛАРИ

Каноник тенгламалар сони системадаги ортикча но- 
маълумлар сонига тенг булишини илгари айтиб утган эдик. 
Демак, системанинг статик ноаниклик даражаси ортгани 
сари каноник тенгламалар хам ортиб боради, уларни 
биргаликда ечиш учун тобора ку^прок вакт ва мехнат талаб 
этилади. Аник усулларда берилган системадаги номаъ- 
лумлар сонини камайтириб булмайди, бирок хисоблаш 
ишларини бирмунча осонлаштириш имконини берадиган 
соддалаштириш усуллари мавжуддир. Куйида ана шу 
усулларнинг баъзилари билан танишиб чикамиз.

Системаларнинг симметриклигидан фойдаланиш

Симметрик рамалар факат геометрик шаклига кура 
эмас, балки таянчлари ва бикирликлари буйича хам 
симметрик булиши лозим., Шунда уларнинг симметрикли­
гидан фойдаланиб баъзи соддалаштиришларга эришиш 
мумкин. 7.13-раем, а-да симметрик статик ноаник рама 
тасвирланган. Рама битта вертикал симметрия укига эга. 
Раманинг чап ва унг таянчлари бир хил. Раманинг хар 
иккала устуни, шунингдек ригелнинг чап ва унг кисмлари 
бир хил инерция моментига эга, бу хар иккала устун бир 
хил бикирликка эга, ригелнинг чап ва унг кисмлари 
бикирликлари узаро тенг демакдир.

Агар раманинг асосий системасини 7.13-раем, б-да 
курсагилгандек олсак, хисоб жараёнида хеч кандай
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соддалашувга эришмаймиз, уч номаълумли учта каноник 
тенгламалар системаси узгаришсиз колаверади:

А 16 м -|-Х2б12-)-Хзб|з_1-Д|р =  0 ;
А^бг! + ^ 2б22 +  Хзб23“|“ Л2р =  0 ;
Х 1631 + Х 2бз2 +  ХзбэЗ +  Лзр =  0. (7.12)

Агар раманинг асосий системасини 7.13-раем, в-даги 
куринишда олсак, каноник тенгламалар системаси анча 
ихчамлашади. Раманинг асосий системасини х,осил ки- 
лишда уни симметрия уки утган кесимдан киркдик. Бу 
асосий^ системанинг бирлик эпюраларини курсак, симмет- 
рик (M i, М 3) ва тескари симметрик (Мг) эпюралар хосил 
булади (7.14-раем).

Турри ва тескари симметрик эпюраларнинг купайтмаси 
нолга тенг булади. Бу коида каноник тенглама коэффици- 
ентларини аниклашда жуда_ кул ^елади. Чунончи, 612 
коэффициентини аниклашда М\ ва Мч эпюралар Верешча- 
гин формуласи буйича узаро купайтирилиши керак. Бирок 
эпюраларнинг бири симметрик, иккинчиси тескари симмет­
рик булгани учун купайтма ноль чикишини олдиндан 
биламиз. Шундай килиб,

612 — 621 =  0 .
М 2 ва М з эпюраларининг купайтмасидан 623 =  632 =  0 келиб 
чикади. Бунинг окибатида каноник тенгламалар системаси 
куйидаги куринишга келади:

Х 1611+  Х 3613 +  Д]Р =  0 ;
X 2S22 -f- Дгр =  0 ;
Х 16 31 -|- Х3633 +  ДзР =  0 ;



яъни яхлит тенгламалар системаси (7.12) иккита мустакил 
тенгламалар системасига ажралиб кетди: 
булардан бири

Х1Йп'4-Хзй]з-}-Д|р =  0 ;
Х|63, +Хз6зз-|-Дзр =  0; (7.13)

иккинчиси
Х2622 Агр =  0. (7.14)

, Шундай килиб, асосий система танлаш жараёнида 
раманинг симметриклик хусусиятларидан фойдаланиб, уч 
номаълумли яхлит тенгламалар системасини иккита 
мустакил тенгламалар системасига ажратдик, буларнинг 
бири икки номаълумли иккита тенглама, иккинчиси бир 
номаълумли битта тенглама. Натижада хисоб ишларини 
анча кискартириш имкониятига эга булдик.

Номаълумларни гурухлаш

Куп ораликли симметрик рамаларнн хисоблашда 
турри ва тескари симметрик булган эпюралар хосил килиш 
учун номаълумлар сифатида алохида кучлар эмас, балки 
кучлар гурухи кабул килинади. Икки номаълумли рама 
мисолида усулнинг мохиятини баён этамиз (7.15-раем, а).

Берилган рама икки ораликли булиб, шарнирли 
кузралувчан таянчлар устунга нисбатан симметрик жой-
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лашган. Раманинг асосий системасини таянчларни ташлаб 
юбориш йули билан хосил киламиз. Йукотилган богла- 
нишлар урнига номаълум реакция кучларини куямиз 
(7.15- раем, б). Бирок асосий системани бундай олиниши 
хисоб ишларини соддалаштиришга олиб келмайди, кано­
ник тенгламалар системаси яхлитлигича колаверади:

Z 1611 + Z 2612 +Aip — 0 ;
^1621 +  Z26224" А2р =  0 .

Хисоб жараёнида маълум даражада соддалашувга 
эришиш максадида Z\ реакциясини Х\ ва Х 2 номаълумла- 
рининг й и р и н д и с и  билан, Z2 реакция кучини эса X i ва Х 2 
номаълумларининг айирмаси билан алмаштирамиз 
(7.15-раем, в). Натижада якка кучлар кучлар гурухи 
билан алмашади. Бунинг окибатида турри (Afi) ва тескари 
(М 2) симметрик эпюраларга эга буламиз (7.15-раем,г). 
Маълумки, бундай эпюралар купайтмаси нолга тенг 
булади, Шунга кура 612— O. Каноник тенгламалар система­
си эса алохида иккита мустакил тенгламаларга ажралиб 
кетади: '

^ 1 6 1 1  + Д |Р =  0; X2&22~h&2p =  0.
Мазкур тенгламалардан Х\ ва Х 2 номаълумлари 

аникланади, сунгра якунловчи М эпюраси курилади.
M =  M p +  X iM\ +  X2M‘t.

Носимметрик юкларни тугри ва тескари симметрик 
юкларга ажратиш

Агар статик ноаник симметрик рамаларга куйилган 
юклар носимметрик б^лса, уларни турри ва тескари 
симметрик юкларга ажратиш йу'ли билан хисоб ишларини 
бир мунча соддалаштирса булади.

Симметрик рамага носимметрик Р  кучи куйилган 
б^лсин (7.16- раем, а)., Ш у кучни иккига булиб, турри ва 
тескари симметрик кучларга ажратамиз (7.16-раем, б,
в ) . Кучлар шундай ажратилиши керакки, уларни кайтадан 
кушганда, дастлабки куч холати келиб чиксин. Масалан, 
раманинг чап устунига (раем, б, в) бир йуналишда 
микдори Р/2 булган иккита куч куйилган, буларнинг 
йириндиси Р  га тенг булади. Раманинг )?нг устунига эса 
уша кучлар карама-карши йуналишда куйилган, бу
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кучларнинг й и р и н д и с и  нолга тенг булади, натижада 
дастлабки куч холати келиб чикади.

Шундай килиб, турри ва тескари симметрик кучлар 
куйилган иккита рамага эга б^лдик (7.16- раем, б, в ) . Энди 
бу рамалар алохида равишда хисобланади, турри симмет­
рик кучлардан М т?г эпюраси, тескари симметрик кучлардан 
М тес, эпюраси курилади. Раманинг берилган кучдан хосил 
буладиган хакикий М  эпюраси турри ва тескари симметрик 
эпюралар йигиндисидан иборат булади.

Носимметрик равишда жойлашган турли хил ташки 
кучларни т^рри ва тескари симметрик юкларга ажратиш 
йули 7.17-расмда курсатилган.

Мисол. 7.18- раем, а-да курсатилган рама куч усулида 
хисоблансин. Рама элементларининг ^лчамлари шаклда 
курсатилган.

Ечиш. Статик ноаник рамани куч усулида хисоблаш 
куйидаги тартибда бажарилади:

1. Л = З К — Ш  формуласи ёрдамида раманинг статик 
ноаниклик даражаси аникланади.

Контурлар сони К= 2 , шарнирлар сони 111=4, 
Л = 3 *2 — 4=2. Берилган раманинг статик ноаниклик 
даражаси 2  га тенг экан.

2. Асосий система танланади. Асосий система вари- 
антлари б, в, г шаклларда курсатилган. Х,исоблаш учун
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улар ичидан энг кулайини танлаб оламиз. Булар ичида 
«Г» варианти энг кулайидир.

3. Асосий системага ташки куч хамда Х\ ва Х% 
зурикишларни куйиб, эквивалент система хосил киламиз 
(7.18-раем, д). Ортикча богланишлар йуналишидаги 
кучишлар нолга тенглигини ифодаловчи каноник тенгла­
малар тузамиз:

6 н Ли -|_ б|2^ 2-|-Д|р =  0 ;
621-^1 +  622^2 -|-Д2р =  0 .



4. Каноник тенгламаларнинг коэффициентлари ва озод 
хадларини аниклаш учун асосий системада ташки куч ва 
бирлик кучлардан эгувчи моментлар эпюраларини курамиз 
(е, ж , з шакллар).

5. Кучишларни аниклашда Верешчагин коидасидан 
фойдаланамиз (6 . 1 1 ).

в м- ^ j =

2 Z3 . 1 f3 _  Z3 .
“  3 E J  3 E J E J '

с __i_, / 1 I _J_/ ,1 .____Lj__I___ iL.
22 E J E J  2 3 £/ 3£/ 3£/ ’

«■ ,= в„ =  -^  j / - ' - 1 + i r  l - l j ' - ' i 1 =
___ 1 I2 . 1 Z3_____ 1 /2 =  2 /2 ,
“  2 £7 ^  3 £/ 6 E J  3 * £7 ’

A ___ +  +  =
'p E J  2 2 E J  2 2 3 T  £/ 3 8

_ Q= 1 | W 1 i 0 =  i gf1 =  1 Я*' .
2 E J  12 £/ "r  12 £/ 3 £/ ’



1 g/3 ___ 1 qP ______3 W3 _ ___1 q?
12 E J  24 £7 24 £7 8 £7 '

6 . Топилган коэффициент ва озод хадларни каноник 
тенгламаларга куйиб, Х\ ва Х 2 номаълумларини аниклай-

7. Асосий системага ташки кучлар хамда топилган Xi 
ва Х 2 реакция кучларини куйиб (7.18-раем, и ) эгувчи 
моментлар (М ), кундаланг (Q) ва буйлама (N )  кучлар 
эпюраларини курса булади.

8 . Натижавий М эпюрасини, кучлар таъсирининг 
мустакиллиги коидасидан фойдаланиб куришимиз хам 
мумкин:

Формуланинг иккинчи ва учинчи хадларини хосил 
килиш учун М\ эпюра ординаталарини Х\ га купайтирамиз. 
Хосил булган эпюралар тузатилган эпюралар деб аталади 
(7.19- раем, а, б). Натижавий М эпюраси 7.19- раем, в да 
берилган.

9. Кундаланг кучлар эпюраси Q ни куйидаги формула 
асосида курамиз:

Бу ерда Q °x —  оддий балканинг ихтиёрий кесимидаги 
кундаланг куч;

М?нг> М ча11̂ М р  эпюрасидаги ораликнинг 
унг ва чап ординаталари.

М  — Мр-$-МХ] -\-Mx2-Mp-\-MiX] -{-МчХг-

Q =  Q °A
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Qm — 0 ;

i V - Г - — И64 V 64 / 38
<?35--------- 1 -  -gf?';

Топилган ординаталар буйича аввал Q, сунгра W эпю- 
ралари курилади (7.19-раем, г, д).

10. Буйлама кучлар эпюраси N  ни куришда тугунлар 
мувозанатидан фойдаланамиз. Биринчи навбатда икки 
элементни*бириктирувчи тугуннинг мувозанати курилади.

Мусбат ишорали кундаланг кучлар тугунни соат 
стрелкаси йуналишида айлантиради (7.20-раем).
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7.20- раем
2 -тугун мувозанатидан

Ъ

132у =  0; yV^— Q2=0; N X2= Q 2=-^qi\

О О
2 * — 0; jVаз— Q ]2 =  0; N 23= Q l2 =  -^ql.

3-тугун мувозанатидан
51

2 у =  0 ; Л/34— Q3 =  0; N3i=^Q3 — -^ q i,

qo
2 *  =  0 ; Л/аз— <3з5=0; N 23= Q 35= j^ q l.

11. Текшириш.
Хисоб натижалари икки хил йул билан текширилади. 

Улардан бири де ф о р м а ц и о н т е к ш и р и ш  деб атала­
ди. Бунда натижавий М  эпюраси текширилади. Бунинг 
учун натижавий эпюра бирорта бирлик эпюра билан 
купайтирилади. Агар купайтма ноль чикса, демак хисоб 
тугри бажарилган булади.

Верешчагин формуласидан (6.11) фойдала^иб, нати­
жавий М  эпюрасини аввал M i, сунгра М 2 бирлик 
эпюралари билан купайтирамиз.

, 2 ,  1 I 13 л  . 1 , 1 1 6 ^ . 1 , .
E J  2 64 

1 2
+ ^ т ^ 2- ' - ° - ^ т > 24 /+

I 1 1 32 л , 1 /
+  ~ЕТ Т ^ - 1Т 1

qt1 (  125
(-

25 13

+°-f+f)=
64Е/ \ 6 6 6 

32 \ gt1 (57 — 57) _  
384£/

+

О;



l__L . l . I V . / . l ,  j_L ±  J_o/2./±i__L
E J  2 64 ^ 3 £У 2 64 3 £/

2 8 , 2/1  , <?/3 /25 13 13 13 . . 8 \
т а 4 • ' г | =  6 4 й ( - г - т - у - т + ' - i r

_  д / У б - З Э - г б + б — 16) _  у/3(81 — 81) _ Q 
—  384£/ 384 E J

Кучишларнинг нолга тенг келиши х,исобнинг тугри бажа- 
рилганлигини ифодалайди.

Энди системанинг мувозанат холатини текширамиз 
(статик текшириш). М, Q, N  эпюраларидан системанинг 
таянч реакцияларини аниклаймиз (7.21-раем):

25M A =  X 2~ q l2-, r a- ы̂ Ч 1-,ня = § Ч1-,

ТВ

H rU t1

Щ Щ Щ Г Т

w - g f £t
1Вг у

я,-

■А?

з

l v £ V



1. Z X  =  0; Н л- Н с= 0; =  0;

.2 .  2 Г  =  0 ;  /?„  +  * „ - , <  =  <); +

3 2 т „  =  0 ; Af„ +  m — Л^.г/Ч-йа-/ — ^-|-=0 ;

f ^ + 4 - l h z-2' + > - ' - 4 = o;

-“ (25 +  32 — 76 +  51 — 32) =0.о4

Мувозанат тенгламаларининг каноатлантирилиши сис­
теманинг мувозанатда эканлигини билдиради. Бу эса 
хисобнинг т^трилигини тасдиклайди.

8- боб
К У Ч Л А Р  УС У Л И Н И  СТАТИ К Н О АН И К Б А Л К А , 
Ф Е Р М А  ВА А Р К А Л А Р  *И С О Б И ГА  Т А Д Б И К И

8.1. У ЗЛ У КС И З БАЛКАЛ АРН И  ХИСОБЛАШ

Бир неча ораликлардан ташкил топган ва чекка 
таянчларлан бири шарнирли кузралмас ёки бикир булган 
балка —  у з л у к с и з  б а л к а  деб аталади (8 . 1- раем.)

Мазкур параграфда узлуксиз балкалар хисобига 
кучлар усулининг тадбикини-куриб ут'амиз. Иш  узлуксиз 
балкаларнинг статик ноаниклик даражасини аниклашдан 
бошл анади:

n =  2\U +  Cm- 3 D

4,0 / г j

4
я я

4 t 4 t.
l> ’f  е. f i. f  i, f*



Буер д аШ  — дискларни туташтирувчи оддий шарнир- 
лар сони;

Ст — таянч стерженлари сони.
Узлуксиз балка яхлит балкадан ташкил топганлиги 

сабабли Д = 1 ; Ш = 0  булади. У холда юкоридаги формула 
куйидаги куринишга келади

п =  С ~  3 (8 . 1 )
8 .1- расмда курсатилган балкалар статик аникмасдир, 

чунки уларнинг хар бири учун номаълум таянч реакцияла- 
рининг сони статиканинг мувозанат тенгламалари сонидан 
ортик.

Расмдаги балкаларнинг статик ноаниклик даражасини
(8 .1 ) формула ёрдамида аниклаймиз:

« =  6 — 3 =  3, п =  5 — 3 =  2.
Демак, а- расмдаги балка уч марта, б- расмдагиси эса 

икки марта статик ноаник экан.
Узлуксиз балканинг статик ноаниклик даражаси 

аникланганидан сунгунинг асосий системаси ташганади.
8 :2 - раем, б-да тйвсия этилган асосий система ташки 

таянчларига кура 8 .2 - раем, г-да тавсия этилган асосий 
система эса ички богланишларига кура хосил килинган.

Хар иккала асосий система талабга тулик жавоб 
беради, чунки хар иккаласи хам геометрик узгармас ва 
статик аникдир.



Узлуксиз балкаларни х,ар иккала асосий система 
буйича хисобласа булади.

Умуман асосий системами шундай танлаш керакки, 
каноник тенгламанинг айрим ёрдамчи коэффициентлари 
нолга айлансин ва танланган асосий система хар 
томонлама кулай булсин. Чунки асосий система хар 
томонлама кулай танланса, кейинги хисоб ишлари анча 
соддалашади, Ш у нуктаи назардан юкоридаги икки асосий 
системани тахлил килиб курайлик.

Биринчи вариантда ифодаланган асосий системада 
номаълумларнинг йуналиши буйича мавжуд буладиган 
чизикли кучишлар нолга тенг булмайди, шу сабабли 
каноник тенгламанинг коэффициенти ва озод х,адлари хам 
тулик сакланади.

Иккинчи вариант асосида танланган асосий система 
мустакил оддий статик аник балкалардан иборат булиб, 
айрим бурчакли кучишлар нолга тенг булиши туфайли 
каноник тенгламанинг айрим ёрдамчи коэффициентлари 
нолга тенг булишига олиб келади.

Юкорида бажарилган тахлил узлуксиз балкаларни 
хисоблашда иккинчи вариант максадга мувофик эканлиги- 
ни курсатади.

Уч моментлар тенгламаси

Узлуксиз балканинг асосий системасини оддий бир 
ораликли балкаларнинг й и р и н д и с и  сифатида кабул кила­
миз (8.3- раем, а ) .

Бу асосий системада номаълумлар сифатида таянч 
кесимларида вужудга келадиган эгувчи моментлар (Х п- 2, 
Xn-i, Х п> Х п+\, Х п + 2) кабул килинади. Номаълумларнинг 
йуналишини олдиндан айтиш кийин.,Шу сабабли уларни 
пастки толачаларни чузади деб шартли равишда кабул 
киламиз. Номаълумларнинг хдкикий йуналиши тенглама­
нинг ечими натижасида хал этилади.

Каноник тенглама системасидан бирор каторини 
ёзамиз:

... п — 2 ’ Х п — 2 “ h  бп.п — * ‘ Х п — 1 ~Ьбп,/1^ я  l^ n  +  1 “ Ь
&п,п + 2Х п + 2 " Ь  • • • 4 “  А п р  =  0.

Бу ерда Ьп_пХ „ - таянчнинг бурчакли кучиши.
Каноник тенгламанинг коэффициент ва озод хадларини 

аниклаш учун асосий системани бирлик ва ташки кучлар
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билан юклаймиз. Бирлик ва ташки кучлар таъсирида 
эгувчи момент эюпралари курилади (8.4- раем, б, в, г, д, е,
ж, з ) .

Эпюралардан фойдаланиб, каноник тенгламанинг 
айрим коэффициентлари (масалан, 6„,л_ 2, 6„,„+2) нолга 
тенг эканлигини билиб оламиз.

У холда п — таянч учун каноник тенглама куйидаги 
куринишга эга булади:

6п.л — 1-Ал_ ! -}-6n,nXn-J-6'»,/l + iA'i+] "Ь Дпр =  0 .
Каноник тенгламанинг коэффициенти ва озод хадлари- 

ни Мор интеграли, Верешчагин ёки Симпсон усулида 
аниклаймиз.



Топилган озод хад ва коэффициентлар тенгЛамага 
куйилиб, умумий махражга келтирилгандан сунг у куйида­
ги куринишга эга булади:

Агар xn- i =  М п~\> хп =  М п, Х п + ) = М п+ 1 тарзида ал- 
маштирилса, у холда куйидаги тенгламага эга буламиз:

(8 .2 ) уч моментлар тенгламаси деб аталиб, хар бир оралик 
таянчи учун алохида равишда тузилади. Тузиладиган 
Тенгламалар сони узлуксиз балканинг статик ноаниклик 
даражаСига тенг булади.

Уч моментлар тенгламасининг унг кисмини куйидаги 
куринишда ёзиш мумкин:

Хп—Л' 1п+1) +  Хя+11а+1 —

M n_.r ln+ 2 M nV n+ L +i )+ M n+]tn+] =



M a-i-l» +  2Mn(U +  t» + i)+ M a + lU + i= - b R n *  (8.3) 
Б у  ерда R  * =  А J + S *

Ь>я + 1 Л̂ + | .

белгилари кабул килинган.

Х,усусий холлар

1 . Агар берилган узлуксиз балканинг консол кисми 
булса, у холда консол таянч моментлари билан алмашти- 
рилади.

Масалан, 8,4- раем, а-да берилган бир номаълумли 
узлуксиз балка учун уч моментлар тенгламаси куйидаги 
куринишга эга булади:

Л*о-/( +  2М,(/1+ /2)+ Л * 2 ./2=-6/?,ф .
Шаклдан: Мо= — Pi-a

эканлиги куриниб турибди.
Узлуксиз балканинг асосий системаси 8.4- раем, б-да 

тасвирланган.
2. Агар берилган балканинг чекка таянчларидан бири 

шарнирсиз бикир булса, (8.5- раем, а), у холда шу бикир 
таянч шарнирли таянч билан алмаштирилиб, орасига 
кушимча сохта оралик кушилади. Бу ораликнинг узунлиги 
нолга тенг ва бикирлиги чексиз деб кабул килинади 
(8.5- раем, б).



Уч моментлар тенгламасидан номаълум таянч мо* 
ментлари аниклангандан сунг берилган балканинг эгувчи 
момент ва киркувчи куч эпюралари курилади.

Эпюраларни куриш учун асосий системадаи хар бир 
оддий балка ажратиб олинади, ажратилган балкалар 
ташки куч ва аникланган таянч моментлар билан 
юкланади, сунгра эгувчи момент ва кундаланг куч 
эпюралари курилади.

Алохида курилган эпюралар ягона ук усгига жой- 
лаштирилади. Натижада узлуксиз балканинг эгувчи 
момент ва кундаланг куч эпюралари хосил булади.

8.2. У ЗЛ У КС И З БАЛКАЛАРН И  М ОМ ЕНТ 
Ф О КУС Л А РИ  УСУЛИДА Х.ИСОБЛАШ

Ораликлари сони уч ва ундан ортик булиб, айрим 
ораликлари ташки кучлар билан юкланган булса , узлуксиз 
балкаларни момент фокуслари усулида хисоблаш анча 
кулай булади.

Бу усулни амалга ошириш учун уч моментлар 
тенгламасидан фойдаланиб, эгувчи момент эпюрасини 
курамиз (8 .6 -раем).

Бу эпюра асосида куйидаги хулосаларни келтириш 
мумкин: юк куйилмаган ораликларда эгувчи момент орма 
чизимардан иборат булиб, балканинг укини кесиб утади 
ва ноль нукталарни хосил килади. Бу нукталар м о м е н т  
ф о к у с л а р и  деб аталади.

Агар ноль нукталар юк куйилган ораликка нисбатан 
чап томонда жойлашган булса — ч а п  м о м е н т  фоку-  
си деб аталади ва F*. F 2, F 3 ... F „ деб белгнланади.

Агар ноль нукталар юк куйилган ораликнинг унг 
томонида жойлашган булса — у н г  м о м е н т  ф о к у с и  
деб аталади ва F |,F j,F j...F i билан белгиланади.

Узлуксиз балканинг юкланмаган оралигидаги таянч 
моментларининг абсолют кийматлари нисбати —  фо к у с -  
л а р  н и с б а т и  деб аталади.



-жfiv ttn*t
п*1

Mn
8.8- раем

Ю к куйилган ораликларда фокусларнинг холати 
фокуслар нисбатлари оркали аникланади. Фокус нисбат- 
лари уз навбатида чап ва унг нисбатларга булинади.

Масалан, 8 .6 - раемда тасвирланг'ан эгувчи момент 
эпюрасидан чап ва унг фокус нисбатлари куйидагича 
аникланади:
Чап фокус нисбатлари, яъни

М, Мп ' М-i
^ = - ^ м 7 = - ^ м 7 = - Л з булади.

«Унг фокус нисбатлари:

б улад и -

Таянч моментлари хар хил ишорали булгани учун 
фокус нисбатлари манфий ишорага эга булади.

. Шунга ухшаш узлуксиз балканинг юкланмаган п — 
оралиги учун чап фокус нисбати куйидагича аникланади 
(8.7- раем):

- р - ----К ,  (8.4)
™ п - \

Агар узлуксиз балканинг юкланмаган «я» оралири юк 
куйилган ораликка нисбатан унг томонда булса, у холда 
ш у оралик учун унг фокус нисбати куйидагича ифодалана- 
ди (8 .8 -раем):



Агар юкланмаган оралик юк куйилган п — ораликнинг 
чап томонида жойлашган б^лса, у холда эгувчи моментлар 
эпюрасининг чизиги чап фокусдан утади: юкланмаган 
ораликнинг таянч моментлари эса куйидагича хисоблана- 
ди:

м.
(8.6 )К,It— t

Агар юкланмаган оралик юк куйилган ораликнинг унг 
томонида жойлашган булса, у холда эгувчи моментлар 
эпюрасининг ч и з и р и  унг фокусдан утади ва номаълум 
таянч моментлари куйидаги ифодадан аникланади:

М „ +  . =  - ~ -  (8-7)\  + 1

Демак, узлуксиз балкаларни момент фокуслари усули- 
да хисоблаш учун биринчи навбатда, фокус ннсбатлари ва 
юк куйилган ораликдаги таянч моментлари аникланган 
булиши керак. Чап фокус нисбатларини аниклаш учун юк 
куйилган ораликдан чап томонда жойлашган ораликлар 
учун уч моментлар тенгламасини тузамиз. Узлуксиз 
балканинг биринчи таянчи учун (8.7-раем) уч моментлар 
тенгламаси (8 .2 - раем) куйидаги куринишда ёзилади:

iM0/, +  2iW,(/l +  /2)+ A fa/2* 0 .
, Шаклдан Мо=0 ва тенгламанинг унг кисми ноль 

эканлиги куриниб турибди. У холда:

М, L булади.

(8.4) формулага асосан —^-= — /(2 деб белгиласак,м,

/С2 =  2 ( 1 + - р )  (8 .8 ) келиб чикади.

Энди иккинчи таянч учун (я =  2) уч моментлар тенг­
ламасини ёзамиз:

М\/ г 2Л4г (/2 “I-  1з) -t- M3I3 —  0.



Тенгламанинг барча хадларини М 2 га булсак, 
М,  м о

^ . / 2+ 2 (/2+ /з )+ ^ . / з  =  0 .

келиб чикади.
Б у  тенгламадаги таянч моменти нисбатларини

(8 .6 ) формулага асосан чап фокус нисбатлари оркали 
ифодалаймиз:

Бу  тенгламадан иккинчи оралик учун чап фокус 
нисбати аникланади:

Буларни умумлаштириб, п — нчи оралик учун фокуслар 
нисбати К п ни куйидаги куринишда ёза оламиз:

. Ш у тартибда унг фокус нисбатлари аникланади:

Чап фокус нисбатларини аниклаш узлуксиз балканинг 
биринчи оралигидан, унг фокус нисбатларини хисоблаш 
эса охирги оралигидан бошланади.

Биринчи ва сунгги ораликларнинг фокус нисбатлари 
танячлар хилига боглик холда аникланади.

Агар балканинг биринчи таянчи шарнирли булса, 
у холда биринчи оралик учун чап фокуслар нисбати 
куйидаги куринишга эга булади (8.9-раем, а):

Шаклдан Мо=0 эканлиги куриниб турибди.
Агар берилган балканинг биринчи таянчи шарнирсиз 

бикир булса, (8.9- раем, б) у холда шу бикир таянч 
шарнирли таянч билан алмаштирилиб, орасига кушимча

- ^ . / 2+ 2 (/2+ / 3)- / С 2/3= 0 .

(8.9)

(8 . 10)

( 8 . 11)



сох,та оралик кушилади (8.9- раем, в) ва шу оралик учун 
чап фокуслар нисбати куйидаги куринишда аникланади:

(8 .1 0 ) формулага кура биринчи оралик учун фокуслар 
нисбати ЛГ1 =  2  +  /0//|^2 — булгани учун /Ci= 2  була­

ди. Бу ерда /о=0 ва /Со— оо.
Демак, балканинг биринчи таянчи шарнирли куз- 

галмас булса, биринчи оралик учун чап фокуслар нисба­
ти К\ =  оо; шарнирсиз бикир булса, /Ci =  2  га тенг булади.

Узлуксиз балканинг чап ва унг фокус нисбатлари 
аннклангандан с;унг юк куйилган ораликдаги таянч 
моментлар аникланади.

Узлуксиз балканинг «я» оралиги ташки юклар таъсири­
да деб фараз киламиз ( 8 .10-раем).

Ю к куйилган ораликдаги таянч моментлари М п- \ > М п 
ларни аниклаш учун балканинг п — ] в а п  — нчи таянчла- 
рига тегишли уч моментлар тенгламасини ёзамиз 
(8 .1 0 - раем ):

М п~2^п— I -(- 2Л4„ —1 (/я — IН-  /п) Мп/п — —  6R n  — I;

AJn-i/rt +  2 Afn(/n-f-/n+I) -\-Mn+iln+] =  — 6Rn- (8 .1 2 ).



К/ +/
V \ У  л -7  

г Ж Г  Л
fn-t

tn-f
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г

8.10- раем

Тузилган тенгламалар каторида туртта таянч момент­
лари М п- 2, Mn-i, М п, М п + j мавжуддир. Булардан иккита- 
си М п) изланаётган моментлар, колган иккитаси
(М п—2, Af„ + i) фокуслар нисбати оркали аникланадиган 
таянч моментларидир.

м
(8 .6 ) формулага асосан М „ 2= ----

Кп-I
М(8.7) формулага асосан Afn+, = ----р —.

У ч  моментлар тенгламасининг унг кисмидаги сохта 
таянч реакциялари куйидаги куринишга келтирилади:

Чунки бу ерда 8.10-расмга асосан В  + тенг­
дир. М п- 2, М п+\ ва /?„_ь  Rn ларнинг кийматла- 
рини (8 . 1 2 ) тенгламага куямиз:



лл + 1
Бу тенгламаларнииг барча хадларини U га булиб юбор- 

сак,

келиб чикади.
(8 .1 0 ) ва (8 .1 1 ) формулаларга асосан тенгламалар 

куйидаги куринишга келади:

Бу тенгламаларни биргаликда ечиб, юк куййлган оралик- 
нинг таянч моментларини аниклаймиз:

Узлуксиз балкаларни момент фокуслари усулида хисоб­
лаш куйидаги тартибда бажарилади:

1. Х.ар бир оралик учун чап ва унг фокус нисбатлари
(8 . 1 0 ) ва (8 .1 1 ) формулаларга асосан топилади.

2. Ю к куйилган ораликдаги таянч моментлари
(8.13) формула буйича аникланади.

3. Ю к куйилмаган ораликлардаги таянч моментлари
(8 .6 ) ва (8.7) формулалар ёрдамида аникланади.

Агар узлуксиз балканинг бир неча оралиги ташки 
юклар таъсирида булса, у холда хар бир ю к куйилган

(8.13)



оралик учун балка алохида равишда хисобланади, сунгра 
таянч моментларининг алгебраик йигиндилари буйича 
умумий эпюра курилади.

8.3. СТАТИК НОАНИК, Ф ЕРМ А Л А РН И  ХИСОБЛАШ

Статик ноаник фермаларни хисоблашда хам статик 
аник фермаларни хисоблашда кабул килинган айрим 
чекланишлардан фойдаланилади. Масалан, кузгалмас 
юклар ферма тугунларига куйилган стерженлар факат 
сикилиш ёки чузилишга ишлайди, деб каралади.

Статик ноаник фермаларни асосан уч гурухга ажратиш 
мумкин:

1. Таянч реакциялари сонига кура статик ноаник 
фермалар (8 . 1 1-раем, а).

2. Ферма стерженларидаги зурикишларга кура статик 
ноаник фермалар (8 .1 1 -раем, б).

3. Таянч реакциялари сони ва стерженлардаги зури­
кишларга кура статик ноаник фермалар (8 . 1 1 - раем, в ) .

Фермаларнинг статик ноаниклик даражаси куйидаги 
формула ёрдамида аникланади:

n =  C +  C0- 2 Y . (8.14)
Буерда п --ферманинг статик ноаниклик даражаси;

С — фермани ташкил этувчи стерженлар сони;
Со — таянч стерженлари сони;
Y — тугунлар сони.

Статик ноаник фермаларни хисоблаш тартиби статик 
ноаник рамаларни хисоблашдан кам фарк килади. Бу 
ерда хам биринчи навбатда, (8 . 1 1 -раем) фермаларнинг 
статик ноаниклик даражаси аникланади ва ундан сунг 
асосий система кабул килинади. Бунинг учун ортикча 
борланишлар ташлаб юборилади. Ташлаб юборилган 
ортикча богланишлар номаълум зурикишлар билан 
алмаштирилади (8.12-раем, а, б, в ). Сунгра каноник 
тенгламалар тузилади. Каноник тенгламалар сопи бе­
рилган ферманинг статик ноаниклик даражаси сонига тенг 
булади. 8 . 1 2 - раем, а-да ифодаланган асосий система учун 
кучлар усулининг каноник тенгламаси куйидагича ёзила- 
ди:

б и ■ Х\ +  Aip =  0.
8 .1 2 -раем, б-да ифодаланган асосий система учун 

кучлар усулининг каноник тенгламалари иккита тузилади:



*)

f)

t)

8.12- p а с м

6n • X \ -4- 612■ ̂ 24" Aip =  0;

621 ’ Xi  -f- 622' X2 4“  &2p =  0 ;

8 . 1 2 - раем, в-да ифодаланган асосий система учун 
кучлар усулининг каноник тенгламалари куйидаги кури- 
нишга эга булади:

6ii-^ i +  6i2, ^2 +  6i3*^3 +  Aip =  0;
621 ' X i  4“ 622■ Х%-|~623*^з4~&2р === 0;
6з1 ' X i  4-632  ■ А 2  4~ 633 •-^з 4 ~  Д зр  =  0 .

Тенгламаларнинг хар бири уз навбатида, асосий 
системада ташки юк ва номаълум зурикишлар таъсирида 
хосил буладиган кучишларнинг йигиндиси нолга тенг 
булишини ифодалайди.

Каноник тенгламанинг коэффициенти ва озод хадлари 
куйидаги формулалар ёрдамида аникланади:

е V  С 1 V а д с
L  E F  Е  L F

e ^ Z - g s ^ Z - F
(8 .15 )

А V  0  i v
2 - ^ A S - £ 2

N t N„* p 0
F  b '
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Бу ерда:
Ni — ферма стерженларида Xi =  I бирлик куч таъсири­

да хосил буладиган зурикишлар:
А!ь — ферма стерженларида А* =  I бирлик куч таъсири­

да хосил буладиган зурикишлар:
Np —  ташки кучлар таъсирида асосий системада хосил 

буладиган зурикишлар;
5  — ферма стерженннннг уэунлиги;
Е — ферма материалининг эластиклик модули;
F  — ферма стерженининг кундаланг кесим юзаси. 
Зурикишлар Npt ва Ni ларнинг кийматлари аналитик 

ёки график усуллар оркали аникланади.
Каноник тенгламанинг коэффициенти ва озод хадлари- 

ни жадвал ёрдамида аниклаш тавсия этилади.
Номаълумлар (Aft, Хч, Аз) топилгандан кейин фер­

ма стерженларидаги зурикишларнинг якунловчи киймат­
лари осонлик билан топилади:

N  =  N p -\~Ni‘ X\~\~N%' Х2 Ч- N  р • Х п

Бу ерда Np — ташки кучлар таъсирида ферма стержен- 
_  ла_рида_ хосил буладиган зурикиш:
N\, iV2...iVfl — бирлик кучларнинг таъсирида 
(А| =  1 ; А’г =  1 А „ = 1 ) шу элемеитларда мав- 
жуд буладиган зурикишлар.
Мисол. 8.13- расмда берилган статик ноаник ферманинг 

стерженларидаги зурикишлар аниклансин. Ферма стер- 
женларининг бикирлиги E F  узгармас.

Ечиш. Ферманинг статик ноаниклик даражасини
(8.14) формулага асосан белгилаб оламиз. У бир марта 
статик ноаник булиб, битта ортикча таянч богланишига 
эга.

Ферманинг уртадаги таянчини ташлаб юбориб, асосий 
системани танлаймиз (8.13-раем, б). Номаълум таянч 
реакциясини аниклаш учун кучлар усулининг каноник 
тенгламасини тузамиз:

6 ц *А] -f- Д]Р =  0 .

Бу тенгламадаги 6 ц ва Д]р кучишлар (8.15) формула 
ёрдамида аникланади. Ферма стерженларида бирлик куч 
Afi =  1 ва ташки юклар таъсирида хосил буладиган 
зурикишлар 4- бобда баён этилган усуллардан фойдала- 
ниб аникланади (8.13-раем, в).

Ферма ва унга куйилган юклар симметрик булганлиги 
сабабли ферманинг ярмини хисоблаш кифоя, чунки,



О— 7 стержендаги з^рикиш 5—4 стержендаги зурикишга 
тенг (jV7o =  yV4s), шунга ухшаш N 12 — N 23, ^10 =  ̂ 34, 
Â 76 =  iV65, yVi6 =  Â 63 булади. Фермани хисоблаш натижала- 
ри 8 . 1 -жадвалда'келтирилган.

8. / •  жадвал

Стер­
жен­
лар

Стер­
жень
узун-
лиги

(см)

ЗУри-
К.НШ

N?1
EF N P

кн

FTiNp l

EF
N
кн

Rj N I 
EF 

тек- 
ширнш

1 2 3 4 5 6 7 8

01 500 0.825 1,74 100 —208 39,8 -82,3

1—2 400 1,333 3,56 —80 — 213 16,2 43
0— 7 400 —0,667 0,89 80 — 107 31,8 —42,5
7—6 400 —0,667 0,89 80 — 107 31,8 — 42,5

1— 6 500 — 0,825 1.74 0 0 60,1 124

1—7 300 0,00 0 60 60 60 0

6И «  8,82, Д \р ™—635 167— 167,3 =  0



Топилган кучишларни каноник тенгламаларга куйиб, 
номаълум реакция кучи Х\ ни аниклаймиз:

*'=-^=И“72’2кН-
Ташки юк ва аникланган таянч реакцияси Х\ таъсирида 

статик ноаник ферманинг стерженларида х,осил булган 
зурикишлар (8.4) формула ёрдамида хисобланади.

W0i =  AV+~ffoiX, =  -  100 +  0,825*72,2^ — 40,44 кН;
N l2 =  Np-\: ^ i2 'X i =  -80+1,33.72,2=16,24 кН.

8.4. ИККИ  Ш АРНИ РЛИ  А РКА Л А РН И  ХИ СО БЛАШ

Икки шарнирли аркалар асосан куприк конструкцияла- 
рида ва иморатлар томини ёпишда ишлатилади.

Икки шарнирли арка (8.14- раем, а) бир марта статик 
ноаникдир. Асосий система танлашда унинг битта ортикча 
богланиши ташлаб юборилади. 8.14-раем, б, в-да асосий 
система икки хил нусхада тавсия этилган. Асоснй 
системанинг бирида В таянчининг горизонтал стержени 
номаълум реакция кучи X  билан алмаштирилган. Иккинчи 
асосий система эса кушимча шарнир киритиш йули билан 
хосил килинган.



Номаълум Х\ ни аниклаш учун куч усулининг каноник 
тенгламасини тузамиз

°н
Бу ерда 6ц — бирлик куч йуналиши буйича ва шу бирлик 
куч (/ * = !)  таъсиридан хосил булган бирлик кучиш;

Д |р —  асосий системага куйилган ташки юклардан хо­
сил буладиган горизонтал кучиш.

Кучишлар куйидаги формулалардан фойдаланиб топи­
лади:

г М .М П г Я ,N n г $ ,(?„ .
л '<-=

л — С [ J l i .
11 3 ~ЁГ^ )  E F '

Киёсий хисоблар куйидаги хулосага келиш имконини
беради: а) агар f < \ l  ва я<-^-/ булса, 6м ни аниклаш-О IV
да кундаланг кучни, Д|Р ни аниклашда эса буйлама ва 
кундаланг кучларни инобатга олмаса булади, яъни

с J L , .

8.15- расмдан
М\= — Y, Ni = — Cosy. 

Буларни кучишлар формуласига куямиз: 
в

Чр
YMpds

_ _ _ _ _ — [ у*E J0 ) Mp'-yds.



Бу. ерда /о— кундаланг кесимнинг энг кичик инерция 
моменти:

А А

|̂ Sy2*T̂s+ S C o s V ~ ^ s  J;
$ Y.Mp.^-ds

. у  — A__________________ .
1 в В •

J  y*-~ds-\- J  Cos2y-~-ds 
A A

б) агар 4~/>/> 4-/ва A <  ™ /  булса, 6ц ни аниклашдаJ  и IU
кундаланг ва буйлама кучлар инобатга олинмайди:

J yMp—j-ds

Х' = ^ Т ~
V - T * -А

Горизонтал реакция кучи Х\ аниклангандан сунг 
арканинг ихтиёрий К  кесимидаги зурикишлар куйидаги 
формулалар ёрдамида топилади:

М К= М °К— //•*/*;
QK= Q°KCosy — Н  ■ Smqj;
NK= QxSiny +  H  • Cosq).

Бу формулалардан Н — керки кучи булиб, унинг киймати 
горизонтал реакция кучи Х\ га тенгдир.

8.5., Ш АРН И РСИ З А РКА Л А РН И  Х.ИСОБЛДШ

Шарнирсиз аркалар асосан куприк конструкциялари 
хамда бинокорликда катта ораликларни ёпишда ишлати- 
лади. Шарнирсиз аркалар (8.16-раем) уч марта статик 
ноаник булади. Асосий система хосил килиш учун аркадан



8.16* р а с м

учта ортикча богланиш олиб ташланади. Асосин система­
нинг бир неча нусхаси 8.16- раем, б, в, г-да тасвирланган. 
Аркани х.исоблаш учун тавсия этилган нусхалардан бири 
танлаб олинади. Маълумки, асосий система кулай танлан- 
са, каноник тенгламанинг баъзи ёрдамчи коэффициентла­
ри нолга айланади. 8.16- раем, г-да тавсия этилган асосий 
система бу талабга тулик жавоб беради, чунки бу асосий 
система айрим коэффициентларнинг нолга тенг булишини 
таъминлайди.

Асосий системадаги номаълум ички кучлар (Xi, Х 2, 
Я 3) куч усулининг каноник тенгламаларидан топилади:



6ц ‘Х\ +  6|2*^2-Ьб|3’ Хз +  А|р =  0;

621*^ 1 +  622 • %2 +  623 ■ -̂ з ~h Лгр =  0 ;
6з) • Х\ Н- 632 • - 2̂ +  бзз ■ ̂ з +  Дзр =  0.

Каноник тенгламанинг коэффициенти ва озод х,адлари- 
ни аниклаш учун бирлик кучлардан эгувчи момент 
эгтюралари курилади (8.17- раем).

Б у  ерда М] ,  Мз  симметрик, М2  эса тескари симметрик 
эпюрадир (8.17- раем, а, б, в ) , Шунинг учун 612 =  621 =  0 ва 
6 2 3  =  6 3 2  =  6 булади. У холда кучлар усулининг каноник 
тенгламалари икки мустакил тизимга ажраЛиб, куйидаги 
куринишга эга булади:

й]|*Л’| +  б|з-Л'з +  Д 1р =  0 |  ̂
бз. • X. + 6зз’^з +  Дзр= О J

2̂2- Л'2+'Д2р =  0.

Каноник тенгламаларнинг биринчи гурухида симмет­
рик номаълумлар (Xi, Хз ) ,  иккинчи гурухида эса тескари 
симметрик номаълум {Х2)  иштирок этади.

Каноник тенгламанинг коэффициенти ва озод хадлари 
Мор формуласи ёрдамида аникланади.

с МиМ г NisN г QxQn
6 « " = М  I  d s + * \

Каноник тенгламанинг нолга тенг булмаган ёрдамчи 
коэффициентларини (613 =  631) нолга тенглаш учун асосий 
сисгемани бироз узгартириб, номаълум зурикишларни 
бикнр консоллар учига кучирамиз (8.18-раем).

Абсолют бикир консолнинг учи эластик марказга 
жойлашган булиши лозим. Бикир консол узунлиги, яъни 
эластик марказнинг урни арканинг геометрик улчамларига 
богликдир.

Асосий системанинг ихтиёрий кесими учун моментлар 
тенгламасини ёзамиз (8.18-раем, а ):

М i =  l (i/о — у );
М 3=  — 1 -х.

Б у  ерда уо— консол узунлиги.



Буйлама ва кундаланг кучлар тенгламаси:
jV i= — Costp; N2 =  Sirup; 1Уз =  0;

Q i=  Sirup; Q2 =  Cos<p; Q3 =  0.
Энди консол узунлиги t/o кийматини аниклайм* 

Бунинг учун 613 ни нолга тенглаштирамиз:

г м\мз .  , г п1"з. , f ,
в,3= ) ~ £ 7 ^ s +  i - £ T ^ s +  b - 5 F ^ s =

R, R*

- J E J ds=* 0 .

Mi ваМз нинг кийматларини тенгламага жойлаштнрамиз:
в В В

бундан

\ „ J i-~-ds

У о "'



Бу ерда ^У '-j-ds — арканинг келтирилган узунлиги
А

С j 0десак, \~р‘У — келтирилган узунликнинг статик момен-
А

ти, у0 эса келтирилган контур огирлик марказининг 
координати булади, Шунга асосан, В  нукта эластик марказ 
деб аталади.

Эластик марказнинг текисликдаги урнини график 
равишда аникласа хам булади. Бунинг учун интеграл 
куринишдаги формула йигинди оркали ифодаланади:

Арка симметрик булганлиги сабабли хисоб ишларини 
унинг бир булаги учун амалга оширса булади. Арканинг 
уки тенг булакларга булиниб, булакларнинг огирлик 
марказига горизонтал сохта юклар жойлаштирилади 
(8.19- раем).

Куч ва аркон купбурчаги курилади хамда уларнинг 
ёрдамида сохта юкларнинг тенг таъсир этувчиси аниклана­
ди. Арканинг симметрия уки билан тенг таъсир этувчи 
юкнинг кесишган нуктаси «В» эластик марказ деб аталади.

Бикир консол учларини шу нуктага жойлаштирилса, 
каноник тенглама куйидаги ихчам куринишга келади:

611 ■ Xi -j- Д|Р =  0 ;

622 * А 2 А2р == 0 ; 
бэз • Аз +  Дзр — 0.



Бунда кар бир тенглама мустакил булиб, номаълумлар 
осонлнк бнлан аникланади:

у . у . у  3̂р

Агар кордината бошини эластик марказга жойлашти- 
рилса, бош кучишлар куйидаги куринишга эга булади:

I с J1 _  /г
о А

«22“ - ^ o [ s  / * 4 ^ 5 +  2  Со52ф ~Д5 +

6 зз= - !- Г  2  X2-^-AS+ 2  S in \ ^ A S  + 
t } <>L А 1 A t

+  ц - ~  2  Cos2(р ■ -~Д5 J ; 

fc'<> /1 '
*
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С Т А Т И К  Н О А Н И К  РА М А Л А РН И  К У Ч И Ш Л А Р  
У С У Л И Д А  \И СО БЛ Д Ш

9.1. УС УЛ Н И Н Г МОХ.ИЯТИ

Маълумки, статик ноаник рамаларни кучлар усулида 
хисоблаганда, номаълумлар сифатида ортикча богла- 
нишлардаги зурикиш кучлари кабул килинган эди.

Ортикча богланишлардаги зурикиш кучлари аник- 
лангандан сунг ички кучларнинг кийматлари (Af, Q, 
N) ва кучишлар осонлик билан аникланади.
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Демак, статик ноаник рамаларнн куч усулида хисоб- 
лашда аввал зурикиш кучлари аникланади, ундан сунг 
кучишлар аникланади.

Бу масалани бошка йул билан хам ечиш мумкин. Бунда 
аввал статик ноаник рамалардаги кучишлар топилади, 
ундан сунг ихтиёрий кесимдаги ички кучлар аникланади. 
Статик ноаник рамаларнн к^чиш усулида хисоблаганда, 
айнан шундан килинади.

Бу усулга кура номаълумлар сифатида рама тугунла- 
ридаги чизикли ва бурчакли эластик кучишлар кабул 
килинади.

Кучиш усули куйидаги фаразларга асосланади:
1. Икки ва ундан ортик стерженлар келиб туташган 

раманинг бикир тугуни бир хил бурчакка бурилади 
(9.1- раем).

2. Рама деформацияларини хисоблашда Q ва N нинг 
таъсири хисобга олинмайди.

3. Деформация натижа- 
сида тугунлар орасидаги ма- 
софа узгаришеиз колади.

4. Бурчак кичик б^лган- 
лиги сабабли унинг тангенси- 
ни бурчакнинг узига тенг 
деб оламиз, яъни

tg<P =  <Р
9.2- раемда тасвирланган 

рама ташки кучлар таъсири-
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да деформацияланиб, унинг тугунлари бурчакли ва 
чизикли кучишлар олади.

Раманинг 1 тугуни ср бурчакка бурилади ва горизонтал 
йуналишда б масофага кучади.

Кучишлар усулида номаълум сифатида рама тугунла- 
рининг чизикли (6) ва бурчакли (г) эластик кучишлари 
кабул килинади.

Кучишлар усулида рамаларнинг кинематик ноаниклик 
даражаси куйидаги формуладан топилади:

п =  пб +  пч
Бу ерда

пб — бикир тугунлар сони ёки бикир тугунларнинг бур­
чакли кучишлари сони;

пч — рама тугунларининг чизикли кучишлари сони.
Номаълум деб кабул килинган бурчакли кучишлар 

сони «яб», раманинг таркибидаги бикир тугунлар сонига 
тенг деб кабул килинади. Икки ва ундан ортик стержен- 
ларнинг мустахкам туташган жойи б и к и р  т у г у н  деб 
аталади.

Мисол: 9.3-раем, а — да 1, 2, 3, 4 — тугунлар, 
9.3- раем, б — да 1 - тугун, 9.3- раем, в — да 1,2— тугунлар 
бикир тугунлар саналади.

Чизикли кучишлар сонини аниклаш учун берилган 
раманинг бикир тугунларига ва таянчларига шарнирлар 
киритиб, геометрик узгарувчан система хосил килинади. 
Бу хосил булган шарнирли системанинг эркинлик даража­
си — раманинг чизикли кучишлари сонига тенг булади.

Шарнирли системани геометрик узгармас системага 
айланиши учун керакли булган кинематик богланишлар 
сони раманинг чизикли кучишлар сонини ифодалайди.

Чизикли кучишлар сони куйидаги формулалар ёрдами­
да хам аникланади:



пч= 2 Ш  -  С -  Cm; 
лч =  2Т -  С.

Бу ерда:
,Ш  — шарнирлар сони;
С — рама стерженлари сони:
Ст — таянч стерженлари сони;
Т — тугунлар сони.

Мисол. 9.4- раем, а — да ифодаланган раманинг кине- 
матик ноаниклик даражаси аниклансин.

Ечиш. Раманинг бурчакли кучишлар сони п6 =  2. Рама 
тугунларининг чизикли кучишлари сонини аниклаш учун 
унинг бикир тугунларига шарнир киритиб, геометрик уз- 
гарувчан шарнирли системага келтирилади (9.4- раем, б) 
ва шу схеманинг эркинлик даражаси аникланади. Бу 
схеманинг эркинлик даражаси пч=  1, чунки унинг гео­
метрик узгармас булиши учун унга битта кушимча 
стержень — богловчи киритилса кифоя (9.4-раем, в).

Берилган раманинг жами номаълумлари сони
п =  пб +  пч =  2 +  1 =  3.

Демак раманинг кинематик ноаниклик даражаси учга 
тенг экан.

9.2. КУЧИ Ш Л А Р УС УЛ И Н И Н Г АСОСИЙ СИСТЕМ АСИ 
ВА КАНОНИ К Т ЕИ ГЛ А М А Л А РИ

К уч  усулининг асосий системаси берилган снстемадаги 
ортикча богланишларни ташлаб юбориш йули билан хосил 
килинлар эди. Асосий система — статик аник ва геометрик 
узгармас булади.

Кучишлар усулида асосий система, аксинча, рамага 
кушимча богланишлар киритиш йули билан хосил 
килинади. Кушимча богланишлар икки хил (бурчакли ва 
чизикли) булади.

•>»

о
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Рама тугунларининг бурчакли кучишларига каршилик 
курсатувчи богланишлар — б у р ч а к л и  богланишлар деб 
аталади. Рама тугунларини чизикли кучишларига карши­
лик курсатувчи богланишлар — ч и з и к л и  богланишлар 
деб аталади.

Рамага кушимча богланишлар киритилиши натижаси- 
да рама алохида бир ораликли статик ноаник балка- 
ларнинг йигиндисига айланиб колади.

9.5-раем, а — да тасвирланган раманинг кинематик 
ноаниклик даражаси 2 га тенг. У битта бурчакли (Z i), 
битта чизикли (Z г) кучишга эга. Бу кучишларга чек куйиш 
учун рамага битта бурчакли богланиш (биринчи тугун) 
хамда битта чизикли богланиш (иккинчи тугун) киритила- 
ди. Бу раманинг асосий системаси 9.5-раем, б —  да бе­
рилган. 9 марта кинематик ноаник раманинг (9.6- раем, а) 
асосий системаси (9.6- раем, б) тасвирланган. Раманинг 
бурчакли кучишлари сони олтига тенг (я б= 6 ), чизикли 
кучишлари сони эса учга тенг (лч= 3 ).

Кучиш лар  усулининг каноник тенгламалари. Каноник 
тенгламалар ти-зимини тузиш коидаси берилган система 
билан асосий система орасидаги фаркни йукотишга 
асосланган.

Асосий системалар берилган системадан кушимча 
богланишлари борлиги билан фарк килади. Маълумки,

а)

в.с.

f) V *r4

АС.



бурчакли богланишларда реактив момент, чизикли богла- 
нишларда эса реактив кучлар хосил булади.

Реактив момент ва кучларни нолга тенглаш мумкин. 
Бунинг учун кушимча борланишларга берилган системада 
вужудга келадиган микдорда чизикли ва бурчакли 
кучишлар берамиз.

Бурчакли ва чизикли богланишлардаги реактив момент 
ва кучларни инкор этиш кучиш усули каноник тенгламаси- 
нинг асосини ташкил этади.

Умумий куринишда кучиш усулининг каноник тенгла- 
малари куйидагича ёзилади (9.7-раем);

R i  =  0; /?2 =  0
Бу  ерда R i ва R 2 — кушимча богланишларда ташки 

кучлар хамда борланишларнинг бурчакли ва чизикли 
кучишлари натижасида хосил буладиган реактив момент 
ва реактив кучларнинг алгебраик йигиндисидир.

Тузиладиган тенгламалар сони берилган раманинг 
кинематик ноаниклик даражасига тенг булади.

Каноник тенгламалар системасини тузиш тартибини 
9.7- расмда тасвирланган рама мисолида к^риб утамиз.

Биринчи тугунга киритилган кушимча богланишда 
вужудга келадиган тулик момент R i куйидаги хадлардан 
ташкил топади:

R> =  Rip  +  R  и +  R 12-

Бу  ерда Rtp — кушимча богланишда ташки юклар 
таъсирида вужудга келадиган реактив момент (9.8- раем,
а)\

’ R м - биринчи борланишни Zi =  \ бурчакка бурилиши 
натижасида шу богланишда хосил буладиган реактив 
момент;

R 1 2 - раманинг 1,2— тугунл.арини Z 2=  1 масофага 
кучиши натижасида биринчи богланишда хосил буладиган 
реактив момент.
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Rn ва #12 реактив моментларни бирлик кучиш 
натижасида вужудга келадиган реактив моментлар оркали 
ифодалаймиз:

Бу ерда: щ  — биринчи богланишни бир бирликка (Z i =  
==1) бургаиимизда шу богланишда хосил буладиган 
реактив момент (9.8-раем, б) ; г\г—  иккинчи богланишни 
Z2 = 1  масофага силжитганимизда биринчи богланишда 
хосил буладиган реактив момент (9.8-раем, в) \

У холда дастлабки тенглама куйидаги куринишга эга 
булади:

Ш у тарзда иккинчи тенгламани хам тузса булади:

Бу  ерда Г2\ — биринчи богланишни 2 j = l  бурчак- 
ка кучиши натижасида иккинчи богланишда хосил 
буладиган реактив куч(9.8-раем, б );

Г22 —  иккинчи богланишни Z 2=  1 масофага кучиши на­
тижасида шу богланишд§ хосил буладиган реактив куч 
(9.8- раем, в ) ;

Rip —  ташки кучлар таъсирида иккинчи богланиш­
да вужудга келадиган реактив куч (9.8-раем, а).

Rn  =  n j*Z i ва R 12 =  Г|2*2г.

rU 'Z l -f- T\2'Z2 -j- Rip =  0. (9.4)

2̂1 * Z\  -j- Г22" Z2  -f- R2p — 0. (9.4)



.Шундай килиб, биринчи тенглама биринчи тугунга 
киритилган кушимча богланишда реактив моментнинг 
нолга тенглигини, иккинчи тенглама эса иккинчи богла- 
нишдаги реактив кучларнинг нолга тенглигини ифодалай­
ди. Х.ар икки тенглама кучиш усулининг к а н о н и к  
т е н г л а м а с и  деб аталади.

Агар система турт маротаба кинематик ноаник булса, 
у холда юкорида баён этилган тартиб асосида туртта 
каноник тенглама тузилади ва у куйидаги куринишга эга 
булади:

Г]| ■ Z i +  г \2 • Z2 +  Пз • Z 3  т14 - Z 4 +  R\p =  0;
f2t * Z , -f~ Г22 • Z2 +  Г23 • Z 3  +  Г24 - Z4 R 2p =  0;
г si • Z i +  Г32 * Z2 -f- Г33 • Z3 +  Г34 - Z4 +  Rsp =  0;
Г41 ■ Z i -f- Г42 • Z 2 -f* 4̂3 • Z 3 4̂4 • Z 4 -(- ?̂4p =  0.

Бош диагонал буйича жойлашган коэффициентлар (гм, 
Г22, гзз, Г44) бош коэффициентлар, колганлари ёрдамчи 
коэффициентлар деб аталади; озод хадлар R \p, /?2р. Язр, 
/?4р — юк реакциялари деб аталади.

Бу тенгламаларда хам куч усулидаги сингари бош 
диагоналга нисбатан симметрик равишда жойлашган 
коэффициентлар узаро тенг булади, яъни т  =  Г2\, г\з —
=  П\ •

Бош коэффициентлар хамма вакт нолдан катта булади
Гпп> 0.

Ердамчи коэффициентлар эса 0 булиши мумкин.
Куч усулининг каноник тенгламалари кучишларнинг 

нолга тенглигини ифодалайди. Кучиш усулининг каноник 
тенгламалари эса рама тугунларига киритилган кушимча 
богланишлардаги реактив момент ва реактив кучларнинг 
нолга тенглигини ифодалайди.

9.3. РЕА КЦ И Я Л А Р ВА К У Ч И Ш Л А Р  О РАСИДАГИ  
БОГЛАНИШ  Х.АКИДА ТЕО РЕМ А

Тугри стерженлардан ташкил топган рамаларни 
кучишлар усулида хисоблашда киритилган кушимча 
богланишлардаги реакциялар бир ораликли статик ноаник 
балкалар учун берилган формулалардан фойдаланиб 
аникланади.

Бир ораликли бикир таянчли статик ноаник балками 
мисол тарикасида куриб чикамиз (9.9-раем).



Фараз киламиз, 
чекка кесимлар ф,, ва 
Фв бурчакларга бу- 
рилган булсин. АВ 
т^рри чизик бур- 
чакка бурилган дей- 
лик.

9.9- раем, а — да 
курсатилган МА, Мв, 
Фа> Фв. # в ларнинг 
йуиалишлари мусбат 
ишорага мос келади 
деб кабул килайлик. 
МА ва Мв таянч мо- 
ментларини аниклаш 
учун куч усули буйича 
асосий системалар ку- 

рилади (9.9- раем, в) сунгра ишлар хакидаги Бетти 
теоремасидан фойдаланиб, куйидаги тенгламалар ёзилади:

М • бп — х2ь21 = 1 • фд —^

Ма ' б]2 — Х 2&22 =  — 1 * Фв Н—
(9.4)

Берилган система ва х,ар икки бирлик холат буйича 
аникланган кучиш ва зурикишларнинг кийматлари
9.1-жадвалда ифодаланган.

9.1• жадвал

Х,олат М оментлар Кучлар

Кучишлар

Бурилиш
бурчакларн

Огиш
бурча-

гн

Берилган М А, М в Ra - Rb Ф/4.ФВ 0; 6

Iхо л ат M ^ l ,  М 2= 0 в И, —в21 0,0

II хсл ат Mt—0, м 2— 1 6 12 , — 6 22 0;0



Материаллар каршилиги фанига асосан

в ,2 = 6 21 =  ^ = ^ 7 ; (9.5.)

6*  =  e"  =  w  =  w -  <9 6 >
Б у  кийматларни биринчи тенгликка жойлаштириб, 

куйнлагнларга эга буламиз:

м * ‘ Ш  ~  • 117 =  Ч* ~  *  ' (9'7)

Бундай
М л  * 6E J  3Е ]  Фа +  Ф  •

Мв =  2 • -у-(2срл +  <рв — 3*ф) ;

М E J=  2 • -~-(ц>А +  2cpfl -  Зф) . (9.8)

EJАгар —  =  / деб белгиласак, у холда

МА = 2i(2<pA +  фд 3t|>) ;
Мв =  2«(фд +  2фв — 3i|>) . (9.10.)

булади. Бу ерда i — стерженнинг нисбий бирлиги. 
Хусусий холлар:
Агар фл =  фа =  0 булса, (9.10) формула куиидаги 

куринишга эга бу'лади:
Мв = МА =  — 6п|> (9.11.)

Агар фл =  -ф =  0 булса,
МА =  2«рл;
Мв =  4t • фй булади. (9.12.)

Агар фв =  tf) =  0 булса, у холда формула куйидаги 
куринишга эга булади:

м л =  Щ а\
Мв =  2/фй. (9.13.)

Турли хил таъсирлар остида булган стерженларнинг 
чекка кесимларидаги таянч моментлари ва реакцияларини 
аниклаш формулалари 9.2- жадвалда берилган.
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9.4. КАН ОНИ К ТЕНГЛАМ А КО ЭФ Ф И Ц И ЕН Т Л А РИ  
ВА ОЗОД ХАДЛАРИНИ А Н И КЛ А Ш . СТАТИК УСУЛ

Каноник тенгламанинг коэффициентлари ва озод 
хадларини аниклаш учун асосий системада бирлик 
кучишлар ва ташки кучлар таъсиридан хосил буладиган 
момент эпюралари курилади.

Эгувчи момент эпюраларини куриш ва каноник 
тенгламаларнинг коэффициентларини аниклаш тартибини
9.10- расмда тасвирланган рама мисолида куриб утамиз.

Берилган раманинг кинематик ноаниклик даражаси 
п =  2 булгани учун иккита каноник тенглама тузилади:

г 11 • Z] г 12 • Z 2 +  Rip =  0;
Г21 * Z\ -f- Г22 * Z 2 +  /?2р =  0. (9.14)

Каноник тенгламани ечиш учун аввал унинг коэффици­
ентлари ва озод хадларини топиб олишимиз керак.

M i эпюрасини хосил килиш учун биринчи тугунга 
киритилган богланишни Zi =  l бурчакка бурамиз 
(9.10-раем, в ). , Шаклда келтирилган моментларнинг 
киймати 9.2-жадвалдан олинади.

М 2 эпюраси иккинчи борланишнинг Z2 = 1  масофага 
кучишидан хосил булган (9.10-раем, г). Бу ерда хам 
стержень учларидаги моментларнинг киймати 9.2- жад­
валдан олинган.



Мр эпюраси ташки кучлардан курилган (9.10-раем, 
d ) . Табиийки бу эпюрада хам моментларнинг кийматлари 
уша жадвалдан олинган.

Эгувчи момент эпюралари курилгандан сунг каноник 
тенгламаларнинг коэффициентлари ва озод хадларини 
аниклашга ^тилади.

Каноник тенгламаларнинг коэффициент ва озод хадла- 
ри иккита гурухга булинади:

1) кушимча богланишларда вужудга келадиган ре­
актив моментлар;

2) кушимча богланишларда вужудга келадиган ре­
актив кучлар.

Аникланаётган коэффициент ёки озод хад реактив 
момент булса, у холда асосий системадан тегишли 
кушимча богланиш кесиб олинади хамда мувозанат 
тенгламалари тузилади:

Агар аникланаётган коэффициент ва озод хадлар 
реактив куч булса, у холда асосий системанинг устунлари 
ва иккинчи богланиш оркали кесим утказилади., Шундан 
сунг тенглама тузилади:

Т — укнинг йуналиши тенгламалар тузишга кулай 
холатда утказилади.

Каноник тенгламанинг биринчи каторидаги озод 
Хадлар ва коэффициентларни аниклайлик.

Rip нинг кийматини аниклаш учун «Мр» эпюрасидан 
биринчи тугунни кесиб олиб, мувозанат тенгламасини 
ёзамиз (9.11-раем, а ):

2М =  0.

=  +  =  0 . 

Бундан R lp =  -&L -  d t .



гн, г 12 ларни аниклаш учун Mi ва М 2 бирлик эгувчи 
момент >пюраларидан 1-тугунни кесиб олиб, мувозанат 
тенгламаси ёзилади (9.11-раем, в, б):

Каноник тенгламанинг иккинчи каторидаги Г2\, Г22, 
/?2р лар реактив кучлардан иборатдир.

Иккинчи богланишдаги реактив куч /?2р ни аниклаш 
учун асосий системанинг устунларини 1 — 1 кесим буйича 
кесиб, ригель ва иккинчи богланиш ажратиб олинади 
(9.12-раем, а). Бу ажратилган булак учун статиканинг 
мувозанат тенгламасини ёзамиз:

г21 ни анимаш  учун асосий системанинг устунлари^и 
1 —  1 кесим буйича кесиб, ригелни ва иккинчи богланишни 
ажратамиз хамда унинг мувозанатини текширамиз 
(9.12- раем, б) :

Бундан

бундан

г22 ни аниклаш учун хам асосий системанинг устунлари- 
ни 1 —  1 кесим буйича кесиб, ригель ва иккинчи богланишни



ажратамиз хамда унинг мувозанатини текширамиз 
(9.12- раем, в) ;

Агар берилган раманинг устунлари узаро параллел 
булмаса, у холда статик усул анча мураккаб туе олади. 
Чунки огма устунли раманинг асосий системаси учун 
мувозанат тенгламаси тузилганда, унинг горизонтал укига 
кундаланг кучлар билан биргаликда буйлама кучлар хам 
проекцияланади.

Бу усул билан коэффициентлар ва озод хадларни 
хисоблаш мураккаблашади. Бундай холларда эпюраларни 
купайтириш усулидан фойдаланилади. Бу усул ташки ва 
ички кучларнинг бажариши мумкин булган ишлар 
хакидаги Бетти теоремасига асосланади:

ТПт «т»  холатдаги ташки кучларнинг бажариши 
мумкин булган иши;

Umn «я» холатдаги ички кучларнинг бажариши мумкин 
булган иши.

Статик ноаник рамани икки холатда тасвирлаймиз: 
биринчи холатда «п» тугунни Zn =  1 бурчакка бурамиз 
(9.13-раем, а) иккинчи холатда « т »  тугунни zm = 
=  1 масофага кучирамиз (9.13-раем, б) ., Шакллардан 
фойдаланиб, ташки кучлар бажариши мумкин булган иш 
ифодасини ёзамиз:

буидан 15 E J 
Г22~ „3

Эпюраларни купайтириш усули

(а)

Т п т  —  Т т п  '  1 • (б)



Маълумки, ички кучлар бажариши мумкин булган иш 
куйидаги формуладан аникланади:

гтп= г ? ~ ^ й х ,  (в>

(а) ифодага кура
г М„М„rm,=  Z \ - J!̂ !-dx. (г)

Демак, кучиш усули каноник тенгламаларнинг коэффи- 
циентларини аниклаш учун куч усулидаги сингари иккита 
бирлик эпюрани бир-бирига купайтирилса кифоя экан.

Кучиш усули каноник тенгламаларининг озод хадлари- 
ни хам эпюраларни купайтириш усулида топса булади. 
Бунинг учун куйидаги формуладан фойдаланилади:

Бу ерда М„ бирлик эгувчи момент эпюраси;
Мр - статик аник системада ташки кучлардан хо­

сил булган М эпюраси.
Масалан, 9.10-раем, а — да берилган статик ноаник 

рама учун Мр_ эпюраси 9.14- расмда курсатилгандек 
булади. Afi ва М 2  бирлик эпюралари узгаришеиз колади 
(9.10-раем, в, г). R [р ни аниклаш учун Мр билан 
Af 1 эпюраси, # 2Р ни аниклаш учун эса Мр билан Мг 
эпюралари купайтирилади. Купайтириш ишлари Верешча- 
гин коидаси буйича амалга оширилади.

Кучиш усули каноник тенгламалари системасининг 
коэффициентлари ва озод хадлари куч усулидаги каби 
текширилади.

Бунинг учун аввал М, йигинди эпюраси чизиб олинади:

М, = М 1 + М2+ ... + М п,



Бу эпюра билан истаган бирлик эпюранинг купайтмаси, 
куч усулндаги сингари, тегишли катор коэффициентлари- 
нинг йириндисига тенг булади:

~  г f  M , { M t + M 2 +  . . .  + M n ) d x

r ' * =  2  J  d x =  --------- r ,--------- --
M\dx f  M^M2dx t

E J  +  "  J  E J  '
Г M . M - d x

^  J --- E J--- “  Г П +  Г 12+ + r U-

Каноник тенгламанинг озод хадлари куйидагича 
текширилади:

2  =  -  2  

=  ( 2 ^  +  2  . . .  +  2  \ ^ ) =

=  R ip - {~  %2р~\- ■■■ И - R n p ■

Демак, озод хадлар тугри топилган булса, уларнннг 
йигиндиси икки эпюранинг (M s ва M l эпюраларининг) 
купайтмасига тенг булади.

9.5. РАМ АН И Н Г М. Q ВА N ЭП Ю РА ЛА РИ Н И  К У Р И Ш

Каноник тенглама коэффициентлари тугри топилган*- 
га ишонч хосил килганимиздан сунг коэффициентларни 
тенгламага куйиб, ундаги номаълумлар {г\, Z2, гп) ни 
аниклаймиз ва ундан сунг «М» эпюрасини куришга 
утамиз. Эпюра куйидаги коида асосида курилади:

М =  Мр -J- M i‘Z\ -f- Mg’ Z2~\~ ■■■ -\-Mn • Zn;
бу ерда М — статик ноаник раманинг исталган кесими- 

даги эгувчи момент;
Мр - асосий системада ташки кучдан курилган 

_М  эпюрасининг ординатаси;
М |, Мг — бирлик эпюраларнинг ординаталари;
Zi, Z 2 - каноник тенгламалардан топилган бур­

чакли ёки чизикли кучишлар.
Якунловчи М эпюраси курилгандан сунг шу эпюра 

асосида «Q» ва «№» эпюралари курилади.



Симметрии рамаларни кучиш усулида хисоблаганда 
хам куч усулидаги сингари номаълумларни гурухлаш 
йулидан фойдаланса булади.

Мисол тарикасида 9.15-раем, а —  да тасвирланган 
рамани куриб утамиз. Рама иккита бурчакли ва битта 
чизикли кучишга эга, яъни унинг кинематик ноаниклик 
даражаси п =  3. Раманинг тулик каноник тенгламаси 
куйидаги куринишга эга:

г,, • Z 1 -(- т12 • 22 +  /"13 • Zb +  /?ip =  0;
2̂i - Z\ Г22 • 22 +  г23 ■ 2з -j- R%p — 0;

Гъ\ • Z\ -j- Г32 • Z 2 +  Г33 ■ Zz -f- Rip =  0.
Берилган рама симметрия укига эга б^лганлиги 

сабабли номаълумларни гурухлаш йули билан каноник

» * * г

Я 9
е

7 Я
е

Ч !



тенгламанинг айрим коэффициентларини нолга тенглаш- 
тириш мумкин.

Номаълумларни гурухлаш натижасида икки хил: турри 
симметрик ва тескари симметрик эпюралар хосил булади. 
Маълумки, бундай эпюралар купайтмаси 0 га тенг булади. 
Натижада каноник тенглама иккита системага ажралиб 
кетади. Бу эса хисоблаш ишларини анча енгиллаштиради.

Номаълумларни гурухлаш 9.15-раем, б — да курса­
тилган шаклда амалга оширилади. Бирлик М  эпюралари
9.15- раем, в, г, д — да тасвирланган. Бу ерда M i тескари, 
М 2 эса турри симметрик эпюра булиб, буларнинг купайтма- 
сидан топиладиган пг =  гц =  0 булади, Шунингдек Г23 =  
=  г32 хам нолга тенгдир. У холда юкоридаги каноник 
тенглама куйидаги куринишга келади:

Г \\ * % \  +  Г 13 * \ тескари симметрик тенглама,
r3i • +  Г33 vZ3 -}- )

г22 • Z 2 +  Riq =  0 симметрик тенглама.

9.7. СТАТИК НОАНИК РАМ АЛАРНИ АРАЛАШ  
ВА КО М БИ НАЦ И Я УСУЛЛАРИД А ХИСОБЛАШ

Бинокорликда шундай рамалар учрайдики, уларни хар 
канча соддалаштирганда хам умумий ечими мураккабли- 
гича колаверади. Бундай рамаларнинг ечилишини содда- 
лаштириш максадида куч ва кучиш усулларидан бир йула 
фойдаланиш тавсия этилади. Бунда раманинг бир кисми 
кучлар усулида, иккинчи кисми эса кучишлар усулида 
хисобланади. Бундай хисоблаш усули а р а л а ш  у с у л  
деб аталади. Аралаш усулга дойр мисол куриб утамиз 
(9.16- раем).

Берилган раманинг статик ва кинематик ноаниклик 
даражалари куйидаги жадвалда берилган:

Жадвалдан куринади- 
ки, агар рамани куч усули­
да ишласак, у 11 номаъ- 
лумли, кучиш усулида эса 
14 номаълумли булади. 
И  ёки 14 номаълумли 
тенгламаларни ечиш осон 
масала эмаслиги хаммага 
аён.

Агар раманинг бирин­
чи каватини кучиш, иккин-

Каватлар
Статнк 
ноаник­

лик дара­
жаси

Кинема­
тик но- 
аниклик 

даражаси

Бнринчи 9 2

Иккинчи 2 12

Ж а м и 11 14



чи каватини кучлар усулида ечилса, хисоб анча енгилла- 
шади. Демак, рамани аралаш усулда хисоблаш максадга 
мувофикдир. Бу усулга кура номаълумлар сони 4 га тенг 
булади.

Аралаш усулнинг асосий системаси 9.16- раем, 6 — да 
тесвирланган.

Аралаш усулнинг каноник тенгламалари куйидаги 
куринишга эга:

H i • Z\ +  т\% • Z 2 +  г 1 з - Аз г 14 • Ха -+- Rip =  0;
• Zi -f- Г22 • Z 2 +  Г23 • Аз Гг* • Х а -+- /?2р == 0;

Гз\ * Z l  Г32 * Z 2 +  f 33 * Х з  “|“ б 34 * А 4 А зр =
641 • Zi -f- 642 • Z 2 -(“ 643 * Хз  644 • Х а ~Ь А4р =  0.
Каноник тенгламалар системасининг 1— 2 каторлари 

асосий системанинг биринчи ва иккинчи кушимча борла- 
нишларида ташки юк ва номаълумлардан хосил булган 
реакцияларнинг йигиндиси нолга тенглигини ифодалайди.
3— 4 тенгламалар эса асосий системада ташки юк ва 
номаълумлардан Аз ва А 4 йуналишлари буйича кучишлар- 
нинг йигиндиси нолга тенглигини ифодалайди.

, Шундай килиб, аралаш усул каноник тенгламалари- 
нинг бир кисми кучишлар усулига, иккинчи кисми эса 
кучлар усулига тегишли шартларни ифодалайди.

Аралаш усулнинг каноник тенгламалари системасидаги 
коэффициентлар турт гурухга булинади:

1. Асосий системада бирлик кучишлар (Zi =  1, Z 2 =  
=  1 ) дан хосил булган реакцияларни ифодаловчи коэффи­
циентлар Г ц ' Г \ 2 ', Т 2 \ ' Т 2 2 -



2. Асосий системанинг кушимча борланишларида бир­
лик кучлар (Х з=  I, Ха — 1) дан хосил булган реакцияларни 
ифодаловчи коэффициентлар г\з, г 13 ,  г23, /~2а-

3. Асосий системада номаълум зурикишлар йуналиши- 
да бирлик кучишлардан хосил булган кучишларни 
ифодаловчи коэффициентлар 6 3 1 ,  6 3 2 ,  6 4 1 ,  842-

4. Асосий системада номаълум куч (Хз ва Хл) лар 
йуналишларида бирлик кучлардан хосил булган кучиш­
лар: бзз, 6 3 4 , 6 4 3 , 644-

Каноник тенгламаларнинг коэффициентлари ва озод 
хадлари куч ва к^чиш усулларида баён этилган коидалар 
асосида топилади.

Аралаш усулда хам куйидаги теоремалар амал килади:
Г  тп  —  Т п т >

6 тп —  6п/п»

Г  тп =~  бяр-

Аралаш усулнинг каноник тенгламалари биргаликда 
ечилади ва z1, 22, *з ва ха номаълумлар аникланади. Эгувчи 
моментлар эпюрасини куриш учун куйидаги формула- 
лардан фойдаланамиз:

М  =  М р 4 - M l  - Z ,  4 - M s  * z2 +  М з  * X z  +  М а - Х а .

Статик ноаник рамаларни к о м б и н а ц и я  усулида 
х,исоблаш хам симметрик рамалар хисобини осонлашти- 
риш максадини кузда тутадн. Бу усулга кура рамага 
юклар тугри ва тескари симметрик юкларга ажратилади.

Симметрик юкланган рамаларни кучишлар усулида 
хисоблаш тавсия этилади, чунки бунда симметрик ту- 
гунларнинг бурилиш бурчаклари узаро тенг булиб, 
ишоралари тескари булади, уларнинг чизикли кучишлари 
эса нолга тенг булади.

Тескари симметрик юкланган рамаларни куч усулида 
хисоблаш тавсия этилади, чунки куч усулининг асосий 
системасида симметрик номаълумлар нолга тенг булади. 
Симметрик рамаларни хисоблашда уларга куйилган 
ташки юкларни симметрик ва тескари симметрик юкларга 
ажратилади (9.17-раем, б, в).

9.18- расмда симметрик юкланган раманинг кучиш 
(а ) ва куч (6) усули буйича танланган асосий системалари 
тасвирланган. 9.19-расмда худди шунинг узи тескари 
симметрик юкланган рама учун бажарилган.

Хар иккала хол учун раманинг статик ва кинематик 
ноаниклик даражаси, яъни номаълумлар сони аникланиб, у
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9.17- р а с м

9.2 а — жадвалда акс эттирилган. Ш у жадвалнинг охирги 
устунида кабул килинган усул курсатилган.

Жадвалга кура симметрик кжланган рама —  кучиш, 
тескари симметрик юкланган рама —  куч усулида ишлани- 
ши максадга мувофик экан.

9.2.0- жадвал

Юкланнш тар- Ноыаълумлар сони Кабул кхлина-
тнби

Куч усули К?чиш усули
диган усул

Симметрии 2 1 к?чиш усули

Носнмметрик 1 2 куч усули

Рамаларни хисоблашнинг бу йули к о м б и н а ц и я  
у с у л и  деб ном олган.

Энди статик ноаник рамани кучиш усулида хисоблашга 
дойр бир мисол ечамиз. Раманинг юкланиши ва улчамлари 
9.20-раем, а —  да курсатилган.

Рама куйидаги тартибда хисобланади:

С г.-г.

Р/г

ч

кучиш  усулининг а̂сосий а&пьчоа&Я

р/г Р/г P/l



усуламия 
асосий 

" "  сист енаа/

9.19- р а с м

1. Раманинг кинематик ноаниклик даражаси аникла­
нади:

п6 —  рама тугунларининг бурчакли кучишлари сони; 
пч — рама тугунларининг чизикли кучишлари сони; 

(бу сон бикир тугунларни шарнир билан алмаш- 
тирилганда раманинг эркинлик даражасига тенг 
булади);

2. Асосий система тузилади (9.20- раем, б) ва рама 
элементларининг нисбий бикирликлари аникланади:

3. Каноник тенгламалар системаси тузилади:
г\\ ■ Z\ +  г 12 * Z2 +  Rip =  0;
Г2\ * Z 1 -f- Г22̂ 2 +  R ‘2p =  0.

4. Асосий системада ташки кучлардан ва бирлик 
кучишлардан алохида-алохида эгувчи моментлар эпюра- 
лари курилади (9.20- раем, в, г, д).

п =  п6 +  лч;

пч = 1.
Раманинг кинематик ноаниклик даражаси 

п =  1 4 - 1  =  2 булади.
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Эпюраларни куришда махсус жадвалдан фойдалани­
лади (9.2-жадвал).

5. Каноник тенгламалар тизими коэффициентлари ва 
озод хадлари аникланади.
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Статик усул
a) 4 — тугун мувозанатидан куйидагилар топилади: 

(9.21- раем).
M i эпюрасидан (9.21-раем, а ): г п — 2(3/)— 4i =  0; 
rw =  10*.
М 2 эпюрасидан (9.21-раем, в ): г12 +  -у==0; г [2=  —
Мр эпюрасидан (9.21-раем, д):

£ = 0 ;  Л„,=0,375 ql2.
б) раманинг юкори кисми мувозанатидан куйидагилар 
топилади:
M i эпюрасидан (9.21-раем, б) r2| +  -y=0; r2i= — •

М 2 эпюрасидан (9.21-раем, г) 
г 22— ~ ~ ~ = 0 - .  r 22 =  3,375i-t2-,

Мр эпюрасидан (9.21-раем, е)
я * + 4 * ' + т = 0; * * =  13"'(6 - 0,814?/.



Ф @
х  г;

0,№5̂ *
0,5f t 1

М ■ snrcpaeu\ ///// 0,SS7̂ ‘ /////(,ОЩР*
Я.

9.22- раем

Эпюраларни купайтириш усули !<

Статик усулда топилган коэффициент ва озод хадларни 
эпюраларни купайтириш усулида топса хам булади. 
Купайтириш амаллари Верешчагин усулида (9.22- раем) 
амалга оширилади:

ли=(М|-М,)=-̂--1з/-/-|з/-2'+
I 1

2 E l  2 й) +
-|-2/-2/( f -21-1-4,') = - £  (6 +  2 +  2) =  10/;' 2 E l

1 \л кл \ I 1 0,75/ 0 . 2 0,75* . 1 г22 =  (М2-М2) =  . . .2 /. . + | - 2 Х

Х т - т - т - 2= ж т < °- 375+ 3) = ^ =
E I

I 3,3751
3,375/•

/•£/



л2, =  г,2= Л 1,Л?2 =

_____l_ 9/ J _  3 < _ _ Ъ ? _  _  Z i 'E l =  _  3< .
2EJ 2 3 / £/ E J- l I '

Озод хадларни аниклаш учун берилган системадан 
статик аник система хосил килинади ва ташки кучлардан 
эгувчи моментлар эпюраси курилади (9.20-раем, е ):

R, = - [ ! * )& , ] ----i +

1 1 Ui-22EJ 2 3 2

^  2£/ 2 3 2 2£/ 2 2 2

= ^ " ' l - 0 ’ 375+ i + i + 0 ’ 2 5 | = 0 , 3 7 5 " ^ ‘ i = 0 , 3 7 5 ( ? / :

{м р. м 2]= --1 -

_  L _  _L ^  1  &  9 - L - 1 -  ± - 2 ^  9/ П -  
2£/ * 2 ' 2 3 ‘ / 2£/ * 2 2

= - [т5е+i]=—if̂ =
Хар иккала усулда топилган коэффициент ва озод 

хадлар мос равишда бир-бирига тенг чикди.
6. Номаълумлар аникланади. Бунинг учун топилган 

коэффициент ра озод хадлар каноник тенгламага куйила- 
ди:

10; • Z, -  у  • Z2 +  0,375 ql2 =  0-;

_  3i . Z[ _|_ . z2 — 0,8125^/ =  0 .

Тенгламалар биргаликда ёчилиб, номаълум бурчакли 
ва чизикли кучишлар аникланади:

Z, =  0,0474-^; Z2= 0,283--^;I » | /



7. Куйидаги формула асосида тузатилган эпюралар 
курилади (9.22-раем, а, б) :

MZi =  M i'Z i; Мг = М 2 - Z2
8. Натижавий эгувчи моментлар эпюраси куйидаги 

формула асосида курилади (9.22-раем, в) :
м  =  Мр +  М г, +  м , ,

9. Натижавий Af эпюраси текширилади. Бунинг учун 
статик аник системага бирлик кучдан Af* эпюраси 
курилади (9.22- раем, г) ва шу эпюра натижавий 
М эпюраси билан купайтирилади:

к  =  i r  ■ i  ■ ° ’ ш ‘> р - ‘ - т ‘ + ш ' ^ о л т д 1 2 х

Х  2 M  +  W - i - ° ' 5‘?/2-2/-/- W ' Т  1.004^-2/./ =  

=  -£  [0,0473 +  0,2045 +  0,25 — 0,502] =  

=  ̂ -  [0,5018 -  0,502]= . 

( Хатоси 6% =  0'0̂ 02100 =  0 ,0 4 % <  1 %

Рухсат этилган чегарада.
10. Кундаланг кучлар эпюраси Q курилади. Буцинг 

учун куйидаги формуладан фойдаланилади:

=  <?; +  м,' г 7  ;
<?,. =  ° . ^ - (  +  0,582^) _  0 7935ql .

Q5“2 =  s i  +  - 0 ,2 6 7 ^ - 0  =  Q 233ql ■
£ I

QPu2 =  -0.26 V  -0  =  _ 0 767gl .

<?45= 0 - ° - l4V  =  — 0,1429/;

QM =  Q .W - 0 3 M S ^  =  0>20659, .

Q76 =  (-1.004^) =  1,2065?/ .



a.fs=o,233̂e 
N jj - 0,2065^ t

Of- 4767ft 
©

аи=о,гоб5$.е
Nu  -  0,235

0 " ’  0 ,2 06 5 ft 

N4  - 0,625f t

9.23-p а с м

11. Буйлама кучлар эпюраси N курилади. Бунинг учун 
раманинг 3 ва 4 тугунлари мувозанати куриб чикилади 
(9.23-раем). 3 тугун мувозанатидан:

S*r =  0; JV34 — Q23 =  0; N 34 =  Q23 =  0,2065 qi,
Ъ } =  0; /V,3— Q§i =  0; tf i3 =  Q§ =  0,233 ql.

4 тугун мувозанатидан:
Ъу =  0; N7A -  Qi -b Q45 =  0;

д/74 =  Q§ — Q49 =  0,767?/ — 0,142ql =  0,625 ql.
Топилган ординаталар буйича кундаланг ва буйлама 

кучлар эпюраси курилади (9.24-раем).

0 ,2 5 3 ft 

Ф

0,7955&

'.2065Ос s

Ф °’?Ч* G) I И' М I I I I
0,767ft

0,2065ft •ft, r
©

©
.Г, 2065f t

@/W
£ эпюраси

Ф ©
n r

©

0,2065ft

■0,233ft

N зтараси77777"

-X

0 ,6 25 ft



С Т А Т И К  Н О А Н И К  Р А М А Л А Р Н Н  \ И С О Б Л А Ш Н И Н Г  
Т А К Р И Б И Й  У С У Л Л А Р И

10.1. ТАКРИ БИ Й  УСУЛ ЛАР Х.АКИДА ТУШ УНЧА

Хисоблаш усулларини аник ва такрибий усулларга 
булишнинг узи шартлидир. Негаки, «аник» усулларда хам 
айрим фаразларга йул куйилади. Масалан, материални 
идеал эластик ва бир жинсли деб каралади, бунда 
раманинг фазовий иши хамда таянчларининг кайишкокли- 
ги эътиборга олинмайди ва х.к. Такрибий усулларда эса 
хисобни енгиллаштирадиган фараз ва соддалаштиришга 
купрок урин берилади.

Статик ноаник рамаларнн хисоблашда такрибий 
усуллар кенг кулланилади. Маълумки, курилиш кон­
струкцияларининг хисоби уларнинг кундаланг кесимини 
дастлабки танловдан бошланади. Бу ишларни тез ва соз 
амалга оширишда мухандисга такрибий усуллар жуда кул 
келади.

Такрибий усулларнинг кушимча фаразлари иншо­
отнинг тархини янада соддалаштиришга, ички кучлар 
таксимотига, берилган юкларни соддарок юклар билан 
алмаштиришга ва шунинг сингари катор амаллврга 
асосланади.

Бу борада хисоблаш тархини янада соддалаштириш 
асосий йуллардан бири хисобланади. Агар хисоблаш тархи 
купол фаразларга асоеланса, у холда хисоб натижалари 
биринчи якинлашув учун тугри деб кабул килинади, 
танланган кёсим эса дастлабки нусха сифатида каралади, 
зарурат тугилса, кейинчалик аникрок тархи буйича кайта 
хисобланади.

Масалан, рама ригелининг кундаланг кесими улчамла- 
рини дастлабки танлашда уни оддий балка куринишида 
олиш мумкин: бунда ригель моменти балка моменти 
Мо нинг 0,6—0,7 улушини ташкил этади:

М =  (0,6 -0,7) Мо
Рама устунларининг кесимини танлашда ригеллар 

устунга шарнирли бириккан деб фараз этилади ва шу 
асосда устунга таъсир этувчи буйлама кучлар аникланади. 
Буни хисобга олиб, хисобий каршиликлар 20— 50 фоизга 
камайтирилади.



Аникрок хисоблаш тархлари буйича бажарилган хисоб 
дастлабки танланган кесимни ойдинлаштириш имконини 
беради. Баъзан кайта аникланган кесим кейинги аник 
хисобларга асос килиб олинади.

Амалий ишларда такрибий усулларнинг ахамияти 
бенихоя каттадир.

10.2. РАМ АЛАРНН  ВЕРТ И КА Л  Ю КЛ АР ТАЪСИ РИ ГА  
Т А К РИ БИ Й  ХИСОБЛАШ

Аник хисобларнинг далолат беришича, бирор кават- 
нинг ригелига куйилган юк бошка кават ригелларида 
вужудга келадиган эгувчи моментларга айтарли таъсир 
этмайди. Бу хол 10.1-раем, а — да берилган рамани
10.1- раем, б — да курсатилган тарзда алохида рамаларга 
ажратиш имконини беради. Раманинг хар бир кисми 
мустакил рама сифатида курилади. Алохида эпюралар 
раманинг дастлабки тархига устма-уст жойлаштирилади, 
сунгра кундаланг ва буйлама кучлар хисобланади. Хисоб 
такрибий булганлиги сабабли рама тугунлари тулик 
мувозанатга эга булмайди.

Хисобни бундан хам соддалаштирса булади. Бунинг 
учун раманинг уч ригелдан иборат булган булаги ажратиб 
олинади (10.1-раем, в) ва мустакил равишда хисоблана­
ди. Раманинг чекка кисми 10.1- раем, г — да курсатилган 
тарзда ажратилади.

Бинокорликда ораликлари тенг хамда бир хил юклан- 
ган куп каватли рамалар куп учрайди. Бундай рамаларни 
вертикал юклар таъсирига хисоблаганда янада соддарок 
тархлар танлаш мумкин. Масалан, 10.2-раем, а — да 
тасвирланган куп каватли куп ораликли рамалар хисоби,
10.2-раем, б —  да курсатилганидек учта уч ораликли 
рамалар хисобига келтирилиши мумкин, яъни берилган 
раманинг ички кучлари хакида такрибий маълумотга эга 
булиш учун юкори, урта ва биринчи кават рамалари 
хисобланса кифоя. Рама устунчасининг баландлиги кават 
баландлигининг ярмига тенг булиб, учлари шарнирли деб 
кабул килинади. Бунга сабаб шуки, горизонтал кучишлар 
йук деб фараз этилса, бир ук устида жойлашган тугунлар 
деярли бир хил бурчакка бурилади. Бинобарин, устунлар- 
нинг тугундаги моментлари хам узаро тенг булади, 
натижада ноль нукталар устуннинг урталарида хосил 
булади.
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10.3. РАМ АЛАРНН ГО РИЗО НТАЛ Ю К Л А Р  Т А Ъ С И РИ ГА  
ТА КРИ БИ Й  ХИ С О БЛ А Ш

Рамаларнн горизонтал юклар (шамол ва сейсмик 
кучлар) таъсирига такрибий х,исоблаганда, юклар йигик 
куч сифатида тугунларга куйилган деб каралади. Аник 
\исобларнинг курсатишича, юклар тугунларга куйилса, 
эгувчи моментларнинг ноль кийматлари устуннинг урта
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кисмида, биринчи каватда эса устун баландлигининг 
тахминан учдан икки кисмида жойлашади (10.3-раем, 
а ). Шунга кура, ноль нукталарга шарнирлар киритиш 
воситасида раманинг статик ноаниклик даражасини 
пасайтирса булади.

Кават учун аникланган умумч.й кундаланг куч Q рама 
устунларига маълум тартибда таксимланади. Хар бир 
устунга таъсир этувчи кундаланг куч топилгач, эгувчи 
моментларни аниклаш ва М эпюрасини куриш учун

рамадан бир булаги ажра- 
тиб олинади (10.3-раем,
б). Устун учларига Q куч- 
ларини куйиб, устун учун 
М эпюраси к,урилади. Ту- 
гундаги мувозанатлашма­
ган момент ригелдаги мо­
мент билан мувозанат- 
лаштирилади. Af эпюраси 
асосида Q ва N эпюрала- 
ри курилади.

Каватлар кундаланг 
кучлари куйидаги тартиб­
да аникланади: биринчи 
кават учун

Q, =  S, +  S 2 +
5з4" ... -|- 5Я;

в) 5Л----

.1
г Г

r - J
,  / 1

К  7 
л

5 - )
г Г  /

й 1 1
г  (

*)

■ Q 1̂—6
10.3- р а е м



иккинчи к,ават учун
Q2 = S 2 Н~ Ч~5П

Маълум кават чегарасида устунларнинг кундаланг 
кесимлари бир хил булса, у холда кундаланг куч 
устунларга куйидаги тартибда таксимланади: 

каватнинг уртадаги устунлари учун

=  (1а2) 
каватнинг четки устунлари учун

Q4eT =  PQ,p (10.3)
Бу ерда т  — битта каватдаги устунлар сони;

р — четки устунлар бикирлигини камайтириш 
коэффициенти; биринчи кават учун 0=0,9; колган 

Каватлар учун р =  0,54...0,79.

10.4. ТУГУНЛАРНИ М УВО ЗАН АТЛ Д Ш  УСУЛИ

Мазкур усулнинг замирида кучиш усули ётадн. Бирок 
бунда каноник тенгламалар тузилмай, оддий арифметик 
хисоблар амалга оширилади. Усул такрибий б^лишига 
карамай, хисоб ишлари керакли аникликкача олиб 
борилиши мумкин. Мазкур усулни айрим муаллифлар 
моментларни таксимлаш усули ёки кетма-кет якинлашти-
риш усули деб атайдилар.

Тугунларни мувозанат- 
лаш усули 1929 йилда Тош- 
кентлик мухандис Н. М. Вер­
надский томонидан ишлаб 
чикилган. , Шунга ухшаш 
усулни 1930 йилда америка 
олими Харди Кросс хам так- 
лиф этган.

Тугунларни мувозанат- 
лаш усулида рамалар озод 
ва озодмас рамаларга ажра- 
тилади. Чизикли кучиш им- 
кониятига эга булган рамалар 
озод, эга булмаганлари — 
озодмас рамалар деб аталади.



Усулнинг мохияти билан 10.4- раем, а — да тасвирлан- 
ган озодмас рама мисолида танишиб утамиз. Берилган 
рамага эквивалент булган система кучиш усулида 
10.4- раем, б — да курсатилган. Кучиш усулининг каноник 
тенгламаси эса куйидаги куринишга эга:

Z , r M +  R lp =  0. (10.4)
Бу тенгламадан номаълум бурчакли кучиш z\ аникла­

нади:
Z\  =  — R i p - Г ц .  (10.5)

Раманинг биринчи тугунида хосил буладиган реактив 
моментлар гм ва R \р бирлик кучиш ва ташки кучлардан 
хосил булган эгувчи момент эгиьралари M i ва Мр дан 
топилади. (10.5-раем, а, б):

'■|] =  4(*ю +  *13 +  7 *12)  • f'г =  7 * 1 2  Деб олсак;

г\\ =  4 (йо +  /13 +  i\2); (10.6)

/? — pl *  ч  —  А ~
piI

булади. (10.7)

Бу ерда R ip раманинг биринчи тугунига киритилган 
кушимча богланншдаги мувозанатлашмаган момент 
булиб, уни Af"eyp деб белгилаймиз, яъни R lp =  Л Геур
(«неур» -- неуровновешанный — мувозанатлашмаган 
сузидан олинган). Буни инобатга олсак, (10.5) ифода 
куйидаги куринишни олади:

м;еур 10.8)

Бурчакли кучиш z\ аниклангач, к,уйидаги формуладан 
фойдаланиб, стержень учларидаги моментлар аникланади:



М и  =  MSi +  M kiz t. (10.9)

Раманинг 0— J стерженини чап учидаги момент 
PL- ч (  ЛСУР \

pl, 2/,ft*Af!,eyp pi. I
И 1_____________ 10 >_______ ____ s _ ± _ ______L к  . м неУР

8 4(ll0 + «13 + /;2) 8 2 01

булади., Шу стерженнинг унг учидаги момент куйидагича 
и4>одаланади:

Р1
м п = ~ г  + H —t ) -

PI, 4 i,n-MTyi' PI,=  - J-  _  ' =  L _  K](t . М Г Р ■
4((io + ‘i;i + ,'i2)

Бу ерда куйидаги белгилаш кабул килинган:

Ka = K i0=  , -- lu- -
, Ю +  ‘ |3“г <12

ва унга т а к с и м л а ш  к о э ф ф и ц и е н т и  деб ном 
берилган. Таксимлаш коэффициенти умумий куринишда

ки ( 10. 10)41 п
2  «*,

/—I
тарзида ифодаланади.

Колган стерженлардаги моментлар хам шу тарика 
аникланади:

м У2 = —̂  -  к 12 -  м г р;
М 21 =  0;мis = о - К|з-мгр;

м з, =  0  -  |  /(,3 ■ М Г "  ■

Бир тугунда учрашувчи стерженларнинг таксимлаш 
коэффициентлари йигиндиси бирга тенг булади.

Ало +  К , 2 +  К 13 == 1- (Ю.И)
207



Биринчи тугуннинг мувозанатини текширамиз. Бунинг 
учун шу тугундаги моментлар йигиндисини ёзамиз:

М ш +  М ,2 +  М ,3 =  ( ^ -  -  КтМ Т ")  +

+  ( - - х -  к 12м г ,' ) +  ( ~ к 13м г р)-

•Кавсларни очиб, гурухлаймиз:

М 10+ М 12+ М 3=  f - ) -  (К ю+ К ,г+ К 13) М Г ’ .
( 10.12)

Биринчи кавсдаги ифода Afjfeyp га, иккинчи кавс эса
бирга тенг эканлигини хисобга олсак, тугуннинг мувозана­
тини белгиловчи тенгламага эга буламиз:

Мю +  М, 2 +  M t3 =  0. (10.13)

(10.12) тенгламадаги биринчи кавснинг урнига A fH*yp 
ни куйиб иккинчи кавсни очиб езамиз:

M 10+ M l2+ M l3= M r p+ ( - A : 10M r p) +  
+  ( - а: , ^ ур) +  { - к 13м г р) =

Бу ерда куйидаги белгилаш кабул килинди:

МЦ = — К ы • М Г УР (10.14)

M ykf— ki стерженнинг '«К» учидаги мувозанатлашган
момент («ур> — уровновешанный сузидан олинган)

(10.14) формуланинг маъноси: бикир тугунга кири- 
тилган кушимча богланиш олиб ташланса, яъни тугун 
бушатилса, у z\ бурчакка бурилади. Натижада тугундаги 
мувозанатлашмаган момент VI, '' шу тугунга келиб 
туташган стерженларга уларнинг таксимлаш коэффици- 
ентларига пропорционал равишда таксимланиб кетади. 
Манфий ишора мувозанатлашган момент билан мувоза­
натлашмаган моментнинг йуналиши карама-карши экан­
лигини билдиради.

(10.14) формула ёрдамида топилган мувозанатлашган 
моментларнинг кийматини берилган рама шаклнда чи-



10.6- раем
зилган хисоблаш андозасига жойлаштирамиз 
(10.6-раем). Хар кайси стержен учидаги натижавий 
моментнинг киймати хисоблаш андозасига ёзилган те- 
гишли моментларнинг йигиндисига тенг булади.
• Мазкур мисолда бикир тугуни битта булган рама, яъни 

бир номаълумли рама к^риб утилди. Бунда тугундаги 
мувозанатлашмаган момент стерженларга тула тукис ва 
колдиксиз таксимланиб кетди. Ш у сабабли хисоб аник, 
булди. Агар бикир тугунлар сони бирдан ортик булса, 
у холда ечим такрибий булади.

Раманинг бикир тугуни бнрдан 
ортик. булган хол

Юкорида раманинг бикир тугуни битта булган холни 
куриб утдик. Бунда тугундаги мувозанатлашмаган мо­
ментнинг тула ва аник таксимланганининг гувохи булдик. 
Агар раманинг бикир тугунлари иккита ва ундан ортик 
булса, у холда вазият бироз бошкача булади.

Мисол тарикасида бикир тугуни иккита булган статик 
ноаник рамани (10.7-раем) куриб утайлик. Раманинг 
« К »  ва «*» тугунлари кушимча богланиш билан мах- 
камланган. Хисобни исталган тугундан бошлаш мумкин. 
Раманинг «/С» тугунидаги мувозанатлашмаган момент 
Af*cyp ни анимадик, дейлик. Энди «/С» тугунини бушатамиз. 
Бунда тугундаги мувозанатлашмаган момент /ИГУР шу 
тугунга туташган стерженларга таксимланиб кетади. 
Таксимот натижасида k — i стерженининг «/С» учига 
М уы моменти тегади, «/» учига эса mv моментнинг ярми.



-тгР-

10.7- р а е м

яъни 1/2 М£р тегади. Ш у билан битта жараён тугайди. 
Шундан кейин «А> тугунини кайта махкамлаб, «*» тугу- 
нини бушатамиз. Бунда стерженнинг «i» учига М£р мо­
менти, «К» учига эея шунинг ярми, яъни 1/2 М\р тега­
ди. Ш у йусинда «Д» тугунига бошка карама-карши тугун- 
лардан хам (агар мавжуд булса) яримталик моментлар 
келиб кушилади, натижада «/С» тугунининг дастлабки 
мувозанати бузилади. Бирок энди бу сафар «/(» тугунида- 
ги мувозанатлашмаган моментнинг киймати аввалгисидан 
кичикрок булади. Хисобнинг навбатдаги жараёнида бу 
моментни яна кайта таксимлаймиз. Кайта таксимлаш 
амали бир неча марта такрорланганда, тугундаги мувоза­
натлашмаган моментнинг киймати тобора нолга якинла- 
шиб боради. Кайта таксимлаш амали тугагач, стержень 
учидаги моментлар йигиндиси топилади. Ана шу йигинди 
момент натижавий момент хисобланади.

Тугунларни бирин-кетин мувозанатлаш усулининг 
мохияти ана шундан иборат.

1- боб

К У Р И Л И Ш  М ЕХА Н И КА С И  М А С А Л А Л А РИ ГА  
М А Т Р И Ц А Л А Р  Н А ЗА РИ ЯС И Н И Н Г Т А Д Б И К И

11.1. М А ТРИ Ц АЛ АР ХАК.ИДА ТУШ УНЧА

Устун ва каторлари сони т  ва п булган жадвал 
куринишидаги ифодалар тизими м а т р и ц а  А деб ата­
лади.

Улчами т  Х *я  булган матрица А куйидаги куриниш­
да ёзилади:



Матрицалар х.ар хил хусусий куринишга эга булиб, 
турли номлар билан юритилади. Масалан, устунлар сони 
л =  1 булган, яъни якка устундан ташкил тоиган матри­
ца — у с т у н  м а т р и ц а  деб аталади.

‘о, '

Каторлари сони т — I булган матрица эса к а т о р  
м а т р и ц а  деб юритилади:

А \ =  [ai a2 ... a„]
Элементлар устун ва каторлар тартиби т  =  п булган 

матрицалар т  тартибли к в а д р а т  м а т р и ц а  деб 
юритилади. Квадрат матрица тартибига тенг булган 
аникловчи м а т р и ц а а н и к л о в ч и с и  деб аталади ва 
куйидагича белгиланади:

[A ]^ D (A )  (11.1)
Агарда D (A )= 0  булса, А матрицани хусусий, бошка 

холларида нохусусий, яъни р а с м и й  м а т р и ц а  деб 
юритилади. Олий математика курсида баен этилган 
тушунчага биноан аникловчи куйидаги формуладан 
топилади:



д(/-1) _  п — У -_____
a ‘i —  a ij *  <r - i) Ri

d (i— i) — nг _  /« — “ /<
“I t ' '

Масалан, иккинчи ва учинчи тартибли аникловчилар 
куйидагича ейилади:

а,
D (А) =

°1 1

а21

аи а12 а 13

D {A) = °21 °22 °2 3 =

. °31 а32 азз

М2
*22.

— а !1а22 — а 12°2|

11̂ 22̂ 33̂ " а\̂ 2\аЪ2 “Ь а \2а23а31 
— ̂ 13̂ 22̂ 31 — а\ 1̂ 23̂ 32 °33а 12̂21

Агар туртбурчакли матрица (m X  я ) нинг баъзи катор 
хамда устунларини ^чирсак, хар хил тартибли квадрат 
матрицалар хосил булади.

Масалан, берилган А матрицадан (т  =  3, п =  4)
* 1 . °1 2 °1 3 <*14

а 21 а 22 а 23 °2 4

,°Э 1 а 32 °3 3 °3 4

туртта I I I  — тартибли, ун саккизта II  —  тартибли ва 
ун иккита I — тартибли матрицалар хосил килиш мумкин.

Матрица элементларининг а л г е б р а и к  т у л д и р у в -  
ч и с и  деб, D {A) аникловчидан ац элементли катор ва 
устунларни учириб, топилган ( — 1)‘+5 ишорали аник- 
ловчига айтилади.

Агар иккита бир хил тартибли А ва В  матрицаларнинг 
бир хил жойлашган хар бир элементи узаро тенг булса, 
яъни

= В
‘ а и а 12 •■ а ]п ' fr., £>12 . • Ь

А = аа, °22 ■.а 2п = 62i &22 -• 2̂п

а т2 •• От*. >*1 Ь m2 ■•  ̂тл.

бу ерда ац= Ьи (/=  1, т  j — [,n)



у холда бу матрицаларни т е н г  м а т р и ц а л а р  дейиш 
мумкин.

Агар А матрицанинг каторларини устунга, устунларини 
эса каторга айлантириб ёзсак, у холда А матрицага 
нисбатан А — тракспонирланган матрица хосил булади, 
яъни

' а,, а,2. • G in ' аи °21 •■ ат\

А — °21 а 22 •■<*2п А' = «12 « 2 2 - ■ат2

вт1 « m 2 - ■ &тп. .о,я а 2п ■■■ атп
Уступ матрица А нинг транспонирланган куриниши катор 
матрица булади:

А '=  [а\ а2...ат ]

11.2. КУ РИ Л И Ш  М ЕХАНИКАСИ М АСАЛАЛАРИ Д А 
УЧРАЙ Д И ГАН  М АТРИЦА ВА ВЕК Т О РЛ А Р

Курилиш механикасида матрицалар статик аник ва 
ноаник балка, ферма, арка, рама ва бошка конструкция- 
ларни хисоблашда кенг кулланилади.

Матрицалар энг мураккаб хисобларни ЭХ,М га про- 
граммалаштиришда узининг ихчам ва яхлитлиги хамда 
универсаллиги билан ажралиб туради. ЭХ.М  ва хисоблаш 
математикаси ривожланган сари матрицалар курилиш 
механикасининг барча булимларига жадал суръатда 
кириб бормокда.

Юкорида келтирилган кучишларнинг узаро богланиши 
хакидаги Максвел теоремасига асосан курилиш механика- 
си масалаларида учрайдиган матрицаларнинг кутни  
элементлари ац — а„ булади. Натижада бу матрица 
симметрик булиб, квадрат куринишига эга булади.

Курилиш механикасида диагонал

а,,
О

О  .. .О  

■а22 -О

О ...а.



Оц a 2i
1 2̂2 2̂3 

° 3 2  а 33 °3 4

a m_ (  m_ 2 а т - 1 , т

®  mrrfl т .т  — I

бирлик ва ноллик
1 0 I... О

Е  = О 1 

О О

А= 0

aij =  0 i =  j=  1, т

матрицалардан кенг фойдаланилади.
Ундан ташкари юкори ёки пастки учбурчак матрица­
лардан

А =

a J i  а ,$ °1 3  • ■ <*]„ « и

а 22 а 23 • ■ а 2п а 2| а 22

а зз • • а * А  = а 3| й 32 а зз

а я«. а п1 а«2 а яз ■ ■ а пп .
хам фойдаланилади.

Юкори тартибли статик ноаник масалаларни умуман 
катта тартибли тенгламаларни Э Х М  да ечишни осонлаш- 
тириш учун блоксимон ва квази матрицалар кулланилади.

Блоксимон матрица хосил килиш учун матрица А дан 
горизонтал ва вертикал чизиклар утказиб бир неча 
блокларга булинади:

* 1 ! а 12 а 13 а 14 а 15 а 16

а 21 а 22 а23 а 24 а25 а26

А  =
а 31 а 32 а33 а34 а 35 а 36

а 61 а 62 а63 а 64 а 65 а66



л , .=

2̂1 —

«И «12 « 
йп 1 £2оо CL-21 и22 **23 J

А12= \ Ч  А ]3= \ Щ ъа'ь] 
L «24 J L «25 «26 J

«31 «32 «33 «34 «35 «36
«41 «42 «43 «44 «45 «46

^22— А 23 —
«51 «52 «53 «54 «55 «56

.«61 «62 «63 .«64. .«65 «66

У холда матрица А нинг элементларини матрица курини- 
шида ифодалаш мумкин:

А п Л 12 А 13 
У̂ 21

Л =
^22 ^23J

Бундай матрица б л о к с и м о н  м а т р и ц а  деб кабул 
килинган.

Агар блоксимон матрицанинг кушни элементлари ноль 
б^лса, бундай матрицалар квазидиагонал:

М2
113

l RR

баъзилари ноль булса,

Аи А (2 
Agj А22

Аз2 Азз А34

A R R— I A RR

к в а з и л е н т а с и м о н  м а т р и ц а  деб юритилади.
Илгари куриб утилган куч ёки кучишлар усулининг 

каноник тенгламалари тизимини матрица куринишида 
куйидагича ёзиш мумкин:

Ах + В =  0 ёки K z  + P  =  0 (11.3)



бу ерда А, К  — тенгламалардаги коэффициентлар матри­
цаси;

х, 2 - номаълум куч ва кучишлар матрицаси;
В, Р  —■ озод хадлар матрицалари.

, Ш у куринишга эга булган тенгламаларни Э Х М  да 
матрицалар ёрдамида хисоблаш кенг имкониятларга эга. 
Бу имкониятлар куйидагилардан иборат:

— юкори тартибли статик ноаник масалаларни ечиш;
— иншоотга бир неча хил ташки кучлар таъсир этса, 

тенгламаларни тескари матрицалар оркали бир 
марта ечнш;

— хисоб ишларини соддалаштириш хамда натижасини 
хакикатга якинлаштириш каби имкониятларга эга.

Бунинг учун, яъни номаълум векторларни

*1 2,"
*2 *2

х = ёки г = *

г
тоииш учун, куйидаги матрица амаллари бажарилади:

А ~ 1В ёки z = ~K lP  (П .4 )

А ~ 1У К -1 куринишига эга булган тескари матрицадан 
фойдаланилади.

Тескари матрнцаларни топиш ёки математик ибора 
билан айтганда, матрицаларни алмаштириш — чизикли 
алгебранинг энг мухим масалаларидан бири хисобланади.

11.3. М А ТРИ Ц А Л А Р УСТИДАГИ АМ А Л Л А Р

А ва В  матрицаларни кушиш ёки айириш змалларини 
факат уларнинг тартиблари бир хил, яъни катор ва 
устунлари сони тенг булгандагина бажариш мумкин:

'«11 °12 • Ь п ^ 12 • ь ]п-

с == А ± В  = °21 а 22. а 2п 62, Ь22 • Ьщ

а п2- апп. А , ь п2. Ьпп.



c\\ c\i• • c in
C2l C22 • • c 2„

. Ca\ Cn2' • Cnn.
бу ерда Сц=ац±Ьц\ i= \ ,n  ; j= \ ,n

Матрица устидаги кушиш ва айириш амаллари 
. куйидаги алгебрик богланишларга эга:

А + В =  В + А\ (Л +  В ) + С  =  Л +  (В  +  С ); Л +  0 =  Л
А (т  X  р) матрицасини В(р X  п) матрицасига купай- 

тириш учун А матрицанинг устунлар сони В  матрицанинг 
каторлар сонига тенг булиши шарт. Буларнинг купайтма- 
сидан хосил булган С =  А*В  матрица элементлари 
куйидаги купайтмалар йигиндисига тенгдир:

р
c i l= a iib i j+ a t2b 2 j+ . . .  +  a llp pl =  2  a ikb kf

к- I

Яна шунга эътибор бериш керакки, А ва В  матрицалар 
узаро мос булгандагина купайтириш мумкин.

Масалан:

4 i а, 2 а13 А . 1̂2 '<4L С\2
°21 а22 °23 ва В = 2̂1  ̂22 С =  А-В = С2 j С22

. а31 а32 азз. . ̂ 31  ̂32. . С31 С32.
бу ерда

Cn =  aii6n +  a i2b i2-}-а\.\Ьм ва х. к.
Агарда А ва В  матрицаларининг тааллукли тартиблари 

тенг булмаса, уларни купайтириб булмайди ва бундай 
матрицалар м ос б у л м а г а н м а т р и ц а л а р  дейилади.

Масалан, юкоридаги В ва А матрицалар узаро мос 
эмас, чунки уларни В-А кетма-кетликда купайтириб 
булмайди. Аксинча, икки матрица А ва В  узаро мос булиб, 
уларнинг купайтмалари мавжуд:

аи а 12

в =
6|2  ̂13

a2i а 22
.  ^21  ̂22 ^  23.

. « 3 1 а 32.



Чунки матрица амалларида АВ=ФВА булади.
Бу тенгсизлик икки матрица квадрат ва тенг тартибли 

(мос матрицалар) булганда хам. сакланади.
Квадрат матрицалар учун куйидаги купайтмалар 

булиши мумкин:

Ап =  Ап Х .А=А-Ап~' —A, R — бутун сон

А матрицасини а микдорга купайтириш куйидагича 
бажарилади:

С =  аА — а

'« II а 12. « и 1 а ап а а |2. а а и
а21 а22 ■ к а а21 а а22. аа2л

аап[ аап2* <*а пп_апп.
Умуман матрицаларни купайтиришда куйидаги алге- 

брик богланишлардан фойдаланиш мумкин:

(а  -|- р).Л — <хА -}- рА 
<х(А-\-В) =аА-\-а.В 
( а р М  =  а ( р Л ) = р < а Л )
{А В )С = А (В С ) 
а (А В ) =  (а А )В =  (а  В)А  
(А +  В )С ^ А С  + ВС 
С{А +  В ) =  СА + СВ 
А Е= А

Матрицаларни купайтиришда куйидаги хусусий холат- 
лар булиши мумкин:

1. Хадлари бир хил булса, хосил булган матрица 
куйидаги куринишга эга булади:

= $А= ВА

а, 1 а, 2 - «1* Р 0 . .  0 '

с =  А -В  = а21 а22 • а2п •
0 р ■ .  0

«п2- апп .0 0 . ■ р

2. Икки диагонал матрицалар купайтмаси
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коммутацион хусусиятга эга.
3. Тенг тартибли устун матрица А ни катор матрица 

В  га купайтмаси шу тартибга тенг квадрат матрица хосил 
килади:

Ч ахЬ | ахЬ2. а\Ья

С = А-В =
fl2

[Ь\ ь2. Ья\ =
аф 1 аф2. аФп

°п.
. апЬ , апЬ2- апЬп.

4. Тенг тартибли катор матрица А ни устун матрица 
В га купайтмаси скаляр С га тенгдир,

Ь\

с=  а, а.... а.

5. Квадрат матрица А нинг вектор устун В  матрицага 
купайтмаси устун матрица С га тенгдир:

Л C iа 1 «12 a in
ь2 с2

С = Л ■ В  = а21 а2 2- а2п =
П

с<= 2  alfb,
/-1

.ап] а«2- V
А . С».

Курилиш механикасида кулланиладиган матрицаларнинг 
аксарияти тенгламалар тизимици тузиш-ва уларни ечишга 
каратилган. Агар Л ва б матрица уларнинг купайтмаси АВ 
ва В А  бирлик матрицага тенг булса, улар тескари матрица 
хисобланади: АВ =  ВА = Е



Чизикли математикада А матрицасининг тескари 
куринишини А ~ х деб, ёки В = А ~ 1 деб кабул килинган.

Хар кандай тулик квадрат матрица узининг тескари 
матрицасига эгадир ва у куйидагича ифодаланади:

А\\ А2\ ■ ■ А,
А 12  А ш  .  А__ |__

D(A)
п2

A in А2„ . . А.

11.5)

Бу  ерда Ац —  А матрица аникловчисининг алгебрик 
тулдирувчисидир.

Ац —  матрицасининг элементлари А матрица­
сининг аникловчисидаги i — катор ва j — устунларни 
учирганда х,осил булган аникловчига (— 1) ни купайтириб 
хисобланади.

, Шунга зътибор бериш керакки, курилиш механикаси 
масалаларини ечаётганда ва текшираётганда, куйидаги 
богланишлардан фойдаланиш мумкин:
х=  —А ~ ХАЕ  бу эса А ~ 1 А = Е  — бирлик матрицасидир.

Юкорида курсатилганидек, номаълум хадлар матрица­
си х— — А ~ 1В  (11.4) тескари' А ~1 
топилади.

А матрица D (A ) =0  булгандагина тескари Л ~ 1 
цасига эга була олади.

Мисол. А матрицанинг тескари киймати алгебрик 
тулдирувчилар оркали топилсин.

Берилган:
1 2 -1  

А =  3 0 2 
4 - 2  5

Алгебрик тулдирувчилар куйидагича аникланади:
3 2
4 5

матрицаси оркали 

матри-

3̂1 —

0 2 А А1 — — 2 5
=  4; у421 —

3 0
4 — 2 6; -4,2=

2 -1
-2 5
1 2
4 - 2



2 — 1 1 1 - 1
0 2 1 го о* II 1

3 2

^33—
1 3 
3 О

=  - 6

Демак, тескари матрица А нинг тулдирувчиси
4 8 4 

А =  — 7 9 — 5 
- 6  10 — 6

куйидаги аникловчига эга булиб:
D(A) =  16 +  6 +  4 - 3 0 =  - 4

4 — 8 4 
А ~ {=  — ~  — 7 9 — 5 га тенгдир.

- 6  10 - 6
Туртинчи ва ундан юкори тартибли матрицаларни 

алмаштириш ва уларни тескари кийматларини аниклаш 
анча мураккаб масала хисобланади.

Шунинг учун бундай масалаларни ечишда Э Х М  ва 
матрица амалларидан фойдаланилади. Замонавий 
ЭХМ ларда тартиби 50— 100, хаттоки 500— 700 ва ундан 
юкори булган матрицаларнинг тескари кийматларини 
аниклаш имкониятига эга бу'лган стандарт дастурлар 
мавжуддир.

11.4. М АТРИ ЦАЛАРНИ СТАТИ К А Н И К  Б А Л К А Л А Р  
Х.ИСОБИГА ТАД БИ КИ

Конструкцияларни матрицалар ёрдамида хисоблашда 
барча бошлангич ахборот матрица куринишига келтири- 
лади.

Масалан, элементнинг ва элементлар йигиндисининг 
эластиклик хусусияти мойиллик ёки бикирлик матрицала- 
ри оркали ифодаланади. ,Бу матрицалар ташки куч билан 
шу кучлар йуналиши буйлаб элементда хосил булувчи 
кучишларнинг узаро богликлигини ифодалайди.

Агар кучишлар кучлар оркали ифодаланса, у холда бу 
матрица мойиллик, аксинча, кучлар кучишлар оркали 
ифодаланса, б и к и р л и к  м а т р и ц а с и  деб аталади.



Содда балка ёрдамида 
(11.1- раем) мойиллик 
матрицасини келтириб чи- 
каришни курсатамиз. Бал­
канинг i, j ... п кесимлари- 
га куйилган Pi, Р\ ва Р п 
ташки кучлардан балка- 

__ нинг кесимларида Vi, Vj, ...
кучишлар хосил булади 

ва улар Pi ларнинг микдо- 
ригй боглик булади. 

i l l - р а е м  Агарда кучлар таъсн-
рининг мустакиллиги кои- 

дасидан фойдалансак, ихтиёрий кесимнинг Р, йуналиши 
буйича кучиши барча ташки кучларнинг шу йуналиш бу­
йича кучишлари йигиндисига тенг булади, яъни

Vi =  bijPj -(- ... -f-binPл>

бу ерда би— t кесимнинг Р =  1 йуналиши буйлаб кучиши; 
бij — i кесимнинг Р, йуналиши буйлаб 

кучидан хосил булган кучиши.
Колган / ва п кесимларининг кучишлари 

юкоридагидек топилади:-
Vj =  bi/Pi -J- bjjpj -J- ... 6jrjP

Vn =  bniPi+6njPj+~- +  bnnPn. (1-6)
Агарда матрица куринишида ёзсак:

(П .7 )

Р ;=  1

аинан

у, 6 И 6 <7 • ■ 6м А

v i 6 ,( 6 0 . ■«м Pi
: Г :

А .  ■ • ввя. Рп.
бу ерда =  булиб, матриианинг ка^орлар сочи 
устунлар сонига тенг.

(11.7) ифоданинг содда куриниши куйидагича:
vq =  6 Ц*РЦ (П.8)

бу ерда vq — q — элементнинг кучишлар матрицаси;
P q —  ташки куч матрицаси;
Ья — элементнинг мойиллик матрицаси. 

Элементлар йигиндисидаи ташкил топган конструкция- 
нинг кесимларидаги кучишларини куйидагича аниклаш 
мумкин:



'и, 6,
v2 = 0
• •
Vr . .0

л
Ро

ёки киска килиб ёзганда,
v =  f-P

бу ерда v — элемент тугунларининг кучиш матрицаси; 
/ — квазидиагонал мойиллик матрицаси;
Р  — куч матрицаси.

11.5. ТАЪСИР Ч И З И М А Р И Н И Н Г  М АТРИ Ц А ИФОДАСИ.
ТАЪСИР М АТРИЦАСИ

Таъсир чизиклари оркали ички кучларни топишда 
матрица ифодаларидан* фойдаланиш бирмунча кулай- 
ликларга эга.

Агар балканинг ихтиёрий (Г|, г2, гз-. гп) кесимлари- 
да ташки кучлардан хосил булган ички куч S*(Affe ва Оь) 
ларни тоииш зарур булса, у холда куч матрицасини 
куйдагича аниклаш мумкин:

&ll  ̂12 ■ ' Ь\п

S k = bP = b2l by} - ■ Ь2п P-2

. b\R R • • bnR . P r .
бу ерда b -таъсир матрицаси хисобланиб, харакатла- 
нувчи бирлик кучдан R кесими учун чизилган таъсир 
чизиклари ординаталарини ифодалайди.

Р =  \Plt Р2... Р] — юк матрицаси.

Таъсир матрицаси эгувчи момент, киркувчи куч ёки 
таянч реакцияларига тааллукли булиши мумкин.

Масалан, берилган балка f t = ( l ,  2, 3, 4) масофа-

даги кесимларга булиниб, л =  1,2,3,4 нукталарга ташки 
кучлар куйилган булсин. Хар бир кесим учун таъсир 
чизиклари (11.2-раем) чизилиб, улардан хосил булган 
ординаталар куйидаги матрицаларни ташкил килади:



bu=  [4 3 2 1]
63,=  [2 4 6 3]

b2i=  [3 6 4 2)
64,=  [1 2 3 41

Бунинг маъноси шуки, биринчи кесимда эгувчи момент 
Куйидагига тенг булса:

М ,=  ^ ( 4 Р ,  +  ЗР2 + 2Рь+ Р ,)

матрица куринишида куйидагича аникланади:
Р

M ,=  -L [A  3 2 I]

Курилаётган мисол учун эгувчи моментнинг таъсир 
матрицаси куйидагича булади:

г
„ К ,  I '.  I '  |'<

h *. л %



l u=-±-l  = 25 L = _L
25

4 3 2 1
3 6 4 2
2 4 6 3
1 2  3 4

бу ерда m —тенг булаклар сони.
Таъсир матрицаси симметрии булса, Э Х М  ёрдамида 

бир нечта харакатланувчи кучлар таъсир чизиклари 
чизмасидан бир йула М* ва Q* ларни топиш мумкин.

Мисол. 11.2-расмда курсатилган балкага Р | =  50 кН, 
Р 2 =  2Я|Яз =  ЗЯ|, PA = Pi ташки кучлар гаьсир этиб, / =  
=  10 м булса, 6=1,2,3,4 кесимлардаги ички куч Mi 
топилсин.

Юкорида келтирилган умумий формуладан фойда- 
лансак, куйидаги келиб чикади:

М =

'4 3 2 50' ‘340
10 3 6 4 2 100 590
25 2 4 6 3 150 620

1 2 3 4 50 360

кн

Куриниб, турибдики, таъсир матрицаси ички кучларни 
аниклашда талай кулайликларга эга.

11.6. Ф ЕРМ А  С ТЕРЖ  ЕН Л А РИ Д А ГИ  ЗУРИ К .И Ш Л А РН И  
М АТРИЦАЛАР ЁРД АМ И Д А  АН И КЛ А Ш

Электрон х,исоблаш машиналарининг кенг кулланили- 
ши конструкцияларни матрицалар ёрдамида хисоблашни 
чукур урганишга олиб келади. Айникса, мураккаб, юкори 
тартибли статик ноаник масалаларнинг матрица курини­
шида Э Х М  ёрдамида хисобланиши нихоятда самарали 
булади.

Ихтиёрий п — та стержень ва q — та тугундан ташкил 
топган статик аник ясси ферма берилган булсин. Бу 
ферманинг элементларидаги зурикишларни топиш учун 
ферманинг хар бир тугунига алохида, кетма-кет Р i =  l, 
Р г =  1 ... Pi — 1 ... Ря=  1 бирлик кучлар куямиз ва хар 
биридан ферманинг хамма элементларида хосил булади- 
ган кучларни аниклаймиз. Ферманинг ихтиёрий i — 
элементида бирлик Р {=  1 кучидан хосил булган ички кучни 
bij деб белгилаймиз. У холда катори q — га ва уступи п —



га тенг булган бврлик кучлар матрицаси Ь ни хосил 
киламиз: \

Ь\\ & 12 • • 1̂ q
Ь = Ь,21 ” 22ь

b„, ь

’2ц

п2 ’ * и nq J

Агарда тугунларга куйилган ташки кучларни q —  
тартибли устун матрица ёрдамида ифодаласак,

Л 1

р=

ч-
у холда ферманинг хамма стерженларидаги ички кучлар 
матрицаси куйидаги куринишда ифодаланади:

5 Л

S  =

Ички кучларнинг узи куйидаги матрица амалидан 
келиб чикади:

S =  b>p (11-10)
Агар фермага бир неча ташки куч таъсир этса, ташки 

куч ва ички куч матрицалари куйидаги куринишга эга 
булади:

* II

' р\ 
р\

Р 1х ■ 
р " .

- Pi 
. . P i 00 II

■ S i S\l . 
S i S'l .

■ 5 f '
■ 55

. Р '! ' • > :  . . 51 S ?  . ■ 5 ;  .



Ферма элементларининг чузилиши ёки сикилиш де- 
формациясини Zi деб белгиласак, у холда ихтиёрий i —  
элементнинг деформацияси куйидагича аникланади:

z, =  Sili/EiFi =  biSi 

бу ерда 6,— —р~с~ i— элементнинг мойиллиги,
* 1Ферманинг хамма элементларидаги чузилишлар 

куйидагича аникланади:

2 | =  6 |S| 
22 =  62S 2

Zn — bnSn

ёки матрица куринишида

z =  bSp
бу ерда

г.,

2 = матрица устун 
чузилишлар.

ферма стерженларидаги

6 = 6*.
диагонал матрица, ферманинг 
мойиллик матрицаси.



Агар фермага турли хил ташки куч таъсир этса, у холда

булади.
Ферма тугунларининг деформацияси, яъни кучишини 

топиш учун'Мор ёки Верешчагин усулларидан фойдала- 
ниб, шу тугунда изланаётган кучиш г,- йуналиши буйлаб 

1 куч куйилади.
Кучиш Zj куйидаги амалдан фойдаланиб топилади:

бу ерда Sij —  ферманинг i — элементида / — йуналиши 
буйлаб Pj=  1 кучидан хосил булган куч;

ViP —  ферманинг i — элементидаги ташки кучдан 
хосил булган кучиш.

Бу формуланинг матрица куриниши куйидагича ёзила* 
ди: 1

Zj=  S'itp,
бу ерда Sj юкоридаги 5,- матрицанинг транспонирланган 
куриниши.

Агарда vp — учун юкорида топилган матрицадан 
фойдаланилса, '

келиб чикади.
Агар ферманинг хар бир тугунининг кучиши аниклани- 

лиши зарур булса, у холда хар бир тугунга изланаётган 
кучиш йуналиши буйлаб Pk= 1 кучи куйилади. Сунгра хар 
кайси куч таъсирида ферманинг барча элементларида 
хосил буладиган ички кучлар топилади.

Z Z II

г =

z =  S'8Sp



Бу матрицанинг хар бир устуни ферманинг элементла- 
рида i — тугунга куйилган Pi =  I кучдан хосил булган 
кучларни ифодалайди.

Демак, ферманинг барча тугунларида кучишлар ку­
йидагича топилади:

i= S\bSp
бу ерда

г —

2,
Z 2

— ферма тугунларидаги изланаётган кучишлар матрица­
си; S i — St нинг транспонирланган куриниши.

Агар тугун кучишларини ташки кучларга богласак, 
у холда

z=SibbP
булади.

Шуни айтиш керакки, кучишлар йуналиши ташки куч 
йуналишларига мос келса,

z = b'6bP
куринишда осон топилади.

I 1.7. КУЧИ Ш Л АРН И  А Н И К Л А Ш Н И Н Г М А ТРИ Ц А  УСУЛИ

Мураккаб конструкциялардаги кучишларни топиш 
матрицалар ёрдамида бажарилгани маъкулрокдир, чунки 
бу амал бир мунча осон, аник ва Э Х М  га нихоятда мосдир. 
Статик аник рамалар мисолида (11.3-раем, а) ташки Р* 
кучидан хосил булган кучишларни аниклашни куриб 
чикамиз. Системанинг деформацияси тугунларнинг кучи­
ши оркали ифодаланади (11.3-раем, б).

Чизмада келтирилган раманинг В  нуктасидаги бури- 
лиш бурчаги хамда шу нуктанинг чизикли кучиши (Z\, Z2) 
ни аниклаш талаб этилади. Бунинг учун рамага хар бир 
изланаётган кучиш йуналиши буйлаб бирлик (Р  =  
=  1) кучларни куямиз (11.3-раем, в, г).



Кучишлар юкорида келтирилган (11.8) формула
v = fP

оркали топилади.
Келтирилган конструкциянинг мойиллик матрицаси 

унинг таркибий элементларннинг мойиллик матрицалари 6, 
оркали ифодаланади. Бунда туташтирилган элементлар- 
нинг квазидиагонал куринишига эга булган мойиллик 
матрицасидан фойдаланилади:

6, О

Бу ерда

6,= 6 £/. раманинг i — элементи учун мо-

ииллик матрицасидир.



Икки хил мойиллик матрицаларининг богланишини 
таъминловчи куч матрицаси Ь — дан фойдаланамиз:

F — b'Db (11.12).
бу ерда b —  характерли кесимлардаги бирлик кучлардан 

хосил булган куч матрицаси;
Ь' —  характерли кесимдаги изланаётган й^налиш- 

да куйилган бирлик кучдан хосил булган куч 
матрицаси.

Агар конструкцияга бир хил ташки куч таъсир этса,
Sp = bP

кучиш матрицаси матрица устун куринишига
v = b'DSp (11.13)

хар хил ташки кучлар таъсир этса, кучиш матрицаси 
туртбурчак матрица куринишига эга булади:

v =  b'DbP.
Агарда кучишлар факат ташки куч куйилган нуктада шу 
куч йуналиши буйлаб топилаётган булса, у холда b' =  b 
булади.

Юкорида курсатилган чизмадаги рама учун эса
Г D,  1 ь х Р 1

и = J =  b'DbP= \Ь\Ь2Ь3Ь\] 1
^ 2 P i  . . Р 2 .

Ясси рама, ферма хамда балкалардаги кучишларни 
аниклашни осонлаштириш учун куйида уларга мос 
мойиллик матрицаларини келтирамиз.

1. Рама элементининг мойиллик матрицаси:
1

EF 0 0 0 0 1
E F

0 0 0 0ЗЕ1у- ш у

0 - 1 0 0 06Е !у 3£/*

0 0 0
1 / 03 Е1у 6 Е !г

0 0 0
1

6 Е1у
1

3 Е1г 0

1
EF 0 0 0 0 1

6 Е1„



2. Ферма элементининг мойиллик матрицаси:

1 1 
1 I

3. Балка элементининг эгилишга дойр мойллик матри­
цаси:

с __  1к

к 6 Е 1 к

. Шуни айтиб утиш керакки, элементнинг мойиллик матри- 
цасининг тескари киймати шу элементнинг бикирлик 
матрицасини ифодалайди:

б " '  =--Н- =  161
—  Г 2 ” '16E l [  - 1  2 J 2 Е[ 2 

— 1 гЬ*
И.8. СТАТИК НО АНИ К СИСТЕМ АЛАРНИ КУ Ч Л А Р  УСУЛИ БИЛАН 

Х И С О БЛ А Ш Н И Н Г МАТРИЦА КУРИ Н И Ш И

Кучлар усулининг матрица куриниши, асосан шу 
усулнинг хамма амалларини матрица амаллари оркали 
ифодалашдан иборатдир.

Куч усулидаги каноник тенгламалар системасини 
матрица куринишида ёзсак, куйидаги матрица куриниши- 
даги тенглама хосил булади:

Ах +  В =  О

■ 6.1 б,2 • 6.- 1 'Х\ ■Д./
2̂1 2̂2 ■ К

Х  =
Х 2 В  = А 2р

. 6я1 6„2 ■ А * .
Бу ерда А — конструкциянинг мойиллик матрицаси; 

х — номаълум кучлар матрицаси;
В  — ташки юкдан хосил булган кучишлар матри­

цаси.
Кучлар усулида бирлик кучишлар б,/ хар хил усуллар 

ёрдамида (Верешчагин, Мор, Костельяно ва бошкалар)



топилган булса; матрица куринишида шу кучишларни 
ифодаловчи мойиллик матрицаси куйидагича аникланади:

A~b'Db  (11.14)
бу ерда: b -таъсир матрицаси;

D — тутащтирилган элементларнинг мойиллик 
матрицаси;

Ь' — транспонирланган таъсир матрицаси. 
Рамацинг таъсир матрицаси асосий системада бирлик 

кучлардан хосил булган М эпюраси ординаталарини 
ифодалайди:

1̂1 1̂2 • • 1̂ п

.Ьп\ &п2 • • Ьпп
бу ерда bij асосий системанинг i кесимидаги / кесимга 
куйилган бирлик куч таъсирида хосил булган ички кучлар. 
Бу матрицанинг устунлар тартиби ноаниклик даражаси 
п — га, каторлар тартиби эса характерли кесимлар (/г =  
=  1,2, ... т)  га тенгдир.

Раманинг туташтирилмаган элементларининг мойил­
лик матрицаси квазидиагонал матрицадир:

Г),

Бу ерда £)* k — элементнинг мойиллик .матрицаси.
Элементнинг мойиллик матрицаси бирлик кучдан хосил 

булган элемент учларининг кучишларини ифодаловчи 
матрицадир. Узунлиги /, бикирлиги узгармас E I  булган 
балканинг мойиллик матрицаси куйидагича ифодала- 
нади:

D: =



Бунинг маъноси шуки, агар балканинг бир учига бирлик 
куч куйилган булса, шу учида -~т ва иккинчи учидаofci

га тенг булган кучиш хосил булади.
ос/

Асосий системада ташки кучдан хосил булган кучиш ­
лар матрицасини куйидагича топиш мумкин:

B  =  BpP  = b'DP
Бу ерда: Вр — асосий системада бирлик кучдан хосил 
булган кучиш

Bp — b'D 
Р  —  ташки куч матрицаси.
Юкоридаги матрица куринишидаги тенгламадан но- 

маълум куч матрицаси куйидагича топилади:

x ^ —A - xB =  — (b'Db) lBpP = - {b 'D b )- 'b 'D P  (И Л  7)

Бу ерда А ~х — /4 матрицасига нисбатан тескари матрица.
Раманинг характерли кесимларида хосил булган ички 

куч матрицаси куйидагича аникланади:
S  =  P  +  (11Л 8)

Мазкур ифода (11.17)-ни эътиборга олинса; куйидаги 
куринишга келади:

S =  P ~ b (b 'D b )~ 'B pP =  [\—b{b 'Db)-lBp]P

Матрица хисоби натижаларини куйидагича текшириш 
мумкин:

b'DS =  0 (11.19)
Агар конструкцияга таъсир этувчи ташки кучларни 

t гурухларга бутжнса, у холда D матрицаси узгармай Ь\х 
ва 5 матрицаларида хар бир ташки куч учун устунлар 
хосил булади. Бунга сабаб каноник тенгламада хар бир 
ташки кучнинг озод хади (Д^, Д2р, ... Ляр) ва номаълум 
кучлари (xi, Х2 ... хп) бордир., Шунинг учун умумий холда 
кучлар усулининг каноник тенгламаси куйидаги матрица 
куринишига келтирилган:

А х = - В ‘рР



Бу  ерда
Г Х1 у(2)х\ yit)'л\ ГЛ (,> Л 1 р А !? • 'А !'» '

г<1)х2 г (2)х2 г (0х2
; в ',=

Ad) Л2р Ag> • А ^

гО> . лп Y( 2} лп г(1) fl J д (,) A ff ■ A S .

*{s), .. x(ns)— ташки кучдан хосил булган 
ортикча номаълум куч;

Д{*\ Д ^ . .  Д ^ — ташки кучнинг бирлик
кийматидан хосил булган озод хадлар. 

Агарда ташки кучлар алохида таъсир этса,

О Pt

бир вактда таъсир этса,
P = [ P , P 2 . .  Р ]

куринишда ёзилади.
Кучлар усулининг матрица куринишида хисоблаш 

тартиби куйидагилардан иборат:
1. Асосий система танланиб, номаълум кучларнинг 

йуналишлари белгиланади.
2. Хар кайси ортикча номаълум кучларнинг бирлик 

кийматларидан М эпюраси курилади.
3. Асосий системага нисбатан таъсир матрицаси 

b тузилади.
4. Таъсир матрицаси транспонирланади— Ь'
5. Ташки юк матрицаси Р  тузилади, кучлар бир нечта 

(/) булганда Р* матрицаси тузилади.
6. Асосий системага нисбатан бирлик ташки кучдан 

Вр матрицаси тузилади.
7. Конструкциянинг туташтирилмаган элементлари 

учун мойиллик матрицаси тузилади.



8. Агар D матрицани b' матрицага купайтириш 
жараёнида уларнинг тартиблари мос келмаса, у холда 
D ёки В  матрицаларнинг тартиблари келтирилади.

9. Раманинг мойиллик матрицаси аникланади:
A = b'Db

10. Мойиллик матрицасига тескари булган матрица 
А ~х аникланади:

A ~ l = [b'Db)~x
11. Ташки юк матрицаси аникланади:

B t =  B pPt= b 'DPt
бу ерда f — матрицанинг устунлар тартибини билдириб, 
1,2 .... / хил ташки юкларни ифодалайди.

12. Номаълум кучлар матрицаси аникланади:
x1= —A ~ lB ‘=  — (b'Db) ~ lBpP ‘ = -  (b 'Db)~ 'b 'DP
16. Раманинг характерли кесимларидаги ички кучлар 

матрицаси аникланади:
S ' = ( l  —Ьх*)Р*

14. Топилган матрицалар текширилади: 
b'DS =  0

Демак, агар рамага узгармас вактинча ва бошка t хил 
ташки кучлар таъсир этса, у холда ички куч матрицаси S* 
тескари Л -1 матрицадан фойдаланиб топилади. Келти­
рилган алгоритмдан фойдаланиб, рамаларни ЭХМда 
хисоблаш дастури тузилади.

Хисоблаш намунаси

1- мисол. Юкорида келтирилган алгоритмдан фойдала­
ниб, содда раманинг хисобини куриб утамиз (И.4-расм,
а).

1. Асосий система танлашда берилган раманинг ва 
ташки юкларнинг симметриклигини инобатга олиб, ухшаш 
икки кисмга буламиз (11.4-раем, б). Номаълумларни 
асосий системанинг бир кисми учун аниклаймиз.

2. Номаълум кучларнинг бирлик кийматларидан М, 
эпюраларини курамиз (11.4-раем в, г). Берилган рамада 
^ з= 0  эканлиги эпюралардан куриниб турибди.



g) xr t

",

г) JSfzL

3.4. Эпюралардан фойдаланиб, характерли кесимлар 
учун таъсир матрицалари Ь, Ь' ни аниклаймиз:

1 I
1 1 1 11 О 

1 О 
1 О

Ь' = I О О О

5.6. Факат биргина Мо ташки юк таъсир этаётгани 
учун:

М,

Я =
Af(
О
О

7. Туташтирилган элементларнинг мойиллик матри­
цаси:

"2 1 •
J _  1 2 *
б£/ . . 1 0,5 

■ 0,5 1

0  =

8. D матрицанинг тартиби Ь матрицанинг тартибига 
мос келганлиги учун унинг тартибини узгартириш, яъни 
камайтириш талаб этилмайди.



9. Берилган рама бир кисмининг мойиллик матрицаси:
t Г 9 3/A = b'Db= 1

б£/ 3/ З/2

10. А матрицанинг тескари киймати:
З/2 -3/ 
3/ 9

Г в _ в и [  3/2 “ 3/1
^ 1 - 3 /  9 J

I I .  Ташки юк матрицасининг х,исоби:

/ г з 3 1,
В  =  ВРР =  Ь'О Р= 1 ш [ 21 t О

5 1,5 
0

= чEl [о,5/]
12. Номаълум куч вектор матрицаси:

М0
М0
0
о

6Я/ — 21* - 3  /' д у [ !1_  ^0
9? 1 о . £/ . о,5/: я1

13. Рама элементлари учун изланаётган ички куч
матрицаси:

о
5== Т

1 
2 

— 1 
- 1

14. Топилган кийматларни текшириш:

b'DS —

M J

6 E I
3 3 1,5 1,5 
21 I 0 0

Мл
— 1

2 
— 1 
- 1

— 3 + 6-l,5-l,5 
—  2/ +  2/ - 0 - 0

=  ^ Г ° ] = 018£/ [ o j



Е7г
П. Асосий

система м.

9)
LnTmT0,5 P I 0,t57Pl

МР
707—

11.5- р а с м
2- мисол. Матрица куринишидаги баъзи хусусий хол- 

ларни курсатиш максадида 11.5-расмда келтирилган 
рамани хисоблаймиз.

Раманинг таъсир матрицаси:
h  I

b  =
у = \Но О О О  

|_/ / 0,5/ 0
0 /
О 0,5/ о о

Туташган элементларнинг мойиллик матрицаси 1 — 
4 кесими орасидаги характерли элементлардан тузилган:

D =
£ > , г

2  1
D o D  =  _ L _  [4

1 6 £ / ,  1 1 2

D 3 .
1 L

D* - D3-  12EI2 [ l  2 ]

Агар А =  0,5/ E I —Eh  =  E l 2 б^лса, у холда
2 1



Юкорида зикр килинганидек, D матрицаси тартиби- 
ни камайтириб, 6 матрицанинг тартибига мос келтира- 
миз. Бунинг учун D матрицасининг D2 ва D 3 кийматлари- 
ни D\ томонга диагонал буйлаб суриб, сунг кушамиз:

D = 12Е1

2 1 
1 4

4 1 
I 2

Ташки юк матрицаси (11.5-раем, д ).

Р  =  0,5р

— I
— I 

О 
О

Ташки юк оркали В ни топамиз:

B = b'DP = h О О О  
I I 0,5/ 0 12£ /

- Г
/

12Я/
2А А 0 0 
3/ 5,5/ 3/ 0 0.5Я/

— 1 
0 

0

_

~  24£/
- з л
- 8 ,5 / .

Раманинг мойиллик матрицаси (11.5-раем, в, г; 
куйидагига тенг:

л = т = i
12 Е!

2h h 0 0

31 5,5/ 3/ 0

h /
0 /
0 0,5/

0 0



Агарда Л =  0,5 лигини инобатга олсак, у холда

D_
24 E I

Демак, тенгламалар системасининг матрица куриниши 
куйидагича булади:

1,5
А  =  ~ ^ —

1 3
8,5 24 E I 3 20

Z3
24£/

1 3 
3 20

р? 
24 E I

1.5
8.5

Агарда соддалаштирилса:
1 3 
3 20 i,2j

= Р 1.5
8.5

келиб чикади:
Матрица А нингтескари кийматини топиш учун, яъни

А 1 =  —
Det/1

аниклаш учун алгебрик тулдирувчи А хамда аникловчи 
DeM нинг кийматидан фойдаланамиз.

Маълумки,
Л = ( - 1 ) '+'м ч

булиб, Mij аникловчи минорлар куйидагиларга тенг:

14 1 1 3 
3 20

М 8 ,=  ( - 1 ) 2+ 

Аникловчининг

I 3 
3 20

=  20 М ]2( -  1 ),+2 

=  — 3 М 22= {  — \)2+2

1 3 
3 20

=  — 3

1 3 
3 20

DetA = 1 3 
3 20

=  11

эканлиги хам бизга маълум. У холда А матриианинг 
тескариси

А - ' = 1 20 — 3 _  1 20 —  3
Det А - 3  1 —  И - 3  1 .

булади.



Номаълум кучлар эса куйидагича топилади:

*  = 1 20 - 3
Р

1,5 _  р
11 . - з 1 8,5 “  11

Характерли кесимлардаги эгувчи моментлар матрицаси 
куйидагича булади:

М  =  0,5 Р1

=  0.5Р/

Т h 1
1 0 1
0

+
0 0,5/

0 0 0

+
Р/
11

6,25
4
2
0

=  Р1

4.5
4.5

1.160 
— 0,137 
0,181 

О

Топилган кийматлар асосида курилган эгувчи момент 
эпюраси (П .5-раем, е) да курсатилган.

11.9. РАМ АЛАРНН  К У Ч И Ш Л А Р УСУЛИДА \И С О БЛ А Ш Н И Н Г 
М АТРИЦА КУРИ НИ Ш И

Кучишлар усулининг матрица куриниши ^зининг 
соддалиги билан куч усулидан фарк киладн. Кучиш 
усулининг матрица куринишида хеч кандай эпюралардан 
фойдаланилмайди.

Матрица куринишида х,ам кучишлар усулидаги роя  
сакланиб, берилган рамани кузгалмайдиган холга келти- 
рувчи асосий система танланадн.

Матрица куринишидаги кучишлар усулининг тенглама­
лар системаси куйидагича ифодаланади:

k • z  4- Rp= 0 (11.20)

Бу ерда

г и г  12 •• r im ‘ 2 ,  '

К  =
Г  22 Чт 2 = « , =

&2р

.'m l ^ m2 ^ тт г * . . Rm p



К  —  асосий системадаги рама тугунларида бирлик кучиш- 
дан хосил булган реакциялар матрицаси ёки рама­
нинг бикирлик матрицаси; 

г —  шу тугунлардаги хакикий кучишлар ёки номаъ- 
лумлар матрицаси;

RP —  асосий системада ташки юклардан рама тугунлари­
да хосил буладиган реакциялар матрицаси.

Умуман К  — матрицаси бикирлик матрицаси деб 
аталиб, куйидаги матрица амаллари оркали топилади:

K = 'd 'R d  (11.21)
Бу ерда d — реакция матрицаси;

R — раманинг туташтирилмаган элементлари- 
нинг бикирлик матрицаси; 

d' — транспонирланган реакция матрицаси. 
d —  матрицасининг элементлари асосий системадаги 

тугунларда хосил булган реакциялардан ташкил топади:
d\\ d[2 d2m 
&2\ ••• d2md =

R  2 l Rm

бу ерда dij — i кесимда j йуналишда к^шимча богла- 
нишларнинг бирлик к^чишларидан хосил булган реакция- 
лардир. Устунлар тартиби ноаниклик даражасига, катор- 
ларники эса кесим #*=1,2... лар сонига тенгдир.

Туташтирилмаган ^лементларнинг бикирлик матрицаси 
квазидиагонал матрица булиб, куйидаги куринишга 
эгадир:

/? =

R ,

Я -
бу ерда Ri — i элементнинг бикирлик матрицаси; 

п — элементлар сони.
Элементнинг бикирлик матрицаси куч усулидаги 

мойиллик матрицасидан фарк килади, яъни:
К  =  D “ ‘

Элементнинг учидаги бикирлик кучишлардан хосил 
булган реакциялар матрицасидир. Узунлиги I, бикирлиги



E l  булган, икки учи мустахкам балканинг бикирлик 
матрицаси:

2 1
1 2

2Е1
I (11.22)

Бир учи мустахкам иккинчи учи эса шарнирли кузголмас 
таянчга таянган балканинг бикирлик матрицаси:

R<„ = 2 E I 
I

1,5
О (11.23)

Кучиш  усулининг тенгламалар системаси (11.20) худди 
куч усулидагидек ечилади:

2 =  - К ~ ^ р = - (d 'R d )- 'R p (11.24)
Ички кучлар матрицаси куйидагича топилади:
S  =  Rdz = —Rdf(- lRp = -Rd (d 'Rd )~ 'Rp (11.25)
Аникланган микдорларни текшириш учун куйидаги 

матрица куринишидаги тенгламадан фойдаланиш мумкин:
Kz = d'S (11.26)

Хисоблаш алгоритми

Рамаларни ЭХМ да кучишлар усулининг матрица 
куринишида хисоблаш алгоритми куйидагиларДан иборат.

1. Раманинг асосий системаси танланади.
2. Кар бир киритилган кушимча богланишга алохида 

бирлик кучишлар берилади.
3. Бирлик кучишлардан хосил булган реакция матри­

цаси d — ни аникланади.
4. d — матрицани транспонирланади.
5. Хар кайси t —  хил ташки юклардан озод хад 

матрицалари топилади.
6. Туташтирилмаган элементлар бикирлик матрица- 

сини келтириб чикарилади:

Г *1 1



— икки учи мустахкам 
элементнинг бикирлиги.

— бир учи мустахкам, иккинчи 
учи шарнирли булган 
балканинг бикирлиги.

7. Раманинг бикирлик матрицаси хисобланади:
К  =  d'-Rd

8. Бикирлик матрицасининг тескари киймати топила­
ди:

9. Номаълум кучишлар матрицаси хисобланади:

бу ерда z — номаълумлар матрицасининг устунлар тар- 
тиби t — га, каторлар тартиби ноаниклик 
даражаси т  — га тенгдир.

10. Раманинг характерли кесимларида хосил була- 
ётган ички куч матрицаси аникланади:

Кучишлар усулининг матрица куриниши кучлар усули- 
даги матрица куринишидан анча соддалиги куриниб 
турнбди.

Лойихалаш тажрибасида кенг кулланилаётган ЭХ,М 
даги дастурларнинг к^плари айнан шу усулга асосланган.

3- мисол: 11.6- расмда курсатилган рама хисоблансин.
Юкорида курсатилган тартибдан фойдаланиб, масала- 

нинг ечимини кидирамиз.
1. Асосий система танлаб, бурЧакли ва чизикли 

богланишларни киритамиз.
2. В  тугунга бирлик бурчакли кучиш, С тугунга эса 

бирлик чизикли кучиш берамиз.

S ‘ =  Rdz‘ = ~ R d K ~ {R lp
I I .  Топилган микдорлар текширилади: 

К г =  d'S

\исоблаш намунаси:



3. Тугунларнинг бирлик кучишларДан (11.6- раем, г, 
д) элемент кесимларида хосил брлган кучишлар матрица- 
си d — ни тузамиз: :

/

—  1 

— 1

О

4. Матрица d' — нинг кийматини аниклаймиз: 
0 — 1 — 1 0

d' = _± _± о —iI I I



5.. Факат бир ташки куч таъсир этаётгани учун t = 
=  1 булади. *

6. Туташтирилмаган элементларнинг бикирлик мат- 
рицасини тузамиз:

R =
R,

Ru
R,

2 £/

чунки

я. = 2 £/ 
/

2 1 
1 2

_  п _  2£/[3/?[] =  /?[|

7. Раманинг бикирлик матрицасини аниклаймиз 
0 — 1 — 1 О

К  = d'Rd =

M L
l

О - I

d =

2 E l 
I

4 o

2 £/ 
/

/
1,5 
2Z2 .



8. Матрица К  — нинг тескари кийматини аниклай­
миз:

К " '  = е
I 1,5 £/

2,5

I -I

9. Номаълум кучиш z — яъни устун матрица куйида­
гича аникланади:

z= — K~ 'Rn= 115 ,£/

11,5 £/

2,5 1

1 4/
2,5

- С о
О

бу ерда С0 = 3L
12

10. Икки куч матрицасини бир мунча енгил топиш 
мумкин. (11.6- раем, ж ) .

S = Rdz
11. Топилган кийматлар К  =  d'Rd хакикатдан хам 

(11,26) тенгламани

2 £/ 
/

3,5 3 • 
1 1 С0

( 1 )
1  '  115,£/

2,5 ' 
/

3 1,5 1 ./ 2 Z2 .
2С0 Г (8,75/ — 3/) — О)
ТТ^-[ — 7*5 +  7,5 о .

каноатлантиради.



Ч Е К Л И  Э Л Е М Е Н Т Л А Р  УСУЛИ

12.1. Ч ЕК Л И  ЭЛ ЕМ ЕН ТЛ АР УСУЛИ (Ч Э У ) \А КИ Д А  ТУШ УНЧА

Статик ноаник системаларни хисоблашда юкорида 
курсатилган усуллардан ташкари аралаш, такрибий ва 
бошка усуллар хам мавжуд. Бу усуллар курилиш 
механикаси масалаларини аникрок ечиш вазифасини 
узида мужассамлаштирган булиб, улар ичида чекли 
элементлар усули (ЧЭУ)  узининг самарадорлиги билан 
бошкалардан ажралиб туради. Ч ЭУ  бир катор кулай- 
ликларга эга булгани учун хозирги кунда кенг кулла- 
нилмокда.

Ч Э У  нинг асосий афзалликларидан бири унинг кенг 
микёслилигидир. Агар хар хил курилиш конструкцияла- 
рини ЭХМ да хисоблаш учун хар кайсиснга алохида 
дастурлар тузилган булса (масалан, ферма учун алохида, 
балка учун алохида) Ч Э У  деярли хамма курилиш 
конструкцияларини ЭХМда ягона хисоблаш алгоритми ва 
дастури асосида хисоблаш имконини беради. Бу лойиха- 
чи - - мухандиснинг ишини анча енгиллаштиради. Ягона 
хисоблаш алгоритми ва дастури хисоблаш вактини 
тежайди, хисобнинг аниклик даражасини оширади. Бу 
усулнинг афзаллиги хам шунда.

Умуман конструкцияларни ЭХМ да хисоблашда ута 
аниклик ва универсал усуллардан фойдаланиш максадга 
мувофикдир. Олдинги усуллар хамма вакт хам бу 
талабларга жавоб бермайди, Шунинг учун хам машинабоп 
усуллар яратилишига эхтиёж турилди. Айникса, хисоб- 
лашдаги бир неча хил мураккабликларни, яъни кон­
струкцияларнинг чизикли ва чизиксиз ишлаш хусусиятла- 
рини, ерга эластик таяниши, устуворлик ва бошка 
шартларни бир йула хисобга оладиган усул корак эди. 
Чекли элементлар усули (Ч Э У ) шундай самарали усуллар- 
дан бири сифатида юзага келди.

Ч Э У  гояси берилган системани, хусусан, рамани чекли 
элемент деб аталувчи алохида содда элементларга 
ажратишдан иборатдир. Чекли элементлар аник гео' 
метрик, физик ва механик улчамларга эга булиши шарт.

Пластина ва кобик конструкцияларини хисоблашда 
чекли элемент сифатида учбурчак, купбурчак ва турри 
бурчакли пластиналар кабул килиниши мумкин, массив



конструкциялардан кичик хажмий булак тетраэдр ва хк. 
чекли элемент деб кабул килинади.

Стерженлар системаснда чекли элемент сифатида 
доимий бикирликка эга булган стержень кабул килинади.

. Шундай килиб Ч Э У  берилган конструкцияларни содда, 
чекли элементларга булиб, курилиш механикаси коидала- 
ри асосида хисоблайди.

Содда куринишга эга булган чекли элементнинг ташки 
таъсирларга каршилик курсатиш имкониятлари олдиндан 
аникланади. Ч Э У  куч усули ёки кучиш усулларига 
асосланиши мумкин. Чекли элементлар усулида хам 
асосий система танланиб, тенгламалар тизими тузилади. 
Асосий система — берилган раманинг энг содда чекли 
элементлари йигиндисидир. Тенгламалар тизими чекли 
элементларнинг узлуксизлигини таъмннловчи шартни 
ифодалайди.

Демак, системами содда булакларга булиш гояси, 
мураккаб конструкцияни содда «чекли» элементлар орка­
ли ифодалаш имконини беради. Киритилувчи узлуксизлик 
ва бошка статик шартлар эса чекли элементларнинг 
берилган система каби ишлашини таъминлайди. Рама- 
ларни Ч ЭУ  ёрдамида хисоблашда номаълум сифатида куч 
ёки кучиш усулларидагидек ички кучлар ёки кучишлар 
кабул килинади.

Хисоб куч усули асосида бажарилса, чекли эле­
ментларнинг уланиш жойида номаълум сифатида куч 
кабул килинади, агарда кучиш усули асосида олиб 
борилса, у холда номаълум сифатида тугунларнинг 
кучиши кабул килинади. Умумий холда аралаш усулдан 
фойдаланса хам булади. ЧЭУ  буйича хисоблашда асосий 
ролни мойиллик матрицаси ёки бикирлик матрицаси 
уйнайди. Агар хисоб куч усулида бажарилса мойиллик 
матрицасидан, кучиш усулида бажарилганда эса би­
кирлик матрицасидан фойдаланилади.

Куч усулида номаълум кучлар чекли элементларнинг 
уланиш жойидаги кучишларнинг тенглигини ифодаласа, 
кучиш усулидаги номаълум кучишлар — тугунларнинг 
мувозанатини ифодалайди.

Рамаларни Ч Э У  ёрдамида хисоблаганда бир вактнинг 
узида хар бир элементнинг икки учидаги ички кучлар М, Q, 
N ларни аниклаш мумкин. ЧЭУ  ни матрица куринишда 
ифодалаш максадга мувофик булиб, хисоб охирида 
кучишлар хамда ички кучлар хам матрица куринишида 
аникланади.



Чекли элементнинг кучиш усулига асосланган умум- 
лаштирилган тенгламаси куйидаги куринишга эга булади:

R • Z -)- Rp =  О ( 12. 1)

бу ерда R — конструкциянинг, хусусан, раманинг бикир­
лик матрицаси;

RP ~  юк матрицаси.
Бу тенглама асосий системага киритилган хар бир 

кушимча богланишда бирлик буралиш, силжиш ва 
чузилиш, шунингдек, ташки кучлар таъсиридан хосил 
булган тугунлардаги реакцияларнинг й и р и н д и с и  нолга 
тенг эканлигини ифодалайди.

Номаълум кучиш матрицасини аниклаш учун худди 
кучиш усулида. куриб утганимиздек, куйидаги амалдан 
фойдаланамиз:

бу ерда: II - косинуслар матрицаси элементнинг коорди­
ната укларига нисбатан бурчагини ифода- 
лайди;

R — туташтирилмаган элементлар матрицаси. 
Агарда ички куч матрицасини аниклаш зарур булса, 

у холда куйидаги амалдан фойдаланамиз:

Чекли элементлар усулининг кучиш усулидан асосий 
фарки шундан иборатки, бу усулда деформацияларнинг 
барча тури инобатга олинади ва хар бир тугунда 
умумлаштирилган кучишлар аникланади. Шунинг учун 
хам бу фарклар бикирлик матрицаларида яккол кузга 
ташланади.

12.2. СП-РЖ1.НЛИ Г.ИСТЬМАЛАР|1И Ч ЕК Л И  ЭЛ ЕМ к .Н ГЛ А Р  
УСУЛИ ЁРД АМ ИД А ХИ С О БЛАШ  ТАРТИ БИ

Чекли элементлар усули ёрдамида статик ноаник 
системаларни хусусан, рамаларнн хисоблаш бошка усул- 
ларга нисбатан кулайдир.

Ч Э У  ёрдамида стерженли системаларни хисоблаш 
тартиби куйидагича:'

асосий система танлаш, номаълум кучишларни 
белгилаш; -

- - бикирлик матрицасини аниклаш;

г =  - R ~ lRp =  (1 \lR\\)Rp, ( 12.2)

S  =  Q-Z = R ll(\V R U )- 'R p. (12.3)



— куч матрицасини аниклаш;
— тенгламалар тизймини тузиш;
— тенгламалар тизнмини ечиш, тугунлардаги кучиш- 

ларни аниклаш, умумий ички куч матрицаларини топиш.

Асосий система конструкциянинг куринишига, унинг 
элементларининг сонига, ташки куч хамда зарурий 
аникликларга богликдир.

Рамаларни хисоблашда чекли элемент сифатида 
кундаланг кесими узгармас булган алохида стержень 
кабул килинади. 12.1 - раем, а да келтирилган асосий тизми 
раманинг тугун ва кундаланг кесими узгарган жойларига 
нисбатан танланган., Шартли равишда киритилган квад- 
ратлар берилган рамани чекли элементларга булиб, хар 
икки учида учтадан кучишлар курсатилган (\2.1-расм,
б). Агар бирор ерда рама элементининг кундаланг кесими 
узгарса ёки элемент оралигида йигик куч куйилган булса, 
у холда кесимларга хам квадратлар киритилади. Раманинг 
ноаниклик даражаси хар бир тугунга ва кесимга 
киритилган кучишлар сонига тенг. Аксарият мунтазам 
рамаларда хар бир квадрат учтадан номалум кучишларга

Асосий система танлаш, 
номаълум кучишларни киритиш

эга булади.
О)



Рамага куйилган хар бир ташки куч унинг квадратлар 
киритилган тугунларига келтирилади.

.Демак, раманинг асосий системаси бикирликлари 
узгармас булган IM  — та чекли элементларга були- 
ниб, ММ та номаълум — умумий кучишларга эга булади.

12.3. С Т ЕРЖ ЕН Н И Н Г БИ КИ РЛ И К  М АТРИ ЦАСИ НИ  А Н И КЛ А Ш

Бикирлик матрицаси (БМ ) чекли элемент учларидаги 
бирлик к^чишлардан вужудга келувчи реактив кучларни 
ифодалайди.

Умуман, бикирлик матрицасининг формуласини бир 
марта аниклаб олинса кифоя. Б М  тартиби хисобга 
олиниши зарур булган чекли элемент учларидаги кучиш­
лар сонига хамда хисобга олинаётган бошка омилларга 
боглик. Агар кундаланг ва буйлама кучишлар хисобга 
олинса, текисликдаги элементнинг Б М  тартиби олтига тенг 
булади.

Аввало чекли элементнинг хусусий укларга нисбатан 
БМ  ии келтириб чикарамиз. Узгармас кундаланг кесимли 
элементнинг БМ  си бош координата укларига нисбатан
12.2- расмда курсатилгандек топилади.

Маълумки, стержень учларининг кучишлари унинг 
узунлиги ва бикирлигига богликдир., Шунинг учун улар­
нинг узаро богликликларини аниклаймиз. Чекли эле­
ментнинг ихтиёрий нуктасининг тутган урни куйидагича 
ифодаланиши мумкин:

бу ерда и{х), v(x) — буйлама ва кундаланг кучишлар;
а < — киритилган боглаиишни ифодаловчи 

тенглама коэффициенти.

и(х) =  a i +  а,2Х 
v(x) =  аз +  <х<х +  аъх2 -f- ав*3 (12.4)

X
/



12.2- расмда курсатилган элемент учун чегара шартла- 
ри куйидагича белгиланади:

х =  0; ц (0) =  ai — Д] 
у (0 ) =  аз =  Дз
- ^ = а 4 =  Д, (12.5)дх 4

х =  l\ u(l) — a i +  а  г/ =  Д2
v (l) — аз +  а4/ + as/2 а 6/ 3 =  Дз

=  а 4 +  2а5/ +  З а /  =  Д6

Бу тенгламалардан коэффицментлар топилади: 
ai  =  Д1

а 2 =  у  ( Д2 — А,)

аз =  Дз 
а4 =  Д4

“ 5 =  j (  -  ЗА, -  2A J +  ЗД5 -  4,0

а 6 =  ^ (2 Д 3 +  Д4/ -  2Д5 +  Д6/) , (12.6)

Топилган кийматларни (12.5) формулага куйсак ва 
соддалаштирсак, куйидаги функцияларга эга буламиз:

и(х) =  S  ЭДх)Д,;
S -  1.4

v(x) =  2  Э ,(*)Д ,-  (12.7)
S =  2.3 5.6

Киритилган коэффициент 3 s(a:) — Эрмит функцияси 
деб юритилади ва к,уйидагича топилади:

Э,(де) =  1 --- jx  Э ?(х) = \х

Э 3(х) =  I -  ±х! +  ĵ x3 Э,(х) = л г - 2 ^ - Ь - ^  

Э 5(х) =  3 ^ — 2^- Э 6(5с) =  - 4 +  у  <12'8)

\



Чекли элементлар учун керак булган БМни потенциал 
энергия ифодасидан фойдаланиб топамиз.

Потенциал энергиянинг мумкин булган кучишлар 
оркали ифодаси

U = —E F  $0 (и' (х )) 'dx +  \Е1  J (V' ( * ) )  ■'dx (12.9)

булади.
Агар кучишлар кийматини (12.7) формуладан 

(12.9) формулага куйсак.

К(к — чекли элементнинг бикирлик матрицаси.
Агар топилган (12.11) формулага (12.8) да курса- 

тилган ифодаларни киритсак, у холда

келиб чикади.
Келтириб чикарилган (12.12) формуладан фойдаланиб, 

икки учи махкамланган элементнинг (12.13), шунингдек 
бир учи махкамланган, иккинчи учи шарнирли бирикти- 
рилган элементнинг бикирлик матрицаси (12.14) жадвал 
куринишида берилган.

о

о

( 12.10)

энергия формуласи келиб чикади. 
Б у  ерда

f п

( 12.11)

о

о

( 12.12)
о
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Бикирлик матрицасининг физик маъноси: икки учи 
махкамланган балкага уч йуналиш буйлаб бирлик 
кучишлар Д; берилганда, таянчларда хосил б^ладиган 
реакциялар БМ  нинг элементларини ташкил этади.

Лойихалаш амалиётида хар доим хам рама элементла- 
ри координата укларига мос келавермайдн, баъзи эле- 
ментлар укка ннсбатан огма холатда жойлашуви мумкин. 
Бундай холларда ОХ укига нисбатан хосил булган 
бурчакни— т ,  ОУ укига нисбатан хосил булган бурчак- 
ни— п деб белгиласак (12.3-расм), куйидаги янги 
богловчи косинус матрицаси келиб чикади:

Матрица! II — кназидиагонал матрица булиб, ихтиёрий 
равишда учраши мумкин булган чекли элементнинг БМ  
сини тузишда фойдаланилади. Бунинг учун хусусий 
укларга нисбатан топилган БМ  ни богланиш матрицасига 
купайтириб, умумий укларга нисбатан бикирлик матрица­
си топилади:

М атрица/?; II кийматларини (12.15) формулага куйиб, 
куйидаги куринишга эга булган БМ  ни хосил киламиз:

т  п О 
П0 =  — п т  О 

_ 0 0 1 .

(12.15)





Юкорида келтирилган ЧЭУ  нинг умумий формуласи 
(12.1) яхлит система ёки рама учун берилган булса, 
топилган R, Ro Q лар факат биргина чекли элементга 
тегишлидир. Агар (12.2) богламишини топилган БМ  ва КМ  
оркали ифодаласак, (12.3) формулага эга буламиз.

R — квазидиагонал квадрат матрица булиб, унинг 
тартиби рама элементларининг сони — IM  га тенг булади; 
уни раманинг бикирлик матрицаси деб хам юритилади. 
Конструкция чекли элемент усули буйича ЭХ.М да 
хисобланадиган булса, у холда тенгламалар системаси 
автоматик равишда махсус индекс матрицаси ёрдамида 
тузилади.

Тенгламалар системаси куйидаги шартларни кано- 
атлантириши зарур:

1. Тугун ва элементларнинг мувозанат шарти;
2. Тугунларнинг узлуксизлик шарти.
3. Кучиш ва кучлар богланишини ифодаловчи шарт- 

лар.
Тенгламалар системасини тузит учун куйидаги маълу- 

мотлар керак:
— - конструкция элементларининг узаро богланиши;
— конструкциянинг геометрик, физик ва механик 

курсаткичлари.

12.4. РАМ АЛАРНН ЧЭУ ЁРД АМ И Д А  ХИСОБЛАШ

Рамаларнн ЧЭУ ёрдамида хисоблашда ички кучлар 
матрицасини куйидаги матрица амали оркали топамиз:

S = Q • Z =  — <? ■ R - [RP.

Бу ерда Q — куч матрицаси.
Умумий координата укларига нисбатан куч матрицаси 

куйидагича аникланади:

Qo =  « I I , .

Элсментнинг хусусий укига нисбатан куч матрицаси 
унинг бикрлик матрицасига тенг. Умумий координата 
укларига нисбатан куч матрицаси (12.17)-жадвал курини- 
шига эга:

— ташки кучнинг куйилиш жойи, йуналиши ва сон 
киймати.
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Бу маълумотлар махсус матрицалар оркали ифодала- 
ниб, индекс матрицаси {ТТ), конструкция параметр 
матриналарини ифодаловчи {РР} матрицаси ва ташки 
кучларни ифодаловчи {Ю К} матрицаси деб номланади.

Аввало статик ноаник конструкциянинг асосий систе- 
масида кабул килинган кетма-кетлик буйича {ТТ\ матрица­
си, кейин {РР} хамда {Ю К} матрицалари тузилади. Сунгра 
кабул килинган тартиб буйича хар бир элемент учун 
параметр матрицаси {РР}дан фойдаланиб БМ  — топилади. 
{7Т} матрицаси ёрдамида Ro массивидан керакли хад- 
ларни танлаб олиб, колган элементларнинг тегишли хад- 
ларига кушиш йули билан (12.11) тенгламалар тизими 
тузилади.

Ч Э У  да тенгламалар системасини тузиш кучиш 
усулидаги каби булиб, бу усулда бурчакли кучишдан 
ташкари буйлама ва кундаланг кучишлар хам хисобга 
олинади.

Тенгламалар системасининг озод хадлари осон топила­
ди. Берилган барча ташки кучлар тугунларга тупланиб, 
номаълум кучишлар йуналишига келтирилади (12.1- раем, 
в >-{Ю К} матрицасида ташки кучларнинг киймати ва 
йуналиши ифодаланади. Тенгламаларни тузганда, шу 
йуналиш буйлаб тенгламада жой ажратилади.

Тенгламаларнинг тартиби киритилган квадратлар, 
шарнирлар ва талаб килинган кучишлар сонига караб



аникланади. Тенгламанинг куриниши лентасимон булиб, 
унинг симметриклиги хисобга олинса, диагоналнинг бир 
томонини аниклаш кифоя килади.

Тенгламанинг умумий куриниши куйидагича:
(U 'RU)z  +  Rp =  0. (12.18)

Тенгламалар системасини ечиш — тугунлардаги 
кучишларни аниклаш, умумий ички куч матрицаларини 
топишдан иборат. Лентасимон диагонал тенгламаси 
очилса, хакикий кучиш матрицаси топилади. Агар лепта 
тузилишини хисобга олсак, юкори даражали тенгламалар 
системасини ечиш учун Гаусс ёки бошка такрибий усулни 
куллаш максадга мувофикдир.

Ечишни R ~ l матрицасига алмаштириш усулидан 
фойдаланиб, амалга ошириш мумкин:

R ~ l =  ( I I - 1 Я П ) - 1 (12.19)
Тенгламалар системасининг ечими кучиш матрицасини 

ифодалайди. Номаълум матрица z аннклаигандан суш 
элементнинг учларидаги ички кучларнинг кийматини 
аниклаш кийин эмас. Агар БМ  ва К М  эгувчи момент, 
киркувчи ва буйлама кучларни хисобга олиб тузилган 
булса, у холда охирги элементнинг иккала учлари учун М, 
Q, N ички кучларини аниклаб олиш мумкин:

S = Q ■ г.
Юкорида айтилганидек, раманинг элементлари мунта- 

зам, яъни катъий горизонтал ва вертикал булганида, ички 
кучлар куйидагича топилади:

S = R ■ г.

12.5. Х.ИС06ЛАШ НАМ УНАСИ

Умуман ЧЭУ  ЭХ.М га мослашган булгани учун 
конструкцияларни кулда шу усул буйича хисоблаш бошка 
усулларга нисбатан бирмунча мураккабдир., Шунинг учун 
\ам оддий мисолларда усулнинг барча имкониятларини 
тулалигича очиб бериш кийин. Куйида Ч Э У  нинг баъзи 
имкониятларини ва кетма-кетлигини курсатиш максадида 
энг содда мисоллар келтирилган.

Чекли элементлар усули асосида ЭХМ ларга бир неча 
хисоблаш дастурлари яратилган. Бу усул асосида Тошкемт 
архитектура ва курилиш институтининг мутахассиелари



томонидан эластик конструкцияларни х,исоблаш ва опти- 
маллаштириш дастури КРО УС  — IV  яратилган ва ЕС  —  
Э \ М  машиналарига ва шахсий компьютер IB M  га 
мослаштирилган. Бу КРО УС  дастури турли даражада 
мураккабликка эга булган стерженлардан ташкил топган 
конструкцияларни хисоблаш ва лойихалаш имконини 
беради.

I- мисол.
12.4- раем, а да курсатилган раманинг тугунларига 

таъсир этаётган эгувчи моментлардан хосил булган 
тугунлардаги кучишлар аниклансин.

Хисобни асосий система танлашдан бошлаймиз. 
(12.4-раем, б ), тугунлардаги бурчакли кучишлар сони 
3- га, чекли элементлар сони IM  — 4- га тенг. Элементлар 
тартибини рим раками (I, II, ... IV ) билан, номаълум 
кучишларни 1, 2, 3 оркали белгиласак, индекс матрицаси 
{ТТ} куйидаги куринишда булади:

а)

м.
'Сг 6,0

С
4,592" •

EJf -0,М *■

7,62 
Н-

£7,

-1666 -щ .
X vb-6,4?6



\ТТ) =

1 2
2 О
2 3
3 О

Параметр матрицаси хар бир элементнинг бикирлиги- 
ни Eh, узунлигини 1,т ва п оркали XOY укларига боглик- 
ликларини ифодалайди.

Ю к матрицасини {ЮК} ташкил килиш учун тугунларда- 
ги номаълум кучишлар йуналишидан фойдаланилади.

*л . Л m, « 1

Е12 2̂ m2 n2
Eh и m3 пл
E l4 h m4 n4

At.' 8
Ю К  } = M2 = - 1 0

M3 - 1 2

Раманинг бикирлик матрицасини аниклашда {ТТ} 
хамдя {PAR) матрицаларидан фойдаланилади, яъни А? =  
= I IК ! I■ Тенгламалар системасини тузишда эса юк матри­
цаси озод хад сифатида катнашади:

RP = {Ю К }.
Бу ерда II — косинус матрицаси булиб, [PAR] матрицаси- 
дан келтириб чикарилади.

Э Х М  да хисоб аввало хар бир чекли элементнинг 
бикирлик матрицасини R\, R 2 Rs ва R 4 аниклашдан 
бошланиб, сунгра раманинг туташтирилмаган элсментла- 
ри бикирлик матрицаси тузилади.

Умумий туташтирилмаган элементларнинг бикирлик 
матрицалари куйидагича булиб,

R2
К  =



тенгламалар системаси тузилади:
4 EF,

J  !  \ 7  __  \Л  |* " ]  . /2£/\-
Т ~ г '  +  ( т )  2 = 1

2£/, /4£/, 4£/9 4£/3 \ 2£/3

*- +  i- ir  +  n r  + n r ; z* + - r z>
2Е1~ z . , +  f ’ t iz , =  м , .

Тенгламаларни очиб, номаълум Z, кучишларни аник- 
лаймиз;

г, =  -J-2.809; 2 , =  — ^1.619; г3 =  -1.905. .

Буйлама ва кундаланг деформациялар хам худди 
кжорида курсатилгандек хисобга олиниши мумкин.

12.6. ПЛАСТИНАСИМ ОН КО Н СТРУКЦ И ЯЛАРН И  ЧЭУ 
ЁРД АМ И Д А ХИСОБЛАШ

Икки улчамли ясси жисмлар учбурчак ёки туртбурчак 
шаклидаги чекли элементларга булинади. Х,ар бир 
учбурчак ёки туртбурчак чекли элемент хисобланади (12.5, 
12.6- расмлар).

Унинг бажарган ишини такрибий формула оркали 
ифодалаш мумкин. Масалан, учбурчак учларини 1, 2,
3 ракамлари билан белгилаб, шу ракам оркали хар бир 
учбурчакдаги микдорни белгилаб оламиз. Учбурчак 
учларида X ва Y уклари йуналиши буйича и ва v кучишла-



ри содир булиши ёки шу йуналишларда Р  ва Q ташки 
кучлари таъсир килиши мумкин (12.5-раем).

Юкорида кабул килинганидек, (12.4), кучишларни 
ифодаловчи чизикли функциялар киритамиз.

ы =  сц Н-аах +  азу, 1> =  а4 +  а5*+аб«/ (12.20)

а |а 2аз...а4 коэффициентларни шундай олиш керакки, 
учбурчак учларидаги кучишларнинг киймати масаланинг 
шартини ка'ноатлантирсин.

Кучишлар векторини матрица ифодасига келтирсак
z(x> У) — N(x, у)а , (12.21)

бу ерда

г(х, у) = N{x, у) = 1 X у 
О О О

0 0 0
1 *  у а =

а,
а с

а<

Эластиклик назариясидаги Коши формуласи
ди dv ди . dv

Е* = ~дх' ~  ~ду' У~~дх^~~ду'" ( 12.22)

хисобга олинса, деформациялзр куйидаги богланишга эга 
булади:

е,

,V

ди
дх
dv
ду
ди . dv 
ду дх .

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0

а

еки е =  Ва.
(12.23)

(12.24)
Пластина учун Гук конунй 

а =  De
эканлигини хисобга олиб, (12,23) -ни (12.24) га куйсак,

а =  DBa
келиб чикади.



Потенциал энергияни пластинадаги мумкин булган 
кучишлар оркали ифодаси куйидаги куринишга эга

(12.25)

булиб, R* биз кидирган бикирлик матрицасидир.

(12.26)R* =  h ^ D B d x d y .

F

Учбурчак куринишига эга булган чекли элементнинг 
(12.5- раем) бикирлик матрицасининг энг содда куриниши 
куйидагичадир:

6р 0 6fi
О 3(1— ц)0~ ‘ О 

6ц 0
R ' = Eh 

12(1 — ц2)

бу ерда h — пластина калинлиги
р =  Ь/а.

Умуман пластинанинг бикирлик матрицаси
Я  =  П7?*П

куринишда аникланади.
- Пластиналарни хисоблашда чекли элемент турри 

бурчакли туртбурчак куринишида булиши хам мумкин 
(12.6-раем). Бундай холатдаги кучишларни куйидагича 
белгилаймиз:

и = aiUi -f- CL2U2 + аз«з +  сн«4 
v =  aw i +  a.2V2 +  азоз +  cuv4

7



Буни матрица куринишида езамиз:

1и 1 Г ct! О а 2 О а 3 О а 4 О 
v \ [О а) О а 2 О а 3 О а 4

Ораликдаги амалларни ташлаб утилса, чекли пласти- 
нанинг бикирлик матрицаси куйидаги умумий куринишга 
эга булади:

-4.1 в 12 С[3 0.4
В 2 j А 22 ^23 *̂ 24
С3, ^32 ^33 3̂4
0 Ау 4̂2 4̂3 4̂4

Эиг содда квадрат куринишга эга булган чекли 
пластина учун

52,8 12,2а 12,2а -22,8 10,7а 2,8а
Ац = 7,6а2 1,5а2 В 12 = 3,1а2 0

7,5а2 2,4а2

— 7,2а 4,3а 4,3а -22,8 -2 ,8 а  10,7а

£\з — 1,9а2 0 0 ,4 * 2,4а2 0
1,9а2 3,1а2

52,8 — 42,2а 12,2а -22,8 -2 ,8 а 10,7а
А22— 7,6а2 -1 ,5 а2 IIОо

2,4а2 0
7,6а2 3,1а2

— 7,2а 4,3а 4,3а '52,8 — 12,2а — 12,2а
С 24 — 1,9а2 0 А  33-- 7,6а2 1,5а2

1,9а2 7,6а2

-22,8 -10,7а - 2 ,8 а ' 52,8 12,2а — 12,2а
В 34 — 3,1а2 0 А 34 — 7,6а2 — 1,5а2

2,4а2 7,6а2



J  a-e/t |  a-e/2 J
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Юкорида келтирилган учбурчак ва туртбурчак шакли- 
даги чекли элементлар бикирлик матрицалари хар хил 
куриниш ва улчамга эга булган текис юзалик плита — 
пластиналарни хисоблаш учун асос була олади.

Чекли элементнинг хили, уларнинг хисоб жараёнидаги 
кабул килинган сонлари масалани аниклик даражасини 
белгилайди. Берилган конструкция канча куп ч£кли 
элементларга булинса, хисобнинг аниклиги шунча юкори 
булади.

Мисол. Квадрат (12.7-раем) куринишига эга булган, 
шарнирли таянган пластинани текис ёйик куч таъсирига 
хисоблансин.

Берилган мисолнинг асосий системаси 12.7- раем, а да 
курсатилган булиб, пластина симметрик булганлиги учун 
у иккита номаълум кучишга эга: z\ — пластина уртасида- 
ги солкилик, 22 —  чеккадаги бурилин! бурчаги. Демак, 
тенглама куйидаги куринишга эга булади:

Rz + Rp =  0; 2 =  Z| 
i Z2.



Юкоридаги квадрат матрица БМ  дан фойдалансак,

Яп  =  52.8 D/5a2R 12 = R2i =  -21.4D/5a 
R22= 15.2D/5

келиб чикади.
Юк матрицасини тузиш учун текис ёйик ташки кучни 

тугунларга туплаймиз. Бунда юк матрицаси куйидаги 
куринишга келиб.

5 qa4 ' Р
4 D = 4

. 0 О

тенгламалар системасининг ечими

^ *  =  £, =  0,003446^; М _  =  0,0572 ql\

Z2 =  0,00970

бул ади.
Агар берилган пластинани я  =  -̂- деб, туртга бул-

ганда tt̂ max =  Z 1 =  0,003939-~-, Ai =  0,04873(?/2 кийматига 

эга булардик. Бу солкиликнинг аник микдори 1У'тах =  
=  0,004062— , /Wmax =  0,0479^/2 ни инобатга олсак, юко­
ридаги хулоса тасдикланади. Агарда бу пластинани 

а=  деб, тугунлардаги моментларни х,ам

f2иноСатга олиб кисоблаиса, у холда Wmax =  0,004259-^-

булиб, анимик 4,75 фоизга тенг булади.
1Иундай килиб, чекли элемент усули бошка хамма 

усулларга нисбатан узининг универсаллиги, машина- 
боплиги ва самарадорлиги билан ажралиб туради. Бу усул 
куп омилларни хисобга олиш имконини беради. Хозир кенг 
кулланилаётган дастурлар шу усулга асосланган.



12.7. М У РА К К А Б  КОН СТРУКЦ И ЯЛАРН И  СУП ЕР
ЭЛ ЕМ ЕН Т Л А Р  УСУЛИ ЁРДАМ ИДА Х,ИСОБЛДШГА Д О И Р 

ТУШ УНЧАЛАР

Электрон хисоблаш машиналарининг, хусусан, урта 
имкониятли кичик ва микро ЭХМ  ларнинг хотиралари 
чегараланган булгани учун юкори даражада мураккаб 
конструкцияларни хисоблаш имконияти хам чегаралан- 
гандир.

Бундай мураккаб масалаларни ечиш учун «диокопти- 
ка» усулидан, яъни мураккаб конструкцияларнн содда 
булакларга булиш усулидан фойдаланиш максадга муво- 
фикдир. Хисобнинг бу йули с у п е р  э л е м е н т  у с у л и  деб 
юритилади. Бу усулга кура мураккаб статик ноаник 
конструкция соддарок ноаник конструкцияларга ажра- 
тилади.

Супер элемент усулининг хисоблаш коидаси кжорида 
куриб утилган Ч Э У  га ухшашдир, бу ерда чекли элемент 
урнига супер элемент, яъни содда статик ноаник элемент 
кабул килинади.

Супер элемент усулининг математик талкини куйидаги­
ча булиши мумкин:

[/?] { Д|={ Р) (12.27)
Бу ерда {А}, { Р\ — кучиш ва куч матрицалари.

Конструкциянинг бикирлик матрицаси [#] ни блок 
матрицаси куринишида ёзамиз:

К и Kin 
Kni К пп1

Бу ерда: Ки, Кпп — супер элементларнинг хусусий би- 
кирликларини ифодаловчи матрица* 
лар;

Kin, Kni — элементларнинг узаро муносаба- 
тини ифодаловчи бикирлик матрица­
лари.

Агарда умумий тенгламани соддарок куринишда ёзсак: 

[ K J K I + I K J I  **} =  {/>} (12-29)
келиб чикади.

Бу ерда Д,- — супер элементларнинг туташган нукта- 
ларидаги кучишлар матрицаси;

Д „—  конструкция тугунларидаги ташки ку­
чишлар матрицаси.

[/?] = (12.28)



Уларни аниклаш учун куйидаги амалларни бажариш 
кифоя:

{А, } = ( [ * „ ] -  [ K J  [Kanr l [KJ)  ( { P j -  [ K J  [ K J ~ l{Pn}) 

{ \ } = ( [ к пп\ -  [k j  [Ku] - ' [ K j )  ([pn} -  [k j  ( / y - ’fpj)
(12.30)

Агарда куйидаги белгилашлар киритилса:

[k j  [/c j- 'tp j 

{я ; }= {я л — [к м ]- '{р я} (12.31)

у холда супер элемент усулининг хусусий тенгламаси келиб 
чикади:

[ С Л А Л И  О ;
[ К 'П А .М Я ; }  (12.32)

Куриниб турибдики, иккита тенгламанинг тартиби 
умумий тенглама (12.27) дан анча кам булиб, Д,- ва Д„ 
кучишларни алохида, бир-бирига богланмаган холда 
аниклаш имконини беради.

, Шундай килиб, супер элемент - бу бикнрлиги аник 
булган кичик система булиб, берилган мураккаб система­
нинг таркибий кисми хисобланади.

Супер элемент усулининг хисоблаш тартиби куйидаги-
ча:

1. Берилган конструкцияни супер элемент усулига мос 
булакларга булувчи хисоблаш тархи танланади.

2. Кабул килинган хисоблаш тархига дойр системани 
бир чеккадан содда супер элемент (С Э Л ) ларга булинади.

3. Икки хил кучишларга дойр тенгламалар тизими 
тузилади ва ечилади.

4. Топилган ички Д,- ва ташки Ап кучишлар оркали ички 
кучлар аникланади:

{ 5 } '= [ / ( Л Л Г
Бу ерда

{АУ‘ =  С {А У  = С ( [К п]р‘) - 11Р\Р‘



Матрица С — бирлаштириш матрицаси булиб, кон­
струкция элементларининг ;$/заро богланишларини ифода- 
лайди.

Супер элемент усули машинабоп усул булиб, энг 
мураккаб конструкцияларни ЭХМда хисоблаш имконини 
беради. Бу усул куйидаги имкониятларга эга:

— хар хил конструкциядан (ферма, рама, арка ва
б ) ташкил топган мураккаб иморат ва иншоотларни 
хисоблаш;

— устуворлик, мустахкамлик ва динамика масалала- 
рини хал килиш;

— конструкциянинг узига хос хусусиятларини, чи- 
зиксиз деформацияларни ва'бошка омилларни инобатга 
олиш;

— ер ости ва устидаги конструкцияларнинг бирга 
ишлашини инобатга олиш;

— хар хил мураккабликдаги конструкцияларнинг 
чидамлилигини аниклаш;

— конструкция параметрларининг энг макбул —  опти- 
мал ечимларини топиш;

Умуман супер элемент усули кеМа, тайёра ва космик 
кемалар каби жуда мураккаб конструкцияларни хисоб- 
лашда кенг кулланилади.

13-боб 
С Т Е Р Ж Е Н Л И  С И С Т Е М А Л А Р Н И Н Г  У С Т У В О Р Л И Г И

.13.1. АСОСИЙ ТУШ УНЧАЛАР

Устуворлик деганда, иншоотнинг ташки кучлар таъси­
рида узининг дастлабки холатини ёки деформациясининг 
дастлабки шаклини саклаб туриш хоссаси тушунилади.

Иншоотларнинг устуворлиги хам мустахкамлиги синга* 
ри ташки кучларнинг микдорига боглик. Куч маълум 
микдорга етгунча иншоот узининг устувор холатини ёки 
деформациясининг дастлабки шаклини саклаб туради. Куч 
маълум микдордан ошганда, иншоотнинг устуворлиги 
бузилади, яъни дастлабки холити ёки деформация шакли 
узгаради. .

Фикримизни мисоллар ёрдамида равшанлаштирамиз. 
13.1- расмда ботик, кабарик ва текис сиртга урнатилган 
огир шарча тасвирланган. Агар шарчани бироз огдириб, 
сунг уз холига куйсак, куйидаги вазият юзага келади: 
биринчи холда шарча узининг дастлабки холатига кайтиб



S) H i  I)

13.1 - p а с м

келади. Унинг бу холати у с т у в о р  м у в о з а н а т  холати 
деб аталади. Бу холда шарча энг кичик потенциал 
энергияга эга булади. Иккинчи холда шарча дастлабки 
холатига кайтмайди. Бу хол н о у с т у в о р  м у в о з а н а т  
холагига киради. Бунда шарчанинг потенциал энергияси 
энг катта кийматга эга булади. Учинчи холда шарча 
озгина юриб тухтайди, дастлабки холатига кайтмайди. 
Бундай холат б е ф а р к  м у в о з а н а т  деб юритилади. 
Бунда потенциал энергия узгармас булади.

Келтирилган мисол каттик жисм холатининг усту- 
ворли гига дойр. Биз бу мисол ёрдамида устувор, ноустувор 
ва бефарк мувозанатлар кандай булишини билиб олдик. 
Энди мана шу вазиятлар эластик системаларда кай тарика 
содир булишини куриб утайлик.

Маълумки, ташки кучлар таъсирида эластик система­
ларда эластик деформациялар хосил булади. Ташки 
кучларнинг микдори орта бориб, маълум кийматга 
етганда, деформация шакли ноустувор булиб колади; 
бошкача килиб айтганда, ташки кучларнинг маълум 
кийматида эластик системанинг дастлабки деформация 
шакли уз устуворлигини йукотади. Система устуворлиги 
йуколганда, ташки ва ички кучлар орасидаги мувозанат 
хам бузилади.

Устувор ва ноустувор холат орасидаги чегара система­
нинг б е ф а р к  х о л а т и  деб аталади.

Устувор мувозанат холатидаги системани кичик масо­
фага огдирилса, огдирувчи сабаб йуколгач, система 
дастлабки холатига кайтади. Ноустувор мувозанатда 
кушимча юк куйилмаса хам деформация давом этади. 
Бефарк мувозанатда эса система огганича колаверади.

Амалда устуворлик бузилиши (йуколиши) нинг икки 
тури мавжуд. Устуворлик бузилишининг биринчи турида, 
яъни куч аста ортиб борганда, деформациннинг дастлабки 
шакли йуколиб, унинг ^рннга янги шакли хосил булади ва 
ривожланиб боради.



Деформацияни бир шакллан 
иккинчи шаклга утказувчи куч 
к р и т и к  к у ч 1 деб аталади, 

Устуворлик бузилишининг би­
ринчи турига мисол келтирамиз 
(13.2-раем). Агар P<Pkp  булса, 
устун тугри чизикли холатини 
саклайди. Мувозанатнинг бу ку- 
риниши устувор мувозанат сана- 
лади. Агар устунни тугри чизикли 
холатидан чикарилса (масалан, 
озгина туртки берилса), стержень 
тебрана бошлайди ва ички кучлар­
нинг каршилиги туфайли яна да- 
стлабки тугри чизикли холати- 
га кайтади.

Сикувчи куч Р  нинг киймати орта бориб, критик 
кийматга етганда мувозанатнинг тугри чизикли шакли 
ноустувор булиб колади. Кучнинг бу кийматида берилган 
озгина туртки устунда деформациянинг янги шаклини — 
эгилиш деформациясини хосил килади.

P  = PkP булганда, устуннинг тугри чизикли деформаци- 
яси ноустувор, эгри чизикли деформацияси эса устувор 
булади. Кучнинг киймати критик кийматдан яна бироз 
ошеа, эгилиш деформацияси тез усиб бориб, устун 
бутунлай ишдан чикади.

Устуворликнинг бузшшши (йуколиши)нинг иккинчи 
турини куриб утамиз. Устуворлик бузилишининг иккинчи 
турида деформациянинг янги шакли пайдо булмай, 
дастлабки деформация кескин равишда усиб боради 
(13.3- раем, а).

Маълум чегарада С шарнирга куйилган Р  кучининг 
ортиши билан солкилик ус хам мос равишда ортиб боради. 
Бунда ташки ва ички кучлар орасидаги мувозанат 
сакланади. Бирок бу жараён давомида шундай холат 
вужудга келадики, бунда ташки куч Р  нинг киймати 
ортмаса хам солкилик ус ортиб бораверади (13.3- 
расм,б). Деформациянинг узлуксиз равишда усиб бориши- 
га олиб келувчи узгармас куч к р и т и к  к у ч  деб аталади. 
P  =  Pkp булганда, ташки ва ички кучлар орасидаги 
мувозанат ноустувор булади. Р >  булганда, мувозанат

1 Критик куч - танг холатни вужудга келтирувчн куч.
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умуман мавжуд булмайди. Бу ходиса устуворлик бузили- 
шининг и к к и н ч и  т у р и  деб аталади.

Иншоотларни устуворликка хисоблашда баъзи чекла- 
нишлар ва фаразларга йул куйилади. Масалан, рамаларни 
хисоблашда система мутлактурри чизикли стерженлардан 
ташкил топтан деб фараз этилади.

Устуворлик бузилганда стержендаги силжиш ва буйла- 
ма деформааиялар хисобга олинмай, факат эгилиш 
деформацияси текширилади. Бунда стержень эгилган 
укининг куйидаги такрибий дифференциал тенгламасидан 
фойдаланилади:

E ly "  =  — Мх.
Вахоланки, дифференциал тенгламанинг аник ифодаси 

куйидаги куринишга эга:

Е1-n + («/')¥/2 - м ,

Икки учи шарнирли махкамланган стерженнинг усту­
ворлиги масаласини биринчи булиб 1744 йилда Леонард 
Эйлер хал этган. Уша даврлардан буён иншоотлар 
устуворлиги масаласи ривожлана бориб, хозирги даврда 
курилиш механикасининг катта сохасига айланди.

Критик кучларни аниклашда статик, динамик ва 
энергетик деб аталувчи асосий усуллар кулланилмокда.

С т а т и к  у с у л  замирида стерженли системанинг 
устуворлиги йуколгандан кейинги деформацияланган 
холати ётади, яъни стерженнинг эгилган холати учун 
мувозанат тенгламалари тузилади ва улардан системани 
шу холатда ушлаб тура оладиган кучнинг киймати 
аникланади. Бу куч критик куч булади.

Д и н а м и к  у с у л г а  кура берилган система учун 
хусусий тебраниш тенгламаси тузилади ва бу тенгламадан



хусусий тебранишлар частотаси нолга тенглиги шартидан 
фойдаланиб, критик кучнинг киймати аникланади.

Э н е р г е т и к  у с у л  Дирихле коидасига асосланади. 
Бу коидага биноан устувор мувозанат холатида система­
нинг потенциал энергияси П минимал кийматга эга булади, 
бефарк мувозанат холатида эса потенциал энергиянинг 
икки кушни кийматлари орасидаги фарк ЛП нолга тенг 
булади:

ДП= Ди — Д£ =  0,
бу ерда и — ички кучлар потенциал энергияси;

Е — ташки кучлар потенциал энергияси.
Бундан Д* =  ДЕ  келиб чикади.

Бу коидага асосланиб системалар учун аник тенглама­
лар тузилади ва улардан критик кучнинг киймати 
аникланади.

Иншоотга таъсир этувчи юк орта бориб, узининг критик 
кийматига эришганда, иншоотда танг (критик) холат 
вужудга келади, юк яна бироз оширилса, иншоот бутунлай 
ишдан чикади (бузилади). Тарихда сикилган стерженлар 
устуворлигининг й^колиши окибатида иншоотларнинг 
кулаб тушиш холати куп учрайди. Масалан, 1907 йили 
АК,Шнинг, Шимолий Лаврентия дарёсига курилган металл 
куприк кулаб тушиб, 74 киши халок булган. Бу  фожиага 
сикилишга ишлайдиган стерженлар устуворлигининг 
нотугри хисобланганлиги сабаб булган.

.Ш унга ухшаш фалокат 1891 йили, Швейцарияда руй 
берган, 12 вагонли пассажир поезди куприкдан ута- 
ётганда, куприк босиб колган. Фалокат натижасида 
74 киши улиб, 200 киши тан жарохати олган. Куприк 
фермасининг сикилувчи ховонларидан бирининг усту- 
ворлигини йуколиши куприкни халокатга олиб келган.

Бинокорлик ва куприксозлик тарихида бунга ухшаш 
мнсоллар оз эмас. Бирок иншоотлар устуворлиги масала- 
сини турри хал этилиши инсонлар учун накадар катта 
ахамиятга эга эканлиги юкоридаги икки мисолдан яккол 
куриниб турибди.

13.2. С И КИ Л ГА Н  С Т ЕРЖ ЕН Л А Р УЧУН 
Э Й Л Е Р  ФОРМ УЛАСИ

Икки учи шарнирли махкамланган стерженга марказий 
Р  кучи кУйилган (13.4- раем). Сикувчи кучнинг киймати 
Pkp дан кичик булса, стержень бирдан-бир тугри чизикли



мувозанат шаклига эга булади. P  =  Pkp 
булганда, стержень икки хил: тугри чизик- 
ли ва эгри чизикли мувозанат шаклига 
эга. Бунда тугри чизикли мувозанат — 
ноустувор, эгри чизиклиси — устувор 
хисобланади. Критик кучни аниклаш учун 
солкиликнинг дифференциал тенгламаси* 
дан фойдаланамиэ:

Ы ти # "= - М »  (13.1)
бу ерда х — стержендаги ихтиёрий нук- 
танинг координати;

у — шу нуктанинг солкилиги;
Е — эластиклик модули;
7min — стержень кундаланг кесимининг 

минимал инерция моменти;
£/mm — стерженнинг эгилишга булган 

минимал бикирлиги;
М — ташки кучлар эгувчи моменти. 
Бизнинг холда Мх — Яу 

Моментнинг кийматини (13.1) га куямиз
М . р

у  - - EJ,
Куйидаги белгилаиши кабул килсак:

jP

13.4- р а е м

а =  — (13.2)

тенглама ихчамлашади
у "  + а2у =  0. (13.3)

Мазкур тенгламанинг ечими куйидаги куринишга эга: 
у — A sinax -J- flcosa*.

Ихтиёрий узгармаслар А ва В  куйидаги чегаравий 
шартлардан топилади: х =  0 булганда, у — 0 хамда х =  1 
булганда, у =  0.

Биринчи шартдан В — О келиб чикади. Бинобарин 
стержень эгилган укининг тенгламаси куйидаги кури- 
нишни олади:

y =  As\nax. (13.4)

Демак, стержень синусоида шаклида эгилар экан.



Иккинчи шартдан Asinal — 0 хосил булади. Бу шарт 
куйидаги икки холга тугри келади:

1) А= 0, бунда стержень згилмайди, чунки (13.4) га 
биноан барча кесимлардаги солкилик нолга тенг.

2) sina/ =  0, бундан а/ =  л; 2я; ...пл эканлиги келиб 
чикади.

Натижада а I нинг бу кийматлари хамда (13.2) ифода 
асосида критик кучларни аниклаш учун куйидаги катор 
формулаларга эга буламиз:

Критик кучнинг хар бир Киймати узининг эгилиш 
шаклига эга. Биринчи холда стержень синусоиданинг 
битта ярим тулкини буйлаб, иккинчи холда иккита ярим 
тулкин буйлаб эгилади ва хоказо (13.5-раем).

Амалда критик кучларнинг энг кичиги (биринчиси) 
кулланилади, колганлари факат назарий ахамиятга эга:

Бу формула уз муаллифн номи билан — Э й л е р  
ф о р м у л а с и  деб аталади.

Р ______ _Г 'Ьр ~  <2

Р ____nkp л

(13.5)

\'V

р\̂,9= A sift j r



Дсмак, критик куч стерженнинг бикирлигига тугри 
пропорционал, стержень узунлиги квадратига тескари 
пропорционал.

Критик холатдаги стерженнинг эгилиши тусатдан 
содир булади, шунинг учун хам унинг олдини олиш кийин. 
Чузилган стерженларнинг узилишини олдиндан пайкаса 
булади, бирок сикилган стерженнинг устуворлиги йуколи- 
шини олдиндан. илгаб булмайди. Унинг хавфли томони хам 
айнан шундан иборат.

Эгилган ук тенгламаси (13.4) даги ихтиёрий узгармас 
А нинг физик мохиятини аниклаш учун тенгламага
а== у  ва х= ~ кийматларни куямиз. Бунда sin90— 1 ва

Утах= к  келиб чикади. Демак, А стерженнинг уртасидаги 
солкилик экан.

Агар критик куч Ркр ни стерженнинг кундаланг кесим 
юзаси F  га булсак, устуворлик йуколадиган даражадаги 
критик кучланиш келиб чикади:

^кр л  ^ ^ m in  л  ^ 'm in

/ Р~  F ~~ fF  ~  I2 ' 
бу ерда r2min =  - ^ -  кесимнинг минимал инерция радиуси-

нинг квадрати.
—— деб белгиласак (буни стерженнинг эгилувчан-
rmin

лиги деб аталади), критик кучланиш формуласи куйидаги 
куринишга келади: Л С

. Шуни назарда тутиш керакки, Эйлер формуласини
чикараётганда кучланиш пропорционаллик чегараси о„
дан ортиб кетмайди, деб кабул килинган, акс холда
эгилган ук эластик чизик б^лмас эди.

. Шундай килиб, Эйлер формуласи куйидаги чегарада
кулланиши мумкин: 2

я  Е ___

Бу формуладан стержень эгилувчанлигининг чегаравий 
киймагини аниклаш мумкин:

- У ?



М и с о л .  Ст.З маркали пулат учун. £ =  2,1 • 106 кгк/см2, 
пропорционаллик чсгараси а„=2000 кгк/см2. Бу киймат- 
ларни формулага куйиб, эгилувчанликни аниклаймиз:

-Vs]4 -2)00000
2000 =  100.

Ст. 5 маркали пулат учун.А, =  90 булади.
Егоч учун £=100000 кгк/см2 ва оя=175 кгк/см2. 
Бинобарин ёгоч стерженлар учун чегаравий эги- 

лувчанлик куйидаги кийматга тенг булади:

К = Vs14 ' I00000
175 =  75.

. Шундай килиб, эгилувчанлик пулат стерженлар учун 
100 дан, ёгоч стерженлар учун 75 дан кам булмаса, Эйлер 
формуласидан фойдаланиш мумкин.

Уртача ва кичнк эгилувчанликка эга булган стержен­
лар учун, яъни эластиклик чегарасидан ташкарида 
ишлайдиган стерженлар учун олимлар тажрибал^р асоси­
да критик к.учни аниклайдиган катор формулалар таклиф 
этганлар.

Критик кучланиш Okp ни топадиган формулами чизмада 
тасвирласак (13.6- раем), эластиклик чегарасида ишловчи 
еикилган стерженларнинг критик кучланишларини аник­
лаш имкониятига эга б^ламиз.

Расмда эгилувчанлиги 100 булган стерженлар учун 
Эйлер эгри чизиги 1 ракнмли туташ чизик билан берилган.

Эгилувчанлик X<Z 100 булган 
Холларни узида акс эттирган 
пунктир чизик тугри натижа 
бермайди. Шунинг учун хам 
уртача ва кичик эгилувчан­
ликка эга булган пулат стер- 
женларла критик кучланиш- 
ларни аниклаш учун бир 
катор тажрибалар асосида 
(расмда 2 раками билан 
белгиланган) ёрдамчи эгри 
чизик утказилган. Бу чизик 
Эйлер эгри чизигининг узвий 

13.6- раем да ном и сифатида акс этган.

ь
2400 
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13.3. УЧЛ АРИ  ТУРЛИЧА М АХ.КАМ ЛАНГАН С Т ЕРЖ ЕН Л А Р  
УЧУН КРИ ТИ К КУЧ ИФОДАСИ

Курилиш конструкцияларида стержень учларини мах- 
камлаш (бириктириш) нинг 13.7-расмда тасвнрланган 
турт тури кснг кулланилади. Олдинги параграфда икки учи 
шарнирли бириктирилган стержень, учун критик кучни 
аниклаб, бунда чегаравий шартларни танлашда стержень 
учларининг бириктирнлиш тури мухим роль уйнашининг 
гувохи булдик. Агар уша усулда колган схемалар учун хам 
критик кучларни аникласак, тузилиши жихатидан умумий 
булган куйидаги формулага эга буламиз:

Т$фт хил схема учун чикарилган критик куч ифодалари 
бир-биридан тузатувчи коэффициент т  билан фарк килиб, 
биринчи схема учун т =  1, иккинчиси учун т =  1/4, учин- 
чиси учун т  =  2 ва туртинчи схема учун т  =  4.

Формула шаклини узгартирамиз:

дейилади. Буни формулага куйсак, Эйлер формуласининг 
дастлабки куринишига эга буламиз.

— = /0— стерженнинг келтирилган (эркин) узунлигит

777Я730'
т-г т-2

7777?
т-4

\



Келтирилган узунликлар турттала хол учун куйидаги 
кийматларга эга:

биринчи хол L = — £=-=—7f = / ;\/m у I

иккинчи хол /0= —]=-=— 7= ^= 2/;У т
V T

учинчи хол /0= —~ = —5=-ййО,7/;У т  у2

т^-ртинчи хол /0 — —^ = —^=0,5/.
yjm у  4

13.4. С И КИ Л ГА Н  С Т ЕРЖ ЕН Л А РН И  АМ АЛИ Й Х.ИСОБЛАШ

Сикилишга ишлайдиган пулат стерженлар икки са* 
бабга кура ишдан чикади: биринчидан, материалдаги 
кучланиш а окиш чегарасиаг га етганда мустахкамлик 
бузилади; иккинчидан, материалдаги кучланиш критик 
киймат оьр га етганда устуворлик йуколади. Хар иккала 
сабаб стерженнинг ишдан чикишига олиб келади., Шунга 
к^ра сикилган стерженларнинг хисобий чегаравий юк 
кутариш кобилияти куйидаги икки шарт буйича ифодала- 
нади:

а) мустахкамлик шарти о ^ сгг;
б) устуворлик'шарти а*р.
Критик кучланиш а*р окиш чегараси а г дан кичик 

булганлиги сабабли, уларни бирдан кичик булган мослаш- 
тирувчи коэффициент ф| ёрдамида ^заро борлаш мумкин: 
Оьр =  от<р\. Бунда устуворлик шарти куйидаги куринишни 
олади:

О̂ ф,.
КуриЛиш нормаларида окиш чегарасининг энг кичик 

микдори сифатида хисобий каршилик R кулланишини 
эътиборга олсак, юкоридаги шарт куйидаги куринишда 
ёзилади:

а < # Ф „  бу ерда ф ,=  — .ат
Реал конструкцияларда сикувчи кучларнинг аник 

маркази булмайди, улар хамма вакт маълум елкага эга 
булади, бу эса критик кучланишнинг камайишига олиб



келадн. Буни эътиборга олиб, нормаларда яна бир 
коэффициент киритилган:

о
Ф2 =

*р

бу ерда о\р— тасодифий елка «е» оркали куйилган си-
кувчи кучдан хосил булган критик кучланиш. Унинг 
киймати назарий ёки тажриба йули билан аникланади.

Натижада буйлама эгилиш коэффициенти куйидаги 
куринишни олади:

__ __ ' акр а кр __~ пкр
Ф2— ат * ^  — ат ■

Шуидай килиб, сикилган стерженларнинг устуворлик 
шарти куйидаги формула билан ифодаланади:

бу ерда Р  — хисобий сикувчи куч;
F  — стерженнинг кундаланг юзаси;
R — материалнинг сикилишга булган хисобий 

каршилиги.
Металл конструкцияларида кулланиладиган пулатнинг 

турли маркалари учун буйлама эгилиш коэффициенти 
Ф нинг киймати эгилувчанлик к га боглик холда 
13.1-жадвалда берилган.

Темир-бетон, ёгоч, гишт каби бошка материаллар 
учун хам ф коэффициенти хисоблаб чикилган.

Стерженли системаларни устуворликка хисоблашда уч 
масала хал этилади:

1) агар /?, ф, F  маълум булса, сикилган стерженнинг юк 
кутариш кобилияти аникланади;

2) агар Р, F, R, ф маълум булса, стерженнинг 
устуворлиги текши рил ади; о =  Р /F  ̂  R(p\

3) агар Р, R, ф маълум булса, стерженнинг кундаланг 
кесим юзаси аникланади F^P/R(p.

Юкорида айтиб утилгандек, ф коэффициенти жадвал- 
дан эгилувчанлик к оркали топилади. к нинг узи эса кесим 
юзаси F ва инерция моменти / га боглик микдордир:



X

о
10
20

30
40
50
60
70
80
90
100

НО
120

130
140
150
160
170
180
190
200

210

220

Маркаэий сикилган стерженлар учун 
бфйлама агнлнш коэффициентлари

Турли маркали п^лат элементлар учун <р нинг 
кийматлари

Ст. 3 ва 
Ст. 4 Ст. 5

14Г2, 15ТС 
10Г2С, 
10Г2СД 
15ХСНД

10 ХСНД

1,00 1,00 1,00 1,00
0,99 0,98 0,98 0,98
0,97 0,96 0,95 0,95
0,95 0,93 0,92 0,92
0,92 0,89 0,89 0,88
0,89 0,85 0,84 0,82
0,86 0,80 0,78 0,77
0,81 0,74 0,71 0,68
0,75 0,67 0,63 0,59
0,69 0,69 0,54 0,50
0,60 0,50 0,46 0,43
0,52 0,43 0,39 0,36
0,45 0,37 0,33 0,31
0,40 0,32 0,29 0,27
0,36 0,28 0,25 0,23
0,32 0,25 0,23 0,20
0,29 0,23 0,21 0,18
0,26 0,21 0,19 0,16
0,23 0,19 0,17 0,14
0,21 0,17 0,15 0,12
0,19 0,15 0,13 0,11
0,17 0,14 0,12 0,10
0,16 0,13 0,11 0,09



Шу боисдан изланаётган юзани аниклашдан илгари 
бирор юзани тусмоллаб кабул килинади хамда шу юза 
буйича Я ва ф тоиилади, сунгра кабул килинган юза шарт 
буйича текширилади. Агар шарт каноатлантирилса, уша 
юза колдирилади, каноатлантирилмаса, шу жараён яна 
такрорланади.

Металл конструкцияларини хнсоблашда купинча ф ко­
эффициенты аввал тусмоллаб танланади, кейин юза 
аникланади ва шарт буйича текширилади.

Элементнинг кундаланг кесимини танлашда мустах- 
камлик шарти билан бир каторда бикирлик шартини хам 
каноатлантириш талаб этилади. Ш у муносабат билан 
курилиш конструкцияларининг турли элементлари учун 
чегаравий эгилувчанликлар белгиланган. Масалан, ферма- 
нинг ховонлари, устунчалари ва асосий устунлар учун 
рухсат этилган энг юкори эгилувчанлик А ,» =  120. 
Ферманинг бошка элементлари ва иккинчи даража* 
ли устунлар учун чегаравий эгилувчанлик Х =  150. Металл 
конструкцияларининг колган элементлари учун Х. =  200.

13.5. С И КИ Л ГА Н  С Т ЕРЖ ЕН Л А РД А  Б И Р Л И К  КУЧИ Ш Д АН  
ХОСИЛ БУЛГАН  РЕА КЦ И Я Л А РН И  АН И КЛ АШ

Бундан кейинги параграфда рамалар устуворлиги- 
ни хисоблашда кучишлар усулининг татбикини куриб 
утамиз. Туккизинчи бобда танишиб утганимиздек, статик 
ноаник системаларни бу усулда хисоблаганда, кушимча 
равишда киритилган богланишларда бирлик кучишлар 
натижасида вужудга келадиган реакцияларни аниклай 
билиш талаб этилади. Куйида ана шундай реакциялар 
аникланади.

Бу масалани х.ал этишда хам солкиликнинг такрибий 
дифференциал тенгламасидан фойдаланамиз:

E J y " = - M x.

Бир учи мустахкам, иккинчи учи шарнирли бирикти- 
рилган стерженни куриб утамиз. 13.8-расмда тасвирлан- 
ган хол учун таянч реакцияларини аниклаб, эгувчи момент 
М эпюрасинн курамиз.

Агар горизонтал реакция кучи И маЪлум булса, 
а таянчини бир бирликка буришдан хосил булган реактив 
момент



булар эди. Бирок, Н нинг узи 
номаълум. Эндиги вазифа унинг 
Кийматини топишдан иборат.

Элементнинг исталган кеси- 
мидаги эгувчи момент

Mx = Hx+Ny.

Ишорага изох: у уки чапга 
йуналган, стерженнинг каба- 
рири укнинг мусбат томонига 
караган.. Шунинг учун Нх мус­
бат олинди. Иккинчи хаднинг 
мусбат олинишига сабаб, буй- 

лама куч N  стерженни сикади. Сикса мусбат, чузса, 
манфий олинади.

, Ш у кесим учун солкиликнинг дифференциал тенглама- 
си куйидагича булади:

E J y " = - {H x  + Ny),
ёки 

2 Nсс =~£j- эканлигини эътиборга олсак,

(13.7)

келиб чикади. Бу тенгламанинг ечими куйидаги куринишга 
эга:

у = As'max -\-Bcosax И
a 'E J

- х . 13.8)

А ва В  узгармаслари чегаравий шартлардан топилади: 
х =  0; у =  0 булса, В  =  0 булади. х = 1 булса, у =  0 ва

н-1 ]
а  гЕ 1 sina/

булади.
Натижада стержень эгилган укининг тенгламаси 

куйидаги куринишга келади:
Ht sinax Н х  __ HI / s\nax jc_\

a?£ j sina l  a 2£/ — a 2£/ \ s\nal I ) '



V 4>i(V) Ф а00 ФзОО 9<(V) niOO Л2(V)

0,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0.2 0,9973 0,9980 1,0009 0,9992 0,9840 0,9959
0.4 0,9895 0,9945 1,0026 0,9973 0,9326 0,9840
0,6 0,9856 0,9881 1,0061 0,9941 0,8557 0,9641
0,8 0,9566 0,9787 1,0111 0,9895 0,7432 0,9362
1,00 0,9313 0,9662 1,0172 0,9832 0,5980 0,8999
1,10 0,9164 0,95,90 1,0209 0,9798 0,5131 0,8789
1,2 0,8998 0,9511. 1,0251 0,9751 0,4198 0,8557
1.3 0,8814 0,9424 1,0298 0,9715 0,3181 0,8307
1,4 0,8613 0,9329 1,0348 0,9669 0,2080 0,8035
1.5 0,8393 0,9226 1,0403 0,9619 0,0893 0,7743
1,6 0,8153 0,9116 1,0463 0,9566 —0,0380 0,7432
1,7 0,7891 0,8998 1,0529 0,9509 —0,1742 0,7100
1,8 0,7609 0,8871 1,0600 0,9448 -0,3191 0,6747

1,9 0,7297 0,8735 1,0676 0,9382 —0,4736 0,6374
2,9 0,6961 0,8590 1,0760 0,9313 —0,6372 0,5980

2,1 0,6597 0,8437 1,0805 0,9240 -0,8103 0,5565
2.2 0,6202 0,8273 1,0946 0,9164 -0,9931 0,5131
2,3 0,5772 0,8099 1,1050 0,9083 -1,1861 0,4675
2.4 0,5304 0,7915 1,1164 0,8998 -1,3895 0,4198
2,5 0,4793 0,7720 1,1286 0,8909 — 1,6040 0,3701
2,6 0,4234 0,7531 1,1417 0,8814 -1,8299 0,3181
2,7 0,3621 0,7294 1,1559 0,8716 —2,0679 0,2641
2,8 0,2944 0,7064 1,1712 0,8613 -2,3189 0,2080
2,9 0,2195 0,6819 1,1878 0,8506 -2,5838 0,1498
3,0 0,1361 0,6560 1,2057 0,8393 -2,8639 0,0893

3,1 0,0424 0,6287 1,2252 0,8275 — 3,1609 0,0207
3,2 -0,0635 0,5997 1,2463 0,8153 —3,4768 —0,0380

3,3 -0,1847 0,5991 1,2691 0,8024 —3,8147 -0,1051
3,4 —0,3248 0,5366 1,2940 0,7891 —4,1781 —0,1742

3,5 —0,4894 0,5021 1,3212 0,7751 —4,5727 — 0,2457



V Vi(V) «Р2(V) ФзОО Ф4(V) TiatV)

3,6 —6,6862 0,4656 1,3508 0,7609 —5,0062 -0,3191

3,7 —0,0270 0,4256 1,3834 0,7457 —5,4903 -0,3951
3,8 -1,2303 0,3850 1,4191 0,7297 —6,0436 -0,4736*

3,9 -1,6268 0,3407 1,4584 0,7133 -6,6968 -0,5542

4,0 -2,1726 0,2933 1,5018 0,6961 -7,5058 -0,6372

4,1 -2,9806 0,2424 1,5501 0,6783 —8,5836 -0,7225

4,2 -4,3155 0,1877 1,6036 0,6597 — 10,196 -0,8103

4,3 -6,9949 0,1288 1,6637 0,6404 -13,158 —0,9004

4,4 — 15,330 0,0648 1,7310 0,6202 -27,781 —0,9931

4,5 227,80 —0,0048 1,8070 0,5991 221,05 -1,0884
4.6 14,669 —0,0808 1,8933 0,5772 7,6160 -1,1861

4,7 7,8185 -0,1646 1,9919 0,5543 0,4553 -1,2865
4,8 5,4020 —0,2572 2,1056 0,5304 -2,2777 -1,3895
4,9 4,1463 — 0,3612 2,2377 0,5054 —3,8570 -1,4954
5,0 3,3615 — 0,4772 2,3924 0,4793 —4,9718 -1,6040

5,1 2,8130 —0,6100 2,5757 0,4520 -5,8570 -1,7155
5,2 2,3986 —0,7630 2,7961 0,4234 —6,6147 -1,8299

5,3 2,0668 —0,9423 3,0648 0,3935 -7,2965 -1,9473
5,4 1,7884 — 1,1563 3,3989 0,3621 —7,9316 —2,0679

5,5 1,5455 — 0,4181 3,8234 0,3291 —8,5379 -2,1917
5,6 1,3265 —0,748! 4,3794 0,2944 -9,1268 -2,3189
5.7 1,1235 -2,1804 5,1346 0,2580 —9,7056 -2,4495
5,8 0,9302 — 2,7777 0,2140 0,2195 -10,283 —2,5838
5,9 0,7421 — 3,6678 7,8726 0,1790 — 10,863 -2,7218

6,0 0,5551 — 5,1589 10,727 0,1361 — 11,445 -2,8639

6,1 0,3659 —8,2355 16,739 0,0906 — 12,033 -3,0102
6,2 0,1700 — 18,591 37,308 0,0424 -12,643 —3,1609
2,0 0,0000 — — 0,0000 '— 13,033 -3,2898



Рамаларни устуворликка хисоблашда кучлар ёки 
кучишлар усулидан фойдаланилади. Булардан кейингиси 
узининг кулайлиги ва соддалиги билан бошка усуллар- 
дан ажралиб туради. Куйида рамалар устуворлигини хи* 
соблашда кучишлар усулидан фойдаланишни куриб чи- 
камиз.

Аввало бинокорликда кенг таркалган турри чизикли 
стерженлардан ташкил топтан раманинг тугунларига буй­
лама кучлар куйилган холии куриб утамиз. Кучларнинг 
критик кийматида рамада критик (танг) холат вужудга 
келади. Бунда раманинг тугри чизикли мувозанати 
ноусгувор ва эгри чизикли мувозанати устувор булиб 
колади. Хисобни соддалаштириш максадида стерженлар- 
даги буйлама деформацияларни эътиборга олмаймиз.

Раманинг асосий системаси аввалгисидан, яъни мус- 
тахкамликка хисоблашдаги схемадан фарк килмайди.

Каноник тенгламалар тизими раманинг деформация- 
ланган холати учун тузилади. Тугунларга куйилган ташки 
кучлар асосий системага киритилган кушимча богла- 
нишларда хеч кандай реакция уйготмайди, шунинг учун 
хам тенгламалар бир жинсли булади:

Z\ г n +  ZjT l2+...-(-Znr|„ =  0;
Zir2\ + Z./22-\-...-\-Z!lr2n = 0\ д о , . .

Zirn\-\~Zf „2 +:.. +  Znrrtrt =  0.

Бу ерда Z\, Z 2, ... Zn — номаълум эгилиш бурчаклари ва 
чизикли кучишлардир.

Тенгламаларнинг физик маъноси хам уша-уша, яъни 
исталган кушимча богланишдаги реакциялар й и р и н д и с и  
нолга тенг.

Бирок (13.11) тенгламанинг коэффициентлари г-л - 
реактив момент ва реактив кучлар кучиш усулининг 
аввалги оддий коэффициентларидан бироз фарк килади. 
Аввалги коэффициентлар ташки кучларга боглик булмас 
эди. Устуворлик масаласидаги коэффициентлар эса буйла­
ма кучларга боглик: олдинги параграфда куриб утгани- 
миздеи, коэффициентларнинг кийматини аниклашда ту­
гунларга куйилган буйлама кучларнинг таъсири хам 
хисобга олинади.



Яна шуни хам эслатиб утиш лозимки, устуворлик 
тенгламаларида хам Релей теоремаси уз кучига эга, яъни 
rik — Tki-

Каноник тенгламалар системаси нолдан фаркли ечимга 
эга булишлиги учун, яъни рама турри чизикли мувоза- 
натдан ташкари эгри чизикли мувозанатга хам эга 
булишлиги учун (13.11) системанинганикловчисини нолга 
тенглаймиз:

Аникловчини очиб, устуворлик тенгламасини хосил 
киламиз. Сунгра ундан критик куч топилади. Бирлик 
эластик реакциялзр буйлама кучнинг функцияси булиб, 
v параметрита борликдир., Шунинг учун хам аникловчини 
очганда, v га нисбатан трансцендент тенглама хосил 
булади. Тенглама катор нлдизларга эга булиб, уларнинг 
ичидан энг кичиги танлаб олинади. Тенгламанинг узи эса 
танлаш ёки кетма-кет якинлашув усулида ечилади.

Умуман рамада канча сикилган стержень булса,ушан- 
ча v =  l -\jN:EJ булади. Бирок, v\, V2 ...ларни бирорта
vn оркали ифодалаб олса булади. Бунда барча г,* битта 
параметрнинг функциясига айланиб колади:

критик холат тенгламаси эса куйидаги куринишни олади:

Мазкур аникловчи тенгламанинг энг кичик илдизи vn,kP 
ни аниклаш имконини беради. Параметр vn,kP асосида 
п-, стержендаги буйлама кучнинг критик киймати аник­
ланади:

f \\, Г\2, ... г|Я 
D =  Г2\, Г22, ... Г2п =-0.

. Гп 11 f  я2> ... Гпп ,

(13.12)

Гik — f ik{ У/j) ,

D — (a „) =  |fik(Vn) I =0.

(13.13)

, LUy стерженнинг хисобий узунлиги куйидаги формула- 
дан топилади:



Кейин v лар орасидаги богланишлардан фойдаланиб, 
раманинг колган стерженларй учун VkP ва NkP аникланади.

Баён этилган умумий мулохазаларни аник мисоллар 
асосида тушунтирамиз.

1-мисол. Раманинг ab устунчаси учун критик куч ва 
хисобий узунлик аниклансин (13.9- раем, а ) . Ригель чексиз 
катта бикирликка эга. J 2 = J i/3.

Номаълумлар_ сони бирга тенг. Асосий система ва 
бирлик эпюра М | 13.9-раем, б, в да тасвирланган. 
Р  кучидан Р-у моменти келиб Кушилганлиги сабабли 
сикилган стерженнинг эпюраси эгри чизикли куринишга 
эга. Реакцияларни аниклашда бу эгрилик тузатувчи 
коэффициент г|| (у) оркали хисобга олинади.М| эпюрасини 
куришда 13.2-жадвалдан фойдаланилади.

Тугунлардаги кучлар учун v параметрлари:

^2 =  0, чунки иккинчи тугунда куч йук.
Берилган рама учун устуворлик каноник тенгламаси 

Z гц= 0 булади. Z\=£ 0 булгани учун критик холат 
тенгламаси куйидагича ифодаланади: гц= 0.
Mi эпюрасидан реакциянинг к*ийматини топамиз:

3/. 3 L 1 .
ru ~  Н =  Л — ^~=0; h =  ~2l i'

Бу ердан r|j (у ) =  — 0,333; 13.3-жадвалдан и*р=1,81. 
Критик куч

о Я/.Р*Р= < - ~  =  3 ,28-1



JP  К  ~ъ1т 1к LP $  ^  LP  ^  l*  ^ 7

13.10- р а е м

Х,исобий узунлик

' » = ^ , = ^ ' = 1 '73/-
2- мисол. , Шаклда курсатилган озодмас рама учун 

критик куч ва х,исобий узунлик аникланиши керак 
(13.10- раем, а ).

Раманинг устунчаси, ригели хамда инерция моментла- 
ри орасидаги богланиш куйидагича: / =  2/3 h\ J p =  2Jy; ip =  
=  3/у. Асосий система ва бирлик эпюралар 13.10- раем, б, в, 
г да тасвирланган. Раманинг критик холат тенгламаси

D = IJ 32

21 '  22

— Г\[Г‘П Г — 0.

Бирлик эпюралардан фойдаланиб, эластик реакция* 
ларни аниклаймиз:

г\\ =3/уф! (v) -\-3ip + 4ip =  3iy -+■ 7], 

г 12 =  3/у -|- 3 ip -j- 4 ip =  24/у;

Г|2 =  2̂1 =  2/р — 6/у; у — h -yJp/EJy 
294



Топилган кийматларни тенгламага куямиз:
О =  3iff 1ф1 (и) -j-7]-24iy — 6-6ij,2 — О, 

бу ердан ф! (у) =  — 6,5.
13.3-жадвалдан а*р =  4,29. Бунга мос булган критик 

куч P tr =  v\p̂ - =  18,4^4

х,исобий узунлик
Л0=-^-Л =  | ^ А  =  0,732Л

булади.
3- мисол. 13.11-раем, а да тасвирланган раманинг 

устунларига куйилган кучнинг критик киймати аник- 
лансин.

Мазкур раманинг асосий системаси ва бирлик эпюрала- 
ри (М[, М 2) 13.11 - раем, б, в, г да курсатилган. Тугунларга 
куйилган куч рамада эгувчи момент хосил килмайди, 
шунинг учун Мр =  О булади. У холда кучиш усулининг 
каноник тенгламаси куйидаги куринишга келади:

2\Г\\ + 2 2П2 =  0;

*? 4 ®

2 Р

©

р
©

? 7 / 7

7  27 V,
If

®  ©
V.

2|Г12+г2Г22 =  0.

г

IP р

б. с. А. С



Ушбу тенгламалар системаси икки ечимга эга:
а) 2 i =  0; 2г =  0 — бу ечим буйича система устуворлиги- 

ни йукотмайди.
б) z\ Ф  0; 22#  0 — бу ечим буйича система устуворли- 

гини йукотади.
Ана шу шартдан келиб чикиб критик кучнинг киймати- 

ни аниклаймиз. Бу шарт каноатлантирилиши учун юко- 
ридаги тенглама коэффициентларидан тузилган аник- 
ловчи нолга тенг булиши керак:

Охирги тенглама у с т у в о р л и к  т е н г л а м а с и  деб 
атал_ади. _

М | ва Мч эпюраларидан каноник тенглама коэффини- 
ентларини аниклаймиз:

, Г м  =  4/ +  8 / - f 4iy>2(vi) =  I2i +  4i(p2(£>i);

ф2(^|) ва ф1 (Уг) сингари мураккаб функцияла^) махсус 
китобларда бериладиган жадваллардан топилади (бизда
13.3- жадвал^ у2 параметрини vi оркали ифодалаймиз:

Топилган коэффициентларни устуворлик тенгламасига 
куямиз: ,

D =  [ 12гН-4,/ф2(У|) 1 [8/ +  31ф] (и2) ]— (4/)2 =  0 ёки

D =  [3-f-<p2(u ,jf  [2,6667-f-tpi (0,5 — у [) ]— J,3333 =1=0.

Тенгламани кетма-кет якинлашув усулида ечамиз.
I якинлашув. U2 =  2,9; И] =  2*2,9 =  5,8 деб кабул 

киламиз-ва 13.3- жадвалдан шуларга мос булган ф] ва фг 
ни аниклаймиз:

Г|2 =  г2| =4/; 
r22 =  8i-\-3i(p[ (vz).

V\ =  2; u ,= 2 i;2; t̂ 2 =  0,5ti

Ф, (2.9) =0,2195; ф2(5,8) =-2,7777.



Буларни устуворлик тенгламасига куямиз:
О, =  (3 — 2,7777) • (2,6667 +  0,2195) — 1,3333=— 0,6917.

Чиккан киймат нолдан анча фарк килади, Шунинг учун 
иккинчи якинлашувни бажарамиз.

II якинлаи1ув. ^2 =  2,875; v\ =2,875*2 =  5,75 деб кабул 
киламиз.

13.3-жадвалдан <pi (2,875) =0,2388; <рг (5,75) =  —
— 2,4526. Устуворлик тенгламаси.

Ои=  (3-2,4526) • (2,6667 +  0,2388) -  1,3333 =  0,2571.
Иккита якинлашувдан куриниб турибдики, устуворлик 

тенгламасининг ечими (илдизи) i»i =  5,75 билан v\ = 
=  5,8 оралигида ётади. Масофа кичик булгани учун бу 
ораликда D (v i) функциясини чизикли деб кабул килса 
булади. Бундай вазият тенглама ечимини график усулда 
аниклаш имконини беради (13.12-раем). Маълум мас- 
штабда горизонтал укка v\ нинг кийматлари, вертикал 
укка Д| ва Д „ нинг кийматлари улчаб куйилади ва узаро 
туташтирнлади. Туташтирувчи чизик горизонтал укни 
кесиб утган нукта тенгламанинг илдизи булади, яъни Vi 
нинг биз излаётган киймати булади: v\ =5,7635.

Критик куч
5,76352E J  о о о . о  &



13.7. АРКАЛАР УСТУВОРЛИГИ

Аркаларнинг энг содда вакили — айлана буйлаб 
чнзилган йкки шарнирли аркани куриб утамиз. Аркага 
текис ёйилган, радиус буйлаб йуналган юк куйилган 
(13,13-раем). Бикирлиги E J — узгармас. Агар 
б^лса, арканинг барча кесимларида бир хил кийматга эга 
булган буйлама куч N хосил булади. Арка укига тик 
йуналган кучишни у деб белгиласак, устуворлик бу- 
зилганда буйлама кучдан хосил буладиган момент М =  Ny 
булади. Буйлама куч билан радиал юк орасидаги 
богланиш N = qr куринишида ифодаланади.

Арка эгилган укининг дифференциал тенгламаси 
Куйидаги куриниш га эга:

бу ерда

Дифференциал тенгламанинг ечими 
y=AcoskB +  Bsinfc©

булади. Бу ерда в  —  радиал бурчак.
Устуворлик тенгламасига эга б^лиш учун куйидаги 

чегаравий шартларни кабул киламиз:
6  =  0; у =  0; 
в  =  а; у =  0.
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Биринчи шартдан /4 =  0, ^ккинчисидан fisin£a =  
=  0 келиб чикади. Бу ерда В Ф  0 булганидан, sinfea =  
=  0 булади. Охирги тенглама устуворлик бузилишининг 
характеристик тенгламаси деб аталади.

Устуворлик бузилишининг биринчи шакли учун 6а =  л 
булади. Бундан фойдаланиб минимал критик юкни 
аниклаймиз:

бу ердан

Агар а  =  ~булса, яъни арка ярим айлана шаклида булса, 
3£7qkp = -— 6 улади.

Аркаларнинг бошкача турларини текширганда хам 
мувозанатнинг тегишли дифференциал тенгламасига эга 
булиш мумкин. Аммо уларнинг ечими бирмунча му- 
раккаброк булади. , Шунинг учун хам уларни ечишда 
такрибий усулларни куллаш максадга мувофикдир.

14- боб
И Н Ш О О ТЛ АР Д И Н А М И К А С И  А С О С Л А РИ

14.1. ИНШООТЛАР ДИНАМИКАСИНИНГ ВАЗИФАЛАРИ

Иншоотлар динамикаси курилиш механикасининг 
махсус булими булиб, унда иншоотларга динамик кучлар­
нинг таъсири куриб утилади.

Иншоот массаларида тезланиш уйготадиган кучлар 
д и н а м и к  к у ч л а р  деб аталади. Иншоот кисмларига 
аста-секин куйиладиган кучлар статик кучларни ташкил 
этади. Динамик кучлар таъсирида иншоотда хосил 
буладиган кучланиш, деформация ва кучишлар вакт 
утиши билан узгариб туради. Статик кучлар таъсирида эса 
бундай узгаришлар содир булмайди.

Динамик кучларнинг куйидаги хиллари мавжуд:
1. Кузгалмас даврий кучлар. Бундай кучлар иншо­

отнинг бирор ерига урнатилган, айланувчи кисмида

ВА АСОСИЙ ТУШУНЧАЛАР



•ьмувозанатлашмаган массаси 
булган механизмлар таъсирида 
вужудга келади (14.1-раем, а).

Агар даврий кучлар синус 
ёки косинус крнуни буиича бе- 
тухтов таъсир этса, у холда бун- 
дай кучлар вибрацион ёки г а р ­
м о н и к  к у ч л а р  деб аталади.

. . .  2. Зарбий куч. Ишпоотга
расм (14.1* раем, б) зарб билан

урилунчи механизмлар бундай кучга мисол була олади.
3. Ки ска  муддат таъсир этувчи кучлар (импульелар). 

Бундай кучлар бирдан пайдо булиб, бирдан сунади. 
Портлаш натижасида хосил буладиган куч киска муддат 
таъсир этувчи куч хисобланади.

4. Кузгалувчи  кучлар. Иншоот устида харакатланувчи 
транспорт воситалари кузгалувчи кучларнн хосил килади.

5. Сейсмик кучлар. Зилзила жараёнида бино ва 
иншоотларга таъсир этувчи кучлардир.

Сейсмик кучлар катталигини тугри анимай билиш 
иншоотларнинг сейсмик мустахкамлигини таъминлашда 
катта ахамиятга эга.

Динамик кучлар уз табиатига кура статик кучларга 
нисбатан бирмунча мураккаб булади, чунки бундай кучлар 
катталиги, йуналиши ва куйилиш нуктаси билангина эмас, 
вакт буйича узгариши билан хам характерлидир. Шунинг 
учун хам иншоотларни динамик кучлар таъсирига хисоб­
лаш мураккаб жараён саналади.

Иншоотлар динамикаси куйидаги икки асосий масала:
1) динамик кучлар таъсирида иншоотда хосил буладиган 
максимал деформация ва кучланишларни аниклаш;
2) иншоотда етарли даражада кичик деформация ва 
кучланиш хосил булишини таъминлйдиган геометрик 
улчамлар танлаш масаласи билан шурулланади.

Тебраниш турлари. Тебраниш турлари бенихоя куп 
булиб, инсон юрагининг уриши, упканинг нафас олиши, 
совукдан калтираш, ёруглик ва товуш тулкинлари, кадам 
ташлаб юришимиз, электр кунгирогининг жиринглаши, 
автомобиль харакати, ер кимирлаш каби ходисаларнинг 
барчаси тебранишга жонли мисол була олади.

Бирок мазкур курсимизнинг максади тебраниш ходиса- 
ларини тулик, хар тарафлама урганиш эмас, балки 
мухандиснинг мехнат фаолиятида куп учрайдиган механик 
тебранишларни тахлил этишдан иборатдир.



Тинч турган механик системага (масалан, балка ёки 
математик тебрангичга) ташкаридан куч таъсир эттири- 
либ, шу захоти олинса, система тебранма харакатланади. 
Системанинг бундай тебраниши э р к и н  ёки х у с у с и й  
тебраниш деб аталади.

Агар тебранаётган система доим кузгатувчи куч 
таъсири остида булса (14.1- раем, а ), системанинг бундай 
тебраниши м а ж б у р и й  тебраниш деб аталади.

Системанинг эркин тебранишига тикловчи (эластик) 
кучлар билан бирга каршилик курсатувчи (диссипатив1) 
кучлар хам таъсир этади. Диссипатив кучлар тебра- 
нишнинг сунишига сабаб булади. Системаларнинг бу хил 
тебранишлари с у н у в ч и  тебранишлар деб аталади. 
Мухитнинг каршилиги, ички ишкаланиш кучлари, та- 
янчлардаги курук ишкаланиш д и с с и п а т и в  кучлардир.

Айрим масалаларни такрибан ечишда диссипатив 
кучлар эътиборга олинмайди. Тебранишнинг бундай тури 
с у н м а й д и г а н  эркин тебраниш деб ном олган.

Маълум вакт ичида узлуксиз такрорланиб турадиган 
тебранишлар да ври й тебранишлар деб аталади. Тула 
тебраниш учун кетган вакт тебраниш д а в р и  (Т ) дейила- 
дн.

Системанинг эркинлик даражаси. Иншоотлар статика- 
сидаги каби динамикасида хам «система» деганда стер* 
женли системалар, яъни иншоотлар тушунилади. Динамик 
хисоблаш жараёнида иншоотнинг динамик хисоблаш 
тархидан фойдаланилади. Динамик хисоблаш тархларида 
ин шоот массаси айрим нукталарга тупланган ёки система 
буйлаб таркалган деб каралади. Массаларнинг кандай 
оли ниш и га караб системанинг эркинлик даражаси турлича 
бу-лади.

Система деформацияланганда барча массаларнинг 
холатини (урнини) белгиловчи геометрик параметрлар 
сони системанинг э р к и н л и к  д а р а ж а с и  деб аталади.

Вазнсиз пружинага осилган т  массанинг (14.2- раем,
а) эркинлик даражаси бирга тенг, чунки унинг холатини 
биргина параметр ( у — координатаси) билан аниклаш 
мумкин. Худди шундай бир массали балканинг (14.2- раем,
б) эркинлик даражаси хам бирга тенг. 12-раем, в ва 
г,л арда эркинлик даражаси иккига тенг булган системалар

1 Диссипатив — лотинча сочилиш деган маънони англатади.



ТЙ̂ - ^ т-
14.2- ра е м

тасвирланган. Тупланма (йикик) массалар бикирлиги 
чексиз катта стержень устида жойлашган булса, система­
нинг холати стерженнинг холати билан белгиланади. 
Масалан, 14.2- раем, д даги системанинг эркинлик даража­
си, масса ва пружиналарнинг сонидан катъи назар» бирга 
тенг булади. Чунки массаларнинг холатини стерженнинг 
А таянчи атрофида o f h iu  бурчаги билан белгилаш мумкин.

Аслида реал конструкцияларда масса бутун элемент 
хажми буйлаб ёйилган булади. Бу эса массаларнинг сони 
чексиз куп демакдир. Шундай экан, массаларнинг х.олати- 
ни белгиловчи параметрлар хам чексиз куп булади. Шунга 
кура ran реал конструкциялар устида борганда, уларнинг 
эркинлик даражаси ч е к с и з к уп  деб юритилади. Бирок, 
системанинг эркинлик даражаси канча куп булса, хисоб 
ишлари шунча мураккаблашади. Шу сабабли купинча 
техник хисобларда, унча жузъий булмаган хатоликка йул 
куйилган холда, системанинг эркинлик даражаси чекли 
равишда олинади. Бунда массалар системанинг айрим 
нукталарига, масалан, иншоотдаги огир юклар жойлашган 
ерларга тупланади.

14.3-расмда эркинлик даражаси бирга тенг булган 
системанинг конструкцияси ва хисоблаш тархи тасв-ирлан- 
ган. Шаклдаги сув босими минораси ва бир каватли 
рамада масса асосий юк жойлашган ёрга тупланган.
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14.3- р а е м

14.2. ИНШ ООТЛАР Д И НАМ ИКАСИ УСУЛЛАРИ

Иншоотлар динамикасида с т а т и к  ва э н е р г е т и к  
усул деб аталувчи икки асосий усул кенг кулланилади.

Статик усулнинг мохияти шундан иборатки, бунда 
динамика масалалари Даламбер коидаси асосида шаклан 
статика масалаларига келтирилади, яъни динамика тенг- 
ламалари статика тенгламаларига келтирилади.

Даламбер коидасига кура динамиканинг мувозанат 
тенгламалари куйидагича ифодаланади:

2Z+(-m$ )=0
(14.1)

бу ерда т  — мувозанати текширилаётган жиемнинг 
массаси; х, у, z — жиемнинг координата уклари буйлаб 
чизикли кучишлари; ZX, 2.Y, 2 Z — жиемга таъсир 
этаётган кучлар проекцияларининг йириндиси, каведаги 
хадлар массанинг инерция кучнни ифодалайди.

Вакт буйича олинган хосилани нукта билан белгила- 
сак, тенглама куйидаги содда куринишни олади:

ZX-m x = 0; 2У — my =  0] Z Z - m z  =  0. (14.2)
Динамика масалаларини хал этишда энергетик усулдан 

кенг фойдаланилади. Бу  усул системанинг тебранма 
харакатида энергиянинг сакланиш конунига асосланади.



Мазкур конунга биноан потенциал П ва кинетик К  энергия- 
лар йикиндиси узгармас микдордир.

П = К — СОЛ5/.
Системанинг потенциал энсргияси курилиш механика- 

сининг куйидаги формуласидан топилади:

бу ерда М, N, Q — эгувчи момент* буйлама ва кундаланг 
кучлар; /, F  — инерция моменти ва кундаланг кесим юзи; 
Е, G — сикилиш (чузилиш) ва силжишдаги эластиклик 
модули; jx — кундаланг кесимнинг шаклига боглик булган 
коэффициент (бу коэффициент уринма кучланишларни 
кесим буйлаб нотекис таркалишини хисобга олади).

Системанинг кинетик энергиясн куйидаги формуладан 
топилади:

бу ерда v — тезлик; т ,  — йигик массалар; т (х )  —  ёйик 
массалар.

Формуланинг биринчи хади йигик массаларга, иккинчи 
хади эса ёйик массаларга тегишлидир.

15- боб
Э Р К И Н Л И К  Д А Р А Ж А С И  Б И РГА  Т Е Н Г  Б У Л ГА Н  

С И С Т ЕМ А Л А Р

15.1. СИСТЕМАНИНГ ЭРКИН ТЕБРАНИШИ

Системанинг эркин тебранишини абстракт ва реал 
холлар учун куриб утамиз. Абстракт холда система 
тебранишига каршилик курсатувчи кучлар эътиборга 
олинмайди, реал холда эса тебранма харакатни сунишга 
олиб келувчи каршилик кучлари хисобга олинади.

(14.4)

(14.5)



15.1 - р а с м

Каршилик кучлари хисобга олинмаган хол. Бир
массали эластик системаларнинг (15.1- раем, а ва б) вер­
тикал йуналишдаги эркин тебранишини куриб утамиз. 
Эластик системаларнинг мувозанати бир зумга куйиб 
олинган ташки куч таъсири остида бузилди деб фараз 
этайлик. Бунинг окибатида стерженли системалар эркин 
тебранма харакатга келади.

Стерженлар учига вазни Q = mg булган юк куйилган. 
т  — юк массаси, g — эркин тушиш тезланиши. Юк 
Q таъсирида балка у „  масофага солкиланади (15.1- раем,
б) Вертикал стержень эса А/ масофага огади, натижада 
улар тикловчи (кайтарувчи) куч R  ва инерция кучи /„ 
таъсирида булади. Мувозанат тенгламасини тузишда 
пастга йуналган куч, кучиш, тезлик на тезланишнинг 
ишорасини мусбат деб кабул киламиз.

Тикловчи куч R системанинг эластик реакция кучи 
булиб, масса т  статик мувозанат \олатдан четга 
чикханда, уни дастлабки вазиятига кайтаришга интилади. 
Бу куч кучишга нисбатан тескари йуналганлиги учун унинг 
ишораси манфий булади. Тикловчи куч масса тупланган 
нуктанинг солкилиги у га нропорционал булади, яъни.

R = ~ cy .  (15.1)
Пропорционаллик коэффициенти с масса тупланган 

нукта бирлик кучиш олганда балкада х,осил буладиган 
реакция кучидир. Бу кучнинг микдори системанинг эластик 
ва геометрик характеристикаларига боглик булиб, кучиш 
тенгламасидан фойдаланиб аникланади:

сбц =  1 =  (15.2)о ,,

бу ерда 6ц — масса тупланган нуктанинг бирлик куч 
таъсирида кучиши.



Масалан, вертикал стержень учун бирлик куч таъсири­
да кучиши 6и= ~ ;  консоль балка учун 6 ц = 4 ^ 7 була-

ь г  О t , J

ди. (15.2) га асосан стержень учун c = E F : l  ва балка учун 
c =  3E J:i* булади. Баъзан с система бикирлиги деб хам 
юритилади.

Инерция кучи / Даламбер коидасига кура масса 
т  билан тезланишнинг купайтмасига тенг. Тезланишни 
аниклаш учун эса кучиш у дан вакт t буйича икки марта 
хосила олинади. Инерция кучи тезланишга нисбатан 
тескари йуналганлиги учун ишораси манфий олинади:

/ „=  — т-~^= — ту. (15.3)dt
Бир массали системанинг динамик мувозанат шартини 

ёзамиз
2У  =  /„ +  Я  =  0.

Кучишлар нолдан эмас, статик мувозанат холатидан 
бошлаб хисобланганлиги (15.1-раем, б га каранг) 
сабабли Q куч тенгламага киритилмаган. R ва J n нинг
(15.1) ва (15.3) да келтирилган ифодасини тенгламага 
куямиз, тенглама хадларини т  га булиб, ишорасини 
узгартирамиз:

5+ ~ У  =  0. ( 15-4)т
Хосил булган иккинчи тартибли чизикли бир жинсли 
дифференциал тенглама каршилик хисобга олинмаганда 
бир массали системанинг сунмайдиган эркин тебранишини 
ифодалайди.

2 сО) =  — 
т

деб олсак, тенглама куйидаги куринишни олади:
о. (15.5)

Бу ерда о>= -\Г —— система тебранишининг доиравий * т
такрорлиги (частотаси).

(15.5) тенгламанинг ечими куйидаги куринишга эга:



унинг хосиласи тебраниш тезлигини ифодалайди:
y=zv= — CiG)Sin(i>/ +  C2<«>cos(i>/. (15.7)

С) ва Сг доимий сонлар бошлангич шартлардан 
топилади. Тебранишнииг * =  0 лахзасида бошлангич 
солкилик у0 ва бошлангич тезлик vo маълум деб фараз 
этайлик. У холда (15.6) ва (15.7) тенглама асосида

топилади.
Буларни (15.6) га куйсак, тебранишнинг исталган лахзаси 
учун, яъни t нинг ихтиёрий киймати учун дифференциал 
тенгламанинг ечимига эга буламиз:

бу ерда А — амплитуда, а  — бошлангич фаза.
(15.10) тенглама эркинлик даражаси бирга тенг булган 

системанинг даврий хусусий (эркин) тебранишини ифода­
лайди. Унинг графиги 15.3-раем, а да тасвирланган.

Давр ва такрорлик орасидаги богланишни куриб 
чикамиз. Агар вактнинг / лахзасида солкилик у булса,

дакикада хам (15.10) га биноан ушанча солкилик хосил 
булади. Бундан куринадики, тебраниш даври, яъни 
тебранишнинг бир цикли учун кетадиган вакт

булади.
Агар Т вакт ичида система битта тебранса, 2л с ичида 

(D марта тебранади; нинг д о и р а в и й  т а к р о р л и к  деб

у0у =  у0 cos<i>/-J--- sirnat. (15.8)

Куйидаги белгилашни киритиб
у0yQ=As'mk\ — =ЛсозЛ

тенгламани янада ихчамлаштирамиз:
(15.9)

(15.10)

/, =  / +
2л

еки
o)/i =  bit -j- 2я

2л
ш (15.11)



аталишининг сабаби хам шунда. Бир секунддаги тебра­
нишлар сони t т е х н и к  т а к р о р л и к  деб аталади:

Куриб утилган тенгламалар асосида такрорлик ва давр 
учун куйидаги формулаларни берамиз: доиравий такрор­
лик

Бир минутдаги тебранишлар сони куйидаги формула- 
дан аникланади:

Агар g =  981«  (Ю л )2 деб олсак, амалда кенг куллани- 
ладиган

формула келиб чикади. Бунда у „  см да улчанади.

Абстракт холда системанинг эркин тебраниши узгар­
мас амплитудада бетухтов давом этишиии куриб утдик. 
Бирок амалда эркин тебранишлар сунувчан булади, яъни 
тебраниш амплитудаси тухтовсиз камая бориб, нолга 
интилади. Реал конструкцияларнинг тебранишига тиклов­
чи R  ва инерция кучлари /н дан ташкари каршилик 
кучлари F  хам таъсир этади (15.2-раем).

Карш илик кучи турли ташки ва ички сабаблар: ташки 
мухит каршилиги, элементларнинг туташиш жойлари ва 
таянчлардаги ишкаланишлар, материалнинг ички ноэлас- 
тик каршилиги каби сабаблар таъсирида вужудга келади.

Каршилик кучи тебраниш тезлиги у га пропорционал 
(бу фаразни 1890 йилда Фойгт киритган) ва харакатга

(15.12)

ш =
V I = y 5 = V ^ = V ^ : (15ЛЗ)

давр
2л 2л ^ т б л = 2л  = 2л (с). (15.14)

300
~̂ Уст

(15.15)

Карш илик кучлари хисобга олинган хол



карама-карши йуналган деб А 
олинади: F  =  — ру. Бу ерда р — ^ 
пропорционаллик коэффициен­
ти. Хг~~~ 

Каршилик кучи хисобга 7* 
олинганда системанинг дина- г 
мик мувозанати тенгламаси * 
куйидагича ифодаланади:

2l/ =  C H +  f +  /? =  0. . 15.2- раем

J Ht-F ва R нинг кййматларини урнига куйсак,

У + Ь + ^ У = °  (15Л6)т т
келиб чикади. Бу дифференциал тенглама каршилик 
хисобга олинган хол учун системанинг эркин тебранишини 
ифодалайди.

2а =  **■; ш2= ^  (15.16 jт  т
деб белгилаб,

у -f- 2ш/ -f- ш2 у =  0 (.15.17)
га эга буламиз. Бу тенгламага мос характеристик тенглама 

z2 +  2az +  а>а =  0 
куринишида булиб, унинг илдизлари

д/а2 — ш2; г2— — a — -\Jа 2 — со2

булади. Бу ерда a > to  булиши мумкин.
1-х.ол: о )> а . Бу холда илдизлар комплекс сонлар 

булиб:

2 ,=  — а-[-/ш(; z2— — a  — йо,; 0) ,=  ^tu2 — a 2 

булади.
(15.17) тенгламанинг ечими куйидаги куринишга эга 
булади:

y =  e-a'{y4sin<Di/-fBcos(0|/). (15.18)
Бу ерда

р рбп(о2

a  2т  2



(15.18) да келтирилган кавсдаги ифода даврий2Я
функциядир, чунки t га Тх =  — микдорнинг кушилиши11),
билан функциянинг киймати узгармайди.

Демак, сунувчи эркин тебранишларни
~ 2 п 2я

даврли д а в р и й  т е б р а н и ш л а р  деб аташ мумкин экан.
Агар а  —*■ О булса» яъни каршилик кучи камая бориб 

нолга айланса, каршилик хисобга олинмаган холдаги давр 
келиб чикади:

Т =  — <  7Y 0>
Аввалгига ухшаб, A = C‘Cosa ва В =  С -sina деб 

белгилаб олсак, (15.18) тенглама куйидаги ихчам кури­
нишга келади:

y =  e~atCsin(mt-f Я), (15.19)
бу ерда X — бошлангич фаза булиб, массанинг харакат 
бошидаги о р и ш и н и  хисобга олади; С — ^ А2— В 2—  бош- 
ланрич амплитуда;

^ = | ;(й |=  / (0 2- a 2=0) д / 1 -  (15.20)

Курилиш конструкцияларйда а доиравий такрорлик 
со дан анча кичик булади. , Ш у сабабли (15.20) ни 
куйидагича олиш мумкин:

0 )1  «  О ).

Сунувчи эркин тебранишлар графиги 15.3- раем, б да 
тасвирланган.

Суниш жараёни амалда гебранишнин логарифмик 
декременти ёки энергиянинг ютилиш коэффициенти г|э 
оркали хисобга олинади.

2-хол. а>о> Характеристик тенгламанинг илдизлари 
хакикий ва хар хил:

z,=  —а +  С0 2<сО;г2= — а — а)2<;0 ; (о2= -\Jа 2 —со2 .
Бу хол учун 15.17 тенгламанинг ечими

у =  /~а( {Ashmt -f- Bchiiat)



Y
”

>IV
.

15.3- р а е м

булади. Бундай холда харакат тебранма характерга эга 
булмайди. Огдирилган масса аста-секин узининг дастлабки 
вазинтига кайтади.

3- хол: а  =  са.
Характеристик тенгламанинг илдизлари хакикий ва 

тенг:
Z\ =  — а; 22= — а.

(15.17) тенгламанинг интеграли
y =  e-*‘ (A + B t) ^

булади. Бу холда хам харакат нодаврий характерга эга.
Умуман, тебраниш чекланиши зарур булган система- 

ларда а ^ ш  олинади.
Кетма-кет кушни амплитудалар нисбатининг лога* 

рифми тебранишларнинг логарифмик декременти деб 
аталади ва куйидагича ифодаланади:

6 = 1п-^--- : а Т (15.21)
у« +1.

а =.-=~нисбат суниш коэффициенти деб аталиб, тебра* 
м

нишнинг суниш тезлигини характерлайди.
Тебранишнинг сунишини характерлайдиган микдор- 

лардан яна бири энергиянинг ю т и л и ш  к о э ф ф и ц и ­
е н т и  ё к и с о ч и л и ш  ( д и с с и п а ц и я )  к о э ф ф и ц и ­
е н т и  деб аталади ва харфи билан белгиланади. Бу 
коэффициент гистерезис сиртмоги номи билан юритилади-



р aW

/  0 ■Л

f / s
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15.4- р а е м

ган графикдан аникланади (15.4- 
раем). * Гистерезис сиртмоги таш- 
i6i куч Р  ва деформация у ораси­
даги муносабатни ифодаловчи 
график булиб, системани юклаш 
ва юкдан бушатиш жараёнида ко­
сил булади. Идеал эластик материал- 
ларда юкланиш чизиги билан юкдан 

бушатиш чизиги устма-уст тушади, гистерезис сирт- 
м о р и н и н г  юзаси нолга тенг булади, яъни юкланиш чогида 
материалда тупланган энергия юк олингандан кейин 
системани дастлабки х,олатига кайтаришга тула*тукис 
сарф булади. Хакикатда эса юклаш чогида реал матери- 
алларда тупланган энергия юк олингандан сунг тула 
кайтмасдан, яъни материални'дастлабки х,олатига кайта­
ришга тула сарф булмасдан, энергиянинг бир кисми 
эластик булмаган (колдик) деформацияга сарф булади. 
Натижада юкланиш ва юкни олиш чизиклари орасида юза 
хосил булади. Колдик деформациягасарф булган энергия­
нинг микдори гистерезис сиртмогининг юзи (А П ) га тенг 
булади. ОАП учбурчагининг юзи эса тебраниш чогидаги 
системанинг потенциал энергияси П га тенгдир. Куйидаги 
нисбат:

ДГ1
п (15.22)

энергиянинг ю т и л и ш  к о э ф ф и ц и е н т и  деб аталади.
Чексиз киска вакт dt мобайнида энергиянинг ютилиши 

d П, Т вакт ичида эса
+т

— $ d II 
11

булади. Бундай

келиб чикади.
су2

11=-^- ва П
2

экан.пиипн хисобга олсак,
\р =  2 In Уп

булади.

■я+1

+ 1

Уп+ 1
еки



б ва -ф тажриба йули билан аникланади.
Мисол. 15.1- раем, а да курсатилган балканинг уртаси- 

га урнатилган двигателиинг вазни Q = 4  кН. Узунлиги
3 м булган пулат балка (£“ =  2,1-1О0 кН/м2) 12-номерли 
куштаврдан (/* =  350* 10” 8м4) нсалган. Балканинг хусу- 
сий огирлигини хисобга олмай, тебраниш такрорлиги ва 
даври аниклансин.

Ечиш. Двигатель огирлигидан балка уртасида хосил 
буладиган солкилик:

Тебраниш даври

Бир минутдаги тебранишлар сони 

« =  -“-=545,5.

15.2. МАЖБУРИЙ ТЕБРАНИШ ЛАР 

(Каршилик кучлари хисобга олинмаган хол)

Олдинги бобда системанинг эркин тебранишларини 
куриб утган эдик, унда бутун тебраниш жараёнида систе- 
мага ташки (уйготувчн) кучлар таъсир этмаслиги кайд 
этилганди (тебраниш боишдаги таъсир бундан мустасно). 
Мазкур бобда эркинлик даражаси бирга тенг булган систе- 
маларга вактнинг утиши билан узгариб борувчи кучлар 
таъсирини куриб чикамиз.

Бундай кучлар у й г о т у в ч и  к у ч л а р ,  улар таьсири- 
даги тебранишлар эса м а ж б у р и й  т е б р а н и ш л а р  деб 
аталади.

15.5-расмда мажбурий тебранишларнинг икки хили 
тасвирланган. Уларнинг бирида (15.5-раем, а) т  масса- 
нннг тебраниши уйготувчи ташки куч Р  (/) таъсирида.

Ус1 48E J  '

Тебраниш такрорлиги



15.5- р а е м

т т иккинчисида эса (15.5- раем, б) 
таянчнингкузралиши натижаси- 
да хосил булади. Мажбурий 
тебраниш масалаларида тебра­
нишнинг амплитудасини аник­
лаш асосий вазифа хисоблана- 
ди, чунки тебранаётган иншоот­
да хосил буладиган кучланиш- 
лар ана шу амплитудаларга 
богликдир.

Мажбурий тебранишларнинг умумий тенгламаси ва 
унинг ечими. Эркинлик даражаси бирга тенг булган 
системага

уйготувчи куч таъсир этаяпти деб фараз килайлик 
(15.6- раем).

Вактнинг t лахзасида массага таъсир этувчи кучлар 
шаклда курсатилган. Бу хол учун харакат тенгламаси 
куйидагича булади:

куринишни олади.
Орирлик mg ва статик реакция су„ эътиборга 

олинмаган такдирда хам, яъни куч ва кучишлар система­
нинг статик мувозанат холатидан бошлаб хисобланганида 
хам худди ана шу (15.24) натижага келган булур эдик.

Бир жинсли булмаган (15.24) тенгламанинг ечимини 
икки: 1) эркин тебраниш тенгламасининг (бир жинсли

Р * Р « )

— с(У +  У ст) +rng + P(t) = ту , 
агар mg = cyCT ва ш2 =  —эканлигини хисобга олсак, маж-

т

бурий тебранишнинг асосий тенгламаси

(15.24)



тенглама) интеграли ва 2) берилган тенглама (15.24) нинг 
бирор хусусий интеграли йигиндиси- куринишида излаш 
зарур. Хар бир конкрет хол учун тенгламанинг унг 
томонига мос хусусий ечим танлаш урнига, и х т и ё р и й  
д о и м и й л а р н и  в а р и а ц и я л а ш  усулидан фойдала- 
ниш максадга мувофикдир. Бу усулнинг афзаллиги 
шундан иборатки, шу йул билан уйготувчи куч исталган 
конун буйича узгарганда, тегишли ечимга эга була­
миз.

Бу усулга кура (15.24) тенгламанинг хусусий ечими
у ~  CisinG)*-j- C2COSG)/ (15.25)

куринишда изланади. Бирок бу холда Ci ва С 2 нинг 
кийматлари узгарувчи деб каралшии керак. , Шундай 
килиб, у (t) функциясини аниклаш масаласи Ci (t) ва C2(t) 
функцияларини аниклаш масаласи билан алмаштирилади. 
Ихтиёримизда факат биргина (15.24) тенглама булганли- 
ги сабабли Cj ( t )  ва С 2( t ) функцияларини яна бир 
ихтиёрий тенглама билан боглаймиз. Бунинг учун
(15.25) дан вакт буйича хосила оламиз:

У —  С\ (OCOSti)/ —  <^2COSO)/

хамда Ci (/) ва С2(0  ни куйидаги ифода билан боглай­
миз:

С isinu)/ +  ̂ iCOsw/ =  0. (15.26.)
У холда юкоридаги гезликни аниклаш тенгламаси 

бирмунча соддалашади:

у =  CiO)COSO)/ — C20)Sin(i)/.
Тезлаиишни топамиз:

у - __Ci(o'sii.w' CiO>̂ cos(')/-|-Q;o)cos(i)/ — C2f)sin^'M 15.27)
(15.25) ва (15.27) ифодал-арни (15.24) тонгламага 

куйиб,

C,cos(d/ — CoSino)/= ]- P ( t )  (15.28)1 1 ты  '
ни хосил киламиз.
(15.26) ва (15.28) тенгламалардан куйидаги хосилаларни 
аии клаймиз:

£ ,=  --- P(Ocosu)/; С9= --- —P(Osino)/.1 Pit.* У '  * #М/.к



Уни интеграллаб:
t

С [ =i  ̂ P(x)cosutxdx-\-Bt
о
t

С2= —  ̂Р  (т) sinwxdx +  В<
то> J

ни топамиз. Бу ерда В\ ва Вч бошлангич шартларга боглик 
булган доимий сонлардир.

Интеграллаш жараёнида узгариб борувчи вактни о дан 
t гача, интегралнинг узгармас деб каралувчи, юкори 
чегараси t дан фарк килиш учун т деб белгилаш кабул 
килинган.

(15.29) ифодани (15.25) тенгламага куйиб, берилган
(15.24) тенгламанинг умумий интегралига эга буламиз:

У= ~~~ j sirnat j  P(x)cosxdx-\-cos(i)i  ̂P(x)sin(oxdx l-f- 
L О 0 J

-\-Bisino)t-{'B,2COS(j)t. 
sinoit ва coswt ни интеграл остига киритиб ихчамлаштир- 
сак, масаланинг умумий ечими келиб чикади:

I
у =  B,sinait -f* B<>cosiot +  [ Р(х) smo) {t — т)^т. (15.30)

тш J0
Бундан хосила олиб, тезликтенгламасига эга буламиз:

1
у=  В ,d)COS(£it — B 2o)smo)/4-— [ Р{х) cosoi(t — x)dx. (15.31)

т Jо
В\ ва В? доимийларнинг киймати харакат бошидаги 
шартларга боглик. Агар харакат бошида, яъни t = 
=  0 булганда у =  уо, y =  Vo булса, (15.30) ва (15.31) тенг- 
ламалардан

В, =  —̂  ва В 2=Уо
келиб чикади.

У холда юкоридаги ечим к,уйидаги куринишни олади:
/

y = y 0cosiiit-\-~sirnot4~—-— \ P(x)sin<d(t — x)dx.
о) mti)0 J *



Бу ердаги дастлабки икки х,ад бошлангич кучиш уо ва 
бошлангич тезлик Уо таъсирида вужудга келган мажбурий 
тебранишларни ифодалайди.

Бошлангич шартлар у0 ва vo ноль булса, к,уйидаги 
асосий формула келиб чикади: 

i
у =  —  ̂P(x)sinoi(t — x)dx (15.32)

о

Зарбий куч таъсиридаги мажбурий тебранишлар. Тинч 
Холатдаги системага вактнинг т лахзасида зарбий куч 
берилди дейлик. Булахзада системада кучиш булмайди:

У(т )=  О,
бирок системада, харакат микдори конунига биноан, 
зарбий куч таъсирида

тезлик хосил булади. Вужудга келган тебранишни эркин 
тебраниш деб караш мумкин. У холда кучиш ва тезлик 
учун к,уйидаги ифодаларга эга буламиз:

t/=y4sin((o/-+-A,);
v =  y  =  Ao)COS (to^ +  a ) .

Ифодаларнинг чап томонига бошлангич шартларни, 
унг томонидаги t харфи урнига т ни куйсак,

0 =  /4sm(wT-}“ A.),
5
— =/4(dcos((ot4-A,)

келиб чикади. Бу тенгламалардан 
л 5А  = ---ва л =  — штто»

топилади. Буларни уз урнига куйсак, зарбий куч таъсир 
этган хол учун харакат конуни келиб чикади:

y = -^~sin(d(t — т) (15.33)

Бу  холни уйготувчи куч Р (т) таъсир этган хол билан 
боглаймиз. Бунинг учун уйготувчи кучни чексиз кичик



15.7- р а е м 15.8- р а е м

зарблар /, (т)^тнинг кетма-кетлиги деб фараз этамиз. 
(15.7- раем). Битта зарбий куч таъсирида вактнинг т 
лахзасида (15.33) формулага асосан

А* (т) ч——--Sina)(f— т)

кучиш хосил булади. v
Вактнинг 0 “г-1 оралиРида зарбий кучларнинг кетма-кет 

таъсири остида х.осил буладиган кучишни аниклаш учун 
юкоридаги ифодани интеграллаш зарур. Бу эса
(15.32) формулага олиб келади.

Замин тебранишидан хосил булган мажбурий тебра­
нишлар. Мажбурий тебранишлар системанинг асоси 
(таянчи) кузгалиши натижасида хам вужудга келиши 
мумкин (15.8- раем). Ер (бино замини) кимирлаганда 
бино ва иншоотларнинг тебраниши бунга мисол була 
олади.

Эркинлик даражаси битта булган системанинг таянчи 
кузгалганида унга инерция кучи J n= —mz ва тикловчи 
куч R = —су таъсир этади.

Системанинг динамик мувозанат тенгламасини куйида­
гича ёзиш мумкин:

mz + cy =  0. (15.34)
Система массасининг т)/лик кучиши таянчнинг кучиши 

yo(t) ва массанинг таянчга нисбатан кучиши y(t) дан 
ташкил топали:

z = y<> + y\ z = yn + ŷ ( 15.35)

z нинг кийматини (15.34) тенгламага куйиб, унинг барча 
хадларини т  га булсак,



Бу ердаги дастлабки икки хад бошлангич кучиш уо ва 
бошлангич тезлик о0 таъсирида вужудга келган мажбурий 
тебранишларни ифодалайди.

Бошлангич шартлар уо ва i»o ноль булса, куйидаги 
асосий формула келиб чикади: 

t
У~^тш S — T)dT (15.32)

о

Зарбий куч таъсиридаги мажбурий тебранишлар. Тинч 
холатдаги системага вактнинг т лахзасида зарбий куч 
берилди дейлик. Бу лахзада системада кучиш булмайди:

У(т) =0,
бирок системада, харакат микдори конунига биноан, 
зарбий куч таъсирида

у (т ) =  —m

тезлик хосил булади. Вужудга келган тебранишни эркин 
тебраниш деб караш мумкин. У холда кучиш ва тезлик 
учун к,уйидаги ифодаларга эга буламиз:

f/ =  /4sin(o)/ +  X);
i/ =  j/ =  /4cocos((o/ +  a ).

Ифодаларнинг чап томонига бошлангич шартларни, 
унг томонидаги t харфи урнига т ни куйсак,

0 =  /4sm(o)T-f-A.),
5
— = i4 cocos (оот +  Х)

келиб чикади. Бу тенгламалардан 
л 5А = ---ва Я,= — сотm ш

топилади. Буларии уз урнига куйсак, зарбий куч таъсир 
этган хол учун харакат конуни келиб чикади:

y =  ̂ ~sinai(t — т) (15.33)3 /ПИ) 4 '

Б у  холни уйготувчи куч Р(т)  таъсир этган хол билан 
боглаймиз. Бунинг учун уйготувчи кучни чексиз кичик



зарблар Я(т)^тнинг кетма-кетлиги деб фараз этамиз. 
(15.7- раем). Битта зарбий куч таъсирида вактнинг t~^i 
лахзасида (15.33) формулага асосан

P { t ) d t  - / . v ——— sma>(/ — т)ты

кучиш хосил булади.
ВактнингО-r/ оралигида зарбий кучларнинг кетма-кет 

таъсири остида хосил буладиган кучишни аниклаш учун 
юкоридаги ифодани интеграллаш зарур. Бу эса
(15.32) формулага олиб келади.

Замин тебранишидан хосил булган мажбурий тебра­
нишлар. Мажбурий тебранишлар системанинг асоси 
(таянчи) кузгалиши натижасида хам вужудга келиши 
мумкин (15.8- раем). Ер (бино замини) кимирлаганда 
бино ва иншоотларнинг тебраниши бунга мисол була 
олади.

Эркинлик даражаси битта булган системанинг таянчи 
кузралганида унга инерция кучи /л= — mz ва тикловчи 
куч R =  — су таъсир этади.

Системанинг динамик мувозанат тенгламасини куйида­
гича ёзиш мумкин:

mz-\~cy =  0. (15.34)
Система массасининг т^лик кучиши таянчнинг кучиши 

у<л{1) ва массанинг таянчга нисбатан кучиши y(t) дан 
ташкил топали:

z = yo-\-y; z = yo +  y, (15.35)

z нинг кийматини (15.34) тенгламага куйиб, унинг барча 
хадларини т  га булсак,



келиб чикади. Бу тенглама замин кузгалишидан вужудга 
келган мажбурий тебранишларни ифодалайди. Бу тенгла­
ма ихтиёрий уйготувчи куч P(t)  таъсирида вужудга келган 
мажбурий тебранишлар тенгламаси (15.24) га ухшашдир.

(15.36) тенгламанинг ечими йиринди куринишида (г/ =  
=гУ |+ ^ 2) ифодаланиши мумкин. Бунда бир жинсли 
тенгламанинг ечимидан топилади, бу эса эркин. тебра­
нишлар учун чикарилган куйидаги ечимдан фойдаланиш 
имконини беради (15.10):

г/i (со̂  -f- Я). (15.37)
(15.36) нинг хусусий интеграл и куйидаги куринишга эга:

/
у2 =  —  ̂i/0(T)sinti)(^ — т)^т. (15.38)

о

Шундай килиб, (15.36) тенгламанинг ечими
I

y =  Asin ((о̂  +  Л) — - [ y0(x)sin(i>(/ — т)^т (15.39)ш J
булади.

Гармоник куч таъсири. Резонанс. Саноат биноларида 
баъзан мувозанатлашмаган айланувчи кисми булган 
машиналар урнатилади (15.9- раем). Мувозанатлашмаган 
массанинг ук атрофида айланишидан хосил булган 
марказдан кочма куч Р таъсирида балка тебранади. Бу 
кучнинг вертикал ташкил этувчиси

P  =  P0sinet (15.40)
булади. Бу ерда 0  ротор айланишининг бурчак тезлиги. 
Формуладан куриниб турибдики, уйготувчи кучнинг 
балкага таъсири гармоник конун асосида узгаради.

Бундай куч таъсирида вужудга келадиган тебраниш 
жараёнини математик куринишда ифодалаш учун
(15.32) формуладан фойдаланамиз:

Р 1
У — ~ —  ̂sin0/sino)(f — x)dx, (15.41)

о



се^О хол учун интегралнинг ечими

и — ---- —  —бшсоЛ
т(ш —В ) V <*> /

булади.
р

Бу формулага а>2 =  — ва у„  = —  белгилаш киритсак,

у =  — Угт ( sinB/ — —sintoA (15.42)в2 \ ы /

келиб чикади. Бу ерда уСТ — статик куч Pq таъсирида хосил 
булган солкилик.

(15.42) формуланинг тахлили, бошлангич шартлар 
ноль булганда, системада икки кисмдан иборат мураккаб 
тебраниш вужудга келишини курсатади: кавс ичидаги 
биринчи хад уйготувчи куч такрорлиги буйича буладиган 
тебранишни; иккинчи хад эса хусусий тебраниш такрорли­
ги ш билан буладиган тебранишни ифодалайди.. Шунга 
кура биринчиси — м а ж б у р и й ,  иккинчиси — э р к и н 
т е б р а н и ш  деб аталади.

Реал конструкцияларда ноэластик каршилик кучларк 
таъсирида эркин тебранишлар (иккинчи хад) вакт утиши 
билан суниб боради: мажбурий тебранишлар эса аввалги 
амплитуда билан давом этаверади.

Вакт утиши билан эркин тебранишларнинг суниб 
бориши (б) хамда икки хил тебранишнинг кушилиш 
жараёни (а) 15.10- расмда тасвирланган.. Шаклдан кури- 
ниб турибдики, 0 > ш  ёки 0< ш  булишидан катъи назар, 
эркин тебранишлар жараённинг бошидаёк суниб колади. 
Шунинг учун ечимнинг доимий— сунмайдиган кисмини 
тахлил килиш билан чегараланамиз:

2*



у — . у - sin0/.
1

Бинобарин» мажбурий тебранишлар уйготувчи куч 
частотаси билан тебранади ва бу куч гуё система 
х,аракатини «уз амрига буйсундиргандек» куринади. 
М ажбурий тебраниш амплитудаси (динамик солкилик)

уйготувчи куч Ро нинг статик таъсирида х,осил булган 
солк.илик 1/стдан фарк килади. Уйготувчи куч таъсирининг 
динамик эффекти д и н а м и к  к о э ф ф и ц и е н т  деб ата- 
лувчи к,уйидаги нисбат билан аникланади:

борланиш график куринишда тасвирланган.
Уйготувчи куч такрорлиги 0 хусусий тебраниш такрор- 

лиги о) дан анча кичик б^лса, 1, динамик солкилик 
А статик солкилик уст га якинлашади. 0<С(о чегарада 
0 нинг усиши билан динамик коэффициент ц нинг киймати 
тез усиб боради; бу х,ол тебраниш . амплитудаси А нинг 
усишини билдиради. Агар 0 > а ) булса, (15.44) формулага

А = (15.43')

(15.44)

0
Динамик коэффициент такрорликлар нисбати — га 

боглик микдордир. 15.11-расмда jx билан — орасидаги
со

/



биноан А<сО булади; бу эса тебраниш амплитудаа 
уйготувчи кучга карама-карши йуналганлигини билдира 
ди.

Уйготувчи куч такрорлиги билан хусусий тебрании 
такрорлиги тенг булган х,ол (0 =  о>) р е з о н а н с  де<Q
аталади. Бунда» - =  1 булиб, мажбурий тебрании] ампли

<L)

тудаси чексизликка интилади. Каршилик (диссипатив' 
курсатувчи кучлар хисобга олинмаганлиги туфа или шун 
дай хулосага келинди. Бирок, реал конструкииялард< 
каршилик курсатувчи кучларнинг мавжудлиги амплитуда 
нинг чекли булишига олиб келади; амплитуда чекли, айш 
бир вактда катта кийматга эга булади. Ш унинг учу! 
резонанс холати иншоот учун хавфли саналади.

Осма куприк сингари баъзи реал иншоотларда энергия 
нингсочилиши (каршилик курсатувчи кучлар) жуда кичи) 
булади. Бундай холларда унча катта булмаган уйготувч! 
куч иншоотда хавфли резинанс тебранишларини уйготнпн 
мумкин. Масалан, шахдам кадам ташлаб келаётган пиёд< 
аскарлар куприкка етганда кадамларини узгартириб 
тартибсиз юра бошлайдилар. Чунки кадам зарби куприк 
нинг хусусий тебраниш такрорлиги билан бир хил були< 
колса, куприк резонанс тебранишларига учраб, бузилшш 
мумкин. Тарихда бундай холлар учраб туради. 1831 йилi 
Манчестрда (Англия) Ирвель дарёсига курилган осм; 
куприк 60 кишининг кадами зарбидан бузили*) тушган 
1868 йилда Чатамада Британия денгиз пиёда аскарлар! 
утаётганда куприк босиб колган. 1850 йилда Лнжердап 
осма куприкда катта фожиа руй берган; 500 кишида! 
иборат француз пиёда аскарлари батальони утаёттанд, 
куприк бузилиб, 226 киши халок булган.

Резонанс тебранишларини сундиришнинг икки хи. 
й^ли бор: бири иншоотнинг хусусий тебраниш такрорлиги 
ни уйготувчи куч такрорлигидан фаркли кили б танлаш 
иккинчиси, иншоотда демпфер (сундиргич)ларни купайти 
риш.

15.3. М АЖ БУРИ Й  ТЕБРАНИШ ЛАРГА КА РШ И Л И К
КУЧЛАРИНИНГ ТАЪСИРИ

Каршилик кучларининг эркин тебранишларга сези 
ларли даражада таъсир этишини олдинги сахифалард 
к$фиб утган эдик. Мазкур сарлавхада каршилик кучлар 
мажбурий тебранишларга кай даражада таъсир этишин 
к^риб утамиз.



Аввал харакат дифференциал тенгламасининг умумий 
ечими билан танишиб чикамиз, сунгра системага курсати- 
ладиган гармоник куч таъсирини батафсил куриб утамиз.

К.аршилик кучлари эътиборга олинса, мажбурий 
тебранишларнинг асосий тенгламаси куйидаги куринишда 
ёзил ади:

у +  2ау +  о>гу =  (15.45)

Б у  тенглама сунувчи эркин тебранишлар тенгламаси
(15.17) дан баробарнинг унг томони билан, каршилик 
хисобга олинмаган мажбурий тебранишлар тенгламаси
(15.24) дан чап томондаги иккинчи хад билан фарк 
килади. Система тебранишига каршилик кучларининг 
таъсири ана шу иккинчи хад оркали хисобга олинади.

Олдинги параграфдаги сингари уйготувчи куч P(t)  ни 
чексиз кичик зарблар P(x)dx кетма-кетлиги деб кабул 
килсак, у холда юкоридаги дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими куйидаги куринишни олади:

/ _____
y{t) = --- -— =- \P(T)^~“ (,_T)sin [д/со2—a 2 (t — т) ]drт(о)г~а2) J

(15.46)
Б у  формула P{t)  хар кандай конун буйича узгарганда 

уз кучини саклайди; а  =  0 б^лганда (15.32) формула келиб 
чикади.

(15.46) формулани уйготувчи ташки кучнинг гармоник 
конуни буйича:

P{t) =  Pos'mOt
узгарувчи холга татбик этамиз.

Бундай хол учун дифференциал тенглама

у +  2а у +  а)2у =  f ° sl"Qt (15.47)

куринишга эга булади. Маълумки, бундай тенгламанинг 
интеграли икки кисмдан иборат булади: 1) бир жинсли 
тенгламанинг интеграли (яъни, тенгликнинг унг томони 
ноль булган хол); 2) умумий тенгламанинг (15.47) хусусий 
интеграли.

Бир жинсли тенгламанинг ечимини (15.18) илгари 
куриб утган эдик. Бу тенглама сунувчи эркин тебра- 
нишларни ифодалашини ва эркин тебранишлар жараёни-



нинг бошидаёк суниб колишини биламиз. Шунта кура, 
мажбурий тебранишларнинг стационар кисмини ифода 
этувчи {15.47) тенгламанинг хусусий ечими билан чеклана- 
миз:

у =  asin0/ +  &cos0f. (15.48)
Шуни назарда тутиш керакки, а ва b нинг кийматлари 

тегишлича танланган такдирдагина (15.48) ифода
(15.47) тенгламанинг ечими була олади. Бунинг учун
(15.48) дан икки марта хосила оЛиб:

у =  a0cos0f — 60sin0* ; 
у — — a02sin0i — 602cos0* ;

(15.47) га куямиз:
— a02sin0/ — 602cos0/ -f- 2a0acos0/ — 260asin0/ +  a(i>2sin0f,

p
-{-6(i)2cos0/ =  —  sin0/m

еки (  — a02 — 260a +  0to2— ^ )s in 0 /  +

+  ( — 602+ 2a0a +  6(02) • cos0/ =  0 .
Каве ичидаги хадлар алохида олинганда нолга тенг 

булсагина хосил булган тенглама t нинг хар кандай 
кийматида каноатлантирилади. Бу эса уз навбатида 
куйидаги икки тенгламага олиб келади:

о(о>2 — 02) — 260а =  — ;' ' т

бу ердан
b (со2 — 02) +  2аыа =  0 ;

/>0(<о2-е2)а =
m[(<ô -0‘i)2 + 0 V  

'о«__ 2Рл0а
— 02)2 + 402а 2

а ва b доимий сонларнинг мана шу кийматларида
(15.48) ифода (15.47) нинг ечими хисобланади.

а ва b ни бошка узгармовчилар А ва у билан 
алмаштирсак, (15.48) ечим янада ихчамлашади:

a =  '4c0S1’ \ (15.50)
b ~  — /Isin-y J

15.49)



y =  As\nfttcosy — ̂ sin 7 CosO/ =  /4sln (0  ̂— у ) ( 15.51)
(15.49) ва (15.50) ифодалардан фойдаланиб А ва у 

нинг кийматини аниклаймиз:

Бу  ерда у — бошланрич фаза.
Р Р

Биринчи формулада — —̂= ~ -=  1/стэканлиги хисобга
mm ^

олинган.
Мажбурий тебраниш амплитудаси А нинг статик 

солкилик j/CTra нисбати, аввал (15.44) куриб утганимиздек, 
динамик коэффициент деб аталади:

Динамик коэффициент ц нинг бу киймати билан 
аввалги (15.44) кийматининг фарки шундаки, бу кийматда 
система тебранишига каршилик килувчи кучларнинг 
таъсири хисобга олинган. Уйготувчи куч такрорлиги 0 га 
Хар кандай киймат берганда хам ц хсч качон чексиз 
булмайди. ц нинг киймати энди 0/со дан ташкари а/со га 
хам боглик. Буларнинг узаро муносабати 15.12- расмда 
график куринишда тасвирланган.

а  =  0 бул-ганда 15.11- расмдаги хол келиб чикади, яъни 
р,= оо булади. Аммо <хфО булганда jx нинг энг катта 
киймати хам чекли булади. Каршилик кучлари резонанс 
зонасида узининг таъсирини кучлирок намоён килади.

<о =  0 деб олсак, 15.53 формуладан динамик коэффици- 
ентнинг юкори киймати келиб чикади:

Бундан маълум булишича, динамик коэффициент 
суниш коэффициенти а  га тескари пропорционал экан.

(15.52)

_ ш
*“  ~2а ' (15.54)



Мавзуимиз охирида 
замин кузгалишидан хо- 
сил булган мажбурий 
тебранишларга кискача 
тухталиб утамиз. Маъ- 
лумки, каршилик кучла- 
ри эътиборга олинмаган 
холда тебранма харакат* 
нинг дифференциал тенг­
ламаси (15.36) кури* 
нишда ва унинг ечими 
(15.39) куринишда бе- 
рилган эди. Юкорида

(15.45) ва (15.39) га
каршилик
(г ~ а<) ни киритсак, тебраниш тенгламаси 

у  +  2 а у  +  <а2у =  —  уо

15.12- р а с м

куриб утилган тенгламалар
кучларини ифода этувчи хадлар (2ау) хамда

(15.55)
куринишни, унинг ечими эса

I
y =  -4e~e'sin(o)/H“ Y) — ~  т)*sinto(/ — т)йт

о
(15.56)

куринишни олади.
Мисол. Узунлиги 1 =  3 м булган балканинг уртасига 

уриатилган мувозанатлашмаган двигателнинг вазни Q = 
=  4кН, айланишлар сони п =  450 айл/мин. Двигателдан 
хосил буладиган марказдан кочма кучнинг вертикал 
ташкил этувчиси Psin0/ булиб, Р =  1 кН. Балка 12- 
иомерли пулат куштаврдан ясалган. Двигатель тухтовсиз 
ишлаганда хосил буладиган мажбурий тебранишлар 
амплитудаси ва кучланишлар аниклансин (15.1- раем, а га 
каранг).

Ечиш. Ш у балканинг хусусий тебранишлари такрорли- 
ги аввалги мисолда топилган эди:

со =  56,6 с-1.
Мажбурий куч такрорлиги

3,14-450
0 =  1 ir =

Динамик коэффициент



Демак, динамик кучдан хосил буладиган кучланиш ва 
деформация статик кучланиш ва деформациядан 3,25 мар­
та катта булар экан.

Балка уртасининг максимал солкилиги

У max Уст(<?) “Ь Ц Уст(Р ) =  М- 4g £y =

=  0,306 +  3,25-0,077 =  0,556 см.

Балка уртасидаги максимал кучланиш

a™ , =  a „ (<,, +  n a „w  =  ^  +  ̂ = 9 3 0 4 9 ,1  кН/м2.

С ГС  бирликлар системасида a mex =  930,5 кГ/см2.

16- боб
Т ЕБ РА Н И Ш Л А Р  НАЗАРИЯСИН И НГ ТЕХНИКАГА  

ТАДБИК.И

Тебранишларнинг техникадаги урни хакида гап бор- 
ганда уларнинг фойдали ва зарарли турлари мавжуд 
эканлигини таъкидлаб утмок зарур. Мутахассислар 
тебранишнинг зарарлн куринишига карши кураш восита- 
ларини яратиш билан бирга, унинг фойдали томонини 
инсон манфаатига буйсундиришга интилиб келадилар. 
Куйида ана шулар хакида баъзи маълумотларни баён 
этамиз.

16.1. ТЕБРАНИШНИ ЮТУВЧИ АМОРТИЗАТОРЛАР

Бирор т  массага куйилган 
вертикал титратувчи кучнинг таъ- 
сирини юмшатиш максадида масса 
билан таянч орасига юмшок ка- 
йишкок катлам (амортизаторлар) 
жойланади (16.1-раем).

(15.43) формулага кура мас- 
санинг тебраниш амплитудаси 
кичик булиши учун пружина- 
нинг хусусий такрорлиги таъсир



этаетган куч такрорлигидан анча кичик б^лиши ксрак. 
Масалан, —=  10 деб олсак, энг катта амплитудаш

л __ Уст __ Уст __ Уст
1 — 1021 “  "99"

булади. Бу эса статик солкиликнинг атиги бир фоизини 
ташкил этади. Каршилик, кучлари хисобга олинса, 
амплитуда янада кичраяди.

16.2. ВИБРОГРАФ

Виброграф иншоотлар тебранишини. ёзиб оладиган 
асбобдир. Назарий жихатдан у эркинлик даражаси битта 
булган система булиб, унинг тархи 16.2- шаклда тасвир- 
ланган. Кути куринишидаги корпуснинг юкори кисмига 
юмшок пружина ёрдамида осиб куйилган огир масса 
m вибрографнинг асосий элементи хисобланади. Массага 
махкамланган калам айланувчи барабанга тегиб туради. 
Виброграф тебранувчи иншоотга шундай урнатиладики, 
барабаннинг уки тебраниш йуналиши билан бир хил 
булсин. Асбоб корпуси иншоот билан бирга тебранади, 
масса эса пружина булганлиги туфайли деярли кузгалмас, 
булиб тураверади. Шунда калам барабанга уралган 
лентага тебранишнинг эгри чизигини чизади.

Массанинг кузгалмаслигини таъминлаш учун (15.43) 
формуладаги 9/ш нисбатни мумкин кадар катта олиш 
лозим. Агар, аввалгндаги сингари, 9/а>=10 деб олинса, 
у холда асбоб оркали олинган тебраниш ёзувида йул 
куйилган хатолик бир фоизни ташкил этади:

А =  ~  asin6f .

77777777777777777У7777%&
Иншоот

& (t )* a s ln e t



п п п

16.3- ра е м

0)

16.4- р а е м

16.3. ТАКРО РЛИ К УЛ Ч А ГИ ЧИ  ( ЧАСТОТОМ ЕТР)

16.3-расмда резонанс коидасига асосланган частото- 
метр (такрорлик улчагич) нинг тархи тасвир'ланган. Часто- 
тометр асосий корпусга махкамланган хар хил узунликда- 
ги юпка пластинкачалардан ташкил топган. Пластинкача- 
ларнинг учига кушимча массалар махкамланган. Пла- 
стипкачаларнинг узунликлари хар хил булганлиги сабабли 
хусусий такрорликлари хам хар хил булади, улар  олдиндан 
Хисоблаб куйилади. Частотометрнинг корпуси тебрана- 
ётган объектга урнатилади. Натижада кинематик таъсир 
остида пластинкачалар тебранади. Хусусий такрорлиги 
объект такрорлигига якин булган пластинкача катта 
амплитуда билан тебрана бошлайди, яъни резонансга 
тушади. Улчанаётгам тебраниш такрорлиги ш у йусинда 
аникланади.

16.4. ПОЙДЕВОР КО ЗИ К.Л А РИ Н И  ВИ БРА Ц И О Н  
УСУЛДА К.ОКИШ

Узунлиги бир неча метр булган металл ёки темир-бетон 
козикларни ерга зарб билан кокиш куп вакт талаб 
Киладиган мураккаб жараёндир. Тебранма харакатга 
асосланган вибрацион усул эса козикни киска вакт ичида 
керакли чукурликкача осонгина кокиш имконини беради.

Козикнинг юкори учига тебраниш уйготувчи огир 
вибратор урнатилади (16.4-раем). Вибраторнинг па- 
раллел жойлашган иккита вали карама-карши йуна- 
лишда айланади. Валнинг хар бирига дебаланс урна- 
тилган. Валлар айланганда марказдан кочма кучлар хосил 
булади. Дебаланслар бир-бирига нисбатан шундай жой-



лаштириладики, бунда марказдан кочма кучларнинг 
горизонтал тузувчилари узаро мувозанатлашади, верти­
кал тузувчилари эса бир томонга йуналганлиги туфайли 
кушилади.

Шундай килиб, вибратор вакт утиши билан синус 
конуни буйича узгарадиган кушимча вертикал кучлар 
уйготади. Тадкикотларнинг курсатишича, козикни ерга 
киритувчи асосий сабаб — огирлик кучи булиб, тебра­
нишлар каршилик кучини камайтириб беради холос.

16.5. ВИБРАЦИОН СУВ КУТАРГИЧЛАР

Баъзан чукур кудуклардан сув тортиб чикаришда 
оддий насослар урнига вибрацион сув кутаргич (водо­
подъемник) лардан фойдаланилади (16.5-раем).

Тик урнатилган труба 1 нинг туби кудукдаги сувга 
ботиб туради. Труба тубидаги тешик пружинали 3 копкок
2 билан беркитилади. Трубанинг юкори кисмига сув окиб 
тушадиган жумрак 4 урнатилади. Lily жумраккача сув 
куйилади. Агар трубани катта тезлик билан пастга 
силжитсак, у холда ташки босим остида копкок очилади, 
трубага сув киради, кутарилган сув жумрак оркали 
ташкарига окиб тушади.

Сув кутаргич уз иши жараёнида узлуксиз равишда 
юкорига ва пастга кутарилиб тушиб туради. Кутарилиш ва 
тушиш масофаси мумкин кадар киска олинади. Хар бир 
циклда остки тешикдан маълум микдор сув кириб, шунча 
сув жумрак оркали ташкарига чикади. Цикллар дав.рий

равишда такрорлангани са- 
бабли сув жумракдан тухтов- 
сиз тушади.

Трубани харакатга келти- 
риш учун дебалансли ёки 
электромагнитли вибратор- 
лардан фойдаланилади.

Техникада вибрацион сув 
кутаргичларнинг бошка хил- 
лари хам ишлатилади.

Биз вибротехник жараён- 
ларнинг айрим хиллари би­
лан танишиб чикдик. Аммо 
тебранишларнинг техникада 
кулланилиш калами анча 
кенг ва ранг-барангдир. Маса-



лан, улар огма новдан тушаётган жисмнинг харакатини, 
шунингдек бетоннинг бункердан тушишини тезлатиш, 
сочилувчан жисмларни пастдан кжорига ташиш, каттик 
жисмларни майдалаш, хар хил материалларни навларга 
ажратиш, турли жисмларни аралаштириш каби ишларда 
самарали фойдаланилади.

17- боб
Э Р К И Н Л И К  ДАРАЖАСИ БИ Р НЕЧТА БУЛГАН 

СИСТЕМ АЛАР

17.1. К.АРШ ИЛИКСИЗ МУХ.ИТДА СИ С ТЕМ А Н И Н Г 
ЭРКИН Т ЕБРА Н И Ш И

Бир неча й и р и к  массаларга эга булган эластик 
консолнинг эркин тебраниши билан танишиб чикамиз 
(17.1-раем). Бу масалани хал этишда хам бир массали 
системадаги сингари Даламбер коидасидан фойдалана- 
миз: консол балка тебранганда mi, m2, т п массалар 
йуналишида

—  m \y w  — т2у2\ — т „ у п

инерция кучлари хосил булади.
Хисоб ишларини осонлаштириш максадида, курилиш 

механикасида кенг кулланадиган, бирлик кучиш 6*, 
тушунчасидан фойдаланамиз. 6*, — балка k нуктасининг 
кучиши булиб, бу кучиш балканинг / нуктасига куйилган 
бирлик куч Р  =  1 таъсирида хосил булади. Агар ташки куч 
Pi=t= 1 булса, у холда Р, таъсиридаги тулик кучишни 
аниклаш учун бирлик кучиш 
ташки кучга купайтирилади.

уь =  Р£ы (17.1)
Бир вактнинг узида бал- 

кага бир канча кучлар Р\,
Р п куйилган булса, 

балка k нуктасининг тулик 
кучиши алохида кучишлар 
й и р и н д и с и  сифатида аникла- 
нади.

Ук — P\bk\ +  Р  26*2 "4"
+  ... +Pn&kn- 07 .2)



Тебранишлар тенгламаснни тузишда мана шу форму- 
лага асосланамиз.

Биз текшираётган системада (17.1^расм) та 1ики куч- 
лар Pi урнида инерция кучлари ( — т „уп) турибди. Шунга 
кура, бу система учун (17.2) формула куйидагича ёзилади:

У к ~  — т\у\Ьк\ — тъучЬкъ— ••• — т пупЬкп\ (17.2)' 
хар бир массанинг кучиши куйидагича топилади:

У х = — — т # £ 12— ... — т £ п6,„; '
у 2=  — т | у,б21 — т # ф 22 — -  -  « А » :  (17.3)

//„= — т,у '|бп1 — т £ 2Ьп2— ... —
Бу тенгламалар системасининг хусусий интеграли

yk = A ks\n(bit +  Я) (17.4)
куринишда кабул килиниши мумкин.

(17.4) ифодани тенгламалар системаси (17.3) га куйиб, 
номаълум амплитуда Ак ва такрорлик (to) га нисбатан бир 
жинсли алгебрик тенгламалар системасини хосил киламиз:
^ (т .б ц ш 2— 1) -\-А2т 2&12ы2-\- ...+  Л „т „6 1пы2 =  0;
.4 Jm,62lto2-bЛ 2( т 2622ш2— 1 )-h - +  А пт пЬ2пш2= 0 ;  1 5)

Л , т Д ],ы2 +  Л 2т 26,,2ш2+  ... +  Л „ ( т п6ппа)2— 1) = 0 .

А[ = Л г =  ... =/4n =  D булганда (17.5) тенгламалар 
системаси каноатланса-да, куйилган масалага ечим була 
олмайди, чунки бунда балка тинч холатда булади.

(17.5) тенгламалар системаси коэффициентларидан 
ташкил топган аникловчи (дитерминант) нолга тенгбулса, 
Ак нинг кийматлари нолдан фарк килади, яъни консол 
тебранаётган булади.

(m ,6uo)2— 1) т 2 8|2о)2
т ,б 2,о)2D  =

т ,б п1ш2
(m.Ji22о)2— 1) 
т 26л2(о2 •

т пЬ ]пш2
т „б 2по)2 =  0

Аникловчини очиб чиксак, о>2 
тартибли тенглама хосил булади:

{ т пЬппы2—  1)
(17.6)

га нисбатан п —



1-а,(о2 +  а2о)4-аз(о6-Ь ... +  ( -  1)папш2п =  0. (17.7)
Бу тенглама такрорликлар тенгламаси ёки а с р и й  

т е н г л а м а  деб аталиб, п та хакикий ва мусбат илдизга 
эга булади. Илдизларни wf, (02, ... деб белгилаймиз ва 
такрорликлар учун куйидаги п та жавобга эга буламиз:

Система эркин тебранишларининг барча такрорликла- 
ри мажмуаси т а к р о р л и к л а р с п е к т о р и  дебаталади. 
Буларнинг ичида энг кичиги биринчи ёки а с о с и й  
т а к р о р л и к  дейилади. Амалий ишларда дастлабки уч 
такрорлик мухим ахамиятга эга булади.

(17.3) теигламалар системасининг умумий ечими
(17.4) куринишдаги $усусий ечимларнинг йигиндисидан 
иборат:

УЬ =/4ft|Sin (Ш]/ —f- Я] ) -}-/lA2Sin (o )2  ̂+  ̂ 2) +•••
... -j-j4ftnSin (а»л/ -Ь ^л)- (17.9)

Буни хар бир масса кучиши учун алохида ёзамиз:
у\ = Л  и sin (со 1 ̂  +  А-i) A i2sin ((021Н-Яг) -f-... -f- 

A i/jsin (о)я -J- Я-я);
У2 =  Л2|31п((0|/ +  Я|) -j-/422Sin((j>2/ +  X,2) +••• +

+  /l2nsin (0int -|-A,„);

i/n=^nlSin((i)|/ +  X.|) -j-/4n2Sin ((02* +  X2) + ... H“
— 4̂/i«sin ((£>nt Н-^л) ■ (17.10)

Aki нинг биринчи индекси координатани, иккинчиси — 
такрорлик номерини билдиради.

(17.10) тенгламалардан куриниб турибдики, хар бир 
масса мураккаб харакатда булиб, бу харакат такрорлиги 
турлича булган тебранишларнинг (синусоидаларнинг) 
йигиндисидан ташкил топади. Кушилувчиларнинг сони 
хусусий такрорликлар сонига, яъни системанинг эркинлик 
даражасига тенг.

Умуман олганда система тебранишининг формаси 
(солкилик шакли) узгарувчан булиб, амплитудалар

(17.8)



17.2- р а е м

нисбати узлуксиз равишда узгариб боради. Бирок хамма 
вакт система харакатининг бошлангич шартларини, барча 
массаларни маълум бир такрорлик ш/ буйича тебранадиган 
килиб олиш мумкин. Бундай тебраниш а с ос и й ёки 
н о р м а л  т е б р а н и ш  деб, тебраниш шакли эса а с о с и й 
ш а к л  деб аталади. Айрим муаллифлар буни хусусий 
шакл деб атайдилар.

Тебранишнинг асосий шаклларида исталган массанинг 
амплитудалари нисбати хар доим узгармас булиб, вактга 
боглик булмайди. Бинобарин, асосий шакллар амплитуда- 
лар ёки уларнинг нисбатлари оркали аникланади.

Аксарият холда эркин тебранишлар асосий шаклдаги 
тебранишларнинг комбинациясидан иборат булади. Уз 
навбатида хар бир хусусий такрорлик узига мос асосий 
тебраниш шаклига эга, яъни биринчи такрорликка — 
биринчи, иккинчи такрорликка — иккинчи шакл ва хоказо 
мос келади (17.2- раем). Системанинг эркинлик даражаси 
ортган сари тебраниш шаклидаги тулкинлар сони хам 
ортиб бораверади. Кискаси, асосий шакллар сони система­
нинг эркинлик даражаси п га тенг булади.

Системанинг мураккаб тебранма харакатига хар бир 
тебраниш шаклининг улуши, эркин тебранишларни ву- 
жудга келтирган бошлангич шартларга боглик.

Тебраниш асосий шаклларининг мухим хоссларидан 
бири уларнинг ортогоналлигидир. Бу хоссага кура бир



асосий шакл инерция кучларининг бошка асосий шакл 
кучишларида бажарган и ш и  нолга тенгдир, яъни

6-i
(17.5) тенглама Ак га нисбатан бир жинсли булганлиги 

сабабли амплитудаларнинг кийматини бевосита шу тенг- 
ламанинг узидан аниклаб булмайди. Бирок бу тенглама- 
лар системасидан фойдаланиб, х,ар бир такрорлик ш учун, 
а с о с и й  ш а к л  деб нрм олган

2̂ 3̂ п̂_
V  А , ' " '  Л, 

нисбатларни аниклашимиз мумкин.
Агар (17.5) тенгламалар системасига такрорликнинг 

бошка киймати куйилса, бошка асосий шаклни белгиловчи 
бошка кийматли амплитудалар нисбати келиб чикади.

Амплитудалар индексини (17.10) тенгламалар система- 
сидаги каби олсак, тебранишларнинг биринчи асосий 
шакли учун

*3 1  — ... хя1 =
нисбатларга, иккинчи асосий шакли учун эса

у _ — ■ У _Л 22 —  - д . Л  32 —12
*32

42
. . .Л „ 2= *п2

нисбатларга эга буламиз.
Xki нисбатлар факатгина система параметрларига 

боглик микдорлар булиб, бошлангич шартларга х,еч бир 
алокаси йук. Хм нинг кийматлари шакл о р д и н а т а с и  еки 
а м п л и т у д а  к о э ф ф и ц и е н т и  деб х,ам юритилади.

Xki нисбатлардан фойдаланиб, умумий ечим (17.10) ни 
куйидаги куринишда ёза оламиз:
У\ =  А |,sin (ш,/-^ Я.,) +^4 l2sin (ш^ Н-^2) +
-J- A ,„sin (ыл/ +  ;
y2=^2HiiSin(to^ +  X,) + x 2214 l2sin(a>2/ +  X2) +  ...+

i-jSin (to„/ -f-^n) ; (17.11)

i/3 =  * rt),4iisin{w,* +  ̂ ,) + x „2A i£m (to2t +  K2) +  ... +  
+  x w 4„Isin(o>,l/ +  A,n).



Номаълум п та амплитуда Aw, Л 12, --„Ain ни ва п та 
бошлангич фаза к\, ta, ..., ни аниклаш учун бошлангич 
шартлардан фойдаланамиз. Харакат бошидаги (/ =  0 )я та 
к^чишлар £/! (0), у г(0 ), ... у\ (0) хамда ушанча тезликлар 
i/i (0), «/а(0), ... уп(0) бошлангич шартлар хисобланади. 
Булар ёрдамида биринчи координата амплитудалари Aw, 
А 12, ... А\п аникланади, колган координаталарнинг 
амплитудалари асосий шакллардан топилади.

Харакат бошида барча тезликлар нолга тенг дейлик. 
У холда (17.11) тенгламалар бир жинсли системага 
айланади: '

у ] (0) = А  n(ocos>,,-f- A i2co2cos>.2 +  ... -\-А uo)„cosXn =  0 ; '
У 2(0 ) = X 2lА  , [(O^OSA., +  * 22<4 i2^ 2COS^2 +  ••• +
+  x2nA lnti>ncosXn =  Q;

У „ ( 0 ) =  * n/ ||U ]COSA| +  X „2/ l 12G>COSA,2+ ...+

■ + х ппА lntoncosXn =  0.
.(17.12)

Ьунинг ечими:
cosA,i — costa =  ... =  cosX„ =  0,

демак.
X, =  Х2 =  ... =  Х „ =  f  .

Бошлангич фазанинг бу кийматида (17.11) тенглама­
лар куйидаги куринишни олади:
у l= А , ,coso)xt + А ,2cosg>2/ + ... +  A lncoswnt;
y 2= x 2lA ucos(t)lt-j-x22A I2cos<D2t-l-...-t-x2̂ 4lncos(i)J; (17.14)
yn =  xnlA , ,cosco,/ -f xn2A ^costo^-f... +  хЯ1̂  )ncosw j.

Бошлангич кучишлар */i(0), уг(0), ...у„(0) маълум 
булса, номаълум п та амплитудалар А и, А 12, ••• куйидаги 
тенгламалардан топилади:

У\ (0) = А  п +  -̂  12+  - 
у 2( 0) =  х21А и -\-х22А 12-\-..,+х2пА 1п;

(17.15)

*/«(0) — хг1]А п-\-хп2А 12-\-,,. + хГ1ПА 1п.
336



17.2. КА РШ И Л И КЛ И  МУХ.ИТДА С И С ТЕМ А Н И Н Г 
ЭРКИН Т ЕБРА Н И Ш И

Эркинлик даражаси бир неча булган системанинг 
сунувчи тебранишларини к^риб чикамиз. Масса гпк. 
харакатига каршилик килувчи кучларни харакат тезлигЪ- 
га пропорционал дсб оламйз. Тебраниш тенгламаси 
сифатида (17.2)1 дан фойдаланамиз; бирок бу тенгламага 
каршилик кучлариии хисобга олувчи 2а,т,6*,*/« хад 
киритамиз: V

У к =  —  ̂ |6А,(у, +  2а^ ,) — т ф к2{у2+ 2 а . у 2) — ...—

— ™£кЛУ« +  2а,уп) - (17.16)

Бу ерда (15.16)' га биноан

а e  JL. „ =
' 2 т ( ’ 2 2т 2 ’ п 2т п

Одатда, суниш коэффициенти a i барча шакллар учун 
бир хил олинади, шунга кура at =  a 2 =  ... =  a n — а  булади. 
Буни эътиборга олсак, харакатнинг дифференциал тенгла­
малар системаси киска куринишда куйидагича 'ёзи­
лади:

Ук +  т |6д| {у\ +2ау\) +  m26*2 (i/2-|-2 a*/2) +  ...+

+  гппЬы (Уп -Ь 2ауп) =  О,
(й= 1, 2, ..... п).  (17.17)

Бу тенгламаларнинг ечими
ук =  Аке~*1ъ\п {Ы  +  Xt) (17.18)

куринишда аникланади.
Бундан кейинги амаллар каршиликсиз, мухитдаги 

системадаги каби булади. Натижада куп массали система­
нинг сунувчи тебранишлари учун куйидаги ифодага эга 
буламиз:

У k — AktS a'sin(toi/ +  A.i) -\-Ак2£~ a(sin (g>2  ̂ X?) + ... -f- 

+  Акпе~а‘$ т {ы п1 Хп). (17.19)
Бу  ерда



17.3. Э Р К И Н Л И К  ДАРАЖ АСИ ИККИТА 
ВА УЧТА БУЛГАН СИСТЕМ АЛАР

Эркинлик даражаси иккита ва учта булган системалар 
эркинлик даражаси бир нечта булган системаларнинг 
хусусий х,олидир. Аммо бундай системалар учун тузилади- 
ган тенгламалар оддий булганлиги туфайли ечимларни 
тугал куринишгача етказса булади. Ш у сабабли бундай 
системалар устида алохида тухталиб j/тамиз.

Эркинлик дараж аси иккита булган системаларнинг 
эркин тебранишлари

Тебранишлар каноник тенгламаси (17.5) икки массали 
система учун куйидаги куринишни олади:

А\ (m i6 iio )2 —  I )  61 2  w 2 =  0;
А 1т |б 21Со2-|-Л2 (т |б 22 о)2— 1) = 0 .  (17.21)

Аникловчи (17.6) эса куйидагича ифодаланади: 
( т , 6 иа>2— 1) mfiyfd2

(т/>2&й2— 1)
D = =  0. (17.22)

Анимовчини ёйганда келиб чикадиган такрорлик 
тенгламаси биквадрат куринишда булади.

to4 (6] 1622 — 6?г) m iт з  — о)2(6 и т] - f  622^*2) - { - 1 = 0 .
to2 =  Z деб белгиласак, (17.23)

z 2(6i 1622 — 6?2)mim2 — г (Ьцт\  +  б22тг) +  1 =  0 

келиб чикади. Бунинг ечими 

(W]6| | + ̂ 2̂ *22) V  ^1^11 Н"т 2̂ 22̂ '2 — 4/И|Я12(б| [ 622 б 12)z l 2= ----------------------------- ------------------
2m ,m 2(6 l l fi22 —  б ,2)

булади. Илдиз остини узгартирамиз:

z _  (^ t6n + m2622) д/ (W|6n +m2622)2 + 4m1m26;2 g4 )
2 т  [ т 2 (б, (622 — б22)

Бундан биринчи ва иккинчи такрорлик келиб чикади:
(О, =  у г , ; ы 2 =  д/z , .



17.3- р а е м

Z\ ни аниклашда (17.24) ифода «минус», 22 ни аниклашда 
эса «плюс» ишора билан олинади.

Эркин тебранишлар дифференциал тенгламаларининг 
умумий ечими (17.10) га кура

у\ ^  А 1 1sin(to|/-j-Xi) -ЬЛJ2sin (0)2/ - Я.2) »
У'2=y42isin(<01 /-f-A.I) -f-/422sin( 0)2^Н-^2) • (17.25)

куринишга эга.
Хар бир тебраниш шакли уз такрорлигига эга: 

An, А 2 1 — такрорлиги Ш| булган биринчи шакл тебра* 
нишларининг амплитудаси (17.3- раем, а ), бу ерда 
биринчи индекс — координата номерини, иккинчи ин­
декс — такрорлик номерини билдиради. А 12, А 22 — такрор­
лиги (02 булган иккинчи шакл тебранишларининг амплиту­
даси (17.3- раем, б ) .

Тебранишнинг асосий шакли деганда, sin(co,/-|-?w) =  
=  1 булганда, бирор хусусий такрорлик билан тебрана- 
ётган система деформациясининг шакли тушунилади.

Бинобарин, хар бир асосий шаклни юкори инерция 
кучлари таъсирида хосил б^ладиган солкилик сифатида 
аниклаш мумкин: биринчи шакл 17.3- раем, а да, иккинчи 
шакл эса 17.3- раем, б да тасвирланган кучлар таъсирида 
хосил булади. Хар иккала асосий шакл узаро ортого- 
налдир, яьни биринчи шакл кучларининг иккинчи шакл 
кучишларида бажариши мумкин булган иш нолга тенг. 

Биринчи гармоника амплитудалари нисбатини 
А  А

ж2| =  - j 1-, белгиласак, (17.25) тенгламал,, л ]2
куйидаги куринишни олади:



у | = Л nsin(o)i^ +  Xi) -(-i4)2Sin(ci)2^-|"X2)i 
y2 =  *2l ^Iisin({0l/ +  X|) +X22/4l2Sin(c02/-f Л2). (17.26)
Бу ерда хусусий такрорлнклар a>i ва шг хамда 

тебраниш шаклининг характеристикаси деб аталувчи 
амплитудалар нисбати *21 ва *22 факатгина тебранаётган 
системанинг параметрларига боглик булган микдорлар- 
дир. Aw, А )2, Ai ва к2 нинг кийматлари харакат бошидагн 
кучиш ва тезликни ифодаловчи бошлангич шартлардан 
топилади.

Масалан, t =  0 булганда

яъни харакат иккинчи массага зарб берилишдан бошлан- 
ди, дейлик. У холда (17.26) тенгламадан

у\ (0) =  Л 1 isinA.i -f- Л i2sinX2 =  0; 
t/2(0) —  Х2 \А nsin^i -f" Х22А 12sinX.2 =  0; 
t/i(0) =/4iio)icosA.i+i4i2d)2COsX2 =  0;
*/2(0) ==X2 lA MtOfCOSAl -\-X2 2A  12W2COSX2 =  vo •

келиб чикади. Юкоридаги икки тенгламадан ^1=Аг2 =  
=  0; пастдаги икки тенгламадан эса

эканлиги маълум булади.
Бошлангич шартларни махсус танлаш й^ли билан 

хар иккала массани бир хил такрорликда тебранишига 
эришиш мумкин. Масалан, Д |2 =  0 булганда тебраниш 
битта гармоника буйича содир булади:

хамда б и р и н ч и  а с о с и й  т е б р а н и ш  деб аталади. Х2\ 
тебранишларнинг б и р и н ч и а с о с и й  ш а к л и н и  ифо- 
далайди.

Агар /4ц=0 булишига эришилса, иккинчи асосий 
тебраниш содир булади

У.(0) = 0 ,
У\(0) =  о,

У2(0) =: 0; 
У2 (0 ) =  vo;

v0 »
0)2 Х22 —  х 2[

(17.27)

у гг =  /4 i2sin (о>а/ +  Яг);
У22 =  Х 22А  |2 Sin (о)2  ̂“I- Я2 ) •



Бу ерда Х 22 тебранишларнинг и к к и н ч и  а с о с и й  
ш а кл и н и ифодалайди.

Тебранишларнинг биринчи асосий шаклида хар иккала 
масса он такрорлик билан бир йуналишда тебранади. 
Иккинчи асосий шаклда эса массалар 102 такрорлик билан 
карама-карши йуналишда тебранади.

Мисол. Иккита бир хил массали вазнсиз балканинг 
эркин тебранишлари такрорлиги аниклансин (17.3-раем, 
в).

Ечиш . Моментларнинг бирлик эпюраларидан Верешча- 
гин коидаси буйича купайтириш йули билан бирлик 
кучишларни топамиз (17.3- раем, г, dj.

с _ _  4/3ий — 022 — 243 E J  

713
486£/

(17.24) формула берилган масала учун куйидаги 
куринишни олади:

'b  =  W ‘ W  И " *  V 4e? . - 4 («M +  «?2) ].2(6и - б»а)т
бундан

= 5-69 V-ш, =  5,69 / ~  ва <u2= 22

аникланади.

Эркинлик даражаси учта булган системаларнинг 
эркин тебранишлари

Уч массали системанинг хусусий тебранишлари тенгла- 
маси (17.5) га асосан куйидагича булади:

Л ]( т |б,|to2— I )

А |6Й|Ш2+ Л  2(m 26 22a>2""  I ) + ^,/^3633=  ш2= 0 ; (17.29) 
A  |m!631cD2+/42m 26 32t|>2-f Л 3( т Д 13й>2— 1) =  0.

Бу тенгламаларнинг аникловчиси (1.7.6) га кура 
куйидагича ифодаланади:



(m l6u<D2— 1) m26,3d)2 m36l3oo2
m,62|0)2 (m 26 22(o2— 1 ) m36 23co2

m,63,o)2 /712632©2 {/Пз633о)2— 1 )
17.30)

Амплитуда коэффициентлари X kn=  -~- куйидаги тенг-
/Ч п

ламалардан топилади:
(ш .бц ш 2—  1) + д :2„ т 26 12а)2+ х 3пт 36 13а>2= 0 ; 

m l62|0t)2+ * 2n(m 2622o}2— 1) + х 3птз623а)2=0; 
т 1б31<а2-1-х2пт ^ ^ - \ - х 3п( т ф 3̂ а2— 1) =0.

7.31

Бу тенгламалардан бирортаси ташлаб юборилиб, 
колган иккитасидан хщ ва хзп номаълум коэффициентлар 
аникланади.

Уч массали балка тебранишининг такрорлнклари ва 
асосий шаклларини анимашга дойр мисолни куриб 
утамиз (17.4- раем).

17.4- ра е м

Балканинг бирлик кучлар таъсиридаги к^чишлари
берилган дейлик:

л  2 5 i 3  .  й

Й ‘ |—  3888ЕГ 22 3888ЯУ

б б23=  612;
° 12 3888£/ 23

, ' ^ . 6 ____ —6 13= 3888£7 ’ ° 33“  3888ЕУ •

Балка тебранишларининг каноник тенгламасн
(17.29) га кура



3888£7 3888E J 3888£7 Д М ,= 0;

3888ЕУ

- V

- 1 ) 4 ,.

, . 3 9 /V  . . .  . /  25/3u>2 Л  . л
м а '+ 1 Ш е т м а * + Ь ш ё т м -  1 ) A ^ °  ■

ш ш МА> + (ш ё тм - ' )1 м 2+ 39/ о)■3.2

3888Е/ 0.

К , 3888E J  
Рш2М

деб олсак, тенглама ихчамлашади:

(2 5 -  К я) А , +  39Л 2+  1 ТА 3= 0;
39Л,+ (81 +  /С„)Л2 +  39Лз=0;
17Л, +  39Л2+- (25 — К„)<43= 0. J 

—  i
Тенгламалар аникловчисини нолга тенглаймиз: 

(25- / Q  39 17
О =  30 (81— К п) 39 = 0 .

17 39 (25 - * „ )

Бунинг ёйилмаси
K l -  132К1 +  1344/Сл — 2880 =  0.

Тенгламанинг илдизлари: /0 =  120, /(2 =  8 , /Сз=3. 
Эркин тебраниш такрорликлари

3888£У2 3888£/ 0)1 =
Рм кя А .

дан аникланади:
1 ) биринчи асосий шакл такрорлиги (/Ci =  12 0 )

9.859 ГЁТ
л Н г '(О = V3888£/-.^-mJ4-120 =

«5

2 ) иккинчи асосий шакл такрорлиги (/(2 =  8 )

L ~ ~ .  1m l4 Г  38,184 ГЁТ
щ  =  Y 888£/:^ “  • 8 -  ~ г  v ^ r

3) учинчи асосий шакл такрорлиги (К з  — 3)

О) ,= ^38&SEJ ±ml'.3  =  - ^ д / f  •



Топилган такрорликлар буйича (17.31) дан фойдала- 
ниб, асосий шаклларни аниклаймиз. Бунинг учун {а) 
тенгламанинг барча хадларини А\ га булиб, тенгламани 
кайта ёзамиз:

(25 — К п) +  39х2п+  17х3п =  0; 
3 9 + (8 1 -/С |1) * Яя+39хзв= 0 ; 
17 +  39х2я+  (25 — /С„)Хз„ =  0.

( б )

Бирннчи асосий шаклни аниклаш учун (б) тепгламада 
/Ci =  120 деб олинади:

(25— 120)+39х21 +  17хз]==0; - 
3 9 +  (81 -  120)X2i +39хз| = 0 ;  1 
17 +  39x21 +  (26 -  120) хз | =  0.

Тенгламаларнинг биттаси ортикча. Учинчисими ташлаб 
юбориб, колган иккитасидан

95-39 +  39-17 п -39-39 +  39-95 .=  ва jcз| =  • — 139-39 +  39-Т7 39-39 +  39-17

аникланади. Шундай килиб, биринчи асосий шаклни 
куйидаги микдорлар белгилайди: А 2\ =  2Ам\ А'л\=Аи 
(17.5* раем, а ) .

Иккинчи асосий шаклни аниклашда (б) тенгламадаги 
К  нинг кийматини 8 га тенг деб оламиз:

(25 —  8 ) +39x22+ 17хз2 =  0;
3 9 +  (8 1 —  8 )х 22 + 3 9 хз2 =  0;
17 +  3 9 x2 2 + (2 5 - 8 )х з2  =  0.

Дастлабки икки тенгламадан
-17-39+17-39 л  -39-39 +  73-17 .

22~  39-39— 73-17 ВЭ Х П ~  39-39-73-17

топилади. Асосий шаклни белгиловчи кучлар тархи
17.5- раем, б да берилган.

в) S) В)



Учинчи асосий шаклни аниклашда /Сз =  3 деб олинади. 
Бунда ^23=1 ва ^33=1 хамда А 2з=  — -<4|з; Дзз*— ^is келиб 
чик,ади.

Кучлар тархи ва учинчи асосий шакл 17.5- раем, в да 
берилган.

Хулоса: хусусий тебранишларнинг биринчи асосий 
шаклида иккита четки масса бир хил масофага, уртадаги 
масса эса икки баравар купрок масофага кучади. Хусусий 
тебранишларнинг иккинчи шаклида уртадаги масса 
уз урнида колиб, четки массалар тенг ва карама-карши 
масофаларга кучади. Нихоят, хусусий тебранишларнинг 
учинчи асосий шаклида иккита четки масса яна тенг 
масофага кучади; уртадаги масса эса микдор жихатдан 
тенг, йуналиш жихатдан карама-карши томонга кучади.

17.4. Э РК И Н Л И К  Д АРАЖ АСИ  БИ Р  Н ЕЧТА  БУЛГАН  
С И С ТЕМ А Л А РН И Н Г М А Ж БУ РИ Й  Д А В Р И Й  Т ЕБРА Н И Ш Л А РИ

Мисол тарикасида п та йигик массага эга булган 
балканинг (17.6- раем) мажбурий тебранишларини куриб 
утамиз. Балканинг k массасига

P, =  P ks m t  (17.32)
уйготувчи куч таъсир этяпти дейлик. Бу ерда Pk — куч 
амплитудаси, 0 — унинг такрорлиги.

Бунда (17.3) тенглама таркибида уйготувчи куч 
таъсирини хисобга олувчи кушимча хад найдо булади:

* / ,=  - т . 1у 2Ь п - . . . - т пу пЬ { п ^ г Р кЬ {кь \ Ш - ,

&2̂ - m ]yl62l-m 2y.2̂ 2- ...- m nyn62n + Pk62ksm0t\

y n^ - m ly l6a l^m .2yi 6H2- . . . - m nyH6na +  P kbnksmBt; .

Х,ар бир массанинг кучишини куйидагича ифодалаш 
мумкин:



y t =j4isin0/ 
y2=A2s\nQt

yn= A nsmf}t (17.34)
(17.34) ифодаларни (17.33) тенгламага куйсак, тебра- 

ниш амплитудалари А \, А 2, ... , А п ни аниклайдиган 
тенгламалар системаси келиб чикади:

Л1=Л,т,6пе2 + >12т а6|2е2 + ...+Лпт л8!пе2 + /,*6|*;
A2 = Almib2le 2 + A2m2f>22®2 + --■+ '4 „тп62лв 2 + Pfe62t;  ̂ (17 35)

\  = Л1т 1̂  + А2т 2в112вг+... + Лпт „6 „в :г + Р1,К1,-,
Тенглама коэффициентлари (масса т t, кучиш б,*, 

такрорлик 0 ) маълум кийматлар булганлиги сабабли, 
тенгламалар системасини биргаликда ечиб, номаълум п та 
амплитудани аникласа булади. Амплитудаларнинг аник* 
ланиши хар бир массада вужудга келадиган инерция 
кучларини аниклаш имконини беради:

J ,  =  m,A ,В2;
J 2= m 2A 2S 2\

J n= m nA ne 2.

(17.36)

Инерция кучлари J „  аниклангач, динамик эгувчи 
момснтлар эпюрасини куриш кийин эмас.

18- боб

Э Р К И Н Л И К  Д А РА Ж А С И  Ч ЕК С И З  
БУ Л ГА Н  С И С ТЕМ А Л А Р

Юкорида куриб утилган тархларда массали эле- 
ментлар сони ч е к л и  деб каралди. Иншоотларни бу 
тарзда тархлаштириш хакикий холатни тулик акс эттир- 
майди; реал объектларнинг барча элементлари деформа- 
цияланади ва айни пайтда маълум массага хам эга. Шунга 
кура конструкция тебранишини тадкик этишда, унинг 
массасини узлуксиз таркалган деб олинса, хакикатга анча 
якин булади. Бундай холда системанинг эркинли к даража- 
си ч е к е  из  деб каралади.



Олдинги бобда баён этилганидек, хусусий такрорлик- 
лар сони ва уларга мос булган тебранишнинг асосий 
шакллари системанинг эркинлик 'даражаси сонига тенг 
булади, бинобарин, массаси узлуксиз таркалган система­
ларнинг, яъни эркинлик даражаси чексиз булган система­
ларнинг хусусий такрорликлари хамда тебраниш шаклла­
ри сони чексиз булади.

Эркин тебранишга оид масалаларда системаларнинг 
хусусий такрорликлари ва уларга мос булган тебраниш 
шаклларини аниклаш амаллари асосий урин тутади.

18.1. БАЛКАЛАРН  ИН Г КУН Д А Л А Н Г ТЕБРА Н М А  ХАРАКАТИ  
Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  ТЕН ГЛАМ АСИ

Бинокорликда ишлатиладиган тусинни куз олдингизга 
келтиринг. Унинг массаси тусин узунлиги буйлаб ёйилган 
булади. Бундай конструкциялар эркинлик даражаси 
чексиз булган системаларга яккол мисол була олади.

Балкалар тебранганда уларнинг солкилиги икки ^зга- 
рувчи: кесим координати г хамда вакт t нинг функцияси 
булади, яъни

y =  F (z , t).
Материаллар каршилиги курсидан маълумки, солки- 

лик у билан эгувчи момент М  куйидаги дифференциал 
богланишга эга:

dz2
Бу ифодани икки марта дифференциаллаймиз:

( 1 8 1 )

Бу ерда Р (г ,  /) — балкага таъсир этувчи кундаланг куч 
булиб, у куйидаги омиллардан ташкил топади:

1) интенсивлиги q(z, /) булган актив ёйик куч;
2) интенсивлиги т у  булган инерция кучлари;
3) интенсивлиги r(z, /) булган харакатга каршилик 

курсатувчи кучлар:
P {z , t )= q (z , t )+ m y  +  r (z, t). (18.2)

(18.2) ни (18.1) га куйсак, балка тебранма харакатининг 
дифференциал тенгламаси



M EJ 6£ )+ m̂ +r(z'l}“ ~q(z'l) (l 8 -3 )

келиб чикади.
(18.3) тенгламада q(z,t)=Q  деб олинса, эркин тебра­

нишлар дифференциал тенгламаси хосил булади:

М Е1̂ ) =т̂ +г{г’1)=°- , 1 8 ' 4 )

Агар балканинг бикирлиги Узгармас булиб, мухит 
каршилиги хисобга олинмаса (18.4), тенглама куйидаги 
ихчам куринишга келади:

£у_ _ Е Ц ± =  о (185)
dt2 т  дгА

{8.2. БА Л К А Н И Н Г ЭРКИ Н  ТЕБРА Н И Ш Л А РИ

1. Эгилиш тебранишлари. Балка эркин тебранишлари 
дифференциал тенгламаси (18.5) нинг умумий ечимини 
бири z га, иккинчиси t га боглик булган, икки хил 
функциянинг купайтмаси куринишида излаймиз:

y (z , t )= Z (z ) . T ( t ) . .  (18.6)
(18.6) функциядан хосила олиб, (18.5) га куямиз

(18.7)
dr т  dz*

(18.7) тенгламанинг барча хадларини T {t )- Z {z )  га 
буламиз ва хадлардан бирини унг томонга утказамиз:

E J d * Z ( z )  _  ^  d * T ( t )  ' ( 1 8  8 )

т d z * d t2

~Т{г) T ( i)
ILIy, йул билан узгарувчиларни икки кисмга ажрат- 

дик -- чап томондаги функция факат Z га, унгдагиси эса 
факат ( га боглик. Хар иккала функция маълум бир 
узгармас сонга тенг булгандагина улар орасидаги тенглик 
мавжуд булади, а на т у  узгармас сонни а>2 деб кабул 
киламиз. Бунда иккита оддий дифференциал тенглама 
хосил булади:

-j-(ii2T (t ) = 0 ; rf4̂ - o > 2-^Z< z)= 0. (18.9) 
d t  d z



Биринчи тенгламанинг ечими:
Т (t) =Asinti)t -f- Bcos<ot =  Csin (ш/4-^) (18.10)

булиб, балканинг тебранма харакатда эканлигини билди- 
ради. Бу ечимдан ш нинг физик маъноси — тебраниш 
такрорлиги эканлиги х,ам куриниб турибди. Иккинчи 
тенгламадан тебраниш шакли аникланади. Унинг умумий 
ечими куйидаги ку'ринишга эга:

Z {z ) =  D\sinuz -f- D 2cosuz Dzshuz D^chuz, (18.11) 
бу ерда

D 1 , £>2, 0 3 ,  &4 доимийлари балканинг икки учига борлик 
булган чегаравий шартлардан топилади. Чегаравий 
шартлар эса D ) ,  D 2 ,  D 3 ,  ни уз ичига олган туртта 
чизикли бир жинсли алгебраик тенгламалардан иборат. 
Бизни системанинг нолдан фаркли булган ечими кизикти- 
ради, чунки Z (z )=  0 булганда балка тебранмайди. 
Тенгламалар системасининг аникловчиси нолга тенг 
булгандагина тенгламаларнинг ечими нолдан фаркли 
булади.

D a ни уз ичига олган тенгламалар системасининг 
аникловчисини нолга тенглаш йули билан хосил килинган 
тенглама и га нисбатан трансцендент булади, яъни 
тригонометрик ва гиперболик функциялардан ташкил 
топади. Бу тенгламани ечиб, х,ар бирининг узига мос 
такрорлиги ва шакли булган, чексиз куп илдизлар 
топилади.

Шундай килиб, эркинлик даражаси чексиз булган 
системанинг эркин тебраниши дифференциал тенгламаси
(18.5) нинг умумий интеграли куйидаги куринишга эга 
булади:

y (z , t )=  2  Z n(z )T n(t) =  2  {D ^ in u rj’ -\-Dirfo su r?  +

Мисол. Икки учи шарнирли бириктирилган балканинг 
эркин тебранишлари такрорликлари ва шакллари то- 
пилсин.

+  ° з -\~D4nchur? )s in  ( о +  К ) . (18.12)



Ечиш . y(z, t) функциясн учун чсгаравий шартларни 
белгилаймиз:

=  0 ;
dz

=  0 ; 
2 =  0

У(г ,  t) d2y{z,t) I
Z =  l dt2 I Z =  l

Zn(z) функция учун балка учлари шарти куйидагича 
булади:

=  0; 
2 =  0

* 4 , ( 2 )

dz'
=  0 ; 
2 =  0 г м

=  0 ; 

Z —  1

d2Z n(г)

dtJ
=  0 ; 

z =  l

Бу шартлар ёйик куринишда 2 =  0 булган х,ол учун 

D*n +  D n4 =  0; ~ D 2aU 2+ D 4nU 2= 0 

булади. Бундан
D 2n= D An= 0 - (а)

келиб чикади.
Чегаравий шартлар, (а ) ни эътиборга олганда z — 1 

булган хол учун, куйидаги куринишга эга булади:
D\nsinunl-\- Dinshunl^ 0;

— D itlun2s in u J +  D inb
Системанинг нолдан фаркли ечимига эга б^лиши учун 

унинг аникловчисини нолга тенглаймиз:
I s in u j sh u j

| u j~ 0 \  ) 
„u lshu j^ 0 |

(6)

— s in u jsh u j
=  0; 2sinunl 's h u j  =  0.

Бу уринда shUn= 0 шартидан фойдаланиб булмайди, 
чунки мазкур шарт U  =  0 булгандагина баЖарилиши 
мумкин. Бу эса такрорлик to нинг нолга тенг були- 
шига, яъни тебранишнинг булмаслигига олиб кела- 
ди. LLIy сабабли sinUnl =  0 деб оламиз, уз навбатида
U n~ .  Айни вактда s in U J— О ва s h U J^ O  булганлиги

сабабли, (б ) тенглама шартлари каноатлантирилиши учун 
£)зп=0 б^лиши зарур. Шундай килиб нолдан фаркли 
интеграл доимийси биргина D u  колди.

Демак,

Z n(z) =  D itlsinUnz =  D lrtsin~^z.



Хусусий тебраниш так- 
рорликлари куйидаги форму- 
лалан топилади:

со„ =  U
' М

/ Ё Г _

р
18.1- расмда sinnz-l функ- 

цияси буйича курилган теб­
раниш шакллари тасвирлан- 
ган.

Куйидаги ифода (18.5) 
тенгламанинг ечими х,исобла- 
нади:

18.1 - р а с м

y (z j )  =  iD ^ in U ^ s in iu J  +  k).
п —I

2. Силжиш тебранишлари. Купинча реал биноларнинг 
тебранишида кундаланг кучлар таъсири эгувчи моментга 
нисбатан салмокли булади. Ш у сабабли биноларда 
силжиш деформацияси вужудга келади. Бундай х,ол учун 
тебранишнинг дифференциал тенгламаси

d2y
dz2

1 , dQ(z)
a  G F

Я ( г )
dz a  G F

куринишга эга булади.
Б у  ерда Q (2 ) — кундаланг куч; q (z ) = d Q (z )

(а )

еиик
dz

куч; а — системанинг кундаланг кесимига боглик 
булган коэффициент; F  — кундаланг кесим юзаси; G — 
силжиш  модули.

А гар  q{z) =  — m (z )~ Y  эканлигини хисобга олсак, 

у холда (а)-тенглама
д2у т  д у (б)

куринишга келади.



Сунгги тенглама ечимини у{гЛ ) =  Z (z )- T (t )  курини- 
шида излаймиз. Бу ечимнинг иккинчи тартибли хосиласини 
(б) тенгламага куйсак, ечимлари куйидагича булган, 
икКита дифференциал тенглама хосил булади:

Т ( t )  = A s in ( (o t- \ - k ) ;

2 (z ) =  CtSinXz -f CiCosXz. ( в)
2т-» - ttx (])Бу  ерда *  =

Мисол. Консол балканинг — силжиш тебрании/и так- 
рорликлари аниклансин.

Консол балканинг чегаравий шартлари: г (0 )= 0 ;  
Z ' ( 0 )= 0 ; Z " ( 0 — 0; Z '" (0 = 0 .  Бундан С2 =  0 ва Z (z ) =  
=  C\sinXz келиб чикади.

Агар Z =  l. Z ' " ( l )= 0  булса, куйидаги ифодага эга 
буламиз:

С\к3со$М =  0.
Ci ва Я нолдан фаркли микдорлар булганлиги сабабли, 

cosAi =  0; X/ =  y > -у- ва хоказо булади.
Буларга мос такрорликлар

л Ja G F  3 Ja G F
0J | =  —  Д / — — -; ( i ) ,= s - - j ie  Д А - — -;

21 V m 2 V m
5 л ja G F(0<
2 i  \  m 

ва хоказо.
3. Эгилиш-силжиш тебранишлари. Баъзан бино ва 

иншоотлар тебранишини урганишда эгилиш ва  силжиш 
деформацияларини бир йула хисобга олиш зарурати 
турилади. Бундай холда система тебранишинииг диффе­
ренциал тенгламаси

d2у М {г )  д {г ) ( г )
dz2 &

булади.
Аввал куриб утганимиздек, q(z) ни инерция кучи 

оркали ифодалаб, (г) тенгламани z буйича икки  марта 
дифференциалласак,

д*у , m д2у  m дАу

келиб чикади.

/



М азкур тенгламанинг ечими тебраниш формулалари ва 
хусусий такрорликларини аниклайлиган куйидаги ифода- 
ларни беради:

Z {z ) =  С, jsm ^z— <̂-{cos‘k i z — ch:ki z) — --ShXiZ J ;

Л1 “  .
EJX-

o)= ~\ h ----ёки (o =
m(l+KX?)

EJ , , r . 9 W 2Б у  черда ( IK )2=

Ежр учи мустахкам бириктирилган, иккинчи учи озод 
стержень учун

а л 3 л 5 л
Ki— '2C "2 *7 ’ Т ' Т ’’

булади.

18.3. М А Ж БУ РИ Й  Т ЕБРА Н И Ш Л А Р

Вазнга эга булган призма шаклидаги балканинг 
мажбурий тебранишлари масаласи куйидаги тенгламани 
ечиш  билан чамбарчас богликдир:

( 1 8 1 3 )

Бу ерда q (z,t) — тебраниш уйготувчи ёйик куч 
интенсивлиги. (18.13) тенглама чизикли булганлиги 
сабабли, унинг умумий ечими узига мос бир жинсли 
тенглама (18.5) нинг умумий ечими ва мазкур бир жинссиз 
тенгламанинг хусусий ечимидан ташкил топади. Бир 
жинсли тенглама (18.5) нинг умумий ечими аввалги 
параграфда куриб утилган эди. (18.13) тенгламанинг 
хусусий ечимига тухталиб утамиз. Ш у максадда хусусий 
ечим ва q(z,t) функциясини куйидаги куринишда ифода- 
лаймиз:

y { z , t )=  £  S n{ t )Z n{z)- q { z j ) ^  S  M n(t )- Z n(z) (18.14)
ЛжI ЛжI



Бу ерда Z„ — балканинг тебраниш шаклини ифод.а- 
ловчи функция. (18.14) ни (18.13) га куйиб,

£  П>„(/) ls in  -5?—=  2  //„-sin-- —
n— I L  ' J  a—= i

ни хосил киламиз. Бу ердан

S . = - % - ^ - S n= H , (18 .15 )

келиб чикади. ,•
Бир жинсли тенгламанинг бошлангич шартлари, А усу-  

сий ечимини хам каноатлантиради; шу са б аб ли 'ун и н г/i 
шунингдек, S n функциясининг бошлангич шартлари бир 
жинсли булади.

S (0 )  = 0 ; 5 (0 ) =0.
Шундай килиб,

=  \//„(T)sin Y ^ ( ( - T ) d x .  (18.16)

Н пт функцияси Фурье катори коэффициентларини аник- 
лайдиган оддий формуладан топилади.

I
H A T )= ~ \ f (x , t ) s m ^ fd x .  (18.17)

о
Куйидаги ифодани (18.17) ни (18.16) га куйиб 

топилади:

X  Т) dx. (18.18)

(18.18) ни (18.14) га куйсак, y(z, t) келиб чикади.



И Н Ш О О Т Л А Р  Т Е Б Р А Н И Ш И  НИ Т А Д К И К , Э Т И Ш Н И Н Г  
Т А К Р И Б И Й  У С У Л Л А Р И

Аввалги бобларда иншоотлар тебранишини тадкик 
этишнинг айрим аник усуллари билан танишиб чиккан 
эдик. Бирок улар купинча хисоб ишларида математик 
жихатдан анча мураккаб кийинчиликлар турдиради. 
Иншоотларни лойихалаш жараёнида баъзан уларнинг 
динамик хоссаларини, такрибан булса хам, тезда аниклаш 
зарурати учраб туради. Бундай холларда системаларни 
тахлил килишнинг такрибий усуллари жуда кул келади. 
Бунда ran система тебранишининг хусусий такрорликлари 
ва шаклларини аниклаш хамда иншоотларнинг динамик 
мустахкамлигини текшириш хакида боради, албатта. 
Мазкур бобда ана шундай усуллар билан танишиб 
чикамиз.

19.1. Э Н Е Р ГЕ Т И К  УСУЛ

Энергетик усул каршиликсиз мухитда эркин тебраниш 
жараёнида системаларнинг потенциал.ва кинетик энергия- 
лари йигиндиси узгармас микдор эканлигига асосланади. 
Эркин тебраниш жараёнида системанинг кинетик энергия- 
си эластик потенциал энергияга, потенциал энергия эса 
кинетик энергияга утиб туради. Мухит каршилиги хисобга 
олинмаса, энергиянинг сакланиш конунига биноан

K+ \\ =  C =  cont (19.1)
булади, бу ерда К  - - кинетик энергия, П — потенциал 
энергия.

Тебранаётган системанинг огиши юкори булганда 
кинетик энергия нолга .тенг булади, чунки бу вазиятда 
тебранаётган массаларнинг тезлиги ноль булади, система 
дастлабки мувозанат вазиятидан утаётган лахзада потен­
циал энергия нолга'тенг, чунки бунда система деформация- 
ланмаган холатда булади. Потенциал энергия ноль 
булганида, кинетик энергия узининг энг катта кийматига 
( К тах) эришади. Кинетик энергия ноль булганда эса 
потенциал энергия (П тах) максимум булади. Бу мулохаза- 
лардан К тах= П тах (19.2) келиб чикади.

Куп массали балка (19.1-раем) куйидаги конуният 
буйича эркин тебраняпти дейлик:



y (z , t )= A sin (а>/ +  л). (19.3)
бу ерда y (z , t) — абциссаси z булган нуктанинг t лахзада* 
ги кучиши; A — A (z ) — тебраниш шакли,чяъни энг катта 
солкилик.

(19.3) тенглама барча нукталар битта фазада бир хил 
такрорлик билан тебранишини, яъни барча нукталар 
статик мувозанат холатини бир вактда босиб утиб, бир 
вактнинг узида максимал солкиликка эришишини англата- 
ди.

Балка тебранаётган пайтда нукталарнинг тезлиги 
y {z ,t) = А (г )(л cos (tof +  X) 

тенгламадан топилади. Юкори кучиш ва юкори тезлик
Ут а \ 7== A {z) t/max=  0)Л (z)

булади.
Балканинг солк,илиги (кучиши) юкори булгандаги 

потенциал энергия:
i

П т„  =  ̂  \ E l ( A " ) 2dz. (19.4)
О

Тезлик юкори булгандаги кинетик энергия:

2  т , (Л ,« )2, (19.5)

бу ерда А, —  /-масса кучишининг амплитудаси.
(19.2) га асосан (19.4) ни (19.5) га тенглаштирамиз ва 

бундан такрорликни аниклаш формуласини (Рэлей форму* 
ласини) келтириб чикарамиз:

I
\ E J ( A " ) 2dz

о - (19.6)
2j т (А;



Агар балкага узлуксиз ёйик масса куйилган булса. 
махраждаги йигинди интеграл билан алмаштирилади.

Агар тебранишларнинг хакикий шакли /4= А (г) 
маълум булса, у холда Релей формуласи аник натижа 
беради. Бирок A ( z ) ' олдиндан маълум булмаганлиги 
сабабли, уни узимиз ихтиерий равишда к^бул киламиз. 
Бунинг окибатида хисоб такрибий туе олади. (19.6) дан 
топилган такрорликнинг киймати хамма вакт хакикий 
кийматдан ортикрок юради.

А (г ) функциясини шундай танлаш керакки, тахмин 
килинган тебраниш шакли хакикий тебраниш шаклига 
мумкин кадар якин келсин. Чегаравий шартларга катъий 
амал килиш зарур. Тахминий шакл хакикий шаклга канча 
якин бу'лса, хисоб шунча аник булади.

Мисол. Узаро тенг учта массага эга булган балканинг 
(19.2-раем) хусусий такрорлиги энергетик усулда аник- 
лансин.

Ечиш. Тебраниш шаклини

куринишда кабул киламиз. Бу ифода барча чегаравий 
шартларни каноатлантиради. Чунончи, 2  =  0; ва z =  l 
булгаида. Д---0 ва Л " = 0; айии пайтда А ' Ф 0; А " 'Ф  
Ф  0. Ифодад j  ги а микдор а никои!, i п гича к<м а вера ди, 
чунки у кнернинг сургпида хам чахражпда хам к а т а п ь  
маг:»и.шги учун кискарнб кетади, чисоб нашжасиги им»- 
сир этмайдп.

Ьерм.чгаи нфодадаи икки марга чосила оламиз ва упи 
кппдратга ишнрамиз:

А " =



2/3Формула махражига кирувчи кучишларни хисоблай- 
миз:

я  / ___ о_
Т*"б “ т

4 я //4 2= a s in — •— = а ;

. . л 5/ а»3= asm T 1 -=T
(19.6) формуланинг махражи 

Такрорлик квадрати

Такрорлик
5,696 _  [ E J

Такрорликнинг бу киймати аник усулда топилган
5,692 ГЁТсо / V  ml

кийматидан жуда оз фарк килади.
(19.6) формуладан фойдаланишнинг бошкача йуллари 

хам бор. Масалан, тебраниш шакли А (г ) ни гахминий 
олмасдан, балкага ихтиёрий статик кучлар куяутиз ва бу 
кучлардан хосил булган солкиликни тебраниш шакли деб 
кабул киламиз. Бу усулнинг кулайлиги шундаки, чегара- 
вий шартлар уз-узидан каноатлантирнлади.

Такрорлиги изланаётган балкага ихтиёрий P i , Рг --куч­
лар системаси куйилган дейлик. Бунда системанинг 
потенциал энергияси ташки кучлар иши оркали осонгина 
топилади:



бу ерда Aj — кабул килинган кучлар системаси таъсирида 
хосил булган кучишлар.

Потенциал энергиянинг янги ифодасини (19.6) форму- 
лага куйсак:

2 2  р д
«  7  09.8)2  т Д

келиб чикади. Агар Р, =  т ,£  эканлиги эътиборга олинса, 
такрорлик формуласи янада соддалашади:

Масаланинг шартида берилган ташки кучларни ихтиёрий 
кучлар сифатида кабул килса хам булади.

(19.6) формуладан фойдаланишнинг яна бир йули 
билан танишиб утамиз. Бунда тебраниш шаклини аниклаш 
учун балканинг ихтиёрий бир нуктасига биргина ташки куч 
куямиз. Ао— куч куйилган нуктанинг («келтирилган 
нукта») шу куч таъсирида хосил булган кучиши дейлик. 
У холда балкада тунланган юкори потенциал энергия

П т.,=  \ с А 1  (19.10)

булади. Бу ерда с - балканинг бикирлик коэффициента
(19.10) ифода ни (19.5) ифодага теглаштириб,

сАш2 =  _ ^ 0 _  (19-11)
2  « Д

формулага эга буламиз. 
Куйидаги ифода

т . 2  (19.12)
К

с и с т е м а н и н г  к е л т и р и л г а н  м а с с а с и  д е б  а т а -  
л а д и .

Буни эътиборга олсак, (19.11) формула янада ихчамла- 
шади:

(о2= — . (19.13)ГПп



19.3- р а е м

Мисол. Юкорида куриб утилган балканинг такрорлиги- 
ни (19.13) формула'ёрдамида аниклаймиз. Бунинг учун 
аввал йигик куч таъсирида балканинг кучишларини 
топамиз. Келтирилган нукта балканинг уртасида деб 
олсак, у х,олда куйидаги кучишларга эга буламиз 
(19.3- раем);

л — д __39 , , ___. .
п  I — л 3—  g |/10»/12 —  Л 0>

(кучнинг киймати ва Ао нинг масштаби ах,амиятга эга 
эмас).

(19.12) формуладан келтирилган массани топамиз: 

™ o = ™ ( f r ) 2+ m  +  m ( f f ) 2= M 6 3 6 m .

Берилган балканинг бикирлик коэффициенти
48£У

(19.13) формулага биноан такрорликнинг квадрати 

ш 2=  - 48£J = 32 ,79-%
1,4636m/3 т Г

такрорлик
5,726 ГЁТ

I \  m l'

Такрорликнинг бу киймати аник ечимдан 0,6 %  фарк 
килади.

19.2. БУБН О В — ГА Л ЁРКИ Н  УСУЛИ

Агар куйидаги дифференциал тенглама:

( E T y [i 1) "  =  m(D?yi ( z )  = 0  (19.I4-)

360



системанинг эркин тебранишини ифодаласа, унинг ечими- 
нн

У ,(г )=  2  а$ А г) (19.15)
«-I I

куринишда олиш мумкин. Бу ерда <р,(г) — барча чегара- 
вий шартларни каноатлантирувчи, танланувчи функция: 
а, —  номаълум коэффициентлар. (19.15) ни (19.1) га 
куйиб, куйидаги тенгламани хосил киламиз:

ГяУ  2  afp-(г) 1 "— о>?т 2  а,<p,(z) =0.
L  / - I  J  <=i

Бу айният хар кандай ихтиёрий функция ф*(г) га купайти- 
ри^ганда хам уз кучини саклаб колади:

Це/ 2 а$"(г) j "  — tofm, 2  a,<p,(z) |<р*(-г) = 0  

Тенгламанинг интегралини тузамиз:

\ ( \ E J  2  а,(р"(г) — tafaf 2  а,<p,(z) ip A(z)dz =  0. (19.16) 
0 1 L  <* ! А- I.  2....A J  (=1 )

(19.16) тенглама Б у б н о в — Г а л ё р к и н  у с у л и  
тенгламаси деб аталади. Мазкур тенглама а, коэффици- 
ент^ларига нисбатан бир жинслидир. Тенгламанинг нолдан 
фаркли ечимига эга булиши учун унинг аникловчиси нолга 
тенглаштирилади. Хосил булган тенгламанинг энг кичик 
илдизи системанинг хусусий такрорлиги булади.

Биринчи якинлашувда, яъни п =  1 булганда, каноник 
тенглама Си a i= 0  булади. а \ Ф 0  булгани учун

i
С п =  J  ([ЯУ(рГ(г) 1% (г) — ft>?m<p?(z) )4г =  0. (19.17) 

о
Бу ердан такрорлик квадратини аниклайдиган



формула келиб чикади. 94(2 ) функция тебранишнинг 
асосий шаклига канча якин танланса, хисоб аниклиги 
шунча ортади.

Мисол. Бир учи шарнирли кузгалмас, иккинчи у^и 
шарнирли кузгалувчан таянчга эга булган, текис ёйик 
массали балканинг биринчи такрорлиги такрибий усулда 
аниклансин ва аник ечим билан таккослансин.

1. Танланувчи функцияни cpi (z) =sin-y- кури нишда,
яъни тебраниш биринчи шаклининг аник ифодаси буйича 
оламиз. (19.18) га кура

Биринчи такрорликнинг аник кийматига эга бу^1дик.
2. Танланувчи функцияни балканинг ёйик кучдан хосил 

булган солкилиги куринишида кабул киламиз:

2 i l l  1 L
р т0)

• 2 яг , msin —— dz
о

24 E J
Я?

(19.18) формулага кура

97,55 £ / , 
т  '

9,877 9,8696; аниккиимати о>!=— ■=—



Бир неча массага эга булган система тебранганда хар 
бир массада (система энг катта солкиликка эришганда)

Jni=tmAib)2
инерция кучи хосил булади. Агар бу кучларнинг микдори 
маълум булганида тебраниш шакли ва такрорлигини 
осонгина аникласа буларди. Бирок кучларнинг микдори 
такрорликка боглик булгани учун номаълумдир. Бундай 
холларда масалани хал этишда кетма-кет якинлашув 
усули жуда кул келади.

Кетма-кет якинлашув усулининг Стодола таклиф этган 
вариантини куриб утамиз. Биринчи якинлашувда балка­
нинг солкилиги А\ ни ихтиёрий кабул киламиз. Бунга мос 
инерция кучи

/<|> =  т .Д*>2

булади; о>? — хоз^ирча номаълум микдор.
со? марта кичрайтирилган У к у ч и д а н  (яъни m, At) 

кучидан хосил буладиган солкилик А 12 ни аниклаймиз; 
/JJ* дан хосил буладиган хакикий солкилик со? марта катта 
булади:

А 12*0?.
Агар А\ солкилик аник танланса, у холда Ач солкилик 

А | га айнан ухшаш булади ва

Ап =Ai2Ui2 
тенглик бажарилади. Бу ердан

Тебраниш шакли А) такрмбан кабул килинганлиги- 
дан хисоб натижаси хам такрибий булади. Ш у сабабли. 
An A i2 нисбат хам турли нукталар i учун турлича кийматга 
эга булади, такрорлик квадратининг такрибий киймати 
учун эса солкилик энг юкори булган нуктанинг амплитуда- 
лари олинади:

А
2 I max

(° 1=1 ---2̂тах



Шундай килиб, такрорликнинг такрибий киймати 
икки солкиликнинг характерли ординаталари нисбатига 
тенг экан: солкиликларнинг бири А[ кабул килинадиган 
микдор булиб, иккинчиси rriiAn кучи таъсирида хисоблаб

А |
топиладиган Ач солкиликдир. Агар нисбат барча нук-

2

талар i учун бир хил кийматга эга булса, натижа 
каноатланарли булади, борди-ю нисбат турли кийматга 
эга булса, у холда иккинчи якинлашувни бажариш зарур. 
Бунда Ач ни бошлангич шакл сифатида кабул килиб, т А а  
кучи топилади ва унинг таъсирида хосил буладиган 
солкилик Аз аникланади. Иккинчи якинлашувда такрор­
лик квадрати

2 2̂тах
“ 2 =  -л---■ л3тах

нисбатдан топилади.
Якинлашувлар барча нукталар учун бир хил нисбатлар 

хосил б ул гун га  Кад ар  шу йусинда давом эттирилаверади.

19.4. Д У Н К ЕРЛ А Й  ФОРМУЛАСИ

Лункерлай формуласи ?ркинлик даражаси бир неча 
булган системаларнинг биринчи такрорлигини такрибан 
мпиклашда к>лланилади.

.() балкага 'Нфии-к м !  массалар юкласак. хар бир 
.а. лигам хол учун гобрамич! такрорлиги

_____

д/т А/
булади; бунда

Т = т ( 6,-,, (19.19)
"V

бу ерда 6„ — йигик масса жойлашган нуктага куйилган 
бирлик кучдап хосил булган кучиш.

Дункерлай формуласига кура, кол га н масс'аларнинг 
система тебранишига булган таъсири, уларнинг
(19.19) формуладан топилган кийматларини -кушит 
оркали хисобга олинади, яъни



Энергетик усулда такрорлик орттирилган кийматда 
топилган булса, Дункерлай формуласи такрорликнинг 
кичрайган кийматини беради. Такрорликнинг аник кийма­
ти шу икки киймат орасида ётади. Бирок такрибий 
хисобларнинг аниклик даражаси амалий талабларни тула 
каноатлантиради.

Мисол. Энергетик усулда хисобланган уч массали 
балканинг (19.2-расмга каранг) такрорлиги Дункерлай 
формуласи ёрдамида аниклансин.

Бир массали системанинг такрорлиги аввалдан маълум
формула о)2=-^ дан топилади. Бизнинг холда бикирлик

коэффициенти С =  —^  ифодадан аникланади. Бу
А ь

ерда: а — массадан чап таянчгача булган масофа, b — 
массадан унг таянчгача булган масофа.

Чапдаги ва унгдаги массалар учун тебраниш такрорли­
ги бир хил булади:

Иккита четки массани йук деб фараз килиб, факат 
уртадаги массанинг узини олсак, тебраниш такрорлиги

булади. Дункерлай формуласига кура:

Бу натижа такрорликнинг аник кийматидан 5,5 %  
камрокдир.

Бундан

Л /



Шундай килиб, такрорликнинг аник киймати энерге­
тик усул ва Дункерлай формуласи билан топилган 
кийматларнинг оралигида ётишига ишонч хосил килдик, 
яъни

С. А. Бернштейн узининг бу усулида изланаётган хусу- 
сий такрорлик квадратининг юкори ва куйн чегараларини 
белгилаб беради:

Эркин тебранишларнинг биринчи такрорлигини аник- 
лашда Bn ва В 12 куйидаги формулалар оркали топилади:

Хусусий тебранишларнинг иккинчи такрорлиги (а)г)ни 
аниклашда куйидаги формулалардан фойдаланилади:

Такрорликнинг хисобий киймати сифатида тенгсизлик- 
нинг чап ва унг томонидаги натижаларнинг уртача 
арифметик киймати олинади.

19.6. «ИНШ ОО Т — ЗАМ ИН» СИСТЕМ АСИНИНГ 
ЭРК И Н  ТЕБРА Н И Ш Л А РИ '

Реал бино ва иншоотларнинг тебранишида хар бир 
нуктанинг умумий кучиши икки хил кучишнинг йигиндиси* 
дан —  бинонинг эластик деформацияси окибатидаги

М азкур параграфда баён этилган усул Б. А. Хобилов ва В. П. Цой 
томонидан ишлаб чикилган.

19.5. С П ЕКТ РА Л  ФУНКЦ ИЯ УСУЛИ

2 2 (19.21)

п
В ц =  2  mj6ji =  m]6[l +  m2b22 +  ...-\-mn6na,

П П

B 2l — f i n— ; В 22— В  |2 
0),



кучиш  хамда заминнинг деформацияланиши натижасида 
юзага келадиган кучишлардан ташкил топади. Уз навбати- 
да, иншоотлар тузилиши, массаси ва улчамларига караб 
эгилиш (19.4-раем, а) ёки силжиш (19.4-раем, б) де- 
формацияси буйича тебранади. Купинча иншоотлар теб- 
ранишида деформациянинг хар иккала хили баравар иш- 
ти рок этади. Бундай тебранишлар э г и л и  ш-с и л ж и ш 
т е б р а н и ш л а р и  деб аталади.

Иншоот кучишларида замин (ер)нинг кайишкоклиги 
(эластиклиги) хам сезиларли роль уйнайди. Хар кандай 
бино тебраниш жараёнида замин устида чайкалиши 
(огишма харакатда булиши) хамда замин буйлаб силжи- 
ш и (сирпанма харакатда булиши) мумкин. Демак, 
заминнинг кайишкоклиги хам иншоотлар тебранишида 
икки хил — чайцалма ва сирпанма кучишларни юзага 
келтирар экан.

Тебраниш жараёнида ана шу турттала омил эътиборга 
олннадиган хисоблаш моделини илмий адабиётда 
« и и ш о о т - з а м и н »  с и с т е м а с и  деб юритилади.

Хозир куриб утиладиган усулда хар кандай система* 
нияг эркин тебраниши такрорлиги ва. шаклини аниклашда 
юкорида санаб утилган турттала кучиш хисобга олинади. 
Бу усулга к>/ра бинонинг замин устидаги огишма ва 
сирпанма тебранишлари аникланаётганда бино абсолют 
каттик  жисм деб фараз этилади. Бинонинг эластик 
эгилиш-силжиш тебранишлари эса каттик жиемга боглан- 
ган координата системаси оркали аникланади. Бундай 
холатни акс эттирувчи динамик хисоблаш тархи 19.5-ра- 
емда тасвирланган. Усулнинг замирида тебраниш



шаклларини кетма-кет якинлаштириш усули билан солки- 
ликни аниклашнинг графоаналитик усули ётади.

Усулларнинг биринчисига кура, массалар тупланган 
нукталарнинг кабул килинган солкиликлари мос ра­
вишда, массаларга ва такрорликнинг квадратига купайти- 
рилади. Хосил булган купайтма инерция кучини беради. Бу 
куч таъсирида вужудга келган солкилик графо-аналитик 
усул буйича аникланади. Ш у йул билан топилган 
солкиликларни биринчи якинлашувдаги т е б р а н и ш  
ш а к л л а р и  деб каралади. Изланаётган такрорликлар- 
нинг такрибий кийматлари иккита кетма-кет якинла­
шувдаги солкиликларнинг тенглиги шартидан фойдаланиб 
топилади. Агар кабул килинган тебраниш шакллари 
(солкилик) хисоблаш натижасида топилган шаклларга 
етарли даражада якин булса, такрорликларнинг такрибий 
кийматлари хам бир хил булади. Изланаётган такрорлик 
такрибий кийматларнинг уртача арифметик микдори 
сифатида аникланади.

Усулнинг тафсилотини турт массали системанинг 
мисолида баён этамиз. Иншоотнинг хисоблаш тархи
19.5- расмдаги сингари булади. Системанинг асосий 
(биринчи) тебраниш шакли ва шунга мос такрорлигини 
аниклаш талаб этилади, дейлик.

Хисоб ишлари жадвал куринишида бажарилади. 1- 
Жадвалда эгилиш, 2- жадвалда эса силжиш тебранишлари 
хисобланади. Иккала холда хам таянч кайишк.оклиги 
хисобга олинмаган.

1- жадвалнинг дастлабки устунида механик миклорлар, 
охиргисида хисоблаш алгоритми (тартиби) келтирилган. 
Охиридан битта олдинги устундаги «купайтувчилар» 
хисоб ишларини соддалаштириш максадида киритилган. 
Бу микдорлар арифметик амалларда кавсдан та 1ик.арига 
чикарилган сон вазифасини утайди. Уртадаги устунларда 
хисоблаш тархи тасвирланган. Агар берилган система куп 
каватли бино булса, у холда массалар каватлараро ёпма- 
лар сатхида тупланади. Массаларни туплашда бинонинг 
хам вертикал, хам горизонтал элементлари вазни йигиб 
чикилади. Каватлар вазни йигик куч сифатида ж адвал ­
нинг биринчи каторида келтирилган.

Жадвалнинг иккинчи каторида иншоот вертикал 
элементларининг эгилишдаги бикирлиги берилган. Кулай- 
лик учун E J  «купайтувчи» устунига чикарилган. Тебра­
ниш шакллари zj0) нолинчи якинлашубда ихтиёрий
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равишда кабул килинади (3*катор). Бунда, хисобнинг 
талаб этилган аниклик даражасига караб, камдан-кам 
холларда кейинги якинлашув амаллари бажарилади. 
Куиинча такрорлик биринчи якинлашувнинг узида етарли 
даражада аникликка эга булади.

Инерция кучи (4- катор) кабул килинган солкиликлар 
г/0) ни тегишли масса ва изланаётган такрорликнинг 
квадратига купайтириш оркали топилади. Бу уринда 
хисоблаш алгоритмида (1 )* (3 ) амали ёзилган. Бунинг 
маъноси: туртинчи катор микдорларини аниклаш учун 
1- катор сонларини 3- катор сонларига купайтириш зарур, 
демакдир. К  ундаланг кучлар 2-^(4) алгоритм» буйича 
топилади, яъни 4- катордаги сонларнинг чапдан унгга 
томон йигиндиси олинади. 5* катор сонларининг йигиндиси 
эса эгувчи моментларни беради. М:£7 ни фиктив куч 
интенсивлиги деб кабул килинади. Фиктив ёйик кучларни 
йигик кучга келгириш учун, яъни фиктив кундаланг 
кучларни аниклаш учун, эгувчи моментларнинг трапеция 
шаклидаги юзалари кушиб чикилади; бунда эпюранинг 
учбурчакли юзаси охиридан битта олдинги массанинг 
эпюрасига кушилади (19.6- раем). 8-катор сонларини 
унгдан чапга караб кушиб чиксак, солкилик бурчаги 
Ф топилади. Худди шундай, 9- катор сонларининг йигинди- 
си солкилик у  ни беради. Барча солкиликларни охнрги 
массанинг солкилигига (бизда у*) булсак, биринчи 
якинлашувдаги тебраниш шакли z\X) келиб чикади 
(19.7- раем, 1- пунктир чизик). Биринчи шакл буйича эги- 
лиш тебранишлари такрорликлари куйидаги формуладан 
топилади:

(19.22)

п

бу ерда yt — масса тупланган 
нукталарнинг солкиликлари; 
к — йигик массалар ораси- 
даги масофа: 2, — тебраниш- 
ларнинг биринчи шакли ор- 
динаталари: i —  массанинг 
тартиб номери.

Мп-1 г)0) кийматлари билан
zji] кийматлари орасидагиz} кииматлари орасидаги 
тафовутнинг катта ёки кичик- 
лигн, шунингдек, массалар- 
нинг



тегишли такрорликлари узаро якин ёки йироклиги 
навбатдаги якинлашувни бажариш ёки бажармаслик 
масаласини хал этади. Агар такрорликлар орасидаги фарк 
катта булса, у холда навбатдаги якинлашувни амалга 
ошириш лозим. Бунда дастлабки шакл сифатида г (,)
кабул килиниб, 4 дан 12- гача булган амаллар (1- жадвал) 
куриб утилган тартибда такроран бажарилади.

Такрорликларнинг узаро якин кийматлари топилгач, 
уларнинг уртача арифметик киймати о>*р аникланади.
Эгилиш тебранишлари асосий шаклининг даври куйидаги 
формуладан топилади:

7\= 2 л (19.23)

Силжиш тебранишларининг шакли ва такрорлиги хам 
жадвал куринишида аникланади (2-жадвал). Хисоблаш 
тартиби жадвалнинг охирги устунида келтирилган. Сил- 
жишдаги бикирлик a G F  ни хисоблашда, пландаги шакли 
тугри туртбурчак булган бинолар учун а  =  0,67 деб 
олинади.

Силжиш тебранишларининг асосий такрорлиги такри­
бий кийматлари куйидаги формуладан аникланади:

О),
G Fg
X 19.24)

(19.24) асосида такрорликларнинг уртача арифметик 
киймати о)*р ва бу асосда давр Тс аникланади.

Силжиш тебранишларининг шак­
ли 2- жадвалнинг 9- катори микдор- 
лари асосида курилади (19.7* раем,
2- пунктир чизик).

Хусусий системанинг эгилиш ва 
силжиш деформациялари хисобга 
олинган холда эркин тебраниш даври 
Дункерлай формуласи ёрдамида ани­
кланади:

Т,.С= ^ П + П  (19.25)
Иншоот заминининг кайишкок- 

лигидан келиб чикадиган тебраниш так- 
рорлигини аниклашда, эластик заминда

т .

/п.

т .

" 7
" j f .  / //

f t/
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жойлашган бикир жисм туридаги хусусий система тебра- 
нишлари текширилади.

Иншоотнинг огишма (о>ф) ва сирпанма (u)xj тебраниши 
такрорликлари куйидаги формулалардан аникланади:

бу ерда: /ф -- пойдевор ости юзасининг инерция моменти: 
Рф —  пойдевор ости юзаси; Р с — иншоотнинг умумий вазни 
(пойдевор вазни хам кушилади); М с — иншоот массаси; 
С * —  грунтнинг текис эластик сирпаниш коэффициенти; 
Сф — грунтнинг нотекис эластик сикилиш коэффициенти; 
/о — системанинг кутби 0 дан утувчи, тебраниш текислиги- 
га перпендикуляр булган укка нисбатан олинган инерция 
моменти: /0=  2  rjm^lc~  пойдевор ости ю.шсининг огир- 
лик марказида ётувчи кутб 0 дан системанинг инерция

2  miriмарказигача булган масофа: 1С= ------; г— кутб да и
2  «,

массаларгача булган масофа.
Хисоб натижаларининг аниклик даражаси куп жи­

хатдан О,, ва Сх коэффициеитларини тугри танлашга 
боглик. Хар нккала коэффициент замни гупропшинг 
физик-меха ник хосеаларнга боглик микдорлар булиб, 
уларни аниклашда гурли угуллар манж^д. Илмий тадки- 
котларниш курсатмшича, еппчли биноларнн хиеоблаш* 
да С). А. Савинов1 усулн, еннчпп биноларка -н'а СП
18— 58* курилиш мормаларида берилган усул жуда 
кул келади.

Хусусий системалар такрорлиги ва уларга мос дпври 
аниклангач, бикир системанинг кайишкок заминдаги 
эркин тебранишлари даври Дункерлай формуласи билан 
а никланади:

О. А. С а в и н о в .  Современные конструкции фундаментов под 
машины и их расчет. Стройиздат, 1964.

‘ Технические условия проектирования фундаментов под машины 
с динамическими нагрузками (СИ  18-58).

(19.26)

(19.27)



Иншоотнинг эгилиш ва силжиш деформацияларини, 
шунингдек замин буйлаб сирпаниши ва о р и ш и н и  хисобга 
олувчи эркин тебранишлари даври

куринишда аникланади.
Куриб утилган учул «иншоот-замин» системасининг 

эркин тебранишлари даврини аниклашда, шунингдек 
иншоотнинг умумий ишида алохида омиллар (бино 
вертикал укининг эгилиши ва силжиши, кайишкок 
заминда бинонинг о р и ш и  ва сирпаниши) улушига бахо 
беришда катта кулайлик турдиради. Бирок бу усул 
«иншоот-замин» системасининг тебранишлари шаклини 
белгилашда махсус хисоб ишлари бажаришни талаб 
этади. Усулнинг кейинги параграфда куриб утиладиган 
бошка варианты системанинг эркин тебранишлари даври 
ва шаклини, барча омилларни хисобга олгаи холда, бир 
вактнинг узида аниклаш имконини беради.

19.7. ИНШ О ОТЛАР ЭРКИ Н  ТЕБРА Н И Ш Л А РИ  Д А В Р И  
ВА Ш АКЛИ НИ АН И КЛАШ

Бундан олдинги параграфда «иншоот-замин» система­
сининг тебранишида алохида параметрларни аниклаш 
масаласи билан танишиб чиккан эдик. Мазкур параграфда 
иншоотларнинг эркин тебранишлари даври (такрорлиги) 
хамда шаклини бир йула аниклаш усулини куриб утамиз. 
Бу ерда хам усулнинг замирида кетма*кет якинлашув 
усули ётади, хисоблаш тархи хам аввалгича колади 
(19.5- расмга каранг).

Усулда кулланиладиган асосий механик микдорлар: 
солкилик бурчаги , эгувчи момент ва кундалаиг кучлар 
куйидаги формулалардан аникланади:

Бу усул К. С. А  б д у р а ш и д о в , Б. А. X  о б и л о в ва В . П. Ц  о й 
томонидан ишлаб чикилган.

(19.28)

(19.29)

(19.30)



бу ерда у — иншоот вертикал уки нукталарининг эластик 
огиши (солкилик); <р, — факат эгувчи моментдан хосил 
булган ориш (солкилик) бурчаги; %  —  кундаланг кучдан 
хосил булган ориш бурчаги; £/ ва G F  эгилиш ва 
силжишдаги бикир^иклар; а  —  кундаланг кесим шаклига 
6орлик булган коэффициент.

Иншоот вертикал укининг солкилиги (19.29) ифодани 
интеграллаш йули билан топилади. Интеграллаш алго- 
ритми биринчи ва иккинчи андозаларда берилган.

Кисобнинг биринчи боскичи биринчи андозада тасвир- 
ланган булиб, бунда инерция кучи, эгувчи момент ва 
киркувчи кучларни аниклашда замин кайишкоклиги 
хисобга олинмай, факат иншоотнинг вертикал уки солки- 
лиги оркали топилади. Боскич охирида заминга бикир 
махкамланган бинонинг, эгилиш ва силжиш деформаци- 
яларидан ташкил топган, солкилиги аникланади.

Пириичи андоза



1̂ абул цилинадиган солцилик

Эгилиш ва силжишдан ^осил булган 
солцилик бурчаги 
Л2) _ (2) + (2)
*Э,С,1 ГЭ,1 ГС,1

Солцилик 

^э.с,! J  уэ,с,1

Т^ли^ солцилик 
уС 2 ).у(2) + (2 )+ (2)
М J3,C,1 *«> Jx



Х,исобнинг иккинчи боскичида (2-андоза) биринчи 
якинлашув учун иншоотнинг тебраниш шакли сифатида 
куйидаги ифода кабул килинади:

у ! " = « & + у 1,"+у 1". ( а )

б у  ерда — иншоот вертикал укининг эгилиш ва сил­
ж и ш  деформацияларидан ташкил топган солкилиги; 
У {91]— бинонинг кайишкок заминда огишидан хосил булган 
со^лкилик; у {х'}— бинонинг замин буйлаб сирпаниши. '

Уз навбатида кейинги икки микдор куйидаги формула- 
лардан топилади:

/И(,) о (1)

с/ ф

бу ерда M maJt ва Qmax бино асосидаги эгувчи момент ва 
куидаланг куч; Лф— пойдевор баландлиги; А, - пойдевор 
устки сиртидан йигик массаларгача булган масофалар.

ккинчи андозада (а ) ифодаси асосида инерция 
куч-пари хисобланади. Бу инерция кучлари таъсирида 
вуж: удга келадиган эгувчи момент ва кундаланг кучлар
(19.30) формула ёрдамида аникланади.

Иккинчи андоза буйича хисоб амаллари бажарилиб, 
бино вертикал укининг солкилиги уЩ , кейин бинонинг 
тули к горизонтал кучиши

у } " = + у? '  <б >
аник-ланади.

Тебраниш шаклларини кетма-кет якинлаштириш усу- 
лига биноан

y j2)= y j l) ' ( в )

шарти асосида изланаётган такрорликнинг такрибий 
киймати, сунгра тебраниш даври топилади. Тебраниш 
шаклн эса (б) ифодаси асосида аникланади.

Ус^лнинг мохиятини тушунтириш учун мисол келтира- 
миз. ^Чввалги параграфда берилган турт массали система­
нинг тебраниш даври (такрорлиги) ва асосий шаклини 
аниклаш талаб этилади, дейлик. Бу сафар хам хисоб 
ншла|>ини жадвал куринишида бажарамиз (3- ва 4- жад-. 
валлар). Кулай булсин учун хисоб ишлари андозаларга



мос равишда икки боскичга ажратилган: биринчи бос- 
кичда (3- жадвал) замин абсолют бикир деб олиниб, 
иншоотнинг эгилиш ва силжиш деформациялари натижа- 
сида хосил булган кучишлар аникланади, иккинчи 
боскичда эса (4- жавдал) замин кайишкоклиги эътиборга 
олинган холда иншоот тебранишининг такрорлиги ва 
шакли излаб топилади.

Жадвалларнинг «Хиеоблаш алгоритмы» деб номланган 
охирги устунида навбатдаги катор ракамларини аввалги 
каторлар ракамлари асосида аниклаш усули берилган. 
Масалан, (1) • (3) —  биринчи катор ракамларинииг учин­
чи катор ракамларига мос равишда купайтириш лозимли- 
гини англатади; 2  (4) — туртинчи катор ракамларини 
чаидан унгга томон йигиндиси олиниши зарурлигини 
билдиради. 4- жавдалда кичик кавс билан шу жадвал 
каторлари, урта кавс билан эса 3-жадвал каторлари 
белгиланган. Масалан, [1 ] • (15) — учинчи жад^валнинг
1-катори ракамларини 4-жадвалнинг 15-катори ра­
камларига купайтириш зарур демакдир. Хар иккала 
жадвалда р2 коэффициенти куйидаги ифодадан топилади:

бу ерда X —  йигик массалар орасидаги масофа.
Масала шартида куйилган саволларга 4-жадвалнинг 

20 ва 21- каторларидан жавоб топамиз. Чунончи, 20- катор 
ракамлари тебраниш шаклини англатади. 21-катор 
ракамларининг уртача арифметик киймати тебраниш 
такрорлигининг такрибий киймати ш?р=9,37 ни  беради. 
Такрорликнинг бу киймати асосида тебраниш даври 
аникланади:

Т=0,67 с. '
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