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«•Забудь начало —  лишишься конца> 

Б. Гребенщиков

П Р Е Д И С Л О В И Е

Математическое моделирование — это методология науч­
ной и практической деятельности людей, основанная на по­

строении, исследовании и использовании математических мо­

делей объектов и процессов. Математическим моделирова­
нием занимался, в сущности, каждый, кто применял мате­

матику на практике, начиная от великих ученых древности 
и кончая школьником, решающим задачи «на составление 

уравнений». Однако в самостоятельную научную дисциплину 

математическое моделирование оформилось лишь в послед­
ние несколько десятилетий, в связи с распространением и 
широким применением ЭВМ . Нельзя отождествлять матема­

тическое моделирование с прикладной математикой, имею­
щей дело, как и любой раздел математики, лишь с матема­

тическими объектами. Предмет математического моделиро­

вания шире и связан, в первую очередь, с формализацией 
и интерпретацией формальных результатов. Иными словами, 

началом и концом процесса математического моделирования 

является окружающ ая действительность.
Центральным понятием математического моделирования 

является математическая модель (М М )— совокупность ма­
тематических объектов и отношений, отображающих объекты 
и отношения некоторой области реального мира (предмет­

ной области). Выделяют три этапа математического модели­

рования: построение М М  (формализация задачи), исследо­

вание (анализ модели) и использование (синтез решения). 
Этап формализации тесно связан с научно-инженерной дис­

циплиной, именуемой системным анализом [1— 3]. Н а этом 

этапе решаются так называемые «прямые» задачи: по задан­
ным значениям входов системы определяются ее выходы. 
Для этапа синтеза, наоборот, характерны «обратные» задачи: 

определение входов системы по заданным (желаемым) зна­
чениям ее выходов. Использование М М  возможно для р а з ­
личных целей: прогнозирования [4], исследования [5], проек­

тирования [6, 7], управления [8, 9].
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Сравнение большого числа различных подходов и мето­
дов показывает (см. [10— 19]), что многие М М  и методики 

их применения не зависят от конкретной области приложе­
ния. Другими словами, одни и те же математические модели 

и методы могут одинаково применяться в различных обла­

стях и для различных целей. Это обстоятельство определяет 
внутреннее единство предмета математического моделирова­

ния и его место в системе подготовки специалиста. Курс «М а­

тематическое моделирование» («Применение математиче­
ских методов для решении инженерных задач») должен опи­

раться на курс высшей математики и предшествовать кур­
сам специальной подготовки.

Однако подобные дисциплины в учебных планах большин­
ства вузов появляются лишь на последних годах обучения 

или даже в планах постдипломной подготовки (аспирантура) 
и переподготовки (курсы повышения квалификации). Эта 

тенденция сохраняется и при переходе на многоступенчатую 
систему образования. С учетом этого и в силу ограниченно­

сти объема пособия выбран обзорный стиль изложения: 

более подробно даются определения и свойства понятий, а 
методы исследования (решения задач), как правило, лишь 

перечисляются со ссылкой на литературу. В то же время 

важной частью курса являются примеры. Ведь овладеть ма­
тематическим моделированием — это значит научиться ре­

шать задачи, а, как известно, единственный способ научться 

решать задачи — это решать их.

Пособие состоит из трех частей. Часть I является исправ­
ленным и дополненным вариантом [20] и посвящена вопросам 

построения математических моделей, выбора ее структуры 

и параметров. В части II излагаются методы асимптотиче­
ского и численного анализа статических и динамических ре­
жимов непрерывных моделей, описываемых дифференциаль­
ными уравнениями. В пособии не затрагиваются вопросы 

анализа дискретных моделей, с которыми можно ознако­

миться, например, по книгам [12, 13, 24, 26, 32], а также во­

просы синтеза решения, которым посвящена обширная лите­
ратура по методам оптимизации и принятия решений (см. на­

пример, [1, 6— 9, 25— 31]).
Третья часть посвящена программной поддержке матема­

тического моделирования. Современный подход к этой про­

блеме состоит в применении так называемых программных 
сред, предоставляющих пользователю набор функциональных 

(расчетных) и сервисных возможностей, допускающих рас ­
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ширение с учетом специфики решаемых задач. Описывается 
одна из наиболее популярных программных сред MATLAB, 
разработанная фирмой The MathW orks, Inc. и ставшая ф ак ­

тически международным стандартом учебного программного 

обеспечения в областях линейной алгебры, теории систем, 

теории управления, обработки сигналов и ряда других. П ри­

водятся примеры решения задач в среде MATLAB, в том 

числе с применением пакета анализа дифференци?льно-ал- 
гебраиечских моделей ADAM. Пакет AD A M  является ориги­

нальной разработкой [61, 62] и обладает полной языковой и 

программной совместимостью с системой MATLAB. Язык па­

кета A D A M  позволяет описывать нелинейные непрерывные 
и дискретные динамические системы со связями и задания 

на имитационное моделирование, линеаризацию и дискрети­
зацию систем.

Материал учебного пособия основан на лекциях и прак­

тических занятиях, проводившихся авторами в течение ряда 

лет для студентов, аспирантов и на Ф П К  преподавателей по 
информатике Балтийского государственного технического 
университета. Главы 1, 2 части II написаны Д. Л. Егоренко- 

вым; часть I и глава 3 части I I — А. Л. .Фрадковым; часть I I I  

(кроме главы 5 ) — В. Ю. Харламовым; глава 5 части I I I  —  
Д. Л. Егоренковым, А. А. Спиридоновым н А. Л . Фрадковым.

В учебном пособии отражены также некоторые резуль­

таты Н И Р , проводившихся по гранту 93—013— 16322 Р о с ­

сийского фонда фундаментальных исследований и по про­

екту Н Д С-10 программы «Нелинейные динамические систе­

мы: качественный анализ и управление» Госкомитета 

Российской Федерации по высшему образованию.
Учебное пособие может быть использовано при подго­

товке бакалавров, магистров и докторов, а также при пере­

подготовке и повышении квалификации специалистов в кур­
сах «Основы математического моделирования», «Основы на-, 

учных исследований», «Применение математических методов 

в инженерных расчетах», «Теоретические основы САП Р». 
Оно может оказаться полезным для инженеров и преподава­
телей, интересующихся применением математических мето­

дов и компьютеров в различных областях науки и технологии.



Ч а с т ь  I 

П О С Т Р О Е Н И Е  М О Д Е Л Е Й

1. М Е Т О Д О Л О Г И Я  М АТЕМ АТИЧЕСКОГО М О Д Е Л И Р О В А Н И Я .

СИ С Т Е М Н Ы Й  А Н А Л И З

1.1. Понятие системы. Примеры систем

Базовым понятием математического моделирования явля­
ется понятие системы [1— 3, 21, 22]. Система в широком 
смысле — эквивалент понятия математической модели и з а ­

дается парой множеств U, Y  (U  — множество входов, Y  — 

множество выходов) и отношением * на U X Y , формализую­
щим связь (зависимость) между входами и выходами.

Соединение систем также является системой и задается 
отношением. Например, последовательное соединение систем 

S ic rU jX Y i, S 2crU 2x Y 2 есть отношение S c rU 1X Y 2 такое, что 

(и., t/2) e S ,  если существуют u2e l l 2, удовлетворяющие

условиям (иъ y i ) ^ S  1, (у 1 , ы2)е=Я, (и2, y2)<^S2, где R а  

crY iXU o — отношение, определяющее связь между** у{ и «2. 
Таким образом  можно определять сколь угодно сложные си­

стемы, исходя из простых.

Приведенное определение отражает в абстрактном виде 
атрибуты (свойства), присущие нашему интуитивному пред­

ставлению о системе: целостность и структурированность(1].
Целостность (единство) означает, что система отделена 

от внешней среды; среда может оказывать на нее действие 
(акцию) через входы и воспринимать отклик (реакцию) на 

ли действия через выходы.
Структурированность означает, что система разделена 

внутри на несколько подсистем, связанных и взаимодейству­

* Напоминаем, что отношением R X Y  (отношением между А' и У) 

нальпается подмножество множества А'XV, т. е. некоторая совокупность 
пар /?= { (* , (/)}, где х е Х , y s Y . Например, функциональная связь (зави- 

си” о"т-) v =  x2 может быть прсдстаплена как отношение между множест­
вами X =  (— оо, с»), К =  [0, со), включающее пары (х, у), для которых

У — х2.
** В простейшем случае может быть Yi =  U2, a R  —  отношение тож­

дества (уи u2) ^ R ,  если у\=и%.
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ющих между собой так же, как целая система взаимодейст­
вует с внешней средой.

Третье свойство, присущее системе, —  целенаправлен­
ность—  требует задания некоторой цели, достижение кото­

рой говорит о правильной работе системы.

Приведем для сравнения другие, менее формальные опре­
деления системы.

Система — объективное единство закономерно связанных 

друг с другом предметов, явлений, а также знаний о природе 

и обществе (БСЭ . Т. 39. С. 158).

Рис. 1 .1

Система — совокупность взаимосвязанных элементов (объ­

ектов, отношений), представляющих единое целое. Свойства 

системы могут отсутствовать у составляющих ее элемен­

тов [4].

Приведенное выше формальное определение весьма общо; 
под него подпадают практически все виды математических мо­

делей систем: дифференциальные и разностные уравнения, 

регрессионные модели, системы массового обслуживания, ко­

нечные и стохастические автоматы, дедуктивные системы (ис­
числения) и т. д. М ожно трактовать как систему любой пре­

образователь входных данных в выходные («черный ящик») 
(рис. I. 1 ,а ) . Например, системой можно назвать процесс ре-
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тения любой задачи. При этом входами будут являться ис­
ходные данные, выходами — результаты, а целью — правиль­

ное решение (рис. 1 .1 ,6 ). Такой подход к системе подчер­
кивает ее целенаправленность и ведет свое происхождение 

or исследования операций [14] —  научной дисциплины, зани­

мающейся разработкой количественных методов обоснования 
решений. Основное понятие здесь — операция: действие, ко­

торое подвергается исследованию (проектирование, конструи­
рование, управление, экономическая деятельность и т. д.). 

Операция соответствует некоторой системе. Входами этой си­
стемы являются элементы принимаемого решения о прово­
димой операции, выходами — результаты проведения опера­

ции (показатели ее эффективности (рис. 1.1, в) ) .  Для разви­

тия навыков системного подхода полезно искать примеры си­
стем в окружающем мире. Некоторые примеры представлены 

г, табл. I. 1.*
Подчеркнем, что функционирование системы — это про­

цесс, разворачивающийся во времени, т. е. множества воз­

можных входов и выходов U, Y — это множества функций 

времени со значениями соответственно в множествах U, Y:

U =  {« : Т -+■ U}, \ = {y :T - + Y } ,

где Т — множество моментов времени, на котором рассматри­

вается система.
Система называется функциональной (определенной), 

если каждой входной функции u (t) соответствует единствен­

ная выходная функция y (t). В противном случае система 
называется неопределенной. Неопределенность обычно возни­

кает из-за неполноты информации о внешних условиях р а ­
боты системы. Важным свойством, присушим реальным си­

стемам, является причинность. Она означает, что если вход­
ные функции ii\ (s ) и u2(s) совпадают при т. е. 

h ,(s )= = «2(s) при s s ^ ,  то соответствующие выходные функ­
ции удовлетворяют условию y i{ t )— ij2 (t), т. е. «настоящее не 

зависит от будущего при заданном прошлом».

Числовые -величины, связанные с системой, делятся на 
переменные и параметры. Параметры — это величины, кото­

рые можно считать постоянными на промежутке времени 
рассмотрения системы. Остальные числовые величины явля­
ются переменными. Значения переменных и параметров опре-

* Примеры 12— 15 в табл. I. 1 придуманы в 1988 г. учеником 86 класса 
292 школы М. Коротеевым.
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Примеры систем Таблица 1.1

Система Вход Выход Цель

Радиоприем­
ник

Радиоволны Звуковые волны Неискажен­
ный звук

Проигрыва­
тель

Колебания
иглы

» ”

Термометр Т° воздуха Высота столбика Верное пока­

(Г) (h) зание

Водопровод­ Поворот ручки Струя воды Заданный

ный кран (угол ф) (расход G) расход

Ученик Лекция учи­ Отметки, знания, Хорошие от­

теля, текст 
в учебнике, 
книги, кино, 
телевизор

поступки метки, х ор о ­
шие поступки, 
хорошие зна­

ния

Учитель План урока, 
ответы уче­

ников

Лекции, задачи 

для контрольной, 
отметки

”

Робот Команды Движения Точное испол­

нение команд

Популяция 
зайцев в лесу

Пища Численность Максимальная
численность

Популяция „ ?1 , ,

лис в лесу

Программа Коэффици­ X,, Х2 Решение с

Э В М  решения енты а. Ь, с. заданной точ­
уравнения Точность Е ностью

ах2 + Ьх + с =  0

Задача реше­ а, Ь, с Формула Правильная

ния уравнения 
ах7 + bx-\- с =  П

*1,2 =
—  Г)±

2а...... ...

формула

Электромотор Электрический
ток

Вращение ротора Рращение с 
заданной ча­

стотой

Костер Дрова Тепло, свет Заданное ко^ 
личество теп­

ла и света

Торговля Продукты.
вещи

Деньги Получение 
суммы денег— 

— стоимости 

товара

Бюрократ Бумажка Бумажка Зарплата
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деляют количественную информацию о системе. Оставшаяся 

информация, т. е. качественная, определяет структуру си­

стемы. Различие между переменными и параметрами, а так­
же между параметрами и структурой может быть условным, 

однако оно полезно в методическом отношении. Так, типовым 
приемом построения М М  системы является параметриза­

ция— выбор в качестве М М  семейства функций, зависящих 

от конечного (обычно небольшого) количества чисел — п ара­

метров.

1.2. Этапы системного анализа

Системный анализ в широком смысле — это методология 

(совокупность методических приемов) постановки и решения 

задач построения и исследования систем, тесно связанная 

с математическим моделированием. В более узком смысле 
системный анализ —  методология формализации сложных 

(трудно формализуемых, плохо структурированных) задач. 

Системный анализ возник как обобщение приемов, накоплен­
ных в задачах исследования операций и управления в тех­

нике, экономике, военном деле. Соответствующие модели и 
методы заимствовались из математической статистики, мате­

матического программирования, теории игр, теории массового 
обслуживания, теории автоматического управления. Фунда­

ментом перечисленных дисциплин является теория систем 

[21— 22].
Остановимся на различии в употреблении терминов «си­

стемный анализ» и «системный подход» [4]. Системный ана­
лиз— это целенаправленная творческая деятельность чело­

века, на основе которой обеспечивается представление иссле­
дуемого объекта в виде системы. Системный анализ харак ­

теризуется упорядоченным составом методических приемов 
исследования. Что касается термина «системный подход», то 

традиция его применения связывает его с исследованиями, 

проводимыми многоаспектно, комплексно, с разных сторон 
изучая предмет или явление. Этот подход предполагает, что 

все частные задачи, решаемые на уровне подсистем, должны 
быть увязаны между собой и решаться с позиции целого 
(принцип системности). Системный анализ — более конструк­

тивное направление, содержащее методику разделения про­

цессов на этапы и подэтапы, систем на подсистемы, целей на 

подцели и т. д.
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В системном анализе выработана определенная последо­

вательность действий (этапов) при постановке и решении 
задач, которую будем называть алгоритмом (методикой) си 

стемного анализа (рис. 1.2). Эта методика помогает более 

осмысленно и грамотно ставить и решать прикладные з а ­
дачи. Если на каком-то этапе возникают затруднения, то

(  Начало )

Рис. 1.2

нужно вернуться на один из предыдущих этапов и изменить 
(модифицировать) его. Если и это не помогает, то это зна­

чит, что задача оказалась слишком сложной и ее нужно р а з ­

бить на несколько более простых подзадач, т. е. провести де­
композицию (см. подразд. 1.3). Каждую из полученных под­

задач решают по той же методике. Для иллюстрации приме­

нения методики системного анализа приведем пример [18].
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Пример. Рассмотрим автомобиль, находящийся перед га­

ражом на некотором расстоянии от него (рис. 1.3, а ) . Требу­

ется поставить автомобиль в гараж  и сделать это, по возмож­
ности, наилучшим образом . При решении попытаемся руко­

водствоваться алгоритмом системного анализа (см. рис. 1.2).

а)
А6томоби/1ь

араж

y(t)

u(t>

У*

Рис. 1.3

Этап 1. С и с т е м а :  автомобиль и гараж  (автомобиль, 

приближающийся к гаражу).
Этап 2. В х о д :  сила тяги двигателя. В ы х о д :  пройден­

ный путь.
Этап 3. Ц е л ь :  автомобиль должен проехать заданный, 

путь и затормозить.

Этап 4. Построение М М  начинается с обозначения всех 
величин (переменных и постоянных), существенных для з а ­

дачи. Введем следующие обозначения:

u(t) — сила тяги в момент времени t (вход); 

y{t) — путь, пройденный к моменту t (выход); 
у* — расстояние от автомобиля до гараж а (параметр). 

Затем выписываются все уравнения и соотношения, суще­

ствующие между введенными величинами, как в школьных 
задачках на составление уравнений. Если возможных урав­

нений несколько, выбирают простейшее. В нашей задаче — 
это уравнение динамики (2-й закон Н ью тона):

=  (1.1а)
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где т  —  масса автомобиля, а также начальные условия*

0(0) = 0 ,  0(0) = 0 .  (1.16)

Этап 5. Модель (1.1) достаточно хорош о изучена и в де­

тальном анализе не нуждается. Укажем лишь, что она адек­

ватна, если можно пренебречь размерами автомобиля, огра­

ничением на его мощность, силами трения и сопротивления и 
другими более второстепенными факторами.

Этап 6. Простейший вариант формализации цели

y ( t* )= y * , (1.2)

где t* —  момент остановки — оказывается неудовлетвори­

тельным, поскольку в (1.2) не формализовано само требова­

ние остановки y { t * )=  0 и, значит, неясно, как система будет 
вести себя при t> t * .  Правильнее задать цель соотношением

0 ( 0 = 0 *  при (1.3)

из которого следует, в частности, что y ( t ) =  0 при t > t *.
Н а первый взгляд, задача поставлена и можно переходить 

к ее решению, т. е. к этапу 8. Но, оказывается, однозначного 

решения задача не имеет: здравый смысл говорит о том, что 

существует бесконечно много способов достичь цели (1.3). 
Значит, нужно дополнить цель правилом отбора способов, 

позволяющим отвечать на вопрос: какой способ лучше. З ад а ­

димся следующим разумным правилом: тот способ считается 
лучшим, который быстрее приводит к цели. Формально но­

вую цель можно записать так:

m in {t* \ y { t ) = y t при (1.4)

Н о теперь физические соображения показывают, что решение 

поставленной задачи тривиально: искомый минимум в (1.4) 
равен нулю! Действительно, выбрав достаточно большую 

силу тяги, можно придать автомобилю как математическому 

объекту, описываемому ММ (1.1), сколь угодно большое ус­

* Здесь и далее через y(t) будет обозначаться производная по вре­
мени от функции y (t). Будет также использоваться обозначение y(t) — 

=>py(t).
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корение и сколь угодно быстро * переместить его на любое 
заданное расстояние. Видимо, требуется ввести какие-то ог­

раничения, исключающие бессмысленные решения. Можно 
было бы усложнить М М  системы: учесть ограниченную мощ­

ность двигателя, его инерционность, сиЛы трения и т. д. 

Однако разумнее попытаться остаться в рамках М М  (1.1), 
(1.4), введя дополнительно лишь ограничения на силу тяги:

— a ^ u ( t ) ^ . b .  (1.5)

Таким образом , чтобы придать задаче смысл, нам пришлось 

возвратиться на этап 7.

Этап 8. Для решения задачи можно было бы применить 

мощный и хорош о разработанный аппарат теории оптималь­

ного управления (вариационное исчисление, принцип макси­

мума Понтрягина и др., см., например [9, 35J). Однако сна­

чала надо попытаться решить задачу элементарными средст­

вами. Для этого часто бывает полезно перейти к геометри­

ческой интерпретации задачи, чтобы привлечь нашу геомет­
рическую интуицию. Естественная интерпретация (рис. 1.3, б) 

не дает ключа к решению, так как не позволяет в удобной 

форме представить ограничения на допустимые траектории 
движения автомобиля. Дело меняется коренным образом , 

если перейти к другой ММ. Введем новую переменную: v (t) =  

~ y ( t )  (скорость). Тогда вместо (1.1) возникает уравнение

mv —  u, t> (0 )=0 , (1.6)

цель (1.4) запишется в виде

t
m in {t*: f  v (s )ds  =  y* при / > / * } .  (1.7)

о

а ограничения (1.5) превратятся в ограничения на скорость 

изменения новой переменной:

— a / m ^ .v ( t ) ^ ;b/m. (1.8)

* Математик здесь, конечно, заметит, что минимум в (1.4), строго 
говоря, может не достигаться и в формулировке (1.4) нужно заменить 
min на inf («инфимум» —  точная нижняя грань множества). Однако си­
туация от этого не изменится: формализация в данном случае не отра­
жает существа задачи, т. е. проведена неверно. В дальнейшем, чтобы не 
«пугать» инженера, мы будем пользоваться обозначениями min, max, 
имея в виду, что при необходимости их следует заменить на более общие 
inf, sup.



Итак, мы изменили выход системы, из-за чего пришлось 
заново пройти этапы 2— 7.

Геометрическая интерпретация движения системы (1.6) —  

(1.8) в плоскости {v, t} изображена на рис. 1.3, в. Из него 

видно, что для решения задачи нужно найти кривую v(t) 

( t ^ O )  с заданной площадью фигуры F под ней и наимень­
шей возможной координатой правого конца t*, лежащую в 

треугольнике OM N  с заданными углами наклона фь <рг бо­
ковых сторон (в соответствии с (1.8) tgcpi =  b/m, tgq)2 — а /т ) .

Геометрическое решение очевидно: фигура F должна з а ­
полнять весь треугольник ОМК. Это значит, что автомобиль 

должен двигаться с максимальным ускорением до некоторого 

момента t', затем включить максимальное торможение и 

в момент выключить двигатель. Формулы для определения 

момента переключения t' выводятся из элементарного р а с ­

чета треугольника ОМ К  по заданной площади и углам. Они 
имеют вид

‘ • - У т Щ ъ -  (1-9)

Рассмотренная геометрическая модель позволяет решать 

и более сложные задачи. Например, если по соображениям 

безопасности нужно учесть ограничение на максимальную 

скорость: | у ( 0 | ^ у*. то решение легко усмотреть из 
рис. 1.3, г: график оптимальной траектории представляет со ­

бой трапецию.

Еще более сложные задачи (например, при введении огра­

ничений па расход топлива в виде \ |ы (/)|Л ^/1 ) не имеют
I)

простого аналитического решения, подобного (1.9), и прак­

тически решаются лишь численно, с привлечением математи­

ческого аппарата приближенной минимизации функционалов 

(см., например, [35. Гл. 9]). Однако и для них решение упро­

щенной задачи не теряет важности, поскольку оно позволяет 

получить начальное приближение к решению сложной за ­
дачи, установить качественные свойства решения сложной 

задачи, выявить факторы, наиболее сильно влияющие на ре­

шение сложной задачи, и, главное, соотнести результаты ма­

тематического исследования со здравым смыслом.

Резюмируя сказанное, можно дать совет изучающему ма­

тематическое моделирование: «не решай сложную задачу, не 

решив сначала более простую!».
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1.3. Сложные системы и декомпозиция

Как известно, системный анализ родился как метод иссле­
дования и проектирования сложных систем. Что же такое 

сложная система? Понятие это неформальное, и обычно, го­

воря о сложных системах, перечисляют их основные особен­
ности:

— наличие большого числа разнородных элементов (под­
систем) ;

— сложный характер, неоднородность связей между 

подсистемами;
— сложность функций, выполняемых системой;

— наличие неопределенности в описании системы;
— сложность определения (организации) требуемого уп­

равляющего воздействия на систему и т. д.

Однако понятно, что каждая из этих особенностей может 
оказаться существенной или несущественной, все зависит от 

конкретной ситуации и целей исследования. Поэтому более 
универсальный способ выделения класса сложных систем свя­

зан со сложностью самого процесса исследования системы.
Если методика системного анализа (см. рис. I. 2) непосред­

ственно приводит к успеху, то нет оснований называть систему 

«сложной». Введение этого термина оправдано, если решить 

задачу в исходном виде не удается. В этом случае она р а з ­

бивается на несколько вспомогательных подзадач, решаемых 
по отдельности. Такой прием называется декомпозицией и 
является основным методом исследования сложных систем.

При декомпозиции исходная система делится на подси­

стемы, а цель — на подцели. Далее для решения каждой под­
задачи пользуются той же методикой, что и для всей системы. 

Если в ходе решения (а возможно, и до того) какие-то из 
подзадач окажутся слишком сложными, то снова проводится 

декомпозиция: возникают подзадачи следующего уровня 

и т. д. Результатом этого процесса является структуризация: 

исходная система приобретает иерархическую (многоуров­
невую) структуру* [1— 3, 21]. Соответствующая структура 

возникает и в множестве подцелей; она называется деревом

* Здесь термин «структура» используется в смысле, несколько более 
узком, чем в подразд. 1.1, и означает состав подсистем в системе и типы; 

связей между ними. 1



целей (рис. 1.4), поскольку представляет собой граф*  типа 
дерева (без циклов).

Вообщ е теория графов является естественным математи­

ческим аппаратом описания сложных систем [3, 23, 24]. Дей­

ствительно, каждой сложной системе ставится в соответствие 
граф (структурный) , вершинами которого являются подси­

стемы, а дугами — имеющиеся между ними связи. Если связи 

направленные, т. е. наличие связи S i- ^ S j означает, что воз­
действие Si на S; не вызывает обратного воздействия или 

им можно пренебречь, то граф системы является ориентиро­
ванным (направленным). К. этому классу относятся, напри­

мер, структурные схемы (граф-схемы) систем автоматиче-

Исходная
цель

Подцели 
уробня 1

Подцели 
уроЬня Z

Подцели 
уровня 3

Рис. I. 4

ского управления. У других систем влияние связанных под­

систем обоюдно, и они описываются неориентированными 

графами (например, сложные электрические и электронные 
схемы).

Приведенное понятие декомпозиции вполне соответствует 
идее структурного программирования. Создание сложных 

программных систем — одна из важнейших областей приме­

нения системного анализа. Вопросы математического обосно­
вания декомпозиции рассматривались в [1, 2, 24]. Отметим 

лишь, что раздробление системы на подсистемы обычно про­
водится по принципу «слабых» связей, т. е. так, чтобы связи

* Графом называется пара (G, R ), где G = { g i . . . g n) — конечное 
множество вершин, a RczG y(.G — бинарное отношение на G. Если (g ;, 
g i ) ^ R ,  тогда и только тогда, когда (g j , g i ) ^ R ,  то граф называется 
неориентированным, в противном случае —  ориентированным. Пары (g it 
g i ) ^ R  называются дугами (ребрами), а элементы g i множества G —  вер­

шинами графа.
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между подсистемами были слабее, чем связи между элемен­
тами каждой подсистемы.

В сложных системах часто приходится проводить несколь­
ко вариантов декомпозиции и соответственно строить не­

сколько деревьев целей. Это обычно связано с наличием 

нескольких критериев функционирования системы. Возника­

ющие при этом задачи многокритериального выбора изуча­
ются в теории принятия решений [25]. Успех декомпозиции 

часто определяется интуицией и опытом исследователя. Че­
ловек, по данным психологов, может мысленным взором ох ­

ватить структуру декомпозированной системы, если на каж ­

дом уровне возникает не более чем 5± 2 подзадач.

Пример. Система подготовки специалиста в вузе.

Пусть перед нами поставлена цель — повысить эффектив­

ность подготовки специалистов в вузе. Как ее достичь — 

сразу неясно, нужно проводить декомпозицию. Н о как? 

Напрашивается разбиение по курсам, на шесть подсистем. 

Входы и выходы подсистем — показатели (например, показа­

тели успеваемости, контрольных проверок и т. д.) в начале 
и конце соответствующего года обучения; подцели —  обеспе­

чение высоких значений показателей эффективности на вы­

ходах. Если оказывается, что принимаемые меры по курсам 

(в деканатах) малоэффективны, то проводится дальнейшая 

декомпозиция: по группам и по дисциплинам, выделяются 
группы и предметы, требующие применения воздействий. 

Следующий шаг декомпозиции — индивидуальный подход 

к студенту: возможные меры воздействия — проведение до­
полнительных занятий, использование ТСО  и т. д.

Можно проводить декомпозицию и по-другому: сначала 
по факультетам и кафедрам, а затем по специализациям, 

дисциплинам и преподавателям. Подцели при этом связаны 

с повышением квалификации преподавателей и соответст­

венно требуются другие меры воздействия, приводящие 
к улучшению других показателей функционирования системы.

В перечисленных вариантах способ декомпозиции был 

определен сложившейся структурой системы (процесса обу­

чения). Н о так бывает не всегда. Например, если анализи­
ровать ту же систему по критериям гуманитарной подго­

товки студента, то разбиение на подсистемы оказывается не­
однозначным, а показатели функционирования подсистем — 

не вполне определенными.



1.4. Экспертные оценки

Н а начальных этапах, связанных с формализацией и 
предварительной алгоритмизацией решаемой задачи, иссле­

дователю, как правило, .приходится иметь дело с неточной, 
неполной и субъективной информацией. Поэтому важно 

уметь пользоваться существующими методами ее сбора, с о ­

гласования и обработки. Наиболее развитыми из подобных 
методов на сегодня оказались методы экспертных оценок 
[19, 25, 38].

Теория экспертных оценок зародилась в психологии и со ­

циологии, но в настоящее время применяется далеко за их 

пределами, позволяя решать широкий класс практических 
задач, требующих привлечения знаний и опыта экспертов, 

от которых поступает интересующая исследователя субъек­
тивная информация. Использование экспертных оценок, 

включающих в себя специально разработанные приемы сбора, 

согласования и математической обработки сведений, полу­

чаемых от эксперта или целенаправлено сформированной 

группы экспертов, является одним из наиболее простых, до­
ступных и достаточно надежных способов получения и даль­
нейшего анализа априорной информации. Результаты, полу­

ченные с привлечением методов экспертных оценок, оказы­
ваются весьма полезными (например, на стадии разработки 

эскизного проекта и технического задания на проектирование 
А СУ П  и А С У  ТП ). В ряде случаев в условиях существенной 

априорной неопределенности они могут представлять сам о­

стоятельный практический интерес в связи с отсутствием либо 
значительной сложностью получения объективных сведений

о поведении объекта исследования.
Экспертные оценки следует трактовать шире, чем просто 

сбор и усреднение произвольно собранных точек зрения, что 

действительно является некорректным. Кроме того, необхо­

димо иметь в виду, что последнее слово всегда остается за 
исследователем, принимающим окончательное решение об ис­

пользовании результатов экспертизы, которую следует р а с ­

сматривать как способ получения дополнительной информа­
ции, позволяющей уменьшить неопределенность, имеющую 

место при решении задачи.
В большинстве прикладных исследований методы эксперт­

ных оценок используются для выделения существенных 

(в том или ином смысле) факторов и их ранжирования. При 

этом чаще всего применяют методы опроса, основанные на
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прямом (непосредственном) ранжировании, а полученные

субъективные мнения обрабатывают методами ранговой кор­
реляции. Однако область применения экспертных оценок, как 
и арсенала методов сбора согласования и обработки субъек­

тивной информации, намного шире. М ожно указать следую­

щие технико-экономические задачи, в которых их использо­

вание дает определенную практическую пользу:
1. Выбор целей исследования.

2. Выбор и построение критериев в задачах векторной 
оптимизации.

3. Принятие решений при управлении производством и 
выбор наилучшего варианта решения любой достаточно 

сложной проблемы в условиях неопределенности.

4. Задачи идентификации, начиная от выбора структуры 

модели и определяющих факторов и кончая приближенным 
построением зависимостей и их интерпретацией.

5. Построение эвристических алгоритмов управления.

6. Эргонометрические исследования.

7. Оценка качества продукции.
8. Системы обучения, основанные на построении различ­

ного вида сценариев и целенаправленном использовании ре­

зультатов опроса.
9. Планирование производства, .Н И Р  и ОК Р.
10. Классификация однотипных объектов ‘по степени вы­

раженности тех или иных характерных свойств.

11. Прогнозирование научно-технического прогресса.
Экспертные оценки не следует рассматривать как неко­

торый «нулевой» цикл исследования; ему предшествует (по 
крайней мере должен предшествовать) детальный априорный 

крайней мере, должен предшествовать) детальный априорный 

сведений позволяет целенаправленно и планомерно органи­
зовать экспертизу, ориентированную на извлечение новой 

информации. Экспертизу чаще всего следует рассматривать 

как последний, наиболее формальный шаг априорного ана­
лиза. При этом получают приближенную информацию по 

данной задаче на языке ее окончательного решения, которая 
в дальнейшем может использоваться в виде ограничений, 

отправных точ&с процесса оптимизации и т. д. Однако в не­
которых случаях результаты экспертизы могут быть исполь­

зованы и как самостоятельные решения.
Существует большое количество методов сбора и после­

дующей обработки субъективной информации, которой рас ­

полагают опытные специалисты, выбранные в качестве экс­
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пертов. Классификация методов получения экспертных оце­
нок показана на рис. 1.5 [38].

Методы коллективной работы экспертной группы (иногда 

их называют способами прямого получения коллективного 
мнения) предполагают получение обобщенного мнения в ходе 

совместного обсуждения и решения поставленных проблем 

группой специалистов, которые находятся в непосредствен­
ном контакте.

Всем методам получения коллективных экспертных оце­

нок присущи недостатки, возникающие из-за всевозможных 
трудностей организационного характера. Очевидно, решение 

многих проблем требует участия в экспертизе ведущих спе­

циалистов в данной области. Однако собрать их вместе для 

участия в коллективном обсуждении практически не пред­

ставляется возможным. Решить многие организационные 

проблемы удается путем получения коллективного мнения на 

основании совместной обработки независимых индивидуаль­
ных мнений членов экспертной группы специальными мето­

дами опроса. Следует отметить, что использование методов 

получения индивидуального анонимного мнения членов экс­
пертной группы способствует также устранению недостатков, 

обусловленных влиянием различных психологических факто­

ров, при непосредственном контакте с экспертами. Правиль­

ное применение методов опроса позволяет повысить количе­
ство и качество исходной информации, используемой для 

получения обобщенного мнения. Существуют два основных 

вида опроса: интервью и анкетные опросы. Третий, проме­

жуточный, который мы условно назвали «анкетированием 
с участием интервьюера», сочетает идеи первых двух.

Наиболее характерной особенностью интервью как специ­
фической формы опроса является то, что исследователь н 

эксперт находятся в непосредственном контакте. Необходи­
мая информация извлекается в ходе беседы, направление и 

организация которой определяются проблемой, представляю­

щей собой-область конкретного исследования.

Метод анкетирования заключается в том, что эксперту 
предлагается для заполнения анкета, содержащ ая набор во­

просов, каждый из которых логически связан с главной за ­

дачей исследования.
Сравнительную оценку предлагаемых для анализа объек­

тов можно осуществлять несколькими приемами. Один из них 
предполагает оценивание экспертами вероятности предпочте­

ния (вероятностные оценки) одного из вариантов (объектов)
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другим. Однако использование подобного способа на прак­

тике часто приводит к определенным затруднениям, по­
скольку если маловероятные или, напротив, весьма вероят­

ные события оценить довольно легко, то варианты с вероят­

ностью предпочтения около 0,5 —  сложно. Кроме того, следует 

иметь в виду, что понятие вероятности является весьма аб ­

страктным и может в ряде случаев запутать эксперта, так 
как он обычно не представляет область своих, зачастую 

строго детерминированных понятий в вероятностной трак­

товке. Указанные трудности ограничивают использование 
этого способа в экспертных оценках. Улучшения результатов 

при оценке субъективных вероятностей можно достичь, ис­

пользуя процедуры, основанные на косвенном получении ин­

формации о вероятностях, либо осуществляя перед основным 
экспериментом ряд специально продуманных тренировочных 

опросов, позволяющих выработать у экспертов необходимые 
навыки.

В некоторых работах описываются методы, при использо­
вании которых экспертам предлагается указать меру ценно­

стей или различия в ценности анализируемых альтернатив 
путем их «взвешивания», скажем, по 10-балльной шкале. 

Наиболее важному, с точки зрения эксперта, фактору дается 
полная оценка— 10, а остальным —  определенная доля пол­

ной оценки. Однако в данном случае возникает проблема 
обеспечения единообразного понимания всеми участниками 

опроса критерия оценки и достижения сопоставимости оце­

ночных шкал отдельных экспертов, без чего невозможно по­

лучить обобщенные мнения. Эта проблема возникает потому, 
что эксперты неоднозначно воспринимают искусственно на­

вязанную им балльную шкалу. В связи с этим метод «взве­
шивания» представляется недостаточно надежным и эффек­

тивным.
В ряде случаев заполнение анкеты требует от эксперта 

количественных заключений на безразмерной шкале или 
в единицах какого-то параметра. В первом случае имеют 

место те же трудности, что и при получении балльных оце­
нок, во втором — существенно усложняется работа экспертов, 
так как при решении достаточно сложных проблем нередко 

даже высококвалифицированные эксперты не располагают 
необходимыми субъективными количественными оценками. 

Это приводит их к необходимости «переводить» свои сложив­

шиеся в результате накопленного опыта качественные пред­

ставления о существе вопросов в количественную форму.
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Хотя получение такого рода оценок бывает наиболее трудо­
емким, в ряде случаев, например, при прогнозировании на­
учно-технического прогресса, они оказываются необходимыми.

Подробнее с различными методами экспертиз, основан­

ными на получении количественных, балльных и вероятност­
ных оценок, можно познакомиться в [19].

Представляется наиболее приемлемым использование ме­

тодов анкетирования, основанных на элементарных сужде­
ниях о предпочтении объектов (будь то признаки или вари­

анты решения), предъявляемых экспертам для оценки 
(см. рис. I. 5).

Важно отметить, что методы элементарных суждений яв­

ляются достаточно надежными приемами получения эксперт­
ных оценок, так как они в наибольшей степени свободны от 

влияния побочных факторов на качество получаемой инфор­
мации и требуют от специалиста только высказывания его 

мнений об оцениваемом объекте, не отвлекая его внимания 

на решение других задач, например, определения вероятност­
ных оценок исследуемых объектов и т. п. С нашей точки 

зрения, методы, основанные на элементарных суждениях

о предпочтении объектов, предъявляемых экспертам для ана­

лиза, наиболее перспективны для получения индивидуальных 
экспертных оценок. Естественно, что описываемые здесь 

подходы не исчерпывают всего богатого арсенала методов 

анкетирования, предназначенных для решения весьма ш иро­

кого круга задач. Описание других процедур анкетирования 

дано, например, в работах [19, 38].
Н а рис. 1.5 показана группа методов, основанная на ча­

стично коллегиальной работе экспертов. Эти приемы экспер­
тизы сочетают положительные качества коллективной работы 
и методов опроса. Смысл их заключается в том, что сбор 

субъективной информации осуществляется по одному из вы­

бранных методов опроса (при этом, очевидно, более подхо­
дящими будут приемы анкетирования), но роль отдельных 

экспертов в этом случае выполняют небольшие коллективы 
специалистов, работа внутри которых может быть организо­

вана по одному из указанных выше принципов.

И з приведенной классификации выпало большое количе­
ство процедур типа Дельфи, Квест, Поспелова, Глушкова и 

т. д. Это специализированные методы, предназначенные для 
решения задач научно-технического прогнозирования и пла­

нирования производства, Н И Р  и ОКР. Каждый из них пред­

ставляет собой некоторую комплексную экспертизу, осущест'
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вляемую в несколько этапов (туров). Многоэтапность пре­

следует цель добиться декомпозиции общей сложной проб­
лемы на ряд подзадач, решение которых осуществляется 

с привлечением простых процедур экспертного опроса. Кроме 

того, она направлена на повышение согласованности мнений 

экспертов и может способствовать получению аргументиро­
ванных суждений о правомерности отдельных мнений.

2. В Ы Б О Р  СТРУКТУРЫ  М АТЕМ АТИЧЕСК ОЙ  М О Д ЕЛ И

2.1. Классификация моделей

Этап построения М М  системы разбивается на две части: 

выбор структуры и выбор параметров. Как было сказано 
в подразд. 1.1, структура сложной системы определяется ти­

пами моделей каждой ее подсистемы и характером связей 

(отношений) между ними. Все многообразие имеющихся 

типов М М  можно классифицировать по нескольким основ­

ным признакам (см. табл. 1.2): статические — динамические; 
дискретные — непрерывные; детерминированные — стохасти­

ческие— нечеткие; сосредоточенные — распределенные; ста­

ционарные — нестационарные; линейные — нелинейные и т. д.

Т а б л и ц а I. 2

Математические модели систем

Статические

y ( t ) = F ( u ( t ) )

Динамические 

y(t) = F ({ u (s )— o o < s ^ t } )

Дискретные (U, Y, Т — конечные 
(счетные) множества)

Непрерывные (U, Y, Т — конти­
нуумы (прямые, отрезки, тела в 
многомерных пространствах))

Детерминированные j Стохастические
; Нечеткие

Сосредоточенные (конечные*' урав­
нения, разностные уравнения, обык­
новенные дифференциальные урав­
нения)

Распределенные (уравнения с 
запаздыванием, в частных произ­
водных, интегральные уравнения)

Линейные Нелинейные

Стационарные (параметры не ме­
няются во времени)

Нестационарные (параметры из­
меняются во времени)

* То есть алгебраические или трансцендентные.
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Кроме того, структура модели определяется также набо­
ром размерностей: количеством переменных (входа, выхода, 

состояния) и параметров. Остановимся на задаче выбора 

типа ММ. Прежде всего, следует дать краткую характери­

стику основным типам ММ.

2.1.1. Статические и динамические модели

Математическая модель системы называется статической, 

если значение выхода y (t) зависит от значения входа u (t) 

только в тот же момент времени t. Символически это свой­

ство записывается так:

y (t) — F (u ( t ) ) ,  (2.1)

где F — символ некоторого преобразования (оператора).

Кроме явных функциональных зависимостей (2.1), стати­

ческие модели могут задаваться неявно, в виде уравнения 
или системы:

Ф (y (t), u ( t ) ) =  0. (2.2)

Так обычно записываются уравнения статических режимов 

радиоэлектронных схем, многих механических, энергетиче­

ских систем и т. д. Уравнение (2.2) должно быть однознач­

но разрешимо относительно y (t).
Статическими моделями пользуются, когда в рамках по­

ставленной задачи (с точки зрения достижения выбранной 

цели) инерционностью и «памятью» реальной системы можно 

пренебречь. Это возможно при выполнении ряда условий, в 

число которых входят следующие:
1) система устойчива, т. е. переходные процессы после 

скачкообразного изменения входов затухают. Конечное время 

затухания с заданной точностью обозначим через п̂ер;

2) входы меняются медленно, 1г. е. Л^вх>^пер, где AtBX — 
время между изменениями входных воздействий;

3) выходы измеряются редко, т. е. А/вых>^пеР, где 
M BKx — tk+\— tk —  промежутки между измерениями входных 

величин.
В динамических: моделях значение y(t) может зависеть 

от всего прошлого (предыстории) входного процесса:

y ( t ) = F ( { u ( s ) ,  s ^ t } ) .  (2.3)

Динамические модели позволяют учесть наличие «памя­
ти», инерционности системы. Математическим аппаратом опи­
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сания динамических систем являются дифференциальные, 
разностные уравнения, конечные автоматы, случайные про­

цессы. Некоторые классы динамических моделей рассмотрены 
в подразд. 2.2.

2.1.2. Дискретные и непрерывные модели

Система может быть дискретной или непрерывной по вхо­

дам, по выходам и по времени в зависимости от того, дис­
кретными или непрерывными являются множества U, У, Т 

соответственно. П од . дискретным понимается конечное или 
счетное * множество. Под непрерывным будем понимать 

множество объектов, для которого адекватной моделью слу­

жит отрезок, луч или прямая линия, т. е. связное числовое 

множество. Если система имеет несколько входов и выходов, 

то это значит, что соответствующие множества U, Т лежат 

в многомерных пространствах, т. е. непрерывность и дискрет­
ность понимаются покомпонентно.

Удобство числового множества как модели реальных со ­
вокупностей объектов состоит в том, что на нем естественным 
образом  определяются несколько отношений, формализую­

щих реально встречающиеся отношения между реальными 
объектами. Например, отношения близости, сходимости ф ор ­

мализуют понятия похожести, сходства объектов и могут 
быть заданы посредством функции расстояния (метрики) 

d(x, у) (например, d(x, у) =  \х— у|). Числовые множества 

являются упорядоченными: отношение порядка следования 

( х ^ У )  формализует предпочтение одного объекта другому. 
Наконец, над элементами числовых множеств определены 

естественные операции**, например, линейные: х + у, х-у. 

Если для реальных объектов на входе и выходе также имеют 
смысл аналогичные операции, то естественным образом воз­

никают требования к моделям (2.1) —  (2.3): быть согласо­

ванными с этими операциями, сохранять их результаты. Так

* Строго говоря, счетное множество представляет собой некоторую 
идеализацию, которую невозможно реализовать практически из-за конеч­
ности размеров технических систем и пределов человеческого восприятия. 
Такие идеализированные модели (например, множество натуральных чи­
сел W ={1 , 2 , . ,  .}) имеет смысл вводить для множеств конечных, но с за­

ранее не ограниченным (или неизвестным) числом элементов.
** Формально понятие операции является частным случаем понятия 

отношения между элементами множеств. Например, операция сложения 

двух чисел задает 3-местное (тернарное) отношение R: тройка чисел (х, 
у, г) принадлежит отношению R  (пишем (*, у, г) е Л ) ,  если z= x + y .
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мы приходим, например, к линейным моделям: у = а и  + Ь, 

du/dt— ay + bu и т. д., являющимся простейшими моделями 

многих процессов.

Как правило, дискретность множества U влечет за собой 

дискретность У. Кроме того, для статических систем исчезает 

разница между непрерывным и дискретным временем. П оэ­

тому классификация детерминированных систем по призна­
кам «статические —  динамические», «дискретные — непрерыв­

ные» включает шесть основных групп, представленных в 

табл. 1.3, где для каждой группы указан математический ап­

парат описания систем, методы численного анализа и опенки 
их параметров, методы синтеза (оптимизации), а также ти­

пичные области применения.
Пример 1. Рассмотрим работу турникета на входе в метро. 

В первом, «грубом» приближении множество значений входа 

этой системы имеет два элемента: человек с жетоном (и\) и 

человек без жетона (и2), т. е. U = { i i\, и2). После небольшого 

размышления становится ясно, что следует включить еще 

отсутствие пассажира (и0), т. е. U — {u0, щ, и2}. Множество 

значений выхода содержит элементы «открыто» (у0) и «за ­

крыто» (yi). Таким образом , Y— {y0, у{) и система является 

дискретной. В простейшем случае можно пренебречь памятью 
системы и описывать ее статической моделью, имеющей вид 

таблицы или графа:

« ( / )  j У  ( 0 « о Ч .

I 'd Уо и , /

' h Уо

U J > ' i

При необходимости хранить М М  системы в Э В М  ее можно 

представить (закодировать) в виде матрицы ^  =  q ^  или

более экономно, в виде списка (0, 0, 1), в котором на i-м 

месте стоит /, если значению входа щ~\ соответствует значе­
ние выхода г/,-.

Пример 2. Если нас интересует более детально устройство 

самого турникета (т. е. системой является турникет), то при­
дется учесть, что входными воздействиями (сигналами) для 

него являются опускание пятака и прохождение человека 
через турникет. Таким образом , система имеет два входа, 

каждый из которых может принимать два значения («есть»
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Детерминированные модели систем
Т а б л и ц а  1.3

Статические Динамические

Типы дискретные по Т непрерывные по Т

систем дискретные 
по U, У

непрерывные 
по U, У дискретные 

по V, У
непрерывные 

по U, У
/Дискретные 

по Uy У

непрерывные 

по U, У

Математи­
ческий ап­
парат опи­

сания

графы, таблицы 
соответствий, бу­

лева алгебра. 
Предикаты [24, 

26]

функции веще­
ственных пе­

ременных [37]

конечные 
автоматы [31]

разностные
уравнения

[35]

асинхронные 
автоматы, се­
ти Петри, мо­
дели теории 
расписаний 

[32, 33]

обыкновен­
ные дифферен­

циальные 
уравнения 

(ОДУ)

Методы 

оценки па­
раметров 

И анализа

методы матема­

тической логики 
[26]

методы ин­

терполяции, 
аппроксима­

ции [30]

теория конеч­

ных автома­
тов  [31]

идентифика­
ция, теория 

устойчивости 

[9, 35]

методы иден­

тификации 

[36]

идентифика­
ция, численное 
интегрирова­

ние ОД У 
[6, 7, 9, 30]

Методы
синтеза

карты Карно, 
метод Куайна, 

дискретное про­
граммирование 

[27]

методы опти­
мизации (ли­

нейное и не­
линейное про­
граммирова­
ние [28, 29])

методы син­
теза микро­

программных 
автоматов, ди­

намическое 
программиро­
вание [24, 34]

динамическое 
программиро­

вание, дис­
кретный прин­

цип макси­
мума [35]

динамическое 
программиро­
вание, теория 

расписаний 
[36]

теория управ­
ления, методы 
оптимизации 

[6, 9, 361

Области
примене­

ния

релейно-контакт­
ные схемы. Им­

пульсные и логи­
ческие схемы. 
Качественные 

модели исследо­
вания операций

количествен­
ные модели 

исследования 
операций

цифровые 
САУ, ГАП, 
логическое 
управление

,

импульсные 
и цифровые 

САУ

параллельные 
процессы в 

ЭВМ  и ГАП

:
i

САУ, механи­
ческие, тепло­
вые, электрон­

ные и другие 
процессы



или «нет»). Пренебрегая возможностью одновременного 
опускания жетона и прохождения, вводим три значения 

входа: и0 —  «нет воздействия», —  «опускание жетона», и2 — 

«прохождение». Множество У можно задать так же, как и 
в примере 1. Однако теперь значение выхода y{t) не опреде­

ляется только значением входа u (t) , а зависит еще и оттого, 

был ли опущен жетон раньше, т. е. от значений u.(s) при 

s < / .  Система имеет «память». Простейший тип М М  для опи­
сания дискретных систем с памятью —  это конечный автомат 

[31]. Для его построения вводится конечное множество вну­

тренних состояний системы X, определяющее «память». 
В данном случае в X  достаточно включить два элемента: 

хо —  «жетон не был брошен», Xi — «жетон был брошен». Зн а­

чения состояния системы в следующий момент времени и 

выхода в текущий момент зависят от текущих значений сог 

стояния и входа, т. е.

x ( k + l ) = F ( x ( k ) ,  u (k ) ) , y(k) =  G (x (k ), u (k ) ) ,  (2.4)

где k —  номер момента времени такта. Отметим, что, выделив 

«текущий» и «следующий» моменты времени, мы незаметно 

ввели предположение о дискретности времени, которое при 

более детальном исследовании может оказаться неправомер­

ным см. ниже п. 2.2.3). Функцию переходов F  (я, и) и функ­

цию выходов G(x, и) можно задать таблично:

« 0 « 1 U-2 и0 « 1 « 2

х 0 * 0 * 0 , О (х , и ) : * 0 Уо Уо У1

- * 1 - * 1 ■*1 * 0 ■*1 Уо Уо Уо

Можно также построить графы переходов и выходов:

ио’иг

Пример 3. Рассмотрим простейшую электрическую цепь — 

ЯС-цепочку (рис. 1.6). Входом системы является напряжение 
источника u ( t ) = E 0{t), выходом — напряжение на конденса­
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торе y ( t ) = E i ( t ) .  Закон Ома дает М М  системы в виде диф­
ференциального уравнения 1-го порядка

т у = и — у, (2.5)

где x = R C  — постоянная времени цепочки. М М  (2.5) пол­

ностью непрерывна: U = Y = T  =  R l. Если исследователя ин­

тересует поведение системы в статических режимах, т. е. при

£ o (0 = c o n s t ,  то нужно положить в (2.5) у = 0 и получить 
статическую модель

y ( t ) = u ( t ) .  (2.6)
Моделью (2.6) можно пользо­
ваться как приближенной в 

случае, когда вход E 0(t) изме­
няется достаточно редко или 

медленно (по сравнению с т).

Пример 4. Рассмотрим эко­
логическую систему, состоя­

щую из двух взаимодействую­

щих популяций [9], существую­
щих на некоторой территории. Предположим, что система 

автономна, т. е. внешними воздействиями (входами) можно 

пренебречь; за выходы системы примем численности популя­

ций (видов) y\(t), у2(t). Пусть 2-й вид является пищей для 

1-го, т. е. система относится к классу «хищник — жертва» 

(например, у\ — численность лис в лесу, а уг — численность 
зайцев; или у\ — концентрация бактерий-возбудителей заб о ­

левания в городе, а у% — число заболевших и т. д.). В дан­

ном случае у\, У2 —  целые числа и, на первый взгляд, в М М  
системы множество У должно быть дискретным. Однако для 

построения М М  удобнее считать, что уи </г могут принимать 
произвольные вещественные значения, т. е. перейти к непре­

рывной модели (при достаточно больших у\, у% этот переход 

не внесет существенной погрешности). При этом мы сможем 

пользоваться такими понятиями, как скорости изменения вы­

ходных переменных уи Уг- Простейшая модель динамики по­
пуляции получается, если предположить, что:

—  при отсутствии хищников численность жертв растет 

экспоненциально;
—  при отсутствии жертв численность хищников убывает 

экспоненциально;
—  численность «съеденных» жертв пропорциональна ве­

личине у\уг-

й— L . _ ,j-

У * )

Рис. I. 6
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При этих предположениях динамика системы, как не­
трудно видеть, описывается так называемой моделью Лот­
ки — Вольтерра:

~£t~~  а У\ — !>У\ Уг< - ^ = = 0 ' . У 2 - ^ У 2 . (2.7) 

где а, Ь, с, d —  положительные параметры. Если есть воз­

можность изменять параметры, то они превращаются во вход­

ные переменные, например, когда изменяются коэффициенты 
рождаемости и смертности видов, коэффициенты размноже­
ния бактерий (при введении лекарств) и т. д.

2.2. Модели состояния динамических систем

2.2.1. Модели общего вида

Важнейшую роль при описании динамических систем 

играет понятие состояния. Состояние — это совокупность ве­

личин (вектор)* * = с о 1 (л:1 , . . . ,  хп), которые определяют 
(вместе с входным воздействием) будущее поведение си­

стемы. Например, для R C -цепочки переменная состояния 
есть Е ь поскольку значение E x(t) и входного воздействия 

E 0(s) при s ^ z t  однозначно определяет (в силу (2.5)) значе­

ние £ 1 (5 ) при s =  t. Для модели динамики популяций (2.7) с о ­

стоянием является вектор х=со\ (уи у2).
В общем случае уравнения состояния — это системы диф­

ференциальных или разностных уравнений первого порядка 

вместе с уравнениями для выходных величин. Начальное со ­
стояние представляет «память» системы о прошлом. Модель 
состояния непрерывной динамической системы записывается 

в виде [9, 21, 60]

•V| = F  j ( Xi ,  . . . , Xn,  U [ , . . . ,  Um , t )
.................................................................  (2.8a)

Xn —  F  n (X[, . . . , Xk, U\, . . .  , Um, ^),

УI —  G\ (ATj, . . . , Xn, U\, . . .  , Um, / ) , 
  (2 .8 6 )

y i= G i(X  1, . . . ,  Xn, Um, t),

где Mi, • • •, um —  входные переменные, y\ ,..., yi —  выходные 
переменные, х\........  хп — переменные состояния. Вводя век­

* Здесь и далее вектор (столбец) с компонентами хи х2, . . . ,  х„ обо­

значается Х=С01(ДС1, . . . ,  х п).

32



торные обозначения, можно записать (2.8) в более компакт­

ном виде:

x = F (x ,  и, t), y — G(x, и, t), (2.9)

где и = с о 1 (и ь . . . ,  ит ), у=с.о\(уи . . . ,  у}), x=co\(xl t . . . ,  хп).

Для моделей состояния справедлив следующий факт: лю­

бая нелинейная динамическая система может быть представ­
лена как соединение линейных динамических и нелинейных 

статических звеньев. Доказательство очевидно из рис. 1.7, 

где в качестве линейного звена взят интегратор.

Рис. I. 7

Еще более общей формой описания динамических систем 

являются сингулярные дифференциальные (алгебро-диффе- 
ренциальные) системы

Ф (х , х, и, 0 = 0 ,  G(x, у, и, / ) = 0 ,  (2.10)

частным случаем которых являются неявные системы

ф (у , у, U, 0 = 0 .  (2 . 1 1 )

2.2.2. Линейные модели

Часто вместо (2.8) используют упрощенные ММ, основан­
ные на том, что процессы в системе протекают, мало откло­

няясь от некоторой так называемой опорной траектории 

{ * (0 , и ( 0 .  У (0} .  удовлетворяющей уравнениям

x = F (x , и), y — G(x, и). (2.12)

Тогда можно записать приближенную линеаризованную мо- 
дель в отклонениях от этого режима:
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f x = A { t ) x + B { t ) i i ,
- - (2.13)

I y = C ( t ) x + D ( t ) u ,

где x = x — x, y — y— y, u = u — u, 

A ( t )= - ¥ - (x ( t ) ,  « ( / ) ) ,  В ( 0 = ~ Й 0 ,  u ( t ) ) ,  

C ( t ) ^ ~ ( x { t ) ,  u ( t ) ) ,  D ( t ) = ^ L ( x ( t ) ,  u ( t ) ) .

Пример. x = — x2u ; x, u ^ R 1. Линеаризуем вблизи траекто­

рии, соответствующей u ( i)  =  1. Имеем х = — х2, откуда либо 

x ( t ) =  0 (при * ( 0 ) = 0 ) ,  либо x(t) —  \!(t— а ) . Рассмотрим 

второй случай:

т ! г < - л > |»-1

X - x ( t )

1  < * ч _ ,

г=дг (/)

-2x (t)=-

= - * 2( 0 = -

t — а 

1

( t~ a y

В отклонениях х = х — 1 / ( t— а), и— и— 1 линеаризованное 

уравнение имеет вид

~  2  1 -  

Х ~  t - a  Х ( t - a ) *  И ‘

Если расчетный режим является установившимся, т. е. не 

зависит от времени, то коэффициенты в (2.13) также не зави­

сят от времени: A (i) = Л ,  B ( t ) = B  и т. д. Такие системы на­
зываются стационарными. Особенно часто на практике встре­

чаются стационарные линейные непрерывные системы, опи­

сываемые более простыми уравнениями

х = А х + В и , у — Сх. (2.14)

Матрицы А, В, С являются параметрами модели (2.14).
Если линеаризация приводит к большим погрешностям, 

то стараются по возможности выбрать ММ, линейную по 

параметрам:

х = А • -ф(д:, и),

где Л — матрица параметров порядка л Х ^ ,  -ф(-, - ) ^ R N — 

нелинейная вектор-функция. К этому классу относятся,
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в частности, билинейные объекты, например, х — а\х+а2хи + 
+ аги, где А = [ а и а2, а3], i|j(*, u ) = c o l ( * ,  хи, и).

Сказанное выше относится и к уравнениям дискретных по 
времени систем. Уравнения дискретной системы в общем слу­
чае имеют вид

xk+i =  F{xk, uk), yk =  G (xk, Uk). (2.15)

Дискретным аналогом уравнений линейной стационарной си­

стемы (2.14) являются уравнения:

хк+\ =  Pxh + Q uky yk — Rxk. (2.16)

Наряду с уравнениями состояния широкое применение на­

ходят также модели в переменных «вход— выход» и модели, 
описываемые передаточными функциями. Для непрерывного 

времени уравнение «вход— выход» имеет вид

A ( p ) y ( t ) = B ( p ) u ( t ) ,  (2.17)

где p = d / d t  —  символ дифференцирования по времени, А (Я) =  

= Х п + ап-1Хп~1 + . . . + а0, В(Х) = Ь тХт + .. . + Ь0, причем в (2.17) 

всегда /п < л . Дробно-рациональная функция №(Л) =

—  В  (X) /А(Х) называется передаточной функцией системы 

(2 .17 ),а полиномЛ(А) — ее характеристическим полиномом*. 

Если уравнение (2.17) получено из (2.14), то

W(X) =  C (X In —  А )~ 'В , (2.18)

A {X )= d e t{X In —  A ). (2.18а)

Они справедливы и в случае, когда вход и выход системы
(2.14) являются векторами, при этом W (X) =  A~l {X) В  (X) —  

матрица. Пользуясь (2.18), можно показать, что замена пере­

менных состояния в (2.14) по формуле х '— Тх, где Т — неосо­

бая пхл-матрица ( d e t r = 0 ) ,  не приводит к изменению 
передаточной функции (2.18а). Это значит, что обратный 

переход от описания «вход— выход» к уравнениям состояния

(2.14) неоднозначен: при сохранении передаточной функции 

базис в пространстве состояний можно выбирать по-разному. 

Н а практике применяются несколько типовых способов пере­
хода от передаточной функции к уравнениям состояния. Эти 

способы соответствуют так называемым каноническим пред­
ставлениям системы [9]. Опишем один из них, приводящий

* X —  комплексное число, аргумент полиномов Л (Х), В (Х ).
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к управляемому каноническому представлению. Вместо (2.16) 
вводятся два уравнения:

А{р)ч\~и, (2.19а)

У= В (р )  п, (2.196)

где г] —  вспомогательная переменная. Очевидно, что переда­

точные функции (2.17) и (2.19) совпадают. В качестве век­

тора состояния в уравнении (2.16) берется х=со1(т}, г],. . .  

. . . ,  т}(л-1)), так чт0 Из (2.19а) и соотношений x i=
=  r](‘) =  xi+1, i = l ,  2 , . . . ,  п— 1, выводится форма матрицы А 

и вектора В в (2.14), а из (2.196), записанного в виде у —

— b0xi + b lx2 + . . .  + bmxm, получаем строку С:

" 0 1 0 .. . 0 0 " " 0 ”  
% •'

0 0 1 . . 0 0 0,— , в-=
0 0 0 .. . 0 1 0

-  а0 ~  а\ • • -  а„-1 -  ап_ 0

c = [ b 0 . . . b m 0. . .0].

Если для системы (2.17) наблюдению доступна производная 

у(г) от величины у при i ^ . n — m— 1, то она может быть полу­

чена, если в найденных уравнениях сохранить А, В в форме 

(2.20) и взять С = [ 0 , . . . ,  Ьо, . . . ,  bm, . . . ,  0].
Если в (2.17) tn =  n (такие передаточные функции назы­

ваются несобственными), то систему (2.17) нельзя привести 

к виду (2.14), но можно привести к виду

х — Ах + Ви, y — Cx+ Du, (2.21)

где Л, В имеют вид (2.20), С = [ Ь 0— а 0Ьп, . . . ,  bn̂ \— an-ibn], 

D = b n.

2.2.3. Дискретизация и континуализация

Дискретизация. Если исходное описание линейной системы 

непрерывно, часто можно перейти к дискретному описанию 
с помощью следующей процедуры.

Пусть состояние x(t) системы (2.14) доступно измерению 

в дискретные моменты времени tu =  kh , & =  0, 1 , . . . ,  где 
h > 0 — шаг дискретности. Пусть « (f) постоянно* на проме­

* Это предположение часто выполняется на практике.
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жутках между моментами коррекции /*. Тогда динамику век­

торов Xk =  x(tk) можно описать разностными уравнениями 
(2.16), в которых матрицы Р  и Q определяются соотноше­
ниями

P =  eAh, Q = A ~ l (Р — 1п)В . (2.22)

Здесь еАН — экспоненциал матрицы А, определяемый ф ор ­
мулой

(V'

eAh =  /„ \ Ah +  —  АЧг2. . . =  2  ’ <2 2 3 >
*=о

Если предположение о кусочном постоянстве u(t) не вы­
полняется, то переход от (2.14) к (2.16) является приближен­

ным, но его точность растет по мере уменьшения шага h. 

При достаточно малых h для вычисления еАН можно удержи­

вать лишь первые несколько членов ряда (2.23) или аппрок­
симировать сумму (2.23) каким-либо способом.

Например, при переходе от (2.14) к (2.16) можно пользо­

ваться формулой eAh^ I n+Ah, соответствующей численному 

интегрированию (2.14) методом Эйлера. При такой аппрокси­

мации передаточные функции дискретной и непрерывной си­

стем будут связаны соотношением

=  (2.24)

т. е. при переходе к дискретному времени в передаточной 
функции W (р) системы (2.17) нужно заменить р на (1— z)/h. 

Если матрица А гурвицева, т. е. Re (Л) < 0 ,  то метод Эйлера 

дает устойчивую аппроксимацию лишь при

/ z < m i n  [— 2Re А.,- ( Л ) ] /  j ( Л ) (2.25)

где А,,-(Л) — собственные числа матрицы А (корни полинома 
Л(Х) ) .  Целый ряд способов перехода от (2.14) к (2.17) осно­
ван на аппроксимации матрицы еАН дробями Падэ. Частными 

случаями этих способов является метод Тастина (формула 

Падэ порядка (1, 1)):

aAh,
1 +

Ah A h

2 J (2.26)
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приводящий к соотношению между передаточными функ­

циями

W  <)) — ___-___W  ( 2 1 ~  \ (2 27^
u д '■> 1 4 -х "  »{ h 1 +X-i ) ’

а также метод Дэвисона (формула Падэ порядка (2,2)) :  

Ah . А2 Л«

'2 +  1
, Ah .

I  Н-- •) I 19 (2 28)

Отметим, что формулы (2.26) и (2.28) дают устойчивые ап­
проксимации при любом h > 0 (разумеется, если А гурви- 

цева).

Если непрерывная система нелинейна, то для перехода 

к его дискретному описанию также можно использовать ме­

тоды численного интегрирования. Например, метод Эйлера 

дает для системы (2.9) дискретное описание:

xk+x =  xk + hF (xk, uk, th), yh= G ( x h, uh, tk). (2.29)

Континуализация —  это переход от дискретной математи­

ческой модели системы к непрерывной. Если дискретная мо­

дель системы имеет вид (2.16), то перейти к непрерывной 

модели (2.14) можно по формулам

.4 , - \  In Р, B =  - L l n P ( P ~ / Г 1 Q, (2.30)

вытекающим из (2.22), где In Р  — логарифм матрицы — функ­

ция, обратная к экспоненциальной и также определяемая 

через ряд

Д'-: ' (_1 ч/1+i
in < /  - f  X)  -  *  — 4 -  - f  . . .  4 - х«,

сходящийся при I IA 'I ld  (Х — Р — /).  С точностью до величин 

порядка /г2 можно ограничиться формулами

А ~ -н  < ' ' - / > •  В  =  т У -

соответствующими методу Эйлера. Однако удобнее всего пе­
реходить от дискретной передаточной функции к непрерыв­

ной по формулам (2.24) и (2.27). Например, по методу Эй­

лера (2.24) достаточно заменить в передаточной функции 

^ д ( 2 -1) переменную z_1 на 1— hp.
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При исследовании линейных систем получили распростра­

нение также методы упрощения описаний систем путем ре ­

дукции (понижения порядка) [2, 39]. Взаимосвязь различных 

описаний динамических систем представлена на рис. 1.8.

Р едукция Редукция

Рис. I. 8

2.3. Детерминированные и стохастические модели

Модели систем, о которых мы говорили до сих пор, были 

детерминированными (определенными), т. е. задание вход­
ного воздействия определяло выход системы однозначно. Од­

нако на практике так бывает редко: описанию реальных си­

стем обычно присуща неопределенность. Например, для ста­
тической модели неопределенность можно учесть, записывая 

вместо (2.1) соотношение

y ( t )= F (u ( t ) )+ q > ( t ) ,  (2.31)

где <р(/) — погрешность, приведенная к выходу системы. 
Причины неопределенности разнообразны:

—  погрешности и помехи измерений входов и выходов 

системы (естественные погрешности);
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— неточность самой модели системы, что заставляет ис­
кусственно вводить в модель погрешность;

— неполнота информации о параметрах системы и т. д.
Среди различных способов уточнения и формализации

неопределенности наибольшее распространение получил сто­
хастический (вероятностный) подход, при котором неопреде­
ленные величины считаются случайными. Развитый понятий­

ный и вычислительный аппарат теории вероятностей и 

математической статистики позволяет дать конкретные реко­

мендации по выбору структуры системы и оценке ее пара ­

метров. Классификация стохастических моделей систем и 

методов их исследования представлена в табл. 1.4. Выводы 

и рекомендации основаны на эффекте усреднения: случайные 
отклонения результатов измерений некоторой величины от ее 

ожидаемого значения при суммировании взаимно уничтожа­

ются, и среднее арифметическое большого числа измерений 

оказывается близким к ожидаемому значению. Математиче­

ские формулировки этого эффекта даются законом больших 

чисел и центральной предельной теоремой. Закон  больших чи­

сел гласит, что если — случайные величины с ма­
тематическим ожиданием (средним значением) M i t = a  и дис­

персией M(g ,— а ) 2 =  а2, то

-Jr (S1 +  . . .  +  eA, ) - a » 0  .(2.32)

при достаточно больших N. Это говорит о принципиальной 
возможности сколь угодно точной оценки { по измере­

ниям. Центральная предельная теорема, уточняющая (2.32), 

утверждает, что

+  +  (2.33)

где | — стандартная нормально распределенная случайная ве­

личина* (Л/£ =  0, М£,2=  1).

Поскольку распределение величины | хорош о известно

и.затабулировано (например, известно, что Р{ 111 >  1} =  0,32,

* Если величина а г неизвестна, то следует заменить в (2.33) а  на^  д

оценку s— у  _ _ _ 2 ( 6 * гДе ь = — - 2  При этом вели-

* J /-I /=i
чина | будет распределена уже не нормально, а по закону Стьюдента, 

который при 20 практически неотличим от нормального.
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Стохастические модели систем
Т а б л и ц а  I. 4

Статические Динамические

Тип
дискретные 

по U, У
непрерывные

по U, У

дискретные по Т непрерывные по Т

систем
дискретные 

по £/, У
непрерывные 

по U, У
дискретные

по U, Y
непрерывные 

по V, Y

Математи­
ческий ап­
парат опи­

сания

схема незави­

симых испыта­
ний [40]

регрессион­

ные модели 
[40]

марковские 
цепи, стоха­

стические ав­
томаты [24]

стохастиче­
ские разност­
ные уравне­

ния [35]

системы мае- ' 
сового обслу­
живания, по- 
лумарковские 

процессы 

[12, 13]

стохастиче­
ские диффе­
ренциальные 
уравнения

tie]

Методы 
оценки па­

раметров и 
анализа

статистические 

оценки вероят­
ности, дисперси­

онный анализ 

[44, 46]

регрессион­
ный анализ 

[45— 47]

оценка пере­
ходных веро­

ятностей, ста­

тистическое 
моделирова­
ние [12, 48]

статистиче­
ское оценива­
ние состояний
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P{|i| > 2 } = 0 ,0 5 ,  P{|£| > 3 }  =  0,03), то соотношение (2.33) 
позволяет вычислять погрешность оценки. Пусть, например, 
требуется найти, при каком числе измерений погрешность 

оценки их математического ожидания с вероятностью 0,95 

окажется меньше, чем 0,01, если дисперсия каждого изме­
рения равна 0,25. Из (2.33) получаем, что должно выпол-

I ° '5 9
няться неравенство | <0 ,01 , откуда N >10000 .

Разумеется, формулировкам (2.32), (2.33) можно при­

дать более строгий вид, и это легко может быть сделано 

с помощью понятий вероятностной сходимости. Трудности 

возникают при попытке проверить условия этих строгих 

утверждений. Например, в законе больших чисел и централь­

ной предельной теореме требуется независимость отдельных 
измерений (реализаций) случайной величины и конечность 

ее дисперсии. Если эти условия нарушаются, то могут нару­

шаться и выводы. Например, если все измерения совпадают: 

! • = . . .  =|л ' то, хотя все остальные условия выполняются, 

об усреднении не может быть и речи. Другой пример: закон 
больших чисел несправедлив, если случайные величины 

|ь . . . ,  распределены по закону Коши (с плотностью р а с ­

пределения р (х ) =  ^у")> не обладающему конечными

математическими ожиданием и дисперсией. А ведь такой за ­

кон встречается в жизни! Например, по Коши распределена 

интегральная освещенность точек прямолинейного берега 

равномерно вращающимся прожектором, находящимся в мо­
ре (на корабле) и включающимся в случайные моменты вре­
мени.

Но еще большие трудности вызывает проверка обоснован­
ности самого употребления термина «случайный». Что такое 

случайная величина, случайное событие и т. д.? Часто гово­
рят, что событие А случайно, если в результате эксперимента 
оно может наступить (с вероятностью р) или не наступить 

(с вероятностью 1— р). Все, однако, не так просто. Само по­

нятие вероятности может быть связано с результатами экс­
периментов лишь через частоту его наступления в некотором 

ряде (серии) экспериментов: vn =  NaIN, где Ыл — число экс­

периментов, в которых событие наступило, N  —  общее число 

экспериментов. Если числа vn при достаточно большом N 

приближаются к некоторому постоянному числу рл:

vn~ Pa, (2.34)
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то событие А можно назвать случайным, а число р — его ве­
роятностью. При этом частоты, наблюдавшиеся в различных 
сериях экспериментов, должны быть близки между собой 

(это свойство называется статистической устойчивостью или 

однородностью). Сказанное относится и к понятию случайной 
величины, поскольку величина £ является случайной, если 

случайными являются события { а < £ < & }  для любых чисел 

а, Ь. Частоты наступления таких событий в длинных сериях 

экспериментов должны группироваться около некоторых по­
стоянных значений.

Итак, для применимости стохастического подхода должны 

выполняться следующие требования:
1) массовость проводимых экспериментов, т. е. достаточно 

большое число;

2) повторяемость условий экспериментов, оправдывающая 

сравнение результатов различных экспериментов;
3) статистическая устойчивость.

Стохастический подход заведомо нельзя применять к еди­

ничным экспериментам: бессмысленны выражения типа «ве­

роятность того, что завтра будет дождь», «с вероятностью 

0.8 «Зенит» выиграет кубок» и т. п. Н о даже если массовость 

и повторяемость экспериментов имеются, статистической ус­
тойчивости может и не быть, а проверить это —  непростое 

дело. Известные оценки допустимого отклонения частоты от 

вероятности основаны на центральной предельной теореме* 

или неравенстве Чебышева и требуют дополнительных гипо­
тез о  независимости или слабой зависимости измерений. 

Опытная же проверка условия независимости еще сложнее, 

так как требует дополнительных экспериментов.
Более подробно методология и практические рецепты при­

менения теории вероятностей изложены в поучительной книге 
В . Н . Тутубалина [40], представление о которой дают при­

водимые ниже цитаты:
«Чрезвычайно важно искоренить заблуждение, встречаю­

щееся иногда у недостаточно знакомых с теорией вероятно­
стей инженеров и естествоиспытателей, что результат любого 
эксперимента можно рассматривать как случайную величину. 

В особо тяжелых случаях к этому присоединяется вера в нор­
мальный закон распределения, а если уже сами случайные

* Легко заметить, что (2.34) есть частный случай (2.32), когда бе­

рется ^ ;= 1 , если событие А наступило в t-м эксперименте, |i =  0 в про­

тивном случае. При этом M \ i = P a , A f(£ ,— р л ) г= р л ( \  —  Ра )-
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величины не нормальны, то верят, что их логарифмы нор­
мальны».

«По современным представлениям область применения 

теоретико-вероятностных методов ограничена явлениями, ко­
торым присуща статистическая устойчивость. Однако про­

верка статистической устойчивости трудна и всегда неполна; 

к тому же часто она дает отрицательный вывод. В результате 

в целых областях знания, например, в геологии, нормой стал 
такой подход, при котором статистическая устойчивость во­

все не проверяется, что неизбежно приводит к серьезным 

ошибкам. К тому же пропаганда кибернетики *, предприня­
тая нашими ведущими учеными, дала (в некоторых случаях) 

несколько неожиданный результат: теперь считается, что 

только машина (а не человек) способна получать объектив­

ные научные результаты.
В таких обстоятельствах долг каждого преподавателя— 

вновь и вновь пропагандировать ту старую истину, которую 

еще Петр I пытался (безуспешно) внушить русским купцам: 

что торговать надо честно, без обмана, так как в конечном 

• счете это для самих же себя выгоднее».
Как же построить модель системы, если неопределенность 

в задаче есть, но стохастический подход неприменим? Ниже 

кратко излагается один из альтернативных подходов, осно­

ванный на теории нечетких множеств.

2.4. Нечеткие модели

2.4.1. Нечеткие множества и лингвистические переменные

В 1965 г. американский математик JI. Заде опубликовал 

статью под названием «Fuzzy sets», что можно перевести как 
«Нечеткие множества» **. В статье дано новое определение 

понятия множества, предназначенное для описания и иссле­
дования сложных, «плохо определенных» систем. К ним, 
в частности относятся гуманистические системы, на поведение 

которых существенное влияние оказывают знания, суждения 

и эмоции человека. В таких системах наряду со строгими, 
объективными, количественными данными и результатами 

присутствуют неоднозначные субъективные, качественные, 

что требует новых подходов.

* А сегодня можно добавить « . . .  и информатики» (прим. автора).
** Слово Fuzzy переводилось на русский язык как «размытые», «рас­

плывчатые», «неопределенные», однако в последние годы чаще всего упо­

требляется термин «нечеткие».
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Поскольку понятие множества лежит в основе всех мате­
матических конструкций, статья Л . Заде породила новое на­
учное направление, бурный поток публикаций, специальные 

конференции и т. д. Произошло «раздвоение» математики: 
появились нечеткие функции, нечеткие отношения, нечеткие 

уравнения, нечеткая логика и т. д. [38, 41, 42]. Новый матема­

тический аппарат описывает свойства нечетких систем, соот­
ветствующих трудно формализуемым, плохо структурирован­

ным задачам. В последние годы эти методы стали широко 

применяться в экспертных программных системах. Ниже из­
лагаются основные понятия теории нечетких систем.

Прежде, чем говорить о нечетких системах, необходимо 

ввести понятие нечеткого множества.

О п р е д е л е н и е .  Нечетким подмножеством А множества 

X назовем пару (X, цД), где цл: X  —>-[0, 1] — функция, к аж ­

дое значение которой |1 д(л:)е[0 , 1] интерпретируется как 

степень принадлежности точки множеству А. Функция

[м называется функцией принадлежности множества А.

Для обычного «четкого» множества В  можно положить
, . ( I ,  х  е  В,

u bU ) =  I , т. е. классическое понятие множества
|  0,  х ф В

является частным случаем введенного (рис. 1.9, а ) . Задавать 

функцию принадлежности можно таблично или аналитически.
Пример 1. Пусть Х = { 1 ,  2 , . . . } — множество натуральных 

чисел, а функция цл (я) задана таблицей

.V 1 2
[

4 5 6
\

7 8 9 10

'■‘ а ' 1
: о 0,1 0,6 0,8 1 1 0 9 0,7

1
0,2 j

i
0 I . .  .

Определенное таким образом  нечеткое множество можно 

принять в качестве формализации понятия «несколько», я с ­
ного лишь на интуитивном уровне.

Аналогично можно ввести нечеткие множества, соответст­

вующие понятиям «много», «мало», «около 100», «почти 20» 
и т. д. Легко разрешается знаменитый парадокс древних 

греков: «Сколько зерен составляют кучу?». Ответ состоит 

в том, что «куча» — нечеткое множество зерен, функцию при­
надлежности которого можно получить, например, путем 

опроса.
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Пример 2. Пусть Х = [0 , оо] —  множество положительных 

чисел, а функция |хл(я) задана формулой

О при 0 < х ^ 5 0 ,

|ал ( л-) =
1

25
(х -  £0)*

(2.35)

график которой изображен на рис. 1.9,6. Если переменную х 

интерпретировать как возраст, то нечеткое множество А с о ­

ответствует понятию «старый». Аналогично можно формали­
зовать понятия «молодой», «средних лет» и т. д.

Переменные, значениями которых являются нечеткие мно­

жества, называются лингвистическими. Это основной тип пе­
ременных в естественном языке людей.

Пример 3. Переменная «расстояние» принимает обычные - 

числовые значения. Однако в предложениях естественного 
языка она может фигурировать как лингвистическая со зна­

чениями «малое», «большое», «очень малое», «среднее», 

«около 5 км» и т. д. Каждое значение описывается нечетким 

множеством, которое в рамках данной предметной области 
может иметь конкретную числовую интерпретацию. Напри­

мер, если речь идет о поездках на такси, то в качестве уни­
версального множества X можно взять отрезок [0, 100] км и 

задать функции принадлежности значений переменной «рас ­

стояние», как показано на рис. 1.9, в.
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Операция с нечеткими множествами
Т а б л и ц а  1.5

Операция
Лингвисти­

ческий
смысл

Формула 
для Ц с(х)

График н е  (х)

Пересечение
С=А(]В

И min{nA (*)> (* sW )

\

Объединение  
С = Л  UB

И ЛИ min{|XA (х),  Цз(*)}
1/ Х \

Дополнение
С = Л

Концентрация

НЕ

ОЧЕЩ>

1 —  Ца (х ) 

[Ц л(*)]2

Размывание НЕ ОЧЕНЬ Ун а 'М

П ри  первом знаком стве  с нечеткими м нож ествам и  обычно 
в о зн и кает  недовольство прои зволом  и субъективизм ом  в з а ­
дан и и  функций при надлеж ности : «почему так, а не иначе?». 
О д н ако  это не слабость, а сила  подхода! Ведь если сам о п о ­
нятие  субъективно, то т а к о в а  и его ф о р м ал и зац и я ,  в ы п о л н я е ­
м а я  человеком. А получаем ы е р езу л ьтаты  долж н ы  носить 
качественны й хар ак тер  и достаточн о  слабо  зависеть от ко н ­
кретного  з а д ан и я  функций при н адлеж н ости . С другой сто ­
роны, если есть необходимость в более  объективны х вы водах ,
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мож но получить оценки |Ал(*) путем оп роса  экспертов  (см. 
подразд. 1.4).

Д л я  нечетких множ еств  вводятся  оп ераци и  пересече­
ния, объединения , дополнения, концентрации, разм ы ван и я  
(табл. 1 .5 ) .  П е р в ы е  три явл яю тся  о бобщ ен и ям и  обы чны х оп е­
раций; о ставш и еся  специфичны д л я  нечетких м нож еств. О пе­
рации п озволяю т  конструировать  сл о ж н ы е  понятия  из п ро­
стых: «очень много», «не старый и не молодой» и т. п.

П о аналогии  с четким случаем о п р ед ел яется  отнош ение 
вклю чения м нож еств: А а В , если и только  если |Хл (х)  ^ ^ в ( л : )  
д л я  всех x e l .

2.4.2.  Нечеткие системы

Аналогично классическом у случаю, понятие нечеткой си­
стемы вводи тся  через понятие нечеткого отнош ен ия (част­
ными сл у чаям и  которого являю тся  понятия  «нечеткое о т о б р а ­
жение», « нечеткая  ф ун кц и я») .

О п р е д е л е н и е .  Нечеткое отношение R  на м нож ествах  
X,  У за д ае т с я  функцией |х«: Х х У -> - [0 ,  1], к а ж д о е  значение 
которой |Ля(л:, у )  интерпретируется  к а к  степень нахож дени я  
(совместимости, п ри надлеж ности )  пары  (х,  у )  в данном  от ­
ношении.

Т аки м  о б разом , нечеткое отнош ение — это нечеткое п од ­
множ ество  м н о ж ес тв а  X x Y  всех пар (х,  у ) ,  где х ^ Х ,  у е У .  
П оэтом у стан д ар тн ы м  способом ввод ятся  пересечение, о б ъ ­
единение, дополнени е  и другие дей стви я  н а д  отнош ениями. 
В клю чение отнош ений R c z S  (jx^(дг, y ) ^ n s ( x ,  у ) )  ин терпрети­
руется к а к  «из R  следует  5» .

В аж н ую  роль в теории нечетких систем играет  отношение 
композиции R o S .  Е сли  дан о  отнош ение R  на м н о ж ествах  X,  
Y и отнош ение 5  на м н о ж еств ах  У, Z,  то ф ун кц и я  п р и н а д л е ж ­
ности отнош ен ия  S ° R  на м н ож ествах  X,  Z  з а д а е т с я  формулой

z)= m a x {m in { |x * (x ,  у) ,  [is(y,  z ) } } .  (2.36)
у еУ

М ож н о проверить, что (2.36) вы п олн яется  д л я  обычных, чет ­
ких отношений.

В полной аналогии  с обычными си стем ам и  (см. п од ­
разд . 1.1) нечеткая система  — это нечеткое отнош ение м еж ду  
м н ож ествам и  U, Y, где U — множ ество  входн ы х  функций 
времени: U (/)  : Т U,  a  Y — множ ество  вы ходн ы х  функций 
времени «/(•) : T - * ~ Y .  О п ер ац и я  ком позиции отнош ений соот­
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ветствует  последовательном у  соединению  систем. П о д ч е р к ­
нем, что д л я  нечетких систем понятие однозначности, д е т е р ­
м инированности  теряет  смысл: нечеткое отображ ен и е  и не­
четкое отношение неразличим ы .

Е сли  м нож ества  значений входов и выходов системы к о ­
нечны, то, к а к  указы вал о сь  в подразд . 2.1, М М  системы 
м ож н о з а д ат ь  таблиц ам и , либо  набором  прави л  (продукций),  
нап рим ер: « Е С Л И  ( « = « , )  И ( x = x j )  ТО (у = у к )» или в бо­
лее  ком п актном  виде:

( и = щ ,  x = x i ) - * y = y h. (2.37)

Ф орм а  (2.37) удобна д л я  представлен и я  в Э В М  и при дает  
описанию  системы вид н аб о р а  причинно-следственных с в я ­
зей *. Аналогично обстоит дело  и д л я  нечетких систем, вх о д ­
ные и выходные переменные которы х могут принимать не­
четкие значения, т. е. явл яю тся  лингвистическими. П ри м еры  
нечетких правил:

( и =  « м а л о е » ) - > ( г /= « б о л ь ш о е » ) ,

( « ( ^ ) = « о к о л о  0.5», x ( t — 1) = « б о л ь ш о е » )-> (л : (^ )  = « о ч е н ь  
б о л ь ш о е » ) .

Пример 4. Р ассм отри м  систему простейшего прогноза по­
годы в городе, основанную на том наблю дении, что погода 
ч ащ е  сохраняется , чем меняется: погода зав тр а  скорей всего 
будет т а к а я  ж е, к ак  сегодня. Д л я  простоты пусть м нож ество  
входов системы (возм ож н ы х значений переменной «погода 
сегодня») состоит из трех элем ентов: «ясно» (Я ) ,  «пасмурно» 
(П ) ,  « д ож д ь»  (Д ) ,  т. е. и = { Я ,  П, Д } . Т аки м  ж е  пусть будет 
и м нож ество  выходов (прогнозов на з а в т р а ) :  У = { Я ,  П , Д } . 
Если описать М М  системы простейш его  прогноза к а к  четкую, 
то ее м ож н о представить таблиц ей :

Y
и

Я п Д

я 1 0 0
п 0 1 0
д 0 0 1

* При этом фактически причинно-следственная связь может отсутство­
вать (пример: ЕСЛИ  «тебе за сорок» И «у тебя ничего не болнт» ТО «ты 
умер»).
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или, более экономно, набором  правил:

( и = Я ) - > - ( « / = Я ) ;  ( и = П ) ^ ( у = П ) ;  ( и = Щ  +  ( у = Д ) .

О днако прогноз погоды — дело  нен адеж н ое  и субъективное, 
поэтому более адекватн ой  является  нечеткая  ММ, в которой 
отношение м е ж д у  входам и  и вы ходами системы R 0 з ад ается  
таблицей  значений функции принадлеж ности , имею щей, н а ­
пример, такой  вид:

и

У

я П Д

я 0.8 0.4 0.3

п 0.4 0.8 0.4

д 0.3 0.4 0.8

(2.38)

М ож но исп ользовать  и нечеткие п р ав и ла  (п родукц и и ),  н а ­
пример:

(м =  Я ) - > - ( 1 /= Я |0 .8  или П (0.4 или Д (О .З ) .

Пусть теперь в х о д н ая  переменная ш0 («погода сегодня») 
п ри няла  некоторое значение. Оно, естественно, д о л ж н о  быть 
нечетким (ведь нет четкой границы м е ж д у  значен и ям и  «ясно» 
и «пасмурно», д а  и д о ж д ь  м ож ет  идти не по всем у  городу) и 
определяться , наприм ер, по сообщ ениям экспертов. Пусть 
в результате  усреднения  мнений группы экспертов  w 0 з а ­
дается  как

X Я 1 П Д

( Ч  W | 0.4 j 0.5 0.1
(2.39)

К а к  узнать  прогноз на зав тр а?  Вспомним, что м нож ество  — 
частный случай  отнош ения и представим  (2.39) к а к  отнош е­
ние Wo с ф иктивн ы м  одноэлементным м нож еством  входов и 
нечетким м нож еством  выходов, зад ан н ы м  (2.39). Теперь 
легко  понять, что значение переменной «погоды  за в т р а »  (адО
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о п редели тся  с помощ ью  соответствую щ его отнош ения W x по 
ф о р м у ле  композиции отношений (2.36)* .

Т ак и м  образом , и, значит, например,

Цш, (Я ) = m a x { m in { 0 .1 ,  0.3}, m in{0.5 , 0.4}, min{0.4, 0.8}} =  
=  max{0.1, 0.4, 0.4} = 0 . 4 .

И то го вая  та б л и ц а  прогноза на за в т р а  имеет вид

у | я  | и | д

1\,, ( >) | 0,4 j 0,5 | 0,4

П олучен ны й р езу л ьтат  можно снова  подать  на вход системы 
прогноза  и получить новый р е зу л ь т ат  «прогноз на п о сл е­
завтр а» :

W 2= R o  W l =  ( R o R )  c W 0.

П риведен н ы й  пример о б н а р у ж и в а е т  глубокую аналогию  
м е ж д у  понятиям и системы и логического исчис чя (ак си о ­
матической  или дедуктивной систем ы ).  Д е й с т в и е .  зн ач е ­
ние входа  системы соответствует в исчислении аксиомам  и 
ф а к т а м  (у твер ж ден и ям ) ,  а отнош ение «вход— выход» (М М  
системы ) — набору  правил  (продукций, им пликаций) исчис­
ления. В ы числение значения вы х о д а  системы В  по значению  
ее в х о д а  А  соответствует ш агу  логического  вы вода  по п р а ­
в и лу

(А,  А - + В ) = > В .  (2.40)

П р а в и л о  вывода, соответствую щ ее композиции нечетких 
отнош ений, н азы вается  к о м п о з и ц и о н н ы м  п р а в и л о м  в ы в о д а  и 
со ставл яет  основу нечеткой лог и ки .  В нечеткой логике зн а ч е ­
ния истинности предлож ений л е ж а т  от нуля до единицы; 
закон  исклю ченного третьего не вы полняется . Единственное 
отличие системы от исчисления: на  к а ж д о м  ш аге  работы  с и ­
стемы используется  только  текущ ее  состояние, а исчисление 
о б р а б а т ы в а е т  все утверж дения , вы веденны е ранее. Оно у с т р а ­

* Чтобы убедиться в этом, нужно рассмотреть все возможные случаи 
типа «завтра ясно» ЕСЛИ {«сегодня ясно» И («сегодня ясно» ВЛЕЧЕТ  
«завтра ясно»)} И ЛИ  {«сегодня пасмурно» И («сегодня пасмурно» В Л Е ­
ЧЕТ «завтра ясно»} И ЛИ  {«сегодня дож дь» И («сегодня дож дь» В Л Е ­
ЧЕТ «завтра ясно»)}.

При этом надо учесть, что связки И, И Л И  формализуются по 
табл. 1.5, а отношение ВЛЕЧЕТ задано в (2 .38).
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няется, если включить в состояние системы всю ее преды­
сторию.

2.4.3.  З а д а ч и  г р у п п и р о в к и  и у п о р я д о ч е н и я

Н ечетки е  отнош ения, как  и обычные, могут о б л а д а ть  сп е­
ц иальны м и свойствам и. Д л я  отнош ения R : Х х Х ^ - [ 0 ,  1] р а с ­
смотрим свойства:

— р еф лексивность  R ( x ,  л') =  1 для  всех x e l ;
— симметричность R ( x ,  y ) = R ( y , х)  д л я  всех х, у ^ Х \
— антисимметричность m in { ^ (x ,  у ) ,  R ( y ,  х ) } = 0  при 

х=Ф у ,
— транзитивн ость  R ( x ,  z ) ' ^ m \ n { R ( x ,  у ) ,  R ( y ,  г )}  для  

всех х, у,  г е Х .
О тнош ение н а зы в а е тс я  отношением сходства,  если оно 

рефлексивно и симметрично. Реф лексивность  и антисим м ет­
ричность х а р актер и зу ю т  отношение д о м и н и р о в а н и я .  Если 
к перечисленным свойствам  до бавл яется  свойство т р а н зи т и в ­
ности, то отнош ение н азы ваю т  эквивалентностью  или п о р я д ­
к о м  соответственно. Н а  основе введенных определений стр о ­
ятся  процедуры  реш ен ия  двух практически в а ж н ы х  задач .

Задача группировки (кластеризации, таксономии). Н а ко ­
нечном м нож естве  объектов  { х \ , . . . ,  *„} за д ан о  отношение 
сходства (для  лю бы х  двух объектов з а д а н а  степень их б л и ­
зости, п охож ести ) .  Т ребуется  разбить все м нож ество  на груп ­
пы объектов, бли зки х  м еж д у  собой. Эта  з а д а ч а  встречается  
при класси ф и к ац и и  минералов, м атери алов  по их свойствам, 
систематике биологических организмов (ви д о в ) ,  определении 
психологической совместимости коллективов . П роц едура  
группировки состоит в том, что сн ач ала  исходное отнош ение 
сходства R  п р еоб разуется  в отношение экви вален тн ости  R  
путем транзитивн ого  зам ы кан и я  *, а затем  производится  р а з ­
биение на к лассы  эквивалентности  при разли ч н ой  величине 
порога близости а. К одному классу  относятся  объекты  х, у,  
д л я  которых R ( x ,  у ) ^ а .  П рим ер  группировки приведен на 
рис. I. 10, где N —  число классов эквивалентности .

* Транзитивное замыкание — операция, которая строит по данному! 
отношению R  наименьшее транзитивное отношение, включающее R.  Она 
выполняется по формуле

Щ х ,  < /)=  m ax m in{tf(* , у х), R ( y h у г) , . . . ,  R ( y „ ,  у ) } .
(п, yv  ■ ■ ■ у„)
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З а д а ч а  упорядочения. Н а  конечном м нож естве объектов
{ х \ ......... хп} зад ан о  отношение дом и нирован ия , т. е. у казан ы
степени предпочтения д ля  к а ж д о й  пары  объектов. Требуется  
линейно упорядочить объекты  — у к а з а т ь  наилучший, затем  
следую щ ий за ним и т. д. З а д а ч а  возникает , например, при 
выборе наи более  предпочтительного проектного варианта . 
П о п арн ы е  предпочтения вар и ан то в  за д аю т ся  независим ы м и 
экспертам и  или критериям и сравнени я. Ясно, что получается

Рис. I. ю

нечеткое отнош ение доми нирован ия , поскольку  д л я  каж дой  
п ары  объектов  ( x it Xj) о п ределяется  R{Xi ,  Xj) — число э к с п е р ­
т о в *  (кри тери ев ) ,  которые предпочитаю т Xi,  и число R { X j ,  Xi)  
экспертов  (кри тери ев) ,  предпочитаю щ их xj. А налогичные з а ­
дачи во зн и каю т  при оценке р езультатов  работы  и р асп р ед е ­
лении премий в трудовом коллекти ве  и т. п. Один из сущ ест­
вую щ их способов решения за д ач и  состоит [42] в построении 
т а к  н азы ваем ой  фу н к ц и и  полезности  ф (л:,), х арактеризую щ ей  
степень предпочтения данного объекта ,  т. е. сводящ ей оценки

* Строго говоря, числа R ( x :, * ,)  не удовлетворяют определению не­
четкого отношения, так как могут не лежать в промежутке [0, 1]. М ожно 
их пронормировать, разделив, например, на максимальное, однако на ре­
зультате, как видно из (2.41), это ие отразится.
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разны х экспертов  в одну. М ож но и сп ользовать  следую щ ую  
формулу:

/?(*.-, Xj)
< ? ( * , ) =  min R , (2.41)

Н апри м ер , д л я  отнош ения  х/ ) ,  з ад ан н о го  табли ц ей  или 
графом  (рис. I. 11), получаем

4 , ч • f 1 2 1 1
= -g-; < P U * ) = m i n  у ,  Т Г Т ;»(.* ,)  =  min | 4 *  ■ 4

ф ( х 3) =  min | 8 _5_
4 *

что приводит к упорядочению: 1) х3, 2) х и 3) х2.

х_ XL *?. Л'л

- 3 4

*2 t - 2

5 8 -

Рис. 1 .11

Отметим, что, если число объектов  достаточн о  велико или 
бесконечно, следует  применять более сл о ж н ы е  методы, р а з ­
работанн ы е д л я  р асп о зн аван и я  о б р азо в  и искусственного 
интеллекта  [43].

2.4.4.  Нечеткие числа

Рассм отри м  свойства и применения нечетких подм но­
жеств числовой оси R x= { — со, + о о ) — т а к  н азы ваем ы х  н е ­
четких чисел.  Н а д  нечеткими числами м ож н о  производить 
ариф м етические  и иные действия, п р а в и л а  вы полнен ия  ко то ­
рых вы тек аю т  из прави л  действий со тн о ш ен и ям и  (см. п. 2.4.2) 
и из того, что лю бую  бинарную  операци ю  м ож н о  р а с с м а т р и ­
вать к ак  тер н ар н о е  (3-местное) отношение. Н ап р и м ер ,  ф у н к ­
ция п ри н адлеж н ости  нечеткой суммы С = А @ В  нечетких чи­
сел А,  В  имеет вид

цс(2 ) = s u p  тт{ |л ,л (*), M f / ) } -  (2-42)
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П р и к л ад н о й  смысл нечеткого числа — это число, з а д а н ­
ное с погрешностью. Д л я  того чтобы р або тать  с таким и чис­
лам и , нуж но за д а в а т ь  функции при надлеж ности  погреш но­
стей, а это невозм ож но сдел ать  во всех x ^ R 1 в силу беско ­
нечности м н ож ества  R 1. Один из способов преодоления этой 
трудности — использование нечетких L — #-чи сел  (L — R  — 
со к р ащ ен и е  от « left— rig h t» ) .

Ч тобы  определить нечеткие L — /?-числа, на п ром еж утке  
[О, оо) з а д аю т ся  две невозврастаю щ и е  неотрицательны е ф у н к ­
ции L ( x ) ,  R ( x )  со свойствами L ( 0 )  — R ( 0 )  —  1. П осле  этого 
функцию  принадлеж ности  нечеткого ч исла А  оп ределяю т 
в виде

где а  — вещ ественное число, н а зы в а е м о е  средним значением 
(употребляю т т а к ж е  термины «центр», «мода») нечеткого 
числа; а > 0 ,  р > 0  — левый и п равы й  коэфф ициенты  нечет­
кости. Е сли  L ( x ) = R ( x ) ,  а = р ,  то нечеткое число н азы ваю т  
симметричным.

П р и м ер ы  за д ан и я  L — # -чи сел  при L ( x ) = R ( x )  приведены 
в табл .  I. 6, из которой видно, что L — ^-н ечеткость  м ож но ин­
тер п р ети р о вать  к ак  способ взвеш енного  учета  погрешностей. 
П р и м ер  1 соответствует обычному, четкому числу без по­
грешности. В ы б р ав  способ из при м ера  2, мы в ы р а ж а е м  у в е ­
ренность в том, что искаж енное  погреш ностью число д о лж н о  
л е ж а т ь  в пром еж утке  от а — а  до а  +  р и не м ож ет  о к а за т ь с я  
где-то в другом  месте. Это обы чны й способ учета погреш но­
сти путем у к а за н и я  ее границ. П р и м е р ы  3— 6, 7 соответст­
вую т р азли ч н ы м  промеж уточны м случаям .

П о ск о л ь к у  функции Ц х ) ,  R ( x )  з а д аю т ся  за р а н е е  и не 
м еняю тся , д л я  выполнения действий с L — /^-числами д о с т а ­
точно помнить лиш ь тройку А  — {с, а, р}. П р а в и л а  а р и ф м е ­
тики L — # -чи сел  вы текаю т из общ и х  прави л  ариф м ети ки не­
четких чисел (см. напр. (2 .42))  и нап ом и наю т прави ла  р а с ­
пространени я  ош ибок  в п р и бл и ж ен н ы х  вычислениях. Е сли  
А =  {а,  а,  р}, В = { Ь ,  у,  б}, то

Л Ф 5 =  {a +  b, a + v . Р + б } ,
A Q B =  {а—b, a + б ,  р + у }>  
A Q B =  {ab, 07 +  60 +  07, аб +  Ьр +  рб} (при а, Ъ > 0).

(2.43)
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Примеры нечетких L-R-чисел
Т а б л и ц а  I. 6

№
п/п Функция L ( x ) График функции 

Ц х )

График функции 
принадлежности  

Ил { х ,  а, а, Р)

,  / М .  ^ =  0.
1 (г )  -  \  0, л: > О

L ( х) I 1 ,  0  <  х  <  1
\  О, А- >  1

L ( x )  —

i —■ х, 0 < х < 1 
О, .г > 1

L ( x )  =  е ~ х

L (л-) =  е

L ( X)

L (х) ■■

1 + х

1 +  X2

\ Цх)

)LUI'

I L ix )

'Г а-/.-

а-с* a a*iз

Е с л и  В  — четкое число {у  =  б =  0 } , т о А О В —  {ab,  а \ Ь \ ,  Р |Ь |} .
Д ругой способ р або ты  с нечеткими числам и состоит в том, 

что числовая ось (отрезок)  дискретизируется , т. е. р а з б и в а ­
ется на несколько участков. П осле  этого к а ж д ы й  участок 
«разм ы вается»  — оп и сы вается  некоторой ф ункц ией  принад-



леж н ости  и числовые переменные п р ев р ащ аю тся  в лингви сти­
ческие (см. рис. I. 10). Этот способ эф ф екти вен  при построе­
нии моделей  слож ны х  систем со значительной  неоп ределен­
ностью исходных данных, а следовательно , и результатов. 
Ч и сло  гр адац и й  (участков ди скр ети зац и и )  д олж н о  быть не­
велико. П сихологи  рекомендую т брать  его в п р ед елах  
5 ± 2  градаций.

2.4.5.  Вероятность и л и  нечеткость?

П родем он стри руем  на простом примере разницу м еж д у  
стохастическим и нечетким подходами. Пусть сделано  н е ­
сколько  измерений х \ ........  х п некоторой неизвестной в е л и ­
чины а  с погрешностью, не п ревосходящ ей  величины а. Т р е ­
буется оценить значение а  и определить  погрешность оценки.

П редп о л о ж и м , что в качестве  оценки вы бран о  среднее
П

ариф м ети ческое  х — -— У,*, .  П р и  стохастическом подходе мы
1

постулируем, что х { случайны и независимы, M x i = a  и, п о ­
скольку  погреш ность м ож ет  быть произвольны м числом из 
[— а, а], считаем, что x-t равном ерно  распределен ы  на [а— а, 
а  +  а]. О тсю да D x i —  ( 2 а ) 2/12 =  а 2/3. В силу независимости 
D x —  (1/л)£)л:/ =  а 2/Зл  и по ф орм уле  (2.33) из цен тральной  
предельной  теорем ы  получим, что

\ х — а \ ^ 2 а / Ш  (2.44)

с вероятн остью  0,95. Аналогичный вывод справедлив и при 
неизвестном  а. В этом случае нуж но заменить в (2.44) а  на

Я -  1

П ри м ем  теперь нечеткую м одель  измерений. Естественно 
представи ть  измерение к а к  нечеткое L — ^-число X , —  {а, а, а} 
д л я  L ( x )  = R ( x )  —  1 при O ^ x ^ l ,  L ( x )  — R ( x )  = 0  при , ? > 1 ,  
т. е. к а к  в прим ере  2 табл. 1.6. Тогда h  X i =  {па,  па,  па } ,  о т ­
к уд а  Х = { а ,  а, а}, т. е. погреш ность оценки определится  н е ­
равенством

| х — й  | ^  а. (2.45)

57



С р ав н и в ая  (2.44) и_(2 .45), мы видим, что и н тервал  (2.44) 
меньш е прим ерно  в Уп  раз .  Это получено за  счет эф ф ек та  
усреднения. Е сли  ж е  нет уверенности в том, что погрешности 
ведут себя хаотически  и ун и чтож аю тся  при усреднении, то 
доверять  (2.44) нельзя  и мы в о зв р а щ ае м с я  к оценке (2.45). 
О днако за  нечетким подходом остаю тся дополнительны е во з ­
можности. Н ап р и м ер ,  имея информ ацию  о том, что м алы е 
значения погреш ностей встречаю тся чащ е, чем больш ие, мы 
можем взять  ф ункции L { x ) ,  R ( x ) ,  к а к  в примере 3 из 
табл. 1.6. Соответственно меняется ф ункц ия  п р и н а д л е ж н о ­
сти X,  и (2.45) уточняется.

К ром е того, если п  мало, например п = 1 0 ,  то проверить 
правомерность усреднения  практически невозм ож но. В р е ­
зультате  оц ен ка  погрешности при л = 1 0  по (2.44) получается  
всего в 2,7 р а з а  меньше, чем по (2.45), причем она верна 
лиш ь в 95% случаев  и при трудн оп роверяем ы х  п р ед п о л о ж е­
ниях.

О тметим, что вы бор х  в качестве оценки  не единственно 
возмож ны й. В духе нечеткой теории мож но взять  «лингвисти­

ческую» оценку: х — х\  и х2, и . . . ,  и х п- П о с к о л ь к у  ц - ( * ) = =
=  m in  ]1 Х , (* ) ,  д л я  сим м етричны х L — R -чисел при строго убы- 

i

ваю щ ей R ( x ) > 0 получим х =  ( m a x Xi +  m i n х ,)/2 .
В заклю чен и е  следует  зам ети ть  та к ж е ,  что, кроме о п и сан ­

ных в (2.42) вар и ан то в  действий с нечеткими м нож ествам и, 
имеется ещ е несколько, среди которых н аи более  употреби те­
лен способ, заи м ствован н ы й  из теории вероятностей:

Цл п в (*) == цд (х) • ц в ( х ) ,
\ и  и в (х )  =  ц 4 (х) +  Цв(*) — Цд(х) • Ив (At)- (2.46)

Операции, определен н ы е  в (2.46), н азы ваю т  иногда п р о и з в е ­
д е ние м  и с у м м о й  нечетких множеств.

2.5. Принципы вы бора  м одели

В заклю чен и е  попы таем ся  сф о р м у л и р о вать  некоторые п р а ­
вила, пом огаю щ ие на этапе  выбора структуры  ММ, — при н­
ципы вы бора  модели. П ервейш им  из них я в л яе т с я  принцип 
простоты: из р а зл и ч н ы х  вариантов  стр у кту р ы  М М  . сначала  
следует поп робовать  простейший. Н ап р и м ер ,  если исследу­
ется с л о ж н а я  ди н ам и ч еская  (инерционная) система, то с н а ­
ч ал а  нуж но  проверить, нельзя  ли ограничиться  статической
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м оделью , не учитываю щ ей д и нам ику . К ак  указы вал о сь  
в п. 2.1.2, статическую  м одель  заведом о  м ож но применить, 
если систем а устойчива, изм ен ен ия  ее входов достаточно 
м едленны, а выходы и зм еряю тся  достаточно редко. О дн ако  
эти тр ебо ван и я  не о б язател ьн ы  и в р а м к а х  задан ной  цели, 
д л я  которой  М М  п р едназначена , могут быть ослаблены .

П р и  уточнении структуры  статической  модели руководст ­
вую тся тем ж е  принципом. Н ап р и м ер ,  если зависимость в ы ­
хода от входа  монотонна, то первы м делом  пробую т л и н е й ­
ную М М  < /= 0 o+0iM. Если зави си м ость  вы хода от входа  н о ­
сит эк стрем альн ы й  характер , то берут квадратичную  ф у н к ­
цию y = 0 o  +  0iU +  02«2, а если есть подозрения, что з а в и с и ­
мость вы хода  от входа имеет перегиб, то начинаю т с куби че­
ской ф ункции у — 0o+0iM +  02M2 +  03«3.

А налогично  действую т и в случае  нескольких входов и в ы ­
ходов (см. подразд. 3.1, а т а к ж е  [44. С. 39—45]). В озм ож ен  
р азл и ч н ы й  выбор ММ в р азн ы х  о б л а с т я х  переменных. Н а ­
пример, если построение М М  вы п олн яется  с целью о п ти м и ­
зации, то в д ал и  от экстр ем у м а  м ож но ограничиться  л и н е й ­
ной моделью , а при п ри ближ ении  к экстрем ум у переходить 
на квадрати чн ую . В лю бом случае  предпочтительнее модели, 
в которы е постоянные коэф ф иц иенты  входят  линейно (см. 
подразд . 3 .1).

Е сли  точность моделей с постоянны ми коэфф ициентам и 
недостаточна, т. е. и сследуем ая  система нестационарна, то 
в м одель  ввод ят  зависимость коэфф ициентов  от времени 
(дрейф, трен д) .  Д р ей ф  м ож ет  быть монотонным или п ер и о ­
дическим, причем в больш инстве случаев  достаточно о г р а н и ­
читься простейшими м оделям и  д р ей ф а:  линейными 0; =  
=  ai +  bit  или гармоническими 0, =  а; cos((Ofi) + b i  sin ( o a t ) .

Если возни кает  дилем м а: « вы брать  М М  д етерм и н и рован ­
ную или стохастическую», то предпочтение следует отдать  
детерм ин ированной ММ. И только  если не удается  обойтись 
без случайности, то вводят  ее, причем сн ач ала  в наиболее  
простой форме, например, приведенной к выходу: y = F ( u ,
0 ) + Ф ,  где ф — случайное возм ущ ен ие . Аналогично, п ерехо­
дить к нечеткой М М  следует  только  при неадекватности  сто ­
хастических М М  (что в действительности  бы вает  не т а к  у ж  
р е дк о ) .

И н о гд а  структуру системы характери зую т, кроме прочего, 
целы м  числом, определяю щ и м  п орядок  ее динамической м о ­
д ел и  ( например, разм ерностью  векто р а  состояния ММ, гл у ­
биной п ам яти  ММ, м акси м ал ьн о й  внутренней за д ер ж к о й
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и т. п.). В соответствии с принципом простоты, при выборе 
М М  следует начинать  с наименьш их значений порядка , учи­
ты вая , что многие классы  динам ических процессов оп и сы ва ­
ются моделям и 1— 2-го порядка. Н апри м ер , д ля  описания 
монотонных (так  н азы в аем ы х  «апериодических*) переходных 
процессов часто  достаточно апериодического з в е н а — л и н ей ­
ной стационарной диф ф еренц иальной  М М  1-го порядка, 
имеющей передаточную  функцию (см. п. 2.2.2) от входа  к вы-

ходу W (р ) =  - у р  | где К  — коэфф ициент усиления  с тати ­
ческой ММ, Г — постоянная  времени звена *. Д л я  описания  к о ­
лебательны х процессов используется ко л еб ател ьн о е  звено — 
линейное ди ф ф ер ен ц и ал ьн о е  уравнение 2-го порядка , соответ-

!<•
ствующее передаточной функции W ( p ) = — ттрг ц:"%~т р +  i >
где \  — п о к азател ь  зату х ан и я  колебаний ( | | | < 1 ) .  П е р е х о ­
дить к М М  более  вы сокого  порядка  следует  ли ш ь  тогда, 
когда эксп ери м ен тальн ы е  данны е не позволят  принять гипо­
тезу об описании системы м оделью  данного п оряд ка .  И наче 
говоря, «не р еш ай  слож ную  задачу , не реш ив с н ач ал а  про­
стую» (см. подразд . 1.2).

Отметим, что если М М  системы есть п ер ед ато ч н ая  ф у н к­
ция в непрерывном времени, то степень ее ч ислителя  не д о л ­
ж н а  превосходить степени зн ам енателя . И н ач е  М М  будет 
вклю чать  чистое диф ф ерен ц и рован и е  и ее нельзя  будет при­
вести к уравн ен и ям  состояния. К роме того, на входны е сиг­
налы  конечной мощ ности т а к а я  М М  будет р еаги р о вать  сиг­
налам и  бесконечной мощности, что говорит о ее негрубости.  
П онятие  грубости М М  было введено в конце 20-х годов 
А. А. Андроновым и означает , что м ал ы е  изм ен ен ия  исход­
ных данны х (входны х переменных п ар ам етр о в )  приводят  к 
м алы м  изм енениям  результатов  (вы ходов).  Грубость — очень 
важ н о е  свойство модели , так  к а к  реальны е исходные данные 
для  ее построения и применения всегда с о д е р ж а т  ошибки. 
Если бы эти ош ибки  существенно с к азы в ал и сь  на р е з у л ь т а ­
тах, м оделью  просто нельзя  было бы пользоваться . Р е з ю м и ­
ровать сказан н ое  м ож н о в виде принципа грубости: «без 
ош ибки нет модели, а поэтому негрубые м одели  плохие».

П еречисленны е п р а в и л а  следует приним ать не к а к  законы, 
а к а к  реком ендаци и. В м ире  моделей ц ар ству ет  плю рали зм

* Величина Т  определяется тем свойством, что за время 3Т  переход­
ная составляющая процесса в апериодическом звене уменьшается до 5% 
от начального уровня.
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и д л я  достиж ения  успеха нуж но испытать несколько в ари ан -  
тов моделей. П ри этом с а м а я  п о л н ая  модель  не о б я з а т е л ь ­
но с а м а я  точная, а с а м а я  точн ая  не обязательн о  с а м а я  х о ­
рош ая . З д есь  уместно п ер еф р ази р о в ать  слова Э. Хэмингуэя *: 
м ож н о пренебрегать  чем угодно, нуж но только точно знать, 
к а к  это повлияет  на результат .

3. ВЫ БОРЫ  ПАРАМЕТРОВ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ М ОДЕЛИ 

3.1. Предварительные преобразования

3.1.1.  Л и н е й н о - п а р а м е тр и з о в а н н ые  мо д е л и

И т а к ,  мы вы брали  структуру  М М  системы, т. е. вы б р ал и  
М М  с точностью до конечного н аб о р а  числовых парам етров . 
К а к  говорят, «модель п а р ам етр и зо в ан а» .  Что ж е  дальш е?  
З н ач е н и я  парам етров  лиш ь в редких случаях  удается  п о д о ­
б р ать  исходя только  из теории или из априорны х с о о б р а ж е ­
ний. К а к  правило, оценка п ар ам етр о в  М М  проводится по 
р е зу л ь т ат а м  наблю дений за  реал ьн ы м  процессом или я в л е ­
нием в ходе нормального ф у нкц иони рования  либо во вр ем я  
сп еци альны х  экспериментов, Б о л ее  того, без сопоставления 
р езу л ьтато в  наблю дений за реальн ой  системой и за  ее ММ  
нет гарантий  правильного вы бора  структуры  ММ. П оэтом у 
на этап е  вы бора  парам етров  происходит уточнение и о к о н ч а ­
тельны й выбор структуры ММ, ж е л а т е л ь н о  из нескольких 
кон кури рую щ их  вариантов.

З а д а ч и  вы бора  п арам етров  М М  (н азы ваем ы е  т а к ж е  з а д а ­
чам и идентиф икации) приходится реш ать  д ля  различны х  
типов М М : статических и динам ических, дискретны х и н е ­
преры вны х, линейны х и нелинейны х и т. д. О днако  во многих 
сл у чаях  имею щ иеся результаты  наблю дений и структуру М М  
у д ается  преобразовать  к стан дартн ой  форме, позволяю щ ей 
п ри м ен ять  унифицированны е методы  идентификации. Т акой  
ф орм ой  яв л яется  линей ная  по п а р а м е т р ам  модель

( /= 2 0 , -х г- +  ф, (3.1)
/=1

где Хг — входны е переменные (входы, ф а к т о р ы ) ,  у — вы х о д ­
н ая  п ерем енн ая  (выход, о т к л и к ) ,  0, — п ар ам етр ы  ММ, ф —

* Э. Хэмингуэй давал следующий совет начинающим писателям: 
«М ожно опускать что угодно, нужно только точно знать, что опускаешь».
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возмущ ение (погреш ность М М ). Если ввести векторны е  об о ­
значения x = c o l (X!......... X n ) ^ R n, 0 = с о 1 ( 6 ь . . . ,  0 „ ) е / ? ' 1, ТО
(3.1) мож но перепи сать  в виде

г/ = е тд:+ф. (3.1а)

По виду (3.1) ясно, что эта  М М  при способлена д л я  о т р а ­
ж ен и я  количественны х зависимостей, т. е. м н о ж ества  зн а ч е ­
ний входов и выходов системы U,  Y д о л ж н ы  быть н еп реры в­
ными. Этот случай  (при случайны х ср это за д а ч и  регрессион­
ного ан а л и за )  будет подробно рассмотрен ниже. И ногда  м о ­
делью (3.1) м ож н о  описать и зависимость м е ж д у  величинам и 
с дискретны м  м нож еством  значений (н ап ри м ер  хи у  могут 
быть ном ерам и уровней входных переменных, т. е. принимать 
значения 1, 2, 3 , . . . ) .  О д н ако  д л я  исследования  качественных 
зависимостей более приспособлены м етоды  дисперсионного 
ан ал и за  [44— 47], которы е здесь р ассм атр и в аться  не будут. 
П одчеркнем, что величины  х, у,  0, ср, вообщ е говоря, не со ­
в п ад аю т  с исходными входами, вы ходами , п а р а м е тр ам и  и 
возм ущ ен иям и в системе, а получаются в р езу л ь тате  преоб­
разован и я  (зам ен ы  перем енны х), специально сделанн ого  д ля  
приведения М М  системы к форме (3.1). П о к а ж е м ,  к а к  мож но 
перейти к ф орм е (3.1) д л я  основных типов м оделей: стати ч е­
ских; динамических, дискретны х по времени; динамических, 
непрерывных по времени.

Д л я  простоты и зл о ж ен и я  возм ущ ение в (3.1) учитывать 
не будем.

3.1.2.  П р е о б р а я о в а н и е  статических м о д е л е й

Линейная ММ. Ч тобы  привести линейную  М М  с m  вхо­
дам и

y = a 0 +  a\Ui  +  . . .  + a mum (3.2)

к виду (3.1), п о л агаем  Х\ =  \ ,  0 j = a o и д л я  t = 2 , . . . ,  m + 1,
Xi —  Ui^u 0 i =  ai~\ .  Т аки м  образом , x = c o l (1, и .......... um), 0 =
=  (a0, a u ■ • •, am ), n — m  +  1.

Нормированная линейная ММ. Р еком ен дуется  перед  оце­
ниванием п ар ам етр о в  М М  проводить п рео б р азо ван и е  норм и ­
ровки ( м асш таб и р о в ан и е  и цен трирование) переменных, п р и ­
водящ ее  д и а п а зо н ы  изменения переменных к стан дартн ом у  
значению. Это п р еоб разован и е_д ля  линейной М М  соответст­
вует вы бору в (3.1) X i =  ( щ — щ ) / о 1. Обычно в ы б и р аю т  числа 
ы„ 0 „ так , чтобы норм ированны е переменные л е ж а л и  в д и а ­
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пазоне I— 1, 1], т. е. «,•— «номинальное» или среднее значе­
ние переменной, а 0 (- — максимальное отклонение от среднего.
В стохастическом случае берут U i = M u it Oi— Y ~ М ( щ — щ ) 2.

Полиноминальная ММ. Полиноминальная ММ с одним  
входом и выходом, имеющая вид

y = a 0+ a i u  +  a 2u2+  . . .  + а ти т, (3.3)

где т  — предполагаемая степень полиноминальной зависи­
мости, приводится к (3.1) выбором

jc==col (1, и , . . . ,  ит),  0 =  со1(ао, а и . . . ,  а т),  п — т + 1 .

Квадратичная многофакторная ММ. К в ад р ати ч н ая  зави­
симость с несколькими входами, имеющая вид

оо оо
У —  й0 +  2 a ;ui +  J] QijUiUj, (3.4)

(-1 t. ,= 1

может быть приведена к форме (3 .1), если положить

A'=COl(l, « 1, . . . ,  Urn, «I2, U1U2 , UUrn, U22, U2U3........ Um2) ,

0 =  col ( a0, a\ ,  . . . , Clm, All, (a I2 +  ̂ 2l) , • . • , ( f l l m  +  £ml),

Я 22, ( й г з  +  й з г )  > • • • > Q-mm) ■
Причем, в силу симметрии, можно брать ац —  а^.  Общее

/ о  1 \  *  1 , , т  (т +  1 >число входов в (3.1) будет п — 1 + т - \ --------- -̂-------=
(т +  1) (т +  2)

2
Мультипликативная (степенная) ММ. Если ММ системы 

записана в мультипликативном виде:

у =  С и \ 1-и%-  . . . -и.тт, (3 .5)

то для приведения к виду (3.1) следует прологарифмировать  
(3.5):

In у = In C +  ai In «1 +  . . .  + а т In ит

и положить у — \ п у ,  *1 =  1, 0! =  1пС и для i = 2 , . . , , m + l
0i =  a ,- i ,  л:, =  1п «г-ь

Неявная ММ. Если статическая характеристика системы  
представлена в виде неявной зависимости

Ф(и, 0, 0 ) = О ,  (3.6)
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то нет необходимости р а зр е ш а ть  (3.5) относительно выхода. 
Достаточно свести (3.6) к виду

Фо(ы, У) +  Z  0.-Фг(«, У ) = 0 ,  (3.7)
/*= 1

линейному относительно парам етров  и полож ить  х —

=  col (Ф] (и, у ) , . . . ,  Ф„( и,  у ) ) ,  у = Ф 0 (и, у ) .
П риведем  несколько  примеров, д ем он стри рую щ их приемы 

построения лин ей н о-п арам етри зован н ы х  ММ.
Пример I. О дним из распространенны х приемов является  

ло гари ф м и рован и е  уравнений. Если М М  з а д а н а  экспоненц и­
альной зависи мостью  у = С 1е с °-и, то, логар и ф м и р у я ,  получим 
соотношение In у — In Ci  +  C 2u, д ля  приведения которого к виду

(3.1) достаточно полож ить  у = \ п у ,  x ]= l ,  х2 =  и,  B ^ l n C b  
02= ^ 2. П осле  построения оценок п ар ам етр о в  0 Ь 02 следует 
вернуться к п а р а м е т р ам  исходной ММ: С i =  e ^ ,  С2 =  02.

Пример 2. У равнение Аррениуса, оп р ед ел яю щ ее  кинетику 
химических реакц ий , имеет  вид

К  ~  К 0 exp   ̂ :273) ) ,  (3 -8 )

где К — кон стан та  скорости реакции, Т — т ем п ер ату р а  (в °С ) ,  
Е — энергия активац ии , R — ун и версальн ая  га зо в а я  постоян­
ная. Величина R  известна из теории, а Ко, Е  п о д л е ж а т  опре­
делению из опытов. П рологар и ф м и р о ван н о е  уравнение  (3.8)

сводится к (3.1) подстановкой у = In К,  х \ = 1 ,  х2 =  _j_ ^73  ̂ »

01 =  In Ко,  02 =  Е.
Пример 3. Тригоном етрическая  модель

y = A s i n ( c o ^  +  9 ) , (3-9)

в которой со, t  известны, A,  ф неизвестны, сводится  к  (3.1), 
если зап и сать  (3.9) в виде у — A  с о в ф в т ш ^ + Л  s in  ф cos и 
обозначить *i =  sin©£; x2= c o s © ^ ;  01= Л с о з ф ;  02= Л з т ф .  
О братны й переход  после построения оценок 0 Ь 02 вы п о л н я ­
ется по формулам

Л =  012+ 02 2; ф — arctg(02/ 0 i).

Пример 4. П усть  в предыдущ ем примере © неизвестна. 
Тогда следует  с н а ч а л а  оценить со, исклю чив из (3.9) о с т ал ь ­
ные п арам етры . Это м ож н о сделать, при ведя  д ву кр атн ы м  д и ф ­
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ф ерен цирован ием  (3.9) к виду у  +  ю2у = 0  и оценив со2 одним 
из методов, описанны х ниже, в п. 3.1.3. П осле  этого м ож н о 
применить подход предыдущ его прим ера.

П рим ер  5. Гип ерболическая  зависи м ость  у = и /  (а +  $и)  
п р еоб разуется  к виду 1 / у — а/ и  +  $, которы й сводится к (3.1) 
зам еной  у  —  1 / у ,  х { =  \ / и ,  0j — р, 02= а .

3.1.3.  П р е о б р а з о в а н и е  д и н а м и ч е с к и х  мо д е л е й

П р о щ е  всего обстоит дело  с д и скретны м и по времени л и ­
нейными м оделям и, зад ан н ы м и  передаточной функцией 
W { z - {) = B ( z - {) j A { z ~ l ),  где A ( z ~ ' )  =  \ + а ^ ~ 1+  . . .  + а тг ~ ту , 
B ( z ~ l ) = & о + biZ~l +  . . .  + b mz ~ mu, или соответствую щ им р а з ­
ностным уравнением

У* +  +  • • • +  а ту У*-ту =  b 0Uk b 1Uk_J +  . . . -f- b mJ l k - m u.

(3.10)

M M  (3.10) непосредственно приводится  к (3.1), если п о л о ­
ж и ть

п — т и +  т у +  1; y  =  y h,

х  =  col ( — -------- Ук- ту, «*, . . . , Uk-mu),

0 =  col (a lt . . .  , а т у , Ь0, . . .  , Ь,„и).

Если М М  з а д а н а  уравнени ям и  состояния
Xk+i— A x h +  b u k, y = C x k, (3.11)

то следует  привести его к виду  (3.10) (к ак  это описано 
в п. 2 .2 .2). У равнение (3.10) со дер ж и т  меньш е неизвестных 
п ар ам етр о в  и вклю чает  только входны е и выходные, т. е. и з ­
м ер яем ы е  переменные. Если ж е  изм ерению  доступен неп о­
средственно вектор состояния X k ^ R n, то целесообразно  п р е д ­
стави ть  векторное  уравнение (3.11) к ак  совокупность из п 
покомпонентных скалярн ы х  уравнений, коэфф ициенты  к о т о ­
рых (строки м атри ц  А, В) оц ен и ваю тся  независимо. А н а л о ­
гичные сообр аж ен и я  мож но при м ен ять  и к нелинейным м о ­
делям .

Д л я  оценки п арам етров  неп реры вн ы х по времени д и н а ­
мических систем существую т два  подхода. П ервы й состоит 
в переходе от непрерывной М М  к дискретной и оценивании 
п ар ам етр о в  дискретной ММ. С пособы д и скретизаци и  п р и ­
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ведены в п. 2.2.3. З а т е м  полученные оценки 0 п ар ам етр о в  д и с­
кретной М М  пересчиты ваю тся  в оценки исходной М М  путем 
кон ти нуализаци и  (см. п. 2.2.3).

Второй подход  состоит в сведении исходной динамической  
М М  системы к некоторой вспомогательной статической  ММ. 
Д л я  этого вводится  ф ункц ионал  к а ч е с тв а *  Q ( . ) ,  х а р а к т е р и ­
зующий погреш ность при бли ж ен и я  М М  к исходной системе, 
вы числяемую  по тр аекто р и и  системы на зад ан н о м  пром е­
ж у тк е  [О, Т]. П р и м ером  такого  ф ун кц и он ала  яв л яется  ква-

г „
д р а т и ч н а я о ш и б к а  Q x=  J e,2{ t ) d t ,  где z ( t ) = y ( t ) — y ( t ) ,  y ( t )  —

о
реальны й вы ход  системы при входном воздействии u ( t ) ,  
y ( t )  — процесс в ММ. П оскольку  М М  з а д а е т с я  вектором  п а ­
рам етров  0, т. е. y ( t ) = y ( t ,  0) (начальн ы е  условия  считаем 
ф икси рованны м и и о динаковы м и в системе и в М М ),  ф у н к ­
ционал Q о к а зы в а е т с я  функцией конечномерного вектора  п а ­
раметров: Q =  Q ( 0 ) .  Теперь зад ач у  оц ен и ван и я  парам етров  
мож но поставить к а к  поиск

0 =  a r g m i n  Q (0), (3.12)
е

т. е. к а к  з а д а ч у  оптим и зации  статической системы. Д л я  ее 
решения м ож н о использовать  хорошо известны е методы  о п ­
тимизации [28, 29].

П еречислим  некоторые, часто используем ы е виды ф у н к ­
ционалов качества :

т
—  и н тегр ал ьн ая  абсолю тн ая  ош ибка  Q 2=  /  | е ( / ) | Л ;

о
— м а к с и м а л ь н ая  ош и бка  <3з=  sup  | e ( f )  I;

О Г
— тер м и н ал ь н ая  о ш и б ка  на пром еж утк е  [О, Т] Q i =  \ е ( Т )  \ .
Если М М  системы  имеет вид  уравнения  состояния  d x j d t =

=  F( x ,  и, 0 ) ,  где x<=Rn — вектор состояния (см. подразд . 2 .2), 
то можно ф о р м и р о в ать  п о к азатель  кач ества  из ош ибки по 
состоянию. Н ап р и м ер ,  квадрати чн ы й ф ун кц и он ал  м ож но з а ­
дать  в виде

С?5=  J \ \ x ( t ) — x ( t ) \ \ 2d t ,  (3.13) 
___________ о

* Функционалом называется отображение произвольного множества 
в множество чисел. В данном случае аргументом функционала является 
функция времени, значением — положительное число.



или в более  общ ей форме:

Q&—  /  [ x ( t ) - £ ( t ) ] R [ x ( t ) - x ( t ) ] d t ,  (3.14)

где R  =  R T> 0 — некоторая си м м етри чн ая  полож ительно о п р е ­
дел ен н ая  м атр и ц а  весов.

О писанны й подход о тли чается  универсальностью , но о б ­
л а д а е т  рядом  недостатков.

1. З н ач ен и е  ф ункц ионала  качества  зависи т  от длины п р о ­
м еж у тка  Г и от н ачальны х  условий ;е(0). Вследствие этого 
величину Т  приходится брать  достаточно большой, чтобы 
за вр ем я  [О, Т] переходный процесс успел закончиться. М и ­
ни м изаци я  д о л ж н а  проводиться  либо  при одном, ф и кси р о ван ­
ном значении х ( 0 ) ,  либо по п о к азател ю  Q (0 )  =  m ax  Q ( 0 ) ,

__ -г ч.0> t  D

либо, наконец, по п оказателю  Q ( 0 ) = M Q ( 0 )  (при задан ном  
«априорном » распределении в ек то р а  ;е (0 )) .

2. Ч тобы  вычислить Q (0 ) ,  требуется  определить т р а е к т о ­
рию системы на всем п ром еж утк е  [0, Т], т. е. оценка точности 
и коррекц и я  М М  производится  только  после окончания  п ер е ­
ходного процесса в системе.

3. З ави си м о сть  Q (0 )  обычно весьм а  сл о ж н а  (в частности, 
н е к в а д р а т и ч н а ) ,  вследствие чего условие оптимальности 
dQl dQ —  0 п ред ставляет  собой нелинейное относительно 0 
уравнение. Это значит, что уравнение  М М  не сводится  
к у равнени ю  вида (3.1), д а ж е  если исходная М М  линейна по 
п ар ам етр ам . М ожно, конечно, л и н еар и зо в ать  условие о п т и ­
м альности  (этот подход основан на построении функции ч у в ­
ствительности [9]), однако при этом возни кает  дополнитель­
ная  погрешность, с трудом п о д д а ю щ а я с я  оценке.

П оследн ий  недостаток особенно с н и ж ает  п р и в л ек ател ь ­
ность подхода, поскольку сущ ествую т другие  варианты , по­
зво л яю щ и е  сводить зад ач у  к линейной. Н апри м ер , м ож но 
перейти к дискретной М М  (3.10) и з а д а т ь  п о к азател ь  к а ч е ­
ства в виде

Q ( 0 ) =  £  { y k - W x ky .  (3.15)

И зб а в и т ь с я  от последнего недостатка  мож но такж е ,  п е ­
рейдя от ф ункц ионалов  ош ибки, х ар ак тер и зу ю щ и х  разн и ц у  
в вы х о д ах  (или в состояниях) исходной системы и ее модели, 
к ф у н к ц и о н ал ам  невязки, з ав и ся щ и м  от погрешности уравне-
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ния ММ. Например, заменив в (3.13) векторы состояни я*^),
x { t )  их производны ми, приходим к п ок азателю

Q r =  /  IIX ( t ) - F ( x ( t ) ,  u ( t ) ,  0) | |2d/, (3.16)
U

который в сл у ч ае  линейности F( x ,  и, 0) по © является  к в а д р а ­
тичным по 0. Н а д о  сказать ,  что н еквадратичность  зад ач и  не 
м еш ает  применению  целого р я д а  методов о птим и зации  [28]. 
По поводу оцен ивания  парам етров  нелинейны х систем см. 
т а к ж е  [48].

П родем онстрируем  р азли чн ы е  подходы на примере. 
Пример 5. П усть  структура  М М  з а д а н а  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­

ным уравнением  1-го п оряд ка

у = а у  +  Ьи, (3.17)

п арам етры  которого а, b п о д л еж ат  оцениванию  по р е з у л ь т а ­
там  измерений Ук =  УЦъ) ,  uk =  u ( t k) при t k =  kh,  k = 0 ,  1 , . . . ,  N.  
П еречислим в о зм о ж н ы е  способы ф о р м ал и зац и и  зад ач и  о ц е ­
нивания п ар ам етр о в  в (3.17).

а ) .  Д и скр ети зи р у я  (3.17) по методу Э й л ер а  (см. п. 2.2.3), 
получаем дискретную  М М  в виде

t/A+i= ( \ + a h ) y k  +  bhuk.  (3.18)

Д л я  сведения (3.17) к (3.1) полож им 0i =  l — ah,  Q2= b h ,  
У = У к + и  Xi —  yk,  х 2 =  4/,. П осле  расчета  оценок п арам етров  
(3.18) 01, 02 необходимо пересчитать их в оценки  парам етров  
исходной системы (3.17) по обращ енн ы м  ф о р м у лам

а =  (1 — 00 /А ; Ь =  02/А. (3.19)

б ) .  З ам ети м , что в ф о р м у л ах  (3.19) присутствует  деление 
на величину ш ага  h, ко то р ая  м ож ет  быть м ал о й  величиной. 
Ч тобы  и зб еж ать  потери точности, можно поп робовать  взять  
дискретную  М М  в виде

( y k+i —  y k ) / h  =  a y k +  buh. (3.20)

Д л я  сведения к (3.1) п олагаем

У=(Ук+1 — Ук)/Ь-, 01 =  Яь 02 =Ь\  х х =  ук, х2 =  ик.

Отметим так ж е ,  что ф орм ы  (3.18), (3.20) не и зм ен ятся , если 
«продиф ф ерен цировать»  их по времени, перейдя  к п р и р а щ е ­
ниям: уъ. -+Ук —  Ук-и u k - ^ u k  —  u k - 1. Этот прием используется
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д л я  повы ш ения точности оценок за  счет увеличения « р а зн о ­
о б р ази я »  векторов  хц.

в ) .  М ож н о  дискретизовать  (3.17) по методу Т астина (см. 
п. 2 .2 .3). Д л я  этого в передаточной функции системы (3.17)

W ( p ) = b / ( p  — а)  делается  подстан овка  p- * ~~ Y  ] +  и Ре '
зу л ь тат  у м н о ж ается  на 2 /(1  + z ) .  П олучи м  дискретную  п ер е ­
даточную  ф ункцию

П7 _ 2bh
W  D \ z > -  (2 -  ah)  г  — (2 ah)  ’

соответствую щ ую  разностному уравнению
г 2 - f  ah  _ , 2bh
2 — ah Ук +  2 - a h
2 ah . 2bh fr\ Л1 \

y*+i =  ~ h ~ n h  Va +  -o rz ' Tnr  uk- (3.21)

З ам ети м , что если вычесть из обеих частей (3.21) у к и р а з ­
дели ть  на h, то получим модель

-  а +  , _ * - 7 (3. 22)h 1 -  ah/2 ук ~  1 —  ahl2

с тр у кту р а  которой совпадает  с (3.20). О тли чи е  от в ар и ан та  
б) есть лиш ь в ф орм улах  пересчета  оценок, прямых:

А __ ____^ . Л _______Ь____
1 1 — аЛ/2 ’ 2 1 —  ah/2

и обратны х:

а== i+^,a/2 ’ Ь — в2( \ + \ h l 2).

г) .  П рои н тегри ровав  обе части (3.17) по отрезку  [0, tk\, 
получим М М  (3.1) при у = у к  — Уо-

i k
х х=  {  y ( t ) d t \  х 2— J  u ( t ) d t ; 0 t =  a ; 02= 0 .

к А
П р и б л и ж е н н о  мож но взять  *] =  /i £(/,-, х 2= к ^ щ .

/ - i  (=i
д) Н ако н ец ,  м ож но поставить з а д а ч у  оценивания  п а р а ­

метров (3.17) к а к  м ин им изацию  функции интегральной 
ош ибки:

Qi(fl, Ь ) =  j  [ у  ( t )  - y { t ,  a,  b ) f d t ,
о
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где y ( t ,  a,  b)  — реш ение уравнени я  d y / d t  =  a y  +  bu  с н а ч а л ь ­
ным условием у ( 0, а,  Ь ) = у ( 0 ) ,  или и н тегральной  невязки

Q 2(a,  b ) =  $ [ d y / d t — a y ( t ) — b u ( t ) ] 2dt .
о

3.2. Регрессионный анализ и метод наименьших квадратов

П осле приведения  М М  к стан дартной  ф орм е  (3.1) вы чи с­
ляю тся  оценки п ар ам етр о в  ММ  по р е зу л ь тата м  р я д а  н а б л ю ­
дений за  вх о д ам и  и вы ходам и  системы. П усть  имею тся р е ­
зультаты  N  н аблю дений  х ц , . . . ,  хщ, уй  t = l , . . . ,  N,  которые 
объединены в м атр и ц у  из N  строк и п столбцов ( N X « -м ат ­
рицу) Х — { х и} и N -вектор У = с о 1 (г /ь . . . ,  y N).

Н ачи н ая  с классической  работы  К. Г аусса  (1809 г.), по­
пулярен способ вы числения  оценок, н азы в аем ы й  методом 
наименьших к в а д р а то в  (М Н К ) и состоящ ий в вы боре оценки
0, минимизирую щ ей вы р аж ен и е  ( 3 .1 5 ) — ср е д н е к в а д р ати ч е ­
скую ошибку. М Н К -о ц ен ка  удовлетворяет  системе т а к  н а з ы ­
ваем ы х «норм альн ы х  уравнений»

Х тХ в  =  Х'1 У (3.23)
и имеет вид

0 =  С ^ тУ, (3.24)

где С== ( Х ТХ ) ~ 1— т а к  н а зы в а е м а я  «дисперсион ная  матрица» . 
Д л я  вы числения  0 не требуется  ни каки х  предполож ений
о свойствах измерений, однако  чтобы с дел ать  вы воды  о точ­
ности и достоверности ММ, такие п р ед п о л о ж ен и я  нужны. 
Часто при ним ается  следу ю щ ая  гипотеза: если представить 
модель измерений в виде

_У=Х0 +  Ф, (3.25)

где ср =  го!(сг!.........сгк) — вектор погрешностей (невязок) ММ,
то ф,- случайны, независимы, центрированы  (Л1ф,- =  0) и р а в н о ­
точны (имеют одинаковую  дисперсию ст2 =  Мф<2). Эти п ред ло­
ж ен ия  традиц ионн ы  д л я  р азд ел а  теоретической и при кладн ой  
статистики, н азы ваем о го  регрессионным ан ал и зо м  (Р А ) .  При 
их выполнении М Н К -оц ен ки  0 об лад аю т  следую щ и м и свой­
ствами:

1. М0 =  0 (несмещенность).
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2 . c o v ( 0 ) = 0 2C, где c o v ( 0 ) = M (0 — 0 ) (0 _ 0 )т _  к о в а р и а ­
ц и он н ая  м атр и ц а  оценок. В частности,

M( Qi — Qi)2= o c u . (3.26)

3. М Н К -оц ен ки  эф ф ективны : д л я  лю бой несмещенной 
оценки 0 * вы полняется  н еравенство  Af|j0 *— 0||2^=ЛЯ)0—0 ||2,

4. Если обозначить через У— XQ N -вектор прогноза вы х о д ­
ных величин У по модели (3 .25), а ч ерез # = | | У — У[|2=

А' „

=  2  — У д 2 — средн еквадрати чн ую  о ш и б ку  прогноза (ос ­

таточную  сумму кв а д р а то в ) ,  то M R = ( N — г ) о 2, где г  — р ан г  
м атр и ц ы  Х ТХ.  К ак  правило (если входы  м одели  (3.1) не с в я ­
за н ы  линейной зависи м остью ), r — п и, значит, оценку д и сп ер ­
сии погреш ностей модели (3.25) м ож н о бр ать  в виде

o2— R 2l ( N — п ) . (3.27)

П о сл е  построения М М  (3.25) нем едлен но  возни кает  в о ­
прос о ее точности. Этот вопрос имеет  д в е  стороны:

а) нельзя  ли  без существенной потери точности  зам енить  
м одель  (3.25) более простой, т. е. упростить?

б) я в л яется  ли модель (3.25) ад ек в атн о й  исходной с и ­
стеме, т. е. не следует  ли ее услож ни ть?

О твет  в обоих случаях  требует  д о п о л н и тел ьн ы х  предполо­
жений. В первом вари ан те  будем считать , что м одель  (3.25) 
а д е к в а тн а  и выполнены п р ед л о ж ен и я  РА. Т о гда  мож но по­
стави ть  з а д ач у  о проверке гипотезы  0 г =  О —  р авен ства  нулю 
некоторого коэфф ициента  ММ. Н а  я зы к е  м атем ати ческой  
статистики  это за д ач а  проверки  зн ач и м о сти  ко э ф ф и ц и ­
ента  0,-. В силу  свойств 2, 3 М Н К -о ц ен о к  и при д о п о л н и те л ь ­
ном условии нормальности ср (которое  не к а ж е т с я  слиш ком 
об рем ен ительн ы м  на фоне остал ьн ы х  д о п у щ ен и й ) ,  д ля  п р о ­
верки  гипотезы  0 . =  О м ож но п о льзоваться  следу ю щ ей  п р о ­
цедурой:

1) по зад ан н о м у  уровню н ад еж н о сти  р  и ч и сл у  н а б л ю д е ­
ний N  из т а б л и ц  распределен ия  С тью ден та  (см., напр., [58]) 
вы б и р ается  значение ар, такое , что Р { | ^ | ^ а Р} = р ,  где t  — 
сл у ч а й н а я  величина, р асп р ед ел ен н ая  по з а к о н у  С тью дента. 
О бы чно берут  р — 0.9, 0.95, 0.99;

2 ) о п р ед ел яю тся  границы д о в ери тельн ого  и н тер в ал а  для  
п а р а м е т р а  0 ,- при уровне н ад еж н ости  р:

[В1— ароУсц, 0 +  ар0Ус,ч; (3.28)
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3) если интервал  (3.28) содерж и т  точку 0; =  О, т. е. если 
10, | < а ^ У с ц ,  то гипотеза  0 =  0 приним ается, т. е. в ММ  
мож но полож ить 0i =  O. В противном случае  коэфф ициент 
0; с надеж ностью  р  считается  значимым, т. е. гипотеза  0 ; = О  
отвергается.

Отметим, что при 2 0 . . . 3 0  вместо таб л и ц  р ас п р е д ел е ­
ния С тью дента м ож н о  пользоваться  таб л и ц ам и  нормального  
распределения  и брать, в частности а 0,g = 1 .6 5 ;  ct0,95 =  1 -96; 
ао,99==2.58. Впрочем, при меньш их N,  к а к  у к а зы в а л о с ь  в под­
разд . 2.3, методы м атем атической  статистики в р яд  ли дадут  
надеж н ы е  и нетриви альн ы е  выводы.

Д л я  ответа на второй вопрос требуется  вы полнение п ред ­
лож ений РА  и в озм ож н ость  проведения в к а ж д о й  точке 
Хц , . . . ,  хы нескольких  незави си м ы х случайн ы х измерений 
Уп , . . . ,  yin, чтобы по ним построить альтерн ати вн ую  оценку 
дисперсии ош ибки

.V ч v

Э -  Л, ( Л - в  У . - - г 2 л л  (3.29)
' i = ' j =  I /=1

Гипотеза об адек ватн ости  М М  (3.25) отвергается , если в е л и ­
чина F —  a2/ a 2 (дробь Ф и ш ера)  о к азы в ается  достаточно 
велика: F > F P. П ор о г  Fp ищется по зад ан н о м у  уровню  н а ­
деж ности р  из т а б л и ц  расп ределен и я  Ф и ш ера  [58].

В озникает  ещ е один практически важ н ы й  вопрос: нельзя  
ли повысить точность и н адеж ность  результатов  эк сп ер и м ен ­
та путем его план и рован и я ,  т. е. специального вы бора  точек 
Х ц , . . . ,  х iп? Очевидно, д л я  повыш ения точности оценок н у ж ­
но стараться  сдел ать  дисперсионную  м атри ц у  С  «поменьше», 
а м атри цу  X  — «побольше». О том, к ак  это сделать , написано 
в книгах по план и рован и ю  регрессионных эксперим ентов  (н а ­
пример [46, 47, 58]).

Д о  сих пор мы п р и дер ж и вал и сь  мнения о стохастичности 
модели (3.25). Е сли  ж е  более оп равдан  детерм инистский под­
ход и на возм уш ен ия  в (3.25) н ак л ад ы в ается  единственное 
ограничение

| ф< | < Д ф ,  (3.30)

то точность оценивания , как , впрочем, и сам и  оценки, мож но 
определить из реш ен ия  соответствующей м ин им аксной  з а ­
дачи:
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min max |t/<— £  0/T*;/|.
e i< i<n  /=i

М и н и м аксн ы й  подход, хотя и т р е б у е т  более  сл о ж н ы х  вы чи с­
лений (реш ен ия  зад ач и  линейного п рогр ам м и р о ван и я  или 
м и н и м и зац и и  негладкой  функции [28]), д а е т  гаран ти рован н ы й  
р е зу л ь т ат  при лю бом числе н аб л ю д ен и й  N.

Во всех  слу чаях  выбор подхода , ч и сла  учиты ваем ы х п а р а ­
метров М М , п лан а  эксперим ента  я в л яе т с я  н еф орм альны м  
актом, основанн ы м  на опыте и интуи ции  исследователя. Здесь  
о к а зы в а е т с я  полезным следую щ и й «принцип надеж ности»: 
«чем прощ е модель, тем р еж е  она о б м ан ет»  или «чем лучш е 
модель  о б ъ яс н яе т  прошлое, тем х у ж е  она прогнозирует  буду­
щее». В иной ф орм е эту  ж е  м ы сль  в ы р а з и л  Р. А коф ф : «С те­
пень п он им ания  явления  обратн о  п р о п о р ц и о н альн а  числу п е ­
рем енны х  в его описании». П р а к т и ч е с к и  часто при м ен яю т 
следую щ ее  прави ло: число н е за в и си м ы х  наблю дений долж но  
быть в 3 . . . 5  р а з  больш е числа п а р а м е т р о в  модели. Н акон ец , 
не следует  з а б ы в ат ь  принцип «равнопрочности» , которы й н а ­
стойчиво п р о п аган ди р о вал  зн ам ен и ты й  м атем ати к ,  м еханик  и 
к о р аб л естр о и тел ь  А. Н. К ры лов: «Точность р езультатов  не 
м о ж ет  быть вы ш е точности и сходн ы х  дан ны х; точности п р о ­
м еж уточн ы х  вычислений д о л ж н ы  бы ть  согласованы ».

3.3. Адаптивные модели и рекуррентные методы

Если наблю дений  при построении М М  о к а зы в а е т с я  много 
и они поступаю т последовательно во врем ени, то часто о к а з ы ­
в ается  удобны м  о б р аб аты в ать  их по мере поступления. 
И ногда  т ако й  способ о бработки  еди нственно  возм ож н ы й, н а ­
пример, когда исходные дан ны е и з -за  больш ого о б ъ е м а  не 
по м ещ аю тся  в пам яти  ЭВ М  или ко гд а  свойства системы м е ­
няю тся во врем ени («дрейфую т») и п а р а м е т р ы  М М  требую т 
постоянной коррекции. М одели, к о то р ы е  и зм ен яю тся  (п о д ­
стр аи ваю тся ,  адап ти рую тся)  в проц ессе  наблю дений  за  с и ­
стемой, н а зы в а ю тс я  адаптивными.  С оответственно  методы  
оцен и ван и я  п арам етров  таки х  м о дел ей  путем коррекции  по 
текущ им  наблю ден и ям  н а зы в а ю тс я  ад а п ти в н ыми  или р е к у р ­
рентными.  [9, 77].

О б щ и й  вид  рекуррентного а л г о р и т м а  следую щ ий:

0A =  ®(0ft_i, y k, ик).  (3.31)

М ногие алгори тм ы  можно п р и вести  к рекуррен тн ой  форме.
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Пример 1. П у сть  М М  системы имеет вид  г/г =  0 + ф ; ,  где 
9 = 1Л у — оцен иваем ы й парам етр ,  ф,-— помеха, Af<fi =  0. Обыч-

А
ная оценка среднего  арифметического  0 j =  £  y t м о ж ет  быть

(при 0 о = О ) .  О бобщ ением  (3.32) является  метод стохастиче­
ской а п п р о к с и м а ц и и  [28]:

где v * > 0  — коэф ф иц иенты  алгоритма, которы е д л я  обеспече­
ния сходимости оценок д о л ж н ы  удовлетворять  условиям  Р о б ­
бинса— Монро:

. Пример 2. М ож н о  п о казать , что М Н К -оц ен ки  0& п а р а м е т ­
ров ММ  (3.1) уд овлетворяю т  рекуррентным  соотношениям

где x ( k )  = c o l ( xk \ , . . . ,  Xkn) — вектор k-vo  изм ерения  входов 
ММ, Г ь = Г а т > 0  — си м м етричн ая  полож ительн о  оп р ед ел ен ­

ная  п Х п  м атри ца . П ри  этом Г * = [  £  jc(г) Л' ( 0 т]—1— дисперси­

онная  м атри ца , и, значит, соотношения (3.34) соответствуют 
М Н К  лиш ь при определенном  выборе н ач аль н ы х  м атри ц  Г*; 
k —  0, 1 , . . . ,  п — 1. О днако , если k- ^oo,  то оценки, получаем ы е 
из (3.34), п р и б л и ж а ю т с я  к М Н К -оц ен кам  при произвольны х 
начальны х условиях  0о, Г 0. П р актически  часто  берут  Т о = у 1 ,  
где /  — еди ничная  м а т р и ц а , у > 0  — достаточно больш ое число.

Если (3.346) не учитывать, а брать  Г* =  у*/, где ^ > 0  
удовлетворяю т условиям  Р о б б и н са— М онро, получим о б о б ­
щенный (м ногом ерны й) алгоритм  стохастической апп рокси­
мации:

преобразована  к рекуррентной  форме:

(3.32)

0А =  0*-1 +  Ук (Ук—0*-1) , (3.33)

ОО оо

2 т *  =  ° ° ;  2  т * <  °° •Л=1

0A =  0*-i +  Thx( k ) [ y k— k ~ \ x ( k ) \  

 ̂ =  г  —
* *~1 I +  х ( k y  ГА_, x k

(3.34а)

(3.346)

k

0ft =  0А-1 +  Ук {Ук—втЛ—iJC ( k ) ) x ( k ) . (3.35)
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А лгоритм  (3.35), в свою очередь, яв л яется  частным случаем  
г радиентног о  алгоритма *

%  =  V i  -  Та т  (9* -г. У*. * * )  (3.36)

и получ ается  из (3.36) при вы боре  целевой  функции текущ ей 
ош ибки  Q (0 , у,  и)  в виде

Q(0, У, Х ) - ± ( У - В ' х ) .

Если погреш ности модели (3.1) не случайны, а о б л а д а ю т  
лиш ь ограниченностью , т. е. стохастический подход н еп рим е­
ним, то алгори тм ы  (3.35), (3.36) сохран яю т  работоспособ­
ность при определенном вы боре  ш агов  7 *. Н апри м ер , при в ы ­
полнении (3.30) алгоритм (3.35) будет обеспечивать при д о ­
статочно большом числе наблю дений  k неравенство | г/*— 
— QkTx ( k )  | < Л ,  если Л > Л Ф, векторы  x ( k )  ограничены | | x ( f e ) | | ^  
^ c o n s t  и коэффициенты  ш ага  в ы б р ан ы  в виде

_ |  у / \ \ х ( к ) Г  при \ y k — Qkrx { k )  | > Л ,
1 0 при \ y k— Qkrx ( k )  |

где 0 < v < 2  ( 1— Лф/Л). А лгоритм  получил известность под 
н азван и ем  «полоска». С войства подобных алгоритмов и их 
об общ ен и я  изучены в р а м к а х  метода ре к у р р е нтн ых  ц е л е в ы х  
не равенств  [9, 59].

Г радиентны е адаптивны е ал гори тм ы  (3.36) применяю тся 
д л я  идентиф икац ии систем статически х  и дискретных д и н а ­
мических. А налогом  этих ал гори тм ов  д л я  непрерывных д и н а ­
мических систем являю тся  а л г ори тмы скоростного г радиента  
[9, 59, 66]

d Q / d t = — ydv l dQ,  (3.38)

где u =  Q ( 0 , у,  х ) — скорость изменения текущ ей целевой 
ф ункции Q ( . . . )  в силу уравн ен и я  ММ.

А дап ти вн ы е  алгоритмы  б л а г о д а р я  своей простоте н аходят  
применение в бортовых вы чи слительн ы х устройствах, при 
микропроцессорной реали зац и и  систем у п р ав л ен и я ,к о н тр о л я ,  
оценки в разли ч н ы х  областях .

3Q
* Через —̂ д— обозначается градиент функции векторного аргумента

/ 3Q __
0=со1(0)<1) , . . . ,  0<п>), т. е. вектор из частных производных ~<Й— —

f  dQ dQ \



Ч а с т ь  II 

АНАЛИЗ МОДЕЛЕЙ

Основным классом  рассм атри ваем ы х  моделей  являю тся  
уравнения состояния:

x = F ( x ,  и, t ) ,  (II. 1)

y = G ( x ,  и, t ) ,  ( I I . 2)

где х, у,  и — векторы  размерностей  ti, т., I, соответственно, 
t — незави си м ая  п ерем енн ая  (обычно в р е м я ) .  Р а с с м а т р и в а ­
ются т а к ж е  более общ ие алгебро-ди ф ф ерен ц и альн ы е  у р а в ­
нения:

F( x ,  х, и, 0 = 0 ,

G ( y ,  х,  и, 0 = 0 , 

а т а к ж е  линейны е стац ионарн ы е модели:

х = А х  +  Ви,  

y = C x  +  Du,  

являю щ и еся  частны м случаем  (II. 1), ( I I . 2 ) .

1. АНАЛИЗ СТАТИКИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МО ДЕ ЛЕ Й  СИСТЕМ

З а д а ч а  а н а л и з а  статики  возникает  обычно при оп р ед ел е ­
нии статических харак тер и сти к  системы или н ач аль н ы х  у с ­
ловий д ля  за д ач и  а н а л и за  динам ики и, к а к  правило, п ред ­
шествует последней. П оэтом у основной целью расчета  с т а ­
тики явл яется  определение  неизвестных векторов  выхода 
у  * =  У {t*) и состояния  x* =  x ( t t ) по зад ан н ы м  постоянным 
значениям вектора  входа u* —  u ( t *) д л я  ф икси рованного  м о ­
мента времени t„ при условии, что х ( ^ * ) = 0 .  В зависимости 
от вида вектор-ф ункции, описываю щ ей связи  в М М С, для  
задан ны х м* и t * м о ж ет  быть несколько статически х  р е ж и ­
мов. В этом случае  М М С  н азы вается  многостабильн ой и р е ­
шение зад ач и  а н а л и з а  статики  неоднозначно.

(П -3 )  
(II. 4)

(П -5 )  
(II. 6 )
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С ущ ествует  несколько подходов к решению  зад ач  а н а ­
л и за  статики.

П ервы й  подход (метод устан овлен ия)  основан на числен­
ном интегрировании исходной системы  обы кновенны х д и ф ф е ­
рен ц и альн ы х  уравнений (II. 1) — ( I I - 6 ) при 0 ^ / < о о .  Р е ш е ­
ние такой  системы при неизменном векторе  входов «* с не­
которы х исходных значений состояния х ( 0 ) через до стато ч ­
ный п ром еж уток  моделируемого  врем ени д олж н о  привести 
к при ближ енно  стационарной точке, в которой x( t „)  ~ 0 .  Э та  
точка и будет точкой реш ения y ( t * ) ,  x ( t t ).  Очевидно, такой  
подход даст  результаты , только  если исходная М М С я в л я ­
ется асимптотически устойчивой. Е сли  М М С  имеет несколько 
статически х  режимов, то получение других стационарны х т о ­
чек во зм о ж н о  повторением процесса  реш ения при других 
векто р ах  н ачальны х  условий х ( 0 ) , однако  практически р е а ­
л и зу ем ы е  способы вы бора х ( 0 ) , гаран ти рую щ и е  определение 
всех стац и он арн ы х  точек, в общ ем  случае  отсутствуют [30]. 
П оэтом у  при ан ал и зе  статики  таки х  объектов  следует исхо­
дить из а н а л и за  области  применимости  М М С и п р ак ти ч е ­
ского опыта.

П о д х о д  к а н ал и зу  статики через интегрирование д и ф ф е ­
р ен ц и альн ы х  уравнений численными м етодам и  получил д о ­
статочно ш ирокое распространение  [30, 6 , 7], т а к  как  п о зв о ­
л я ет  с помощ ью  одних и тех ж е  методов реш ать  как  с т а т и ­
ческие, т а к  и динамические задачи .  О дн ако  при этом, к а к  
прави ло , получаю тся завы ш ен н ы е  з а т р а ты  машинного в р е ­
мени.

Б о л ее  экономичны  подходы, в которы х в качестве М М С  
берется  систем а нелинейных алгебраич еских  уравнений 
(С Н А У ):

^ » = 0 ,  (1.1)

где v ^ R k — вектор неизвестных, F ( - ) ^ R k — за д ан н а я  в е к ­
тор-функция.

Второй подход (итерационны й) основан на применении 
методов реш ен ия  СНАУ. В больш инстве  случаев эти методы 
я в л яю тся  итерационными. П ри  этом  зад аю тся  начальны м  
п ри ближ ением  у0 и вы полняю т р я д  однотипных итераций. 
Если вектор  приближ ений на k -й и терации  v k стремится  к 
вектору  реш ения  ( 1. 1) к*, то говорят, что метод сходится.

Ч астн ы м  случаем  системы (1.1) яв л яется  система л и н ей ­
ных ал геб раи ч ески х  уравнений ( С Л А У ) :

N iv = d ,  (1.2)
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где — и звестн ая  м атри ца , d ^ R h — за д ан н ы й  вектор.
В этом случае  реш ение (1.2) у* м ож ет  быть получено как  
прямыми, т а к  и итерационны м и методами.

Л ю б а я  из М М С  (II. I) — ( I I . 6 ) в р а м к а х  за д ач и  ан ал и за  
статики м о ж ет  быть приведена к М М С  ви д а  ( I . I ) .  Н а п р и ­
мер, п о л агая  в (II. I) х ( 0 = 0  и з а м е н я я  в ( I I . 3) и ( I I . 4) 
u ( t )  на известный вектор u*, t  на t t , п олучаем  С Н А У  вида

f , ( 0 , х, и*, t*) = 0 ,
(1.3)

gi(y, х, и. ,  t*) =0,

с неизвестными векто р ам и  y ^ R 1 и x ^ R n. С истем а  (1.1) п о ­
лучается  из (1 .3), если ввести новый вектор  неизвестных 
v = c o l ( x ,  у )  и вектор-ф ункц ию  F ( • ) = c o l ( / I ( - ) ,  g i ( - ) ) -  А н а ­
логично д л я  линейной формы  описания М М С  (II. 5) п о л у ч а ­
ется С Л А У  (1.2) с М = А ,  v =  x, d = — В и * и д о п о л н и тел ь ­
ным уравнением  связи  (II. 6 ) д л я  векто р а  выходов ;/.

В третьем  подходе к решению за д ач  а н а л и з а  статики п о­
следние п р ед ставл яю тся  к а к  экстрем альны е. Д л я  этого о б р а ­
зуется с к а л я р н а я  ц ел ев ая  функция, и м ею щ ая  минимум в 
точке реш ения  зад ач и  и*. Н апри м ер , д л я  (1.1) такой  ф у н к­
цией ф(и) м о ж ет  быть сумма квад ратов  невязок:

ф ( и ) = | | / ^ ) | Р =  Z f i 2 ( v ) .  (1.4)
f= i

В ычисление и* производится  с применением  методов опти­
мизации [28— 30]. Ф ункцию  (1.4) следует  и сп ользовать  с и з ­
вестной осторож ностью , т а к  к а к  м о ж е т  быть ухудш ена чис­
ленная  обусловленн ость  задачи . Д л я  улучш ени я  обусловлен ­
ности м ож н о и сп ользовать  взвеш енную  целевую  функцию

Ф р ( » )  =  I  Pi f Av ),  (1.5)(=i

где p i ^ O  — весовые коэффициенты, которы е полезны т а к ж е  
для  учета м асш таб о в  и важ н ости  компонентов невязки.

1.1. Аналитические методы

А налитические  методы  д л я  СН А У ( 1. 1) п озволяю т п олу­
чить реш ение в виде формул. Точные м етоды  позволяю т по­
лучить решение, используя  аналитические  (ф орм ульн ы е) з а ­
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висимости. П р и б л и ж ен н ы е  методы  основаны  на построении 
ан али ти ч ески х  зависимостей, аппроксим ирую щ их решение.

1.1.1. Ме тод в о з м у щ е н и й

П усть  требуется  найти реш ение СН А У  (1.1) вида

F( x ,  е ) = 0 ,  (1.6)

где x ^ R n — неизвестный вектор, е — числовой м алы й п а р а ­
метр. П редп о л о ж и м , что при е =  0 система (1.6) м ож ет  быть 
сравнительно  легко  реш ена  и найдено приближ ение  *0. 
В озьм ем  в качестве  нового п р и бл и ж ен и я  к  решению х * * =  
=  .Vo +  e*i. П одставим  * в (1.6) и разреш и м  ее относитель­
но Х\. П р о д о л ж а я  аналогично, м ож н о  получить некоторый 
итерати вны й процесс, при котором  решение ( 1.6 ) п р е д с та в ­
л яется  в виде

* =  Z  е ‘*,. (1.7)
<—0

Если при г — 0 вектор-ф ункц ия  F( x ,  0) хорошо п р и б л и ­
ж а е т  F( x ,  е ) ,  то методы подобного типа ок азы ваю тся  весьма 
эф ф ек ти вн ы м и  на практике.

Пример 1. В качестве  п ри м ера  рассмотрим решение н е­
линейного уравнения:

/ ( * )  =  sin (;c) =  - j - =  0 . ( 1.8 )

П о л о ж и м  в (1.8) е =  0 и в качестве  начального  при бли ж ен и я  
возьмем  ненулевое решение у р авн ен и я  s in (* )  = 0 , например, 
* о = я .  П р едстав и м  новое п р и бл и ж ен и е  *i =  *o +  e*i =  n  +  e*i 
и подстави м  его в (1.8). И сп о л ьзу я  тож дество  s i n ( n  +  a )  =

=  — s i n ( a ) ,  получим — s in ( e * i ) Ч------- ——  = 0 .  Т а к  к а к  при м а ­
те £Х\

л ы х е *1 s in  (e*i) ■—■ e*i, то имеем у р а в н е н и е — e*i Ч------------—  = 0,
л  +  EJC,

откуда  *i =  1/я и очередное п р и бл и ж ен и е  *1 =  я  +  е/я. П р о ­
д о л ж а я  аналогично, получим второе приближ ение  х2— п  +  
+  е /д  +  *2, подстави м  его в (1.8) и учиты вая , что

Sin ^  ^  +  s  Я К  £ +  S * , )
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из у р а в н е н и я ------ 1- е 2лг2Н---------- ;------------  = 0 , п рен еб регая  чле-
* +  —  +  **£*

нами, с о дер ж ащ и м и  е в степени выше двух, найдем  х 2~
—  — 1/л;3. В р езу л ь тате  двух  итераций реш ение уравнения  
( 1.8 ) м ож ет  быть представлено  в виде

* - * +  v - - S -  =  0 ( b3)- t 1-9)

где 0 (е3) о б о зн ачаю т  неучтенные члены бесконечного ряда  
(1.7), с о д ер ж ащ и е  е в степени три и выш е. Этот процесс 
м ож но п р о д о л ж ать  неограниченно, причем погреш ность п ри ­
ближ ения я в л яе т с я  м ал о й  высшего п о р яд ка  относительно 
последнего сохраненного  члена. З ам ети м  т а к ж е ,  что по (1.9) 
мож но получить хорош ее приближ ение  к решению . Н а п р и ­
мер, если в (1.8) е = 0 , 1 ,  то, вы числяя  п ри бл и ж ен и е  по (1.7), 
получим я д а З , 173101. П ри  этом н ев язк а  реш ен и я  (1.8) 
/ ( * ) «  1 ,18 -IQ-8.

Следует  отметить, что п ри ближ ения  я,- в итерационном 
процессе вида  (1.7) могут быть получены д и ф ф е р е н ц и р о в а ­
нием реш ения х  по е. Н ап ри м ер , первое п ри бл и ж ен и е  х,  м о ­
ж ет  быть получено по ф орм уле

dx
d £

dF (х, е)
Ох

( u o )

при х = х о  и е = 0  и п редп олагает  сущ ествование  обратной 

м атрицы  ч астны х производны х

о б р атн ая  м атр и ц а  существует, то д л я  систем ы  ( 1.6 ) д о п у ­
стимо р азл о ж е н и е  (1.7) и та к а я  за д а ч а  н азы в ается  р е гу л яр ­
ной. В противном случае  она н азы вается  син гулярной (вы ­
рож денной) и д л я  нее следует  применять другие методы, 
р ассм атр и ваем ы е  ниже.

1.1.2.  Ме тод асимптотических р а з л о же н и й

В случаях, когда  нельзя  получить н ач аль н о е  п р и б л и ж е ­
ние реш ения х0, п олож и в  в ( 1.6 ) е = 0 , или при в ы р о ж д е н ­

ное™ м атри цы  в ( 1-Ю), мож но получить решение 

в виде ряда
оо

* = £ « P i ( e ) ,  ( M l )
t e  0
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где <Pt(e) — некоторые функции, зависящие от малого пара­
метра, которые строятся таким образом, чтобы выполнялось 
условие

l i i n - l i i i iO  = 0 . (1.1 2)
е-*0

Р я д  (1.11) при этом назы вается  асим птотическим  р а з л о ж е ­
нием реш ения  х.

Пример 2. В качестве п ри м ера  р ассм о тр и м  решение у р а в ­
нения

I n —  — k x ,  £ >  О, (1-13)

которое не удается  получить обычным м етодом  возмущ ений, 
п олож ив  е =  0. З ап и ш ем  (1.13) в виде k x  —  In х — — In е и з а ­

метим, что l i r n - ” - - = 0 .  С ледовательно , м о ж н о  поп робовать
X -* V . . . . .  .

пренебречь In л: и за  начальную  бази сн ую  ф ункцию  при нять  
* о = ф о ( е ) — — In е/й. Аналогично п р е д ы д у щ е м у  пункту в о з ь ­
мем за следую щ ее приближ ение  к реш ен ию

.Vj  =  Х 0 - j -  ср; ( б )  =  —  ^  +  Ф ,  ( $ )

и подставим  его в (1.13):

/fe( ” ' ~ T L  +  ?i  (6) ) ~  1п( ~ н г -  +  Ч ' (£)) =  — 1пе-

» 1 ! 1 1П р е н е б р е га я  в последнем уравнени и  в ел и ч и н о й  ln^-—

-4- ^  ̂  j ,  получим <pi(e) =  - ^ -  l n l n e .  П р и  этом р еш ен ие  

(1.13) м о ж ет  быть представлено в виде

х — -----( — In £ -Ь In In e - f  . . . ) -  ( Ы 4 )

П одобное  р а зл о ж е н и е  можно п р о д о л ж и ть  д ал ь ш е ,  причем 
видно, что при е -» -0  вы полняется  (1 .12).

1.2. Численные м етоды

П ри  решении задач  а н а л и за  стати к и  М М С  (1.1) о с н о в ­
ным инструментом являю тся  числен ны е м е то д ы ,  п о зв о л я ю ­
щ ие свести реш ение к выполнению  к о н ечн ого  ч исла  а р и ф м е ­
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тических действий над  числами. П ри этом р езу л ьтаты  п олу­
чаю тся т а к ж е  в виде чисел.

П ри  численном реш ении СНАУ (1.1) следует  учитывать, 
что не сущ ествует  м атем атических  результатов ,  позво­
ляю щ их в общ ем  виде решить вопрос о сущ ествовании и 
числе решений. П оиск  реш ения мож но п редстави ть  к ак  
поиск в пространстве  R k точек, общих д л я  k  поверхностей, 
к а ж д а я  из которы х за д ае т с я  уравнением  системы (1-1): 
f i ( v ь v 2, . . . ,  Vh) = 0 ,  t = l ,  2 , . . . , k .

Д ругой  ва ж н о й  особенностью численного реш ения  систе­
мы (1.1) яв л яется  то, что из-за  нелинейности М М С  в общем 
случае нельзя  п ри м ен ять  прям ы е методы (наприм ер, метод 
последовательного  и склю чен ия) .  Поэтому р а зр а б о т а н н ы е  м е ­
тоды решения я в л яю тся  итерационными: начиная  с н а ч а л ь ­
ного вектора v ° — col(uj° , v 2° , . . . ,  v k°) последовательно  п р и ­
б ли ж аю тся  к реш ению  с помощью итерационной процедуры 
вида

v r+l =  H  ( V ) ,
(1.15)

г = 0 ,  1 , . . .

П оследовательность  полученных на к аж д о м  ш аге  векторов 
и 1, v 2, . . .  д о л ж н а  сходиться  к пределу у*, которы й у д о влет ­
воряет  соотношению

v* =  H ( v * ) .  ( 116)

И терац ионн ы й оператор  Н  оп ределяется  таки м  образом, 
чтобы вектор v * был решением системы (1.1).

И терационны й процесс (1.15) следует прек рати ть  после 
того, к а к  те к у щ а я  точка  v r о каж ется  в зад ан н о й  е-окрестно- 
сти стационарной точки v*,  т. е.

||о* — u ' I K e .  (1.17)

О днако восп ользоваться  условием (1.17) нельзя , т а к  как  
v* неизвестно. П оэтом у  его зам еняю т условием

||иг+1 _  и '- | |< е ) (1-18)

которое приводит к достиж ению  е-окрестности точки, если 
скорость сходимости достаточно велика , или условием 
д л я  (1.1)

| |F ( t> ') l l< e ,  ’ (1-19)

где б и е — м а л ы е  полож ительн ы е  числа.
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В п р ак ти чески х  расчетах  обы чно в (1.17), (1.18) в в о ­
д ятся  сп ец и альн ы е  весовые м атр и ц ы  м асш таби рован и я ,  у ч и ­
т ы в аю щ и е  специ ф и ку  реш аем ой  за д ач и  [63, 64].

Т аки м  об р азо м , при реш ении С Н А У  возни каю т сл еду ю ­
щие проблем ы :

1) оп ределен и е  о п ер ато р а  Н ( - ) \
2) оп ределен ие  вектора  н ач аль н ы х  приближ ений v 0\
3) а н а л и з  сходимости последовательности  V ,  г =  

=  0, 1 , 2 , . . . ;
4) оц ен ка  скорости сходимости при численной р е а л и з а ­

ции м етода.
С ледует  т а к ж е  учитывать, что если с помощью какого- 

либо итерацион ного  метода м ож н о найти одно или несколько 
реш ений (д л я  различны х  значений векторов начальны х п р и ­
б ли ж ени й  и0), то из этого не следует, что метод позволяет  
вы числить  все возм ож н ы е  решения.

К ром е  того, опыт показы вает ,  что результаты  теоретиче­
ского а н а л и з а  сходимости и терацион ны х  алгоритмов (в ч ас т ­
ности, нелинейны х) практически  не о т р а ж а ю т  их реальную  
э ф ф ек ти вн о сть  [63, 65]. У дачны й алгоритм  в действительности 
часто сходи тся  лучше, чем м о ж ет  быть п ред сказан о  теорией. 
П р и м ером  этого явл яется  метод  Н ью тона, который сходится  
почти всегда  и быстро, хотя д о к а за т ел ь с т в а  сходимости по­
лучены  только  при дополнительны х условиях  и при хорошем 
н ач аль н ом  приближ ении . О д н ако  д л я  получения более п о л ­
ного п р ед ставл ен и я  об итерационном  методе, поиска путей 
ускорен ия  его сходимости и т. д. необходимо изучать их сх о ­
димость.

П ри  исследовании итерационного  алгоритм а общего вида
(1.15) ф у н д ам ен тал ьн у ю  роль и грает  следую щ ая  теорем а 
[30, 63, 64, 65].

Т е о р е м а  о  с жи м а юще м  отображении.  П усть Н  — о п е р а ­
тор, о т о б р а ж аю щ и й  область  D  в D,  где D  есть зам кн утое  
п одм н ож ество  в R h. Если д л я  некоторой нормы | |- | |  с у щ е ­
ствует  а е ( 0 ,  1), такое, что

\ \ Н { х ) - Н ( у ) \ \ ^ а \ \ х - у \ \  (1-20)

при *, у е Д  то:
1) сущ ествует  единственная  н еп о дви ж н ая  точка 

т а к а я ,  что Я ( * * ) = * * ;
2) д л я  л ю б ы х  X o ^ D  п оследовательность  {av}, уд о влетво ­
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р яю щ ая  соотношению xr+l —  H ( x r),  г — 0 , 1 , . . . ,  сходится 
^-линейно к х* с константой а * ;

3) д ля  любого г \ > \ \ Н ( х 0) — atqII

( 1-2 ! )

r = 0, 1,...
И терац и он н ая  ф ункция # ( • ) >  у д о в летв о р я ю щ ая  (1.20), 

назы вается  с ж и м аю щ ей  в области  D.  И з  этого свойства сл е ­
дует, что, н ач иная  из лю бой начальной  точки х 0е Д  длина 
ш ага  \]xr+i — хг \\ ум еньш ается  на каж до й  итерации по к р а й ­
ней мере на сом н ож и тель  а, так, как

|| хг+1 — хг\\ —  \\Н(Хг)  — Я(д:л_ , ) | К а 1 к г — лгг_,||. (1.22)

Н есм отря  на в аж н о сть  этой теоремы, она м о ж ет  быть ис­
пользована только  д л я  установления линейной сходимости. 
К роме того, свойство сж ати я  н а л агает  на оп ератор  # ( • )  
очень сильные ограничения.

1.2.1.  Метод простых итераций

Этот метод  состоит в следую щем: система уравнений (1.1) 
преобразуется  к виду

v =  G ( v )  (1.24)

и итерации проводятся  по ф орм уле

v r+1 =  G ( v r),
(1.25)

г — 0,  1 , . . .

Если о то бр аж ен и е  t j— G ( v )  сж и м аю щ ее, то по теореме
о сж и м аю щ ем  ото бр аж ен и и  система (1.24) имеет решение 
о* и вы полняется  (1.22) с rj == I ! — и°||. П ри  этом метод бу­
дет  об лад ать  линейной скоростью сходимости.

* Если последовательность {х г} сходится к х , и существует кон­
станта с е [ 0 ,  1) и целое 0, такие, что для всех г ~ ^ г  |лгг+ 1 — 
^ с |д : Г — х*\,  то говорят, что {х г} является Ц-линейной, сходящейся к х„. 
Аналогично, если {х г} сходится к х" и существуют постоянные р >  1, с ^ О  
и г 3^0, такие, что для всех г ^ г  \ х г+ \ — — х . | р,т о  говорят что 
{хг} сходится к х ,  с g-порядком, по меньшей мере равным р.  Например, 
если р =  2, то говорят, что скорость сходимости является квадратичной.
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П олучи ть  (1.24) из (1.1) можно, например, п р и бави в  
слева  и сп р ава  к (1.1) вектор v  и введя  п ар ам етр  h :

v —  v +  h F ( v ) .  (1.26)

В этом случае  оператор Н  из (1.16) имеет вид

H { v ) = v  +  h F ( v )  (1.27)

и итерации мож но проводить по ф орм уле

v r+l =  v r + h F ( v r),  (1.28)

к о то р ая  со впадает  с формулой метода Э йлера  д л я  систем 
обы кновен ны х диф ф ерен ц и альн ы х  уравнений (см. п о д ­
разд . 2 .1). О днако , в отличие от а н а л и за  задач  динам и к и , 
здесь п р ед ставл яет  интерес только стац и о н ар н ая  точка v*,  
а не тр аек то р и я ,  ведущ ая  от исходной точки к о к о н ч а т е л ь ­
ной v*.  П оэтом у  можно видоизм енять  парам етр  h в (1.26) 
так, чтобы вы полнялись условия  сходимости к  и* и с о к р а щ а -  
лой число итераций.

М етод  простой итерации в случае, если реш ается  одно  
с к а л я р н о е  уравнение, имеет простую геометрическую  и н те р ­
претацию  [30]. Построим на плоскости (и, у )  граф и ки  у  —
—  g ( v ) и y — v  (рис. II. 1). Точки пересечения этих линий с о ­
ответствую т искомому решению. Если имеется точка  
( v r, v r+l) —  ( v r, g ( v r) ) ,  то, проведя  через нее прямую  y — v r+l 
до пересечения с прямой y  =  v,  а затем  прямую  v =  v T+l до 
пересечения с кривой y — g ( v ) ,  получим очередное п р и б л и ­
ж ен и е  (o'4-1, v r+2).  Н а  рис. II. 1 п редставлен  метод п о с л е д о в а ­
тельн ы х  при ближ ений  в случаях:

а) 0 < d g ( v ) / d v < l \
б) — l < d g ( y ) / d u < 0 ;
в) 1 < d g ( v ) / d v ;
г) d g ( v ) / d v < — 1.
И з теорем ы  о локальной  сходимости следует, что при

— К - ^“ < 1  метод сходится (рис. II. 1, а  и б ) .  М онотонное

поведение v r при ^ ^ > 0  и ко л еб ател ьн о е  при < 0  н е ­

посредственно следую т из соотнош ения

V * 1 -  v* ш. g  (vr) -  g  (©,) ~  ~ Ц ~ ~  ( » ' - * * ) ■  (1 -29)
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Во многих с л у чаях  F ( v )  из (1.1) м о ж ет  бы ть  п р ед став ­
лена  в виде

F ( v ) = A ( v )  + G { v ) ,  (1.30)

где А  — н ев ы р о ж д ен н ая  м атри ца  k x k .  Тогда  итерации 
можно определить  следую щ им  образом  [64, 67]:

A v + l +  G ( v ) =  0. (1.31)

Рис. II. 1

Ф орм ула  (1.31) оп ределяет  итерационный метод  П и к ар а ,  
который в явной ф орм е запи сы вается  в виде

v r+ l =  V  —  A - lF { V ) .  (1.32)
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С реди методов, имею щих (7-линейную скорость сходи м о­
сти, в практических расчетах  при м ен яю тся  нелинейные а н а ­
логи методов Якоби и Гаусса  — З е й д е л я  [64, 65].

Н елиней ны й метод Якоби д л я  системы (1.1) имеет вид

f d v ir, . . . .  vri - u Vir+\  v ' i+1........ vhr) = 0 ,
(1.33)

t = l ,  2 .........k.

Зд есь  д л я  оты скания  x r+l необходимо реш ить k  н езави си ­
мых с к а л я р н ы х  уравнений. Э тот  метод  пригоден д л я  п а р а л ­
лел ьн ы х  вычислений, т а к  к а к  все k  уравнений (1.33) могут 
быть реш ены  одновременно на п а р а л л е л ь н ы х  процессорах.

В о тличие от этого нелинейный метод  Гаусса  — З ей деля  со ­
стоит в последовательном  реш ении k  с к а л я р н ы х  уравнений

f i { v i r+l, v 2r+l, . . . ,  v i r+ \  v ' l+u . . . ,  i V ) = 0  (1 -34)

относительно переменной У /+1, t =  1, 2 , . . . ,  k.  *■
М ож н о  построить нелинейный ан ал о г  метода релаксаци и , 

которы й закл ю чается  во введении в метод  З ей д ел я  п а р а м е т ­
ра  р ел ак сац и и  со. В ы числения при этом проводятся  по с л е ­
дую щ ей  схеме: при известном v r вы полняется  следую щий ш аг  
и терации  по методу Зейделя , р езу л ь тат  которого обозначим 
через у; следую щ ее приближ ение  получаю т с учетом п а р а ­
м етра  р елаксаци й :

v r+l— ( l — ( a ) v r +  tny. (1.35)

1.2.2.  Метод Ньютона и ег о  мо д и ф и к а ц и и

Если известно достаточно хорош ее н ач альное  п р и б л и ж е ­
ние v° к реш ению  системы (1.1), то эф ф ективны м  для  п о в ы ­
ш ения точности является  м етод  Н ью тона, основанный на з а ­
мене в окрестности V  исходной нелинейной зад ач и  (1.1) н е ­
которой вспомогательной линейной задачей .

П редп о л о ж и м , что п р и бл и ж ен и е  v r у ж е  известно. Р а з л о ­
ж и м  в окрестности v r в ектор-ф ункц ию  F ( v )  в (1.1) в р яд  
Т ейлора:

/ ;  К ,  V 2...........V,,) -= /,. (v'u V r2, . . .  , vh)  +  К  — V 2) +

+  Щ ”  +  • • •  +  +  0 ( h - ^ | z) (1.36)

и отбросим величины второго п о р я д к а  малости . Тогда си ­
стем а  (1.1) зам енится  системой уравнений:
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+ 1 „ Л  f)f i ( V nl  

i =  1, 2 .........

линейной относительно приращ ений v,- — v f ,  /== 1, 2 , . . . ,  k. 
Реш ение y =  col (и ь . . . ,  v^) системы (1.37) примем за  сл е ­
дующ ее при ближ ение  и обозначим через v r+x.

Т аким  образом , итерационный метод Н ью то н а  д л я  (1.1) 
определяется  системой

1  =  i =  1 , 2 ...........k,  (1.38)
'

из которой последовательно, начиная  с зад ан н ого  v°,  нахо ­
дятся  векторы V,  г  —  1 , 2 , . . .

Систему (1.38) м ож н о  запи сать  в векторной форме:

v r _  Г d Fi v ' )
ди 1 F ( v r), (1.39)

где ------м атр и ц а  Якоби вектор-ф ункции F ( - ) .  Д л я

реализаци и  метода  Н ью тон а  необходимо сущ ествование 
дР ( v r ) ,  „ pF(vr) п  „

1 об ратной  к ——:-------. Д л я  м етода  Н ью тон а  опе-
p v  I ’ r  <JV

ратор  # ( • )  из (1.16) определяется  следую щ и м  образом :

Н  (х)) =  v  —
dF (vr)

dv ~l F ( v r). (1.40)

Изучение сходимости метода Н ью тона требует  п ри влече­
ния слож ного  м атем атического  ап п арата .  Ф у н дам ен тальн ы е  
результаты  в этой о бласти  получены J1. В. Канторовичем  
[30, 63, 64]. Н а  п р ак ти ке  м ож но руководствоваться  следую ­
щ им [63, 65]:

1. С тандартны й метод  Н ью тон а  очень эф ф ективен .
2. Сходимость в н ач але  процесса чащ е всего линейная.
3. Н ач и н ая  с некоторого ш ага , номер которого трудно 

предсказать  заран ее ,  сходимость резко ускоряется  и стан о­
вится квадратичной.

4. Сущ ествую т случаи, когда метод расходи тся  или н а ­
блю дается  зац и к л и в а н и е  итераций.

5. П рим ененны й к линейной системе уравнени й  A v  — 6 =  
=  0 метод сходится  за  одну итерацию, од н ако  это не дает
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никакого  вы игры ш а, поскольку на этом ш аге  систему А х = Ь  
все-таки  нуж но решить.

Р ассм о тр и м  геометрическую интерпретацию  метода 
Н ью тон а  в случае решения ск ал я р н о го  уравнения  f ( v ) =  0. 
Т огда  расчетн ая  ф орм ула  п ри ним ает  вид

v r+, =  v r — f ( v r) / f '  ( v r) . (1.41)

Д л я  получения or+1 геометрически надо найти абсциссу 
точки пересечения с осью v  касател ьн о й  к кривой y = f ( v )  
в точке ( v r, f ( V ) )  (рис. I I . 2) .  У ж е  в случае, когда f ( v )  — 
многочлен третьей степени, м о ж ет  случиться, что п оследова­

тельн ость  { v r} не сходится к корню при плохом начальном  
приближ ении . Н апример , в случае, изображ ен н ом  на рис. II. 3, 
все четные при ближ ения  со вп ад аю т  с а, а нечетные — с Ь. 
П ри этом говорят, что метод «зац и кли вается» .  Д л я  более 
сл о ж н ы х  за д ач  реальное поведение при ближ ений  v r при 
плохом н ачальном  приближ ении становится  более з а п у т а н ­
ным и трудно поддаю щ им ся  а н а л и зу  [30J.

С равни м  скорость сходимости методов Н ью тон а  и простой 
итерации . Д л я  последнего с п р а в е д л и в а  оценка погрешности

\\vr+ x — о * 1 К а г||и0 — у*||, а <  1. (1-42)

Ч тобы  погрешность стал а  меньш е е, согласно этой оценке 
достаточно взять
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(1 43)

Д л я  метода Н ью тон а  справедли ва  о цен ка  погреш но­
сти [66]

Таким образом , асимптотически при е - > 0  метод  Н ью тона 
требует меньшего ч исла итераций.

С ледует отметить, что, записанны й в ф орм е  (1.39), он я в ­
ляется  м оди ф и каци ей  метода простой итерации. В случае 
скалярного  уравн ен и я  производная  правой  части (1.41) 
g ( v ) — v —  f ( v ) / f ' ( v )  по v равна:  f { v ) f "  ( u) / f '  ( v ) 2. Таким  
образом, g - ' ( y ) = 0 ,  если f'(v)=/= 0 и рис. II. 1 при обретает  вид 
рис. II. 4.

К преимущ ествам  метода Н ью тона относятся  п р ак ти че ­
ская  эф ф ективность  и к вад р ати ч н ая  сходимость вблизи  р е ­
шения. Основной недостаток состоит в повторны х вычисле-

,  d F ( v r ) п
ниях на к а ж д о м  ш аге  я к о б и а н а — $v ■ Д л я  этого нужно 

вычислить k ф ункций / , ( • )  в (1.1) и k r функций т - е.

всего k2 +  k раз. Т а к  к ак  при больш их п о р я д к а х  k С Н А У  или 
слож ны х вектор-ф ункц ий  получение ан алитических  в ы р а ж е ­
ний якобиана  затрудн ен о , то обычно он аппроксим ируется  
конечными разностям и:

\\vr — y j ^ c - ^ c l l w 0 — w*||)2r, (1.44)

П р а в а я  часть (1.44) будет меньше е, если

г  >  -  lo g 2 

f (v )

~ l o g 2 l og2 — . (1.45)

а b v

Рис. II. 3

=  Т  \ f i  v 2------. VJ-U V) +  h >

Vj+u . v k)-fi(v)). (1.46)
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П ри этом требую тся в ы р а ж е н и я  только  для  сам их ф у н к ­
ций / ; ( • ) .  которые нуж ны в лю бом  случае. П рименение к о ­
нечных разностей обеспечивает некоторое «сглаж ивани е»  оче­
редного приближ ения, однако  при этом скорость сходимости 
немного уменьш ается . К другим  недостаткам  следует отнести 
необходимость реш ать  на к а ж д о м  ш аге  систему линейных 
алгеб р аи ч ески х  уравнений и возм ож н ость  того, что при за-

Рис. II. 4

дан ном  начальном  приближ ении итерации могут расходиться  
( так  к а к  сходимость гарантируется , если v° достаточно 
б ли зка  к и*) .

Н а  прак ти ке  обычно использую тся различны е м о д и ф и к а ­
ции м етода  Н ью тона [63, 64, 68]. Н апри м ер , для  сокращ ения  
ариф м ети ческой  работы м атр и ц а  Якоби вы числяется  не на 
к а ж д о м  шаге, а только при ее сущ ественном изменении, к о ­
торое контролируется , например, числом итераций, необхо­
дим ы м  д л я  уменьш ения ош ибки до задан н ой  величины. В с л у ­
чаях , когда  правы е части системы (1.1) имеют слож ны й вид 
и их м ногократное вычисление обходится дорого, п р и м ен я ­
ют разл и ч н ы е  способы ап п роксим аци и  якобиана , требую щ ие 
д л я  пересчета аппроксим ации на к аж д о й  итерации одного- 
двух  вычислений вектор-ф ункции F ( v )  (например, как  в м е ­
тоде секущ их) [30, 63, 64]. Н акон ец ,  если зар ан ее  известны 
нулевы е элем енты  якоби ан а  (некоторы е функции / ; (у)  в (1.1) 
не за в и с я т  от переменных V/, / =  1, 2 , . . . ,  k ) ,  то мож но с о к р а ­
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тить количество вы числений правы х частей в (1.1) ,  вы чи сляя  
только  ненулевые элем енты  — матрицы  Я коби и прим еняя  
методы реш ения С Л А У  с разреж ен н ы м и  м атр и ц ам и  [69]. 
И м ею тся  р азр еж ен н ы е  аналоги  метода секущ их [63].

В настоящ ее врем я  больш ое распространение  получили 
гибридные методы [64]. Н ап ри м ер ,  в методах  Я коби и Зей- 
дел я  (п. 1.2.1) имеется  двойной итерационный процесс: 
внутри каж дого  внеш него ш ага  основной итерации реш ается  
скалярн ое  нелинейное уравнение с помощью итерационного 
метода Н ью тона. Н а  п р ак ти ке  часто урезаю т внутренние ите­
рации до одной-трех. Т аки е  методы хорошо р а с п а р а л л е л и в а ­
ются и могут быть очень эф ф ективны  д л я  за д ач  оп р ед ел ен ­
ной структуры.

Средством получения хорошего начального  п р и бл и ж ен и я  
v 0 является  его выбор из физических со о бр аж ен и й  или ис­
пользование вспом огательн ой  процедуры поиска начального  
приближ ения, наприм ер, методом продолж ени я  по п а р а м е т ­
ру, описанным ниже.

1.2.3. Ме тод п р о д о л же н и я  по параметру

Этот метод п р ед став л я ет  собой алгоритм, позволяю щ ий 
с помощью итераций получить решение С Н А У  (1.1) .  Его э ф ­
фективность не зави си т  от «удачного» вы бора  начального  
приближ ения . Суть м етода  состоит в том, что н ар я д у  с ис­
ходной системой (1.1) рассм атр и вается  д ругая :

G( o )  = 0 ,  (1.47)

решение которой известно. Затем , «деф орм ируя»  уравнение  
(1.47), превратим  его в (1.1) с помощью конечного числа N  
последовательны х м ал ы х  при ращ ени й  п арам етров :

G ' ( v )  =  G r- 1 (г>)+  [/*'(«) — О '*1*©)] - д . - .  (1-48)

Реш ение v° исходной системы уравнений G° ( v )  мож но 
использовать к а к  исходные значения переменных д ля  ите­
рационного реш ения системы G*(u) .  Т ак  как  она м ало  о т ­
личается  от преды дущ ей, весьма вероятно, что сходимость 
будет обеспечена. В проц ессе  счета решение vr~x и сп оль­
зуется как  исходное д ля  получения реш ения  V .  В конце 
счета, когда г стан овится  равны м  N,  р еш аем ая  систем а у р а в ­
нений становится  эк в и в ал ен тн а  исходной. Т а к  к а к  д ля  п р е ­
вращ ен ия  (1.47) в (1.48) м ож ет  потребоваться  значительное  
количество шагов, то применение метода м о ж ет  быть связано
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с больш им и за т р а та м и  м аш инного времени. О днако  п о л о ж и ­
тельную  роль  играет  то обстоятельство , что при малой в е л и ­
чине ш агов  сходимость на отдельном  ш аге  м ож ет  быть д о ­
стигнута  всего несколькими и терациям и . И звестно [70], что 
этот метод удобно применять при синтезе  механических с и ­
стем, поскольку  (1.47) можно получить, используя любой м е­
ханизм  рассм атри ваем ого  типа.

Если исходное уравнение (1.1) не содерж и т  парам етров , 
п о зволяю щ и х  получить систему (1 .47), то его можно ввести 
искусственно, например, следую щ им  о б р азо м  [67, 68]:

F( v ,  a)  — a F( v )  —  (а  — 1 ) F ( v 0),  (1-49)

где а е [ 0 ,  1 ) — параметр,  v 0 — некоторое начальное  п р и бл и ­
жение. Ясно, что при а = 0  (1.49) преобразуется  к виду (1.47), 
а при а =  1 — к исходной системе (1.1).

В р еал ь н ы х  технических системах, к; к правило, известен 
ном и нальны й реж им  работы  и все исследования  статического 
р е ж и м а  прои зводятся  при изменении вектора  входов и от 
ном инального  р е ж и м а  ы„ до порогового и*. П оэтом у  в к а ч е ­
стве системы с известным реш ением  м ож н о взять  исходную 
при ном инальном  р еж и м е  работы , а затем  менять вектор 
входов небольш ими скачкам и  до и*, вы чи сляя  после каж дого  
скач к а  некоторое промежуточное реш ение (1.1) и приним ая  
его за  исходную точку д ля  итераций при следую щ ем уровне 
вектора  входов.

1.3. Особенности численного решения систем 
линейных алгебраических уравнений

В з а д а ч а х  а н а л и за  статики линейных М М С , а т а к ж е  при 
реш ении систем нелинейных ал геб раи ч ески х  уравнений т р е ­
буется реш ить  систему линейны х алгебраи чески х  уравнений 
вида

А х = Ь ,  (1.50)

где A ^ R n x n — кв а д р а тн а я  н ев ы р о ж ден н ая  м атрица, x ^ R n — 
вектор неизвестных, b ^ R n — за д ан н ы й  вектор.

Обычно д л я  реш ения С Л А У  (1.50) доступны сп ец и аль ­
ные библиотеки  подпрограмм [63, 71]. П оэтому, как  правило, 
нет необходимости в р азр аб о тк е  собственной программы. 
В а ж н е е  знать , какую  из имею щ ихся п рограм м  использовать  
д л я  конкретного вида СЛАУ, к ак о вы  вы числительны е з а ­
тр аты  и во зм о ж н ы е  проблемы их использования . К роме этого,
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необходимо иметь базовые знания по структуре этих про­

грамм, чтобы представлять, какие из технических приемов 
могут быть полезны в других задачах анализа.

Методы численного решения СЛ А У  делятся на две группы: 

прямые и итерационные. В прямых методах решение нахо­

дится за конечное число арифметических действий, в итера­
ционных— по рекуррентным соотношениям, сходящимся к ре ­

щению. Ввиду того, что итерационные методы применяются, 

как правило, для симметричных матриц и матриц специаль­

ной структуры, ниже будут рассмотрены только прямые ме 
тоды.

Прямые методы основаны на сведении матрицы СЛАУ 
(1.50) к матрице простой структуры (треугольной, диаго­

нальной и др.), удобной для решения (1.50), и обычно осно­

ваны на разложении А вида

А = М Г М 2- . . . -Mi, (1.51)

где M i^ R nxn, t = l ,  2 , . . . ,  I —  невырожденные матрицы. При 

разложении, как правило, выясняется вопрос и о разреш и­

мости СЛАУ. Если система разрешима, то решение х может 

быть получено в такой последовательности: M ib i =  b, М 2Ьг — 

=  b \ .......  M ib i  — b i - j, что соответствует выражению

х =  м г 1 ■ МТ-1 • • • • ■ М з1 ■ МГ1 ь. (1.52)

Таким образом , решение СЛ А У  проводится в два этапа. 

Сначала выполняется разложение матрицы А (например, 

как в (1.51)), затем для этого разложения находится реше­

ние (1.50). Поэтому большинство надежных вычислительных 
алгоритмов решения СЛ А У  состоят из двух отдельных про­

грамм, реализующих разложение и нахождение решения для 
разложенной матрицы. Такая организация вычислительной 

схемы позволяет существенно сэкономить затраты машин­

ного времени в задачах, когда требуется многократно решать 

СЛ А У  (1.50) с одной и той же матрицей А и различными 
векторами правых частей. При этом разложение матрицы А 

проводится один раз, а затем многократно вычисляется ре­

шение для различных векторов Ь. Экономия достигается за 

счет того, что арифметические затраты первого этапа, как 
правило, на порядок больше, чем второго.

В табл. II. 1 приведена арифметическая трудоемкость 
(главные члены) наиболее применяемых алгоритмов разло­

жения матрицы Л, а в табл. II. 2 —  арифметические затраты
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Т а б л и ц а  I I .1

Метод
Асимптотическое 
число операций

Количество вычисле­
ний квадратных 

корней

Гаусса
1

3
п’ —

Холецкого
(только для симметри­
ческих матриц)

I

~
п3 п

Хаусхолдера
2

3
п3 п

Гивенса
4

3
п3 п2

Г ивенса-Джентельмена
2

3
пi —

Т а б л и ц а  II. 2

Тип матрицы
Асимптотическое число 

операций

Ортогональная 2п2

Диагональная п

Блочно-диагональная с размерами 

блоков 1X1 или 2X 2

7
—  п 
2

Верхняя или нижняя треугольная п2

для получения решения СЛ А У  в зависимости от типа мат­

рицы M i в разложении (1.51). Под арифметическими опера­

циями понимается операция «умножить» или «разделить» 
или «сложить», п — размерность СЛ А У  (1.50).

Как видно из табл. II. 1, наиболее эффективным является 

метод Гаусса, требующий примерно вдвое меньше арифмети­
ческих операций, чем в методах Хаусхолдера и Гивенса- 

Джентельмена, и в четыре раза меньше, чем в обычном ме­
тоде Гивенса. При решении СЛ А У  с симметричными матри­

цами лучше применять метод Холецкого. Однако для метода 
Гаусса характерна неустойчивость, связанная с ростом про­

межуточных элементов матриц M t. Этого недостатка ли­

шены методы Хаусхолдера и Гивенса, которые являются бо-
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лее устойчивыми. Н а практике при использовании метода 

Гаусса сильный рост элементов наблюдается крайне редко и 
обычно легко контролируется [72]. Вычислительная работа 

в методах Хаусхолдера и Гивенса-Джентельмена примерно - 
одинакова и нет причин для предпочтения второго метода 

первому.
Подробнее методы решения СЛ АУ  рассмотрены в [63, 69, 

72— 76].

2. АНАЛИЗ ДИНАМИКИ 

МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ СИСТЕМЫ

Основной целью анализа динамики М М С (точнее, р а с ­

чета ее во временной области) является определение выхода 
у (t) и состояния x(t) М М С  по заданному вектору входных 

воздействий u (t) . При этом предполагается известным вре­

менной интервал исследования М М С /е [ /0, Т\ и вектор на­

чальных значений состояния л:(^о), который может быть по­
лучен экспериментально из физических соображений или 

в результате статического анализа. Таким образом , анализ 
динамики М М С сводится к нахождению решения системы 

алгебро-дифференциальных (II. 3), (II. 4) или дифферен­

циальных (II. 1), ( I I . 2) уравнений. Методы их решения мо­
гут быть разделены на две группы: аналитические и чис­

ленные.

2. 1. Аналитические методы

2.1.1. Метод возмущений

Пример 1. Рассмотрим динамику популяции двух видов, 

взаимодействующих между собой по типу хищник-жертва 

[67]. Построим математическую модель системы, предпола­

гая, что жертва может найти достаточно пищи для пропита­

ния, но при каждой встрече с хищником последний убивает 

жертву.
Обозначим соответственно через x ( t ) и y (t) количество 

жертв и хищников в момент времени i. Предположим, что 

норма рождаемости жертв хь и норма естественной смертно­
сти ха являются константами и хь>хд. Следовательно, в от­

сутствие хищников популяция жертв будет расти со ско­
ростью (Xd —  xa)x (t). Будем считать, что число случаев, 

когда хищник убивает жертву, зависит от вероятности их
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встречи и пропорционально произведению x ( i ) ‘ t/(t). Таким 

образом , популяция жертв может быть описана дифферен­
циальным уравнением

i ( f ) = a * ( f )  + $ x (t)y (t) ,  (2. 1)

где a = x b —  *d> 0, а р < 0.

Чтобы вывести уравнение, описывающее популяцию хищ­
ников, предположим, что при отсутствии жертв число хищни­
ков по естественным причинам убывает пропорционально у ( t ) . 

В то же время в результате встреч с жертвами число хищ­

ников увеличивается, что ведет к уравнению

y { t )= y y ( t )+ 6 x ( t )y ( t ) ,  (2 .2 )

где V< 0  и 6> 0.
Таким образом , мы получили М М С  (2.1), (2.2) типа хищ­

ник-жертва. Эти уравнения впервые получены в 1925 г. и 

известны как уравнения Лотки-Вольтерра. Для полной поста­

новки задачи анализа динамики М М С  необходимо задать 
рассматриваемый промежуток t ^ [ t0, Т] и количество жертв 

x (t0) = x 0 и хищников у 0 о )— уо в начальный момент вре­
мени t0. Поскольку аналитическое представление нетривиаль­

ных решений задачи (2.1), (2.2 ) затруднительно, попытаемся 
использовать приближенный метод, основанный на теории 

возмущений.

П ри этом подходе исходная непрерывная задача заменя­
ется близкой к ней, но более простой непрерывной задачей, 

решение которой может быть найдено аналитически.

Первый шаг состоит в определении стационарных точек 

(*s, ys), называемых также точками равновесия. В данном 

случае стационарные состояния определяются формулами

x = x s =  — y!6, y = y s =  — a!p, (2.3)

так как

X ](,if ys) =  X* ( « +  .Ру*) =  °. у1(л-5,у5) =  У Л т +  8 ^ )= = 0 -  (2-4)

Разлагая правые части в ряд Тейлора в окрестности 

точки (xs, ys), получим

x (a + $ y )= $ x s (y  —  ys)+  •;

r/(vH-S^) —  --- (2.5)
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Следовательно, в окрестности этой точки можем аппрокт 

симировать исходные уравнения линейными:

x = $ x s(y —  ys), y = 6 y s(x —  xs). (2 .6 )

Можно показать, что их решения удовлетворяют соотно­
шению

(У -  V,)*
С,

где С  — некоторая постоянная, определяемая 
условиями.

(2.7)

начальными

Рис. II. 5

Данное соотношение является уравнением эллипса с 
центром в точке (xs, ys), причем различные начальные ус­

ловия х0, уо задают различные эллипсы. Н а рис. II . 5 пока­
зано семейство подобных эллипсов с центром в точке (xs, ys), 
причем стрелками указываются направления, соответствую­
щие возрастанию времени.

Такой анализ на основе теории возмущений может дать 
полезную информацию о поведении М М С (2.1), (2.2) в ок ­

рестности стационарной точки. Поскольку линеаризованные 
уравнения (2.6) аппроксимируют исходные (2.1), (2.2 ), 

можно ожидать, что (2.1), (2.2 ) будут близки к эллипсам. 

Это подтверждают результаты вычислительных эксперимен­

тов, полученные с помощью численных методов.

2.1.2. Метод асимптотических разложений

Пример 2. Рассмотрим задачу нахождения решения М М С, 

описываемой дифференциальным уравнением [78]
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x { t)  +  x{t)?= a - ^Q -  ' ( 28 )

для больших t ( ^ > 1).
Считая известной правую часть (2.8), воспользуемся из­

вестной из курса дифференциальных уравнений формулой 
Коши:

х  (t) =  A cos (t — а) +  a  j  sin (t — т) йт. (2.9)

Известно, что интеграл в (2.9) сходится при t-*~ оо и, сле­
довательно, можно принять в (2.9) t= o o .

Аналогично подразд. 1.2 будем искать приближенное ре ­

шение (2.9) в виде (1.11). В качестве начального прибли­
жения примем

x(/)=^cos (t — a)+ei(0. (2-Ю)

Подставляя (2.10) в (2.9), найдем 

t

gj (t) =  аА  j sin (/ — т) cos (t — а) +  О  j  =  

aA
--  2t s I n ( / - a )  +  0 ( f  j .  (2 . 11)

Получаем второе приближение:

x  (t) =  A cos (t —  a ) ---sin (t — a) +  О  +  e2 (/)• (2.12)

Подставляя (2.12) в (2.9), находим

t t 

ег (0  —Js in  (t — 2-c -f a ) - ^ ---sin (t -  x)sln (t — a) X
oo oo

x _ 7 T + 0 ( ' i ' )  =  ' i F ' c o s ( / _ a ) “ ' ж - С08(< “ а ) +  ° ( т )  •

(2.13)

Первый интеграл в (2.13) преобразуется интегрированием 

по частям, второй — по формуле тригонометрии, остающиеся

интегралы входят в величину о (- р- ) Таким образом , имеем

третье приближение:
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x {t) =  A cos (t —  a)-- sin {t — a) +

+ - Ъ Г  ( ! “  - f )  cos V - a ) +  ° ( i r ) -  (2-14)

Приближение можно уточнять неограниченно. Заметим, 

что в ( 1.12)

Хотя решение некоторых задач анализа динамики может 
быть найдено аналитически, в большинстве практических 

случаев такой путь оказывается невозможным. Поэтому о с ­

новным средством исследования являются численные методы.

В зависимости от числа независимых переменных и, сле­
довательно, типа входящих в них производных дифферен­

циальные уравнения, описывающие М М С, делятся на две су­
щественно различные категории: обыкновенные, содержащие 

одну независимую переменную, и уравнения в частных про­

изводных, содержащие несколько независимых переменных. 
Здесь рассматриваются методы решения обыкновенных диф­

ференциальных уравнений.
Чтобы решить обыкновенное дифференциальное уравне­

ние, необходимо знать значения зависимой переменной и (или) 

ее производных при некоторых значениях независимой пере­
менной. Если эти дополнительные условия задаются при од­
ном значении независимой переменной, то такая задача на­

зывается задачей с начальными условиями или задачей 

Коши. Если же условия задаются при двух и более значе­

ниях независимой переменной, то задача называется крае­
вой. В задаче Коши дополнительные условия называются 
начальными, а в краевой —  граничными.

Несмотря на внешнее сходство этих задач, для их реше­

ния применяются существенно различные методы и вычисли­

тельные алгоритмы. Ниже будет рассматриваться только

2.2. Численные методы



задача Коши, которую можно сформулировать следующим 
образом . Пусть дано дифференциальное уравнение *:

x = f ( x ,  t) (2.16)

с начальным условием x (t0) — x0 на интервале Тре­

буется найти функцию x (t), удовлетворяющую как уравне­

нию (2.16), так и начальному условию. Обычно численное 

решение этой задачи получают, вычисляя сначала значение 

производной при фиксированном значении /*, а затем з а ­

давая малое приращение h по независимой переменной t и 

переходя к новой точке /*+1 =  4  + Л.

Положение новой точки определяется по наклону кривой, 

вычисленной с помощью дифференциального уравнения. Т а­

ким образом , график численного решения выглядит как по­

следовательность коротких кривых, которыми аппроксими­

руется истинная кривая, а решение представляет собой таб­

лицу с шагом h  (который в общем случае может быть непо­

стоянным) для
При этом численный метод определяет порядок действий 

при переходе от текущей точки th к следующей tk+\.

Подавляющее большинство используемых в настоящее 
время методов численного интегрирования могут быть з а ­

даны формулой [67]**:

т
— 2  ЩХк+wi + 

i=l

+ Лф (f; th+1, tk, ■ ■ ■ , tk+i—m, Xk+i, Xk, ■ ■ . , Xh+i-m )• (2.17)

Если для нахождения следующей точки avh требуется ин­

формация лишь об одном предыдущем шаге ( т = 1), то ме­
тод называется одношатовым. Примером являются методы 

семейства Рунге — Кутта. В  случае, когда для отыскания сле­

дующей точки требуется информация более чем об одной из 

предыдущих точек, 'метод называется многошаговым. К мно­
гошаговым относятся методы Милна, Хемминга, Адамса и др.

Если функция ф ( - )  в (2.17) не зависит от текущего зна­
чения независимой переменной tk+i (соответственно не с о ­

держит Xh+\), то метод называется явным, в противном слу­

* Практически все рассматриваемые зд е с ь  методы распространяются 
на системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Поэтому для 
простоты везде (если не будет оговорено специально) будет рассматри­

ваться задача Коши с одним дифференциальным уравнением.
** Ниже для компактности x(tk) будет обозначаться через хк.
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чае — неявным и для нахождения решения в точке /*+1 тре­
буется решать систему нелинейных уравнений относитель­

но хк+\.
Особую группу представляют линейные многошаговые 

методы, которые получаются из (2.17), если в качестве функ­

ции ф( •) взять

т

ф ( - ) =  2  P^fc+i-;, xk+x-i). (2.18)

Они образуют большой класс методов, называемых мето­

дами прогноза и коррекции.

Прежде чем перейти к рассмотрению конкретных методов 
численного интегрирования, остановимся на источниках по­

грешностей [79].

1. Может оказаться, что начальное условие х(^о) в (2.17) 

известно неточно и определяется в результате эксперимента, 
например, с помощью измерений или в результате решения 

какой-либо другой задачи. В этом случае вместо точного на­

чального условия x (tG) приходится использовать его прибли­

женное значение Л'о, а вместо задачи Коши (2.16) решать 

задачу

x = f ( t ,  х), x (tQ) = x о (2.19)

с измененными начальными условиями

х0 — х0= Я 0ф О . (2.20)

Решение задачи (2.19) зависит от х0 и не совпадает с ис­
комым решением x{t) (2.16). Разность

U =  x{tk) -~x{th) (2.21)

называется неустранимой погрешностью решения x (t).
2. Погрешность округления обусловлена ограничениями 

на представление чисел в ЭВ М  и, как следствие, погреш­

ностью вычислений правой части (2.16) и по формуле (2.17).

Фактически найденные значения xk+i удовлетворяют не (2.17), 
а условию

т ^

2 а г*Л+1-г + 
i—I
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t h + l , • • • . t h + l— m, % k + \ , • • • , **+1—m ) —

— *ft+i='6fc+i- (2.22)

Невязка бь называется погрешностью округления на k-м шаге.
3. Погрешность метода (или погрешность усечения) свя­

зана с тем, что при аппроксимации функции в правой части

(2.16) вместо бесконечных рядов часто используются лишь 

несколько первых членов. Эта погрешность целиком обуслов­

лена применяемым методом (2.17) и не зависит от характе­

ристик ЭВМ . Она может быть определена как разность 
между истинным значением решения x (tk ) задачи (2.19) и 

его приближенным значением xh> полученным по ф о р ­

муле (2.17):

E k = x (tk) — xk. (2.23)

Разность между точным решением x(th) задачи (2.16) и 

приближенным фактически найденным решением хк

R h =  x ( tk )— xk (2.24)

называется полной погрешностью приближенного решения, 
величина

г\к — хк —  хк (2.25)

— вычислительной погрешностью.
Из соотношений (2.21), (2.23), (2.24) и (2.25) следует,

что

Rk=%,k + ZkJrr\k, (2.26)

т. е. полная погрешность приближенного решения равна 
сумме неустранимой погрешности, погрешности метода и вы­

числительной погрешности.

Указанные источники погрешностей являются причиной 
наблюдаемых ошибок двух типов:

1) локальной ошибки —  суммы погрешностей, вносимых в 

вычислительный процесс на каждом шаге;
2 ) глобальной ошибки —  разности между вычисленным 

и точным решением на каждом этапе реализации числен­

ного алгоритма, определяющей суммарную погрешность, на­

копившуюся с момента начала вычислений.
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Пусть требуется найти решение задачи (2.16) на отрезке 

[*о, Т]. Возьмем разбиение отрезка точками t0c t , < t 2<c . ■ ■ 
. . .  < rtN — T. Этот набор точек называется сеткой, а точки 

tk, k — 0, 1, . . . ,  yV — узлами сетки. Рассмотрим методы вида
(2.17), которые последовательно дают приближения хи+\ 

к значениям точного решения x(tk+i) в каждом узле сетки 

4 +i на основе известного приближения Xk к решению в пре­
дыдущем узле tk. В общем виде их можно записать так:

^л+1== ф(/) tkr\-1, tk, Xk+i, Xk). (2.27)

Простейшим одношаговым методом является метод Эй­

лера. Он основан на разложении решения x(t) в окрестности 

точки tk в ряд Тейлора. Если предположить, что правая часть 

f(t, х) дифференциального уравнения (2.16) имеет непре­

рывные частные производные до порядка s, то искомое ре­

шение x(t) имеет непрерывные производные до ( s + 1)-го по­
рядка включительно. При этом точное решение в узле tu+\ 

имеет вид

, J. ' I h 'S " I I hS S I * 'S+1 v+1
H— 21 * *  +  • • • +  - £ Г  X k  +  [s +  1)! X

_ (2 28)

где .x*(i! =  .«(li( ^ ) ,  h = x k+\ —  Xk, x k d c x h + i .  В предположе­
нии, что h мало, можно пренебречь в (2.28) членами, содер­
жащими h во второй или более высоких степенях. Тогда яв­

ный метод Эйлера может быть определен следующим" об ­
разом:

Xk+\=== Xk + hxk' =  Xk + hf (tk, Xk),
(2.29)

x0 =  jfl, k =  0, 1, . . . ,  N.

Таким образом , можно получить приближенное значение 
зависимой переменной при малом смещении h от текущей 

точки. Ошибка метода имеет порядок 0 (h 2), так как члены, 

содержащие И во второй и более высоких степенях, отбра­
сываются. - Геометрический смысл метода Эйлера заключа­

ется в аппроксимации решения на отрезке [/&, 4-и] касатель­

ной, проведенной к графику в точке tk (рис. II. 6 ).
C re iyer отметить, что разложение x(t) в ряд Тейлора 

аналогично (2.28) можно выполнить и в окрестности точки 

x(tk+1): ........ .. ..

2.2.1 Одношаговые методы решения задачи Коши

да



x  (^*+1 A) =  л:л+1 —  hxn+ 1 -]--------xk+i -f -  . . .  4 -

+  ( - 1 ) ^ 4 + ,  + ( -  1)*+|-.- У +;.- ^ Ч 6 ) ,  (2 .30)

где х р +1 =xW (tk+ i), h = t k+l —  th, x (tk+i — h ) < l < x k+h М е­

тоды, полученные по этой формуле, образуют семейство не­
явных одношаговых методов. Простейшим из них является 
неявный метод Эйлера, получаемый из (2.30) при пренебре­

жении членами, содержащими h во второй и более высоких 
степенях:

Xk+i^Xk + hx'h+\ =  Xk + hf(tk+\, *fc+i),

(2.3!)

*o = * ° , k =  0, 1 , . . . ,  N.

Рис. 1. 6

Метод имеет ошибку порядка 0 ( h 2). В общем случае для 

получения решения хк+\ в узле tk+1 следует решать систему 
нелинейных алгебраических уравнений (2.31) относительно 

*ft+i итерационным методом (см. подразд. 1.2).
Если удержать в разложении (2.28) или (2.30) s первых 

членов, то можно получить одношаговый метод s-ro порядка 
с ошибкой, имеющей порядок 0 ( h s+1). Однако с увеличе­

нием порядка s вычисление производных в (2.28) и (2.30) 

становится более громоздким, что требует большего количе­
ства вычислений правых частей f(t, x (t ) )  в (2.16) и явля­

ется существенным недостатком метода.
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Немецкий математик X IX  в. Рунге предложил следую­

щую идею, основанную на вычислении приближенного реше­

ния хи+1 в узле tk + h в виде линейной комбинации с посто­
янными коэффициентами [80]:

xh+\ =  xh + h 2  biki, (2.32)
i=i

где
Л

k i= f ( t k  + Cih, xh + h 2  ankj), (2.33)
/„i

1

Числа a,•/, bit d  выбираются так, чтобы разложение выраже­
ния (2.32) по степеням h совпадало с разложением (2.28) или 

(2.30) до максимально возможной степени при произвольной 

правой части f(t, х) и произвольном шаге h.

Это эквивалентно следующему. Если ввести вспомога­

тельную функцию

g ( h ) = x ( t k + h) — x(tk) — /г2  bik i(h), (2.34)
i=i

то ее разложение по степеням h должно начинаться с макси­
мально возможной степени:

^ (^ )  =  77Т Т )Г ф(5+,)(0) +  0 ( ^ +1)- (235)

Если можно определить эти постоянные так, чтобы разлож е­
ние g (h ) имело вид (2.28) или (2.30), то говорят, что ф ор ­

мулы (2.32), (2.33) с выбранными коэффициентами имеют 
порядок точности s.

Величина ф (h) называется погрешностью метода на шаге 

или локальной погрешностью метода, а первое слагаемое в 
(2.35) — главным членом локальной погрешности метода.

Формулы (2.32), (2.33) образуют семейство методов 

Рунге — Кутта порядка s и для их реализации требуется s вы­
числений функций f(t, x ( t ) ) ,  представляющих производные 

решения. Если ац =  0 при для всех i, то ki может быть 

вычислено явным образом  по значениям ku ■ ■ ■, ki-ь Поэтому 
такие формулы называются явными. Если ац —  0 при / > /  и 

ац Ф О , то каждое ki неявно определяется уравнением

/-1
k i= f ( t k + Cih, Xk + h ^  anki + haak i). (2.36)

J-1
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В этом случае необходимо каким-либо способом вычислить 

приближенное значение например, с помощью итераций 

по методу Ньютона. Такие методы Рунге —  Кутта называются 

диагонально-неявными [80]. Тем самым выполнение одного 

шага диагонально-неявным методом для систем дифферен­
циальных уравнений порядка я включает решение s систем 

нелинейных алгебраических уравнений размерности п. Если 

метод не является явным или диагонально неявным, его на­

зывают неявным. В этом случае все kit i — \, 2 , . . . ,  s нахо­

дятся одновременно в результате итерационного решения 

нелинейной системы алгебраических уравнений порядка п Х s.

В общем случае доказано [79, 80], что если s =  1, 2,3, 4, то 
всегда можно выбрать коэффициенты а,-/, Ь,-,С; в (2.32), (2.33), 

чтобы получить метод Рунге — Кутта порядка точности s. При 

s =  5 невозможно построить метод типа Рунге — Кутта пятого 
порядка точности, необходимо брать в комбинации (2.32) 

более пяти членов.

Примером явного метода Рунге —  Кутта второго порядка 

(s =  2) является метод Хойна [80], который в случае, если 

правая часть (2.16) не зависит от t, переходит в квадратур­

ную формулу трапеций. При s =  2, ац =  0, a i2 =  0, а2i =  l, 

«22= 0, &i =  62= 0 ,5 , Ci =  0, с2 =  1 метод определяется ф ор ­

мулами

x k+l =  х к +  ~2 Ь

ki =  f(tk, Xk),  k2= f ( t k  + h, Xb + k\)

и имеет погрешность порядка 0 ( h 3).

Метод Хойна имеет простую геометрическую интерпрета­

цию (рис. II. 7). Через точку А проводится прямая с угло­
вым коэффициентом, равным среднему арифметическому уг­

ловых коэффициентов касательных А В  и ВС , которые стро­

ятся в методе Эйлера и в качестве решения берется ордината 

точки D  пересечения этой прямой с прямой t=tk-
В практических расчетах обычно используются методы 

Рунге —  Кутта порядка s =  4, для которых ошибка на шаге 
имеет порядок О  (А5).

Следует отметить, что метод Эйлера по сути сам явля­

ется методом Рунге — Кутта первого порядка. Однако по 

сравнению с ним методы Рунге — Кутта при s > l  имеют в аж ­
ное преимущество, так как обеспечивают более высокую 

точность, что позволяет увеличивать шаг интегрирования. 
Чтобы повысить эффективность вычислительного процесса,
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величину шага следует выбрать из соображений максималь­

но допустимой ошибки на шаге. Такой выбор часто осуще­
ствляется автоматически и включается как составная часть 

в алгоритм, построенный по методу Рунге —  Кутта. Среди 

методов типа Рунге— Кутта с автоматическим выбором 
шага и контролем погрешности обычно применяются методы 

Рунге — Кутта —  Фельберга [77, 79], Рунге —  Кутта —  Мер- 

сона [79] и другие. О собое семейство методов типа Рунге — 

Кутта, основанное на введении в уравнения (2.32), (2.33) 
матрицы Якоби системы (2.16), образуют методы Рунге —

Рис. II. 7

Кутта — Розенброка [79], позволяющие более эффективно 

решать задачи определенного класса.
Таким образом , всем одношаговым методам присуши оп­

ределенные общие черты [70]:

1. Чтобы получить информацию в новом узле, надо иметь 

данные лишь в одном предыдущем. Это свойство называется 
«самостартованием» метода.

2. В основе всех одношаговых методов лежит разложение 
функции правой части (2.16) в ряд Тейлора, в котором со ­

храняются члены, содержащие h в степени до порядка s 

включительно. Погрешность на шаге имеет порядок s + 1.

3. Все одношаговые методы не требуют действительного 
вычисления производных — вычисляется лишь сама функ­

ция, значения которой могут потребоваться в нескольких 

промежуточных точках. Это влечет за собой дополнитель­

ные затраты времени.
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4. Относительная простота оценки погрешности и свой­

ство самостартования позволяют легко изменять шаг ин­
тегрирования.

2.2.2. Многошаговые методы решения задачи Коши

В данном пункте рассматриваются численные методы ре ­

шения задачи Коши (2.16), которые задаются формулой

(2.17). При этом значение решения xh в точке tk определя­

ется через значение решения в m точках, предшествующих tk. 

Такой метод называется m -шаговым. Из этого класса выде­

ляются линейные многошаговые методы вида

m m
'2i aiXk+i =  h^\$if{xk+i, tk+i), (2.37)
г=о г=о

сцфО

применяемые на сетке с постоянным шагом tk —  tQ+ hk, k =  
=  0, 1 , . . . ,  N. Разность между наибольшим и наименьшим 

значениями индекса неизвестной функции хъ. из (2.37) равна 

т . Поэтому уравнение (2.37) является разностным уравне­

нием т -го порядка, общее решение которого зависит от т  

параметров. Чтобы выделить единственное решение этого 
уравнения, необходимо задать т  дополнительных условий на 

функцию Х)>, которыми являются значения функции xk при 
£ =  0, 1 , . . . ,  т  —  1 и предполагаются известными. Таким об ­

разом , численные методы данного класса состоят в решении 

разностной задачи Коши для разностного уравнения (2.37). 

Если искомое решение хи+т входит в правую часть уравне­
ния (2.37) (рт =/=0), то метод называется неявным. В против­

ном случае (|3т =  0) уравнение (2.37) может быть явно р а з ­

решено относительно хн+т. В этом случае (2.37) определяет 
явный метод. Методы, задаваемые (2.37), часто называются 

конечно-разностными схемами [30, 79].
Коэффициенты а,-, Р; выбираются таким образом , чтобы 

разностное уравнение (2.37) аппроксимировало дифферен­

циальное уравнение (2.16) с достаточно гладкой правой 
частью с некоторым порядком s. Это означает, что невязка р, 
которая получается после подстановки точного решения x (i) 

дифференциального уравнения (2.16) в разностное уравне­
ние (2.37), является величиной 0 ( / is+I). Число s называется 

порядком аппроксимации или степенью разностного уравне­

ния (2.37) (невязка р — погрешностью аппроксимации диф-
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фёренциального уравнения (2.16) разностным уравнением
(2.37). Общим приемом для расчета коэффициентов в (2.37) 

является метод неопределенных коэффициентов [30]. В з а ­

висимости от выбора интерполяционного многочлена, кото­

рый в узлах th, k = m  — s, т  —  s + l , . . . , m  принимает значе­

ния f(th, x (tk )), получаются различные многошаговые ме­
тоды.

В практических расчетах обычно применяются сразу  две 
формулы вида (2.36: явная, по которой осуществляется 

прогноз Xh+m в точке tk+m, и неявная, по которой проводится 
уточнение прогнозированного значения. Эти две формулы 

называются соответственно формулами прогноза и коррек­

ции. Схемы алгоритмов для таких методов примерно одина­
ковы, а сами они различаются лишь формулами. Прежде 

чем применять метод прогноза и коррекции, вычисляются 

начальные значения для (2.37) с помощью какого-либо од­

ношагового метода. Далее по прогнозированному значению

Xk+m находят ПО (2.16) производную Xh+m =  f ( t h+m, Xk+m), 
которая затем подставляется в формулу коррекции для уточ­

нения значения xh+m. В свою очередь Хк+т используется для 

получения более точного значения производной Хк+т. Если 

это значение производной недостаточно близко к предыду­
щему, то оно вводится в формулу коррекции и итерационный 

процесс продолжается.
В качестве примеров рассмотрим часто используемые 

методы прогноза и коррекции. В методе Милна на этапе про­

гноза используется формула [70]

X/t+i =  ■*-*-3 Н з~ А (2_/ х к) f  ^n-i) Н" 2/  (^- i,

(2.38)

а на этапе коррекции — формула Симпсона:

■**+1 =-**-1 +  4 ^(/(**+!, *a+i) +  4/(**> ■**)+/(**-1-
(2.39)

Этот метод относится к методам четвертого порядка точно­
сти. Остаточный член формулы (2.38) имеет порядок

^  (-Щ- /г5^ 51)  , а формулы (2.39) О  (-г^-№ • Следова­

тельно, формула коррекции (2.39) обеспечивает в 28 раз 

меньшую ошибку усечения, чем (2.38), и 'является более
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точной. В практических расчетах метод Милна используется 
реже, чем другие, так как ему присуща неустойчивость 
(см. п. 2.3). Это означает, что сумарная погрешность мо­

жет расти экспоненциально, особенно при интегрировании 

на больших интервалах [/о. Т]. Такое утверждение справед­
ливо для всех формул коррекции, основанных на правиле 

Симпсона.
Метод Адамса —  Баш форта также имеет четвертый порядок 

точности [79]. Используемая в нем формула прогноза полу­

чена интегрированием обратной интерполяционной формулы 

Ньютона и имеет вид

*A+i =  * * + * 3 p M 5 5 / ( / * ,  * * ) — 59 /(/*_„  **_,) +

+  37 /(/*_г, х к_2) — 9 /  (*Л_3, * й_,)). (2.40)

Н а этапе коррекции используется формула

■£fc+l — Xk Н 24” ^ (̂ Л+1> Xk)

- 5 / (**_!, * *- i)+ /(* *- a, x k_2)). (2.41)

Расчеты по этому методу аналогичны методу Милна, од ­

нако формула (2.41) является устойчивой.
В методе Хэмминга [70, 79] используются формулы прог­

ноза:

-**+1 =  **_з +  4 " А(- Л ** ’ 1, **_,) +  2 / (/*_2.

(2.42)

и коррекции:

Х к+\ =  4- (9** ~  + ЗЛ (Д**+1> +

+ 2/</*, * * ) - / ( * * . „  **_,))). (2-43)

Метод имеет четвертый порядок точности. Особенность его 

в том что он позволяет оценивать погрешности, вносимые на 

стадиях прогноза и коррекции, и устранять их. Благодаря 

простоте и устойчивости этот метод является наиболее р а с ­

пространенным среди применяемых в практических расчетах.

Отдельный класс методов вида (2.37) составляют ме­
тоды, основанные на формулах дифференцирования назад 

(Ф Д Н ) [62, 79, 81]. Общий вид этих формул:
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~ hbi x k-ii 44)
п ;=о

где h k= tk  — tk-1— величина й-го шага интегрирования, а» — 
коэффициенты, величина которых зависит от порядка т  

формулы (2.44) и значений т  предшествующих шагов инте­

грирования. Ф Д Н  могут быть построены, если производные 

f(tk, xk) аппроксимировать в точке х = х к с помощью одно­

сторонних формул численного дифференцирования [79]. 
К числу, методов, основанных на Ф Д Н , относятся метод 

Гира [79] и его модификации [79, 81], применяемые обычно 

для решения жестких задач (см. ниже п. 2.2.7). Следует от­
метить, что методы Ф Д Н  первого порядка ( т =  1) совпа­

дают с неявным методом Эйлера (2.31). Часто применяется 

Ф Д Н  второго порядка, называемая формулой Ш ихмана, ко­

торая при A* =  const имеет вид [81]

х к =  ~  (^~  х * +  -rj- j  . (2.45)

П о сравнению с одношаговыми конечно-разностные ме­

тоды имеют ряд особенностей [70]:
1. Для реализации многошаговых методов необходимо 

иметь информацию о нескольких предыдущих точках, т. е. 
они не относятся к самостартующим. Для начала вычисле­

ний приходится прибегать к какому-либо одношаговому ме­

тоду.
2. При применении многошаговых методов определенная 

трудность связана с изменением шага, так как формула
(2.37) справедлива при постоянном шаге интегрирования. 

При изменениях шага может потребоваться пересчет новых 
стартовых значений для (2.37).

3. Одношаговые и многошаговые методы обеспечивают 
примерно одинаковую точность результатов. Однако вторые 

в отличие от первых позволяют легко оценить погрешность 

на шаге. П о этой причине, пользуясь одношаговыми методами, 

величину шага обычно выбирают несколько меньшей, чем 
это необходимо. Поэтому многошаговые методы оказываются 

более эффективными.
4. Применяя метод Рунге —  Кутта четвертого порядка точ­

ности, на каждом шаге приходится вычислять четыре значе­

ния функции, в то время как для многошагового метода того

-т
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же порядка точности часто достаточно двух значений функ­
ции. Поэтому многошаговые методы, возможно, могут потре­

бовать вдвое меньше машинного времени, чем методы Рун- 

ге-Кутта сравнимой точности.

2.2.3. Методы решения систем 

дифференциальных уравнений, 
неразрешенных относительно производной

В случае, когда М М С задана в форме ( I I . 3), ( И . 4), си­
стема дифференциальных уравнений, подлежащая интегри­

рованию, имеет вид

f(x, х, 0 = 0,

(2.46)
л:(0) = * ° ,  x ^ R n.

Обычно система (2.46) после дискретизации независимой пе­
ременной t в каждой точке tk представляется в виде системы 

из п алгебраических уравнений:

/(л-,, л-,, /*) =  0, W (2.47)

которая доопределяется уравнениями алгебраизации

X k - g ( X k ) ,  (2.48)

задаваемыми выбранным численным методом. Система 

(2.47) —  (2.48) решается в каждой точке относительно хк 
с помощью итерационной процедуры. В качестве уравнений 

алгебраизации (2.48) часто применяются Ф Д Н  (2.44). Н а ­
пример, при использовании Ф Д Н  первого порядка, при ко­

торой xk= ~ { x k — Xk-1), система (2.47) — (2.48) преобразу­

ется к системе нелинейных алгебраических уравнений

/ (-* -(* * -* * -1). * * j *а) =  0, (2.49)

которая решается относительно Xk в каждом k-м узле сетки.

М ож но попытаться привести систему (2.46) к канониче­
ской форме Коши (2.16) и затем решать обычным способом. 

Однако при этом, пользуясь итерационными методами, необ­

ходимо на каждом шаге решать систему нелинейных ал­

гебраических уравнений вида (2.47) относительно производ­

ной Xk, что может оказаться слишком трудоемким.
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Наконец, если продифференцировать f(- ) в (2.46):

+ + t2-50)

можно получить дифференциальное уравнение второго по­

рядка:

x = ( f ( t ,  х, х), (2.51)

которое приводится к форме Коши (2.16) введением допол­

нительных переменных. Обозначая в (2.51) гх =  х, г2— х, по­

лучаем систему

Zl =  *2,

г2=ц>(t, ги z2) (2.52)

размерности 2п. Однако для решения (2.51) имеются ме­

тоды [30, 65], позволяющие непосредственно получить реше­

ние. Например, можно воспользоваться формулами [65]:

= - +  А** + -у- [«?(**+!, * * « ,  лгА+1) +

(1 — x k, /*)], (2.53)

xh+l =  xk + h{Q(f>(tk+u xh+u xh+ly,+ (\ — 0)|ф(^, xk, xh)],

которые при a=- g-  и 0= - | “ обеспечивают погрешность пя­

того порядка.

2.2.4. Методы решения линейных систем 

дифференциальных уравнений

В случае, когда М М С имеет вид (II. 5), ( II. 6), можно 

построить систему разностных уравнений, решение которой 

удовлетворяет решению (11.5), (II.  6) с любым шагом дис­

кретности.
Для простоты рассмотрим получение численного реше­

ния М М С (II. 5),  (II.  6) при постоянном векторе входных 
воздействий u ( t ) = u *. Полагая в (II. 5) b —  В и *, имеем не­

однородную систему уравнений

x ( t )= A x ( t )+ b ,

x ( 0 ) = x o, x (t) (= R n, te=[0, Т],
(2.54)
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решение которой записывается в виде

x(t) =  ехр(Л /)х0+ /  ехр(Ах)йтЬ. (2.55)
о

Известно [82], что матричная экспонента ехр{/4/). (экспо­

ненциал) может быть определена как сумма равномерно 

сходящегося ряда:

ехр(И0 =  2 - ~ -  , Л о = / ,  (2.56)
i=i)

где I  —  единичная матрица. Степенное представление интег­

рала от экспоненциала имеет вид

/ оо

A1 ti+1
J e x p ( A , ) d x = 2 l 7 T T j r -  ( 2 < 5 7 )1=0

Применять формулы (2.56) —  (2.57) для достаточно боль­

ших t нецелесообразно, так как для достижения необходи­

мой точности решения потребуется учесть слишком большое 

число слагаемых, растущее с увеличением (.

В настоящее время существует достаточно много спосо­

бов вычисления экспоненциала и интеграла от него [82, 83]. 
Рассмотрим способ, основанный на дискретизации (2.54), 

предложенный в [83].
Пусть Н  — шаг, с которым требуется получить решение. 

Запишем (2.55) для t+ H :

t+H
x (t + H ) =  exp(AH + A t)x0+ /  exp (Ат) d-zb. (2.58)

о

Умножая (2.55) на exp (Л Я ) и вычитая из (2.66) , полу­

чим

н
x (t + H ) =  exp(A H )x (t) + /  ехр(Лт)е?т&. (2:59)

U

Введем дискретные значения t% =kH , k —  0, 1, 2 , . . .  О б оз­

начив x(tk+ ])=xk+\, x(th) —  xk, приходим к разностному 
уравнению вида

н
xk+\ =  ex\>(AH)xk+ /  exp (А х)d ib , 

о

Xt\t=0= x 0. (2.60)
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Использование (2.60) требует вычисления матрицы
н

ехр (АН) и вектора /  exp(Ar)drb , не зависящих от th, ко-
о

торое может быть проведено с использованием рекуррент­

ных формул. Пусть

А==-Я/2", (2.61)

где N — целое число. Вычислив ехр (Л Я ) по (2.57), можем 

найти eAN, применяя рекуррентные матричные соотношения

Ф<+1 =  ФА (2.62)

где
Ф» =  ехр(2 ‘ЛА)

(2.63)
i— 0, I, 2,

Очевидно, что флг=ехр(2лгЛА) =  ехр(Л Я ).

Таким образом , можно выбрать настолько малую величи­

ну начального шага Л, что обеспечивается сколь угодно вы­
сокая точность представления ехр(ЛА) разложением (2.57) 
с малым числом членов:

<р0 =  е х р М Л )  =  Я + Л А  +  . . .  (2.64)

а далее применять рекуррентное соотношение (2.62) для оп ­
ределения матрицы ехр (ЛЯ) .

Аналогично может быть получено выражение для второго 

слагаемого в (2.59):

фг+1 =  ф ,(/ +  ф;), (2.65)

2 lh
где Ф , =  /  ехр(Лт)с^т, г'=0, 1, . . . ,  N, а ср; определяется

(2.63).

Н а основе равенства

2 lh
ехр(2г'ЛА) = /  + Л Ф ,= /+ Л  J  ехр(Лт)й?т (2.66)

рекуррентное соотношение (2.65) преобразуется к виду

ф,+1 =  фг(2/+лф;). (2.67)

В этом случае матрица Ф , вычисляется независимо от ф,-. 
С целью минимизации числа арифметических операций при
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решении (2.54) можно построить рекуррентные соотношения 

для вектора

2'а
gi*= / ёхр(Лт)г?т6 =  Ф«6, (2.68)

° i - 0, 1. . . . . JV
вида

gi+l— (I+  q>i) gi- (2.69)

Последнее соотношение используется совместно с (2.62). При 
достаточно малом h аналогично (2.64) можно применять р а з ­

ложение (2.59) с малым числом членов.
Оценим эффективность применения рекуррентных соот­

ношений. Допустим, что для интегрирования (2.59) применя­

ется явный метод Рунге-Кутта четвертого порядка:

x (k h  +  h) =  ^ f  +  Ah +  4- +  -g-T") x tk h )  +

+  а ( /  + ^  + ^ -  +  ' ^ £ - ) *  =  (2.70)

tp0x(kh) + Ф ф = щ х ( Щ  + g0b.

Пусть L =  T/h — целое число. Тогда использование (2.70) 

потребует L умножений матрицы на вектор. С другой сто­

роны, разностное уравнение (2.60) с учетом рекуррентных 

соотношений (2.62), (2.69) имеет вид

x (kH  + H) = < fNx{kH) + g N, k =  0, 1 , 2 , . . . ,

#=2*71. (2.71)

При обеспечении той же точности, что и в (2.70) ( v = 4  

в (2.64)), последняя формула требует

T/H— 2~NT/h (2.72)

операций умножения матрицы на вектор, а также ДО(я+1) 

таких операций для формирования cpjv и g N согласно (2.62), 
(2.69). Число я есть размерность системы (2.54), а черточки 

над векторами и матрицами означают их приближенное вы­

числение.
В тех случаях, когда величина T/h оказывается большой, 

формула (2.71) дает значительное преимущество по сравне­

нию с (2.7Q).
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Следует также отметить, что шаг дискретности H = 2 Nh 

выбирается исходя из возможности наблюдения процесса, 
описанного системой (2.54), a h = H j2 N должен быть доста­

точно малым. Например, можно выбирать

Л « - р П Г ’ (2J3)
где 1И||— любая из матричных норм, и находить по извест­

ным H u h  значение N. Число слагаемых в разложениях 
(2.58), (2.59), как правило, не превышает у = 4 .

Источником погрешности в определении решения явля­

ются не только приближения в (2.56) и (2.57), но и ограни­

ченность разрядной сетки ЭВМ . Поэтому, как показывает 

опыт использования этого алгоритма, рекуррентные соотно­
шения (2.62), (2.65) и (2.71) значительно менее чувствитель­

ны к влиянию вычислительной погрешности, чем (2.67). Од­

нако при этом рекомендуется производить вычисления с двой­

ной точностью.

2.2.5. Устойчивость численного интегрирования

Для сравнительной оценки явных и неявных методов ин­

тегрирования необходимо установить факторы, ограничиваю­

щие увеличение шага А, и на этой основе сделать прогноз 
требуемого количества шагов для решения типовой задачи, 

в качестве которой обычно выбирается линейная однородная 
система дифференциальных уравнений с постоянной матри­

цей коэффициентов:

х = А х ;  * ( 0 ) = х ° ,
(2.74)

X ^ R n, А п я.

Обычно с ростом h увеличивается погрешность е решения з а ­

дачи. Характер роста погрешности может быть различным. 
В ряде случаев при достижении h некоторого критического 

значения А* наблюдается резкий рост погрешности. При 
А ^А *  значение решения x ( t) начинают меняться со все воз­

растающей амплитудой, и при вычислениях на Э В М  обычно 

быстро наступает переполнение разрядной сетки. Получае­
мые при этом значения никак не отражают правильного ре­

шения. Такое явление катастрофического роста погрешности 
называется неустойчивостью (потерей устойчивости) вычис­

лительного процесса. Если бы удалось ликвидировать при­
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чины возникновения неустойчивости, то появилась бы воз­

можность существенно увеличить шаг при обеспечении при­
емлемой точности. Поэтому в неустойчивых методах огра­

ничением величины шага h является именно Л* и шаг не 

удается увеличить из-за потери устойчивости.

Для примера определим А* для явного метода Эйлера

(2.29) на примере модельной задачи (2.74), который в дан­

ном случае имеет вид

Xk+l =  (I+ A h )x k, (2.75)

где I  —  я Х я  единичная матрица. Решение (2.75) через 

т  шагов может быть записано как

Xh+m= (I + A h )mXk, (2.76)

поэтому для устойчивости решения (2.75) (xh 0) необхо-
А-*сс

димо выполнение условия

lim  (I  + h A ) * = 0 . (2.77)

Воспользуемся известным в теории матриц преобразованием 

подобия и представим матрицу Ф = /  + ЛЛ в виде

Ф =  Г diag (ХФу) Т~\ (2.78)

где Т — неособая матрица преобразования, diag(kj> ) —  диа­

гональная матрица с собственными значениями Я,ф , / =  

== 1, 2 , . . . ,  п матрицы Ф  на диагонали. Так как

(2.79)

(2.80)

т. е. чтобы все собственные числа матрицы I  + hA по модулю 
были меньше единицы. В теории матриц доказывается соот­

ношение, что собственные значения Хв/ и Xcj коммутирующих 

матриц В  и С  связаны между собой таким же соотношением, 

как и сами матрицы В и С. Поэтому на основании (2.80)

| ht>j | —  | Х(/+Ад .̂| == 11 -f h Хф ;| <  1 (2.81)

Р Г  Ф* =  ( /- f  hA) — Т diag (X ^ l Т~\

то для выполнения (2.77) необходимо

|ХФ | < 1 ,  / = 1 , 2 , --- п,
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и, следовательно, для обеспечения устойчивости явного ме­

тода Эйлера с устойчивой матрицей А * в (2.74) необходимо 

выполнение условия:

2 | R e X , I

0 <  h <  ix— i • (2.82)
141

В частном случае, когда все собственные значения мат­
рицы А — вещественные числа, можно использовать понятие 

постоянной времени:

. (2.83)
1 А]

При этом условие устойчивости (2.82) приобретает вид

О <  А <  2тЛу., /  =  1, . . .  , п. (2.84)

Очевидно, что наиболее жесткое ограничение на h наклады­
вается минимальной постоянной времени тшш (максималь­

ным по модулю собственным значением Яшах):

0< /г<2тш т . (2.85)

Таким образом , для явного метода Эйлера в случае си­
стемы (2.74) с устойчивой матрицей А можно принять кри­

тическое значение шага h* —  2xmin. В случае нелинейных си­
стем вида (2.1) аналогичное условие накладывается на 

мгновенные значения собственных чисел матрицы Якоби: 
Г д/ (<й, х (t/i)) I  , __„ .
[ dx(tk) [-“ -и- 1>;:-

Исследование условий устойчивости для других явных 
методов дает сходную картину: /г* =  стшт, причем констан­

та с хотя и растет с увеличением порядка метода s, но несу­
щественно. Например, для метода Рунге-Кутта четвертого 

порядка ( s = 4 )  с= 2 ,7 8 .
Среди неявных методов интегрирования имеется ряд ус­

тойчивых методов, примером которых является неявный метод 

Эйлера. Применяя (2.31) к уравнению (2.74), получим

xk+i= ( I  + hA)-'xK. (2.86)

* Матрица А  называется устойчивой (гурвицевой), если веществен­

ные части ее собственных значений отрицательны, т. е. Re(A,Ay)<0, / =  

= 1, 2 п.
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Рассуж дая аналогично явному методу Эйлера, можно полу­
чить условия устойчивости:

1
I  -  А Х ,  

Aj

< 1 ,  (2.87)

которые очевидно выполнятся для устойчивой матрицы А 
при любых шагах h~>0.

Методы, в которых при решении модельных уравнений 

вида (2.74) с любым постоянным шагом h полная погреш­

ность стремится к нулю при k и (ReXy^ 0), принято 

называть абсолютно устойчивыми или A -устойчивыми. П ри ­

менение A -устойчивых методов избавляет численные методы 
интегрирования от ограничения на величину максимального 

шага интегрирования. Требование A -устойчивости налагает 

сильные ограничения на метод интегрирования. В частности, 

порядок линейных многошаговых формул (2.37) не может 

превышать двух и они обязательно должны быть неявными. 
Кроме того, эти формулы недостаточно точны (наименьшей 

погрешностью обладает неявная формула трапеций с погреш­

ностью О A3 x (3)'j и шаг интегрирования часто прихо­

дится сокращать, чтобы гарантировать приемлемую точ­

ность результата. Однако существуют A -устойчивые одно­

шаговые методы с порядком s> 2  [80].
В общем случае при исследовании условий устойчивости 

численного метода исследуют характер расположения к ор ­

ней характеристического многочлена

p ( z ) = ' £ a , z t ,  (2.88)
г=о

в котором коэффициенты а,- определяют свойства конкрет­
ного метода. Метод называется устойчивым, если все корни 
(2.88) расположены в единичном круге на комплексной 

плоскости с центром в начале координат, а на границе круга 

нет кратных корней. Если характеристический многочлен 
имеет один корень z\=\, а все остальные лежат внутри еди­

ничного круга, то метод называется сильно устойчивым. Если 

кроме корня Z\ =  1 имеются несколько простых корней на 
границе, то метод называется слабо устойчивым. Примене­
ние слабо устойчивых формул для интегрирования на боль­
ших промежутках связано с определенными трудностями 

[70, 79].
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2.2.6. Выбор шага интегрирования

Одним из важных вопросов является выбор подходящей 
величины шага интегрирования h. Если шаг слишком мал, 

то расчет потребует неоправданно большого машинного вре­
мени, если же, наоборот, шаг выбран слишком большим, то 

значительной будет погрешность усечения.
Обычно, выбирая величину шага, стремятся, чтобы ло­

кальная погрешность на шаге была меньше некоторой задан­

ной величины. В общем случае, если метод имеет порядок s, 

то ошибка усечения еь имеет порядок 0 ( h s+>). Поэтому за 

£

Ь Ь

Рис. 11.8~

счет уменьшения шага интегрирования можно сделать ошиб­
ку усечения сколь угодно малой. Однако чем меньше А, тем 

больше потребуется шагов и тем больше скажутся на полу­
ченном решении ошибки округления б*. Н а практике, когда 

при выполнении арифметических операций используется р а з ­
рядная сетка фиксированной длины, всегда существует гра­
ница шага А, меньше которой вклад ошибок округления на­

чинает доминировать в суммарной ошибке. Эта ситуация 

отражена на рис. II. 8, где А* определяет минимальный шаг, 
который можно использовать в практических расчетах. Эту 

величину шага очень трудно установить заранее, но в зада­
чах, где не требуется высокая точность, необходимый шаг 
обычно будет значительно больше, чем А,, и основной вклад 
в полную ошибку Rk будет вносить ошибка усечения.

В практических расчетах оценить совершаемую локаль­
ную ошибку при заданном шаге интегрирования можно р а з ­

личными способами. Наиболее простым является способ, ос-
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нованный на правиле Рунге [30, 70, 79], которое заключается 
в том, что по одной и той же формуле численного метода вы­

числяются два приближения к решению в одной точке, но с 
разными шагами, которые затем используются для получе­

ния апостериорной оценки погрешности. Так, например, если 
для вычисления значения искомой функции x(t) в точке 

используется шаг h, то разность между истинным значением 
x (tk) и вычисленным Xk равна:

x(th) — xk =  chs+\ (2.89)

где с —  некоторая константа, s — порядок метода. Если 

уменьшить шаг вдвое и вычислить Xk, то получим

* ( /* )- **  =  с (2.90)

Вычитая из (2.90) (2.89), можно найти оценку локальной по­
грешности:

ch'+' +  2Ŝ kI i k) ■ (2-91)

Недостатком такого подхода является то, что значение Xk в 
узле /л приходится вычислять дважды, поэтому объем вычис­

лений увеличивается более чем вдвое.
Другой способ оценки локальной погрешности также о с ­

нован на использовании двух приближенных значений реше­
ния в одной точке. Однако, в отличие от правила Рунге, при­
ближения вычисляются по двум формулам разного порядка 

точности р и s с одним и тем же шагом. Если p > s ,  тооценка 

локальной погрешности имеет вид [79]

pks= x hP —  xks + 0(hP«), (2.92)

где хир, Xhs — соответственно два решения в узле tk, получен­
ные по формулам порядка р  и s. Полученная оценка погреш­

ности может потребовать меньшего количества вычислений 

правой части (2.1), чем по правилу Рунге. При специальном 

выборе формул порядка p u s  можно значительно снизить 
дополнительное количество вычислений правой части (2.1). 

В этом случае p&s называют контрольным членом. На прак­
тике широко используются методы Рунге-Кутта, исполь­

зующие контрольные члены Фельберга, Мерсона, Ингленда 

и другие [79].
Рассмотренные способы оценки локальной погрешности 

позволяют менять величину шага в процессе счета и выби­
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рать шаг автоматически. При этом обычно ИСХОДЯТ ИЗ ТОГО, 

чтобы на каждый шаг приходилась примерно одинаковая 

погрешность. Наиболее простой способ изменения шага ин­
тегрирования основан на методе удвоения или деления по­

полам. Пусть pft+i — оценка локальной погрешности метода 

на шаге Л, допущенная в узле tk + h. Если оценка превосхо­
дит некоторую заданную границу е, то считается, что зна­

чение Xk+\ не удовлетворяет заданной точности, и шаг h дро­

бится пополам, после чего вычисляют решение с шагом h 
для точки th + h l2. Ш аг h дробится пополам до тех пор, пока 

|р* [ не станет меньше е. Полученное решение принимается 

за хи+\. Дальнейшее интегрирование осуществляется с шагом 

h, который выбирается из следующих соображений: если 

|рй+1| ^ е / ^ ,  где L — некоторая константа, то считается, что 
достигнута точность, превышающая заданную, и шаг удваи­

вается h = 2 h r, где hr— hj2r, г — число дроблений шага; если 

e / L ^  | рй+1 j ^ е ,  то считается, что решение удовлетворяет з а ­

данной точности, и шаг интегрирования не изменяется h =  hr. 
Таким образом, на тех участках изменения независимой пе­

ременной, где достигается высокая точность, шаг интегриро­
вания возрастает, а там, где точность не достигается, он со ­

кращается. Тем самым обеспечивается выбор величины шага 

в зависимости от характера поведения решения *(0- Кон­
станта L обычно получается равной 2V, где v —  порядок ис­

пользуемой оценки локальной погрешности.

Во многих методах величина шага интегрирования вы­
бирается максимальной, исходя из заданной точности е. 

Обычно такой способ основан на том факте, что оценка ло­
кальной погрешности метода равна с точностью до более вы­
сокого порядка малости главному члену погрешности ме­

тода:

где с — некоторая константа. Если оценка p*+i погрешности 
превосходит заданную границу е, то считается, что на дан­

ном шаге h требуемая точность не достигнута, и вычислен­

ное значение xk+\ вместе с узлом tu+\ исключаются из ра с ­
смотрения. В этом случае новый размер шага вычисляется 

из соотношения

р*+1̂ с /г5+!, (2.93)

h = a h ,

где а  находят из условия равенства:

(2.94)
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|с/Г*+Ч = е .  

И з (2.93), (2.94) получаем, что

s+ 1/ ------ Г!---------------- j

(2.95)

(2.96)

Таким образом , шаг интегрирования изменяется по ф ор ­
муле

я =  ^ +’ У Ц р^71- (2.97)

В рассмотренном случае а < 1  и новый шаг h уменьша­

ется. При выполнении условия |pfc+i|^e, а > 1  и шаг ин­
тегрирования увеличивается. Преимущество данного алго­

ритма выбора шага заключается в большой гибкости по срав ­

нению с алгоритмом дробления — удвоение шага. Это об ­

стоятельство приводит к более сглаженному изменению шага 
интегрирования и, как следствие, к сокращению общего ко­

личества шагов и снижению вычислительных затрат. Сле­
дует также отметить, что для сокращения шагов, в которых 

заданная точность не достигается, параметр а  в (2.94) бе­
рется несколько меньшим, чем вычисленный по формуле 
(2.96).

2.2.7. Особенности интегрирования жестких систем

Задачи, называемые жесткими, весьма разнообразны, 

поэтому в литературе [30, 50, 64, 67, 79— 81, 83] можно встре­

тить различные определения жесткости, различающиеся по 
степени строгости. Сущность явления жесткости состоит в 

том, что решение, которое нужно вычислить, меняется мед­
ленно, однако-существуют быстро затухающие возмущения. 

Наличие таких возмущений затрудняет получение медленно 

меняющихся решений численным способом. Для подтвержде­
ния этого рассмотрим ряд простых примеров.

Исследуем дифференциальное уравнение первого по­

рядка [80]:

x ( t ) = U ( t ) + F ( t )

t > 0, х ( 0 ) = х 0, k < 0 ,  (2.98)

где F ( t ) — медленно меняющаяся функция от t. Решение

(2.98) в момент времени t имеет вид

x ( t )= F ( t )+ e ^ [ x (0 )  —  F(0)]. (2.99)
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Так как А,<СО, то ясно, что уже после очень небольшого 

отрезка времени второе слагаемое в (2.93) в x (t) больше не 
присутствует. Это означает, что. независимо от начального 
значения х0 в численном решении на большей части отрезка 

интегрирования преобладает медленно меняющаяся функ­
ция F (t) .

Для выяснения особенностей численного решения задачи

(2.98) применим к ней явный (2.29) и неявный (2.31) ме­
тоды Эйлера и сравним аппроксимации (2.101), (2.102) с 

точным решение x (tk), tk+l =  tk + h, заданным (2.100).
Имеем:

x (tk+i) = e ^ x ( t k) — F(tk)]+F(tk+X), (2.100) 

xk+l= ( l+ h X )[ x h —  F (tk)]+ F (tk) + h f ( t k), (2.101) 

*k+ i=  (1+ЛЯ)_1[*а —  F ( tk)]+ (1 —  AA,)_1X

X[F (tk) + hF  (tk+i) —  hXF (tk+i)]. (2. 102)

Как уже указывалось, разность x\th) — F(tk) может быть 

интерпретирована как возмущение гладкого решения F (t) 

в момент времени / = / * .  Это возмущение быстро убывает из- 

за экспоненты с отрицательным показателем eh%, hK<^0. П о ­
этому численный метод должен быть в состоянии подавить 
эти разности для значений h.X-С О , и шаг h должен опреде­

ляться только в зависимости от изменений функции F (t) .

, И з (2.102) видно, что неявный метод Эйлера вполне под­

ходит для решения (2.98). Разности xk — F(th) быстро убы­
вают и для любого h > 0 Xk+\ -+F(tk+i) при h.X-+— оо. Явный 
метод Эйлера способен подавить разность** —  F ( tk) только 

при — 2< ihX< iQ  (см. п. 2.1.4). Это условие устойчивости на­

кладывает сильное ограничение на шаг h при %h<^0, даже 
в случае, когда разность Xk —  F(tk) пренебрежимо мала. 

С другой стороны,, если xc~F(tk) vi F ( i ) — очень гладкая 
функция, то аппроксимация F(tk+i) выражением F ( tk) + 

+ h F (tk) будет приемлемой для много больших значений h, 

чем для тех из них, которые допускаются условием устойчи­
вости A < — 2/К. Эта ситуация является типичной при при­

менении явного метода к решению жесткой задачи. Вели­

чина шага ограничивается скорее численной устойчивостью, 

чем точностью.

Аналогичная ситуация возникает при интегрировании
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дифференциального уравнения первого порядка с малым па­
раметром е при производной [83]:

• - § — / ( * .  * )• (2-ЮЗ)

е > 0, x ^ R 1

для случая, когда вырожденное уравнение ( е = 0), соответ­

ствующее (2.103),

f ( t , x ) =  0 (2.104)

имеет единственное решение

r ( t )  =  G (t) (2.105)

д f
и в окрестности этого решения величина Последнее

условие означает устойчивость решения (2.105).
Характер поведения решения (2.103) показан на рис. II. 9. 

Штриховыми линиями обозначено поле направления к аса­

тельных к интегральным кривым. Для достаточно малого 
е касательные к интегральным кривым почти параллель­

ны оси х. И  чем меньше величина е, тем быстрее осущест­

вляется сближение интегральной кривой и решения (2.105) 

вырожденного уравнения (2.104). При этом в рассматривае­
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мой области выделяются два участка с существенно различ­
ным поведением решения, причем продолжительность пер­

вого участка значительно меньше второго. Первый участок 
с быстрым изменением искомой функции отражает стремле­
ние интегральной кривой к графику функции x (t) =  G (t) и 

называется пограничным слоем. Н а втором участке произ­

водные решения значительно меньше, а интегральная кри­

вая практически совпадает с графиком G (t) . Различный ха­

рактер поведения решения на обоих участках тем отчетли­

вее, чем меньше величина параметра е. Таким образом , вне 
пограничного слоя для описания решения дифференциаль­

ного уравнения (2.103) может быть использовано решение 

алгебраического уравнения (2.104).

Кривые, аналогичные рис. II. 9, могут отвечать и более 
сложным системам уравнений. При этом если явно выделен 
малый параметр при производных, то компоненты вектора 

решений могут быть разделены на «быстрые» и «медленные». 

Уравнения с явным вхождением малого параметра называ­

ются сингулярно-возмущенными. Подобная ситуация возни­

кает не только в этих уравнениях, но и в любых других си­
стемах с сильно разнесенными постоянными времени. Н а ­

пример, в линейных М М С вида (И. 5) система считается 

жесткой, если для собственных чисел fa, t = l , . . . ,  п матрицы 

Лпхп справедливо неравенство:

т ах | Х г|

------- ЫПГТХ7Г - » 1’ <2Л05)
I

Ие(Яг) < 0, i =  1, 2, . . .  п.

где R e (X j)— действительная часть fa. В нелинейных М М С 

система может считаться жесткой, если для собственных чи­

сел мгновенных значений матрицы Якоби | выпол­

няется (2.106). Величина ц И )  в (2.106) называется спект­
ральным числом обусловленности матрицы А.

Рассмотренная выше ситуация иллюстрирует явление 

жесткости, смысл которого состоит в необходимости привле­

чения для полного описания процессов на любом отрезке 
наблюдения двух видов функций: с большими производными 
и с малыми, причем функции с большими производными 

быстро убывают, так что большую часть времени протека­

ния процесса доступны наблюдению лишь функции с малы­
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ми производными. Однако в любой момент времени наблю­

дения снова возможно возникновение быстрозатухающего 
процесса.

Дифференциальные уравнения, моделирующие процессы 
с описанным выше явлением жесткости, называются жест­

кими [83]. Необходимость выделения уравнений данного типа 

в отдельный класс была вызвана трудностями их численного 
интегрирования классическими методами, например, явными 

методами типа Адамса или Рунге-Кутта. Выяснилось, что 

малый шаг интегрирования, используемый для воспроизве­

дения быстропротекающих процессов в пограничном слое, 

не может быть увеличен и вне пограничного слоя, хотя про­

изводные становятся существенно меньше. Д аж е незначи­

тельное увеличение шага интегрирования приводит к рез­
кому возрастанию погрешности и потере устойчивости чис­

ленного метода. Требование уменьшения шага интегрирова­

ния приводит к недопустимо большим затратам машинного 
времени.

Для численного интегрирования жестких систем диффе­
ренциальных уравнений целесообразно воспользоваться сле­

дующими рекомендациями [30, 64, 68, 79— 81, 83]. При инте­

грировании линейных М М С вида (II. 5), (II.  6) в случае ку­
сочно-постоянных входных воздействий u(t) наиболее эф ­

фективным способом является дискретизация М М С, напри­
мер, как в подразд. 2.2. В этом случае основные вычислитель­

ные трудности заключаются в приближенном вычислении 

или использовании какой-либо аппроксимации матричной 

экспоненты ех р (А Н ), где Я — шаг дискретизации. Ряд ал­
горитмов вычисления экспоненциала рассмотрен в [82, 83]. 

Однако для систем больших порядков могут возникнуть зна­

чительные вычислительные погрешности при вычислении 
степеней матрицы А. Поэтому можно использовать аппрок­

симацию Падэ матричной экспоненты (см. ч. I, п. 2.2.3).

При численном интегрировании систем общего вида наи­

более эффективными являются неявные линейные многоша­

говые методы интегрирования, основанные на формулах диф­
ференцирования назад (подразд. 2.1) [68, 79, 81]. В этом слу­

чае для получения численного решения используются сле­

дующие алгоритмические приемы:

—  замена производной x(t) формулой обратной разно­

сти, которая является функцией от состояния x(t) (напри­

мер, как в (2.44));
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— автоматический выбор шага и порядка метода для 
обеспечения заданной точности;

— решение результирующей нелинейной системы (2.49) 

с помощью квадратично-сходящегося метода Ньютона;
—  решение системы линейных алгебраических уравне­

ний на каждой итерации метода Ньютона с помощью метода 

Гаусса.
Методы этого класса особенно эффективны для решения 

больших жестких систем с разреженными матрицами. Од­

нако при сильно осциллирующих процессах или разрывных 

правых частях М М С для обеспечения устойчивости этих ме­

тодов требуется применение специальных мер, не исключая 

переход к явным методам интегрирования.
В настоящее время много внимания уделяется использо­

ванию неявных и полуявных методов Рунге-Кутта для 

жестких систем [79, 80]. Среди них перспективными с вычис­

лительной точки зрения являются диагонально неявные и 

однократно неявные методы. В то же время большинство из 
них принадлежит к классу методов Рунге-Кутта-Розен- 

брока. Эти методы способны давать устойчивые решения не­
линейных задач в случае, если функция в правой части (II.  1) 

может быть расщеплена на жесткую линейную и нежесткую 

нелинейную части.

Дальнейшей тенденцией повышения эффективности мето­

дов численного интегрирования больших жестких систем яв­

ляется использование методов декомпозиции, среди которых 

выделяются две категории: декомпозиция на основе разбие­
ния системы на отдельные подсистемы простой структуры и 

временное разложение, допускающее независимый анализ 

отдельных подсистем.
Следует отметить, что в настоящее время проблема чис­

ленного решения жестких систем является актуальной. При ­

чем расширение классов решаемых задач, как правило, при­

водит к тому, что явление жесткости в задаче анализа дина­

мики М М С — скорее правило, чем исключение.

2.2.8. Вы бор метода интегрирования

Для успешного применения метода численного интегри­

рования к задаче анализа динамики М М С он должен обеспе­

чивать малые затраты машинного времени и быть достаточ­

но универсальным [62].
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Наибольшие трудности возникают при определении при­
емлемых затрат машинного времени ТМ) которые зависят от 
размерности п решаемых задач. Если не принимать специ­
альных мер по учету особенностей структуры и разреженно­
сти матриц Якоби М М С, то применение неявных методов 

приводит к кубической зависимости Тм от п. Обычно неяв­

ный метод требует выполнения N шагов, на каждом из кото­

рых производится в среднем М  итераций Ньютона для реше­
ния СН А У , на каждой итерации методом Гаусса решается 

С Л А У  за пъ/3 + 2п2 арифметических операций. Поэтому при

неучете разреженности матрицы Якоби затраты машинного 

времени можно рассчитать по формуле [62]

где т —  быстродействие ЭВМ , Na и N H — количество арифме­

тических операций, затрачиваемых на вычисление матрицы 
Якоби и вектора невязки соответственно. В общем случае Л̂ я 
зависит квадратично от п, a N „ — линейная функция от п.

Явные методы обеспечивают меньшие вычислительные за ­
траты в пределах одного шага, где требуется вычисление 

лишь правых частей ММС. Поэтому количество операций на 

одном шаге здесь равно N H и линейно зависит от п. Н о из-за

10 25 50 100 200 500 и

Рис. II. 10
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ограничений на величину шага интегрирования, вытекающих 
из условий устойчивости, существует зависимость числа ша­

гов h от числа обусловленности ц матрицы Якоби исследуе­

мой М М С. Поэтому явные методы рекомендуется применять 
только при анализе динамики М М С с умеренным числом 

обусловленности ц, лежащим в диапазоне до 105.

Н а рис. 11.10 представлены в координатах ц —  п [61] ори ­

ентировочные области, в которых удобнее применять р а с ­

смотренные методы: сплошными линиями выделена область 
применения неявных методов, пунктирными — явных.

Следует отметить, что методы явного интегрирования 

обеспечивают линейную зависимость трудоемкости одного 

шага N H от размерности задачи п только для М М С вида 

(II.  1), (II. 2) (заданной в форме Коши). Следовательно, для 

получения решения М М С (II.  3), (II. 4) требуется предвари­

тельное приведение системы к форме Коши, что является не­

достатком явных методов интегрирования по сравнению с не­
явными.

Сравнение методов разного порядка точности s показы­
вает [61], что в явных методах при интегрировании с шагом 

h, близким к hkP, при котором наступает неустойчивость, ме­

тоды более высокого порядка не обеспечивают более высо­

кой точности, но приводят к росту арифметических операций 

на шаге. Аналогичное явление возможно и в неявных мето­
дах, однако применение алгоритмов с автоматическим выбо­

ром шага h и порядка метода s неявных формул вида (2.44) 

позволяет значительно повысить их эффективность.
Таким образом , сравнение явных и неявных методов чис­

ленного интегрирования свидетельствует о большей универ­

сальности последних и лучшей эффективности при анализе 
сложных М М С. Явные методы могут давать лучшие резуль­

таты в хорошо обусловленных задачах умеренной разм ер­

ности.
В практических ситуациях при наличии хорошего пакета 

анализа динамики или библиотеки программ численного ана­
лиза при выборе метода численного интегрирования можно 

воспользоваться рис. II . 11 [79].

3. КУЛЬТУРА ВЫ ЧИСЛЕНИИ НА ЭВМ

Д о сих пор мы говорили о постановках задач и об алго­

ритмах их решения. Однако успех решения задачи с приме­
нением ЭВ М  определяется, очевидно, успехом каждого этапа
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цепочки «модель —  алгоритм — программа». Это значит, что 

самая точная математическая модель, самый великолепный 
алгоритм решения задачи могут быть безнадежно испорчены 

при плохой программной реализации. Одной из возможных 

причин этого является несовпадение машинной арифметики 
с обычной из-за конечности разрядной сетки ЭВМ . Возника­
ющие ошибки могут привести к большим неприятностям, 

если их не контролировать и не соблюдать некоторые элемен­

тарные правила организации вычислений. Правила эти не­

формальны и напоминают правила хорошего тона. Уровень 

их выполнения определяет уровень вычислительной куль­
туры пользователя ЭВМ . Поясним на примерах основные из 

этих правил.
Пример 1. Выполняя вычисления как на обычном микро­

калькуляторе (например на БЗ-34), так и на ЕС  Э В М * ,  лег­

ко убедиться, что 108+ 1 — 108= 0, 1020+ 106 — Ю20 =  0, но в то 

же время 108— 108+ 1 =  1, 1020— 1020+ 106=  106. Таким об ­

разом, в машинной арифметике нарушаются законы комму­

тативности и ассоциативности действий. Применимость о с ­

новных выводов элементарной математики ставится под сом­

нение.
Пример 2. Хорош о известно, что И те„ =  е, где еп =

П-+ оо

=  (1 + 1 /п)п, е ~ 2 .718281828 . . .  — основание натуральных ло­

гарифмов. Попробуем приближенно вычислить этот предел 

на ЭВМ . Пользуясь, например, микрокалькулятором БЗ-34, 

получаем

п еп

106 2.7182682
107 2.7182817

1 .Ы 0 7 3.0041656

1.2-107 3.3201163

2-107 7.3890551

3-107 1

Таким образом, в Э В М  нарушается представление о пределе 
последовательности как о числе, к которому приближаются 

все ее удаленные члены. Применимость основного понятия выс­
шей математики —  предела — также ставится под сомнение,

* Действия выполняются слева направо.
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Для определения границ применимости привычных понятий 

удобно ввести определение.
О п р е д е л е н и е .  Машинным эпсилоном называется наи­

меньшее представимое в ЭВ М  число е, удовлетворяющее 

условию 1 + е >  1, т. е. eM =  min{e:  1+ е > 1}.
П р а в и л о  1. Величина ем характеризует наименьшую от­

носительную погрешность вычислений и зависит от конкрет­

ной ЭВМ .

Величина ем может быть вычислена с помощью простой 
программы. Такая программа содержится в современных ком­

мерческих пакетах программ и производит настройку вну­

тренних параметров пакета под данную ЭВМ . Н апри­

мер, для БЗ-34 ем =  0,45-10~7, а для ЕС ЭВ М  ем колеблется 

вблизи величины 5 ■ 10-7 в зависимости от экземпляра ЭВМ  

(при обычной точности вычислений). Очевидно, если ем>  10—fe, 

то на данной Э В М  нельзя гарантировать, что в результатах 
будет содержаться не менее k верных значащих цифр. Н а ­
помним, что цифра числа называется верной, если абсолют­

ная погрешность числа не превосходит половины единицы 
того разряда, в котором эта цифра находится. Два следую­

щих примера показывают, что эквивалентные математиче­

ские формулы могут быть неэквивалентными по точности 

вычислений.
Пример 3. Пусть е м = Ю ~2 и требуется решить уравнение 

х2 + 9,9х— 1 = 0 .  Очевидно, все результаты можно округлять 

до двух значащих цифр. Если применять для решения урав ­

нения x2 + px + q =  0 формулу х х<2— {— p ± ^D )j2 , где D 2=  

=  p2 — 4q, то получим у/) — 10, x i~0,05; х2~ — 9 ,95» — 10. Од ­

нако верный ответ для Х\ будет л '^0 ,1 . Ошибка получена 

при вычитании близких чисел. Если же вычислять Х\ по эк­
вивалентной формуле * 1, 2= — 2<7/ (p ± y D ) , то получаем 

* i~ 2 / (9 ,9 + 10)—0,1. Правда, по этой формуле уже х2 будет 

вычислено с двукратной погрешностью.
Пример 4. Известно, что при статистических расчетах 

оценку дисперсии случайной величины по измерениям можно
П п

вычислять по формуле в2 = — ^  х? —  х2, г д е * =  2 Х^ ИЛИ

п

по эквивалентной формуле сг2==~— 2  (*; —  х )2. Попробуем

оценить дисперсию выборки *1=1234,1, дг2=  1234,2, *3 =  

=  1234,3. Вычисляя на микрокалькуляторе БЗ-34, имеем
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* =  1234,2, * 2=  1,5232496; -± - У  *<2=  1,5232496 и по первой

формуле ст2= 0 .  П о второй формуле получаем результат:

ст2=  -д-(0,12 +  02Ч-0,12) = 0 , 6 7 - 10-2, который легко получить

П р а в и л о  2. П ри выборе формулы и порядка вычисле­
ний избегать вычитания близких чисел и деления на малые 
величины.

Пример 5. Найдем решения двух очень похожих систем 

из двух линейных уравнений [52].

Система 1: Решение:

Столь большие отличия в ответах возникли из-за того, что 

матрицы коэффициентов систем А и £=1 ,  2, плохо обуслов­
лены: величины A;==det/4i малы. Действительно, A i=0 ,001 , 

Д г = — 0,001 (A=CL\\CL22 —  # 12^ 21)-
П р а в и л о  3. Избегать плохо обусловленных матриц. 

Если это не удается, использовать для работы с ними специ­

альные методы [49, 50, 57].
Пример 6. Числа, представимые, например, в ЕС ЭВМ , 

лежат в диапазоне 10-78^  | х\̂  1076. При выходе результата 

действия за левую границу диапазона выдается сообщение 
underflow (исчезновение порядка), при выходе за правую 
границу — overflow (переполнение). При переполнении обыч­

но говорят, что плохи исходные данные, а при исчезновении 
порядка полагают результат равным нулю. Н о не следует 

торопиться. Пусть, например, на ЕС ЭВМ  вычисляется вели­
чина x = a b f (c d ) при а = 1 0 -30, Ь =  Ю-60, с —  10~40, d =  10~50. 

Если выполнять действия в следующем порядке: x = a- b /c /d , 

то компьютер сообщит об исчезновении порядка; если вы­

числить х — 1 /с/d-a-b, то получим переполнение. Если же вы­
числить, например, x— alc-bjd, то получим правильный ответ 

х =  1. Этот же ответ можно получить, если отмасштабиро- 

вать переменные, например, умножив на 1040.
П р а в и л о  4. П ри переполнении или исчезновении по­

рядка следует попытаться изменить последовательность дей­

и устно.

} х + 5 у =  17, 
t 1,5*+7,501 #=25,5 .

/ * = 1 7 .  

[ у = 0.

Система 2: Решение:

I х+Ъу— 17,
\  1 ,5 *+ 7,499г/=25,5.
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ствий, ввести масштабные множители и т. д. При исчезнове­

нии порядка не всегда следует обнулять результат.
Пример 7. Пусть снова ем= Ю ~2 и требуется вычислить 

сумму [52]

5 =  100 +  0, 1 +  • . . + 0, 1.

2000 слагаем ы х

Если вести суммирование слева направо, то получим S =  100, 
поскольку с учетом округления до двух значащих цифр 

100 + 0,1 =  100. Если вычислять справа налево, то после сло­

жения тысячи слагаемых получим 100, дальнейшее прибав­
ление по 0,1 ничего не изменит и результат окажется: S =  

=  200, что, конечно, уже ближе к истине. Но правильный ре­

зультат S = 3 0 0  можно получить, только если сложить 

1000 чисел по 0, 1, затем еще 1000 чисел по 0, 1, а после этого 

сложить промежуточные суммы.
П р а в и л о  5. П ри сложении следует располагать сла­

гаемые в порядке возрастания абсолютных величин, ста­
раясь, чтобы при каждом сложении порядки величин разли­

чались мало. П ри необходимости цикл суммирования р а з ­

бивается на несколько более коротких.
Аналогичное правило действует при перемножении боль­

шого числа сомножителей.
Пример 8. При расчетах методами последовательных при­

ближений часто ведут вычисления до тех пор, пока поправка 
(разность между текущими и последующими приближени­

ями) не станет меньше заданного порога. При этом, как пра­
вило, не обеспечивается заданная погрешность результата.

оо

Пусть, например, требуется вычислить величину 5 =  2  “*2"

с точностью до 10“3. Если вести вычисления до тех пор, пока 

общий член ряда \/k2 не станет меньше 10" 3, т. е. до & — 32, 
то получим 5 = 1 ,6 10 , в то время как на самом деле S —  
=  л2/6 =  1 ,650 ... . Если же попытаться вычислить таким об-

оо

разом приближенную сумму ряда 2  " F  ’ т0 погрешность
*=i

останется бесконечной, как бы мала ни становилась величи­

на \/k, поскольку ряд расходится.
П р а в и л о  6. Нужно помнить, что остановка итерацион­

ного процесса х\, х2. . .  по косвенному критерию (например, 

по критерию \хп — хп-\ | < е  или | f ( * n) | < e  в задаче реше­
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ния уравнения F ( x ) =  0, по критерию II (хп) II < е  в  задаче

оптимизации f(x) и т. д.) не гарантирует достижения задан­

ной погрешности \ хп —  Игл хп \ < е .
П-+ оо

Пример 9 [50]. Пусть требуется вычислить интегралы 

1
£„  =  /  xnex~ldx, п =  1, 2, . . . ,  10 при ем =  Ю-7. 

о

Для величин Е п можно получить рекуррентное соотношение

£ „ = 1  — л£„_,. (3.1)

Попытавшись' вычислить интегралы рекуррентно, пользуясь
(4.1), получим £ ,= 0 ,3 6 7 8 7 9 ; . . .  £ 7 =  0 ,110160, £ 8 =  0 ,118720, 

Е 9 =  — 0,0684800, т. е. уже для £ 9 получен бессмысленный ре­

зультат. Причина в том, что начальная ошибка округления 
быстро накапливается: при вычислении Е 2 она умножается 

на 2, затем на 3, 4 , . . . ,  9. Попробуем переписать формулу

(3.1) в другом виде:

£ „ - ,=  (1 - Е п)/п (3.2)

и будем вычислять в обратном порядке, начав с произволь­

ного начального приближения для Е п, Ж  10. Например, на­
чав с £ 20= 0, получим:

£ 19 =  0,0500000, £,4=0,0627322,
£ 18=0,0500000, £,3 =  0,0669477,
Е Х1 =  0,0527778, £,2 =  0,0717733,

£,6=0,0557190, £ , ,  =  0,0773523,

£,5 =  0,0590176, £ ш=0,0838771,
£ 9 =  0,0916123.

После первого шага начальная ошибка уменьшится в 20 раз, 
после второго — еще в 19 раз, и уже для £ 9 мы получим все 
шесть значащих цифр верных. Все дело в том, что формула

(3.2), в отличие от (3.1), определяет устойчивый вычисли­
тельный процесс: погрешность результата каждого шага 

меньше погрешности исходных данных. Подробнее об устой­

чивости численных методов см., например, [30, 49, 50].
П р а в и л о  7. Пользуйтесь только устойчивыми числен­

ными алгоритмами!
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Ч а с т ь  III. РЕШ ЕНИЕ ЗАДАЧ В СРЕДЕ 

ПРОГРАМ М ИРОВАНИЯ MATLAB

MATLAB — это высокоэффективное программное обеспе­

чение для научных и инженерных расчетов, работающее на 

всех основных типах ЭВМ , включая IBM-PC.
Работая в среде MATLAB, пользователь, даже не имея 

предварительной программистской подготовки, получает воз­

можность быстро и легко решать вычислительные задачи в 

областях линейной алгебры, теории управления, теории си­
стем, обработки сигналов и ряда других дисциплин. Кроме 

этого, в настоящее время MATLAB фактически стал между­

народным стандартом учебного программного обеспечения 

в перечисленных отраслях знания.
Одно из основных достоинств системы MATLAB — это с о ­

четание высококачественных численных процедур (из пакетов 

L IN PA C K  и E ISPA C K ) и простой командной среды, позво­
ляющей вводить выражения в их естественной математиче­

ской записи, без использования каких-либо изощренных 
приемов программирования.

Возможности системы MATLAB значительно расш иря­

ются при использовании дополнительных пакетов программ, 

так называемых тулбоксов (T O O LBO X  — ящик с инстру­
ментами) .

Тулбокс представляет собой проблемно-ориентирован­

ный набор функций, предоставляющий дополнительные воз­
можности для решения задач, характерных для конкретной 
научной отрасли. Основными тулбоксами являются:

— «Системы управления» (Control System);

— «Робастное управление» (Robust Control);
—  «Оптимизация» (Optim ization);
— «Идентификация систем» (System Identification) 

(см. [77]);

— «Сплайны» (Spline);
— «Обработка сигналов» (S ignal Processing);
— «Нейронные сети» (Neural Network).

П р и м е ч а н и е .  В дальнейшем изложении функции собственно 

среды MATLAB, в отличие от функций тулбоксов, будут иногда имено­

ваться базовыми функциями.
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Надо отметить, что деятельность, направленная на р а з р а ­

ботку новых тулбоксов, не прекращается как фирмой-разра- 

ботчиком — MathWorks, Inc., так и другими группами поль­

зователей, что ведет к постепенному пополнению набора су ­

ществующих тулбоксов и расширению возможностей и об ­

ласти применения системы MATLAB.

Версия среды M ATLAB, предназначенная для работы на 

IBM-PC и других совместимых с MS-DOS современных пер­
сональных компьютерах, называется PC-MATLAB, и на ука­

занную версию ориентированы все приводимые ниже При­

меры (которые подходят также для AT-MATLAB).

1. БАЗОВЫЕ ВОЗМ ОЖ НОСТИ СИСТЕМЫ MATLAB

1.1. Начало) работы

Если пакет программ MATLAB должным образом  уста­

новлен на жестком диске Вашего компьютера [85], то для 
того, чтобы его активизировать, надо в одноименном ката­

логе, в поддиректории B IN  (или в любой, если указан путь 
в файле AUTOEXEC.BAT) выполнить команду

MATLAB,

которая запускает командный файл MATLAB.BAT, а он, в 

свою очередь — выполняемый файл PCM ATLAB.EXE. После 

запуска на экране появится заголовок и приглашение типа 

«>■» или «п», указывающее, что система ожидает ввода 

команд от пользователя.
Ввод каждой команды должен заканчиваться нажатием 

клавиши Enter (возврат каретки). С помощью клавиш пере­

мещений курсора можно передвигаться по последовательно­

сти введенных команд: клавиша «курсор вверх» (|) высве­

чивает на экране предыдущую команду; клавиша «курсор 
вниз» (|) показывает последующую команду, если перед 

этим была нажата клавиша «курсор вверх» и текущая 

команда не последняя.
MATLAB имеет функцию оперативной подсказки — 

H ELP . Для ее запуска надо ввести команду

help,

которая выведет на экран необходимую информацию о р а ­

боте в среде MATLAB (на английском языке).
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1.2. Действия с матрицами

1.2.1. В в о д  и простейшие операции

Все действия MATLAB выполняет, по существу, только 
с одним типом объектов — прямоугольными матрицами (само 
название MATLAB есть сокращение английского словосоче­
тания m atr ix  labo ra to ry  — лаборатория матриц).

Элементами матриц могут быть целые, вещественные или 
комплексные числа; скалярным значениям соответствуют 
матрицы разм ера 1X1, а векторам — матрицы с одним столб­
цом или строкой.

В аж ная особенность: при определении переменных не 
требуется указания размерностей, что дает большую свободу 
обращения с данными.

С примеров выполнения операций с матрицами мы и 
начнем иллюстрацию возможностей язы ка MATLAB.

Допустим, нам требуется выполнить умножение 
- 2~

двух

матриц, например, А = В
О

Рассмотрим последовательность необходимых для этого 
действий. После активизации среды и появления приглаше­
ния к работе надо сначала задать матрицы А и В. Д ля  этого 
необходимо ввести две команды, например:

А = [ 1  2 ; 3 4 ; 5 0];
В ---[7 8 1 ; 9 0 2 ];

Теперь можно выполнить умножение введенных матриц:
С =  А * В

После ввода последней команды на экране появится резуль­
тат:

С =
25
57
35

8 5 
24 11 
40 5

Заметим, что в конце первых двух команд стоит знак «;» 
(точка с запятой). Так  следует заканчивать при последова­
тельном вводе те команды присваивания, результаты дейст­
вия которых не требуется немедленно по их выполнении 
отображать на экране. После последнего присваивания сим-
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вол «;» не стоит, что позволяет сразу получить на экране ре­
зультат умножения. Точкой с запятой такж е отделяются 
строки вводимых матриц; элементы внутри строки р азд ел я­
ются пробелами.

Теперь все три матрицы А, В и С сохраняются в памяти 
и доступны для дальнейшего использования. Например, по­
следнюю матрицу можно транспонировать:

D — С’

В результате на экране появится ответ:
D =

25 57 35 
8 24 40 
5 1 1 5

Можно получить собственные числа с помощью функ­
ции eig:

v=eig(C),
которая даст в результате вектор v, содержащий искомые 
собственные числа:

57.9031 
0.0000

—3.9031

Чтобы вычислить определитель матрицы, достаточно
ввести строку

d =  det(C)

и получить ответ:
d =

0

MATLAB позволяет так ж е просто выполнять практиче­
ски все возможные действия и операции с матрицами и век­
торами: сложение, вычитание, деление, возведение в степень, 
взятие логарифма, обращение, вычисление ранга и т. д. П о л ­
ностью списки операций с матрицами и матричных функций 
приведены в прил. 1. Смысл всех операций очевиден и 
они имеют естественную форму записи, поэтому здесь мы 
остановимся только на одной из них, требующей коммента­
р и я ,— операции деления матриц.
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1.2.2. Целение матриц

Вследствие некоммутативности в общем случае матрич­
ного умножения в среде MATLAB имеются две разновидно­
сти операции деления матриц: правое деление и левое, обоз­
начаемые символами « /»  и « \ »  соответственно. Если, на­
пример, D — невырожденная квадратная  матрица, тогда

X =  B /D  есть решение матричного уравнения X*D =  B.
X =  D \ B  соответствует системе уравнений D * X = B .

Если решения не существует, т. е. система уравнений пере­
определена, то в качестве ответа берется наилучшее возмож­
ное решение в смысле наименьших квадратов. Если решение 
неединственно, т. е. система недоопределена, тогда берется 
решение в смысле метода наименьших квадратов, имеющее 
минимальную длину.

Необходимым условием успешного выполнения всех опе­
раций над матрицами является соответствие размерностей 
матричных операндов известным правилам из линейной ал ­
гебры. В противном случае будет выдаваться сообщение об 
ошибке.

1.2.3. М одификация матриц

В языке MATLAB существует возможность добавления 
и удаления строк и столбцов матрицы. Например, введем 
вектор

Ь = 17 8];
и добавим его как строку к матрице А из предыдущего при­
мера:

А =  [А; Ь]

В результате получим
А =

1 2
3 4 
5 О 
7 8

Если ж е  после этого введем команду
А = А ( 1  : 3, : ),
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то вернемся обратно к исходной матрице А:
А =

1 2
3 4
5 0 -  

Можно выбрать один элемент 
А (3, 1) 

и получить на экране ответ 
ans =

5

Переменная ans генерируется автоматически, если вводится 
выражение без знака присваивания.

MATLAB допускает сложные выражения и использова­
ние скобок. При этом действуют правила приоритетов, ан а ­
логичные известному языку программирования фортран.

1.3. Условные операторы и циклы

Язык MATLAB имеет свои операторы управляющей л о ­
гики: операторы циклов FOR и W H ILE и оператор условного 
перехода IF. Синтаксис и выполняемые действия этих опера­
торов аналогичны соответствующим операторам во многих 
распространенных язы ках программирования, таких, напри­
мер, как Бейсик и Паскаль. Область действия каждого опе­
ратора управляющей логики должна ограничиваться словом 
end. MATLAB допускает вложенность циклов и возможность 
досрочного выхода из них с помощью команды break.

Д ля  иллюстрации приведем следующие программные ф р аг ­
менты. Создание вектора нечетных чисел с использованием 
цикла FOR:

for i =  1 : n
x(i) =  2*i — 1;

end
то же самое действие с использованием цикла W H ILE: 

i = l ;
while i < = n  

x (i)  = 2 * i  — 1; 
i =  i + 1;

e n d
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и совсем уж  искусственный вариант той ж е операции:

i = l ;  
while 1 

if i > n  
break

else
x (i)  = 2 * i  — 1;
i =  i + 1 ;

end
end

1.4. Функции и М-файлы

Выше уже упоминалось о некоторых функциях языка 
(eig, det), выполняющих действия с матрицами. Всего 
MATLAB содержит около 200 базовых функций, полный пе­
речень которых по соответствующим разделам  приведен в 
прил. 1. Некоторые из функций «встроены» в среду MATLAB, 
и их тексты не доступны для пользователей. Остальные же 
функции являются доступными и составляют библиотеку так 
называемых функциональных М-файлов, находящихся в под­
директории \M A T L A B .

М-файл представляет собой обычный текстовый файл, со ­
держащ ий набор операторов (программу) языка MATLAB. 
Если М -файл содержит текст функции, то его имя должно 
совпадать с именем этой функции с добавлением расшире­
ния «.ш». Например, функция, вычисляющая след матрицы, 
trace содержится в М-файле с именем trace.m.

Одним из важных достоинств среды MATLAB является 
ее открытость. Пользователь может добавлять к имеюще­
муся набору функций среды свои собственные функции для 
решения своих конкретных задач посредством создания но­
вых функциональных М-файлов.

1.4.1. Ф ункциональные М -ф айлы

П ервая  строка М-файлов функций долж на содержать обя­
зательное слово «function» (функция), которое указывает 
системе, что это функциональный М-файл. Затем уже дол-

- жно идти тело функции, т. е. программа реализуемого ею 
алгоритма, написанная на языке MATLAB.
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Рассмотрим для  примера одну из базовых функций язы ­
ка MATLAB с именем mean, вычисляющую среднее значе­
ние. Вот как  выглядит соответствующий файл шеап.ш:

function y = m e a n ( x )
% MEAN A verage or m ean  value. For vectors,
% M EAN(x) re tu rn s  the m ean value. For 
% matrices, M E A N (x) is a row vector 
% contain ing  the m ean  value of each column.
(m, n ] = s i z e ( x ) ;  
if r n =  =  l 

m =  n; % H an d le  isolated row vector, 
end
y = s u m ( x ) / m ;

Разберем построчно этот текст.
Первая строка после ключевого слова function содержит 

объявление функции: ее имя, список входных аргументов в 
круглых скобках (в нашем случае один аргумент х) и спи­
сок выходных аргументов перед знаком присваивания (в д ан ­
ной функции один аргумент у). Если функция возвращает 
несколько аргументов, то их список заключается в квад рат­
ные скобки и аргументы отделяются запятыми, например:

function (mean, s t d e v ] = s t a t ( x )

Следующие четыре строки начинаются с символа %, ко­
торый вводит строчный комментарий. Все последующее за 
символом % содержание строки игнорируется, т. е. не влияет 
на выполнение программы.

В шестой строке вводятся две переменные т и п ,  значе­
ния которых возвращ ает функция вычисления длины вектора 
или размера матрицы size. Так как функция size возвращает 
два значения, переменные в левой части присваивания стоят 
в квадратных скобках.

Д алее  следует условный оператор IF, обрабатываю щий в а ­
риант: если х есть 1Х п-матрица. Обратите винимание на знак 
операции сравнения « =  =  » в логическом условии опера­
тора IF. Довольно часто начинающие программисты ставят 
вместо него знак присваивания « =  », что является ошибкой.

Завершает тело функции вычисление значения возвра­
щаемого аргумента у.

Переменные m, п и у являются локальными для функции 
mean. Это означает, что их область действия ограничива­
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ется телом функции и они не существуют после ее завер­
шения.

1.4.2. Скрипт-файлы

М -файл может такж е состоять просто из фрагмента про­
граммы, т. е. из некоторой последовательности операторов 
языка MATLAB, не выделенной как  отдельная функция. Т а ­
кие файлы называются скрипт-файлами (script files). В от­
личие от функциональных файлов они не должны содержать 
слова «function». Все переменные, объявленные в скрипт- 
файле, становятся глобальными для программы, в которую он 
включен.

Выделение части программы в М -файл бывает оправдано, 
если эта часть состоит из большого числа операторов, ис­
пользуется в программе многократно или ее присутствие в 
явном виде в тексте программы затрудняет чтение и работу 
с последней.

1.5. Графика

Проиллюстрируем графические возможности языка 
MATLAB на нескольких простых примерах.

Если требуется построить график какой-либо функции, 
например y = c o s ( x ) ,  то для этого нужно написать следую­
щую последовательность операторов:

* = 0 :  .05: 6*pi; % Создаем вектор х  с элементами от 0 
% до 6*pi с шагом 0.05. 

у = cos (я ) ;  % г/-вектор, элементы которого есть 
p lot (х, I/) % значения функции cos.

В результате на экране увидим график желаемой зависимо­
сти (рис. III. 1).

К ак  можно видеть из примера, графический вывод осу­
ществляется с помощью функции plot. Команда plot (х, у) 
строит в декартовых координатах график зависимости у от х, 
причем у и х — векторы одинакового размера. (Аргументами 
функции plot могут быть такж е матрицы — см. подсказку 
help или U se r’s Guide) М асштабирование графика произво­
дится автоматически.

Н а одном графике может быть построено несколько кри­
вых. В этом случае каж дая зависимость долж на задаваться 
парой входных аргументов функции plot:
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t = 0  : .05 : 6*pi; 
y l  =  cos( t) ;  
y2= sin ( t ) ; 
p lot(t,  y l ,  t, у 2) 
grid

Результатом будет график двух функций (рис. I I I . 2).
MATLAB позволяет задавать  цвет и тип кривых на гра­

фике, отличные от установленных по умолчанию. Например, 
команда

plot (X, Y, ’*г’)

нарисует кривую зависимости Y от X символами V  красного 
цвета. Перечень возможных линий, символов и цветов гра­
фического вывода приведен в прил. 1.

Помимо декартовых координат имеются функции, кото­
рые позволяют строить графики в полярных координатах и 
в логарифмическом масштабе, трехмерные поверхности и л и ­
нии уровня.

Д л я  вывода графиков в логарифмическом и полулогариф­
мическом масштабах имеются следующие функции:

IogIog(X, Y ) — график с логарифмическим масштабом по 
обеим осям;
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semilogx(X, Y) — график с логарифмической осью х и ли ­
нейной у;

semilogy(X, Y) — график с логарифмической осью у или-' 
нейной х.

Информацию об остальных графических функциях можно 
получить из контекстной подсказки help или демонстрацион­
ной программы demo.

О 2 4  6 8 10 12 14 16 ■ 13 20

Рис. III. 2

MATLAB предоставляет возможность разбиения графиче­
ского экрана на составные части, или окна, для одновремен­
ного вывода нескольких графиков. Оператор

subplot (mnp)

разбивает экран сеткой mxn и использует р-е окно для сле­
дующего графического вывода. Возможны такж е обозначе­
ния осей и вывод заголовка графика (см. программы help, 
demo, или [85]). Список всех графических функций имеется 
в прил. 1.

К ак уже отмечалось в части II, ряд  задач линейной а л ­
гебры и задачи анализа статики линейных систем требуют 
решения системы алгебраических уравнений

2. РЕШ ЕН И Е ЗАДАЧ Л И Н ЕЙ Н О Й  А Л ГЕБРЫ
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A x = b , (2.1)
где A — квадратная невырожденная матрица, b — заданный 
вектор, х — вектор неизвестных.

Обычно в основе численных методов решения матричного 
уравнения (2.1) л еж ат  разложения матрицы А на множи­
тели, которые представляют собой матрицы простой струк­
туры (см. ч. II, подразд. 1.3). В языке MATLAB имеется ряд 
функций, выполняющих такие разложения. Рассмотрим одну 

из них — функцию 1и(А), реализующую так называемое 
треугольное разложение, или, как его еще иначе называют, 
LU -факторизация, от слов Low-Upper — нижний-верхний. 
В результате этого разложения исходная матрица А вы р а­
жается в виде произведения двух матриц, одна из которых 
является результатом умножения нижней треугольной м ат­
рицы на матрицу перестановки, а другая есть верхняя тре­
угольная матрица. Рассмотрим пример.

Допустим, у нас задана  матрица
А  —

1 2  3
4 5 6 
7 8 0

и нам требуется разлож ить ее на «треугольные» множители. 
Д л я  этого необходимо ввести следующий оператор:

fL, U ] = lu ( A )

В результате получим искомые матричные множители:
L =

0.1429 1.0000
0.5714 0.5000 
1.0000 0

и =
7.0000 8.0000

0 0.8571 
0 0

Матрица L представляет собой нижнюю треугольную мат­
рицу с переставленными столбцами, a U — верхнюю. При 
этом выполняется равенство

A =  L*U, 

что мы можем легко проверить.

0
1.0000

0

0
3 .0 0 0 0
4.5000
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Можно так ж е  использовать три переменные в левой части 
оператора присваивания с функцией lu:

[L, U, Р ] = 1 и (А )

В этом случае результатом у нас будут та же матрица 
U, что в предыдущем случае, нижняя треугольная матрица 
L и матрица перестановки Р:

L —
1.0000 0 0
0.1429 1.0000 0
0.5714 0.5000 1.0000

0 0 1
1 0 0
0 I 0

Полученные матрицы удовлетворяют равенству
L * U = P * A .

Функция разложения Iu является базовой для таких функ­
ций язы ка MATLAB в области линейной алгебры, как:

— функция обращения матрицы inv. Операция нахож де­
ния обратной матрицы

X = i n v ( A )

на самом деле вычисляется как  произведение треугольных 
множителей

X = i n v ( U ) * i n v ( L ) ;

— функция вычисления определителя det
d = sd e t(A )

использует такж е множители треугольного разложения:
d = d e t ( L ) * d e t ( U )  ;

— наконец, решение уравнения А х = Ь ,  получаемое при 
помощи операции матричного деления:

х — А \ Ь

вычисляется посредством решения двух систем с треуголь­
ными матрицами:

Y = L \ b ,  х — U \ y
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Остальные действия с матрицами в языке MATLAB 
описаны в прил. 1.

3. РЕ Ш Е Н И Е  ЗАДАЧ ЧИСЛЕННОГО АНАЛИЗА

3.1. Решение систем 
нелинейных алгебраических уравнений

Рассмотрим следующую систему уравнений: 
cos(*) +  y 2 +  2 \ n ( z )  =  10,
7 х + 2у — z~4= —3, 

x + y + z = 7.

Чтобы решить эту систему в среде MATLAB, мы должны 
выполнить указанную ниже последовательность действий.

1. Привести исходную систему к такому виду, чтобы в 
правой части каждого уравнения стоял ноль:

cos(*) +г/2 +  2 1п(г) — 1 0 = 0 ,
7 * + 2 у — 2!-4 +  3 = 0 ,

x + y  +  z  — 7 = 0 .

2. Создать М -файл (см. подразд. 4.1), функция которого 
должна принимать в качестве входного параметра вектор 
переменных системы, в данном случае х, у, z, а возвращать 
вектор невязок уравнений. Д ля  нашей системы М-файл 
функции должен выглядеть примерно так:

function q = s f u n ( p )
х = р ( 1 ) ;  У = Р ( 2 ) ;  z =  p (3 ) ;  q =  ze ro s (3, 1); 
q ( l )  =  c o s ( x ) + y " 2  +  Y2*log(z) — 10; 
q (2) = 7 * x  +  2 ~ у — z ' ' ( —4) + 3 ;  
q(3) = x  +  y + z  — 7;

3. Д ля получения решения системы выполнить команду
x = f s o l v e ( ’s fu n \  [1 1 1]’)

В результате получим вектор решений 
х =

3.0163
3.5755
0.4081
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Функция решения системы нелинейных алгебраических 
уравнений fsolve имеет входными параметрами имя М-файла 
( ’s fun ’) и вектор начальных оценок ([1 1 1]’), начиная от 
которых будет производиться решение. Алгоритм вычисле­
ния, реализуемый функцией fsolve, представляет собой моди­
фицированный метод Ньютона (см. ч. II, подразд. 1.1.2). 
Более подробную информацию о функции fsolve можно по­
лучить из контекстной подсказки help или из [85].

3.2. Решение обыкновенных дифференциальных уравнений

П окаж ем  последовательность решения задачи интегриро­
вания обыкновенных дифференциальных уравнений на сле­
дующем примере.

Допустим, требуется проинтегрировать дифференциаль­
ное уравнение 2-го порядка (известное как уравнение Ван 
дер П о л я ) :

Х +  ( X2— \)х-\-х=§.
Решение включает в себя три этапа.

1. Приведение исходного уравнения к системе уравнений 
первого порядка:

Х \ = Х Х( \ — х22) — х2,
Х2 =  X ,.
2. Создание М-файла, содержащего функцию, входными 

параметрами которой должны быть скаляр t (независимая 
переменная — обычно время) и вектор столбец х (вектор со­
стояния), а возвращаемым параметром — вектор производ­
ных состояния х:

function x d o t= v d p o l ( t ,  х)
x d o t ( l )  =  х(1).*(1 — х(2) .  ~2) — х(2) ;
xdot(2) = х ( 1 ) ;
П р и м е ч а н и е .  Точки п ер ед  знаками операций «.*» и « ,Д »  ука­

зывают, что это поэлементные операции, в отличие от со о тветству ю щ и х  
матричных операций. Например:

х = [ 1  2 3]; у = [ 4  5 6];
rm  =  x*y’ % Матричное умножение
гш =

32
. г е = х .* у  % Поэлементное умножение
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r e =
4 10 18

3. Интегрирование уравнений с использованием функции 
ode23 или ode45:

t0 — 0; t f = 2 5 ;  % Задание интервала 0 ^ t ^ 2 5  и 
х 0 = [ —2 1.5]: % вектора начальных значений хО.
[t, x ] = o d e 2 3 ( ’vdpol’, t0, tf, хО); 
plot (t, x)

В результате будем иметь графики искомых функций х* (t) 
и x2(t) (рис. II. 3).

Функции ode23 и ode45 используют метод Рунге-Кутта 
2-го — 3-го и 4-го — 5-го порядка соответственно, с автом а­
тическим выбором шага. Точность вычисления по умолчанию 
устанавливается равной 10~3 и при необходимости может 
быть изменена добавлением необязательного входного п а ­
раметра:

[t, x ] = o d e 2 3 ( ’vdpo l’ tO, tf, xO, le  — 4);

Д л я  получения более подробной информации о функциях 
интегрирования дифференциальных уравнений ode23 и ode45 
используйте оперативную подсказку help или см. [85].
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4. РЕШ ЕНИЕ ЗАДАЧ ТЕОРИИ СИСТЕМ

4.1. Расчет частотных и временных характеристик 
систем с обратной связью

Д л я  решения задач, связанных с разработкой и анализом 
систем управления, в среде MATLAB используется дополни­
тельный набор специальных функций, или тулбокс, который 
соответственно и называется — «Системы управления» (C ont­
rol System  Toolbox).

Тулбокс «Системы управления» (СУ) представляет собой 
библиотеку алгоритмов, содержащихся в функциональных 
М -файлах и реализующих наиболее общие методы расчета, 
анализа и построения (моделирования) систем управления.

Чтобы иметь возможность использовать функции тулбок- 
са, необходимо в командном файле m atlab .bat,  находящемся 
в директории \ M A T L A B \ B I N ,  указать  имя пути к каталогу 
тулбокса СУ — \ M A T L A B \ C O N T R O L  в команде SET 
MATLAB PATH [85] (если, конечно, тулбокс установлен). 
Строка команды должна выглядеть после этого примерно 
так:

SET M A T L A B T H = \M A T L A B \M A T L A B  ;
\M A T L A B \ D E M O ;  M A T L A B \C O N T R O L

Приведем пример анализа системы управления в среде 
MATLAB с использованием функций тулбокса СУ. Рассмот­
рим простую систему, реализующую управление угловой ско­
ростью вращения ротора двигателя при условии действия по­
стоянного по модулю возмущения. Объект управления опи­
сывается дифференциальным уравнением 1-го порядка (обоз­
начение зависимости по времени t опускаем):

« > ,=  - 4 -<»x +  - p - u x +  f ,  (4.1)

где со* — угловая скорость вращения ротора; Т — постоянная 
времени двигателя; k0 — коэффициент передачи двигателя 
по скорости; их — сигнал управления; f  — возмущение. В к а ­
честве алгоритма управления выберем П-регулятор:

их= k„x
(4.2)

x = g  — a x,

где g  — задаю щ ее воздействие, kn — коэффициент регуля­
тора.
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Структурная схема системы выглядит следующим обра­
зом (рис. III 4):

»  "  4 -  ^  1-------------------------

Рис. III. 4

Поставим задачу получить:
1) амплитудно-частотную, фазо-частотную и амплитудно­

фазовую характеристики;
2) переходную характеристику;
3) реакцию системы (переходный процесс) на произволь­

ное задающее воздействие.
Каждому пункту поставленной задачи соответствует одна 

функция тулбокса СУ, поэтому для решения всей задачи 
нам потребуются всего три функции.

1. Функция расчета амплитудно-фазовой характеристики:
[mag, p h a s e ]= b o d e (a ,  b, с, d, iu, w)

Функция принимает в качестве входных параметров матрицы 
системы а, Ь, с, d, номер входа, для которого производится 
расчет iu, и вектор диапазона частот w, формируемый для 
построения логарифмической частотной характеристики с по­
мощью функции logspace (см. ниже текст программы). Воз­
вращ ает функция bode две матрицы: m ag  (m agn itude  — 
амплитуда) и phase (ф аза) .  У этих матриц количество столб­
цов совпадает с размером вектора выхода системы, а число 
строк — с числом расчетных точек в интервале частот, т. е. 
с размером вектора w.

2. Функция расчета переходной характеристики (реакции 
на единичный скачок задающего воздействия) для iu-ro входа:

Y = s t e p ( a ,  b, с, d, u, iu, t).

Функция step возвращ ает матрицу Y, число столбцов , у ко­
торой равно размеру вектора выхода системы, а число 
строк — количеству элементов в векторе временного интер­
вала t.

3. Функция расчета реакции системы на произвольное 
задающее воздействие:

Y = l s i m ( a ,  b, с, d, u, t, хО)
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Функция lsim возвращ ает матрицу Y, размерность которой 
определяется так  же, как у функции step, которая содержит 
таблицу значений реакции системы на предысторию входного 
воздействия, хранящуюся в матрице и. Количество столб­
цов матрицы и соответствует числу входов системы ui, а 
каж д ая  строка — это состояние вектора входа в момент вре­
менного интервала t. хО есть вектор начальных значений со­
стояния системы.

Д л я  всех перечисленных функций входными параметрами 
являются матрицы а, Ь, с и d разомкнутой системы вида

х = А х  +  Ви
y = C x  +  Du. (4.3)

Поэтому, чтобы пользоваться приведенными функциями для 
анализа замкнутых систем, подобных нашей, надо найти ан а ­
логичные матрицы, но соответствующие системе, замкнутой 
обратной связью и регулятором

u = - K x  +  Ng, (4.4)

где х — вектор состояния, g — задаю щ ее воздействие. П о д ­
ставляя (4.4) в (4.3), получим

B K )x  +  BNg 
D K )x  +  DNg

х = А х  — B K x +  B N g =  (А 
у = С х  — D K x +  D N g =  (С ■

Создадим теперь М -ф айл с функцией, формирующей матри­
цы замкнутой системы:

function [аа, bb, ес ,  d d ] =  feedbk(а, b, с, d, к, п) 
аа =  а — Ь*к; 
bb =  d*n; 
сс =  с — d*k; 
dd =  d*n;

Д л я  заданной системы (4.1) — (4.2) матрицы, соответствую­
щие разомкнутой системе вида (4.2) и регулятору (4 .4 ) ,вы ­
глядят следующим образом :

А =  

С  =

К

• ; £  = *К0
т

Ш ; D  = [О 01

N  = '
' К 0

О . 0 1
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при этом
* = К 1 ;  и =  К  / Г ;  
у =К]; . g =  \g* /Г.

Теперь, для расчета результатов, осталось ввести следую­
щую программу

% Ввод численных значений параметров системы:
Т =  0.5; Ко = 1 .0 ;  Кр =  2.5;

% Формирование матриц ОУ и регулятора:
А = [ — 1/Т]; B = I K o / T  1];

C = [ l ] ;  D = { 0  0];
К = [ К р ;  0]; N = t K p  0; 0 1];

% Получение матриц замкнутой системы а, Ь, с и d:
[а, Ь, с, d ] = ! e e d b k (А, В, С, D, К, N );

% Формирования вектора диапазона частот w логариф- 
% мического масш таба от 0.1 до 10000 для  построения 
% ЛАХ и Л Ф ЧХ

w =  lo g sp ace (— 1, 4);

% Задание вектора временного интервала O ^ t ^ l O  с 
% с шагом 0.1

t = 0  : .1: 10;

% Формирование задающ его воздействия и возмущения 
g = s i n ( t ) ;  f = sign  ( g ) ;

% Формирование вектора входного водействия

u = [ g ;  f];

% Ввод начального значения вектора скорости сох
х 0 = 0 .2 ;

% Н а этом формирование исходных данных заканчива­
ло ется и далее % идет уже непосредственное решение 
% задачи:
% 1- Расчет АЧХ

[mag, p h a s e ]= b o d e ( a ,  d, с, b, 1, w );



% 2. Расчет переходной хар-ки 
ys =  s tep(a , b, с, d, 1, t ) ;

% 3. Расчет реакции на синусоидальное входное воздей- 
% ствие

y = l s i m ( a ,  b, с, d, u, t, хО);

Н а этом расчет задачи закончен. Мы имеем массивы, со­
держ ащ ие все значения, необходимые нам для вывода ре­
зультатов. Получим на одном экране графики амплитудно­
фазовых и переходной характеристик:

su b p lo t (221), semilogx(w, 2 0 * lo g (m ag ))  
title  ( ’M agn itude  response’), grid 
su b p lo t (223), semilogx(w, phase) 
title  ( ’P hase  response’), grid 
subplot (222), plot (mag, phase) 
title  ( ’Nichols p lot’), grid 
su b p lo t (224), p lot(t,  ys) 
t itle  (’Step response’), grid

В результате на экране увидим четыре графика (рис. I I I . 5).
Д л я  возвращения обратно в текстовый командный режим



надо нажать любую клавишу. Выведем теперь графики пе­
реходных процессов при задающ ем синосуидальном воздей­
ствии:

clg % Стираем графический экран 
plot (t, у, t, g ) ,  title ( ’Sine response’), grid
Н а одном графике получим кривые задающего воздейст­

вия и выходного сигнала (рис. III. 6).
Sine r e s p o n se

4.2. Преобразование математических моделей

Большой раздел функций тулбокса «Системы управления» 
посвящен задачам преобразования различных описаний дина­
мических систем. В часта I 'пособия уже были рассмотрены 
взаимные связи между математическими моделями: дис­
кретизация, континуализация и переходы от уравнений со­
стояния (УС) к передаточной функции (ПФ ) системы и 
обратно (см. ч. I, подразд. 2.2). Все указанные преобразо­
вания можно легко проделать в среде MATLAB с помощью 
соответствующих функций тулбокса СУ. Например, р ас ­
смотрим систему управления, заданную управлениями со­
стояния:

1*1 = *2, ( 4 .5 ) 

\ x s =  — 2*1 - f  х г +  и, у  =  -яс, +  5 * 2.
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Допустим, надо найти ПФ данной системы. Д ля  этого из 
уравнений (4.5) найдем матрицы системы А, В, С и D:

А = [ 0  1; —2 1]; В = [ 0 ;  1];
С = {1  5]; D =  [0];

Теперь для определения вида ПФ достаточно выполнить 
команду

[num, d e n ]= s s 2 t f  (А, В, С, D, 1).

Функция ss2tf осуществляет переход от УС к ПФ систе­
мы. Н азвание ss2tf является своеобразным сокращением 
фразы: state-space to («to» совпадает с произношением 
слова «two» — 2) transfer function, т. е. пространство состоя­
ний к передаточной функции. Входными параметрами для 
функции являются матрицы системы А, В, С, D и номер 
входа, относительно которого будет рассчитываться ПФ. 
Возвращает функция вектор den, содержащий коэффициен­
ты знаменателя ПФ в порядке убывания степени оператора 
дифференцирования р, и матрицу num, в которой возвращ а­
ются коэффициенты числителя и которая имеет столько 
строк, сколько выходов у системы (4.5).

В результате выполнения введенной команды получим 
искомую ПФ:

n u m =
0 1 5

den =
1 — 1 2

Аналогично можно выполнить обратный переход:
[А, В, С, D] =  tf2 ss(num , den)

Всего в тулбоксе СУ имеется 9 функций преобразований 
систем, список которых вместе со всеми функциями тулбокса 
(всего более 50) приведен в прил. 2.

4.3. Вычисление матричной экспоненты

В задачах  анализа динамики систем важную роль играет 
вычисление экспоненциальной матрицы еА. В среде MATLAB 
экспонента матрицы А вычисляется с помощью функции 
е х р т ( А ) .  Например, пусть

A = f 0  1; —2 1]:
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Тогда оператор 
B = e x p m  (А)

даст результат
В =

—0.1995 1.2082 
—2.4164 1.0087

Функция ехргп является «встроенной» (т. е. ее текст не 
доступен пользователю), но она использует «доступный» а л ­
горитм аппроксимации матрицы еА рядом Падэ, который н а­
ходится в файле exprnl.m. Кроме разложения по Падэ, 
MATLAB содержит еще два алгоритма вычисления матрич­
ной экспоненты: это разложение в ряд Тейлора и алгоритм 
приведения матрицы к диагональному виду с помощью функ­
ции вычисления собственных значений. Тексты этих алгорит­
мов находятся, соответственно, в файлах ехрш2.гп и ехршЗ.гп.

4.4. Оценка параметров модели

Задача  выбора параметров математической модели (или 
задача идентификации) подробно рассматривалась в части
I пособия. Напомним здесь только основные моменты.

Оценка параметров математической модели (ММ) прово­
дится по результатам наблюдений за реальным процессом, 
при этом иногда удается ММ преобразовать к стандартной 
форме:

П

У —1 2  -Ь фг,
<=|

что значительно облегчает решение задачи, позволяя, приме­
нять унифицированные методы идентификации.

Фактически оценка параметров сводится к аппроксима­
ции полученной экспериментально зависимости выхода у  от 
вектора входа х  полиномом степени п с коэффициентами 
0(-, i = l . . . п при возмущениях (погрешностях) ср,. MATLAB 
позволяет выполнять такую аппроксимацию с помощью 
функций polyfit (Polynom ial fit t ing  — аппроксимация поли­
номом) :

с = polyfit (х, у, п) .

Функция возвращ ает вектор с = [ с { . . . с п\ коэффициентов 
многочлена аппроксимации степени п р (х )  зависимости
y = f ( x ) :
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p { x ) ~  CiXn +  C2Xn~ l +  . . .  +Cd.

Многочлен подбирается методом наименьших квадратов по­
средством решения линейного уравнения

Л с = у ,

где столбцы матрицы А  есть следующие один за другим сте­
пени вектора х, а количество строк равно числу расчетных 
точек функции y — f ( x) .  Решение уравнения А с = у  осущест­
вляется с помощью операции «деление матриц» языка 
MATLAB (см. подразд. 2.2):

с = А \ у

Приведем пример аппроксимации. Сначала создадим з а ­
висимость i / = 0 Tx+<p при помощи функции вычисления поли­
нома polyval:

t e t= { 3  2 1 —5]; % вектор коэффициентов 0 
х = = 0 : . 1 :2 ;  % область определения
y = p o ly v a l ( t e t ,  х) + r a n d ( x ) ;  % ra n d  — сл. помеха

Теперь аппроксимируем полученную зависимость и выведем 
график:

И*



с — polyfit (х, у, 3);  
f i t= p o ly v a l (c ,  х); 
plot (х, fit, х, у, ’о’^ 
title ( ’Polynomial f i t t ing’) 
grid

В результате на экране увидим графики действительных зн а ­
чений и результатов аппроксимации (рис. III. 7).

5. РЕШ ЕНИ Е ЗАДАЧ АНАЛИЗА ДИНАМИКИ СИСТЕМ 
ПРИ ПОМОЩИ ПАКЕТА АДАМ

АДАМ (Анализ Дифференциально-Алгебраических М о­
д е л е й ) — удобный интерактивный пакет программ для чис­
ленного анализа динамических систем различной структуры. 
АДАМ является дополнением к пакету MATLAB и может 
рассматриваться как тулбокс к нему. Модель анализируе­
мой системы может быть составлена из взаимодействующих 
подсистем, описываемых линейными или нелинейными, яв ­
ными или неявными, дифференциальными, разностными или 
алгебраическими уравнениями. Пользователи могут описы­
вать подсистемы независимо, создавая собственные библио­
теки моделей. Язык описания моделей АДАМ позволяет ис­
пользовать любые матричные операции и функции пакета 
MATLAB, а такж е модели из библиотек, описанные на 
языках АДАМ, MATLAB, Си, фортран-77 и др. Порядок си­
стемы и число уровней иерархии подсистем произвольны и 
ограничены лишь объемом памяти ЭВМ.

После описания по желанию  пользователя может быть 
проведено имитационное моделирование, линеаризация или 
дискретизация системы. Д л я  моделирования доступен ряд 
явных и неявных методов численного интегрирования (Эй­
лера, Рунге-Кутта, формул дифференцирования назад  — 
Ф ДН  и т. д.). Результаты  можно обрабатывать стандартны­
ми средствами пакета MATLAB (статистика, графика и др.).

АДАМ предоставляет пользователю язык описания различ­
ных типов динамических систем и манипулирования с ними, 
отличающийся от язы ка MATLAB наличием одного нового 
понятия — модели. Чтобы описать модель с именем, напри­
мер ModelName, необходимо создать файл описания Model - 
Name.A — так называемый A -файл. При этом можно исполь­
зовать матричную нотацию и любые функции MATLAB. З а ­
тем A-файл транслируется функцией adam в форму, воспри­
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нимаемую системой MATLAB, инициализируется и может 
быть проинтегрирован, линеаризован или дискретизован вы ­
зовом соответствующих команд. Чтобы описать последова­
тельность подобных действий, следует, так же как и при 
пользовании системой MATLAB, создать и запустить М-файл. 
Проиллюстрируем применение пакета АДАМ на примерах.

Пример 1. Этот пример показывает, как  описывать и ин­
тегрировать простые непрерывные нелинейные системы.; 
Пусть требуется промоделировать систему

d x /d t  =  у ( t ) , d y /d t  — —A x(t)  +  е(1 — x2(t) )y ( t)  + B u ( t )

(уравнение Ван дер Поля) со значениями параметров А = 2 ,  
В =  20, е =  5, и начальными условиями х ( 0 ) = 0 .2 5 ,  у (0) =  0, 
на промежутке времени [0, 16с]. Д л я  простоты будем 
считать, что u ( t ) = 0 ,  т. е. входное возмущение отсутвует. 
ствует.

Создадим файл VDPOL.A, содержащий текст:
model sX =  V dpol(U) % Van der Pol equation 

initial
A =  2 B =  20 Eps =  5 % Initial values of param eters  
s X = 0 .2 5  s Y = 0  % Initial values of states

continuous 
dX =  sY
d Y = —A*sX +  E p s* ( l  — sX ~2) *sY +  B*U

end
Чтобы создать файл, вызовите из среды MATLAB редактор 
DOS командой

ledit vdpol.a

В созданном описании системы после ключевого слова 
model указываются выходы, имя и входы модели. В секции 
initial задаю тся значения параметров и начальные условия. 
Секция continuous содержит уравнения модели, связей и 
возмущений. Заметим, что все имена переменных и моделей 
должны начинаться с заглавной буквы. Префиксы s- и d- ис­
пользуются для указания переменных состояния и их произ­
водных, соответственно.

Теперь модель описана и можно создать М-файл ЕХ1.М 
для ее моделирования:

im =  a d a m ( ’V d p o r) ;
Vdpol_U==0;

res



[t, y ]= s im ( im ,  16);
plot (t, y), t itle  ( ’V D PO L  time history’)

Первая строка файла EX1.M содержит вызов adam  — 
функции трансляции описания модели. Вся необходимая для 
дальнейшего информация о модели запоминается в перемен­
ной im — информационной матрице. Во второй строке з а д а ­
ется значение внешнего возмущения (для доступа к любым 
переменным моделей при работе функции adam  создаются 
соответствующие глобальные переменные, уточняемые име­
нем модели). В третьей строке содержится вызов функции 
моделирования sim, выполняющей численное интегрирование 
указанной модели на указанном промежутке с указанным 
правым концом (остальные параметры функции приняли зн а ­
чения по умолчанию, в частности, левая граница интервала 
интегрирования — нуль). В результате работы функции sim 
будут созданы однострочные матрицы t, у результатов мо­
делирования. П оследняя строка вызывает стандартные функ­
ции системы MATLAB для построения графиков.

После запуска созданного файла командой
exl

вы увидите результаты моделирования на экране.
Пример 2. Этот пример показывает, как описывать дис­

кретные модели и соединять их связями. Поставим задачу 
стабилизации системы Vdpol из примера 1 в начале коорди­
нат (моделирование показало, что это состояние равновесия 
системы неустойчиво). Д л я  стабилизации будем использо­
вать регулятор, который измеряет выход объекта и реали­
зует в дискретном времени стандартный непрерывный про- 
порционально-интегрально-дифференциальный (П И Д ) закон 
управления

. d E i /d t= E /T i ,  Ed =  TddE/dt, u =  K (E  +  Ei +  Ed),

где К — общий коэффициент усиления; Т; — постоянная вре­
мени интегрирования; T d — постоянная времени дифференци­
рования.

Дискретная форма П И Д -закона может быть описана в 
файле DPID.A следующим образом:

model U =  D P ID (E )  % Discrete PID-controller 
initial

K = 0 .1 2  % Gain
T i = 2 0  % In tegra to r time constan t
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T d = 2 . 5  % Differentiator time constant
T 0 = 0 .1  % S am p lin g  interval
oEi =  0 % Initial value  of discrete in tegra tor

oEd =  0 % Initial value  of holder
discrete (TO) 
n E d = T d * E  
n E i = o E i  +  E*T0/Ti 
U =  K * ( E + n E i +  (n E d — oE d)/T 0)

end

Здесь префикс n- (new) указывает на текущее значение пе­
ременной, тогда как префикс о- (old) соответствует ее зн а ­
чению на предыдущем временном шаге. Величина интервала 
дискретизации ТО указывается в заголовке секции discrete.

Описав субмодели Vdpol и D PID , вы можете соединить 
их в файле VDPID.A не просто, а очень просто:

model [X, U] =  VDPID (Xref) 
continuous

X = m V d p o l  (U)
U =  m D P lD (X re f—X)

end

Создав теперь М-файл для моделирования ЕХ2.М
im =  a d a m ( ’V D PID ’);
V D P ID -X re f= 0 ;
[t, y]=^sim (im , 5);
plo t(t ,  у ( 1 , : ) ,  t, у ( 2 , : ) ,  ’x’) , . . ,
t i t l e ( ’V D PID  time history’)

и запустив его, вы увидите на экране переходные процессы 
в замкнутой системе.
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П Р И Л О Ж Е Н И Е  1

БА ЗО ВЫ Е ФУНКЦИИ СРЕДЫ  
MATLAB

Функции общего назначения

help оперативная подсказка
demo запуск демонстрационных программ
who список переменных в памяти
what список М -файлов на диске
size размерность переменной
length длина вектора
clear очистка рабочей области
computer тип компьютера
Л С прерывание работы программы
quit выход из системы MATLAB
exit то же, что и quit

Матричные операции Поэлементные операции

+ сложение + сложение
— вычитание — вычитание
* умножение * умножение

/ правое деление правое деление
\ левое деление • \ левое деление
А возведение в степень возведение в степень

транспонирование с 
сопряжением

транспонирование

Логические операции и отношения порядка

<  меньше & логическое И
< — меньше или равно | логическое И ЛИ

>  больше ~  логическое НЕ
> =  больше или равно
=  =  равно
~  =  не равно
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Специальные символы

sa оператор присваивания
r используется для создания векторов и матриц
] см. [
( приоритет арифметических операций
) см. (

десятичная точка
продолжение оператора на следующую строку
разделяет индексы и аргументы функции
заканчивает строки без отображения результата

% вводит комментарии
сечение и генерирование векторов

! выполняет команду операционной системы

Специальные значения

ответ, если выражение без присваивания 
точность значений с плавающей точкой 
число л
i ~
оо
не-число (Not-a-Num ber)
часы
дата
число операций с плавающей точкой 
количество входных аргументов функции 
количество выходных аргументов функции

Функции обработки строк и текста

abs преобразует строку в ASCII значения
eval вычисляет значение текстового макроса
num 2str преобразует число в строку
int2str преобразует целое значение в строку
setstr устанавливает флаг индикации строки
sprintf преобразует значение в строку
fprintf то же, что и sprintf, но с выводом строки на экран
isstr обнаруживает строковые переменные
strcmp сравнивает строковые переменные
hex2num преобразует строку с шестнадцатиричным значением в 

число с плавающей точкой

ans 
e p s  

Pi 
i. j 
inf 
NaN  
clock  
date  
flops 
nargin  
nargout
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Графический вывод

plot линейный X — Y график
lo g lo g логарифмический X — Y график
sem ilogx полулогарифмический X — Y графнь.
sem ilogy полулогарифмический X — Y график
polar график в полярных координатах
mesh трехмерная контурная поверхность
contour линии уровня
meshdom область определения для графиков поверхности контура
bar столбцовая диаграмма
stairs лестничная диаграмма
errorbar изображ ение интервальных допусков

Графические комментарии

title заголовок графика
xlabel обозначение оси абсцисс
ylabel обозначение оси ординат
grid наложение сетки на график
text вывод текста в произвольной позиции графического

экрана
gtext вывод текста в позиции, выбранной с помощью мыши
ginput ввод в графическом режиме

Управление графическим окном

axis масштабирование осей вручную
hold фиксация графика на. экране
shg показывает графический экран
clg стирает графический экран
subplot разбивает графический экран на окна

Вывод графического окна на печать

print печать текущего графика
prtsc печать графического экрана
met а открывает графический метафайл для последующей

обработки и распечатки графиков
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Функции командного окна

clc стирает командный экран
home устанавливает курсор в начальную позицию
format установка формата вывода на дисплей
disp вывод на дисплей текста или матрицы
fprintf форматированный вывод значений на дисплей
echo устанавливает эхо-контроль

Управляющая логика

if оператор условного выполнения
elseif используется вместе с if
else используется вместе с if
end ограничивает if, for, w hile
for выполняет фрагмент программы определенное число

раз
w hile выполняет фрагмент программы, пока не выполнено

заданное условие
break досрочный выход из циклов for и w hile
return возврат из функции
pause приостановка выполнения до нажатия клавиши

Программирование и М-файлы

input ввод значений с клавиатуры
keyboard в М-файле передает управление клавиатуре
error выводит на экран сообщение об ошибке
function определяет функцию
eval выполняет текст, содержащ ийся в строке
feval выполняет функцию, заданную  в строке
echo устанавливает эхоконтроль
exist . проверяет, существует ли переменная
casesen чувствительность к регистрам клавиатуры
global определяет глобальные переменные
startup стартовый М-файл
getenv строка переменной операционной системы
menu выбор пунктов из меню
etime хронометр
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Работа с диском

chdir замена текущего каталога
delete удаление файла
diary запись в файл сеанса работы
dir каталог файлов на диске
load загрузка данных из файла
save сохранение данных в файле
type выдача списка функций и М-файлов
what список М -файлов в текущем каталоге
fprintf форматированный вывод в файл
pack уплотнение памяти посредством save

Отношение порядка и логические функции

any проверка массивов на логические условия
all проверка массивов на логические условия
find нахож дение индексов ненулевых элементов массива
exist проверка существования переменной
isnan обнаруж ение не-чисел (N aN s)
finite обнаруж ение бесконечности
isem pty обнаруж ение пустых матриц
isstr обнаруж ение строковых переменных
strcmp сравнение переменных-строк

Тригонометрические функции

sin синус
COS косинус
tan тангенс
asin арксинус
acos арккосинус
atan арктангенс
atan2 значения арктангенса для четырех квадрантов
sinh синус гиперболический
cosh косинус гиперболический
tanh тангенс гиперболический
asinh арксинус гиперболический
acosh арккосинус гиперболический
atanh арктангенс гиперболический
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Элементарные математические функции

abs модуль числа или комплексная амплитуда
angle фазовый угол
sqrt квадратный корень
real вещественная часть
im ag мнимая часть
conj комплексно-сопряженная величина
round округление до ближайшего целого
fix округление отбрасыванием дробной части
floor округление вниз
ceil округление вверх
sign функция знака (сигнум)
rem остаток или модуль
exp экспоненциальная функция
lo g натуральный логарифм
loglO десятичный логарифм

Специальные функции

bessel функция Бесселя
gamma полная и неполная гамма-функции
rat рациональная аппроксимация
erf функция ошибки
inverf обратная функция ошибки
ellipk полный эллиптический интеграл первого вида
ellipj эллиптические функции Якоби

Полиномы

poly характеристический полином
roots корни полинома — метод сопряженной матрицы
rootsl корни полинома — метод Лагерра
polyval вычисление полинома
poluvalm нахождение матричного полинома
conv умножение
deconv деление
residue разложение на простейшие дроби
polyfit аппроксимация полиномом



Действия с матрицами

rot90 поворот
fliplr симметрия матрицы относительно вертикальной оси
flipud симметрия матрицы относительно горизонтальной оси
diag выделение или создание диагональной матрицы
tril нижняя треугольная подматрица
triu верхняя треугольная подматрица
reshape переформирование матрицы 

транспонирование матрицы

Специальные матрицы

согарап сопряженная матрица
diag диагональная матрица
eye единичная матрица
gallery «галерея» тестовых матриц
hadamard матрица Адамара
hankel матрица Ганкеля
hilb матрица Гильберта
invhilb обратная матрица Гильберта
Iinspace вектор членов арифметической прогрессии
logspace вектор членов геометрической прогрессии
meshdom область определения для трехмерного графика
ones матрица единиц
rand матрица случайных элементов
toeplitz матрица Тёплица
vander матрица Вандермонда
zeros нулевая матрица

Число обусловленности матрицы

cond число обусловленности в норме Ls
norm норма L1, норма L2, F -норма, оо-норма
rank ранг матрицы
rcond оценка обусловленности
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Разложение и факторизация

balance балансировка матрицы
backsub обратная подстановка
cdf2rdf преобразован •> комплексно-диагональной формы в ве-

щ ественно-диап .ную
chol факторизация Холецкого
e ig собственные числа и собственные векторы
hess форма Гессенберга
inv обращение
Iu множители из Гауссова исключения
nnls метод неотрицательных наименьших квадратов
null нуль-пространство
orth ортогонализация
pinv псевдообращение
qr ортогонально-треугольное разложение
qz QZ алгоритм
rsf2csf преобразование вещественной формы Шура в комп­

лексную
schur разложение Шура
svd разложение по сингулярным числам

Элементарные матричные функции

expm матричная экспонента
logm матричный логарифм
sqrtm матричный квадратный корень
funm произвольная матричная функция
poly характеристический полином
det определитель
trace след
kron тензорное произведение Кронекера

Интерполяция

spline кубический сплайн
tablet просмотр одномерной таблицы
table2 просмотр двухмерной таблицы
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Решение дифференциальных уравнений

ode23 метод Рунге-Кутта 2-го — 3-го порядка
ode45 метод Рунге-Кутта 4-го — 5-го порядка

Численное интегрирование

quad численное интегрирование функции
quad8 численное интегрирование функции

Нелинейные уравнения и оптимизация

fmin минимум функции одного переменного
fm ins минимум функции многих переменных с ограничениями
fsolve решение системы нелинейных уравнений
fzero нахож дение корня функции одной переменной

Анализ данных по столбцам

max максимальное значение
min минимальное значение
mean среднее значение
m edian медиана
std среднее отклонение (МО)
sort сортировка
sum сумма элементов
prod произведение элементов
cumsum кумулятивная сумма элементов
cumprod кумулятивное произведение элементов
diff приближенное произведение
hist гистограмма
corrcoef коэффициенты корреляции
cov матрица ковариации
cplxpair переупорядочение в комплексных парах
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Обработка сигналов

abs комплексная амплитуда
angle фаза
conv свёртка
corrcoef коэффициенты корреляции
cov ковариационная матрица
deconv обратная свертка
fft быстрое преобразование Фурье (БПФ )
fft2 двухмерное БПФ
ifft обратное БПФ
ifft2 обратное двухмерное БПФ
fftsh ift перекоммутация секторов матриц

П Р И Л О Ж Е Н И Е  2

ФУНКЦИИ ТУЛБОКСА «СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ» 
(CONTROL SYSTEM TOOLBOX)

Построение моделей

append добавление уравнений динамики системы
connect моделирование блок-схем
parallel параллельное соединение систем
series последовательное соединение систем
ord2 формирование матриц А, В, С, D для системы 2-го по­

рядка

Преобразования моделей

ss2tf пространство состояний-»-передаточная функция
ss2zp пространство состояний нули и полюса
tf2ss передаточная функция -*■ пространство состояний
tf2zp передаточная функция ->- нули и полюса
i- p2tf нули и полюса -*■ передаточная функция
zp2ss нули и полюса -*■ пространство состояний
residue разложение на простейшие дроби
c2d непрерывная модель-»-дискретная модель
d2c дискретная модель-»-непрерывная модель
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Реализации моделей

ctrbf управляемая блочная форма
obsvt наблюдаемая блочная форма
minreal минимальная реализация системы
balreal сбалансированная реализация
modred понижение порядка модели
dbalreal дискретная сбалансированная реализация
dmodred понижение порядка дискретной модели

Свойства моделей

damp собственные частоты и коэффициенты демпфирования
gram грамианы направляемости и наблюдаемости
dgram грамианы управляемости и наблюдаемости
ctrb матрица управляемости
obsv матрица наблюдаемости
tzero передаточные нули

Временные характеристики

impulse импульсная характеристика
step переходная характеристика
lsim реакция непрерывной системы на произвольное задаю ­

щее воздействие
dim pulse дискретная импульсная характеристика
dstep дискретная переходная характеристика
dlsim реакция дискретной системы на произвольное задаю ­

щее воздействие

Частотные характеристики

bode амплитудно-фазовые
частотные характеристики (АФЧХ)

nyquist годограф Найквиста
dbode дискретные АФЧХ
freqz z-преобразование частотной характеристики
freqs преобразование Л апласа частотной характеристики
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Расчет регуляторов

lqr (. ,'.чет линейно-квадратичного оптимального регуля­
тор '

lqe расчч- линейно-квадратичного оптимального наблю­
дателя

dlqr расчет линейно-квадратичного дискретного регулятора
dlqe расчет линейно-квадратичного дискретного наблюда­

теля
m argin расчет запаса по амплитуде и по фазе
place размещение полюсов
rlocus годограф полюсов замкнутой системы
lyap решение уравнения Ляпунова
dlyap решение дискретного уравнения Ляпунова
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ЗА КЛ Ю ЧЕН И Е

Некоторые из изложенных понятий и подходов первона­
чально были разработаны  в кибернетике и теории автомати­
ческого управления, а в других областях являются пока не­
привычными. Тем не менее, они носят универсальный х ар ак­
тер.

Когда-то считалось, что явление изучено, если построена 
его математическая модель. Понадобился гений Р. Д екарта 
и определенный уровень развития науки, чтобы сформулиро­
вать новый принцип: для каждого явления возможны не­
сколько моделей: вопрос в том, какая  из них правильная. 
Сегодня мы начинаем понимать, что не существует единст­
венной «правильной» модели! Д а ж е  в рамках одного и того 
же исследования может одновременно использоваться не­
сколько ММ сообразно с целями исследования и вычилитель- 
ными средствами.

Хочется подчеркнуть, что современное понимание места 
и роли математического моделирования в научном и инж е­
нерном исследовании, представленное в ряде работ и, в част­
ности, в данном пособии, сложилось под действием бурного 
развития вычислительной техники. Программы, реализующие 
отдельные модели и методы, в настоящее время подверга­
ются обобщению и интегрируются в пакеты прикладных про­
грамм (П П П ), поддерживающие все этапы математического 
моделирования: построение ММ, исследование (анализ) и 
использование (синтез). Примерами таких П П П  являются 
программная система MATLAB с тулбоксами, описанная в 
части III, а такж е  пакет АВАНС (Автоматизация А Н ализа 
и Синтеза), разработанный в Л М И  [53, 54]. АВАНС предназ­
начен для автоматизации проектирования сложных систем 
в различных областях (систем автоматического управления, 
механических, электромеханических систем и т. п.). АВАНС 
поддерживает основные этапы математического моделиро­
вания статических и динамических, дискретных и непрерыв­
ных, линейных и нелинейных, детерминированных и сто­
хастических систем. В нижеприведенной таблице перечислены 
основные операции, выполняемые на каждом этапе, с указа-
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нием поддерживающих их операторов входного языка 
АВАНС.

Дальнейшее развитие математического моделирования 
связано с созданием новых информационных и исследова­
тельских технологий, ориентированных на персональные 
ЭВМ. Раньш е решением задачи на ЭВМ занималось не­
сколько человек: специалист-эксперт ставил задачу, м ате­
матик-прикладник выбирал алгоритм решения, а програм­
мист писал и отлаживал программу. Теперь ж е специалист 
получает доступ к компьютеру на всех стадиях работы. Н а и ­
больших успехов добиваются те, кто владеет навыками при­
менения компьютера на всех стадиях. Меняется и характер 
используемых программных средств: закрытые П П П  усту­
пают место инструментальным системам, и средам, при р а ­
боте с которыми пользователь создает собственные библиоте­
ки моделей и методов обработки данных (MATLAB и АВАНС 
с успехом используются в качестве таких сред). Таким о б ­
разом, исследователь «перекачивает» в программы часть 
своих знаний и, опираясь на них, получает новые зн ан ия ,ко ­
торые снова фиксирует в ЭВМ. Происходит автоформализа­
ция профессиональных знаний [51], в корне меняющая стиль 
и темпы исследования.

П одводя итог, перечислим некоторые упоминавшиеся 
выше полезные советы, которые можно назвать «заповедя­
ми» математического моделирования.

1. Н е решай сложную задачу, не решив простую (прин­
цип простоты).

2. Без ошибки нет модели, а потому негрубые модели — 
плохие (принцип А. А. Андронова).

3. Можно пренебрегать чем угодно, нужно только точно 
знать, как это повлияет на результат (принцип Э. Хэмингуэя).

4. Чем проще модель, тем реже она обманет (принцип 
надежности).

5. Точность результатов не может быть выше точности 
исходных данных; точности промежуточных вычислений 
должны быть согласованы (принцип А. Н. Крылова).

6. Ц ель расчетов — не числа, а понимание. П режде чем 
решать задачу, подумай, что делать с ее решением (законы 
Р. Хеминга).

Наконец, хочется еще раз повторить, что окруж аю щ ая 
действительность является началом и концом математиче­
ского моделирования. Именно в этом смысле следует пони­
мать эпиграф, помещенный в начале книги.
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№
п/п

Этапы математического 
моделирования

Средства поддержки  
в П П П  АВАНС

1 Построение ММ системы
1.1 Определение входных/выходных 

переменных и параметров
1.2. Определение целей и показате­

лей качества
1.3. Выбор структуры ММ системы 

(см. разд. ч. I)
1.4. Выбор (оценка) параметров ММ IDENT, IDENW

по таблицам временных и ча­
стотных характеристик

1.5. Описание ММ и ввод в ЭВМ SYST, W NN, SYSTAD, биб­
лиотеки типовых линей­
ных динамических звеньев 
и типовых нелинейностей

2 Исследование ММ системы
2.1. Преобразования ММ (п. 2.2 ч. I)

LIN^ — линеаризация
— расчет передаточных функций TRANE
— расчет диагональной канони­

ческой формы
WDIAG

— редуцирование W REDUC, S IM + G D E N T
— дискретизация
— континуалнзация 

2.2. Анализ ММ (ч. II).

W DISC

— анализ статического режима STAT, IM PLS
— анализ динамики (имитаци­

онное моделирование)
SIM, INTEGR

. — расчет собственных чисел 
М  А )

QR

— расчет нулей и полюсов ПФ  
(ReX<, Im X i)

W NULPOL

— расчет частотных характери­
стик W(fa>), А (<в), ф (м ), Ц(£>)

LFC

— расчет показателей качества Библиотека типовых пока­
зателей

2.3. Комплексное исследование ANALYS

3 Использование ММ на примере про­
ектирования САУ

3.1. Синтез базовых структур регу­ Библиотека типовых регу­
ляторов ляторов

3.2. Описание н ввод в ЭВМ  базо­ То ж е
вых структур регуляторов



Окончание табл. 7

№
U/II

Этапы математического 
моделирования

Средства поддержки  
в ППП АВАНС

3.3. Расчет параметров регуляторов 
по упрощенной ММ объекта уп­
равления
— анализ замкнутой САУ

— перебор
— оптимизация

3.4. Предварительный отбор регуля­
торов

3.5. Уточнение параметров регулято­
ров по полной ММ объекта

— перебор

— оптимизация

3.6. Окончательный отбор регуля­
торов

3.7. Анализ замкнутой САУ

SIM  +  библиотека типовых 
показателей (см. такж е  
п. 2.2 ч. I)

M IN +  библиотека типовых 
показателей

SIM  +  библиотека типовых 
показателей 

M IN +  библиотека типовых 
показателей

См. п. 2.2 ч. I
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