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Ч А С Т Ь I (Продолжение) 

ДИНАМИКА И ПРОЧНОСТЬ МАШИН 

Р а з д е л 8 
СТЕРЖНИ И СТЕРЖНЕВЫЕ СИСТЕМЫ 

Глава 8.1 

РАСТЯЖЕНИЕ И ИЗГИБ 
ПРЯМЫХ СТЕРЖНЕЙ 

8.1.1. НОРМАЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В СТЕРЖНЕ 
ПРИ РАСТЯЖЕНИИ И ИЗГИБЕ 

В поперечных сечениях стержня нор
мальные напряжения (рис. 8.1.1) 

N M М^, 
= — +—^у+^х, (8.1.1) 

где iV, МХУ Му - внутренние силовые факторы 
в сечении, соответственно продольная сила и 
изгабающие моменты относительно осей х и 
у, А - площадь поперечного сечения; 
1^=\уаАи/=\х(Ы - осевые момен-

А А 
ТЫ инерции сечения относительно осей х и у. 
Линию пп, где а^=0, называют нулевой или 
нейтральной линией. 

8.1.1. Эпюра нормальных напряжений 
в сечении прямого стержня в общем случае 

Формула (8.1.1) получена для изотропно
го линейно-упругого материала на основе двух 
допущений: 1) равенства нулю поперечных 

напряжений Ох=0у Оу=0; 2) справедливости 
гипотезы плоских сечений, согласно которой 
поперечные сечения плоские и нормальные к 
оси бруса до деформации остаются такими же 
после деформации. 

Три независимых перемещения произ
вольного поперечного сечения - перемещение 
W вдоль оси Z и углы (рх и ф^ поворота относи
тельно осей X и у - связаны с внутренними 
усилиями следующими равенствами: 

dz 
N 

ЕА 
^Фл М^ ёф. М^ 

dz Ы^ dz EJy 
(8.1.2) 

где Е - модуль упругости при растяжении -
сжатии материала стержня; ЕА и EJxy EJy -
жесткости стержня соответственно при растя
жении - сжатии и изгибе. 

Формула (8,1.1) справедлива только в 
том случае, если оси х, у удовлетворяют усло
виям 

S^ = ^yûA = 0; Sy= JjoW = 0; 
A A 

/ ^ = J x ^ = 0, (8.1.3) 

т.е. оси X, y проходят через центр тяжести 
сечения (первые два условия) и ориентиро
ванны так, что центробежный момент инерции 
Jxy^O. Это главные центральные оси сечения. 
Оси X, у являются главными, если хотя бы 
одна из них является осью симметрии сече
ния. 

Несимметричное сечение сложной фор
мы разбивают на простейшие геометрические 
фигуры и находят координаты центра С тяжес
ти (рис. 8.1.2) 

/ 
b=S^jA^J]b,A,/A. (8.1.4) 
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После проведения произвольных цент
ральных осей ХоУо для них суммированием по 
отдельным фигурам находят величины 

В табл 8.1.1 приведены моменты инер-
гщи относительно собственных центральных 
осей некоторых геометрических фигур. Для 
перехода от центральных осей ХоУо к главным 
используют формулы 

/ = 0^ 2 

^-^-'Г.^Л'Гп^-^)' (81-6) 8.1.2. Схема определеши положеши главных 
центральных осей несимметричного сечения 

8.1.1. Геометрические характеристики 
простейших фи1ур 

Сечение 

bh' 

12 

hb 

12 
bh 

bh 

36 
_ 
36 

b'h' 

72 

bh_ 

2 

nd 

64 
_ 

64 
7 C ^ ^ 
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Продолжение табл. 8.1.1 

97Г - 6 4 d 
а 

11527С 128 

nd^ 

nd^b nd^b ndS 

те - 4 3 
d^b 

Sn 

nd 5 7cd5 

2 

Д̂̂  -̂ max ^•^x» •̂ min = «̂ y " главные цент
ральные моменты инерции, являются экстре
мальными из всех центральных осей сечения; 
знак плюс соответствует /щ^х > '̂ ^"^^ минус -

В частном случае плоского изгиба в од
ной из главных плоскостей максимальное на
пряжение в сечении (рис. 8.1.3) 

дольных сил d^, обусловленная приращением 
изгибающего момента dMx, уравновешивается 
сдвигающей силой Tdz (рис.8.1.4, а). Если 
принять, что нормальные напряжения а^ оп
ределяются формулой (8.1.1) при Л^=0, Му=0 
и Мх^у интенсивность сдвигающей силы, 
возникающей в горизонтальном сечении балки 
на данном уровне. 

Чтах = MJW,, (8.1.7) 

где W^ - ^X I Утвях. ' геометрическая харак
теристика сечения - момент сопротивления 
сечения при изгибе (м'). 

7 = 
diV m,sl QyS, 
dz dz Jy 

(8.1.8) 

где S^ - статический момент отсечной площа
ди А^ относительно оси х; Qy - поперечная 
сила. 

Таг 

1 ifî -" *> JdzU J 

i 

7 
4 

Рис.8.1.3. Эпюра нормальных напряжений 
в сечении прямого стержня при изгибе 

в главной плоскости 

8.1.2. КАСАТЕЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ 
В СТЕРЖНЕ ПРИ ИЗГИБЕ 

Из условия равновесия элемента изгиба
емой балки длиной dz и площадью А^ попе
речного сечения (часть поперечного сечения, 
отсеченная горизонтальной плоскостью на 
уровне j^^'const) следует, что разность про-

1} 

Рис. 8.1.4. Схемы действия сдвигающих сил 
И касательных напряжений при изгибе 
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Возникновение сдвигающих сил более 
очевидно в двухслойной балке, в которой по 
плоскости соприкасания слоев при изгибе 
происходит их сдвиг (рис. 8.1.4, б). В сплош
ной балке сила Т устраняет этот сдвиг и обес
печивает непрерывность перемещений на рас
сматриваемом уровне >'=const. В составных 
балках связи сдвига (заклепки, болты, сварные 
и клеевые швы) рассчитывают на действие 
силы Тпо формуле (8.1.8). 

Если предположить, что касательные на
пряжения X 
мерно по ширине сечения Z>, то 

т = т распределены равно-

x=- = ^^^' ух 
Jxb 

(8.1.9) 

Для прямоугольного сечения статический 
О 2 2 

момент S^ = 0,5^(0,25Л -у ) 1л. касатель
ные напряжения х распределены по высоте по 
квадратной параболе с экстремумом на уровне 
центра тяжести, Xj^^ = 1,52^ / (bh) (см. рис. 
8.1.4, а) В тонкостенном сечении напряжения 
X равномерно распределены по толщине 5 и 
направлены по касательной к контуру сечения 
(рис. 8.1.4, в). 

Для балки переменного сечения вместо 
зависимости (8.1.9) используют формулу 

}_dN___ 1 d 
b dz b éz 

(8.1.10) 

8.1.3. ПЕРЕМЕЩЕНИЯ 
ПРИ МАЛЫХ ПРОГИБАХ 

При изгибе балки, нагруженной распре
деленными силами интенсивностью q, в глав
ной плоскости yz характерными перемещени
ями произвольного сечения являются прогиб v 
и угол поворота ф;̂  (рис.8.1.5). При малых 
прогибах, когда. отношение v ^ ^ / / имеет 
порядок 10-2 и менее, продольными переме
щениями >V(7 сечений пренебрегают (w^O). 

В общем случае элемент балки испыты
вает деформацию искривления под действием 
изгибающего момента Мх (рис. 8.1.6, а) и 
деформацию сдвига, вызванную поперечными 
силами Qy (рис. 8.1.6, 6)\ 

yzy=-
kQy 

GA 
(8.1.11) 

где к -\{4/ь. bJ ÛA - коэффициент, учи-

А 
тывающий неравномерность распределения 
касательных напряжений в сечении; для пря
моугольного сечения к=1Л\ для двутавра 
к « A/Aç^ ; А - площадь всего сечения; А^ -
площадь сечения вертикальной стенки. 

Углы (рх поворота сечения и Qx касатель
ной к искривленной оси балки отличаются 
между собой на угол у^ сдвига: 

^х=Ф;с+Т zy- (8.1.12) 

А'" '1 \ \ 

О JA 
dz 

") 

PHC.8.?.S. Схема линейных и угловых 
перемещеьяй сечений при изгибе стержня Рис. 8.1.6. Схемы ншружения и деформации элемента 

балки от изгибающего момента и поперечной силы 
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При малых углах tg0^ « 9̂^̂  и 
v' = dv / dz = 6^. Таким образом, из соотно
шений (8.1.11) и (8.1.12) следуют два равен
ства, которые образуют систему дифференци
альных уравнений первого порядка для опре
деления перемещений в балке с учетом де
формаций искривления и сдвига: 

v' = 0 , . (8.1.13) 

Эта система может быть записана в виде 
одного уравнения второго порядка 

V = 
kQy 

VGA ) 
(8.1.14) 

Во многих случаях деформациями сдвига 
пренебрегают, полагая 9^ = Ф^' ^^^ приводит 
к решению одной из задач интегрирования: 

системы 

(8.1.15) 

эквивалентного уравнения второго порядка 

EJ, 
(8.1.16) 

эквивалентного уравнения четвертого порядка 

(£/^v')"=<7. (8.1.17) 

При £/;c=const 

(8.1.18) EJ^v =q. 

При интегрировании уравнения второго 
порядка (8.1.16) граничные условия выража
ются через функцию прогибов v и ее первую 
производную у' = ф^, т.е. являются кинема
тическими. При использовании уравнений 
четвертого порядка к приведенным кинемати
ческим условиям могут добавляться силовые 
граничные условия, формулируемые с помо
щью равенств М^ = -EJ ^у" и 

При EJx—EJ=coi\Sl для частного вида 
нагрузок путем интегрирования уравнений 
(8.1.16) или (8.1.18) можно получить универ
сальную формулу для определения прогибов 
на я-м участке (рис. 8.1.7) 

MQZ QQZ 

2\EJ Ъ\Ы 

4QZ 

4\Е/ 

' "-'(M.jz-a^y -Z 
/=1 НЕ/ 

Pt{z-at) àq,{z-a,) 

V.EJ 4\Ef 

' (8.1.19) 

гае VQ, ФО, MO И GO - начальные параметры. 

Г 
ai N I 

Рис. 8.1.7 Схемж нжгружевня балга при определении 
прогабов по методу начальных параметров 

Метод расчета перемещений по формуле 
(8.1.19) называется методом начальных пара
метров. Неизвестные начальные параметры на 
левом конце балки находят из условий ее зак
репления в промежуточных сечениях или на 
правом конце. Значения функций v и ф в от
дельных сечениях целесообразно получать 
методом Максвелла - Мора (см. гл. 8.10). 

Для больших прогибов упругого стержня 
используют первое соотношение (8.1.11), в 
котором левая часть представляет кривизну 
элемента 1/р (см. рис. 8.1.6, а). При этом 
получим нелинейное уравнение 

d \ 1 

^ \х^1^ 
(8.1.20) 

Для (dv / éz) « 1 оно переходит в эк
вивалентное уравнение второго порядка 
(8.1.16). Аналогичны^ уравнения в другой 
форме и численное решение подобных задач 
см.гл. 8.15 [29]. 
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8.1.4. СЖАТО-ИЗОГНУГЫЕ И 
РАСТЯНУТО-ИЗОГНУТЫЕ СТЕРЖНИ 

Особенность рассматриваемых стержней 
состоит в том, что в изогнутом состоянии про
дольная сила N создает добавочный изгибаю
щий момент AM^=N(y-\Q) (рис. 8.1.8). 
Если эти моменты значительны по сравнению 
с моментами Мд от поперечной нагрузки, то 
расчет таких стержней необходимо проводить 
по деформированному состоянию, т.е. уравне
ния равновесия и определение внутренних сил 
следует относить к изогнутому стержню. С 
учетом аМ^ выражение (8.1.16) для сжато-
изогнутого стержня имеет вид 

Е/У = -{Мд +Щу/ -VQ)]. (8.1.21) 

Û 

А/ 

V 

С 

^ J ; птпттп 1 
в £ 

^5 

(8.1.23) получено силовое граничное условие 
по поперечной силе 

Go = Ло - Л̂ <Ро = ^^х^Уг^ ' (8-1-25) 
где RQ - поперечная реакция, ориентированная 
перпендикулярно к оси стержня в недеформи-
рованном состоянии. 

Общий интеграл уравнения (8.1.22) 

V = Cj + CjZ + С3 sinccz +C4C0Saz+y^(q), 
(8.1.26) 

где Vj. - частное решение. 

/ffi'tf 

Xi w y 

rt 

Рис. 8.1.8.Схема действия сил у опоры 
в деформированном состоянии 

сжато-изогнутого стержня 

После двухкратного дифференцирования 
при .E^=const получается дифференциальное 
уравнение для определения прогибов при сжа
тии с изгибом 

v^ +а\" = д/(ЕГЛ (8.1.22) 

Для стержня, нагруженного некоторой 
распределенной продольной нагрузкой так, 
что N=N(z)y а также Ux=£J(z), вместо урав
нения (8.1.22) получается 

{EJwy+{Nw')' = q, (8.1.23) 

Вначале находят прогибы v=v(z), решая 
уравнение (8.1.22) или (8.1.23), а затем вычис
ляют внутренние усилия 

(8.1.24) 

Следует отметить, что сила Qy отнесена к 
деформированному состоянию (см. рис. 8.1.8). 
С учетом этого и принятия 8тфо=Фо и 
со8фо=1 при решении уравнения (8.1.22) или 

Рис. 8.1.9. Схема действия сил и моментов 
при определении прогибов по методу 

начальных параметров в сжато-изогнутом стержне 

Если к условию (8.1.25) добавить условия 
v(0)=vo; v ' (0 )=9o ; -£A^v"(0) = Л/р, то 
решение (8.1.26) аналогично (8.1.19) можно 
представить через начальные параметры (рис. 
8.1.9): 

= Vn + 
Фо s i n a z -

Мп 

a^EJ, 
( l - c o s a z ) -

3 ^ ( a z - s i n a z ) + X b 5 r H ^ " ' ' ^ ) ; EJ^ ,. [a EJ^ 

M, 
- s i n a ( z - ûy)! 2~"^—[l - cosa(z - аМ + 

àÇi 

aEJ^ 

(8.1.27) 
Суммирование производится для всех /, 

где ai< Z [41]. 
Дифференциальное уравнение для растя

нуто-изогнутого стержня отличается от (8.1.22) 
только знаком второго слагаемого: 
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v ^ - a V = (^/JS/^). (8.1.28) 
Общий интеграл при этом 

V = Cj + CjZ + C^shz + C^chaz + V4 (q). 
(8.1.29) 

Все выражения для растянуто-изогнутого 
стержня можно получить из соответствующих 
формул для сжато-изогнутык стержней путем 
замены величин az; sinaz; tgaz; cosaz; соот
ветственно на /az; ishazi ithoLZl chaz, где 
/ = v - 1 .Особенностью рассматриваемых 
стержней является нелинейная зависимость 
прогибов и внутренних усилий от продольной 
силы и линейная - от поперечных нагрузок Р, 
q, M и т.д. В отношении последних справед
лив принцип суперпозиции (см. гл. 8.13). 

С возрастанием продольной силы iV̂  по
ведение сжато- и растянуто-изогнутых стерж
ней различно. В первых прогибы, возрастая, 
стремятся к бесконечности с приближением N 
к критическому Эйлеровому значению 
7̂ р=7\Гэпш1> *̂ то свидетельствует о неустойчи
вости стержня, центрально сжатого силой TV̂ p. 
Для анализа прогибов непосредственно в док-
ритическом и послекритическом состояниях 
необходимо использовать нелинейные уравне
ния типа (8.1.20). В растянуто-изогнутых 
стержнях с возрастанием силы N происходит 
монотонное убывание прогибов. 

Для прибтшженного определения проги
бов используется формула 

(8.1.30) 
1±{N/N^) 

где Vg - прогиб только от поперечной нагруз
ки; знак плюс для растянуто-, а минус для 
сжато-изогнутых стержней. 

Ориентировочно эта формула справедли
ва для О < N <0,8N^. 

8.1.5.БАЛКИ НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ 

Для балки на сплошном упругом осно
вании принята простейшая, но наиболее часто 
используемая модель основания Винклера 
(рис. 8.1.10), согласно которой интенсивность 
упругого отпора (реакции) в данной точке 
зависит только от прогиба в этой точке: 

г = Ь (8.1.31) 

где к - коэффициент жесткости упругого, осг 
нования, Н/м^. 

Рис. 8.1.10.Схема нагружения и деформации 
балки на упругом основании 

Связь балки с основанием считается дву
сторонней, т.е. основание упруго сопротивля
ется прогибу балки как вниз, так и вверх, без 
отрыва от основания. В более сложных моде
лях основания его реактивное воздействие на 
балку представляют в виде нагрузки и момен
тов, интенсивность которых связана с проги
бом, углом поворота, кривизной и другими 
функциями изгиба балки. В качестве модели 
основания используется упругое полупрост
ранство, упругий слой [8, 9]. Для балки на 
Виклеровом основании уравнение изгиба 

{£jy) +kv = q (8.1.32) 

или при ^=4;onst 

у^ ^4p\ = {q/EJ), 

гдеР = 4 ^ А : / ( 4 ^ ) , м - 1 
Общий интеграл уравнения(8.1.32) 

V = е'^^ (Cj cospz + С2 sinp^) + 

+е^^ (Сз cospz + С4 sin Pz) + V4 (q), 
(8.1.33) 

Используя граничные условия v(0) = VQ; 
v'(0)=<Po; -£/v"(0) = il/o; -EJy'"(0) = QQ, 
решение (8.1.33) можно представить через 
начальные параметры (рис. 8.1.11) 

Ч>0 Л/п 

р Р^£Л 

С» EJ ^ \ п Т.Г ^^Ы 

P^EJ 
(8.1.34) 

где Kj (pz) - функции Крылова; функции и их 
производные по координате z приведены в 
табл. 8.1.2; Zi^Z-di. 
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X • • • • • • • ( г I I I I I "• 

ai 
Qo 

Aqi 
fi4i*1 

Щ 
I 

Oi*1 

L^l 

PHC. 8.1.11. Схема определения прогибов балки 
на Винклеровом з̂ ругом основании 

по методу начальных параметров 

Суммирование в (8.1.34) выполняется 
для всех /, где щ < t Для произвольной на
грузки q(z) частное решение в (8.1.34) 

Щ I U / | W U W I U I U U U — 

Û/ 

^^^liUJULLILLilillllll 

lllilnTrrrrw 

и i^ 4 

Рис. 8.1.12. Характеристика краевого эффекта 
в полубесконечной балке на упругом основании 

После получения прогибов v находят I [> - . После получения прогиоов v нах< 
= " 1 — j ^ ( z ) X ^ [ p { z - ? ) ]dz . (8.1.35) ĵ oMCHT и скга М^ = -EJy" и Qy = -EJv 

Р EJ 

8.1.2. Функции Крылова и их производные 

J 

1 

2 

3 

4 

kj(M 

chp^cospz 

0,5(chsinPz + shpzcospz) 

0,5shPzsinPz 

0,25(chpz sin Pz ~ sh cospz) 

^'j 

-ApK^ 

P^l 

рк^ 

Р̂ з 

Kj 

- ^P ' ^3 

-4^^K^ 

pV, 

P^^2 

K] 

^ P ' j ^ 2 

- 4 р ^ 3 

-»P^^4 

P ' ^ l 

< 

- 4 p ^ l 

^ P ' j ^ 2 

- 4 р ^ з 

-4P^4 

Дпя полубесконечной балки (рис. 8.1.12) 
в решении (8.1.33) следует положить 

Сз=С4=0, так как множитель е -> œ при 
г —>оо, что не согласуется со смыслом задачи. 
Для ^ c o n s t 

V = е"''^ ( q cospz + С2 sinРг) + - . 
А: 
(8.1.36) 

V = 
2p^f7 

(2рМоФз+СоФ1); 

1 
Р 

G =-2pЗ/oФ4+eoФ2• 
(8.1.37) 

На основании (8.1.36) и граничных условий здесь 
-EJV'(0) = MQ И -£JV'(0) = QQ получены ^ ^ ^ * ^ * 
формулы; Ф 1 = Ф з + Ф 4 ; Ф 2 = Ф з - Ф 4 ; 

Фз = е * cospz; Ф4 = е~̂ ^ sinpz. 
V = -

1 
2р^£^ 

(р^оФ2+ооФ)+9/*; 
(8.1.38) 
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Множитель е убывает с возрастанием 
Z^ Так, е~^^ = 0,046 при р^ = тс. На длине 
1^ = тс / Р можно считать, что все изгибные 
деформации балки затухают* (см. рис. 8.1.12). 
Это явление называют тфаевым эффектом, а 
длину Ijc - длиной краевого эффекта 

Балка конечной длины L > 1^ (длинная 
балка) практически работает на краевые воз
действия как бесконечная, в ней почти не 
сказывается влияние одного конца на другой. 
При L < 1^ (короткая балка) расчет ведется с 
удержанием в решении (8.1.33) четырех про
извольных постоянных, например, в виде 
(8.1.34). 

8.1.6. ГИБКАЯ НИТЬ 

Идеально гибкая нить - расчетная модель 
в виде тонкого стержня, обладающего нулевой 
жесткостью на изгиб и способного работать на 
растяжение (рис. 8.1.13). Формула для опреде
ления кривой провисания нити, нагруженной 
вертикальной нагрузкой ,̂ получена из усло
вия равенства нулю изгибающего момента в 
произвольной точке А" нити: 

^ = У + Х 1 Е Р = М / Я , (8.1.39) 

где М=Ф(х) - функция, выражающая изгиба
ющий момент в условной шарнирно-опертой 
балке ВС от нагрузки q\ H - распор - гори
зонтальная составляющая нити; при верти
кальной нагрузке распор H постоянен по дли
не нити. 

Рис. 8.1.13. Схема определения 
ординат Y провисания гибкой нити 

с помоп|ью эпюры изгибающих моментов M 

Нагрузка q известна и отнесена к едини
це длины проекции нити на ось х. Двухкрат
ным дифференцированием (8.1.39) по х полу
чено эквивалентное уравнение в дифференци
альной форме 

/ = -q/H, (8.1.40) 

Если нагрузка q отнесена к единице дли

ны дуги, элемент которой d̂ " = dxJl + \у'\ , 

то вместо (8.1.40) 

H/+q^{l+y'f =0. (8.1.41) 

Пусть ^ c o n s t и Р=0, тогда решением 
уравнения (8.1.40) является парабола 

у--^(1-х)х, 

а уравнения (8.1.41) - цепная линия 

У=-
H 

q 
ch 

2Н 

(8.1.42) 

(8.1.43) 

Для пологих нитей, когда (yj « 1, 
кривые по (8.1.42) и (8.1.43) практически со
впадают. В дальнейшем нагрузка относится к 
единице длины проекции нити на ось х. Для 
пологой нити ее длина L и длина проекции 
связаны приближенным соотношением 

X~/ = 0,5J(/)^cb:. (8.1.44) 
О 

Если распор H у нити известен и фикси
рован, как, например, показано на рис. 8.1.14 
(нить постоянного тяжения), то уравнения 
(8.1.39) или (8.1.40) и (8.1.44) вполне решают 
задачу нахождения ее равновесного состояния 
при заданной нагрузке. 

Пусть нить, закрепленная на концах, под 
некоторой нагрузкой qo имеет провисание, 
определяемое по (8.1.39), 

У 
j j f m i i m i J I Н У Y у I i i \н 

SI 

Рис.8.1.14. Схема расчета гибкой нити 
с фиксированным распором 
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прикладывается добавочная нагрузка р и 
температура нити возрастает на величину 
Л/Х). В результате суммарная нагрузка 
Я - Яо "^ РУ распор H = ^Q + АН и прови
сание нити 

7 = >; +xtgp = М^ / Я . (8.1.46) 

Для определения нового провисания ни
ти, как следует из (8.1.46) находится распор 
H = HQ + АН из условия отсутствия взаим
ного горизонтального перемещения концевых 
точек нити, что дает кубическое уравнение [1] 

аН^ + ЬН^ - с = 0. (8.1.47) 

Здесь 

а = ц — ; с = '-\(м') ах; 
ЕЛ ^0 

2H^l^ "'> ЕЛ 

ЕЛ 

1 г djc I г âx 
^""i Г"» ̂  = ~J 2"* 

/ COS ф l CCS ф 

'P; 

(8.1.48) 
Для квадратной параболы [40] 

1 8 2 96 4 ц = 1 + 8 w + — m + 
5 

+ ~ l + 8 / « ^ + ^ t g ^ p 

v = l + — m +tg р, 
3 

где m=f/l - пологость нити. 
Так, \i « 1,08 и V « 1,05 для р=0 и т=0,1 
Часто полагают |я, v и со8ф равным единице. 

Так как М'^^ = Q^^ и М^ = G^, то ин
тегралы в (8.1.48) можно вычислять путем 
"перемножения" эпюр поперечных сил в шар
нирной балке от нагрузок ^о ** Я- Д^м нерас
тяжимой нити ЕЛ - 00, д=0 и из (8.1.47) 

Hi'dH 

-^ 

Рис. 8.1.15.Схема действия сил 
на элемеит гибкой нити 

В случае загружения нити вертикальной 
qy и горизонтальной qx нагрузками статическое 
уравнение (8.1.39) несправедтшво. Распор H 
является переменной величиной и условия 
равновесия элемента нити в этом случае 
(рис. 8.1.15) с учетом того, что Q = Ну , вы
ражаются равенствами 

д^+Н' = 0; ду+{Ну) =0.(8.1.50) 
О численном решении задачи расчета си

стемы нитей см. гл. 8.15. 

Глава 8.2 

СВОБОДНОЕ КРУЧЕНИЕ 
СТЕРЖНЕЙ 

8.2.1. ПРЯМОЙ СТЕРЖЕНЬ 
КРУГЛОГО ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 

Расчет стержней круглого поперечного 
сечения (валов) основан на гипотезе плоских 
сечений, в соответствии с которой при дей
ствии внешних моментов каждое поперечное 
сечение поворачивается в своей плоскости на 
некоторый угол как жесткое целое (рис. 8.2.1). 
Относительный угол закручивания сечения 
( угол, приходящийся на единицу длины стер
жня) 

где Л^р - крутящий момент, действующий в 
сечении; G - модуль сдвига; GJp - жесткость 
стержня при кручении; Jp - полярный момент 
инерции поперечного сечения. 

я = 7с7^. (8.1.49) Рис. 8.2.1. Схемя 1фучения 
стержня круглого поперечного сечения 
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Взаимный угол поворота концевыж сече
ний стержня 

касательные напряжения действуют и в про
дольных сечениях стержня (рис. 8.2.3). 

Ф . / 
M кр 
GJ 

О Р 

dz. 

где / - длина стержня. 
Для постоянного по длине стержня кру

тящего момента 

( р = Ж , р / / ( ( ? / р ) . 

в поперечном сечении с внешним радиу
сом R действуют только касательные напряже
ния, распределенные вдоль радиуса по линей
ному закону (рис. 8.2.2), 

X = М^рГ / /р при О < г < Л . 

Рис. 8.2.2. Эпюра касательных напряжений 
при кручении стержня круглого поперечного сечения 

В точках, наиболее удаленных от оси, имеют 
место наибольшие значения 

Vax =^KD^/'^D»™'^max = ^ K D / ^ D -^кр кр 

Полярный момент сопротивления Ж = J IR. 
Для стержня сплошного кругового сече

ния диаметром D. 

32 16 
0,2D\ 

а кольцевого сечения с внутренним диаметром 
d 

32 К-0̂  
»^р = 

{o'-d'] 
16D 

« 0,2/)" 
. 4 ^ 

D^ 

Касательные напряжения в каждой точке 
поперечного сечения направлены перпендику
лярно к радиусу. Из условия парности каса
тельных напряжений следует, что такие же 

Рис. 8.2.3. Эпюра касательных напряжений в точках 
стержня круглого поперечного сечения при кручении 

Напряженное состояние в произвольной 
точке закручиваемого стержня в осях xyz (рис. 
8.2.3) характеризуется следующими компонен
тами тензора напряженийга;̂  = Су = G^ = Тху = 

^yz = 0; x^z = т. 

dy==T 

б^^-т 

Рис. 8.2.4. Расположение площадок 
главных напряжений при кручении 

стержня круглого поперечного сечения 
Итак, при 1фучении круглого стержня 

возникает плоское напряженное состояние 
чистого сдвига. Главные площадки повернуты 
в плоскости сдвига по отношению к выбран
ным площадкам на 45^ и главные напряжения 
(растягивающие и сжимающие) на них равны 
по модулю т (рис. 8.2.4). 

8.2.2. СТЕРЖЕНЬ НЕКРУГЛОГО 
ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 

Определение напряжений и перемеще
ний в стержне некруглого поперечного сече
ния значительно сложнее, чем в стержне круг
лого сечения. Гипотеза плоских сечений в 
общем случае решения оказывается неприем
лемой, поскольку в результате кручения попе
речное сечение заметно ис1фивляется 
(рис.8.2.5), появляются перемещения 
(депланации), перпендикулярные к плоскости 
поперечного сечения. В связи с этим при оп
ределении перемещений необходимо учиты-
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вать не только взаимный поворот сечений, но 
и местный перекос, вызванный искривлением 
сечения. 

Рис. 8.2.5. Депланшщя некруглого 
поперечного сечения стержня 

В системе координат xyz (рис. 8.2.6.) от
личными от нуля оказываются касательные 
напряжения т^ и т^ , все остальные компо
ненты тензора напряжений равны нулю. 

Рис. 8.2.6. Система координат 
для закручивания стержня 

Для отыскания указанных касательных 
-напряжений вводят функцию напряжений 
Ф(х, > )̂,зависящую только от координат х у, -
функцию Прандтля. Эта функция аналогична 
функции напряжений в плоской задаче. На
пряжения 

дФ дФ 
V = — ^ ' ^ ^ = - — • (8-2.1) 

ду ох 
При таком способе решения уравнение 

равновесия 

di XZ 
àt 

>^ = 0 
дх ду 

удовлетворяется тождественно. 
Функцию Ф определяют из уравнения 

д^Ф д^Ф 
= -2Се. 

дх ду 

На боковой поверхности стержня она 
должна удовлетворять условию 

Ф=с при с = const . (8.2.2) 
Если поперечное сечение представляет 

собой односвязную область (внутренние поло
сти отсутствуют), то граничное условие (8.2.2) 
имеет вид Ф=0. Если поперечное сечение 
является многосвязным (рис. 8.2.7), функция 
Ф является постоянной для каждого контура 
Г/: Ф=С/ (/=0,1,2,... т). Из всех постоянных 
С/ произвольно можно выбрать только одну 
константу, например Со=0. Остальные кон
станты определяют из соотношений 

гдФ 

где дФ/дп - производная по нормали к рас
сматриваемому контуру; Q/ - площадь области, 
ограниченной контуром Г/. 

Рис. 8.2.7. Поперечное сечение стерзкня 
в виде многосвязной области 

Крутящий момент 

М ^ Р = 2 | Ф Л 4 + 2 | ; Ф , 0 , . (8.2.3) 

А '=1 
Для стержня, поперечное сечение кото

рого является односвязной областью, 

М^р =2jфdA. (8.2.4) 

Интегралы в соотношениях (8.2.3) и 
(8.2.4) берутся по площади поперечного сече
ния. 

Максимальные касательные напряжения, 
представляющие собой геометрическую сумму 
напряжений x^z и т̂ ,̂ х^^^ = М^ ^ jW^ ^ . 
Момент сопротивления при кручении ^ р 
(м )̂ зависит от размеров и форм поперечного 
сечения. 

В табл. 8.2.2 приведены выражения для 
определения моментов W p̂ и максимальных 
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касательных напряжений Тщах ДЛЯ некоторых 
типов поперечных сечений. 

8.2.1. Коэффициенты ki и к^^ 
для прямоугольного сечения 

а/Ь 

1,0 
1,2 
1,4 
1,5 
1,6 
1,8 
2,0 
2,3 
2,5 
3,0 
3,5 
4,0 
4,5 
5,0 
5,5 
6,0 
7,0 
8,0 
10,0 

*1 

0,1406 
0,1661 
0,1869 
0,1960 
0,2037 
0,2174 
0,2287 
0,2422 
0,2494 
0,2633 
0,2735 
0,2810 
0,2868 
0,2914 
0,2952 
0,2984 
0,3035 
0,3071 
0,3124 

*2 

0,2082 
0,2189 
0,2272 
0,2312 
0,2345 
0,2405 
0,2455 
0,2532 
0,2575 
0,2670 
0,2754 
0,2818 
0,2872 
0,2916 
0,2953 
0,2984 
0,3035 
0,3071 
0,3124 

В некоторых случаях задачу о кручении 
призматических стержней некруглого сечения 
целесообразно решать в перемещениях. 

В направлении координатных осей х, у 
(см. рис. 8.2.6) перемещения « = - в ^ ; v = ^ ^ ; 
вдоль оси стержня w=QU{x, у). 

Функция перемещения 17, или функция 
1фучения Сен-Венана, является решением 
гармонического уравнения 

дх' ду 
= 0. 

На контуре поперечного сечения она 
удовлетворяет условию 

дп 
= j ^ c o s a - x s i n a , 

где ди/дп - производная функции J7no нор
мали к контуру. 

Угол закручивания 0 находят из равен-

м,р=с?е 
^ 2 2 àU d u \ . 
X +у +Х у \аА. 

ду дх ) 
Геометрическая жесткость стержня при 

кручении 

^Kp=J 
2 2 dU df/ 1 

X +у +х у шА. 
ду дх ) 

После некоторых преобразований эта 
формула принимает вид 

Л2" 

• к р -^--f dU^ 

дх 

^2 г ди_ 
[ду 

dA, 

где / = Г1 X -{-у \dA - полярный момент 

инерции поперечного сечения относительно 
центра тяжести сечения. 

Отсюда /j^p <, J . Равенство справедли
во только для круга или кольцевого сечения. 
Таким образом, из всех сплошных призмати
ческих стержней, имеющих одинаковый по
лярный момент инерции, стержень кругового 
сечения имеет наибольшую жесткость при 
1фучении, а из всех полых стержней при усло
вии равенства /р наибольшую жесткость при 
кручении имеет стержень кольцевого попереч
ного сечения. 

Известна оценка для / . х'-у 
кр 

причем 

J^^^y^dA) Jy=jx^dA. 

Знак равенства имеет место только для 
эллиптического сечения. Следовательно, из 
всех стержней с одинаковыми жесткостями 
при изгибе в главных плоскостях стержень 
эллиптического поперечного сечения имеет 
наибольшую жесткость при кручении. 

В табл. 8.2.2 приведены выражения для 
определения ^ р наиболее характерных типов 
поперечных сечений. 

8.2.3. ТОНКОСТЕННЫЙ СТЕРЖЕНЬ 
ЗАМКНУТОГО ПРОФИЛЯ 

В тонкостенном стержне один из разме
ров поперечного сечения (толщина) значи
тельно меньше других размеров. Тонкостенные 
стержни могут быть замкнутого профиля (рис. 
8.2.8, а) и открытого (рис. 8.2.8, б). Рассмат
риваются только стержни замкнутого профиля. 
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Рис. 8.2.8. Поперечные сечения 
тонкостенных стержней 

Распределение касательных напряжений 
легко получить из гидродинамической анало
гии представления касательных напряжений 
как скорости циркулирующей внутри сечения 
жидкости. Очевидно, что по толщине стенки 
напряжения распределяются почти равномер
но и направлены по касательной к средней 
линии профиля. Справедливо равенство 

x(s)h(s) = const, 

где x(s) и h(s) - соответственно касательные 
напряжения и толщина стенки в точке средней 
линии профиля с координатой л*, отсчитывае
мой от некоторой точки О (рис.8.2.9). 

возникают в наиболее тонком месте. Угол зак
ручивания стержня постоянного сечения дли
ной / 

^KJ Г ds 
Ф=- ^кр 

4GD" ^ h(s) 
s 

Интегрирование выполняют по длине 
осевой линии замкнутого профиля. Если тол
щина стенки постоянна, то 

Ф = 

где L - длина осевой линии замкнутого про
филя. 

Глава 8.3 

СТЕСНЕННОЕ КРУЧЕНИЕ 
ТОНКОСТЕННЫХ СТЕРЖНЕЙ 

8.3.1. ОСОБЕННОСТИ 
СТЕСНЕННОГО КРУЧЕНИЯ 

СТЕРЖНЕЙ ОТКРЫТОГО ПРОФИЛЯ 

В тонкостенном стержне произвольного 
незамкнутого сечения (рис. 8.3.1), испытыва
ющего свободное кручение, все размеры сече
ния относят к срединной линии s , делящей 
стенку толщиной 5 пополам. Например, пло
щадь сечения 

= jôdy. (8.3.1) 

Рис. 8.2.9. Распределение касательных напряжений 
по толщине стенки замкнутого профиля 

Касательные напряжения связаны с кру
тящим моментом соотношением 

x(s)=M^^/(2h(s)Çi), 

где Q - площадь фигуры, ограниченной сред
ней линией профиля (заштрихованная об
ласть). 

При кручении стержня замкнутого про
филя максимальные касательные напряжения 

На рис. 8.3.1 показана срединная повер
хность стержня. При свободном кручении (см. 
гл. 8.2) все сечения стержня испытывают оди
наковые депланации w. Так как перемещения 
W не зависят от оси z, то 8^ = dw / dz =0 и 
по закону Гука ст^=0. В поперечном сечении 
возникают только касательные напряжения, 
распределенные по толщине Ô стенки в виде 
треугольника (рис. 8.3.2). В крайних точках у 
поверхности стержня касательные напряжения 

Л/св5 

Jd 2 

Здесь 

4J 5^ds 

(8.3.2) 

(8.3.3) 



8.2.2. Приближенные расчетно-теоретические формулы 

Поперчное 
сечение 
стержня 

Геометрическая жесткость /кр при кручении, см^ Момент сопротивления 

при кручении, см^ 

Место возникновения 
'̂ тах 

Круговой сегмент 

4,74i) 2Н \3,3.5 

I D ) 22,9 V D 

2Н 
\2,82 

Точка У4 

Круглое с 
лыской 

ш\ / > у > ^ 16 
Тоже 

Эллиптическое 

а D 

а +Ь 
0,5nab^ 



Поперчное 
сечение 
стержня 

Геометрическая жесткость /ко при кручении, см* Момент сопротивления 

при кручении, см 

Место возникновения 

Эллиптическое с элиптическим 
вырезом 

vm ът 1 
а b 

0,5icfl-H\ïZ> Т о ч к а У4 

Круглое с круговым вырезом 

V 
1С 

, 8 а \ г"-
1 + кр 

2Л-Г 

Сектор крута R К(а) 

3^ 0,0181 

ж 

2 

0,0823 

4 

0,2976 

Ъж 

2 

0,5725 

Точка В, 
в зависимости от а в 

некоторых других 
точках на радиальных 

сторонах 

2я 

0,8781 



Продолжение табл. 8.2^ 

Прямоугольник 

к^аЬ к2аЬ 
Коэффициенты к^ и к2 приведены в табл. 8.2.1 

Точка Л, 
(в середине длинных 

сторон) 

Прямоугольник 
с прямоугольным 

вырезом 

I Щ^Щ}гМ 

Щ^0^\^2 
Л02 — b^Y — Ô| — Ô2 » ^ K p , = 2 V o S 2 

В середине длинной 
стороны 
b=^Kv /^KPi> 

в середине короткой 
стороны 

во внутренних углах 
имеет место концентрация 
напряжений; 
коэффициент концен
трации при наличии 
закругленний радиусом г 

«кр = 1^743^тах / ^ 



Поперчное 
сечение 
стержня 

Геометрическая жесткость /m при кручении, см* Момент сопротивления 
Я^. кр при кручении, см^ 

Место возникновения 
"̂ тах 

Равносторонний 
треугольник 

ah 

30 
а 

20 
В середине сторон 

Правильный 
шестиугольник 

0,115/»^ 0,189* Тоже 



продолжение табл- 8.2.2 

Правильный 
восьмиугольник 

одоз*" 0,185 è' В середине сторон 

Равнобокая трапеция 

î --0,610 V 
За ; 
при ЬIа'г.1 

, < » ' - ' ) 
12 Ъ-с 

-Ç>,l\c 

кр la 

кр / * 

Точка У4 

То же 
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Мсе>0 

Рис. 8.3.1. Расчетная схема свободного кручения 
тонкостенного стержня открытого профиля 
Жесткость GJd стержня при свободном 

кручении определяет относительный угол зак
ручивания: 

(1ф М. 
— ев 

àz GJ, 
(8.3.4) 

где ф - угол закручивания сечения. 
Угол ф положителен при повороте сече

ния против часовой стрелки, если смотреть на 
него в положительном направлении оси Z-
Крутящий момент положителен, если он со 
стороны внешней нормали сечения момент 
действует по часовой стрелке (см. рис. 8.3.1) 

Предполагается, что по длине стержня 
размещены диафрагмы, абсолютно гибкие (не 
сопротивляющиеся депланации сечений) и 
жесткие в своей плоскости так, что каждое 
сечение вокруг оси Z- поворачивается как жес
ткое целое (без искривления контура сечения). 
При соблюдении этих условий перемещение 
произвольной точки срединной линии сечения 

W = -фсо, (8.3.5) 

где © = \rds - специатьная координата точ-

0 
ки, секториальная площадь точки (рис. 8.3.3), 
см .̂ 
Для точки К величина со равна удвоенной 
площади сектора ВМ^К, описанной подвиж
ным радиусом при движении из начальной 
точки MQ В точку К. Секториальная площадь 
С0>0, если образующий радиус вращается 
против часовой стрелки (смотреть на сечение в 
положительном направлении оси z)- Через 
точку В - центр кручения - проходит ось, вок
руг которой происходит закручивание стерж
ня, в рассматриваемом случае она выбрана 
произвольно. 

Рис. 8.3.2. Эпюра касательных напряжений 
по толщине стенки при свободном кручении 

Рис. 8.3.3. Эпюра секториальных площадей 
Из (8.3.5) следует, что показанная на 

рис. 8.3.3 эпюра © в определенном масштабе 
дает картину депланации сечения, т.е. при 
свободном кручении депланация сечений про
исходит по закону секториальных площадей. 

При стесненном кручении депланация 
сечений по длине переменна, т.е. w=w{SyZ), В 
этом случае продольные волокна стержня по
лучают деформацию растяжения-сжатия и в 
сечении возникают нормальные напряжения 
а̂ , которые обозначают а^.В теории стеснен
ного кручения В.З. Власова принято, что деп
ланация происходит по тому же закону (8.3.5), 
что и при свободном кручении. Изменение 
депланации по длине в (8.3.5) определяется 
функцией ф'(^) • Согласно закону Гука 

„dw 

éz 
- ^ " с о . (8.3.6) 

В общем случае стесненного кручения 
центр кручения или полюс В и начальная точ
ка MQ будут определены ниже. Для двутавра 
(рис. 8.3.4) ввиду двойной симметрии обе эти 
точки совпадают с центром сечения, что дает 
возможность построить эпюру © и согласно 
(8.3.6) - эпюру напряжений Ссо. По существу. 
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Рис. 8.3.4. Расчетная схема 
стесненного кручения двутавра 

напряжения а© возникают как результат изги
ба полок двутавра моментом М. Этот изгиб 
происходит при повороте сечений в целом 
вокруг оси Z' Поэтому стесненное кручение 
иногда называют изгибным кручением. 

При стесненном кручении в каждом се
чении суммарный крутящий момент (рис. 
8.3.5) 

Л/^р = М , з + М , = С 7 / > + Л/,, (8.3.7) 

где AfcB - момент свободного кручения, опре
деляемый из (8.3.4); Л/щ - крутящий момент, 
создаваемый касательными напряжениями Ха,, 
возникающими при изгибе полок, изгибно-
крутящий момент. 

R 
N 

л I Jf 
N 

N Геб 

Рис. 8.3.5. Эпюры составляющих 
суммарного |футящего момента в сечении 

Из (8.3.7) следует, что задача о стеснен
ном кручении статически неопределима, так 
как распределение полного крутящего момента 
Л^р на две части, равно как и определение 
напряжений а» по (8.3.6), может быть выпол
нено только после нахождения функции ф(1) 
углов закручивания. Ниже это делается путем 
решения соответствующего дифференциально
го уравнения. 

8.3.2. НОРМАЛЬНЫЕ И КАСАТЕЛЬНЫЕ 
НАПРЯЖЕНИЯ В СЕЧЕНИЯХ СТЕРЖНЯ 

Приняв ф' в качестве обобщенного пе
ремещения и вычислив работу сил ст̂ сЫ на 
депланации сечения (8.3.5) при ( - ф ) = 1, 
можно получить силовой фактор в сечении. 

соответствующий напряжениям аш (8.3.6), 
Нсм^: 

2 ? , = | а , с о с Ы = ~ Е Л ^ ф ' , (8.3.8) 

л 

где / ^ = Г© dL4, см^ - геометрическая харак-

А 
теристика тонкостенного сечения, секториаль-
ный момент инерции; Е1(л - секториальная 
жесткость сечения. 

Подставив из (8.3.8) - Е^р" = B^/J^ в 
(8.3.6), получим формулу для определения а» 
в окончательном виде: 

а . = ^ с о , (8.3.9) 

где До - силовой фактор в сечении - бимо-
мент, Н-см ;̂ для сечения в виде двутавра (см. 
рис. 8.3.4) бимомент До=Л/71. 

При 1фучении из условий равновесия от
сечной части стержня 

=̂к (Ы = 0. (8.3.10) 

Поэтому в общем случае бимомент обра
зует в сечении некоторую самоуравновешен
ную систему нормальных усилий а^сЫ и най
ти До статическим путем невозможно. Вычис
лить Вт можно только по формуле (8.3.8), для 
чего надо знать функцию ф(^). 

Рис. 8.3.6. Схема сил, действующих 
на отсеченную часть тонкостенного стержня 

Из условия равновесия Х»^ ~ ^ отсе
ченной части тонкостенного стержня (рис. 
8.3.6) получена формула для касательных на-
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пряжений, реализующих изгибно-крутящий 
момент в сечении Л/̂ ,: 

•,0 

(8.3.11) т.. ^ 

Здесь 

(О со - ^ со X (8.3.12) 

Секториальный статический момент от
сечной площади сечения, см ,̂ 

(8.3.13) 

Следует обратить внимание на аналогию в 
зависимостях, существующую в теории попе
речного изгиба и стесненного кручения (табл. 
8.3.1). Напряжения а^ и т̂ ^ в излагаемой 
теории приняты равномерно распределенными 
по толщине Ô листа, образующего стержень 
(рис. 8.3.7). 

8.3.1. Расчетные зависимости 
ори изгибе и стесненном кручении 

Изгиб 

л 

А 

м^=-ыу 

Qy=K=-EJy 

Стесненное кручение 

А 

А 

ю со^ 

М^^В'^^-ЫУ 

Рис. 8.3.7. Эпюры напряжений о*̂  н т^по толощне 
стенки стержня 

8.3.3. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ТОНКОСТЕННЫХ СЕЧЕНИЙ 

Из статических условий (8.3.10) с учетом 
(8.3.9) следует 

А А 

А 
(8.3.14) 

где Syjsiy Syfi, - секгориально-линейные стати
ческие моменты площади сечения стержня, 
см ;̂ 5о - секториальный статический момент 
площади сечения стержня, см .̂ 

Рис. 8.3.8. Положение координат а^ и а^ центря 
кручения В относительно вспомогательной точки В\ 

Эпюра ©, удовлетворяющая условиям 
(8.3.14), - эпюра главных секгориальных пло
щадей. Для ее построения необходимо найти 
координаты истинного центра В кручения и 
положение начальной точки Aft отсчета. Дтм 
этого при произвольно выбранных начале 
отсчета М\ и полюсе В\ строят эпюру со^ . 
Из первых двух условий (8.3.14) получают 
следующие координаты QL^ и а-̂  истиной точки 
Д отсчитываемые от вспомогательной точки 
Bi (рис. 8.3.8): 

\у^в,^ 

:а.-^ 

''у 

|лш^^си 

(8.3.15) 
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ще Jxy Jy - осевые моменты инерции для глав
ных центральных осей сечения. 

Можно показать, что найденный полюс 
или центр 1фучения В совпадает с центром 
изгиба, т.е. центром положения касательных 
сил в сечении при поперечном изгибе (см. п. 
8.1.2). Ось центров изгиба называют осью жес
ткости. Поперечная нагрузка, пересекающая 
эту ось, вызывает изгиб без кручения. При 
найденном центре изгиба В и произвольном 
начале отсчета Mi строят эпюру со .̂ Из третье
го условия (8.3.14) получают величину 

jco (̂L4 

/> = î i L - A . (8.3.16) 

От эпюры со^ к искомой эпюре главных 
секториальных площадей © переходят по фор
муле 

""В D, (8.3.17) 
Любая нулевая точка на этой эпюре мо

жет быть принята за начало отсчета MQ. Вели

чины Л) и iS* ,̂ входящие в формулы для на
пряжений Qû) и Tû), вычисляют по эпюре глав
ных секториальных площадей . 

Пример (рис. 8.3.9). Площадь сечения 
А^АЬЬ. Осевой момент инерции 

/^ = \y^dA = 2]S, \y^âs = 
А I S, 

= 26 b + УЬ 
2 3 

\ Ль\, 

Интеграл Гу d5 вдоль каждой прямой, 
составляющей сечение, удобно вычислять пу
тем "умножения" эпюры у самой на себя по 
правилу Верещагина (см. п. 8.10.2). Точки В^ 
и М^ выбраны на оси симметрии. Эпюру 
0) jg умножают на эпюру у и находят 

1 â=C0/7St 

ь/^ 

б л1 1 
б ^ 

|У 

| | | № | | | | 

\с 
X 

ш\т\ 
в, 

ГЩ^^' 
Му 

^Bi 

^ ^ 

в Г 

" " ^ ^ " ' ^ 

щщг 
Рис. 8.3.9. Расчетная схема поперечного сечения 

тонкостенного швеллера 
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А i Si 

= - 2 ЬЬ^-УЪ. 

По формуле (8.3.15) 

« v ^^ = ̂ h. 
в виду симметрии а^ = О. Эпюра 

со^ = (О показана на рис. 8.3.9. Точка Afi, 
лежащая на оси симметрии, может быть при
нята за Afo, поскольку для нее (ÙJ^ = 0 , а 

и S^ дают закон распределения напряжений 
а̂ д и т^ в сечении. Секториальный момент 
инерхщи по эпюре СО 

/ ^ = Jco^cL4 = ^ ô ; Jcû^d^" = 2S^ 
1 ЪЬ^Ь 

1Ъ л b 
X b + — 

3 8 6 

21 А,2 + 2 Ib-^ 

2 8-2 

2 

8 8 192 

4 3 
Из (8.3.3) J^=—bb , a следовательно, 

3 
величина D=0 по (8.3.16). Эпюра S^ постро- соответствующие жесткости: 
ена по формуле 

S^ - \(ùuA = fôœds". 
EJ^ = 

47 

192; 
IJE&^Ô и G / . ^\Gbb\ 

В табл. 8.3.2 приведены некоторые гео
метрические величины для характерных типов 

Ее характерные ординаты - результат ум- сечений тонкостенных стержней, 
ножения площади эпюры СО на длине соответ
ствующего контура s на толщину Ô. Эпюры © 

8.3.2. Геометрические параметры для характерных типов сечении тонкостенных стержней 

Сечение и эпюра со Геометрические величины 

\fj_ 

' г J + / 
-Л; 

г = M L ; / =.^^. Ь'^Ъ^ 

'̂ 12 ' "'^ 12 

1 
Ojh 

2 2 + 
^3^2; 

b\ 

А^ = Лор >42 = Ьб2 
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Продолжение табл 8.3.2 

Л, = -

^ ^^ s i n £ - J c o s p 

P - s i n p c o s p 

3 6(sinp-PcosP)^ 

p - s i n p c o s p 
\R^b 

ЕННЭ 

Центр изгиба в точке пересечения средних 
линий пластин; 

(О^О 

8.3.4. УГЛЫ ЗАКРУЧИВАНИЯ 

Если йсе поперечные сосредоточенные 
или распределенные нагрузки перенести на 
ось центров изгиба тонкосенного стержня, то 
необходимо добавить соответствующие скру
чивающие сосредоточенные или распределен
ные моменты. При этом поперечная нагрузка 
вызовет только изгиб, скручивающие моменты 
- стесненное кручение стержня. На рис. 8.3.10 
ось Z совмещена с осью центров изгиба стерж
ня. На основании равенства (8.3.7) с учетом 
(8.3.12) получено дифференциальное уравне
ние для углов закручивания 

GJ^„'-Ejy = M^^. (8.3.18) 

Рис. 8.3.10. Схема нагруження тонкостенного стержня 
при определении углов за1фучивания 

по методу начальных параметров 

После дифференцирования с учетом то
го, что (dAf^p / dz) = /я, а жесткости GJ(X и 
£/û)=const, окончательно 

rv , 2 f m 
Ф -к ip = — 

EJ,, 
(8.3.19) 

TJ,.k= \^^' 
EJ 

w 0) 

Общий интеграл 
Ф = Cj + CjZ + C^chkz + C^shkz + Ф4 (/w). 

Приняты граничные условия ф(0) = ф(); 
<р'(0) = Ф'о; 3/к р (0) = Л/о = (С?/^ф' -

общий интеграл представлен в форме метода 
начальных параметров для некоторых видов 
скрз̂ чивающей нагрузки (рис. 8.3.11): 

' в 
Ф = Ф о + — s h J f c z + - ^ ( 1 - chJkt)+ 

* GJ, 

^ ( t e - s h i f c z ) + X ^ —«" 
kGJ 

[l-chk(z 

M, 
-a, )] + '-[k(z -a,)- shk(z - ai )] + 

kGJ. 

Anii 

k^GJ d L 

\+-k^{z-at)^ -chkiz-a,) 
2 

(8.3.20) 
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Рис. 8.3.11. Схемы с габкой н жесткой диафрагмой 
на торце стержня 

Суммирование проводится по всем гра
ницам участков, где Ĵ  < Z. В (8.3.20) принято 
т^ =const. На рис. 8.3.11 показаны особен
ности формулировки граничных условий при 
использовании (8.3.20), связанные с деплана-
цией граничных сечений. Можно предполо
жить наличие на торце идеально гибкой диаф
рагмы не стесняющей депланации (рис.8.3.11, 
а). Нормальные усилия в сечении z = О могут 
быть представлены лишь в виде внешних сил 
Pj. Поскольку диафрагма закреплена от пово
рота во1фуг оси Z, то граничные условия при 
Z = О следующие: ф0 = 0; ^^Q = Д®... Пос
ледняя формула написана как аналог (8.3.8). 
При наличии в сечении нескольких внешних 

шродольно ориентированных сил Pj по j про
водится их суммирование. Следует отметить, 
что существенной особенностью тонкостенных 
стержней является то, что стесненное кручение 
Moiyr вызывать не только скручивающие на
грузки, но и внешние продольные силы (рис. 
8.3.12). Сила Pj, создавая изгиб полки за счет 
ее внецентренного растяжения, приводит к 
закручиванию всего стержня. 

Рнс. 8.3.12. Вариант стесненного 1фученш1 стержня, 
вызываемого внецентренным растяжением 

полки двутавра 

Если продольные силы Pj приложены в 
промежуточном сечении стержня Z=Oi, то 
это приводит к скачку в бимоменте 
AB^i =Pj(ùjy фигурирующем в частном ре
шении (8.3.20). 

Если предположить наличие жесткой ди
афрагмы (см. рис. 8.3.11, 6), полностью устра
няющей депланацию сечения w = О, на осно
вании (8.3.5) Фо = О и ф'о = О при Z = 0. В 
таком сечении М^^ = (p'GJ^ = О и, следова
тельно, М^ 
создаются при глухой заделке 

М^ . Аналогичные условия 

8.3.3. Выр̂ пкения для определения величин ф и До для ряда случаев закрепления стеряшей 

Схема Угол закручивания ф Бимоменг До 

M ч -[/:zch/:/-shA:/ + 
rGJ^chkl 

+ shk(l-z)] 

M shk(l-z) 
к chkl 

m 

1 rrrrrrm k^GJjchkl 
k \ / - i cM/ + J" [khhk{l -z)- chifc/ + 

к chkl 

+chkz -1 - kl(shkl - shk(l - z))] chÂ:z] 
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Продолжение табл. 8.3.3 

На торцах гибкие диафрагмы. 
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В табл. 8.3.3 для ряда случаев закрепле
ния стержней и их нагружений приведены 
вьфажения для определения (р и В^. Следует 
отметить, что дифференциальное уравнение 
стесненного кручения (8.3.19) аналогично 
уравнению (8.1.38) для растянуто-изогнутого 
стержня: при замене GJ^ на N и EJ^ на EJ^ 
эти уравнения одинаковы. 

Если тонкостенный стержень кроме кру
чения испытывает также деформации растяже
ния и изгиба, то с учетом формулы (8.1.3) 
общее выражение для суммарных нормальных 
напряжений в сечениях 

G ^ ^ . ^ y , " ^ . , ^ . . (8.3.21) 
А J J J 

8.3.5. СТЕСНЕННОЕ КРУЧЕНИЕ 
СТЕРЖНЕЙ ЗАМКНУТОГО ПРОФИЛЯ 

В стержнях открытого профиля предпо
лагалось, что при стесненном кручении депла-
нация происходит по тому же закону, что и 
при свободном кручении, при этом деформа
ции сдвига в срединной поверхности равны 
нулю. В замкнутом сечении касательные на
пряжения т^, которые приняты равномерно 
распределенными по толщине Ô стенки, вызы
вая сдвиги, существенно влияют на деплана-
цию сечения. С учетом этих сдвигов получено 
выражение для депланации (рис. 8.3.13) 

н' = -Р'(г)со. (8.3.22) 
Обобщенная секториальная координата точки 

œ = c û - p J , (8.3.23) 
S 

где 0) = I rds - обьршая секториальная коор-
0 

дината, аналогичная используемой в стержнях 
открытого профиля (см. п. 8.3.4); г - длина 
перпендикуляра, опущенного из центра круче
ния В на касательную к контуру. 

Средний радиус замкнутого контура 

Q 
Р=-

Ô 

(8.3.24) 

где Q - удвоенная площадь, охватываемая 
средней линией контура. 

Приведенная длина дуги данной точки 
контура 

ÙS 
(8.3.25) 

Функция P'(z) = dp / dz неизвестна, ее 
находят вместе с неизвестной функцией углов 
закручивания ф(^) на основании двух условий 
А.А. Уманского. Из первого условия, состоя
щего в том, что напряжения т^ приводят в 
сечении к суммарному моменту Мкр, получа
ется соотношение 

Ф - ц Р = ^ 
GJ, 

(8.3.26) 

Здесь геометрическая характеристика 
замкнутого сечения, характеризующая жест
кость при свободном кручении. 

Jd=- п 
•(15' 

коэффициент депланации сечения 

ц = 1 'd . 

направленньш момент инерции 

-i rdA. 

(8.3.27) 

(8.3.28) 

(8.3.29) 

Рис. 8.3.13. Схемш определения депланации сечения 
замкнутого профиля 

Рис. 8.3.14. Замкнутое сечение, 
не деплаяирующее при кручении 
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Если / - = / ^ , то ц=0 и из (8.3.26) сле
дует, что ф' и Л^р связаны как при свобод
ном кручении, т.е. депланации и стесненное 
кручение в таком сечении отсутствуют. В част
ности, при ô=const это - многоугольник, все 
стороны которого касаются окружности (рис. 
8.3.14). При \1ФО возникают депланации 
(8.3.22) и имеет место стесненное кручение. 
От коэффициента \х зависит степень развития 
депланации сечения. 

Из второго условия, выражающего пери
одичность функции депланации (8.3.22) при 
обходе контура, т.е. отсутствие разрывов в 
перемещениях w в срединной поверхности 
стержня, следует дифференциальное уравнение 
для определения углов закручивания: 

IV , 2 * Ц/W Ф - к (р . (8.3.30) 
EJ-

Здесь главный обобщенный секгориальный 
момент инерции сечения 

А 

^-1^ 
EJ^, 

Напряжения \ 

h. - с о ; 

(8.3.31) 

(8.3.32) 

Л/„ о M-S-
х^ = -^-^ 2 - 2 - . (8.3.33) 

Бимомент и изгибно-крутящий моменты 
находят через ф с помощью выражений 

B^=--EJ-cp''; M-=dB./dz; 

^ш = '̂ ю - ^ • Здесь 

S- = jcûôdy; 

О 

Q 

(8.3.34) 

(8.3.35) 

Ввиду аналогии дифференциального уравне
ния (8.3.30) и формул для определения на
пряжений а^ и х^ аналогичным зависимос
тям для тонкостенных стержней открытого 
профиля все решения рассматриваемой задачи 
проводят, как в п. 8.3.4. Координаты точек В 
и MQ находят, как в п. 8.3.4, заменив СО на ©". 
Следует отметить, что длина участка стеснен
ного кручения (например, у заделки) стержня 
замкнутого профиля меньше чем стержня от
крытого профиля. Эффект стесненного круче
ния у стержней с замкнутым сечением носит 
локальный харакгер. 

Глава 8.4 

КРИВЫЕ СТЕРЖНИ 
8.4.1. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

Кривым стержнем называют стержень с 
криволинейной осью. Кривизна стержня ха
рактеризуется соотношением радиуса R кри
визны оси к высоте h поперечного сечения. 
Принято различать стержни малой кривизны, 
если ссотношение h / R< 0,2, и большой 
кривизны, если h / R> 0,2. Практические 
расчеты показали, что при изгибе брусьев ма
лой кривизны нормальные напряжения с дос
таточной степенью точности можно опреде
лять по формулам, полученным для прямых 
стержней (при h IR- 0,2 погрешность не 
превышает 7%, при h / R = \ / \5 - не пре
вышает 2%). 

При исследовании напряжений и дефор
маций стержней большой кривизны предпола
гается следующее: 

поперечные сечения стержня имеют ось 
симметрии; 

ось стержня представляет собой плоскую 
кривую, лежащую в плоскости, проходящей 
через ось симметрии поперечного сечения; 

все внешние силы расположены в этой 
же плоскости; 

справедлива гипотеза плоских сечений; 
продольные волокна не оказывают дав

ления друг на друга, и напряжениями в ради
альном направлении можно пренебречь. 

Гипотеза плоских сечений предполагает 
линейный закон изменения абсолютных удли
нений продольных волокон стержня. Для 
прямого стержня начальная длина всех про
дольных волокон одинакова, поэтому s и а 
изменяются линейно по высоте стержня. Для 
кривого стержня начальная длина продольных 
волокон различная и закон изменения 8 и а 
по высоте сечения крлволинейный 
(гиперболический). 
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8.4.2. ВНУТРЕННИЕ СИЛОВЫЕ 
ФАКТОРЫ, ВОЗНИКАЮЩИЕ 
В ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЯХ 

Так как рассматриваемый кривой стер
жень представляет собой плоскую систему, то 
все внутренние силы в произвольном сечении 
приводятся к трем компонентам: продольной 
силе Ny приложенной в центре тяжести попе
речного сечения, поперечной силе Q и изги
бающему моменту М. Положительные направ
ления внутренних силовых факторов показаны 
на рис. 8.4.1. Построение эпюр внутренних 
силовых факторов проводят, как и в случае 
прямых стержней, с помощью метода сечений. 

o^^My/iSp), (8.4.4) 

Рис. 8.4.1. Схема действия внутренних силовых 
факторов положительного направления 

Между внутренними силовыми фактора
ми и нагрузкой для кривого стержня имеют 
место следующие зависимости: 

dM ^ dQ N dN Q 

ds ds R ds R 
(8.4.1) 

8.4.3. НАПРЯЖЕНИЯ 
В ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЯХ 

Продольная сила JV, которая приложена 
в центре тяжести поперечного сечения стерж
ня, вызывает равномерно распределенные по 
сечению нормальные напряжения 

Gj^ =N /А. (8.4.2) 
Следует отметить, что для ]фивого бруса 

продольная сила N вызывает не только удли
нения продольных волокон, но и взаимный 
поворот поперечных сечений. 

Поперечная сила Q вызывает касатель
ные напряжения. Обычно при практических 
расчетах закон их распределения по высоте 
принимают аналогичным для прямого стерж
ня, а для расчета касательных напряжений 
используют формулу Журавского: 

^ = QS^J(j^by). (8.4.3) 
Нормальные напряжения от изгибающе

го момента в любом продольном волокне по
перечного сечения (рис. 8.4.2) 

где S = Ае - статический момент площади 
поперечного сечения относительно нейтрать-
ной оси; е - расстояние от центра С тяжести 
сечения до нейтра1п>ной оси; р = г + з̂  - рас 
стояние от центра О кривизны до точки, в 
которой определяется напряжение. 

В кривом стержне нейтральная ось про
ходит не через центр тяжести поперечного 
сечения С, а между центром тяжести и цент
ром кривизны оси стержня. Эпюра нормаль
ных напряжений а по высоте стержня приве
дена на рис. 8.4.2. 

Рис. 8.4.2. Эпюра нормальных напряжений 

На основании принципа независимости 
действия сил при совместном действии про
дольной силы и изгибающего момента нор
мальные напряжения 

a=Gj^-\-aj^=N /А-^Му /(Sp). (8.4.5) 

При определении напряжений по этой 
формуле должно быть известно положение 
нейтральной оси. Радиус кривизны нейтраль
ной оси для любого сечения 

VJ- - (8.4.6) 

Очевидно, что величина г существенно 
зависит от формы сечения. Для наиболее рас
пространенных сечений значения радиуса г 
кривизны нейтральной оси приведены в табл. 
8.4.1. Так как расчет часто сопряжен с гро
моздкими вычислениями, можно воспользо
ваться одной приближенной формулой для 
определения положения нейтральной оси, 
например, наиболее простой, полученной 
Н.Н. Давиденковым. Она позволяет опреде
лять эксцентриситет нейтральной оси для 
кривых стержней, поперечные сечения кото
рых имеют две оси симметрии 

e = JJ(AR). (8Г4.7) 
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8.4.1. Радиусы кривизны Г нейтральной оси некоторых сечений 

Форма сечения Радиусы кривизны нейтральной оси 

1Я 
JLJLUL 

1 ^1 In—^ 

1^ 
t t t Ч 

Щ+Ьт) 

h щ 

LJL 

/ , „ 2 .2 
2R-^AR^ -d 

k /^ 

уу'Л 
\ ^ 

fCy^ 
Y/yy I '^ ' T 

d -de. 

\^R^ -dl -^^R^ -d'^ 

- / . " 2 ^2 IR'^AR -d 

A 
à 

IJLJLJL 
h Uo 

k \^^J^/J \W~\ 
^ 

Ц 
:J ' 1 

\ 

' 
«1 И2 
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8.4.4. ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ ЭНЕРГИЯ 
КРИВЫХ СТЕРЖНЕЙ 

При совметном действии внутренних сил 
(М ^0,N ^0,Q 1^0\ потенциальная энергия 
кривого стержня, ось которого представляет 
собой плоскую кривую, 

M^ds 

2ЕАеЯ 2ЕА 

cMNds , fQ^ds 

EAR 2GA 

(8.4.8) 

где к - безрамерный параметр, учитывающий 
неравномерное распределения касательных 
напряжений по высоте сечения стержня; для 
прямоугольного сечения / F = 1 , 2 , для круглого -
^ 1 , 1 8 5 ; для двутавра к = А / А^^; А - пло
щадь сечения двутавра; Aç^ - площадь стенки. 

Для стержней малой кривизны AeR~Jx. 
Интегрирование ведется вдоль оси по всей 
длине стержня . Как показывают практические 
расчеты, часто без большой погрешности 
можно пренебречь последними тремя слагае
мыми в формуле (8.4.8). 

8.4.5. ПЕРЕМЕЩЕНИЯ В КРИВЫХ СТЕРЖНЯХ 

Для определения перемещений в кривых 
стержнях удобно воспользоваться интегралом 
Мора. Для плоского кривого стержня большой 
1фивизны перемещение точки оси 

.jJ^,s.{^és. 
EAeR 

-MNj+NM^ 

J EA 

•ÔÔi 
Ici5 + Â : f - ^ ^ d 5 , 

EAR ^ GA 

(8.4.9) 

где My N, Q - функции, определяющие внут
ренние силовые факторы от заданной нагруз
ки; Afj, ^ 1 , Cl - функции, определяющие 
внутренние силовеы факторы от единичной 
нагрузки, приложенной в направлении иско
мого перемещения в заданной точке. 

Для стержней малой кривизны исполь
зуют упрощенную формулу (8.4.9): 

= / мм 
S ^ 

ds. (8.4.10) 

Глава 8.5 

ПРОСТРАНСТВЕННО-КРИВОЛИНЕЙНЫЕ 
СТЕРЖНИ 

8.5.1.НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
РАВНОВЕСИЯ СТЕРЖНЕЙ 

Для элемента стержня (рис. 8.5.1) можно 
получить следующие уравнения равновесия в 
векторной форме [38]: 

ds 
+ qH^s-Sg^+p5(s-Sp)=0; 

(8.5.1) 
dM 

+ e^xQ + цЯ(5 -s^) + in)8{s - s„) = 0, 
ds 

(8.5.2) 
где Q - вектор внутренних сил; ^ и jl - pac-
пределеннные нагрузка и момент; р и W ) -
сосредоточенные сила и момент; H и Ь - фун
кции Хевисайда и Дирака; M - внутренний 
момент. 

При исследовании равновесия стержней 
используют три системы ортогональных коор
динат: 1) декартовую систему с базисом </*.}; 
2) систему осей, связанных с осевой линией 
стержня в недеформированном состоянии, с 
базисом 1 /̂0 h 3) систему связанных осей. 

Рис. 8.5.1. Пространственный 1фнволинейный 
стержень до деформации (пунктир) 

и в деформированном состоянии 
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характеризующую деформированное состояние 
стержня, с базисом {^/} • Единичные векторы 

ëjQ, 2̂> 3̂0 ^ 3̂ направлены по главным 
осям сечения стержня. В atoM отличие под
вижных осей, используемых в механике стер
жней, от естественных осей. Матрицы преоб
разования следующие: 

L ( L базиса Ь* • > к базису {<̂ /о Ь 

L | / « | базиса 1^/о} к базису {^/|; 

L̂  = LL базиса Uj\ к базису {^/} • 

Например, матрица 

Рис. 8.5.2. Преобразование базисных векторов 
при повороте осей координат 

^10 

1 ces ^2 соз^з 

1 - sin ^3 
1 siii^2^^s^3 

2̂0 
cosSj sin^3 COSO2 + 

+ sin^2 sin^j 
COS^j COS^3 

sin ^2 sin ̂ 3 ~ 

-sin^j cos^3 C0SÔ2 

^30 
COSÔ2 sinÔ3 sinOj - 1 

-sin^2^^s^j 

cos^3Sinôj 1 
008^2 ^^S l̂ 1 

L= ê  

где 0 • - углы поворота связанных осей 
(рис.8.5.2). 

При малых углах поворота матрица 

(8.5.3) 

L = - S , 

- S 

-э. 

1 

(8.5.4) 

Векторное уравнение перемещений точек 
осевой линии стержня получено с помощью 
вектора 

u=r-rQ. 

Дифференцируя, получим 

^ - -
ds Cl - е , 10-

(8.5.5) 

(8.5.6) 

^3 =^зз(»з-»оз)' 
(8.5.7) 

где y4jj - десткость стержня на кручение; «^ -
компоненты вектора ж, характеризующего 
геометрию осевой линии стержня в нагружен
ном состоянии; »^^ - компоненты вектора 
»Q, характеризующего геометрию осевой ли
нии стержня в ненагруженном состоянии; 
^22, ^33 " жесткости стержня на изгиб в двух 
взаимно перпендикулярных плоскостях. 

Соотношения (8.5.7) справедливы только 
в пределах закона Гука, т.е. для физически 
линейных задач. 

Система (8.5.7) в векторной форме (в ба
зисе \^j\) имеет вид 

Г 

Компоненты момента M связаны с кру
чением осевой линии стержня и изменением 
кривизны проекций осевой линии на плоско
сти "физическими" соотношениями [38]: 

Щ = Al (»1 - »oi)i Щ = ^ 2 К ~ »02)j где 

M 

l У = 1 
'OJ^J 

(8.5.8) 
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Mil ^ Û 

А = I О ^22 О 1-

О о ^331 

Уравнение (8.5.8) связывают углы пово
роту ^у с компонентами векторов œ и » Q . В 
тензорной форме векторы 

ще /« - элементы матрицы L, 
Производные единичных векторов по 

дуговой 4соординате 5* 

I/ = » X в̂  = l^^ê^ + /д,1̂ о ; (8.5.10) 

ще 

; L , = 

- c o s S j 008^3 о - s i n S j 

-sindo 1 
Sin 02 005^3 о 005^2 

Система пяти векторных уравнений (8.5.1), 
(8.5.2), (8.5.6), (8.5.8) и (8.5.14) или система 
пятнадцати скалярных уравнений содержит 

4J. пятнадцать неизвестных: Су, Му, ^у и 

*^(У = 1,2,3). 
Уравнения равновесия в связанной системе ко

ординат. Уравнения (8.5.1), (8.5.2), (8.5.6), 
(8.5.8), (8.5.14) можно привести к безразмер

ному виду, полагая ^ = е/ (/ - длина стержня): 

v̂O -»o^^vO- (8.5.11) 
Последовательным исключением из 

(8.5.10) е^ и ё^ с помощью уравнений 
(8.5.11) и (8.5.9) получено [38] 

ds ) 
(8.5.12) 

8^y^»yeJ, = 

1 

Для матрицы (8.5.3) из (8.5.12) 

ds 
• + Ю ( 01 

d^-x 

ds 

+{sm^2 s in^ i + COSO2 sinOj COS^JWQJ ••• 

+(cos02Sin^3SinOj --sin02CosOj)»Q3; 

^^2 f ^ 1 1 • n 

xcosSj»Q2 +cos^3SiiiSj»Q3; 

>4«(8) = .4й(8)в>4зз(0). 
Переходом в уравнениях (8.5.1), (8.5.2) к 

(8.5.6), (8.5.8) и (8.5.14) к безразмерной форме 
записи и локальным производным, получены 
уравнения в связанных осях (опущен индекс б 
в безразмерных величинах): 

— + » x G + ^ Я ( 8 - 8 ^ ) + Р о ( 8 - 8 р ) = 0 ; 
ûfe 

(8.5.15) 

+ » х Af+^1 xQ + р : Я | 8 ~ 8 ^ | + 

+^y t Jô (8 -8^)=0 ; (8.5.16) 

L i ^ + L » ^ ^ ^ - » = 0; (8.5.17) 
d& 

d^. 

ds 

d^ 

ds 
- + » Q i |sin^2C^s^3 + 

EL 
de, 

+ »ХИ +(/11 -1)^1 +/21^2 +^31^3 = 0 ; 

+(sill02 Sin03 COSOj -COSO2 Sill^2)»Q2 + 

+(005^2 ^^s^i +sin^2Sin03SinSi)»Q3. 
(8.5.13) 

Уравнения (8.5.13) в векторной форме 

ds 
+ L » o - » = 0, (8.5.14) 

(8.5.18) 

М = АГ»-»^^^\ 

(8.5.19) 
Уравнения равновесия (8.5.15), (8.5.10) в 

проекциях на связанные оси: 
dO 

(8.5.20) 
de 

(при к = 1 , 2, 3); 
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dM^ 

+ ^ к ^ т = 0 ; (8.5.21) 

d& 

dO, 
- ^ - G 2 » 3 + ^ i ^ ^ + A 5 p = 0 ; 

dQ, 

(8.5.22) 

dB 

dM. 
+ 02+Цз^^ц+'«з5т=0' 

^W^ 
+ 8^ 

dz 
^Kji'^j^i +^1K - ^ l / c = ^ ' 

(8.5.23) 

(8.5.24) 
ще 8jŵ  и ôjj^ - символы соответственно Левй-
Чивита и Кронекера. 

Определенве компонент вемторов q^ ц, Р 
и Wj в СВЯЗАННЫХ осях. При следящей на
грузке компоненты векторов ду\х, Р и <Р^ 
известны в базисе \cj\: 

П р и м е р т в о й_н а г р у 3 к е ком
поненты векторов д,\х,Р и Ôr̂ l̂  известны в 
декартовых осях: 

с помощью матрицы преобразования L полу
чено ij = /^ Щ. Тоща, например, проекция 
вектора д" в связанных осях 

d^'i M'y ^ du^ , . ^ 

d& A 33 (fe 
Л/л / V 
—^4-Mi»3 +/21 =0; M3 =>4зз(»з -»оз); 

uf^^ 
» o = - (8.5.26) 

где /jj = cos^3; I21 = sin^ 3-

b-'^/l (8.5.25) 

Частные случаи нелинейных уравнений 
равновесия: 

а) до нагружения стержень прямолиней
ный. В уравнениях (8.5.17) и (8.5.19) прини
мают »Q = О ; 

б) осевая линия стержня до нагружения 
и после него является плоской кривой [в 
плоскости ^20x2 (рис. 8.5.3]. В этом случае 

63=^7=^2=0; »1 == »2 "" »01 " »02 " ^; 
^j = ^2 = 0; W3 = 0. Из уравнений (8.5.20) -
(8.5.24) 

Рис. 8.5.3. Схемя деформшщя плоского 
криволинейного стержня в плоскости кривизны 

Если стержень перед нагружением пря
молинейный, то в уравнениях (8.5.26) следует 
положить »Q3 = 0. 

8.5.2. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
РАВНОВЕСИЯ СТЕРЖНЕЙ 

Если при нагружении стержня компо
ненты векторов û* и О, а также приращения 
lAsyl компонент вектора » можно считать 
малыми, то из уравнений (8.5.15) - (8.5.19), 
прене^егая в (8 5.15) и (8.5.16) слагаемыми 
А » х С , А » х д { и приращением величин А^, 
АР,А|Л, A^yjJ, можно получить линейные 
уравнения нулевого приближения [32]: 
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dO ^̂ ^ —(0) -

ск 

,г(о) d^ 

de. 

+'П)о5ж=0; 

^AJ^'^-X-'M^'KO; 

dû (0) 

ds 

Здесь 

. А У < ' Ч А , 9 ( " ) = 0 ; М ( " ) = АДЖ(<') 

(8.5.27) 

А . = 

4 = 

Система 
fшжeния [ 

1 0 -а 03 ®02 

»03 ^ "^Ol 

Г®02 ®01 ^ 1 
0 0 0, 

0 0 -1 

0 1 0 

уравнений 
32] 

(8.5.27) 

Для уточнения решения, полученного из 
системы (8.5.27), или уравнения (8.5.28), нуле
вого приближения, можно из (8.5.15) - (8.5.19) 
получить линейные уравнения первого и пос
ледующего приближений, полагая 

Q =Q^'KQ('KQ('K...; 

» = » ( " ) + » « H . â ( ^ ) . . . . ; 
_ _(0) _(1) _(2) 

(8.5.29) 

где векторы с индексами 1, 2, ... считаются 
малыми 

После подстановки (8.5.29) в уравнения 
(8.5.15) - (8.5.19), преобразования и исключе
ния уравнений нулевого приближения получе
ны уравнения первого приближения. Напри
мер, система уравнений первого приближения 
(вектора с индексом единица) имеет следую
щий вид: 

К»).B<0>Z(») =.(«), (S.5..S) - « - l ^ ^ ' ^ A Ï Ï W V , ^ ^ . , 
где 

^(0) _ 

Q^^> 

B^^U 

1 

1 

К 

0 

0 

?W = 

0 

0 

~Ч0Нд -Pfibp 

0 

0 

0 0 

0 0 

^1 ^« 

= Л Ц ( Ч - Л ^ ( % „ - А £ ^ ° ) ; 

(8.5.30) 

Э « = А 1 » ) 9 « - А - ' М « = 0 ; Ж « = А Д » « ; 

где 

Ai«> = »Q3 •+• А2В3 
(0) 

-[»02 +A»2^J 

-[»03 +^»3^J 

»01 -̂ -Д̂ Г̂  

(0) »02 "̂  Д»2 

-[»01 +^»1^J 
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0 

-сГ 
ôf 

еГ 
0 

-ОГ 

-cfl 
сГ 

0 

M. (0) -M (0) 

-M; (0) M, (0) 

M. (0) -M (0) 

Д Р = С % ( ' ' ) + С ( % ( ' ' ) (p = 0,l); 

Пример. Определение приращения нагру
зок АР и А^ (см. рис. 8.5.1), считая Рид" 
"мертвыми", т.е. 

_ _ 3 

У=1 У=1 

3 
Так как / • = У^Лр ^р, после подстанов-

Р=:1 

ки выражения для /у в выражения для Рид" 
и преобразования при малых углах О у 

Р = Р о + А Р ; ^ = ^о+Д?^ 
где 

3 
^ 0 - Z-»^Ov^v> 

v=l 

3 
(0) Р - V p /" 

У=1 

Z^l> = 

3 
^0 = S^Ov^v» 

3 r 3 ^ 

A^ = C^^h; AP = C^̂ ^O. 
(8.5.31) 

Элементы матриц: 

^ii -^> 2̂1 - Z^^xjhj > 
y-1 

'̂ З! - ^̂ 13 i.%f/-. 
y=i 

Jl) .(1) 

J3) __ç., (3) ^ (3) _ Y P '/O>-

y-1 

J 3 ) _ (3) _ _ V P /0) . 

y-1 
3 

J3) _ (3) _ ^ p .(0) 

y=i 

Аналогично определяют V̂IJo» M-O' ̂ ^H) ^ 
Ajï. Для следящих сил их приращения равны 
нулю. 

Система уравнений первого приближе
ния (8.5.30) в виде 

2 a ) ^ B < ^ ) z < " = ^ < ^ (8.5.32) 

где 

\Q^'^ 

«w 

; в(» = 
о 

о 

4°̂ "̂' (^Wff^ C^^)ff^ 
/ 0 ) , Л0)^-1 n(l) / 4 r + ^ i > M 2)^"Я.. 2)^"'Я. ^Л/ 

(2), 

-А 

О 

.(0) 

А, 

О 

.(0) 
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Р'^^ 
о 
О 

Аналогично можно получить уравнения 
второго и последующих прибЬшжений. 

8.5.3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕШЕНИЯ 
УРАВНЕНИЙ РАВНОВЕСИЯ СТЕРЖНЯ 

Одним из воз1«)жных вариантов числен
ного решения уравнений (8.5.28) и (8.5.31) 
является использование метода начальных 
параметров. Решение линейного дифференци
ального уравнения (8.5.28) можно представить 
в виде 

Z<^>=jr(s)C+zf, (8.5.33) 

ще К(в) - фундаментальная матрица реше
ний (12x12) однородного уравнения (8.5.28); 
Z „ - частное решение неоднородного урав
нения. Матрица К{г) удовлетворяет однород
ному уравнению 

К (в) + В^^^ (в)К(в) = 0. (8.5.34) 

Вектор Zjj может бьпъ получен двумя 
способами: 1) решением неоднородного урав
нения (8.5.28) при нулевых начальных данных; 
2) с помощью матрицы Грина, когда 

8 

ще G(B,h) матрица 

(8.5.35) 

Грина, если 
bf^ = const, то G(B,h) = ^ ( 8 - Л). 

Матрица К(в) получается из решения 
однородного уравнения 

'k-^-B^^h =0 
при следующих начальных условиях: 

(8.5.36) 

^1=(lд... ,o)^ ^2=(o»l»û,...,o)^..., 

Каждое из решений kj уравнения 
(8.5.36) есть столбец матрицы К(8). 

Полученную матрицу можно уточнить, 
воспользовавшись методом итераций. Из 
(8.5.24) 

K^'''\B)^-]p4^'^dh^E, 
О 

(8.5.37) 
В качестве первого приближения (Л=1) 

берется матрица К(в), полученная методом 
начальных параметров. Число итераций зави
сит от требуемой точности А: 

шах 
(0^8^1)1 4j 

100% <. А. 

^(0) Рассмотрим вектор Z^ в уравнении 
Г(0) (8.5.35). Представим вектор b ' ъ виде 

*<''.g«l+5»l+iJ'»+»«». 

Тогда 
у{0) _ j(0) у(0) j(0) ^(0) 
^ ~ -^„^ "^^НР "̂ -̂ НЦ '*"'^"-

(8.5.38) 
Здесь 

2^М< 

у(0) 
• / < 

- « о 

О 

О 

о 
о 

о 
о 

dk; 

Щ 

fc,=(0,0,...,l)^ 
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7(0) =1' 

у(0) - / < 

1-^(0) 

О 

О 

О 

О 

О 

о 

ШЛ - Sp\dh = G(s,8p) 

yh-B„)dh = G{B,zJ 

Аналогично получают частные решения 
неоднородных уравнений первого и последу
ющих приближений. Изложенный алгоритм 
численного решения линейных уравнений с 
последующим уточнением может быть исполь
зован и при решении нелинейных уравнений 
равновесия (метод последовательного нагру-
жения). 

^^гЪ 

Рис.8.5.4. Схемя нжгружения 
кругового плоского стержня следящей нагрузкой 

Пример. Круговой плоский стержень 
(рис. 8.5.4) постоянного сечения (А^^ = 1) 
нагружен следящими распределенной нагруз
кой д" и сосредоточенной силой F . Уравне
ния нулевого приближения 

Qi - » о з б 2 =^» ^3 " ^ 3 =^» 

Gf 4•«oз^Г=-^2-M^-0,5); 
^(l) 
«1 . (0) 

'̂оз̂ г 
frO (0) M^-^Q'""' =0;и: ДО) 

= 0; 

/0) -^?=0; 
<> =A«f. 

- ^ 0 

о 
О 

О 

О 

О 

о 

Я(8-8р) ; 

Я(в-Е,) . . 

(8.5.39) 
Уравнения первого приближения: 

4?Gf-e^^W/>=GrA»f; 

гдеав̂ О? =»03-^Д»Г-

г̂А 

Рис. 8.5.5. Линии прогибов стержня, полученные путем 
интегрирования уравнений в различных приближениях: 

1 - нулевого приближения; 2 - нулевого и первого 
приближений; 3 - нулевого, первого и второго 

приближении 
На рис. 8.5.5 показаны осевые линии 

стержня в нагруженном состоянии, получен
ные при решении уравнений. Безразмерная 
нагрузка Pf^ly ^2~2. При принятой точности 
решения с учетом только первого приближе
ния, а также с учетом первого и второго при
ближения практически совпадают, в то время 
как решение уравнений нулевого приближе
ния дает погрешность до 40%. 
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Глава 8.6 

СОСТАВНЫЕ 
И МНОГОСЛОЙНЫЕ СТЕРЖНИ 

8.6.1. СОСТАВНЫЕ СТЕРЖНИ 

Составной стержень состоит из несколь
ких стержней (слоев), соединенных между 
собой. Стержни, входящие в состав составно
го, могут быть изготовлены из различных ма
териалов. Соединены они жесткими или упру
гими связями. При расчете различают два вида 
связей в составном стержне в зависимости от 
вида усилий, которые они могут передавать от 
одного стержня к другому. Поперечная связь 
передает поперечные нормальные силы, а 
связь сдвига - касательные силы. Предполо
жим, что слои, имеющие постоянные по дли
не сечения, работают в упругой области. Пусть 
стержень имеет п связей и А1+1 слоев; связи 
сдвига упругие, а поперечные связи жесткие 
(недеформируемые). 

Рассматривают такие связи, для которых 
можно считать, что распределенные касатель
ные силы X/ в /-М шве и взаимный сдвиг двух 
соседних слоев пропорциональны (рис.8.6.1): 

щий момент от внешней нагрузки M (z) 
распределяется между слоями пропорциональ
но их изгибным жесткостям: 

M,(x) = M\z)E,jJY.E,Jr 
/=1 

(8.6.2) 

Пусть T^(z) - равнодействующая каса
тельных сил, которые действуют по одну сто
рону от рассматриваемого сечения. 
Тогда 

Z 

Tf(z) = Jx^dz или T;(Z) = хДг). 
о 

(8.6.3) 

Условие эквивалентности основной и за
данной системы сводится к системе диффе
ренциальных уравнений: 

— ^ Г - ^ П ^ 1 -^12^2----^1л^л =^1Р» 

h = ^{-^:l - -^'] (8.6.1) ±г^ _ ,^^т^ _ о,,Г,...- ô,,7; = А р̂; 
где ki - коэффициент жесткости связи на 

(в) сдвиг; w \̂j.j - перемещение точек верхней 
1фомки /+1-Г0 слоя в направлении оси ZI 

(н) и^ - перемещение точек нижней кромки /-
го слоя. 

— ^л-^лЛ -^п2^2-'-^пп^п =\Р' 

(8.6.4) 
Здесь 

^/-/ 

^/>/ 

Рнс. 8.6.1. Схема действия касятельных сил 
в составном стержше 

Составной стержень является статически 
неопределимой системой, для расчета которой 
часто используют метод сил. В качестве ос
новной системы выбран стержень, освобож
денный от связей сдвига, действие которых 
заменено неизвестными усилиями Х/. где / -
номер шва. 

В основной системе жесткость составного 
стержня без связей сдвига равна сумме жеспсо-

л+1 
стей отдельных стержней 2l^i^i' Изгибаю-

/=1 

^ip - Г — " ^ т — : — i T T i ' 
-^/Л ^/+1^+1 

ô , = . 
1 1 

— + Л+1 

/=1 

"l-hi 
t , hh-i . 

EA Л+1 

Z^// 
/=1 

j ^ A + i . 

/=i 
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5/it = 
^ih 

л+1 при |/ - А:| > 1. 

Производные взяты по продольной ко
ординате Z' Решение системы дифференциапь-
ных уравнений (8.6.4) содержит постоянные 
интегрирования, которые определяют из гра
ничных условий на 7/ на концах стержня. 

После определения неизвестных 7Х^) 
силы и моменты в каждом слое MOiyr быть 
получены по формулам 

^/<^) = 7ïîr 
£ , / , 

Y^^ih 

n+l 
M' - Хгл 

/-1 

/=1 

г(0) ще Щ' - продольные силы, вызываемые в 
/-М стержне только внешней нагрузкой. 

Напряжения в продольных волокнах 

где у - расстояние от центра тяжести сечения 
/-го слоя до рассматриваемого волокна. 

Изгибающий момент вызывает одинако
вые прогибы >v(z) всех слоев. Дифференци
альное уравнение для определения прогибов 
имеет вид 

/=1 

8.6.2. ТРЕХСЛОЙНЫЕ СТЕРЖНИ 
С ЗАПОЛНИТЕЛЕМ 

В простейшей модели трехслойного 
стержня принято, что упругий заполнитель, 
связывающий два несущих слоя, обладает ко
нечной жесткостью на сдвиг и бесконечно 
большой жесткостью на поперечное сжатие. 
Легкий заполнитель не воспринимает про
дольных напряжений, а жесткий - восприни
мает продольные напряжения. В отличие от 
гипотезы плоских сечений не требуется, чтобы 
поперечные сечения в процессе деформации 
оставались перпендикулярными к изогнутой 
оси балки. Принято, что несущие слои обла
дают бесконечной жесткостью на сдвиг [36]. 

Ег.^ 

У-
Рнс. 8.6.2. Схемж трехслойного стержня 

В системе прямолинейных координат ось 
Z направлена по срединной линии заполните
ля (рис. 8.6.2). Несущий слой, расположенный 
со стороны положительного направления оси 
д/, считается первым слоем, со стороны отри
цательного направления - вторым, а заполни
тель - третьим (рис. 8.6.2). Пусть Л̂^ - толщина 
слоев, E]ç^ - модули упругости слоев, G - мо-

3 
дуль сдвига заполнителя, Л = /^Л^^, 

1 -̂п ЕиНи Ни 
Е^-2^Е^Н^, v ^ = — — , ^А:=—' 

' Ы\ Eh 
h-i^-lCy и - продольное перемещение и w -
прогиб точки на срединной линии заполните
ля, а - угол поворота поперечного сечения 
заполнителя. 

В соответствии с законом Гука нормаль
ные напряжения в продольных волокнах свя
заны с перемещениями следующими соотно
шениями: 

для первого несущего слоя 

^1 =^1 
( 1 \ 
\ ди да д W 
\ — +с у—Y 
\^dz dz àz 

для заполнителя (-с <, z ^с\ 

аз =^3 
ди да д w 

У y—f 
dz dz dz 

для второго несущего слоя 
/ . 

^2 = ^ 2 
д w ди да 

с у ^ 
dz dz dz 

Касательные напряжения в заполнителе 
T=Ga. Из (8.6.1) - (8.6.3) следует, чго в преде-
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лах каждого слоя нормальные напряжения 
изменяются по линейному закону. 

Для стержня постоянной по высоте ши
рины b в каждом слое действуют продольные 
силы Niy N29 N^y изгибающие моменты Afi, 
М2У^М^У а также поперечная сила Q^y в запол
нителе. Для упрощения последующих соотно
шений в качестве линий приведения дтш за-
полнцгеля принята его центральная ось (у=0) , 
для несущих слоев - линии сопряжения несу
щих слоев с заполнителем (у = ±с). Товда 

Полная продольная сила N = /^Nj^ 

примет вид 

dz Лг 
да 
dz 

л2 О W 

" ^ 

с+А, ди 
•' dz 

-('.->)7? 
0Z 

да 
dz 

с+А, 
ди 

"' dz 

+i>riti& -1 ^ da ,, ^ \d v> 
3/3 - ( 4 / 1 + 3 / з ) - у 

dz dz 

du f ou 
N2=b ia2Uy = Bf2 ЛГуг 

-c-A, ^^ 

doc 
h 

d \ 

dz 

du 
M2 = b J CT2(̂  + c)dy = cNj - ^У2^2 — ••• 

dz -С-Л2 

-1 
•¥Di2t2^ 3.3 £ ^ - ( 4 . , . 3 . 3 ) ^ 

dz dz 

du Щ=ь(о^ау = Вг^—; 
. dz 

Mз=^.Jcз;dy=i)rз/зV^ doL d w 

dz dz' 
С 

Сз =bJGoiây:=Ghbt^a, 

щеВ^ЕНЬ; K==£h^b/2; D = Eh^be/lZ 

Если обозначить 
I dw 1 dv 

V = w + 0,5/r Ci2a - 1̂3 — , то JV̂  = . 5 — . 
V dz) dz 

Суммарный изгибающий момент относи
тельно срединной линии заполнителя 

Л 
M=D\ 

f 1 ^ 
да Э w л 

Y Т-^-^П^ 
dz dz 2 

Момент, определяющий поперечный 
Л 

сдвиг в заполнителе^ H = Л/3 + ^ ^ i - ^-^2 * 
Через перемещения он может быть выражен в 
форме 

л h 

2 

у da d w 

l-^dz dz 

Вьпие бьши использованы обозначения: 

— С33 — ^^\2 > 

у = (сзз-Зс12С,з)в ; 

а = 1 _ 2̂3 ~ ^12^13 
2̂2 - 3Cj2 

'^12='з(Г1-У2); 

«^13=Г1(^1+^з)-Г2(^2+^з); 

<^22=''з(ЗУ1+Зу2+Уз); 

^̂23 =3у1/з(^1 + / З ) + З У 2 / З ( / 2 +1з)+^зФ, 

сзз = yi[4/^ + 6/1/3 + '3^) + 72(4/2 + 

+6/2/3+3/3^ ] + Уз/з^ 

Нейтральная ось находится на расстоя
нии CQ = 0,5/rCj2 от средней линии заполни
теля. 
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Усилия 

2 

Через функцию перемещений %{z) угол 
поворота и внутренние усилия выражаются 
следующим образом: 

л 1 
2 

М = М—hCi^N = D\ 
да о W 

dz dz 

dw \|/ =а = 
dz 

( 
1 + 

К- 1 - Y - » d 2 ^ 

dz' cfe' 

Тоща уравнения равновесия 

UN ^ йН ^ „ d^Af 
0; 0 3 = 0 ; Т^^ = ^^ 

dz dz dz 
(8.6.5) 

ще 9 - внешняя поперечная нагрузка. 
Если в уравнениях (8.6.4) перейти к пе

ремещениям, то 

dz^ 

H = -J)i^\ M = -Щ 
dz^ 

1 -
OÂ  rf^ ^ ^^ 

P * ' 

dz 

С = — = -i>! 1 - -

dz 

Р * j 
£_1 

Dl' 
d а 

- ( 1 - S ) 
d^w 

- (1 - )̂С7Л/зТ« = î 

+ ̂  = 0. 

(8.6.6) 
Заметим, что система уравнений равно

весия (8.6.6) распадается на две независимые 
системы относительно v и функций ау и w. 

Если ввести функцию перемещений 

d а d w 

dẑ  dz^ 

w = 
1.2 j 2 

P dt^ 
x; 

p * 

параметр 

G = 
12(7/3(1-0) 

(8.6.7) 

то система уравнений (8.6.6) сводится к одно
му разрешающему уравнению относительно 
функции перемещений 

Моменты Af и ^связаны соотношением 

Р * 
Решение дифференциальных уравнений 

(8.6.6), (8.6.8) должно удовлетворять гранич
ным условиям. Если край свободен от про
дольных сил, то решение уравнения (8.6.6) 
должно удовлетворять условию iV==0 или 

— = 0. Если продольное перемещение отсут-
dz 
ствует, v=0. Наиболее часто граничными усло
виями для уравнения (8.6.8) являются: 

1) ]фай свободно оперт, диафрагма, жес
ткость которой характеризуется силой 

я » rf(aY) 
S= M=D , отсутствует 

Y 1 - 0 fife 
(w = JI /=5 '=0) : 

^ X ^ X П. 
X = — y = —4" = ^' 

dz dz 
2) край свободно оперт, имеется беско

нечно жесткая диафрагма (w = М= ау = 0): 

1.2 j 2 ^ Г 
рс = 1 -

ОЛ" d 2\ Л 
d X _ ^ _ .̂ 
dz^ de P * 

3) 1фай жестко заделан (w = ф = ау = 0) 
( 

1 - -
Ш d 2 ^ 

Р dz^) 
d_t 
dz' 

= q. (8.6.8) 1 -
1.2 j 2 "̂  

A a 

P * ^ 
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4) край свободен (ЛГ = S = Q = 0): 

az dz 
1 -

P d{' 

.3 
d % 

. 3 dz 
= 0; 

5) край свободен, но имеется бесконечно 
жесткая диафрагма {М = s ~ 2 = 0): 

^ 2 .4 
d % ^d X 
^ 2 , 4 

Г 
1 - -

P * ^ 

3 d\ 
dz' 

= 0. 

Глава 8.7 

УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИЕ 
ДЕФОРМАЦИИ СТЕРЖНЕЙ 

8.7.1. КРИВАЯ ДЕФОРМИРОВАНИЯ 
МАТЕРИАЛА ПРИ ОДНООСНОМ 

РАСТЯЖЕНИИ И СЖАТИИ 

Диаграмма деформирования материала 
при растяжении в общем случае описывается 
зависимостью (рис. 8.7.1, а) 

(8.7.1) а = / ( 8 ) . 

Рис. 8.7.1. Дишржммы деформирования мхтериалж 
Для упрощения расчетов часто исполь

зуют схематизированные диаграммы: идеаль
ного упругопластического материала 
(рис.8.7.1, б) - диаграмма Прандгля; жестко-
пластического материала (рис. 8.7.1, в); ли
нейно упрочняющегося материала (рис. 8.7.1, 
г); материала со степенным законом деформи
рования (рис. 8.7.1, д) а = ^к|^~ е при ц < 1. 

Выбор схематизированной диаграммы 
зависит, во-первых, от заданной реальной 
кривой а » S и , во-вторых, от поставленной 

задачи. Например, для определения предель
ной (разрушающей) нагрузки применяют ди
аграмму идеально упругопластического или 
жесткопластического материала. Как правило, 
кривые деформирования при растяжении и 
сжатии принимают одинаковыми. 

8.7.2. ИЗШБ БАЛОК 

При расчете изгибаемых стержней в уп-
ругопластической стадии считают справедли
вой гипотезу плоских сечений. Для стержня, 
поперечное сечение которого имеет две оси 
симметрии, нейтральная ось совпадает с его 
центральной осью и деформаххия в точке 
г=9дуу где » - изменение кривизны оси балки. 

С учетом (8.7.1) изгибающий момент 
0,5Л 

Л/= jb(y)yf(my)dy, 
-0,5Л 

(8.7.2) 

где Ь(у) и Л - соответственно ширина попе
речного сечения на расстоянии у от нейтраль
ной оси и его высота. 

В частном случае, когда в сечении воз
никают только упругие деформации. 

0,5Л 
М = Е- jb{y)y^dy^EIm, 

^ -0,5Л 

Из уравнения (8.7.2) находят кривизну 
оси балки, деформации, а затем напряжения в 
точках поперечного сечения. 

Для балки из идеального упругопласти
ческого материала распределение нормальных 
напряжений по высоте поперечного сечения 
(рис. 8.7.2, а) 

а = 

±а^ при|> |̂̂ >^ ;̂ 

-^у при|>;|<>'^. 

Равенство (8.7.2) в этом случае принима
ет вид 

М = 
Ут 

(8.7.3) 

Момент инерции упругой части попе
речного сечения 

Je = \b{y)y^dy. 

'Ут 
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бг 

t — 1 . i ri 
iM—^ 

г 

;̂ ;̂ 

Рис. 8.7.2. Эпюра напряжений по высоте поперечного сечения балки: 
а - для идеального упругопласгического материала; б - при действии предельного изгибающего момента; 

в - для упругого материала; г - разность эпюр а-л в 

8.7.1. Предельные изгибающие моменты ЛГ̂ р̂ = a^S^ 

Поперечное сечение м, пр 
Поперечное сечение M пр 

ш\ щ^ \щ 
1 ̂ ь и — * 

г 
-À 

\ 
Ibh^a^ 

-<—^ 

t 

т 
— bh а^ 
3 

3 

^ 7 3 

[26А^-Я^2*-^)]а 

— 6а а_ 
3 

2Л^5ст, 

удвоенный статический момент верхней М _ - = а -5 '^ . Удвоенный статический момент 
пластической зоны поперечного сечения отно- " „ 
сикльно нейтральной оси »^Р™^* половины поперечного сечения огно-

*̂  сительно нейтральной оси называют пласти-
0,5А ческим моментом сопротивления. 

S = 2 [ b{y)ydy. При M = Afд « исчерпывается несущая 
способность балки (большую нагрузку балка 

"̂  воспринять не может). Во всем сечении появ-
С увеличением изгибающего момента ве- ляются пластические деформации и эпюра 

личина у^ уменьшается. При у ^ -¥ ^ момент 
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напряжений имеет внд двух прямоугольников 
(рис. 8.7.2, б). 

Предельный изгибающий момент зависит 
от формы поперечного сечения (табл. 8.7.1). В 
табл. 8.7.2 приведены вьфажения предельных 
нагрузок некоторых балок. 

8.7.2. Предельные ншрузки для балки 

Расчетная схема Предельная нагрузка 

Л,р=л/„р// 

f 

у^ .[.^/г .[• 

i^ч^чi^ 

Ь 

9„р = 2Л/„У/' 

^пр = 4М„р// 

«пр = 8Л/„р//' 

1/г 1/2 
^пр = 8Л/„р// 

9„р = 16Л/„р//' 

Если при действии внешней нагрузки в 
стержне возникают пластические деформации, 
то после снятия нагрузки в нем появляются 
остаточные напряжения. При разгрузке мате
риал деформируется упруго и поэтому оста
точные напряжения 

ще СТ и Qy - напряжения, возникающие при 
нагружении соответственно упругопластичес-
кой и упругой балки; эти напряжения отвеча
ют одной и той же нагрузке. 

Пример. На балку, выполненную из иде
ально упругопластического материала и име
ющую прямоугольное поперечное сечение с 
размерами М, действует момент 

М = — - Л / д, т.е. М=—G bh . Опреде-
12 ^ 48 

лить распределение напряжений по высоте 
сечения и найти остаточные напряжения, воз
никающие после снятия момента. 

Равенство (8.7.3) имеет вид 

1 1 . 2 2 2 — А =-у^ + 
48 3 

'н' 2 
\ 

J 
Отсюда у^ -h I ^. Для упругой балки эпюра 
напряжений имела бы вид, представленный на 
рис. 8.7.2, в. После снятия нагрузки появляют-

• ся остаточные напряжения, определяемые как 
разность этих двух эпюр напряжений (рис. 
8.7.2, г). 

8.7.3. НАПРЯЖЕННО-ДБФОРМИРОВАННОЕ 
СОСТОЯНИЕ СТЕРЖНЕЙ 

ПРИ ИЗГОБЕ С ОДНОВРЕМЕННЫМ 
РАСТЯЖЕНИЕМ ИЛИ СЖАТИЕМ 

Расчет стержней на изгиб заметно ус
ложняется при наличии осевой силы и его 
целесообразно выполнять методом последова
тельных приближений (упругих решений). 
Следует отметить, что такой способ решения 
задачи позволяет учесть различие диаграмм 
при растяжении и сжатии материала стержня и 
различие материала слоев, входящих в попе
речное сечение стержня. 

Рассмотрим две формы метода упругих 
решений. 

Метод переменных параметров упругости. 
Для поперечного сечения, имеющего одну ось 
симметрии, в качестве координатных осей 
выбраны, например, главные центральные оси 
х,у. 

Из решения упругой задачи находят пер
вое приближение осевой деформации 8j и 
кривизны »1 оси стержня. Для точки попе
речного сечения с координатой у из соотно
шения (8.7.1) вычисляют приближенное зна
чение секущего модуля упругости 

^10')=/Ы/е1> 
где 8i = ej + »!>'. 

Последующие приближения для величин 
8^ и »;, находят из уравнений (л > 0) ; 
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M i p S + ^ * ^ n p » n = ^ > 

^*>пр ^ л + ^ ^ п р »л = ^ -

Причем 

А 

'^л-! 

^п-1 = ^л-! + »л-1>^> ^л-1 = / K - l ) -

Интегралы вида \E^_^(y)dAy 
Л 

\E^_^(y)ydA вычисляют с помощью квадра

турных формул, для чего поперечное >сечение 
стержня разбивают по высоте на достаточно 
большое число горизонтальных полосок. В 
зависимости от применяемой квадратурной 
формулы подынтегральное выражение находят 
либо на границе полосок (например, при ис
пользовании формулы трапеций), либо в цен
тре полосок (например, при использовании 
формулы прямоугольников). 

Процесс последовательных приближений 
закончен, если соблюдается условие 

|a„(>')-cj„_iCH)|<A. 

Метод дополнительвых ширузок. Если 
представить зависимость (8.7.10) в виде 
а = ^ [ е - © ( е ) ] , то осевая деформация е и 
кривизна оси балки могут быть выражены из 
уравнений равновесия следующим образом: 

ЕА А[ 

El I \ 

В первом приближении интегральные 
слагаемые считают равными нулю: 

о N 
H = — i 

ЕА 
М_ 

El 

a i = i è i ; ej =ej+aBiJ'. 

В последующих приближениях 

ЕА 4^ 

А£ 1 

El 
•^yJ®(^n-lW^i 

Для определения перемещения какой-
либо точки оси стержня используют формулу 
Мора: 

/ 
где М^ - изгибающий момент, вызванный 
единичной силой, приложенной по направле
нию искомого перемещения; œ - кривизна чэси 
стержня, соответствующая заданной нагрузке; / 
- длина стержня. 

Интеграл в последнем равенстве вновь 
вычисляется, например, с помощью квадра
турных формул, что предполагает определение 
]фивизны » для нескольких сечений по длине 
стержня. 

8.7.4. ПРЕДЕЛЬНАЯ НАГРУЗКА 

В п. 8.7.2 находили предельный момент 
для изгибаемой балки, при котором во всех 
точках поперечного сечения напряжения дос
тигают предела текучести, в результате чего в 
сечении образуется пластический шарнир. 

Предельная нагрузка может быть найдена 
путем предельного перехода из решения зада
чи для идеальной упругопластической систе
мы. Иногда более простым оказывается реше
ние, получаемое с помощью схематизирован
ной диаграммы жесткопластического тела. В 
последнем случае эффективными оказываются 
статическая и кинематическая теоремы (см. п. 
2.4.1), которые дают двустороннюю оценку 
предельной нагрузки. 

Как известно, из рассмотрения различ
ных статически возможных состояний находят 
несколько значений внешней нагрузки. Наи
большая из них ближе всего к предельной. А 
из рассмотрения нескольких кинематически 
возможных состояний определяют несколько 
значений нагрузки, меньшая из которых бли
же к предельной нагрузке. Таким образом, 
статическая теорема дает оценку предельной 
нагрузки снизу, а кинематическая - сверху. 
Если оценки совпадают, то следовательно, 
найдена предельная нагрузка. 
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\р \^р 

1 * *-
а 

"* *" 
а 

* * 

^ 
1 

р \^р 

Рис. 8.7.3. Схемш действия сил 
нж статически неопределимую балку 

Пример. Определить предельную нагруз
ку для балки, показанной на рис. 8.7.3. Из 
рассмотрения трех статически возможных со
стояний следуют неравенства 

M,=Ra<M„p' M2=(2R-F)a<M^^ 

Эти соотношения ограничивают на плос
кости RP треугольную область ЛВС (рис. 
8.7.4, с = ЛГд р/л). Таким образом, в соответ
ствии со статической теоремой предельное 
значение силы î np ~ ^^пр/(^^)-

На рис. 8.7.5 представлены три схемы 
образования пластических шарниров и соот
ветствующие им кинематически возможные 
состояния балки. Нагрузка, отвечающая каж
дому из них, определяется с помощью прин
ципа Лагранжа: 

рис. 8.7.5, а 

-ЗМ^^+Рац>=0, т . е . Р = Ш^^/а; 

рис. 8.7.5, б 

рис. 8.7.5, в 

- 1 л / „ р ф + - Р л ф = 0 , т .е . Рз=5М„р/(9а) . 

i P \^Р 

^пр \м„р 

LJjh 

Мпр Мпр 

в) 

Рис. 8.7.4. Область допустимых значений 
сосредоточенных сил и реакций в балке 

Рис. 8.7.5. Схемы образования 
пластических шарниров в балке 

Итак, на основании кинематической тео
ремы ^п р ~ ^ ^ п р/^^^) * Следовательно, 
оценки предельной нагрузки, определяемые 
двумя указанными теоремами, совпадают. 

8.7.5. КРУЧЕНИЕ 
УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ СТЕРЖНЕЙ 

При кручении стержня 1фуглого или 
кольцевого поперечного сечения в упругоплас-
тической стадии справедлива гипотеза плоских 
сечений. В соответствии с ней деформация 
сдвига в точке, находящейся на расстоянии г 
от центра тяжести поперечного сечения, 
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Y = 6r, где 6 - относительный угол закручива
ния стержня. 

Если касательные напряжения т и де
формации Y связаны с зависи^^остью 

т = /(у) = /(ег), 
ТО ДЛЯ определения величины 0 используют 
уравнение 

М^р = jxrdA = jf(Qr)rdA, 
А А 

В общем случае решение этого нелиней
ного уравнения может быть найдено методом 
упругих решений, после чего определяют на
пряжения т. Алгоритм метода упругих реше
ний строится так, как в задаче изгиба балок 
(см. п. 8.7.3). 

Если диаграмма деформирования мате
риала является диаграммой Прандтля, то рас
пределение напряжений по диаметру круглого 
сечения определяется соотношением 

п р и 

п р и 

r.<r<R; 

0^r<r^. 

Граница Гр области пластичеашх дефор
маций находится из уравнения 

^ х р = - {.Я'-Г^} 
По мере увеличения момента М^^ ве

личина г^ уменьшается. При г̂  -> О наступа
ет предельное состояние с распределением 
напряжений аналогичным показанному на 
рис. 8.7.2, б, которому соответствует предель
ный крутящий момент 

Л/„р = - - ' " т ^ • 

Для стержня произвольного поперечного 
сечения отыскание предельного крутящего 
момента сводится к решению уравнения отно
сительно функций напряжений 

à ф ^ Ф _ 2 
Г "*" 2" ~ ' дх ду 

где к = (5^1ыЪ при использовании критерия 
текучести Мизеса и к = а^/2 при использо
вании критерия Сен-Венана. 

Напряжения т ^ , т 

ф следующим образом: 
^ , v^ связаны с функцией 

аф 
V = -

дф 

8.7.3. Предельные крутящие моменты Л/^ 

Поперечное сечение 

-bf 

ZZZZZ2 
^ 

а 

м. пр 

Для сплошного вала 
0=0 

кЬ^ {ЗЬ-а) 

Овальное сечение 
а>ЗЬ, 

— кж 
3 " 

а аЬ + 

+4У 

ка 
12 

Тонкостенная труба, 
2%кс^Ъ ; 

с - средний радиус 

Тонкостенная труба с 
разрезом, 

%ксЬ ^ 
с - средний радиус 

0,5 Â:| U'^h-\-2d'^b\ 

Тонкостенный откры
тый профиль с мед
ленно изменяющейся 
толщиной Ms)j 

I 
0,5k^b^{s)ds 

О 
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На контуре поперечного сечения функ
ция ф принимает постоянное значение. Для 
односвязной области эту Константу можно 
принять равной нулю. Предельный крутящий 
момент (табл. 8.7.3) 

М^ пр 
= 2Г(И4. 

Крутящий момент М^^ выражается че
рез функцию напряжений в случае односвяз-
ного поперечного сечения следующим обра
зом: 

М. кр 
= 2 |фа^. (8.7.5) 

В общем случае при кручении призмати
ческого стержня перемещения в направлении 
координатных осей определяются так же, как 
для упругих стержней: 

м = - 0 ^ ; v = e<çjc; w = 0i7(x,>'). 

Предполагается, что ось z совпадает с 
продольной осью стержня, а оси х п у распо
ложены произвольно в плоскости поперечного 
сечения. 

Таким образом, среди компонент тензора 
деформаций отличными от нуля являются 
только у ^ и у.». В случае упрочняющегося 
материала они связаны с касательными на
пряжениями х ^ и Х-у следующими соотно
шениями теории малых упругопластических 
деформа1щй: 

IzK = М/(сТ/)х^; Y^ = v|/(a/)x^. 

Интенсивность напряжений 

т,=>/з/ 2 2 

или через функцию напряжений 

Функцию напряжений находят из урав-

дх ох. àyV ду\ 
= -26. 

(8.7.4) 

На контуре поперечного сечения 
ф = const. Если поперечное сечение представ
ляет собой односвязную область, то эта кон
станта может быть равна нулю. 

Для совместного решения нелинейных 
уравнений (8.7.4), (8.7.5) целесообразно ис
пользовать метод упругих решений, например, 
метод переменных параметров упругости. Сле
дует отметить, что для стержней, поперечное 
сечение которых имеет сложную форму, более 
эффективным может оказаться метод конеч
ных элементов, который в сочетании с мето
дом упругих решений позволяет получить 
искомое решение с требуемой точностью. 

Гла1и|8.8 

ДЕФОРМИРОВАНИЕ СТЕРЖНЕЙ 
В УСЛОВИЯХ ПОЛЗУЧЕСТИ 

8.8.1. ИЗГИБ ЛИНЕЙНО-
ВЯЗКОУПРУГОЙ БАЛКИ 

Если для деформирования материала 
справедливо соотношение Е&, + nHz = à + ла , 
то при соблюдении гипотезы плоских сечений 
между кривизной оси балки, поперечное сече
ние которой имеет одну ось симметрии, и 
изгибающим моментом M имеется зависи
мость 

Ы Ы\ Е. 

fexp -n—{t-x) И/(г)Л. 

Эпюра нормальных напряжений а в по
перечном сечении вязкоупругой балки в мо
мент времени / совпадает с эпюрой для ли
нейно-упругой балки. 

Для отыскания перемещения какой-либо 
точки оси балки используют формулу Мора в 
виде: 

х(/-х)]М(т)л}с6с, 

Я 
-п—X 
. Е 
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где М^ - изгибающий момент от единичного 
воздействия, приложенного по напраштению 
искомого перемещения; / - длина балки. 

Моменты М^,М являются функциями 
координаты X вдоль оси балки. 

Если момент Af=const во времени, то 

..(,„y.j,.(|-ij,- ехр 
H 

- л — / 

где А^ - прогиб в упругой балке. 
Наименьшее значение прогиба в началь

ный момент времени ^ 0 и совпадает с А^. 
Со временем прогиб увеличивается и при 
/ - ^ 0 0 

. . Е у 

11 
Для определения прогиба при t —><х) 

можно рассмотреть линейно-упругую балку, 
но с длительным модулем H упругости 
(Н^Е). 

8.8.2. ИЗГИБ СТЕРЖНЕЙ ПРИ 
УСТАНОВИВШЕЙСЯ ПОЛЗУЧЕСТИ 

Расчет изгибаемых стержней (балок) в 
условиях ползучести проводят с использовани
ем гипотезы плоских сечений. В случае попе
речного сечения, имеющего две оси симмет
рии, 

ще 8 и » - скорости изменения соответ
ственно деформации и кривизны балки; 

д V 

dtdx^ 
; y(t, х) - прогиб балки 

Плоскость изгиба балки совпадает с ко
ординатной плоскостью ху и ось у является 
осью симметрии поперечного сечения. 

Если деформирование материала подчи
няется степенному закону установившейся 
ползучести, соотношение между é и напря
жением а имеет вид 

с = B^èf è при ц < 1. 
Изгибающий момент 

(8.8.1) 

Здесь 
А/2 

= jb(y)\yr'dy; 
-л/2 

8.8.1. Обобщенные моменты инерции /;„ 

Поперечное сечение 

2Ь 
1 

-EZ3 

Ул 

zaL 

гь 
-^—^ 

Ibh 2+ц 

1+^ 

q{v)a з+ц 

q{\i)ba 2-ьц 

Abh 2+fi 

(2+ц)(3+ц) 

^ ия'^+2Лх 
хЛ V 
.(А^^-Я^^)] 

<7(ц)(3+ц)а2П 

П р и м е ч а н и е : 

^2+ц 
а(и\ -

Г [--11 
2 

Чуу-) - J 
3 + ц Г ( 2 + ц ) 

Г М - гамма-функция. 
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biy)yh - ширина поперечного сечения балки 
на расстоянии у от нейтральной оси и его 
высота. 

Выражения для обобщенного момента 
инер1щи некоторых поперечных сечений при
ведены в табл. 8.8.1. 

Нормальные напряжения распределены 
по высоте сечения по закону 

а = \уГ у. 

На рис. 8.8.1 показаны эпюры а для раз-
-1 ных гН = \х .Из (8.8.1) находят величину 

\мГ-^м, к^: 

/7/2 

1 У7 
1 / / 
' / / 

у/! 
/ / 1 

/77=/ 

hl2 

"Т77 w 

[^/77-*-оо 
1 

й 

Рис. 8.8.1. Распределение нормальных напряжений 
в изгибаемой балке при ползучести 

Путем интегрирования этого уравнения 
определяют скорость v изменения прогиба 
балки, а затем прогиб. В табл. 8.8.2 приведены 
выражения для скоростей изменения прогиба 
и угла поворота балок при некоторых нагру-
жениях. 

8.8.2. Скорости прогиба и поворота для простых балок 

Расчетная схема Скорость изменения прогиба V 
в точке А 

Скорость угла поворота ф 

' 1/2 1/2 82) 
На опоре 

M^^l 

1D 

{m + 2)2) 

jj/Я .Ж+1 

{m +1)2) 

1/2 1/2 
(OT + 2)4'"*'i) 

1 П^ 1^"^^ 

(ш + l)4'"•'^^) 

раитщ 3' 
1 

2(m + l)D l) 
l 2m+2 1 

(2OT + l)D 
,2m+l 
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Продолжение табл. 8.8.2 

т\2" 

1.3...(2m + l) m + l j 

где m - целое число 

42) 

тМ"" I 
ЬЗ. . . (2т+ 1)22) 

qi 

/г̂  На опоре А 
М'^1 

На опоре В 

(т + 2)D 

{m + \)(m + 2)D 
-1 П р и м е ч а н и е : i> = i?j / . 

8.8.3. ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧ ОБ ИЗГИБЕ БАЛОК ПРИ ПОЛЗУЧЕСТИ 

Если зависимость é = /(ст) более слож
ная (отличная от степенной), то точное реше
ние задачи в аналитической форме затрудни
тельно. В этом случае используют методы пос
ледовательных приближений, которые совпа
дают с различными модификациями метода 
упругих решений в теории пластичности при 
замене в ее соотношениях деформации 8 ее 
скоростью 6 (см. п. 8.7.3). Тогда при устано
вившейся ползучести распределение напряже
ний в поперечном сечении балки совпадает с 
распределением напряжений в упругопласти-
ческой балке при законе деформирования 
е = / ( а ) . 

Если упругие деформации сопоставимы с 
деформациями ползучести, то задача об изгибе 
балки может быть решена шаговым методом, 
согласно которому рассматриваемый промежу
ток времени разбивается на п малых, как пра
вило, равных интервалов времени продолжи
тельностью А/. Дифференхщальная зависи
мость 

é = - ^ + / ( a ) (8.8.2) 
Е 

заменяется разностным соотношением 

А8= — + / ( а ) А / , (8.8.3) 
Е 

где Ае = e(/^^j) - е^/^); О < / < л; 

Д а = а ( / , , 1 ) - а ( / , ) ; / ( а ) = / [ а ( / , ) ] . 

Из уравнения равновесия для изгибаемой 
балки следует выражение для приращения 
кривизны ее оси 

^M А» = + 
EJ 

^\f{^)ydAM, 

Тогда 

Аа = ^[А»3'~ / (а )А/ ] . 

В итоге, для 1фивизны и нормального 
напряжения справедливы рекуррентные соот
ношения 

Если в равенстве (8.8.3) положить 
/ ( а ) = / [ а ( ^ ) ] , причем /̂  < ^ < t^^^, на каж
дом Шаге последовательными приближениями 
можно уточнять значения »(//+i) и o (̂̂ /+i)- В 
первом приближении принимается 
а(5) = ст(//), ав л-м 

a(Ç) = 0^[cT(/,)4.a'-l(/,,l)} 

где а (^/+i) - напряжения в момент време
ни //+1, найденные в предьщувдем л-1-м при
ближении. 

Шаговый метод в совокупности с мето
дом последовательных приближений позволяет 
получить искомые величины с достаточной 
степенью точности. 

Другой формой шагового метода являет
ся численный метод, основанный на представ
лении зависимости (8.8.2) в виде 

<0= — + } / Ж К (8-8-4) 
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Для вычисления интеграла в правой час
ти применяют квадратурные формулы. На
пример, при использовании формулы трапе
ций для момента времени 
(8.8.4) имеет вид 

/, соотношение 

i^i) = — +/[G{t,)})Mt+/[a{to)})Mt • 

l-l 
^ЛЛ^Ф-

Все последующие вычисления могут быть 
проведены точно так же, как при расчете из
гиба стержней в упругопластической стадии 
методом упругих решений в форме метода 
дополнительных нагрузок. Такой метод чис
ленного решения оказывается особенно эф
фективным при использовании квадратурных 
формул более высокого порядка точносга. 

Перемещения по формуле Мора 

Am(0=J^m«(0^-
/ 

Интеграл вычисляется с помощью квад
ратурных формул, для чего предварительно 
определяют кривизну ае для нескольких сече
ний по длине балки. 

Следует отметить, что изложенный метод 
решения применим и в тех случаях, коща для 
описания неустановившейся ползучести при
меняют более общие зависимости. 

8.8.4. КРУЧЕНИЕ ПРЯМОГО 
СТЕРЖНЯ ПРИ ПОЛЗУЧЕСТИ 

Для стержня 1фуглого поперечного сече
ния в случае установившейся ползучести, опи
сываемой степенным законом, справедливо 
следующее соотношение между скоростью 
изменения деформации у сдвига и касатель
ным напряжением х: 

-> D ( « - 1 ) у = ЗВо] Ч, 

ще а^ = уЗт - интенсивность напряжений. 
При соблюдении гипотезы плоских сече

ний 

= (3..ц) м. 
2KR 3+Ц 

ще R- радиус поперечного сечения; ц = 1/т. 
Скорость изменения относительного угла 

закручивания стержня 

0=J9 от 
2* 

т+1 

п1+3т кр-

Если закон деформирования материала 
оказьшается более сложным, то задача о 1фу-
чении может быть решена методом последова
тельных приближений (методом упругих ре
шений) точно так же, как задача о кручении 
упругопластического стержня, выполненного 
из упрочняющегося материала. В соотношени
ях теории пластичности деформации заменяют 
их скоростями. 

При 1фучении стержня не1фуглого попе
речного сечения в условиях ползучести скоро
сти изменения перемещений в направлении 
координатных осей (ось z направлена вдоль 
оси стержня, а оси х, у произвольно распола
гаются в плоскости поперечного сечения) 

ù = -èzy; v = èzx; w =èU(^x,yy 

Отличными от нуля являются только две 
компоненты тензора скоростей деформации 
У^уУгу И соответственно две компоненты 
тензора напряжений т ^ , ! ^ , которые при 
установившейся ползучести связаны между 
собой соотношениями 

Ггх=ф(^/)^гх^ Y^ = ^ ( ^ / h ^ ' 
(8.8.5) 

ще о ,=^1 2 2 

С использованием функции ф напряже
ний решение задачи о кручении сводится к 
решению уравнений (поперечное сечение счи
тается односвязной областью) 

д_ 
дх ОХ, ду Фд д^ 

^ J 

М , р = 2 / ф ^ . 

= -2в; 

(8.8.6) 

(8.8.7) 

дф дф 
Причем т ^ = — ; х^ = . 

ду дх 
На контуре поперечного сечения функ

ция ф равна нулю. Решение уравнения (8.8.6) 
может быть получено методом последователь
ных приближений, например, методом пере
менных параметров упругости. 

В случае неустановившейся ползучебти 
вместо (8.8.5) используют зависимости 
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1 di. 
^ZPC • ф ( ^ / ) ^ ' 

G dt 

G ôt 

где G - модуль сдвига. 
Уравнение совместности деформаций че

рез функцию напряжений записывается так 

V4 к — 
Gdt^ ^ дх[ 

д 

ох. 

àyV 
Ф(ст/) — -20. {%.^,Щ 

Решение этого уравнения и уравнения 
(8.8.7) может быть получено шаговым мето
дом. 

Иногда предпочтительнее использовать 
интегральные зависимости между деформаци
ями и напряжениями, аналогичные (8.8.4), 
при соответствующей модификации шагового 
метода. 

Для линейно вязкоупругого материала 
справедливы зависимости 

^ п . « 

где K{t -"^ - ядро ползучести материала. 
Тоща функцию напряжений ф и относи

тельный угол за1фучивания находят из уравне
ний 

У^ф = - 2 М , р / / ^ р ; 

где ^р - геометрическая жесткость стержня 
при 1фучении. 

Отсюда следует, что напряженное состо
яние линейно вязкоупругого стержня совпада
ет с напряженным состоянием упругого стер
жня. 

Глава 8.9 

СТЕРЖНИ ИЗ КОМПОЗИЦИОННЫХ 
МАТЕРИАЛОВ 

Настоящая глава посвящена сплошным и 
тонкостенным стержням из композиционных 

материалов, получившим широкое примене
ние в технике в качестве элементов конструк
ций различного назначения. Композитные 
стержни наряду с такими важными свойства
ми, как высокие удельные (по отношению к 
массе) прочность и жесткость, обладают рядом 
особенностей, которые необходимо учитывать 
при расчете. К ним относятся слоистый харак
тер и анизотропия материала, а также сравни
тельно низкие трансверсальные (межслоевые) 
жесткость и прочность. Ниже приведены ос
новные соотношения прикладной теории ком
позитных стержней, учитывающие особеннос
ти их структуры и материала [6]. 

8.9.1. ИЗГИБ БАЛОК 

Композиционные материалы широко 
применяют для изготовления балочных эле
ментов конструкций различного назначения, а 
высокомодульные композиты на основе угле
родных и борных волокон - кроме того, для 
усиления металлических балок. Конструктивно 
они представляют собой, как правило, слоис
тую систему (рис. 8.9.1), включающую в об
щем случае слои композита, металла и подат
ливого на сдвиг заполнителя из сот, пеноплас
та и др. 

'i 
y,v 

у/////у\///////////Щ .Q 

M 

7 
И И tjT^ 

ТТТТ х,и to'O 

Ряс. 8.9.1. Ртсчетнжя схема слоистой балки 

Прикладная теория изгиба композитных 
балок основана на приведенных ниже уравне-
НИ51Х и соотношениях. Уравнения равновесия 
(штрих - производная по х) 

ЛГ' = 0; М ' = 0 ; G' + ^ = 0, 
(8.9.1) 

где ^ = рЬ^ - qbf^ ; bi и b/^ - ширина соответ
ственно нижней и верхней полки. 

Соотношения упругости для осевой силы 
Д изгибающего момента M и поперечной 
силы Q следующие: 

(8.9.2) 

где В и D - соответственно осевая и изгибная 
жесткости; и(х) и Q(x) - соответственно осе-
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вое смещение и угол поворота сечения балки; 
\(х) - прогиб. 

Величины Д 2) и координата е нейт
ральной оси балки определяются равенствами 

(8.9.3) 
Для слоистой балки (см. рис. 8.9.1) 

(8.9.4) 

ще п-0, 1, 2; Ех- осевой модуль упругости. 
Композиционные материалы на основе 

жестких волокон иногда используют в виде 
жгутов, усиливающих металлический профиль 
(рис. 8.9.2). В этом случае формула (8.9.4) 
обобщается следующим образом: 

где EjyFj и Sj - соответственно модуль упру
гости, площадь поперечного сечения и коор
дината у-го жгута; m - число жгутов. 

Рис. 8.9.2. Металлнческвй профиль, 
усиленный композитными яоугжми 

Жесткость при межслоевом сдвиге 

K=:h' 
dy 

-1 Г 
=h' 

^ t -t 

Ы1 ^fixy 

^-l 

(8.9.5) 

где 6U - модуль сдвига. 
Решение уравнений (8.9.1) и (8.9.2) на

ходят последовательным интегрированием. В 
частности, из первого уравнения (8.9.1) опре
деляют осевую силу iV, из третьего - попереч
ную силу Qy а из второго - изгибающий мо

мент М. Затем из первого соотношения (8.9.2) 
получают перемещение и сечения, из второго 
- угол 9 его поворота, а из третьего - прогиб V. 
Решение включает шесть произвольных посто
янных, которые определяются из граничных 
условий. 

Из условия стационарности функционала 
Лагранжа 

f [Л5м + А/50 + G5(0 + v') - рЪу^х = О 

вытекают следующие естественные граничные 
условия: 

Л 5 и = 0 ; Л4!5в = 0; 05v=O. 
Для защемленного конца балки 

w=v=e=0, для шарнирно опертого v=<), ЛГ=0 
и N=0 или w=0, для свободного конца 

По найденным N, Q и M может быть 
получено распределение напряжений по высо
те сечения. Продольные нормальные напря
жения, по величине которых можно оценить 
прочность слоев. 

N M ^ 

В D 

Tjif^ у -у -е (см.рис. 8.9.1). 
Одной из возможных форм разрушения 

композитных балок является расслоение, выз
ванное межслоевыми касательными и нор
мальными напряжениями: 

т = \E^bydy; 
bD 

{ 
Р 

bD 

7 7 
y^E^byùy - ^E^byydy 

\ о 
b 

Для слоистых балок проводят интегриро
вание по участкам (слоями). 

8.9.2.УСТОЙЧИВОСТЬ 

Критическая осевая сжимающая сила 
(рис. 8.9.3), вызывающая потерю устойчивости 
в результате изгиба в плоскости. 

Тк = \^{TJK) 
ще DH к - соответственно изгибная и сдвиго
вая жесткости, которые находят по формулам 
(8.9.3) и (8.9.5); Тэ - 1фитическая сила, соот-
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ветствующая формуле Эйлера; с - коэффици
ент, зависящий от граничных условий; для 
шарнирно опертого стержня с=1, для защем
ленного с=4 и для консольного стержня ко
лонны с=1/4. 

l y . v ' 

1 ^к 

i 

\^ 

1 

\ L ^. 

т 

л 

Рис. 8.9.3. Расчетная схема слоистого стержня, 
сжатого в осевом направлении 

8.9.3. ПРОДОЛЬНЫЕ 
И ИЗГИБНЫЕ КОЛЕБАНИЯ 

Уравнения динамики композитных балок 
и стержней: 

дх dt ot 

к\ 
ов о у 

^дх дх J 
^p(x,t)^B^—. 

(8.9.6) 

Здесь жесткости В, D, К определяются 
равенствами (8.9.3), (8.9.5). Аналогичные 
инерционные характеристики 

Sp=Jo> Ср=-^о(е-ер); 

давр = / i / / o -
Для слоистого стержня 

О " + ^ = 1 ^ ^ 

ще л = 0 , 1, 2; р/ - плотность материала /-го 
слоя. 

Коэффициент Сру входящий в уравнения 
(8.9.6), учитывает связаный характер продоль
ных и изгибных колебаний. Эти виды колеба

ний разделяются, если Ср = О, или ер = е. В 
общем случае е Фе, так как координата е 
нейтральной оси зависит от распределения 
жесткости по сечению, а соответствующая 
характеристика Ср - от распределения плотнос
ти материала. Условие ер=е строго вьшолняет-
ся для однородных стержней, при этом 

С р = е = 

//'ь \ 
Jéydj' / JWj' , и для стержней. 

vO У/ ' О 
структура которых симметрична относительно 
средней линии. При этом ^р=е=Л/2. В общем 
случае необходимость учета связанности форм 
свободных колебаний можно ориентировочно 
определить сравнением параметра 

К =îcV(^-ep) jp- (m номер формы 

колебаний, / - длина балки) с единицей. 
Если можно рассматривать отдельно 

продольные и изгибные колебания, приняв 
Ср=0, то система (8.9.6) сводится к двум урав
нениям 

дх dt 
- v ; (8-9-7) 

D 
дх' ^Р + 

B,D ^ д\ 
К ) дхд?-

BpD^ д \ 

К dt 

+В. 
д\ 

'dt' 

_ 1 
Р 

К 

2 _ 2 ^ 

2 Р ^,2 дх^ dt^ 
(8.9.8) 

Уравнение (8.9.7) описывает продольные 
колебания, а уравнение (8.9.8) - изгибные. 

Коэффициент Dp, входящий в уравнение 
(8.9.8), учитывает инерцию поворота сечения 
при изгибных колебаниях. Влияние этого эф
фекта на частоту свободных колебаний можно 
ориентировочно оценить, сравнивая параметр 

2 2 / 2 Xj) =п m D /1 с единицей. Если можно 
не учитывать инерцию поворота сечения, счи
тая Z)p=0, то уравнение изгибных колебаний 
имеет вид 

д \ В D д \ ^ д \ ^ D д^р 

дх^ К ахдГ дГ К дГ 

Коэффициент, содержащий величину К, 
учитывает податливость слоистой балки при 
поперечном сдвиге. Существенность влияния 
этой податливости на частоты свободных ко-
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лебаний можно ориентировочно оценить, 
сравнивая параметр \^г -% m В/{Kl) с еди
ницей. 

Для длинных балок (I / h> 50) при ана
лизе первых форм колебаний с рассмотренны
ми выше эффектами можно не считаты;я и 
принимать С =0, D = О, i f -> оо. Тоща 
уравнение изгибных колебаний принимает 
традиционный вид 

д\ 
дх dt 

8.9.4. КРУЧЕНИЕ СЛОИСТЫХ СТЕРЖНЕЙ 
С ПРЯМОУГОЛЬНЫМ СЕЧЕНИЕМ 

Крутильная жесткость стержня прямоу
гольного сечения, показанного на рис. 8.9.4, 

Df^ ^ADa\\—thX , (8.9.9) 

b 
где D = /^2 - / ^ i / / ^ o ; J^ = l^^r^^ày = 

0 

2\D 

b ^'^ 

f— 

=/l^ 
л - 1 

; G^ и G^ - модули 

сдвига слоев в плоскости слоев и в трансвер-
сальной плоскости. 

Формула (8.9.9) справедлива, если 
а / h^l. Для тонкостенного стержня 
(а / h» 1) она упрощается: 

Z)̂  = 4Da. (8.9.10) 

8.9.5. РАСТЯЖЕНИЕ, СЖАТИЕ, ИЗГИБ И КРУЧЕНИЕ 
ТОНКОСТЕННЫХ СТЕРЖНЕЙ 

С ЗАМКНУТЫМ КОНТУРОМ СЕЧЕНИЯ 

Одна из наиболее перспективных облас
тей применения композитов связана с тонко
стенными стержнями (рис.8.9.5), которые, из
готовляют намоткой или выкладкой однонап
равленной или тканой ленты под различными 
углами к оси и используют в качестве элемен
тов ферменных конструкций, подкосов, лон
жеронов винтов самолетов и вертолетов, при
водных валов и т.д. 

Расчет тонкостенных стержней с замкну
тым контуром поперечного сечения основан 
на гипотезах балочной теории. При этом при
нимают, что поперечное сечение является аб
солютно жестким в своей плоскости, а распре
деление продольной деформации по контуру 
сечения соответствует закону плоских сечений. 

При нагружении в стенке стержня воз
никают осевые нормальные силы N^(z,s) и 
касательные N (z^s), которые сводятся к 
осевой силе Р, поперечным силам Qx и Q ,̂ 
изгибающим моментам Мх, Му и крутящему 
Л^. При отсутствии поверхностных нагрузок 
Р' = 0; б ;=0;С;=0; M'^-Qy=0; 
^'у ^Qx ~ >̂ ^'z ~ ^ (штрих - производ
ная по Z здесь и далее). 

Стержень с однозамкнутым контуром 
поперечного сечения в отношении сил N^ и 
N^ является статически определимой систе
мой. Эти силы выражаются через силы и мо
менты, действующие с помощью условий рав
новесия элемента стержня. В частности, про
дольная сила 

Рис. 8.9.4. Схема кручения слоистого стеряля 
прямоугольного сечения 

Рис. 8.9.5. Расчетняя схема тонкостенного стержня 
с замкнутым контуром < 
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N,^B\ ^.kl M, 
-y+-

(8.9.11) 

Входящие в (8.9.14) коэффициенты жес
ткости слоя А^2 и ^22 определящтся вторым 
и третьим равенствами (5.2.3). 

Сдвигающие силы 

ще к = • 
1 - П^Пу • Dl' ' Dl 

-^^ zs zs zs (8.9.15) 
Составляющая 

К = ̂ xy -^оУо^'^ Ч = Sy/S; Уо = SJS; 
S = iBds; S^ = JByds; Sy = iBxds; 
D^ =fjîV^d5; Dy =fj8x^d^;i)^ ^iBxyùs\ 

M^ = M ^ -y^P; My =My -XQP, 

Координаты 

x=x-XQ-n^{y-yQ); 
y=y-yo-ny{x-XQ), 

(8.9.12) 

Жесткость стенки при растяжении или 
сжатии в осевом направлении 

< = - . ! 
^х ^у 

в-Ъ^Х (8.9.13) 
/=1 

ще Л/ - толщина /-го композитного слоя (слой 
ортотропный); A^Y - коэффициент жесткости 
/-Г0 слоя, который определяется первым ра
венством (5.2.3). 

Формула (8.9.13) строго соответствует ус
ловию недеформируемости сечения стержня в 
своей плоскости, однако на практике она 
обычно используется для коротких стержней, а, 
также в случае, когда жесткость контура сече
ния обеспечивается упругим заполнителем, 
поперечными ребрами или стенками. При 
расчете длинных пустотелых стержней обычно 
учитывают деформацию контура сечения, свя
занную с эффектом Пуассона. При этом вмес
то формулы (8.9.13) используют следующую: 

(8.9.16) 
обеспечивает статическую эквивалентность 
силы N^ поперечным силам Qx и Qyy дей
ствующим в сечении. Функции S^{s) и 
S у (s) зависят от начала отсчета координаты s: 

s s 
S^(s)=j^ds; Sy(s)=j^ds, 

0 0 
(8.9.17) 

Координаты X и y имеют форму 
(8.9.12). 

Составляющая N^y независящая от s, 
компенсирует произвольность выбора начала 
отсчета контурной координаты и обеспечивает 
эквивалентность силы N крутящему момен
ту М^, действующему в сечении: 

K-^i^-jK'ds} (8.9. 18) 

где F - площадь, ограниченная контуром сече
ния; г - длина перпендикуляра, опущенного 
из начала координат на касательную к конту-
РУ. 
Окончательная формула для сдвигающих сил 

N^=Q^F^(s)+QMs) + ^ , 
2F 

(8.9.19) 
к " где FJs) = 

B=t4\-it4'h 
/=i /=i 

D 

Z424 ^y('^ = -u 

Sy(s)- — jSy(s)rds]: 

(8.9.14) - f rds. 
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Таким образом, нормальная и сдвигаю
щая силы, возникающие в стержне при осевом 
нагружении, изгибе и кручении, рассчитывают 
по уравнениям (8.9.11) и (8.9.19). Приведем 
выражения для определения относительных 
деформаций стенки стержня. Осевая деформа
ция в точке с координатами ХуУ 

ще IV = • 
Р 

(8.9.20) 

yQ^'x "'" 0̂̂ )̂ • деформация 

сдвига оси стержня; 0'̂  = — к \ ^ х ~^у^у\ ^ 
^х 

0' =—л*(^у ~^х^х) " производные углов 
У 

поворота сечения во1фуг осей хи у. 
Деформация сдвига 

Сдвиговая жесткость стенки 
t 

(0. 

(8.9.21) 

c=Z^4. 
7=1 

Коэффициент жесткости /-го слоя при 
сдвиге определяется соответствующим равен
ством (5.2.3). По деформациям стенки можно 
найти деформации армированного слоя в 
главных слоях ортотропии (см. рис. 5.1.1): 

(/) 2 . 2 
е^ = е^ ces ф̂  + е^ sin ф̂  + е^ 81Пф̂  со8ф^; 

/ . 2 2 
2̂ = е^ sm ф; + е^ces ф̂  -e^smcp^ coscp^; 

Al =(^j - ^ ^ 8 т 2 ф ; +е^со82ф;. 
(8.9.22) 

Угол армирования слоя (±Ф/) подстав
ляют в эти формулы со своим знаком (см. рис. 
8.9.5). Деформации е^ и е^ находятся из 
соотношений (8.9.20) и (8.9.21). Контурная 
деформация е^ для жесткого контура сечения, 
когда осевая жесткость определяется по фор
муле (8.9.13), принимается равной нулю, а для 
податливого контура сечения, когда осевая 
жесткость определяется по формуле (8.9.14), 

к 
Âl\ 

^ . = - . ^ 

Aiih 

По деформациям слоя могут быть полу
чены соответствующие напряжения: 

Gi =^1 \е^ +Vi2e2 J, 

(О F(Of JO . J 0 ^ ( / ) \ 
^2 = ^ 2 \^l +^21^1 y 

bl ^^n^n> ^1,2 =^1,2/(^1-^12^21 J 

и таким образом осущствлена оценка прочнос
ти стержня. Крутильная жесткость стержня 

^--yf~- (8.9.23) 

Например, для однородного тонкостен
ного стержня кругового сечения с радиусом R 
и толщиной h крутильная жесткость 

8.9.6. ИЗГИБ И КРУЧЕНИЕ 
ТОНКОСТЕННЫХ СТЕРЖНЕЙ 

С ОТКРЫТЫМ КОНТУРОМ СЕЧЕНИЯ 

Расчет стержней с открытым контуром 
сечения имеет ряд особенностей, связанных с 
тем, что стержень имеет свободный край, на 
котором отсутствуют касательные усилия. Если 
поместить начало координаты s на свободном 
краю (рис. 8.9.6), то N^(s = 0) = 0. Из ра
венств (8.9.16) и (8.9.17) следует, что 
N^(s = 0) = О, тогда согласно (8.9.15) 

/«1 
Рис. 8.9.6. Расчетная схема тонкостенного стержня 

с открытым контуром сечения 
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Таким образом, в стержне с открытым 
контуром сечения отсугсгвует составляющая 
iV--, которая в соответствии с равенством 
(8.9.18) обеспечивает уравновешивание крутя
щего момента. Вследствие этого такой стер
жень не может быть рассчитан на кручение в 
рамках балочной теории тонкостенных стерж
ней, изложенной вьпие. Стержень с открытым 
контуром сечения может быть рассчитан в 
рамках этой теории только в случае, если кру
тящий момент Л/^ отсутствует, а поперечные 
силы Qx и Qy (см. рис. 8.9.5) не вызывают 
закручивания стержня. Эти силы должны про
ходить через некоторую точку А - центр изги
ба с координатами 

X О 
D у о 

Здесь S^(s) и S у (s) определяются ра
венствами (8.9.17). 

Если поперечные силы проходят через 
центр изгиба, то нормальные усилия опреде
ляются равенством (8.9.11), а касательные -
(8.9.16). При этом интегралы по замкнутому 
контуру, входящие в эти уравнения,» заменяют 
интегралами с пределами л* = О, s =Si. 

При действии крутящего момента Л^р, 
который складывается из внешнего момента 
М^ и моментов bQx и aQy, возникающих в 
результате переноса сил Qx ^ Qy ^ центр 
изгиба, стержень, как отмечалось выше, не 
может быть рассчитан по балочной теории. 
Эта теория не учитывает депланацию сечения 
(т.е. его отклонение от первоначальной плос
кой формы), имеющую место при 1фучении 
стержня с открытым контуром сечения. 

В случае свободной депланации, т.е. ког
да депланация всех сечений стержня одинако
вая и не стесняется условиями закрепления, 
можно получить приближенную формулу для 
крутильной жесткости, аналогичную формуле 
(8.9.10): 

i > ^ = 4 D . i , (8.9.24) 

ще2) = /^2-'^к1Ако; 

(л+1) Лп-^1)\ 
-^/_1 1; Si - дли

на контура сечения. 
Крутильная жесткость стержней с откры

тым контуром сечения сравнительно невелика. 
Например, для однородного тонкостенного 
круглого стержня с радиусом Д толщиной Л, 

продольным разрезом D^= 2/3nRh А^ . Кру
тильная жесткость такого же стержня без про
дольного разреза определяется равенством 

2 / 2 (8.9.23) и оказывается больше ъЪК jh раз. 
Крутильная жесткость стержня с откры

тым контуром сечения увеличивается, если он 
работает в условиях стесненной депланации 
сечений, т.е. если последней препятствуют 
условия закрепления или ребра, подкрепляю
щие стенку. Это зависит от конструктивных 
параметров стержня. Увеличение величины 
D^ может быть оценено на основе теории 
стесненного кручения, изложенной в гл. 8.3. 

Глава 8.10 

СТАТИЧЕСКИ ОПРЕДЕЛИМЫЕ 
СТЕРЖНЕВЫЕ СИСТЕМЫ 

ч 
8.10.1. ПОНЯТИЕ СТАТИЧЕСКОЙ 

ОПРЕДЕЛИМОСТИ И ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ 
НЕИЗМЕНЯЕМОСТИ 

Статические определимые системы - это 
системы, в которых можно определить 
(вычислить) усилия, т.е. внутренние силы и 
опорные реакции, используя лишь уравнения 
равновесия (статики). При этом предполагает
ся, что нагрузка прикладывается статически: 
возрастает во времени настолько медленно, 
что можно пренебречь силами инерции, свя
занными с изменением деформаций. Кроме 
того, предполагается выполнение условия 
"недеформируемости расчетной схемы", т.е. 
малости деформаций и перемещений системы, 
которыми пренебрегают при составлении 
уравнений. 

С позиций кинематического анализа ста
тически определимые системы - предельный 
случай неизменяемых (жестких) систем. При 
отбрасывании одной связи статически опреде
лимая система становится механизмом с одной 
степенью свободы. 

Например, система из трех стержней, со
единенных жесткими узлами (рис. 8.10.1, а), 
геометрически неизменяема и статически оп
ределима. Отбрасывание любой из трех связей 
превращает ее в механизм. Пренебрегая де
формациями стержней, sa уравнений равнове
сия системы можно определить опорные реак
ции, а затем методом сечений - внутренние 
силы, например, изгибающие моменты. В 
случае гибких стержней и больших перемеще
ний системы (рис. 8.10.1, б) нельзя найти ре
акции и внутренние силы без определения 
перемещений. 

В дальнейшем предполагается справедли
вым допущение о "недеформируемости рас
четной схемы". При кинематическом анализе 
плоской системы вводится понятие диска -
заведомо неизменяемой части системы - и 
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Рис. 8.10.1. Схемы, используемые 
при кинематическом жнализе систем: 

а - недеформированная конструкция; 
61- деформированная конструкция; в - неизменяемое 
состояние двух дисков; г ~ мгновенно изменяемое 
состояние двух дисков; д - неизменяемое соединение 
трех дисков шестью связями; е - неизменяемое 
соединение трех дисков тремя шарнирами; ЖуЗ -
мгновенно изменяемые, с шарнирами, лежащими на 

одной прямой 

исследуются способы соединения дисков. 
Простейшие диски: стержень; совокупность 
неизменяемых опорных устройств; совокуп
ность соединенных в жестких узлах стержней. 

Соединение двух дисков тремя связями 
дает новый диск, если направления этих свя
зей не пересекаются в одной точке (рис. 
8.10.1, в). В случае пересечения этих направ
лений в одной точке получаем мгновенно из
меняемую систему (рис. 8.10.1, г). Система 
трех дисков, соединенных шестью связями 
(рис. 8.10.1, д) или тремя шарнирами (рис. 
8.10.1, е) является неизменяемой и статически 
определимой, если шарниры 1-3 (рис. 8.10.1, 
е), или условные шарниры (рис. 8.10.1, д), не 
лежат на одной прямой. В случае, когда шар
ниры i-J, или условные шарниры, лежат на 
одной прямой, система - мгновенно изменяе
мая (рис. 8.10.1, дк, з). Расчет таких систем 
возможен только по схеме деформированной 
системы, с учетом ее перемещений от нагруз
ки, и сводится к решению нелинейных урав
нений (см. гл. 8.15). 

Допущение о недеформируемости рас
четной схемы приводит к линейным уравне
ниям относительно усилий Sjç (например, 
продольных сил Nk изгибающих моментов Mjç 
и т.д.) и принципу суперпозиции для каждой 
обобщенной силы Sj^;. 

Sk^^ldPf (810.1) 
/ 

Коэффициенты Sj^i в механической ин
терпретации численно равны искомым ^-м 
усилиям от /-Й единичной силы. Кинемати
ческая интерпретация этих коэффициентов 
приведена в п. 8.10.2 при описании кинемати
ческого метода. 

8.10.2. МЕТОДЫ ОПРВДЕЛБНИЯ 
ВНУТРЕННИХ СИЛ В СТАТИЧЕСКИ 

ОПРЕДЕЛИМЫХ СИСТЕМАХ 

М е т о д с е ч е н и й , как и в расчетах 
отдельных стержней, основан на определении 
опорных реакций с последующим вычислени
ем внутренних сил через левые или правые 
силы. При этом уравнения по возможности, 
составляют так, чтобы каждая сила вычисля
лась из одного уравнения с одним неизвест
ным. Например, при расчете сил в идеальной 
ферме (рис. 8.10.2, а) сначала определяют 
опорные реакции Hj^ ^ F^ из уравнений 
равновесия всей системы / х = 0; 

2^^А ~ ̂  ^\^В ~ ^- Рассекая систелсу 
например сечением 7-/ и рассматривая равно
весие правой части из уравнений У^^к ~ >̂ 

Т^/п^ = 0; У^д' = О (для правых сил) нахо
дят 

h h cesа 

P/2 \ Г Г П/i:, к \ Р/2 

Рис. 8л0.2. Определение сил в стержнях фермы 
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При использовании этого метода систему 
можно расчленить на отдельные простые под
системы, получить силы взаимодействия меж
ду ними, а затем определить внутренние силы 
в каждой подсистеме. 

В расчетах ферм составление и решение 
уравнений равновесия узлов часто позволяет 
упростить вычисление сил. Например, силу N4 
в средней -пх)йке фермы (см. рис. 8.10.2, а) 
можно определить из уравнений равновесия 
/у - О для среднего верхнего узла (рис. 
8.10.2, б). 

К и н е м а т и ч е с к и й м е т о д ос
нован на непосредственном использовании 
принципа возможных перемещений. Для оп
ределения силы Sjç; отбрасывают соответству
ющую связь и превращают систему в механизм 
с одной степенью свободы. Задавая с точнос
тью до множителя возможные перемещения и 
приравнивания возможную работу А к нулю, 
получают для Sjç одно уравнение с одним не
известным 

А = bj^Sf^ + Yj^i^i = ^' ^^' ^̂ -̂ ^ 
/ 

1де Ôjt - обобщенное перемещение, на котором 
производит работу искомая сила Sjç, А̂  - воз
можное обобщенное перемещение по направ
лению действия заданной обобщенной силы . 

Равенство нулю 5;̂  ~ ^ ^̂ ^̂  ^^ одной 
силы Sfç служит признаком изменяемости, или 
мгновенной изменяемости заданной системы. 
Из (8.10.2) _ 

(8.10.3) ^Â:=X"/^^/-

Коэффициентам a^f^=-Af/di^ можно 
дать кинематическую интерпретацию: они 
численно равны перемещениям механизма по 
направлению действия обобщенных сил Р/ при 
ô ^ = - l , т.е. перемещениям А̂  заданной 
системы от положительной единичной дефор
мации ее к-то элемента. (В обозначениях с 
двойным индексом в строительной механике, 
как правило, первый индекс обозначает "где", 
второй - "от чего".) 

М е т о д з а м е н ы с в я з е й осно
ван на использовании в расчетах новой более 
простой, чем заданная, заведомо неизменяе
мой и статически определимой расчетной сис
темы. Она получается из заданной путем пере
становки связей [14]. 

8.10.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ПЕРЕМЕ1ЦБНИЙ В СТАТИЧЕСКИ 

ОПРЕДЕЛИМЫХ СИСТЕМАХ 

При вычислении перемещений узлов и 
отдельных сечений стержневой системы в за

данной системе координат (обычно декарто
вой), а также их углов поворота и других 
обобщенных перемещений используют метод 
Мора. Он позволяет найти проекции полного 
перемещения на любое направление, напри
мер на оси X, у, Z' При необходимости полное 
перемещение получают как геометрическую 

Г~2 2 2~ 
сумму Л = JA^ +Лу +Д^ .Аналогично опре
деляют углы поворота. 

Рис. 8.10.3. Кинематическяя н механическая 
•нтерпрвтжцня коэффициентов влияния 

Основу метода Мора составляет рассмот
ренная в п. 8.10.1 двойственность коэффици
ентов, входящих в формулы (8.10.1) и (8.10.3), 
^ik ~ ^ki ' Например, для определения верти
кального перемещения А̂  /-го узла фермы 
(рис. 8.10.3, а) от малого удлинения A/j стер
жня 1 рассматривают состояние системы, по
казанной на рис. 8.10.3, б. 

По направлению искомого перемещения 
прикладывают единичную силу Ру = 1 и оп
ределяют усилие N^i в элементе 1. Значение 
N^i подставляют вместо а^ в формулу 
Ау = oC/iA/j ; Ау = N^^Al^. При заданных ма
лых деформа1щях всех стержней 
( A / J ; A / 2 ; . . . , A / ^ ) считают для перемещений 
справедливым принцип суперпозиций, т.е. 
предполагают, что расчетная схема не меняется 
от этих малых деформаций. Тогда 

к^\ 
(8.10.4) 

Метод Мора заменяет решение геометри
ческой задачи определения перемещений сис
темы от деформаций ее элементов решением 
статической задачи вычисления внутренних 
сил от единичных внешних сил. В случае пе-
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ременной по длине стержней деформации 
^(s)y представляя систему как совокупность 
бесконечно большего числа бесконечно малых 
элементов с удлинением e(s\dSy вместо суммы 
имеем интеграл по длине стержней 

S 
Считая стержни прямыми, все деформа

ции и перемещения малыми, а также справед
ливым принцип суперпозиции, в общем слу
чае для перемещения А̂  получаем интеграл 
Мора 

S 

где Ni - продольная сила; Л^р/ и Myi, М^ -
соответственно 1футящий и изгибающие мо
менты; Qyi, Qzi - поперечные силы; 8 - про
дольная деформация; 9 - относительный угол 
закручивания; ав̂  = 1 / р^ и »^ = 1 / р^ -
]фивизна соответственно в плоскостях xz и ху, 
связанная с поворотами сечений относительно 
осей у и ZI Jy^Jz ~ углы сдвига сечений соот
ветственно в направлениях осей ynz-

Внутренние силы определяются из вспо
могательного состояния системы, в котором 
нагрузкой является единичная обобщенная 
сила Р/=1, приложенная по направлению ис
комого перемещения. 

В случае плоской системы при деформа
циях в ее плоскости перемещения зависят от 
удлинения стержней, их искривления и попе
речных сдвигов: 

А̂  = J(iVr.8 + Л/;» + G;Y)dy. (8.10.6) 
S 

При использовании формул (8.10.4) -
(8.10.6) не существенны причины, вызвавшие 
деформахщи элементов в системе: неточности 
изготовления стержней, изменение их темпе
ратуры, ползучесть материала, физически ли
нейные или нелинейные деформации от на
пряженного состояния под нагрузкой и др. 
Например, при определении перемещения А̂ ^ 
от изменения температуры стержней исполь
зуют формулу (8.10.6) при 8̂  = (XtQ, 
ав̂  = oAt /h; у̂  = О (где а - коэффициент 
линейного температурного расширения; /Q -
температура на уровне центра тяжести; А/ -
разность температур на 1файних волокнах; 
предполагается линейное изменение темпера

туры по толщине стержня; h - высота сече
ния). Допуская, что все эти параметры посто
янны по длине одного стержня (или его участ
ка), вместо интеграла (8.10.6) получают 

Z l оА/ 

где Q ^ ,Qjj^ - площади вспомогательных 

эпюр N^ и Mi от /-Й единичной силы на со
ответствующем стержне или участке стержня. 

Знак плюс сохрайяется, если соответ
ствующие деформации от изменения темпера
туры и от Pf=l совпадают. 

Вычисление перемещений от заданной 
нагрузки Р упрощается, если для материала 
систем справедлив закон Гука. В этом случае 
деформации элементов выражаются через 
внутренние силы и жесткости сечений: 

N 
8 = Р . 

ЕА 
; в = -м. кр 1 M уР 

GJ, Ш^, 

"• > Т у "• > 'Z ~ 

р,, EJ, GA GA 

где ку и к^ коэффициенты, зависящие от 
формы поперечного сечения; для прямоуголь
ника Л:=1, 2. 

Формула Мора в общем случае линейно 
деформируемой пространственной систымы 
имеет следующий вид: 

-N.Npds ..-i^^.\ 
ЕА 

l ^ y } ^ z l GA 
, c''z^z^^zp^\ (8.10.7) 

Ввиду малости двух последних интегра
лов влиянием сдвигов (поперечных сил) обыч
но пренебрегают [И, 41]. 

При определении суммарных перемеще
ний узлов ферм (8.10.7) часто учитывают лишь 
первый интеграл, так как эти перемещения 
зависят в основном от растяжения (сжатия) 
стержней фермы. В расчетах пространственных 
рам основными являются второй, третий и 
четвертый интегралы, так как в этом случае 
преобладают перемещения, обусловленные 
кручением и изгибом. 
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В расчетах плоских систем при деформа
циях в их плоскости интеграл Мора имеет вид 

hp=j 
N^Npds • M^Mpds г kQ^Qpds 

ЕА Ы' GA 

В расчетах ферм 

^iP 
_\r^ki^kpk 

ЕЛ. к ^^к 
где Nf^i, Njçp - продольные силы в к-и стержне 
от Pf^ l и от нагрузки Р\ l/ç - длина к-то стер
жня; EAf^ - жесткость при растяжении 
(сжатии). 

В расчетах плоских рам, балок обычно 
применяют упрощенное выражение 

• M^Mpds 

EJ 
Интегралы вычисляют с помощью квад-

ргатурных формул, например формулы Симп-
сона. На отдельном стержне или участке стер
жня она имеет вид 

'SfSpdx _^ I 

D(x) 6 л 
(s.io's) 

где S к D - соответственно внутренние силы и 
жесткость сечения; индексы и, к, с - соответ
ственно начало, конец и середина стержня 
(участка). 

Если жесткость на участке постоянна, а 
произведение S^Sp - полином не выше тре
тьей степени, то приближенная формула 
(8.10.8) дает точный результат. Например, если 
эпюра Mi на всем участке линейна, а попереч
ная нагрузка q распределена равномерно, т.е. 
эпюра Мр - квадратная парабола (рис. 8.10.4), 
то 

fM^Mpds _ I 

EJ вы 
(аа^ +4сс^ -^ bbX 

^t-a, 
1/2 

Mhci 

1/2 
MMi 

Рис. 8.10.4. Пример примевения формулы Симпсона 

В случае, когда одна из эпюр линейна 
для вычисления интеграла Мора применимо 
правило Верещагина. Например, при изгибе 
стержня 

cM.Mpds 1 _ 

El EJ 

ще Q - площадь криволинейной эпюры; у -
ордината в линейной эпюре под центром А 
тяжести криволинейной (рис. 8.10.5). 

8.10.4. МАТРИЦЫ ПОДАТЛИВОСТИ 
И ЖЕСТКОСТИ УПРУГОЙ 
СТЕРЖНЕВОЙ СИСТЕМЫ 

Из линейной зависимости внутренних 
сил от нагрузки (8.10.1) и линейности выра
жений (8.10.7) следует принцип суперпозиции 
для малых перемещений стержневой системы 
(рис. 8.10.6, а): 

А2Р = Ô21P1 +022Р2+"-+^2/1^л' 

A n P = S n l ^ l + S „ 2 ^ 2 + - + 5^^«-
(8.10.9) 

В общем случае согласно (8.10.7) 
^ik ~^ki представляется в виде суммы шести 
интегралов: 

^ EJ 
S у 

в матричной форме равенство (8.10.9) имеет 
вид 

Л=АР. 
Здесь 

А = Р = 
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\ П ^ ^ 7 W7?. 

Рис. 8.10.5. Эпюры моментов, 
полученные по правилу Верепциинж 

А = 

^11 

^21 

Л1 

?22 

vKx ^п1 

Лп 

''In 

nnj 
Симметричная матрица А называется 

матрицей податливости системы по направле
нию сил Р(. Ее элемент 5цс численно равен 
перемещению по /-му направлению от Pfç=l 
(рис. 8.10.6, б). 

Если перемещения А̂  независимы, 
матрица податливости А положительно опре
деленная и DetA^tO, то равенства (8.10.9) 
можно разрешить относительно сил Р/ : 

Л =''11^1 +'12^2-
^2 =''21^1 +'•22^2"^-••"'•''' 2п^п'^ 

^n=''nl^l+''n2^2+--+^m^n 
или 

где R = А - матрица, обратная к матрице 
податливости; называется матрицей жесткости 
системы по заданным направлениям А .̂ 

« = 0,5(^5iii'i^ 

Рис. 8.10.6. Схемы мехвшпеской ннтерпрнтшщн 
элементов мвтрнц податливостей 

• жесткости конструкция 
Произвольный элемент Гцс матрицы R 

численно равен реакции в /-й связи от еди
ничного перемещения k-Vi связи. Реакцию 
определяют в системе со связями, наложен
ными по всем п направлениям (рис. 8.10.6, в). 

8.10.5. ЭНЕРГИЯ ДЕФОРМАЦИИ 
СТЕРЖНЕВОЙ СИСТЕМЫ, 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ МАТРИЦ 
ЖЕСТКОСТБЙ И ПОДАТЛИВОСТЕЙ 

Энергия и деформации стержневой ли
нейно деформируемой системы (работа внут
ренних сил) может быть выражена в различ
ных формах. Через внутренние силы 

г2' 

"•[ 2ЕА 
f K p ^ fMyds 

• M^ds 

•' 2E/ 
s y 

2EJ IGA IGA 
(8.10.10) 

Откуда следует, что энергия деформаций 
всегда положительна (w>0) и равна нулю 
только в случае равенства нулю всех внутрен
них сил. 

С учетом (8.10.1) и (8.10.10) имеем вы
ражение для и через внешние активные силы 
Р/ - элементы вектора F : 

+ ̂ 12Л^2 +.. • + 51лЛ^п + 

+ 021^2^ +§22^2 +... + Ô2^P2^„ + 

^KxK^X^Kl^n^l^-^^nn^^ •ï\ 
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ИЛИ в матричной форме 

(8.10.11) 
ще Р -траспонированный вектор, т.е. строка 
из P^, 

Аналогично, через перемещения А̂  
(элементы вектора А ) 

и = 0 , 5 [ A I A 2 . . . A „ ] P = 0,5Â ^ Ж . 

(8.10.12) 

Из выражений (8.10.11), (8.10.12) следу
ют формулы преобразования матриц податли-
востей или жесткостей при замене переменных 
Pi или А] как формулы матриц преобразования 
квадратичной формы. 

* 
Если силы Р^ у для которых известна 

матрица податливостей А*, заменяют на новые 
Р/ так, что Р = V P , то новая матрица 

А = У^'АЧ. 

Аналогично 

R = V^^R^V, 

(8.10.13) 

(8.10.14) 

ще V выражает А через А ; А = VA. 
Матрица V в выражении (8.10.14) или 

(8.10.13) может быть прямоугольной, т.е. по
рядок вектора А или Р может быть меньше, 
чем у вектора А или Р . 

Примеры использования формул 
(8.10.13), (8.10.14) приведены в гл. 8.14. 

Глава 8.11 

СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫЕ 
СТЕРЖНЕВЫЕ СИСТЕМЫ. 

КЛАССИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА 

8.11.1. МЕТОД СИЛ 

Статическая неопределимость обусловле
на наличием избыточных связей, превышаю
щих минимум связей, необходимых для обра
зования геометрически неизменяемой стати
чески определимой системы. Число избыточ
ных связей называют степенью статической 
неопределимости, которую можно вычислить 
как разность чисел неизвестных сил и уравне
ний равновесия. 

Рассмотрим плоские стержневые систе
мы. Расчет пространственных систем аналоги
чен, однако выкладки в этом случае более 

сложны и при расчете таких систем, как пра
вило, используют МКЭ. 

Стержневая система находится в равно
весии в том случае, если находятся в равнове
сии ее стержни и узлы. Если из плоской стер
жневой системы вьщелить стержень, то в об
щем случае в сечениях н начала и к конца 
стержня возникает по три внутренние силы N, 
Q, М, Эти шесть усилий связаны между собой 
тремя уравнениями равновесия. Таким обра
зом, независимых усилий остается три. В слу
чае, когда на одном или обоих концах стержня 
расположены шарниры, число независимых 
усилий равно соответственно двум или одно
му. Если уравнения равновесия составлять 
относительно независимых усилий, то число 
уравнений равновесия равно числу уравнений 
равновесия узлов. 

Степень статической неопределимости 
m = 3aj + 2 а 2 -сс^ -п, (8.11.1) 

где a j , a 2 и а^ - число стержней, соответ
ственно не имеющих по концам шарниры, 
имеющих один шарнир и имеющих два шар
нира; п - число уравнений равновесия узлов. 

В число неизвестных не включены опор
ные реакции, при этом не учтены и соответ
ствующие им уравнения. Таким образом для 
заделки или шарнирно-неподвижной опоры в 
число п не включены уравнения равновесия, 
соответствующие опорным закреплениям, а в 
случае шарнирно-подвижной опоры учтено 
только одно уравнение (например, / х = О, 

когда ось X горизонтальна, а шарнирно-
подвижная опора накладывает связь в верти
кальном направлении). 

Неизменяемая система, полученная из 
заданной путем отбрасывания избыточных 
связей (число которых равно степени стати
ческой неопределимости), является основной. 
Усилия в отброшенных связях обозначены 
буквой X. Для того чтобы основная система 
работала как заданная, необходимо, чтобы 
перемещения по направлению отброшенных 
связей были равны нулю. На основании прин
ципа независимости действия сил составлена 
система канонических уравнений метода сил 

^/Л+-^/Л+--^/ж^/п -^^iP =^' 

(8.11.2) 
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где Ьу - перемещение по направлению /-й 
силы оту-й силы, равной единице (единичное 
перемещение); 1 < /,у < /и; А/ - усилие в /-й 
отброшенной связи; Аур - перемещение по 
направлению /-й силы от нагрузки (грузовое 
перемещение). Коэффициенты канонических 
уравнений 

b„=s,.=y{^^^^^ M,M, ^tN,Nj 
'Ji-Z^3 ds + 

EJ SJ- dy; 
EF 

(8.11.3) 

(8.11.4) 

где M^(Mj) и Ni(Nj) - ординаты эпюр 
соответственно моментов и продольных сил от 
Xf =1 (Xj = 1); Мр и Np - ординаты эпюр 
соответственно моментов и продольных сил от 
нагрузки. 

При расчете стержневых систем (по дей
ствию температуры) для определения свобод
ных членов Л// используют формулу (8.10.6). 
После решения системы канонических урав
нений окончательные эпюры строят по выра
жениям 

M = Мр +ЩХ^ ^ЩХ^-^^^^М^Х^) 
(8.11.5) 

М^Мр^М,Х,-,Щх^^.„М^Х^, 
(8.11.6) 

Расчет статически неопределимой систе
мы сводится к расчету статически определи
мой с определением усилий в избыточных 
связях из системы канонических уравнений 
(8.11.2). Вопросы учета различных слагаемых в 
выражениях (8.11.3) и (8.11.4), контроля пра
вильности построения окончательной эпюры, 
определения перемещений в статически нео
пределимых системах и учета симметрии по
яснены ниже на примерах. 

Пример. Построить эпюры внутренних 
усилий в раме, показанной на рис. 8.11.1, а. 
По формуле (8.11.1) степень статической нео
пределимости 

т = 3 . 2 + 2 - 5 - ( 1 + 3 . 3 + 2 - 2 ) = 2. 
(8.11.7) 

Путем отбрасывания лишних связей получена 
основная система (рис 8.11.1, б). На рис. 
8.11.1, в-д построены единичные и грузовая 
эпюры моментов, ординаты которых отложены 
со стороны сжатого волокна. Перемножением 

этих эпюр найдены единичные и грузовые 
коэффициенты системы канонических уравне
ний: 

_ _ 12а я ^ я ^ ^^^ 
11 ~ 7 7 7 ' 12 ~ 21 - ""777' 

5а^ _ 5qa^ _ 5да^ 

ЪЫ ПЫ 24EJ 
(8.11.8) 

Рнс. 8.11.1. Схема рамы, основная система метода сил 
и эпюры моментов 

Для контроля правильности коэффици
ентов построена суммарная эпюра (для упро
щения выкладок на рис. 8.11.1, е суммарная 
эпюра построена при а=1). Проведена про
верка: 

^ZI =^11 "̂ 1̂2 "̂ 2̂1 "^^22' ^ZP =^1Р +^2Р-
(8.11.9) 

Система канонических уравнений метода 

2 3 
4—Х. -0,6661—Х^ + 0 , 4 1 6 7 ^ = 0; 

EJ EJ Ы 
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3 4 
-0,6667Х. +1,6667—^2 +0,2083^^ = 0. 

EJ Ы 
(8.11.10) 

Из системы (8.11.10) получены 

(8.11.11) 
По формуле (8.11.5) построена оконча

тельная эпюра (рис. 8.11.2, а). 
Перемножением единичной эпюры М^ 

(см. рис. 8.11.1, в) на окончательную получено 
перемещение по направлению силы Xi 
(взаимный угол поворота в точке ki) от на
грузки в заданной системе, но в соответствии с 
первым каноническим уравнением (8.11.10) 
это перемещение должно быть равно нулю. 
Аналогичный результат получен при перемно
жении окончательной эпюры на эпюру M2 
(см. рис. 8.11.1,^. В результате при перемно
жении эпюры Mj^ на окончательную также 
должен получиться нуль, что используется для 
контроля проверки правильности построения 
окончательной эпюры. 

Основная система с нагрузкой Р и лиш
ним неизвестными работает так же, как и за
данная статически неопределимая система. 

Поэтому перемещения в статически неопреде
лимой системе 

A.p=Ej^^^^d^. (8.11.12) 
EJ 

ще М^ - эпюра от единичного воздействия, 
приложенного в точке к (см. рис. 8.11.1, д), от 
силы или момента (соответственно для опре
деления линейного или углового перемеще
ния) в основной (статически определимой) 
системе. 

На участках, ще эпюра Л/линейна, эпю
ра Q построена как тангенс угла наклона ли
нии контура эпюры к оси рамы. При этом 
сила Q считается положительной в том случае, 
коща она вращает стержень или узел по часо
вой стрелке. Удобно использовать правило: 
поперечная сила положительна в том случае, 
если для совмещения оси рамы с контуром 
эпюры необходимо осуществить поворот про
тив часовой стрелки (рис. 8.11.2, б). 

Если эпюра криволинейна, то вырезают 
соответствующий стержень на двух опорах, 
который нагружен . нагрузкой и опорными 
моментами (см. рис. 8.11.2, в). Эпюра QuoioaL-
зана на рис. 8.11.2, г. Эпюра JV̂  построена пу
тем вырезания узлов (см. рис. 8.11.2, д). 

0,f7d5qa 

0,1 ЗЩа . '^ipiin---''^)^ жрщр^ 
^-^ir /% 

f) 

S-шшлл 0у15Ща'' 

га D 
0,9330 qa 

0,1765qa 

^qa \qa 
0,13Ща^ \0>0670qa ^j \0,0670qa 

0,r3^ûqa Щ 

m 

0,17d5ga ffi 
||щ||пинп№ 
mrnjttiiittm-ij 

ШЗЩа 

H 

i i i i i i i i i i imwi i i i i i i i i i i i i i i i i i 

0,7340qa 
0,9330qa 

^ 

тт 

N 
f,067Oqa 

r,9330qa 

V}/} 

Рис. 8.11.2. Окончагтельши! эшоря моментов и эпюры сил, действуюпщх в рвме 
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Рис. 8.11.3. Схема фермы, 
основная система метода сил 

и эпюры сил 

Пример. Построить эпюру продольных 
сил в стержневой системе, показанной на рис. 
8.11.3, а. Степень ее статической неопредели
мости по формуле (8.11.1) 

т = 4 - 2 = 2 . (8.11.13) 
Система, показанная на рис. 8.11.3, л, и 

действующая на нее нагрузка являются сим
метричными и очевидно, что окончательная 
эпюра должна быть также симметричной. По
этому в основной системе (рис. 8.11.3, б) 
сгруппированы неизвестные в симметричную 
группу Х\ и обратносимметричную Л^. Оче
видно, что Л^=0 и, следовательно, для реше
ния задачи необходимо составить одно кано
ническое уравнение. Перемножением эпюр, 
показанных на рис. 8.11.3, в̂  г, найдено 

J_ 
EF 

-24,4141Zi-5,8594P = 0, 

откуда Z j = 0,24Р. (8.11.14) 
Используя формулу N = Np + N^X^, 

получена окончательная эпюра (рис. 8.11.3, д). 

8.11.2. МЕТОД ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 

Методы сил и перемещений являются 
двойственными методами (каждому основному 
понятию в методе сил соответствует двой
ственное понятие в методе перемещений). Так, 
двойственным к степени статической неопре
делимости является степень кинематической 
неопределимости. Понятие кинематической 
неопредецимости так же, как и понятие стати
ческой неопределимости, есть свойство систе
мы, не зависящее от нахрузки. Положение 
всех точек стержневой системы полностью 
определяется перемещением узлов. При этом 
каждый жесткий узел имеет три перемещения 

(горизонтальное, вертикальное и поворот), а 
шарнирный - два (горизонтальное и верти
кальное). Стержни рамы считаются несжимае
мы, поэтому в качестве неизвестных остаются 
угловые перемещения Пу в жестких узлах и 
линейных перемещениях /ij,, определяемые 
числом степеней свободы шарнирной системы, 
получаемой из заданной: 

и /1у"Ь /îji (8.11.15) 

Аналогично методу сил (при использова
нии метода перемещений) выбирают основную 
систему. Если р первом случае основную сис
тему получают путем отбрасывания лишних 
связей, то в методе перемещений - путем на
ложения с в ^ й , полностью исключающих 
перемещения узлов системы. Очевидно, что 
число этих связей равно степени кинематичес
кой неопределимости. Затем этим связям за
дают перемещения таким образом, чтобы уси
лия в них были бы равны нулю, и составляют 
систему канонических уравнений метода пе
ремещений. В соответствии с пришщпом не
зависимости действия сил: 

/liZi+...+ri,Z,+...ri„Z„ +Л1Р = 0 ; 

r^^Z^+...r„Z^+...r^Z„+R^P ^,0; 

(8.11.16) 

гае Гу - реакция в /-й связи от смещения,/-й, 
равного единице; Zf - перемещение /-й нало-
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женной связи; Rip - реакция в /-й связи от 
нагрузки. 

Смысл канонических уравнений метода 
сил заключается в том, что перемещения по 
направлению отброшенных связей равны ну
лю, а метода перемещений-в наложенных свя
зях равны нулю. 

Коэффициенты канонических уравнений 

1 

Остановимся на построении эпюр еди
ничных и грузовых моментов в основной сис
теме метода перемещений. В табл. 8.11.1 при
ведены выраженная для прогибов при единич
ных смещениях начального сечения. Для пост
роения эпюр моментов и поперечных сил от 
единичных смещений используют выражения 

M = EJ 
ET 
О 

—2"' ^ = = ^S"' 
dx dx 

(8.11.19) 

i^P=Z-f^^^d., (8.11. 

ще МАМЛ -

EJ 

ординаты эпюр моментов от 
О 

18) 

ординаты эпюр мо-Zi=l,Zj=l; Мр 
ментов от нагрузки в основной системе метода 
сия. 

+ 9-

где а - угол наклона линии, ограничивающий 
эпюру М, к оси стержня. 

После двойного дифференцирования вы
ражения для прогибов получены выражения 
для моментов M и построены эпюры момен
тов, отложенные со стороны сжатого волокна 

^) 

J..IZ 0,7267Ра 
1Û а^ 

r,ff97Pa 
ж) 

Рис. 8.11.4. Схема рамы, основная система метода перемещений и эпюры моментов 



8.11.1. Выражения для определения прогибов и моментов при единичных смещениях начального сечения, а также эпюры моментов 

Схемы 
деформаций .fa_. 
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^t£}/l 

^ш[\^^Щ!т^^^1> 
)ij/i' 
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(табл. 8.11.1). Тангенсы угла наклона эпюр M 
определяют поперечные силы Q (знаки попе
речных сил см. п. 8.11.1). Грузовые эпюры 
моментов построены с использованием метода 
сил. Чтобы получить эпюры лоперечных сил, 
необходимо рассмотреть балку с двумя шарни
рами, на которую действуют нагрузка и опор
ные моменты (см. рис. 8.11.2, б). 

Для определения единичных и грузовых 
реакций, соответствующих угловым перемеще
ниям (моменты), составляют уравнения равно
весия узлов. Если стойки рамы параллельны, 
то для определения реакций, соответствующих 
линейным смещениям (сосредоточенные си
лы), составляют уравнение суммы проекций 
всех сил отсеченной части на ось, перпендику
лярную к стойкам (чтобы в уравнение равно
весия не входила нормальная сила). 

Пример. Построить эпюру моментов для 
рамы, показанной на рис. 8.11.4, а. Степень 
кинематической неопределимости по формуле 
(8.11.15) 

л=1-Н1=2. (8 Л 1.20) 
На рис. 8.11.4, б показана основная сис

тема. Для построения эпюры М^ первона
чально получена эпюра деформаций от еди
ничного поворота узла (Zj = 1). Затем с по
мощью табл. 8.11.1 построена эпюра M 
(момент откладывают со стороны сжатого во-
локна^. Для получения эпюры моментов от 
единичного смещения рассмотрена шарнирная 
схема и найдены соотношения между переме
щениями узлов (рис. 8.11.4, г). По эпюре 
смещений шарнирной схемы построена эпюра 
деформаций, а затем эпюра моментов М2 
(рис. 8.11.4, д). Для определения единичной 
реакции Гц вырезан узел (рис. 8.11.4, в)у ос
тальные единичные реакции получены пере
множением эпюр. При загружении основной 
системы силой Р, приложенной в узле, грузо
вой эпюры не будет, следовательно, реакция 
RlP=0. Для определения реакции Rip прове
дено сечение и составлено уравнение / х = О 
(рис. 8.11.5,е): 

R2p+P = 0; R2P = - Р . (8.11.21) 

Система канонических уравнений имеет 
вид 

9 EJ 

5 а 

1 EJ 

Z, 
1 EJ^ 

Т 

• Z i + 
20 а 

20 а 
83 EJ 

320 а^ 

Z2=0; 

Z 2 - P = 0 . 

ч 
f/2< 

q/2y 

ЯЙ! 

Л\\\\^ 
, \ \ \ \ \ . 

m 

' \ \ \ \ \ \ 
' 1 
t t 11 ! 1 

Wv/ 

(8.11.22) 

Ряс. 8.11.5. Представление нагрузки, 
действующей на раму в виде снмметрнченой 

и обратно симметричной составляюпцк 

Ее решением получены значения Z\ и 
Zi. Затем по формуле 

M = M^Z^ + M^Zj^ + М р (8.11.23) 

построена окончательная эпюра моментов 
(рис. 8.11.4,лс). 

При решении задач из двух, рассмотрен
ных выше методов, выбирают тот, который 
приводит к наименьшему количеству канони
ческих уравнений. При этом для расчета сим
метричных систем на произвольную нагрузку 
может быть использована ее группировка. Так, 
для системы, показанной на рис. 8.11.5, без 
группировки нагрузки число неизвестных как 
по методу перемещений, так и по методу сил 
равно трем. Используя группировку нагрузки, 
можно число неизвестных свести к двум 
(проводя расчет на симметричную нагрузку по 
методу перемещений, а на кососимметричную 
по методу сил). Подобный подход носит на
звание комбинированного способа. 

8.11.3. СМЕШАННЫЙ МЕТОД 

Для созфащения числа неизвестных раз
работан смешанный метод, при использовании 
которого на одной части системы отбрасыва
ются связи (метод сил), а на другой ее части -
накладываются (метод перемещений). Затем 
составляется совместная система уравнений, 
часть из которых соответствует методу сил, а 
часть - методу перемещений. 

Пример. Построить эпюру моментов в 
раме, показанной на рис. 8.11.6, а. Основная 
система смешанного метода показана на рис. 
8.11.6, б. Система канонических уравнений 
смешанного метода 



Глава 8.11. СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫЕ СТЕРЖНЕВЫЕ СИСТЕМЫ 

^n^l'^^n^l'^^lP ~ »̂ Коэффициент ôj^ определен дутем ин
тегрирования произведения ординат эпюры 

Поскольку Г21 = -§12'» система канони
ческих уравнений смешанного метода не сим
метрична. В соответствии с эпюрами, приве
денными на рис. 8.11.6, в-д, система (8.11.24) 
имеет вид 

,3 / 0,3562—X, 
EJ 

8EJ 
IX, + Z, 

/ 

-IZ2 

12 

= 0; 

= 0. 

(8.11.25) 

. \!l(L^^^. >„ = /-
О EJ 

Решением системы (8.11.25) получены 

ы 

ITW^l 

у/////. 

6) 

l (1- cas If) 

Щ^^и \ 
24 

Mp 
0,0987 (il ̂  

PHC 8.11.6. Схема рамы, основная система смешанного метода я эпюры моментов 
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Умножением эпюр М^ на Х\ и M2 на 
Z2 и суммированием с эпюрой Мр получена 
окончательная эпюра, показанная на рис. 
8.11.6, е. 

Глава 8.12 

УРАВНЕНИЯ МЕХАНИКИ 
СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ 

И ИХ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ДЛЯ РАСЧЕТОВ 
НА ПЕРСОНАЛЬНЫХ КОМПЬЮТЕРАХ 

Общая система уравнений механики 
стержневых систем состоит из уравнений ста
тики (равновесия), геометрических 
(совместности) и физических (состояния) [И, 
34, 35]. для составления общей системы урав
нений необходимо получить матрицу уравне
ний путем вырезания узлов и квазидиагональ
ную матрицу податливости, которая строится 
по готовым формулам. Применение общих 
уравнений механики стержневых систем имеет 
смысл только при наличии соответствующего 
программного комплекса. Примером такого 
комплекса для персонального компьютера 
типа IBM является комплекс "Вычислительная 
механика" (ВМ) [45]. 

8.12.1. СТАТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 

Аналогично предыдущему, рассматрива
ются плоские стержневые системы. При этом 
считаются стержни прямолинейными, а на
грузки узловыми. В случае криволинейных 
стержней их можно заменять вписанным 
многоугольником, а для учета местной нагруз
ки использовать данные табл. 8.11.1. При рав-

V 

новесии стержневой системы в равновесии 
находятся ее стержни и узлы. 

Уравнения равновесия стержней. Рассмат
ривается стержень, вырезанный из стержневой 
системы, в местной системе координат, свя
занной с его осью. Ось х направлена от точки 
н (начало стержня) к точке к (конец стержня), 
ось у получена путем поворота оси х на угол 
90^ против часовой стрелки (рис. 8.12.1, а), В 
общем случае в сечениях н и к возникают по 
три внутренние силы (N, Q, М). Эти шесть 
сил связаны между собой тремя уравнениями 
равновесия 

Q = {M^-M„)/l. (8.12.1) 
Вектор независимых усилий (для других 

случаев прикрепления стержня S приведены в 
скобках) 

^ = [ЛГ М„ M^f (8.12.2) 

[S=[NM^]\S=[NM,]\ S=[N]j 
Уравнения равновесия узлов. Уравнение 

равновесия для стержневой системы 
А5=Р, (8.12.3) 

где А - матрица уравнений равновесия узлов; 
S - вектор независимых сил; Р - вектор уз
ловых нагрузок. 

Для составления уравнений равновесия 
узлов необходимо использовать общую систе-

Y 

; 

^ 

) 

1 

i 

1 \ 

1 

1 

\у 
Ny\^J 

X// 

* 

i-H 

^^ 
X 

Рис. 8.12.1. Расчетные схемы стержня: 
а - внутренние силы в местной системе координат; б - внутренние силы в глобальной системе координат; 

в ' геометрия стержня 
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му координат X, Y. При этом будем использо
вать поэлементный подход. Связь между век
тором реакций, действующих на стержень от 
отброшенной части системы 

(,-=[, ''их * ну 'нф ' ̂ ух ̂ ку ̂ ' ХФГ} « вектором 

независимых сил iS* (8.12.2) в соответствии с 
рис. 8.12.1, б 

(8.12.4) 
Здесь 

а =i 

-cosa 

'US, 

•HJT 

•нУ 

'̂ нф 

^кХ 

^KY 

'кф 

sina s ina 

- s i n a -

cosa -

s ina 

/ 
cosa 

/ 
-1 
sina 

cosa 

/ 
cosa 

/ 

sina 
/ 

cosa 

N 

M, 

(8.12.5) 
В матрице A каждому стержню соответ

ствует либо один столбец (оба узла, соединя
ющие стержень, шарнирные), либо два столб
ца (один узел шарнирный), либо три столбца 
(оба узла жесткие). Таким образом, построе
ние матрицы А осуществляется по столбцам 
(при вырезании узлов эта матрица строится по 
строкам). Поясним процесс заполнения части 
матрицы А за счет у-го стержня, показанного 
на рис. 8.12.1, е. Предположим, что сечение н 
примыкает к узлу /„ в глобальной нумерации, 
а сечение к - к узлу i^. Тогда 

^iH - ^ н » ^iK. - ^ к 

/̂н "" ^н> yt. = y. 

/^=J(z,-z„)'+(î;-y„)^ 
(8.12.6) 

cosa у = 
•Л •«• -Л XJ — . К Y -Y 

(8.12.7) 

По формуле (8.12.5) строят матрицу а в 
местной нумерации. С учетом того, что узел /„ 
является жестким, а узел /̂  шарнирным. 

а= 

- c o s a j 

- s i n a , 

s ina у 

cosa 

- 1 
s ina 

cosa ; 

s ina J 
cosai 

(8.12.8) 

% 

Ч 

в соответствии с общей нумерацией за
полняют в матрице А столбцы, соответствую
щие у-му стержню; 

'и 

(8.12.9) 

При составлении матрицы А в качестве 
неизвестных принимают только силы в стерж
нях системы. Опорные реакции могут быть 
получены затем из уравнений равновесия для 
опорных узлов. Естественно, что коэффициен
ты этих уравнений не входят в матрицу А, 
поэтому в соответствующих матрицах а отбра
сывают части, соответствующие наложенным 
связям. 

По матрице А можно исследовать обра
зование систем. Если число строк матрицы А 
больше числа ее столбцов - система изменяе
мая, если число строк равно числу столбцов и 
определитель не равен нулю - система стати
чески определимая (если определитель равен 
нулю - изменяемая или мгновенно изменяе-
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мая), если число строк меньше числа столбцов 
и ранг матрицы равен числу строк - система 
статически неопределимая (если ранг меньше 
числа строк - система изменяемая). 

8.12.2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 

Сгержневая система, соединенная в узлах 
до деформации, должна оставаться соединен
ной в тех же узлах и после деформации. Урав
нения, отражающие это положение, называют 
уравнениями совместности fAiZ = Ai. Все 
силы, действующие на стержневую систему, 
делят на внешние и внутренние. 

Рассмотрена система, имеющая п жест
ких узлов и m стержней. Ниже приведены 
векторы внешних ̂ внутренних сил, действую
щие на стержневую систему: 

Р = Pi= 

"^iX 

A = 

^ 

f 

Âm 

; A^ = ДФн/ 

Д ф ^ 

(8.12.10) 
Двойственными им векторами являются 

векторы перемещений и деформаций (под 
двойственными векторами понимают векторы, 
скалярное произведение которых дает выраже
ние для работы). 

S = 

z = 

Sj^ 

N, 

H/ 

Z,= 
и, 

ф, 

Рис. 8.12.2. Схемя перемещения • дефоршищн 
стержня 

На рис. 8.12.2 пояснены компоненты А(Рц/> 
Acpĵ  вектора Ai. В соответствии с условием 
совместности и законом сохранения энергии 
(работа внешних сил равна работе внутренних 
сил) P ^ Z = 5 ^ A или S''A'Z = S''A^Z, 
откуда А Z = А. Это соотношение выражает 
принщш двойственности - матрица, связыва
ющая вектор перемещений с вектором дефор
маций, является транспонированной по отно
шению к матрице, связывающей векторы 
внутренних и внешних сил. Благодаря прин
ципу двойственности можно не строить гео
метрические уравнения - достаточно построить 
матрицу уравнений равновесия и транспони
ровать ее. 

8.12.3. ФИЗИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 

Уравнения состояния связывают дефор
мации и перемещения. Согласно закону Гука в 
случае действия продольной силы 
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А/,-
Njlj_ 

ЕЛ, 
(8Л2.11) 

Рассмотрим действия моментов M^j и 
MYJ^UL ОДНОГО стержня (см. рис. 8.12.2) 

(8.12.12) Ау = bfsj. 

Здесь 

д,= Дфн; 

Дфк/ 

bj = 

_0_ 
ЕА, 

h 
3Efj 

Jj_ 

h 
6EJj 

_h_ 
6EJ, ЪЫ, 

Sj = 

N, 

M. Ч/ t 
M. ^ 

(8.12.13) 

При/=1, 2, ..., m справедливо соотношение 
Гука для стержневой системы 

А =^BS, (8.12.14) 

ще В ' квазидиагональная матрица податливо
сти. 

Матрица 

В^ (8.12.15) 

ще bj - блоки, см. выражение (8.12.12). 

8.12.4. СМЕШАННЫЙ МЕТОД 
И МЕТОД ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 

Общая система уравнений механики 
стержневых систем 

AS =F; 

A'Z: А; 

А = В ^ + А ' , (8.12.16) 

ще А - вектор заданных деформаций. 
Любая стержневая система должна удов

летворять условию прочности и жесткости. 
Для проверки прочности необходимо опреде
лить усилия, а для проверки жесткости - пе
ремещения. Таким образом, в _ системе 
(8.12.16) неизвестными являются S и Z. 
После исключения вектора А подстановкой 
третьего уравнения во второе получена система 
уравнений смешанного метода 

B * S - A ^ Z + A ' = 0; 

А 5 - Р = 0 . (8.12.17) 

Первое матричное уравнение является уравне
нием совместности, а второе - уравнением 
равновесия. Чтобы получить систему уравне
ний (8.12.17), необходимо построить две мат
рицы А и В. Векторы Р и А' ЯВЛЯЮТСЯ за
данными. Если P;ÉO,aA' = 0,To загружение 
называют силовым, в обратном случае - де-
формахщонным. Если система является стати
чески определимой, то матрица А квадратная, 
det А ^ О, и уравнения равновесия решаются 
независимо от уравнений совместности: 

S=A~^F; Z = f A " M ^ ( 5 5 + Â | 

(8.12.18) 

Для статически неопределимой системы 
матрица А является прямоугольной и не имеет 
обратной^ В этом случае необходимо выразить 
усилия S через перемещения Z из первого 
уравнения и результат подставить во второе 
уравнение: 

AB'^À'Z - AB'^Â' - Р = 0. (8.12.19) 

Матрица АВ А - матрица реакций уз
лов. Уравнения (8.12.19) равновесия узлов 
выражены через перемещения, т.е. являются 
системой уравнений метода перемещений. 
Следует отметить, что в п. 8.12.1 уравнения 
равновесия составлены только для стержней 
системы и в их состав не включены опорные 
реакции. При этом на диагонали матрицы В 
не появляются бесконечности (податливости 
опорных стержней равны нулю, следовательно^ 
соответствующие им жесткости равны беско-
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нечности). Матричная форма получения мат
рицы реакций, входящей в выражение 
(8.12.19), не удобна для построения матрицы 
реакций (матри1щ жесткости) всей стержневой 
системы, так как требует больших массивов 
для выполнения матричных операций (при 

больших порядках матриц). 
Аналогично построению матрицы урав

нений равновесия А, для построения матрицы 
реакций используют поэлементный подход. 
Поясним его на примере построения доли 
матрицы реакций за счету-го стержня: 

A B V = 
«н 

«к b-i 

J 

1» /к 

в соответствии с формулой (8.12.20) пер-" 
воначально строят матрицу реакций в местной 
нумерации 

*x^"'aL 

^J''^l 

^.^''< 

(8.12.20) 

а„* 
-1 т 

^н ан^ 
-1 т 

«к 
1.-1 т лЬ а^ 

(8.12.21) 

Затем блоки Гнн> Гнк> Гкн> *'кк рассыла
ются в соответствии с глобальной нумерацией 
(8.12.20). 

Матрица г является матрицей реакций в 
глобальной системе координат. В некоторых 
случаях удобнее построить матрицу г в мест
ной системе координат (а^ = О). При этгом 
используют те же уравнения (8.12.21), но мат
рицы а„ и ÛK записывают в местной системе 
координат . Цдя перевода в глобальную систе
му используют матрицы направляющих коси
нусов. Итак: 

г = 

ЕА ЕА 

пш вы пш вы 
вы 

ЕА 
1 

пы 
вы 

АЫ 
1 

6Ы 

2EJ 

ЕА 
1 

вы 
С 

пш 

вы 

2Ы 
1 

вы 

АЫ 

(8.12.22) 

Для перехода в глобальную систему ко- перемещений в общей^ и местной системе ко
ординат используют связь между векторами ординат Z = cZ * Z = cZ 
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Здесь 

С = 

cosa s ina 

- s i n a cosa (8.12.23) 

, 4 
d V 4 
- — + 4 p % = 0 ; 
djc^ 

гармонические колебания стержня 

i \ 
Тогда ^ - a v = 0; 

г = 
^Чн̂  ^Чк̂  

(8.12.24) 

сжато-изогнутый стержень 

d V 2 à \ 
—^^п — 2 - = 0; 
dx djc 

растянуто-изогнутый стержень 

А^ А^ 
d V 2 d V . Очевидно, что матрицу г легко построить 

с использованием эпюр моментов стержня от ^-^ j ^ . ^ 
единичных смещений узлов (см. табл. 8.11.1). 
Если стержень имеет на одном из концов тонкостенный стержень 
шарнир, то число степеней свободы, а также 
порядок матрицы реакций стержня на единицу 
меньше. В памяти ЭВМ обычно хранится по
ловина матрицы реакций для всей стержневой 
системы из условия ее симметрии. 

(8.12.26) 

(8.12.27) 

(8.12.28) 

(8.12.29) 

4 2 d 0 2 d e —^-к^—^ = 0, (8.12.30) 
dx^ dx 

8.12.5. ПОСТРОЕНИЕ МАТРИЦ 
ЖЕСТКОСТИ д л я СТЕРЖНЯ, 

ОПИСЫВАЕМОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЕМ 

ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

Изгиб стержней при действии узловой 
нагрузки описывается дифференциальными 
уравнениями четвертого порядка: 

где р 

к 

\m(ù 

EJ 
п - \ -

= щ. 
\EJiu 

d \ 

dx 
стержень на упругом основании 

Рассмотрим, например, дифференциаль
ное уравнение (8.12.29). Общее решение и 

(8.12.25) производные от него: 

V 

V 

V 

m 
V 

IV 
V 

= 

1 X 

1 

пх 
е 

пх ne 
2 пх п е 
3 пх п е 
А пх п е 

-ne 
2 -пх п е 
3 -пх -п е 

4 -пх п е 

^1 

^3 

(8.12.31) 

Четвертая строка используется для про- ветствии с первыми двумя строками вектор 
верки правильности общего решения. В соот- произвольных постоянных (рис. 8.12.3) 

а = 

W 
\ч 
аз 

Я*. 

= 

1 

1 

1 

/ 

1 

п 
ni е 

1 

-п 
-ni 

е 
ni ne -ne -ni 

1-1 ч̂  
4>н 

"А 
.<PKJ 

= L-\. (8.12.32) 
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В соответствии с двумя вторыми строками 
выражения (8.12.31) 

'HV 

'Нф 

'кг 

'Кф 

С н - ^ Ф н 

- С к + ^ Ф к 
= EJ 

-п 

-п -л 

2 л/ 2 -л/ 
ne ne 

L,â. (8.12.33) 

y 

я ^ 

i 

^ 

l // 

JLi" 
1 X 

4I^ /v : Tzi:ê^' 

Рис. 8.12.3. Ржстянзгго-изог&угый стержень при единичных смещениях концов 

Окончательно матрица жесткости 

1^£ 
-1 (8.12.34) 

Рассмотренный алгоритм является об
щим и применим для построения матрицы 
жесткости стержня, описываемого любым из 
приведенных выше дифференциальных урав
нений (8.12.25) - (8.12.30). Использование 
таблиц специальных функций [42] имеет 
смысл только при расчете стержневых систем 
без использования ЭВМ. Добавляя к матрице 
жесткости (8.12.34) элементы £ 4 / / , получа
ют матрицы жесткости в местной системе ко
ординат. Так, матрица жесткости (8.12.22) 
может быть построена по дифференциальному 
уравнению (8.12.25) с использованием опи
санного выше алгоритма. 

Глава 8.13 

УСТОЙЧИВОСТЬ И ГАРМОНИЧЕСКИЕ 
КОЛЕБАНИЯ СТЕРЖНЕВЬВС СИСТЕМ 

8.13.1. УСТОЙЧИВОСТЬ 
СЖАТЫХ СТЕРЖНЕЙ 

При определении критического парамет
ра нагрузки для стержневых систем часто ис
пользуют статический метод (метод Эйлера). 
Критическую нагрузку определяют как мини
мальную, при которой возможно равновесие 

системы в смежном состоянии. Дифференци
альное уравнение равновесия упругого сжато-
изогнутого стержня переменного сечения (рис. 
8.13.1) при JV==P==const и отсутствии попе
речной нагрузки согласно (8.1.32) 

{ЕГ(х)у'') + Ny' = 0. (8.13.1) 

Рис. 8.13.1. Схемы определения критической нагрузки 
статическим методом 

В случае упругого стержня постоянной 
жесткости J5/=const уравнение (8.13.1) упро
щается [40]: 

>^^+/ iV=0, (8.13.2) 
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где Л = ^ - • 
Граничные условия для у{х) зависят от 

за]фепления стержня. Например, в рассматри
ваемом случае (см. рис. 8.13.1) >'(0)=0; 
у'ф) = 0; y(f)=Q; y'ij) = G. Для определения 
1фитической силы необходимо найти мини
мальное значение Л̂̂ щп̂ Лшп» при котором 
]фаевая задача для уравнения (8.13.1) или 
(8.13.2) имеет решение >'i(x), отличное от 
нуля. Это решение дает форлсу потери устой
чивости. В случае jE/=const общее решение 
уравнения (8.13.2) 

у{х) = а +Ax + csinAix + £/cosADc. 

Через начальные параметры У{^\ у^\ MQ; Щ 
уравнение (8.13.2) записывается согласно 
(8. 1.36) так: 

УМ=УО +~^81ПЛДС+-х-^ 
пШ 

(l-cos/ix) + 
п 

-^-j^inx - sin/jx). (8 Л 3.3) 

В общем случае четыре граничных усло
вия позволяют составить четыре однородных 
уравнения для параметров уо, у'^ MQ, Щ, 
Условие ненулевого решения - равенство нулю 
определителя э1х)й системы - позволяет вычис
лить минимальное значение Al̂ in ^ Лс- На
пример, для случая, показанного на рис. 
8.13.1, бу J ; Q = J » Q = 0 . УСЛОВИЯ у{1) и 

y\ï) = 0 дают для Л/о и Щ два линейных 
уравнения. Приравняв определитель системы 
нулю, получаем характеристическое уравнение 
tgv=v, где v—nl Минимальный корень урав
нения V̂ JIJJ = 4,493 дает 1фитическую силу 

Р^ - 29^\9Ы11 . Другие корни уравнения 
tgv=v дают, так называемые, высшие Эйлеро
вы нагрузки, которым соответствуют неустой
чивые формы равновесия. 

Решение таких задач для различных спо
собов закрепления упругого стержня постоян
ной жесткости приводит к единой обобщен
ной формуле Эйлера 

F,=n'Ej/ll (8.13.4) 

где /Q = ц/ - свободная (приведенная) длина 
стержня; \х - коэффициент свободной длины, 
который равен отношению длины одной полу
волны синусоиды в форме потери устойчивос
ти к длине стержня / (рис. 8.13.2). 

fTEO 
41 

722ivl2Z 

Рис. 8.13.2. Изменение свободной длины стержня 
в зависимости от его способв закрепления 

Формула Эйлера применима для доста
точно гибких стержней, которые теряют ус
тойчивость в упругой стадии при напряжениях 
а^=Р^/А, меньших предела пропорцио
нальности Gj, ц. Формула для <Tĵ  имеет вид 

а^ =П^Е/Х, (8.13.5) 

где X-\il/ i; i = -Jj/A - радиус инерции 
сечения. 

Предельное значение гибкости XQ, при 
котором применима формула Эйлера, нахо
дится для каждого материала стержня: 

= V^W^nu-
Например, XQ « 100 для стали СтЗ. 

Если X < XQ, ТО использовать формулу 
Эйлера нельзя. В этом случае для определения 
G^ применяют экспериментальные зависимос
ти [2]: 

^х=^с-К-^пц) —' (8.13.6) 

где G^ - предел прочности при сжатии. 

8.13.2. МЕТОД ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 
В ИССЛЕДОВАНИИ УСТОЙЧИВОСТИ 

СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ 

Для отдельного сжатого стержня при 
N 4(t Р^ можно решать неоднородные краевые 
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задачи и, в частности, по определению коэф
фициента жесткости (реакции стержня на 
смещения и повороты крайних сечений). На
пример, рассматривая задачу изгаба сжатого 
стержня (рис. 8.13.3) при повороте левой за
делки, используют фюрмулы метода начальных 
параметров (8.13.3) при Уо=Оу у' = ^- №^ М) 
и Щ из граничных условий 
у(1) = О, у'(1) = О получают два уравнения, 
решая которые находят выражения 

4EJ 
-MQ = Г 1 1 = ф2(у); 

6EJ 

ще V = л/ = lyJN / EJ, 

Рис. 8.13.3. Схема определеши специальных функций 
методом перемещений 

8.13.1. Зависимости для определения специальных функций 
сжатых стержней при расчете на устойчивость 

Функция Схема и эпюра 
момента M 

M 

9l(v) = 

1 - ^ 
tgv^ 

ЪЕЗ 
-p-<Pl(v) ъш -Ф5(У) 

1 -
Ф2(У) 

Фз(у) = 

tgv 
^g(0,5v) ^ 

0,5v / 
- 1 

sinv 
tg(0.5v) 

EJ 
1зМ 

Пз(^)=Ф1 - =Ф4М 

Mi = 

lEJ ФзН; 

М2 = 

4£Г 
ФгН 

94{v) = 9i{0,5v) = ^3(v); 

""^и ^ 
= Ф 4 ^ ) -

12 

ЪЫ 

"^^м 

- ^ - 9 i ( v ) 
Г 
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Продолжение табл. 8.13.1 

Л , ( у ) = ф , ( у ) -

3 1 ^ - 1 

Si л̂ х ПЫ вы 

EJ 2 

Т" 

vtgv EJ 
vtgv 

К^м 

П р и м е ч а н и е . v = ^Р / EJ. 

Формулы для специальных функций 
Ф/М? Л/(^) даны в табл. 8.13.1. Их исполь
зуют при исследовании устойчивости стержне
вых систем по методу перемещений: составля
ют уравнения равновесия системы в смежном 
состоянии. Критические параметры нагрузки 
находят как минимальные значения, при ко
торых система уравнений равновесия в пере
мещениях имеет нулевое решение: 

\ (8.13.7) 

или 
J?? = 0. (8.13.8) 

Элементы матрицы жесткости системы R 
являются функциями параметра нагрузки Р: 

где V = l^P/(EJ). 

Приравняв к нулю детерминант системы 
(8.13.7), получают характеристическое уравне
ние 

DetJ? = 0. (8.13.9) 

Минимальный корень v̂ ĵ̂  этого урав
нения позволяет определить 

F =v^- Ej/l^ 

8.13.3. ИССЛЕДОВАНИЕ 
УСТОЙЧИВОСТИ СТЕРЖНЕЙ 

ПЕРЕМЕННОГО СЕЧЕНИЯ 
ЭНЕРГЕТИЧЕСКИМ МЕТОДОМ 

При определении критической нагрузки 
для стержней переменной жесткости краевую 
задачу для уравнения (8.13.1) часто невозмож
но решить в элементарных функциях. Требует
ся применение приближенного метода, как и в 
более сложных случаях сжатия стержня пере
менными продольными силами Щх) (рис. 
8.13.4, д).Полная энергия системы 
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где и - энергия деформаций (потенциал внут- Как и выше, предположено, что все на-
ренних сил); Я - потенциал внешних сил; грУ^̂ и возрастают пропорционально одному 
n=-W;W. работа внешних сил на переме- параметру Р. Если Р < Р^ то Э > О при лю-

бом значении у{х), удовлетворяющем связям. 
При Р=Рк существует функция у^ (х) - форма 
потери устойчивости, на которой Э=0. Отсю
да согласно (8.13.10) получена формула Тимо
шенко 

щениях системы. 

\ш{х){/)'ех 

Р = - ^ (8.13.11) 

\N{x)[yfdx 

Подстановкой в (8.13.11) функции у{х), 
близкой к форме потери устойчивости и удов
летворяющей кинематическим граничным 
условиям, получаем приближенное 
(завышенное) значение для Р^р- Часто за у{х) 
принимают форму потери устойчивости сжато
го стержня постоянного сечения при N=cor)SX, 
и тех же условиях за]фепления или функцию 
пропорционально прогибу от поперечной на-

Рассматривая стержень как систему бес- грузки при iS7=const (рис. 8.13.4, в). 
конечно большого числа бесконечно малых Можно задавать форму потери устойчи-
элементов, работу внешних сил Ж можно вы- вости с точностью до нескольких параметров 
разить через внутренние силы N{x) (см. рис. Zj,Z2v>^„-
8.13.4, б)\ 

Рис. 8.13.4. Схема определения критической н&грузки 
энергетическим методом 

А 2 dW = 0,SN{x){y'ydx. 

В результате 
/ 

3=^0,5^EJ{x){y''fdx-

0 
/ 

-0,SP^N{x)[y'fdx, (8.13.10) 
О 

где N{x) = N{x) / Р - функция (эпюра) про
дольных сил при Р=1. 

(8.13.12) 
Подстановкой (8.13.12) в (8.13.10) полу

чаем задачу устойчивости для системы с п 
степенями свободы. Условия минимума Э при 
Zi^O [1] 

аЭ ^ дЭ ^ дЭ ^ 
= 0; = 0; . . . ; = 0. 

дц dz2 dZn 
(8.13.13) 

Тогда система однородных уравнений 
для^ : 

(̂ 11 ' ^ i h +(«12 - ^ ^ i 2 b + - + K - А л К =0; 
Kl -̂ ^21)̂ 1 + К -^*22b+-+K -^^2лК =^'> 

(8.13.14) 

Kl -^^nlh +К2 -^^п2Ь+-+К "^^л«К =0, 
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где йу = JEJflfjdx; by = JNf!fjdx, 
о О 

В матричной форме 

( A - P B ) f = 0. (8.13.15) 

Уравнение (8.13.19) имеет множество ча
стных решений вида 
y(x,t) = X(x)sm((ùt+ v)y т.е. колебаний типа 
стоячей волны с частотой со. Для функции 
Х(х) формы колебаний согласно (8.13.19) 

Минимальный корень характеристического 
уравнения 

Х^ -п'^Х=0, (8.13.20) 

А - Р В = 0 (8.13.16) 

дает критическую нагрузку Рк- После подста
новки Рк в (8.13.14) и решения этой системы 
получаем Z/, а затем по (8.13.12) - форму поте
ри устойчивости. 

8.13.4. ГАРМОНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ СТЕРЖНЕЙ 

Минимальные собственные частоты ко
лебаний стержня обычно связаны с его дефор
мациями изгиба. Максимальные перемещения 
и деформации при гармонической внешней 
нагрузке часто возникают при поперечных 
колебаниях стержня. Дифференциальное урав
нение поперечных колебаний стержня пере
менной жесткости EJ(x) и распределенной 
массы т(х) без учета сдвигов поперечных 
сечений имеет вид (рис. 8.13.5) 

0 1 О V \ о V 
— - т х ) ^ + m ( x ) - f = q(x,t), 
àx àx дГ 

(8.13.17) 
Для стержня постоянной жесткости и 

массы 

О У д У 
EJ = -L^rn-^ = gix,t). (8.13.18) 

дх^ дГ 
При q s О для свободных поперечных 

колебаний 

д у m о у 

дх Ы дГ 
(8.13.19) 

%>--Ь£^ 
I 

Рис. 8.13.5. Формж поперечных (изгибных) колебаний 
стержня 

где AI =(ù m / (EJ), 
Вместе с заданными условиями закреп

ления (граничными условиями) уравнение 
(8.13.20) позволяет определить частоты ©̂  
собственных изгибных колебаний и соответ
ствующие им формы Xf (х). 

Общее решение уравнения (8.13.20) 

Х(х) = c^chnx + CjSh/zx + с^ cos лх + С4 sin пх. 
(8.13.21) 

Через начальные параметры с помощью 
функций Крылова К^ (х) [1] 

Х(х) = ХоК^(пх)-^^К2(пх)^-^х 
п п EJ 

хК^ (пх) + - ^ ^4 (^У (8.13.22) 
пЕ/ 

Здесь 

К^(пх) = 0,5(с1шх +cos/zx); 

К 2 (пх) = 0,5(shnx + sin пх); 

К^ (пх) = 0,5(ch/7JC - cosnx); 

К^ (пх) - 0,5(sh^x - sin пх). 
(8.13.23) 

/tf Введение обозначения и = ni = m / (EJ) 
и граничных условий на обоих концах стержня 
дает в общем случае для параметров четыре 
линейных уравнения. При известных двух 
параметрах на одном конце стержня получают 
два однородных уравнения для двух остальных 
условий на другом конце. Равенство нулю 
определителя системы приводит к характерис
тическому уравнению для и^ = п^1, т.е. для 
частот собственных колебаний 
(О, (/ = 1,2,3,...): 

^ ,2 
И/ IEJ 

I Ï m 
(8.13.24) 
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^ W = £ ^ / 9 / W , (8.13.26) 
/=1 

Выражения для форм собственных коле- При определении частот и форм колеба-
баний [32, 44] называют балочными функция- ний этих стержней обычно используют метод 
ми. Они обладают свойствами ортогональное- Релея-Ритца, согласно которому 

/ 
ти \X^Xjdx=0 при / ^ У , что позволяет 

О 
использовать их в решениях многих задач. 

Ортогональность с весом fn(x) обяза- /^\ ^ *̂  ^ ^ ^ ^ ^. где Zi - неизвестные параметры; ф,- (х) - ба-теш>на и для форм колебании стержней пере- ^ ^ *- > -г / \ / 
менных жесткости и массы. Для любых форм, зисные функции, удовлетворяющие кинемати-
соответствующих различным собственным веским граничным условиям, например, ба-
частотам, выполняется равенство лочные функции. 

I Для определения Zt согласно методу Ре-
jm(x)X,Xjdx = 0. (8.13.25) яея-Риша имеем уравнения 

О 

('11 -«û^/niij^i +('12 - » % 2 / 2 + • • • + ( ' i n -'û^OTî JZn = 0 ; 

('21 -«>^'"2l)^l +('22 -<*^'"22/2+-+(''2n - '»^'«2я/л = ^̂  

(8.13.27) 

Здесь 

'U='ji 

/ 
= JEJipyjdx; 

ту = rrtj^ = jrmp^cpjdx + Y,^k'P ki'P kj' 

(8.13.28) 

Если система кроме распределенных масс 
несет дискретные массы М^ (рис. 8.13.6), то в 
выражение для элемента матрицы обобщенных 
масс добавляют соответствующие слагаемые по 
формулам (8.13.28). 

2 
Коэффициенты Гу - о) т^ являются 

обобщенными динамическими жесткостями. 
Система (8.13.28) в матричной форме 

(i = 1,2,3...) в (8.13.29) и решая каждый раз 
систему однородных уравнений относительно 
Zi, можно получить соответствующую форму 
собственных колебаний Х^ (х). Этот алгоритм 
используют и для приближенного определения 
частот и форм собственных колебаний стерж
невых систем в форме МКЭ (метода конечных 
элементов). 

^г 

к^ • • • 
fn(x) ^/77/ 

{R - XM)z = О, (8.13.29) 

ще /? - ХМ - матрица динамической жестко-
. 2 

сти; л = со . 
Для вычисления частот со̂  составля

ют характеристическое уравнение 
T>çi(R - ХМ\ = О, корни которого Л,̂  дают 
частоты ©у = JA,̂ . Подставив Х^ 

Рис. 8.13.6. Формж собственных колебаний стержня 

Для первой частоты coj используется 
формула Релея-Ритца 

/ 

2 П 
С О , = 

j^y'ï dx 

11 

m, 
ч ^my^dx + Y,^kyl 

о * 
(8.13.30) 
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Подставляя в уравнение функцию у(х)у 
удовлетворяющую условиям закрепления, 
близкую к первой форме колебаний, получают 
несколько завышенное значение первой часто
ты. Нельзя использовать (8.13.30) для прибли
женного определения высших частот. Неболь
шое отклонение у(х), например, от второй 
формы дает больш[ую погрешность определе
ния 0)2-

Аналогично решают задачи о частотах и 
формах продольных и крутильных колебаний 
стержней [32]. 

8.13.5. МЕТОД ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 
В ЗАДАЧАХ О ГАРМОНИЧЕСКИХ 

КОЛЕБАНИЯХ СТЕРЖНЕВЬОС СИСТЕМ 

При гармонических колебаниях системы 
каждый ее элемент (стержень) совершает коле
бания с той же частотой и неизвестными амп
литудами Zi перемещений и поворотов край
них сечений. Для составления уравнений ди
намического равновесия системы вначале изу
чают реакции стержня на гармонические пе
ремещения и повороты его крайних сечений с 
амплитудами, равными единице, и выводят 
специальные функции для вычисления его 
амплитудных жесткостей. 

Например, при колебании стержня в 
cjty4ae поворота левого сечения с частотой 0 
(рис. 8.13.7) при q = 0 методом начальных 
параметров аналогично формуле (8.13.22) при 
Уо~^'у У'о - ^ получены прогибы в виде 

Рис. 8.13.7. Схема определения специальных функций 
метода перемещений в задачах 

гармонических колебаний 

у(х) = 1к^(пх)^-^К^(пх) + 
п п EJ 

^^К^{пх\ 
nEJ 

(8.13.31) 

где n = }JQm/(EJ); К^{пх) - функции 
Крылова (8.13.23). 

Из граничных условий y(J)=0\ 
y\l) = О для определения Afo и Go получены 
два уравнения с двумя неизвестными. После 
расчета у{х); М{1) = EJy\l)- Q(l) = EJy\l) 
находят специальные функции \|/у (и) (где 
и=п1)у приведены в табл. 8.13.2. 

8.13.2. Е;цин11чные амплитудные реакции стержней для расчета на колебания 

Функция Схема и эпюра 
момента M 

M 

и 
V|/i(tt)= — 

IshusÏRU 

3 chu sin w - shw cos и 

M^4(") = 
и chu sin w + 

3 chusinu-
+shwcostt 

-shwcosw 

2 
\\fj(u) = и shu -f 

r 

Q2 =--T"'*^7(") 
r 

3EJ 
-WiW 

3 chwsinw 
-i-sinw 

-shucosu 
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продолжение табл. 3.13.2 

V|/2(M) 
и chu sin Ï/ -

4 1 -
-sh« cos и 

... , 
-chwcosM 

, ^ и shw - sin « 
М/з(м) = 

2 1 - chwcosw 
2 

shw sin и M/5(") = 
и 

V6 =• 

6 1-chwcosw 

i/ chu - cos M 

6 1 - chw cos и 

Ч_У//2 

6 i 7 
(2i = - 2 - v | / 5 ( « ) ; 

/^ 
л/1=-

Л/2 = 

4E/ 
/ 

2EJ 
1|/з(м) 

VgC") 

4/9(w) 

и 2chuX 
3 chM sin w -
xcosw 

> 
sin w cos и 
и chM + 

3 chu sin w -
+cosw 

> л ^ / 

3EJ 
3i7 

VH4(") 

-shwcosw 

У1о(«) = 
« chM sin w + 
12 1 -

+shw cos w 

I /^1 Ml ^ 

-chwcosw 

v|/ii(«) = 
w shw + sin w 

12 1 -chwcosw 

Ô 2 = — ^ M / i i ( « ) 

6Ы 
Ml =—Y-\\f^(u); 

r 
6EJ 

Щ =—2-м'б(") 

4 / i 2 ( " ) = -
1 + 

3 chMSinM 
+ch«cos« 

-shMcos« 

^f 

v>/tf 

3EJ 
3£Л 
г 

П р и м е ч а н и е : и = Щд m / (EJ). 
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8.13.3. ^Грузовые" амплитудные реакции стержней для расчета на колебания 

Функция Схема и эпюра реакции M 

c h — ces— 
M/l;,(«) = f .Л 

ch —sin—+sh —CCS— 
2 2 2 2 

и и 
sh—+sin — 

Y \fhstner. 
Ц 1/2 ; 1/2 ! 

0,5iV2p(«) 

и и и и 
ch—sin—+ sh —cos— 

8 • 

, и . и , w и 
ch —sin sh —ces-

/ Ч ^^ 2 2 . 

'\/ApiP) = 

" ch—sin—-bsh — c e s -
2 2 2 

— sin — 
2 2 

2/ и 
-2sh —sin — 

ir 0^qlW4p(u) 

СЕГШЗ-?.^*' 
и и и и 

" ch —sin— +sh —ces-

12 
W3z.(") 

П р и м е ч а н и е ;w = 0,5///; л = y 0 /w / ( ^ ) . 

Аналогично составляют [42] функции для 
амплитудных "грузовых" реакций в случае 
действия внеузловой нагрузки (табл. 8.13.3). 
Получают систему канонических уравнений с 
коэффициентами - функциями частоты 
Гу = Гу (и) = Гу (9) - элементами матрицы 

R = R(u) = R(e): 

Rz+Rp =0. (8.13.32) 

Решая эту систему, находят перемещения 
Zi - элементы вектора F . Затем, с помощью 
формул, приведенных в табл. 8.13.2. и 8.13.3, 
можно в каждом элементе определить внут
ренние силы. 

Система (8.13.32) имеет единственное 
решение, если 0 9̂  со ̂ . Для собственных коле
баний /?р = О и уравнения для амплитуд F : 

^п1^1+^п2^2-^-^^пп^п=^^ 

Или 
Лг=0, 

где Гу = Гу (и) = Гу (со) и = /̂ fco m / (EJ). 

Собственные частоты определяют из ха
рактеристического уравнения D e t ^ = 0 . 

Глава 8.14 

МЕТОД КОНЕЧНЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ 

В РАСЧЕТАХ СТЕРЖНЕВЫХ 
СИСТЕМ 

В прочностных расчетах стержневых сис
тем МКЭ применяют обычно в форме метода 
перемещений. Элементом системы является 
стержень. Для простоты изложения рассмотрен 
случай, когда система состоит из прямых 
стержней, соединенных в жестких узлах при 
узловой нагрузке (рис. 8.14.1). Выбрана единая 
для всей конструкции глобальная система ко
ординат. Нагрузка задана в каждом к-и узле 
вектором Pf^ шестого порядка (проекциями 
сил и моментов на оси глобальной системы): 

^к =[^kxy%y^kz^^kxy^/cyy^kz\ 
(8.14.1) 
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^-k-
4<hn 

/̂7f ̂
-sf 

â) 7 ^ 

Рис. 8Л4Л. Система прямых стержней 
с узловой нагрузкой в глобальной системе координат 

В качестве основных неизвестных в каж
дом узле приняты шесть перемещений 
(проекции на оси х, у, z перемещения и угла 
поворота узла): 

Общий вектор неизвестных включает все 
перемещения и повороты узлов 

-т 
Z = 

_т _т -т"| 

Для выполнения расчета по недеформи-
рованной схеме необходимо сформировать 
матрицу R жесткости системы по направлению 
перемещений Zk (или сил Pj^, как матрицу 
реакций для системы с наложенными в каж
дом узле шестью связями. Она вычисляется и 
формируется в памяти ЭВМ поэлементно: 
последовательно формируются матрицы жест
кости каждого стержня и из их блоков состав
ляется матрица жесткости системы. При этом 
учитываются деформахщи растяжения 
(сжатия), кручения, изгиба стержней, в общем 
случае - с учетом сдвигов поперечных сечений 
при изгибе. 

Для отдельного стержня вычисляются 
элементы его матрицы жесткости в локальной 
системе координат, связанной с направления
ми оси стержня 1̂  и главных центральных осей 
Г|,С поперечного сечения (рис. 8.14.2, а). 

Для перемещений и поворотов начально
го и конечного сечений стержня в локальной 
системе координат (рис. 8.14.2, б) введены 
обозначения со звездочкой. Например, для 
перемещений в начале стержня 

-* Г.н дН лН н н н"1 

Рис. 8.14.2. Локальная система координат 
и перемещений 

Матрица жесткости элемента, полученная 
в локальной системе координат, представлена 
в блочной форме 

^эл - (8.14.2) 

Каждый блок этой симметричной матри
цы является матрицей шестого порядка. Эле
менты вычисляются через заданные жесткости 
сечений. Например, в табл. 8.14.1 даны фор
мулы для определения элементов матрицы 

* 
/Cĵ ĵ . В них учтены сдвиги при изгибе с ис
пользованием безразмерных параметров а, 
зависящих от соотношения соответствующих 
изгибных и сдвиговых жесткостей в плоско-
сгях 4,Л и Ç,C: 

% = 1-h-пкш^ п-1 

P-GA 
» ^ъ 1+-

Пк^Ш^ п-1 

i^GA 

В выражения для а входят, как и в ин
тегралы Мора (8.10.9), коэффициенты к, зави
сящие от формы поперечного сечения. 

По аналогичным формулам вычисляются 
* • 

и элементы матриц К^^уК^^ [1]. Например, 
и реакция по направлению ф от единичного 

поворота ф = 1 рассчитывается по формуле 

(За - l )^Ti А • ̂ ^ случая плоской системы 

при допущении отсутствия сдвигов (при а=1) 
матрица жесткости стержня в подвижной сис
теме координат (8,12.29) рассмотрена в гл. 
8.12. 
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8.14.1. Элементы матрицы К^^ 

1 ЕА 
1 

0 

мы 
0 

0 

г 

Симметрично 

0 

0 

0 

GJd 
1 

0 

6EJ^ 

0 

0 

^К->) 

0 

0 

вы, 
2 ~ " | 

Г 
0 

0 

^11 \ \ 
_ 1 ( 3 « , . 1 ) 

где /j = cos(Cx); т^ = cos(^,y); 
п^ = cos(Ç,^); Ij = c o s ( ^ ) ) и т.д. 

Аналогично, ф - Gp. Для векторов 

двенадцатого порядка ^̂ л 
тональная матрица 

= Hf__. Квазидиа-

V = 

Рис. 8.14.3. Связь локальной и глобальной систем 
координат 

После получения блоков матрицы А^̂  
вычисляются соответствующие блоки матрицы 
жесткости стержня Д л̂ ^ глобальной системе 
координат с использованием формул преобра
зования матрицы квадратичной формы 
(8.10.27). Перемещения Л/ и повороты ф/ в 
глобальной системе координат (рис. 8Л4.3) 
связаны с А̂  и ф̂ . матрицей С направляющих 
косинусов. Например, 

С О О О 

О С О О 

О О С О 

О О О С 

(8.14.4) 

Согласно (8.10.27) R^^ =V^R^J^, отку
да каждый блок матрицы в глобальной систе
ме координат вьфажается через соответствую
щие блоки матрицы (8.14.2): 

^ н н -

А = СА; С = 

/ i AWi П 

m-, и. 
и щ «3 

(8.14.3) * н к -

о 

с 
о 

о к с о 
о с 

(8.14.5) 

С О 

о с и т.д., 



МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ В РАСЧЕТАХ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ 107 

О) о О О 
00 

О) 

rs 
Ф 

"s со Е5 
? ГЦ 1 

О 
Ф 

^^.н со 

со 
о 

ф 

? 

^ 

ГЦ 
Ф 

S3 
ЧО 

<N 

<N S 
»-н 

О 
Ф 

О Е5 
со 

<N 

ар 
"ё СО 1 

и 



108 Глава 8.14. МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ В РАСЧЕТАХ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ 

«S 

Сл 

t5 к, в О 
00 

ГЦ 

^ СП I 

Ф 

ГО 
? 

+ <? 

£3 
m 

•̂ ^ 1 

-^1 СП 1 

О 
00 

I 

со I r^ 
о 

H 
к.» 
со 

ф 

I * * 1 . KS ^ 
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где С - матрица, транспонированная к С. 
Из блоков (8.14.5) формируются, по мере 

обработки всех элементов, соответствующие 
блоки шестого порядка Rijç матрицы системы 

R = ^21 ^22 (8.14.6) 

Например, блок Кцу соответствующий 
узлу 1 системы (см. рис. 8.14.1), выражается 
через блоки матриц жесткостей трех примы
кающих элементов I, 

^11 - ^ к к "••^нн'^'^нн-
^12=^нж»»т.д. 

Из элементов матрицы 
система уравнений МКЭ 

II и III: 
Аналогично, 

R соста^вляется 

(8.14.7) 

ще Р = Pj ,^2 v > ^ « - вектор узловых 

нагрузок. 
Если нагрузка приложена к элементам, 

то вычисленные по стандартным формулам 
метода перемещения реакции Rp в локальной 
системе координат преобразуются в реакции в 
глобальной системе Rp = V Rp и получается 
вектор узловых сил Р = -Rp [2]. Решением 

• системы (8.14.7) являются элементы вектора z 
перемещения Ц- Практически в памяти ЭВМ 
вся матрица R не формируется. Ввиду ее сим
метрии и большого числа нулевых элементов 
вычисляются и запоминаются только элементы 
ненулевых блоков, находящихся на главной 
диагонали и выше (или ниже) ее [17]. 

Решение системы (8.14.7) производится 
по специальным программам, составленным 
для МКЭ и учитывающим специфику матриц 
жесткостей. Все вычисления обычно проводят
ся с двойной точностью (двойной мантиссой 
чисел), так как матрицы обширных систем 
МКЭ близки к особенным (вырожденным) 
[13, 46]. 

Через найденные перемещения и пово
роты узлов вычисляются для каждого стержня 
внутренние силы, перемещения крайних сече
ний в локальной системе А = СА; ф = Сер. 
Затем по формулам метода перемещений оп
ределяются внутренние силы. Например, при 
узловой нагрузке 

^—(4-4) 

При нагрузке, приложенной к стержням, 
к внутренним силам добавляются силы, полу
ченные в основной системе метода перемеще
ний. 

В решении по МКЭ задач устойчивости 
и расчета стержневых систем по деформиро
ванной схеме для вычисления жесткостей 
стержней с учетом продольно-поперечного 
изгиба часто используют приближенные фор
мулы [5], приведенные в табл. 8.14.2. Анало
гично в расчетах стержневых систем на гармо
нические колебания применяют приближен
ные выражения, приведенные в табл. 8.14.3. 

8.14.2. Приближенные зависимости и эпюры моментов для определения 
реакций сжатого стержня для расчета на устойчивость 

Схема, эпюра момента 

1, 

"'[JJJ^, I 
1* *\ 

1 Мх Мг 

6EJ N 
Г 10 

Q 

ПЫ 6N 
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Схема, эпюра момента 

%f ^ И 

Ml ^ 

\(1 -т^ 
Л (а 
"'Шт^\ 

1 

Ml 

4£А 2iV/ 

/ 15 

ЪЫ N 

ЗЕТ N1 
1 5 

Продолжение табл. 8.14.2 

Щ 

1EJ N1 
+ — 

/ 30 

0 

0 

Q 

6Ы N 

/^ 10 

3EJ 6N 

1 г г Хг 
3£J iV 

T'I' 

П р и м е ч а н и е : N = N/F,Tjï,eP- основной параметр нагрузки. 

Глава 8.15 

НЕЛИНЕЙНО ДЕФОРМИРУЕМЫЕ 
СТЕРЖНЕВЫЕ СИСТЕМЫ 

(ПЛАСТИЧНОСТЬ, ПОЛЗУЧЕСТЬ, 
СИСТЕМЫ ГИБКИХ СТЕРЖНЕЙ 

И НИТЕЙ) 
8.15.1. УПРУГОПЛАСГИЧЕСКАЯ СТАДИЯ 

При расчете стержневых систем в упру-
гопластической стадии деформирования мате
риала каждый стержень разбивают по длине на 
стержневые элементы, число которых зави
сит от требуемой точности, применяемого 
алгоритма расчета и возможностей ЭВМ. 

Решение нелинейной задачи проводится 
методом последовательных приближений с 
использованием одного из вариантов метода 
упругих решений (см. п. 8.7.3). Если выбрана 
форма метода дополнительных нагрузок, то 
итерационный процесс строится как последо
вательность расчетов линейно-упругой стерж
невой системы под действием заданных и до
полнительных ("фиктивных") нагрузок, обус
ловленных развитием пластических деформа
ций. Взаимосвязь вектора узловых перемеще

ний Z и вектора реакций в связях, наложен
ных на концах стержневых элементов, в ло
кальной системе координат выражается урав
нением 

те R ' матрица жесткости упругого стержне
вого элемента с модулем упругости Е; Я'^ -
вектор дополнительных реакций в связях, выз
ванных пластическими деформахщями. 

Порядок формирования вектора R^ 
можно проследить на примере элемента плос
кой стержневой системы. На рис. 8.15.1 пока
зан стержень с местной системой координат и 
положительным направлением реакций в свя
зях. Компоненты вектора Ri определяются 
следующим образом: 

3 
i?;, = ûi - 2^2; i?> = -^ъ'у ^ > = - H i +^2)^ 

3 
R\, = 2 ^ 1 - ^ 2 ; Л^, = ^з ; i? ; , = - ( û i -Û2) . 

Здесь 
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о 

^ о 

N^{^)=E\<s^{z)dA; 
А 

а = EIS - ©(е)]; 

А - площадь поперечного сечения стержня. 

Рис. 8.15.1. Местная система координат 
и положительное направление реакций в связях 

Приведение вектора R^ к общей системе 
координату осуществляется точно так же, как 
вектора Z'. Вектор Z узловых перемещений 
в общей системе координат для заданной 
стержневой системы определяется из нелиней
ных уравнений 

BZ = Р -R,, (8.15.1) 

где В - матрица жесткости линейно-упругой 
стержневой системы: Р - вектор внешних 
узловых нагрузок; Д^ - вектор дополнитель
ных узловых нагрузок, зависящий от вектора 
Z 

Вначале рассматривается линейно-
упругая стержневая система ( Д^ = 01 и для 

нее находится вектор Z , а также внутрен
ние усилия в элементах системы, после чего 
для нескольких сечений по длине стержневого 
элемента вычисляются осевая деформация и 
1фивизна (см. п. 8.7.3). В пределах поперечно
го сечения находятся функция œfe), дополни
тельные изгибающие моменты Af^, нормаль
ные силы N^ у величины ai, «2, а^ и реакции 

Щ^ . В результате формируется новая систе
ма уравнений 

Для произвольной итерации это равен
ство обобщается следующим образом: 

Усилия, возникающие по концам стерж
ня. 

4£Л 6EJ , 2EI 

1 
6ЕГ 

Г 
Z4-

Z'^-a^+la^; 

^ . - ^ z i —Y-Z3 + Z4 + 

4^ 

N = 
r 
EA . EA ^, 

/ / 
Итерационный процесс может быть по

строен с использованием метода переменных 
параметров упругости [30]. В этом случае каж
дый стержень системы рассматривается как 
неоднородно-упругий, модуль упругости кото
рого изменяется по длине и высоте попереч
ного сечения. Значения модуля уточняются в 
процессе последовательных приближений. 
Вектор Z в л-й итерации находится из систе
мы уравнений 

B\Z (пЛ)\^{п) ^ (8.15.2) 

(0) Причем начальное приближение Z 
соответствует решению линейно-упругой зада 
чи. 

Принципиальное отличие решений урав
нений (8.15.1) и (8.15.2) заключается в том. 
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что в первом случае матрица В коэффицентов 
не меняется в процессе последовательных 
приближений, а во втором сттучае на каждой 
итерации формируется новая матрица жестко
сти В(2). Если решение системы уравнений 
выражено через обратную матрицу В , то в 
системе (8.15.1) достаточно обратить ее только 
один раз, в то время как в системе (8.15.2) 
матрица В (2) должна обращаться на каждой 
итерации. Хотя метод переменных параметров 
упругости, как правило, требует выполнения 
меньшего числа приближений для получения 
решения с требуемой точностью, он может 
оказаться менее эффективным по q)aвнeнию с 
методом дополнительных нагрузок в связи с 
дополнительными затратами времени на об
ращение матршщ В (2). 

вЛ5.2. ПОЛЗУЧЕСТЬ 

Расчет стержневой системы в условиях устано
вившейся ползучести, описываемой соотноше
нием é = /(<^) у проводится итерационным 
методом, который строится точно так же, как 
метод упругих решений при расчете системы в 
упругопластической стадии при замене дефор-
ма1щй и узловых перемещений их скоростями 
(см. пп. 8.8.2, 8.15.1). В случае неустановив
шейся ползучести, для которой справедлива 
зависимость 

i=à/E + f{<y\ (8.15.3) 

расчет стержневой системы выполняется шаго
вым методом. Шаговый метод реализуется 
совместно с методом упругих решений ъ фор
ме дополнительных нагрузок (см. пп. 8.8.2, 
8.7.3, 8.15.1): 

BAZ(/^^I)=AP(/,^I)-A]^, 

гае в - матрица жесткости упругой системы; 

Д Л , = 0 1 - 2 0 2 , - , 

О 

Аналогично, но уже по отношению к 
полным перемещениям Z( / ) , деформациям 
8(/) и напряжениям а(/) , для повышения 
точности можно вьшолнить расчет в условиях 

неустановившейся ползучести, если уравнение 
(8.15.3) представить в интегральной форме 

е( / )=-^ + }/[а(т)]Л. 
Е 

Тоща 

Здесь 

2 ' 

^ О 

/+I 
Mf{tuxЛ)=EY^^tc\f[a{t,)]^dA•, 

с - коэффициент квадратурной формулы. 
При линейной ползучести 

а (0 = E&{t) - JT(t - х)а(т)Л. 
О 

Разрешающая система уравнений относи
тельно узловых йеремещений 

BZ(t) - JB,(/ - х) Z(x) ch = Р(О, (8.15.4) 

ще В , ( / - х ) - матрица жесткости стержневой 
системы, обусловленная вязкими свойствами 
материала. 

Матрица В^ (/ - х) формируется точно 
так же, как матрица В с заменой модуля упру
гости на ядро релаксахщи Г(/ - х). 

Система линейных уравнений (8.15.4) 
решается путем сведения к системе рекуррент
ных алгебраических уравнений с заменой ин
тегралов суммами в соответствии с одной из 
квадратурных формул или с методом Крьшова-
Боголюбова [20]. Усилия в стержнях опреде
ляются исходя из решений для упругих систем 
с использованием принципа Вольтерры. 

8.15.3. ОСОБЕННОСТИ РАСЧЕТА 
ПРИ КОНЕЧНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЯХ 

Простейший элемент в виде простран
ственного, шарнирно присоединенного к уз
лам стержня используется для расчета различ
ных конструкций, получающих большие пере
мещения под нагрузкой [2]. За неизвестные 
принимаются декартовы координаты узлов 
стержневой системы. В этом случае для реали
зации итерационного решения по Ньютону 
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необходимо определить концевые реакции в 
стержне и касательную матрицу жесткости. 
Пусть /р - длина заготовки стержня; 

длина стержня в растянутом состоянии; х^, Уц, 
ZH ^ ^f Уку ZK ' декартовы координаты на
чальной и конечной точек стержня. Если 
предположить, что стержень при растяжении 
подчиняются закону Гука, то растягивающее 
усилие в нем 

N = EA{1-IQ)/IQ, (8.15.5) 

Шесть составляющих усилий, действую
щих по концам стержня, получаются как про
екции продольной силы N на координатные 
оси: 

R^ = -N COS а; Лу„ = -iNT ces р; 

Ящ =-Ncosyi; 

R^ =NcosoL;Ry^ =NcosP;R^ =Ncosy, 
(8.15.6) 

где cosa = (x^ -x^)/l; cosp = (>̂ ^ ->'н)А» 

coSY = ( z ^ - Z „ ) / / . 
Касательная матрица жесткости стержня 

[г ] , ^ получится дифференцированием кон
цевых реакций по координатам: 

И = а -а 

-а а 
Здесь 

г 1 ^ 

/ 2 2 
COS р - COS Y 

COS а cosp 

c e s а COS у 

COS а c o s p 

/ 2 2 
COS a - C O S Y 

cosp COS Y 

COS a COS Y 

cospCOSY 

/ 2 2o 
•COS a - C O S p 

A 0 

(8.15.7) 

^) 

21 \ 1 1 

b) 2 e-'Ai/to 

Рис. 8.15.2. К расчету пространственной 
ннтевой системы с шарнирными узлами: 

а ' равновесное положение системы при смещении 
опорных точек дцоль одной из сторон; 

б - принятая диаграмма растяжения 

Приведенных зависимостей достаточно 
для построения итерационного процесса по 
Ньютону, позволяющего отыскать равновесное 
положение системы. Следует отметить, что 
геометрически нелинейная стержневая система 
обладает, как правило, множеством равновес
ных форм, соответствующих одному уровню 

нагрузки. Эти формы могут быть как устойчи
вые, так и неустойчивые. 

Возможно рассмотрение более сложной 
зависимости между растягивающим усилием и 
удлинением стержня, принятой вместо закона 
Гука. Простейшим вариантом такой зависимо
сти является нелинейная упругость 
N = / { А / / /Q) • Для равновесной формы 
стержневой сетки, которую она получает при 
смещении опорных точек одной из сторон, на 
рис. 8.15.2 показан принятый в расчете вид 
зависимости N = / ( А / / /Q) • 

Алгоритм исследования больших пере
мещений плоской стержневой системы с изги
баемыми элементами [51] является естествен
ным развитием метода перемещений, реализу
емого на ЭВМ, или МКЭ. Кроме действитель
ных узлов системы необходимо ввести фик
тивные узлы вдоль стержней. Число дополни
тельных узлов зависит от требуемой точности 
решения и возможностей ЭВМ. За неизвест
ные принимаются углы поворота и поступа
тельные смещения узлов. Узловые реакции по 
концам стержневого элемента 

Л^н=(2Р„+Рк)2^Ао; 
Л^=-£4(/-/о)//о; 

Ллн=(Рк-Р„)б^/(У); 
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Рис. 8.15.3. Схемж ржсчетж изгабжемого стержня 
ш условшк больших перемещений 

Л^=^( / - /о) / /о; 

где Р „ = Ф „ - ( а - а о ) , Р ^ = Ф к - ( « - а о ) " 
углы, определяющие изгиб стержня (рис. 
8.15.3); fa -OCQ) - угол поворота местной оси 
4 относительно начального положения. 

Касательная матрица жесткости в мест

ных осях \^ \ 

риц: 

получается как сумма двух мат-

Причем - матрица, практически 

совпадающая с обычной матрицей жесткости 
для изгибаемого стержня. Матрица г 

L JHH 
определяется тем, что при малых поворотах 
оси Ç концевые реакции, существующие в 
стержне, изменяют свое направление. Она 
имеет вид 

И -
причем 

W--
О о 

о о 
о Q 

b 

о 
Q 
N 

Рис. 8.15.4. Ржвновесные формы упругой арки 
при больших перемещениях 

где iV̂  и Q - соответственно продольная и по
перечная сила в стержне. 

Переход от местных осей к общим для 
концевых усилий и касательной матрицы жес
ткости осуществляется по обычным в МКЭ 
формулам, но направляющие косинусы угла а 
должны вычисляться через координаты концов 
стержня в текущий момент решения. 

На рис. 8.15.4 показаны большие проги
бы арки при действии сосредоточенной силы, 
которые определялись изложенным методом. 
Следует отметить метод "стрельбы" для по
добных задач [52], который позволяет суще
ственно уменьшить число неизвестных, ис
ключив промежуточные узлы по длине стерж
ня. 

8.15.4. ГИБКИЕ НИТИ 

При проектировании вантовых систем 
наибольший интерес представляют такие мето
ды, которые позволяют учесть изменяющуюся 
под нагрузкой геометрию системы, упругую 
растяжимость нитей, зависимость ветровой 
нагрузки от ориентации нити в данной точке, 
температурное воздействие. Решения необхо
димо выполнять для пространственных систем 
с большим числом узлов и произвольной то
пологией [19, 51]. 

V -х 

I— •• и 
Рис. 8.15.5. Простржнственная система 

из гибких нитей, содержащая нити заданной длины 
заготовки и нить заданного натяжения (нить А - В) 
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За неизвестные принимают декартовы 
координаты узлов системы (точки на рис. 
8.15.5). Выбирают некоторое начальное при
ближение для координат ZQ неза]фепленных 
узлов и применяют метод Ньютона для после
довательного уточнения этих координат. Ос
новная, наиболее сложная задача, которую 
приходится решать многократно для каждого 
нитевого элемента, заключается в определении 
концевых усилий, соответствующих положе
нию концов нити. 

Для решения этой задачи могут быть ис
пользованы различные численные алгоритмы. 
Так, ветровую нагрузку принимают постоян
ной, а нить - лежащей в одной плоскости и 
занимающей положение, определяемое урав
нением цепной линии [51]. Параметры цепной 
линии Н9Х0ДЯТ по спехщальному итерацион
ному методу. Другой способ расчета нитевого 
элемента основан на методе "стрельбы" [19]. 

Для построения касательной матрицы 
жесткости применяют численный подход, ко
торый заключается в том, что концевые точки 
пита получают последовательно малые смеще
ния вдоль координатных осей, для которых 
вычисляются концевые реакции. Приращения 
концевых реакций после деления на прираще
ния соответствующих концевых смещений 
дают численные значения элементов касатель
ной матрицы жесткости. Следует отметить, что 
при наличии не{сонсервативной ветровой на
грузки касательная матрица жесткости не яв
ляется симметричной. 

о (Щ5 0,65 13 д^Па 

Рис. 8.15.6. Простржнственшш нитевжя система 
с траметржмн, соответствующими 

реальному сооружению: 
а - равновесная форма системы; б - расчетная 

нелинейная заБисимость растягивающего усилия в 
нити CD от интенсивности ветровой нагрузки 

В ряде вантовых конструкций содержатся 
нитевые элементы с нитями постоянного тя-
жения (нить АВу рис. 8.15.5). В этих системах 
имеет место множественность форм равнове
сия. Известны методики получения касатель

ной матрицы жесткости в таком элементе [18, 
19]. 

На рис. 8.15.6 показаны нитевая система 
с параметрами, соответствующими реальному 
сооружению, и изменение растягивающего 
усилия Ne в нити CD в зависимости от ин
тенсивности q ветровой нагрузки [19]. 
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Р а з д е л 9 

ПЛАСТИНЫ И ОБОЛОЧКИ 
Глава 9.1 

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
9.1.1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ГИПОТЕЗЫ 

Оболочкой принято называть тело, огра
ниченное двумя произвольньпли лицевыми 
криволинейными поверхностями, расстояние 
между которыми мало по сравнению с други
ми размерами, 

В качестве координатной поверхности в 
теории оболочек обычно принимают средин
ную поверхность, равноотстоящую от лицевых 
поверхностей. К срединной поверхности при
водятся все внутренние силы в оболочке, а 
также внешние распределенные и сосредото
ченные силы. Перемещения и деформации 
оболочки ввиду принятых кинематических 
гипотез полностью определяются поведением 
срединной поверхности. Таким образом, зада
ча расчета трехмерного тела сводится к дву
мерной. 

Для оболочек несимметричной структуры 
по толщине в качестве координатной поверх
ности рассматривают, как правило, не средин
ную, а некоторую другую поверхность,. поло
жение которой оп15еделяется дополнительны
ми условиями. Толщина оболочки может быть 
как постоянной, так и переменянной. Гранич
ный контур определяет область, внутри кото
рой находят напряжения и перемещения точек 
срединной поверхности оболочки. 

Пластина является частным случаем обо
лочки, ее срединная поверхность - плоскость. 

Оболочки различают в зависимости от 
отнощения толщины к радиусу кривизны h/R. 
Наиболее известной и получившей широкое 
распространение в практических расчетах яв
ляется модель тонкой оболочки. Рассматрива
ют также оболочки средней толщины и весьма 
тонкие оболочки (мягкие). Каждому виду обо
лочки соответствуют свои гипотезы расчета. 
Такое разделение оболочек не является вполне 
определенным и границы его недостаточно 
четкие. 

Приближенно считается, что когда 
h/R«l, то оболочку можно считать тонкой 
[26]. Теория тонких оболочек основана на 
гипотезах Кирхгофа-Лява, которые формули
руются следующим" образом: 

1) прямолинейные волокна оболочки, 
перпендикулярные к ее срединной поверхнос
ти до деформации, остаются такими же 
(прямолинейными и перпендикулярными) к 
изогнутой срединной поверхности после де
формации; 

2) длина волокон, перпендикулярных к 
срединной поверхности, не меняется при де
формации; 

3) нормальные напряжения на площад
ках, параллельных срединной поверхности, 
пренебрежимо малы по сравнению с другими 
напряжениями. 

В соответствии с первой гипотезой углы 
поперечного сдвига равны нулю, а касательные 
напряжения, перпендикулярные к срединной 
поверхности, рассматриваются как чисто ста
тические факторы. Они определяются из урав
нений равновесия, а их связь с составляющи
ми деформаций не учитывается. 

Теории оболочек средней толщины и 
мягких оболочек построены на основе гипотез, 
рассмотренных в гл. 9.14 и 9.9. 

9.1.2. ГЕОМЕТРИЯ ОБОЛОЧЕК 

Форма срединной поверхности, толщина 
и граничный контур полностью определяют 
геометрию оболочки. В прямоугольной систе
ме координат уравнение срединной поверхно
сти 

F(x, у, z)=Q.' 
(9.1.1) 

Разрешение этого уравнения относитель
но одной из координат дает явную зависи
мость 

z=Âx, у). 
(9.1.2) 

Удобным способом задания поверхности 
является представление 

х=х(а, р); 

У=У(^^ Р); 
Z=5(a, Р). 

(9.1.3) 
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Независимые параметры а и Р, опреде
ляющие параметрические линии на поверхно
сти (рис. 9.1.1), получаются, если в (9.1.3) 
положить a=const или p=const. Каждой 
паре значений а и р отвечает точка на повер
хности. Линии a=const и p=const образуют 
на поверхности криволинейную координатную 
сеть. В теории оболочек в координатах а, Р 
обычно записывают уравнения равновесия и 
геометрические соотношения. 

Рис. 9.1.1. Координатные линии на поверхности, 
положительные направления перемещений, 

поверхностных сил и единичных векторов е^ в2, е„. 

в' 8у 

Если в некоторой точке поверхности 
провести нормальные сечения, то кривизна 
каждой линии в соответствующих сечениях 
может быть найдена из соотношения (9.1.3) с 
помощью коэффициентов Л, В^ ABCÙ, а так
же коэффициентов второй квадратичной фор
мы Z, М. N: 

1 

R 

Здесь 

A^da- +2ABcùdad^+B^d^^ 

АВУ1\ 

(9.1.7) 

г\ 
. 2 са 
дх 
да 
дх 

г'у 
да 
ду 
да 
ду 

д Z 
да 
dz 
да 
dz 

dp ар ар 

Квадрат 1шины дуги ds на поверхности 
определяет первую квадратичную форму: 

ds^ = A^da^ +2AB(ùdadf> + B^dÇ>^. (9.1.4) 

Коэффициенты А и В называют пара
метрами Ляме: 

да да 

да ар да ôp да 5р 
(9.1.5) 

В' ' сх * 

и^р. 
где 0) - косинус угла между касательными к 
линияхм а и Р на поверхности; для сетки орто
гональных линий со=0. 

Параметры Ляме связаны с коэффициен
тами первой квадратичной формы соотноше-
нияхми: А = Е; В = G; ABCÙ = F. Если 
уравнение поверхности имеет вид (9.1.2), то 
коэффициенты 

^2 = 1 + 1^-^'' 

(9.1.6) 

^СХ 

AB(ù = - ^ - ^ ; 
дх ду 

M = 
AB >/г:. 

д\ 
ааар 
дх 

да 
дх 

N 
АВ >г. 

д\ 
ар^ 
дх 

да 
дх 

дад?, 

аа 
ду 

ôp ар 

ар^ 
ду^ 

да 
ду 

д\ 
ааар 

а? 
аа 
dz 

ар 

ар^ 
аг 
аа 
dz 

ар ар ар 

(9.1.8) 
Для уравнения поверхности в виде (9.1.2) 

коэффициенты второй квадратичной формы: 

с f 

L = 
^ 2 
СХ 

1 + 
\дх) 

df_ 

ду 
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M = дхду 

1 + 
f Л2 

(9.1.9) 

Для сетки ортогональных параметричес
ких линий на поверхности, когда кривизны 
экстремальны, из соотношений (9.1.10) следу
ет, что 

1 N 

В 2 ' (9.1.13) 

N • 

1 + ^1 
дх. Ну] 

Формула (9.1.7) выражает кривизну нор
мального сечения точки на поверхности. Для 
одной и той же точки значения А ^В ,А^5СО, 
Z, Л/, 7V при задании поверхности (9.1.3) оп
ределяются соотношениями (9.1.5), (9.1.8) и 
не зависят от направления нормального сече
ния. При повороте сечения вокруг нормали к 
поверхности получаются разные значения кри
визны. Максимальные и минимальные значе
ния называют главными кривизнами. В этом 
случае их параметрические линии - линии 
кривизны. Касательные к линиям кривизны 
пересекаются под прямым углом. 

1 
Главные кривизны поверхности — и 

1 
Кривизна — произвольного нормально-

R 
го сечения выражается через главные кривиз-

1 1 
ны — и и угол ф между касательной 

R, R, 
ЭТОГО нормального сечения и первым главным 
направлением 

1 1 2 1 . 2 
— = COS ф + Sin ф. 
R R, Л, 

(9.1.14) 

При совпадении координатных линий а 
и Р с линиями кривизны поверхности все 
уравнения теории оболочек принимают наи
более простой вид. 

Коэффициенты А, В и главные кривизны 
поверхности связаны между собой тожде
ственными соотношениями Кодацци-Гаусса: 

M 
1 

определяются из соотношении 

LN-M' 

R,R2 A'B'4I-^ 

1 1 
— + — 
^1 R, 

A^N -2AB(ùM +B^L 

(9.1.10) 

д 

да 

Ô 

ар 

д 
да 

В 

(}_дВ) 

\А да 

1 дв 

R^ да 

1 дА 

R^ ар ' 

ар 
1 дА 

В д^) 

(9.1.Ï5) 

АВ 

R^Rj 

'вЧ 1-со' 
Произведение главных кривизн в точке 

поверхности называют гауссовой кривизной 

Все приведенные выше зависимости 
справедливы для поверхностей общего вида. 
Дтя частных случаев, например, для поверхно
сти вращения, плоскости они принимают бо
лее простую форму. 

К = 
Щ^2 

(9.1.11) 

Различают поверхности положительной 
(Â>0), нулевой (.^=0) и отрицательной гауссо
вой кривизны (К<0). 

Полусумма главных кривизн в точке по
верхности - средняя кривизна 

Я = - -
1 1 1 

4-

vA 
(9.1.12) 

^2J 

Глава 9.2 

ТЕОРИЯ ПЛАСТИН 

Пластиной называют плоское тело, име
ющее форму призмы или цилиндра, толщина 
которого мала по сравнению с размерами ос
нования. В зависимости от отношения макси
мальной толщины h к наименьшему размеру 
пластины в плане d{\\f=h/d) различают тонкие 
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пластины (v(/<l/20), пластины средней тол
щины (1/20<\|/<1/5) и толстые пластины 
(н/>1/5). 

Теория расчета тонких пластин основана 
на использовании гипотез Кирхгофа. При 
расчете пластин средней толщины часто воз
никает необходимость в учете деформаций 
поперечного или межслойного сдвига. Толстые 
пластины (плиты) рассчитывают по уравнени
ям трехмерной теории упругости. 

В зависимости от влияния сил, действу
ющих в срединной плоскости пластины, на 
прогиб различают пластины гибкие: большого 
и небольшого прогибов; жесткие; абсолютно 
гибкие (мембраны). 

Ниже рассмотрены уравнения гибких 
пластин большого прогиба (уравнения Карма
на), из крторых, в частности, получены соот
ношения для других видов пластин. При вы
воде уравнений принято, что справедливы 
гипотезы Кирхгофа, а составляющие тензора 
деформагщй учитывают величины, пропорци
ональные квадратам производных от нормаль
ных перемещений. В уравнениях равновесия, 
составленных для деформированного состоя
ния, учтены наиболее существенные члены, 
содержащие силы в срединной плоскости на 
вторые производные от перемещений по нор
мали. 

9.2.1. УРАВНЕНИЯ ТЕОРИИ 
ИЗОТРОПНЫХ И ОРТОТРОПНЫХ 

ПЛАСТИН КАРМАНА 

Приведенные ниже зависимости соответ
ствуют допущениям, рассмотренным выше. 

Перемещения пластины. Перемещения 
и(х, у), v(x, у), w(x, у) точки срединной 
плоскости и перемещения w (̂x, у), v^(x, у), 
w^(x, у) точки, отстоящей от срединной плос
кости на расстоянии Z, связаны зависимостями 

и^ =u-z 
dw 

дх' ду 
(9.2.1) 

Деформации пластины. Относительные 
удлинения и угол сдвига в срединной плоско
сти 

ди 1 
8 i = — + -

дх 2 

dw 

<дх) 
; £ 2 = — 

ду 

ди dv dw dw 
Yl2=r = — + — + • 

ду дх дх ду 

Деформац ИИ в 

1 
+ — 

2 

dw 
2 

(9.2.2) 
Произвольной т очке плас-

-и 

тг 

^2 d W 

- л/ 1 

^2z ~ ^2 

d w 

d w 

dy 

dxdy 
(9.2.3) 

Условие совместности деформаций сре
динной поверхности. Исключением с помощью 
первых двух уравнений (9.2.2) перемещения и 
и V из третьего уравнения получается условие 
совместности деформаций срединной поверх
ности 

d гл de-) 
— ^ + т-

.2 
о у 

dy dx dxdy 

d w d w 
2 2 dx dy 

d w 

dxdy] 

(9.2.4) 
Силы и моменты. Погонные силы и мо

менты в сечении гшастины x=const 
+h/2 +h/2 

-h/2 -h/2 

+Л/2 4-Л/2 

Qi= \ ^ u * ' ^ 1 = 1^1^*' 
-h/2 -h/2 

+A/2 

-h/2 

(9.2.5) 

в сечении >^=const 
+Л/2 +Л/2 

Г2 = J ^2^^; s = $2= J "^21^^' 
-h/2 

+Л/2 

-h/2 

^h/2 

Ô2 = f ^ 2 г * ' ^2 = J ^ 2 ^ * ' 
-h/2 -h/2 

+h/2 

H = H2 = \z21Zdz, 
-h/2 

(9.2.6) 
где T^, T2 и S - нормальные и касательные 
силы в срединной плоскости; Gj, 62 - попе
речные силы; Ml и М2 - изгибающие момен
ты, действующие в сечениях соответственно 
AF=const и >^const; H - крутящий момент. 
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Рис. 9.2.1. Силы и моменты в пластине 

Касательные силы S и крутящие момен
ты ^ в сечениях x=K:onst и >^=4:onst опреде
ляются одинаковыми формулами вследствие 
закона парности касательных напряжений 
Ti2~'C21- Вс^ силы и моменты приведены к 
срединной плоскости. Их положительные на
правления показаны на рис. 9.2.1. 

Уравнения равновесия. Уравнения равно
весия элемента пластины, нагруженного попе
речной нагрузкой интенсивностью /?(х, у), с 
учетом составляющих на нормаль к срединной 
плоскости деформированного элемента имеют 
вид 

дт. es ^ 
— ^ - ь — = 0; 
дх ду 

dS дТ. 

дх ду 

дх ду 

дМ, 

д W 

дх 

Qx = 
дх 

-Р-Т, 

+—; G2 
ду 

= 0; 

=2 ,2 . Э W „ д W T2-J-2S 
ду^ дхду 

дн дМ. 
— + — -
дх ду 

(9.2J) 
Первые два уравнения системы (9.2,7) 

совпадают с уравнениями равновесия плоской 
задачи теории упругости, и если ввести функ
цию напряжений Д х , у), то они тождественно 
удовлетворяются. 

T,=h. 
d^F 

ду 
Т^ =h-

дх' 
s = -h-

d'F 

дхду 

(9.2.8) 

Исключение из оставшихся трех после
дних уравнений (9.2.7) перерезывающих сил и 
использование зависимостей (9.2.8) приводит 
систему (9.2.7) к виду 

д'м д'н д'м 
дх дхду ду 

= -p-h\ 
/^2 2 2 2 
д F д W д F д w 

4--, - 2 - 2 • 2 - 2 \^ду дх дх ду 

2 2 Л 
д F д W \ 

I 

дхду дхду \ 
(9.2.9) 

Таким образом, поведение тонкой плас
тины описывается нелинейными уравнениями 
(9.2,9) равновесия и (9.2.4) совместности де
формаций. 

Основные зависимости для изотропной 
пластины. В случае изотропного материала 
согласно закону Гука при сг̂  = О 

Е Е 
^ 1 = 2"(^1+М£2); ^ 2 = 2'(e2+M£l)' 

\-\х \-\i 
Е 1-ц 

42 
1-Ц 

•Yl2-

(9.2.10) 
С учетом (9.2.3), (9.2.5), (9.2.6) для сре

динной плоскости ^1 = — ; ^2 = — ; 
h h 

Ti2 = — . Соотношения (9.2.10) и (9.2.8) по-
h 

зволяют выразить Sp 82, 7̂ 2 через функцию 
напряжения F. 

Тогда линейно изменяющиеся по толщи
не изгибные напряжения 

^1 

^2 

Ez ' d ^ w d^w 
1-ц^ 

Ez 

дх' 
• + ц-

ду^ 

42 =-

1 - ц 

Ez 

d'^w д w 
-нц-

1-ц^ 

^ду"- дх"-

( 1 - ц ) -

; (9.2.11) 

d^w 
дхду 

Касательные напряжения îi^ и Т2̂  вслед
ствие гипотезы прямых нормалей (YU~Y2Z~^) 
по закону Гука определены быть не могут. Их 
находят из условий равновесия: 

'2z 

19L 

2 h 

2 h 

г2\ 
1-4-

1-4- (9.2.12) 

Моменты и поперечные силы, если 
учесть зависимости (9.2.5) - (9.2.7) и (9.2.11), 
выражаются через прогиб w: 

M, 
д w 

+ ц 
д2 ^ д w 

ду ) 
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М^ 
^л2 

д W 

ду 
- + ц-

->2 с W 

дх' 

H = Н^= Н2= -D{\-\x)-
д W 

дхду 
(9.2.13) 

д д 
Ql = -D — Aw; Q2 = - ^ — ^ ^ ' 

сх ду 
Л 

2 ' 2 ' Эх ду 

где Z) = 
J^A^ 

(9.2.14) 

цилиндрическая жест-
12(1 -ц^) 

кость пластины. 
Подставляя Sj, S2, "/12» выраженные че

рез функцию i% в левую часть уравнения 
(9.2.4), а (9.2.3) - в (9.2.9), получают в оконча
тельном виде разрешающую систему диффе
ренциальных уравнений теории пластин Кар
мана: 

AAF = Е 
д W 

дхду 

DAAW = p + h 

д W д W 

:. 2 :. 2 
дх ду 

(2 2 
д F д W 
- 2 -, 2 су дх 

(9.2.15) 

2 2 2 2 ^ 
д F д W д F д w 

2 " — 2 " ^ , 
дх ду дхду дхду J 

д ^ д д 
где АА = — - + 2 — г — ^ + — - - бигармо-л 4 ^ 2 ^ 2 ^ 4 дх дх ду ду 
нический оператор. 

Изгибные напряжения определяют по 
формулам (9.2.11), которые с у-четом (9.2.13) 
принимают вид 

а, =• 

1-^^12^^21 
- ( 8 1 + ^ 2 1 ^ 2 ) ; 

(^2+^12^1); (9.2.17) 
1-^12^^21 

Î12 =<^12Yl2-

Моменты и поперечные силы: 

M,^-D, 
д w ;̂ 2 "̂  д w 

M 2 = -D2 

дх 

д w 

2 +^'21 , 2 
ду') 

д w 
— Т + И12—2" 
ду дх 

M = / / 1 ~ Il 2 — ~-^^\2 

Qi = 
дх 

д w 

^2 д W 

дхду 

Л д w 

(9.2.18) 

^ 1 - Т ^ ^ З - - 7 

где 

02= 

£j/ i ' 

ôx 

,2 

ду ) 

;.2 "l д w 
^2-т + ̂ з-т 

ду дх 
(9.2.19) 

£2* 
1 = ; ^2 = 

12(1-Ц12Й21) 12(1-^12^21) 

i ) l2=-^^—; 2)з=А^^21+А2=^2^^12+А2-

(9.2.20) 
Система основных дифференциальных 

уравнений изгиба тонкой ортотропнои плас
тины: 

12^ 
ai = ,3 z; 02 им. -z; Т12 

12Я 
,3 •z . 

h" 
(9.2.16) 

Изгибные напряжения имеют наиболь
шие значения при ^ = ±/i / 2. 

Основные зависимости для ортотропнои 
пластины. В случае ортотропного линейно-
упругого материала при а , = О 

дх 

= Е, 

f 

^ - 2 ^ 1 2 
'12 

д w 

дхду 

aV Е. aV 
+ —* дх ду Е2 ду 

д w д w 

дх ду 

4 4 4 
^ д W ^^ д w ^ д w 

дх дх ду ду 
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p+h\ 
д F д W д F д W ^ д F д w 

+ — г - — ^ - 2 
ду дх дх ду дхду дхду j 

(9.2.21) 
Учет начального прогиба. Приведенные 

выше зависимости справедливы для идеально 
плоских пластин в недеформированном состо
янии. Реальные пластины могут иметь началь
ное искривление. Такие пластины относятся к 
пластинам с начальным прогибом >VQ(X,>'). 
Прогиб WQ(x,y) - расстояние от искривлен
ной срединной плоскости пластины до плос
кости хОу. 

Если прогиб WQ{x,y) удовлетворяет ус
ловию 

^ ^ ( I V + W Q ) ^ ^ ( W + H ' Q ) Ô^WQ Ô^WQ] 

дх ду' дх ду 

дх дх ду 

4 4 
д W ^ д W 

ду 

d^F д ( W + W Q ) d^Fd ( W + W Q ) 

-2 

/7 4-Л 

дхду дхду 

ду дх^ 

2 „ л2, 

дх ду' 

дх ) 
« 1 , 

dwn 

ду ) 
« 1 , 

(dWQ dWQ 

у дх ду 

(9.2.23) 

« 1 , 

ТО его считают малым и пластину рассчитыва
ют по теории пластин. При существенном 
начальном прогибе пластину следует рассмат
ривать как оболочку и для ее расчета приме-
няггь теорию оболочек. При учете начального 
прогиба часть приведенных выше формул из
меняется. 

Компоненты деформации срединной по
верхности: 

ди 
дх 

dv 

ду 

1 
+ — 

2 

1 
+ — 

2 

д{у^-^У^о) 

дх 

д{^-^^о) 
ду 

(дщ 
дх 

д^О 

{ ду ) 

Круглые пластины. Для расчета круглых 
пластин целесообразно использовать цилинд
рическую систему координат. Переход к ней 
от декартовой системы координат осуществля
ется по формулам 

X = г cosP; у = г sinP; z = Z, 
которые при отождествлении направления 
радиуса-вектора с осью Ох, а перпендикуляр
ного к нему направления в срединной плоско
сти - с осью Оу образуют приведенные выше 
зависимости. Радиальное ŵ , окружное v^ и 
нормальное w^ к среднему слою произвольной 
точки пластины перемещения 

dw 

дг 
v^ = v - -

Z dw 

г ар 
vv̂  w. 

Относительные удлинения и угол сдвига: 
в срединной плоскости 

Ум 
ди д\ ^ ( W + W Q ) ^ ( W + W Q ) 

ду дх дх 

дх ду 

Основные уравнения: 

ду 

(9.2.22) 
8р = 

ди 1 

дг 2 

dw 1 

/ер 2 

(dw\ 
Удг 

dw 

/ôpj 

d*F 
2ц и 

'и 

d^F 

дх ду ^2 ^У* 

ди dv dw dw 
Y r B " * " — • * • • 

rap дг дг /бр 
(9.2.24) 

дхду 

2 
д >^о 

^дхду ^ 

в произвольной точке 

д w 
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^рг " Р̂ ^ 
dw д W 
— + 
гдг г^ар^ ) 

-2^ 
дг 

dw 

\г6г) 

^ÔF^ 

[^) 

дг 

dw 
(9.2.29) 

9.2.2. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 

(9.2.25) 
Напряжения в срединной плоскости, вы

раженные через функцию напряжений: 

ÔF 1 d'-F 

гдг г^ ар^ ^ ^ в = • 

Ô^F 

дг 2 ' 

(9.2.26) 

^Ф=- дг 
д£_ 

[гдр) 
Моменты в случае изотропного материа

ла: 

М^ = 

Мр = 

H - h 

-D 

-D 

д W 

дг 

f 2 ^ dw д w 

гдг гдр\ 

dw д w д w \ 

гдг г ар ^ ' ' 1 

> 

(9.2.27) 

д\ Г - ff - ПП |Л 
'р- ./6/6Р 

Нормаль к срединной плоскости в каж
дой точке поперечного сечения пластины мо
жет иметь пять перемещений. Например, для 

dw dw 
сечения x=const: w, v, w, , . Число 

dx dy 
степеней свободы, которое определяется чис
лом независимых перемещений, равно четы
рем, поскольку задание прогиба w(y) одно-

. dw 
значно определяет угол поворота . Вне-

. ду 
шними силами и моментами [7'i(y), S(y)^ 
Ql(y)y Mi(y) и Н(у)] сечение JC=const может 
быть нагружено соверЩенно произвольно. 
Однако, если учесть, что суммарный порядок 
системы уравнений Кармана равен восьми, 
для пластины можно задать лишь четыре силы. 
Это противоречие приближенной теории плас
тин устраняется заменой крутящего момента 
парой сил, которые добавляются к попереч
ным силам. В результате, поперечная сила Qi 
и крутящий момент jfiT заменяются одной при
веденной поперечной силой: 
при x=^onst 

Поперечные силы 
я я 

Q, = -D—Aw; GR = - ^ ^^^ (9.2.28) 
dr /ар 

-оператор Лапла-

dH 

dy 

d W 

где Л = —Y "•• +~2—Г 
dr rdr г ар 

Система нелинейных уравнений Кармана 
для изотропной пластины: 

K\F = Е 
^ dw^ 

•\2 

2)AAw = /?(/•, P)+/J 

2 ( 2 ^ 
' dw d w 

+ 
d w 

T dr \rdr r'^d^ ) 

d 

dx 

при >'=<:onst 

A - y ^ ( ^ 3 + ^ 2 ) 
^2 
d w 

1 2 dx^ 
(9.2.30) 

dx 

d w dF d"F 
— +- 2-^o2 dr yrdr. r ap J 

a 
dy 

a w ^2 
d'W 

, 2 4 ^ 3 + A 2 ) - T 
dy dx 

(9.2.31) 

Для изотропной пластины 

dw d w 
+- 2^o2 \^rdr г ap 

d'F 

dr 
Qi=-D— 

dx 

^̂ 2 
a w 
dx^ 

• ( 2 - Ц ) 

^2 
a w 
dy' 
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Q, =: - / ) . 
д W 

. (2-ц) д W 

(9.2'.32) 
Итак, в теории пластин на каждом крае, 

например дри х=ч:ош1, могут быть заданы 
лишь четыре варианта граничных условий: 

перемещения и, V, w, — ; силы Т\^ 5 , М\^ 
дх 

Q^; частично перемещения и частично силы 
(не работающие на заданных перемещениях); 
четыре уравнения связи между силами и пере
мещениями. Два из четырех граничных усло
вий определяют характер закрепления и на-
гружения края в срединной плоскости пласти
ны, а два других связаны с изгибом пластины. 
Ниже приведены некоторые варианты гранич
ных условий. 

Граничные условия для прямоугольной 
изотропной пластины на крае (х = 0 ) . 

К р а й ш а р н и р н о о п е р т и 
w(0, >')=0, Af(0,>')=0. Если принять во вни

мание условие w(0, >')=0, то 
-.2 д W 

ду' 
= о и гра

ничные условия 

wiO,y) = 0; 
д W 

-(0,>') = 0. (9.2.33) 

К р а й ж е с т к о з а щ е м л е н и 

w(0,y) = 0; —(0,у) = 0, (9.2.34) 
дх 

К р а й н е з а г р у ж е н 
и Qi(0^y) = О, M Y = 0. С учетом вьфажений 
(9.2.32) 

—J(0,>') + (2 -n)—^(0 ,>^) = 0; 
дх дхду 
^2 -.2 
д w д w 
дх ду' 

(9.2.35) 
В соответствии с приведенными выше 

условиями, на каждом крае должны быть за
даны также величины и (либо Tj и v, либо 5), 
которые выражаются через функцию F. 

Граничные условия для круглых и кольце
вых пластин. Условия на крае аналогичны 
приведенным. Дополнительно к выражениям 

для сил в полярной системе координат ис
пользуют формулы для определения приве
денных поперечных сил для изотропной плас
тины: 

= -D\ — ( Л м ; ) + ( 1 - ц ) - ^ 
дг ^гдгдС> 

dw 

угд^) 

Os = бз +-

= -D\ 

дН 

дг 

д .2 г 
( А ^ ) + ( 1 - ц ) ^ 

гд^ дг 

dw 

l '^P. 
(9.2.36) 

При расчете круглых или кольцевых пла
стин должно соблюдаться условие периодич
ности любого параметра (перемещений, сил, 
моментов) по угловой координате Р, т.е. 

Ф(г,Р) = Ф(г,р + 27с), 

где Ф(г, Р) - любой из приведенных выше 
параметров. 

Для круглой пластины без центрального 
выреза должно быть обеспечено условие ко
нечности перемещений, сил и моментов в 
центре пластины вследствие обращения неко
торых частных интегралов уравнений (9.2.29) 
при г = О в бесконечность. 

9.2.3. КЛАССИФИКАЦИЯ ПЛАСТИН 

При рассмотрении уравнений пластин 
возможна их классификация, основанная на 
оценке взаимного влияния сил 6 срединной 
плоскости на изгиб пластины и изгиба на эти 
силы. При этом возможно выделение опреде
ленных классов пластин, расчет которых уже 
не требует использования в полном объеме 
нелинейных зависимостей теории Кармана. 

Гибкие пластины большого прогиба. У та
ких пластин взаимное влияние величин w и /* 
существенно, теория Кармана используется без 
каких-либо упрощений, прогиб соизмерим с 
толщиной. 

Гибкие пластины небольшого прогиба. В 
этом случае влияние сил в срединной плоско
сти на изгиб существенно, тогда как влияние 
прогиба на силы пренебрежимо мало. В ре
зультате первое уравнение системы (9.2.21) 
упрощается и принимает для ортотропной 
пластины вид 
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дх 
•2^12 

42 

aV 
дх ду Е. ду"^ 

(9.2.37) 
Второе уравнение системы (9.2.21) оста

ется без изменения. Если ввести в него най
денную интегрированием уравнения (9.2.37) 
при заданных тангенциальных граничных ус
ловиях функцию Дх , у), то уравнение (9.2.21) 
становится нелинейным дифференциальным 
уравнением с переменными коэффициентами. 

При нагружении краев прямоугольной 
пластины по длине постоянными силами Tj, 
72, S, которые не зависят от координат х и у, 
уравнение равновесия системы (9.2.21) при
нимает вид 

длиной а и шириной b (w 

X = О, X = а; W 

д W 
= О при 

д W 

ду' 

дх' 

о при у=0, у=Ь) 

решение уравнения (9.2.39) или (9.2.40) ищет
ся в виде двойного тригонометрического ряда 

^4 4 4 
д W „ 5 w 
— f + ^ — 3—2 дх ду 

д w 

ду" 

= р(х,у)-^Т^—^-^Т2 
дх 

^̂ 2 д w 
ду 

-25 
^2 д w 
дхду 
(9.2.38) 

Жесткие пластины. Для таких пластин 
силы в срединной плоскости пренебрежимо 
мало влияет на изгиб. Уравнения равновесия 
пластин: 
ортотропной 

д w 
^Г 4 ^Щ 

дх 

изотропной 

4 4 
д w д w 
2^ 2 2 дх ду ду^ 

= Р(х,у); 

(9.2.39) 

/ 4 4 
д W ^ д w 
—т-^Т-дх^ л 2;, 2 

дх ду 

д w 
' ^ 4 ду 

= Р(х,у)^ 

(9.2.40) 
Абсолютно гибкие пластины (мембраны). 

Поскольку изгибная жесткость таких пластин 
пренебрежимо мала, первое уравнение систе
мы (9.2.21) принимается без изменения, а 
второе упрощается: 

aV d^w d^F д\ d^F д\ 
ду дх дх ду дхду дхду 

Р(х,у) 

h 

(9.2.41) 

9.2.4. НЕКОТОРЫЕ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧ ИЗГИБА ПЛАСТИН 

Решение Навье. Для свободно опертой по 
всем четырем краям прямоугольной пластины 

со 00 

т=\п=1 

плес . пку 
sm . 

b 
(9.2.42) 

После подстановки (9.2.42) в (9.2.39) по
лучают для ортотропной пластины 

тп 
4^ 4 2 2 

^ Cl а b b J 
(9.2.43) 

для изотропной 

/ i ) 
m 2 

п 

.Ь, 

2" 

(9.2.44) 
Здесь 

4 

аЬ 

аЬ 
Ртп = —11 P(x,y)^m^^^^sm^^^dxdy, 

00 

ткх ._ пку 

b 
(9.2.45) 

С помощью выражения для w(x, у), по
лученного по формулам п. 9.2.2, можно опре
делить осташ>ные параметры изгиба пластин 
(углы поворота, моменты, поперечные силы). 

Решение Леви. Для пластин, два проти
воположных края которых свободно оперты на 

жесткие опоры (например, w 
д w 

дх 
- О при 

x=0, х=а), решение уравнения (9.2.39) или 
(9.2.40) ищется в виде 

w(^,>')= 2^/^(>')sin . 
/и=1 ^ 

(9.2.46) 
Неизвестные функции /«(у) определяют 

из решения уравнения для пластины: 
ортотропной 
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(9.2.47) 
а 

4 4 

а 
изотропной 

2 2 4 4 

/m ( > ' ) - 2 - ^ - - / m ( > ' ) + — 4 - ^ ' « ^ > ' > = 

M^P)= Х^У('-)со8тр + 
т=0 

т=1 
(9.2.52) 

Здесь 
- 2л 

Здесь 

О 
2я 

(9.2.48) ^ а ) ( ^ ) ^ 1 | ^ , ( ; . , р ) 8 ш ш р ф 

; '„C>' )=-Î ; ' (^ .> ' ) s in^^dx. (9.2.49) 
(9.2.53) 

Прогиб w{r, р) ищется в виде такого же 
рада: 

Решение уравнения (9.2.48): 

a a 

a a a a 
(9.2.50) 

где /що(у) - частное решение уравнения 
(9.2.48); С/ - постоянные интегрирования, 
определяемые из граничных условий на краях 
пластины 0^=0 и у—Ь). 

Решение задач изгиба изотропных пря
моугольных пластин при различных вариантах 
их закрепления на опорном контуре и при 
разных законах изменения внешней попереч
ной нагрузки в виде таблиц используют для 
определения прогибов, углов поворота, мо
ментов, поперечных сил в характерных точках 
срединной поверхности пластины [31, 33]. 

Решение Клебша. Изгиб жесткой изот
ропной круглой пластины в полярной системе 
координат описывается уравнением 

f 2 1 \ 

w(r ,P)= ^ w ^ ' 4 r ) c o s m P + 

т=0 

m=l 
(9.2.54) 

Неизвестные функции w^ (г) и w^ (г) 
определяются из уравнения 

^ ^ 2 . 2^ 
а d m 
— у + Y 
dr rdr г 

d d m 

dr rdr г 
\^^mir)^p^^{r) 

2^п2 dr rdr r д^ j 

( 1 1 \ 
^ Ô Ô d^ ^ 

при /=1,2. 
(9.2.55) 

Частные решения уравнения (9.2.55) 

>^о('') = ^ 0 0 + Q l ' ' +С021ПГ + С03Г Inr ; 

Wj(r) =Cior + Cjjr +Ci2r~ +С13Г1ПГ; 

\^dr rdr r d^ j 
jw(r,P) = Pijj^ 

D 
(9.2.51) 

При расчете круглых (кольцевых) плас
тин нагрузка согласно ряду Фурье 

... '•) = СтО'- +Ст\'- +С.7.2'" + 

+ С«з'' 
m+2 

при m>2. 
(9.2.56) 
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Постоянные интегрирования С^^ 
(/=1,2,354) определяются из граничных усло
вий на внешнем (г=Ь) и внутреннем (г=а) 
контурах кольцевой пластины. Для круглой 
пластины без внутреннего выреза (а=0) из 
условия конечности элементов изгиба в центре 
(а=^) постоянные С^2 ^ ^тЪ ДО-^^^^^ь^ ̂ ьпъ 
приняты равными нулю. Другие постоянные 
C^Q и C^j находятся из граничных условий 
на крае г=^Ь, 

Расчет составных пластин, а также плас
тин сложной геометрии при произвольных 
законах изменения внешней нагрузки и раз
личных граничных условиях проводится с 
помощью численных методов, ориентирован
ных на использование ЭВМ: методов конеч
ных разностей, конечных элементов, гранич
ных элементов, и др. 

Глава 9.3 

ЛИНЕЙНАЯ 
ТЕОРИЯ ОБОЛОЧЕК 

Основные соотношения линейной тео
рии оболочек основаны на гипотезах Кирхго
фа-Лява. Материал оболочки предполагается 
изотропным и однородным. Справедливость 
линейной теории ограничена случаем малых 
деформаций (справедлив закон Гука) и малых 
углов поворота. 

9.3.1. ДЕФОРМАЦИЯ СРЕДИННОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ ОБОЛОЧКИ 

Радиус-вектор точки срединной поверх
ности оболочки до деформации F задается 
как функция гауссовых координат а, р: 

f = г(а,Р). 
Здесь рассмотрен йаиболее распростра

ненный случай выбора гауссовых координат, 
когда координатные линии (a=const, 
P=const) совпадают с линиями кривизны 
поверхности и, следовательно, ортогональны. 

В результате деформации точка поверх
ности перемещается так, что ее новый радиус-
вектор 

г* = г ( а ,Р )+ й(а ,р ) , (9.3.1) 

где w(a,p) = wêj +vê2 +w^„ - вектор пере
мещения точки; W, V и W - проекции переме
щения на оси основного триедра, образован
ного единичными векторами ^р^2»^л' "^" 
правленными по касательным к а - и р -

линиям и по нормали к поверхности (см. рис. 
9.1.1). 

Деформации элементов поверхности 
полностью определяются изменением коэф
фициентов ее первой квадратичной формы. До 

деформации коэффициенты А 
' дг ^ 

\да. 

В^ 
дг 

apj 
, Aficosvj/= о (v|/= 7с /2) . Да-

раметры Ламе Л*, R^ деформированной сре
динной поверхности и единичные векторы 
_ • _ • 

е^, 62, касательные к а - и Р-линиям, опреде
ляются зависимостями 

* дг * * дг * 
A*ê^= ;В*ё2= . (9.3.2) 

да ар 
(Гауссовы координаты а, Р предполага

ются "материальными", так что материальная 
точка поверхности до деформации и после нее 
определяется одинаковыми значениями а, р.) 

После подстановки в выражения (9.3.2) 
значения г * и дифференцирования с учетом 
деривационных формул [7], связывающих 
производные от векторов ë j ,ê2,ë^ по а и р с 
самими векторами, получены уравнения 

^ • e i =^[(14-81 ) ë i + Y i ê 2 - 0 i ë „ ]; 

B*ël = В[у2ё^ + (1 -f 82)62 - е2ё„] . 

(9.3.3) 

Здесь 

du l дЛ w 
•+ V + -

Ада АВ др^ R^ 

ду \ дВ W 

Вд^ АВ да R. 

(9.3.4) 

Yl = 
дУ 1 дА 

Ада АВ ар 

ди 1 дВ 

-щ 

Вд^ АВ да ' 

0 1 = -
aw V 

— ; 02 = — 
Ада R^ 

aw 
Вд^' 
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Умножая первое уравнение (9.3.3) ска-
лярно на ê j и учитывая, что произведение 

_^ _ • 
©l^j представляет собой косинус малого 

угла поворота вектора ë j при деформации и 
поэтому отличается от единицы величинами 
второго порядка малости, найдем 

где El - удлинение срединной поверхности в 
направлении а-линии. 

Аналогично, удлинение срединной по
верхности в направлении Р-линии равно 82. 
Разделив первое уравнение (9.3,3) почленно на 
( l+s i ) , а второе на (I+82) и пренебрегая вели
чинами 81, 82 по сравнению с единицей, най
дем векторы 

sm 
12 

'Y12 

©1 ^ ©2 9 

При sm •Y12 
ч̂  

ei = 6 1 + 7 1 6 2 - 6 1 6 2 ; 
(9.3.5) 

«2 =Y2^1 + « 2 - ® 2 « л -
_ _ • _ _ • 

Угол между векторами ,е^ и 62 равен 
п 

'̂ 12» -̂̂ ^ У^2 - деформация сдвига в сре-
2 

динной поверхности. Скалярное проиЗ[ведение 

6162 = Yi +У2 +6i®2 = ^ Н 
^ж ^ 

К2 
У и 

или, отбросиЕ нелинейные члены, 

dw du 
Y12 = Y l + Y 2 = + 

Ада Вдр 

е п = е „ + 0 1 б 1 + 0 2 б 2 . (9.3.7) 

Как видно, величины в^ и ©2 представ
ляют собой углы поворота нормали к средин
ной поверхности оболочки в сторону векторов 

1̂ 

9.3.2. ДЕФОРМАЦИЯ 
ЭКВИДИСТАНТНОГО СЛОЯ 

Эквидистантным называется слой обо
лочки, расположенный на постоянном рассто
янии Z от срединной поверхности. 

Положение точки М^ эквидистантного 
слоя определяется гауссовыми координатами 
а, р точки MQ срединной поверхности, лежа
щей на общей нормали с точкой Af̂ , и рассто
янием Z- Радиус-вектор точки М^ 

г^ =r(a,p)+zë'„(a,p), 

где г(а,Р) - радиус-вектор точки MQ средин
ной поверхности: ё^ - единичный вектор 
нормали в этой точке. 

Параметры Ламе поверхности эквидис
тантного слоя 

1 

АВ 

дЛ дВ 
— и + — V 

1,ар да 

, _ дг де„ А^е^^ = — +z—^ = A 
да да 

/ 
1 + ^ fv 

Таким образом, деформации срединной 
поверхности оболочки связаны с перемещени
ями зависимостями: 

ди \ дА W 
8i = + V+ — ; 

Ада АВ ар R^ 
ду \ дВ W 

82 = + и-\- — ; 
Вд^ АВ да R. 

^z^2z = 
дг de. 

+ Z^^^ = B\ 1 + -
R 2) ар ар 

(9.3.8) 
Формулы (9.3.8) свидетельствуют о том, 

что единичные векторы ^ц,^2^ эквидистант
ной поверхности параллельны ортам ^i,^2 
срединной поверхности, а параметры Ламе 

Y l 2 = -
А да U 

А_д_ 
В ф 

и 
U 

А^=А 

(9.3.6) 
_* 

Нормаль 6^ к деформированной сре
динной поверхности 

1 + - ; В^=В 
f л 
1 + - ^ 

1 ^2) 
(9.3.9) 

Следует иметь в виду, что данные зави
симости, относящиеся к недеформированной 
оболочке, справедливы только в том случае. 
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когда а - и Р-линии совпадают с линиями 
кривизны. 

В соответствии с гипотезами Кирхгофа-
Лява после деформации оболочки точка М^ 
эквидистантного слоя остается на той же нор
мали, проходящей через точку MQ срединной 
поверхности, и на прежнем расстоянии z от 
последней. Однако сама точка Mç^ смещается, 
и нормаль поворачивается. Поэтому радиус-
вектор точки М^ после деформации 

(9.3.10) 

Параметры Ламе Л^^В^ и единичные 
_* _* 

векторы ^ц,^2г эквидистантного слоя после 
деформации определяются следующими урав
нениями: 

При выводе уравнений (9.3.12) в выра
жениях \ + Z / Ri, \ -^Z / R2 опущены слагае
мые z/Rh ^Rl значительно меньшие едини
цы. 

Ниже приведены вьфажения параметров 
изменения кривизны и кручения срединной 
поверхности оболочки через компоненты пе
ремещения W, V, W. 

Mz = 

^zhz = 

да да 

д _* 

+ Z-
да 

дё* 
(9.3.11) 

дг .._^ 

ар ^ ар ар 
Аналогично системе уравнений (9.3.6) 

получены зависимости для линейных Sj_ ,̂S2^ 
и сдвиговых 7^27 Деформаций эквидистантно-

а 
Ада 

а 
^р 

и dw 
,Л, Adaj 

V dw 

[R^ Щ 

1 

АВ 

1 а^[ 
АВ д^У 

] 1 дВ 
] АВ да 

V aw 
R2 Bd^J 
( \ 

и aw 

^R, А^] 
( 2 л дЛ dw дВ dw д w 

д^ Ада да Вд^ дад^ ̂  

1 А д 

^1 l ^ Ô p 
{Л 
[А] 

1 В д 
R2 Ада 

[Л 
\в] 

+ 

(9.3.15) 

9.3.3. НАПРЯЖЕНИЯ 
В ЭЮКИДИСТАНТНОМ СЛОЕ 

ОБОЛОЧКИ, СИЛЫ И МОМЕНТЫ. 
ЭНЕРГИЯ ДЕФОРМАЦИИ 

yUz =Yi2+2%12^' 
(9.3.12) 

где ej,82'Yi2 " Деформации срединной повер
хности оболочки, связанные с перемещениями 
зависимостями (9.3.6). 

Параметры изменения кривизны средин
ной поверхности 

ае 1 

Ада АВ 
-е.; ае. 1 

Из шести компонент напряжений а^, а2, 
^Z' "̂ 12? '^U' "̂ 2̂  ^ деформациями можно связать 
лишь три. Из гипотезы сохранения нормали 
следует, что поперечные сдвиги уц, y2z "^ 
учитываются. Поэтому касательные напряже
ния xi^, X2z нельзя определить исходя из зако
на Гука. Гипотеза о малости нормальных на
пряжений ст̂  делает определение этого напря
жения излишним. Для изотропного материала 
согласно закону Гука напряжения 

52 = • - e j . 
дар -.АВ 

(9.3.13) 
Параметр кручения срединной поверхно

сти может быть определен по двум тожде
ственно совпадающим между собой формулам: 

а, = '"iV 

Xi2 

Х12 

56 , 1 ÔA 

Ада АВ др 
-01 + 

Э0, 1 дВ 

Вд^ АВ да 
©2 + 

Y2. 

Yi 
(9.3.14) 

% 

Величины © и у определены формулами 
(9.3.4). 

Е 

2(1+ц) 

(при вьшоде первого и второго уравнений 
(9.3.16) учтено, что ст « 0). После подстанов
ки в (9.3.16) выражений деформаций получе
ны формулы 
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ал = 

[ej +ЦБ2 +z(aBj +ЦЖ2)]; 

1 - ц 

^ 1 2 = — r(Yl2+2zXi2)-
2(1+ц) 

(9.3.17) 
Как видно, напряжения изменяются по 

толщине стенки по линейному закону. На
пряжения, распределенные по нормальным 
сечениям оболочки, приводят к силам и мо
ментам, отнесенным к единице длины сечения 
срединной поверхности. Так, систему напря
жений ^2,1^2 в сечении, нормальном к а-
линии (рис. 9.3.1, а), заменяют силами интен
сивности Ti, Si на единицу длины Р-линии и 
моментами интенсивности 3/^, Mi2 (рис. 
9.3.1, б). 

Рис. 9.3.1. Напряжения, силы и моменты в оболочке 

Интенсивности нормальной силы и мо
ментов 

+0,5Л 
71 = j^idz; 

-0,5Л 

+0,5Л 

Ml = joiidz; М12 
-0,5Л 

+0,5Л 
j^nzdz. 

-0,5Л 

Очевидно, что эти формулы не вполне 
точны, так как длина элемента эквидистантно
го слоя в сечении зависит от Z- Это обстоя
тельство можно учесть, включив в подынтег
ральные выражения множитель l-^z/R2y мало 
отличающийся от единицы, что усложняет 
формулы, не уточняя результатов. При вычис
лении сдвигающей силы Si множитель 
l+^i?2 целесообразно ввести, поскольку одно 

из условий равновесия элемента оболочки, а 
именно, условие равенства нулю суммы мо
ментов всех сил относительно нормали к сре
динной поверхности должно выполняться 
автоматически. Выполнение этого условия 
обеспечивается парностью касательных напря
жений (xi2='f2l) в а - и р-ч^чениях. Неболь
шая погрешность расчета сил Si и ^2, связан
ная с неучетом множителей l-^z/R2 и l'^z/Rh 
приводит к нарушению этого условия. 

Поэтому сдвигающие силы 
+0,5А 

Si = JT^2{^+z/R2)dz; 
-0,5Л 

+0,5Л 

^2= 1^21(1+^/^lK 
-0,5Л 

После подстановки в подьштегральные выра
жения напряжений по уравнениям (9.3.17) 
получают следующие выражения для интен-
сивностей сил и моментов: 

Eh / \ rrr ^ / \ 

l - ^ l 1 - ц 

R2 Ri 

Ml = i>(aBj +^1^2); M2 = D(X2 "*"M î)j 

A/,, = Я; M,, = H. 
(9.3.18) 

Здесь 
Eh 

2(1+Ц) 

D = 

-У12; я = 1)(1-ц)х12; 

Eh' 

1 2 ( 1 - ц ' ) 
В формулах (9.3.18) вьфажения сил и момен
тов в сечении p=const записаны как в сече
нии a=const путем замены индексов 1<^2. 

Соотношения упругости (9.3.18), связы
вающие интенсивности сил и моментов в се
чениях оболочки с деформациями срединной 
поверхности оболочки и параметрами измене
ния кривизны, в таком виде впервые предло
жены Л. И. Балабухом и В. В. Новожиловым. 

Кроме сил и моментов, определяемых по 
приведенным формулам, в сечениях, нормаль
ных к а - и Р-линиям, имеются поперечные 
силы интенсивностей 
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+0^/1 +0,5Л 

-0,5Л -0,5Л 

Как уже отмечалось, эти силы не могут быть 
вычислены с использованием закона Гука. 

Потенциальная энергия деформации, ак
кумулированная в элементе оболочки, ограни
ченном двумя парами нормальных сечений, 
проходящих через а - и р-линии, определяется 
интегрированием по объему элемента выраже
ния удельной потенциальной энергии матери
ала: 

+0,5А 

-0,5А 

У 
1+-

îJ 
1+-

R. 
IdzABdcxdp. (9.3.19) 

В выражении (9.3.19) в соответствии с 
гипотезами Кирхгофа-Лява не учитываются 
деформации поперечного сдвига и напряже
ния а .̂ 

После подстановки в подынтегральное 
выражение деформаций и напряжений в соот
ветствии с уравнениями (9.3.12), (9.3.17) и 
интегрирования по z получают 

сШ = иЛВскхф, 
где и - потенциальная энергия деформации, 
отнесенная к единице срединной поверхности; 
АВааф - площадь срединной поверхности 
выделенного элемента. 

Потенциальная энергия деформации, от
несенная к единице площади срединной по
верхности оболочки, 

|(£l +82)^ + [Уи - 4 6 1 ^ 2 j k и=-2(1-ц)1 2. 

^O^I^ix, +^)^ +2(1-ц)(х12 -«1^)] 
(9.3.20) 

Первое слагаеАюе представляет собой удельную 
энергию мембранной деформации оболочек, 
второе - удельную энергию изгиба и 1фучения. 

При выводе формулы (9.3.20) не учиты
вались величины порядка А/^ь V^2> пренеб
режимо малые по сравнению с единицей. 
Первое слагаемое - энергия мембранной де
формации оболочки, второе - энергия изгиба 
и кручения. 

С учетом уравнений упругости (9.3.18) 
плотность энергии деформации на единицу 
площади срединной поверхности можно выра
зить также через силы и моменты: 

£̂  = — Г(Г,+Г2)'+2(1+й)(^^-Г1Г2)1 + 

-[(Л/i +N2)^ +2(1+ц)(Я^ -М^М2)] 6 

или в смешанной форме 

и = 0,5(Г^8| + 7*282 + *SVi2 + MjSSj + 

+ М2^2 +2Ях12) . 

9.3.4. УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ 
И ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 

При рассмотрении равновесия элемента 
оболочки, ограниченного двумя парами нор
мальных сечений, проходящих через а - и р-
линии (рис. 9.3.2) напряжения в сечениях 
элемента предварительно приводятся к сече
ниям срединной поверхности, т.е. заменяются 
силами и моментами. Уравнения равновесия 
составляют в векторной форме, а затем про
ецируют на оси ^1,^2'^я основного тетраэдра. 
Внешняя нагрузка, приложенная к элементу, 

Q = {P\ê^ + Р-^г + p^^ABda^d^, 

где Ph Р2 ^ Рп - отнесенные к площади сре
динной поверхности нагрузки в направлениях 
соответственно а - , (3-линии и по нормали. 

Рис. 9.3.2. Равновесяе элемента оболочки 

Внутренняя сила, приложенная в сече
нии элемента, нормаль к которому ориентиро
вана по а-линии, 

Г,=(Г,е,+5,е2+е,в„)1ИР; 
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сила в сечении, внешняя нормаль к которому 
ориентирована по Р-линии, 

Соответственно, векторы моментов в этих 
сечениях 

M 2 = i-M^ë^ +M2ië2)Ada. 

В векторной форме уравнения равнове
сия элемента имеют вид 

i—^da + — ^ ф + С = 0 ; (9.3.21) 
аа ар 

да ар 

Уравнение (9.3.21) выражает равенство 
нулю главного вектора сил, приложенных к 
элементу, а (9.3.22) - главного момента. Ска
лярная формула уравнений в проекциях на 
орты основного триэдра 

а а дл дв 
— (Т^В) + — (52^) + — 5i + — Т2 + 
да ар ар аа 

АВ 

^1 

±(T2A)^-^(S,B)^^S2^-T,^ 
ар аа аа ар 

АВ 
+ Q2+ABP2 =0; 

1 

АВ да ар 

—L^p^ =0, 

(9.3.23) 
Аналогично, уравнения моментов в ска

лярной форме 

1 

АВ 

а дВ 1 а 2 
— (М^В) М2 + (НА^) 
да да А д^ 

-Cl = 0; 

1 

АВ 

а дА 1 а 2 
ар ар 5 аа 

-02=0. (9.3.24) 

третье уравнение моментов (в проекциях 
на нормаль е„) обращается в тождество ввиду 
условия парности касательных напряжений. 
Поперечные силы Qi, Q2 непосредственно не 
связаны с деформациями. Определив эти силы 
из уравнений (9.3.24) и подставив в уравнения 
(9.3.23) с учетом того, что S\—S+H/R2 и 
S2=S-^H/Ri, придем к уравнениям равнове
сия в следующей форме: 

аа 

1 

-(Т^В) + 1_̂  
л ар 

дВ 
(SA ) Т2 + 

аа 

2_дА 
R2 ар 

н + 

(9.3.22) +— 
а дВ а 

—{М^В) M 2 +2—{НА) 
да да др ^1 L 

-^ABpi = 0; 

а 1 а 2 ал 2 а^ 
ар в да ар Щ да 

1 а дА а 
— (М2А) Mj + 2—(НВУ 
ар ар аа 

а дв 1 а 2 
— (М^В) Л/2+ (Ш^) 
да да Аф 

АВдр^]в 

т, т; 

{М2А)--М,^И{НВ') 
ар Вда 

в, В2 
(9.3.25) 

В уравнения (9.3.25) входят только те си
ловые факторы, которые связаны с перемеще
ниями W, V, W и их производными уравнени
ями упругости (9.3.18) и геометрическими 
зависимостями (9.3.5) и (9.3.15). Поэтому 
уравнения (9.3.25) можно рассматривать как 
систему трех дифференциальных уравнений в 
частных производных относительно трех ис
комых функций W, V, W. Система имеет 
восьмой порядок. Чтобы краевая задача этой 
системы была сформулирована, в каждой точ-
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ке контура оболочки должны быть заданы 
четыре граничных условия. Эти граничные 
условия накладываются на перемещения или 
на соответствующие им силовые факторы или 
на линейные комбинации перемещений и сил. 

Так, на границе a = c o n s t граничные ус
ловия накладываются на следующие переме
щения или соответствующие им силы: 

« * 

Здесь приведенные сдвигающая и поперечная 
силы [7] соответственно 

о* о 2 Я ^* ^ дН 
5* = 5 + H G I =Qi+ . 

i?2 вер 
Введение приведенных сил обусловлено 

использованием гипотезы о сохранении нор
мали. 

Аналогично, на границе, совпадающей с 
Р-линией, граничные условия накладываются 
на следующие перемещения и силы: 

4с « * 

и -> 5*2, V ^ Г2 , W -^ Qj, ©2 "^ ^2> 

2Н * дН 
гдеГз = 5 + , 0 2 =Q2+-

Ада 

Глава 9.4 

НЕЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ 
ОБОЛОЧЕК 

Уравнения геометрически нелинейной 
теории тонких оболочек служат основой для 
изучения деформирования, потери устойчиво
сти и закритического поведения гибких тонко
стенных конструкций. В отличие от класси
ческой линейной теории малых деформаций и 
перемещений нелинейная теория рассматрива
ет нагружение оболочек, сопровождаемое ко
нечными перемещениями и поворотами мате
риальных элементов. 

9.4.1. ДЕФОРМАЦИИ ОБОЛОЧЕК 
С УЧЕТОМ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ 

НЕЛИНЕЙНОСТИ 

Геометрические зависимости теории обо
лочек в рамках гипотез Кирхгофа-Лява имеют 
общий характер. Их последовательное упро
щение на базе различных геометрических 
предположений приводит к уравнению при
кладных технических теорий. 

Деформации поверхности. Пусть а , |3, z -
материальные координаты оболочки, связан
ные с линиями 1фивизны и внешней норма

лью к срединной поверхности, г ( а , р ) - ради
ус-вектор поверхности. Ортонормированные 
векторы начального координатного базиса 
е^=(1/А)^/да, е2=(1/В)^/ф, е„ =01X02. 
Положение поверхности после деформирова
ния Г* =*г -I- и определяется вектором пере
мещения и = wCj + v e 2 +we^* Базисные век-

* 4с * 

торы деформированной поверхности ере2 ,е„ 
выражаются через косинусы углов 
^ik (' ~ '̂̂ ' ^ ~ 1Д> )̂ между направлениями 
ортов в начальном и деформированном состо
янии: 

« 
Cj = (1 / А*)дг * /да = cosO^ei + 

+ cosOi2e2 +cosOi3e„; 

е* = (e i x e 2 ) / p i х^з) = 

созФц = A(l + S i ) / Л * ; 

cosOi2 = A^i / A*; cosOi3 - -^®i / ^*; 

ûj = COSOi2COS023 -COS022COSOi3; 

Û3 = COSO|i COS022 - COSOi2 COSOj^ 

(9A1) 

где 8 p Y p 0 y (/ = 1,2) - общепринятые обо
значения тангенциальных деформаций и пово
ротов в линейном приближении; *-геомет
рические характеристики, относящиеся к де
формированному состоянию оболочки. 

Коэффициенты первой и второй квадра
тичных форм деформированной поверхности ; 

gl,=(drydaf=A^*; 

gl2 = ( ^ * / ^ 1 ) ( ^ * /т = A*B*cosxnl 

^1=-
апх12 

-|С08Ф^ '23 
1 дА 1 5œsOi 12 

\^В ф oosOii да 

-oosO '22 
1 доо&Ф^ 13 

\^В^ ообФц да j 
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+C0SX12 совФ, 
1 асовФ^з^ 

^R^ oosOjj да 

-cosOi '13 
1 дЛ 1 acosOi 12 

b^= {-COS023 
sinx 

1^^ эр оовФц да j 

1 дВ 1 дсо&Ф 12 

В 
+ — c o s 0 2 i -I-

[^Л да cosOjj ф ) 

C0SO22 ЭсОВФ^з 

СОбФц ф 

+ C0SX12 

+со&Ф1з 

Б а к Ф ц со8Ф12 5ссвФ|з 

1 дВ 1 асо8Ф 
+ 

1̂2 

ворота и соответствующий ему вектор Q ко
нечного поворота окрестности точек средин
ной поверхности. В общем случае вектор Q 
связан с компонентами тензора R зависимос
тью 

Q = sinсое = 1 / 2 8 ^Rf^^i^, 

где sin со = |Q|; е - единичный вектор оси 
поворота; i;„ - ортогональный векторный ба-

klm зис; s - компоненты дискриминантного 
тензора. Предполагается суммирование по 
дважды повторяющимся индексам (к, /, т = 1 , 
2 ,3 ) . 

Тензор конечного поворота вводится в 
рассмотрение согласно теореме Коши о по
лярном разложении тензора градиента дефор
мации. В линиях кривизны вектор конечного 
поворота вычисляется по формулам '. 

1 7 я 
2Qsmxj2 = ^ Cj + Q 62 + 0 е^; 

^А да сх^Ф^^ эр j 
(a<r^Çf,l<^2,A<^B) 

(9.4.2) 

Удлинения Ер углы сдвига П- (/,У = 1Д), 

компоненты деформации е̂ -,-, геометрические 

кривизны и кручение 1 / î - , I / Ry * дефор
мированной поверхности выражаются через 
коэффициенты основных квадратичных форм: 

E i = ( ^ l l / « n f - l = ( l + 2 e i / ^ - l = 

= {А*-А)А-^; 

Г,2 =ît/2-Xi2; cosx,2 =gn(gnS22) = 

= «22[a+Ei)a+E2)r'; 

ец =8,+1/2(^8?+Y?+0?]; 

e,2 =(l+ej)Y2 +(l+e2)Yi +©i©2; 

1 / л; = -bli(A*)-^; 1/1(2= -*12(^ * ^*)"'-
(1 «^ 2,A <^ B) 

(9.4.3) 
К основным характеристикам нелиней

ного деформирования оболочек относятся 
также ортогональный тензор R конечного по-

Q 1 + Yll 

^ ^ 
+ С08Ф22 созФ з̂ 

-{ С08Ф21 -

Q ^ = -

Y21 

АВ*) 
С05Ф|з ; 

1 + Г22 

В*\ В 
+ С08Ф 22 С08Ф2з + 

С08Ф|2 + У12 

А*В 
С05Ф2з; 

в* 
1 

А* 

^l-t) С08Ф^2 + ^ ^ С 0 8 Ф и 
А 

Y n I 
С08Ф21 +-^^С08Ф22 |. 

В 
(9.4.4) 

Компоненты у.-.- (i,j = 1,2) симметрич

ного тензора второго ранга у = ^ 1 + 2у - 1 
связаны с физическими составляющими тен
зора деформации у соотношениями ; 

(1 + Yll)^+Yn = l + 2yii; 

2 Y I 2 + ( Y U + Y 2 2 ) = 2YI2; 

Y(ii) = Y i i / ^ =^11; 
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Y(12) = Yl2 / (^) = 1 / 2^U 

Формулы (9.4.1) - (9.4.4) являются точ
ными. Они существенно упрощаются для слу
чаев, когда удлинения и сдвиги можно считать 
малыми. 

Деформации и конечные повороты эле
мента'граничного контура. Пусть на срединной 
поверхности F кроме линий кривизны а, р 
задана также ортогональная несопряженная 
координатная система ау, а/. Граничный кон
тур Г является одной из линий семейства 
av=const. Касательные к линиям ау и а обра
зуют угол у. Орты обеих координатных систем 
связаны равенствами ; 

V = cosycj +sinye2; 

/ = -sinyei -i-cosyej; n = (vx^). 
Для деформированного состояния 

V* = ( ^ / Al)dr * /&s^^ = c o s O ^ v + 

+ cos0^^t + cosO^„n; 

n* = ( v * x t * ) / | ( v * x t * ) | = ( l / s i n X v / ) x 

x{a^v\-a^i+a^n)\ 

cosxvr = V * t*; 

a^ = cosO^^ cosO^y - со8Фд, cosO^^. 

(9.4.5) 

Деформации волокон на граничном кон
туре определяются зависимостями : 

Yv = -
ds,. 

W 

и. 
©v= + — ( ^ ^ 0 , 

^̂v к к 
где 
W.. wcosy+vsiny; ŵ  = - w s i n y + v c o s y . 

Составляющие геодезических кривизн и 
кручения контура Г вычисляются по форму
лам; 

ду siny дВ cosy дЛ 
ж^ = +- ; 

ds^ АВ да АВ д^ 

ду cosy ôB siny дА 

ôSf АВ да АВ dp' 
2 2 2 2 

1 sin у ces у 1 ces у sin у 
^ 

1 

д 

К 
д 

^1 ^2 К 
( Л 

1 1 
.^1 ^2> 

sin у cosy; 

cosy д siny Э 
-1 ^ 

А да В д^ 

siny ^ cosy д 

dSf А да В др 

(J + s^) +Yv+®v 

е.«. = е.. +1 / 2 ( ^ v + Y v + ® v ) 

е̂ ^ =(1 + 8^)у^+(1+8^)у^+0^е^; 

du,, w 

Для определения вектора конечного по
ворота граничного контура Q/ наряду с базис
ными векторами v*, t*, n* (9.4.5), для кото
рых COS Xv/ ^ О, вводится вспомогательный 
ортонормированный базис v^, t^, n^ такой, 
что 

vO=tîlUi*, t M * , i|0=il*. 

Единичные векторы начального v, t, И и 
вспомогательного v^, t^, n^ базисов связаны 
между собой формулами Родрига [21] j 

v^ = у + (ЦхУ)-^ 

+ 1 /2 cos" (со̂  / 2)[Цх (O^̂ v)]; 

ds., +1 / 2cos"^(o)^ / 2)[C^(q.Kt)]; 
(9.4.6) 
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П = П + (Ц:^'П)+ 

+ 1 / 2cos'^((D^ / 2)[Цх(ат;с11)], 

где Ц =sin®^ej,; sin©^ = |Ц|» ^г " единич
ный вектор оси поворота. 

Формулы (9.4.6) однозначно определяют 
вектор конечного поворота граничного эле
мента срединной поверхности 

2 Ц = (v><vV (t^t ;+ (nxflO). (9.4.7) 

Деформацви оболочки. Деформированное 
состояние тонкой оболочки как трехмерного 
тела в рамках кинематических гипотез Кирх
гофа-Лява определяется в форме векторных 
равенств 

г^=г+ге„; rj = г * +ге*, (9.4.8) 

где г̂  - радиус-вектор эквидистантной поверх
ности z=const; Z - расстояние рассматривае
мой точки от срединной поверхности. 

Равенства (9.4.8), как и в линейной тео
рии, утверждают, что фиксированный отрезок 
нормали в результате деформирования не ме
няет длину, а лишь поворачивается как твер
дое тело, оставаясь нормальным к деформиро
ванной поверхности. 

Выражения .для компонентов деформа
ции волокон оболочки, лежащих на эквидис
тантной поверхности, следуют из метрических 
свойств деформированного трехмерного про
странства, определяемого в соответствии с 
уравнениями (9.4.8). Для тонкой оболочки 
(^J?/<<1) в линейном приближении относи
тельно координаты Z 

2 2 

=̂ 11 

^ 1 1 = -
2 

^П + Ẑ ; 11' ^12 = е^2 + 2zA: 12' 

V- А 

^11 -

1 I' 1̂2 ~ ^"1—^OSXi2 5 

*S^ 
v^l 

АВ 

\ 
1 

V - 1 к^2=Л*В* (АВУ'\ 1 / i?i2 - 1 / 2(1 / i?i + 

+1/^2)^08X12], 

(1<^2 , а < ^ р , А<г^В) 
(9.4.9) 

где Eij - деформации волокон, отстоящих на 
расстоянии z от срединной поверхности; 
Cy^k^j - тангенциальные деформации и изме
нения кривизн и кручения. 

Из (9.4.9) следует, что параметры к^ со
впадают с изменениями геометрических кри
визн и кручения срединной поверхности 
I / Rf - 1 / i^-, 1 / ^у -^^^ь при малых удли
нениях и сдвигах, когда можно приближенно 
считать А* « У4, ^* « В, cosx» « 0. 

9.4.2. КЛАССИФИКАЦИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ. 

УПРОЩЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ 
СООТНОШЕНИЙ 

Существующие классификации нелиней
ных задач тесно связаны с характером геомет
рических допущений, принимаемых при фор
мулировке приближенных нелинейных теорий 
оболочек. В зависимости от порядка величин 
деформаций и углов поворота, а также соот
ношения между ними, уравнения нелинейной 
теории могут допускать существенные упро
щения, вплоть до их полной линеаризации. 
Различные варианты подобных упрощений 
при изучении деформаций гибких тел предло
жены В.В. Новожиловым [26]. 

Известна классификация приближенных 
уравнений нелинейной теории оболочек Х.М. 
Муштари и К.З. Галимова [24]. В ее основу 
положены оценки порядка линеаризованного 
вектора поворота Ф = -©2^1 "̂  ®1^2 "̂  ®л^п • 
Вьщелены тир группы нелинейных задач, ха
рактеризуемых слабым изгибом (0^ « l ) , 

средним изгибом 0̂ - « 1 и сильным изги

бом оболочки (0^. » 1]. 
В.Т. Койтер нелинейные задачи класси

фицирует по степени ограничения градиентов 
перемещений и компонентов вектора Ф. На 
этой основе рассмотрены четыре приближен
ных варианта уравнений теории оболочек с 
бесконечно малыми, ограниченно малыми, 
средними и большими перемещениями. 

В перечисленных классификациях вектор 
Ф и градиенты перемещений не описывают 
полностью конечные повороты материальных 
элементов оболочки при нелинейном дефор
мировании. Классификация нелинейных за-
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дач, связанная с оценками порядка вектора 
конечного поворота, предложена В. Петраш-
кевичем [41]. В ней приняты во внимание 
модуль и направление вектора конечного по
ворота Q = sincoe, | Q | = sin© . С этой целью 
тригонометрические функхщи sinco, cosco, 
входящие в формулы (9.4.4), (9.4.7), расклады
ваются в ряды Маклорена: 

sm со = со 
3! 5! 

COS© 

2 4 
СО со 

1 + — 
2! 4! 

(9.4.10) 

При этом степень нелинейности соотно
шений теории оболочек оценивается старши
ми членами, удерживаемыми в разложениях 
(9.4.10). Вводится малый параметр 

0 = meoiUh/ R,h / I ,< /n) , 

где Л / Л - относительная толщина оболочки; 
h / L - относительная длина волнообразова
ния; Г] - максимальное собственное значение 
тензора деформации. С его помощью дается 
классификация нелинейных задач по величине 

2 
углов со поворота: 1) со < 0(0 ) - малые пово
роты, 2) со = (Х0) - умеренные повороты, 3) 
со = O(v0) - большие повороты, 4) со > 0(1) -
конечные повороты. 

В рамках теории малых поворотов со<<1 
и в каждой из с̂ юрмул (9.4.10) приближенно 
сохраняется один член ряда: sinco = со+(Х0 ); 

4 cosco= 1 + 0 ( 0 ). Для умеренных поворотов 
2 

со « 1 . В степенных рядах (9.4.10) также 
удерживаются первые слагаемые, но с другими 

3 остаточными членами: sinco = со+0(0 ); 
2 

COSC0 = 1 + 0 ( 0 ). В пределах больших пово
ротов со « 1 и подходящее приближение 
оценивается двумя членами ряда 

Sinco = со-(1/3!)(о^ +O(0^V0) ; 

cosco = l - ( l / 2 ! ) c o ^ +0 (0^ ) . 

Приведенная классификация ограничена 
конечными поворотами Q, для которых 
|со| < 7С / 2, 0 ( |Q | ) = 0(sin со) = 0(1). Направ
ление оси е поворота в данной классификации 
остается неопределенным. Тем не менее, оно 
может быть учтено путем ограничения отдель

ных составляющих вектора Q. Например, вви
ду того, что гибкость реальных оболочек в 
направлении нормали гораздо вьппе, чем в 
тангенциальном направлении, на отдельные 
компоненты вектора Q могут накладываться 
ограничения различного порядка. В этих слу
чаях малые, умеренные, большие или конеч
ные повороты будут связаны с составляющими 
вектора конечного поворота Q ,Q (/ = 1,2). 

Применяемые в технике конструкцион
ные материалы, за некоторым исключением, 
сохраняют упругие свойства только при весьма 
малых удлинениях и сдвигах. Для этих прак
тически важных случаев компоненты тензора 
де<1юрмации ограничены неравенством у у « 1 . 
Такое ограничение позволяет существенно 
упростить геометрические характеристики 
деформированной срединной поверхности и, в 
частности, получить приближенные формулы: 

\У2 E i = ( l + 2 e i i ) / ^ - l « ^ , i + 0 h 

sinTij =cosxi2 =^12 

s i n x i 2 = [ ( l + E , ) ( l + E 2 ) f ' 

(1+E,)(1 + E2)]" ' = 

1+21 y j + 7 2 ) + 

. , 1 2 2 1 
^ Y1Y2-Y1Y2 

пК 
1+^11+^22 + 

-о[т1^] = 1+0(л); 

^ * / ^ = [( l+e, .) +Y, + 0 , 

= l + 8 , + 0 [ n ^ j = l+0(T,), 

(A<^B) 
(9.4.11) 

где yj (j,j = 1,2) - компоненты смешанного 
тензора деформации поверхности. 

Приближенные зависимостт! для кри
визн, кручения, вектора конечного поворота и 
деформаций эквидистантного слоя в рамках 
теории малых деформаций приведены в разде
лах 9.4.3 и 9.4.4, посвященных прикладным 
нелинейньпл теориям оболочек. 
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9.4.3. УРАВНЕНИЯ ЭЛАСТИКИ 
ОБОЛОЧКИ. 

ТЕОРИЯ Э. РЕЙССНЕРА 

Приближенные геометрические соотно
шения, описывающие эластику тонкой обо
лочки при неосесимметричной деформации, 
строятся в предположении малости удлине
ний, сдвигов и поворотов элемента оболочки 
около нормали по сравнению с единицей и с 
поворотами относительно касательных к коор
динатным линиям. На величину последних 
ограничения не накладываются. 

В качестве основных характеристик де
формированной поверхности наряду с коэф-

* « 
фициентами gy, by квадратичных форм ис
пользуют эквивалентные им параметры 

Ej ,E2,cosOj2,cos02i ,cosOj3,cos023. 

Перечисленные выше допущения прикладной 
теории эластики оболочки формулируются 
следующим образом: 

Ej '-'cosO^y - cosOy^; cosO,^ » c o s 0 ^ y ; 

Ê . « 1; cosO,^- « 1; 

2 2 
ces Ф̂у + CCS Ф^з « 1; Фу̂ . + Ф з̂ « тс / 2; 

дФ^^ /daj « -аФ, .з /5а^- ; 

cosO .̂̂  « s in0^3 ; cos0^3 «sinO^y. 

(9 A12) 
При переходе от точных формул общей 

теории оболочек (см. п. 9.4.1) к уравнениям 
эластики порядки величин оценивают с по
мощью соотношений/ 

2 
COS Ф з̂ ^со8Ф^у O^j'); со8Ф^̂  ~ 1 

l(jt/)l 
(9 А13) 

В окончательных результатах сохраняют
ся величины порядка не выше со8Ф^у (/ ^ j). 

Деформации эквидистантной поверхнос
ти (9.4.9) для тонких оболочек (z / Rj « l) с 
учетом упрощений (9.4.11), (9.4.12), (9.4.13) 
находят по формулам : 

El=e^^={A*/A)-l'; 

Q = COSX12 ^ ^] 12 COSOi2 +С08Ф21 + 

+ С08Ф1зС08Ф2з; 

s i n x i 2 = i ; 

Q = Ql +Q2; Т = Ti +—^ = Т2 +—^; 
Ri jRo 

'1 

1 

= COS Ф12 

С08Ф 

СО^Ф22 

1 
+ —С08Ф 

2 
22 ^ 1 1 

да 

- 1 

13 С08Ф2з; 

1 
лв 81ПФ22 

ар 
+ 

2Т 

^1 

С08Ф22 ^ 1 1 5тФ22 дВ 

В ар АВ да 

С08Ф 12 
Я. 

СО8Ф11 аФ22 

л да 
8тФ11 дЛ СО8Ф21 

AS ар î i ' 

_ (с08ф11+С08Ф22)аФ22 ^ 

2А да 

8тФ11 дА 8шФ118шФ22 

АВ ар 2Д 

(соаФц -СО8Ф22) ^ 1 1 

2В ар ' 

(1 <-> 2, а <^ р, А<^В) 
(9.4.14) 

где Ei,Q,KpT - мемебранные деформации и 
изменения кривизн и 1фучения срединной 
поверхности. Малость удлинений и сдвигов 
при упрощении изгибных деформаций учиты
вается путем отождествления параметров Ламе 
до деформации и после нее с помощью 
(9.4.11). Согласно формулам (9.4.12) величины 
Ф З̂ заменяют углами Ф^̂ -. Выражение для 
кручения Т симметризировано с помощью 
тождества д / да(дг * /ар) = д / др(дт * /да). 

Восемь параметров Е^^О^К^,!^ пред
ставляют собой энергетические компоненты 
деформации, на которых совершают работу 
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соответствующие им внутренние силы 7}, Ту и 
моменты Л//, Mij (i,j=l, 2). 

Вектор Q/ конечного поворота элемента 
граничного контура (9.4.9) находится путем 
суммирования попарных векторных произве
дений базисных векторов v, t, n и v ,̂ t ,̂ n :̂ 

2Ц sinxv/ = [(cœ^w cosO^ -cosO^,cosO^„) + 

+ sinXv/COSO ]̂v-f-

+[-(cosO^ cosO^„ - cosO^^cosO^) -

- cos^v/i +cosXvr cosO^^Jt + 

+(cosO^^-sinXv/CosO^,-

-cosxv/cos0^)a 

(9.4.15) 

В рамках уравнений эластики оболочки и 
допущений (9.4.11), (9.4.12), (9.4.13) вьфаже-
ние (9.4.15) последовательно упрощается. В 
окончательном виде сохраняются слагаемые 
порядка не вьпие Ф^^ (v <-> / ) : 

Ц = sinO^yV - sinO^^t +1 / 2(со8Ф^^ -

-со8Фд,)п. (9.4,16) 

Основные геометрические зависимости 
уравнений эластики тонкой оболочки пред
ставлены формулами (9.4.14), (9.4.16). 

Непротиворечивые соотношения упруго
сти геометрически нелинейной теории изот
ропных оболочек, удовлетворяющие условиям 
существования упругого потенциала, при ма
лых удлинениях и сдвигах представлены в 
форме ̂  

71 = Eh/(l-^') P i +^^^2)' 

М,= 

^ 1 2 = 

Eh^ /Щ1-^^) 

Т,^ = [Eh/2(1-^lx)]fQ^hh/eR2y 

Eh" /2(1+[i)\ 

( 1 ^ 2 ) 

(F) 

+ 55Q + M^6K^ + М2Щ + 2im)ABdadP; 

dA = {{РЬЬАВсЬф + j(TôU 4- MbQj)dSt; 

(F) (Г) 

S = T^2 - Щ1 / ^2 =^2l - Щ2 / ^û 

H = M,2=M2,^ 

(9.4.18) 

где H,W и A - соответственно полная энер
гия, упругий потенциал и работа внешних сил; 
Р, Т, M - векторы поверхностной нагрузки, 
погонных сил и моментов на граничном кон
туре. 

Контур Г предполагается гладким. 
Внутренние усилия в оболочке отнесены к 
недеформируемой поверхности. При вычисле
нии вариаций кинематических факторов в 
уравнении (9.4.18) используются формулы 
(9.4:14), (9.4.16). В процессе преобразований 
производится упрощение варьируемых пара
метров в соответствии с оценками (9.4.12), 
(9.4.13). 

Условие стандартности функционала 
Лагранжа (9.4.18) после преобразований с 
привлечением формул Грина и с учетом неза
висимости вариаций ôw,ôv,ô>v на поверхнос
ти /* и 6u^,6u^,6w,dO^^ на контуре Г при
обретает вид; 

Jf[-(Xj + АВр^)би - (l2 + ABp2)^v + 
(F) 

+AB{L^ - p^)bw]da^ + j[{q^ - Q^)8u^ + 
(П 

(9.4.19) 

дВК 1 дА S дВ 

(9.4.17) 
Статические уравнения эластики оболоч

ки следуют из принципа возможных переме
щений в форме вариационного уравнения 
Лагранжа: 

да А ар да 
fi* 

д АН 
ар ^1 

I дА „ АВ ^^ 

Л , ар 
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дВЩ dAN2 

у да ^ у 

/ J = Г^созФц -{Qi +5 ' sm022 -

М-, sin Ф^ I 
é LL s i n O j p 

^1 J 
^1 ={Qi +*S ' s in022-^2^^1l /^2)^^^^ l l " ' " 

+7]sinOii; 

Cl 
AB 

ôBMi CCSФ22 dAHcesФ22 

да 

+ Я С 0 8 Ф ц 
ар да 

ар 

M2 С08Ф|| 

2 2 
У̂ = f j c e s у + 5 sin 2у + f 2 s ^ ï "•" 

Я 8 т 2 у 1 1 

.^1 ^2> 
- Ц 

/ cosO tt 

Kî 

-ae^sinO^^); 

q^ = i _ i y L + 5cos2y + 

+ H\ 
( 1 . 2 

cos y sin Y 

R-. 

-у.^шФ^\ 

1̂ ; 

ЦСОЗФд 

â . 

^„ = iVj cosy + iV2 s ^ Y "*" ^ + 

+ — ц с о 8 Ф ^ ; 
â ^ 

m^ = M j cosФ22 cos y + Я ( с о 8 Ф л + 

+ с о 8 Ф 2 2 ) 8 ш у с о 8 у + ЛГ2С08Ф2^ sin y; 

Ц = (Âf2COSOjj - A f i C 0 S 0 2 2 ) s i l i y C 0 S y + 

4-^1 cosOj j cos y - c o s 0 2 2 S i n y I; 

e , = 7 ; + М , с о 8 Ф ^ • ^ С08Ф^ 
as, 8шФ„ к, 

2ds, 

Qn=T,^-^ ^ ^ _ М , С 0 8 ' ф ^ . 
IRf ^^ ^ ^ ds. 

(1<^2,Л <^i?,a<->P) 

При перечисленных вьпие независимых 
вариациях в области и на контуре из условия 
стационарности (9.4.19) следуют уравнения 
равновесия и силовые граничные условия эла
стики оболочки; 

Zj + АВр^ =0; L2+ АВр2 =0; L^ - р^ = 0; 

т^-М^=0. (9.4.20) 

Уравнения равновесия (9.4.20) соответ
ствуют проектированию главного вектора эле
мента оболочки на оси, связанные с недефор-
мированной срединной поверхностью. 

В частном случае при осесимметричной 
деформации оболочки вращения, совмещая 
линию а с направлением меридиана, из урав
нений (9.4.20) находим ; 

О dBF^ дВ АВ 

да да 
^2 + N^ +АВр^ = 0 ; 

R. 

о F. F. 1 dBN. 

R^ R2 АВ да 

/J = Г|С08Фи - б 8 т Ф и ; 

TVj = Г | 8 т Ф 1 1 +осо8Ф11; 

0 = ^1 -М2^шФ^^ R2\ 

•Рп=^'^ 

Q = 
АВ 

дВМ^ дВ ^^ 
М2С08Ф1^ -

АВМ2&тФ 

да да 

J 

11 (9.4.21) 

Линейные комбинации равенств (9.4.21) 
i^sinФo-Iз^^osФQ=0, Z^cosФQ^-i!зSinФo =0 
приводят к уравнениям Э. Рейсенера, полу
ченным в предположении малости удлинений: 
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[го (N^ sin Ф + G cos Ф)] + a^r^p^ = 0; 

[r^iN^ со5Ф -QsinO)] + ао(го/?„ - NQ) = 0; 

Q = {l/ а^г^)^(г^М^У - UQMQ СО8Ф]; 

a = Ç; a 2 = e ; T^ = N^; T2 = N^; 

M^ =M^; M2=MQ; (У = д/д^; 

А = а^; A* = a; Фц = Ф - Ф о ; 

{1/Я,) = -{1/р,) = -ф',/а,; 

р^ =/?1С08Фо-/?^8шФо; В = г^\ В* = п 

дВ / да = ŒQ со8Фо; (1 / R2) = -8шФо / AQ; 
р^ =;?18тФо +/?„со8Фо; 

£^=сщ -1; ^2 = ^0 ~ 1' ^1 = ^0 (^0 -Ф ' ) ' 

^ 2 = /*о" (8ШФ0 - 8ШФ), 

где Фо и Ф - углы наклона соответственно 
начального и деформированного меридиана к 
плоскости, нормальной к оси вращения обо
лочки. 

9.4.4. ГЕОМЕТРИЧЕСКИ 
НЕЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ НЕПОЛОГИХ 

ОБОЛОЧЕК В КВАДРАТИЧНОМ 
ПРИБЛИЖЕНИИ 

ПОЛОГИЕ ОБОЛОЧКИ 

Уравнения нелинейной теории в квадра
тичном приближении представляют собой 
простейший вариант теории оболочек, в кото
ром учитываются наиболее существенные осо
бенности геометрически нелинейных задач. 
Здесь так же, как в уравнениях эластики, 
предполагается малость удлинений, сдвигов и 
поворотов элемента оболочки относительно 
нормали к поверхности, однако тангенциаль
ные составляющие вектора конечного поворо
та соответствуют "умеренным" поворотам по 
классификации п. 9.4.2. 

Допущения теории оболочек квадратич
ного приближения сформулированы В. В. 
Новожиловым при упрощении геометрических 
зависимостей нелинейной теории упругости в 
виде оценок: 

Ej -̂  Е2 -̂  с ; со8Фз2 '•*'С08Ф21 ^г ; 

со8Ф|з ~ со8Ф2-, ~ в; 8 ~ -q < 1. 

С учетом оценок (9.4.22) основные урав
нения квадратичной теории непологих оболо
чек могут быть получены непосредственно из 
уравнения эластики (см. п. 9.4.3) путем разло
жения тригонометрических функций в степен
ные ряды с удержанием в окончательных ре
зультатах квадратичных слагаемых порядка не 
вьппе 8 .̂ 

Г е о м е т р и ч е с к и е з а в и с и 
м о с т и теории непологих оболочек сле
дуют из более общих уравнений (9.4.14), 
(9.4.16) с точностью до квадратов параметра г^ 
(Z/Ri«l): 

m Е. +zK.\ z-^-y = E-y ^zKy, Ч ' 2̂2 

8j2 = ^ +2zT; 

E^ =81 + 1 / 2 0 1 ; ^2 =^2 + l / 2 © 2 ' 

0 = 03+0102; 

/ r i = a e i - 1 / 2 0 2 / i ^ ; "̂2 = « 3 - 1 / 2 0 ^ / i ? 2 ; 

T = T; Y = Yj-bY2; 

Ц = Ф = -0^v + 0 , t + 1 / 2(7^ - y^)n. 
(9.4.23) 

Параметры деформации на срединной поверх
ности и на контуре Г представлены формула
ми пп. 9.4.1 и 9.3.2. 

С о о т н о щ е н и я у п р у г о с т и 
тонких изотропных оболочек для простейшего 
варианта нелинейной теории формально со
впадают с уравнениями (9.4.17), (9.4.18). Вхо
дящие в них удлинения, сдвиги, изменения 
кривизн и кручения определяются по форму
лам (9.4.23). 

У р а в н е н и я р а в н о в е с и я 
квадратичной теории непологих оболочек сле
дуют из соответствующих уравнений эластики 
(9.4.19) в том же приближении, т.е. с сохране
нием нелинейных членов порядка не выше 8 .̂ 
Данные уравнения равновесия отнесены к 
локальному координатному базису ei, 62, е„, 
связанному с недеформированнои срединной 
поверхностью: 

дВЪ 1 дА s дВ 
L + 

да А ар 
— Г2 + 
да 

д АН 

ар к 
1 дА АВ 

+ Я + TVj +АВр^ = 0 ; 
R2 ар R, \ 

с AT. 1 dB'^S 

(9.4.22) ар В да 

дА_, 

ар 
— Г 1 + а вн 

да R-s 
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^±^Н+ — Щ^АВр2=0; д^ = TVj cosy + Nj^^y + 
siny ^ 

Рп=0; 
1(^2 - Mj^sinycosy + 

— M. 

N, 
АВ 

длм. 1 дв H дл — м, ар в да ар 

•АВ\ ©2 +5Bi 

(9.4.24) 

Силовые граничные условия на контуре Г 
^ v - O v = 0 ; « , - G , = 0 ; ç „ - G „ = 0 ; 

/n, - л / , = 0. (9.4.25) 

Составляющие внутренних сил 
2 2 

q^ - Ti ces у + 5 sin 2у + Г2 sin у + 

+ Я sin у COS у 1 1 
— + — 

- sinycosy 
1 1 

/?1 R2 j < M 2 -

cosy д 

^ 2 ^ ^ 2 y 

4-Яcos2y]; 

2 2 
m^ = Л/j ces y -h Я sin 2y -h M2 sin y; 

Qn=T,^dMjds,. 

Дальнейшие упрощения уравнений не
линейной теории связаны с особенностями 
напряженно-деформированного состояния 
оболочек. При его быстром изменении, хотя 
бы в одном из направлений на поверхности, 
некоторые члены уравнений общей теории 
становятся пренебрежимо малыми и могут 
бьггь отброщены. Приближенные уравнения 
такого рода известны как уравнения нелиней
ной теории пологих оболочек (технической 
теории оболочек) [12, 24]. 

Допущения, приводящие к теории поло
гих оболочек, могут бьггь сформулированы 
также в форме приближения о близости мет
рических свойств поверхности и ее проекции 
на плоскость. В результате, в формулах для 
компонентов изгибной деформации отбрасы
вают тангенциальные смещения, а в измене
ниях кривизн - квадратичные члены с множи
телями \/Ri, в уравнениях равновесия пренеб
регают моментными членами, содержащими в 
качестве сомножителей главные кривизны 
поверхности и их производные. 

Реализация данных гипотез примени
тельно к зависимостям (9.4.24), (9.4.25) при
водит к уравнениям геометрически нелиней
ной теории пологих оболочек [12] 

дВТ, 1 дЛ S дВ 

- Mj )sin у ces у + H ces 2у]; 

Çj = (Т2 - ^1 ) sin y cosy + S ces 2y + 

да A эр 
7̂2 + ABp^ = 0; 

+ Я 
f 2 . 2 ^ 

COS V s m 7 

V ^ 2 ^1 ; 

f . 2 
sm y 

B\ R-> 

1 

AB 

да 

dBN^ dAN2 

oa 

N,= 
2 ^ ces y 

1 

AB 

1(M2 - Afjjsinycosy-+-Ясо8 2у|; 

дВМ, 

ар 
,2 

-Pn=0; 

1 дА H дВ 
•M, 

^2 ) 

да A ар 

-AB{T^e^^S(è2)\ 

да 
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Ту= j{E^+^^); S = Q; 
1-Ц 2(1.+ц). 

м,=. 
Рп Fh 

- (^1+^:2) ; ^ = Т; 
12(1-ц) 

Е^ = 8 i + - 0 f ; 0 = 7 + 0^02; 
2 

12(1+ц) 

J î =aei; Т = т; ©i = -

(1^2) 

1 ÔW 

А да 

(9.4.26) 
Чтоб14 получить силовые граничные ус

ловия к уравнениям равновесия (9.4.26), в 
формулах (9.4.25) необходимо пренебречь 
моментными слагаемыми, пропорциональны
ми l/Ri (i=l 2), l/i?v/, l/iJ/.. 

Глава 9.5 

ОБОЛОЧКИ ВРАЩЕНИЯ 

При повороте плоской кривой 
(меридиана) вокруг оси z, лежащей в этой 
плоскости (рис. 9.5.1), образуется срединная 
поверхность оболочки вращения. Точка M 
меридиана при повороте описывает окруж
ность (параллель). Положение точки на повер
хности может быть задано угловыми коорди
натами: углом а между осью вращения и нор
малью к меридиану; углом Р, образуемым 
плоскостью меридиана с начальной плоско
стью отсчета. На рис. 9.5.1 показаны угловые 
координаты точки поверхности M На рис. 
9.5.2 обозначены радиусы кривизн поверхнос
ти: радиус Ri кривизны меридиана; окружной 
радиус Rf кривизны, который равен расстоя
нию по нормали от точки на поверхности до 
оси вращения. Длина дуги элемента вдоль 
меридиана dsi = Rida, а вдоль параллели 

di'^ds^a 

Рис. 9.5.2. Элемент оболочки вращения 

ds2=rdp>, где г - радиус поперечного сечения 
поверхности в точке M (рис. 9.5,2). Радиусы г 
и R2 связаны соотнощением r=R2Sina. Так 

2 2 2 2 
как ds = Л| ûfa + г ф , коэффициенты Ляме 
поверхности A=Ri, В=г. Радиусы кривизн 
связаны соотношением t/(i^ an а) / dx-R^ oosa, 
которое вытекает из уравнений Кодацци-
Гаусса (9.1.15). 

9.5.1. УРАВНЕНИЯ 
МОМЕНТНОЙ ТЕОРИИ 

На рис. 9.5.3 показаны положительные 
направления составляющих поверхностной 
нагрузки на оболочку: р\ вдоль касательной к 
меридиану; Р2 по касательной к параллели; /?з 
по нормали к поверхности. Распределенные 
моменты ввиду переноса внешней нагрузки на 
срединную поверхность не учитываются; сила 
7i направленная по касательной к меридиану; 
сила 72, направленная по касательной к па
раллели; сила S сдвига. В сечениях оболочки 
действуют следующие изгибающие моменты и 
перерезывающие силы: М\ w Q\ ъ плоскости 
меридиана; М2 и Q2 ^ перпендикулярной 
плоскости, проходящей через нормаль к по
верхности, а также крутящий момент H (рис. 
9.5.4). 

Рис. 9.5.1. Геометрия поверхности оболочки вращения 
Рис. 9.5.3. Силы в срединной поверхности оболочки, 

внешние поверхностные силы Pi, Р2, Ръ 
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динной поверхности при деформации оболоч
ки: 

д& 
С^ ав, = 1 . 

К^д(х 

dS') cosa 
ж, = — ^ - f Э р 

/6Р г 

(9.5.3) 

Рис. 9.5.4. Моменты и перерезывающие силы 

Уравнения равновесия линейной момен-
тной теории оболочек могут быть получены из 
общих соотношений п. 9.3.4: 

—(7] г) + i?i T2R1 cosa + rQ^ = -РхгК^ ; 
да ар 
д .^ . ^ дТ') _,„ _ . ^ 

— (Sr) + R^ — ^ + SR^ cosa + R^ sinaQ2 = 

да ар 

= -P2rRi; 

a aOo 
—(Cir) + R^ - ^ -rT^-Ri sinar2 = -P'^rR^ ; 
aa ap 
— (Af^r) + i?i M2R1 cosa-R^rQx = 0; 
aa ap 
— (Яг) Ч- i?i ^ + ЯТ?! cosa - RirQ2 = 0. 
aa ap 

(4.5.1) 
Относительные удлинения элементов 

срединной поверхности и угловые составляю
щие деформаций связаны с перемещениями w, 
V, W зависимостями 

ди W dw cosa w 
S| = + — ; 82 = + w + — ; 

/ap r R2 

ae, а0л cosa 
as = —^-+ ^ 02 . 

/ap i^jaa r 
Геометрические соотношения (9.5.2), 

(9.5.3) дополняются зависимостями, связыва
ющими силы в срединной плоскости Т\^ 72, 
Se 81, 82, Y» а также моменты М\, М2, Я с 

Для изотропной оболочки 

Т^ = В[г^ +^^2); 7̂2 = ^(82 +^ei); 

5 = 0 ,5^(1-ф; 

Afj = 7)(аВ| +ЦЖ2); Af2 = 7>(ае2 +цаеЛ; 

Я = 0,5/)(1 - ц)ае 

3 ^ 
£-/2 £•/2 

В- -;D 
1-ц^ 1 2 ( l - ^ ^ ) j 

R^da R^ 

dw du cosa 
Ч- V ; 01 

л^аа rap r 

dw и 

(9.5.4) 
Система уравнений (9.5.1) - (9.5.4) явля

ется полной и определяет напряженно-де
формированное состояние моментной изот
ропной оболочки вращения при произвольной 
геометрии меридиана. 

9.5.2. ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ 
ДЕФОРМАЦИЯ 

Для осесимметричного случая деформи
рования оболочки вращения система уравне
ний (9.5.1) - (9.5.4) принимает вид 
d 

da 
d 

da 

(T^r) - T2R1 cosa + rQi = -PirR^; 

iQ^r)-Txr-T2RiSma = -p^rRx; (9.5.5) 

02 = 
dw V 

/6P ^2 

i^jaa R^ 

(9.5.2) 

Эти уравнения, справедливые для обо
лочки вращения, являются частным случаем 
соотношений (9.3.23), (9.3.24), (9.2.4). Соглас
но формулам (9.3.13) и (9.3.14) определяются 
изменения кривизн ае ,̂ гв2 и кручение ае сре-

— (М^г) - M2R1 cosa - Q^R^r = 0; 
da 

du w 
81 = + — ; 

R^da R^ 

cosa w 
г-) = и + — : 
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в, 
dw и 

R^da Щ 

R^da 

(9.5.6) 
cosa 

^2 = Э р 

7] = В{г^ +^i£2); 7̂ 2 = В{г2 +^^); (9.5.7) 

Интегрирование уравнений (9.5.5)'' -
(9.5.7) и получение аналитических решений 
возможно для некоторых частных видов обо
лочек вращения (цилиндра, сферы, конуса, 
кругового тора). При этом приведенные выше 
уравнения приводятся в системе Е. Мейснера 
[37]. Если первое уравнение (9.5.5) умножить 
на sina, второе - на cosa и сложить, то 

d , . 
— (Tj г s ina - Ç j rcosa j = 
da 

= Ip^ cosa - p^ sma\R^r. 

В результате интегрирования этого урав
нения получается 

27cr(7J s ina - Q^ cosa) = 

a 
= 2K И/?З cosa - />j sina)ri^dx -f P. (9.5.8) 

Левая часть (9.5.8) представляет собой 
равнодействующую внутренних сил, направ
ленную вдоль оси оболочки. Константа Р рав
на осевой силе в крайнем сечении при а=ао, а 
оба слагаемых правой части соответствуют 
равнодействующей всех внешних сил в сече
нии а. 

Умножение на cosa первого уравнения 
(9.5.5), на sina второго и сложение приводят к 
соотношению 

где 01 и 02 - функции внешней нагрузки; 
а 

0^ = - c o s a И/>з s ina -i-/?j cosa^R^rda + 

a 
-f sin a И/?л cosa - p^ sin a\R^rda -f 

P . 
- f — s m a ; 

2K 

02 = - sin a И/?3 sin a + p^ cosa)7?j rda -

a 
- cosa f (/>3 cosa - p^ sina^R^rcki -

cosa. 
27U 

уравнения равновесия (9.5.8) и (9.5.9) 
эквивалентны двум первым уравнениям (9.5.5) 
и удовлетворяются тождественно при подста
новке в них соотношений (9.5.10). Таким об
разом, система (9.5.10) заменяет два первых 
уравнения равновесия. 

Для получения уравнения неразрывности 
деформаций оболочки вращения воспользуем
ся соотношениями (9.5.6), исключив состав
ляющие перемещений и и w: 

d 
— (^2'') ~ ^1^1 cosa + в | ^ | s ina = 0. 
da 

(9.5.11) 
Подстановкой в (9.5.7) выражения для щ 

и «2* ^ также (9.5.10) получена система 

da 
[ r j r cosa + CjTsina) - Г27?1 = 

= -Ip^ cos а + /?з sin а) rR^. (9.5.9) 

Функция напряжений F определяется из 
следующих соотношений: 

гТ^ = F c o s a - ь Ф l ; 

rQi = F s i n a - b 0 2 ; (9.5.10) 

^ ^ 
Т2= , 

R^da 

1 

Eh 

1 

Eh 

c o s a , , dV 1 ^ 
V -[i +-0j 

r R^da r 

dV c o s a , , 1 ^ 
\i V -\i-0^ 

r r 

Âfi =D\ 

yR^da 

dQ, 

yR^da 
- + | i -

cosa 

M2 =D\ cosa '-e^^[i-

-e, 

R^da j 

(9.5.12) 
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Окончательный вид уравнений момент-
ной оболочки вращения в форме Е. Мейснера 
получается, если из (9.5.12) Afj и Л/2, а из 
(9.5.10) Qi подставить в третье уравнение 
(9.5.5), а также 8] и С2 - ^ уравнение (9.5.11). 
Для оболочки постоянной толщины 

г d^V 

У?1 da 

j i s ina -

da 

R 

dV 

dcL 

1 2 - c o s a F-b 

+^/î7?iSmaej = ц ^ + — ! - c o s a 0 j ; 
da r 

r d^e^ 
7?l da^ da 

R 

V^l 

dS^ 

da 

", 2 ^ fisina ^cos a e, 

j©ii?lCosadx + Wj, 

где w^ - константа, соответствующая переме
щению оболочки как твердого тела. 

Итак, при интегрировании системы 
уравнений моментной оболочки вращения 
имеется шесть произвольных постоянных: 
четыре входят в решение системы уравнений 
Е. Мейснера (9.5.13) и две (F и w^) имеют 
смысл осевой силы в крайнем сечении и пе
ремещения оболочки вдоль оси как твердого 
тела. 

Для цилиндрической, конической и сфе
рической оболочек система уравнений Е. Мей
снера упрощается. Решение может быть полу
чено для функции напряжений V и угла пово
рота нормали ©1 в аналитических функциях, 
которые позволяют определить все составля
ющие перемещений, сил и моментов. 

9.5.3. ЦИЛИНДРИЧЕСКАЯ, 
КОНИЧЕСКАЯ И СФЕРИЧЕСКАЯ 

ОБОЛОЧКИ 

А 
D 

s i n a F 5 
D 

-Ф, 

(9.5.13) 
Для решения полученной системы урав

нений необходимо составить четьфе гранич
ных условия (по два в каждом крае), выра
женные через функции К и в ] . Если, напри
мер, край оболочки имеет заделку, то 0^=0 и 
82=0, при наличии опоры 82=0, Mi=Q. Вели
чины 82 и Ml должны быть выражены через V 
и ©1 и их производные - с помощью уравне
ний (9.5.12). При нахождении деформирован
ной формы оболочки вместо и и w целесооб
разно рассматривать радиальное Wj и осевое 
W\ перемещения: 

и. = z-^r = и cosa + w sin а; 

w usina - wcosa. 

Из уравнений (9.5.6) следует, что 

dw. 

da 
Sj/?j sin а -h ©j^j cosa. 

Осевое перемещение 

cosa w, = j 7?!jSina 

Eh 
F-)Ll + - Ф 1 

r R^àx r 
\da + 

В качестве частного решения неоднород
ной задачи при плавно изменяющихся вне
шних нагрузках может быть принято решение, 
соответствующее безмоментной теории. Сис
тема (9.5.13) без правой части имеет вид 

г d^V 

R^ da^ da v ^ l . 

dV R 

da 
-COS aV -b 

+|i sin a F + EhR^ sin a 0 j = 0; 

r d @ 

R^ da da 

( \ 

Kh 
J01 R. 2 
——î- ^cos a 0 j -
da r 

-^is ina©! ^ s i n a F = G. 

Вводится комплексная функция 

\|/ = 01 + i л 12(1-Ц) 
Eh 2 

(9.5.14) 

F, (9.5Л5) 

где / = v - 1 . 
Система уравнений (9.5.14) приводится к 

виду 
,2 d v|/ 

f^^da^ 
+ ctga 

1 d^ 1 
ctg a—г-\|/ + 

7?î 2 ^̂  к 
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J^ / 1 2 ( 1 - ц ) _ +1 v|/ = 0. 

Вводится новая переменная 

(9.5.16) При 
Eh 

4k эти уравнения приводятся к 

виду 

J /г 
Rda 

d% -±+4к^е^ =0. 

и функция 

Ф = v/^sinavj/. 

Уравнение (9.5.16) имеет следующий вид: 

ds 
Одна из форм решения уравнения 

© J = 0Q + Cjc" sin /:s4- Сзе" cos Лх + 

+ Сзе smÂ:5̂  + C4e COSÂ:S, (9.5.18) 

.2 а ф 
+ [2/- / (х)]ф = 0, (9.5.17) 

где 

Пх). 
^ 2 ctg а 

^2 д/з(1-ц^ 

17?. 1 R. 

где 00 - частное решение неоднородной сис
темы (9.5.15), соответствующее безмоментной 
теории. 

Для поверхностных нагрузок ру=р, Pv^^ 
и краевой силе Ръ (9.5.13) функции : 

16 16 м; 
Ф^ 

1% 
-, 02=-pBs; 

8 Л 4 Л 
1+-

м; 
tg а + 

4Л da 4 ^ 1 . 

Разрешающее уравнение (9.5.17) позво
ляет получить частные решения однородной 
системы для оболочек вращения различной 
геометрии меридиана. 

Цилицдрическая оболочка. Для цилинд

рической оболочки R^da = ds, а = —, г = R: 
2 

Переменная х в (9.5.17) выражается через ко
ординату оболочки вдоль образующей s: 

X = 
f(î- ,') 

s; f(x) = 0. 
^fRh 

Уравнение (9.5.17) принимает вид 

— f -f 2/ф = 0. 
dx^ 

С помощью функции у1ф = \R\\f\ перемен

ной 5 (9.5.15) 

V = VQ-2kC^e oœks + 2k €2^ sinks-^ 

+ 2к^С^е^ cos As + 2k^C^e^ sm ks. (9.5.19) 
Из приведенных вьпие уравнений опре

деляются Qi, Т2, £1, 82, Ml, М2. Осевое и 
нормальное к срединной поверхности пере-

du 
мещения — = ^i» У^ = ̂ 2^ ' Константы Ср 

ds 
С4 в (9.5.18) и (9.5.19) находятся из граничных 
условий на краях оболочки. На каждом крае 
должны быть заданы два условия. Например, 

dV Ф. âè. ^ 
для опоры = ц—-\ = 0. Если край 

ds R ds 
dV Ф. 

оболочки заделан, = ц —- ; 0^ = О. При 
ds R 

отсутствии закреплений для свободного края 

ds , 
Для длинной оболочки, у которой 

можно упростить решение и рас
сматривать уравнения (9.5.18) и (9.5.19), со
держащие • только функции с отрицательным 
показателем экспоненты. Тогда 
0 J = 0Q + CjC" sin fo + Сзв" cos ks; 

d \ 
1^ 

\ ^^ ^ d^V Eh 
F = 0; — - + — ( è . =0. 

RD ds^ R 

ds^ 
+ pRs - 2k CjC cosks + 

-^2k^C2e ^sinks. 



ЦИЛИНДРИЧЕСЮ\Я, КОНИЧЕСКАЯ И СФЕРИЧЕСКАЯ ОБОЛОЧКИ 149 

В оболочке, край которой (s=0) заделан и 

0 . = О, Сл = О, С = 
1 

1? pR-\x-
2KRJ 

Сферическая оболочка. Для сферической 
оболочки {Ri=R2=Il> r=Rsma, s=Ra) в 
уравнении (9.5.17) 

Радиальное перемещение 

FR 
W • 

( 1 
pR 
Ш 2%REh 

jl-e-^ 

3̂(l-H )̂J|a; 

(sinÂs+cosfo) 
/ W 

h ctg a 

^V3(bV 
3 1 2 1 

tg a 
4 2 

Коническая оболочка. Для усеченной ко
нической оболочки при отсчете s вдоль обра
зующей от краевого сечения меньщего радиуса 
г = 5COSa, /?2 - -sctga, y?j -> со. Перемен
ная X и 5 связаны зависимостью 

Уравнение (9.5.17) решается в специаль
ных функциях Лежандра. Для пологой сфери

ческой оболочки tg a«-,ctg CL = -j 
2 а J 

s = 
hctga 

^ /̂з(lV 
2 

rX . 

уравнение (9.5.17) принимает вид 

В уравнении (9.5.17) функция f(x) = 
15 

а ф 
2/ 

А 2 I 

4х J 

Ф = 0. 

4х 2 ' 

Разрешающее уравнение относительно ф 

15 а ф ' 

dx 
2 / - -

4JC 
Ф = 0, 

Решение уравнения следующее: 

Ф = q V^/2 {x^[2l) + С2Я2 (JcV27), 

где /2 - функция Бесселя второго порядка 
мнимого аргумента; H'j - функция Ганкеля 
первого рода второго порадка. 

Функция /2=0 при х=0, а Н'2 -> оо при 
х==0. Специальные функции /2 и Н'2 преобра
зуются в функции Кельвина и их комбинации, 
через которые выражаются зависимости для 0 ] 
и V: 

©1 = 00 -н ^ i / i фх) - ^i /2(V2x) + 

+ Л2 / з (л /2х ) -^2 /4 (>^^ ) ' 

2 
[^i/2(V2x) + 

Решение этого уравнения подобно полу
ченному выше для конической оболочки 

Ф = q Vx/j (xV27) 4- С2л/хЯ; (хл/27). 

Функции Бесселя и Ганкеля здесь перво
го порядка. Они могут быть представлены 
через табулированные функции Кельвина и их 
производные. Искомые углы поворота 0 i и 
функция напряжений V определяются соот
ношениями 

01 = 00 + Aj{{x42) + B^f2(х^/2) + 

+ А2/;{ху[2) + B^f^ixyfî); 

V = V,+ 
Eh' 

.[A^f2(x^f2)-

V=V,+ 
Eh 

(^ 12(1-ц^) 

-f BJ^ (^f2x) + +^2/4 ( ^ ^ ) + ^2/3 (V2x)]. 

С помощью этих соотношений и (9.5.10), 
(9.5.15) можно через специальные функции 
выразить все силы и деформации. Константы 
А\-В2 находятся после удовлетворения гра
ничным условиям на краях оболочки. 

A/Ï2(ÏV) 

-BJ{ixy[2)+A^f'^{xy[2) - В2А(хЩ. 

Аналогично конической оболочке для 
нахождения сил и деформаций в оболочке 
необходимо воспользоваться уравнениями 
(9,5.10) и (9.5.12). Соотношения между де
формациями и перемещениями позволяют 
определить w и w. Четыре частных решения с 
постоянными А\-В2 позволяют удовлетворить 
граничным условиям на краях оболочки (по 
два на каждый край). Функции /з'(хл/2) и 

f^(xyl2) стремятся к бесконечности при 
X -^ О (или а -> 0). Для замкнутой в полюсе 
оболочки А2—В2=0. 

Подробно последовательность расчета 
конических, сферических и круговых торооб-
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разных оболочек, а также примеры решений d ̂  
задач рассмотрены в литературных источниках — \ ^ \ п ^ ) '^ ̂ \^^п ~ ̂ 2п^\ ^^^а -
[7, 37, 38]. da 

9.5.4. ОБОЛОЧКИ 
ПРИ НЕОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ^ 

ДЕФОРМАЦИИ _(^ff^r) - R^nM^n + H^R^ cosa -
da 

Оболочки вращения замкнутые по коор
динате Р рассчитываются с использованием ~Щ^^2п ~ ^' 
метода разделения переменных. При этом (9.5.21) 
система уравнений в частных производных 
(9.5.1) - (9.5.4) приводится к уравнениям с Геометрические соотношения (9.5.2) и 
одной переменной. Поверхностные составля- (9.5.3) после разложения в ряды их составля
ющие нагрузки, разложенные в ряды, ющих ; 

/?i„coswP; Р2 = 2^/?2rSniwp; 8i„ = — ^ 4 - - ^ ; 
n n ^1^« ^1 

/ ' s ^ Z ^ s . c û S / i p , (9.5.20) _ ^ c ^ - f ^ i ^ w • 
^2n ~ ^n^ "я ^ *^я' 

n ^ ^ y. 
где n - целое число (л=0, 1, 2,...); /?i„> Pln^ ^ ачn cosa 

Y = /y ^ 2 V ' 
РЪп - функции только одной координаты а. '« ^ р и ^' 

Тогда величины и, w, Tj, 72, Qu Mi, 1 
Л/2, Si, ^2, aei, 362, ®1 можно получить в виде dw^ и^ w^ v^ 
сумм: « = ̂ « „ c o s w p ; >v = ̂ w „ c o s / 7 p и ^̂ ^̂  " " ^ ^ ̂ ^ ' ^^'^ " ' " Т " ^ ^ ' 

т.д. В ТО же время величины v, 5, Q2, ff, 02, _ ^\п . _ ^ п . ^^^ ̂  гч . 
Y, гв представляют следующим образом: i« _ . R^da 

V = ̂ v „ sin wp; 5 = ̂ 5 „ sin/^p и т.д., ^ d@2n ^ 
r 

cosa 

где л=1 , 2,... - номер гармоники составляю- (9.5.22) 
щих сил, деформаций и перемещений; соот
ветствующие им амплитудные значения имеют Уравнения (9.5.4) принимают вид: 

Уравнения равновесия (9.5.1) принимают '̂̂  ^ ̂ '̂  "̂ "̂  ^" ^ "̂ ^ ^"^ 
5 , = 0 , 5 5 ( 1 - ф , ; 

(Г1„г) + ^i/î5„ - 7-2̂ 1̂ cosa + rQ^„ = М^^ = D{e£^„ ^^щ)'^ Щп = ^{^2п ^^ыУ 

вид : 

d 

da 

d 
(9.5.23) 

(S Л+ Rnn+S„R. cosa+ R$maQ,= Все силы, перемещения и деформации 
^ ^ ^ зависят л и ш ь от одной координаты а . 

П р и /1=0 уравнения соответствуют осе-
~~Р2п^^'> симметричной задаче. В этом случае силы 

сдвига Sfi, 02/1' момент Л,,, перемещение v^j, а 
— (Q,r) + R,nQ,„ - гТ,„ - R, sin аГ ,„ = ™'°^^ величины щ, у„, @ъ равны нулю. Пе-
da i л̂ 1л ^ri ремещения w„ и w„, силы У ]„ и 72л' моменты 

Мп> ^2/1. а также Gi„, 8i„, 82„, «]„, ае2„, Bi^ 
~ ~РЪп^^\ » зависят только от координаты а . Второе и 
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пятое уравнения равновесия (9.5.21), а также 
соотношения для Ул» ^2л» *л тождественно 
равны нулю, остальные зависимости упроща
ются. 

При п=\ все составляющие сил, пере
мещений и деформаций изменяются, как при 
изгибе балки круглого поперечного сечения. В 
поперечном сечении оболочки вращения ме
ридиональные и сдвигающие силы можно 
привести к суммарным нормальной силы 7V, 
изгибающему моменту M и перерезывающей 
силе Q в поперечном сечении оболочки: 

я п 

N = 2\T^rsm(xdP; М = 2\Т^г s inacosp^; 

Q = 2 f 5г8шрф. 

Посколько величины Ti и S представля
ют в виде суммы ортогональных тригономет
рических функций, равнодействующая сила N 
определяется только осесимметричной состав
ляющей 7\о» ^ момент M - величиной Тц 
(первой гармоникой), а перерезывающая сила 
Q - сдвигающей силой S (л=1). Остальные 
члены рядов в поперечном сечении дают нуле
вые равнодействующие, иначе, для п> 2 со
ставляющие сил Ti и S самоуравновешены. 

Система уравнений (9.5.21) - (9.5.23), 
описывающая несимметричную деформацию 
оболочки вращения в аналитической форме, 
решается лишь в отдельных случаях. Общий 
случай расчета оболочек связан с применением 
численных методов. 

Глава 9.6 

ПРИКЛАДНЫЕ ТЕОРИИ 
ОБОЛОЧЕК 

Расчет оболочек с использованием общей 
моментной теории связан с решением краевых 
задач и интегрированием сложной системы 
уравнений в частных производных. Широко 
известны численные способы решения этих 
уравнений. Приближенные теории построены 
на дополнительньЕХ упрощениях: безмомент-
ная теория оболочек; теория краевого эффек
та; полубезмоментная теория цилиндрических 
оболочек; теория пологих оболочек. 

9.6.1. БЕЗМОМЕНТНАЯ ТЕОРИЯ 

Согласно безмомеш-ной теории нор
мальные и касательные напряжения постоян

ны по толщине оболочки. Внутренние силы 
сведены к нормальным Т\, 72 и сдвигающим 
S. Перерезывающие силы Qi и Q2, изгибаю
щие Ml и Л/2 и крутящий H моменты равны 
нулю. 

Безмоментная теория хорошо описывает 
напряженное состояние оболочек, имеющих 
плавно изменяющуюся срединную поверх
ность, постоянную или плавно изменяющуюся 
толщину, непрерывно и плавно изменяющую
ся нагрузку на оболочку. Безмоментную тео
рию в рассматриваемой линейной постановке 
нельзя рекомендовать для расчета напряжений 
на участках, близких к закреплениям, сопря
жениям частей оболочки, рядом с усиливаю
щими элементами. 

Общие уравнения равновесия безмомен-
тной оболочки можно получить из соотноше
ний; 

— {Т^В) + —(5L4) + 5 7^2— = -PiAB; 
да ар ар 

да др да 

да 

ар 

ч Ру 
^1 ^ 2 

(9.6.1) 
В системе уравнений (9.6.1) число неиз

вестных (Ti, /2 , S) соответствует числу урав
нений. При заданных составляющих внешней 
нагрузки и краевых силах для определения 
внутренних сил достаточно рассмотреть урав
нения равновесия. 

Д л я о б о л о ч к и в р а щ е н и я 
п р и о с е с и м м е т р и ч н о м с л у ч а е 
н а г р у ж е н и я система уравнений (9.6.1) 
принимает вид 

(Tir'j - T2R1 cosa = -p^R^r; 

^ ^ (9.6.2) 
da 

ч - ^ = Рз-

Сила 

г sin а 

+ , (9.6.3) 
г sin а 

где С - константа, определяемая из условия 
равенства силы Tj на контуре при а=ао за
данному значению Ti. 

Окружная сила в оболочке 
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Тг- Ръ—г 
Я 

R,, (9.6.4) 
1) 

Соотношения (9.6.3) и (9.6.4) позволяют 
найти силы Ti и 72 Д^^ оболочек вращения 
различного вида (табл. 9.6.1). Силы J i и 72 
позволяют определить перемещения и и w, 
соответствующие безмоментной теории. Со
гласно (9.5.6) 

du W ctga w 
8i = + ; 8-) =U + . 

R^da R^ R2 R2 
(9.6.5) 

Перемещение 

и = s ina f (^1^1 ~ ^2^2)^'°^ -fCjSina. 
s ina 

Для оболочки с прямолинейной образу
ющей (a=const, Rida=ds) 

и = ïz^ds +С2. 
Нормальное к поверхности перемещение 

из второго уравнения (9.6.5) 

w s î?2 • wctga. 

Деформации 8| и 82 определяются по 
известным значениям Tj и Т2 из соотноше
ний упругости. Перемещение w находится из 
алгебраического уравнения, не содержащего 
константы для удовлетворения граничным 
условиям для W. Это одна из особенностей 
безмоментной теории. Не только для осесим-
метричной деформации, но и для общего слу
чая деформирования удается выполнить усло
вия на границе относительно касательных пе
ремещений и сил, но для нормального пере
мещения w граничные условия не удовлетво
ряются. 

Д л я о б о л о ч к и в р а щ е н и я 
п р и н е о с е с и м м е т р и ч н о й нагр -
у 3 к е внутренние силы Гь ^2, S определя
ются из уравнений равновесия * 

д . . dS 
— \'^\Ч "^^1 Л со8аГ2 = -p^rR^; 
да ар 
а / ч dT-i 

— (Sr) + jRj — ^ + R^ c o s a 5 = -/>2'*^i ; 
да ар 

9.6.1. Расчетные силы, действующие внутри оболочки при осесимметричном нагружении 

Оболочка 

Цилиндрическая, 
нагруженная внут
ренним давлением р и 
осевой силой N 
Сферическая, нагру
женная внутренним 
давлением 

Полусферическая, 
закрепленная у эква
тора и заполненная 
жидкостью 

Коническая, нагру
женная внутренним 
давлением 

Горообразная круго
вого сечения, нагру
женная внутренним 
давлением 

Внутренние силы 
7i 

pR N 

2 2nR 

0,5pR 

1 pgR^ f 3 ^ 
2—11-cos a 1 

3 sin a ^ ^ 

0,5psctga 

pR 2a + Rsma 

2 a+Rsina 

\ ^ 2 

1 pR 

Q,5pR 

PgR^ 
f 1 3 ^ 1 - cos a 
cosa г — 

3sin a 

psctga 

il 
2 

Примечание 

R - радиус; p2=p -
внутреннее дав
ление; Л̂  - растя
гивающая сила 
р - внутреннее 
давление 

R - радиус полу
сферы; р - плот
ность тяжелой 
жидкости, зали
той в оболочку; 
g - ускорение 
свободного паде
ния 
р - внутреннее 
давление; s 
координата сече
ния вдоль обра
зующей 
р - внутреннее 
давление; R 
радиус осевого 
сечения тора; а -
расстояние от 
оси вращения до 
центра круга 
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Т^г + T2R1 sin а = P'^rR^. 
(9.6.6) 

Если поверхностные нагрузки ддя замк
нутой оболочки представить- в виде рядов 

Р\ = Y.P\n COS//P; Р2 = Y.P2n sin«P; 
п п 

р^ = 2_\Рзп coswp, ТО внутренние силы 
п 

п п 

5 = ^5„sm/7p. 

Тогда для каждой /1-й гармоники уравнения 
(9.6.6) принимают вид • 

dT, In + T^„—cœa-T^ 
ds 

ÉËJL 
ds 

Г 

^ 2 
+ 5^—cosa 

г 

2n-cœa + -S^=-p^^; 
г г 

• + Т, 2л" 

^l^'^ln = 

РЪп^ 

•Pln'^ 

(9.6.7) 

где ds=R\da, /2=0,1,2,3,.-. 
Когда на одном из краев ( а = а о ) заданы 

усилия TJ^ и 5^, систему (9.6.6) для оболочки 
с произвольной геометрией меридиана можно 
проинтегрировать численно; для каждого зна
чения п из третьего уравнения 
(9.6.7)определить Tin, из первых двух уравне
ний найти приращения Т\п 1Л S^ , г. затем уси
лия T\fi и 5'„ в следующем сечении оболочки, 
отстоящем от а = а о на Да (или на A5=7?iAa). 
После этого определить Т2п и т.д. Таким обра
зом, для каждой гармоники на всей длине 
меридиана найти все значения сил Tj;,, 72^, 
Sn-

Перемещения в оболочке вращения с ис
пользованием безмоментной теории можно 
найти из первых трех соотношений (9.5.2), 
которые после разложения по периодическим 
функциям для каждого п принимают вид 

ds M 

^2/1 = п - ^ + cosa—^ + s m a — ^ 
г г г 

Уп 
dw 

ds 

cosa 

(9.6.8) 
Левые части уравнений получают после 

определения сил Ti^, Т2п-> ^п ^ использова
ния соотношений упругости. Интегрирование 
(9.6.8) позволяет найти безмоментные состав
ляющие перемещений. Аналогично задаче при 
осесимметричном случае нагружения удовлет
ворить условиям на крае оболочки относи
тельно Wfi не удается. 

Безмоментная теория - одно из суще
ственных упрощений общей теории оболочек. 
Она обычно соответствует частным решениям 
моментной теории, а также технической тео
рии мягких оболочек. Расчет многих тонко
стенных конструкций основан часто на при
ближениях, соответствующих безмоментной 
линейной теории без уточнений. 

9.6.2. КРАЕВОЙ ЭФФЕКТ 

Приближенное решение моментной тео
рии оболочек вращения предполагает расчле
нение напряженно-деформированного состоя
ния на безмоментное и краевой эффект. Крае
вому эффекту соответствует аналитическое 
решение моментной теории, справедливое в 
сравнительно узкой зоне оболочки. Оно стро
ится на основе упрощения уравнений момент
ной теории в предположении, что угол ао 
между осью вращения и краем оболочки бли
зок 7с/2, длина краевой зоны невелика и в ее 
пределах радиусы кривизны Ri и R2 и толщи
на оболочки не меняются, производные от 
функции перемещений w углов поворота ©j, 
сил 72, Gb моментов Л/i значительно больше 

самих функций — ( ) ^-^ ( ) • ^ соответствии 
da 

с методом расчленения перемещение 

(9.6.9) 
Первое слагаемое суммы определяется 

безмоментной теорией, второе - краевому 
эффекту. Используя принятые упрощения, 
однородную часть системы уравнений момен
тной теории приводят к соотношению 

d^w^ EhR^ 

doT 
^ + f>v^ =0. (9.6.10) 

DR 

Обозначив 4 А: = ~-
DRX 

решение уравнения 

(9.6.10) можно представить в форме 
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Wĵ  = Cje ^ sin(/:a) + Сзв cos(ka). 
(9.6.11) 

Учет только затухающей части объясняет
ся тем, что длина краевой зоны мала по срав
нению с длиной образующей оболочки. Для 
получения общего решения к величине w^ 
добавляется безмоментная составляющая WQ 
общего рещения. Окружная сила 

где Г2^ = £'̂ Wĵ  / ^2'> -̂ 20 " безмоментная 
часть рещения. 

На меридиональную силу и касательное 
перемещение краевой эффект влияния не ока
зывает и величины Т\ и и определяются толь
ко безмоментным решением. Изгибающий 
момент и перерезывающая сила в краевой зоне 

,2 

ч R^da^ 

,3 

(9.6.12) 
Последовательность решения задач с ис

пользованием теории краевого эффекта состо
ит в следующем. Вначале находят силы и пе
ремещения в оболочке по безмоментной тео
рии. Сила Т\ и перемещение и определяются 
только этими зависимостями. Нормальное 
перемещение и окружная сила составляются из 
двух слагаемых. Из уравнения (9.6.11) опреде
ляют Wg. Изгибающий момент и перерезыва
ющую силу находят по зависимостям (9.6.12). 
Все моментные части сил и перемещений вы
ражаются через константы Q и С2. Их опре
деляют из граничных условий или условий 
сопряжения. Если оболочка имеет несколько 
участков, для каждого сопрягаемого края запи
сывается решение вида (9.6.11) со своими ко
эффициентами к. Из условия равенства нор
мальных перемещений, углов поворота норма
ли, изгибающих моментов и перерезывающих 
сил находят все искомые значения констант. 

Подобное решение можно построить при 
неосесимметричном случае нагружения обо
лочки. При этом после нахождения безмомен-
тных частей общего решения для сил и пере
мещений к w„ так же, как и в (9.6.9), добавля
ется составляющая (9.6.11), соответствующая 
краевому эффекту. Упрощенный расчет можно 
применить при не очень быстром изменении 
функций перемещений и сил в окружном на
правлении. 

9.6.3. ПОЛУБЕЗМОМЕНТНАЯ ТЕОРИЯ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК 

Расчет цилиндрических оболочек при 
медленном изменении всех составляющих сил, 

деформаций и перемещений вдоль образую
щей и при искажении контура поперечного 
сечения основан на полубезмоментной теории, 
которая базируется на следующих гипотезах 
[12]: 

изгибающий момент Л/], крутящий мо
мент H и перерезывающая сила Qi считаются 
малыми и в уравнениях равновесия не учиты
ваются; 

деформации оболочек в окружном на
правлении £2 и сдвига у предполагаются рав
ными нулю (£2"^' Y=0)i 

слагаемые уравнений, содержащие коэф
фициент Пуассона (ц=0), не учитываются. 

Приведенные гипотезы упрощают систе
му уравнений оболочки. Аналогичные зависи
мости по;1учаются, если иметь в виду лишь 
одно условие о значительно больших величи
нах вторых производных функций сил дефор
маций и перемещений в окружном направле
нии по сравнению с этими величинами вдоль 

,2 
образующей: 

R^dfi^ О 
дх^ 

- ( ) . Ура 

ния равновесия (9.5.1) для цилиндрической 
оболочки при соблюдении гипотез (Gi=0, 
М\=0, Н=0) принимают вид 

= -Р2' 

дТ^ 
дх 
es 
— + дх 
dQ2 

ал/2 

ds 
/гар 

— - - ^ 
RdÇ> 

R 

-0. -. 

= -Р\ 

.Я1 
R 

---Рг 

= 0 
лар 

(9.6.13) 
Эти четыре зависимости эквивалентны 

следующему соотношению: 

dh, 
дх 

а^л/2 
/г^ар'^ 

д^М2 

тг^ар^ 
,2 

дх /?ар /?ар 
Вторая гипотеза соответствует равенствам 

ди dw д\ ^ г. 
+ — = 0; + — = 0, которые полу

пар дх RdÇ> R 
чены из (9.5.2). Они удовлетворяются тожде
ственно, если ввести разрешающую функцию 
Ф: 
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дФ дФ д Ф 
и = ; V = ; W = у 

дх RÔf> RôÇ> 
(9.6.15) 

Осевая сила и окружной изгибающий 
момент можно определить следующим обра
зом: 

Т, =Eh—-; М2 = ^ 
дх^ R^ ч 

д^Ф д^Ф 

ар ар^ J 
(9.6.16) 

уравнение (9.6.14) при подстановке в 
него (9.6.16) принимает вид 

где Ф^ - частное решение неоднородного 
уравнения (9.6.18). 

Константы Cin-C^n определяются из 
граничных условий в поперечных сечениях 
оболочки. Так же, как для безмоментной обо
лочки, они могут быть заданы относительно и 
или 7"i, а также v или S. Перемещения и силы 
в оболочке представлены через функцию Ф^ 
следующим образом: 

2 

д% 
ах^ EhR^ 

д^Ф ^ д^Ф 8% 
+ 2 

^ ар° ар^ ар^ ) 

w« = 

4и 

аФ„ 
dx 

Eh— " • 

R R 

dx 
; ^ п = 

EhR а^Ф^ 

п dx 

R 

П 

1 

Eh 

др^ ар2 ^ а /?з 

1̂  дх /гар i^ap^j 
(9.6.17) 

iXля замкнутой по координате р оболоч
ки при разложении нагрузки в ряды 
Р\ = Y^Pln coswp; /?2 = Y.P2n sûi'^P' 

п п 
р^ = У"/?з„со8/7р МОЖНО Представить функ-

п 
цию Ф = \ " ф ^ с о 8 Л р . Разрешающее уравне-

п 
ние (9.6.17) для каждого значения п 

d%^ 2 

dx' EhR' ' ' " 

1 

Eh dx R R 
(9.6.18) 

Составляющие нагрузки /?i„, /?2л» /̂ Зл» ^ 
также разрешающая функция Ф^ зависят толь
ко от координаты х. Если обозначить 

4 D 4f 2 V 4к„ = ;гЛ л - 1 , то общее» решение 

^2n=-^«'p-l)^n'^ 
Показатель изменяемости функции Ф;, в 

решении (9.6.19) зависит от толщины Л, ради
уса оболочки R и от номера гармоники п. 
Полубезмоментная теория справедлива при 
А2 > 2, когда силы Tj^ и 5„ самоуравновеше
ны, а перемещения w„, v„ и w„ соответствуют 
искажению поперечного сечения. При значе
ниях л=0 и л=1 имеет место растяжение 
(сжатие) и изгиб оболочки как балки. 

9.6.4. РАСЧЕТ ПОЛОГИХ 
ОБОЛОЧЕК 

Расчет оболочки малой гауссовой кри
визны, сетка координатных линий на поверх
ности которых может быть заменена линиями 
на плоскости, проводится по схеме пологой 
оболочки. Основное допущение теории поло
гих оболочек связано с упрощением соотно
шений для изменений кривизны и кручения, 
где не учитываются составляющие перемеще
ний, касательные к поверхности. При этом 

1 а 
ае, = 

EhR 
(9.6.18) 

+ С2„е " ces/:^jc + Сз„е " sin^^x + 

аво = 

А да 

1 а 

5 ар 

dw 

Ада) 

dw I 

1 дВ dw 
А^В да да 

1 дА dw 

АВ ар ар 

1 

АВ 

а W дВ dw дА dw 

+ С4„е """cos/^^x, 
(9.6.19) 

l̂ aoap J5aa ар ^ p a a j 
(9.6.20) 

Относительные удлинения вдоль линий 
а и Р и сдвиг определяются зависимостями ; 
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ди 
Ада 
ду 

- + 

• + 

1 
АВ 

1 

дА 
— 
гр 
дВ 

V + 

и + 

W 

л, 
W 

+ W+ — ; (9.6.21) 
Щ АВ да 

А да 

(. 

кв 
А— 
Вд^ 

'2 

А) 
Наиболее последовательный путь полу

чения упрощенных уравнений равновесия -
вариационный. С помощью принципа воз
можных перемещений и соотношений (9.6.20), 
(9.6.21) получены уравнения 

да Вд^^ ^ да 

^{T,A).-^(SB']-'AT,=-P,AB; 
ар Ада^ ^ ар 

д , ч а , ^ АВ АВ 
{QiB) +-{Q2A) 71 Г2 = -р^АВ; 

ар 

M2 + 

^1 ^2 

а 
Adfi 

а 
Вда 

i^HA^yQ^AB = 0; 

0. 

да 

—{М,В) 
да да 

±(М,А)-—М, ^^^{HB%Q,AB 
ар ар ^ а ^ ^ 

(9.6.22) 
Неучет составляющих, содержащих пере

резывающие силы в первых двух уравнениях, 
является следствием принятых допущений об 
упрощении соотношений для кривизн и кру
чения. Однородные части первых двух уравне
ний равновесия удовлетворяются для оболочек 
даже при одной постоянной кривизне, если 
ввести функцию Ф [5]: 

Тх = а 
Вд^ 

а 

Ада 

'дФ^ 

(дФ] 

1 дВ дФ 
+ + -

АВ да Ада 

Ф 

^1^2 

\Ада 

1 дА дФ Ф 

S = — 
д^Ф 

АВ ар ^ р я^Я2 

1 дАдФ 

АВдадр, А В ар да 

+ у . (9.6.23) 
АВ да ар 
Четвертое и пятое уравнения (9.6.22) 

после подстановки в них соотношений между 

моментами Mi, М2, Ни щ, ав2, ае (9.3.18), а 
также зависимостей (9.6.20) приводятся к виду 

Gi = -D—(v^w), Qj = -D—(v\\ 
Ада^ •> Вд^^ ^ 

(9.6.24) 
2 

где V - оператор Лапласа в криволинейных 
координатах; 

V^w = 
АВда 

В dw 

А да АВд^ 

А dw 

{В д^ J 
Подстановка (9.6.24) в третье уравнение 

(9.6.22), а также использование зависимостей 
(9.6.23) позволяют получить одно из двух ос
новных уравнений теории пологих оболочек 

где 

У^Ф: 

Z>V^V^w^-V^Ф=/?3' 

В дФ 

АВда А2 Ада Абар 

(9.6.25) 

А дФ 

R^ Вд^) 
Второе основное уравнение для пологих 

оболочек получается из уравнения совместнос
ти деформаций, которое строится путем ис
ключения перемещений из (9.6.20) и (9.6.21). 
После ряда преобразований и использования 
(9.6.23) выведено уравнение 

1 2 2 ^ 2 V V Ф - V f w 
Eh 

0. (9.6.26) 

Два уравнения (9.6.25) и (9.6.26) являют
ся основными разрешающими соотношениями 
для пологих оболочек. Они могут быть упро
щены для прямоугольной системы координат, 
для которой А=В=1; а=х; Р=у и операторы 

2 2 
2 / ч а . V а . V 2 а 

дх ду дх 
Ч) 
^jôx 

ду 
т. 
Яду 

Если задача рассматривается 

применительно к оболочке вращения в поляр
ных координатах, то У4=1, В=Г, а=ги 

2 д W I dw 
V w = -—2" + + 

дг г дг 

а w 
2^„2 

г ар 

гдг 

г дФ 

R2 дг 

д^Ф 
R^r^ ар^ * 

Для плоской пластины R^ =0; R2 =0 
соотношения (9.6.25), (9.6.26) распадаются на 
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два независимых уравнения, описывающих 
поперечный излнб пластин и плоскую задачу 
теории упругости 

wWw =р^; S/\^0 0. 
Расчет пологих оболочек имеет много 

общего с расчетом пластин и решением плос
кой задачи. Для определения сил и перемеще
ний применяют методы ДВОЙНЬЕХ и ординар
ных тригонометрических рядов, численные 
методы конечных разностей и конечных эле
ментов. Для сферической оболочки Ri=R2= 

2 1 
=R; V ^ 0 = — у ф . При нагружении распре-

R 
деленной нагрузкой Рз^р пологой сферичес
кой оболочки прямоугольной в плане разме
ром ахЬ для случая, когда перемещение w и 
функция Ф так же, как и вторые производные 
от них, на контуре равны нулю, нагрузку /?, 
функции W и Ф представляют в виде двойных 
рядов 

р = ZZ^» 
m п 

. тюс птсу 
j S i n — — s i n ; 

а b 

. штос . пжу 
sm sin ; 

д 

птсу 

а b 

Коэффициенту рядов У^тп и Фтл опре
деляют из уравнений (9.6.25), (9.6.26) 

W» 
Ртп^ 

1+-
t^D 
Eh \ а J 

пж 

ф . 
Ртп^ 

1 + 
R^D 

Eh 

тж 

V а 

пж 
-i2 

U 

f ^2 ^ тж 

\ а ) \Ь 

Эти зависимости позволяют определить 
силы Гь 72, iS с .помощью (9.6.23), а также 
Оь Ql из (9.6.24). Изгибающие моменты М\ 

и М^ находят из (9.6.22) и из соотношений 
(9.5.4). 

Глава 9.7 

СОСТАВНЫЕ И 
ПОДКРЕПЛЕННЫЕ 

ОБОЛОЧКИ 

Силовые тонкостенные конструкции, 
применяемые в машиностроении, представля
ют собой, как правило, составные оболочки, 
подкрепленные продольным и поперечным 
набором стрингеров и шпангоутов. Подкреп
ление конструкции в местах передачи сосредо
точенных сил и моментов разгружает оболочку 
от изгиба и приближает ее напряженное со
стояние к безмоментному, наиболее рацио
нальному с точки зрения весовой отдачи. 

Если нагрузки приложены непосред
ственно к шпангоутам, которые обладают дос
таточно большой жесткостью на изгиб 
{J>hÉr'), то при расчете тангенциальных сил 
взаимодействия оболочки и шпангоутов мож
но использовать безмоментную теорию. Учет 
тангенциальных реактивных сил на шпангоут 
достаточен для оценки его прочности и жест
кости. Напряжения в оболочке при этом дол
жны вычисляться с учетом краевого эффекта. 

При относительно слабых шпангоутах, 
жесткость которых соизмерима с изгибной 
жесткостью оболочки, расчет напряженно-
деформированного состояния составной тон
костенной системы атедует проводить с ис
пользованием одного из вариантов моментной 
теории (см. гл. 9.5, 9.6). 

9.7.1. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 
В КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧАХ 

УПРУГИХ ОБОЛОЧЕК И КОЛЕЦ 

Для отдельной оболочки со свободными, 
частично или полностью закрепленными кра
ями, граничные условия формулируются в 
зависимости от характера заданных ограниче
ний на краевые кинематические или силовые 
факторы (см. гл. 9.6). Особенностью контакт
ных задач для составных тонкостенных систем 
является сложный характер краевых условий, 
которые должны учитывать упругое взаимо
действие оболочек с подкрепляющим набором 
по линиям сопряжения атементов конструк
ции [5]. 

В общем случае деформирования задача 
сопряжения оболочек и колец (шпангоутов) 
формулируется как нелинейная краевая задача 
для моментных оболочек и криволинейных 
стержней, испьпывающих пространственный 
изгиб и кручение. Офаничиваясь рассмотре-
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Рис. 9.7.1. Сопряжение оболочек вращения и 
шпангоута 

нием составных оболочек вращения произ
вольного очертания, остановимся на силовых 
граничных условиях для наиболее характерно
го случая, когда две оболочки соединены меж
ду собой промежуточным упругим шпангоу
том, представляющим собой круговое кольцо 
(рис. 9.7Л). 

Принято, что деформации кольца проис
ходят без поперечных сдвигов, а его сечения в 
процессе нагружения смещаются как жесткое 
целое и не испьпъгвают депланаций. Осевая и 
сдвиговая деформации при кручении, а также 
повороты сечений относительно оси кольца 
имеют одинаковый порядок малости, оценива
емый как 8 ,̂ где 8<<1 - малый параметр. По
вороты сечения относительно двух других осей 
(порядка 8) существенно превосходят дефор
мации. При этих допущениях геометрические 
зависимости для пространственной деформа
ции кольца имеют вид [12] J 

Е = э + хг;с +ZI,; у = рх; Р =х +Z ; 

1 
э = е -\-- <^1. * ? ) " 1 

Ф. 

Хх = 

1 du^ 
Ф. = 

Ф. Хг 

—^ + 

—— - \ 
dp 

1 аФ^ 

+ Фv 

Рис. 9.7.2. Перемещения, усилия и внещние силы, 
действующие на шпангоут 

где 8 и Y - соответственно осевая деформация 
и >тол сдвига при кручении; Хх» Хг» X - изме
нения кривизн и кручения; Фх, Ф^ - повороты 
главной нормали к оси кольца; ŵ » к̂> ^к> 
Фк,- обобщенные перемещения кольца (рис. 
9.7.2). 

В соответствии с теорией изгиба криво
линейных стержней физические уравнения 
кольца 

Т^ = Е^Гэ; Н^ = G^J^r. 

^х ^^к-^хгХх-^^к-^хХ,; 

Г, = \\adF, Я , =jjxp^^; 
(Л (Л 

М^ = jjuzdF; Af, = jjcxdF, 
(Л (Л 

где Т̂к» ^к и Мх. М^ - соответственно внут
ренние силы и моменты (рис. 9.7.2); а и т -
соответственно нормальные и касательные 
напряжения; Е^, G^ - модули упругости мате
риала кольца; F, Jx^ /^, Jxz " геометрические 
характеристики поперечного сечения. 
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Основные энергетические характеристи
ки упругого кольца-шпангоута 

27Г 

27t 

^ = J(^K"K ^ \ ^ к +^к^к ^'^хкФг + 

+ /^^Ф^+/г2^Ф^)г^ф. (9.7.1) 

Кинематические условия сопр51жения 
оболочек 7 и 2 со шпангоутом К находят, 
приравнивая векторы перемещений и поворо
тов линейных элементов контактирующих 
частей в фиксированной точке составной кон
струкции (см. рис. 9.7.1). При отсутствии экс
центриситета между срединными поверхнос
тями оболочек и осью кольца необходимые 
условия сопряжения следуют из уравнений 
]J{\)=\]{2)=}J{K) И ф(1)==ф(2)=ф(Ас)̂  где ^0^ 

ф('^; /=1,2,...,/: - векторы перемещений и по
воротов на линии контакта. В скалярной фор
ме 

(1) • Л\) л(1) (1) 

J l ) ,(1) (1). , ( 2 ) w = -u^ COS0Q + Wĵ  sin 0Q ; v 

(9.7.2) 
Для получения силовых условий сопря

жения оболочек с кольцом используют метод 
возможных перемещений, особенно надежный 
при решении сложных контактных задач ме
ханики тонкостенных конструкций. 

Совмещая координатные линии а. р на 
поверхности оболочек вращения 7 и 2 (см. гл. 
9.3, 9.5) соответственно с образующими и на
правляющими, согласно результатам гл. 9.4 и 
формулам (9.7.1) получим полную энергию 
составной системы (см. рис. 9.7.1) в виде 

где П^^), П^2) и Пк - энергия соответственно 
оболочек и кольца. 

Вариационное уравнение Лагранжа ддя 
составной конструкции при использовании 
зависимостей (9.4.18), (9.4.19) квадратичного 
варианта уравнений теории непологих оболо

чек, формул Грина и кинематических условий 
сопряжения (9.7.2) приводится к виду 

271 

о 
2я 

J2) 

^(2) . 2Я (2) 

4'Ч 
(2) _ 1 _ а я 

^ 1 ^ .(2) 

(2) 

V 

12 (2) 

+Л/Р'80<2> 

В'"' ар ) 

,,„ о̂ ф = о, (9.7.3) 

где Q^^ - поверхность у-й оболочки, У= 1,2; г^ 
и Г/ - радиусы соответственно кольца и обо
лочки в сечении s=sp^; L^\ К^ (5=1,4)-
дифференциальные операторы, определяемые 
формулами гл. 9.4 и зависимостями t 

1 dQ_ 
Ч - - " к 

' • к ^ 
-[' ^ + /.-Ir/^^sinG^J^ 

N-(1) 
(1) 1 дн cosGi (1) 

т1'\ш'^К 

^ 1 ^ .(2) 
1 дН (2) 

В' ар 
COS0, (2) 

К^=-
dT 

^+е.к 
' к V " Н ' 

К (1) 

S^^U'" 
(2)\ 

R (2) , 
2 Л = .1^' 
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^ з = -
dQ: гк 

I ф 
- Г 

N (1) 1 дн 
У^> ар 

r/^>cose^^4 
,.(2) л(2) (2). и""-^ =-w^sine[)^^ -(û?v^ /ф)со80^^^ 

(2) 

sinG, (1) T'^hmé^'-T'^\mé^-t^=0; 
o(l) 

Tl'\osQf-
EL 

4 dp 

ivl" +. 1 дН (1) 

5 (1) ар J 
sinGi d) a m 

c<l) 

ir̂  ^Я^ + M^ + ^ K - ( ^ ] 

(зй[р 
2 ДЖ 

(l)") 
^ J e c<̂ > 

(r/"cose[,'>+7^^^^osef)-

•И 
(9.7,5) 

CxK = Я . - Г ^ Ф ^ + т ^ ; 

1 ûTM̂  ^ 
^zm dp 

K^Z 

При независимых вариациях перемеще
ний оболочек fôM^^^ôv^^^ôw^-^'^ôeP^I и 

кольца (ôWĵ ,ÔVĵ ,ÔWj,,ôOĵ ,j из вариационно
го уравнения (9.7.3) следуют известные диф
ференциальные уравнения равновесия оболо
чек 1 и 2 (см. гл. 9.4) и силовые граничные 

(2) . условия к ним на краю s = Sj (см, рис. 
9.7.1), а также уравнения равновесия кольца 

K^=0{s = М). (9.7.4) 

Дифференциальные уравнения (9.7.4) 
представляют собой искомые силовые условия 
сопряжения при упругом контакте оболочек 
вращения со шпангоутами. 

В частном случае, когда оболочки пред
полагаются безмоментными, кольцо нерастя
жимым, а контактная задача геометрически 
линейной, кинематические и силовые условия 
сопряжения в зоне контакта определяются 
уравнениями : 

где EJ - жесткость кольца при изгибе в его 
плоскости. 

9.7.2. ИЗГИБ ШПАНГОУТОВ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО БАКА 

СО СФЕРИЧЕСКИМИ ДНИЩАМИ 

При проведении расчетов на прочность 
шпангоутов цилиндрического бака при дей
ствии распределенных и сосредоточенных сил 
целесообразно выбрать наиболее простую рас
четную модель тонкой оболочки, достаточно 
правильно отражающую особенности ее рабо
ты в качестве упругого основания для под-
крегшяющих колец (рис. 9.7.3). Для оболочки, 
длина / которой не слишком велика и соизме
рима с размерами поперечного сечения, может 
быть принята безмоментная теория [5]. 

Внутренние силы и перемещения в обе
чайке 3 и днищах 1 и 2 находятся интегриро -

/i(w 

2 ' 

/Nf*h 

^V<^ 

Р 

\ 
^ï^T>-\ 

1̂  
\ 

j 
1 1 

i 

'^% 

л̂И 
1^ 

2 
1 

\0Г\ 

W^' 

..(1) u~' = WĴ SIHGQ d) [ds^ /д^ф^созб] (1). 
0 ' 

v<*>=v. 

Рис. 9.7.3. Схема расчета цилиндрического бака 
со сферическими днищами и с соединительными 

шпангоутами 
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ванием уравнений цилиндрической и сфери
ческой оболочек (см. п. 9.6.1) [27]. Для ци
линдрической части составной конструкции 

Г/̂ ^ = - - Q ; +Q, ; ТР = 0; 5<̂ > = Q,; 
R 

,(3) бЕИ^г ^ 1 

/ 2 о2 

ЕЫ 

w<^>=-L 

Г 2 
X 

2г 

\ 
Q j +JCQ2 

{^«' ±м1'>+л1^^ + 

(9.7.8) 
С05Лф 

+ Q^ 

.ЕТ^з 

3 2 

6г^ 2г 

гдер^ = 2 4 ( 1 + ц ) ( г / / ) 1 
Усилия и перемещения каждого из сфе

рических днищ для п-то члена ряда запишем, 
опуская, для краткости, индекс п [27]: 

+\i{xn\ - / 0 2 ) - 2 ( l + ^ ) j c Q ' i ] + Т,^-Т,=Т 
Eh п\п - \ 

tg' 
„ 6 COS Лф 

^?(1+й) sin 0 2 $ШЛф 

5 = 
Eh Ч ^ ~^J й в̂ шлф 

,(3) 

ЕН. 

3 2 

6г^ 2г 

R{\+\i) sin е 2 

и = + /)lSinG-f-i)2 
«(/2 -I-COS0) 

sine 
tg 

^ 9с08Лф 

2аппф 

+2{l + [ i ) a c Q i ] - - Q 3 + Q 4 , / ) j S i n e - i ) 2 
/ï(« +cos9) 

sin 9 
(9.7.6) 

где Qj (5 = 1,4) - произвольные функции 
угла ф. 

Предполагая кольца 1d^^ (/=1,2) нерастя
жимыми, зададим их перемещения в форме 
тригонометрических рядов 

in0]}tg' • s i n 
;, 9 5ШПф 

л=1 л=1 

V ' ^ = - 2 . ^ ^ / 1 sin Лф • 
л=1 

, ( / ) 5ШЛф, 
COS Лф ' 

(9.7.7) 

(9.7.9) 
2 COS Лф 

Константы D\^ D2 находятся через амплитуды 
перемещений колец Л('\ Bf<^^ (ЭЛЛ) из усло
вий совместного деформирования сферических 
сегментов с кольцами (9.7.5): 

1-1 

Исходя из разложений (ЭЛЛ), условий 
сопряжения оболочек и колец (9.7.5) и свойств 
периодичности функций Q^, внутренние силы 
в обечайке 3 

гО) _ Щ 
h -

3/7 
/ ^ ^ 2 ^2 
^ л=11« +Р 

г^А^.^\± 

D?-\ •(i-V" 

+ sine<Ĵ ^̂ >> 

А^^> = 

+«cose<'>y>T 

]k«sine^g"re<V2Ï 

[(l-n<24«cos6^^^y^4 

±sïnQf/^'\ 

D^^- I l +AICO 

Л sm0Q tg 1̂00 / 2 1 

.^fy^^mé^A^'^' X 

--^[BH^-BI^^ 
к l 

2n(n + COS Go ^ 1 / sin Ĝ ,'̂  - sin GQ ^ 

*8ШЛф 
xtg Л « 0 
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Z)f == l^ncosB',''y''±smé,''/'' h^nl{n -1)(/7 -^^ )[R^h^{\+\x)[2n{n + 

2Ail/î+coseo^M/sineo^^ -sinGo^^ 
п-1 + COS9Q j - s i n 9 0 

xtg 

SJ) 

Л2) 
n «0 

2/îlAî+cose|)-^'^l-sin^0o^"^ 

П-1 
/î|A2 + cose[)^M-sin^eo-^^ 

(9.7.10) 

Ha основе силовых условий сопряжения 
оболочек и колец (9.7.5) на линиях контакта 
e = 0Q^ и e = 0Q̂ ^ и зависимостей (9.7.6), 
(9.7.7). 

j ( l ) ^h »^1) ^h й<2) _ .w . 

( 1 ^ 2 ) 

При определении постоянных 
В (j = 1,2) внешние нафузки на кольца 
должны быть предварительно представлены в 
форме тригонометрических рядов 

_ (у)С08Пф, Ç _ с ( 7 ) 5 Ш Л ф . 
К^'^ ~ ^Л5ШЛф ' К^^^ ~ '^ЛСО$Лф ' 

_ (7 )со5Лф. _ ( у ) 5 т л ф 

(9.7.12) 
с помощью формул (9.7.12) усилия и 

перемещения в оболочках выражаются через 
коэффициенты рахтожений в ряды тангенци
альных перемещений колец 

В1,''=г\с,,с,, ' lU'̂  

4 i =+^21^л +^22^л -^^2' 

Здесь 

^̂ 1 

(1) ̂  впг 
Âl[l+A7COS0Q 

(9.7.11) 

(2) 
>.2Sin0Q + 

12̂ 21)" | [ - ( ' ' 

-Г ^ J 2 ) 

^22^л 

,4«4p^Vi^f2«^-p^|k f̂-̂  

*l2 = 
Hl IL 

^1 = 

X2 f 1+/icœej)^^ 1 — ^ 12л^ - p^ 1 + 

^ p +p2] / (i7»3tx,)J-4'^(x2 sin0<o'̂  + 

.4«^.p^)./f(2n^-P^)} 

= rXjSineo44/i^+p^Y> 

+W+P]T(2/J^-P^) ; 

1̂ 11 + 

(9.7.13) 
Здесь Сц, C22, Ci2, C21, - константы, функции 
номера я: 

с„ = -Ы 
jij = [ AjSin0o +4л +р ][X2Sin0Q + 

X Aij 

(1) 2( 2 ,V ^ ' ^ 

х,|1 + ««»в?" ' " ' 
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-Ь^^{впг/1) ÂJ[1+AÎCOS6Q j 

-1пП) xsin~'e5 4 l 2 ( r / / ) ' 

4 

^'3^^Z>, 
^̂ '2 ~'( 2 2 

6«г 
/ 

12 

бпг 

/l+A2COSe[)^0-

^^22" + 12 

( 1 ^ 2 ) 
Зависимости (9.1 Л) - (9.7.13) определяют 

общее решение задачи о напряженно-
деформированном состоянии шпангоутов и 
безмоментных оболочек составной конструк
ции бака. 

Практически важными являются случаи 
нагружения одного из колец бака сосредото
ченной радиальной силой Р , касательной 
силой Г и моментом Л/(см. рис. 9.7.3). Урав
новешивающие погонные силы в каждом из 
этих случаев прикладываются непосредственно 
к кольцу и распределяются по закону стати
ческих моментов или по Бредту в соответствии 
с балочной теорией изгиба и кручения тонко
стенных стержней. Комбинируя указанные 
случаи нагружения между собой и с решения
ми для закрепленного бака по балочной тео
рии, можно получать решения различных за
дач прочности конструкций данного класса. 
»м/^ . 
^' 1\ ^.я I I I Û,0* 

-4/ Г ^ 

V*fO' 

\ ^ / Л-0 

л 

4* 1 
IVer-̂  

^ 
г о ^ ^ ^ 

у ^ 

6Û /го 
б) 

Рис. 9.7.4. Изменение изгибающих мо̂ ис̂ ов в 
шпангоутах при действии радиальных и касательных 

сосредоточенрых и локальных моментов 

На рис. 9.7.4,Û, б, в приведены результа
ты расчетов изгибающих моментов в торцовых 
шпангоутах симметричного цилиндрического 
бака со сферическими днищами. Здесь приня-

л|'> = /гр) Л, /ц = h2 = h^ = hi 

Q^^^ =е^^ =7c/3, / / r = l. Параметр a^hr^ /J 
на рис. 9.7.4 учитывает взаимное соотношение 
изгибной жесткости кольца и жесткости обо
лочки, как мембраны. С параметром а связана 
степень разгрузки шпангоута оболочками бака. 
В реальных конструкциях такая разгрузка мо
жет быть существенной. 

9.7.3. РАСЧЕТ ОБОЛОЧЕК, 
ПОДКРЕПЛЕННЫХ ПРОДОЛЬНЫМИ 

РЕБРАМИ 

Напряженное состояние в составных ци
линдрических оболочках с отдельно стоящими 
ребрами наиболее просто оценивается при
ближенным методом, основанньв! на элемен
тарной теории плоских сечений. Этот метод не 
учитывает краевые эффекты и влияние дефор
маций сдвига. Согласно принципу Сен-Венана 
можно ожидать, что вычисленные напряжения 
близки к действительным только в сечениях 
оболочки, достаточно удаленных от ее торцов, 
В случае, если длина оболочки соизмерима с 
ее диаметром, необходимы более точные мето
ды расчета напряженно-деформированного 
состояния конструкции, полученные с приме
нением моментной теории. 

X 

h \ 
1 \ 1 \ 

1 ^Of^Of^O 

/ 

^ / / / . /̂̂  . 

п/ 

Рис. 9.7.5. Схема расчета цилиндрической оболочки, 
подкрепленной продольными ребрами 
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Для цилиндрической оболочки, подкреп
ленной ребрами, решается задача о тепловых 
напряжениях при перепаде температур между 
стенкой и ребром. Подкрепленная система 
состоит из 2т цилиндрических панелей и 
промежуточных ребер, образующих замкнутую 
оболочку, шарнирно опертую по торцам на 
жесткие шпангоуты (рис. 9.7.5). Введем обо
значения: радиус Д толщину h и длину / обо
лочки, модуль упругости Е и коэффициент ц 
Пуассона материалах панели, модуль упругости 
EQ И штощадъ FQ поперечного сечения ребер. 

Каждая цилиндрическая панель ограни
чена двумя смежными ребрами и торцовыми 
кольцами. Продольные стороны криволиней
ных панелей шарнирно оперты на упругие 
ребра (стержни), работающие только на растя
жение или сжатие. Изгибная жесткость ребер 
пренебрежимо мала. Температура /o(jc) всех 
ребер одинаковая и постоянная в пределах 
поперечного сечения. Температура стенки 
панелей равна нулю. Упругие характеристики 
и коэффициент OQ линейного расширения 
ребер не зависят от температуры и равны ее 
значениям при некоторой средней температуре 
ребра. 

Для определения напряженно-
деформированного состояния панели восполь
зуемся уравнениями теории пологих оболочек 
(см. гл. 9.6). 

В рамках теории пологих оболочек внут
ренние усилия в цилиндрической обечайке ; 

' é' 

dy 
2 ^« •^Рп 0; 

(9.7.17) 

\2\\-Л^\ 
Рп = нЧ^ 

з^-д'-Ф/дхду, (9.7.14) 

Функция усилий Ф при отсутствии по
верхностных сил удовлетворяет дифференци
альному уравнению [7] 

i2(*-^^')aV 
h R дх дх ду 

(9.7.15) 
Для симметричного нагрева продольных 

ребер относительно плоскости х=0 при удов
летворении условий на торцах оболочки 
x = ±0,5/(7i = M i = v = w = 0 ) 

00 

(9.7.16) 
Из (9.7.15), (9.7.16) для функции (^„(у) 

следует обьпсновенное дифференциальное 
уравнение 

Общий интеграл уравнения (9.7.17) вы
ражается через гиперболо-тригонометрические 
функции Ф^^: 

^nCv)=£Q^n' 
к=1 

^1п,2п = Chr̂ y. sin s„y 
cos s^y ' 

_ , cos s„y 

^ , _ sins^y 

_ COSJ„>' Ф 

(9.7.18) 

где p^,s^,p^,s^ - действительные и мнимые 
части корней характеристического уравнения, 
отвечающего дифференциальному оператору 
(9.7.17); С^^ - произвольные постоянные. 

Компоненты вектора перемещений и 
внутренние силы в цилиндрической панели 
вычисляются через функции <р„(у) (9.7.18) и 
их производные. В частности: 

1 °̂  1 

я=К^л 
-Ф;+Ц>.„Ф„ sin X х\ 

1 . 00 

Eh t'y 
-(p"„-(2-)xW„ cosX^x; 

w = 

N, 
h4 

УК 

1 IV , . ,2 л 
cosX. дг; 

уК 
1 VIII , V 
Т^п -Зф„ + 
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м. 
h'R 1 VI .^ ч IV . 

12(1-ц ) " 

+(1 +2ц)Я,^ф^ -\ik\(ç\co&X^. 

N =-^у ^D'̂ '̂̂ ^^V 

(9.7.19) 

Произвольные постоянные Cjç^ опреде
ляются из условий сопряжения цилиндричес
кой панели с продольными ребрами у = ±RpQ'. 

Ч^ N^=M2= 0. (9.7.20) 
Функция щ{х) удовлетворяет уравнению 

равновесия и физическому уравнению для 
ребра с учетом нагрева: 

2S 
^ 0 ^ 0 dx dx ^ ^ 

(9.7.21) 
Верхний символ "^" свидетельствует о 

том, что соответствующая функция вычисляет
ся при y=R(pQ. Разложение функции темпера
туры t^ipc) в тригонометрический ряд с перио-

00 

ДОМ 2/ /o(^)=^e^cosX^JC, учет (9.7.14) и 

интегрирование системы уравнений (9.7.21) 
при краевых условиях дс = 0: г/ = 0; 
jc = ±0,5/; Щ = О позволяет выразить и уси
лия для ребра с помощью функции Ф^(>'): 

со J 

^О^л 
2фл 

^ 0 ^ 0 

sin X ĵc; 

^0=-2X*«^^V- (9.7.22) 
л-1 

в результате реализации краевых условий 
(9.7.20) и вычисления констант интегрирова
ния Cjçn внутренние силы в элементах состав
ной конструкции находятся по формулам 
(9.7.19), (9.7.22). 

Наиболее важными характеристиками 
напряженно-деформированного состояния 
неравномерно нагретой оболочки с продоль
ными ребрами, определяющими ее несущую 
способность, являются сдвигающие силы в 
обечайке вблизи ребер и напряжения в ребрах. 
Для рассмотренных силовых факторов при 
tç^{x) = TQ = const 

(-1) • smX^x 
S = кУ^ 

(9.7.23) 
где 
S = SI / {2а^Т^Е^Г^); 

NQ = NQ / [ŒQTQEQFQ); 

К = Ehl / {KE^FQ); 

2м л̂ = [{^2 -^^^l +(c^2 +^^)®2 -

- p 2 « 3 - P «4](^l^^l +^i^^2 -

- Ч - 1 

-PlM3-Pl^4) » 
apppôt^.,ppCOj,|ij - постоянные; /=1,2; 

s=l,4, выраженные в функции параметров 
оболочки. 

В частном случае, когда тонкая оболочка 
средней длины подкреплена двумя продоль
ными ребрами (/w=l, 2фо=7с), результаты 
вычислений по формулам (9.7.23) представле
ны на рис. 9.7.6 в функции параметра 
Tij = l(hR) " при Ti2 = К = А. 

Асимптотический анализ формул (9.7.23) 
показывает, что вблизи торцового сечения 
оболочки в угловых точках панелей 
{х = ±0,5/; у = ±R(PQ) погонные сдвигающие 

силы S имеют логарифмическую особенность. 
Это обстоятельство приводит к возникнове
нию значительной концентрации касательных 
напряжений у краев и при достаточно боль
ших перепадах температур возможно местное 
выпучивание оболочки. 

Ai, 

0,8 

ОН 
100^ 

5 1 
q^'20,60,100 

1 

f 
0,32 

0,W 

0,2 0,4 к/1 

Рис. 9.7.6. Изменение нормальных и сдвигающих сил в 
оболочке, подкрепленной нагретыми продольными 

ребрами 
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9.7.4. КОМБИНИРОВАННОЕ 
НАГРУЖЕНИЕ ОБОЛОЧКИ, 

ПОДКРЕПЛЕННОЙ ГОФРОМ 

Применение мембранной теории (см. гл. 
9.6) к решению задачи о комбинированном 
нагружении цилиндрической оболочки вне
шним давлением р = PQ + Р2 cos 2ф, удовлет
воряющим условиям существования безмомен-
тного напряженного состояния, дает лишь 
первое представление о действительном на
пряженном состоянии. Если постоянная со
ставляющая />о сжимает оболочку, безмомент-
ное решение оказывается справедливым толь
ко в области очень малых значений /?о, удов
летворяющих неравенству Ро«Рт^ (где р^ -
критическое внешнее давление). 

При давлении pQ, близком к критичес
кому, совместное нагружение оболочки нерав
номерной нагрузкой /)2^^^^Ф ^ 01фужным 
сжатием Т2='Ро^ приводит к такому же эф
фекту резкого уменьшения несущей способно
сти конструкции, который наблюдается при 
продольном изгибе сжатого стержня по мере 
приближения осевой силы к ее критическому 
значению. Прямая пропорциональность между 
внутренними силами и нагрузкой в этом слу
чае нарушается, а принцип суммирования 
компонентов напряженно-деформированного 
состояния, вычисленных порознь от составля
ющих PQ И /?2^082ф, теряет силу. Такое пове
дение упругой конструкции свойственно гео
метрически нелинейньв* задачам механики, 
которые решаются с привлечением соответ
ствующих нелинейных теорий. 

Для решения задачи о комбинированном 
нагружении цилиндрической оболочки, под
крепленной гофром й шарнирно опертой по 
торцам на упругие кольца жесткостью (EJ)^y 
воспользуемся полубезмоментной теорией 
оболочек. Линеаризованные уравнения этой 
теории можно получить, относя уравнения гл. 
9.6 к деформированной поверхности, как это 
принято в геометрически нелинейных теориях 
(см. гл. 9.4) [1].-

Степень подкрепления полотна оболочки 
поперечным набором (гофром) определяется 
исходя из приведенного момента инерции 
поперечного сечения, вычисленного с учетом 
полотна обшивки и гофра (рис. 9.7.7): 
/ „ p = r Â V l 2 : Л = ( 1 2 / „ р / г ) ^ ; h - при-
веденная толщина оболочки в окружном на
правлении; / - шаг поперечного набора. 

Для получения уравнений равновесия 
полубезмоментной цилиндрической оболочки 
в деформированном состоянии с учетом гео
метрической нелинейности достаточно в урав
нениях гл. 9.6 заменить кривизну 1/R и длины 

дуг dx, dy их значениями на деформирован
ной поверхности, или приближенно: 
1//г,*=(1/Л,.)+ае,. ; д/дх ^д/дх'. 

д/ду ^д/ду. 
Линеаризацией полученных таким обра

зом уравнений равновесия и присоединением 
к ним условия совместности деформаций в 
силах, принятого в полубезмоментной теории, 
получена система уравнений относительно 
осевой силы T\=Eh€\ и окружного изгибаю
щего момента Af2 Eh / 1 2 Y^J'-

с? 
2 

^ 

/ 

м\ 
\ 

j_127Vr 
Ш 

-К' ^lll. = /{2 ^̂ 2̂ . 

5 ^ 
Эф 

дх Эф 2 ' 

.2 ( 

д(р 

где 

ар ) 
llR'h д^М. 

и' дх' 
= 0, 

(9.7.24) 

2 2 
8j -du I дх\ 2Ё2 = -д W / ду + 
-К1 / К)дУ 1ду\ у = R(p; TQ = -PQR; 

С помощью функции jF(jc, у) такой, что 

Л/2 = - Q F ; Q = a^ / а ф ^ 1 + а ^ / а р ^ 1 ; 

T^={nF^h/h^^d^F/dx^, система (9.7.24) 

приводится к разрешающему уравнению 

-Ç1F + 
д(р 

1 -
UTQR 

2Л 

Eh'' 
-Q/' -b 

Эф 

\2R^ a V • 2Э^^2 
2 4" ~^ 2~' 

h дх Эф 
(9.7.25) 

Принимая во внимание свойства сим
метрии конструкции и внешней нагрузки (рис. 
9.7.7), решение дифференциального уравнения 
(9.7.25) разыскивается в форме 

F = Y^f^(x)cœnq>; 

/1-2 
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Функция yîi(x) находится из обыкновен
ного дифференциального уравнения 

^4 ^ 7-3 2 
4 n-f п 

dx UhR 
4/ 2 ,v27-3 / 4 п (п -\) h 4ст = 1 - ^ 

V 
, (9.7.28) 

Рис. 9.7.7. Схема расчета цнливдрической оболочки, 
подкрепленной поперечным гофром 

42 = Y^Pn^^^^'^ Рп = 
п=2 

Р2 (^ = 2); 

О (л ^ 2). 
(9.7.26) 

Из (9.7.26) внутренние силы и переме
щения в оболочке определяются зависимостя
ми! 

_ 12R h -̂» -

^ п=2 

^2 ~ ~/^0^ " Р2 ^ ^ 2^ "̂  

* (л^ -1)^5%^ 
Р = 3 — 

\2R 

где /? - критическое давление изолированно
го кругового кольца единичной ширины, вы
деленного из оболочки. 

Общий интеграл уравнения (9.7.28) зави-
* 

сит от знака разности PQ - р : 

при PQ< р 

/«w = 

1 * 
+ — ^ л (п - 1 ) / „ С О 8 Л Ф ; 

[48hRV,) 
п ри л = 2; 

п ри Л ;t 2; 

Л л=2 при PQ>P 

S = 
uR^h^/;:. 
—З3—2,—5ш/1ф; 

л=2 

2/ 2 3/2 = У^л (л -1)/^со8Лф; 
лм = 

п=2 
1 °̂  

и = —^ У/„ cos/кр; 

V = —^т- \nf„ smn<p; 
^ ^2 

^2п Л2л ^̂  '-4л Мп 
-•{2)^ 

(48А/{'а^) 

п ри Л = 2; 

^̂ 2л Х2л + ^̂ 4л Х4л 

П ри /Î ;* 2; 

Ф̂ 2л = chCT̂ JCCOSâ x; Ф^^ = sha^xsina^jc; 

Ъп = cha„xV2; Х4л = oo&c^xyfl. 
(9.7.29) 

Постоянные интегрирования в формулах 
(9.7.29) определяются из граничных условий 
на безмоментном краю оболочки х = ±0,5/: 

7^1=0; v==v̂ . (9.7.30) 

W = - -
12л' V / 2 Д С08Лф. 

л=2 
(9.7.27) 

Тангенциальное перемещение v,̂  торце
вого кольца удовлетворяет дифференциально
му уравнению изгиба с учетом упругости обо
лочки 
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т. Л2 

dp dp 1 
R\SI ±1/2 = 0. 

(9.7.31) 
Зависимости (9-7.27) - (9.7.31) дают пол

ное решение задачи об изгибе подкрепленного 
гофром цилиндрического корпуса с учетом 
кольцевого сжатия. Наибольший практический 
интерес в данной задаче представляют окруж
ные 1Ломенты М2 и связанные с ними изгиб-
ные напряжения в оболочке. 

На рис. 9.7.8 представлены максималь
ные значения момента Mj при х = 0 , ф = 0 с 
учетом сжатия в окружном направлении, 
определяющие прочность гофрированной 
оболочки при комбинированном нагружении 
давлением р = PQ + Р2 с о 8 2 ф . График пост
роен в функции параметров 

M = l6(M2)^[p20.tR^J ; а, = ар̂ ^ 

a = {l/R){h/Ry^'; ^ = h/h; р = р^ Iр \ 

При вычислении относительного максималь
ного момента M в зависимости от значений 
безразмерного давления 'р следует использо
вать правую {р <1,а b с d) либо левую (р > 1, 
А В С D) часть номограммы. 

3 3 3 D = EhR 

Глава 9.8 

ОСНОВЫ РАСЧЕТА 
ОБОЛОЧЕК ЧИСЛЕННЫМИ 

МЕТОДАМИ 

Уравнения, описывающие деформиро
ванные состояния оболочек, интегрируются 
аналитически только в некоторых частных 
случаях. Решения общего вида можно полу
чить прибегая к упрощениям, что значительно 
сужает область применимости полученных 
результатов. В настоящее время расчет оболо
чек выполняется несколькими численными 
методами, например: начальных параметров; 
конечных разностей и конечных элементов, 
которые рассмотрены ниже. 

9.8.1. МАТРИЧНЫЙ МЕТОД 
НАЧАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ 

При расчете оболочек вращения этим 
методом формулируется краевая задача на 
основе системы дифференциальных уравнений 
первого порядка. Пусть оболочка из однород
ного изотропного материала нагружена осе-
симметричными поверхностными Pi^p-i, сила
ми. Уравнения моментной теории оболочек 
вращения рассмотрены в гл. 9.5. Для осесим-
метричного случая имеется шесть дифферен
циальных уравнений 

du W 
— + 8i = 0 ; 
ds Д 

dw 
4 0 1 = 0 ; 

d& 
1 + Ж1=0; 

ds 

Щ 
ds 

+ 7; 

^Qi 

ds 

CCS a 

r 

CCS a 

-T, ces a 

Л -л; 

^т, —+т. s ina 

Ч + Л/| Mo CCS а 

= Ръ'^ 

G i = 0 . 
ds г г 

(9.8.1) 
Эти уравнения должны быть дополнены 

шестью алгебраическими соотношениями 

Рис. 9.7.8. Изменение максимального окружного 
момента в оболочке при неравномерном 

внешнем давлении 

COSa s m a 
w = 0; 
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cosa ных 1^2} неизвестных, а также вектора вне
шних нагрузок ip\ позволяет представить 
систему уравнений (9.8.1), (9.8.2) в векгорно-
матричной форме 

{z^} = {uw&^Г^Q^ Му}^; (9.8.3) 

{гг} = {е2 Ж2 «I ^2 h ^if' (9-8-4) 

{p} = {00 0-pip^0f. (9.8.5) 
(9.8.2) Тогда система дифференциальных урав

нений (9.8.1) может быть представлена в фор-
В системах уравнений (9.8.1) и (9.8.2) ^Q 

двенадцать искомых функций (и, w, ©ь Гь бь j 
Ми еь £2, *ь *2, 72, Мз): первые шесть - ос- — ( z , } + k l { Z i } + [ ^ 1 к Л = ipV (9.8.6) 
новные, остальные - дополнительные. Введе- ds i * J ^ ^ ' i чк ^) t i 
ние векторов основных izA и дополнитель- Здесь матрицы ^ 

^ 2 

М, 

Л/2 

7^1-

Тг 

+ ^ 1 -

-D[x 

= 0; 

J -ьцаг^) = 0; 

-D{^^ +^aej) = 0; 

-В[г, 

-В{г^ 

+ Ц82) = 0; 

+ ^8 i ) = 0. 

h]= 

[*.] 

0 

/ ^ 1 

0 

0 

0 

0 

"0 

0 

0 

0 

0 

0 

i/Ri 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

- 1 

0 

0 

0 

0 

-1 

0 

0 

0 

0 

-

0 

0 

0 

c o s a / г 

i/Ri 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

c o s a / r 

-

0 

0 

0 

i/Ri 
CCS a/ r 

-1 

0 

0 

0 

0 

0 

-1 

0 

0 

0 

0 

0 

CCS a/ r 

0 

0 

0 

- c o s a / r 

s i n a / r 

0 

Матричная форма алгебраических уравнений (9.8.2) 
h]{^i}+[*2]h}=o. 

Матрицы ; 
(9.8.7) 

h] 

cosa 

0 

0 

0 

0 

0 

/r - s i n a 

0 

0 

0 

0 

0 

/r 0 

- c o s a 

0 

0 

0 

0 

/r 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 
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h]= 

Исключением вектора |^2} ^^ соотно
шений (9.8.6) и (9.8.7) получено одно матрич
ное уравнение, описывающее деформацию 
оболочки вращения: 

1 

0 

0 

0 

1хВ 

-В 

0 

1 

-ц/) 

-D 

0 

0 

0 

0 

-D 

-ц/) 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-в 
-ixB 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

ds 
Здесь 

-Ir K]=K]-[*i]h] h]- (9-8-9) 
Остановимся на приведении уравнения к 

безразмерному виду. При численном решении 
безразмерная форма уравнений позволяет вы
делить основные параметры системы, провести 
более общий анализ решения и получить ре
зультаты, которые могут быть использованы 
для широкой области изменения нагрузок, 
жесткости, геометрии системы и др. Характер
ным геометрическим параметром оболочки RQ 
может быть радиус какого-либо сечения обо
лочки, ее ддина или какой-нибудь другой ха

рактерный радиус кривизны и длина дуги обо
лочки: р = г / RQ; R = Щ / RQI X = S / RQ.. 

Искомый вектор состояния, соответству
ющий вектору (9.8.3), 

{y} = {uWeifiQiMf. (9.8.10) 

Безразмерные составляющие (обозначены 
черточками) этого вектора для оболочки по
стоянной толщины выражаются через переме
щение и силы: й = и / RQ; W = W / RQ;. 

%=TJ{Eh);Q^^QJ{Eh); 

Разрешающее уравнение, соответствующее 
уравнению (9.8.8), 

fM+H]W = {4 (9-8»») 
dx 

Матрица \À\ имеет безразмерные составляю
щие: 

М = 

а 11 

а 21 

О 

«12 

О 

о 

41 «42 

«51 «52 

О о 

о а 

а 

«23 

«33 

О 

О 

«63 

14 

О 

О 

«44 

«54 

О 

О 

О 

О 

«45 

«55 

О 

О 

о 

а 36 

О 

О 

а 66 

(9.8.12> 

где 
a j j =M.cosa /p ; aj2 = 1 / / ? + | i s i n a / р; 

ai4 = -f 1 - \i^ J; a j i =-l / R; а2з = - 1 ; 

азз = ц с о 8 а / р ; аз^ = -1 /А: ; 
2 , 2 . , 2 

a^i = - c o s а / р ; а^2 - - s i n a c o s a / р ; 

а44 = (1 - ц)с08а / р; а^^ = a2i ; a^^i = -а42; 

а52 =s in а / р ; а54 =«12; 

азз = c o s a / p ; а^з =\}-^ 1^41» 

^̂ 66 -^^44-
Вектор правой части уравнения (9.8.11) 

I Eh Eh 
Параметр, определяющий отношение 

толщины оболочки к радиусу RQ, ОТ которого 
зависит точность решения задачи, 

к = D 
ЕНВ^ 12(l-n']j?o' 

(9.8.13) 
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Так как рассматриваются тонкие оболоч
ки, величина к мала. В матрицу \Л\ как вид
но из выражения (9.8.13), входят величины к 
(малая величина) и 1/к (большая величина). 
Такие системы уравнений при большой длине 
интервала интегрирования решаются с приме
нением особых приемов. 

Уравнение (9.8.11) при решении задачи 
должно быть дополнено граничными условия
ми. На каждом граничном контуре для осе-
симметричного случая моментнои оболочки 
необходимо удовлетворение трех граничных 
условий: по три компонента вектора известны 
в конце и начале интервала интегрирования 
или заданы их линейные комбинации. Общее 
решение уравнения (9.8.11) 

(9.8.14) 

Константы C\,.,Ci определяют следую
щим образом. Трехкратным интегрированием 
однородной части системы (9.8.11) при значе
ниях векторов {yilA^-'-^A^slo' Удовлетворяю
щих граничным условиям в начале интервала 
интегрирования, находятся векгоры {>'i}p 

{^211' \Уъ\\- B^ï^op {Z}Q частного решения 
может быть задан нулевым. Еще одно интег
рирование уже неоднородного уравнения 
(9.8.11) дает вектор \z\y 

После определения векторов в конце ин
тервала интегрирования константы С1,...,Сз 
находятся из граничных условий. Следует от
метить, что полученные векгоры \уЛ^ {Уг}' 
[у-Лч \z\ могут быть использованы для самых 
разных граничных условий в конце интервала. 
Если приходится решать ряд задач с одинако
выми граничными условиями на одном конце 
и разными на другом, целесообразно начать 
интегрирование системы уравнений с того 
края, на котором граничные условия одинако
вые. После определения констант Q , С2, С3 
вектор \y\cv в начале интервала известен 
[уравнение (9.8.14)], что позволяет провести 
еще одно интегрирование уравнения (9.8.11). 
Значения составляющих вектора {>'} в проме
жуточных точках интервала по существу явля
ются искомыми значениями функций сил и 
перемещений. Однако не все усилия и пере
мещения находятся интегрированием уравне
ний. С помощью уравнения (9.8.7), если при
вести его составляющие к безразмерной фор
ме, можно получить остальные силы и пере
мещения. 

Как уже отмечалось, задачи расчета обо
лочек имеют особенность. Они описываются 
уравнениями, имеющими сильно отличающи
еся по значению коэффициенты. В результате 
при интегрировании уравнения (9.8.11) при 
разных значениях векторов {уЛ^.» \У2\с\ ^ 
других могут получиться мало отличающиеся 
между собой значения векторов {уЛ., {У2\\ 
и др., что дает неточные значения констант 
Q» ^2, Сз и, по существу, неверное решение, 
особенно при расчете оболочек большой дли
ны. Для того чтобы добиться результата, удов
летворяющего необходимой точностью, обо
лочку делят на несколько сегментов. Для обо
лочек вращения минимальная длина сегмента 
может быть выбрана на основе теории краево
го эффекта. Длина / каждого участка прибли
женно определятся формулой 

/ 
(9.8.15) 

где Я2 и h - соответственно окружной радиус 
кривизны и толщина оболочки на рассматри
ваемом участке; Р - коэффициент, может бьггь 
принят р=3 . 

Пример. Рассчитать круговую торообраз-
ную оболочку, нагруженную равномерным 
давлением р. Известно, что поле перемеще
ний, определенное по линейной безмомент-
ной теории оболочек, характеризуется разры
вом в зонах, близких к линиям нулевых кри
визн. Применение моментнои теории позво
ляет избежать этого. Однако общее аналити
ческое решение задачи получить трудно. При 
проведении численного расчета принято, что 
характерному параметру BQ соответствует ра
диус сечения тора. Размер г = а -^ R^ sin а . 
Безразмерный радиус р = а / RQ + sin а . Ка
сательная составляющая нагрузки равна нулю, 
а нормальная Рз—Р- В связи с тем, что 
X = s / R^ =î а , переменная в уравнении 
(9.8.11) соответствует угловой координате а: 

da 
{у}ЛФ}-{р}-

Составляющие матрицы [>!] зависят от 
коэффициента Пуассона \х, параметров обо
лочки к, а / RQ И угловой координаты а. 
Вектор правой части 

W = { o o o o ^ o f . 
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Благодаря симметрии оболочки относи
тельно экваториального сечения интегрирова
ние можно проводить не по всему контуру, а 
только от а=-тс/2 до а=тс/2. Граничные усло
вия и=0; 8= 0 ; Qi=0 при а=-тс/2 и и=0; 
0 = 0 ; Qi=0 при а=тс/2. Решение представля
ется в виде 

{y} = C^{y^}+C,{y^}+C,{y,}+{z}. 
При интегрировании уравнения (9.8,11) 

начальные значения векторов (в соответствии с 
граничным условием при а = -к / 2) прини
маются атедующими: 

{>^i}o={0 1 0 0 0 O f ; 

{z}^ = { 0 0 0 0 0 0}^ . 

После определения констант Q , С2, С3 
и истинных начальных параметров еще одно 
интегрирование позволяет построить поле 
перемещений и сил в оболочке. На рис. 9.8.1 
приведены кривые нормального перемеще
ния W идя оболочки, геометрические пара
метры которой а / RQ = 1,5; (h/R^V = 0,05; 

(А 7 / ^ ) 2 =0,02; ( /1 /7^)3=0 ,005 . 
Расчеты вьшолнены для безразмерного 

давления рЯ^ / (£fi) = 0,002 и коэффициента 
ц = 0,3. На всем участке а = -тс / 2..:+тс / 2 
кривая нормального перемещения плавная, 
без разрывов. В зоне близкой к экваториаль
ному сечению, вдали от точки а = О нормаль
ное перемещение w мало зависит от относи -

5,0 

4,0 

3,0 

2,0 

Щ 

J 
/ 

> 

/ \ 

г\ 
Ô V~^ 0,005 

\ 
""^^^—0,05 

n.v '^ W 

-(Г/г) m 
Рис. 9.8. L Изменение нормальных перемещений 

торообразной оболочю!, нагруженной внутренним 
давлением 

тельной толщины оболочки и приближенно 
может,быть определено по линейной безмо-
ментной теории. Для точки а = тс / 2 силы 

Ч 
pR^ 2а +R 

2 a+R 

перемещение w 

. Т2 

2Eh 

Р^ а безразмерное 

А) 
( 1 - 2 ц ) + ( 1 - ц ) 

При этом ц = 0,3, PRQ I [Eh) = 0,002, 

1,3 • 10 . Как видно, отличие от числен
ного расчета незначительно. 

Расчет оболочки вращения при осесим-
метричном нагружении наиболее простой. 
Такой подход может быть применен к более 
общим случаям нагружения, например, к обо
лочкам при несимметричном нагружении или 
неравномерном нагреве, а также к анизотроп
ным оболочкам и оболочкам, имеющим пере
менную толщину и дискретные кольцевые 
подкрепления. Общая схема расчета при этом 
остается такой же. 

9.8.2. МЕТОД КОНЕЧНЫХ 
РАЗНОСТЕЙ 

Этот метод используется при решении 
широкого круга задач теории оболочек. Ниже 
на примере решения уравнения моментной 
цилиндрической оболочки при неосесиммет-
ричной деформации рассматриваются особен
ности и последовательность определения в ней 
сил и перемещений. 

Для однородных изотропных оболочек 
вращения уравнения моментной теории при
ведены в гл. 9.5. Для цилиндрической оболоч
ки уравнения равновесия принимают вид ; 

дъ es 
L _1 -Pv ds 

Rdf> 

R 

ds 
дЩ 

Rdp^ 

ÔS 
+ 

ds 

ÔQ, 
1-

ds 

дН 
Щ 
дН 

R 

- ô i = 

-0. = 

P2 

= Рг 

0; 

0 

(9.8Л6) 

/г^р ds 
Деформации, углы поворота, перемеще

ния и изменения кривизн связаны между cq-
бой соотношениями \ 
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ди д\ W 
Sj = — ; 82 = + — ; 

ds Rd^ R 

du д\ 
у = — + — ; 01 

Râp^ ds 

e. 
dw V 

+ —; «1 
RdÇ> R 

_d&2 ^ l 

Rd^ 2 

ôw 

ds ' 

_ ôe^ 

ds 

dS^ d&2 

мые силы, деформации и перемещения, пред
ставленные в виде суммы произведений двух 
функций, одна из которых соответствует чле
нам рядов Фурье по окружной координате, 
другая - функции координаты х, имеют вид: 

+ -
лар ds 

(9.8.17) 
Силы и моменты для изотропной одно

родной оболочки выражаются через деформа
ции и изменения кривизн следующим обра
зом: 

М | = />(аг^ ^ ^ ^ з ) ' ^2 "^ ^{^2 • '"^^i) ' 

Щ = / > ( 1 - ц ) ж р . 
(9.8.18) 

Система уравнений (9.8.16) - (9.8.18) 
полная: при девятнадцати уравнениях она 
содержит девятнадцать искомых функций 
(Г1,Г2,5,(2i,(32,АГ1,М2,Я,81,82,7,01,02, 
aepae^,aej2,w,v,>v). 'Для приведения уравне
ния к безразмерному виду координата s вдоль 
меридиана отнесена к радиусу оболочки: 
x=s/R Безразмерные силы, перемещения и 
изменения кривизн: 

Т^=Т^/{Щ; f2=T2/{Eh); S = S / {Eh); 

Q^^QJ {Eh); Ô2 = G2 / {EhY 

M^= M^/ {EhR); 

M2 = Af2 / ( ^^^ ) ' H = H / {EhR); 

й = u / R; 

y =v / R; w = w / R; aëj = sc^R; 

SS-i — SD ' j j v , 3B 12 "12 ,R; k = h^ /\12R^ 

(9.8.19) 

Первый этап решения задачи состоит в 
приведении уравнений в частных производных 
к обьжновенным дифференциальньп^. Иско-

S = y^5^sin/wP; Âfj = y^Mj^y^coswP; 

M2 = 2^M2;„cosAwP; /f = y H^ sin wP; 

" = ^«;; ,cos/wP; v=: ^v^s inAwp; 

m=0 /n=l 

^1 = Z'^1/"^^^'"P' ^2 = X!^2/nCOS/Wp; 

Ю2 = ^«2/nCOS/wp; Ж12 = ^ a e ^ s i n w p ; 

(9.8.20) 
Здесь суммируются безразмерные значе

ния сил, перемещений, деформаций, которые 
соответствуют определенной /w-й гармонике и 
являются функцией только одной переменной 
X. Следует отметить, что разложения (9.8.20) 
не являются полными, поскольку опущены 
кососимметричные составляющие сил, пере
мещений и деформаций для величин Т^,Т2, 
Mj,M2,Q|,ï^,w,8j,e2î3ëj ,âê>,,0j и симмет
ричные составляющие для величин S,Jf,Q2, 
у,у,ш^2- ^ большинстве случаев это допусти
мо, так как соответствующим выбором начала 
отсчета по Р и разделением системы на сим
метричную и кососимметричную появляется 
возможность дополнительные слагаемые не 
учитывать. 

Зависимости (9.8.20) дополняют разло
жениями Б ряды Фурье составляющих поверх
ностной нагрузки: р^ = V^/?j^ coswp; 

т=0 
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Р2 = Z^2/«sm/wp; /?з = ^P3;7|Cos/wp. Ис-
т=1 /и=0 

пользуя эти зависимости, а также зависимости 
(9.8.19) и (9.8.20), система уравнений (9.8.16) 
приводится к виду 

— ^ + w 5 ^ = : _ J L 1 J 5 1 _ ; 

dx 

zm 

Eh 

dx Eh 

T2m^ 
dQ 

dx 
'-^^Qlm-

Eh 
dU \m ^^iim-Qxm-^'^ 

dx 
dH 

dx 
(9.8.21) 

Соотношения (9.8.17) представляют сле
дующим образом: 

du^ 
Ч/я dx 

dw. 
-mu^ +' 

0 
dw^ 

\m dx 

dx 

dx 

( 
d^ = -0,5 mBi^ - de 2m 

dx 
(9.8.22) 

Безразмерные составляющие сил и мо
ментов для каждого значения выражаются 
через деформации и изменения кривизн: 

^-\^ Vlm =^Лт +^^2л 

1 - ^ У2т -^2т-^\^\т'^ 

^2m-^{^2m^\^\mY ^/п = (̂  " ^)^^/«-

(9.8.23) 
Полученная система уравнений может 

быть решена раа;1ичными способами. Целесо

образна процедура, изложенная в предыдущем 
разделе: интегрирование системы уравнений 
первого порядка. 

Другим вариатом решения является 
приведение данной системы к системе уравне
ний второго порядка. Для выражения сил и 
моментов в уравнениях (9-8.21) через дефор
мации по формулам (9.8.23) используются все 
соотношения, кроме 

^ l « = Ч ^ . m + ^ ^ 2 m ) • (9-8-24) 
В уравнениях (9.8.21) исключают вели

чины Gi/и и 02т? 3 моменты М\щ остаются в 
виде одной из основных искомых функций. 
Выражением деформаций и изменений кри
визн в этих уравнениях и в уравнении (9.8.24) 
через перемещения по формулам (9.8.22) по
лучается система из четырех обыкновенных 
дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами. Каждое уравнение имеет 
второй порядок: 

,2 d и^ dy. 

dx 

Eh 

du^ 

dx 

dw 

dx 
^m 

dx 

1 - Ц ; 

d'y d w^ 
• + a^ + Û 7 V ^ -ЬЛо 6 2~"^"7^m "^"8 Y 

dx dx 

+ÛQ 

dx 

m- P2mR(,_^\ 

du^ 

Eh 

d w^ 
^ 1 0 - ^ + ^ 1 1 r ^ ^ l 2 ^ m + ^ 1 3 f 

dx dx dx 

d'-M \m 

dx Eh 
1-^i ; 

.2 

Л6 ^ m - "17 Г + «18^'m + ^\9^lm = ^' 
dx 

ay.y^ ^Qr 

(9.8.25) 
Векгор искомых функций, состоящий из 

трех компонентов Um-> v^, У^Щ • перемещений 
и момента М\уу{. 

М^К^'^тЛ/.^Г- (9-8-26) 
Тогда уравнения (9.8.25) могут бьпъ представ
лены в виде 

ах ах 
(9.8.27) 
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Здесь 

И = 

И 

[С] = 

^1 

0 

0 

0 

г 0 

^5 

UlO 
L ^ 

^2 

0 

0 

0 

0 

ч 
^11 

0 

^3 

0 

0 

0 

0 

^7 

^12 

^16 

0 

^8 

^13 

" l̂? 

^4 

0 

0 

0 

0 

^9 

«14 

^18 

0 

0 

^15 

0 

о] 
0 

0 

о] 
0 

0 

0 

^19 

И = 1 Al. 
Eh 

-Р\т 

-Plm 

РЪт 

О 

(9.8.28) 

Составляющие матриц рассчитывают, как 
рассмотрено выше. Они зависят от относи
тельной толщины оболочки к - h / \\2R 1, 

коэффициента fi Пуассона и номера m гармо
ники. Чтобы решить задачу, кроме уравнения 
(9.8.23) необходимы фаничные условия на 
каждом из граничных контуров: силы, пере
мещения или условия упругого закрепления. 
Например, для заделанного края и^ ~ ^m ~ 

= w^ = — ^ = О, цдя шарнирно опертого 
dx 

края w^ = v ^ = w^ = ^\т^ ^- Таким обра
зом, известны некоторые из компонентов век
тора iy\ или его производной d^y^/dx. В 
общем виде матричная форма граничных усло
вий при х=0 и х=Хп может быть представлена 
следующим образом: 

dx 

dx 
(9.8.29) 

Матрицы \Е] и \f] имеют размер 4 x 4 
и обычно слабо заполнены. Для заделанного 
края при нулевом векторе iG\ правой части 
(9.8.29) 

[ Е ] -

И 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 0 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 0 

Итак, краевая задача Д;тя оболочки опи
сывается уравнением (9.8.27) и граничными 
условиями (9.8.29). При решении уравнений 
методом конечных разностей область интегри
рования х=О...Хп разбивают на ряд участков 
длиной д. Первая и вторая производные от 
векторов 

dx 

Первая производная при аппроксимации 
граничных условий с точностью О Д |: для 

начала интервала через правые разности 

f-Mo = ~Wo+7^J'}i-T-W2' 
dx 2Д Д 2Д 

а для конца интервала через левые разности 

~{у}п =—{у}п-^{у)п.А ^т:{у}п-2-
dx 2Д Д 2Д 

С учетом этих соотношений rpaHH4HBfe 
условия и уравнения оболочки! 

Д 2Д 
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2Л Д 

= {^}„-

Для первого этапа расчета - определения 
всех матриц прогонки - нужны их значения в 
начале интервала для / = 1, которые можно 
найти с помощью первого и второго уравне
ний (9.8.30) и выражения (9.8.31): 

-1 

Первая строка относится к левой границе 
(/=0), третья - к правой Q—n). Во втором 
уравнении /=1,2,3,---»л-1. Отсюда общее чис
ло уравнений л+1 соответствует числу иско
мых векторов iy\. Матрицы в выражениях 
(9.8.30): 

2Л 

2Л 

А 2Д 

А 

А 2А 

Для решения системы уравнений (9.8.30) 
процедурой матричной прогонки принимает
ся, что векторы iy\ в соседних точках связаны 
линейным соотношением 

НЧЧ^М/М/ .Г <9.8.31) 
где [а]/ и [р]/ - матрицы прогонки. 

Для построения реккурентных фор
мул, связывающих эти матрицы в соседних 
точках, запишем формулу, аналогичную 
последней, но для предьщущей / -Ч-й точки 
{y)i-\ =[°^]/-1 "^[Р]/-! (>'}/• Подстановкой ее 
во второе соотношение (9.8.30) и с учетом 
соотношения (9.8.31) получена связь между 
матрицами прогонки в соседних точках '. 

к=И-[П[р]/-1Г'х 
х([П-[П[4-.); 

Н = -К+[П[Р],-.Г[4-
(9.8.32) 

(9.8.30) [^\--ш^-[щтЕ] 

[\1>\-ттЛя) 
Щ,=\[М\^-[М\[Н\[Е\ 

А 

2А 
(9.8.33) 

Эти матрицы могут быть рассчитаны при 
заданных параметрах оболочки и известных 
граничных условиях в начале интервала. Ос
тальные матрицы для / = 2, 3 и т.д. находят по 
формуле (9.8.31). Прямой ход при прогонке 
ведется до значения / = л - 2. В конце интер
вала нужно воспользоваться граничным усло
вием для i — п - \ - третьим и вторым урав
нениями (9.8.30) и выражением (9.8.31). Тогда 
вектор искомых функций для предпоследней 
точки 

{у}п-АтпМ. 
1 

2А 

2 

п-2 

Щп-тп'ЩпЩп-гЛЩп-, 
-1 

2А ) 
(9.8.34) 

Векторы в остальных точках определяют 
последовательно с помощью соотношения 
(9.8.31) и известных матриц прогонки при 
обратном ходе. При этом необходимы значе
ния не только искомого вектора {>^|., но и его 

производных —[у] = — { у } {у\ 
dx ' 2А '""̂  2А '"^ 

С помощью этих величин и соотношений 



МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 177 

0,6 
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Я 
^ 

^̂ ^ 

/ 
/ 

, h 
Y Л 
' \ J 

0,2 0,4 0,6 0,в л / / 

Рис. 9.8.2. Изменение нормальных перемещений и 
изгибающих моментов при нагружении 

краевыми моментами 

теории оболочек находят компоненты усилий 
и перемещений оболочки для определенного 
числа т. 

На рис. 9.8.2 приведены результаты рас
чета цилиндрической оболочки, нагруженной 
на двух торцах краевыми моментами 
Mo=Mn=Mcosmp для m = 5 при нулевых 
перемещениях UQ = и^ — Оу WQ = W;, = 0. 
Вьршсления проведены для h/R=l/50, коэф
фициента Пуассона ц = 0,3 и 1/R =1. 

Рассмотренная последовательность реше
ния задачи для цилиндрической оболочки 
может быть распространена на оболочку вра
щения произвольной геометрии меридиана. В 
этом случае несколько усложняется расчет 
коэффициентов уравнений (9.8.25), разных для 
всех точек интервала интефирования. Но об
щий алгоритм расчета остается тем же. 

9.8.3. МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

В соответствии с общими соотношения
ми принципа возможных перемещений усло
вие равновесия для оболочки вращения 

(9.8.35) 
Векторы деформаций и напряжений, со

ответствующие слою оболочки, находящемуся 
на расстоянии z от срединной поверхности, 

Ы =К^2г^,Г'К} = К^2г̂ Л • 
Все объемные силы приводятся к срединной 
поверхности и входят в общий вектор поверх-
постной нагрузки ip\ = |/?j Р2Р3} * ^^ т̂̂ Р 

перемещений |wj = |wvwj . Согласно гипо
тезе прямых нормалей 

{£,} = {с} + <:{ж}. (9.8.36) 
Векторы деформаций срединного слоя и из
менения кривизн* 

Для слоя на расстоянии z вектор напряжений 

{ry,]=[D]{z}+z[D]{x}. (9.8.37) 
Матрица [D] упругих констант для изот

ропной оболочки определяется зависимостями 
(9.5.4). После подстановки формул (9.8.36) и 
(9.8.37) в выражение (9.8.35) и интегрирования 
по z левой части уравнения условие равнове
сия тонкой оболочки вращения, соответству
ющее принципу возможных перемещений, 

т 
ÂJJ{ÔS} [D]{z}rdp,ds ^ 

+—Jj{6ae} [D]{^]rd\^ds = (9.8.38) 

^ \\{Ъи]^{p}rd^ds. 

Векторы деформаций и изменения кри
визн срединного слоя выражаются через пере
мещения с помощью соотношений (9.5.2). 
Тогда 

{8} = [Ci]{«}, (9.8.39) 
где 

[е.] 
ds 

cosa 

1 

sina 

г 
д cosa 

О 

Формулы (9.5.3) связывают изменения 
кривизн с углами поворота <è\ и ©2> составля
ющими вектор {0}: 

И=[С2]{0}, (9.8.40) 
где 

[̂ 2] = 

— 
ds 

cosa 
г 
д 

2гд?> 

0 

д 
гд^ 

1 

2 
д cosa 

KÔS Г 
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В свою очередь, углы поворота выража
ются через перемещения в соответствии с 
уравнениями (9.5.2), откуда 

{©} = [Сз]{и}, (9.8.41) 
где 

Кз] ^1 

о s m a 
ds 
д 

г гдС> 
После подстановки выражений (9.8.41) в фор
мулу (9.8.40) 

{а.}=[С4]{«}, (9.8.42) 

где матрица [С4]=[С2][Сз]. имеет размер 
3 x 3 . 

В дальнейшем при решении задачи ме
тодом конечных элементов необходимо задать
ся полем перемещений в элементе и вьфазить 
перемещения в любой точке через вектор уз
ловых перемещений. Пусть матрица [Ф] опре
деляет это соотношение: 

{и} = [Ф]{Д}. (9.8.43) 

Тогда с помощью выражений (9.8.39) и 
(9.8.42) можно получить следующие соотно
шения: 

{в} = [2г,]{д};{ае}=[£2]{Д}. (9.8.44) 

Подставим их в уравнение (9.8.38) и, 
введя обозначения 

[k,] = hjj[B,f[D][B,]rc^ds; 

(9.8.45) 
получим матрицу жесткости элемента оболоч
ки [к] = [ki\ + [^2], составленную из слагае
мых, соответствующих работе мембранных сил 
и изгибающих моментов. Вектор* нагрузки 
элемента 

{F} = jj[of{p}r^ds, (9.8.46) 

[Ф] = 
1--

Г 2 3^ 

уравнение (9.8.38) равновесия элемента 
оболочки 

[ф] = {F]. (9.8.47) 
Подобное соотношение получают для 

каждого элемента, на которые разбита конст
рукция. После приравнивания узловых пере
мещений и суммирования ухчовых сил сосед
них элементов можно построить глобальную 
матрицу жесткости и вектор ух10вых сил всей 
системы. Для узлов, совпадающих с фанич-
ным контуром, удовлетворяются краевые усло
вия. Полученная система уравнений однознач
но определяет перемещения в узлах, которые, 
в свою очередь, позволяют провести расчет 
напряженного состояния. 

Точность полученных результатов связана 
с рядом факторов, но прежде всего с числом 
конечных элементов, на которые разбивается 
система, их формой и точностью аппроксима
ции поля перемещений в пределах элемента. 

Пример. Построить матрицу жесткости 
элемента цилиндрической оболочки при осе-
симметричной деформации. Вектор узловых 
перемещений элемента состоит из шести со-

ставляющих: {л} = |«j Wj Bj Wj ^2 ^2} • Пусть 
поле перемещений внутри элемента аппрок
симируется полиномами 

(9.8.48) 

где а1,.--»о^б " коэффициенты аппроксимации; 
s - осевая координата. 

Угол поворота нормали для цилиндри
ческой обалочки 

е = 
dw 

ds 
2a^s - За^5 . 

Поскольку и = щ; W = W\; 0 = 0 ] при s = О 
и и = U2; W = W2; S = ^2 при 5 = /, коэф
фициенты ai,...,a5 выражают через узловые 
перемещения Wi, «2» ^ Ь 2̂> ®Ь ®2- Матрица, 
связывающая вектор перемещений {u}={u^w}^ 
с вектором узловых перемещений {Д}, в урав
нении (9.8.43) 

5 - 2 -
/ /^ 

^ ^ 

о 

о о 
^ 2 

s 

(9.8.49) 
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С помощью соотношений (9.8.39), (9.8.42), (9.8.43) определяют матрицы ' 
1 . ^ 1 

W-
I 

о 

о 

о 
/ 2 3^ 

г I 

о 
2 3 ^ 

/ Г 

[Ч 

О 

- 6 ^ +12-у 

О 

/ 

о 

о 

о 
f 2 3 ^ 
3 i - - 2 -

/2 / % 

О 

^ 2 3 ^ 

.TV. 
о 

о 
о 

/ Г 
О 

О 

о 
О 

О 

12 

О 

О 

l'j 
-2 - -1 -6~ 

/ Г) 
О 

О 

Составляющие матрицы жесткости эле- кой поверхности элемента длиной / и радиу-
мента [ki\ и [к2] находят из соотношений сом г : 
(9.8.45), где интегралы взяты по цилиндричес-

W 2гкЕН 

1 - й 

1 
/ 

__ц_ 
2/ 

13 / 

35 г̂  

_j± 
Пг 

11 /2 

210 г^ 
1 l' 

105 г̂  

1 
/ 

Ц 

2г 
Ц/ 

12г 
1 
/ 

^^ 
2г 

9 / 
70 г̂  
13 /̂  

420 г̂  
И 
2г 
13/ 

ц/ 
Пг 
13 /^ 

420 г̂  
/̂  

140г^ 
Ц/ 

12г 
11/^ 

35г' 210г 
5/^ 

84г 2 

h] = 2дг£А^ 

12 1 - ц 

0 
12 
/̂  

0 
6 
/̂  
4 
/ 

0 

0 

0 

0 

0 
12 
l' 
6 
l' 
0 
12 

7 

0 
6 
/̂  
? 
/ 
0 
6 

~? 
4 

(9.8.50) 

Сумма этих матриц дает матрицу жестко- рицы жесткости системы необходимо прирав-
сти элемента [к\. Для построения общей мат- нять перемещения и просуммировать силы в 
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узлах соседних элементов. Следует отметить, 
что при решении задач часто приходится сты
ковать элементы разных размеров. На участках 
оболочки с ожидаемым быстрым изменением 
перемещений, например вблизи краевой зоны, 
дтшна элементов должна быть меньше, чем у 
элементов остальных зон оболочки. Стыковка 
элементов разной длины в МКЭ мало услож
няет расчет, что является большим преимуще
ством этого метода. 

Соотношения (9.8.45) и (9.8.46) справед
ливы также для произвольной оболочки вра
щения как при осесимметричной, так и при 
несимметричной деформации. Асимметрия 
несколько усложняет расчет. Прежде всего 
появляется еще одна составляющая вектора v 
перемещения. И, кроме того, каждый из ком
понентов вектора - функция двух переменных 
5" и р. В этом случае необходимо разделить 
переменные по координатам 5 и Р, представив 
составляющие по Р в виде периодических 
тригонометрических функций. 

При рассмотрении оболочек вращения с 
криволинейной образующей хорошие резуль
таты получаются для конических элементов и 
при аппроксимации поля перемещений вида 
(9.8.48). Составление общей матрицы жесткос
ти при этом имеет некоторые особенности. 
Прежде чем проводить стыковку элементов, 
необходимо для каждого элемента от локаль
ной координатной системы перейти к общей. 
В остальном последовательность определения 
узловых перемещений и усилий аналогична 
рассмотренной. 

Глава 9.9 

вьщелопис некоторого основного напряженно
го с(к » п!ия и линеаризацию относительно 
него системы уравнений оболочки. Частньп^ 
случаем мягкой оболочки является мембрана, 
начальная поверхность которой плоская. 

9.9.1. ТЕОРИЯ БОЛЬШИХ 
ДЕФОРМАЦИЙ МЯГКИХ ОБОЛОЧЕК 

Поведение мягких оболочек наиболее 
полно описывает теория больших деформа
ций, учитывающая нелинейность характерис
тик материала и справедливая при неограни
ченных деформациях и перемещениях. Так же, 
как и выше (см. гл. 9.3 и 9.4), в качестве коор
динатной поверхности оболочки принимается 
поверхность, определяемая линиями главных 
кривизн а и Р, коэффициентами А и В Ляме 
и главными радиусами Ri и i?2 кривизны. 
Составляющие вектора полного перемещения 
точки поверхности на касательные к линиям а 
и Р - W и V на нормаль w. Обозначим: вектор 

перемещений iu\ = iu\w\ , длину дуги на 
недеформированной поверхности вдоль ли
нии а dsi=Ada, на деформированной 

* * 
dSj = Л ÛSDC , а вдоль линии р соответственно 

* * 
ds2=Bdp и ds2 = В dp. Если принять в каче
стве меры деформации меру Коши-Грина, то 

ds, 

dst 
• 1 ds-^ 

ds^ 

МЯГКИЕ ОБОЛОЧКИ 
И МЕМБРАНЫ 

dsi ds2 

dsi ds2 
(9.9.1) 

При расчете тонкостенных конструкций, 
изгибная жесткость которых мала, применяет
ся теория мягких оболочек, согласно которой 
оболочка считается безмоментной и неспособ
ной воспринимать силы сжатия. При наличии 
растягивающих сил оболочка находится в дву
хосном напряженном состоянии. Если на по
верхности возможно возникновение сжимаю
щих сил, они принимаются равными нулю и 
оболочка или ее часть считается образованной 
системой нитей, направленных вдоль главной 
растягивающей силы (одноосная оболочка). 

Определение деформированной геомет
рии оболочки, ее напряженного состояния, в 
общем случае, связано как с геометрической, 
так и физической нелинейностью. При расчете 
конструкций, имеющих ограниченные дефор
мации, применяют приближенную техничес
кую теорию мягких оболочек. Она основана на 
общем нелинейном подходе, но предполагает 

где CD - косинус угла между касательными к 
линиям а и р на деформированной поверхно
сти. 

Составляющие тензора Коши-Грина вы
ражаются через перемещения следующими 
соотношениями: 

8̂  =8i +0,5(8^ +yf + 0 ^ 1; 

Z2=^&2+0,5Ul-^yl+el\ (9.9.2) 

ю = Y i + 7 2 + ^ i Y 2 - ^ ^ 2 ^ 1 + ® i ® 2 -

В теории больших деформаций используются 
также степени удлинения или кратности Xj, 

Х,2, связанные с 8j ,82 соотношениями; 
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Х^ = ^l-hlsl; Х2 = >/l + 2s2 , (9.9.3) 
Составим из 8], Yi, 01 , 82, Y2> ®2Î векторы 

т т 
b } = {siYi-0i} ; {ч} = Ь2Ъ-®2] • 

(9.9.4) 
Они связаны с вектором перемещений {и} 
соотношениями 

b} = [^i]{4b}=[^2]{4 (9-9-5) 
Матрицы [̂ iJ и [^2] имеют размер 3 x 3 : 

[^i] = 

д 
Ада 
дл 

АВЗР 
1 

ЗА 
АВдС^ 

д 
Ада 

0 

1 

^1 

0 

д 
Ада 

Истинные и обобщенные силы S сдвига равны 
между собой. 

Приращение работы поверхностных и 
краевых сил, действующих на оболочку, 

(9.9.10) 
* * * 

где / i , /2 > / з - проекции распределенной 
нагрузки на касательные к линиям а и р и на 
нормаль к недеформированной поверхности 
оболочки, отнесенные к площади ее элемента 
AbdadP; ôw, ôv, dw - составляющие вектора 
возможных перемещений. 

Второе слагаемое в (9.9.10) - приращение 
работы краевых сил оболочки. Для края, со
впадающего с линией Р, приращение работы 

S^l=j( T^8u + S%v-\-e^swW. 

[^2] = 

дв 
Вд^ 
дБ 

АВда 

0 

АВда 
д 

Вд^ 
1 

^2 

1 

^2 
д 

Вд^ 

Составляющие поверхностной нагрузки 
в (9.9.10) связаны с соответствующими зна
чениями /ъ f2'> /ъ отнесенными к дефор
мированному элементу, площадь которого 

АВк{к2л1 - со̂  , соотношением 

(9.9.6) 
Представим себе элемент деформирован

ной поверхности оболочки, по граням которо
го вдоль линий а и Р действуют силы Tj, /2 , 
S. Условие равновесия элемента согласно 
принципу возможных перемещений 

••Де {/*} = {/,* /2 / 3 * f ; {/} = {/1 /2 / з ] ^ -
Применение формул Остроградского-

Гаусса для криволинейных координат позво
ляет из (9.9.2), (9.9.5) и (9.9.8) получить урав
нения равновесия и естественные граничные 
условия. Скалярная форма уравнений равнове
сия для осей, совпадающих с проекциями 
возможных перемещений ô(/, Ôv, ôw: 

ô £ / - ô ^ = 0. (9.9.7) -

Приращение работы внутренних сил на 
возможных перемещениях 

Ъи = \\[т1ъг\ +Г2*082 +^^АВааф. 

(9.9.8) 

Обобщенные силы Т^ и J^ связаны с 
истинньп^и силами Т\, 72 соотношениями 

д 

да 
Т^В\+-

да 

+Т, 

{SB) 

ар 

У 2 + ^ 

-т ( 1 ^ 8 , ) -
ар 

Т^А 

АВ ÔA ^дг. 

да /?1 ар 

да ар 
+ S 

дВ 
— У1 
да 

1 + 28 2 . 

1 + 281 
f; Т2 = Тг 

1 + 2ç 
ЗА 

! 1 +2so 
(9.9.9) 

эр 

• fÎAB; 

(1 + г. ,) . 
АВ @^-В^-А^ 

да Эр 

(9.9.11) 
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ар̂  

д 
да (г;.у1-Ыи.Ц±[г;^у -±[r,,y±iss)-n. д_ 

ар' 
дВ 
да 

ар 
(SA) iïl^^2 

АВ дБ . дг-) 
— ® 2 Y 2 - ^ - ^ 
Л, За ар 

+71' "^(1 
.5Р 

^г,)-В-
аа. 

\+s ïdA 

[ар Y2-

( l+e i )+ ©1 -А-^-В—^ 
да R^ ÔP Эа_ 

= 

= /2 ЛД; (9.9.12) 

\±(т:ву±(5А)\ 
[да^ ^ ар J 

да 

^т; 

AI 
н— 

0 2 + г ; 

©1 + 
[ар^ "̂  

i?l аа . 

(1+&2) + А—-\ 
[ ^2 ^Р J 

9 
- У 1 + 
> 

В ^ + 
аа 

а 0^1 
9Р J 

+ 5 

= /з 

+ 

'АВ.( 9.9. 13) 

5Р 

+5-

( /со) + 7; 
1 - © ^ 

дА а / * Л 
i?a) 

ар аа ^ >̂. 

1 - 0 ) ' 

â i 2со -̂̂ ^̂^̂ —̂ [ 1 + (О } 
ар ^ ^ 

2ЛдВ 

да 

(9.9.15) 

PsVl-û)^, (9.9.16) 

Приведенные >[равуения соответствуют 
деформированному состоянию оболочки. Если 
не учитывать изменение геометрии, то они 
превращаются в уравнения безмоментной тео
рии в ортогональных криволинейных коорди
натах. Другая форма уравнений соответствует 
касательным к линиям а и р и нормальному к 
деформированной поверхности направлениям: 

_а_ 
аа 

т^в']—(SA']-T,-
^ т^ ^ 1 

Мв'. 
ЯГУ V 

дА 
ар 

1 - 0 ) 

+^-
1 - 0 ) 

аа ар 

2\дА 

( /со) 

* * I 2" 
= Р2А В \l-(ù ; 

Т^ Т^ 2S_ 
^1 ^2 ^12 
* * 

где Щ и 7̂ 2 " радиусы кривизны нормальных 
сечений линий а и Р; ^2 ' крУтка деформи
рованной поверхности. 

Уравнения (9.9.14) - (9.9.16) аналогичны 
соотношениям безмоментной теории в косоу
гольной системе координат. Однако следует 
иметь в виду, что они соответствуют деформи
рованной оболочке, геометрия которой в 
большинстве задач заранее неизвестна. 

9.9.2. НЕЛИНЕЙНО-УПРУГИЕ 
МАТЕРИАЛЫ 

При больших деформациях мягких оболочек 
рассматриваются различные нелинейно-
упругие модели материалов. Функция энергии 
деформации, отнесенная к единице объема 
недеформированного тела, определяет его уп
ругие свойства. Она представляется как зави
симость от составляющих деформаций 

8 j , 82 5 ® или ОТ степеней удлинений. Анало
гом формы деформации линейно-упругого 
анизотропного тела в двухосном напряженном 
состоянии является квадратичная функция 

W = 0,5Ci*iSi^ +0,5С22е2^ -^^^^^ЪЪ^^Ъ + 

* 4 > 2 < К * 4 с « « « 

+ 0,5C44û> -bCj2ej82 -^^13^1^3 "*" 

^-Cj^SjO) + С238283 + C2482Û) + 

+ С3483® • (9.9.17) 

2о) 1+0) 
аа ^ ^ ар 

/?i^VVl-o)^; (9.9.14) 

Приведенная зависимость совпадает с 
формулой для линейно-упругого тела. Она 
распространяется на случай больших деформа
ций при замене составляющих тензора малых 
деформаций компонентами тензора Коши-
Грина. В соответствии с зависимостью (9.9.7) 
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при необходимости существования полного 
дифференциала обобщенные силы в оболочке 

Ц - — г 1 ^2 -
дг dS'i 

5 = - ^ ; — ^ = 0. (9.9.18) 
d(ù 5ез 

Последнее равенство соответствует отсут
ствию сил по нормали к поверхности оболоч
ки. Дифференцированием (9-9.17) и исключе-
нием 83 из полученных соотношений можно 
построить зависимости 

* * * * 

Т^ = CjiSj +С22^\ -ьСззО)*; (9.9.19) 
* * * 

Эти соотношения распространяются на 
случай больших деформаций и применяются 
при расчете оболочек из тканевых материалов. 
Они могут быть выражены через степени уд
линения и косинус угла между координатны
ми линиями на поверхности после деформа
ции. Имея в виду, что 8j = 0,51 Я.̂  - 11; 

82 =0,5(Я,2 - 1 , 0 ) ^Х^^2^ ^ также зави

симости для обобщенных сил (9.9.9), получаем 

-нС120,5^Г4 - 0 + С1зФ; 

r2=C2iO,5^[;L^-ij + 

+С220,5^Гх2 -11+С2з4«>; 
1̂ 

5 = C3iO,5-^f?Li-ll-f 
^2 

+ Сз20,5-^Г4 -1I + C23X.1X2C0. 
^2 

(9.9.20) 
Истинные силы связаны со степенями 

удлинения нелинейными соотношениями. 
Коэффициенты Ci2=C2U ^ 3 ~ С з ь ^ 3 ~ ^ 2 -

Когда деформации малы X.i=H-8i; 2̂̂ 1~̂ 2̂9 
©=Y> соотношения (9.9.20) упрощаются и в 
линейном приближении становятся такими 
же, как в линейно-упругом анизотропном 
теле: 

Г| = CjjSj +Cj282 '*'^3^' 

Г2=С2181+С22в2+С2зУ; (9.9.21) 

лУ = Сз181 +С3282 +С'ззУ-
Изотропные нелинейно-упругие тела 

описываются различными соотношениями. 
Большую группу материалов составляют липе-
рупругие изотропные среды. Для них функция 
энергии деформации представляется обычно 
как зависимость от инвариантов деформаций. 
Для плоской задачи инварианты можно выра
зить через компоненты деформаций следую
щим образом: 

/ j = 21 8j -f 82 +83 1 + 3; 

/ • • «ч / • * • * 
/ 2 = 4 8j -H 82 + 83 + 2 8j82 + 8283 + 

+ 838J СО + 3 ; 
4 J 

/ • • «л f * * * * 
/ 3 = 2 8j + 8 2 +S3 + 4 8j82 +^283 + 

/ * » • 1 * 2 * ^ 
-8 8^8283 — с о 8 3 + 1 . 

(9.9.22) 
Функция энергии деформации изотроп

ного упругого тела представляется в виде по
линома по степеням инвариантов 

m п р 
Простейший вид этой зависимости соот

ветствует случаю, когда т = 1 , л=1, р=1: 

^ - Cmih - 3) +Со1о(/2 - 3) +Cooi(/3 -1). 
Постоянные коэффициенты этой функ

ции определяются экспериментально. Многие 
гиперупругие тела незначительно изменяют 
свой объем при деформировании. Условие 
постоянства объема для мягкой оболочки 

^2^2^3'^~® - 1 = 0. Эту же зависимость 
можно представить следующим образом: 
f 1 + 28i Y l + 282 I f l + 2831 - co*̂  - 1 = 0. Co-

• • 1 ^2 
-I-838J СО 
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гласно этому условию /з=1, а упругая энергия 
W является функцией только первых двух 
инвариантов: 

lV = W{fiJ2). (9.9.23) 

Наиболее простая форма упругой энер
гии соответствует зависимости, предложенной 
Треоларом, для так называемого неогуковского 
тела: 

JV = C(/i - 3). (9.9.24) 

Она применяется для описания некото
рых видов резин с органическими наполните
лями. Рассмотрим соотношения между силами 
и деформациями для несжимаемого тела в 
плоском напряженном состоянии. Упругая 
энергия (9.9.24) вьфажается через составляю
щие деформации с помощью (9.9.22): 

}V = 2C\ (s* +82+83 j 

или через степени удлинения 

Для несжимаемого тела упругая энергия 

JV = dlzl + 282 + 

Г1 + 2 8 1 ¥ 1 + 2821-0)*^ 
- 1 

или 

W = с[х\ + ^ 2 ^ 2 
1̂ 2 [ >.Дл l - œ 

Обобщенные силы можно найти, вос
пользовавшись зависимостями (9.9.18): 

Ti =2С\ 1 - -
1+28п 

Tj =2С\ 1 - -

1 + 281 111 + 28 

1+28, 

S2J-CÛ 
у ' 

1+281 111+28 2J-C0 
-|2 

5 = 2С-
fl + 28Î'Yl + 282]-û)*^l 

(9.9.25) 

Константа С соответствует половине мо
дуля упругости второго рода при малых де
формациях. Из этих уравнений следуют соот
ношения между истинными усилиями и сте
пенями удтшнения: 

2С\ 

4^21^"® ) 

Г2 = 2С| 

S = 2C-

1 Л»1 Л<2 ( ' -»^) 

(9.9.26) 

3 3 

(•-»=) 
Для описания нелинейного поведения 

мягких материалов применяют ряд других 
зависимостей для IV. Широко известна, на
пример,, модель Муни ïK=Ci(/i-3)+C2(/2-3). 
Ривлин и Сандерс предложили более об
щую форму функции энергии деформации 
}V=Ci(Ii-3)+F{l2'^). Последнее слагаемое 
может отличаться для различных видов мате
риалов, например, как кубический полином от 
второго инварианта. Тогда 

РГ=СК/1-3)+ С2(/2-3)+ Сз(/1-3)2+ С4(/2-3)3. 
Существуют формы упругой энергии в 

виде полинома от первого инварианта. Так, В. 
Л. Бидерманом предложена зависимость 

»^=Ci(/i-3)+i?i(/i-3)2+i?2(/i-3)3+C2(/2-3). 

Не всегда выражения для ïF имеют вид поли
нома. Известны зависимости Харт-Смита, 
Александера и ряд других, представляемых 
через другие функции от инвариантов дефор
маций. 

9.9.3. ОДНООСНЫЕ ОБЛАСТИ 

Одна из важных особенностей мягких 
оболочек состоит в том, что отдельные ее зоны 
могут находиться в одноосном напряженном 
состоянии. Оболочка не воспринимает сил 
сжатия, а там, ще они возникают, появляются 
складки. Считается, что в этой зоне существует 
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некоторая гладкая поверхность, образованная 
системой нитей, которые ориентированы 
вдоль главной растягивающей силы. В перпен
дикулярном к нему направлении силы счита
ются равными нулю. 

При проведении расчетов не удается за
ранее установить размеры зоны, в которой 
имеет место одноосное напряженное состоя
ние. В большинстве случаев это делается при 
решении совместной задачи, когда рассматри
ваются одно- и двухосная зоны оболочки, а 
граница определяется как искомая система 
неизвестных параметров. 

Условия образования одноосных участ
ков оболочки находят следующим образом. На 
рис. 9.9.1 показан элемент деформированной 
поверхности оболочки. Вдоль граней, направ
ленных по линиям а и р , действуют силы 7i, 
S и 72, S. Приложим к третьей стороне силы 
Хи Уу чтобы вектор vîf совпадал с линией а, а 
Убыл перпендикулярен к нему. Нормаль п к 
этой стороне треугольника составляет с каса
тельной к а угол у. Сумма сил на направления 
векторов Jf и У 

Xsinx = Ti cosy + Т2 cosxcosysinx(tgy + 

+ ctgx) -H 5" cos y sin x(2ctgx + tgy) ; 

y = 5cosy + T2 sinxcosy(ctgx + tgy). 
(9.9.27) 

Найдем углы y, при которых касательные 
составляющие сил вдоль линии аЬ отсутству
ют. Если обозначить нормальную составляю
щую Д то 

X = Nco&y; У = Nsiny. (9.9.28) 

Подстановкой (9.9.28) в (9.9.27) и ис
ключением тригонометрических функций, 
содержащих угол у, получено квадратное урав
нение относительно iV, корни которого 

Ряс. 9.9.1. Элемент деформированной поверхности 
мягкой оболочки 

N^2 = (̂ 1 +^2 +25cosx) ± 
2sinx 

\\-{^l^T2^2ScŒxf-^-[ 
V4 sin X ^ 

Т^Т2 - s 

(9.9.29) 
Знак плюс соответствует большей глав

ной силе. При возникновении одноосных 
участков меньшая главная сила должна быть 
равна нулю. Это возможно, когда второе сла
гаемое под радикалом равно нулю. Отсюда 
следует условие появления одноосных участ
ков 

ТхТ2- 5 2=0. (9.9.30) 
Если левая часть уравнения больше нуля, 

то наименьшее значение силы N положитель
но и одноосные участки в оболочке отсутству
ют. Условие (9.9.30) справедливо не только 
для истинных сил, но и для обобщенных: 

7i Г2 - 5 = 0. (9.9.31) 

Направление наибольшей силы N\ может 
быть определено из системы (9.9.27). Если 
N=N2—0, то угол у находится из соотношения 

tgy = -
S +7̂ 20) 

T,^[\ 
(9.9.32) 

ш 

где ©=cosx. 
Растягивающая сила в одноосной области 

определяется из уравнения (9.9.29): 

N = -
1 

/ 1 - © ^ 
.(Г1+Г2+2С05'). (9.9.33) 

Приведенные соотношения относятся к 
оболочкам самого общего вида. После реше
ния задачи определения напряжено-
деформированного состояния оболочки в каж
дой ее точке необходимо выяснить, удовлетво
ряется ли условие (9.9.30). Если левая часть 
уравнения меньше нуля, то задачу нужно ре
шать снова. При этом сила сдвига и наимень
шая сила в повернутой системе равны нулю, а 
сила вдоль другого главного направления оп
ределяется из уравнения (9.9.33). 

9.9.4. ПЛОСКИЕ МЕМБРАНЫ 

Рассмотренные выше общие уравнения 
больших деформаций мягких оболочек упро
щаются, если их применить к плоским мемб
ранам. Для прямоугольной системы координат 
с переменными х и у следует принять а = дс, 
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Р=у. Коэффициенты Ламе: А=1, J5=1, а кри
визны оболочки в недеформированном состо
янии приравниваются нулю (l / i?i=0, 
1/^2=0)- Тогда Ада-дх, Вд^=ду. Для любых 
деформаций и перемещений справедливы гео
метрические соотношения (9.9.2), в которых 
компоненты 

^( j.*dw] 
т, — 

д 
+ — Т-у 

дх\ ' дх J ^У^ " ду J 

д 
дх 

(s^^ 
[ ^У J 

к 

* 

= -л • 
ди 
дх 
дУ 

8 2 = — ; 
ду 

dv dw 
Y i = — ; 01 = ; 

дх дх 
du dw 
ду ду 

(9.9.34) 
Поверхностные составляющие внешних сил, 
отнесеные к площади недеформированного 
элемента поверхности и направленные вдоль 
осей, касательных к линиям а и Р и по нор-

* « « 
Мали к поверхности, обозначены / j , /2^/3 • 
Их МОЖНО выразить через силы, действующие 
на мембрану в деформированном состоянии. 
Если мембрана нагружена только давлением 
/>3> нормальным к деформированной поверх
ности, 

дуК дх. 

(9.9.36) 
Приведенные уравнения учитывают все 

составляющие сил на оси недеформированной 
поверхности и получены без каких-либо уп
рощений. 

Вариант уравнений равновесия мембра
ны может быть получен из соотношений 
(9.9.14) - (9.9.16), которые соответствуют осям 
деформированной поверхности оболочки: 

( 
А =Рз 

h ^Ръ 

дч dw dv dw \ dw 

дх ду дх дх ду ) 

dw du dw du dw 

dy dx dy ' dy dx ) 

/3 = Л 
du dw du dw dw du 

dx dy dx dy dy dy ) 
(9.9.35) 

Уравнения равновесия мембраны полу
чаются из общих соотношений (9.9.11) -
(9.9.13). Для системы координат, совпадающей 
с недеформированной поверхностью. 

dT^ dS 

dy 
fc^l s— l dx) 

5f 
"*" — 

x̂l̂  dy) 
= -fi-^ 

+7\(01 

'дх 

\_ dy dx 

+Г, 

+S\ 

5Я.2 д , . 

dx oy 

8k. 

dx ^ 

2\Ski 

^ dy } 

= p{K 

^ ^ Qy V '' Я У 'dx 

+Г2®1 
dX. 

dx dy 
T-M 

+T, 

+s 

_ L Х2Ш) 
dy dx ' 

dy ^ ' dx 

Г, 7-2 2 5 Г Г 

Л, ^2 ^12 
(9.9.37) 
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где Xj и А<2 - степени удлинения вдоль осей х 
и у соответственно; © - косинус угла между 
осями xviy после деформации. 

* * * 
Радиусы кривизны Л^ , ̂ 2 > ̂ i2 опреде

ляются из следующих формул: 

+ Ei 

+ 8->)-

1 
Я.^Х2>/Г 

•Г102] | -
Y2 

•Y2®l] 
дх 

"•1) 

1+е-, 

.{[-0,(1+82) + 

[-02(1+8,) 

-YlYzJ-
Эх 

в, 
v^2 ; 

(9.9.38) 

Зависимости для \ I Щ^ ^ ^ / ^^1 могут 
быть найдены после замены индексов 1 на 2, 2 
на 1 и дс на >̂  в приведенных соотношениях. В 
уравнениях равновесия (9.9.36) силы обоб
щенные, а в (9.9.37) истинные. Связь между 
ними дана выше. Силы с составляющими де
формаций или степенями удлинения должны 
быть связаны соотношениями упругости. Вме
сте с ними уравнения равновесия и геометри
ческие соотношения в форме (9.9.2) или в 
другом варианте, где деформации представле
ны через Х.1, Х,2, о), составляют полную систе
му зависимостей для мембраны в прямоуголь
ной системе координат. 

Решение уравнений мембраны в такой 
форме весьма трудоемко. В расчетах исполь
зуют соотношения, соответствующие малым 

деформациям. При этом полагается: линейные 
составляющие деформаций существенно 
меньше единицы; при малых деформациях 
относительные удлинения равны правым час
тям формул (9.9.2), а истинные силы - обоб
щенным; принимается также условие малости 
касательных перемещений и их производных 
по сравнению с нормальным перемещением w. 
Уравнения, связывающие деформации с пере
мещениями, 

ei = — +— — ; 
дх l\bx) Л 

• av 1 
Zy = + — 

ду 2 \ ^ ) 

* dv du dw dw 

дх ду дх ду 
(9.9.39) 

Условие равновесия, соответствующее 
принципу возможных перемещений, при на-
гружении нормальными к деформированной 
поверхности силами 

ж Т^^е^ -f 7*2882 +S6(ù ]dxdy • 

dw ôw 

^^ [ дх ду 

^ (9.9.40) 
\dxdy. 

- [ ( i + 8 i ) ( i + 8 2 ) - a r i 

уравнения равновесия, которые могут 
быть получены из (9.9.40) после подстановки 
(9.9.39) и интегрирования по частям. 

dS dw dS дП dw 
+ — = Рз—; — + — ^ = />з—i 

дх ду дх дх ду ду 
д 
дх 

(т^] ^1 — 
1 dx ) 

d 
+ — 

dx 

dw 
S — 

l ^yj 

d 
+ — 

dy 

(,dw] 
s— l dx) 

dy 

^ dw 

dy) 
T2— -Py 

(9.9.41) 
Последнее уравнение с использованием 

первых двух можно заменить зависимостью 
-2 „ д W 

-Рг 

+ 25'-
,2 
О W 

+ Т-
дхду 

=,2 о W 
2 г 

1 + 
'dw_' 

[dx, 

2 dw 

.^У> 

2l (9.9.42) 

К полученным уравнениям необходимо 
добавить физические соотношения, связыва-
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ющие усилия Ti, /2 , S с составляющими де-
формации 8j,S2>® • Следует отметить, что 
рассмотренная следящая поверхностная на
грузка Р2 определяет правую часть уравнений 
(9.9.41), (9.9.42). Если нагрузка при деформи
ровании мембраны сохраняет первоначальное 
направление, то первые два уравнения (9.9.41) 
однородны, а правая часть (9.9.42) равна/>з-

9.9.5. ТЕХНИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ 
МЯГКИХ ОБОЛОЧЕК 

Техническая теория справедлива при ма
лых деформациях и основывается на линеари
зованных соотношениях. Используется метод 
расчченения напряженно-деформированного 
состояния на основное и дополнительное. 
Наиболее простое основное состояние коррек
тируется дополнительным на отдельных участ
ках оболочки. 

При построении технической теории 
мягких оболочек все силы и параметры, харак
теризующие геометрию деформированного 
состояния оболочки, представляют в виде 
суммы компонент основного состояния и до
полнительных слагаемых. Геометрия оболочки 
в основном состоянии считается известной. В 
качестве такой геометрии может быть принята 
начальная (раскройная) форма оболочки или 
некоторая промежуточная, близкая к оконча
тельной и определенная при упрощенном 
нагружении или при более простых граничных 
условиях (например, без учета стеснения пе
ремещений). Силы в основном состоянии 
находят для заданной геометрии по линейной 
безмоментной теории. 

Линеаризованная относительно основно
го состояния система уравнений соответствует 
дополнительному состоянию. В соответствии с 
условием разделения сил 

^1 = ^10 "*" ^ 1 ' ^2 ~ -Гго '^'^2^ s = SQ+ S. 
(9.9.43) 

Первые слагаемые отнесены к форме ос
новного состояния и считается, чго они полу
чаются из уравнений равновесия безмомент
ной теории оболочек при поверхностных на
грузках /ю , ^0) /зО' Полные составляющие 
поверхностных сил также разделяются на две 
части: 

(9.9.44) 
Разделение внешней нагрузки проводит

ся так, чтобы первые слагаемые описывались 
плавно изменяющимися функциями. 

Рассмотрим условие равновесия элемента 
оболочки (9.9.7). Приращение работы внут
ренних сил на возможных перемещениях в 
виде трех слагаемых 

6U = 6Un+^, +6U.. , 0 — 1 . U . 2 - (9.9.45) 

Слагаемое 3UQ соответствует основному со
стоянию: 

+ 5oÔY2).4^ûfcu$. 

Выражением составляющих деформаций 
через перемещения с помощью уравнений 
Остро градского-Гаусса получены уравнения 
равновесия безмоментной линейной теории 
оболочек. Во втором слагаемом (9.9.45) учиты
ваются только дополнительные силы, а также 
силы основного состояния на деформации и 
углы поворота, умноженные на вариации де
формаций: 

ôC/'i = JJ[(7^Sei +7̂ 2̂ е2 "^^ 1̂ " -̂̂ 2̂) -^ 

~^^20^1^^2 "•'^20^2^2 "'"^20^2^2 "•" 

-\-SQZ^8y2 '^'^0^2^^! • '̂̂ 0^2^Yi + 

+ 5072082 +-5'Q0jôe2 + 

+SQS2Щ)]ABdadp. (9.9.46) 
Эта составляющая работы внутренних 

сил в технической теории мягких оболочек 
занимает особое место. Она позволяет сравни
тельно простыми методами решить целый ряд 
сложных задач. В вьфажение 5 [72 входят чле
ны более высоких степеней, при малых значе
ниях деформаций они незначительны и в тех
нической теории не учитываются. 

Приращение работы внешних сил на 
возможных перемещениях так же, как в 
(9.9.45), разделяется на три составляющие: 

5^ = 5.40 + 8А^ + 6А2. (9.9.47) 
В соответствии с разделением поверхностных 
сил 

0̂ 0 = JJ(/ioS« +/20SV +/зо§^)>^^ф. 
(9.9.48) 

Слагаемое д'А^ получается в результате линеа
ризации (9.9.10) с использованием (9.9.44): 

Ô4 = fJ[/iS« + Л^^ "̂  /з^^ + 

+ /loK+^2)S"+/2o(^l+^2)S^ + 

+ /зо(в1 +e2)bw]ABdoLC^, (9.9.49) 
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Третий член (9.9.47) соответствует нели
нейным членам и не учитывается. 

Уравнениями Эйлера вариационного со
отношения равновесия (9.9.7) будут три сле
дующие зависимости: 

(Т^В) (SA) +7^2 S 
да ^ dç,^ ^ да ар 

да да да 
дВ дл +^0 Yl - ^ 1 0 — ^ 1 - ^ 0 
да 

ал 
ар ар 

^ 2 0 ^ 2 G^O^^lh —^10®1 + 
ар ар ^1 

(9.9.50) 
а . - . а / - V - дл ^дв 

[Т2А] [SB] + Tj 5 
ар^ ^ да^ ^ ар да 

ар ар ар 

дА дВ 
•^"^0 ^2 - ^20 V2 " ^ 0 

ар да 

дВ 
да 

- —(T'iO^l) - — ( ^ 0 ^ 2 ) + ^ ^ 2 0 0 2 + 
аа аа i<2 

+ 5о01 = /2A5 + /2o(8i + 8 2 ) ^ ; 

(9.9.51) 
Л5 - AS + 7', Л^ 

10" ^2 "^ ^20 " 
Л5 

^в АВ а . _ , 
/?1 /?2 ^ 

+ — ( 5 о ^ 2 ) + —(7^20^®2) + — ( ^ O ^ ^ l ) = 
аа ар ар 

(9.9.52) 
Правые части уравнений можно заменить 

на составляющие нагрузки, соответствующие 
осям деформированной поверхноста. При 

рассмотрении только гидростатического или 
равномерного давления от действия газа в 
правых частях уравнений останутся слагаемые 
РъФ\АВ\ Рзо^2ЛВ; [̂ 3 + РЗО {Ч + 82 ) ]А/? . 
Остальные слагаемые, содержащие дополни
тельные и основные составляющие нагрузки, 
равны нулю. 

Уравнения равновесия (9.9.50) - (9.9.52) 
вместе с геометрическими соотношениями, 
которые для линеаризованной задачи опреде
ляются зависимостями (9.9.5), должны быть 
объединены с линеаризованными соотноше
ниями между дополнительными силами и 
составляющими деформаций. Для анизотроп
ной оболочки при упругой энергии (9.9.17) 
они имеют вид 

^1 = ^ПН -̂ "^12^2 +^13Yl +< 1̂3Y2 - ^1 10' 

Т2 - ^2181 +С2282 +C'23Yi +^23^2 ~^20» 

S =C3i8j +C3282 +С'ззУ1 +С'ззУ2 - SQ. 
(9.9.53) 

Приведенные вьшхе уравнения справед
ливы для оболочек произвольной геометрии. 
Для цилиндрической оболочки радиуса Д 
нагруженной внутренним давлением р и осе
вой силой, основное состояние определяется 
усилиями TiQ и T2(y=pR Уравнение дополни
тельного состояния 

-т; 
^2 а W 

dx 

Eh 
'W p-ix Ч (9.9.54) 

где Е - модуль упругости; \х - коэффициент 
Пуассона. 

Прогиб, соответствующий частному ре
шению уравнения, 

г>2 

W n = • 
pR^ 

Eh 
-ц 

ЦК 
Eh 

Обозначим X = Eh / T^Q, тогда решение 
уравнения будет следующим: 

w = WQ -f .4j ехр(-Хх / /?) + У42 exp(-/-jc / R). 
Для длинной оболочки, закрепленной 

при x=0, где >v=0, перемещение . 

'̂О 1 - ехр ;.1 

Как видно, перемещение w вблизи зак
репления изменяется по экспоненте с показа
телем X. Длина краевой зоны оболочки (х=1) 
приближенно может быть определена из зави
симости 
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Отношение IIR пропорционально корню 
квадратному из продольной деформации. С 
увеличением деформации вдоль оси оболочки 
краевая зона как бы растягивается. Уравнение 
(9.9.54) второго порядка. На каждом гранич
ном контуре удовлетворяется по одному отно
сительно искомой функции. В отличие от 
аналогичной задачи деформирования момент-
ной оболочки здесь меньше необходимых гра
ничных условий и длина краевой зоны зависит 
не от отношения Д/Л, а от продольной де
формации оболочки. 

Глава 9.10 

ТЕМПЕРАТУРНЫЕ 
НАПРЯЖЕНИЯ В 

ПЛАСТИНАХ И ОБОЛОЧКАХ 

9.10.1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ТЕРМОУПРУГОСТИ 

Уравнения упругости для изотропного тела 
с учетом температурных деформации. В боль
шинстве практических задач поле температур 
можно считать независимым от напряженного 
состояния. Уравнения для деформаций в упру
гом изотропном теле, соответствующие, так 
называемой, несвязанной теории термоупруго
сти (уравнение Дюамеля-Неймана): 

ei=—(ст1-ц(о-2+СТз))-+-аГ ,. . . , 

Yl2 = —'^ 
G 12'-

(9.10.1) 

где а - коэффициент линейного расширения 
(температурной деформации); 7^ - разность 
температуры в данной точке тела и начальной 
равномерной температуры TQ^, при которой 
упругие деформации и напряжения отсутству
ют; El,...,712,... - деформации; a i , . . . , i i 2 , . . . -
напряжения в нагретом теле. 

В общем случае энергия деформации со
ставляет часть внутренней энергии тела и свя
зана с процессом нагрева уравнениями термо
динамики. Коэффициенты линейного расши
рения приведены в табл. 9.10.1 (для различных 
интервалов нагрева). 

В уравнении (9.10.1) величина а соответ
ствует среднему значению 

1 - U 
.0 г,0 

Г1 Jri", (9.10.2) 

где Л^Г) "^мгновенный" коэффициент 

,0 линейного расширения при температуре Т^ . 
В другой форме 

.0 àoi 
л-Г 

(9.10,3) 

В общем случае упругие параметры Ем \i 
зависят от температуры. Часто требуется выра
зить термоупругие напряжения через дефор
мации. Из соотношений (9.10.1) 

а , = -Si + -
Ъ\^Е 

1+^1 ^ (1+ц)(1-2ц) 
8 -

Материал 

Углеродистая 
сталь 45 

Хромоникелевая 
сталь 

12Х18Н10Т 
Жаропрочный 

никелевый 
сплав ЭИ698 
Титановый 
сплав ВТ-8 

Алюминиевый 
сплав Д16, АК8 

9.10.1. 

20... 100 

11,85 

16,7 

12,3 

8,3 

22 

Коэффициенты линейного [шсширения а-10^, 

Интервал температур, К 
20...200 

12,6 

17 

12,7 

8,6 

-

20...300 

13,4 

17,4 

13,2 

8,7 

-

20...400 

14,0 

17,8 

13,7 

8,8 

-

20...500 

-

18,2 

14,2 

9,1 

-

20...600 

-

18,6 

14,7 

9,5 

-

1/К 

20...700 

-

19,1 

15,3 

-

-

20...800 

-

19,4 

16,1 

-

-

20...900 

-

-

16,6 

-

-
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Е ^ 0 

1 - 2 ц 

T i 2 = • 

2(1 ^ц) 
Ï12' 

(9.10.4) 

1 
где е = — (sj +£2 +S3) - средняя деформация. 

В теории пластинок и оболочек наиболее 
интересен случай плоского напряженного со
стояния: 

8. =—(cTj - ц а 2 ) + а Г ; 
Е 

82 = —(а2 - ца^) -f а Г ^ ; (9.10.5) 
Е 

Сопряженные уравнения 

Е 
Gj = 

1 - Ц 

Е 

1-^1 

^2 = 2"r2+^^l) « ^ ' 
•1 - ц 1 - й 

М2 2(1 ^ й ) 
Yl3-

(9.10.6) 
Уравнения упругости для анизотропного 

тела с учетом тензора температурной деформа
ции. Для упругого анизотропного тела уравне
ния упругости в матричной форме 

^п 
^2\ 

оз, 

''П 

^22 

''зг 

«13 

''гз 
дзз] 

Г ' 
^^2 

1^12 

• +• 
« 1 ^ 

а12Г Yl2 

(9.10.9) 
В частном случае ортотропного тела (оси 

i, 2 совпадают с направлениями ортотропии) 
ÛJ3 = Û31 = 0; ^23 = ^32 = ^- (9.10.10) 

Из уравнения (9.10.9) 

И = 
42 

^11 ^12 

^21 ^22 

•^З! '*32 

1̂3 

2̂3 

^33. 

( 

\ 

ч 
ч 

Уп. 

> — . 

^ 0 

« 1 2 ^ 

Л 

• 

J 

(9.10.11) 

где элементы матрицы упругих констант 

il Al = - ( ' ' 2 2 « 3 3 - ' ' 2 з ) 

Al -Al =~(<'23''32 ~<^12''3з); 

д 

Аз = Al = -Ы'^п -^п^гз)' 

А 

^22 = - («11<»33- ' »п ) 
^23 = ^32 = -(«12«13 -"и^Зз)' 

{г} = [а]{о} + { а Г ° } , (9.10.7) ^33 = -(«11022 " 4 ) 

где {Е} И {а} - шестимерные векторы соответ
ственно деформаций и напряжений; [а] -
симметричная матрица 6x6 коэффициентов 
упругой податливости; {а 7^} - шестимерный 
вектор температурных деформаций, компонен
ты которого образуют тензор температурных 
деформаций. 

Для плоского напряженного состояния в 
анизотропном теле, что характерно для плас
тин и оболочек, 

т т 
Н = Ь^2^12} ' И = К ^2^12} > 

(9.10.8) 
уравнения упругости 

Д = ^11^^22^33 + 2^12^23^13 - ^11^23 

2 2 
-«22^13 "^33^12-

Для ортотропного материала 

М = 1 
1 - i^ni^n 

\i21E2 Е2 

О 

о 

О О (l-Jii2M2l)<?12 
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Уравнения (9.10.6) и (9.10.11) использу
ют для получения зависимостей, связывающих 
в теории пластин и оболочек сиЛы, моменты и 
параметры деформации срединной поверхнос
ти. 

Свойство температурных напряжений. 
Температурные напряжения в изотропных и 
анизотропных телах при закреплении, не пре
пятствующем их деформации, не возникают 
только в том случае, если температурные де
формации а «Г удовлетворяют условиям 
совместности деформации Сен-Венана. 

Для доказательства допускается, что тем
пературные напряжения отсутствуют: 

{ст,̂ } = {а} = 0. (9.10.12) 
Тогда уравнения равновесия будут удов

летворяться, а из соотношений упругости 
(9.10.7) 

(s} = {a7'°). 

(Xx^-Ot Лг^ав 

Рис. 9.10.1. Анизотропия свойств коэффициентов 
температурЕ1Ых деформаций 

Решение (9.10.12) следует признать точ
ным, если удовлетворяются уравнения совмес
тности деформаций. В результате, если в де
картовой системе координат при постоянных 
коэффициентах температурных деформаций 
( a j , a 2 , a j 2 v ) температура является линей
ной функцией координат, то температурные 
напряжения (в теле, свободном от закрепле
ния) не возникают. Это связано с тем, что 
условия совместности деформаций в декарто
вых координатах содержат вторые производ
ные по координатам. В других случаях, при 
анизотропии коэффициентов температурных 
деформаций, могуг возникать температурные 
напряжения. На рис. 9.10.1 показаны два ани
зотропных тела, причем при постоянной тем
пературе во втором случае возникают темпера
турные напряжения. 

Следует отметить, что при изотропии ко
эффициентов линейного расширения темпера
турные напряжения в незакрепленном теле 
при линейном изменении температуры не 
возникают. 

9.10.2. ТЕМПЕРАТУРНЫЕ 
НАПРЯЖЕНИЯ В ПЛАСТИНАХ 

Круглые пластины при осесимметричном 
температурном поле, постоянном по толпщне 
пластины. Температурные напряжения опреде
ляются решением следующего дифференци

ального уравнения для радиального перемеще
ния: 

du au . .au ц . ч 
^ _ + ф ( г ) — + -ф(г ) + dr dr dr 

'-1 
г) 

и = 

(1+ц)ф{г)а7-Ч^Г(1+ц)а7'<'1-

1+Ц ^0 

где ф(г) 
dr 

In-
rhE h - толщина плас

тины. 
При постоянных величинах Д ц, h ра

диальные и окружные температурные напря
жения в круглых кольцевых пластинах (края 
пластинки свободны от закрепления) 

^\ = •Е\ m Ô 
.2 2 
Ь -а 

m л 2 
Ь -а 

1+-

) 
(9.10.13) 

^ ( г ) - а Г ^ 

(9.10.14) 

где / ' ( г ) = — Г г ^ а Г (/i)^'i \ а ж b - соот-
' о 

ветственно внутренний и внешний радиус 
пластины. 

Для пластины без центрального отвер
стия 

а, =£(7^(è)-/-(/•)); (9.10.15) 

CTj = E[f{b) + F{r) - аГ** ]. (9.10.16) 
Здесь 

В центре сплошной пластины 

/ ' ( 0 ) = 0 , 5 а Г ^ ( 0 ) . 

Круглые пластины при осесимметричном 
температурном поле, изменяюпцемся по толщи
не. Если температура изменяется по координа
те Z, то возникают дополнительные темпера
турные напряжения, вызывающие изгиб плас
тины. Для пластины постоянной толщины 
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СУь, = СТл» = Ми 2u 
1 - ц 

{M} 

Температурные напряжения, вызываю
щие растяжение (сжатие) в пластине, опреде
ляются по формулам (9.1.13), (9.10.14) или 
(9.10.15), (9.10.16) для средней температурной 
деформации по толщине пластины 

А 

(aT'') = -]aT\r,z)zdz. 
~2 

Температурные шшряжения в прямоуголь
ных пластинах. Рассматриваются пластины 
постоянной толщины. Модуль упругости счи
тается переменным по толщине (например, 
биметаллические пластины); коэффициент 
Пуассона принимается постоянным. Силы и 
моменты в сечениях пластины показаны на 
рис. 9.2.2. Принято, что координатная плос
кость отстоит от лицевых плоскостей пластины 
на расстояниях ôj и Ô2, причем ее положение 
определяется условием 

М, 

4 2 

М2> = - j{o}zdz. 

Ezdz = 0. (9.10.17) 

В соответствии с уравнениями (9.10.11) и 
(9.10.18) 

где [Ло] = j[A]dz; [D] = j[A]zW, 

-ô i - б , 

{Nr}= j[A][aTyz; 
- 5 , 

{М,}= j[A][aT']zdz, 

Если известны силовые факторы, то на
пряжения 

Координата z отсчитывается от коорди
натной плоскости. При постоянном значении 
Е получим Ôj =02 = 0,5Л. Деформации в 
пластине на основе гипотезы прямой нормали 

^1 = ^i 

[^l" 

82 1 = ' 
Uni 

^01 

42 

[у on] 

*-Z' 

д w 

О W 

ду 
^2 

2 
дхду] 

л/, 
^2 ^2 

JEdz JEz^dz 
v-^i 

+<^тл; 

стл = Е' 
М. 

JEdz JEz^dz 
V""i 

+ СТ, 

или в краткой форме 

Н = Ы - г { 4 (910.18) 
Силовые факторы 

^12 = Щ 

{N} = | { а } * ; 

'и М, 12 
" 2 ^2 

JEdz JEz^dz 
- 8 , 

' 1 2 J 
(9.10.19) 

где 
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1-Ц 

JEaT^dz 
V+2 

6, 

+ г-

JEdz 
-5 , 

JEzaT^dz 
h 

JEz^dz 

(9.10.20) 

•аТ 

(h 

[ 2 

При /=0, /=1 (линейное распределение 
температуры по координате z) температурные 
напряжения не возникают. При защемленных 
краях пластины (пластина произвольного кон
тура, края пластины заделаны) 

СТ, = (Тл = - -
E(z)aT\z) 

1 - ц 

Прямоугольаая пластина, температура из
меняется по толщине T^^T^(z)- Внешние на
грузки на пластину отсутствуют, края пласти
ны свободны от закрепления. Тогда силы Ti, 
72, ^12 и моменты М\, М2, Mi2 отсутствуют, 
и из уравнений (9Л0Л9) следуют температур
ные напряжения в пластине 

1-ц 

JEaT^dz 
zh 

«2 

JEdz 

Пластина остается плоской и каждый ее 
слой находится в условиях полного стеснения 
температурной деформации. Следует отметить, 
что в тонких пластинах при этом может насту
пить потеря устойчивости, если усилия 

1-u . 

окажутся равными критическим. 
Прямоугольная пластина при произволь

ном распределении температуры Т^(х^ у^ z). 
Для определения сил в плоскости пластины 
вводится функция напряжений F{x, у), при
чем 

Ti = •^т. 
aV 
дх 

-; -̂ 12 = 
Ô'F 

(9.10.21) 

+ Z-

JEzaT^dz 

Ъ 

JEz^dz 

r yf 

дхду 
(9.10.22) 

Тогда уравнения равновесия удовлетво
ряются, а из условия совместности деформа
ций 

-̂ 2 

дх" 

7 2 \\ 
ÔF ôf^^ 

2 

Если температура 
а/ 

дх 
ч 

А 

ду 

2 Л^ d^F d^F ^ 

W дх yj 

i=0 
.2 f 

+2-
то из уравнения (9Л0.2Т) дхду 

2г^^ 1+ц д F 
[^ А дхду J 

= - V 1 ÏFhT'dz 
А J 

аЕ 
a i = стл = Z''-

1 - ^ /=о 

г ;,V>1 

I 2) 
+ z-

[(/+1)Л 

12 

-̂1 1+1 

{i.2)h^ 

/;,V>2 

12 

(9.10.23) 

где A = j Edz - жесткость на растяжение 

л2 -,2 
2 о д 

(единицы длины сечения); V = —— + — у 
дх ду 
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Для пластины с постоянной жесткостью 
на растяжение уравнение (9.10.23) имеет вид 

vV = -v̂  

.4 5" 

1 f&crV 
А •' 

^ 4 ' ^ - 2 ^ 2 ' 4 дх дх ду ду 

, (9.10.24) 

би гармо

нический оператор. 
Краевые условия устанавливаются с по

мощью соотношений (9.10.22). Для определе
ния изгибающих моментов Mj, Л/2 и крутя
щего Mi2 используется уравнение относитель
но прогибов Ж(х, у): 

дх 
D 

^ 2 ;,2 ^ 
д W д W 

[дх ду )) 

ду 

+2-

D\ 
V 

2 г 

д у^ д w 
. 1^^' 2 ., \ду дх )) 

дхду 
( 

{\-^)D 
2 ^ д w 

dxiôy 

(9.10.25) 

где 

1 
[zEfxT^dz 

цилиндрическая 

жесткость. 
Для пластины постоянной толщины из 

уравнения (9.10.25) 

nv^w = -V^ - L - )zEaT\ 

Моменты выражаются через прогибы по 
следующим равенствам: 

3/i =D\ 

^ 1 2 

-+ц-

Л/2 =/) | 

I 2 ^ 2 , 
^ах а>̂  J 
/ ^ 2 2 ^ 

5 W а W 
+ ц-I 2 '^ 2 , 

^ау дх ) 

1 ^' 

+ I гЕЬсГ dz\ 

М , 2 = - ( 1 - ц ) / ) 
^2 

Последние соотношения используются 
при формировании краевых условий для урав
нения (9.10.25). 

Метод конечных элементов. Сложные за
дачи определения температурных напряжений 
в пластинах (при резких изменениях геомет
рии типа надрезов, отверстий и пр.) решаются 
МКЭ. Следует отметить, что на той же сетке 
конечных элементов часто решается и задача 
расчета температурного поля. Рассмотрим слу
чай, когда температура постоянна по толщине 
пластины, Т^—Т^(х^ у), и внешние нагрузки 
отсутствуют. 

Напряжения и деформации связаны за
висимостью (9.10.11): 

Перемещения и деформации в элементе 
выражаются через вектор перемещения узлов 
| л} следующим образом: 

Н=[Ф]{А}; 

где [ф] - матрица функций формы, позволя
ющая определить упругие смещения точек 
элемента по заданным перемещениям его уз
лов: 

— О 
дх 

[В]^\0 ^\[Ф], 
ду 

д д 

ду дх 

Основное уравнение МКЭ, вытекающее 
из вариационного уравнения Лагранжа, имеет 
следующий вид: 

^ ИЫ 
( 

п=1 
Ш[^«Гир«к 

vv^-
Ы 

-ШЫЩатуу = 0, 

(9.10.26) 
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ще i\̂ 3 ' *я*сло элементов; п - индекс элемента 
транспонирования. 

Ввиду произвольности вариаций узловых 
перемещений из уравнения (9.10.26) получает
ся система линейных алгебраических уравне
ний для узловых перемещений и находятся 
деформации и напряжения. 

Применение МКЭ излагается в работах 
[16, 30, 36] и др. 

9.10.3. ТЕМПЕРАТУРНЫЕ 
НАПРЯЖЕНИЯ В ОБОЛОЧКАХ 

Физические уравнения (соотношения 
упругости) для оболочек имеют такую же 
структуру, как и для пластин, поскольку в 
технической теории пластин и оболочек рас
сматривается плоское напряженное состояние. 

Циливдрические оболочки при осесиммет-
ричвом температурном поле. Рассматривается 
цилиндрическая оболочка переменной толщи
ны и с переменньв! модулем упругости по 
длине и толщине. Радиус координатной по
верхности выбирается из условия (9.10.17). 
Дифференциальное уравнение изгиба оболоч
ки от действия температурного поля 

dx^ 

^2 ^ а W 

дх 
-w = — [EaT^dz-

dx' 
— ^ (zEcxT^dz (9.10.27) 

Величины А и D даны в уравнениях 
(9.10.23) и (9.10.25). Если параметры А а D 
постоянны по длине оболочки 
(цилиндрическая оболочка постоянной тол
щины с постоянными Е и ^)^ то уравнение 
(9.10.27) имеет вид 

.4 
d W 

тгт ^2 

f + 4pV = fa г"* 

S. 

(1-ц)^> 

Здесь 

\д^Т dz* (9.10.28) 

4f 
r^D 

Решение уравнения (9.10.28) может быть 
представлено через функции Крылова [8]. 

Температурные напряжения в цилиндри
ческой оболочке при осесимметричном нагре
ве 

^ " 1 2-
fTl(bV Л 

D 

^ 2 = : — 2 
f^2(l-^'] M,] 

1-ц 
+ ст̂  

çy^ определяется по формуле Величина 
(9.10.19). При изменении температурного поля 
только по толщине оболочки и свободных ее 
торцах ^ 1 = с г 2 " ' ^ т д - ® рассматриваемом 
случае температурные напряжения в пластине 
и тонкой оболочке совпадают. 

Оболочки вращения при осесимметричном 
температурном поле. Точки координатной по
верхности оболочки характеризуются длиной 
дуги s меридионального сечения. Деформации 
в слое 

^1 ~ ^01 "^^®1» ^2 ~ ^02 "^^®2' 
где SQJ ,8Q2 - деформации в точках координат
ной поверхности; ав̂  и ав2 - изменение кри
визны поверхности в результате упругой де
формации. 
Величины 

d® e^cosa 

ds г 
где 0 J - угол поворота нормали. 

Если принять в качестве основных неиз
вестных параметры Майснера vl^s\ = /?2('5)б(«^) 
и © ( s ) , то для определения температурных 
напряжений получена система двух дифферен
циальных уравнений [8] 

d fR2 dt]^ d fucigcp 

ds\ A dsJ ds\ 
Л + 

Ц + -
AJ 

ctga di] 

. 2 ^ Ctg Ф 1 ^ 2 

^ 1 

ds 

Л - ® 1 =У1т' 

ds 

d& 

ds 
R2D—^sina + — (jiZ)8cosa) 

ds 
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^ J 0 i c tgacosa 
-ц1)—i-cosa - D 

ds J?2 

+T]Sina = ^2T 
Температурные функции ; 

0 + 
Недостающие уравнения получают по 

правилу круговой перестановки. Средние де
формации и напряжения 

1 --Л Si 4-8', + S |> 

VIT 
ctga N. 1 - ^ 

Л, 1 ; 
(1-^) 

ds 
d 

N,R2 
( 1 - ^ ) 

a = - ( a i +a,2 +CT3). 

В соответствии с закономерностями упругой 
деформации 

г = ^-^^су+аТ^, (9.11.2) 
\\f2j = — { ^ 2 ^ 1 s ina) - M cosa; 

ds 
1 ^' 

Величины Ti(5) и 0 i (^) при определен
ных краевых условиях позволяют однозначно 
определить силы и моменты в оболочке. 

Глава 9.11 

РАСЧЕТ ПЛАСТИН И 
ОБОЛОЧЕК С УЧЕТОМ 

ДЕФОРМАЦИЙ ПЛАСТИЧНОСТИ И 
ПОЛЗУЧЕСТИ 

9.11.1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ 

И ПОЛЗУЧЕСТИ 

Для учета деформаций пластичности 
наибольшее распространение получили тео
рии: деформационная Генки-Ильюшина и 
пластического течения Сен-Венана - Працдт-
ля-Рейсса. 

Деформационная теория пластичности. В 
деформационной теории упругопластических 
деформаций изотропного тела используются 
следующие шесть зависимостей между дефор
мациями и напряжениями: 

8j - 8 = v|/ [cs^ - a j , . . . ; 
E 

E 
(9.11.1) 

где a Г - температурная деформация. 
Параметр пластичности 

ЪЕ 8, 

2(1+ц) а,. 

пряжений и деформаций. 
Интенсивность напряжений для напря

женного состояния: 
трехмерного 

^i = — y ( ( T i -а2)^+...+6т^2+-.-; 

двумерного 
/ 2 2 2~ 

^i~\^\ •*"^2 •'"^1^2 •̂ •̂ '̂ 12 • (9.11.3) 

Интенсивность деформаций для трехмерного 
состояния 

^̂ =fj(̂ l . 2 
(9.11.4) 

Для двумерного напряженного состояния в 
(9.11.4) 713=0 и у23=0. 

Интенсивности напряжений и деформа
ций связаны по деформационной теории еди
ной кривой деформирования, в качестве кото
рой можно принять кривую деформирования 

(^0 
1 

бо \ 

0 

к 
1 ^ \/7 
\ / 
\l\arctffBc 
t .̂ ^ i 

А -farctçê^ 

en 

Рис. 9.11.1. Кривая деформирования материала 
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В опытах на растяжение гладких образцов (рис. 
9.11.1). 

Эквивалентные напряокения и деформа
ции при простом растяжении 

^/» ^0 г 

Параметр пластичности 
З.Е' 

V|/ = 

1 - 2ц G, 

3 Е 

1 - 2 ц 

2 ( 1 + ц ) а о 2(1+ц) 

^ Е 1 - 2 ц 

2(1+ц)1 
Секущий модуль 

При решении задач деформационной теории 
пластичности уравнения (9.11.1) и (9.11.2) 
образуют физические уравнения, эквивалент
ные уравнениям упругости. 

Деформационная теория пластичности 
дает хорошие результаты для процессов нагру-
жения, в которых интенсивность напряжений 
монотонно возрастает. Если имеются этапы 
разгрузки (при совместном силовом и тепло
вом нафужениях), то следует принять теорию 
пластического течения. 

Теория пластического течения. Нагруже-
ние разбивается на ряд малых этапов, что по
зволяет учесть "историю нагружения". Рас
сматриваются приращения деформаций, пред
полагая суммирование упругой и штастической 
деформации: 

ûfej =ckl +^ f , . . . , ^12 = ^ 1 2 -^^П^ 
(9.11.5) 

где е и р - индексы соответственно упругих и 
пластических деформаций. 

Приращение упругих деформаций с уче
том влияния температуры на параметры упру
гости 

dbj =—(ch^ - ц ( ^ 2 ^ ^ з ) ) ~ 
Е 

(^1 -Ц(^2 -^^з))^^ -
1 dE 

Е dT 

1 Ф / ч ,,^0 ! ^ ^ . 

. 1 ^ "G о 

dr 

(1,2,3) 

В общем виде, основываясь на уравнении 
(9.10.7), 

dT dT 
Приращение пластических деформаций по 
неизотермической теории пластического тече
ния 

0,5rfrf2=F[a,,7'*')| 

d b , - ^ r f 7 - « 
дТ 

(а, - о ) , . . . ; 

Функция пластичности 

i--^-i-

дТ 
12, . . . . 

(9.11.6) 

(9.11.7) 
Приращение интенсивности напряжений 

(9.11.8) 
2а, 

Рис. 9.11.2. Поверхность пластического 

деформирования, определяющая CTQ = / SQ при 

разных температурах 

Предел текучести а^ = а^ 8Q , Г - ор
дината поверхности пластического деформи
рования (рис. 9.11.2), соответствующая дос
тигнутой пластической деформации SQ и тем
пературе 7^. Поверхность образуется совокуп
ностью кривых деформирования (испьгганий 
образцов на растяжение при постоянной тем
пературе). Величины ао и BQ "Ри сложном 
напряженном состоянии представляют собой 
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эквивалентные напряжения и пластические 
деформации: 

4 = Ф = f̂ f* = 

=i[fJ«--;f--T(<r*-II 
V у 

Накопленная к данному моменту нагружения 
пластическая деформация (параметр Одквиста) 

8л = 8.. о,/Е, 

где 8/ - интенсивность общих (суммарных) 
деформаций. Касательный модуль равенства 
(9.11.6) при простом растяжении (см. рис. 
9.11.1) 

Если в данный момент нагружения процесс 
изображается точкой А (см. рис. 9.11.2), то 
при 7^=const 

Ck'n = 
1 1 

Е 
\ску^ 

Тангенсы углов, которые составляют ка
сательные в точке А к линиям 7^=const и 
8n=const, 

Приращение пластической деформации, 
определяемое равенством (9.11.6), происходит 
только в процессе нагружения. Для этого не
обходимо, чтобы точка, изображающая в дан
ный момент процесс деформирования, лежала 
на поверхности деформирования: 

а,. =а,[8^,Г°]. (9.11.9) 
Другое необходимое условие обеспечивает, 
чтобы процесс не бьш направлен в упругую 
область (внутреннюю область под поверхнос
тью деформирования): 

d.,>^dT\ 
дТ о 

(9.11.10) 

Условия, при которых происходит раз
грузка, 

(9.11.11) 
dr 

На этапе разгрузки приращение пластических 
деформаций отсутствует: 

< = 0 , . . . , dY^2 = 0 " •• (9.11.12) 

Методы переменшрп параметров и допол
нительных деформаций для деформационной 
теории пластичности. По методу переменных 
параметров упругости уравнения (9.11.1) и 
(9.11.2) заменяются "обычными" уравнениями 
упругости 

Sj =—^[CTI - Ц (СТ2 + а з ) ] + а Г , . . . ; 

Yl2 = Ч2'*---

(9.11.13) 
"Переменные" параметры упругости 

/ = 0 , 5 - 0 , 5 ( 1 - 2 ц ) £ , / ^ . 

(9.11.14) 

Решение находится методом последовательных 
приближений. 

В первом приближении решается упругая 
задача: 

-'(1) Е\ Ц(1) = ц. 

При расчете в каждой точке тела опреде-
ляется интенсивность напряжений ^и\\ и 
эквивалентная деформация 

е о ( 1 ) = « ш ) / ^ - (9.11.15) 

По величине 8о(1) (рис. 9.11.3) находится зна
чение а,(1) на кривой деформирования и се
кущий модуль 

Рис. 9.11.3. Ивтенсивность напряжений н 
эквивалентная деформация 
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^с(1) =^/ (1) /^0(1) - (9.11.16) 

Во втором приближении полагаем, что 

^2) = ^с(1)' ^̂ (2) = ^'5 - ^'5(1 - 2ц)^с(1) / Е• 
Расчет заканчивается при достаточной близос
ти двух соседних приближений. 

В методе дополнительных деформаций 
пластические деформации рассматриваются 
как дополнительные. Уравнения (9.11.1) и 
(9.11.2) записываются в виде 

8j = — ( c T j - ц ( а 2 + с т з ) ) - 1 - а Г + 8 i , . . . ; 

Yl2 = - T i 2 + Y i 2 . - . 

Дополнительные (пластические) деформации 

Bi = 

О 
Yl2 = 

' 1 ^ 

( 8 1 - 8 ) , . . . ; 

1- -
М̂У 

iïl2' 

В первом приближении решается упругая 
задача, а дополнительные деформации счита
ются отсутствующими. В результате в каждой 
точке тела рассчитываются напряжения и де-

формации, интенсивность напряжений сг̂ .̂ ч, 

эквивалентная деформация (9.11.15) и первое 
приближение для секущего модуля (9.11.16). 
Дополнительные деформации 

'1(1) 

О 
Yl2(l) 

1 

H'œJ 
(̂ 11 

1-
^(i)J 

1(1) ^(1) 

^12(1)' 

где ед1) , 8(1), Yi2(i) - деформации упругой 

задачи. 
Здесь 

4/(1) = 
2(1 ^ ц ) 

ЪЕ 
- ( 1 - 2 ц ) 

-с(1) ^с(1) 

Во втором приближении используются зави
симости 

1̂ = —К -^^К +сгз)) +«^^ -^-^D' 
Е 

Рис. 9.11.4. Схемы расчета по методам переменных 
параметров: а - упругсхлп; б - дополнительных. 

деформаций 

Yl2 
2 ( 1 ^ _ 

Н2 
О 

+ Yl2(l)-

(9.11.17) 
Существенно, что во всех приближениях 

упругая задача решается при обычных 
(постоянных) параметрах упругости. В этом 
преимущество метода дополнительных дефор
маций, однако процесс последовательных при
ближений сходится несколько медленнее. 

На рис. 9.11.4 приведены схемы расчета 
по методам переменных параметров упругости 
и дополнительных деформаций для определе
ния деформаций при заданном напряжении 
ао. 

Метод переменных параметров упругости 
в теории пластического течения. При расчете 
пластин и оболочек обычно используют зави
симости для плоского напряженного состоя
ния. При методе переменных параметров уп
ругости применяют зависимости (9.11.6), при
чем приращение ûfo/ определяют по формуле 
(9.11.8). Основные зависимости (9.11.5) в мат
ричной форме 

{dfe} = {[û ĵ + p l + {db}+ki.(9.11.18) 

Здесь 

И = К'^2'^12Г' 

(9.11.19) 
Матрицы податливости: 

упругой 

И4 
1 -\i о 

- ц 1 О 

О О 2 ( 1 + ц ) 

пластической 

(9.11.20) 
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1̂ = 3 / - ( а , Г « ) 

2а, 

( a i - а ) 

( а , - а ) ( а 2 - а ) 

Приращение деформаций, связанных с изме
нением температуры, состоит из трех частей: 

К1= /Га d аТ 

аГ 

-П^-г']^ 

1 dE 

1̂2 

И 

кГ^ 

42 

(9.11.22) 
Первый вектор - приращение темпера

турной деформации, второй отражает влияние 
температуры на модуль упругости (изменение 
коэффициента Пуассона |i от температуры не 
учитывается), третий учитывает изменение 
предела текучести при нагреве. 

В равенствах (9.11.21) и (9.11.22) 

Ь'Л 3 

2 ^ 
0 

1 1 

при разгру 

при нагру-
жении; 

зке. 

Основное уравнение в методе перемен
ных параметров упругости теории пластичес
кого течения [уравнение (9.11.19)] соответству
ет соотношениям упругости анизотропного 
тела при наличии обобщенной температурной 
деформации. Матрица пластической податли
вости содержит "переменные параметры упру
гости", которые в первом приближении при
нимаются по напряжениям предыдущего этапа 
нагружения. При расчете очередного этапа 
нагружения предполагается выполнение усло
вий (9.11.9) и (9.11. 10). При нарушении хотя 
бы одного из условий расчет этапа проводится 
сначала, причем приращение деформаций 
пластичности не учитывается. 

Во втором приближении в равенстве 
(9.11.21) принимаются средние напряжения 
(полусумма в начале и конце этапа нагруже
ния). Подобная процедура применяется и для 
вектора (9.11.22). Расчет заканчивают при дос
таточной близости двух соседних приближе
ний. При малых этапах нагружения второй 
расчет обычно не приводится. 

В теории пластического течения приме
няется метод дополнительных деформаций [8]. 

( а 2 - а ) т 1 2 4 

|. (9.11.21) 

Учет деформации ползучести. Прираще
ние деформаций ползучести 

0,5ûf/i2 =ф(^cт^•,Г^^jтi2ûf^..., 

(9.11.23) 

где dt - приращение времени; Ф - скалярная 
функция интенсивности напряжений а^ 
(температуры 7^ и параметра q, характеризу
ющего историю нагружения). 

В теории течения [23] принимается 

q=t, (9.11.24) 
В теории упрочения 

где 8̂ * - накопленная деформация ползучести. 
В качестве параметра q можно принять 

степень повреждения [2] 

= / dt 

0^р1<^ '•'̂ 7 
где t \(5^уТ - время до разрушения при 

напряжении а^ и температуре Т^. 
Параметр q служит для сопоставления 

условий нагружения с экспериментальными 
данными по ползучести при растяжении об
разцов. 

Функция Ф(ст/, 7"^, q) определяется по 
кривым ползучести (рис. 9.11.5) 

ф [ а , , г ' , ^ ) = — к [ а о , г ' , ^ ) (9.11.25) 
2aQ 

6u=con5t, T=const 

arc tg V 

Рис. 9.11.5. Кривая ползучести 
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Рис. 9.11.6. Изохронные 1фивые для различных 
значений времени 

Скорость деформации ползучести при напря
жении CTQ = а^ 

с I 
\^.,т\я)-

dt \Т =const 
В стадии установившейся ползучести 

(ползучесть с постоянной скоростью деформа
ции) скорость ползучести 

V = В{Т)а^ п{Т^) (9.11.26) 
При монотонном процессе нагружения 

часто применяется теория старения, в соответ
ствии с которой деформация ползучести [23] 

Ч-f[<^.т\^]• 
Расчет ведется по изохронным кривым 

ползучести в разное время нагружения. В на
чальный момент (^=0) изохронная кривая 
ползучести (рис. 9.11.6) совпадает с обычной 
кривой деформирования, при возрастании 
времени изохронные кривые проходят ниже -
материал "стареет". 

9.11.2. ОБЩИЕ АЛГОРИТМЫ 
РАСЧЕТА ПРИ УЧЕТЕ ДЕФОРМАЦИЙ 

ПЛАСТИЧНОСТИ И ПОЛЗУЧЕСТИ 

Физические модели материала и алго
ритмы расчета могут бьггь различными в зави
симости от задач исследования, условий на
гружения и др. При расчете применяется 
принцип суммирования деформации различ
ной физической природы 

е р с 1 
Sj = 8j -(-8j +8j -bCj -I-,... 

или в дифференциальной форме 

ûkj = ûfej +(к[ +(к![ +db[+,.... 
(9.11.27) 

Верхние индексы е^ /?, с, т относятся соответ
ственно к деформациям упругости, пластично
сти, ползучести и термическим. 

Монотонное нагружение. При монотон
ном нагружении часто используют теории: 

деформационную пластичности и старения для 
деформаций ползучести. В рассматриваемом 
алгоритме расчета деформации пластичности и 
ползучести объединены и для связи деформа
ций и напряжений применяют уравнения 

где 

{аГ«[ = а,Г«{1,1,0}\ 
Матрица податливости в соответствии с 

равенствами (9.11.13) для плоского напряжен
ного состояния и изотропного материала 

м=Л 
1 

4с 

О 

1 
о 

о 
о 

211+Ц*] 
Приведенные модуль упругости и коэффици
ент Пуассона определяют по изохронным кри
вым ползучести для времени /. При расчете 
используется метод переменных параметров 
упругости. 

Если применен метод дополнительных 
деформаций, то уравнение "деформации -
напряжения" имеют вид 

и=мм 
Здесь 

Н = 
о 

1 
о 

аТ'\ 

О 
О 

2(1+и) 
Вектор дополнительных деформаций 

<8 } = {^} + |^ }• Он определяется методом 

последовательньЕХ приближений по изохрон
ным кривым ползучести. Часто при учете де
формаций ползучести можно пренебречь плас
тическими деформациями, так как ползучесть 
при повышенньЕХ температурах протекает при 
напряжениях ниже предела текучести материа
ла. 

Установившаяся ползучесть. При дли
тельном нагружении, постоянных нагрузках и 
температуре возникает установившаяся ползу
честь. Распределение напряжений при устано
вившейся ползучести находят при пренебре
жении упругими деформациями из уравнений 
(9.11.23) для скоростей деформации 

К , = ф ( а , , Г ^ 9 ) ( а , - с т ) , . . . ; 
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Из сопоставления соотношений (9.11.27) 
и (9.11.1) при 8 = 0 (ц = 0,5) следует, что 
напряжения при установившейся ползучести 
будут такими же, как в упругопластическом 
теле (при тех же нагрузках и температуре), 
имеющем кривую деформирования: 

= -а ,Ф1а , ,Г« ,<7) . 

В частности, для зависимости (9.11.26) 

В\ Г а,. 
пГ 

при установившейся ползучести напря
жения (во времени) постоянны, деформации 
возрастают с постоянной скоростью. 

Общий случай нагружения. Нагружение 
разбивается по времени на ряд этапов. Ис
пользуется принцип суммирования в диффе
ренциальной форме (9.11.27). Приращение 
деформаций в соответствии с равенствами 
(9.11.18) и (9.11.27) 

и= 
(9.11.28) 

Матрицы упругой и пластической податливос
ти определяются соотношениями (9.11.20) и 
(9.11.21). Приращение деформаций связанное 
с изменением температуры, вычисляется по 
равенству (9.11.22). Приращение деформации 
ползучести определяется с помощью зависи
мостей (9.11.23) и (9.11.25): 

!*1= 
^ 8 | 

ск.2 

, - ^ 1 2 

2а , 
VUiJ\q 

42 

• а 
- с- \dt, 

(9.11.29) 
1 где а = —[aj-l-a2) - среднее напряжение 

(при плоском напряженном состоянии); V -
скорость ползучести в испытаниях на ползу
честь при растяжении при напряжении ао=а/ 
и температуре 7" ^ в точке, соответствующей 

длительности нагружения / (теория течения) 
или достигнутой деформации ползучести 
(теория упрочения), или степени поврежде
ния. 

На каждом этапе нагружения имеется 
полная система уравнений для определения 
приращения деформаций и напряжений. Для 
построения алгоритма расчета уравнения 
(9.11.28) следует представить в приращениях. 
После интегрирования соотношения (9.11.28) 
по времени от начала этапа /^ ДО его конца 
/к+1 (опускается индекс этапа) 

м-([{''')]4('"')]]м*{Ю}+ 

где ( . ' ) , ( » ' ) . средние значения элементов 

матрицы (в начале и конце этапа) для темпе
ратурного приращения и приращения дефор
мации ползучести. 

Расчет проводится методом последова
тельных приближений. В первом приближе
нии принимаются значения параметров, соот
ветствующие начальному моменту этапа на
гружения. Во втором - средние значения как 
полусумма параметров в начале и конце этапа 
и т. д. Процесс заканчивается при достаточной 
близости двух соседних приближений. 

9.11.3. РАСЧЕТНЫЕ 
СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ ПЛАСТИН 

И ОБОЛОЧЕК ПРИ УЧЕТЕ 
ПЛАСТИЧНОСТИ И ПОЛЗУЧЕСТИ 

Круглые пластины при осесимметричном 
растяжении. Рассматриваются тонкие пластины 
переменной толщины (рис. 9.11.7); температу
ра изменяется только по радиусу, внешние 
нагрузки на контуре и центробежные силы 
создают растяжение пластины. С учетом плас
тичности (по деформационной теории) и пол
зучести (по теории старения) получена система 
уравнений 

1 - ц Eh 

1-Ц 
Е h 

|

р(о rh\ 
-Eh о a i 

1+ц \аТ 
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где Ti - радиальная сила; и—и{г) - радиальное 
перемещение; h~h{f) - толщина пластины; р -
плотность материала; со - угловая скорость. 

г\ 
г ^, 

Температурные силы и моменты 
'} ЫТ' 

hi = л̂ 2г = J 2"*; 
с 1 - й 

zEaT 
^1т = ̂ 2 г = J ^^• 

1 - ц 

Рис. 9.11.7. Схема расчета круглого диска переменной 
толпшны 

Переменные параметры упругости JE* и 
ц* определяют по изохронным кривым ползу
чести, методом переменных параметров упру
гости. Для частных случаев (готастина посто
янной толщины, кривая деформирования без 
упрочения) имеются точные решения [8]. 

Круглые пластины при осесимметричном 
растяжении и изгибе. Деформации в пластине 

Дополнительные силы ; 

N2= J M+^^^Adz; 

" • 1 : 1 ^01 

^02 J 
• + z 

d(p 

dr 
Ф 

M, 

-s . 

0 r zE ( 0 o\ 
1 = I ^ ^ 1 ^\^2]dz\ 

1 - Ц ^ ^ 

где Ф - угол поворота нормали; ZQi=du/dr, 
802=w/r - деформации в координатной плос
кости; и=и(г) - радиальное перемещение. 

Силы и моменты 

д̂ О Г zE f О OV 
М2 = 1 2-^2 "^^1 * ' 

- 5i 

(9.11.30) 
где Sj и г2 - дополнительные деформации, в 
качестве которых можно рассматривать де
формации пластичности или ползучести. 

Элементы симметричной матрицы жест
кости 

Л\ =^22 

_ ) ^Е ^ 
12 - ^21 - 1 2 " * ' 

1 - Ц 
^10 — 

Рис. 9.11.8. Схема расчета круглой пластины при 
растяжении и изгибе 

zE 
Здесь 

{M} = {T,T,M,M,f; 

W 
du и d<p (р 

dr г dr г 

4 з = ^31 = ^24 = ^42 = 1 2"^^' 

^ 4 - ^41 - ^23 - ^32 - 1 2^^' 

где Т\ и 72 - соответственно радиальная и 
окружная силы; М\ и М2 - соответственно 
радиальный и окружной моменты (рис. 
9.11.8). 

§2 _2 

33 - ^44 - 1 2 " * ' 
1 - д 
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^34 - ^43 dz. 

(9.11.31) 

Предполагается, что параметры упругости Е и 
\i могут изменяться по толщине пластины и 
вдоль радиуса. Существенно, что в предьщу-
щих равенствах положение координатной 
плоскости можно выбрать произвольно, в час
тности ôi=Ô2=0,5/ï, особенно если Е и ^ по
стоянны по толщине и отличны от нуля толь
ко следующие элементы матрицы жесткости: 

Al - ^22 
Eh _ _ \xEh 

Т' ^12 - ^21 -
1-Ц 1 - ц 

2 ' 

^33 - ^44 
Eh' 

1<1-.Т 

(9.11.33) 

{M} = [S]{.,}^D{^}-{M,]-[M'\ 
(9.11.34) 

Tm{N]={T„T^,S,^}';{M\^{M„M2,Mn]' -
силовые факторы; {^о} "̂  {^01'^02''^012} ' 

И = 
мации; 

дм; д W ^ д W 
- у , ,2 
дх ду дхду 

>- векторы дефор-

{iV,},{3/,},{7V°},[jV/*'} - темпера-

турные и дополнительные силы и моменты. 
Матрицы; 

^34 - ^43 -
\iEh' 

12(1-,^]* 
(9.11.32) 

При учете пластичности по деформаци
онной теории в равенствах (9.11.31) под JE" и р. 
понимаются переменные модули упругости, по 
методу дополнительных деформаций под 8j и 

82 [соотношения (9.11.30)] - деформации пла
стичности. 

При учете деформаций ползучести по те
ории старения расчет ведется по методу пере
менных параметров упругости с помощью 
изохронных кривых ползучести. При исполь
зовании теории течения для деформации плас
тичности и упрочнения, ползучести нагруже-
ние разбивается на ряд этапов. Приведенные 
соотношения применяют для каждого этапа 
нагружения. 

Прямоугольные пластнны. Гипотеза жест
кой нормали считается справедливой в усло
виях пластичности и ползучести. В соответ
ствии с равенством (9.10.18) силовые факторы 
(рис. 9.11.9): 

Рис. 9.11.9. Силы и моменты в прямоугольной 
пластине 

[D]= \z\A]dz. 

Матрица материала 
(9.11.35) 

М = 
1-^i^ 

1 

О о 0,5(1 - \х) 
В равенствах (9.11.35) величины Ъ\ и §2 

могут быть произвольными. Удобно в качестве 
координатной поверхности выбрать срединную 
и 01=02=0,5Л. При модуле упругости и ко
эффициенте Пуассона, постоянных по толщи
не [5]=0, уравнения (9.11.33) и (9.11.34) уп
рощаются. При расчете по методу переменных 
параметров упругости под Е и \х понимаются 
их значения по (9.11.14). 

Предельное состояние пластин при плас
тических деформациях. По схеме жесткоплас-
тического тела (рис. 9.11.10) предельное состо
яние при изгибе пластин имеет место при 
условии 

%k 

у^' 

Рис. 9.11.10. Диаграмма жесткопластического тела 
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Mf -М^М2+ м1 + ЪМ^2 = ^s ' (9-11-36) 
где 

М, 
h' 

— а^; M2 =—<72» 
4 4 
, 2 . 2 

^ 1 2 = — ' ^ 1 2 ' ^s = — ^ т -
4 4 

предельная нагрузка, при которой реа
лизуется условие (9.11.36), определяется из 
анализа кинематически возможных полей ско
ростей (верхняя граница) или статически воз
можных состояний (нижняя граница). В табл. 
9.11.1 даны расчетные зависимости ддя опре
деления предельных нагрузок при изгибе плас
тин. 

Циливдрические оболочки. При осесим-
метричной деформации формулы для осевых и 
окружных напряжений имеют вид 

Gj = Е 
М, 5. 

А В А { 

5, 

h— \zE\dz -̂1 
СГ2 = ^ 1 

Af< 1 s. 

5. 

В А { 

где 

+— \zE^2dz - \2 
В \ 

/1 \ -г о ^ 

А2 = (1 4-ц]аУ -Ь82 +1^1 • 

(9.11.37) 

(9.11.38) 

В равенствах (9.11.37) 

А= JEdz; В= jz^Edz = D(\-ii^ 
-Ô, - 5 , 

Модуль упругости Е переменный по 
толщине оболочки; значения 5 | и Ô2 
(положение основной поверхности) выбраны в 
соответствии с условием (9.10.17). Величины 

Cj и С2 в соотношениях (9.11.38) представля
ют дополнительные деформации: пластические 

или при ползучести. Расчет по методу пере
менных параметров упругости проводят по 
уравнению (9.10.27), в котором в правой части 
вводят члены, зависящие от внешней нагруз
ки. 

Оболочки вращения при осесимметричнои 
деформации. Расчет по деформационной тео
рии пластичности и учет ползучести по теории 
старения можно проводить по уравнениям 
(9.10.27), в которых в правые части добавлены 
члены 

Ч'!? 
с1Вф 

— + — - + 

^2 ^1 

Л, 

цЛг +• 
R, 

iTtsin ср 

R, 

\ л 

г 
/ ) 

d 

ds\ 

f 

\ 

2 -"in 
2пА siii ф А 

R2P 

V 2 , 0. 
(9.11.39) 

Применяются метод переменных параметров 
упругости и изохронные кривые ползучести. 

Общий случай нагружения оболочек. Рас
четные соотношения для сил и деформаций 
при учете пластичности и ползучести 

[S] l"! 

1*1 
h") 

(9.11.40) 

где {TV} = {r, Т, S,,Y; {M} = {M, M, M,,f -
векторы соответственно сил и моментов; 

{̂ 0 } = {^01 ^02 Yoi2 } и {ж} = 1^1 « 2 «12 } -
векторы соответственно деформаций и кри
визн; нижние индексы т и О относятся к тем
пературным и дополнительным силам. Блоч
ная матрица 6 x 6 предсташыет матрии[у ко
эффициентов жесткости. 

При использовании теории пластическо
го течения и при расчете неустановившейся 
ползучести соотношение (9.11.40) применяется 
лчя каждого этапа отдельно. 
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9.11.1. Предельные нагрузки для пластин М„ — d -
4 

Схема нагружения Формула 

Круглые опертые пластины 

ШШПЩП 
Î. *"* -Т 

т. *̂ * .1 

t Ф26 

\ 1 61а 
Ф2Ь 

А 
* 

6Л/ . 

^ = 
6^>Л/, 

с ^ ( З Ь - 2 с ) 

Р = 27сЛ/. 

27сЛ/, 
Р = 

\-а/ b 

Круглые заделанные пластины 

Ф2Ь 

^ = 1 1 3 - 1 ^ 

Р = 4TZM^ 

Схема нагружения | Формула 

Круглые кольцевые пластины 
i ^ 

m 
Т^Ф2У 

X 
< Г " " 

г*— 
•^5? —2. 
/̂̂ ^̂ 1̂ 

Р = 2яЛ/. 

Р = 27iM, 
l + l n ( Z 7 / û ) 

ln(^ / а) 

Р = ^ 
l - û / Z ? 

Пластины, опертые по контуру 

"N 
л^ 

•f+l̂  
U-isJ 

1 ' 
/̂  
' 

. '' > 

.4 

Р = пМ 
2 ^2 

аЬ 

0,86 < - ^ ^ < 1,06 
6 М . 

Р = 4 J ^ . 
^^-bZ.^ 

ab 

Р = 2MMg-

П р и м е ч а н и е : для полигональной пластины п - число сторон. 
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Глава 9.12 

УСТОЙЧИВОСТЬ 
УПРУГИХ ПЛАСТИН H 

ОБОЛОЧЕК 

9.12.1. ОСОБЕННОСТИ ПОВЕДЕНИЯ 
ТОНКИХ УПРУГИХ ПЛАСТИН 

И ОБОЛОЧЕК 
ПРИ ПОТЕРЕ УСТОЙЧИВОСТИ 

Задача устойчивости пластин в класси
ческой постановке формулируется при следу
ющих допущениях: 

1) пластина идеально плоская и до поте
ри устойчивости равнодействующие всех вне
шних сил и реакций опор действуют строго в 
ее срединной плоскости; 

2) до потери устойчивости начальное на
пряженное состояние пластины описывается 
соотношениями линейной теории упругости, а 
изменением размеров пластины пренебрегают; 

3) изгиб пластины при потере устойчиво
сти описывается с помощью обычных гипотез 
теории изгиба пластин (см. гл. 9.2). 

Пусть все внешние силы возрастают про
порционально параметру Р. Согласно первому 
допущению при любых значениях Р возможно 
плоское состояние равновесия пластины, при 
котором поперечные перемещения 
Wç^ix,y\ = 0. Очевидно, что при достаточно 
малых значениях Р плоское начальное состоя
ние равновесия будет единственным и устой
чивым. Когда параметр Р превысит некоторое 
конечное 1фитическое значение Р^ (^ ^ Лс)> 
плоское начальное состояние становится неус
тойчивым и пластина теряет устойчивость, т.е. 
переходит в новое состояние с искривленной 
срединной плоскостью. 

Возможны два качественно разных слу
чая закритического поведения пластин. Если 
закрепления контура пластины не препятству
ют ее чисто изгибным деформациям, при ко
торых срединная плоскость переходит в раз
вертывающуюся поверхность, малейшее пре
вышение критической нагрузки приводит к 
очень быстрому росту поперечных прогибов и 
изгибных напряжений (кривая 7, рис. 9.12.1). 
Потеря устойчивости практически означает 
потерю несущей способности пластины. Но у 
пластин, входящих в состав силовой конструк
ции, контур обычно закреплен относительно 
поперечных прогибов и после потери устойчи
вости срединная плоскость становится поверх
ностью двоякой кривизны, что неизбежно 
связано с появлением в ней дополнительных 
удлинений и углов сдвига. В этом случае плас
тина после потери устойчивости может про
должать воспринимать возрастающую нагрузку 
(кривая 2). Однако возникающие изгибные-

>-Х1 

р\ 

Вг 

Рис. 9.12.1. Диаграммы равновесных состояний 

напряжения существенно увеличивают макси
мальные эквивалентные напряжения в пласти
не. 

Диаграммы равновесных состояний плас
тин имеют критическую точку бифурка-
ции(рис. 9.12.1): в точке А начальное устойчи
вое состояние равновесия сменяется новым 
(тоже устойчивым) состоянием с искривлен
ной срединной плоскостью (ветвление). При 
плавном нарастании нагрузки в точке А тоже 
происходит плавный переход от начального 
плоского устойчивого состояния к новому 
устойчивому состоянию (см. гл. 7.4). 

Классическая постановка задачи устой
чивости оболочек базируется на таких допу
щениях: 

1) срединная поверхность оболочки име
ет идеально правильную форму; 

2) начальное напряженно-деформирован
ное состояние безмоментное и изменением 
размеров оболочки до потери устойчивости 
пренебрегают; 

3) изгиб оболочки при потере устойчиво
сти описывается с помощью гипотез Кирхго
фа-Лява (см. гл. 9.1). 

Все внешние силы считают возрастаю
щими пропорционально одному параметру Р. 
Как и в задаче устойчивости пластин, при 
Р < Р^ начальное состояние оболочки остает
ся устойчивым (но не обязательно единствен
ным). И для оболочки возможны два каче
ственно различных случая закритического по
ведения. Когда закрепления краев оболочки 
допускают ее чисто изгибные деформации, 
потеря устойчивости оболочки происходит так 
же, как и пластины (кривая 7, рис. 9.12.1). 
Примером может служить задача устойчивости 
нагруженной внешним давлением цилиндри
ческой оболочки с одним свободно опертым 
торцом, а другим полностью свободным. Но 
поведение оболочки принципиально меняется, 
если оба торца оболочки будут закреплены. В 
этом случае чисто изгибные деформации обо
лочки становятся невозможными и любой ее 
изгиб неизбежно сопровождается удлинениями 
и сдвигами в срединной поверхности. Следует 
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отметить, что если при изгибе пластины с 
закрепленным контуром деформации в сре
динной плоскости становятся существенными 
только при больших прогибах, деформации в 
срединной поверхности оболочки необходимо 
учитывать и в линейных задачах. 

Рис. 9.12.2. Диаграмма равновесных состояний 
оболочек 

На рис. 9.12.2 показана типичная для за
дач устойчивости оболочек диаграмма равно
весных состояний. Критическая точка Bi би
фуркации качественно отличается от крити
ческой точки А бифуркации на рис. 9.12.1, В 
точке Bi перестает быть устойчивым начальное 
безмоментное состояние равновесия, но в ок
рестности точки Bi отсутствуют новые устой
чивые состояния равновесия оболочки. Учас
ток В2В новых устойчивых состояний равно
весия удален от участка OBi начального устой
чивого состояния на конечное расстояние. 
Поэтому даже при плавном нарастании на
грузки переход оболочки в новое устойчивое 
состояние равновесия не может произойти 
плавно; такой переход неизбежно должен но
сить скачкообразный характер, происходить в 
виде хлопка. 

Еще одна качественная особенность ди
аграммы деформирования оболочки состоит в 
том, что новые устойчивые состояния равнове
сия становятся возможными еще до достиже
ния критической точки В\ бифуркации. Эти 
новые состояния (участок В2В) отделены от 
начального состояния устойчивого равновесия 
некоторым энергетическим барьером, умень
шающимся по мере приближения к критачес-
кой точке бифуркации. 

Диаграммы равновесных состояний обо
лочки предельно упрощены: на рис. 9.12.2 
показана только одна ветвь состояния равно
весия, отличного от начального. В действи
тельности, полное нелинейное решение вклю
чает серию таких ветвей, соответствующих как 
устойчивым, так и неустойчивым состояниям 
равновесия. 

9.12.2. КРИТИЧЕСКИЕ НАГРУЗКИ 
ТОНКИХ УПРУГИХ ПЛАСТИН 

В расчете гишстины на устойчивость цен-
трапсьное место занимает определение точек 
бифуркации начального плоского состояния ее 
равновесия. Эту задачу можно решить с по
мощью либо энергетического критерия, либо 
однородного линеаризованного уравнения 
теории устойчивости пластин. 

Энергетический критерий бифуркационной 
потери устойчивости пластин. Рассмотрим пла
стину в новом изгибном состоянии равнове
сия, смежном с начальным. Полная потенци
альная энергия пластины в новом состоянии 

Э = 3Q + АЭ, 
где 3Q - энергия в начальном состоянии; АЭ -
приращение полной энергии при переходе 
пластины в новое состояние. 

Новое состояние считается равновесным, 
поэтому Э имеет стационарное значение, т.е. 
выполняется условие ЬЭ = ÔS9Q -Ь 8(AS9) = 0. 
Поскольку начальное состояние равновесно, 
ÔV9Q = 0. Тогда энергетический критерий би
фуркационной потери устойчивости 

5(А^) = 0. (9.12.1) 
Очевидно, что для определения точек 

бифуркации приращение энергии АЭ следует 
подсчитывать с точностью до квадратов би
фуркационных перемещений w, переводящих 
пластину из начального состояния в новое 
смежное изгибное состояние равновесия. 
Энергетический критерий дает возможность 
найти все точки бифуркации начального со
стояния равновесия и соответствующие им 
собственные значения параметра нагрузки Р^, 
наименьшее из них будет критическим, т.е. 

к̂ = Ю 
^ \ "/min 

Если действующие в плоскости пластины 
нагрузки "мертвые", не изменяющие значений 
и направлений при деформациях пластины, то 
на бифуркационных перемещениях w они 
работы не совершают и приращение полной 
потенциальной энергии для изотропной плас
тины АЭ = и^+\¥, (9.12.2) 

где 

-1-2(1 - ц)[ Ж|2 - ^\^2 ] к^Ф'» 
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Первое слагаемое - энергия изгиба плас
тины (О - изгибная жесткость пластины), вто
рое - работа начальных сил в срединной плос
кости на дополнительных удлинениях 8i, 82, 
у 12, вызываемых бифуркационными переме
щениями W. Причем 

д W 
.2 о W 

дх 2 ' Жо = 

ду' 
^2 с w 

^12 " 

во = 

схду 

dw 

ду 

2 дх 
(9.12.3) 

dw ÔW 
Y12 = • 

дх ду 
Энергетический критерий можно ис

пользовать как ддя получения линеаризован
ного уравнения теории устойчивости пластин, 
так и для построения приближенного решения 
задач их устойчивости. 

Следует отметить, что, во-первых, для 
решения задачи устойчивости с помощью вы
ражения (9.12.2) нужно предварительно найти, 
решив плоскую задачу, начальные силы 
Т.0 т̂ О ^0 / 
/ j , /2 ï'J (Д^^ решения задач устойчивости 
без определения начальных сил следует ис
пользовать иной вариант энергетического кри
терия [1]); во-вторых, выражение (9.12.2) 
можно использовать независимо от причины 
возникновения начальных сил в пластине: 
контурных или массовых нагрузок, неравно
мерного нагрева, структурных превращений и 
т.д. Различие в причинах никак не отражается 
на критических значениях начальных сил, но 
существенным образом влияет на закритичес-
кое поведение пластины. 

Однородное линеаризованное уравнение 
пластины. Оно может бьггь получено тремя 
разными путями: линеаризацией полных не
линейных уравнений (см. гл. 9.4) в окрестнос
ти начального состояния равновесия; непос
редственно рассматривая условия равновесия 
элемента пластины в отклоненном от началь
ного состоянии; из энергетического критерия, 
т.е. из условия стационарности функционала 
(9.12.2). Для изотропной пластины постоян
ной толщины, нагруженной только контурны
ми силами, это уравнение имеет вид 

D^\^w-pf =0, (9.12.4) 
тле р, = У J agj+2л Жр+Г2ае^. 

При заданных на контуре пластины од
нородных фаничных условиях однородное 
уравнение (9.12.4) дает возможность найти 
собственные значения параметра нагрузки Р^ 

и соответствующие собственные функции w^. 
Как уже отмечалось, /L = ( Д ) . , соответ-

собственная 
описывает с 

функция 
точностью до 

ствующая 

масштаба форму, по которой происходит по
теря устойчивости пластины. 

Точное аналитическое решение задачи 
устойчивости пластин удается получить только 
для нескольких частных случаев. Например, 
для прямоугольной пластины, равномерно 
сжатой вдоль одной из сторон распределенной 
силой q, начальные силы в срединной плоско
сти Jj = -g; S = 0; Т2 = 0. Если все сто
роны пластины свободно оперты, т.е. заданы 

2 2 
граничные условия w = О, д w / дх = 0 при 

2 2 
х=0, х=а и w=0, д w / ду = 0 при у=0 и 
у=Ь , то из уравнения (9.12.4) нетрудно найти 
полный спектр собственных функций и соот
ветствующий им набор собственных значений 
нагрузки: 

. пюс . тку 
w„^ = s m sm ; 

К D 

[п/аУ 
п m 

[bj 

-\2 

(9.12.5) 
где /î, m - целые числа. 

Наименьшим значение qy^^ может быть 
только при /71к=1, а величина л^, обеспечива
ющая наименьшее значение ^„;„, зависит от 
отношения сторон пластины ajb. Окончатель
ная расчетная формула имеет вид 

q^ ^Kt^D / b^. (9.12.6) 
В рассматриваемой конкретной задаче 

коэффициент к подсчитывается просто. В 
частности, при а/Ь=\ и а/Ь=2 получают /с—4, 
а при а/Ь>Ъ этот коэффициент практически 
перестает зависеть от отношения сторон и в 
расчетах принимают /c=4. 

При друшх фаничных условиях в задаче 
устойчивости прямоугольной пластины, рав
номерно сжатой в одном направлении, окон
чательный результат представляют в виде фор
мулы (9.12.6); значения коэффициента к, по
лученные с помощью точньЕх или приближен
ных решений, табулированы |Т, 31, 33]. Ана
логичные решения получены и результаты их 
табулированы для прямоугольных пластин, 
нафуженных распределенными нормальными 
силами, изменяющимися вдоль пластины по 
линейному закону. 

Для прямоугольной пластины, нафужен-
ной равномерно распределенными контурны-
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ми касательными силами qx, начальные силы в 
срединной плоскости 7J = О, 5 = ^^, 7^ = 0. 
В этом случае задачу устойчивости пластины 
конечных размеров удается решить только 
приближенными методами. Окончательный 
результат и в этой задаче сводят к формуле 
(9.12.6); для основных вариантов граничных 
условий значения к тоже табулированы. На
пример, в случае свободно опертой по всему 
контуру пластины при а/Ь=\ и а/Ь=2 соот
ветственно л: =9,34 и А:=6,34. 

Если на пластину действуют несколько 
независимо изменяющихся нагрузок, то вмес
то одного критического значения параметра 
нагрузки можно построить границу области 
устойчивости. Например, для прямоугольной 
пластины, нагруженной равномерно распреде
ленными касательными контурными силами qx 
и нормальными (сжимающими или растяги
вающими) силами q, критические сочетания 
касательных и нормальных сил (т.е. граница 
области устойчивости), найденные в этой за
даче с помощью приближенных решений при 
различных граничных условиях и различных 
отношениях сторон пластины, достаточно точ
но аппроксимируются зависимостью 

л2 

• -I- ^т = 1, (9.12.7) 

критические касательные 
действующие 

подсчитываемые по 

и где q^ и q^ 
нормальные сжимающие силы 
на пластину порознь и 
формуле (9.12.6) при соответствующих гра
ничных условиях и отношении сторон пласти
ны. В случае растягивающих нормальньгх сил 
знак перед первьгм слагаемым меняется на 
обратный. 

Кроме задач устойчивости прямоуголь
ных пластин, имеющих наибольшее практи
ческое значение, достаточно полно исследова
ны и задачи устойчивости круглых пластин 
при осесимметричном нагружении [1, 31, 33]. 

Следует отметить, что большинство задач 
устойчивости упругих пластин, допускающих 
точное или приближенное аналитическое ре
шение, решено. Это относится не только к 
изотропным, но и к анизотропным и под-
крепленньп^ пластинам. В настоящее время 
для решения более сложных задач разработаны 
эффективные численные методы, доведенные 
до надежно работающих программных комп
лексов (см. п. 7.5.4 и гл. 9.8). 

9.12.3. КРИТИЧЕСКИЕ НАГРУЗКИ 
ТОНКИХ УПРУГИХ ОБОЛОЧЕК 

Рассмотренное выше определение точек 
бифуркации начального состояния пластин 

полностью относится к задаче устойчивости 
оболочек. Только выражение для изменения 
полной потенциальной энергии ДД использу
емого в энергетическом критерии (9.12.2), и 
линеаризованные уравнения в этой задаче 
имеют более сложную структуру. Например, 
для круговой цилиндрической оболочки, на
груженной внешним давлением р и распреде
ленными силами на торцах, вместо выражения 
(9.12.2) применяют 

^э = u^+u^^•w ^^п, (9.12.8) 
где 

I гг Eh ( *2 ^ * *2 *2 
и,=-\\—^Ui -f2^8182 +82 + 

+ 0 , 5 ( 1 - ц ) у 1 2 Л / ф ^ ; 

*\2 

iRdcpdx; 

-^T2&2 \Rd(pdx; 

аП =-jjp\^wi^el+z*2ywsl 

где «, V, w - бифуркационные перемещения, 
описывающие переход оболочки из начального 
безмоментного состояния в смежное изгибное 
состояние. 

* * * * « 
Величины 8̂ . ,0^,32^- и Yn >^12 вьфажа-

ются через перемещения w, v, w с помощью 
линейных зависимостей (9.4.23), а квадратич
ные деформации определяются формулами 

8i =0,501 ; Ъ =0 ,502 ; Yi2 =®i<^2-
Заметим, что величины U^ и W имеют 

тот же физический смысл, что и для пластин, 
а Us и AIJ соответственно равны энергии де
формации срединной поверхности оболочки и 
работе внешнего гидростатического давления 
на изменении объема, ограниченного оболоч
кой. 

Имея выражение для АЭ, можно из 
энергетического критерия (9.12.1) чисто фор
мальным путем получить линеаризованные 
уравнения, описывающие потерю устойчивое-
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ти оболочки, и те граничные условия, которые 
могут быть заданы на торцах. Так, при подсче-

* • 

те 0 J и ©2 и изменений кривизн с помощью 
упрощенных соотношений пологой оболочки 
после несложных преобразований получена 
система однородных линеаризованных уравне
ний* 

^ 2 ^ 2 1 д F 
DV V W + г-

R дх^ 
2 

1 2 2 I д W 

-pf=0; 

где 

Ф 

Eh 

^0 д W 

R дх 
= 0, 

2 ~~2 2 + 25 
О д W 

+ 7; 

(9.12.9) 

^2 од W 

Rd(pdx 
Важно отметить, что энергетический 

критерий можно использовать и для получе
ния приближенных решений задач устойчиво
сти оболочек с помощью прямых вариацион
ных методов. 

Устойчивость цилиццрической оболочки, 
сжатой в осевом шшравлении равномерно рас
пределенными силами интенсивностью q» В 

этом случае Т^ = ~д^ Т2 =0, S = О и сис
тема уравнений (9.12.9) допускает элементар
ное аналитическое решение, когда на обоих 
торцах оболочки при х=0 и х=1 задано 

w = 0; Л/i = 0; V = 0; Tj = 0. 
(9.12.10) 

При таких граничных условиях решени
ем будут функции 

. ттос 

^nm = ^ « / « s i n « 9 s i n 

/ 
тжх 

Î 
Д ̂пт - некоторые где п, m - целые числа; Л^^, 

постоянные. 
Подстановкой этих функций в систему 

уравнений и сокращением общего для всех 
слагаемых произведения синусов получена 
система однородных алгебраических уравне
ний, из условия равенства нулю определителя 
которой найдены собственные значения 

R л 
(9.12.11) 

где Т1 
( 1 ^ 2[ [ т% 

1 / > 
2 

-1-
п 

.R. 

2" 

Структура полученного выражения ха
рактерна для задач устойчивости оболочек: 
величина Спт определяется двумя слагаемыми, 
первое из которых пропорционально изгибной 
жесткости Д а второе - жесткости Eh стенки 
оболочки на растяжение. Числа волн в окруж
ном и осевом направлениях (я^ и 2т^), при 
которых величина q^m достигает минимума, 
следует определять подбором. Но при боль
шом числе волн комплекс т] можно услов
но рассматривать как непрерывно изменя
ющийся параметр и определять ^ из условия 
^^пт / ^ = О- После элементарных выкладок 

« 0,6 Е-
R R 

Rh 
(9.12.12) 

пряжения. 
Последняя формула не дает конкретных 

значений л^ и /п^, а только устанавливает 
некоторую связь между ними, т.е. при дости
жении ^к У оболочки становится возможным 
существование серии различных состояний 
равновесия, отличных от начального безмо-
ментногр. 

При других вариантах граничных усло
вий на торцах сжатой в осевом направлении 
цилиндрической оболочки решение задачи 
устойчивости значительно усложняется. Одна
ко вьшолненные исследования показали, что 
если на торцах оболочки не допускаются пе
ремещения w и V, то для тонкой и достаточно 
длинной изотропной цилиндрической оболоч
ки q^ практически не зависит от остальных 
граничных условий и определяется получен
ной выше формулой. 

Устойчивость цилиндрической оболочки, 
нагруженной равномерным внешним давлени
ем/?. В этом случае в начальном безмомен-
тном состоянии внутренние силы Т^ = О, 

7̂ 2 = -pR-» S ^—0. Для не слишком коротких 
оболочек простое и надежное решение дает 
полубезмоментная теория оболочек (см. п. 
9.6.3). Рассмотрев условия равновесия элемен
та оболочки в отклоненном от начального 
состояния и удерживая только первые степени 
бифуркационных перемещений, можно вместо 
разрешающего уравнения (9.6.17) получить 
однородное линеаризованное уравнение 

В, 
д'^Ф D, Г 

дх^ 
+ 2 — -

4 ^ д Ф 

д(р Эф д(р 



КРИТИЧЕСКИЕ НАГРУЗКИ ТОНКИХ УПРУГИХ ОБОЛОЧЕК 213 

^е'ф 4 ^ д Ф 

\^д(р д(р 
= 0, 

(9.12.13) 
где Bi и D2 - соответственно жесткость стенки 
оболочки на осевое растяжение-сжатие и из-
гибная жесткость стенки оболочки в окружном 
направлении. 

В случае замкнутой в окружном направ
лении оболочки с произвольными, но посто
янными по всему контуру каждого из торцов 
граничными условиями решение уравнения 
(9.12.13) можно искать в виде 

Ф Z(x)sinw9; /7 = 2,3,... 
(9.12.14) 

Тогда обыкновенное дифференциальное урав
нение 

d'*X{x) 

dx^ R 
-Х{х) = О, 

(9.12.15) 

где 

Rn'(n'-l 
Г =-

д 
1 и>. 

А̂  

(9.12.16) 
Дальнейшее решение не составляет осо

бого труда: при заданных на торцах граничных 
условиях из уравнения (9.12.15) находится 
первое собственное значение Xj и соответ
ствующие ему собственные значения давления 

- I L D Д 
Яп' п'-1 

Рп = 

(9.12.17) 
При фиксированных параметрах оболоч

ки, подобрав из условия минимума величины 
р^ число окружных волн А2к> находится кри
тическое значение внешнего давления р^. 

Если на обоих торцах оболочки заданы 
граничные условия свободного опирания, то 
^1 =пЯ / I. Тогда из (9.12.17) при I / R-^ ос 
(л =2) следует важная формула для критичес
кого давления длинной трубы 

р^ =ЪВ^/ R\ (9.12.18) 

В частности, для изотропной оболочки 

/'к = 
4 1 - ц ' 

^h^' 

KR) 
(9.12.19) 

В общем случае, как уже отмечалось, % 
следует находить подбором из условия мини
мума Рп. Однако при rfi»\ можно условно 
считать величину гР- изменяющейся непрерыв
но и аналитически получить 

РкО = 
AnR 
3 / 

(9.12.20) 
Для изотропной оболочки формула 

(9.12.20) сводится к формуле П. Ф. Папковича 
(при ц=0,3): 

р ^ 0 = 0 , 9 2 £ -
/ 

h 

KR) 
(9.12.21) 

Аналогичное решение нетрудно найти и 
при других граничных условиях. Например, 
если оба торца оболочки закреплены непод
вижно, то Xi=\^5%R/l и /?к~1» /̂̂ кО » ^ Д̂ я̂ 
оболочки с одним неподвижно закрепленным 
торцом и полностью свободным другим 
Х.1=0,б7сА// и /?к=0,6;?к0-

Большинство реальных случаев нагруже-
ния оболочки внешним давлением сопровож
дается возникновением в ней осевых началь
ных сил. Тогда, достаточно точное решение 
можно полу^1ить из системы линеаризованных 
уравнений пологой оболочки (9.12.9). При 
T̂j < О критические сочетания внешнего дав
ления и осевой силы хорошо аппроксимиру
ются линейной зависимостью 

- ^ + ^ = 1, 

где Рх и ç^ - критические значения соответ
ственно внешнего давления и осевой сжима
ющей нагрузки, действующих порознь. 

Рассмотренные две основные задачи ус
тойчивости цилиндрической оболочки в ютас-
сической постановке допускают замкнутое 
аналитическое решение. Подавляющее боль
шинство других задач устойчивости оболочек 
удается решить только с помощью различных 
приближенных методов. В настоящее время 
разработаны эффективные численные методы 
решения систем линейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Поэтому все 
задачи устойчивости упругих оболочек враще
ния при осесимметричном начальном состоя-
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НИИ, сводящиеся к системам таких уравнений, 
можно считать принципиально решенными. 

9.12.4. О ПРАКТИЧЕСКОМ РАСЧЕТЕ 
НА УСТОЙЧИВОСТЬ КОНСТРУКЦИЙ, 

СОСТОЯЩИХ из ПЛАСТИН 
И ОБОЛОЧЕК 

При классической постановке задач ус
тойчивости пластин и оболочек исследуется 
поведение предельно схематизированных мо
делей. Возникает естественный вопрос, на
сколько полно и точно такие модели отражают 
поведение тех реальных пластин и оболочек, с 
которыми приходится иметь дело при расче
тах. 

Основное допущение, на котором бази
руется классическое решение задач устойчиво
сти, состоит в полном пренебрежении началь
ными геометрическими неправильностями 
формы реальных пластин и оболочек. Именно 
это допущение позволяет свести задачу к од
нородным линеаризованным уравнениям, най
ти точки бифуркации начального состояния 
равновесия и определить критическое значе
ние нагрузки, т.е. то значение, при превыше
нии которого начальное состояние равновесия 
перестает быть устойчивым. 

Реальная пластина всегда имеет те или 
иные начальные неправильности, поэтому 
нагружение пластины в ее плоскости сразу же 
приводит к развитию дополнительных попе
речных прогибов. Если начальные отклонения 
формы пластины от идеально плоской невели
ки, то при нагрузках меньше критических 
дополнительные поперечные прогибы нарас
тают медленно и только с приближением на
грузки к критическому значению наблюдается 
резкий рост поперечных прогибов. Важно 
отметить, что на диаграмме деформирования 
реальной пластины отсутствуют точки бифур
кации: при монотонном нарастании нагрузки 
происходит тоже монотонный рост попереч
ных прогибов. 

Если закрепление краев оболочки ис
ключает возможность чисто изгибной дефор
мации, что обычно бывает в реальных конст
рукциях, то ее поведение при потере устойчи
вости оказывается качественно иным. Рас
смотрим диаграмму деформирования цилинд
рической оболочки, сжатой в осевом направ
лении (см. рис. 9.12.2). На диаграмме, постро
енной в координатах q, X (q - интенсивность 
сжимающей нагрузки; X - сближение торцов 
оболочки), прямая OBi соответствует равно
мерному сжатию идеально правильной обо
лочки, т.е. начальному безмоментному состоя
нию при классической постановке задачи ус
тойчивости. Кривая В1В2В характеризует зак-

ритическое деформирование идеально пра
вильной оболочки. 

Деформирование реальной оболочки с 
неизбежно существующими начальными гео
метрическими несовершенствами формы опи
сывается кривой OCi, с самого начала откло
няющейся от прямой OBi. После достижения 
нагрузкой значения х̂л» соответствующего 
предельной точке Q , состояние равновесия 
реальной оболочки перестает быть устойчивым 
и оболочка "хлопком" переходит в новое со
стояние, существенно удаленное от начально
го. 

В теории устойчивости упругих пластин 
характерным является одно критическое зна
чение нагрузки Рк> при превышении которого 
начальное состояние идеально правильной 
пластины перестает быть устойчивым. В тео
рии устойчивости тонких упругих оболочек 
вьщеляют два характерных значения нагрузки: 
Рк - критическая нагрузка, после достижения 
которой перестает быть устойчивым начальное 
напряженно-деформированное состояние иде
ально правильной оболочки; Рхл - нагрузка, 
при достижении которой происходит хлопок 
реальной оболочки с геометрическими несо
вершенствами формы. 

Значение нагрузки Рхл часто представ
ляют в виде Рхл ~ ' ^ ' Лс» причем в ряде 
случаев коэффициент /Схл=0,3-«0,5 [5]. Для 
тонких гладких оболочек коэффициент к^л 
существенно зависит от форм и размеров на
чальных неправильностей, что приводит к 
принципиальным трудностям его определения. 
Но в рационально спроектированных силовых 
тонкостенных конструкциях, разрушение ко
торых связано с потерей устойчивости, удается 
добиться стабильного, а иногда и близкого к 
единице значения коэффициента к^д. Достига
ется это путем использования трехслойных, 
вафельных, каркасированных, гофрированных 
оболочек, т.е. таких конструкций оболочек, в 
которых существенно увеличивается изгибная 
жесткость стенки [5]. 

Глава 9.13 

СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 
ОБОЛОЧЕК 

Динамические свойства тонкостенных 
конструкций определяются с использованием 
уравнений динамики оболочек. Они включают 
статические составляющие, соответствующие 
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соотношениям моментной теории. Вариант 
уравнений, который приводит к самосопря
женным краевым задачам (9.6.4), особенно 
важен для исследования динамики. 

9.13.1. УРАВНЕНИЯ ДИНАМИКИ 
ОБОЛОЧЕК 

В общем случае уравнения динамики 
оболочки в перемещениях 

д и 
^11М^А2И^АзМ = ^ 2 

к—/?i(a,p,/); 
рЛ 

dî 

1 
-к — p2[cL,^j)\ 

рЛ 

^3 lH+^2H+^3W = ^ 
^2 д W 

+ А:—/>з(а,р,/), 
p/z 

(9.13.1) 
где Lij(...) - операторы теории оболочек, 
отнесенные к линиям главных кривизн; 
А: = pf 1 - ц \В^ I Е Y. /?Да,р,/) - нагрузка, 

приложенная к срединной поверхности обо
лочки, соответственно в направлении коорди
натных линий и внешней нормали. 

Например, для цилиндрической оболоч
ки при рассмотрении варианта теории оболо
чек, изложенного в п. 9.6.4, приводящего к 
самосопряженным краевым задачам, операто
ры Lij{..,) имеют вид 

,2 

Al = 
1-ц д 2 

да 

^12 - ^21 -

2 ' 

-13 - ^31 1з1 = й 

2 ар 

1+ц д^ 
2 дадр> 
д 

да 

2̂2 

д2 1 -,2 
д I- [1 Ô 

ар 2 ôa 2 ' 

Z33 =[1+С^]+С^ 
д' д' 

— y - f — 
да ар 

2г^2 

( > - ' ) 
^2 ;̂ 2 

- 2 ^ а 
^23 = ^32 = — ; V = — ^ + 

а 
ар 

2 2 ' 
аа ар 

2 Л ' 
С = 

(9.13.2) 
Для практики особое значение имеют 

оболочки вращения. Нафузки, действующие 
на такую оболочку, перемещение точек ее 
срединной поверхности являются периодичес
кими функциями координаты Р с периодом 
2к. Для оболочек вращения нагрузки и пере
мещения можно представить в виде 

/>l(a,P,^) = ^[/>{)„\a,r)cos/7iP + 
т=0 

•p{^J{aj)s'mm\\]: 

/?2(а,р,/) = Y}P2m{^^^)^^^P^ + 
т=0 

-^P2^;!,{aj)cosmp 

р^ (а, Р, О = Z 3̂/п («' о ^^ '"Р "̂  
т=0 

.(2) p\J^{a,t)smmÇ> 

w(a,p,/) = ^ Ь ^ ^ ^ ( а , / ) с о 8 т р -

m-O 

.(2) + w;„^:(a,/)sinmp1; 

v ( a , p , / ) = ^ [ v ^ ^ ( a , / ) s i n / w p -
m=0 

+ v^^^(a,/)cosmp 
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да=0 

(9.13.3) 
где m - число волн упругой поверхности обо
лочки в окружном направлении. 

„ ^ (1) (2) (1) (2) 
В этом случае функции u^,u^\y^yj, 

(1) '(2) 
^т '^/и » удовлетворяют системе дифферен
циальных уравнений, которые получаются из 
(9.13.1), и в оперативном виде 

Zu = к—^и ' 
дг 

(9.13.4) к — р, 
ph 

где и - вектор столбец неизвестных функций, 
харакгеризующих перемещение срединной 
поверхности; р - векгор-столбец нагрузок. 

Матричный оператор Z получают из 
(9.13.2) после подстановки (9.13.3). 

Здесь 

Z = 
Al 
•^21 

L^i 

m 

1 m 

ffi 

Lxi 
L22 

^32 

>; p = ^ 

Аз 
Аз 
1зз 

P\m\ 

Щ 
Щ 

и = 

(9.13.5) 
Для того чтобы задача (9.13.4) или в бо

лее общем случае (9.13.1) была определена, 
необходимо соответствующие уравнения до
полнить начальными и граничными условия
ми. Начальные условия соответствуют заданию 
положения точек срединной поверхности обо
лочки и их скоростей в начальный момент 
времени /=0. Начальные условия примени
тельно к (9.13.4) имеют вид 

и = / , ; —и = / 2 . 
dt 

(9.13.6) 

На каждом краю оболочки может быть 
задан один из видов граничных условий. В 
случае упругозакрепленного края (a=const) 
граничные условия: 

r i (a ,p , / ) -Cy.w(a ,p , / ) = 0; 

5 i ( a , p , / ) - c ^ v ( a , p , / ) = 0; 

G i (a ,p , / ) - c^>v(a ,p , ^ )=0 ; 
M l ( a , p , / ) - c ^ e i ( a , p , / ) = 0 , 

(9.13.7) 
где TY^S^^QI - соответственно продольные и 
сдвигающие силы, возникающие в срединной 
поверхности, и обобщенные (в смысле Кирх-
гоффа) перерезывающие силы; М\ - погонный 
изгибающий момент; Cj^ 05-, Cg, C\f - коэф
фициенты жесткости упругих связей, наклацы-
ваемые извне на торцовые сечения оболочки. 

В предположении, что все величины 
7̂>--->^А/ равны нулю, получены фаничные 

условия для свободных торцов оболочки, а 
при бесконечно больших значениях жесткос-
тей приведены к граничным условиям для 
жесткой заделки. Оба варианта граничных 
условий относятся к крайним случаям. Все 
остальные виды граничных условий можно 
получить, задавая с j , с^, CQ, С^ ИЗ интервала 
значений О < с < оо. Наиболее распростране
ны следующие граничные условия: для оперто
го края, свободного в направлении а. 

M; = M I =Г1 = v = 0; (9.13.8) 
для заделки 

« = 0 j = v = w = O; (9.13.9) 
для свободного края 

T,=S, Cl J ^ i = 0 . (9.13.10) 

9.13.2. СОБСТВЕННЫЕ 
КОЛЕБАНИЯ ОБОЛОЧЕК 

Решение задачи о собственных колебани
ях является важным этапом исследований ди
намики конструкций. Исследования их позво
ляют определить резонансные частоты, а зна
ние собственных частот и форм колебаний 
дает возможность определить реакцию оболоч
ки на внешние нагрузки. 

Уравнения собственных колебаний обо
лочек могут быть получены из уравнений 
(9.13.1), (9.13.4), если положить^ = О и пред
ставить вектор w(a,p,/) в виде 

w(a,p,/) = ^ ( a , p ) e ^ ^ (9.13.11) 
Пусть Z - оператор теории оболочек, по

рождаемый соответствующими дифференци
альными уравнениями и граничными услови
ями, так что совокупность уравнений и крае
вых условий можно представить в виде 

Z{U^ = XU, X = hù^ 
р(. Ali 

(9.13.12) 



МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ И ФОРМ КОЛЕБАНИЙ ОБОЛОЧЕК 217 

Введем вещественное гильбертово про
странство Д элементы которого суть векторы 
и, определенные в точках срединной поверх
ности S оболочки. Определим скалярное про
изведение и их нормы в ^формулами 

luW = jfi7^+F^+PF^V 

(9.13.13) 
Оператор Z симметричен, т.е. если Uni/ 
входят в область определения оператора, то 

(ZÏÏ\Û'') = {ÏÏ\ZÛ''y (9.13.14) 

Если и' = 11' = и , то 

[ZÏÏ,U) = 2W, (9.13.15) 

где W - потенциальная энергия деформации 
упругой оболочки. 

Из (9.13.15) следует, что оператор Z по
ложителен, при определенных о1раничениях 
оператор Z можно считать положительно оп
ределенным. 

Из симметрии и положительной опреде
ленности оператора вытекают важные свойства 
для собственных значений и соответсгаующих 
им векторов. 

1. Частоты колебаний оболочки суть ве
щественные числа. Если UQ - собственный 
вектор, то для приближенного определения 
собственных частот колебаний оболочки 

^0 ~ 
(ZCo-fo) 

«£ 
(9.13.16) 

2. Совокупность всех форм колебаний 
оболочки образует ортогональную систему 
функций. Пусть Х\, ^2 - неравные между со
бой собственные значения, которые пропор
циональны собственным частотам, 3L и и U" -
соответствующие им собственные функции 
(формы собственных колебаний), тогда 

{ÏÏ\ÏÏ') = j{UV''-^Vy''+}VlV'')ds = 0. 

(9.13.17) 
3. Система собственных форм колебаний 

ортогональна по энергии оператора X, т.е. 

+ j{L2iU' + L22V' + I^^W'Y'ds + 
s 

(9.13.18) 
Отмеченные свойства собственных частот 

и соответствующих им форм колебаний носят 
условный характер, так как дают способ пост
роения собственных частот и соответствующих 
им форм, если их существование установлено 
другим образом. 

Сформулированные свойства для соб
ственных колебаний оболочек позволяют ре
шить и общую задачу о вынужденных колеба
ниях оболочек под действием приложенных 
нагрузок. Например, для уравнения (9.13.4) 
это можно сделать следующим образом. Пред
ставить вектор и в виде разложения в обоб
щенный ряд Фурье по формам собственных 
колебаний: 

Если в качестве координатных функций 
при использовании метода Бубнова-Галеркина 
принять формы собственных колебаний 
£/у(а,р), то с учетом свойств, перечисленных 
выше, он приводит к следующим уравнениям 
для функций времени ^/(0-

(9.13.20) 

Для каждого j это уравнение может бьггб ре
шено известными методами. 

9.13.3. МЕТОДЫ ОПгаДЕЛЕНИЯ 
СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ 

И ФОРМ КОЛЕБАНИЙ ОБОЛОЧЕК 

При расчете частот и форм колебаний 
оболочек используют различные методы. Для 
некоторого класса оболочек и граничных усло
вий могут быть получены точные решения 
задачи. Однако в общем случае применяют 
приближенные методы, связанные с расчетами 
на ЭВМ. 

Т о ч н ы е м е т о д ы ограниченного 
применения позволяют получить решение в 
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замкнутой форме и провести анализ влияния 
различных параметров на формы и частоты 
колебаний. Это можно продемонстрировать на 
примере круговой цилиндрической оболочки с 
шарнирно опертыми краями, пологой и замк
нутой сферической оболочек. 

В а р и а ц и о н н ы е м е т о д ы оп
ределения собственных частот и форм колеба
ний более универсальны и позволяют решать 
задачи для широкого класса граничных усло
вий. 

К вариационным методам относится ме
тод Ритца. Потенциальная энергия деформа
ций тонкой упругой оболочки 

и = 0,51(7^1^1 •^T2^2 + 5у + A/jae^ + ̂ 2 ^ 2 ^ 

2ЯаВ |2^ , (9.13.21) 

где 7̂ 1, 72, 5, Ml, Afj, H - компоненты внут
ренних сил; 81, 82, Y» *Ь *2) *12 - Деформа
ции и изменения кривизн, выражающиеся 
через перемещения срединной поверхности. 

Максимальная кинетическая энергия 

:0,5©^Jp/2ft/ 2 +К^ +W'^ 

Функционал 

J = W - û)^r. 

(9.13.22) 

(9.13.23) 

Для определения его минимума на классе 
допустимых функций, удовлетворяющих ки
нематическим условиям на торцах оболочки, 
принято, что такой класс допустимых функ
ций построен. Перемещения оболочки в виде 
разложений по выбранным функциям: 

N 
u-téST^); 

/=1 

N, 
К = £с,%<^>(а,р); (9.13.24) 

/-1 

N. W-±c%T(a,^). 

Подстановка в (9.13.23) позволяет пред
ставить / в виде квадратичной формы относи
тельно неизвестных С/. Условия минимума 
выражения / приводят к однородной системе 
уравнений относительно коэффициентов С/, 
матричная форма записи которой 

A - ( ô В с = 0 , (9.13.25) 

где А и В - квадратные матрицы NxN 
(N=N\+N2~^N-^y, с" - вектор размерности N. 

Из равенства нулю определителя этой 
системы следует уравнение собственных частот 

det A-CÛ В =0 . (9.13.26) 

Из решения (9.13.25) для каждого о), яв
ляющегося корнем (9.13.26), получаются век
тор с и в соответствии с (9.13.24) формы коле
баний. 

Наиболее трудньгм моментом при при
менении метода Ритца является построение 
координатных функций фу. В ряде случаев в 
качестве координатных функций целесообраз
но выбрать произведение балочных функций 
переменной а и синусоидальных функций 
переменной Р: 

(1) 
Ф/ («.Р) = ^ / - ^ -

/ / V 
/ ) 

COS-
лр 

. (2) Ф/ (ct,P)=^2/^-

J3) Ф/ («,Р) = ^з/^-

/ J 
л.,а 

sin — ; (9.13.27) 
R 

I 
COS-

«Р 

При этом балочные функции должны 
удовлетворять граничным условиям, соответ
ствующим рассматриваемым для оболочки. 

Метод Бубнова-Галеркина, как и метод 
Ритца, позволяет получить приближенное ре
шение задачи о собственных колебаниях обо
лочек. Согласно этому методу строится систе
ма координатных функций ( /Да ,р) , удовлет
воряющая как кинематическим, так и динами
ческим граничным условиям, в виде 

00 

£^ = ^ с Д . ( а , р ) . (9.13.28) 
/=1 

Неизвестные коэффициенты с, опреде
ляются из условий ортогональности выраже
ния ZiU] -Хи к функциям t/^(a,p), т.е. из 
уравнений 

j[z{ÏÏ) - XÛy{a,^)ds = О (/ = 1,2,...,JV). 

(9.13.29) 

После подстановки вместо U разложе
ния (9.13.28), аналогачно как и в методе Рит-
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ца, получаются уравнения вида (9.13.25), 
(9.13.26). 

Требования, чтобы система координат
ных функций удовлетворяла граничньпл усло
виям, являются очень жесткими, что суще
ственно усложняет решение задачи о соб
ственных колебаниях. Построение такой сис
темы координатных функций связано с боль
шими трудностями и не всегда может быть 
просто выполнено, особенно это относится к 
дифференциальнь»! операторам теории оболо
чек. 

Рассмотрим важный класс оболочек, ка
кими являются оболочки вращения, т.е. замк
нутые оболочки по координатной линии р. 
Для такого класса оболочек составляющие 
вектора (7(а,Р) можно представить в виде 
(9.13.3), т.е. освободиться от переменной р. В 
дальнейшем предполагается, что эта операция 
проведена и сохранены прежние обозначения. 
Изложим модификацию метода Бубнова-
Галеркина, когда система координатных функ
ций может не удовлетворять граничным усло
виям. Допустим, что граничные условия на 
торцах оболочки имеют вид 

MjÏÏ = 0 (у = 1,2,3,4, при а = а,р), 
(9.13.30) 

где Mj - векторный дифференциальный опе
ратор. 

Если на отрезке [а,Р] известна некоторая 
полная система функций {Т^^а|, дифферен
цируемая достаточное число раз, то решение 
задачи можно искать в виде 

_ 8 _ ^ _ 

/=1 к=\ 
(9.13.31) 

где Z^I^OL) таковы, что определитель, состав
ленный из величин AT^Z^a), Af-.Z^(p), 

3/,Zi(a) MiZ2(a) . 

3/,Zi(P) 3/,Z2(p) .. 

. M^Z^ia) 

.. 3/4 Zg (a) 

• 3/iZ8(P) 

и ни одна из функций Z ^ a ) не являются 
линейной комбинацией конечного числа фун
кций ^jt(a), причем Mj4^f^ ^ 0 (/=1,2,...,4, 
А:=1,2,...,Л'при a=aiP). 

Выполнение граничных условий достига
ется путем подбора постоянных С/ так, чтобы 
выражение (9.13.31) удовлетворяло граничным 
условиям (9.13.30), т.е. 

8 N 

i=l k=l 
(/=1,2,3,4 при а=а,Р). 

(9.13.32) 

Коэффициенты а̂ ^ определяются из уравнений 

Y4zz,-xz,] 
/=1 

^Z^4^(^^-^^^K1=^-
к=\ (9.13.33) 

Скалярное произведение для оболочек враще
ния 

Р ___ 
ZZ,,4^^=jZZ,4^^ABdoL (9.13.34) 

В совокупности уравнения (9.13.32), 
(9.13.33) образуют замкнутую систему одно
родных уравнений. Из равенства нулю опреде
лителя следует выражение для частот соб
ственных колебаний оболочки, а из их реше
ния - формы собственных колебаний. 

В ряде случаев система значительно уп
рощается. Например, если 4̂ ĵ  является соб
ственными функциями оператора, Z и ае;„ -
соответствующие им собственные значения, но 
с другими граничными условиями, то ввиду их 
ортогональности уравнения (9.13.33) примут 
вид 

Xc,[z,(z,-XZ,)4'„ 
1=1 (9.13.35) 

ir:̂  1|2 +««К-^)Ы =«• 
в частности, для многих случаев такие 

решения имеют место, например, для круго
вой цилиндрической оболочки с шарнирноо-
пертыми краями и свободной сферической 
оболочкой. В качестве функции Z^ в некото
рых случаях может быть выбрана фундамен
тальная система решений уравнения LZ = 0. 
Описанный выше модифицированный метод 
Бубнова-Галеркина позволяет получить не 
только перемещения, но и силовые факторы. 
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Ч и с л е н н ы е м е т о д ы опреде
ления собственных частот и форм колебаний 
оболочек эффективны для решения задач про
извольных оболочек, оболочек переменной 
толщины и под1феш1енных дискретным сило
вым набором. С этой целью в уравнения вво
дятся канонические переменные 

Ух = « ; У2 =v ; 3̂ 3 = ^ ' У4 = ® 1 ' 

В 1-Ц В D 

Eh 
з'8=-^-^l; в = — , - ; п = 

1 - ц 

h^B 

12 
(9.13.36) 

где 5 ^ - обобщенные сдвигающие и попе
речные силы; 01 - угол поворота касательной 
к контуру. 

В новых обозначениях уравнения оболо
чек можно представить в виде 

— = \ау(а)\\у, (9.13.37) 

где Y - матрица-столбец из канонических 
переменных; а̂ у(осА,) - квадратная матрица 

8x8, элементы которой известны, если задано 
уравнение для контура оболочки. 

К уравнениям (9.13.37) необходимо до
бавить граничные условия для торцов оболоч
ки, которые могут быть представлены в виде 

BQY = О при а = ŒQ; B^Y = О при р = PQ, 

(9.13.38) 

где JSjo и i?i - в общем случае прямоугольные 
матрицы 8x4 с известными элементами. 

Решение задачи (9.13.37), (9.13.38) может 
быть получено методом ортогональной про
гонки, например, методом С. К. Годунова. 

9.13.4. СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК 

Ниже приведены частоты и формы соб
ственных колебаний цилиндрических оболо
чек. ЧисЛЁнные результаты даны для теории 
оболочек, изложенной в п. 9.5.4, при коэффи
циенте Пуассона ц=0,3-

Минимальные частоты 

6 0 Q = С О 7 ? | i^-4\ 
Eh 

10 для опертой и защем

ленной круговой цилиндрической оболочки 
приведены в табл. 9.13.1 в диапазоне безраз
мерных параметров ( / / i ? = l-rlO, 
R / h = 100 -ь 1000). Верхние значения соот
ветствуют свободно опертой по торцам обо
лочки, нижние значения - защемленной по 
торцам оболочки. В скобках указаны соответ
ствующие этим частотам значения параметра 
m, характеризующего число волн упругой по
верхности оболочки в окружном направлении. 

Для свободно опертой по торцам обо
лочки формы колебаний можно представить в 
виде 

кк 
и = WQCOS—jcsmwç; 

/ 

. кп. 
V = vsin—дссо8/?2ф; 

/ 

W = WQSin—xsmmcp; (а = х; р = /?ф). 

(9.13.39) 
Уравнения для определения частот 

1~й 2 + ^W - X 
2 

1+ц кп 
m 

2 I 

кп 
Ц — 

/ 

1 + Ц АГТС 

2 / 
1-^(кп]^ 

-т 

I 
+ т 

-т 

кп 
ц 

/ 

кп\ 

I / J 

-т 

+ /W 

л2 

+ \-h 

= 0. 
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СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ СФЕРИЧЕСЬСИХ ОБОЛОЧЕК 

9.13.1. Минимальные частоты OQ 

д/л 
100 

23,1 (7) 
29,3 (7) 
11,3(5) 
15,5 (6) 
5,78(4) 
8,16(4) 
3,68(3) 
5,62(4) 
2,93(3) 
4,07(3) 
2,30(2) 
3,27(3) 

200 
16,5 (8) 
21,4 (9) 

8,14(6) 
11.3(7) 
4,14(4) 
5,86(5) 
2,76(4) 
3,99(4) 
1,97(3) 
2,97(4) 
1,58(3) 
2,45(3) 

400 
11,6 (10) 
15,7 (12) 

6,83(7) 
8,23(9) 
2,89(5) 
4,23(6) 
1,93(4) 
2,83(5) 
1,43(4) 
2,18(5) 
1,16(3) 
1,68(4) 

600 
9,52(11) 

13,0 (13) 
4,73(8) 

6,79(10) 
2,35 (6) 
3,45 (7) 
1,56 (5) 
2,32 (6) 
1,16 (4) 
1,73 (5) 
0,941(4) 
\^^ {^} 

800 
8,23(12) 

11,4(14) 
4,10(9) 
5^5(11) 
2,05(6) 
2,04(8) 
1,36(5) 
2,02(6) 
1,05(4) 
1,54(5) 
0,800(4) 
1,21 (6) 
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1000 
7,35(13) 

10,3 (15) 
3,69(9) 

5,31(11) 
1,84(7) 
2,70(8) 
1,24(5) 
1,83(7) 
0,914(5) 
1,36(6) 
0,724(4) 
1,08 (5) 

Если пренебречь тангенциальными сила
ми инерции, то собственные частоты 

Х=с 
^Ы^^ 

-.2 

I / ; 
+ т 

('-̂ ]| 'Ы^' 

К I 

кж I 2 
— I + т 
/ 

2 • 

(9.13.40) 
В диапазоне безразмерных параметров 

I < I / R <10 для получения приближенных 
значений минимальных частот колебаний обо
лочек с защемленными торцами можно ис
пользовать формулу, аналогичную (9.13.40): 

где v|/ = (1+^) . 
/ 

Число q определяется следующим обра
зом: 

Для остальных значений 1/R, R/h в диапазоне 
параметров, указанных в таблице, необходимо 
принять ^=0,42. 

9.13.5. СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 
СФЕРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК 

При осесимметричных колебаниях сфе
рической оболочки исходят из уравнений, 
соответствующих теории, изложенной в п. 
9.5.4: 

d fl dLu] 

da\L da 
+ ( l - | i )w + ( l + | i ) — + X и = 0; 

dcL 

( 1 + ^ ) 1 ^ + 2 ( 1 + ^ ) > v + c ^ f v 4 
L da ^ 

(9.13.41) 

где w и w - перемещения соответственно вдоль 
меридиана и по нормали к срединной поверх-

2 2 2 
ности; Z = s i n a ; с =Л / \2R ; h - тол
щина; R - радиус срединной поверхности. 

Общее решение уравнений 
4̂ =0,3 при 1 < 

100 < — < 200 
h 

ç=0,38 при 1 < 

100< —<50. 
h 

- s 2; 
R 

R 

" = Z F / < ( ' ^ < « a ) + i ) , ô i ; ^ { c o s a ) 

/ = 1 

3 

^ = Z ^/^n, (cosa) + Bfi^^ (cosa) 
/=1 

(9.13.42) 
где Ai^.,.^Di - произвольные постоянные: 
P„ (cosa), 6^ (cosa) - сферические функ
ции порядка Л/. 
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Для оболочки без отверстий у полюсов 
Bf=Di=0. Из свойств сферической функции 
следуют уравнения, связывающие постоянные 
Aj и С/, а также частоты колебаний с поряд
ком л,: 

и = Х^ ^ P^'^ix); 
л=1 Рп 

1+Ц 

Р„ - Â ^ - 1 + ц 
4; i'„ =(« + !)«; 

-Le,.-»'« 
2с ^(1+ц) 

(9.13.43) 

Недостающие уравнения для Ai могут 
быть получены из граничных условий. Напри
мер, в случае, когда край (а=ао) сферического 
купола защемлен, u=w=w'=0 , эти уравнения 
имеют вид 

ЛРщ Ы+АгРп^ Ы)+л,р„^ Ы = 0; 

АРп!\хо)+^2Р^^Ы+АзРп1Чхо) = 0; 

1п ,Л< ' ^К) = 0, (9.13.44) 

1 + Ц 

(9.13.46) 
где 

îî ^o) 1 + ц 

о'^л» ^̂ 1 = s i n a x 
/>̂  - 1 + ц - л 2(1-^о) 

э(1) хР-^ (хо )1 - (1^ц) 
2(1+ ц)^ 2с^ 

Q ; 

э(1)/ 

/=1 

где XQ = cosaQ; ц^ 
Л - 1 +Ц 

. 2 

Из равенства нулю определителя системы 
получается уравнение, связывающее угол ра
створа, купола, порядок сферических функций 
и частотный параметр: 

с,; 
{-Pn+Ц-Pn+'^+^)\ 

XQ =cosaQ; п in + l - l - | i = 0 ; se' = 

Рп,Ы Рп,Ы РпМ 
Р!^'Ы < " К ) <"(-О) 

Л , < ^ ( х о ) П 2 < " К ) Т1з<''(хо) 

хЦ1-^' 
= 0. 

; Л̂У = \Р^ (cosa)sinouibt, v ^ -

(9.13.45) 
Уравнения (9.13.43) - (9.13.45) дают пол

ное решение задачи об осесимметричных ко
лебаниях сферической оболочки. Аналогичное 
решение может быть ьгайдено и для общего 
случая неосесимметричных колебаний. 

Другой метод решения, основанный на 
использовании метода, изложенного в п. 
9.13.3, является более эффекгивным. 

Например, для защемленного купола 

корни уравнения P^cosaQ^ = 0. 

В случае полусферы (а^ = к / 2) урав

нение частот 

1-ц 
2(1 . , ) ' 

1-И Р„,{0) 

X 

(1)/ 2(1+ц) /«-(О) 

[2(1.,)^ 2с') 

.(1-,)Х[1 
Л=1 
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(9.13,47) 
В табл. 9Л3.2 приведены значения двух 

низших безразмерных частот л в зависимости 
от отношения R/h для полусферы без учета 
тангенциальных сил инерции. 

9.13.2. Значешм безразмерных частот 

R/h 

20 

50 

100 

500 

1000 

хГ 
0,877 

0,852 

0,843 

0,833 

0,830 

7^ 

0,824 

0,824 

-

-

0,834 

^2 

1,03 

0,971 

0,927 

0,920 

0,919 

À2 

0,917 

-

-

-

0,917 

Безразмерные частоты Л.̂  получены из 
уравнения (9Л3.47), а Х^ - на основании без-
моментной теории. Для R / h>lOO частоты 
низших тонов, полученные по моментной и 
безмоментной теориям, практически совпада
ют. 

Глава 9.14 

ПЛАСТИНЫ И ОБОЛОЧКИ 
ИЗ КОМПОЗИЦИОННЫХ 

МАТЕРИАЛОВ 

Композитными пластинами и оболочка
ми называют плоские или искривленные тон
костенные элементы, образованные из слоев, 
среди которых могут быть анизотропные слои 
из армированных композиционных материа
лов, изотропные слои из металла и термоплас
та, слои легкого заполнителя из сот или пено
пласта, эластичные прослойки из резины и 
других материалов. Широкое применение 
таких элементов в машиностроении определя
ется возможностью создавать конструкции с 
заданным комплексом свойств: механически
ми, теплофизическими и другими характерис

тиками слоистых систем путем рационального 
выбора параметров слоев. Вывод и более пол
ный анализ приведенных ниже уравнений 
прикладной теории композитных оболочек 
рассмотрен в литературе [И]. 

9.14.1. УРАВНЕНИЯ ПРИКЛАДНОЙ 
ТЕОРИИ КОМПОЗИТНЫХ ОБОЛОЧЕК 

Геометрия слоистой оболочки, элемент 
которой показан на рис. 9.14.1, определяется 
координатной поверхностью, отстоящей на 
расстоянии ^ и 5 от внутренней и наружной 
поверхностей оболочки. Положение произ
вольной точки слоистой стенки определяется 
ортогональными криволинейными координа
тами а, Р, Z, причем координатные линии а и 
Р совпадают с линиями кривизны координат
ной поверхности, а координата z отсчитывает-
ся по наружной нормали к этой поверхности. 
Коэффициенты первой квадратичной формы и 
главные радиусы кривизны координатной по
верхности, соответствующие линиям а и р , 
обозначены через Д В и Ri, R2. 

Рис. 9.14Л. Элемент слоистой оболочки 

Уравнения прикладной теории включают 
три основные группы уравнений: равновесия, 
геометрические и физические, которые бази
руются на следующих гипотезах: 

1) толщина стенки h мала по сравнению 
с главньв4и радиусами Ri и i?2 кривизны ко
ординатной поверхности и размерами рас
сматриваемого элемента конструкции; 

2) толщина стенки в процессе деформа
ции не меняется; 

3) перемещения в направлениях осей а и 
Р распределяются по толщине стенки по ли
нейному закону; 

4) материал слоев является ортотропным. 
Уравнения равновесия, связывающие си

лы Т, Q и моменты М, приведенные к коор
динатной поверхности, с поверхностными р, q 
и объемными F силами, имеют следующий 
вид: 
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Li(T)+—Qi+ABfi=0; 
Ri 

L2(T) +—Q2+A^2=0; 

j-{BQ,)^±{AQ,)-AB 
да dp 

+ABf^ = 0; 

II 

L^{M) - ABQ^-^ АВт^ =0; 

Xj {M) - ABQ2 + ABm^ = 0, 

^2> 
+ 

1 ^ W 
82 = + A21U+ — ; 

i dv i du ^ 
Ада В dÇ> 

asj = ^ + ^12^2; «2 = ^ + ^21^1' 

A да В dp 
1 502 l дв. ^ ^ 
A да В dp 

и l dw \ l dw 
&l =4/1 + ; @2 = ^ 2 •*• » 

B^ Ада R2 В dp 
(9.14.1) 

где 
^ / \ a / ^ \ dB d i Ч d4 
I , Ф = - i t t i - Ф 2 — + - ^ 1 2 +Ф,2—; ах ар ар ар 

12 Ф = — ^ 2 Ь ^ 1 — + —И^12 + 
ар аа аа 

ал 
+ Ф 1 2 — ; Ф = Г,М); 

аа 

/1 = J^l* +Л -̂ ^1' /2 = J^2* +/̂ 2 +̂ 2̂  
-е -е 

s 

/3 = J/^3*+ft-^3' 
-е 
s 

-е 

s 

/^2 = \F2Zdz -ьsq2 - ер2' 

(9.14.2) 
I dA ^ I dB 

где y4i2 = ; ^21 • 
.4^ ар АВ da 

Завершающая группа уравнений - физи
ческие соотношения, которые связывают силы 
и моменты с обобщенными деформациями: 
Г| = ^i i^j +^12^2 "'"^11^1 •*"^12®2' 

^2 ~ ^21^1 "^^22^2 •'•^21®! •'•^22®2' 

^12 - ^21 S - -^33^12 "'"^33^12' 

Л/j = C^Y&Y "^^12^2 "*'̂ 11®1 '*"-^12®2' 

Л/2 = C21SJ +С22е2 +/^21®! -^^22*2' 

^ 1 2 = ^ 2 1 = ^ = ^33^12 •••^33*12' 

Qj = K^\\f^; Q2 = ^2М^2-
(9.14.3) 

Жесткость стенки характеризуется мемб
ранными Д смешанными С, изгибными D и 
сдвиговыми А" коэффициентами жесткости: 

для тонкой стенки 

^тп = l^mn^^Z' С^ = J^;„„Z*; 

Геометрические соотношения связывают 
обобщенные деформации г, ае, характеризую
щие растяжение, сжатие, сдвиг, изгиб и кру
чение координатной поверхности, углы пово
рота нормали к координатной поверхности в, 
осредненные по толщине стенки деформации 
поперечного сдвига v|/, и перемещения w, v, w 
точки координатной поверхности в направле
нии осей а, Р, Z' 

I du ^ w 
g j = + ^ 2 ^ •*• » 

^тп = рти^^* ('"« = 11,12,2U2,33); 

À", =А * 

U^J ; л:, =л^ 

для тонкой слоистой стенки 

Ada В^ 
л 

г(0) . ^(1) 
тп > тл 

j ( l )g j (0 ) . 
^ /ял*' /ЯЛ > 
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тп тп тп тп ' 
(9.14.4) 

где 

(г = 0,1,2; Zo = О, Z;t = Щ'^ 

г 
К^ =h' 

K^=h' 

'^i ^i~\ 
L. Ai) 

\i^\ ^44 

Z ^i ~ ^/-1 

V/-1 ^ 5 

к - число слоев; Zi - координата /-го слоя, 
равная расстоянию от внутренней поверхности 
оболочки до наружной поверхности /-го слоя. 

Величины jé^^ ( /ww=ll, 12, 21, 22, 33, 

44, 55) являются коэффициентами жесткости 
материала /-го слоя. 

Для изотропного слоя 

= ^44 = ^ 5 = ^ ' 

г д е ! = ^ / f l - ^ ^ \ С7 = ^ / 2 ( 1 + ц ) . 
Для слоя из композиционного материала 

с углами армирования ±ф ; 

— 4 — 4 / — 
^ j j = £*! COS ф + J^2 Si^ Ф + 2(Ц|2^1 ••• 

+ 2G |2 ) s in фС08 Ф ; 

— 4 — 4 / — 
^22 = ^1 Sin ф + 5̂*2 COS ф + 21 JIJ2JE'J + 

+ 2(7j2)sin фС08 Ф; 

^ 2 =^21 =^^12^1 + [ ^ 1 + ^ 2 -

- 2mj2^l+26^22)1^^ ФС08 Ф; 

^33 ~ (^1 '^ ̂ 2 ~ 2^12^1 )sin фС05 ф + 

2 
+ (7j2 COS 2ф; 

^44 ~ ^13 ^^^ Ф "̂  ^23 ^ ^ ^ ' 

2 2 
^ 5 ~ ^13 ^ ^ Ф "'" ^23 ^^^ Ф' 

где £'j 2 ~ ^ 1 2 / (^ ~^^12^^2l)' направление 1, 
составляющее в чередующихся элементарных 
слоях углы ±ф с осью а , совпадает с направле
нием волокон; направление 2 ортогонально 
направлению волокон; направление 3 ортого
нально слою (т.е. параллельно оси Z)-

Формулы (9.14.4) включают положение 
координатной поверхности, соответствующим 
выбором которой можно обратить в нуль сме
шанные жесткости, т.е. потребовать выполне
ние уравнений 

Стп=С-^С=0 (/«« = 11,12,22,33). 
(9.14.5) 

В общем случае эти четыре уравнения 
являются несовместными, т.е. координатной 
поверхности, позволяющей одновременно 
обратить в нуль все смешанные жесткости, в 
общем случае не существует. Наиболее про
стые зависимости получаются, если в равен
ствах (9.14.4) принять е=0, т.е. совместить 
координатную поверхность с внутренней по
верхностью оболочки. 

Условия Cffin—0 всегда можно выпол
нить, если структура тонкой стенки симмет
рична относительно срединной поверхности, 
разделяющей толщину пополам. В этом случае 
решение уравнений (9.14.5) имеет вид e—hl1, 
т.е. координатная поверхность совпадает с 
срединной поверхностью, и равенства (9.14.4) 
упрощаются следующим образом: 

^тп = 2 2-,^mn(^0ï ~ % - l ) ' 

/=1 

где ZQJ = Zj - [h / 2\; к / 2 - число слоев, 
лежащих с одной стороны от срединной по
верхности. 

Если число слоев в стенке нечетное, то 
первый слой (/=1), срединная поверхность 
которого совпадает с срединной поверхностью 
оболочки, условно разделяется этой поверхно
стью на два слоя. 

При соответствующем задании коэффи
циентов жесткости соотношения (9.14.3) по
зволяют описать широкий класс композитных 
элементов конструкций. В частности, если 
стенка включает жесткие несущие слои и слои 
заполнителя (из сот, пенопласта, резины и 
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Других материалов с низкой жесткостью), то 
для несущих слоев можно не учитывать де
формации поперечного сдвига, принимая 
^44 "^ ^ ' ^55 "^ ^ î ^ лля слоев заполнителя 
можно не учитывать жесткости в плоскости 
несущего слоя, принимая ^и"^12~^22~^33~ 
=0. Если стенка подкреплена регулярно и 
часто расположенными одинаковыми ребрами, 
то элементы ребер с одинаковой высотой 
(например, полки, стенки и т.д.) можно заме
нить условными слоями, толщина которых 
равна реальной высоте соответствующего эле
мента ребра. Такой условный слой обладает 
приведенными жесткостями, зависящими от 
направления, площади сечения ребер и рас
стояния между ними. 

Пусть, например, ребра направлены по 
оси, совпадающей с направлением а, имеют 
модуль упругости и модуль сдвига Ер, Gp, 
прямоугольное сечение с высотой h и щИри
ной b и расположены на расстоянии а между 
собой. Тогда условный слой, моделирующий 
ребра, обладает толщиной h и следующими 
жесткостями: A\i=Epb/a, Л12—>l21~^33~^» 
A44'=Gpb/a, Ass->^' 

Система уравнений (9.14.1) - (9.14.3) яв
ляется полной (она содержит 21 уравнение и 
включает столько же неизвестных функций Т, 
Му 0 , с, ае, 0 , Vf/, W, v, w) и имеет десятый 
порядок по переменным а и р . Соответству
ющий вариационный функционал Лагранжа, 
лежащий в основе многих прикладных мето
дов расчета, имеет следующий вид: 

ЪЬ = II (T'jôej +7^2082 -hS58|2 +C1Ô4/1 + 

-h 62^4^2 + ̂ \^^\ ^М2^^2 + ^ ^ 1 2 ~ 

- /jôw - /2ÔV - /3ÔW - mj50i -

- m 2 Ô 0 2 ) A 5 û b ^ = O. 

Исключая 8, as, ф с помощью геометри-
ческих соотношений (9.14.2), варьируя по 
кинематическим переменным w, v, w, Bj , ©2, 
можно получить пять уравнений равновесия 
(9Л4.1) и следующие естественные граничные 
условия: 
на краю a=const 

Т^Ъи = 0, 55v = О, CjSiv = О, 

AfjSeï = О, //502 = 0; 

на краю p=const 

Г20У = 0, Sbu = О, Q2bw = О, 

^ 2 5 0 2 = О, Ж 0 5 = 0. 

Эти соотнощения позволяют выразить 
кинематические, статические или смещанные 
граничные условия. Например, если край 
a=const жестко закреплен, то в точках края 
w=v=w=01=02=0; если край свободен, то 
Ti='S=Qi=M\=H~0; если на краю реализу
ются условия свободного опирания, то 

r i=v=w=M,=02=O. 
Если найдено решение системы (9Л4.1) -

(9.14.3), т.е. определены функции Т, Л/, Q, 8, 
аэ, 0 , \\f, и, V, W, удовлетворяющие заданным 
граничным условиям, то далее в любой точке 
оболочки: 
перемещения вдоль осей 

и = w(a,p) + ^ i ( a , p ) ; v = v{a,f>)-^^^ЫУ^ 

w = w(a,p); 

деформации 
e^ = Cj +Zaei; ^2 = ^2 "^^^2' 1̂2 = 1̂2 "*'^^12' 
напряжения в слоях 

aj = v^ii^i +>4i2^2' ^2 ^̂  ^21^1 "•'^22^2' 

112=^33^12; (914.6 

межслоевые касательные и нормальные на
пряжения 

А^В Ц да дР,^ ^ 

дВ 2 , 
-CI2A— + F^A Bm-Pi', 

да 

1 
^2z = 

АВ' 
Лв±{А.,).Цв\Л 
•̂  I ар да^ ^ 

.дЛ 

ар 
-G^B +F2AB fZ-p2l 

АВ Ч а а -е 
"-—^f(^^^^)^iю• 

/4Б 

Эр 

^F^AB \dz - p. 

Приведенные выше уравнения относятся 
к оболочкам произвольной формы. Среди 
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композитных оболочек наибольшее распрост
ранение получили оболочки вращения, изго
товляемые способом непрерьгеной намотки. 
Если за координату а принять угол между 
нормалью к поверхности и осью вращения, а 
за координату Р - полярный угол в попереч
ном (ортогональном оси) сечении, то для опи
сания оболочек вращения в общих уравнениях 
следует принять А^ = R^, А2 = f, 
R^ = Г / sin а (где R\ - радиус кривизны ме
ридиана, а г - радиус параллели). Для цилинд
рической оболочки, координатная поверхность 
которой имеет радиус Д координату а следует 
заменить на осевую координату х и принять 
Л| = 1 , Aj = R, 7?j -> 00, R2 = R. Для плас
тины, координатная плоскость которой отне
сена к декартовым координатам х, у, следует 
принять Л| = 1 , ^2 ~ ^' ^1 "^ °^' ^2 ~^ ^ • 

9.14.2. ОБОЛОЧКИ ПЕРЕМЕННОЙ 
ТОЛЩИНЫ 

Возможность сравнительно просто изме
нять толщину стенки конструкции является 
существенным преимуществом композицион
ных материалов по сравнению с металлами и 
композитные оболочки часто имеют перемен
ную толщину. Пусть уравнения внутренней и 
наружной поверхностей оболочки, элемент 
которой показан на рис. 9.14.1, имеют вид 
Z = ^(а,р), z = -^(cx,p]. При 5=4:onst и 
^=const оболочка имеет постоянную толщину, 
что было рассмотрено вьпые. При принятых 
малых углах между касательными к поверхнос
тям оболочки и координатными линиями а, Р 

I ds I ds l de 
Л1 = ; Л2 = ' s = ; Ц2 = 

Ада В df> Ада 
1 oe 

= для описания оболочек переменной 

толщины в системе (9.14.1) - (9.14.3) необхо
димо осуществить следующие изменения. 

В уравнениях равновесия (9.14.1) зада1Ъ 
нагрузки в виде 

^(а,р) 

-е(а,р) 

•̂(а,р) 

/2 = JF2dz-^P2 ^Я2+Р^2 - ^ ^ 2 ' 
--Ка,р) 

^(а,Р) 

/ з = ^F^dz +р-;>iCi -/^2^2 -Я + 
-е(а,р) 

+ ЛЛ1 +^2^2' 

j(a,p) 

AWj = \F^zdz+s[q^+(m^)-e[p^ ^P^\Y 

-е(а,р) 

j(a,p) 

/«2 = ^F2Zdz+s[q2 +qr\2)-e[p2 + P^i)' 
-e(a,p) 

В равенствах (9.14.4) для коэффициентов 
жесткости учесть, что е и координаты слоев Zi 
зависят от а и р. 

9.14.3. УРАВНЕНИЯ ТЕРМОУПРУГОСТИ 

Композиционные материалы обладают, 
как правило, низкой теплопроводностью и 
часто используются в конструкциях, подверга
ющихся кратковременому поверхностному 
нагреву, без специального теплозащитного 
покрытия. Одни композиты (на основе угле
родной и керамической матриц) предназначе
ны для работы в условиях интенсивного нагре
ва, другие (на основе минеральных волокон) 
используются для образования теплозащитных 
слоев. Температурное воздействие часто явля
ется расчетным для оболочек из композици
онных материалов и должно бьпъ отражено в 
описывающих эти оболочки уравнениях. 

При наличии температурного воздей
ствия соотношения (9.14.6) обобщаются сле
дующим образом: 

a i = ^ i i ^ i + ^ i 2 ^ 2 - ^ l T ^ ^ 

^2 = ^21^1 +^22^2 ^ ^ 2 т ^ ^ (9.14.7) 

Ti2 = ^33^12' 

где 7^ - температура, отсчитываемая от неко
торого начального значения, при котором 
температурные напряжения считаются равны
ми нулю; A\j^ А21 - коэффициенты, завися
щие от упругих характеристик и коэффициен
тов линейного температурного расширения (Xj.. 

Для изотропного слоя А^^ = A2J = 
= Ёа^{1+[х). 
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В случае композитного слоя, армированного 
под углами ±ф по отношению к оси а, 

4 x = ^1 («т 1 + ^AI2^T2) COS Ф + 

+ £'2(a^2"^^^2i^Ti)^i^ Ф; 

^2т = ^1 («т 1 + ^12«т2) Sin ф + 

+ £'2(а^2 •*'^^21^Tl)^^^ ^• 
Индексы 1 и 2 в правых частях уравне

ний относятся к направлениям соответственно 
вдоль и поперек волокон. 

С учетом (9.14.7) физические соотноше
ния (9.14.3) включают дополнительные слагае
мые 

1 = ^ 1 - ^ 1 т ' h = ^ 2 ~ ^ 2 т > 

(9.14.8) 
Силы и моменты, не имеющие верхнего 

индекса "т", связаны с обобщенными дефор
мациями соотношениями (9.14.3), а темпера
турные составляющие определяются равен
ствами 

s s 
В,^ = JA^ydz; i?2, = JA^ydz; 

-e -e 
s s 

Di^ = JA^^zdz; /)2T = JAjJ^zdz. 
-e -e 

Для тонкой слоистой оболочки, считая, 
что температура /-го слоя не меняется по его 
толщине. 

где 

/ •+1 . .^ ! ^ ^ ы\ 
[т = 1,2; г = 0,1). 

вают линейное расширение, определяемое 
коэффициентом ащ Уравнения, учитывающие 
воздействие влаги на композитные оболочки, 
получаются из приведенных выше, если заме
нить TndiW. 

9.14.4. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Конструкционные композиционные ма
териалы, как правило, считаются линейно-
упругими и не допускают больших деформа
ций, т.е. их использование обычно приводит к 
получению жестких конструкций, для описа
ния которых могут быть привлечены линейные 
уравнения, приведенные вьппе. Однако для 
композитных оболочек характерен один вид 
нелинейности, связанный с особенностями 
композиционных материалов. В связи с высо
кой прочностью материала стенка оболочки, 
спроектированной по условию прочности, 
часто оказывается достаточно тонкой и допус
кает изгибные деформации, приводящие к 
заметному изменению радиусов кривизны 
оболочки. Для приближенного учета этого 
эффекта третье уравнение равновесия (9.14.1) 
необходимо заменить следующим: 

да эр 
АВ\ 

1 д@ 
+-

А да 

( 

+ 5! 1 ае̂  1 ае 

1 

+7; 

где ©1 

1 

V^ Эа 

1 50 

В ар 

в ар 

+ АвГз = о, 

1 dw 
и е-, 

V 

(9.14.9) 
1 aw 

Уравнения равновесия имеют вид 
(9.14.1), только силы и моменты заменяются 
силами и моментами с верхним индексом "т", 
которые определяются равенствами (9.14.8). 
Геометрические соотношения (9.14.2) не из
меняются. 

Некоторые типы композиционных мате
риалов обладают свойством гигроскопичности. 
Под воздействием влажности И^они испыты-

R^ AdoL R2 В dp 
углы поворота касательных к осям соответ
ственно а и р. 

Все остальные уравнения системы 
(9.14.1) - (9.14.3) остаются без изменения. 
Естественные граничные условия следующие: 
на краю a=const 

7\ôw = 0; *S5v = 0; (Q^ - T^CÙ^ - Scùjôw = 0; 

М^бв^ = 0; ^ 0 2 = 0; 

на краю P=const 

Г20У = 0; S5u = 0; [Q2 - Т^а^^ - &)i)ôw = 0; 

il/2Ô©2 = 0; mè^ = 0. 
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Полезной расчетной моделью является 
безмоментная оболочка, стенка которой не 
обладает изгибной жесткостью. Принимая в 
физических соотношениях (9.14.3) коэффици
енты С и D равными нулю и учитывая нели
нейную форму уравнения (9.14.9), система 
уравнений нелинейной безмоментной теории 
композитных оболочек 

L^{T)+ABf^ = 0; L2{T) + ABf^ = 0; 
(9.14.10) 

( \ дв. 
= /з 

Т,д@, 

1 д@ 

А да \А да 

7̂ 2 502 

В дс, ) J? ар 
(9.14.11) 

1 ~ П^1 "'"'^12^2' 2 ~ 21^1 "*" 22^2' 

5 - ^^33^12' 
(9.14.12) 

1 ди 

А да 

1 dw 
82 = 

J5ap 
+ ^2iW + 

w 

R. 

AB ^10 ^ 1 

A да 
-\-Sf 

1 dS. 1 de, 

A да В dp 

Г20 д@2 

В ар 

L^(M) - ABQ^ = 0; LjiM) - ABQ^ = 0. 

Силы и моменты, входящие без нижних 
индексов "О", связаны с соответствующими 
обобщенными деформациями и с перемеще
ниями физическими и геометрическими соот
ношениями (9.14.2) и (9.14.3) и соответствуют 
малому дополнительному возмущению, нало
женному на докритическое состояние, которое 
определяется силами Т'ю, Тго» SQ. Поскольку 
эти силы учитывают условия нагружения обо
лочки, система уравнений устойчивости, опи
сывающая реакцию оболочки на дополнитель
ное возмущение, и соответствующая система 
граничных условий являются однородными. 
Согласно статическому критерию устойчивос
ти Эйлера критической будет первая (по мере 
того, как увеличивается внешняя нагрузка) 
комбинация докритических сил Т̂ о» ^20? ^^0^ 
при которой система уравнений устойчивости 
имеет отличное от тождественно нулевого 
(нулевое дополнительное состояние соответ
ствует исходной докритической форме равно
весия) решение, удовлетворяющее заданным 
граничным условиям. 

1 av 1 aw 
Si-) = + 1̂2 ^ i 2 W - ^ 2 i V . . 

Ада 2? ар 
(9.14.13) 

Обозначения для оператора L и коэффициен
тов Ai2 и А2\ были приведены выше в п. 
9.14.1. 

9.14.5. УРАВНЕНИЯ УСТОЙЧИВОСТИ 

Если в тонкой оболочке или пластине 
под действием внешних нагрузок возникают 
сжимающие нормальные и касательные силы 
7i=-7io, 72=-72о, S—SQ, ТО она может по
терять устойчивость. Критическая нагрузка, 
при которой это происходит, определяется на 
основе линеаризованных уравнений устойчи
вости в виде 

АВ АВ 
L,(T)^ — Q,=0; 1 2 ( Г ) + — G 2 = 0 ; 

R. 

да ар 
ZL+ZL 

^ 

Я Я •2J 

9.14.6. УРАВНЕНИЯ ДИНАМИКИ 

Уравнения движения могут быть получе
ны из уравнений равновесия (9.14.1) в резуль
тате добавления инерционных членов: 

^2, 
L^{T)+ — Q^-AB\ 

^1 

+ABf^ = 0; 

д^и д"®, 
^Р ~ Т ^ ^Р 2 " 

дг дг 

АВ д\ 
L^iT)^ Q2-AB В -—^С 

'dt' 

а 02 

+ABf2 = 0; 

1-(BQA+—{AQ)-AB\ 
да ар 

a^w 
-ABB^^ABf^=0; 

dt 

R^ R2J 
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2 2 \ 

Ôt Ôt j 

^ + П £_ 
Р̂ 2 Р 2 

дг дг 

L^{M)-ABQy -АВ\ 

+АВт^ = 0; 

L2(M)-ABQ2 -Ав\ 

+АВт2 = 0. 
(9.14.14) 

Силы и моменты связаны с деформация
ми, а деформации - с перемещениями физи
ческими и геометрическими соотношениями 
(9.14.2) и (9.14.3). При заданных внешних 
нагрузках /и m уравнения описывают вьшуж-
денные колебания, а если эти нагрузки при
нять равньв1И нулю, то можно найти частоты 
и формы свободных (собственных) колебаний 
оболочки. 

Инерционные свойства элемента стенки 
определяются коэффициентом В^, соответ
ствующим поступательному движению элемен
та (перемещения W, v, w), смешанным коэф
фициентом Ср, связывающим поступательное 
и вращательное движения, и коэффициентом 
Z)p, соответствующим повороту элемента 
(углам 0 1 и 02) . Для тонкой оболочки: 

Д 

^ Р = ^ Р 
г(1) 

г(0) 
'р ' 

(2) 

С =1^'^ 
р р 

где е^ р 
г(0) ' с 

' Р о 
Для слоистой оболочки 

к 

(^р-4 

h 
= jpz''dz (/- = 0,1,2). 

гС") =—&fr 
r + i ; 

r+1 

/=1 
где PI - плотность материала 1-го слоя. 

В прикладных задачах эффект связаннос
ти форм колебаний и инерцию поворота эле
мента стенки часто не учитывают, полагая 
Ср=0 и Dp=0. 

Глава 9.15 

ОПТИМАЛЬНЫЕ ОБОЛОЧКИ 

При проектировании оболочек опреде
ляются формы, распределение толщин, харак
теристики подкрепляющих элементов, интен
сивности и направления армирования, отве

чающие наилучшим значениям критерия каче
ства проекта или функции цели. Для оболоч
ки, рассматриваемой как механическая систе
ма, в качестве функции цели обьршо исполь
зуются ее масса, несущая способность, пере
мещение под действием заданной нагрузки 
(жесткость), низшие частоты собственных ко
лебаний. Наибольшее распространение полу
чили задачи проектирования оболочек мини
мальной массы. Этот критерий не только яв
ляется естественным для ряда областей техни
ки (авиации, ракетостроения, космонавтики), 
но и часто соответствует более общим эконо
мическим критериям (например, стоимости 
конструкции, затратам на ее создание и эксп
луатацию). 

9.15.1. ПРОЕЮПРОВАНИЕ 
ОБОЛОЧЕК МИНИМАЛЬНОЙ МАССЫ 

В общем виде задача проектирования 
оболочки минимальной массы m сводится к 
минимизации функционала 

т{5Лр) =jphdS, (9.15.1) 
S 

Варьируемыми параметрами или фазо
выми переменными являются форма оболоч
ки, площадь S ее поверхности, распределение 
толщины h(S) и плотности р (S) материала. 

Требования, предъявляемые к конструк
ции, накладывают ограничения (прямые или 
косвенные) на варьируемые параметры обо
лочки 

/ ; . ( 5 , Л , р ) < Л Д / = 1,2,...,/2), (9.15.2) 

где А^ - константы ограничений; п - число 
ограничений. 

В конкретных задачах неравенства 
(9.15.2) могут объединять ограничения разных 
типов. Это прежде всего прочностные ограни
чения, формулируемые в виде ограничений на 
напряжения: 

'К).л(<,») 
где G у- компоненты тензора напряжений; <т̂ у-

заданные константы (предельные напр51же-
ния). 

Примером интегральных 
являются ограничения на 
(податливость) оболочки вида 

ограничений 
перемещения 

{wqds < С, 

где W - функция прогибов; q - распределенная 
по поверхности оболочки нагрузка; С - задан
ная константа. 
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Обычны также прямые ограничения на 
варьируемые параметры задачи, например: 

Ô, < Л ( 5 ) < 0 2 , Pi < р ( 5 ) < Р 2 , 
где ôj,Ô2,Pi,p2 - заданные константы, огра
ничивающие значения функций распределения 
толщин и плотностей материала. 

Задача минимизации функционала 
(9.15.1) при полном наборе ограничений 
(9.15.2) не имеет общего решения. При прак
тическом проектировании оболочечных конст
рукций сложились два основных приближен
ных подхода. 

Один подход связан с вьщелением доми
нирующего "активного" ограничения. В прак
тических задачах ограничения (9.15.2) обычно 
не равноакгивны. Опыт и интуиция проекти
ровщика часто позволяют вьщелить основное 
доминирующее ограничение. Задача миними
зации функционала (9.15.1) без ограничений 
(9.15.2) имеет очевидное тривиальное реше
ние. Поэтому при единственном активном 
ограничении (9.15.2) оно должно вьшолняться 
как равенство. В этом случае задача (9.15.1) -
(9.15.2) сводится к поиску параметров оболоч
ки, удовлетворяющих активному ограничению 
как равенству. Наибольшее применение этот 
подход получил в задачах проектирования 
однородных оболочек с активным ограничени
ем по прочности оболочки, когда задача сво
дится к поиску равнопрочных оболочек, среди 
которых находится и оболочка минимальной 
массы. Можцо показать, что такой оболочкой 

является равнопрочная /'(ау-) = Л а^. во 

всем объеме, равнонапряженная (CTJ = ^2 ' ^^^ 
G Y и а2 - главные напряжения) оболочка. 

Другой подход связан с заменой задачи о 
минимизации функционала (9.15.1) с непре
рывными фазовыми переменными задачей о 
минимизации аналогичной по физическому 
смыслу функции конечного числа варьируе
мых параметров конструкции. В последнем 
случае задача может быть сформулирована в 
терминах, так называемого, математического 
программирования. 

9.15.2. РАВНОНАПРЯЖЕННЫЕ 
ОБОЛОЧКИ 

Для анализа условий равновесия равно-
напряженной оболочки произвольной формы, 
нагруженной равномерным давлением и крае
выми силами, применен принцип возможных 
перемещений. Пусть а,Р - координатные 
параметры оболочки. За возможные переме
щения принято поле перемещений w(a,P), 
v (a ,p ) и w(a,P) при котором объем W, огра
ниченный оболочкой, не изменяется и крае

вые силы не производят работу. Тогда работа 
внутренних сил на возможных перемещениях 

Ьи = Г | f(Se, +б82)йГ5' = nS, 

S 
(9.15.3) 

где Т=Ту=Т2 - силы в равно напряженной 
оболочке, приходящиеся на единицу длины; 
ÔSj,Ô82 - возможные приращения деформа
ций; bS - приращение площади поверхности 
оболочки. 

Работа внешних сил на возможных пере
мещениях ЪК=дЪ W, Тогда 

ÔW = ÔJ? = 755 = 0; Ô5 = О и S ^ extrem. 
(9.15.4) 

Таким образом, среди всех оболочек, 
нагруженных равномерным нормальным дав
лением и краевыми силами, ограничивающих 
заданный объем, равнонапряженная оболочка 
имеет минимальную площадь поверхности. 
Согласно принципу взаимности вариационно
го исчисления такие оболочки при заданной 
площади поверхности ограничивают наиболь
ший объем, т.е. обладают изоэпифанными 
свойствами. 

Из уравнения равновесия элемента рав-
нонапряженной оболочки, нагруженной рав
номерным давлением при Ôi=Ô2=ô, средняя 
кривизна поверхности оболочки 

/ 
Я = 0,5 

1 1 

^2) 
= 0 , 5 ^ / Г , 

(9.15.5) 

где Л], i?2 • главные радиусы кривизны обо
лочки. 

В частном случае оболочек постоянной 
кривизны /Г=0 (^=0). Такие поверхности, 
имеющие минимальную площадь среди всех 
поверхностей, ограниченных заданным про
странственным контуром, принято называть 
минимальными поверхностями. 

Для оболочек вращения справедливо 
геометрическое соотношение 

^ = ( / ? 2 - / ? i ) c t g e , (9.15.6) 
(В 

где 6 - угол между осью оболочки и норма
лью к ее поверхности. 

С учетом выражения для средней кри
визны (9.15.5) и соотношения /?2 - ^ / s i n G 
после разделения переменных в (9.15.6) и его 
интегрирования получается уравнение 

Яг^ - r s i n e + C ^ O . (9.15.7) 
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Уравнение (9.15.7) удобно для графичес
кого построения меридианов исследуемого 
класса оболочек вращения. 

Постоянная С определяется из условия 
2 

С ^г^- Нг^ при г = Гд sin 0 = 1, где Гд -
максимальное значение г. При минимальном 
радиусе {г^гЛ sinG = ±1 . Тогда 

^ = ('-н+'-в) 
-1 \-1 

(9.15.8) 

Равенства (9.15.8) определяют среднюю 
кривизну двух типов оболочек, соединяющих 
цилиндрические поверхности с радиусами Гд и 
Гв. Они обладают изоэпифанными свойствами 
и являются равнонапряженными, если при 
нагружении их внутренним давлением ^ к их 
краям приложены силы T^^5q/H. Их вес 
минимален для такой системы нагрузок. 

После подстановки в (9.15.7) оче
видного геометрического соотношения 

sin6 = i.(.f , где штрихом обозначена 

производная по осевой координате оболочки 
вращения у, получено выражение, удобное для 
аналитического определения координат мери
диана: 

,[гу] с - г \dr 

JrV^^-(c*-i 
(9.15.9) 

Интеграл в (9.15.9) может быть записан 
через эллиптические интегралы или взят чис
ленно. Формы меридианов, соответствующие 
решению уравнения (9.15.9), приведены на 
рис. 9.15,1. 

0,5q/H 

Рис. 9.15.1. Геометрия 
нагруженных равномерным 

оболочек, 
и 1фаевыми 

силами: 
1 - щишццр, H=0,S\ 2 - нодоид; 

3 - сфера, Я=1; 4 - ундулоид 

Известны другие примеры построения 
равнонапряженных оболочек (купола, находя
щегося под действием собственного веса; кап

леобразного резервуара, воспринимающего 
гидростатическую нагрузку; вращающегося 
диска). 

9.15.3. АРМИРОВАННЫЕ 
ОБОЛОЧКИ СОСУДОВ ДАВЛЕНИЯ 

Для любого деформируемого тела, нахо
дящегося в состоянии равновесия под дей
ствием заданной системы поверхностных на
грузок, справедливо соотношение 

\\\h^^Y^ -\\^^^^ (9.15.10) 
V s 

где ^\{ТЛ - первый инвариант тензора на
пряжений; F - вектор поверхностной нагруз
ки, отнесенный к единице поверхности S; F -
радиус-вектор. 

Для замкнутой оболочки произвольной 
формы, нагруженной равномерным внутрен
ним давлением ^, 

/ Я к +0^2^^ = ^ ^ - (9.15.11) 
V 

Объем материала оболочки сосуда давле
ния, образованного системой ортотропных 
лент, минимален, если их напряженное состо
яние однородно и главные напряжения в лен
тах равны некоторым предельным I а^ и a j . 
Объем материала такой оболочки минимален: 

V =3g}V /Ul+ol]. (9.15.12) 
Объем материала оболочки сосуда давле

ния, образованного системой равнонапряжен
ных лент (9.15.12), не зависит от формы обо
лочки (овалоид, сфера, цилиндр, тор) и 
свойств материала лент. Для оболочки враще
ния из одного семейства равнонапряженных 
лент меридиональные и окружные силы Т\ и 
72 связаны с напряжениями в ленте: 

Т^ / h = сА ces ф + Я, sin ф 1; 

T2/h = ^Asm ф+Х.со8 ф , 

(9.15.13) 
• * 

где Я, = а2 / CTj. 
В случае, когда ленты уложены по геоде

зическим линиям поверхности оболочки (рис. 
9.15.2), 

г sin ф = consî = Û sin ф д , 

где а - радиус экватора оболочки; ф^ - угол 
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между лентой и меридианом оболочки на эк
ваторе. 

у , 

г = 1 - максимальный радиус (у') = 0;; 

г = Гд^ - минимальный радиус (у'\ = 0;; 

г = Гд - точка перегиба меридиана; 

3(1-^) 
! 2-Х 

8 Ш ф д . 

Рис. 9.15.2. Оболочка вращения, армированная 
лентами 

Используя известные соотношения для 
;ил в безмоментных сосудах давления 

T,=0,5gR^HT2=Tj{2-R2/R,) 
(9.15.14) 

и выражения для радиусов кривизны, входя
щие в (9.15.14), 

0,6 

ом 

0,2 

R,--\ 

R2=-r\ 

1 + 

1 + 

МТУ-

\Ч 

r^-'sln Л ^ 

J(f-A) . 

Л-'О; 

^^а^ 

J0O 
•5-0 

0,2 0,4 Ofi 0,0 

(9.15.15) 
можно получить уравнение, определяющее 
форму меридиана оболочки, 

Рис. 9.15.4. Формы днищ равнонапряженных сосудов 
давления 

На практике оболочки такой формы ис
пользуют в качестве днищ сосудов давления. 
При этом для обеспечения непрерьшной гео
дезической намотки образующую днища на 

щ = -J- г dr 
участке г <г продолжают до 

г - (1 - >.) sin фд 
их 

-6 - г 
I 1-(1-X.)sin фд J 

(9.15.16) 

где г = г/а; у = у/а\ а>г>а^т<^^\у = 0 
и д;' = -00 при г=а. 

0,8 

0,6 

ОЛ 
О 0,1 0,4- 0,6 0,6 у 

Рис. 9.15.3. Форма меридиана оболочки 

Уравнение (9.15.16) при Фд t̂ О опреде
ляет неограниченно длинную гофрированную 
поверхность. Меридиан оптимальной оболоч
ки имеет три характерные точки (рис. 9.15.3): 

••1 V J 

Г = TQ = sin фд . Формы днищ равнонапря
женных сосудов давления приведены на рис. 
9.15.4. 

9.15.4. ОПТИМАЛЬНОЕ 
ПРОЕКТИРОВАНИЕ ОБОЛОЧЕК 

КАК ЗАДАЧА МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Формулировка задачи оптимального про
ектирования конструкции как задачи матема
тического программирования предполагает 
установление некоторой целевой функции G 
(критерия оптимальности), определяемой век
тором варьируемых параметров конструкции 

X = {xj,X2,. . . ,x^| , и отыскание значения 
— • 

X , определяющего экстремальное значение 
этой функции при соблюдении некоторых 
функциональных ограничений, наложенных на 
компоненты вектора X : 

X :G\X -^extr п лМ 
[к = 1,2,.,., WQ). 

<А, 
(9.15.17) 
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Форма конструкции и ее габаритные 
размеры, как правило, считаются заданными и 
не варьируются в процессе оптимизации, а 
варьируемые параметры Xi, Х2,.--, ^л представ
ляют собой структурные характеристики раз
личных конструктивных схем оболочек. 

Целевой функцией при проектировании 
силовых оболочек обычно является масса кон
струкции, а функциональные ограничения, как 
правило, сводятся к обеспечению ее заданной 
несущей способности и конструктивно-
технологической выполнимости. 

Проектирование оболочек может прово
диться с учетом нескольких расчетных случаев 
нагружения, отличающихся совокупностью 
компонент нагрузки. В этом случае оптимиза
ция осуществляется с условием обеспечения 
заданной несущей способности во всех расчет
ных случаях при учете всех возможных меха
низмов разрушения. В результате оптимизации 
могут бьггь получены параметры конструкции, 
не являющейся оптимальной в каждом из от
дельных случаев нагружения (недогруженной в 
отдельных случаях), но оптимальной по отно
шению к их совокупности. 

Расчет несущей способности при опти
мизации оболочек проводится, как правило, в 
предположении пропорционального нагруже
ния конструкции в каждом расчетном случае. 
Ограничения, связанные с обеспечением за
данной несущей способности, могут быть 
представлены в виде 

Pi'\x)>Pj (y = l,2,...,mi), 
(9.15.18) 

где Pj - действующее значение параметра на
грузки в у-M расчетном случае (nii - число 
учитываемых расчетных случаев нагружения); 

предельное значение параметра P]^>{X) 
нагрузки по /-му критерию исчерпания несу
щей способности для конструкции, определя
емой текущими значениями компонент векто
ра X, в у-M расчетном случае. 

Каждой конструктивной схеме оболочеч-
ной конструкции может бьггь поставлен в со
ответствие набор критериев Р '̂̂ , соответству
ющих различньп^ механизмам исчерпания 
несущей способности (прочностное разруше
ние, различные формы общей и местной поте
ри устойчивости, специфические виды разру
шения). 

Ограничения (9.15.18) в задачах проекти
рования оболочек, как правило, задаются ал
горитмами. Это обусловливает необходимость 
численного решения задачи (9.15.17) для кон
кретных значений габаритов оболочки, дей
ствующих нагрузок и характеристик материа
лов элементов заданной конструктивной схе
мы. Существенно осложняет поиск возмож

ность неединственности решения и локальных 
экстремумов. 

К настоящему времени создано и опро
бовано на конкретных задачах большое число 
методов и разработанных на их основе алго
ритмов решения задач математического про
граммирования. В практических задачах ши
рокое применение находят регулярные детер-
м про ванные, а также статистические методы 
поиска, позволяющие просто и эффективно 
решать задачи оптимизации при наличии це
лочисленных переменных, алгоритмических 
ограничений, локальных экстремумов. 

Гладкая армированная цилиндрическая 
оболочка. При оптимизации многослойной 
цилиндрической оболочки, каждый слой кото
рой состоит из набора одинаковых элементар
ных монослоев волокнистого композиционно
го материала (однонаправленных либо пере
крестно-армированных), варьируемыми пара
метрами являются толщины отдельных слоев 
(определяемые дискретными характеристи
ками - числами элементарных монослоев), а 
также углы их ориеьггации : 

X = {лрф^}^, / = 1 , 2 , . . . , т 2 , 

(9.15.19) 
где /«2 - число слоев. 

Целевая функция масса оболочки 

_ '"2 
С?(Х) = 27СЛ1^]А2Д.Р^., (9.15.20) 

/=1 

где L - длина оболочки; Л/ и р^ - соответ
ственно толщина элементарного монослоя и 
плотность материала /-го слоя. 

Ограничения задачи оптимизации 
(9.15.18) определяются в данном случае усло
виями прочности и устойчивости конструк
ции. Прочность многослойного пакета обус
ловлена структурой пакета и предельными 
напряжениями для каждого слоя. В простей
шем случае критерий разрушения может бьггь 
принят в виде 

42 <F, 12' 
где (Ti, G2, Ti2 - напряжения в направлении 
армирования монослоя, в поперечном направ
лении и сдвиговые; F - соответствующие пре
делы прочности. 

Предельное значение параметра нагрузки 
по устойчивости многослойной оболочки в 
каждом расчетном случае может быть опреде
лено как произведение наименьшего из соб
ственных значений, соответствующих различ
ным комбинациям параметров волнообразова-
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ния, на понижающий коэффициент, учитыва
ющий влияние несовершенств реальной обо
лочки. 

При действии на оболочку в у-м расчет
ном случае осевой сжимающей силы Nj и 
внешнего давления Qj собственные значения 
параметра нагрузки Pj определяются решени
ями уравнения 

det [A-BJP\. 
«11 

«21 

«31 

«12 

«22 

«32 

«13 

«23 

«33-^зЧ. 

= 0. 

(9.15.21) 
Здесь 

h\ = ^11 
' тп ^ 

L ) 
+ В 

^п^' 
33 

U 
т% п 

^п "^^зз)——; 
L R 

ттс 

L 

Д 12 + с, 
ftlTZ 

11 
I L 

+ С 
' п ^ 

12 
R) 

+ 2С 33 

г Л2 
п 

KRJ 

^22 = ^ 2 2 
^п^' 

R) 
+ В 

f N 2 
ÏYTK 

33 
l L 

M, 

M. 

M, 12 

B, Д 12 

в 22 

0 

0 

Д •33 

2̂3 
n 

3̂2 

4-С 22 

B^ 22 +c 
' //27C 

R 

+ 2C 

12 

3̂3 

+i>1 

R 

R) 

2 
-I- — 

R 

33 
/И7С 

l L ) 

\2 

-12 

2 
/Я7С 1 ^ +C 

^ I 
22 

/И7С 

l L ) 
{Щ2+Щ3) 

НТК 

L J 

W„>2 
Rj 

+D U^' 
22 

R) 

JJ) ЛЛ _ H/i 
^33 

27Ci? 

тж 
V 1 

(7) / 

Л 
(9.15.22) 

где H/j ,\|/2 - безразмерные коэффициенты, 
определяющие соотношение компонент на
грузки в У-м расчетном случае; 
Nj=^v\^^Pj;qj=^V2^Pj/R^; т и п -
числа соответственно полуволн в осевом на
правлении и волн по окружности для очеред
ной собственной формы. 

Величины В, С и Z) в (9.15.22) являются 
жесткостными характеристиками многослой
ного пакета, определяющими связь между 
внутренними силовыми факторами (погонные 
силы Т и моменты М) и деформациями г и 
изменениями кривизн ав оболочки 

-11 

-12 

-12 

-22 

д п 
11 

О 

О 

^33 

О 

О 

D 33 

1̂ 

У\1 

ае 

ае̂  

2ае 12 

причем ось " 1 " совпадает с осью оболочки, а 
перекрестно-армированные слои расположены 
симметрично относительно этой оси. 

В большинстве случаев возможно только 
численное решение задач оптимизации оболо
чек. Одним из немногих исключений является 
оптимизация удлиненной тонкостенной обо

лочки (трубчатого стержня) из изотропного 
линейно-упругого материала при действии на 
нее равномерной осевой сжимающей нагрузки. 
Это задача об отыскании совокупности варьи
руемых параметров конструкции (J^ Л), обес
печивающей минимальную массу: 
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G{R,h) = InLpRh. (9.15.23) 

Ограничения сводятся к обеспечению за
данной несущей способности, определяемой 
наименьшей из предельных нагрузок, соответ
ствующих рааш1чным механизмам исчерпания 
несущей способности конструкции: 

прочностного разрушения 

F<R 
пр 

Iwcy^Bh; (9.15.24) 

общей (стержневой) потери устойчивости 

(9.15.25) 

местной (оболочечной) потери устойчи-

P<pf = k . ^ " ^ Л^, (9.15.26) 

JÇV) 
где Р - заданная осевая сжимающая сила; а^ -
предел прочности; к - понижающий коэффи
циент, отражающий влияние несовершенств 
реальной оболочки; в практических расчетах 
AF=0,25. . .0,8. 

Формула (9.15.25) справедлива для гра
ничных условий шарнирного опирания на 
торцах стержня, (9.15.26) - для граничных 
условий, когда не допускаются окружные и 
радиальные перемещения и разрешены осевые 
смещения и пово]рот торцов оболочки. 

а) S) 
Рис. 9.15.5. Случаи взаимного расположения 

функций-ограничений по прочности общей и местной 
устойчивости 

На рис. 9.15.5 показаны два возможных 
случая взаимного расположения функций -
ограничений по прочности 7, общей 2 и мест
ной 3 устойчивости для фиксированного зна
чения целевой функции (9.15.23), определяю
щего связь двух варьируемых параметров, так 
что кривые построены в зависимости от одной 
величины К 

Решением задачи оптимизации является 
зависимость минимально возможной массы 
конструкции Ĝ min от действующей на нее 
нагрузки Р\ 

^min 
1,302(1-ц^]^Л 

Р'^при 

в ^ 

pZ 

%кЕ 

4 
Р при Р > W^> \L' 

ккЕ 
(9.15.27) 

При малых значениях заданной нагрузки 
Р, когда справедлива первая зависимость 
(9.15.27), конфигурация ограничений соответ
ствует рис. 9.15.5, а, и оптимальная конструк
ция определяется единственной совокупнос
тью варьируемых параметров: 

R = 0,394-
k''L' Д . 

1 - ц 2\/П^У: 

л = 0,525- .Уг 
кУ^ЕУ^ 

Эти параметры соответствуют точке А. 
С увеличением нагрузки Р, когда вьшол-

няется второе условие (9.15.27), минимум мас
сы конструкции достигается при любом наборе 
параметров В^ Л, соответствующем участку 
линии ВС на рис. 9.15.5, при соблюдении 
условия Rh = Р / {2%сЛ: 

Re 
L Па^^ 1 кЕР 
п Ï Е ^ в | 2 7 г ^ з ( 1 - ц ^ 

he 
PMl-v' 'К Р Е 

2%кЕ 2agZ V 2^^ 

Подкрепленная многослойная цилиндри
ческая оболочка. ВарьируемьЕ^и параметрами 
при оптимизации подкрепленной цилиндри
ческой оболочки наряду со структурными ха
рактеристиками многослойной обшивки явля
ются параметры, характеризующие число, и 
размеры подкрепляющих элементов: 
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{/^/,Ф/,' m'^\zf^^, (9.15.28) 

где /=1,2,..,,/W2; /:=1,2,...,/W3; I^IX-M^\ 
/и̂ ,̂ ) - число подкрепляющих элементов А:-го 
семейства; /Из - число семейств подкрепляю-

(it) 
щих элементов; Z/ - величина, характеризу
ющая размер сечения подкрепляющего аче-

, ^ (А:) 
мента л-го семейства; т^ - число варьируе
мых размеров сечения элемента к-то семей
ства. 

G[X)=2жн1^п^?, +i;^4''*jp*^*' 
(9.15.29) 

/-1 

m.F,\zf] площадь сечения подкрепля

ющего элемента к-ю семейства, определяемая 
(А:) текущими значениями переменных Z/ ; Pjt -

плотность материала элемента; Ij^ - длина эле
мента к-то семейства. 

Наиболее типичными вариантами под
крепленных оболочек являются: стрингерно-
шпангоутная и со спиральными ребрами. 

Ограничения (9.15.18) определяются ус
ловиями прочности обшивки и подкрепляю
щих элементов, общей и местной устойчивос
ти конструкции, а также наличием специфи
ческих форм разрушения, зависящих от типа 
подкреплений и материалов конструкции. Для 
стрингерно-шпангоутной оболочки условия 
прочности находятся в предположении о со
вместном деформировании обшивки и под
крепляющих ребер. Нагрузки распределяются 
между элементами конструкции пропорцио-
Hajn>Ho их жесткостям; предельное значение 
параметра нагрузки определяется сравнением 
действующих и предельных напряжений для 
многослойной обшивки (см. вьппе) и ребер. 

Предельное значение параметра нагрузки 
по общей устойчивости оболочки может быть 
получено в рамках континуальной модели 
("размазывание ребер") аналогично (9.15.21) с 
учетом жесткостных характеристик подкреп
ляющих элементов: 

^11 = A l + ^1^1 ' ^П = ^ 2 ' 
2%R 

^22 = ^22 ^ ^2^2' Аз = А з ' 

^11 - ^11 ^ A^l^Ol ' ^12 - ^12' 
2nR 

^22 ~ ^22 "̂  ^ 2 ^ 2 ^ 0 2 ' ^33 ~ ^33 ' 

D -D^ . ^ . , ( / j + -^2*02 ; D.. = D 

где B^^ C^ и D ^ - жесткостные характерис
тики многослойной обшивки относительно ее 
внешней поверхности; П\, «2 - число соответ
ственно осевых и кольцевых ребер; £i, Fi и Ji 
- соответственно модуль упругости, площадь и 
центральный момент инерции сечения про
дольного подкрепляющего элемента; £2^ Fj и 
/2 - соответственно модуль упругости, пло
щадь и центральный момент инерции сечения 
кольцевого подкрепляющего элемента; HQI И 
^02 " расстояние от внешней поверхности об
шивки до центра тяжести сечения соответ
ственно продольного и кольцевого ребра. 

Предельное значение параметра нагрузки 
может быть получено умножением верхнего 
критического значения на коэффициент ус
тойчивости к. 

Возможные формы местной потери ус
тойчивости подкрепленной оболочки зависят 
от вида и расположения подкрепляющих эле
ментов и способа крепления к их обшивке. 
Наиболее характерны такие формы, как потеря 
устойчивости обшивки между ребрами под
крепляющих элементов. 

Местная потеря устойчивости обшивки 
для стрингерно-шпангоутной оболочки пред
ставляет собой потерю устойчивости прямоу
гольной в шшне цилиндрической панели, раз
меры которой определяются расстоянием меж
ду соседними ребрами. Критическое значение 
параметра нагрузки в этом случае можно по
лучить аналогично (9.15.21), причем в форму
лы (9.15.22) вместо размеров L и R подстав
ляют величины /i (расстояние между соседни
ми кольцевыми ребрами) и /2/я (/2 - расстоя
ние между соседними осевыми ребрами), а 
величина V|/| пересчитывается пропорцио
нально доле осевой силы, приходящейся на 
панель обшивки. Следует отметить, что во 
многих случаях оболочка может сохранять 
несущую способность и после местной потери 
устойчивости. 

Различают два типа местной потери ус
тойчивости подкрепляющих элементов ребер. 
В случае тонкостенного сечения ребра воз
можна потеря устойчивости полок профиля и 
критические напряжения потери устойчивости 
определяются для удлиненной пластины, сжа
той вдоль длинной стороны, а граничные ус
ловия - особенностями конкретного профиля. 
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Если подкрепляющие алементы приклеены к 
обшивке (характерно, например, для компо
зитных подкрепленных оболочек), то возмож
на потеря устойчивости элементов ребер с 
разрушением связующего слоя между обшив
кой и ребром. Критические значения парамет
ра нагрузки в этом случае зависят от величины 

удельной работы разрушения у материала свя
зующего слоя. 

Для оценки критических нагрузок мест
ной потери устойчивости элементов продоль
но поперечного силового набора могут быть 
использованы формулы: 

при потере устойчивости продольных ре
бер 

pU) 
пр 

^\' 

'^^^.^ЬАЕ; E^h 

2%R 

при потере устойчивости кольцевых ребер 

1 + 

0 О 

E^hL 

«2^2^2 

^f о 
n^E^F^ 1 + 
E^hL 

(9.15.30) 

pU) 

IC2E2J 
• д/2у^2^2 E'^h 

^ 1 -
0 о 

InRE^h 
1+-

Здесь Al и А2 - обобщенные характеристики 
соответственно осевой и окружной податливо
сти; 

А=- 1 'Ч 

m 

E2F2 

iTzRE^h 

О о 
^12^21 

Л 

LE2h 
1 - -

\+E2hL / «2^2^2 J 

О о 

\+2%REih/n^EiFi 

b\^ Z>2 - ширина соединительного слоя между 

обшивкой и ребром; iSj ,2:2 »М'12'И'21 " техни
ческие константы жесткости многослойной 

* * 
обшивки; А - ее толщина; / j и / 2 - наи
меньший момент инерции сечения соответ
ственно продольного и кольцевого ребра; к\^ 
к2 - коэффициенты гранюшых условий. 

Как правило, высота ребер больше их 
ширины, и их изгиб происходит в касательной 
плоскости. В этих случаях значения к\, к2 
зависят от конструктивного оформления места 

^? О 
\'2\ 

2кЯ 
InRE^h 

(9.15.31) 

пересечения ребер и изменяются от к^ 
(шарнирное опирание) до 4к^ (жесткое за
щемление). Если геометрия сечения ребра 
такова, что изгиб происходит "из плоскости", 
следует принять коэффициент равным 4к^. 

При проектировании оболочек со спи
ральными ребрами обычно делается допуще
ние о безмоментном напряженном состоянии 
ребер. В этом случае напряжения в ребре а^ и 
обшивке a i , а2 следующие: 

^Л Р '^ 

2%Rh^ 
(J) ( 2 vj/j icos a - 0 . 2 , |ij2 sin a I X 

г / rO U) 2^^-^ ( • 2 0 2 
xE^ / E^ + \|/2 —TT- sin a - 1121 ces a 

SJ) p.p 

iKRh 
JJ) . ^s v|/j" +—~\ sm a -

0 2 Y U) ' 2 (;•) 2 
-fi2iCos a v|/i sm a-701/2 ^^^ ^ 
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JJ) ^Л 
iKRh 

Щ2 
(Л 

ces а -
1̂ 

-^j2Sin a l 7uv|/2 COS a-vj/ j sin a l 

4 = l+^^iœs a/Щ -lp.12^ ^^^^ ^/Щ-

+sin a / ^ 

^„ = n E F I ;LR/icosa, (9.15.32) 

где /2j - число пар спиральных ребер; E^^i F^ 
- соответственно модуль упругости и площадь 
спирального ребра; а - угол наклона ребра к 
оси оболочки; положительные значения на
пряжений в (9.15.32) соответствуют растяже

нию, а нагрузок при определении v|/| ,v|/2 -
сжатию. 

Следует иметь в виду, что при увеличе
нии угла а и уменьшении длины свободного 
участка ребра формулы (9.15.32) могут давать 
значительную погрешность ввиду неучета из
гиба ребер. 

Критическое значение параметра нагруз
ки по общей устойчивости оболочки со спи
ральными ребрами определяют согласно 
(9.15.21), причем жесткостные характеристики 
оболочки в (9.15.22) находят с учетом допол
нительного условно-однородного слоя ребер 
со следующими жесткостными характеристи
ками: 
В^^ = E^hcœ а; Ву^ = E^hsin acos а; 

В^г = È^hsin а; ^33 = ^ j^ s in a c o s а. 
Критическое значение параметра нагруз

ки местной потери устойчивости для оболочки 
со спиральными ребрами 

pU) 
пр 

n^b^&m^a/UB^ + lRT^ 

V/̂  2 0 . 2 
COS а - p,j2 s ^ « ) / 

2кНЕл •^[^' [si sm a 0 2 
•Ц21 ^OS « ) / 

hE:^ 

r,=yfibJ~Ë^, 
(9.15.33) 

где b^ - ширина спирального ребра в месте 
контакта с обшивкой. 

Если ребра не связаны с обшивкой, то 
следует положить в (9.15.30), (9.15.31), 
(9.15.33) у=0, что соответствует нижней оценке 
предельной нагрузки местной потери устойчи
вости элементов ребер подкрепленной оболоч
ки. 

Для композитных оболочек со спираль-
ньв1и ребрами, выполняемых намоткой, ха
рактерна специфическая форма разрушения 
ребер, связанная с расслаиванием однонаправ
ленного материала при сжатии в направлении 
армирования. Предельное напряжение 

VsJArVs формулу (j^ = 3,64JE' V ' при 

к E 
a = 

[ l 
1 - ^ 

H) 

J 

o r ? 

(9.15.34) 

где y и E - соответственно удельная работа 
разрушения и модуль упругости материала 
стержня в направлении армирования; I и H -
соответственно длина и толщина участка реб
ра; HQ - толщина отслаивающейся части. 

Предельное значение а получается при 
численной минимизации (9.15.34) по парамет
ру HQ. ДЛЯ случая h()«H можно использовать 

/00 

50 

О J 6 8 N,MH 

Рис. 9.15.6. Зависимость минимальной массы 
цилиндрических оболочек, подкрепленных 

спиральными ребрами, от действующих нагрузок: 
/ - R/L=0,5- 2 - R/L=l', 3 - R/L=hS 

Оптимизационный расчет подкреплен
ных оболочек иллюстрируется зависимостью 
минимальной массы конструкции от действу
ющих нагрузок (рис. 9.15.6). 

При расчете ставились ограничения по 
прочности ребер и обшивки, местной устой-
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чивости элементов ребер и общей устойчивос
ти оболочки, учитывалась также возможность 
расслаивания материала ребер: 

Ei=90 ГПа, Е2=9 ГПа, C?i2=6,5 ГПа, 

Ц12=0,2, /Vi=500 МПа, /11=250 МПа, 

/-+2=300 МПа, /'.2=150 Мпа, 

/2=45 МПа, р=1450 кг/мЗ; 
величины удельной работы разрушения для 
материалов ребер и связующего слоя прини
мались равными 0,1 кДж/м2. 

Исследование предельных зависимостей, 
показанных на рис. 9.15.6, и сравнение их с 
аналогичными зависимостями, построенными 
для других типов оболочек, позволяет оценить 
области рационального применения каждой 
конструктивной схемы. 
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Р а з д е л 10 

ТОЛСТОСТЕННЫЕ ЦИЛИНДРЫ И ДИСКИ 
Глава 10.1 

ЦИЛИНДРЫ 
С ПОСТОЯННЫМИ ПО ДЛИНЕ 

ОСЕСИММЕТРИЧНЫМИ НАГРУЗКАМИ 
10.1.1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Деформации в радикальном г^ » о1фуж-

ном 80 и осевом 8^ направлениях следую
щие: 

du 
^ ^ = ^ ' 

80 =1//г; 

dw 

(10.1.1) 

(10.1.2) 

ще G^^UQ^G^ - соответственно радиальные, 
о]фужные и осевые напряжения (рис. 10.1.1); 
аТ - температурная деформация. 

Условия равновесия элемента цилиндра 

^ + 1 ( с т , - а в ) + ро)2г = 0, (10.1.5) 

ще © - частота вращения цилиндра. 
При построении решения потребуются 

обратные соотношения упругости ; 

Ъ\1Е ст_ = 8г +-7 Г7 г8 а / : 
'• 1 + ц '• (1-нцХ1-2ц) 1 - 2 ц ' 

(10.1.6) 

8^ = —- = в = const, (10.1.3) 

где и{г) - радиальное перемещение. 
Соотношение упругости для изотропного 

материала: 

ее = ^ = (<̂ в - ^^(^г + ^г)) + а ^ ; (10.1.4) 

^^ " ^ " ( ^ ^ - ц ( а ; . + а 0 ) ) + а Г , 

СГ0 =7^^—^е + 
Ъ\хЕ 

-8 - - - а Г ; 
1 + ц « (1 + ц) (1-2ц) 1 - 2 ц 

(10.1.7) 

- е , +• 
Зц£' 

ге--—-г—аТ, 
" ^ - 1 + ц ^ ^ ^ ( 1 + ц Х 1 - 2 ц ) ^ 1 - 2 ц ' 

(10.1.8) 

ще 8 = — ( 8 ^ + 8 0 + 8 ^ ) - Средняя деформа

ция. 
Соотношения упругости для ортотропно-

го материала: 

сТг CTû а - ^ 

^ г ^е ^ г 
(10.1.9) 

Ej. EQ 

(10.1.10) 

^ 0 ^ ^Z 

^ г ^ е ^z 
(10.1.11) 

Уравнения содержат шесть независимых 
Рас 10.1.1. Напряжения, дейсгвуюпще в щинвдре параметров, так как 
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^r ' ^z ^r ^z 
Pe 

EQ Ef. E^ Ef. E^ EQ 

(10.1.12) 
Обратные соотношения упругости 

G г =AiiBr -^AI2SQ + 4 З 8 ^ -f^rT; 
(10.1.13) 

(10.1.14) 

^Z = ^Sl^r + ^3226 + ^33Sz - Рг^-
(10.1.15) 

Здесь 

41=-^{1-ивгМ; 
г» 

^12 =̂  ^21 ^'J^i^f^'^ \^rz^z!d)l 

E 
4 з = ^31 = -^{^*rг + И;вИвг); 

E 

^23 = ^32 = -^(Ивг + ^̂ вr̂ ;̂г); 

^33 =-^(1-»ААвк^0г); 

2) = 1 - 2ц;еЦв^И^ - ^̂ /еИвг - Ие^И^ - ^zr^rz-
(10.1.17) 

Температурные коэффициенты. 

Рг = ^ l i a r +^12ав +^13»^^ 

Ре =^2iar +^22ав +^23»^» (10.1.18) 

Pz =^3 iar +^32а0 +^33»^-

Дифференциальное уравнение относи
тельно и(г) получается после внесения в 
(10.1.5) соотношений упругости и зависимо
стей (10.1.1) - (10.1.3). 

10.1.2. ИЗОТРОПНЫЕ ЦИЛИНДРЫ 
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ДАВЛЕНИЯ 

НА ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ПОВЕРХНОСТЯХ И ОСЕВОЙ СИЛЫ 

Краевые условия на внутреннем а и 
внешнем b радиусах заданы: 

т т т т т Т т т т т т т 

1Г 
•о 

^ 

шмш 
А AЛ^Л/f' fAA/f4^ 

. ^ ^-

Рис. 10.1.2. Циливдр, ншружевный давлением 
ЕШ цилиццрических поверхностях и осевой силой 

(10.1.19) 

где РауРь - давление на цилиндрических 
поверхностях (рис. 10.1.2). 

Напряжения в изотропном цилиндре при 
постоянных значениях ^ и |л : 

^г{г) = Ра-т-Ь^^а" ^--т\-Рь Ь^-а^ 

.п4\ (10.1.20) 

«^вИ = Ра Ь^-а^ \ r'-J -Рь Ь^-а^ 

X 1 + -

.{'•) = 

г 
N 

i(b^-a^)' 

(10.1.21) 

(10.1.22) 

В сплошном изотропном цилиндре 

(10.1.23) 
Упругие перемещения в изотропном ци

линдре 

аЩра-Рь)1 

„(Л = ijlii£_££jl*!£iL;. + i ± i i 
E 

b^-a^ r EiA (b^-a") 
r. 

(10.1.24) 
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В сплошном цилиндре в формуле 
(10.1.24) следует положить а = О . 

10.1.3. ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ 
В ИЗОТРОПНОМ ЦИЛИНДРЕ 

Температурное поле предполагается осе-
симметричным. Параметры упругости посто
янны вдоль радиуса. Температурные напряже
ния в полом цилиндре при свободных торцах: 

"W-î^{^W^ 
1-Зц+(1 + ц ) ^ + (l + ^) f (r ) . 

1 - Ц ^<')7^.^г ->-\-П') 
(10.1.25) 

Овг = 1-ц 

+ F{r)-a.T-

' •WFT^Î ' '^4'* 

(10.1.32) 
Равенство (10.1.32) справедливо и для сплош
ного цюшнцра, если положить а = 0. 

10.1.4. НАПРЯЖЕНИЯ 
ВО ВРАЩАЮПфМСЯ ИЗОТРОПНОМ ЦИЛИНДРЕ 

При вращении цилиндра с угловой ско
ростью ш напряжения Г 

8 { 1 - ц ) ' pa^la^+b^-:L^-r' 

(10.L26) (10.1.33) 

Е 
^ 1 - ц 

где 

Ите̂  -аТ , (10.1.27) 

3 - 2 ц гГ 2 u2 о?-Ь^ 

_ Ь н 2 и 2 I (10.1.34) 

F{r) = -^jnxTdr. (10.1.28) 
4(1-ц) 

^.^ '̂ p « > V + * ' -2r2) -

Для сплошного цилиндра 

Е 

(10.1.35) 

а^ = т ^ И * ) + /-(г) - аГ]; (10.1.29) 

-.=Аи*)-«7'1. 

Перемещение, связанное с вращением 
цилиндра, 

и{г) = 3 - 2 ц /ро-' 
8(1-ц) Е [ 3 - 2 и ^Р**')* 

1 + Ц 21.2 1 - Ц - 2 ц 2 
г̂  3 - 2 ц 

(10.1.36) 
где 

'W-M пхгаг. (10.1.30) 

На внешней поверхности цилиндра как поло
го, так и сплошного 

^^{b) = o^{b). (10.1.31) 

Перемещение, связанное с нагревом цилиндра. 

Для сплошного цилиндра следует поло
жить в предыдущих формулах а = 0. 

10.1.5. ЦИЛИНДР 
С ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМИ ДЕФОРМАЦИЯМИ 

Уравнения упругости ; 

Вг = \^г - ц К + <1г)) + 4\ (10.1.37) 

8в=;|г(<^в-иК+<^г)) + е2; (10.1.38) 
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Е, = 1 ( а , - ц ( а , + а е ) ) + 8?, (10.1.39) 

где 8^,80,8^ - дополнительные деформации. 
Сущность дополнительных деформаций 

не конкретизуется. Например, может рассмат
риваться первоначальная пластическая дефор
мация при обдуве шариками поверхности ци
линдра. Температурные напряжения получают 
при 

8 0 = e g = g O ^^j (10.1.40) 

Ф(г)=и(8?-82)^г. 

Напряжения ; 

(10.1.44) 
При отсутствии осевой деформации 

(цилиндр между двумя абсолютно жесткими 
плоскостями) следует положить е = 0. При 
свободных торцах цилиндра постоянная е 
определяется из условия 

b 
27С J а^/г/г = 0. (10.1.45) 

cir = 
~2ц 

(10.1.41) 

Напряжение 

а . =-
2Ь ^К)-т^ф(»)]-

•'в 1 + ц 'rT^HWf^ 
:ф{*)-ф(ф/-(,)^Ь^ф(,). 

^Ф{г)-/(г).в?-в«]; 

1 + ц 
2\U) 

(10.1.42) 

1 + Ц^ 

а J 
(10.1.46) 

Для сплошного цилиндра в формулах 
(10.1.41) - (10.1.45) следует положить а = 0. 

10:1.6. ЦИЛИНДРЫ С ПЕРЕМЕННЫМИ 
ПАРАМЕТРАМИ УПРУГОСТИ 

Модуль упругости Е и коэффициент 
Пуассона |л переменны по радиусу. На осно
вании уравнения совместности деформаций 

: jrM = e, 

-Ц-т^^<г)^4-4 
dr 

(10.1.47) 

+ Ее, 

(10.1.43) 
ще ^ - осевая деформации. 

В равенствах (10.1.41) - (10.1.43) 

а 

ф(г) = -1-|др(г>/г; 
а 

ИЗ уравнения равновесия (10.1.5) получается 
интегральное уравнение относительно 

у(г) = Св('-)-а,(г) (10.1.48) 

следующего вида: 

(10.1.49) 
где 

а а 
X y{r)dr; 
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L = '-^p.y-a'). Еа=-

/ l = 
t ^0 ; цо = 1"ц' 

(10.1.50) 
Решение уравнения (10.1.49) 

у = Fj •¥ F^ -f FiGf.^ + F2OQQ + i^3^. Рис. 10.1.3. Бимет&пличесгай цилиндр 
(10.1.51) 

Здесь 
Напряжения в стенках цилиндра ' 

при / = T,(ù, 1,2,3. X —£,2 - {aiTi - 0 2 Г 2 ) — х 
(10.1.52) Al ^ ^ ' ' . .,^^ 

Ряд (10.1.51) Неймана сходится после ^ г и w и ^3> (10.1.55) 
трех-четьфех приближений. Е\"\ "*" ^2^2 

Радиальное напряжение из равенства 
(10.1.5) "^«=^i^^^^^^~(^^-^^)^ 

в «2 ^2 

(10.1.53) х ^ ^ ^ 1 ^ 4 з ; (10.1.56) 
В задаче для трех неизвестных пара

метров (Уга^^да и ^ имеются три граничных =/^м - м ^д —^ + — ^ -
условия,' ^1 ^1 

é (10.1.57) 

где Oray^rb ^ iv - заданные соответственно v А ^ ^/zj ^̂ Л̂  4-^2^2 
радиальные напряжения и осевая сила. (10.1.58) 

10.1.7. БИМЕТАЛЛИЧЕСКИЕ ЦИЛИНДРЫ Здесь безразмерные коэффициенты ; 
Тонкостенная труба испытывает нагруз

ки: внутреннее давление q, осевую силу N ^̂  = — [ ( ^ 1 ^ 1 ) ^ ( 1 - Цг) + ^ Л ^ 2 ^ 2 ^ 
(на единицу длины, полную осевую силу H L V / 
2nrN\ температурные деформации х ( 2 - ц , Ц 2 - Ц ? ) + (^2^2^(1-Ц1Ц2)] 
ai7i ,a272 (рис. 10.1.3). ^ ! ^ ' ^ 'J 

Средний радиус цилиндра 

г = 0,5(г1 + Г2> ^2 = -jjEihE2h2, 
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4з = -^[БЛ{1 + Ц2) + ^2^2(1 + ^̂ l)] X 

X (E^hi + J?2^2); 

X (1 - И1Ц2)]; 

X (1 - Ц1Ц2)]; 

Я = (J^iAi)^(l - ixj) + 2^i/riJ?2^2(l - Ц1Ц2) + 

-ь(^2Л2)'(1-Ц?). 

(10.1.59) 
Радиальными напряжениями ( â ;. < ^, 

a 2/. < ^ ) пренебрегают. 
При одинаковых коэффициентах Пуас

сона 

Ш = Ц 2 (10.1.60) 

формулы (10.1.55) - (10.1.58) значительно 
упрощаются: 

г E\h\ ai7i --ао7% 
^̂  ^hiEihi+E2h2 1 - ц 

Ji 1̂ 1 ̂ 2^2 ^ (10.1.61) 

<̂ 2в = ^-:—„ . ^ 1 . + — -̂̂  ^-^ X 
/ï2 ^i/li -*- ^2^2 ^ "" И 

^1^1 ̂ 2^2 ^ . 

^1^1 + ^ 2 ^ 2 ^2 
(101.62) 

Œi. = ^^ ^—i ^ - ^ X 
^̂  /il J î/li + ^2^2 1 - 1̂  

ExhiEihi 1 . 

Eihi + j&2̂ 2 h ' 
(101.63) 

^ЛГ ^2^2 ^^xTl-^lTl.^ 
^^ Л2 ^i/ii 4- Eihi 1 - Ц 

EihiE2h2 1 
-Ê̂ j/Zj + Е2^2 /̂ 2 

(10.1.64) 

Если цилиндры находятся в пласти
ческой области, то соответствующим образом 
модули упругости заменяются на секущие мо
дули. Следует отметить равенство окружных и 
осевых температурных напряжений 

GiQf =OI^T; G2QT =^lzT' (10.1.65) 

10.1.8. ДЛИННЫЕ ОРТОТРОПНЫЕ ЦИЛИНДРЫ 

с помощью соотношений п. 10.1.1 полу
чается дифференциальное уравнение (при 
постоянных параметрах упругости) 

d'^u 1 du А22 и _ 1 
dr^ г dr Ayy г А 

+1(р,-Рв)г 
11 ^ ^11 

Аг ~ 2̂3 g 
An г 

ii^rTh dr 

(10.1.66) 

Рассмотрим случай, когда нагрев и осе
вая деформация отсутствуют (̂  = 0) . Цилиндр 

находится под давлением р^ и р^ на цилин
дрических поверхностях, торцы цилиндра не 
имеют осевых смещений (рис. 10.1.4). Напря
жения * 

^г = Ра 
L-n-l П-1 __ L-n-1 Л-1 

^л-1^-л-1 _ д - л - 1 ^ -Л-1АЛ-1 

^и-1^-л^1^^-п-1^п-1 
(10.1.67) 

^22 ^л-1^-л-1 _ ^ ^-л-1^п-1 

^6 = Ра 

"РЬ 

^21 

^21 

-1^,-л-1 
Хц 

_ ^12 

^11 

-1^,п -1 

•1^л--1 

а"-!*-"-! -û-«- lô ' ' - l 
(10.1.68) 

^ЩШТТГ]Т],, 

Рис. 10.1.4. Ортотропный цилишф 
при отсутствии осевой деформации 
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^7 = Ра 

РЬ 

^23 ^л-1^-л-1 
^21 

^13 ^-/i-l^w-1 
^11 

^n-\f^-n-\ ^^-n-lj^n-\ 

Х_ 
^21 

23 дЛ-1д.-л-1 _ ^13 д-л-1^л-1 
^11 

^n-lf^-n-l _ д-/1-1^л-1 

(10.1.69) 

где 

п = 7^22Ми; l̂y = «^yi + ^у2; 

^2у = ^jlf^^jl при J = 1,2,3. 

Глава 10.2 

ПРЕССОВЫЕ СОЕДИНЕНИЯ 
И СОСТАВНЫЕ ЦИЛИНДРЫ 

10.2.1. ПРЕССОВЫЕ СОЕДИНЕНИЯ 

Часто применяемая прессовая посадка 
втулок, шестерен и других деталей на валы 
осуществляется с помощью пресса, а также 
нагревом ктш охлаждением одной из сопря
гаемых деталей (рис. 10.2.1). В этом случае в 
соединении предусматривается диаметральный 
натяг Л . Возникающие радиальные переме
щения компенсируют натяг 

и2{а)-щ{а) = 0М. (10.2.1) 

Из формулы (10.1.24) для радиального 
перемещения в цилиндрах находится контакг-
ное давление 

/ , 
Ра = 0 , 5 - 1 - И , 1 

El El 

\ 
Т2~~Т"^^2 

л 

(10.2.2) 

где £̂"2 и Ц2 • соответственно модуль упру
гости и коэффициент Пуассона внешней дета
ли; El и \Xi - то же, внутренней детали. 

щ ^г-р.^ 
i l i 1 

2 b J 

Рис. 10.2.2. Прессовая посадка полого вала 

При больших размерах охватываемой де-
{Ь > За) 

Pa=0J5- Af Ь-Ц! 1 + Ц2 -1 

а\ El El 
В случае полого вала (рис. 10.2.2) 

(10.2.3) 

f 
Ра = 0,5А L £i±fL 

El Уа^ -ai 

l b^+a^ 

- Ц 1 1 + 

Л-1 
(10.2.4) 

Напряжения во внешней детали на по
верхности радиуса а 

(10.2.5) 

Деталь будет находиться в упругом со
стоянии, если 

= Ра ^ 2 _ ^ 2 < ^ т 2 , (10.2.6) 

1 2a^Z 
^ i * 

П~2 
j 

W — • у 

f^<^ -UiS 
>?^ 

2â 

Рис. 10.2.1. Схема прессовой nocazpm: 
/ - внутренний цилиндр; 2 - наружный цилиндр 

где a j 2 - предел текучести материала внеш
ней детали. 

При b > За приближенно 

1 
Ра < - 7 Г ^ т 2 - (10.2.7) 

Для внутренней детали условие отсут
ствия пластических деформаций в сплошном 
вале 

^i =Ра <^TÙ (10.2.8) 
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полом при г = а 

^/ = Ра 

и при г = ûfi 

^i = Ра- 2 

^йЦ 
а -а: 

2а' 

а{ 

(10.2.9) 

(10.2.10) 

Напряжения в первом цилиндре от посадки на 
радиусе: 

^г\ = 0> ^61 = -Р 
2г{ 

Г2 -Гх 
(10.2.14) 

Определяющими являются точки на ра
диусе а\ . Тоща условие отсутствия пластиче
ских деформалщй в полом вале 

(10.2.15) 

Ра 
la"-

а^ -а{ 
(10.2.11) 

2 2 

^г\ = -Р\ ^61 = -Р-^—г-
Г2 -Гх 

Напряжения во втором цилиндре от посадки 
на радиусе: 
Г = Г2 

где a^i - предел текучести материала вала. 
Следует отметить, что наличие гребеш

ков, волнистости и других дефектов поверх
ности делает эффективный натяг А^ меньше 
чертежного: 

(10.2.12) 

^г2 = -Р\ ^62 = Р 

r^r-i 

2 2 

Iri 
А е < А . 

^г1 =^» ^62 = ^ ^ 1 ^ 2 

(10.2.16) 

(10.2.17) 

Обычно принимают А^ = (0,7+0,9) Л , 
причем меньшие значения - для более грубой 
обработки. 

10.2.2. СОСТАВНЫЕ ЦИЛИНДРЫ 

Для уменьшения напряжений и дефор
маций на внутренней цилиндрической по
верхности иноща применяют составные 
(двухслойные) цилиндры, создавая натяг при 
посадке наружного цилиндра 2 (рис. 10.2.3). 
Контактное давление на радиусе /^ по фор
муле (10.2.4) 

Напряжения от действия внешней на
грузки (давления рх на цилиндрической по
верхности радиуса Гх ) определяются наиболее 
просто для случая, когда материал цилиндров 
одинаковый. По принципу спаянного стыка 
для цилиндра с внутренним радиусом rj и 
наружным Гз 

ъ{г)^р\ 
Г^ - Г х 

,-iii. (10.2.18) 

(laiis) 

ê('-) = ̂ - T ^ [ l + 4 } (10.2.19) 
/̂  -Гх \ г ) 

На рис. 10.2.4 показано распределение 
напряжений при посадке, от внешней нагруз
ки и суммарных. 

Напряжения в составном цилиндре, на 
внутреннем радиусе при посадке наружной 
трубы с натягом, уменьшаются. Для составной 
трубы из разнородных материалов расчет на
пряжений от давления проводится отдельно 
для внутреннего и внешнего цилиндров. Для 
внутренней трубы 

г('-) = А Л Л Г2 - Г х 

Рис. 10.2.3. Составной цилиндр: 
1 - внутренний цилиндр; 2 - наружный цилиндр 

-Р^-л^ 
Г2 -Гх 

Л\ 
1 -

rh 
(10.2.20) 
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О 
г? H 

10.3.1. УЧЕТ ДЕФОРМАЦИЙ ПЛАСТИЧНОСТИ 

При действии значительного внутреннего 

бг, _. lîiliïl 
j j j j 

с) 

давления а полом цилиндре 
1 

p>-j=o. (10.3.1) 

У ы 

S) 

Рис. 10.2.4. Эпюры радиальных и 
окружных напряжений в составной трубе: 

а - при натяге; б - при внутреннем давлении; 
в - суммарная 

в нем возникают пластические деформации. 
Расчет цилиндров с учетом деформаций плас
тичности при различных упрощающих пред
положениях рассмотрен в различных литера
турных источниках. При использовании де
формационной теории пластичности для об
щего случая нагружения цилиндра внешними 
силами и неравномерны^^ нагревом расчет 
основан на уравнениях Генки-Ильюшина: 

1 + ̂ / \ 

- Л - 2 2 

Для внешней трубы 

1+4 

rf-rfK r^J 

^2 f ^2^ 
<̂ в('-) = / ' 2 3 ^ 1 1 + 4 

r'j 

(10.2.21) 

(10.2.22) 

(10.2.23) 

E 

К-4 

Se - e = M^-iF^K " 4 ; (10.3.2) 

Средние деформации и напряжения 

e = 3-(er+£0 +е^); (10.3.3) 

а = - ( G ; . + Ge + а^). (10.3.4) 

В равенствах (10.3.2) параметр пластич-

W 
ЪЕ 8у (10.3.5) 

ще />2 • давление на поверхности радиуса Г2 . 
Из условия равенства радиальных пере

мещений на радиусе rj для обоих цилиндров 

Р2 = Р\ 1 /-1̂  1 

îdrf*"̂  -1 
(10.2.24) 

Глава 10.3 

ЦИЛИНДРЫ, 
ИСПЫТЫВАЮЩИЕ ДЕФОРМАЦИИ 
ПЛАСТИЧНОСТИ И ПОЛЗУЧЕСТИ 

Рассматриваются цилиндры с постоян
ными по длине осесимметричными нагрузка
ми. 

2(1 + м)о^-

Интенсивность напряжений 

(10.3.6) 

и деформаций 

е / = — V ( e r - e e ) + ( s e - e ^ ) -^{^z-^r) • 

(10.3.7) 

На рис. 10.3.1 показана кривая деформи
рования при простом растяжении, которая 
принимается в качестве обобщенной. Для 
этого полагают 

^0 =сг/; (10.3.8) 
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^Л 

Рис. 10.3.1. Кривая деформирования CJO/CSQ) 
при простом растяжении (обобщенная) 

где Е^ ^ - секущий модуль для первого при
ближения; Е и \х - соответственно модуль 
упругости и коэффициент Пуассона в упругой 
области (их значения могут зависеть от темпе
ратуры). 

После определения на всех радиусах зна-
. М) (2) чении Е^ ' у \х^ ^ проводится второй расчет и 

т.д. Расчет заканчивается при достаточной 
близости двух соседних приближений и при 
условии, что точки ^*(Л) лежат на кривой 
деформации. Обьмно сходимость получается 
после трех-четырех приближений. 

orctg Е 
arctg Ее 
Рис. 10.3.2. Схема расчета 

по методу переменных параметров упругости 

ч = ^i -»• 
1 - 2ц Oj (10.3.9) 

Расчет цилиндра в упругопластической 
стадии может быть реализован по методу пе
ременных параметров упругости на основе 
уравнения (10.1.49). В первом приближении 

Е^'=Е и \j^'-\x. Допустим, что для дан
ного радиуса получена точка >4* по деформа
циям 8о и интенсивности напряжений о У ' 
(рис. 10.3.2). Во втором приближении прини
мают для точки А* новые параметры упру
гости: 

(1) 

ц(2)=0,5-0^(1-2ц) é^ 

(10.3.10) 

(10.3.11) 

^i 

0 

\ 

^^^^^^ п\ 

<^в 

s 

~V' 

1 ^ 

1^6г 

Рис. 10.3.3. Распределение окружнБсх напряжений в 
упругой и упругопластической областях 

(осевое усилие 7V = 0) 

На рис. 10.3.3 показано распределение 
напряжений в полом цилиндре при действии 
внутреннего давления (а^ - упругая область; 

QQ - с учетом пластической деформации). В 
результате пластической деформации напря
жения на внутреннем радиусе падают. 

Расчет по деформационной теории плас
тичности проводится при монотонном нагру-
жении, когда отсутствуют участки разгрузки 
(например, когда внешние усилия возрастают 
пропорционально одному параметру). 

10.3.2. УЧЕТ ДЕФОРМАЦИИ ПЛАСТИЧНОСТИ 
ПО НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ 

ПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ 

При сложных условиях нагружения при 
действии внешних сил и тепловых нагрузок 
применяется теория пластического течения. 
Нагружение разбивается по времени на ряд 
этапов. Рассмотрим нагружение на этапе от tj^ 

до /jt+1 • Приращение деформаций состоит из 
упругой и пластической части: 
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А8^ =А8^ +А8^; (10.3.12) 

Лее =^4 +Ае^; (10.3.13) 

Ае^ =Аг1 ч-Ае^, (10.3.14) 

где верхний индекс е относится к деформа
циям упругости, р - к деформациям пластич
ности, индекс к приращений на к -м этапе 
нагружения опускается. 

Приращения деформаций упругости с 
учетом влияния температуры 

Здесь 

2а, Ч^кр 
1 1̂  

Е 2oiEj кр 
(10.3.21) 

В последнем равенстве пластический ка
сательный модуль 

^Kp=S-- (10.3.22) 

Приращение интенсивности напряжений 

Де^ = -^[Д<^г - К^с^в + А^О] - -^[^г - Да, = -^^Дсу, + ^ 

^̂ К +^г)]^Д^ + «Д '̂ 

AOr 

(10.3.15) 

idT 
цК+^г)]^А7'+«АГ; 

(10.3.16) 

dE ц(а^ + a 0 ) ] — А Г + о А Г , 

(10.3.17) 

где Aa^,Aae,Aa^ - приращение напряжений 
на к-и этапе нагружения; <3f.^QQ,o^ - зна
чения напряжений в начале нагружения; 
АТ = Tfç+l -Tiç - приращение температуры. 

Влиянием температуры на изменение ко
эффициента Пуассона пренебрегаем. Прира
щения пластических деформаций на к -м 
этапе нагружения 

Д 8 , Р = / - „ [ д а , - ^ Д г ] ( а , - ( т ) ; 

АгР = / . ( д а , - ^ Д г ) ( а , - а ) . 

(10.3.18) 

(10.3.19) 

(10.3.20) 

(10.3.23) 

СГй - C J 
АОа + 

(10.3.24) 

Oo^Oi 
orctjHSrM)^^^^^^^^ 

бт(Г,е[.) 

Рис. 10.3.4. Поверхность неизотермического 
пластического деформирования 

На рис. 10.3.4 показана поверхность не
изотермического пластического деформирова
ния (напряжение при растяжении образца 
зависит от пластической деформации при 
Т = const ). При сложном напряженном со
стоянии под 8^ понимают накопленную ин
тенсивность пластической деформации (пара
метр Одквиста): 

< = J A < = J ^ ^ - 00.3.25) 
О 

Здесь 
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3 ^ ôa. 

(m = r,e,z) (10.3.35) 

)" (̂̂ ẑ ~A8;.j . (10.3.26) Связь приращений деформаций и на

пряжений на основе равенств (10.3.12) -
(10.3.14) 

В равенствах (10.3.18) - (10.3.20) под а^ 
понимается мгновенное значение ординаты ^^г =(irr^^r +^/в^^в ^^гг^^г "••Аф/-̂ ^» 
поверхности пластического деформирования: (10 3 36) 

стт = ат(г ,еД1 (10.3.27) As^ = ûg^Aa^ + а^^^с^ + «Q^AQ^ + АфеАГ; 
(10.3.37) 

Условия нагружения, при которых про
исходит рост пластической деформации, д^ = д̂ ^Аа̂ . + Д^Аае + а^Аа^ + Аф^АГ, 

Да > ^ АГ. (10.3.28) (10.3.38) 
' а Г где 

При этом изображающая процесс точка - J - o - Р - - !i. + /7^- (103 '\^\ 
должна находиться на поверхности пластиче- ^ ^ Е ^^ ^ ~ Е '^' • • " / 
ского деформирования 

а, = а , (г ,8Д) . (10.3.29) ^^^ = " ^ [ ^ ^ " ^(^в + а , ) ] — + а + Аф^ 

(10.3.40) Если не выполняется хотя бы одно из ^ ^ 
условий (10.3.38) или (10.3.29), то происходит В равенстве (10.3.38) ^e = Ае^ - прира-
разгрузка и пластическая деформация не воз- щение осевой деформации, одинаковое для 
иикает. всех радиусов. Уравнения (10.3.36) - (10.3.38) 

В равенствах (10.3.18) - (10.3.20) следует змесге с условием равновесия для А: -го этапа 
считать. »гПТТ1.....- .... .т 

нагружения 

F„ 
^ - ^ - усовияншружения; ^ = 1 ( д а з - Да,)-рг[(со + A c f - ш ^ ] 

Q условия разгрузки. ПО 3 41) 

(10.3.30) и условием совместимости деформаций 
Соотношения пластичности (10.3.18) - ^ 1 v 

(10.3.20) с помощью (10.3.25) представлены в — (ASQ) = — ( A S Q - Ае̂ .) (10.3.42) 
следующей форме: "'* '' 

образуют полную систему уравнений 

(10.3.31) d^( Ï^M = [ЩМ + {̂ VTIAT- + 
Де^ = ai^Aa, + а^Дае + < Да, + Дф^Д Т; + {̂ 4><» )^<^' (1^3.43) 

(10.3.32) Д̂̂  W > [ ^ ] " ^^трищл, элементы которых 
для краткости не выписываются. 

^Ч = û^A^r + ûf^Aae + л^Аа^ + Аф£АГ. Вектор 
(10.3.33) 

Здесь {АСГ} = 
A Q ; . 

АсУе 
Аа 

р 3 ^ (сГт-^Х^/1 -cj) 1̂  Ĵ 
^тп ~ "ô <у > После интегрирования обеих частей равенства 

^ ^/ (10.3.43) получается интегральное уравнение 
(/л,л = г,9,-^) (10.3.34) относительно |АСТ} . 
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10.3.3. УЧЕТ ДЕФОРМАЦИИ ПОЛЗУЧЕСТИ 

Приращение деформаций ползучести 

Ае^ = Ф А / ( а , - а ) ; (10.3.44) 

А8§ = ФА/(ае - а); (10.3.45) 

^г\ =ФА/(а^ - а ) , (10.3.46) 

где А/ - приращение времени на рассматри
ваемом этапе нагружения; а - среднее на
пряжение. 

Скалярная функция Ф определяется в 
теории течения: 

Ф = ф(а;,Г,/). 

В теории упрочнения 

(10.3.47) 

Ф = ф(а^,Г,8?.), (10.3.48) 

где z% - накопленная деформация ползучес
ти, которая определяется по формуле (10.3.26) 
для приращений деформации ползучести. 

В основу расчета положены результаты 
испытаний материала на ползучесть при 
простом растяжении (рис. 10.3.5). Скорость 
ползучести 

4о = 

Из теории течения 
dt 

Ф = ^ ^ о ( а . Г , 0 . 

(10.3.49) 

(10.4.50) 

Из теории упрочнения 

3 Ф=2^Цст„Г,8?.). (10.3.51) 

Считается, что теория упрочнения дает 
результаты более близкие к эксперименталь
ным данным, чем теория течения. Ползучесть 
в реальных конструкциях происходит обычно 
при достаточно низком уровне напряжений, 
когда пластичность материала не проявляется. 
В рассматриваемом случае для расчета может 
быть использовано решение п. 10.1.5. Нагру-
жение разбивается на этапы, и дополнительная 
деформация в равенствах (10.3.37) - (10.1.39) 
определяется формулами (10.3.44) - (10.3.46). 

Компоненты девиатора напряжений 
Of, - а, СТ0 - а, GT̂  - а принимаются для на
чала этапа нагружения. При значительном 
изменении их величины после завершения 
этапа нагружения расчет проводится сначала, 
причем деформации ползучести принимаются 
по средним значениям компонентов девиато
ра. При стационарном (постоянном во време
ни) нагружении в цилиндре возникает устано
вившееся состояние: деформации ползучести 
увеличиваются при постоянном распределении 
напряжений. Решение задачи установившейся 
ползучести цилиндров рассмотрено в источни
ках. В общем случае расчета используются 
уравнения (10.3.36) - (10.3.38), к которым 
добавляются деформации ползучести. 

Глава 10.4 

ЦИЛИНДРЫ 
С ПЕРЕМЕННЫМИ ПО ДЛИНЕ 

ОСЕСИММЕТРИЧНЫМИ НАГРУЗКАМИ 
10.4.1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Перемещения в цилиндре: радиальное 
u{r,z) и осевое w(r,z) . Деформации 

Zr = • 
du 

8 А = • 

г 

ди dw 
di дг 

Условия равновесия (рис. 10.4.1); 

(10.4.2) 

'С/- V 

Рис. 10.3.5. Кривая ползучести материала 
при простом растяжении 

Рис. 10.4.1. Напряжения в диске 
при переменной по длине осесимметричной нагрузке 
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^^^Ij^^^jLl^^ 2^ = 0; (10.4.3) 

дхг да^ 
дг dz 

+ 1 ^ = 0. (10.4.4) 

Матрицы с индексами j \ m получаются с 
помощью круговой перестановки индексов. 

Например, aj = -J^i^m^i - П^т} 

Деформации в торовом треугольном эле-

Уравнения упругости приведены в 
п. 10.1.1. 
10.4.2. УРАВНЕНИЯ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Рассматривается конечный элемент в ви
де тора треугольного сечения (рис. 10.4.2). 
Перемещения в л -м элементе выражаются 
следующим образом через векторы смещения 
узлов: 

Ы = [D]{u„}. (10.4.9) 

Матрица дифференцирования в соот
ветствии с равенствами (10.4.1) - (10.4.2) 

b)=H=([^']hl['^'"]) 
(10.4.5) И 

и < = : ' 

Матрицы 

[Ф,] = ( а , + о , г + с , г | о 1 

(10.4.6) 

Коэффициенты 

Г ^ 
дг 

1 1 
г 
0 
д 

.^z 

~ 
0 1 

0 

д 
dz 
д 

дг\ 

(10.4.10) 

(10.4.7) 

Величина 2А равна удвоенной площади 
треугольника i,J,m: 

С учетом соотношения (10.4.5) 

{е„ } = [D] [Ф„]{и„ } = [В„] {и„}. ( 10.4.11) 

Матрица формы п -го элемента 

[Ф„] = ([Ф/][фу][Фт]) (10.4.12) 

Здесь и в некоторых случаях дальше ука
зывается число строк и столбцов в основной 
матрице и наверху, то же для входящих в нее 
блоков. При перемножении внутренние ин
дексы исчезают (поглощаются). 

Уравнения упругости для изотропного 
тела в матричной форме 

2А = 
|1 П Zi 
1 rj zj (10.4.8) W -и 

бг 

ч 
^z 
Уп^ 

-аТ 

1 
1 
1 
0̂  

и 
1 i 

m 
" ^ ^А 

^1 

N ^ 
^т 

J 
'J 

[4 

Матрица жесткости материала 

1-ц ц ц О 
ц 1 - ц [i О 
ц ц 1 -ц О (1 + цХ1-2и) 
О О О 

Рис. 10.4.2. Сечение тороидального 
конечного элемента плоскостью 

1-2ц 

(10.4.13) 
В другой форме 
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{о}=[А]{{г}-{аТ}\ (10.4.14) 

Применим начало возможных перемеще
ний для всего тела 

I 
/1=1 

{F}dV- fj{dU„Y{P}ds\ 

У. 

s.^ 
= 0, 

(10.4.15) 

где Nr^ - общее число элементов. 
Векторы объемной и поверхностной на

грузки 

(10.4.16) 
Последний интеграл распространяется 

только на участки поверхности элементов, 
примыкающих к внешней поверхности тела; 
верхний индекс т означает операцию тран
спортирования. 

С учетом того, что вариация деформаций 
обусловлена варьированием смещений узлов, 

.{bs„} = [B]{5U„}, (10.4.17) 
С помощью соотношения (10.4.14) получено 

-{oSr)}-{eW}] = o. (10.4.18) 
Матрица жесткости элемента 

[/:(")] = JJJ[5„]^[^][5„]tfF. (10.4.19) 
У. 

Внешние нагрузки на элемент; 

| е Р } = Л|[ф„Г[/'рК; (10.4.20) 
У. 

Щ= jJM{P}dS. (10.4.21) 
SneS 

Температурные усилия 

J4"^}=JJf[5„n^]{a7'}dF. (10.4.22) 

10.4.3. РАЗРЕШАЮЩАЯ СИСТЕМА 
ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ МКЭ 

Матрица 

[i?„] = ([i?,][/?y][i?„]) (10.4.23) 

Здесь 

[В„] = [О][Ф4 
(10.4.24) 

Матрица жесткости элемента (10.4.19) по 
блочной структуре 

Г . Л 1̂ "] M f̂ ""] [̂ И]= [i.,] Ц [Kj^] 

Здесь 

(10.4.25) 

(10.4.26) 

Матрица l^ij] содержит компоненты 

усилия в / -M узле при единичном смещении 
У -го узла в условиях, когда остальные узлы 
смещений не имеют. 

Для получения разрешающей системы 
линейных алгебраических уравнений (системы 
уравнений метода МКЭ) в уравнении (10.4.18) 
следует собрать члены, содержащие вариацию 
данного узла, так как один и тот же узел мо
жет входить сразу в несколько элементов 
(обычно не более десяти). После суммирова
ния уравнение (10.4.18) имеет вид 

= 0, 

(10.4.27) 

где N - общее число узлов; п ei - суммиро
вание проводится по элементам п, примы
кающим к узлу / . 

В уравнении (10.4.27) матрица Ку 

представляет / -ю строку матрицы жесткости 

элемента п . Соответственно \ Q^^ I - / -ю 

строку суммарного вектора 
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(10.4.28) 
Ввиду произвольности вариации смеще

ния узлов из (10.4.27) с необходимостью выте
кает 

ХЫ")]{СА„}-{СН=0. {i = l,2,...,N) 
(10.4.29) 

Систему линейных алгебраических урав
нений (10.4.29) можно представить в матрич
ной форме 

[K]{U}-{Q} = 0, (10.4.30) 

ще [^1 - матрица жесткости всего тела (кон
струкции); {и^ и |С} - векторы узловых сме
щений и сил в узлах; 

Матрица \К] является квадратной мат
рицей N X N, имеющей ленточную структуру 
(каждая строка содержит члены, относящиеся 
только к элементам, примыкающим к данному 
узлу, строка содержит обычно не более десяти 
элементов). Учитывая, что общее число узлов 
N может достигать 10^ и более, матрица \К] 
представляет собой редкозаполненную матри
цу. 

Следует отметить, что строки матрицы 
[А'] содержат квадратные матрицы 2 x 2 , так 
что система (10.4.29) или (10.4.30) состоит из 
2 Л̂  линейных уравнений, а матрица \К] в 
обычной, не блочной форме имеет размер
ность 2N X 2N. 

10.4.4. КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА РАСЧЕТА 

Рассматривается задача о посадке с натя
гом кольца на цилиндр. В точках контакта 
(сечение S) действуют противоположно на
правленные усилия Су которые вызывают уп
ругие смещения в сечении Z'-

dui=-Ki{z,s)g{s)ds; (10.4.31) 

где Ki(z,^), K2(z,^)- смещения в сечении z 
от единичного кольцевого усилия (^ = 1) в 
сечении s . 

Полные перемещения точек А^ и ^2 • 

b 
ui{z) = -g{z)h{z) -JKi{z,s)g{s)ds; 

a 
(10.4.33) 

U2{z) = q{z)k2{z) + J i<^2{z,s)q{s)ds, 
a 

(10.4.34) 

где q{z)'K\{z)y q{z)'>^2{z) - упругие смещения 
поверхностного контактного слоя (при его от
сутствии y^\{z) = О, A,2(z) = О ). 

Условия контакта 

U2{z)-U^{z) = 0M{z\ 

где A(Z) - первоначальный диаметральный 
натяг (при изготовлении). 

С помощью соотношений (10.4.33) -
(10.4.34) получено интегральное уравнение 
Фредгольма второго рода 

b 
^ K ^ l ( ^ ) ^ ^2(^)) + \K{z,s)q{s)ds = 0,5А(4 

а 
(10.4.35) 

где K{zys) = Ki{z,s)-\rK2{Zys) - ядро интег
рального уравнения. 

При отсутствии поверхностного контакт
ного слоя получено уравнение Фредгольма 
первого рода 

b 
JK{z,s)q{s)ds = OM{z) . (10.4.36) 
а 

Для расчета зона контакта разбивается на 
п сечений. Обозначив контактное усилие в 
J -M сечении через qj, длину участка 

ÔIÔ = (I - а\ / m у имеем систему линейных 
уравнений 

п 
Yé^ij^j =Û,5A,7ô, 
M 

du*2 = Yi2[z,s)q{s)ds, (10.4.32) где к̂ y = ^Zi,Sj) . 
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Приведенный метод расчета справедлив, 
когда контакт осуществляется во всех точках. 

Возможны случаи при большой протя
женности зоны контакта, когда зона контакта 
прерывается и контакт происходит не по всей 
длине. Признаком отс>'тствия контакта являет
ся условие ^ < О. Тогда проводят повторный 
расчет, исключая сечения, в которых контакт 
отсутствовал, и путем дальнейших повторных 
расчетов корректируют результат. 

Глава 10.5 

ЦИЛИНДРЫ 
С НЕОСЕСИММЕТРИЧНЫМИ 

НАГРУЗКАМИ 

10.5.1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

В цилиндрах, нагруженных неосесиммет-
ричньп^и нагрузками (рис. 10.5.1), напряже
ния, действующие по граням элемента ци
линдра (рис. 10.5.2), удовлетворяют уравнени
ям равновесия 

ди аг 
дг г дв ÔZ 

'̂  - f ^^—^ + 7v=0; 

(10.5.1) 

Рис. 10.5.1. Цилиндр 
с неосесимметричными нагрузками 

10.5.2. ПЕРЕХОД К ДВУМЕРНОЙ ЗАДАЧЕ 

Допустим, что распределенная внешняя 
нагрузка на боковых поверхностях хщлиндра 
задана в виде Фурье по угловой координате 

q{bAz) = /o(z) + J^{ff,{z)coskB^ 
k=l 

-^q,ç{z)smkB); (10.5.5) 

ôr r dQ ÔZ 
^«^+1те ,+ / ' о=0 ; 

(10.5.2) 

ôr г ÔQ ÔZ r ^ ^ 

(10.5.3) 

где Ff.,FQ,F^ - компоненты внешних нагру
зок на единицу объема. 

Деформация материала 
_ ди ^ _ 1 dv и _ dw ^ 

дг 

1 ди dw 

ÔZ 

д\ 1 dw 

_ dw du 

(10.5.4.) 
где w,v,w - перемещения вдоль координат
ных направления. 

q{a,Q,z) = hQ{z) + ^{hk{z)coskQ + 
k=l 

+ /;t(^)sm^e). (10.5.6) 

Рис. 10.5.2. Напряжения по граням элемента цилиндра 
при неосесимметричном нагружении 

Рассмотрим напряженно-деформирован
ное состояние от одной составляющей нагруз
ки, например, 

q{b,e,z) = fk{z)coske. (10.5.7) 

Из предположения, что материал нахо
дится в упругом состоянии, общее решение 
получено путем суммирования частных реше
ний. Такой подход позволяет свести трехмер
ную задачу к решению нескольких двумерных 
задач. 

При условии (10.5.7) упругие смещения в 
цилиндре 

u{r,Q,z) = ui^{r,z)coskB; 

\{r,Q,z) = yk{fyZ)smkB; 
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w(r ,6 , z ) = w^(^r,z)coskB. 

(10.5.8) 

"Амплитудные" значения i^k^^k^^k 
следует определить. 

Напряжения: 

Gf. =G^[r,z)coskB; т ^ = T ^ ( r , ^ ) s i n / : e ; 

^Q =OQ{r,z)coskB; XQ^ = TQ^{r,z)smkB; 

a^ = cT^( r , z )cos^9 ; x ^ = x ^ ( r , z ) c o s / : 6 . 

(10.5.9) 

В дальнейшем для упрощения индекс 
гармоники опускается. Подставляя (10.5.9) в 
уравнения равновесия (10.5.1) - (10.5.3), полу
чим 

до, к дт^ G^-GQ 

дГ Г "^ ÔZ г '" ' 
(10.5.10) 

di /6 аг 
дг 

вг 
dz 

+ —TQ^ -f FQJ^ = G; 

(10.5.11) 

ÔG dx.f. к 
— ^ - + —T-e + 

dr r ^ dz r 
- ' --^zr -^Fzk = 0 . 

(10.5.12) 

Распределенные объемные нагрузки: 

Ff. = Ff.j^ cos kQ; FQ = FQJ^ sin kQ\ 

F^ = F^ cos кВ. 

Деформации: 

El 
дг 

kv и 
> *='в , е- = • 

г г ^ dz 

(10.5.13) 

dw 

к dw \ 
у^ = и+- ; 

г дг г 
дм к dw ди 

(10.5.14) 
Подобным образом осуществляется пере

ход к двумерной задаче, если нагрузка задана в 
виде 

q{bAz) = gk{z)^mkB. (10.5.15) 

10.5.3. РЕШЕНИЕ ДВУМЕРНОЙ ЗАДАЧИ 
О РАСЧЕТЕ ЦИЛИНДРА МКЭ 

Цилиндр разбивается на тороидальные 
элементы, причем упругие смещения точек 
элемента рассматриваются как линейные 
функции координат (см. рис. 10.4.2). 

Перемещения, выраженные через смеще
ния узлов. 

(^4 ([<^'][Ф.1[Ф™]) и, 
и т) 
(10.5.16) 

Вектор смещения / -го узла 

Матрицы 

[Ф/] = (о/ +bir + Ciz) 

'\ 
0 
0 

0 0" 
1 0 
0 1 

(10.5.17) 

Коэффициенты ûf/, ^/, С/ определяются 
формулами (10.4.7). Деформации в точках 
конечного элемента в соответствии с ра
венствами (10.5.14) 

Ы = 

\е. 
Ч 
^1 

Уег 
Vzr\ 

=и и 
V (10.5.18) 

Матрица дифференцирования 

[/)] = 

дг 
\ 
г 
0 

к 
г 

0 
д 
dz 

0 

к 
г 
0 

д 1 
дг г 

д 
dz 
0 

0 

0 
д 

dz 
0 

к 
г 

д 
dz 

(10.5.19) 
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Деформации, выраженнные через узло
вые смещения по уравнениям (10.5.16) и 
(10.5.18), 

{в,} = И[Фп]{СА,} = [В,]{ипУ (10.5.20) 

Соотношения упругости для изотропного 
материала 

{а} = {ст^,сг0,а^,т^,те^,х^,.| = 

= [^]({8}-{аГ}). (10.5.21) 

Матрица жесткости 

1 - ц [i 
1-^1 

Рис. 10.6.1. Расчетная схема растяжения диска 

Деформации в диске 

du 

о 

о 
о 
о 

1 - 2 ц 
2 
О 

О 

О 

О 

О 

О 

1 - 2 ) л 

2 

О 

О 

О 

О 

О 

О 

1 - 2 ц 

Вг = dr 

_ и 
Ч -—у 

(10.6.1) 

(10.6.2) 

2 
(10.5.22) 

Температурная деформация 

аГ(г ,е ,^ ) = ar(r,z)cos)fce . (10.5.23) 

В равенство (10.5.23) входит косинусои-
дальная составляющая температурной дефор
мации 

где и{г) - радиальное смещение точек на ра
диусе г. 

Уравнения упругости. Для двухосного на
пряженного состояния 

е , = ^ ( с т , - пае) + а.Т + е»; (10.6.3) 

ее = ^(с^е - \^^г) + oiT + zl, (10.6.4) 

где S;., 80 - дополнительные деформации. 
В обратной форме соотношения упру-

{аГ} = а Г { 1 1 1 0 0 0 Г . (10.5.24) а , = — ^ f ^ + ^ i ^ l - ^ ^ - а ? ; 
\-^^\dr г) \-\х 

Е (и du\ ЕаТ о 
1-|л^ Vr drj 1- |я 

В остальном схема расчета повторяет 
прежнюю (см. раздел 10.4.2). (10.6.5) 

Глава 10.6 

РАСТЯЖЕНИЕ ДИСКОВ 
10.6.1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Рассматривается практически наиболее 
важная задача - осесимметричное растяжение 
(сжатие) дисков. Диски считаются тонкими, в 
плоскости диска действует радиальное ст^ и 

окружное а0 напряжения; напряжением ст^ 
пренебрегают, напряжения считаются распре-
деленньпли по толщине диска (рис. 10.6.1). 

(10.6.6) 
Дополнительные напряжения 

О Е ( о о\. 
1 - ц ^ ^ ^ 

Дополнительные деформации и напря
жения могут включать первоначальные дефор-
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мации. Их используют при расчете деформа
ций пластичности и ползучести и др. 

Уравнения равновесия. Для элемента дис
ка 

dr 
(o^rh) - GQH + q{r)rh = О 

(10.6.7) 

(10.6.8) 

ще h(r\ - толщина диска; q{r\ - радиальная 
распределенная нагрузка на единицу объема. 

В случае действия центробежных сил 

Для диска без центрального отверстия в 
центре 

^г(О) = ств(0). (10.6.16) 

В расчетах последнее условие вьшолняют 
на малом радиусе а « (0,05.,. 0,10)Z>. 

Основное дифференциальное уравнение. 
При растяжении диска получают уравнение 
для радиального перемещения и{А. После 
внесения соотношений упругости (10.6.5) и 
(10.6.6) в уравнение равновесия (10.6.7) 

аЫ d ,du 
-^A^^^^A^^A^^h 

g{r) = poy^r. (10.6.9) dArJ r^ 

'dr 
Ц d 
r dr 

« = / ( r > (10.6.17) 

Уравнение совместимости деформаций. 
Применяют Здесь 

dr 
(едг) = I (10.6.10) Н = гЬЕ (10.6.18) 

i[ — ( а е - ц а ; . ) + а И 1 = 

= —(а^. -|Liae) + a r . (10.6.11) 

Краевые условия. На внешнем радиусе b 

<Уг{Ь) = ^гЬ, (10.6.12) 

где Ofij - заданное радиальное напряжение на 
внешнем радиусе (обычно от центробежных 
сил лопаток и замковых частей диска). 

На внутреннем радиусе а для диска с от
верстием 

Gr{a) = cira, (10.6.13) 

где сТ;.д - заданное радиальное напряжение. 
Если отсутствует посадка диска на вал, то 

аДд) = 0; (10.6.14) 

при плотной посадке 

Ог{а) = -р, (10.6.15) 

где р - давление посадки в рабочих условиях. 

•^^^ hdr{l-\i) Е ^^^ Е 
(10.6.19) 

Точные решения уравнения (10.6.17) из
вестны сравнительно для небольшого числа 
случаев (диски постоянной толщины и др.). 

10.6.2. ДИСКИ ПОСТОЯННОЙ ТОЛЩИНЫ 
с п о с т о я н н ы м и ПАРАМЕТРАМИ УПРУГОСТИ 

Для диска с центральным отверстием 

^г{г) = ^гЬ 
Ь'-а^ 

1 - -

Ь^-а^ 
2 А 2 

3 + Ц 2 

, 2 2 ^ f^ + Е\ 

Ь'-а' 1-7у|-^« 

m 

(10.6.20) 
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О -а 

Здесь 
1 + - у | - а ; . д X 

1.2 2 . О^Ь^ 1 + Зц 2 
у'^ 3 + Ц 

F{f) = -i-J /txrar. (10.6.25) 
'̂  о 

в центре диска 

/'(О) = 0,5а(0)7:(0). (10.6.26) 

Радиальное смещение в диске 

•^Е щ Ь^-а^ 
l.^\.F{r)-aT и{г) = <3ф ЬЧ-

Е ь'-а^ 

Здесь 

(10.6.21) 

F^r) = -\jnxTdr. (10.6.22) 

Для сплошного диска (без центрального 
отверстия) 

3+И ^..2/^.2 ^2\ 

а^ 1 - ц . ^ ( 1 . ц ) -

^ ^ 2 - ^ 2 

г 
к2 

1 - Ц + — ( 1 + ц) + 

3 + ц ро) r ( * 2 + а 2 ) ( 1 - ц ) . 
2 А 2 а^Л 

(1 + ц)- .2 1 -Ц' 
3 + ц 

F{b) b^r 
b^-a^ 

(10.6.23) 
1-и + %(1 + ц) + /'(rXl + v)r. 

(10.6.27) 
Ha рис. 10.6.2 дано распределение на

пряжений в диске с отверстием и сплошном 
при действии контурных нагрузок и центро-

. бежных сил, а на рис. 10.6.3 приведены темпе-
+ ^'m^jH-/'(rj-aî'J. (10.6.24) ратурные напряжения. 

^e« = a . , . A ± i i p . ^ b ^ - i ± ^ . ^ , . 
8 3 + ц 

^ ' 

о) 

б 

(7-

1 /' 
бг ^ 

г 

г 
• 

-T^l"' 

Рис. 10.6.2. Напряжения от контурной нагрузки и центробежных сил в диске: 
а - с отверстием; 6 - сплошном 
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Аи=- 1 - Ц . Ai2 = 
Eh 

\///////////. 
А21 = 1 - ц ' . 

^ 2 2 = - ^ . Eh — ^ Г 
(10.6.32) 

Векторы нагрузки от центробежных сил, 
неравномерного нагрева и дополнительных 
деформаций; 

E^Ai^' 

Рис. 10.6.3. Температзфные напряжения в диске 

10.6.3. ДИСКИ ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ 
Точное решение существует для некото

рых профилей, например, для диска гипербо
лического профиля, толщина которого 

Eh аТ ( / 4 = 1 - 1 (/^)=i;7,«.i 

и= 
Eh ^ 

h{r) = ho/r", 

для диска конического профиля, толщина 
которого 

Ч ' ' ) = Л о [ 1 - у - ] , (10.6. 

где hQ и Я^ - постоянные. 
Так как реальные диски имеют утолще

ние у ступицы и обода, для их расчета приме
няют приближенные методы (более сорока). В 
настоящее время наиболее часто применяется 
метод непосредственного интегрирования двух 
уравнений первого порядка. Ниже приведен 
один из вариантов такой системы, когда за 
основные переменные принимают: радиаль-
}гую силу Nf. = Gf.h и радиальное перемеще
ние w(r), которые непрерывно изменяются по 
радиусу диска. 

Вектор неизвестных 

(10.6.33) 
Уравнение (10.6.31) решается методом 

начальных параметров: 

(10.6.28) {y} = N,,{Yi} + u4Y2} + {y,}, (10.6.34) 

где 1̂ 1 J - решение однородного уравнения, 

при начальном значении |yi (a)}=- | > и т.д. 

29) 

м:- (10.6.30) 

Тогда дифференциальное уравнение 

(10.6.31) 
Матрица [^1 имеет элементы; 

10.6.4. РАСЧЕТ РАЗРУШАЮЩЕЙ ЧАСТОТЫ ВРАЩЕНИЯ 

Приближенный метод расчета разру
шающей частоты вращения диска по меридио
нальному сечению основан на допущении, что 
в момент разрушения 

<'в('-) = «Тдл('-), (10.6.36) 
где сТдл(г) - предел длительной прочности 
материала диска при. температуре в сечении г 
(рис. 10.6.4). 

Рассматривается равновесие половины 
диска в момент разрушения. Центробежная 
сила половины диска 

С = Ipcùjjr^dF = 2pcû^/, (10.6.37) 

F 

b 

где / = j г hdr - момент инерции сечения 
а 

диска относительно оси вращения. 
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Рис. 10.6.4. Схема определения запаса прочности по 
разрушающим оборотам 

Из условия равновесия 
2 b 

®max д 
Запас по разрушающей частоте вращения 

со « , o v J 

+P«max-^| (10.6.38) 

Формула (10.6.38) справедлива для любо
го центрального сектора диска. Наиболее ти
пично при разрушении дисков - отрыв фраг
мента с центральным углом, примерно равным 
120**. В удовлетворительно работающих 

дисках расчетный запас по разрушающей час
тоте вращения К^ух > 1^ . Схема для расчета 
показана на рис. 10.6.5. Запас по разру
шающей частоте вращения 

К Ь2 'Р _ |адлЛ^/г + ад^,(г,)х 

\г^ 

^гМ 1 Zd 
27СГ* 

^0^ 

:[cJrbàhb +pC0max«^*)[ > 

(10.6.39) 
где 

Л = jr^hdr. 

(^э-^àJr) 

Рис. 10.6.5. Схема определения запаса прочности 
по разрушающим оборотам при разрушении 

по цилиндрическому сечению 

Предполагается, что разрушение проис
ходит по окружности центров отверстий. Рас
чет по формуле (10.6.39) проводят для различ
ных радиусов разрушения для нахождения 
минимального значения À^̂ 2 • ^ " ^ справедли
ва для любого центрального угла сегмента дис
ка. В достаточно надежных дисках 
Кь2 > 1.45 . 
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ 
ИССЛЕДОВАНИЯ ДИНАМИКИ И ПРОЧНОСТИ 

КОНСТРУКЦИЙ 
Глава 11.1 

ИЗМЕРИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА 
11. 1.1. ДАТЧИКИ и МЕТОДЫ ИЗМЕРЕНИЯ 

ДЕФОРМАЦИЙ, НАПРЯЖЕНИЙ И ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 

Тензометры. М е х а н и ч е с к и е 
т е н з о м е т р ы предназначены для изме
рений деформаций. На большой металли
ческой пластинке параллельно закреплены две 
призмы ( на некотором расстоянии друг от 
друга), они упираются остриями в поверхность 
образца, деформирование которого подлежит 
исследованию. Одна из призм соединена с 
пластинкой жестко, другая - шарнирно. Плас
тину с призмами с помощью специальной 
струбцины за1фего1яют на образце или иссле
дуемой детали. При деформировании образца 
расстояние между остриями призм изменяет
ся, в результате чего шарнирная призма пово
рачивается вокруг своей оси. С помощью си
стемы рычагов поворачивается стрелка, указы
вающая на специальной зеркальной шкале 
величину деформации. 

Наиболее известен тензометр конструк
ции Гугенбергера с коэффициентом усиления 
200-300, базой измерений обычно 20 мм, диа
пазоном измерений без перестановки указате
ля на новый диапазон 4 • 10" .̂ Он отличается 
простотой схемы, надежностью и достоверно
стью измерений, однако имеет сравнительно 
большую базу измерений, практическую не
пригодность для исследования деформаций 
при высоких температурах, для измерения 
быстроизменяющихся деформаций в условиях 
вибрации и пр. 

Механические тензометры вместо ры
чажной системы могут иметь всего один ры
чаг, передающий движение на шток индика
торной головки с круглым циферблатом (с 
базой измерений 25, 50 и 100 мм). Использо
вание таких тензометров (дефюрмометров) 
целесообразно при изучении процессов де
формирования больших конструкций, в кото
рых достаточно крупные элементы находятся в 
однородном напряженном состоянии, напри
мер элементов ферм мостов или сложных 
строительных металлоконструкций. 

Тензофлексиметры - тензометры, с по
мощью которых одновременно измеряется 
длина базового участка криволинейной по

верхности образца и его стрела прогиба. По 
конструкции они напоминают прибор Гуген
бергера, хотя в них может быть использован 
индикатор часового типа. 

М е х а н и к о - о п т и ч е с к и е 
т е н з о м е т р ы отличаются от механиче
ских тем, что вращательное движение второй 
призмы приводит к изменению положения 
приклеенного небольшого зеркала - измене
нию положения светового пятна от отра
женного луча на шкале. На этом принципе 
основаны тензометры Мартенса, Берга и др. 
Увеличение измеряемой величины иногда 
достигает нескольких сотен или тысяч раз. 
Оптические тензометры могут быть изготовле
ны с большей чувствительностью, чем механи
ческие. Их база измерений может быть 
уменьшена до 2 мм при точности измерений 
Ю""̂  мм. Конечно, при этом используются 
микроскопы либо спещсальные системы линз 
и зеркал. В некоторых приборах такого типа 
увеличение достигает 10 тыс. раз. 

С т р у н н ы е т е н з о м е т р ы осно
ваны на зависимости собственной частоты 
колебаний струны от степени ее натяжения. 
Струна соединена с опорными частями двух 
призм, которые прижимаются специальными 
струбцинами к исследуемой модели. По часто
те колебаний можно оценить степень дефор
мирования детали. Для возбуждений колеба
ний струны и их измерения используют элек
тромагнитные устройства. 

Струнные тензометры используют для 
исследования как статических, так и динами
ческих деформаций. Они отличаются высокой 
точностью измерений, достигающей 10"̂  отно
сительных деформаций, но вместе с тем срав
нительной сложностью конструкции, чувстви
тельностью частоты колебаний струны к тем
пературе и нелинейностью градуировочных 
кривых. 

Е м к о с т н ы е т е н з о м е т р ы 
(датчики) представляют собой электрическую 
емкость, которая изменяется при деформиро
вании образца. В случае использования плос
кого конденсатора емкость прямо пропорхщо-
нальна площади его обкладок, относительной 
диэлектрической проницаемости диэлектрика, 
находящегося между пластинками, и обратно 
пропорциональна расстоянию между пластин
ками конденсатора (зазору). При деформиро-
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вании заданного участка образца с помощью 
механических устройств изменяется зазор 
между обкладками конденсатора или пло
щадью их взаимодействия. 

Емкостные датчики могут измерять как 
линейные, так и угловые перемещения, они 
очень компактны, удобны в эксплуатации и, 
главное, почти не содержат элементов трения. 
Хотя они очень просты по конструкции, но 
для получения надежных данных и необходи
мой точности требуют применения в электри
ческих схемах высоких несущих частот, экра
нированных кабелей и других мер для сниже
ния погрешности. Емкостные датчики очень 
чувствительны к попаданию в них диэлектри
ческих веществ (воды, масла и др.). 

Датчики. О п т и ч е с к и е д а т ч и к и 
характерны тем, что при их использовании на 
образце не устанавливаются никакие механи
ческие детали, кроме реперов либо отражаю
щих пластин. Отраженные от двух реперов, 
отличающихся от материала образца другой 
степенью черноты, лучи попадают в следящую 
оптическую систему. С помощью специальных 
устройств сигнал передается на самопишущий 
прибор. Такие системы позволяют проводить 
исследования при температуре превышающей 
1300 К, отличаются бесконтакгностью и 
безынерционностью, чго особенно важно при 
измерении свойств размягчающихся материа
лов. 

И н д у к т и в н ы е д а т ч и . к и 
основаны на взаимодействии индуктивного и 
активного сопротивлений катушки при пере
мещении деталей магнитопровода. Существует 
много схем индуктивных датчиков, в которых 
измерение происходит вследствие изменения 
зазора магнитопровода, его площади, при вво
де в катушку металлического сердечника и др. 

Такие датчики трудно использовать для 
исследования неоднородного деформирован
ного состояния деталей сложной геометри
ческой формы, они сравнительно громоздки и 
чувствительны к температуре. 

Д р о с с е л ь н ы й и т р а н с ф о р 
м а т о р н ы й п р е о б р а з о в а т е л и 
основаны на использовании явления измене
ния магнитной проницаемости и индукции в 
ферромагнитных телах под действием механи
ческих напряжений. Магнитоупругий эффект, 
возникающий при этом, характеризуется чув
ствительностью к механическим напряжениям, 
которая в некотором диапазоне их изменения 
может быть линейной. В качестве магнито-
упругих материалов используют железо-
никелевые сплавы с содержанием никеля 
50...70 %, кремния 2...4 % и железо-
алюминиевые сплавы с содержанием алюми
ния 12 %. 

Конструктивно такие преобразователи 
выполнены в виде магнитопроводов с разным 

числом витков обмотки. Их целесообразно 
использовать для оценки напряженного со
стояния однородно нагруженных элеме;нтов. 

Д а т ч и к , о с н о в а н н ы й н а 
м е т о д е э ф ф е к т а м а г н и т н ы х 
ш у м о в - зависимости доменной структуры 
ферромагнетиков от степени намагниченности 
и уровня действующих механических напря
жений, имеет две катушки: возбуждающую и 
приемную. Расшифровка зависимостей, харак
теризующих магнитные шумы в материале от 
уровня напряжений, позволяет определить их 
величину в поверхностном слое. Поскольку 
датчики можно изготовить сравнительно не
большими, напряжение определяется на 
участках с базой порядка 1 мм. Последние 
исследования показали, что с помощью таких 
датчиков можно одновременно при одном 
измерении фиксировать не только уровень 
напряжений, но и значения главных напряже
ний и их ориентацию. Для этого исследуются 
многие гармоники колебательных процессов, 
каждая из которых по-своему зависит от глав
ных напряжений. 

М е х а н о т р о н н ы е п р е о б р а 
з о в а т е л и перемещений предназначены 
для небольших перемещений и представляют 
собой электровакуумные приборы, в которых с 
помощью мембран либо других механических 
устройств, передающих перемещение исследу
емого образца на перемещение электродов, 
изменяется сила электрического тока. Меха-
нотроны изготовляют в виде стеклянного бал
лона, в одном конце которого расположена 
мембрана с механическим приводом, а в дру
гом - анод, катод, спираль накаливания, элек
трические выводы. 

Механотроны вьшускаются в виде ваку
умных диодов или триодов: 1) 6МХ1С, 
6МХЗС, 6МХ4С, 6МХ5С в малогабаритном 
исполнении с октальным цоколем; 2) 6МХ1Б, 
6МХ2Б в сверхминиатюрном исполнении с 
электрическими выводами. Механотроны пер
вого типа имеют по два подвижных анода, 
второго - по одному. Диапазон измерений 
механотронов (диодов) 0...100 мкм, чувстви
тельностью - 3...1000 мкА/мкм, чувствитель
ность триодных механотронов 0,2...0,3 В/мкм. 

П ь е з о э л е к т р и ч е с к и е д а т 
ч и к и основаны на способности некоторых 
материалов при механическом нагружении 
образовывать на гранях электрические заряды. 
Такими свойствами обладают кристаллы квар
ца, турмалина, сегнетовой соли, дигидрофос-
фат алюминия и некоторых керамических 
материалов (титанат бария, необаты, цирко-
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нат-титанат свинца и т.д.). Между разностью 
электрических потенциалов, возникающих на 
гранях пластинок, и приложенной силой су
ществует линейная зависимость. 

Коэффициент пропорциональности (пье-
зомодуль) для такого материала, как кварц, 
практически не зависит от температуры. Пье-
зомодуль сегнетовой соли в 150 раз превышает 
эту величину для кварца. 

Пьзокерамические датчики целесообраз
но использовать для исследования процессов, 
при которых происходит весьма быстрое цик
лическое изменение напряжений, главным 
образом, растяжения-сжатия. Пьезодатчики, 
работающие на изгиб, имеют большую чувст
вительность по сравнению с датчиками, рабо
тающими по схеме растяжение-сжатие. 

Методы. У л ь т р а з в у к о в о й м е 
т о д определения напряжений основан на 
анализе закономерностей прохождения упру
гой волны через твердое тело. Плоские поля
ризационные волны можно направлять под 
различными углами к плоскостям действия 
главных напряжений, благодаря чему можно 
найти ориентацию этих напряжений в кон
струкции и средний уровень действующих 
напряжений. Направления действия главных 
напряжений также могут быть определены по 
максимальной разности прохождения звуковой 
волны в двух плоскостях, а также по характеру 
последовательных отражений ультразвукового 
сигнала. Изменение скорости ультразвуковых 
волн под действием напряжений очень мало. 
Поэтому для проведения таких измерений 
требуется аппаратура с очень высокой разре
шающей способностью. 

Наиболее точными являются методы 
прямого и косвенного измерения времени 
распространения ультразвуковой волны. Пря
мое измерение времени основано на оценке 
фазовых, частотных и других характеристик. 
При косвенных методах время распростране
ния ультразвука в исследуемой среде сравни
вается со временем его распространения в 
эталонной среде, для которой скорость рас
пространения ультразвука известна. Измерение 
скорости распространения ультразвука может 
бьггь основано на автоциркуляции импульса. 
При этом способе скорость распространения 
ультразвука может быть измерена с точность 
0,001 %. 

М е т о д г а л ь в а н и ч е с к и х 
п о к р ы т и й для оценки напряжений при 
повторно-переменном нагружении и в зонах 
концентрации напряжений основан на том, 
что под действием нагрузки в тонких покры
тиях, например медных, происходит измене
ние структуры, проявляющееся в появлении 
темных пятен. С ростом числа циклов нагру-
жения постепенно увеличиваются размеры и 
число пятен. Вместо гальванизации поверх

ности на деталь иногда наклеивают электроли
тическую фольгу. 

Для определения деформаций на иссле
дуемой детали используют тарировочные гра
фики. Исследуемая деталь нагружается тем же 
числом циклов, что и тарировочный образец. 
Визуальное сравнение фотографий темных 
пятен исследуемого участка и эталонного дает 
возможность оценить напряженное состояние 
этого участка. 

Этот метод отличается очень низкой точ
ностью измерений, но вместе с тем позволяет 
оценить состояние детали в труднодоступном 
месте. 

Р е н т г е н о г р а ф и ч е с к и й м е 
т о д измерения деформаций используется для 
материалов с кристаллической структурой при 
упругом деформировании и основан на явле
нии интерференции лучей. Погрешность из
мерений зависит от исследуемого материала и 
составляет 3,5 • 10-5...1,5 • Ю'"̂  мм/мм. Недо
статками метода является то, что измеряются 
только упругие деформации, и небезопасность 
его применения. Рентгенографический метод 
весьма эффективно может быть использован 
для определения модуля упругости. 

М е т о д л и н и й с к о л ь ж е н и я 
позволяет исследовать некоторые процессы, 
характеризующие пластическое деформирова
ние. Он основан на известном явлении появ
ления на поверхности пластически деформи
рованного материала характерных линий Чер
нова - Людерса, которые совпадают с линиями 
максимальных касательных напряжений. Ме
тод линий скольжения используют, главньп^ 
образом, для качественной оценки деформи
рованного состояния плоских элементов кон
струкций. 

М е т о д х р у п к и х п о к р ы т и й 
основан на том, что при деформировании 
детали, на поверхность которой они нанесены, 
одновременно деформируются и покрытия. 
При определенном значении деформации по
крытие разрушается: образуются трещины, 
направление которых перпендикулярно к на
правлению действия наибольшего главного 
напряжения. Степени нагруженности материа
ла можно оценить по густоте появившихся 
трещин: чем они гуще, тем более напряжен 
материал. Первое семейство трещин характе
ризует поле распределения напряжений a j , а 
второе семейство трещин при большем нагру
жении - напряжения а 2 . 

Метод хрупких покрытий используют в 
основном для выявления мест наибольшей 
нагруженности деталей и определения направ
ления действия главных напряжений. В ка
честве материала хрупкого покрьггия обычно 
применяют канифоль с добавлением целлуло
ида в качестве пластификатора^ а также раз
личные эмали. Растворителем служит ацетон 
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либо другая жидкость, хорошо растворяющая 
канифоль, а затем легко испаряющаяся. Этот 
метод практически непригоден для точной 
количественной оценки деформированного 
состояния исследуемой детали. Его преиму
ществами являются простота, доступность, 
возможность использования для исследования 
состояний элементов сложной геометрической 
формы при различных режимах нагружения и 
сравнительно широком диапазоне температур. 

М е т о д с е т о к заключается в том, 
что на поверхность детали наносят сетку или 
какие-либо метки и измеряют их геометрию 
перед нагружением и деформированием ис
следуемой детали и после него. Размер ячеек 
сеток всех типов 0,01...20 мм. Слишком мел
кие сетки использовать нецелесообразно, по
скольку измеряемые величины на порядок или 
два меньше размеров ячеек сетки, необходима 
оптическая аппаратура для измерения очень 
малых геометрических величин и повышаются 
требования к качеству нанесенных на деталь 
сеток. 

Кроме прямого измерения геометриче
ских параметров искажений сетки непосред
ственно на исследуемой детали или на фото
графии ее поверхности проводят измерения по 
фотопластинке, на которую экспонированы 
одновременно два изображения сетки (перед 
деформацией и после нее). 

М е т о д м у а р о в ы х п о л о с 
предусматривает нанесение не менее двух се
ток: на поверхность нагружаемой детали и на 
прозрачную пленку (эталонная). В недефор-
мированном состоянии рабочая и эталонная 
сетки совпадают. При нагружении (деформи
ровании) детали совмещение изображений 
рабочей и эталонной сетки дает картину с 
характерными полосами. По известным рас
стояниям между ними и углом наклона к осям 
координат могут быть рассчитаны линейные и 
угловые деформации. 

Сетки, используемые в методе муара, 
представляют собой систему параллельных 
линий, толщина которых часто равна ширине 
между ними. Для исследования деформирова
ния тел вращения используют сетки в виде 
концентрических окружностей, иногда в виде 
радиальных линий, равномерно расходящихся 
от центра. Такие линии выполняют с линейно 
изменяющейся толщиной: нулевой в це1ггре и 
равной др на расстоянии г от центра, где 
Ф - малый угол. В отличие от метода сеток в 
методе муаровых полос в основном использу
ют очень мелкие сетки: на 1 мм приходится 3-
80 линий. 

Сущность муарового эффекта заключает
ся в том, что при повороте на небольшой угол 
одной сетки относительно другой появляются 
муаровые полосы, представляющие собой гео
метрическое место точек, которые перемести

лись на один шаг сетки по отношению к точ
кам, лежащим на смежной полосе, т.е. муаро
вая картина представляет собой поле полос, 
имеющих смысл линий равного перемещения. 

Точность метода муара повьппается при 
увеличении числа линий, приходящихся на 1 
мм. При очень большом их числе проявляется 
эффект дифракции света, ограничивающий 
возможность точных измерений. Наиболее 
эффективным способом предупреждения ис
кажений муаровых картин является оптическое 
фильтрование. В простейшем случае муаровую 
картину наблюдают с помощью двух одинако
вых линз, расположенных на расстоянии двух 
фокусных расстояний. В фокальной плоскости 
устанавливают диафрагму, пропускающую 
лучи, прошедшие через дифракционную ре
шетку (эталонная и рабочие сетки) под строго 
определенными углами и фокусирующимися в 
фокальной плоскости. Пропуская лучи через 
определенные точки, можно из изображения 
муаровой картины исключить все линии сетки 
и оставить только изображения полос, увели
чить число полос, улучшить резкость и каче
ство изображения и др. 

Метод муарового эффекта может быть 
применен для измерения перемещений 
(деформаций), происходящих в направлении, 
перпендикулярном к исследуемой поверх
ности. При этом используется эффект отра
женных сеток, заключающийся в том, что пе
ред матовой поверхностью исследуемой детали 
на некотором расстоянии устанавливается эта
лонная сетка. Плоский пучок света, наклонен
ный под небольшим углом к нормали, направ
ляется на сетку. На поверхности детали об
разуется ее тень. Совмещенное изображение 
сетки и ее тени дает интерференционную кар
тину с муаровыми полосами. 

М е т о д г о л о г р а ф и ч е с к о й 
и н т е р ф е р о м е т р и и основан на явле
нии интерференции света при совпадении 
двух когерентных лучей монохронического 
света, описываемого простой синусоидальной 
функцией и ориентированного в одной плос
кости (поляризованного света), попадающих 
на экран со сдвигом по фазе. Необходимое 
количество лучей может быть получено от 
лазеров. 

Это один из самых точных методов из
мерения деформаций и перемещений. Он по
зволяет проводить измерения деформации с 
точностью половины длины световой волны. 
Существенно также и то, что отсутствуют ка
кие-либо требования к качеству исследуемой 
поверхности. Благодаря бесконтакгности мето
да отсутствуют погрешности, обусловленные 
взаимодействием измерительной системы и 
поверхности исследуемой детали. Кроме того, 
имеется возможность измерения небольших 
температурных деформаций. 
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В процессе эксперимента на одной фо
топластине последовательно регистрируются 
две интерференционные картины (голо
граммы), полученные для двух последователь
ных мало отличающихся состояний детали в 
процессе ее деформирования. Совмещение 
двух голограмм дает изображение, на котором 
появляются характерные темные полосы -
линии равных перемещений. Точки, лежащие 
на одной полосе, имеют перемещения по 
сравнению с точками, лежащими на соседней 
полосе, равные половине длины световой вол
ны (в простейшем случае). 

М е т о д ф о т о у п р у г о с т и осно
ван на свойстве некоторых прозрачных мате
риалов (стекла, целлулоида, смолы, пластмас
сы) изменять оптические свойства в зависи
мости от действующих в них механических 
напряжений. В этом методе обычно использу
ется эффект двойного лучепреломления: 
плоскополяризованный луч при попадании на 
прозрачную плоскую модель исследуемой кон
струкции может быть разложен на две взаимно 
перпендикулярные составляющие, параллель
ные направлениям действия главных напряже
ний. Эти две составляющие после прохожде
ния через однородный изотропный напряжен
ный материал снова могут быть совмещены. 
Когда в модели действуют механические на
пряжения, скорости прохождения составляю
щих этой волны в плоскости главных напря
жений Gi и а 2 будут соответственно про
порциональны этим напряжениям, вследствие 
чего две взаимно перпендикулярные состав
ляющие будут отличаться по фазе. Сведенные 
анализатором компоненты лучей могут интер
ферировать. 

Линейная разность фаз по Вертгейму 

b = 2nhC{ai -G2)/X, 

где h - толщина пластины; С - постоянная, 
характеризующая индивидуальные оптические 
свойства используемого оптически активного 
материала; X - длина световой волны. 

Если на входе в пластинку компоненты 
луча имели одинаковую частоту и отсутствовал 
сдвиг по фазе, то на выходе из пластины по
является СДВИ1 по фазе Ô и компоненты луча 
могут бьпъ представлены в виде 

X - аcosaCOSvj/; у = аsinacos(vf/ - ô), 

где х,у - оси, совпадающие с направлением 
действия главных напряжений cTi,a2; ci -
амплитуда волны; а - угол между плоскостью 
поляризации луча поляризатором и направле
нием ai; v|/ = со/ + С ; ш = 2ж/Х - частота 
колебаний; / - время. 

Если поставить на пути луча, состоящего 
из этих двух взаимно перпендикулярных ком
понент, анализатор, плоскость поляризации 
которого ориентирована перпендикулярно к 
плоскости поляризации поляризатора, то пос
ле прохождения через него лучей 

Xyi = X sin а =:- О^а sin 2а cos Ц/; 

у^^ = -у cos(-a) = -О^а sin 2а cos(v|/ - ô). 

Суммирование этих компонент, распо
ложенных в одной плоскости, дает 

s = Xji+ Уд = 0,5а sin 2a[cosv|/ -

- cos(v|/ - ô)] = -a sin 2a sin 0,56 x 

X sin(\|/ - 0,55). 

Множитель a представляет собой ампли
туду колебаний исходного светового луча. 
Следовательно, чем ярче исходящий луч, тем 
четче картина на экране. Множитель sin 2а 
зависит от угла а . При значениях а = О и 
а = 7с/2 он равен нулю, т.е. на экране будет 
темный участок. Эти участки образуют два 
взаимно ортогональных семейства кривых 
(изоклины), указывающих на точки, в которых 
направления главных напряжений совпадают с 
направлением плоскости поляризации. По 
полям изоклин, поворачивая постоянно скре
щенные под углом 90** поляризатор и анали
затор, делая пометки на экране, можно полу
чить поля траекторий главных напряжений. 
Следовательно, по изоклинам можно опреде
лить направления действия главных напряже
ний в любой точке модели. 

Множитель sin 0,56 зависит от разности 
ô хода лучей, которая в соответствии с зако
ном Вертгейма зависит от длины волны и раз
ности напряжений CTJ - ^2 - Каждый цвет 
полосы изохром на экране соответствует длине 
световой волны X. При монохроматическом 
свете останется одноцветное семейство линий. 
По изсхромам можно рассчитать величину 
Gj - СГ2 . Линии будут темными в том случае, 
когда sin 0,55 = О либо ô = 2жк (где 
Д: = 0,1,2,..: ). При к = 0 независимо от 

длины волны X света полосы черные и не 
зависят от угла а . При к = 1,2,... каждая 
изохрома соответствует напряженному состоя
нию, отличающемуся на величину 
^1 ~ ^2 - CX/h от предьщущего. При моно
хроматическом свете и одинаковой толщине 
модели, изготовленной из материала, харакго-
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ризуемого оптической константой С, точки, 
лежащие на смежных полосах, отличаются 
одинаковыми значениями а^ -02-

Проведя специальную тарировку на из
гибаемом либо на растягиваемом образце, 
определяется разность а^ - Ст2 для смежных 
полос. Таким образом, удается определить 
поле наибольших касательных и, при опреде
ленном пересчете, поле главных нормальных 
напряжений. Если поставить дополнительно 
две прозрачные пластины в четверть волны 

15 = 90° 1, ориентированные под углом 45° к 

оси главных напряжений (одну перед моде
лью, другую - после), то на экране полностью 
исчезнут изоклины и останутся только изо-
хромы. Такая методика позволяет упростить 
процесс исследования. 

Метод фотоупругости позволяет наглядно 
и просто определять поля распределений на
пряжений в телах сложной формы, в том чис
ле в зонах концентрации напряжений. Однако 
исследование приходится проводить не на 
реальном, а на модельном материале, который 
отражает действительные свойства материалов 
только в упругой области. Для изучения зако
номерностей пластического деформирования 
по1фытие из оптически активного материала 
наносится на реальную деталь, например, на 
вращающийся диск. Используя стробоскопи
ческие эффекты и исследуя напряжения по
крытий, можно оценить деформированное 
состояние реальной детали. 

Для изучения упругих напряжений в 
объеме используется много различных прие
мов, например "замораживание", при котором 
используется оптически активный материал, 
имеющий двухфазную структуру. При нагреве 
до 373 К одна фаза размягчается и не 

принимает участия в сопротивлении деформи
рованию, а другая под воздействием нагрузки 
деформируется. Затем нагруженную деталь 
охлаждают ("замораживают"). Размягченная 
фаза становится твердой и сохраняет состоя
ние твердой деформированной фазы. Объем
ную модель разрезают на плоские пластинки, 
которые изучают с помощью обычных методов 
фотоупругости. 

Известны методы погружения модели де
тали в сосуд с плоскопараллельными стенками 
и заполненный жидкостью с тем же коэффи
циентом преломления света, что и материал 
модели. 

11.1.2. СРЕДСТВА ДЛЯ ИЗМЕРЕНИЙ 
ПРИ ИСПЫТАНИЯХ НА ПРОЧНОСТЬ 

Современное состояние и тенденции 
развития средств измерительной техники ха
рактеризуются максимальной автоматизацией 
процессов измерения и обработки результатов 
экспериментальных исследований. Средствами 
измерений являются датчики, преобразующие 
измеряемый параметр в электрический сиг
нал, автоматические аналоговые регистраторы, 
цифровые приборы и устройства отображения 
информации, цифровые информационно-
измерительные системы и измерительно-
вьршслительные комплексы, средства вычис
лительной техники, в первую очередь, микро
процессоры и микро-ЭВМ. 

Тензорезисторы. Чувствительный элемент 
тензорезистора является пассивным преобра
зователем, в связи с чем для получения от него 
электрического сигнала, пропорционального 
измеряемой деформации, используют чаще 
всего электрические мостовые и потенциомет-
рические схемы преобразования (табл. 11.1.1). 

11.1.1. Основные виды измерительных цепей тензорезисторов 

Схема измерения 
Выходное напряжение при заданном 

и = const / = const 

Мостовая: 

UAR 

1 + AR 
2RoJ 

*y ^x^^o-^^^ 

или t/в = 0,5/Ai?o 
при RQ = R^ 

Ri = R2 = R^ = R 

U^=^IAR 
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Продолжение табл. 11.1.1 

Схема измерения 
Выходное напряжение при заданном 

и = const / = const 

Компараторная: 

Rx'Ro^ùR 

• ^ Rx'Ro M / f 

""' 2 Во' 
и^ = O^/Ai?; 

и^=Е AR и^ =IAR 

при 

при 

и^ = жк 
/ l = / 2 = / , 
RQ = Rfç = R 

и^ = IKAR 

Kl = К2 = К y 
RQ = Rf^ = R 

Условия, при которых могут использоваться тензорезисторы, приведены ниже. 
Максимальная деформация, м/м, не более . 15 • 10'̂  
Вибропрочность - достижимое число циклов нагружения N 
при заданной максимальной амплитуде переменной 
деформации 8 , м/м: 

5-10-^ N>10^ 
1-10-3 ^ ^ JQ8 

2-10-3 7V> 107 

3-10-3 ЛГ> 105 

Динамика О до 50 тсГц и вьппе, ударные вол
ны до 500 кГц 

Ускорение, м/с ,̂ не более 1,6 • 10̂  

Температура, К 4 до 1200 

Давление окружающей среды, МПа До 10̂  

Магнитная индукция, Тл, не более 8 

Ядерное (радиоактивное) излучение Длительность зависит от характера 
излучения, дозы и типа датчика 
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Приведенным условиям при различном 
сочетании отвечают многочисленные модифи
кации тензорезисторов. Создаются конструк
ции тензорезисторов, которые удовлетворяли 
бы реальным условиям эксплуатации при со
четании параметров: при повышенных темпе
ратурах при наличии и отсутствии теплосмен; 
в широком диапазоне криогенных и повы
шенных температур; в случае усталостных ис
пытаний при повышенных температурах и т.д. 
Точность измерения деформахщй с помощью 
тензорезисторов определяется самим объекгом 
измерения, тензорезистором, креплением тен-
зорезистора к объекту, защитой тензорезисто-
ра, выбранной схемой преобразования изме
нения сопротивления в электрический сигнал, 
элекфонной аппаратурой, условиями окру
жающей среды. 

Решетки тензорезисторов изготовляют 
либо фототравлением из тонкой фольги 
(толщиной 3...5 мкм), либо намоткой из про
волоки (диаметром 15...25 мкм). Фольговый 
тензорезистор предпочтительнее использовать 
при коротких базах, при решетках сложной 
формы и в многоэлементных тензорезисторах 
(в виде розеток, цепочек и др.). Проволочный 
тензорезистор технически равноценен фольго
вому, экономически выгоден при длинных 
решетках (20 мм), а технически - при исполь
зовании в области высоких температур. Базы 
тензорезисторов 0,3... 150 мм. Обычно опти
мальной считается решетка с базой 5... 10 мм 
при сопротивлении тензорезистора 50...800 
Ом, наиболее часто 100...400 Ом. 

Тензорезисторы принципиально при
годны для измерения статических и динамиче
ских нагрузок. Число возможных циклов на-
гружения зависит от материалов, использован
ных в тензорезисторе, амплитуды деформации 
и характера приложенной нагрузки. Число 
циклов нагружения, выдерживаемых тензоре
зистором, обычно превьппает устойчивость 
испытуемых деталей к знакопеременным на
грузкам, если последние не изготовлены из 
особо прочного материала. Максимальная 
частота колебательных или импульсных про
цессов, которая может быть измерена тензоре-
зисторами, окончательно не установлена. Из
вестны примеры успешных измерений при 
частоте вьпые 50 кГц. При изучении импульс
ных процессов были получены сигналы, 1фу-
тизна фронта которых соответствует ударной 
волне, значительно превышающей 500 кГц. 

Для измерения деформаций применяют 
также полупроводниковые, интегральные и 
пленочные тензорезисторы [89]. Несмотря на 
высокую чувствительность полупроводниковых 
тензорезисторов, их используют сравнительно 
редко ввиду нелинейности характеристики и 
трудностей компенсации различных тепловых 
эффектов. 

К нормируемым метрологическим харак
теристикам тензорезисторов относятся: функ
ция преобразования деформаций и чувстви
тельность при нормальной температуре; отно
сительная поперечная чувствительность; функ
ция влияния температуры на чувствительность; 
ползучесть; механический гистерезис; темпера
турная характеристика сопротивления; дрейф 
выходного сигнала; сопротивление изоляции. 
Тензорезисторы являются средством измере
ния, кон1фетные экземпляры которых не та
рируются, а их метрологические характеристи
ки определяются статистически и выража
ются в основном в виде средних значений и 
средних квадратических отклонений в выбор
ке, распространяемых на всю партию. 

Основной причиной погрешностей при 
измерениях с помощью тензорезисторов, осо
бенно в условиях переменных температур, 
является изменение сопротивления от темпе
ратуры, которое может в несколько раз превы
сить изменение сопротивления от деформа
ции. Применяется ряд способов комленсации 
и учета температурной характеристики сопро
тивления тензорезисторов: термообработка 
тензочувсвительного материала чувствительно
го элемента; схемная компенсация темпера
турной характеристики; специальные кон
струкции тензорезисторов; внесение поправки 
на температурное приращение сопротивления 
и др. 

При использовании тензорезисторов 
важно учитывать следующее: тип тензорезис
торов и клея; возможность тепловой обработ
ки; необходимость герметизации; измеритель
ную аппаратуру. В случае массового тензомет-
рирования натурных конструкций при повы
шенных температурах следует принимать во 
внимание дополнительные факторы: одновре
менное использование сотен и тысяч тензоре
зисторов; удобство установки тензорезисторов 
и монтажных цепей; компенсацию влияния 
изменения сопротивления длинных (до 1000 м 
и более) измерительных линий; недоступность 
тепловой обработки при монтаже тензоре
зисторов; минимальное Число отказов при 
монтаже и в процессе эксперимента. 

Механические испытания и теплофизи-
ческие исследования современных материалов 
требуют проведения измерения деформаций 
при температуре до 3000° С и выше. Наиболее 
достоверные измерения деформаций можно 
провести с использованием бесконтактных 
методов, среди которых выделяют оптический 
компараторный, интерференционный и опто-
элекгронный [4, 27, 60]. Перспективный опто-
электронный метод базируется на законах ко
герентной оптики, отображающих связь про
странств предметов и изображений. Исследуе
мый объект помещают в пространство предме
тов, а изменения его размеров измеряют по 
соответствующим параметрам изображения. 
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Приборы, реализующие оптоэлекгрон-
ный метод измерения, содержат осветитель 
для освещения объекта, объектив для проеци
рования его изображения на фотоприемник и 
электронные устройства для обработки сигнала 
с выхода фотоприемника. В качестве (jfoTonpn-
емника предпочтение отдают дискретным, 
многоэлементным (линейным и матричным), 
твердотельным фотоприемникам в интеграль
ном исполнении -ФПЗС - приборам с зарядо
вой связью. Каждая ячейка ФПЗС - миниа
тюрный конденсатор со структурой меташт -
оксид - полупроводник (МОП), с толщиной 
слоя диэлектрика примерно 0,1 мкм. При 
освещении ячейки ФПЗС происходит фотоге
нерация электронно-дырочных пар - дырки 
оттесняются в глубину полупроводника, а 
электроны накапливаются в потенциальной 
яме и могут существовать, не рекомбинируя. 
Величина заряда электронов пропорхщональна 
времени, освещенности и площади ячейки. 

Основные достоинства ФПЗС - высокая 
точность размещения отдельных фоточувствк-
тельных ячеек на подложке, составляющая 
доли микрометра, большой динамический 
диапазон, отсутствие геометрических искаже
ний, малая инерционность, высокая надеж
ность, нечувствительность к магнитным и 
электрическим полям. В испытательных каме
рах ФПЗС применяются для исследований 
при температурах до 3273 К. Применение 
высококачественной оптики и ЭВМ для обра
ботки электрических сигналов с ФПЗС и 
управления режимами их работы обеспечивают 
точность измерения порядка 0,1 мкм. 

Датчики перемещений. При измерении 
перемещений во многих случаях могут быть 
определены другие параметры - деформации, 
силы, давление, параметры вибраций, механи
ческие напр51жения и др. Датчики перемеаце-
ний классифицируют по следующим основ
ным признакам: принципу действия чувстви
тельного элемента; структуре построения; виду 
выходного сигнала [1, 22, 27, 69]. 

По физическому принципу все датчики 
делятся на следующие типы: тензорезистор-
ные, фотоэлектрические (оптоэлектронные), 
использующие эффект периодического изме
нения освещенности; электростатические -
емкостные (основанные на эффекте периоди
ческого изменения емкости) и пьезоэлектри
ческие (основанные на эффекте возникнове
ния электрического заряда на поверхности 
некоторых материалов в момент деформации); 
электромагнитные (использующие, например, 
эффект периодического изменения индуктив
ности или взаимоиндуктивности); электроаку
стические (основанные, например, на эффекте 
изменения энергии поверхностей акустической 
волны); электромеханические, электроконтак
тные (основанные на эффекте резкого измене
ния сопротивления парных электроконтактов 

при их замьпсании и размыкании); реостатные 
(использующие эффект линейного изменения 
ропротивления); механотропные (основанные 
на механическом управлении электронным 
током электровакуумных приборов путем не
посредственного механического перемещения 
их электродов). 

В зависимости от способа соединения 
элементов датчиков различают три основные 
структурные схемы: с последовательным пре
образованием, дифференциальные и компен
сационные [22]. По характеру изменения во 
времени выходного сигнапа различают датчики 
непрерывного и дискретного действия. В зави
симости от вида параметра выходного сигнала, 
находящегося в линейной зависимости от из
меряемого перемещения, датчики непрерыв
ного действия разделяют на амплитудные, 
частотные и фазовые. Соответственно датчики 
дискретного действия могут быть амплитудно-
импульсньвси, частотно-импульсными, время-
импульсными; кодоимпульсными. 

Амплитудные и амплитудно-импульсные 
датчики обладают наибольшей простотой кон
струкции и электронной схемы, высокой на
дежностью и достаточным быстродействием. 
Они могут быть как генераторными, так и 
параметрическими. Среди генераторных дат
чиков наибольшее распространение получили 
индукционные и фотоэлектрические датчики, 
преобразующие контролируемое перемещение 
и напряжение (ЭДС) переменного тока. Среди 
параметрических Щироко применяют тензоре-
зисторные, индуктивные; взаимоиндуктивные, 
фотоэлектрические и емкостные датчики. 

Общим недостатком амплитудных датчи
ков является их низкая помехозащищенность, 
что недопустимо в условиях эксплуатации. У 
частотных, фазовых и соответственно частот
но-импульсных и время-имульсных датчиков 
этот недостаток отсутствует, поскольку ампли
туда их выходного сигнала постоянна и не 
зависит от контролируемого перемещения. 
Эти датчики обладают более высокой точ
ностью, линейной характеристикой управле
ния, быстродействием, но меньшей надеж
ностью по сравнению с амплитудными датчи
ками ввиду более сложных конструкции и 
электронной схемы. 

Контактные и емкостные датчики харак
теризуются большой простотой изготовления, 
но обладают известными недостатками: кон
тактные - малой надежностью, ограниченной 
выходной частотой и небольшим сроком 
службы; емкостные - малым выходным сигна
лом и влиянием емкости монтажа на частоту 
выходного сигнала. Индуктивные датчики 
обычно характеризуются высокой надежнос
тью и большим сроком службы, но обеспечи
вают невысокую частоту выходного сигнала, 
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ограниченную наличием переходных процес
сов. Следует отметить, что практически не
ограниченной выходной частотой и очень 
малым нагрузочным моментом отличаются 
фотоэлектрические датчики. Однако они отли
чаются определенной сложностью конструк-
Щ1И и эксплуатации. 

Все датчики дискретного типа, особенно 
время-импульсные, число-импульсные и ко-
доимпульсные, по сравнению с аналоговыми 
(в частности, с амплитудными) обладают воз
можностью наиболее простого преобразования 
в цифровую форму выходных сигналов. Осо
бое место при прочностных исследованиях 
занимают датчики, использующие для преоб
разования перемещений в электрический сиг
нал тензорезистор. Широкая номенклатура 
таких датчиков и новые разработки обуслов
лены относительной простотой их конструк
ции и технологии изготовления, возмож
ностью во многих случаях получить требуемые 
параметры, имеющейся измерительной аппа
ратурой, а также наибольшей подготовлен
ностью специалистов, работающих в этой об
ласти. 

Датчики сил. При измерении сил ис
пользуют физические эффекты, для которых 
характерна определенная зависимость между 
силой и другой величиной, например, дефор
мацией (относительной или абсолютной), дав
лением, пьзоэлектричеством^ магнитострикци-
ей и т.д. [67, 72]. Наиболее распространенно 
использование упругой деформации пружин
ных элементов в динамометрах. Электрические 
динамометры, позволяющие в части измере
ния и регулирования нагрузки полностью ав
томатизировать процесс испытаний, обладают 
необходимыми метрологическими характери
стиками, принципиально применимы в боль
шинстве условий эксплуатации. 

При выборе типа динамометра основны
ми характеристиками, на которые ориентиру
ются, являются: точность, чувствительность, 
линейность, гистерезис, воспроизводимость, 
ползучесть, влияние температуры, давления, 
радиации, механических и других внешних 
воздействий на "дрейф" нуля и точность; 
чувствительность к механическим помехам 
(поперечные силы, изгибающие и крутящие 
моменты), пригодность для измерения стати
ческих и (или) динамических нагрузок; час
тотный диапазон; перегрузочная способность 
(предельная нагрузка, защита от разрушения); 
"жесткость" динамометра (деформация при 
номинальной нагрузке); условия применения -
защита от влияния окружающей среды; корро
зионная, температурная, радиационная, виб
рационная и другая стойкость; размеры, воз
можности монтажа, демонтажа, калибровки в 
процессе эксплуатации; требования к измери-
тельньш[ трассам; особенности электроснабже
ния - род, вид, величина, стабильность, флук

туации; род и величина выходного электриче
ского сигнала - аналоговый, дискретный, час
тотный. При оптимальном сочетании всех 
характеристик можно получить с использова
нием выбранного динамометра необходимую 
достоверность экспериментальных данных. 

Среди всех электрических динамометров 
наибольшее распространение имеют тензоре-
зисторные. Диапазон измерения этих диамет
ров необычайно широк - 5 H ... 10 МН и бо
лее. Решающим фактором, однако, является 
обеспечиваемая ими высокая точность измере
ния: погрешность может быть меньше 0,03 %. 
Тензорезисторные динамометры пригодны как 
для статических, так и для динамических из
мерений. Вследствие большой жесткости эти 
динамометры отличаются достаточно высокой 
собственной частотой, которая может дости
гать несколько килогерц. 

Индуктивные динамометры, характери
зуемые большим измерительным сигналом, 
используют в лабораторной и испытательной 
практике для статических и динамических 
измерений, в классах точности 0,2 до 1 %, на 
номинальные силы (растяжения или сжатия) 
до 10 МН. Магнитоупругие динамометры 
обычно целесообразно применять в таких 
условиях эксплуатации, при которых затруд
нено или невозможно использование тензоре-
зисторных динамометров - радиационное об
лучение, большие нагрузки. При прецезион-
ной технологии изготовления динамометра и 
материала упругого элемента класс точности 
прибора составляет примерно 1 %, но может 
достигать 0,03 %. 

Пьзоэлекгрические динамометры отли
чаются большой жесткостью, позволяют 
измерять динамические силы до частот выше 
100 кГц и исследовать незначительные по ве
личине динамические составляющие нагрузки, 
класс точности обычно 1 %. 

Датчики температуры. К обьгшым 
средствам измерения температуры относятся 
контактные термометры - расширения, термо
электрические и сопротивления; пирометры 
излучения - энергетические и спектрального 
распределения (цветовые), основанные на спе-
1щальных способах измерения температуры 
(спектроскопические, термоиндикаторные и 
др.) [38]. 

В технике прочностных испытаний наи
большее распространение получили электриче
ские контактные термометры (термоэлектри
ческие термометры - термопары и термометры 
сопротивления) и пирометры, основанные на 
методах измерения температуры тел по их 
излучению [1, 38]. 

Термопары из платины и сплава с роди
ем обладают высокой точностью и воспроиз
водимостью термоэлектрической характери
стики, более устойчивы к коррозии и окисле
нию, используются при температуре 0...1700''С. 
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Термопары из благородных металлов имеют 
сравнительно низкую чувствительность к из
менению температуры, но относительно высо
кую стоимость. 

Термопары из неблагородных металлов, 
используемые для измерения более низких 
температур, составляют большую часть всех 
применяемых термопар. К нормированным 
относятся медь - константан (-250...+400° С); 
железо - константан (-250...+700° С); хромель-
алюмель (-200...+1300° С). Наиболее распро
странены хромель-алюмеливые термопары, 
достаточно точные и устойчивые, со сравни
тельно линейной характеристикой. Однако 
они развивают меньшую термоЭДС, чем медь 
- константановые и железо - константановые 
термопары, и имеют ограниченное время ис
пользования при высоких температурах ввиду 
окисления при температуре выше 600° С. При
веденные диапазоны температур эксплуатации 
даны для воздушной среды. Для инертной 
среды используют термопары из других мате
риалов, например, вольфрам-рениевые (выше 
2000° С). 

В отличие от термопар, с помощью ко
торых можно измерять только разность темпе
ратур, термометры сопротивления позволяют 
определить абсолютные значения температур, 
но при их использовании необходим вспомо
гательный источник напряжения. Линейность 
температурной характеристики существенно 
зависит от материала чувствительного элемента 
термометра, в качестве которого используют 
металлы и полупроводники. Наиболее изве
стны металлические термометры сопротивле
ния - медные (-50...+180° С), никелевые (-60... 
+180° С), платиновые (-220...+750° С), в ней
тральной атмосфере 1000° С. 

Пирометры реализуют бесконтактный 
метод измерения температуры, различие их 
типов позволяет охватить диапазон измерения 
температур -50...+3000° С при точности 1-2 %. 
Применение пирометров наиболее оправдано 
в следующих случаях: области высоких темпе
ратур, где другие приборы не обладают тре
буемой термостойкостью; для измерения тем
пературы труднодоступных, удаленных или 
движущихся объектов, чего невозможно дос
тичь контактными термометрами. С помощью 
современных инфракрасных камер возможно 
получение изображения температурных полей 
различных объектов. 

Для правильного выбора средства изме
рения температуры необходимо учитывать пог
решности, обусловленные как этим средством 
и его соединительными и измерительными 
элементами, так и свойствами объектов изме
рения и окружающей среды. С учетом кон
кретных условий при использовании из
вестных методов можно в большей или мень
шей степени уменьшить погрешность измере
ния температуры. 

Измерительные приборы и системы. Ин
формация об измеряемом параметре, посту
пающая от датчика и преобразованная в элек
трический сигнал, обрабатывается прибором 
или системой для дальнейшего представления 
в заданном виде для анализа и принятия ре
шений. Наибольшее значение имеют цифро
вые измерительные приборы (ЦИП), инфор
мационно-измерительные системы (ИИС) и 
измерительно-вычислительные комплексы 
(ИВК) [22, 27, 48, 60, 84]. Развитие цифровой 
измерительной техники основано на широком 
использовании более совершенных алгоритмов 
цифровой и аналоговой обработки сигналов, 
новых физических принципов, возможностей 
современных средств микроэлектроники 
(микропроцессоров, в том числе и аналоговых, 
микро-ЭВМ, кодоуправляемых коммутаторов, 
аналоговых и кодовых интегральных измери
тельных функционашэных преобразователей и 
ДР). 

Цифровой измерительный прибор снаб
жен устройствами выборки и хранения ин
формации на входе, а также различными ви
дами памяти на выходе. Информационно-
измерительная система освобождает оператора 
от регистрахщи и функций обработки резуль
татов измерения. Каждая измеряемая величина 
преобразуется в датчике в унифицированную 
величину, обычно в напряжение, которое по
дается через коммутатор на цифровой измери
тельный прибор. Обработка результатов изме
рения выполняется вьршслительным устрой
ством. 

Измерительно-вьршслительный комплекс 
как автоматизированное средство представляет 
собой программно-управляемую совокупность 
измерительных, вьршслительных и вспомога
тельных устройств, предназначенную для кон
троля и испытания сложных объектов. ИВК 
включает устройства ввода программ (УПВ); 
программное управление большинством агре
гатов комплекса; развитую систему отображе
ния информации (СОИ - цифропечать, маг
нитная запись, аналого-цифровые отображе
ния, мнемонические устройства, дисплеи и 
ДР). 

Для современных ИИС характерен агре
гатный или модульный принцип построения: 
объединение автономных цифровых измери
тельных приборов с приемниками и источни
ками информации в виде измерительных пре
образователей, преобразователей анапог-код, 
счетчиков импульсов, устройств накопления, 
регистрации информации и управляющих 
устройств-контроллеров. Для этого все ЦИП и 
другие устройства должны обладать свойства
ми совместности - конструктивной, информа
ционной, метрологической, энергетической, 
эксплуатационной. Устройства соединены 
между собой при помощи унифицированной 
системы взаимосвязи - интерфейса. 
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1 - коммутатор; 2 - микроконтроллер, сбор и предварительная обработка данных; 3 - порт согласования и ввода 
данных; 4 - клавиатура; J - накопитель на гибких магнитных дисках; 6 - специализированные устройства ввода; 

7- микровьпшслитель; 8 - рулонный графопостроитель; 9 - планшетный графопостроитель; 10 - дисплей; 
и - алфавитно-цифровое устройство; 12 - накопитель на гибких дисках; 13 - специализированные устройства 

ввода; 14 - блок исполнительных устройств; Д - датчик; СИД - система измерения данных; 
СОД- система обработки данных; СПР - система принятия решений 

Современные ЦИП, ИИС и ИВК пост
роены на базе микропроцессоров (МП) [44] -
центральных арифметико-логических уст
ройств на одном или нескольких кристаллах, 
каждый из которых может вьшолнять обработ
ку информации под управлением программ. 
Современные тензометрические системы или 
устройства представляют собой автоматиче
ский комплекс аппаратных и программных 
средств для получения и обработки результа
тов измерения деформации и физических ве
личин, характеризующих напряженно-
деформированное состояние объекта (рис. 
11.1.1). В зависимости от назначения возмож
ны различные варианты приведенной структу
ры, когда те или иные структурные элементы 
отсутствуют или вводятся новые. Тенденции 
развития ИИС позволяют выделить два основ
ных направления в построении их структур: с 
жесткими алгоррггмами функционирования и 
программируемые. 

В случае применения тензорезисторов 
при выборе измерительной цепи и параметров 
ее исто^шика электроснабжения следует учи
тывать: допустимую мощность рассеяния тен

зорезисторов; число измерительных каналов; 
скорость изменения измеряемого процесса 
(статический или динамический процесс); 
длину измерительных линий; входное сопро
тивление измерительного прибора, подклю
чаемого к выходу измерительной цепи и др. В 
многоканальных ИИС (особенно при удале
нии тензорезисторов на значительные и раз
личные в каждом канале расстояния) следует 
отдать предпочтение электроснабжению изме
рительных цепей напряжением постоянного 
тока или постоянным током. 

С тензорезисторами и тензористорными 
преобразователями, в основном, используются 
три вида измерительных цепей: потенциомет-
рические, мостовые и компараторные. Выбор 
той или иной измерительной цепи и вида 
электроснабжения определяются: задачами, 
решаемыми ИИС; параметрами и условиями 
применения используемых тензорезисторов; 
электрическими схемами тензорезисторных 
преобразователей механических величин; ха
рактером распределения тензорезисторов по 
объекту и удалением их от измерительного 
прибора; характером влияния на погрешность 
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измерения элементов, составляющих измери
тельную цепь; параметрами входной цепи 
(сопротивление, емкость и др.) и измеритель
ного прибора и т.д. 

Современные ЦИП характеризуются: 
цифровыми измерителями линейных и угло
вых перемещений до 0,02 мкм и долей угло
вой секунды соответственно; хщфровыми из
мерителями температуры, охватывающими 
диапазон температур -200...+2500° С (при этом 
цифровые кварцевые измерители температуры 
имеют разрешающую способность до 10'^ "С); 
цифровыми параметрами с диапазоном от 
десятков до 2000° С класса 0,05, высокого бы
стродействия с расстоянием до объекта до 30 
м; АЦП двукратного интегрирования для тен
зометрии с коэффициентом подавления до 120 
дБ как для первой, так и для высших гармо
ник сетевой частоты; цифровыми виброметра
ми, динамометрами, манометрами и др. 

Среди цифровых программируемых при
боров широкое применение получили логгеры 
- портативные (масса не более 5 кг) микро
процессорные программируемые системы сбо
ра, обработки, хранения и выдачи информа
ции в цифровой форме. По информационным 
возможностям они близки к стационарным 
информационно-измерительным системам, 
многие из них способны работать в диалого
вом режиме, выполняя в «простейших случаях 
роль цифровой управляющей системы. Логге
ры используют преимущественно для сигналов 
термо- и тензодатчиков, датчиков давления и 
других неэлектрических величин, сигналов 
постоянного и переменного напряжений. В 
качестве памяти в них служат миниатюрные 
кассетные магнитографы, их дисплеи постро
ены на жидкокристаллических индикаторах и 
электронно-лучевых трубках. 

Переносные микропроцессорные ИВК 
типа К537 и программируемые контролеры 
"МикроДАТ" по своим характеристикам близ
ки к логгерам. 

Интеллектуальные ИР1П позволяют до
стичь максимальной степени автоматизации 
измерений в экспериментальных исследовани
ях вследствие более гибкого осмысленного 
машинного учета всех априорных данных об 
измерениях и шумовых процессах, а также 
данных о технических возможностях под
систем ИИС. Характерными чертами этих 
ИИС являются: возможность свободного вза
имодействия человека и компьютера (на есте
ственных языках и образцах); восприятие и 
переработка измерительной и служебной ин
формации не только на количественном, но и 
качественном уровнях; широкое использова
ние методов обучения и самообучения, а также 
методов аналогий, процедур принятия реше
ний, прогнозирования; возможность анализа 
больших цепочек причинно-следственных 
связей. 

Глава 11.2 

СТАТИЧЕСКИЕ ИСПЫТАНИЯ 
НА ПРОЧНОСТЬ ПРИ 

ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУРАХ 
11.2.1. ОСОБЕННОСТИ 

ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНЫХ ИСПЫТАНИЙ 

Методы кратковременных статических 
прочностных испытаний при нормальных и 
повышенных до 1500 К температурах доста
точно хорошо известны и освещены в литера
турных источниках [64], а также регламенти
рованы стандартами (ГОСТ 9.910-88, ГОСТ 
25.503-80, ГОСТ 25.506-85, ГОСТ 9651-84, 
ГОСТ 14019-80) на основные виды испытаний 
материалов при растяжении, сжатии, изгибе, 
кручении и др. В дальнейшем механические 
испытания тугоплавких материалов, проводи
мые в интервале 1500...3300 К, будут считаться 
высокотемпературными. При высокотемпера
турных испытаниях тугоплавких материалов 
для сопоставимости определяемых характери
стик важно обеспечить соблюдение закона 
подобия механических испытаний в отноше
нии формы и размеров образцов, одинаковых 
условий силового и теплового нагружения, 
учета влияния состава среды, способов нагрева 
и других факторов [3]. 

Прочностные свойства тугоплавких мате
риалов вследствие их чувствительности к 
окислению на воздухе обычно определяют в 
вакууме (не менее 0,1 МПа, при натекании 
воздуха в вакуумную систему примерно 
0,1...0,3 мкл/с) или инертной среде. В 
процессе кратковременных испытаний, ког
да в качестве защитной среды используют ар
гон, минимальные температурные вьщержки 
(3...10 мин) приводят к небольшому поверх
ностному насыщению образцов остаточными 
газами из объема рабочей камеры и не оказы
вают заметного влияния на прочностные ха
рактеристики. Испытания сплавов ниобия и 
тантала вообще не желательно проводить в 
среде аргона или динамического вакуума (при 
натекании воздуха в вакуумную систему более 
0,5 мкл/с). В некоторых случаях, при высоко
температурных механических испытаниях 
псевдосплавов тугоплавких материалов, содер
жащих легкоплавкую составляющую, необхо
димо регулировать интенсивность испарения, 
тогда в рабочей камере испытательной уста
новки создают инертным газом избыточное 
давление 0,1... 10 МПа. 

При проведении механических испыта
ний тугоплавких материалов применяют раз
личные методы нагрева образцов: радиацион
ный, электронно-лучевой, плазменный, ин
дукционный, непосредственным пропусканием 
тока через образец, комбинированный, с соот
ветствующей комплектацией высокотемпера
турных установок. 
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Наибольшее распространение получил 
радиационный (лучевой) метод нагрева образ
цов, осуществляемый за счет теплового нагре
вателя. 

11.2.2. СПЕЦИАЛИЗИРОВАННЫЕ 
ИСПЫТАТЕЛЬНЫЕ УСТАНОВКИ И СТЕНДЫ 

Высокотемпературные установки и специали
зированные стенды для определения характе
ристик кратковременной прочности тугоплав
ких материалов и элементов конструкций соз
даны на базе универсальных испытательных 
машин НПО "Машиностроитель" и "Измери
тель", фирм Jnstron, МТ (США), Шенк 
(Германия) и др. [3, 28, 63, 64]. В них исполь
зованы стандартные унифицированные блоки 
и системы, которые обеспечивают нагружение 
и нагрев образцов, вакуумирование, измерение 
и регистрацию параметров механических ис
пытаний (рис. 11.2.1). 

Б л о к и н а г р у ж е н и я осевой си
лой (0...1 кН) - универсальные испытательные 
машины с электромеханическим, гидравличе
ским, электромагнитным или другим приво
дом. Высокая точность измерения нагрузки 
обеспечивается специальными сменными дат
чиками усилий, которые устанавливаются 
внутри рабочих камер. Специальные уст
ройства позволяют поддерживать постоянную 
нагрузку длительное время. 

Для проведения циклических испытаний 
и на кратковременную секундную ползучесть 
дополнительно предусмотрена блок-приставка 

для нагруженная с автоматическим программ
ным регулированием режимов. Электродвига
тель постоянного тока, электронный тирис-
торный регулятор вместе с задатчиком про
граммы обеспечивают проведение циклических 
испытаний при пульсирующем растяжении 
для любой формы цикла нагружения. 

Установки для испытания трубчатых кон
структивных элементов при сложном напря
женном состоянии в условиях кратковремен
ного нагружения осевой растягивающей силой 
и внутренним давлением оснащены блоком 
высокого давления рабочей газовой среды, 
основу которого составляют газовый компрес
сор, система емкостей, регулирующие и за
порные клапаны [63]. Устройство для нагру
жения образца растягивающими и сжи
мающими нагрузками установки "Микрат-4-6" 
расположено внутри испытательной камеры, а 
силовозбудитель - вне камеры [3]. 

В а к у у м н а я с и с т е м а высоко
температурной установки состоит из рабочих 
испьггательных камер, вакуум-проводов с за
движками, форвакуумных и диффузионных 
насосов, которые позволяют создавать и под
держивать разрежение в пределах 1 • Ю"̂  Па 
при нормальной температуре и 1 • 10""* Па при 
температуре 2000 К [63]. Для измерения дав
ления применяют термопарные и ионизаци
онные вакуумметры. 

Рабочие вакуумные камеры, как правило, 
сменные и могут быть применены на установ
ках различных типов в зависимости от видов 
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Рис. 11.2.1. Типовая схема высокотемпературной установки для кратковременных испытаний: 
1 - система создания и измерения вакуума; 2 - блок синхронизации управления нагружением и нагревом; 3 -
блок автоматического управления нагружением; 4 - блок систем нагружения постоянной и циклической на
грузкой; 5 - блок измерения и регистрации основных параметров механических испытаний; 6 - устройство 

согласования сигналов ЭВМ; 7- блок автоматического управления нагревом; S - система нагрева 
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испытания. Для испытаний на растяжение, 
сжатие, срез и изгиб при высоких температу
рах в рабочих камерах некоторых установок 
предусмотрены специальные захватные уст
ройства и приспособления [29, 63]. При испы
тании на растяжение в сменных захватных 
устройствах устанавливают плоские, круглые, 
трубчатые и другие образцы общей длиной 
20...200 мм с любым поперечным сечением 
(включая и микрообразщд на установках типа 
"Микрат-4-6"). При испытании на изгиб со
средоточенной силой захваты имеют специ
альные пазы, на которых устанавливаются 
образцы размерами 25x3x3 мм для металличе
ских материалов (или увеличенные до 
100x10x10 мм для композиционных материа
лов [28, 63, 64]). Датчики для измерения сил и 
деформаций в зависимости от уровня темпера
туры устанавливают внутри камеры или вне ее 
(при этом учитываются потери на трение в 
вакуумных резиновых уплотнениях). Испыта
ния на сжатие и срез при высоких температу
рах проводят на цилиндрических или призма
тических образцах (размеры зависят от свойств 
материалов, уровня температур и др.) на спе
циальных приспособлениях. 

С и с т е м а н а г р е в а включает наи
более часто радиационный (лучевой) источник 
нагрева образцов [63, 64] в высокотемператур
ных установках различного назначения с при
менением малогабаритных электропечей со
противления. 

Пластинчатые нагреватели различной 
формы и размеров (диаметр печного про
странства 10...20 мм, высота 50... 100 мм) обес
печивают устойчивый нагрев до 3300 К при 
кратковременных испытаниях. Они потребля
ют небольшую мощность 6,5...8 кВт при 3300 
К, в тепловом отношении малоинерционны и 
пригодны при проведении термоциклических 
испытаний. 

В рабочем пространстве печи обеспечи
вается достаточно равномерный нагрев: про
дольный градиент температуры по длине рабо
чего участка 25... 30 К при температуре 
2300...2500 К. Управление режимом нагрева 
установок по заданным программам (циклам) 
осуществляет программный электронный регу
лятор напряжения. В регуляторе применена 
тиристорная схема, построенная на принципе 
фазово-импульсного регулирования напряже
ния, которое при постоянном сопротивлении 
нагрузки пропорционально разрешающей 
пропускной мощности. Регулятор вместе с 
автоматическим задатчиком программ РУ-5-02 
при кратковременных испытаниях задают оп
тимальные режимы нагрева, обеспечивают 
стабилизацию температуры на образце в пре
делах ± 1 %. Регулятор имеет автоматическую 
и ручную регулировку управления нагрева 
(при использовании термопар ВР-5/20 до 2300 
К и оптических пирометров до 3300 К). В 

режиме ускоренного нагрева можно полу
чить максимальную скорость нагрева 50...200 
К/с. 

Методики кратковременных высокотем
пературных испытаний [28, 63] рекомендуют 
различные скорости нагрева образцов и стаби
лизирующие вьщержки (5...20 мин). Для крат
ковременных статических высокотемператур
ных испытаний на растяжение приемлем сле
дующий режим нагрева: 

медленное повьпиение температуры до 
500...700 К со скоростью 0,3... 1,0 К/с; 

ускоренный подъем температуры до за
данных рабочих значений со скоростью 5... 100 
К/с; 

выдержка при температуре испытания в 
течение 3...5 мин. 

Электропечи к термокамерам универ
сальных и специальных установок большей 
мощности имеют разнообразные конструкции. 
Для измерения температуры образцов широко 
применяют термопары и оптические пиромет
ры [28, 63]. Термопары типа вольфрам-рений 
в среде инертного газа и в вакууме позволяют 
измерять температуру до 3000" С, обладают 
высокой стабильностью и чувствительностью, 
имеют срок службы, намного превышающий 
продолжительность кратковременных испыта
ний. Применение термопар ограничено термо
стойкостью изоляции. Термапары с изоляхщей 
из оксида алюминия AI2 О3 можно использо
вать до температуры 1800° С, с изоляцией из 
ВеО - до 2500° С. При более высоких темпера
турах применяют пирометры [28]. 

Блок измерения и регистрации основных 
параметров (нагрузки, температуры, времени и 
др.) состоит из автоматических показывающих 
и записывающих приборов [3, 28]. При высо
котемпературных испытаниях, особенно с 
использованием вакуумных камер, системы 
измерений более сложные, чем при обычных 
температурах, причем не всегда удается ис
ключить влияние температуры на сигналы 
датчиков. В одних случаях предпочтение от
дают оптическим системам, а в других - разра
батывают бесконтактные системы измерения 
линейных величин (см. гл. 11.1). Датчики пе
ремещений (по захватам) при высокотемпера
турных испытаниях обеспечивают качествен
ную запись процесса пластического деформи
рования образца, но не дают достаточно кор
ректных значений характеристик упругости. 

Полученные экспериментальные кривые 
деформирования "нагрузка - удлинение" пере
страивают в диаграммы "напряжение - дефор
мация". В случае применения специальных 
автоматизированных систем [27] информация 
с ЭВМ поступает в виде протоколов испыта
ний, содержит графический материал в виде 
диаграмм растяжений, формирует банк данных 
и др. 
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Глава 11.3 

ИСПЫТАНИЯ НА ПОЛЗУЧЕСТЬ 
И ДЛИТЕЛЬНУЮ ПРОЧНОСТЬ 

ПРИ ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУРАХ 

Важную роль в открытии ползучести Ко-
риолисом и Вика в 1830-1834 гг. сьпрала по
становка прецизионных экспериментов при 
разрешающей возможности измерений дефор
мации примерно 10"̂ . Систематические иссле
дования, проведенные к 1910 г., позволили 
Андраде предложить уравнение ползучести, 
которое и сейчас относится к числу базовых. В 
настоящее время примерно 100 фирм в мире 
вьшускают более 1000 единиц наименований 
экспериментального оборудования для иссле
дования ползучести [28]. 

Камеры позволяют проводить исследова
ния в различных средах. В зависимости от 
температуры испытаний [73] различают термо
камеры, криокамеры и термокриокамеры. 
Термокамеры могут быть низкотемпературные 
(до 673 К) и высокотемпературные (электро
печи). Электропечи обеспечивают нагрев 
до 1773 (воздушные), 2073 (инертный газ), 
3273 К (вакуумные) [28, 63, 64]. 

В низкотемпературных камерах (и при 
отрицательных температурах) испытывают 
полимеры, пластмассы, резину, цветные и 
другие металлы. Установки для испытания 
этих материалов характеризуются универсаль
ностью, многоцелевым назначением, значи
тельным числом одновременно испытуемых 
образцов, тщательностью контроля основных 
характеристик нагружения. Измерения дефор
мации проводятся с помощью индикаторов, 
оптических методов, индуктивных датчиков, 
фотоследящих систем. 

Тугоплавкие материалы на воздухе в 
основном испытывают при температуре до 
1273 К. Нагрев до 1773 К затруднен в связи с 
применением для испытаний на воздухе в 
основном хромоникелевых нагревателей. В 
высокотемпературных камерах [64] проводят 
испытания преимущественно в вакууме или 
среде инертного газа при температуре 
1073...3173 К и нагрузке 0,005...30 кН. Напри
мер, испытания на установке ПВ-3012Н [28] 
осуществляют при нагрузке 0,005...0,5 кН и 
температуре 1473...2473 К, а на установках 
ПРВ-203 и ПРВ-303 - при нагрузке 
0,05...30 кН и температуре 1273...3173 К. Кар
биды тугоплавких металлов испытывают при 
более высокой температуре (3473 К и вьшге). 

Установки с камерами, независимо от 
температуры испытаний, как правило, имеют 
цокольную конструкцию; замкнутый силовой 
контур образован станиной, ходовым винтом, 
установленным на станине корпусом камеры, 
тягами и рычажным механизмом. Резкое по-
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Рис. 11.3.1. Зависимость эффективности теплообмена 
от расстояния между поверхностями 

нагревателя и образца 

нижение прикладываемых при высокой тем
пературе нагрузок делает необходимым обес
печение как непосредственного нагружения, 
так и нагружения с помощью рычажной си
стемы. 

В различных установках много общего 
имеют системы нагрева, измерения и контроля 
температуры, деформации, обеспечения газо
вой среды и т.п. При этом конструкция печи, 
размеры камер, элементов различных систем, 
трудоемкость обслуживания во многом опре
деляется мощностью, затрачиваемой на нагрев 
испытуемого образца. При этом мощность, 
затрачиваемая на достижение одной и той же 
температуры, может различаться на порядок, 
что объясняется существенной зависимостью 
эффективности т| теплообмена между поверх
ностями образца и нагревателя при малых 
расстояниях h между ними (рис. 11.3.1). 
Большинство печей характеризуется большим 
расстоянием h между нагревателем и образцом 
(рис. 11.3.2, а) и соответственно большой 
мощностью, затрачиваемой на нагрев. 

m 
а) 

Рис. 11.3.2. Взаимное расположение образца 
и нагревателя 
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При уменьшении расстояния h (рис. 
11.3.2, б) снижаются затраты мощности, но 
возникают трудности точной установки образ
ца, контроля температур ввиду приближения 
нагревателя к термопаре. 

Радиационный нагрев при температуре 
выше 2773 К сопровождается значительным 
повышением скорости испарения даже наибо
лее тугоплавкого вольфрама. При этом интен
сифицируется химическое взаимодействие 
образующихся паров с материалом образца. 
Индук1щонный нагрев, лишенный этого недо
статка, позволяет проводить испытания при 
температуре до 4273 К. Равномерный нагрев 
обеспечивается соответствующими расположе
нием и конфигурацией витков индуктора [63]. 

При испытании тугоплавких металлов с 
покрытиями в агрессивной среде возникают 
трудности, нагрева при значительно более 
низкой температуре, в частности при 
1573... 1973 К. В этом случае целесообразно 
применить отражательную печь [28, 63]. В 
отражательной печи, состоящей из водоохлаж-
даемого эллиптического цилиндра, в одном из 
фокусов расположен испытуемый образец, в 
другом - нагреватель электросопротивления из 
графита. Рабочие пространства нагревателя и 
образца разделены, что позволяет проводить 
испытания в разных агрессивных средах. На
греватель электросопротивления помещен в 
кварцевую трубку, заполненную инертным 
газом (аргоном) для предотвращения окисле
ния. Внутренние поверхности эллиптического 
цилиндра и крышек полированы и покрыты 
никелем (хромом) для обеспечения высокой 
направленной отражательной способности и 
коррозионной стойкости. Это позволяет, кон
центрировать энергию источника излучения в 
фокальной области, где помещен образец для 
осуществления необходимого нагрева. Воз
можно использование и других методов нагре
ва [28]. Значительные методические трудности 
могут возникнуть при необходимости создания 
особой газовой среды, проведения испытаний 
в условиях радиационного воздействия и др. 

Свойства тугоплавких металлов при вы
сокотемпературном нагреве могут существенно 
изменяться вследствие насыщения примесями 
внедрения. Интенсивность насыщения приме
сями определяется температурой нагрева, со
ставом газовой среды, исследуемого материала, 
условиями нагружения и др. 

Для проведения испытаний в вакууме 
при температуре 2373 К необходим предвари
тельный прогрев не менее 15 ч, а при даль
нейшем повышении температуры еще больше. 
Это свидетельствует о трудоемкости проведе
ния исследований в глубоком вакууме, прин
ципиальных трудностях обеспечения необхо

димых условий, необходимости дифференци
рованного подхода к выбору оборудования, 
целесообразности проведения испытаний в 
обычном вакууме при защите металла от на
сыщения с помощью геттеров и др. Для по
вышения эффективности дифференцированно
го выбора экспериментального оборудования 
необходимо расширение использования рас
четной оценки газонасьпцения. 

Специфические трудности нагрева, изме
рения и контроля деформации испытаний в 
различных газообразных и жидких средах при
водят к естественной необходимости проведе
ния многообразцовых испытаний, испытаний 
на микрообразцах. Целесообразность проведе
ния многообразцовых испытаний связана так
же со статистическим характером устанавли
ваемых значений механических свойств. При 
исследовании жаропрочных материалов число 
образцов увеличивалось в соответствии с чис
лом стоек с идентичными системами нагрева, 
измерений деформаций и др. или числом об
разцов, испытываемых на одной стойке [28]. 
При проведении многообразцовых испытаний 
существенно затруднены измерение и кон
троль деформаций. С повышением температу
ры испытания существенное значение приоб
ретает мощность, затрачиваемая на нагрев. 
Этому особое внимание уделялось при созда
нии шестистоечной установки для высокотем
пературных испытаний тугоплавких материа
лов в вакууме [63]. 

Поскольку для многих элементов кон
струкций характерна существенная неоднород
ность механических свойств по объему, точ
ность определения их механических свойств 
существенно зависит от уменьшения размеров 
испытуемого материала до микрообразцов. 
Требования к испытаниям микрообразцов и 
стандартных во многом идентичны [28]. Мик
рообразцы должны сохранять геометрическое 
подобие со стандартными образцами. Широко 
испытывают на растяжение образцы диа
метром 0,8; 1,0; 1,2 мм и на кручение - диа
метром 1,2; 1,6 и 2 мм. Оптимальная длина 
рабочей части образца при статических испы
таниях на растяжение составляет 5d (где d -
диаметр). 

Прецизионное оборудование для испы
таний микрообразцов отличается универсаль
ностью. [28]. Например, машина М1 44 пред
назначена для испытаний микрообразцов на 
растяжение, кручение, изгиб, сжатие и срез, 
имеются машины для испытаний в вакууме, 
различных газообразных и жидких средах. 

Принято считать, что ползучесть начина
ет развиваться при близких для ОЦК-металлов 
к 0,3 T/Tjiji температурам. Вместе с тем все 
больше расширяются низкотемпературные 
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исследования ползучести. Создана установка 
для испытаний металлов при активном нагру-
жении, релаксации, в режиме ползучести при 
1,65...300 К [84]. 

Усовершенствование методики измере
ния твердости путем вдавливания шарика в 
образец с лункой способствует повышению 
точности контроля сопротивления ползучести. 
В многообразцовом устройстве для проведения 
испытаний на ползучесть методом вдавлива
ния шариков образцы цилиндрической формы 
с вырезанными на торцах лунками располага
ют в цепочку, к которой прикладывают осевую 
силу. В результате измеряется общая деформа
ция. 

Исследования на ползучесть и длитель
ную прочность в близких к реальным услови
ям радиационного повреждения сопряжены с 
преодолением целого ряда методических труд
ностей [87]. Разработана аппаратура для из
учения ползучести металлов в условиях бом
бардировки их низкоэнергетическими ионами. 
Установка для испытаний на растяжение в 
условиях действия постоянных и импульсных 
магнитных полей обеспечивает достаточно 
сильные и однородные магнитные поля в ма
лых объемах, при относительно небольшой 
мощности позволяет исследовать микрообраз
цы. 

Ползучесть материала в условиях плоско
го напряженного состояния исследуют обьршо 
на тонкостенных трубчатых образцах, нагру
женных осевой силой, внутренним давлением, 
варьируя, в основном, 1футящим моментом. 
Модернизация установок применительно к 
исследованию материалов с существенно раз
личным сопротивлением растяжению и сжа
тию позволяет расширить возможности варьи
рования величиной и направлением осевой 
силы. Создана установка для испытаний на 
ползучесть при программном ступенчатом 
изменении 1футящего момента, осевого усилия 
в тонкостенном трубчатом образце при темпе
ратуре испытаний до 1273 К. 

Многие исследования [2, 79] приводят к 
выводу, что в сопротивлении материалов ста
тической и циклической ползучести наряду с 
особенностями есть много общего. Соответ
ственно трудно провести резкую грань и в 
экспериментальных исследованиях, прежде 
всего это касается установок для статического 
нагружения и нагружения с программным 
изменением температуры и напряжения. Рас
ширяются исследования статической и цикли
ческой ползучести при сложном нагружении. 
В ряде случаев реализация статического и не
стационарного нагружения может вызвать осо
бые методические трудности. Например, при 
дополнительном действии ультразвуковых 
колебаний выраженными оказались трудности 
измерений деформахдай. 

Глава 11.4 

МЕТОДЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО 
ИССЛЕДОВАНИЯ 

ТРЕЩИНОСТОЙКОСТИ К 0 Н С 1 Р У К Ц И Й 

11.4.1. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ, 
НАЗНАЧЕНИЕ И ОБЛАСТЬ ПРИМЕНЕНИЯ 

При оценке долговечности и остаточной 
прочности конструкций ответственного наз
начения широко используется принхщп без
опасного повреждения, допускающий наличие 
трещин в силовых элементах изделий. Частич
но разрушенный элемент сопротивляется 
дальнейшему развитию трещин, в чем и выра
жается трещиностойкость конструкции. Тре-
щиностойкость конструкции устанавливают 
экспериментальными либо аналитическими 
методами. 

Испытания натурных конструкций могут 
подтвердить возможность безопасной эксплуа
тации данной конструкции, или ей подобной, 
при отсутствии значительных отклонений от 
условий их проведения. Ограниченная приме
нимость результатов натурных испытаний, как 
правило, сочетается с трудоемкостью, высокой 
стоимостью и невозможностью получения 
всесторонней оценки конструкции с учетом 
широкого диапазона варьирования большого 
числа эксплуататщонных факторов. Эти недо
статки натурных испытаний можно исключить 
сочетанием их с методами расчетного опреде
ления трещиностойкости конструкций. 

Мерой трещиностойкости конструкций 
служат характерные параметры разрушения, 
которые позволяют определить поля напряже
ний и деформаций в области кончика трещи
ны в ответственный момент процесса разру
шения. Применительно к наиболее распро
страненным в реальных изделиях трещинам 
нормального отрыва хорошо обоснованными и 
апробированными параметрами разрушения 
являются: коэффициент Ki интенсивности 
напряжений, интеграл / [ , раскрьггие ô^ и 

угол a i раскрытия вершины трещины. Для 
качественной оценки трещиностойкости кон
струкции используют также следующие вели
чины: критическую температуру хрупкости 
7^р1, Т^Р2У предел трещиностойкости / с ко
эффициенты интенсивности напряжений К^.„ 

и деформаций К^^ . 
Характеристики трещиностойкости кон

струкции и металлических материалов могут 
существенно отличаться между собой, по
скольку последние определяют при стандарт
ных испытаниях на одноосно нагруженных 
образцах, имеющих относительно малые раз
меры. Однако эксперименты по исследованию 
трещиностойкости проводят только при от-
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сутствии приемлемой альтернативы, когда 
окончательное разрушение конструкции может 
сопровождаться катастрофическими послед
ствиями. В таких исследованиях выявляют 
зоны повьппенной поврежденности конструк
ции, проверяют аналитические оценки харак
теристик ее трещиностойкости и обрабатывают 
методики обнаружения начальных дефектов и 
контроля за развивающимися трещинами. 

Из разнообразных сторон явления раз
рушения и многочисленных методических 
аспектов проведения экспериментальных ис
следований трещиностойкости конструкций 
ниже рассмотрены только наиболее изученные 

и важные в практическом отношении: методы 
определения характерных величин параметра 
Kl. Следовательно, в дальнейшем постулиру
ется линейно-упругое поведение всего объема 
материала конструкции за исключением мало-
масштабных зон пластичности у кончиков тре
щин. Общее представление об области приме
нения и назначения рассматриваемой сово
купности экспериментальных методов дает 
таблица 11.4.1. В ней упорядочено (по видам 
испытаний) представлены характеристики 
трещиностойкости и параметры трещин в кон
струкции, относящиеся к трем основным ста
диям процесса ее разрушения. 

11.4.1. Виды натурных испытаний и характеристики трещиностойкости конструкций 

Вид 
испытания 

Характеристики сопротивления разрушению и параметры дефектности, 
определяемые на стадиях 

раскрытия стационарной 
трещины 

стабильного роста 
трещины 

нестабильного разрушения 
и торможения трещины 

Электронная 
фракгография 
изломов 

Неразрушаю-
щим методом 
дефектоскопии 

Разрушающее 
контрольное 

Кратковре
менное 
статическое 

Длительное 
статическое 

ао, Со - начальные раз
меры трещины; w,h -
ширина и высота зоны 
вытяжки 

Идентификация распо
ложения, формы, разме
ров и ориентации на
чальных дефектов 

Идентификация наибо
лее опасных трещин и 
других дефектов 

Кю, Kie, Кц - характер
ные значения параметра 
^1 

Kiscc - пороговое значе
ние параметра Ki при 
коррозионном 
кивании 

растрес-

da скорость роста 

усталостной трещины; 
àuf. - стабильный при
рост трещины 

Определяемый момент 
старта 

Кл - кривая; 
da 

Kif. - диаграмма 
статического разруше
ния; Kir - величина Ki 
в начале нестабиль
ности 

da ^ 
-—— Al - диаграмма 
замедленного разруше
ния 

Направление роста трещи
ны; скорость роста трещи
ны и ее ветвление 

Определяемые критическая 
нагрузка и параметр Ki 

Kic^Aûc^Aa^^ 
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Продолжение табл. П.4.1 

Усталостное 

Динамическое 

(J^i) , - пороговое зна
чение параметра Ki при 
циюшческом нагружении 

(^1/)/, стартовое зна
чение параметра Ki при 
динамическом нагруже
нии 

da 
•Д^11пах-даа-dN 

грамма усталостного 
разрушения 

Kff. - критический пара
метр К\ при циклическом 
нагружении 

- Ku) - диаграмма 
da^ 
dt 

динамического разруше
ния; {K\a)j)\ ^Imin i 
Тсдх - температура оста-
новки трещины 

П р и м е ч а н и е : индексы 0; е, /; г, с; m и а обозначают характерные моменты процесса 
разрушения. 

Экспериментальные исследования тре-
щиностойкости конструкции целесообразно 
начинать с детального анализа данных экс
плуатационных разрушений аналогичных се
рийных изделий. Наиболее ценными являются 
объективные данные, полученные методами 
электронной фрактографии изломов, которые 
позволяют выявить причины поломок, пра
вильность фрактографического анализа зави
сит от сохранности эксплуатационных изломов 
и возможности тщательного изучения их по
верхностей в лабораторных условиях. 

Следующим этапом исследований яв
ляется определение картины реальной дефект
ности рассматриваемой конструкции. Необхо
димо установить место расположения, число, 
размеры, форму и направления развития тре
щин и трещиноподобных дефектов. С этой 
целью применяют неразрушающие методы 
дефектоскопии, базирующиеся на использова
нии рентгеновских лучей, магнитных частиц, 
проникающих красителей, электросопротивле
ния, ультразвуковой и акустической эмиссии, 
а также визуального наблюдения. Поскольку 
ни один из этих методов не способен дать 
исчерпывающие сведения о поврежденности 
сложных, например крупногабаритных свар
ных или литых конструкций, их дополняют 
разрушающими контрольными испытаниями. 

Контрольным испытаниям обычно под
вергают сосуды высокого давления, трубопро
воды, силовые элементы авиаконструкций и 
судов, а также быстро вращающиеся детали 
машин, например, роторы и диски турбогене
раторных установок. Первые два типа изделий 
подвергают гидроиспытаниям под давлением, 
а последние испытывают на спехщальных раз
гонных стендах. Уровень статической нагрузки 
в контрольных испытаниях подбирают таким 
образом, чтобы можно было обнаружить и 
идентифицировать наиболее опасные трещины 
и трещиноподобные дефекты. 

В зависимости от целей испытаний и 
условий эксплуатации конструкций осу
ществляют последующее раздельное или со
вместное исследование ее трещиностойкости 
при статическом, циклическом и динами
ческом нагружении. При этом определяют 
характерные значения К\ на стадии затупле
ния трещины, строят кривые сопротивления 
разрушению К^ и кинетические диаграммы 
разрушения (зависимости скорости роста тре
щин от параметра К\), а также устанавливают 
характерные величины К\ в процессе неста
бильного распространения и в момент оста
новки трещины. 

11.4.2. КОНСТРУКЦИИ 
СО СТАНДАРТНЫМИ ТРЕЩИНАМИ 

Испытаниям на трещиностойкость под
вергают конструкции, ее натурные элементы и 
модели. При этом начальные повреждения, 
напряженное состояние, граничные условия и 
условия испытаний должны быть бтшзки экс
тремальному случаю безаварийной эксплуата
ции конструкций такого типа. 

Для обеспечения подобия повреждений в 
испытаниях и эксплуатации вводится предпо
ложение о том, что конструкция содержит, так 
называемые, максимально необнаруживаемые 
или регламентированные (допустимые) дефек
ты типа трещин. Наибольший размер первых 
для серийных изделий из металлических мате
риалов обычно принимается равным 1 мм. 
Последний может быть уточнен на основе 
результатов дефектоскопического контроля 
поврежденности конструкции. Расположение, 
ориентация и геометрические параметры рег
ламентированной трещины, обеспечивающие 
требуемые минимальные величины характери
стик трещиностойкости, устанавливаются пу-
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тем обобщения данных о трещинах, образую
щихся в конструкциях рассматриваемого типа 
вследствие усталостных, коррозионных, про
изводственных и случайных повреждений. 
Предполагается также, что в наиболее опасном 
сечении содержится, по крайней мере, одна 
необнаруживаемая или регламентированная 
трещина. 

Если оценка статической трещиностой-
кости конструкции осуществляется без допол
нительного исследования усталостного и кор
розионного разрушения, то регламентирован
ное повреждение может представлять собой 
сквозной или поверхностный надрез с ини
циированной из его вершин усталостной тре
щиной (рис. 11.4.1). Ее расчетная длина / 
должна удовлетворять требованиям стандарта 
[50], а способ и условия выращивания имити
ровать таковые при экспериментальном режи
ме эксплуатации конструкции со стабильно 
развивающейся трещиной. 

Моменту / старта трещины предшествует 
момент О начала рас1фытия ее берегов вблизи 
линии фронта и момент е начала пластическо
го затупления кончика трещины. Для иденти
фикации этих условных моментов в кратко
временных или длительных статических испы
таниях обычно регистрируют диаграмму 
(нагрузка Р, нормальная к линии трещины, -
относительное смещение v берегов последней) 
и с помощью того или иного метода убежда
ются в отсутствии физических приростов тре
щины вплоть до момента /. По диаграмме P-v 
устанавливают значения нагрузки Р и смеще
ния V в указанные моменты и вычисляют со
ответствующие им величины параметра Ki. 
Последние позволяют рассчитать уровни на
грузки Р в моменты Оу е и i при наличии 
стационарной трещины произвольных разме
ров. 

Изложенный подход к определению со
противления разрушению конструкций, как и 
все известные сейчас аналоги, не учитывает 

М^ г 
1 

/ 
-,;_ 
^-

птттттг 
L ^^<^ - \ 

, i \ i 1 i \ i 

-^ 

' 

p i 

возможно существенной зависимости старто
вых и достартовых величин параметров разру
шения от знака и уровня нагрузки q (см. рис. 
11.4.1), действующей вдоль линии трещины. 
Влияние этой нагрузки на текущие и харак
терные значения параметра К\ нельзя кор
ректно учесть с помощью теоретических моде
лей линейной механики разрушения. 

11.4.3. КОНСТРУКЦИИ 
с РАЗВИВАЮЩИМИСЯ ТРЕЩИНАМИ 

В большинстве конструкций после старта 
трещины наблюдается стадия стабильного раз
рушения, которая обычно завершается перехо
дом к нестабильному, а затем динамическому 
развитию процесса разрушения. Сопротивле
ние конструкции росту трещины характеризу
ют кривой К л (рис. 11.4.2) либо диаграмма
ми статического (рис. 11.4.3, а) или усталост
ного (рис. 11.4.3, б) разрушения. По ним 
определяют параметры разрушения в момент г 
начала стадии нестабильного роста трещины 
(см. рис. 11.4.2) и в момент с достижения 
развивающейся трещиной (рис. 11.4.3, а) не
которой критической скорости àf., а также 
оценивают безопасный срок службы и оста
точную прочность конструкции. 

Методики построения кривых К л и 
диаграмм разрушения по данным испытаний 
конструкций и образцов из металлических 
материалов концептуально подобны. Однако 
геометрию инициирующего надреза и размеры 
начальной трещины в конструкции можно 
варьировать, как правило, в более широких 

^/ili 
Р}<Рг<Рз^Р^=Рг 

Рис. 11.4.1. Пластина с острым поверхностным 
надрезом и начальной трещиной длиной /, 

выращенной из его вершины 

Оо Qr 

Рис. 11.4.2. Схематическое представление 1фивой К^ 
и процедуры графического определения параметра К\ 
в момент начала нестабильного разрушения (штрихом 

показаны силы Ру - Р^)^ движущие трещину при 
повышающихся уровнях нагрузки Р 
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диапазонах, чем это допустимо при испытании 
стандартных образцов. В данном случае ука
занные параметры целесообразно выбирать 
такими, чтобы процедура определения сопро
тивления конструкции разрушению при стати
ческом нагружении совмещалась с оценкой 
длительности роста трещины от максимально 
необнаруживаемых до регламентированных 
размеров. Поэтому в качестве начальных по
вреждений используют, если это возможно, 
конструктивные концентраторы напряжений с 
производственными, случайными или специ
ально выращенными поверхностями трещин. 
Размеры последних должны быть равны, сопо
ставимы или эквивалентны размерам макси
мально необнаруживаемых или наиболее ти
пичных для данного изделия трещиноподоб-
ных дефектов. 

da/dN 

Рис. 11.4.3. Зависимости скорости роста трепцш 
от параметра при нагружении: 

а - статическом; б - циклическом; А"/о, K^i^ -
пороговые значения; K\Kii - стартовая величина 

К\ ; А"/с, К ff. - критические значения К\ 

Испытуемая конструкция должна подвер
гаться воздействию некоторого обобщенного 
спектра нагружения, учитывающего взаимо
действие постоянных и повторно-переменных 
нагрузок, остаточных напряжений, темпера
турных и других физических полей, коррози
онных сред и поверхностно-активных веществ. 
Спектр нагружения устанавливается на основе 
анализа статистических данных об изменениях 
напряженно-деформированного состояния 
рассматриваемой зоны повреждений в процес
се изготовления, монтажа, эксплуатации и 
ремонта конструкции. Во время испытаний 
регистрируют нагрузку и размеры трещины, 
по которым определяют величины ее прирос
тов и скорости распространения в том или 
ином направлении. С их помощью строят 
диаграммы статического или усталостного 
разрушения. 

При достаточно протяженных участках 
стабильного роста трещины возникает воз

можность после получения необходимых дан
ных прекратить процесс разрушения и пол
ностью восстановить несущую способность 
конструкции путем осуществления ремонтных 
операций. В таких случаях для построения 
соответствующих диаграмм разрушения реко
мендуется проводить дополнительные испыта
ния с поочередной реализацией основных 
составляющих спектра эксплуатационного 
нагружения: длительного статического, много
циклового, малоциклового и кратковременно
го статического нагружения. 

Для повышения достоверности оценок 
характеристик остаточной прочности кон
струкции надо, чтобы к началу последнего из 
перечисленных режимов испытаний трещина 
имела регламентированные размеры. В ходе 
кратковременных статических испытаний ре
гистрируют диаграммы Р - V, синхронно с ней 
измеряют приросты трещины. По ним опреде
ляют характеристики достартовой и стартовой 
трещиностойкости конструкции, строят кри
вые Kj^ и устанавливают значения пара
метров разрушения, соответствующие началу 
нестабильного роста трещины. Последние 
позволяют рассчитать остаточную прочность 
конструкции с трещинами произвольных раз
меров. 

Кратко рассмотрим методы косвенной 
оценки характеристик сопротивления разру
шению конструкций с развивающимися тре
щинами, которые основаны на фракгографи-
ческих исследованиях пространственного рас
положения бороздок усталости и определении 
размеров зоны вытяжки. Обьршо бороздки и 
зона вытяжки образуются на изломе металли
ческих материалов в процессе усталостного 
разрушения. Анализ изменений ширины бо
роздок в сочетании с данными о режиме на
гружения позволяет определять скорость роста 
трещины, вьршслять значения параметра К\ и 
строить диаграмму усталостного разрушения. 
По ширине и высоте зоны вытяжки можно 
приближенно установить стартовое значение 
раскрытия ôj в вершине острой усталостной 
трещины, а также число циклов нагружения, в 
течение которых происходило разрушение 
конструк1ШИ. Кроме того, анализ изломов 
выявляет места инициирования и наиболее 
опасные направления роста трещин, а также 
их критические размеры, соответствующие 
началу стадии нестабильного разрушения. 

11.4.4. ТОРМОЖЕНИЕ И ОСТАНОВКА ТРЕЩИН 
В КОНСТРУКЦИЯХ 

Целью применения описанных вьпые 
экспериментальных методов является предот
вращение нестабильного роста трещины путем 
ограничения действующих напряжений. По-
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следние определенным образом связаны с 
размерами трещины и характеристиками тре-
щиностойкости конструкции. Создание кон
струкций гарантированной надежности часто 
невозможно. 

Методы и средства, предназначенные для 
остановки нестабильно растущей трещины до 
аварийного разрушения, широко применяют 
при создании конструкций повьппеннои жи
вучести, в частности, силовых элементов лета
тельных аппаратов. Конструкция обладает 
повышенной живучестью, если частичное или 
полное разрушение какого-либо из силовых 
элементов не имеет катастрофических послед
ствий для конструкции в целом. Для этой цели 
используют либо специальные конструктивные 
решения, либо целенаправленно подбирают 
или изменяют свойства материала. В обоих 
случаях необходимы данные о трещиносгой
косги конструкции на стадии торможения и в 
момент остановки нестабильной трещины. 

Многообразие и специфичность из
вестных методов и средств остановки трещин 
ограничивают дальнейшее изложение общими 
методическими положениями по проведению 
соответствующих исследований. Прежде всего 
требуется определить трещиноопасные направ
ления и границы допустимого расположения 
вершин заторможенной трещины в тех эле
ментах конструкции, разрушение которых 
может сопровождаться катастрофическими 
последствиями. С учетом этих сведений соз
дают начальные повреждения и выбирают 
места расположения и направленность приня
тых средств воздействия на распространяю
щуюся трещину: накладок, многослойных 
вставок, ребер жесткости, полостей, сварных 
швов или полос повышенной трещиностой-
кости. 

Остановка трещины может произойти 
только тогда, когда условия для ее непрерыв
ного распространения перестают вьшолняться, 
что должно учитываться при определении 
характеристик трещиностойкости на стадии 

Рис. 11.4.4. Возможное изменение величины KJD 
в функции скорости динамического роста треп|ины 

торможения и остановки нестабильной тре
щины. Достаточно точный динамический ана
лиз поведения конструкции с трещиной мож
но провести с помощью зависимости скорости 

da 
ее роста —- и величины динамической тре-

dt 
щиностойкости KjD . Искомой характеристи
кой трещиностойкости конструкции считают 
[42] минимальное значение Кjj) = А'/щш на 
диаграмме динамического разрушения (рис. 
11.4.4). Нестабильная трещина остановится, 
если в процессе ее торможения будет достиг
нуто условие КJ = Кц) - Kfjj^ . 

Необходимые для определения характе
ристики A'/nûn экспериментальные данные 
получают в ходе реализации, описанной в 
предыдущем разделе, методики оценки оста
точной прочности конструкции. Значения 
параметра Kj для распространяющейся тре
щины устанавливают с помощью соответ
ствующих динамических решений и данных о 
нахрузке Р, размерах и скорости роста трещи
ны. С этой целью используют также прямые 
способы, основанные на методах фотоупругих 
и других покрытий [42]. Однако с любой из 
известных подходов к построению зависимос
ти, показанной на рис. 11.4.4, очень сложен и 
специфичен как при получении исходных 
экспериментальных данных, так и при осу
ществлении динамического анализа при расче
те величин Kj. Поэтому, как правило, ис
пользуют относительно простые методы одно
точечной оценки характеристики Kjj^^ без 
построения полной диаграммы динамического 
разрушения. Они основаны на определении 
величины KJ = Kj^ в вершине остановлен
ной трещины после того, как испьггуемая кон
струкция вернулась в состояние статического 
равновесия. 

На участке торможения нестабильной 
трещины параметр К/, вычисленный с ис
пользованием статического и динамического 
решений, обычно изменяется, как показано на 
рис. 11.4.5, с соблюдением условия 
^/а = (^/fl)j/ ^ {^ïa)j) = ^/min • В резуль

тате определения величины Kj^ получают 
приближенную и вместе с тем консервативную 
оценку характеристики А'/^^п • При этом 
отсутствует необходимость в сложных измере
ниях скорости роста трещины и трудоемких 
динамических расчетах, поскольку величину 
KJQ ВЫЧИСЛЯЮТ С помощью обычных статиче 
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Рис. 11.4.5. Значения параметра Ki 
в момент инициирования нестабильного роста 
трепщны {Кл ) и в процессе ее торможения: 

1 - статическое решение; 2 - динамическое решение 

ских решений по нагрузке и длине трещины, 
соответствующих моменту ее остановки. 

Еще один подход в создании конструк-
Щ1Й повышенной живучести основан на пред
ставлении о температуре остановки трещины 
^САТ • Суть его состоит в создании темпера
турного градиента, обеспечивающего повьппе-
ние характеристик трещиностойкости мате
риала вдоль траектории нестабильной расту
щей трещины. В зоне с достаточно высокой 
температурой, большей температуры Т^дт ' 
трещина самопроизвольно останавливается, 
что подтверждается многочисленными опыта
ми. 

Глава 11.5 

ИСПЫТАНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ 
КОНСТРУКЦИЙ НА УСТАЛОСТЬ 

ПРИ МЕХАНИЧЕСКИХ 
ПОВТОРНО-ПЕРЕМЕННЫХ НАГРУЗКАХ 

11.5.1. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
РЕЗУЛЬТАТОВ ИСПЫТАНИЙ НА УСТАЛОСГЬ 

На сопротивление усталости деталей 
влияет огромное число факторов, совокупное 
значение которых носит неопределенный ха
рактер и не всегда может быть оценено по 
раздельному влиянию каждого из них. 

Усталостное разрушение происходит пу
тем возникновения трещины, ее развития и 
окончательного разрушения. Оно характеризу
ется, как правило, весьма малой пластической 
деформацией, внезапностью и приводит к 
катастрофическим последстаиям. В изломе 
образца или элемента конструкции можно 
различить две зоны: токоволокнистую разви

тия усталостной трещины и крупнозернистую 
окончательного долома. В зависимости от вида 
нагружения (изгиб, растяжение, кручение), 
уровня напряжений, наличия их концентрато
ров зоны разрушения могут иметь различный 
вид. 

Кривые усталости аналитически описы
ваются различными уравнениями, в том числе 
уравнением 

сУа^'- = с, 
где m и С - параметры. 

Обычно результаты испытаний на уста
лость представляют в виде кривых усталости 
(рис. 11.5.1) с осью ординат а^ и осью аб-
цисс N (число циклов в логарифмическом 
масштабе). При использовании двойной лога
рифмической шкалы напряжение можно на
носить в логарифмическом масштабе. В этом 
случае результаты часто ложатся на прямую 
линию, особенно если вклаючаются данные при 
очень больших значениях долговечности. 

Для кривой усталости характерными ве
личинами являются: предел вьшосливости 
Cf. - максимальное напряжение, которое мо
жет вьщержать материал без разрушения про
извольно большое число циклов; база испыта
ния NQ - число циклов нагружения, после 
которого разрушения образца не происходит 
независимо от длительного нагружения; пре
дел выносливости {^г)кг "^ ограниченной 
базе - напряжение, при котором образец раз
рушается при определенном заданном числе 
циклов. База испытания черных металлов 10^ 
1ЩКЛ0В, а цветных (5...10) • 10"̂  циклов. При 
испьгганиях в условиях высоких температур, 
при воздействии коррозионной среды и в не
которых других случаяйс усталостное разруше
ние может произойти и после большего числа 
циклов. 

Рис. 11.5.1. Кривая усталости 
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Характерной особенностью результатов 
испытаний на усталость является их разброс, 
что частично связано и с погрешностью экспе
римента. Поэтому для точного построение 
кривых усталости необходимо провести боль
шое число испытаний (не менее десяти). В 
большинстве случаев этот метод является до
статочно точным, но можно использовать, 
например, метод наименьших квадратов, что
бы провести прямую шш кривую выбранной 
формы. 

^сли по достижении какого-то числа 
циклов усталостное разрушение не происхо
дит, то материал имеет физический предел 
выносливости. Это обычно черные металлы. 
Цветные металлы, как правило, не имеют фи
зического предела вьшосливости. Пределы 
ограниченной выносливости по долговечности 
меньше чем 10"̂  циклов требуются для некото
рых специальных целей (область малоцикло
вой усталости). Практически требуемые преде
лы выносливости 10^... 10̂ ^ циклов. 

11.5.2. УСКОРЕННЫЕ МЕТОДЫ 
ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПРЕДЕЛА ВЫНОСЛИВОСТИ 

Среди ускоренных методов известны ме
тоды, состоящие в измерении повьппения 
температуры образца, изменения электриче
ского сопротивления, магнитной проницае
мости, магнитных и вихревых потерь электри
ческого тока и теплового расширения. 

Иной тип ускоренного метода, впервые 
предложенного М. Про, довольно близко со
ответствует методу обычных испытаний на 
усталость, но амплитуда напряжений не по
стоянна, а увеличивается с постоянной ско
ростью до тех пор, пока не произойдет разру
шение. М. Про полагал, что разрушающее 
напряжение 

Qp = а,. + Ка^^ , 

где К - постоянная, зависящая от материала. 
Испытания проводятся при различных 

значениях а и Qp. При построении в зави
симости от v a они дают прямую линию со
гласно приведенному выше уравнению, пере
секающуюся с осью нагружения в точке, кото
рая определяет предел вьшосливости. Метод 
М. Про в меньшей степени может быть ис
пользован для статической интерпретации 
результатов, чем метод проб или ступенчатый, 
поэтому не может быть эффективньв« с точки 
зрения экономии образцов. Однако метод 
М. Про перспективен для определения цикли
ческой прочности хрупких керамических ма
териалов, при большом числе образцов, раз

рушившихся после первого полуцикла нагру
жения или вьщержавших базу испытания без 
разрушения. Полученные образцы не дают 
данных о прочности материала или конструк
ционного элемента, но при использовании 
метода М. Про несут информацию о цикли
ческой прочности. 

На линейной гипотезе суммирования по
вреждений основан метод Локати, который 
предлагает определение предела выносливости 
по результатам испытания одного образца при 
ступенчатом увеличении нагрузки. Согласно 
гипотезе линейного суммирования поврежде
ний степень повреждения материала пропор
циональна отношению числа циклов щ на
гружения при данном уровне напряжения и 
долговечности Ni при этом уровне напряже
ния в условиях постоянной амплитуды: 

1Ы^/) = 1. 
1 

где к - число уровней напряжений, при кото
рых проводятся испытания. 

fa 
\ 2 А 

- ^ 
Г\ 
% z% 

а) 

Рис. 11.5.2. Определение предела выносливости 
по методу Локати 

В соответствии с методом Локати (рис. 
11.5.2, а) в координатах G^-N или 

Од -IgN строят условные кривые усталости, 
предположительно соответствующие возможно 
низшему (кривая Г) и высшему (кривая 2) 
предельным положениям и ограничивающим 
область действительной кривой усталости, и 
промежуточную кривую 3. Исходя из положе
ния условных кривых усталости намечается 
программа испытаний образца или детали 
таким образом, чтобы график ступенчатого 
увеличения нагрузки накладывался на кривые 
усталости. Полученные в испытаниях до раз
рушения образца или конструкционного эле-
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мента данные обрабатываются по формуле 
линейного суммирования повреждений для 
каждой кривой усталости и наносятся на гра-

к 
фик в координатах /(ni/Nj^-Oj. (рис. 

1 
11.5.2, б). Напряжение ст^ , соответствующее 
сумме относительных повреждений, равной 
единице, является пределом выносливости. 

Методы аналитического построения кри
вой усталости без проведения испытаний на 
усталость основаны на использовании уравне
ний, найденных по результатам статических 
испытаний на растяжение или каких-либо 
других испытаний. Для этих методов наиболее 
важным является установление критерия, на 
основе которого можно получить уравнение 
кривой усталости с физически обоснованньв«и 
параметрами. Наиболее часто в качестве такого 
критерия используют один из энергетических 
критериев, связывающих энергию, необратимо 
рассеянную в материале при циклическом 
нагружении, с энергией статического разруше
ния. 

11.5.3. ВЛИЯНИЕ КОНСТРУКЦИОННЫХ, 
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ И ЭКСПЛУАТАЦИОННЫХ 

ФАКТОРОВ НА УСТАЛОСТЬ 
КОНСТРУКЦИОННЬЕК МАТЕРИАЛОВ 

Значительное влияние на сопротивление 
усталости элементов конструкций оказывают 
следующие факторы: конструкционные 
(размеры деталей, концентрация напряжений); 
технологические (состояние поверхности, 
структура и термическая обработка, поверх
ностная обработка, сварка); эксплуатационные 
(асимметрия цикла, вид напряженного состоя
ния, режим и частота нагружения, температу
ра, коррозионные среды, фретгинг-коррозия). 

Размеры деталей. С увеличением разме
ров детали ее сопротивление усталости, как 
правило, уменьшается. Степень влияния раз
меров детали (эффект масштаба) на предел 
выносливости оценивается отношением преде
ла, выносливости детали заданного диаметра 
к пределу вьшосливости лабораторных образ
цов диаметром 7... 10 мм. Проявление эффек
та масштаба зависит от свойств материала, 
вида нагружефм (растяжение, изгиб, круче
ние), состояния поверхности и концентрации 
напряжений. Согласно экспериментальньв! 
данным испытания гладких конструкционных 
элементов эффект масштаба существенно про
является при изгибе и кручении и практиче
ски отсутствует при растяжении, т.е. в услови
ях однородного напряженного состояния. Ма
териалы, имеющие существенную структурную 
неоднородность типа чугуна и литого алюми
ниевого сплава, весьма существенно реагируют 
на изменение размера детали. 

Концентрация напряжений. Большинство 
конструкционных элементов в местах измене
ния формы и размеров (концентраторах на
пряжений) испытывают значительные напря
жения (концентрация напряжения), которые 
существенно превышают номинальные напря
жения (в предположении отсутствия возмуще
ния напряженного состояния). Теоретический 
концентратор напряжений Kj равен отноше
нию наибольшего местного напряжения crĵ ^x 
к номинальному напряжению при упругом 
деформировании: А^= CJ^ax/^ном-

Степень влияния концентрации на
пряжений на предел вьшосливости характе
ризуется эффективным коэффициентом 
концентрации напряжений, равным отноше
нию предела выносливости гладкого образ
ца или элемента конструкции к пределу 
выносливости (а^) конструкционного эле
мента с концентраторами напряжений: 
Kfy = ст^/(G;.) Чувствительность к кон
центрации напряжений характеризуется коэф
фициентом g = (А '^ — 1)/(^т ~ О • Если мате
риал не чувствителен к концентрации напря
жений, то К„ = 1 и ^ = О. 

Коэффициент чувствительности к кон
центрации напряжений зависит от свойств 
материала, абсолютного значения теоретиче
ского коэффициента концентрации напряже
ний, р^меров исследуемой детали и уровня 
напряжения, при котором проводятся испыта
ния. 

Асимметрия цикла. Существенное влия
ние на предел вьшосливости оказывает среднее 
напряжение цикла. Результаты подобных ис
следований представляют в виде диаграмм 
предельньЕХ напряжений ((Tĵ ax ~^min) *̂ ™̂ 
амплитуд цикла. 

Множество известных аналитических 
описаний диаграмм предельных амплитуд 
дают хорошее соответствие эксперименталь-
кым данньп^ для различных конструкционных 
материалов. 

Вид напряженного состояния. Неодно
родность напряженного состояния и соотно
шение главных напряжений влияют на сопро
тивление усталости материала. Анализ влия
ния неоднородного напряженного состояния 
на предел вьшосливости свидетельствует о 
следующем: 

предел вьшосливости при неоднородном 
напряженном состоянии значительно больше, 
чем при однородном, что наблюдается как при 
линейном (изгиб), так и при плоском напря
женном состоянии (кручении); 
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увеличение градиента напряжении при
водит к существенному росту местных напря
жений, соответствующих пределу вьшосли-
вости; 

предел вьшосливости при испытаниях в 
условиях неоднородного напряженного со
стояния зависит от формы поперечного сече
ния и схемы нагружения. Он повьпиается с 
уменьшением объема металла, находящегося в 
области максимальных напряжений. 

Режим нагружения. Стремление учесть 
влияние случайного нагружения на характери
стики сопротивления усталостному разруше
ния металла сделало необходимым проведение 
лабораторных испытаний при различных ре
жимах изменения напряжений. Режимы лабо
раторных испытаний на усталость можно под
разделить на стационарные, монотонного уве
личения или уменьшения нагрузки, блочного 
и случайного нагружения. При стационарном 
режиме (гармоническом, бигармоническом, 
треугольном, трапецеидальном и др.) закон 
изменения а в пределах одного цикла остает
ся постоянньас до разрушения. При монотон
ном нагружении амплитуда или среднее на
пряжение плавно или ступенчато изменяется 
до разрушения детали. Блочное нагружение 
осуществляется ступенчатьп^ (рис. 11.5.) или 
непрерывньп^и блоками, которые периодиче
ски повторяются вплоть до разрушения. При 
случайном нагружении последовательность 
ступеней или единичных значений амплитуд и 
средних напряжений цикла изменяется слу
чайным образом. Наиболее часто влияние 
случайного характера приложения нагрузки на 
долговечность материалов оценивается по ре
зультатам испытаний конструкционных эле
ментов или образцов при использовании бло
ков, отображающих статистические законо
мерности случайного нагружения. 

Частота нагружения. Увеличение частоты 
нагружения, как правило, приводит к моно
тонному повышению пределов вьшосливости 
исследуемых материалов и конструкционных 
элементов. Это объясняется тем, что при более 
высокой частоте нагружения не завершаются в 
полной мере микропластические деформации, 
приводящие к усталостному разрушению. На
блюдаемое затем снижение циклической 

.^ ' 

Рис. 11.5.3. Дуаграмма ступенчатого 
блочного нагружения 

прочности при повышении частоты нагруже
ния связано с гистерезисньв! нагревом испы
туемых конструкционных элементов, а следо
вательно, со снижением пределов вьшосли
вости этих элементов конструкции. Если при
менить надежное охлаждение испытуемых 
деталей жидкостью или газом, не вызы
вающим в них коррозии, то снижение цикли
ческой прочности не наблюдается. 

Температура. Характер влияния высоких 
и низких температур на циклическую проч
ность конструкционных элементов существен
но различен. На рис. 11.5.4 представлены тем
пературные зависимости пределов вьшосли
вости углеродистых и теплоустойчивых сталей, 
а также жаропрочных аустенитных сталей и 
сплавов. Сложный характер некоторых из них 
объясняется различными структурными пре
вращениями, имеющими место в разных тем
пературных интервалах. 

Каждая группа металлов и сплавов харак
теризуется предельной температурой, вьпие 
которой пределы вьшосливости резко падают. 
Так, при температуре до 773 К используют 
теплоустойчивые ферритные стали, при темпе
ратуре до 973 К - аустенитные стали, а при 
температуре до 1273 К - сплавы на основе 
никеля и кобальта. При более высокой темпе
ратуре можно применять сплавы на основе 
тугоплавких металлов при условии их защиты 
от окисления. 

Исследования циклической прочности в 
области низких температур свидетельствуют о 
том, что для всех металлов с понижением тем
пературы предел выносливости увеличивается. 
Наиболее существенен рост сопротивления 
усталости у углеродистых сталей; причем при 
наличии концентратора напряжения предел 
вьшосливости повьпиается меньше, чем у 
гладкого элемента. 
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Рис. 11.5.4. Зависимость предела вьшосливости сталей 
от температуры испытания: 

а - углеродистых аустенитных сталей и сплавов; 
б - жаропрочных аустенитных сталей и сплавов; 
1 - углеродистая сталь (0,1 % С); 2 - сталь 40Х и 
ЗОХМ; J - сталь 25Х2М1Ф; '^- сталь 12Х18Н9Т; 

5 - сталь Х16Н25М6; 6 - сплав ХН77ТЮ 
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Коррозионная среда. Наличие коррози
онных сред (пресная, морская вода и др.) вы
зывает резкое падение циклической прочности 
металлов. При этом следует отметить особен
но, во-первых, понижение частоты нагруже-
ния (значительное снижение предела вьшос-
ливости с увеличением времени воздействия 
среды при заданном числе циклов нагруже-
ния) и, во-вторых, воздействие высокой тем
пературы (разрушение может иметь место и 
при весьма низких напряжениях, если число 
циклов нагружения будет достаточно велико). 

Фреттинг-коррозия. В деталях с напря
женными посадками вследствие воздействия 
переменных нагрузок может происходить про
скальзывание одной поверхности относитель
но другой, в результате чего разрушается одна 
из контактирующих поверхностей, как прави
ло, более напряженная, и образуются локаль
ные каверны, существенно снижающие цикли
ческую прочность конструкционного элемента. 

Природа фретгинг-коррозии объясняется 
по-разному: механический износ; электрофи
зическое явления, происходящие на границе 
контактирующих материалов. 

Состояние поверхности. Глубина микро
неровностей после механической обработки 
существенно влияет на циклическую проч
ность конструкционных элементов. Риски и 
надрезы, являющиеся следами механической 
обработки, особенно опасны в том случае, 
когда их направление перпендикулярно к на
правлению главного растягивающего напряже
ния. Характерно, что влияние микронеровно
стей более существенно для высокопрочных 
материалов. 

Структура и термическая обработка спла
вов. Поскольку циклическая прочность увели
чивается менее интенсивно, чем предел проч
ности, и с ростом предела прочности более 
существенно проявляется влияние концентра
ции напряжений, коррозионных сред, состоя
ния поверхности и др., необходимо тщательно 
относиться к устранению и нейтрализации 
действия различных факторов, которые могут 
привести к снижению сопротивления материа
ла элемента конструкции. 

Поверхностная обработка. Она широко 
используется для повьпиения циклической 
прочности образцов и конструкционных эле
ментов и является основным способом ней
трализации действия концентраторов напря
жений, коррозионных сред и других факторов, 
снижающих сопротивление усталости. Приме
няются следующие методы упрочнения: хими
ко-термические (азотирование, цементирова
ние, цианирование), поверхностная закалка 
ТВЧ, наклеп поверхностного слоя (обкатка 
роликами, обдувка дробью, чеканка и т.п.), 
комбинированные (цементация с последующей 
обдувкой дробью и др.). Механизм поверх
ностного упрочнения состоит в создании более 

прочного и химически стойкого поверхностно
го слоя и остаточных напряжений сжатия в 
этом слое. 

Сварка. Имеющиеся данные свидетель
ствуют о том, что сварка значительно снижает 
предел вьшосливости сварных соединений по 
сравнению с основным металлом. Причиной 
этому являются напряжения растяжения в 
сварных швах, концентрация напряжений и 
неоднородность свойств сварного соединения. 

Малоцикловое нагружение. Испытания 
при малоцикловом нагружении проводят при 
сравнительно низких частотах нагружения (до 
50 циклов/мин), высоких уровнях напряжений 
(равных и вьппе предела текучести) и долго-
вечностях до 2 • 10^ хщклов. Разрушение при 
малоцикловом нагружении может происходить 
вследствие исчерпания пластичности 
(квазистатическое разрушение) или возникно
вения и развития усталостной трещины 
(усталостное разрушение). Особенностью тако
го разрушения при малоцикловом нагружении 
является наличие значительных пластических 
деформаций, например у барабанов паровых 
котлов, фюзеляжей и стоек шосси самолетов. 

Результаты экспериментов представляют
ся в этом случае в равномерном, полулога
рифмическом или двойном логарифмическом 
масштабе, как это делается при построении 
кривых многоцикловой усталости. Для описа
ния области малоциклового усталостного раз
рушения используются те же уравнения, что и 
при многоцикловой усталости. 

Термическая усталость. При исследова
нии усталости металлов при малом числе цик
лов нагружения, вызванной хщклическими 
колебаниями температуры, изменяют перепад 
температур или жесткость защемления образца 
или конструкционного элемента. Для описа
ния кривых термической усталости в коорди
натах Igejiji-lgJV используют уравнение 
Коффина [31]: 

где m и С - параметры, определяемые экс
периментально . 

Термические напряжения имеют место 
также в незащемленных конструкционных 
элементах при наличии градиентов температу
ры, которые возникают при их быстром нагре
ве и охлаждении. 

11.5.4. ПЕРИОДЫ УСТАЛОСТИ И 
ДИАГРАММА УСТАЛОСТНОГО РАЗРУШЕНИЯ 

Области и периоды полной кривой устало
сти. На рис. 11.5.5 в общем виде представлена 
кривая усталости в диапазоне нагрузок от пре
дела прочности до предела вьшосливости. 
Границей между областями малоцикловой 1 и 
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Л'^~/^^ N 

Рнс. 11.5.5. Полная кривая усталости: 
Cg - предел прочности; Ор - напряжение верхнего 

разрыва (первый вид разрыва); Ср - напряжение 
нижнего разрыва (второй вид разрыва); Oĵ  -

критическое напряжение (третий вид разрыва); а^, -

предел выносливости; а;̂  - циклический предел 

текучести; а^ - циклический предел упругости; 
N^i - критическое число циклов 

многоцикловой 3 усталости является напряже
ние, равное динамическому пределу текучести 
2 (определенному при скорости нагружения 
усталостных испытаний). 

На участке / квазистатического излома 
области малоцикловой усталости образец или 
конструкционный элемент разрушается при 
первом цикле нагружения, либо не разрушает
ся в течение нескольких десятков или сотен 
циклов. Для участка / / циклической ползу
чести характерно непрерывно возрастающее с 
числом циклов нагружения накопление плас
тической деформации. На участке / / / происхо
дит усталостное разрушение при макропласти-
ческой циклической деформации. 

Диаграмма многоцикловои усталости. Об
общенная диаграмма усталости для области 
низких амплитуд циклической деформации и 
больших долговечностей (так называемая чис
тая или многоцикловая усталость) разработана 
В. С. Ивановой (рис. 11.5.6). 

В диапазоне напряжений от Q^ до Qy^ 
процесс усталости в зависимости от числа 
циклов нагружения в общем случае (для 
отожженных металлов) состоит из четырех 
основных периодов: / - инкубахщонного, свя
занного с накоплением искажений кристашш-
ческой решетки; / / - разрыхления, связанного 
с появлением нарушений сплошности металла 
(т.е. зарождением и развитием субмикроско-

Рис. 11.5.6. Обобщенная диаграмма усталости: 
1 - линия начала микроскопического течения; 

2 - линия окончания макроскопического течения; 
3 - линия начала образования субмикроскопических 

трещин; 4 - линия начала образования микроскопиче
ских трещин (линия Френча); 5 - линия начала 

катастрофического разрушения (долома); 
6 - кривая усталости 

пических трещин); / / / - развития микротре
щин до макротрещин критического размера; 
IV - окончательного разрушения или долома. 

Каждая из стадий инкубахщонного пе
риода усталости имеет свои специфические 
особенности (развитие процесса усталости по 
стадиям рассмотрено, в основном, на примере 
железа и малоуглеродистых сталей с ОЦК ре
шеткой). 

С т а д и я ц и к л и ч е с к о й м и к 
р о т е к у ч е с т и (с первого цикла нагруже
ния до линии I) характеризуется деформаци
ей, которую можно обнаружить с помощью 
высокочувствительного тензометра или элек
тронной аппаратуры. Однако обычные меха
нические свойства (предел текучести, длина 
площадки текучести, микротвердость и др.) на 
этой стадии не меняются. К окончанию стадии 
циклической микротекучести (протяженность 
стадии 10̂  ... 10"* циклов при напряжении, 
равном пределу выносливости) все сечение 
материала претерпевает небольшую микропла-
тическую деформацию (порядка 10"̂ ...Ю"'* %), 
а в поверхностном слое зерен образуется слой 
металла с повышенной плотностью дислока
ций. 

С т а д и я ц и к л и ч е с к о й т е к у 
ч е с т и (область между линиями 1 и 2) в 
малоуглеродистой стали связана с протеканием 
по всему объему материала микроскопической 
пластической деформации, которая характери
зуется резким увеличением плотности дисло
каций по границам зерен в перлите и вокруг 
включений. Циклическое деформирование 
приводит к изменению некоторых физико-
механических свойств: повышается микротвер
дость; уменьшается, а затем полностью исчеза
ет зуб и площадка текучести на кривых стати
ческого растяжения; снижается предел про
порциональности (к концу этой стадии начи-
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нает вновь возрастать); происходит изменение 
характеристики внутреннего трения, магнит
ных свойств и др. 

С т а д и я ц и к л и ч е с к о г о у п 
р о ч н е н и я (область между линиями 2и 3) 
у отожженных материалов характеризуется 
дальнейшим повьппением плотности дислока
ций. В поверхностном слое металла разви
ваются отдельные устойчивые полосы сколь
жения, в которых к окончанию стадии разви
ваются экструзии, интрузии и первые субмик
роскопические усталостные трещины. На этой 
стадии продолжают возрастать твердость, 
условный предел текучести и мгновенный 
модуль упругости, а пластичность материала 
несколько снижается. Стадией циклического 
упрочнения завершается инкубационный пе
риод усталостного процесса. 

П е р и о д з а р о ж д е н и я и р а з 
в и т и я с у б м и к р о с к о п и ч е с к и х 
т р е щ и н д о м и к р о с к о п и ч е с 
к и х р а з м е р о в (область между линиями 
3 и 4) - период постепенного увеличения чис
ла поверхностных устойчивых полос скольже
ния, их расширения, слияния отдельных суб-
микротрещин, находящихся в полосах сколь
жения, в микротрещины, не превышающие 
размера зерна. В этот период новые объемы 
материала постепенно вовлекаются в интен
сивное пластическое течение, пока вся по
верхность материала не покроется большим 
числом (относительно равномерно располо
женных) грубых полос скольжения, фактиче
ски являющихся микротрещинами длиной, 
равной размеру зерна. Окончание этого пе
риода усталости связано с накоплением в ма
териала необратимой повреждаемости и до
стижением линии Френча (кривая 4). 

Период зарождения и развития субмик
роскопических трещин связан с незначитель
ными изменениями физико-механических 
интегральных свойств материала, хотя в нем 
происходит перестройка дислокационной 
структуры в устойчивых полосах скольжения и 
возникновение новых полос скольжения. 

П е р и о д р а з в и т и я м и к р о т -
р е щ и н д о м а к т р е щ и н к р и т и 
ч е с к о г о р а з м е р а (область между 
линиями 4 и S) начинается с перехода микро
трещины через границу зерна и ее распростра
нения в плоскости, перпендикулярной к на
правлению приложенной нагрузки в условиях 
шюскодсформированного напряженного со
стояния у вершины трещины. На этой стадии 
распространения трещины на поверхности 
разрушения наблюдается образование харак
терной полосчатости (бороздчатости), и тре
щина распространяется при низких значениях 
коэффициента интенсивности напряжения у ее 
вершины. 

П е р и о д о к о н ч а т е л ь н о г о 
р а з р у ш е н и я и л и д о л о м а (область 

между линиями 5 и 6) характеризуется неста
бильным ростом усталостной трещины. На
пряжение долома в области многоцикловой 
усталости не зависит от его уровня и исходно
го уровня концентрации напряжений. Проч
ность близка к истинному напряжению отры
ва. 

11.5.5. МЕТОДЫ И УСТАНОВКИ ДЛЯ ИСПЫТАНИЙ 
НА УСТАЛОСТЬ КОНСТРУКЦИОННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Методы механических испытаний кон
струкционных элементов должны соответство
вать ГОСТ 25.502-79. Суммарная погрешность 
нагружения в интервале 0,2-î,О каждого диа
пазона (% измеряемой величины) не должна 
превьпиать: ± 2 % п р и / < 0,5 Гц; ± 3 % при 
0,5 < / < 50 Гц; ± 5 % п р и / > 50 Гц. При ис
пытаниях на гидропульсационных и резонанс
ных машинах без тензометрического силоиз-
мерения 0-0,2 каждого диапазона нагрузки 
погрешность не должна превышать ± 5 % зада
ваемых напряжений. Абсолютная погрешность 
измерения, поддержания и регистрации нагру
зок и деформаций в интервале 0-0,2 каждого 
диапазона не должна превышать абсолютных 
погрешностей в начале этого диапазона нагру
жения. 

Основными критериями разрушения при 
определении пределов выносливости и по
строения кривых усталости являются полное 
разрушение или появление макротрещин за
данного размера. Для построения кривой 
усталости и определения предела вьшосли-
вости, соответствующей вероятности разруше
ния 50 %, испытывают не менее 15 одинако
вых деталей. 

В интервале напряжений 0,95-1,05 пре
дела выносливости, соответствующего вероят
ности разрушения 50 %, должно быть испыта
но не менее трех конструкционных элементов. 
База испьгганий для определения пределов 
выносливости принимается: 

10̂  циклов - для материалов и сплавов, 
имеющих практически горизонтальный учас
ток на кривой усталости; 

10^ - для легких сплавов и других метал
лов и сплавов, ординаты кривых усталости 
которых по всей длине непрерывно умень
шаются с ростом числа циклов. 

Для сравнительных испьгганий база для 
определения пределов выносливости соответ
ственно принимается (3 и 10) • 10^ циклов. 
Сравнительные испытания рекомендуется про
водить на одной частоте нагружения. При 
испытаниях образцов и конструкционных эле
ментов допускается мягкое и жесткое нагру-
жение, непрерывное до образования трещины 
заданного размера, полного разрушения или 
базового числа циклов. В процессе испытаний 
конструкционных элементов контролируют 
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стабильность задаваемых нагрузок (дефор
маций). 

Для одной серии испытаний все конст
рукционные элементы нагружают одним спо
собом и испьггывают на однотипных машинах. 
Для построения семейства кривых усталости 
по параметру вероятности разрушения и кри
вой распределения пределов выносливости, 
оценки средних значений и квадратического 
отклонения пределов выносливости испыты
вают серию объемом выборки не менее десяти 
одинаковых конструкционных элементов на 
каждом из четырех-шести уровней напряже
ния. Кривые усталости строят в полулогариф
мических координатах ^тах~^^ ^^^ 
G^ - IgTV , двойных логарифмических коор
динатах IgCTjĵ ^ -\gN или IgQa -\gN. 

Исследование циклической прочности 
конструкционных элементов можно осущест
влять [29], используя обычные усталостные 
машины для определения сопротивления уста
лости образцов: гидравлические, с механиче
ским возбуждением колебаний (с неуравнове
шенными массами, кривошипные и др.). 
Обьршо приходится делать специальные за
жимы для закрепления конструкционных эле
ментов в испытательной машине. Широко 
применяют электромагнитные, электродина
мические, пневматические, магнитострикци-
онные вибраторы. Последние, впрочем, отли
чаются большой узкополосностью, поэтому 
для каждого конкретного конструкционного 
элемента (например, турбинной лопатки) из
готавливают специальный магнитостриктор. 

Методы нагрева конструкционных элемен
тов при усталостных испытаниях. Для высоко
температурных испытаний конструкционных 
элементов из жаропрочных сплавов применя
ют в основном три метода нагрева: радиаци
онный (лучевой) с помощью электрических 
печей сопротивления; прямого пропускания 
электрического тока; индукционный токами 
высокой частоты (ТВЧ). Значительно реже 
используют нагрев конструкционного элемента 
в среде продуктов сгорания, в солнечных пе
чах, электронным лучом и др. 

Л у ч е в о й н а г р е в позволяет обес
печить равномерное распределение температу
ры по длине и объему исследуемого элемента, 
стабильность его теплового режима. К недо
статкам этого метода, кроме сложности кон
струкции нагревательных систем, следует от
нести: 

невозможность реализации эксплуатаци
онного распределения температур по длине 
конструкционного элемента при нестационар
ных режимах работы агрегатов; 

низкую скорость нагрева; 
ограничение максимальной температуры 

испытаний; 

ограничение возможности программиро
вания температуры, невозможность воспроиз
ведения реальных циклов нагрев - охлаждение 
конструкционного элемента; 

усложнение наблюдения за испыты
ваемым конструкционным элементом и изме
рения его температуры и деформации. 

Н е п о с р е д с т в е н н о е п р о п у 
с к а н и е т о к а ч е р е з к о н с т р у к 
ц и о н н ы й э л е м е н т обеспечивает его 
нагрев при относительно простом конструк
торском оформлении нагревательного уст
ройства практически при неограниченных 
максимальных температурах испытаний, зна
чительных скоростях (до 700...800 К/с), цик
личность изменения температуры в процессе 
испытаний, а также свободный доступ к испы
туемому конструкционному элементу для из
мерения и непосредственного наблюдения за 
его поверхностью в процессе испьгтаний. 

Недостатками этого метода являются 
значительный продольный и поперечный пе
репад температур, резкий перегрев зоны кон
струкционного элемента с ослабленным сече
нием и значительные трудности присоедине
ния токоподводов, что исключает возможность 
его использования при нагреве многих эле
ментов конструкций, в частности рабочих ло
паток ГТД. 

И н д у к ц и о н н ы й м е т о д нагре
ва при соответствующем конструктивном ре
шении индуктора обеспечивает: 

заданное (близкое к эксплуатационному) 
распределение температуры по поперечному 
сечению испытуемого элемента при термо-
циклировании; 

практически неограниченную макси
мальную температуру испытания (до темпера
туры плавления испытуемого элемента); 

значительные скорости нагрева кон
струкционных элементов; 

возможность циклического изменения 
температуры в процессе испьгтаний; 

малую инерционность системы нагрева; 
высокую производительность и простоту 

проведения эксперимента. 
Исследования показали, что нагрев ТВЧ 

не оказывает какого-либо специфического 
воздействия на прочность испытуемых кон
струкционных элементов и образцов из жаро
прочных сплавов. 

При выборе способа нагрева следует учи
тывать также совокупность особенностей ис
пытания: размеры и конструкцию испьттуемых 
конструкционных элементов как при нагреве, 
так и при охлаждении (желательно отсутствие 
специальных устройств, передвигающих деталь 
из зоны нагрева в зону охлаждения), размеще
ния датчиков деформации, способы измерения 
и др. Нагрев в печи или ванне требует специ
ального автоматического устройства для пере
мещения детали из печи в ванну и обратно. 
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При нагреве пропусканием тока или ТВЧ, а 
частично горелкой деталь остается неподвиж
ной. Особое внимание следует обратить на 
возможность подвода к поверхностному слою 
детали энергии, весьма высокой плотности по 
сравнению с энергией, подводимой в случае 
использования других видов нагрева. 

Охлаждение системы воздухом как мане
вренный и эффективный способ позволяет 
выбирать скорости охлаждения в очень широ
ком диапазоне. Кроме того, позволяет охла
дить неподвижную деталь, и тем самым, зна
чительно упростить конструкцию, уменьшить 
габаритные размеры установки, сделать ее 
более компактной и, главное, уменьшить раз
брос результатов, неизбежный при охлаждении 
в воде. Охлаждение водой, естественно, про
исходит с большей скоростью, но решающее 
значение при этом имеют размеры деталей. 
Отсутствует необходимость в применении для 
охлаждения специальной среды: соляной ван
ны, кипящей воды, пара и др. 

Температуру конструкционного элемента 
при усталостных испытаниях измеряют при 
помощи термопар. 

Универсальный комплекс машин для про
граммных испытании на усталость. Одна из 
главных особенностей комплекса машин для 
программных испытаний на усталость образ
цов и натурных деталей состоит в его общей 
композиции, предусматривающей сборку на 
одной несущей плите с крепящими пазами 
испытательных машин нескольких типов из 
достаточно простых унифицированных меха
нических узлов с независимым креплением и 
автономным управлением. Пусковая, про
граммирующая и стабилизирующая аппаратура 
объединены в приборной стойке. Число вари
антов машин не ограничено, поэтому кроме 
обычных испытаний на изгиб, кручение, рас
тяжение-сжатие (в условиях мягкого и жестко
го нагружения) возможны и другие испыта
ния, в том числе при комбинированном или 
двухчастотном нагружении. 

Узлы крепления объектов исследования 
сменные, что позволяет испьггывать различные 
натурные детали такие, как коленчатые валы 
двигателей, поворотные кулаки и nojryocn 
автомобилей, торсионы, узлы сварных метал
локонструкций, а также лабораторные образцы 
площадью сечения 0,5...20 см^. В испьггатель-
ных машинах предусмотрена дублированная 
система силоизмерения - оптическая и элек
трическая. Электрические силоизмерительные 
(датчики) и нагружающие устройства посред
ством электронной аппаратуры объединены в 
замкнутую систему регулирования, обеспечи
вающую стационарные или программные ре
жимы испытания с управлением амплитудой 
нагрузки или перемещения. 

Машины для программных испытаний 
на усталость с кривошипным возбуждением 

характеризуются универсальностью и, вместе с 
тем, простотой конструкции. 

При разработке силовых схем машин, 
показанных на рис. 11.5.7, учитывалась воз
можность использования их для испытания 
образцов в различных средах и при разных 
температурах, а также для исследования кине
тики усталостного разрушения с наблюдением 
под микроскопом за поверхностью испытуе
мой детали благодаря свободному доступу к 
образцу или детали. Зажимные патроны во 
всех вариантах выполнены съемными, поэтому 
они всегда могут бьпъ заменены специальны
ми приспособлениями для крепления натур
ных деталей, элементов конструкций или их 
моделей. 

Во всех машинах имеются узлы и детагш 
одинакового назначения: несущая массивная 
плита 1 с Т-образньпли пазами на верхней 
поверхности для крепления необходимых ме
ханизмов; кривошипный возбудитель 3 дина
мических перемещений; образец или испы
туемая деталь 6\ упругий динамометр 7; со
ставной шатун 4, передающий перемещения от 
возбудителя к нагружаемой системе; задающее 
устройство 2 с автономным или заимствован
ным от возбудителя приводом; кронштейн 8, 
служащий для неподвижного крепления на
гружаемой системы к плите; удлинитель 5. 

Измерение деформаций динамометра для 
определения нагруженности образца осу
ществляется с помощью микроскопа или тен-
зорезисторов. В установке для испытаний кон-
сольньЕХ образцов на изгиб в одной плоскости 
(рис. 11.5.7, а) масса т, сосредоточенная на 
конце удлинителя 5, выбирается так, чтобы 
частота собственных колебаний системы была 
близка к частоте возбуждения. Это позволяет 
существенно повысить коэффициент эффек
тивности и разгрузить детали возбуд1ттеля. 

Основным узлом установки для испыта
ния образцов или конструкционных элементов 
на растяжение-сжатие (рис. 11.5.7, б) является 
деформационный преобразователь 72, с по
мощью которого возбуждение осевых сил про
исходит путем изменения длины цилиндриче
ского элемента с косо профрезерованными (по 
толщине) пазами при его скручивании. Воз
буждаемые таким образом силы воспринима
ются образцом 6 и динамометром 7, непо
движно закрепленным в поперечине 13, кото
рая соединена с корпусом преобразователя 14 
колоннами 15. 

Для испытания на кручение жестких об
разцов и конструкционных элементов, не тре
бующих значительных динамических переме
щений, используют машины с неподвижным 
креплением нагружаемой системы (рис. 
11.5.7, в). Возмущающее перемещение возбу
дителя 3 преобразуется в крутильные колеба-
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ния с помощью траверсы 9. Для передачи кру
тящего момента на образец 6 служит жесткий 
вал, находящийся в корпусе 10. Конец^ дина
мометра 7 неподвижно закреплен в кронштей
не 8. На концах траверсы 9 размещены грузы, 
которые подобраны так, чтобы момент инер-
1ЩИ массы соответствовал возможно большему 
коэффициенту эффективности. 

С помощью унифицированных возбуди
телей воспроизводят бигармонические разно-
частотные процессы деформирования (рис. 
11.5.7, г): два возбудителя 3 сблокированы с 

помощью редуктора 16. Для возможности 
суммирования возмущающих перемещений 
разной частоты динамометр укреплен в корпу
се 77, свободно поворачивающемся на верти
кальной оси 18 качания. С помощью бигармо-
нической машины можно варьировать в ши
роких пределах и независимо друг от друга все 
параметры каждой гармонической составляю
щей (частоты, амплитуды и фазы). 

Для испытаний податливых деталей ис
пользуют машину консервативной схемы с 
креплением динамометра 7 в подвижной си-

у Рис. 11.5.7. Схемы комплекса машин для исследования 
усталости конструктивных элементов 
с кривошипным силовозбуждением: 

а - изгиб консольных образцов в одной плоскости; 
б - растяжение-сжатие; в - кручение; 

г - усталость при бигармоническом нагружении; 
д - усталость податливых деталей при крутильных 

колебаниях 
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стеме, совершающей крутильные колебания в 
корпусе 11 (рис. 11.5.7, д). Моменты инерции 
массы этой системы и траверсы выбраны та
ким образом, чтобы нагруженность и возму
щение перемещения возбудителя j6bum мини
мальными при колебании обеих траверс в 
противоположных фазах. Выбирая параметры 
колебательной системы, можно увеличить об
щий угол закрутки (при сравнении с 
предыдущим вариантом) в несколько раз и 
испытывать очень податливые детали, напри
мер, многоопорные коленчатые валы двигате
лей внутреннего сгорания, полуоси задних 
мостов грузовых автомобилей и др. 

Для всех вариантов сборки испытатель
ных машин базовыми узлами являются плита 
и возбудитель. Остальные узлы монтируют по 
требованию потребителя. Это же относится и к 
узлам программирования, поэтому машины 

можно использовать не только для программ
ных, но для обычных стационарных испыта
ний на усталость. 

Машины, предназначенные для про
граммных испытаний, отличаются наличием 
устройства 2, обеспечивающего автоматическое 
срабатывание исполнительного механизма 
возбудителя через промежутки времени, пред
усмотренные программой. Машины скон
струированы таким образом, что принцип 
формирования сигналов, вызывающих сраба
тывание исполнительного механизма, не пред
определен заранее, а может быть выбран в 
каждом отдельном случае в зависимости от 
условий испытания. Благодаря этому оказы
ваются вполне применимыми достаточно хо
рошо разработанные способы формирования 
сигналов с помощью перфолент, фотоэлемен
тов, записи на магнитной ленте и др. 

11.5.1. Техническая характеристика машин 

Показатель 

Частота возбуждения, Гц 

Максимальная амплитуда возбуждаемого перемещения, мм 

Максимальная амплитуда колебаний усилия, Гц 

Максимальная статическая нагрузка, кН 

Максимальная амплитуда изгибающего момента, кН • м 

Максимальный статический изгибающий момент, кН • м 

Максимальная амплитуда крутящего момента, кН • м 

Максимальный статический крутящий момент, кН • м 

Максимальное число ступеней в программном блоке 

Потребляемая мощность, кВт 

Габаритные размеры, м 

Масса машины, кг 

Типоразмер 
комплекса мошцости 

малой 

50 

16 

5000 

50 

3,5 

2 

2 

1 

12 

1,0 

2x1, 1x1 

900 

повышенной 

25 

28 

20000 

200 

35 

20 

20 

10 

12 

2,8 

2,5x1, 3x1 

2400 

Испытательные машины могут быть 
оснащены дополнительными устройствами: 
нагревательными печами для высокотемпера
турных испытаний, камерами для воспроизве
дения воздействия агрессивных сред, а также 
другими приспособлениями. Испытательный 
комплекс выполнен в двух вариантах, отли
чающихся мощностью привода и уровнем 

развиваемых нагрузок. В табл. 11.5.1 приведе
на техническая характеристика этих машин. 
Компактность конструкции, простота обслу
живания и универсальность комплекса способ
ствуют его внедрению во многих научно-
исследовательских институтах, вузах и завод
ских лабораториях ведущих отраслей машино
строения. Машины комплекса устанавливают-
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ся на резиновых амортизаторах и в фундамен
тах не нуждаются. 

Электродинамические и электромагнитные 
возбудители колебаний. Наиболее эффективны 
для исследования сопротивления усталости 
конструкционных элементов электродинами
ческие возбудители. Они отличаются, как пра
вило, широкополостностью (5... 5000 Гц), 
имеют большой диапазон усилий на подвиж
ной платформе, просты в управлении. Что 
отличает, как правило, испытания конструк
ционных элементов от испытания образцов, 
так это определение напряжений в конструк
ционных элементах (в образце, зная его разме
ры и значение нагрузки, осевую или попереч
ные силы несложно определить). Для кон
струкционных элементов следует использовать 
тензометрию и метод хрупких покрьггий для 
более обстоятельного изучения их напря
женного состояния. 

Методы исследования усталости рабочих 
лопаток турбин и компрессоров ГТД. Ввиду 
большого разнообразия конструкционных 
элементов и невозможности из-за малого объ
ема дать подробный анализ методов их уста
лостных испытаний, более подробно остано
вимся на усталостных испьгганиях рабочих 
лопаток ГТД, весьма ответственных и кон
струкционно сложных элементов, испыты
вающих большое число воздействующих экс
плуатационных факторов. Развитие ГТД, по
вышение степени сжатия и температуры за
ставляет более глубоко изучать прочностные 
свойства рабочих лопаток в условиях, макси
мально приближенных к эксплуатационным. 

На рис. 11.5.8 приведена схема зажима 
для испытания рабочих лопаток ГТД на уста

лость. Лопатка 5 зажимается в сухариках 2 
клином 6 в рамке 1. Диаметр пальца 3 подби
рают из условия параллельности сухариков 2. 
Колебания от подвижного стола 10 электроди
намического возбудителя передаются через 
стержень 9 траверсе 7 с наклеенными тензоре-
зисторами 8, с помощью которых измеряют 
напряжение на испытуемой лопатке 5. Зажим 
на струнах 4 подвешен к потолочным балкам 
помещения для уменьшения потерь энергии 
во внешнюю среду. 

Рассмотрим несколько схем машин для 
испьгтания на усталость рабочих лопаток ГТД. 
В машине для испьгтания лопаток турбины 
(или консольных образцов) на усталость с 
электромагнитным возбуждением колебаний 
(рис. 11.5.9, а) в зажиме 1 на массивной ста
нине укреплена балка 2 с грузом 3 на свобод
ном конце. В грузе 3 смонтирован захват 4 для 
зажима корня испытуемой лопатки 5. В грузе 
смонтирован также якорь электромагнитного 
возбудителя 6. Изменяя вьшет балки и массу 
груза J, можно устанавливать необходимую 
частоту собственных колебаний этой системы. 
Обычно машины настраивают так, чтобы час
тота колебаний балки совпадала с собственной 
частотой поперечных колебаний испытуемой 
балки. По этой схеме построены, например, 
машины типов "Турбо-4" и "Турбо-5". 

На подвижной системе 1 (рис. 11.5.9, б) 
электродинамического возбудителя, создающе
го колебания вдоль вертикальной оси, укреп
лен датчик 2 изгибающего момента. На датчи
ке смонтирован клиповый захват 3 для зажима 
корня 4 испьгтуемой лопатки 5. Плоскость 
корня лопатки проходит через вертикальную 
ось возбудителя колебаний. Ц е т р масс всей 

7 J <- J 

vm^ Т 
И 

^) 

Рис. 11.5.8. Схема зажима для крепления рабочих 
лопаток при усталостных испытаниях 

Рис. 11.5.9. Схемы машин для испытания 
на усталость лопаток турбин при нагружении: 

а - косвенном; б - мягком прямом 
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колебательной системы (вместе с испытуемой 
лопаткой) должен находиться на вертикальной 
оси. Для балансировки предназначены смен
ные грузы 6. Испытуемая лопатка нагружается 
инерционными силами собственной распреде
ленной массы. Датчик 2 измеряет изгибающий 
момент, действующий в корне испытуемой 
лопатки. Такая схема удобна тем, что лопатка 
с захватом может быть помещена в нагрева
тельную печь, упругий элемент датчика имеет 
водяное охлаждение через каналы, располо
женные между ним и захватом. По этой схеме 
построены отечественные машины типа 
МВЛ-4 и МВЛ-5. 

Принципы и допущения, положенные в 
основу при построении приведенных ниже дина
мических схем машин для испытания на изгиб и 
кручение. Серия машин типа "Турбо" снабже
на электромагнитными возбудителями колеба
ний, имеет симметричный цикл нагружения 
испытуемой лопатки (или образца). 

На рис. 11.5.10 показана схема машины 
'Турбо-4". Станина 7 закреплена на массив
ном блоке, устанавливаемом на полу через 
виброизоляторы. Как одно целое со станиной 
выполнен кронштейн 2, на конце которого 
укреплен якорь 6 электромагнитного возбуди
теля 7 колебаний, захват 3 для испытуемой 
лопатки 4 и датчика 5 виброперемещений, 
контактирующий с ее корневой частью. На 
кронштейне можно укрепить приспособление 
для испытания сразу нескольких лопаток, 
установленных с помощью штатных зажимов. 

Машина работает в режиме автоколеба
ний на частоте испьггуемой лопатки, которая 
является динамическим демпфером, стремя
щимся уменьшить колебания кронштейна. 
Частота собственных колебаний выбрана дос

таточно высокой (выше максимальной рабочей 
частоты машины). Амплитуда колебаний кон
ца лопатки во много раз превьпиает амплитуду 
колебаний конца кронштейна, поскольку ее 
приведенная масса во много раз меньше при
веденной массы кронштейна. Сигнал с датчика 
5 подается на усилитель <$*, а с него на прибор 
9. Через аттенюатор сигнал с усилителя 8 по
ступает на регулируемый фазовращатель 10 и 
далее на управляемый ограничитель 13, Сиг
нал с усилителя 8 подается также на формиро
ватель 77, а с него на интегратор 12. Сигнал 
интегратора управляет степенью ограничения 
сигнала в ограничителе 13. С выхода ограни
чителя сигнал подается на усилитель 14 мощ
ности, а затем на катушку возбуждения элек
тромагнитного возбудителя 7 колебаний. Ка
тушка подмагничивания возбудителя 7 соеди
нена с выпрямителем 15. 

Баланс амплитуд в автоколебательной си
стеме устанавливают, оперируя аттенюатором в 
усилителе 8 и изменяя выходную мощность 
усилителя 14. Баланс фаз устанавливают фазо
вращателем 10. На выходе формирователя 77 
возбуждаются прямоугольные импульсы поло
жительной полярности с частотой колебаний 
испытуемого конструкционного элемента. 
Интеграл этого сигнала используют для управ
ления положительной полуволной выходного 
напряжения фазовращателя. На входе усилите
ля мощности стоит разделительная емкость, а 
на выходе фазовращателя - симметричный 
ограничитель. Такой прием регулирования 
обеспечивает симметричное изменение как 
положительной, так и отрицательной полуволн 
выходного напряжения усилителя мощности. 

Описанная система автоматического ре
гулирования поддерживает заданную ампли1у-
ду колебаний испытуемого конструкционного 
элемента, обеспечивая жесткое нагружение. 

На рис. 11.5.11 приведен вибровозбуди
тель машины "Турбо-6". На массивном осно
вании 5 закреплена полуэллиптическая пру
жина 4 с захватом 2 для испытуемого кон
струкционного элемента 3. На консольном 
выступе захвата со стороны, противоположной 
испытуемому образцу, укреплен якорь 7 элек
тромагнитного возбудителя 6 колебаний. Ис
пытуемая лопатка, как и в машинах "Турбо-4" 

Рис. п.5.10. Схема машины "Турбо-4" 
для испытания лопаток турбин на усталость Рис. 11.5.11. Вибровозбудитель машины "Т^рбо-б" 
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И "Турбо-5", нагружена силами инерции ее 
распределенных масс. Амплитуду колебаний 
лопатки измеряют с помощью микроскопа с 
окулярмикрометром. Электрическая часть ма
шины такая же, как машины "Турбо-4". 

На рис. 11.5.12 показана схема установки 
типа МВЛ-4 для испытания лопаток турбин на 
усталость. На столе 1 элекгродинамического 
возбудителя колебаний типа ЭДВ-2 закреплен 
динамометр 2, в захвате которого зажата испы
туемая лопатка 3. Электродинамический воз
будитель колебаний ЭДВ-2 имеет подвеску 
подвижной системь ,̂ вьшолненную на двух 
разнесенных в вертикальном направлении 
фасонных прорезных мембранах. Мембраны 
изготовлены из стапи ЗОХГСА толш;иной 4 мм 
и снабжены покрытием, демпфирующим их 
собственные колебания. Такое исполнение 
подвески обеспечивает необходимую жесткость 
в боковых направлениях для восприятия реак
ции от изгибающего момента, нагружающего 
испьпуексую лопатку. 

Сигнал с блока 6 генераторов емкостного 
датчика динамометра подается на автоматиче
ский указывающий потенциометр 5, шкала 
которого протарирована в единицах изги
бающего момента, на ограничитель 7, а с него 
на регулирующий фазовращатель 8 и далее на 
автоматический регулятор 10. Автоматический 
регулятор содержит задатчик, схему сравнения 
заданного сигнала с сигналом с блока 6 и 
схему управления электродвигателем, переме
щающим движок потенциометра, установлен
ного в канале усилителя 72, который управля
ет усилителем мощности 13 типа ТУ-5-36, 
электроснабжения подвижной катушки возбу
дителя колебаний. Эта цепь обеспечивает на
стройку режима автоколебаний на резонанс
ной частоте испытуемой лопатки по.первой 
форме ее колебаний с заданным изгибающим 
моментом, действующим в корневом сечении 
испытываемой лопатки. Таким образом, на 

установке осуществляют прямое мягкое нагру-
жение испытуемого конструкционного элемен
та. 

Сигнал с усилителя 12 подается на трех-
декадный электронный счетчик 11 циклов 
нагружения, выходная декада которого управ
ляет шестиразрядным электромагнитным счет
чиком 9. В счетчике 11 смонтированы пере
ключатель, фазовращатель и схема включения 
стробоскопической лампы 4. Эти элементы 
при колебаниях лопатки 3 позволяют зафик
сировать ее положение в любой фазе колеба
ний. В комплекс установки входят катетометр 
КМ-6, который можно установить в любом 
месте по длине испытуемой лопатки 3. Фик
сируя ряд последовательных фаз колебаний 
лопатки, можно измерять ее прогиб и строить 
форму изогнутой оси лопатки. 

Машина МВЛ-4 снабжена электрической 
печью, которая установлена на направляющих 
над электродинамическим возбудителем коле
баний и состоит из двух половин, открываю
щихся влево и вправо по отношению к дина
мометру. В правой половине печи на уровне 
испытуемой лопатки устроены смотровые ок
на, защищенные кварцевыми стеклами. Через 
эти окна можно освещать стробоскопом ло
патку и наблюдать ее колебания в проходящем 
свете. 

Установка МВЛ-5 отличается от МВЛ-4 
частотным диапазоном, максимальными дли
ной и температурой испытуе мых лопаток. 

Методика исследования сопротивления 
усталости трубчатых конструкционных элемен
тов. Для исследования сопротивления устало
сти прямых трубчатых конструкционных эле
ментов (ТКЭ) можно использовать простейшее 
приспособление (рис. 11.5.13). 

Рис. 11.5.12. Схема машины МБЛ-4 
дм испытаний лопаток турбин на усталость 

Рис. 11.5.13. Схема за1фепления прямой трубы i 
испытаниях на усталость 



ИСПЫТАНИЯ ПРИ УДАРНЫХ НАГРУЗКАХ 303 

Испьггания ТКЭ проводятся, как прави
ло, на элекгродинамическом вибростенде. 
Труба 5 закреплена на траверсе 2 с помощью 
зажимов 7, пробок 6, стоек 4 и упругих эле
ментов 3. Траверса с помощью силовой трубы 
1 крепится на подвижной платформе электро
динамического вибростенда. Для нагрева труб
чатых элементов служит электропечь 8. Систе
ма работает надежно при частоте собственных 
колебаний 150...300 Гц. В случае коротких и 
жестких труб приходится упругие элементы 3 
заменять подшипниковыми узлами с возмож
ностью выбора зазоров, неизбежно появляю
щихся при длительных испытаниях ТКЭ. 

Для выбранной схемы нагружения эпюра 
моментов по длине ТКЭ имеет вид параболы с 
максимумом по середине ТКЭ. В связи с этим 
для тарировки ТКЭ тензорезисторы наклеи
вают в зоне действия максимального изги
бающего момента. Амплитуда колебаний ТКЭ 
измеряется при помощи катетометра или 
микроскопа типа МБС-2. Катетометр пред
почтительнее использовать при высокотемпе
ратурных испытаниях, для наблюдения за ТКЭ 
в печи предусмотрено окно. 

За предельное состояние ТКЭ обьршо 
принимают образование в нем усталостной 
макротрещины, которая фиксируется по паде
нию резонансной частоты системы на 2 %. 
Как правило, прямые ТКЭ разрушались попе
рек трубы, но со значительным рассеиванием 
места разрушения. 

Изогнутые ТКЭ испытывают на элекгро
динамическом вибростенде при изгибной 
форме колебаний и симметричном цикле на
гружения (рис. 11.5.14). ТКЭ в виде камертона 

1 закрепляют в зажиме 2 так, чтобы центр 
тяжести ТКЭ с присоединенной массой совпа
дал с осью элементов 6, 7, через которые пе
редаются колебания от подвижной платформы 
вибростенда 8. Размеры и жесткость элементов 
3-5 колебательной системы выбраны так, что 
при определенных частотах силовозбудителя 
поддерживается устойчивый режим резонанс
ных колебаний изогнутых ТКЭ. Предельное 
состояние изогнутых ТКЭ характеризуется 
появлением усталостной макротрещины, кото
рая фиксируется по изменению резонансной 
частоты системы на 2 % с последующим визу
альным наблюдением трещины. УсталбЬтные 
макротрещины располагаются преимуществен
но вдоль проката на боковой и вогнутой час
тях ТКЭ. Подобный характер распределения 
напряжений и мест разрушения ТКЭ отлича
ется от условий перегиба изгиба сплошных 
кривых брусьев и возможен вследствие депла-
нации и искажения сечения кривых тонко
стенных труб. В результате деформахщи пер
воначальное круговое сечение сплющивается, 
превращаясь в эллиптическое. Это влияет на 
изгиб трубы таким же образом, как уменьше
ние ее момента инерции. 

Машины для осевого нагружения. Для 
осевого нагружения используют механический, 
электрический или гидравлический привод. 
Переменные нагрузки в машине с механиче
ским приводом обычно получаются либо в 
результате действия кривошипа, или эксцен
трика на пружину, соединенную последова
тельно с образцом, либо в результате создания 
центробежных сил вращающимися неуравно
вешенными грузами. Механические и элек
трические машины часто работают на резо
нансной или близкой к ней частоте, что сни
жает мощность, но большие машины обычно 
имеют гидравлический привод при относи
тельно низких частотах. 

За последние годы широкое распростра
нение получили гидравлические машины 
фирм "Шенк" (Германия) и МТ (США) раз
личных типоразмеров, нагрузок в широком 
частотном диапазоне (до нескольких сот герц). 
Они снабжены управляющими компьютерами, 
обеспечивающими циклическое нагружение 
как конструкционных элементов, так и агрега
тов и изделий (автомашины, тракторы и т.п.) 
при программном и случайном силовом на-
гружении. 

Глава 11.6 

ИСПЫТАНИЯ ПРИ УДАРНЫХ НАГРУЗКАХ 

Рис. 11.5.14. Схема зшфепления изогнутой трубы 
при испытаниях на усталость 

Деформирование и разрушение материа
ла при ударном нагружении определяется как 
амплитудой, так и формой импульса нагрузки. 
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Большие скорости деформации могут суще- деформации, а также характеристики проч-
ственно изменить сопротивление материала ности и пластичности [20, 80]. 

11.6.1. Динамическая классификация испытаний материалов по Лицдхольму [20] 

Фактор 

/, с 
8 ,с-1 

Условия 

Силы 
инерции 

Процесс 

Состояние 

Классификация 

10-8 
104 
10-6 

102 
10-4 

100 
10-2 

Ползучесть 1 Квазистатические 
испытания 

Пренебрежение 

Изотермический 

10-2 
100 

Промежу
точные 

скорости 

10-4 
102 

Удар 
стержня 

10-6 
108 

10-8 
106 

8 , С-1 

Высокоскоростной 
удар пластины 

Учет 

Адиабатный 

Плоское 
напряженное 

Плоское 
деформированное 

Как следует из табл. 11.6.1, скорости s 
деформаций в диапазоне é = 10-i...lO^ c"i 
определяются как промежуточные или сред
ние. Именно в этом диапазоне становятся 
заметными эффекты скорости деформации в 
большинстве металлов, хотя в некоторых слу
чаях их влиянием можно пренебречь. Скорос
ти деформаций é >10^c'i характеризуют обыч
но высокоскоростное деформирование. При 
интерпретации экспериментальных данных 
высокоскоростного деформирования особенно 
важным становится учет эффектов распростра
нения волн. 

Разрезной стержень Гопкинсона. Данный 
стержень является одним из наиболее приме
няемых в экспериментальной практике уст
ройств для изучения поведения материала при 
высокой скорости деформации. Принцип дей
ствия стержня Гопкинсона заключается в 
определении динамических напряжений, де
формаций или леремещений на его конце по 
данным, полученным на некотором расстоя
нии от него [20]. Для достижения высоких 
скоростей нагружения Г. Кольский предложил 
разместить два стержня с обеих сторон образца 
(рис. 11.6.1, а). Образец 3 длиной / располо
жен между передающим 2 и приемным 4 
стержнем одинакового диаметра. Пределы 
текучести материалов стержней существенно 
выше предела текучести образца, поэтому в 
процессе ударно-волнового нагружения стерж
ни 2 и ^ работают в упругой области. Упругая 
волна инициируется на левом конце стержня 2 
ударом ударника i, ускоряемого либо с по
мощью пружины, либо с помощью метатель
ной установки. 

, / 
1 / 

1 
1 ' 4~*Г^^ 

/ ^-^ ] ^ _ 
1 1 

1 

1 1 \ 1 
àj 

Рис. 11.6.1. Схемы ме1одов испытаний с использова
нием стержня Гопкинсона: 

Û - на сжатие; 6̂  - на растяжение; 1 - ударник; 
2 - передающий стержень; 3 - образец; 

4 - приемный стержень 

По импульсам деформации, зарегистри
рованным тензодатчиками, можно найти пе
ремещения левого щ и правого «2 торцов 
образца, что, в свою очередь, позволяет опре
делить его деформацию е = (wj - W2)// . На
пряжение в образце 

а = EAIS/AQ , 

где Е - модуль упругости опорного (прием
ного) стержня; Ai и AQ - площади попереч
ного сечения соответственно приемного 
стержня и образца. 
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Тензодатчики расположены на пере
дающем и приемном стержнях на равных рас
стояниях от образца, так что отраженная и 
прошедшая волны приходят к каждому датчи
ку одновременно. Тензометрические мосты, 
как правило, содержат по два рабочих датчика 
для исключения изгибных составляющих. Ин
формация регистрируется осхщллографом или 
регистратором переходных процессов. Реко
мендуется проводить динамическую колибров-
ку системы, пропуская волну напряжения 
известной амплитуды через датчики пере
дающего и приемного стержней, состьпсован-
ных вместе, без образца. Амплитуда импульса 
деформации в стержнях WQ/ICQ (где VQ -
измеряемая скорость ударника; Q - скорость 
продольной волны). 

Методику стержня Гопкинсона можно 
использовать в испытаниях на растяжение. В 
одном из вариантов установки (рис. 11.6.1, б) 
труба передает импульс сжатия сплошному 
стержню, помещенному внутрь этой трубки. 
Труба и стержень соединены механически. 
Когда импульс сжатия доходит до свободного 
конца трубы, где находится соединение, он 
отражается по внутреннему сплошному стерж
ню в виде импульса растяжения. Модифика
ции стержня Гопкинсона позволяют прово
дить испытания на сдвиг, кручение и др. [20]. 
При этом достигаются скорости деформации 
до Ю'̂  с'1 и вьппе. 

Недостатками методик, использующих 
разрезной стержень Гопкинсона, являются 
радиальная инерция и трение на торцах образ
ца, а также дисперсия волн, связанная с нали
чием контактные поверхностей, разделяющих 
материалы с различной акустической жест
костью. 

ВертикальЕоый копер с падающим грузом. 
Для испытания стержневых образцов на удар
ное растяжение используют вертикальные ко
пры, в которых цилиндрический образец од
ним концом связан со стержнем-
динамометром, а другим - с наковальней, вос
принимающей удар бойка кольцевого сечения 
("бабы"), который движется вдоль стержня с 
предварительной заданной скоростью (рис. 
11.6.2). 

Образцы из исследуемых материалов 
имеют укороченную рабочую часть (с отноше
нием длины к диаметру 2,5 или 1,5), что спо
собствует выравниванию напряжений и де
формаций по длине рабочей части. Напряже
ния в образце измеряют по деформахщи упру
гого динамометра с помощью тензодатчиков 
сопротивления. Их малая инертность обеспе
чивает при базе в несколько миллиметров 
неискаженную регистрацию импульса нагрузки 
в спектре частот до нескольких килогерц. Для 
регистрации динамометра использованы два 
тензодатчика, наклеенные на динамометр 
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Рис. 11.6.2. Схема вертикального копра: 
1 - штата; 2 - наковальня; 3 - стойка; 4 - боек; 

5 - поперечина; 6 - трос; 7- направляющая труба; 
8 - стержень-динамометр; 9 - образец 

симметрично относительно его оси и соеди
ненные последовате7п>но для устранения воз
можного влияния изгибных волн. Для точной 
регистрации нагрузки проводится динамиче
ская тарировка тензодатчика, заключающаяся в 
сопоставлении деформации в упругой волне, 
распространяющейся по стержню, и измене
ния сопротивления тензодатчика, наклеенного 
на поверхности стержня-волновода. Используя 
при испытаниях различные модификации 
копров, а также образцы и измерительные 
устройства, достигаются скорости деформахщи 
в 10^ с-1 и выше [20]. 

Пневмопороховая установка для испыта
ний на ударное сжатие. Трудности регистрации 
быстротекущих процессов обусловливают при
менение наиболее простой в отношении изме
рения и интерпретации результатов схемы 
нагружения - плоского соударения тел. Мно
гочисленные методы разгона твердых тел мож
но разделить на два основных - взрывные и 
пушечные. Во взрывных ударник практически 
не управляется, а в пушечных - направляется в 
течение всего процесса ускорения. 

В пневмопороховой (пушке) установке 
ПК-90 (рис. 11.6.3) ствол 5 длиной 3500 мм и 
калибром 90 мм установлен на станине 6 с 
помощью двух опор. Камера 3 сжатого возду
ха, представляющая собой толстостенный ци
линдр, соединена со стволом переходным 
фланцем. Сжатый воздух из баллона поступает 
в камеру J, в которой по достижении давле
ния, необходимого для прорыва диафрагмы 4, 
последняя разрушается, в результате чего от
крывается доступ сжатого воздуха в канал 
ствола и по нему разгоняется ударник 7. Удар
ник имеет вид стакана (из легкого алюминие -
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1 1 5 ^ 5 7 S 9 W П /г 

^ ^ ^ ^ 

Рис. 11.6.3. Схемж пневмопороховой установки ПК-90: 
1 ' электрическая спираль; 2 - пороховая камера; 

3 - камера сжатого воздуха; 4 - диафрагма; 5 - ствол; 
б - станина; 7 - ударник; 8 - опорный фланец; 

9 ' образец; 10 - прижимной фланец; 11 - вакуумная 
камера; 12- предохранительный клапан 

вого сплава), к торцу которого может крепить
ся пластинка из требуемого материала. 

Разгон ударника сжатым воздухом позво
ляет достичь скорости соударения 450 м/с, 
использование пороховых зарядов увеличивает 
скорость до 1000... 1200 м/с. Непосредственное 
соударение образца с ударником происходит в 
вакуумной камере 11, Образец 9 прижимается 
фланцем 10 через амортизатор к опорной по
верхности фланца 8. 

Регистрация профилей ударных волн дат
чиками давления. Регистрация напряжений в 
материале при ударном нагружении осу
ществляется по различным методикам, осно
ванным на применении разного рода датчи
ков, которые реагируют на изменение термо
динамических (давление, плотность, темпера
тура) параметров при ударном сжатии. Вопро
сы конкретногр использования различных 
датчиков определяются объектами исследова
ний (металлы, неметаллы), их физическими 
характеристиками (электрическая проводи
мость, импеданс), геометрией, диапазоном 
давлений, длительностью процесса и др. Наи
более широко используют кварцевый, манга
ниновый и диэлектрический датчики. 

К в а р ц е в ы й д а т ч и к относится 
к пьезоэлектрикам и применяется при изуче
нии упругопластических свойств материалов, а 
также для измерения давления в продуктах 
взрыва. При проведении исследований ис
пользуют датчики со сплошным электродом 2, 
с охранным кольцом 3 (рис. 11*6.4) и шунти
руемым охранным кольцом. В датчике с 
охранным кольцом необходимо., чтобы элек
трический потенциал на двух электродах бьш 
одинаков, для чего сопротивления нагрузки 
подбирают обратно пропорционально площа
ди электродов. Ширина внешнего электрода 
d > 1,5Л. Размеры центрального электрода 
выбирают из условия отсутствия влияния бо
ковой разгрузки за время регистрации. Пло
щадь прокладки, изолирующей центральный 
электрод от внешнего, менее 4 % площади 
центрального. 

Рис. 11.6.4. Кварцевый датчик: 
1 - кварц; 2 - центральный электрод; 

3 - охранное кольцо; 4 - изолирующая прокладка; 
УВ - ударная волна 

Рис. 1L6.5. Схема использования кварцевого датчика: 
1 - ствол метательной установки; 2 - ударник; 

3, 4' кварц; 5 -изолирующая втулка 

При проведении экспериментов изоли
руют боковые поверхности кварца J, 4 от воз
можных пробоев по поверхности (рис. 11.6.5), 
так как при давлении 2000 МПа электрическое 
поле в кварце достигает величины 10̂  В/см. 
Временная разрешающая способность датчика 
определяется симметрией фронта ударной 
волны и временем установления измеритель
ного тракта. Сигнал от кварцевого датчика 
регистрируется осциллографом (полоса про
пускания 20... 150 МГц, i? = 50 Ом и входная 
емкость 20 п<в . Точность измерения давления 
5%. 

К преимуществам кварцевого датчика, 
как и всего класса пьезоэлекгриков, следует 
отнести высокую разрешающую способность 
по времени (примерно 10 не), простоту и до
ступность средств регистрации. Недостатками 
являются: несогласованность импедансов из
мерительного элемента и объекта измерения, 
ограниченный предел измерений по давлению 
(по существу ограничен пределом упругости 
по Гюгонио), очень высокая степень обработ
ки поверхности кварца. 

M а н г а н и н о в ы й д а т ч и к от
носится к пьезорезисторам и применяется в 
технике измерения как статических, так и 
динамических давлений. 

Конструкция датчиков определяется 
условиями, в которых проводится регистрация 
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Рис. 11.6.6. Манганиновый датчик 

давления. В случае плоского удара в качестве 
чувствительного элемента используется отре
зок расплющенной проволоки или фольги. 
Для увеличения сопротивления и уменьшения 
занимаемой площади его зигзагообразно изги
бают (рис. 11.6.6), приваривая точечной свар
кой выводы 2 из медной фольги с очень ма
лым сопротивлением. Толщина чувствительно
го элемента 1 датчика обычно составляет 
несколько сотых долей миллиметра, в местах 
крепления вывода к ней добавляется толщина 
выводов, так что суммарная толщина датчиков 
0,04...0,01 мм. От электропроводящих поверх
ностей тел ,̂ нагружаемых ударом, чувстви
тельный элемент изолируется с помощью про
кладок 3 из фторопласта, лавсана, слюды, 
эпоксидной смолы. 

Разрешающая способность датчика опре
деляется временем установления равновесного 
состояния в образце и изоляции: обычно в 3-5 
раз больше времени пробега волны по толщи
не изолирующей прокладки (например, при 
толщине лавсановой изоляхщи 0,12 мм это 
время 0,1...0,15 мкс). 

Манганиновые датчики отличают отно
сительная простота в изготовлении, доступ
ность материала и надежность в эксплуатации. 
К недостаткам следует отнести зависимость 
коэффициента пьезочувствительности от сре
ды, в которую датчик помещен, а также нали
чие гистерезиса. Кроме того, этот датчик яв
ляется вторичным средством (как и многие 
другие) регистрации давления ударного сжатия 
и предполагает* наличие первичного (абсолют
ного) точного определения давления косвен
ным методом, заключающимся в том, что с 
помощью электромагнитного способа либо 
лазерного интерферометра определяют ско
рость свободной поверхности или массовую 
скорость, а затем на основе законов сохране
ния энергии определяют действующее давле
ние. 

Д и э л е к т р и ч е с к и й д а т ч и к 
используется для регистрации профиля им
пульса давления в твердых телах, вызванного 
ударным или взрывным нагружением. 

Рис. 11.6.7. Диэлектрический датчик 

Принцип работы основан на регистрации 
изменения при сжатии емкости плоского кон
денсатора, образованного двумя электропрово
дящими поверхностями с диэлектрической 
пленкой между ними. В плоском конденсаторе 
центральный электрод 1 вместе с выводом 
расположен между двумя слоями диэлектри
ческой пленки 2, а второй электрод 3 
(поверхности проводящих металлических ма
териалов или тонкая металлическая фольга в 
случае неметаллов) заземлен (рис. 11.6.7). 

Перед опытом датчик заряжается от ис
точника постоянного напряжения через со
противление, которое столь велико, что влия
ние процесса подзарядки конденсатора в тече
ние времени регистрахщи несущественно. При 
сжатии датчика в ударной волне заряд конден
сатора сохраняется практически постоянным 
(проводимостью пленки можно пренебречь), а 
изменение емкости датчика, вызванное сжа
тием диэлетрика, приводит к изменению раз
ности потенциалов на электродах датчика, 
регистрируемой прибором с высокоомным 
входом. В зависимости от конкретных условий 
регистрации диэлектрический датчик можно 
соединить непосредственно с пластинами вер
тикального отклонения электронно-лучевой 
трубки осциллографа коротким отрезком кабе
ля, либо через катодный или эмиттерный по
вторитель или усилитель с высокоомным вхо
дом. 

Изменение емкости датчика характеризу
ется величиной приложенного давления. Та-
рировочную кривую, связывающую изменение 
емкости с действующим давлением, строят по 
данным спехщальной серии плосковолновых 
экспериментов, при которых регистрируется 
изменение разности потенциалов на электро
дах датчика, а давление в волне нагрузки рас
считывается на основе законов сохранения. 
Для каждого вида диэлектрика строится своя 
тарировочная кривая [9]. 

Разрешающая способность диэлектриче
ского датчика по времени, например, с 
лавсановой пленкой толщиной 0,06 мм равна 
0,05 МКС (в случае расположения датчика меж
ду стальными пластинами). К преимуществам 
диэлектрического датчика следует отнести 
простоту в изготовлении и эксплуатации, до
ступность материалов, высокий уровень изме-
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ряемых сигналов и помехозащищенность. Не
достатком является невозможность индивиду
альной тарировки каждого элемента, посколь
ку это метод одноразового использования 
(как, впрочем, и все другие), что снижает точ
ность измерений. 

Испытание металлов на ударное сжатие 
при скоростях деформации до 10^ с~^ Избежать 
трудностей экспериментального характера по 
методике разрезного стержня Гопкинсона по
зволяет метод, суть которого заключается в 
следующем (рис. 11.6.8). Образец 1 в виде 
диска с прорезями, выполненными с шагом h 
деформируется между плоскими поверхностя
ми ударника 2 и подкладкой плиты-
динамометра 3 на метательной установке. Уз
кая полоса материала при этом деформируется 
в условиях плоской деформации (деформация 
в направлении оси полоски отсутствует), и ее 
сопротивление пластическому сдвигу (по кри
терию Мизеса) может быть сопоставлено с 
сопротивлением сдвигу при одноосном на
пряженном состоянии. Ширина полоски b 
выбирается из условия, что усилие ее дефор
мирования не вызывает заметной пласти
ческой деформации в ударнике и плите-
динамометре. Материал последних находится в 
условиях стесненной пластической деформа
ции, что способствует снижению возникших в 
нем деформаций. 

Деформирование образца сопровождается 
распространением волны по ударнику и пли
те-динамометру. На удалении от поверхности 
контакта с образцом, равным примерно шагу 
решетки, волна в плите близка к плоской и 
регистрация ее интенсивности в области, не 
затронутой влиянием волн боковой разгрузки, 
характеризует сопротивление деформированию 
образца. 

Для регистрации волны в плите-
динамометре используется диэлектрический 
датчик давления 5, расположенный между 
тыльной поверхностью плиты и пластиной из 
оргстекла 4. 

1 >- Г 

к 

1 
1 
J х_ 

^' 

5 

h ^ 

у 

\ 1̂ 
\ У 

1 т 

Напряжение деформирования образца 

а = ;>Л/[А(1+8)], 

где р - давление в плите-динамометре при 
прохождении плоской волны. 

Давление р определяется по известной 
тарировочной кривой датчика и ударным ади
абатам материала плиты-динамометра и орг
стекла. Скорость деформирования è опреде
ляют по разности скоростей Av движения 
поверхностей ударника и плиты-динамометра: 

ду Ур - 2р/{роа) 

Рис. 11.6.8. Схема эксперимента на ударное сжатие 

где s - толщина образца (обычно 1 ...2 мм); а -
скорость распространения упругой волны в 
плите-динамометре (материал ударника и пли
ты-динамометра деформируется упруго). 

Метод предназначен для испытаний от
носительно мягких металлов. В качестве удар
ника и плиты-динамометра используют высо
копрочную (закаленную) сталь. 

Глава 11.7 

МЕТОДЫ 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО 

ИССЛЕДОВАНИЯ 
МЕХАНИЧЕСКИХ СВОЙСТВ 

МАТЕРИАЛОВ ПРИ СЛОЖНОМ 
НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ 

В настоящее время для экспериментагш-
ного исследования механических свойств ма
териалов в условиях сложного напряженного 
состояния имеется большое число методик, 
использующих образцы различных типов, 
причем для каждого типа образца существует 
множество конкретных конструктивных реше
ний. Большинство из этих методик рассчитано 
на реализацию двухосного (плоского) напря
женного состояния, так как практическое соз
дание в достаточно большом рабочем объеме 
образца однородного и контролируемого в 
процессе испытания трехосного напряженного 
состояния, а также корректное количественное 
определение соответствующего ему деформи
рованного состояния материала все еще пред
ставляют собой трудную методическую про
блему. 

Разнообразие геометрических форм об
разцов для испытания материалов при слож
ном напряженном состоянии не позволяет 
провести их четкую систематизацию по еди
ному признаку. Принято следующее деление 
видов статических испытаний материалов в 
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условиям сложного напряженного состояния: 
тонкостенных трубчатых образцов; плоских 
образцов; элементов сосудов (см. гл. 11.10); 
материалов в обоймах и камерах высокого 
давления; образцов с плоскими гранями и др. 

11.7.1. ИСПЫТАНИЯ ТОНКОСТЕННЫХ 
ТРУБЧАТЫХ ОБРАЗЦОВ ПРИ 

СЛОЖНОМ НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ 

Комбинированное воздействие на рабо
чий объем образца осевой силой (растяжение-
сжатие), крутящим моментом и внутренним 
давлением позволяет получить широкий диа
пазон напряженных состояний с различными 
соотношениями главных напряжений и ориен
тацией этих напряжений относительно оси 
образца. Этот метод дает возможность вести 
исследования механического поведения мате
риалов при плоском напряженном состоянии: 
влияние вида напряженного состояния на 
закономерности сопротивления деформирова
нию и разрушению; условий предельного пе
рехода (по текучести и прочности) и законо
мерностей упрочнения материала с позиций 
теорий пластичности и др. 

В зависимости от конструкций захватов и 
узлов нагружения трубчатого образца в резуль
тате действия внутреннего давления в нем 
может присутствовать или отсутствовать осевая 
составляющая напряжения. Так как в боль
шинстве случаев образец вместе с захватом 
представляет собой замкнутый с двух торцов 
цилиндр, то внутреннее давление создает в 
рабочем объеме образца напряженное состоя
ние, при котором поперечное 
(тангенциальное) напряжение CTQ в 2 раза 
больше продольного (осевого) напряжения 
^2 (рис. 11.7.1). Действие осевой силы N 
(растяжение или сжатие) вызывает равномер
ные продольные напряжения, а крутящего 
момента М^р - равномерные касательные на

пряжения х ^ . Совместное воздействие на 
тонкостенный трубчатый образец внутреннего 
давления р и соответствующим образом подо
бранной (по величине и знаку) осевой силы N 
позволяет получить на образце любое напря
женное состояние, соответствующее первому и 
четвертому квадрантам плоскости главных 
напряжений. При этом главные напряжения 
ориентированы вдоль и поперек оси образца. 
Дополнительное воздействие на образец кру
тящего момента Л^р создает также двухосное 
напряженное состояние, но ориентация глав
ных напряжений в этом случае изменяется. 

Толщину стенки ÔQ трубчатого образца 
выбирают относительно малой по сравнению с 
внутренним диаметром D образца {bjD = 
= 0,02...0,05), что позволяет считать напря
женное состояние достаточно однородным по 
толщине. Расчет условных напряжений прово
дят в этом случае по достаточно точным фор
мулам (погрешность не более 2 %) [30, 36] 

тУ = . N pD, ср . 
^^ср^О 40Г 

PD^ ср . 2М. 
20л ^z'à 

кр 
TCÔoDcp 

где Z)cp - средний диаметр образца, 
/>ср=/>+6о 

Условные деформации 

.У - А/ рУ _ Д2) 
Д 

уУ = 

ср /о ' 

где /о - база измерения; Л/ - продольное при
ращение образца (с учетом знака) на базе /Q; 
Л/> - приращение диаметра; ф - угол закру
чивания образца на базе /Q. 

Истинные деформации рабочей зоны об
разца в продольном (осевом) и поперечном 
направлениях,' 

'о 

D 
S e = | ^ = 1п(1+8У), 

где / - текущая база измерения продольных 
Рис. 11.7.1. Схема нагружения трубчатого образца деформаций; D - текущий диаметр образца. 



310 Глава 11.7. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ МЕХАНИЧЕСКИХ СВОЙСТВ МАТЕРИАЛОВ 

Радиальная деформация в;, определяется 
из условия только упругого изменения объема 

8_j + 80 + 8^ = 0. 

Для начально-изотропного материала 

GQ _ 1 - 2|Л ^ 
^ Ко Е 

Следовательно, 

1 - 2 ц 

"К "̂ ô̂) 

Zr = • К +^в)"-(ег +ее). 

Истинные напряжения: 

N 

^е 

7c[i>cp(l + 80) + ôo(l + 8,)]ôo(l + 8 , ) 

4ôo(l + 8,) 

4^н(1^ве)-25о(1^8,)] 
2ôo(l + 8,) 

T^ze = 
2М кр 

7c[i)cp(l + ee) + ôo(l + 8,)] ôo(l + 8,) 

Зная истинные напряжения и деформа
ции, можно определить и другие параметры 
напряженного деформированного состояний 
(в том числе главные напряжения и деформа
ции, интенсивности напряжений и деформа
ций, компоненты пятимерных девиаторных 
пространств Ильюшина для напряжений и 
деформаций и др.). 

Разнообразие конструктивных решений 
головок трубчатых образцов вызвано рядом 
причин, в том числе - ограничениями по сор
таменту исследуемого материала, силовым 
режимом нагружения, температурным режи
мом испытаний, конструкцией захватов испы
тательной машины [17, 29, 30, 36, 46]. Для 
крепления образцов, изготовленных из тонко
стенных трубок, в зависимости от физико-
механических свойств испытуемого материала 
концы трубок развальцовывают или к ним 
крепят (механически, склеиванием, припаива-
нием, сваркой) отдельные захватные головки 
однократного или многократного использова
ния. 

Минимальная толщина стенки образца в 
рабочей зоне лимитируется размером зерна 

исследуемого материала. Относительная тон-
костенность образца (отношение толщины 
стенки образца к среднему диаметру) 
Ьо/Всрй 0,02...0,05, длина рабочей части 
образца - не менее 2,5 Д 

Для обеспечения строгой соосности ра
бочей части образца, головок и захватов испы
тательной машины высокие требования предъ
являют к конструкции образца и технологии 
его изготовления. Разностенность в рабочей 
части образца не должна превышать 2...3 %. 
Режим механической обработки рабочих по
верхностей образца должен быть идентичным 
для всей партии образцов и обеспечивать ми
нимальный механический наклеп. Для снятия 
остаточных (технологических) напряжений в 
образцах из металлов их рекомендуется под
вергать естественному старению или соответ
ствующей термообработке. 

11.7.2. ИСПЫТАНИЯ ПЛОСКИХ ОБРАЗЦОВ ПРИ 
СЛОЖНОМ НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ 

В раде случаев характер решаемых задач, 
а также сортамент исследуемого материала 
делают предпочтительными (или практически 
единственно возможными) испытания на пло
ских образцах, большое разнообразие которых 
может быть сведено к следующим основным 
типам: в виде прямоугольника или параллело
грамма; крестообразные; дисковидные; с над
резами и канавками; для испытания односто
ронним давлением. Недостатком плоских об
разцов прямоугольной формы (рис. 11.7.2, а), 
испытываемых в условиях двухосного растя
жения (первый квадрант плоскости главных 
напряжений), является сложность равномерно
го приложения нагрузки, а также наличие 
краевых эффектов в местах крепления захва
тов. 

Для определения предельных кривых те
кучести использовались ромбовидные пласти
ны (рис. 11.7.2, б). Комбинация изгибающих 
моментов позволяла исследовать кривую теку
чести на всей плоскости главных напряжений. 
К числу недостатков относится сложность 
получения экспериментальных точек в первом 
и третьем квадрантах (для этого используется 
суперпозиция данных двух экспериментов), а 
также неравномерность напряжений по тол
щине образца. 

Крестообразные образцы используются в 
экспериментальных исследованиях закономер
ностей упрочнения материалов, при изучении 
трещиностойкости конструкционных материа
лов и др. (рис. 11.7.2, в). Разнообразие конст
руктивных решений крестообразных образцов 
вызвано, например, конкретными целями ис
следования, возможностями обработки (в том 
числе технологическими) исходного материа
ла, габаритными размерами образца. Огранит 
чения размеров образцов могут быть связа-
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шшт 

Рис. 11.7.2. Плоские образцы при испытании в сложном напряженном состоянии: 
• прямоугольной формы; б - ромбовидный; в - крестообразный; г - дисковидный с круговым жестким 

ободом; d - то же, с ободом отрицательной кривизны; е - то же, с коническим ободом 
и радиальными прорезями; ж - пластина, ослабленная надрезами и канавками 

ны с сортаментом исследуемого материала, 
реальными условиями испытаний (например, 
в канале ядерного реактора) и др. Поиск в 
каждом конкретном случае оптимальной кон
струкции образца (в том числе способ переда
чи усилий, наличие и геометрические соотно
шения прорезей, возможности реализации и 
форма утоньшенной рабочей зоны и др.) на
правлен на обеспечение максимальных разме
ров исследуемой области однородных и рав
номерных напряжений и деформаций [36, 46]. 
Следует отметить, что крестообразные образцы 
отличаются отсутствием градиента напряжений 
по толщине рабочей, части. 

Дисковидные образцы в виде круговой 
пластины, расположенной внутри жесткого 
обода (рис. 11.7.2, г), нагружают растягиваю
щей силой. При этом в центральной части 
пластины возникает двухосное напряженное 
состояние с главными напряжениями разных 
знаков. Соотношения между главными напря
жениями можно изменить (в относительно 
узком диапазоне) путем изменения размеров и 
жесткости обода. Для расширения диапазона 
соотношения главных напряжений обод об
разца подкрепляют вставными кольцами раз
личной жесткости. Изготовляют также ободы 
эллиптической формы и с отрицательной кри
визной (рис. 11.7.2, д). 

Дисковидный образец, имеющий кони
ческий обод с радиальными прорезями (рис. 
11.7.2, е), позволяет исследовать трещиностой-
кость конструкционных материалов в условиях 
двухосного растяжения. При эксперименте 
образец устанавливают конической поверхнос
тью на круговую опору и равномерно нагру
жают по внутреннему контуру обода при по
мощи пуансона. Обод, выгибаясь, упирается 
внутренней поверхностью в круговую заточку 

пуансона, при этом в рабочей части образца 
реализуется двухосное растяжение. Методика, 
использующая такой образец, позволяет изу
чать кицетику развития трещин, произвольно 
ориентированных относительно осей главных 
напряжений, определять параметры, необхо
димые для оценки трещиностойкости материа
лов, устанавливать условия наступления пре
дельного состояния листовых элементов, со
держащих трещины произвольной формы. 
При этом используют простейшие серийные 
испытательные машины. 

Для определения кривой текучести мате
риала в плоскости главных напряжений при
меняют также образцы в виде полос, ослаб
ленных надрезами или канавками. Если такой 
образец подвергнуть одноосному растяжению, 
то при определенном значении растягивающей 
силы в ослабленной зоне (вдоль линии, со
единяющей надрезы, или в канавке) появятся 
упругопластические деформации, и напряжен
ное состояние будет двухосным. Материал 
образца за пределами ослабленной зоны нахо
дится при этом в упругом состоянии с незна
чительными упругими деформациями. Это 
позволяет считать части образца вне зоны ло
кализации пластических деформаций вполне 
жесткими. 

Взаимное перемещение частей образца 
характеризуется вектором смещения или ско
рости смещения, угол наклона которого к зоне 
деформации зависит как от угла наклона ос
лабленной зоны, так и от характеристик мате
риала. Испытывая, например, серию образцов 
из начально-изотропного материала с разными 
углами наклона канавки, определяют для каж
дого случая вектор смещения и усилие в мо
мент перехода ослабленной зоны в упругопла-
стическое состояние. Затем аналитически оп-
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ределяют соответствующие значения главных 
напряжений и строят предельную кривую те
кучести в плоскости а^ ~а2 . 

Образцы для испыгания односторонним 
давлением (методом вьшучивания) представ
ляют собой круглые плоские пластины, при 
изготовлении которых обеспечивается мини
мальное механическое вмешательство в ис
ходное состояние материала. Образцы защем
ляют по контуру и нагружают односторонним, 
равномерно распределенным давлением жид
кой или газообразной среды. Такие испытания 
проводят не только на плоских образцах, но и 
на полых шаровых сегментах. В процессе на-
гружения образца происходит его выпучивание 
с реализацией на рабочей поверхности равно
мерного двухосного растяжения. Главные на
пряжения при этом 

ai =а2 =0^pR/h, 

где R - текущий радиус формирующейся 
в ходе эксперимента сферы, 

- радиус контура 

защемления; H - экспериментально опреде
ляемая высота вздутия; h - толщина образца. 

Для получения на таких образцах напря
женного состояния, отличного от равномерно
го двухосного, применяют, например, специ
альные прижимные шайбы с эллиптическим 
контуром. 

11.7.3. ИСПЫТАНИЯ МАТЕРИАЛОВ 
В ОБОЙМАХ И КАМЕРАХ ВЫСОКОГО ДАВЛЕНИЯ 

Исследования материалов в условиях 
трехосного сжатия ввиду больших методиче
ских сложностей их проведения носят эпизо
дический характер. Первые испьггания образ
цов 1 проводились в обойме (рис. 11.7.3, а). 
Использование двух обойм (рис. 11.7.3, б) 
позволило существенно увеличить боковое 
давление на образец. С этой целью между тор
цами внешней обоймы и пуансоном обеспечи
вается начальный зазор [36]. 

pJjLJJdJJ 
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Рис. 11.7.3. Схема испытания образцов 
в условиях трехосного сжатия: 

Û - в обойме; б̂  - в сдвоенной обойме 

Первые систематические исследования 
механических свойств материалов при высо
ком и сверхвысоком давлении выполнены П. 
Бриджменом [13]. Известны устройства для 
испытания при высоком давлении, в которых 
наружение образца проводится посредством 
штанг, находящихся в камере, а также уст
ройств, в которых нагружение осуществляется 
поршнем, одновременно создающим в камере 
рабочее давление. Существуют различные ас
пекты методик проведения экспериментов при 
высоком и сверхвысоком давлении, требова
ния к рабочим средам, используемым в аппа
ратах высокого давления, конструктивные 
решения отдельных узлов, уплотнений и др. 
[13, 29, 36]. 

11.7.4. ИСПЫТАНИЯ ОБРАЗЦОВ 
С ПЛОСКИМИ ГРАНЯМИ 

Испьггания образцов в виде кубов или 
толстых пластин осуществляют обычно в уст
ройствах кинематического типа с механиче
ским воздействием на рабочие плоскости об
разца (рис. 11.7.4, а), или в устройствах 
(установках) с гидравлическим нагружением 
(рис. 11.7.4, б, в). 
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Рис. 11.7.4. Схемы испытания образцов с плоскими 
гранями: 

о-в механических рессорах; 
б - гидравлическое через эластичную прокладку; 

в - то же, с помощью пуансонов 
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с помощью механических реверсов 
можно реализовать напряженное состояние с 
различными соотношениями главных напря
жений. Гидравлическое нагружение образцов 
может осуществляться нспосредственно 
(гидростатически) или посредством промежу
точных цилиндров-пуансонов. К недостаткам 
указанных методик относится: неравномер
ность приложения нагрузок к рабочим плос
костям образца; высокий уровень контактных 
напряжений; наличие сил трения в зонах кон
такта с образцом. Существенные конструктор
ские проблемы связаны с созданием надежных 
уплотнений, учетом потерь на трение, выбо
ром (при методической возможности) смазоч
ного материала и других технических средств 
для плоского стьжа пуансон - образец и др. 
[29, 36]. 

11.7.5. АВТОМАТИЗАЦИЯ ИССЛЕДОВАНИЙ 
МЕХАНИЧЕСКИХ СВОЙСТВ МАТЕРИАЛОВ 

ПРИ СЛОЖНОМ НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ 

Развитие электронной вьршслительной 
техники, обладающей большим объемом памя
ти и быстродействием, позволяет осуществлять 
автоматизацию испытаний материалов при 
сложном напряженном состоянии на каче
ственно новом уровне. Этому в большой мере 
способствует развитие аппаратурного обеспе
чения средств электрогидроавтоматики и ис
пользование тиристорного электропривода, 
позволяющего программно изменять в очень 
широком диапазоне частоту вращения выход
ного вала. 

Испьггательный комплекс для исследова
ния конструкционных материалов при слож
ном напряженном состоянии в широком диа
пазоне температур имеет систему автоматиче
ского управления установкой, которая позво
ляет проводить эксперимент в одном из двух 
режимов - полуавтоматическом или автомати
ческом. При первом режиме работы програм
ма нагружения задается и контролируется с 
пульта установки, а обработка эксперимен
тальных данных производится автоматически. 
Полуавтоматический режим осуществляет ав
томатическое снятие и обработку эксперимен
тальных данных с выводом на печать большого 
массива результатов расчета в процессе нагру
жения. Качественно новые возможности в 
постановке научных экспериментов представ
ляет автоматический режим. Программирова
ние работы установки по вьршсляемым в ходе 
эксперимента параметрам позволяет вести 
нагружение по произвольной (в том числе и 
лучевой) траектории в трехмерном про
странстве (для плоского напряженного состоя
ния) компонентов тензора истинных напряже
ний. 

Система (рис. 11.7.5) включает: датчики 
Д сил и деформаций, тензометрический уси
литель ТУ, устройство коммутации УК, блок 

Рис. 11.7.5. Схема автоматизированной установки 
для испытания материалов 

при сложном напряженном состоянии 

местного управления, цифровой вольтметр ЦВ, 
исполнительные электроприводы системы 
нагружения, блок управления электроприво
дами БУ и управляющую ЭВМ с печатающим 
устройством 11У. Автоматическое нагружение 
по заданной траектории осуществляется ЭВМ 
посредством БУ, который устанавливает один 
из трех режимов работы электродвигателей: 
"стоп", "левое вращение", "правое вращение". 
Траектория нагружения представляет собой в 
общем случае пространственную кривую в 
трехмерном пространстве истинных напряже
ний а^ - GQ - Т ^ (где а^ и GQ - соответ
ственно осевое и тангенциальное нормальные 
напряжения; т ^ - касательное напряжение в 

плоскости ^ ) . Траектории сложного нагру
жения задают в виде последовательности ко
ординат основных точек. Лучевая траектория 
(простое Harp>OKeHHe) определяется тремя про
екциями Лсг^,Лст0,Лх_^ шага между основ
ными точками на координатные оси. В этом 
случае координаты основных точек траектории 
рассчитываются ЭВМ в процессе нагружения. 

Для уменьшения числа основных точек, 
необходимых для воспроизведения с высокой 
точностью заданной траектории, нагружение 
между основными точками осуществляется 
посредством отработки последовательности 
промежуточных точек, автоматически форми
руемой в процессе нагружения. Для каждой 
точки (основной или промежуточной) траек
тории напряжений в процессе нагружения 
формируются соответствующие уставки нагру
зок. Автоматически опрашивая датчики нагру
зок, ЭВМ сравнивает значения уставок с из
меренными нагрузками и по результатам срав
нения для электропривода каждой из на
грузок вырабатывает команды: "нагрузка". 
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"разгрузка", "останов". Блок управления обес
печивает исполнение этих команд до тех пор, 
пока регулируемые нагрузки не станут равны 
значениям уставок. 

После обработки всех промежуточных 
точек напряжения доводятся до значений, 
соответствующих координатам очередной 
основной точки. Снятые в основной точке 
показания датчиков заносятся в массив резуль
татов, и ЭВМ рассчитывает координаты про
межуточных точек последующего участка тра
ектории и т.д. 

Для основных точек траектории вычис
ляются и выводятся на печать более 30 пара
метров напряженного и деформированного 
состояний образца, в том числе: осевые, тан-
генхдаальные и угловые деформахщи; осевые, 
тангенциальные и касательные напряжения 
(соответствующие зависимости см. п. 11.7.1). 
На печать выводятся интенсивности: 

деформаций 

е/ 

напряжений 

^ ' = " т Л ^ 1 " ^ 2 ^ +(^2 - ^ з ) ^ +(с^3 - ^ l ) ' 

характеристики пятимерного девиаторно-
го пространства напряжений и деформаций 
А. А. Ильюшина 

•̂ 1 = уу(о^г - ^ > ^ ^ Q ) I ^2 = 0,5V2ae; 

Э = ^Э1 +Э1+Э^ и др. 

Система позволяет также проводить при 
необходимости автоматизированную тарировку 

датчиков. В этом случае необходимо несколь
ко раз установить табличные значения нагру
зок или деформаций. Показания датчиков 
усредняются ЭВМ, определяется дисперсия, а 
затем проводится кусочно-линейная ап
проксимация тарировочных функций. 

Глава 11.8 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ 
ОПРЕДЕЛЕНИЯ ДЕМПФИРОВАНИЯ 

КОЛЕБАНИЙ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
11.8.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ 

ХАРАКТЕРИСТИК ДЕМПФИРОВАНИЯ КОЛЕБАНИЙ 

Средство механической системы гасить 
(демпфировать) ее колебания называют демп
фирующей способностью, демпфирующими 
или диссипативными свойствами. Демпфиро
вание колебаний осуществляется за счет раз
личных внутренних и внешних механизмов 
сопротивления, вызывающих потери энергии 
колебаний конструкций. К внутренним меха
низмам относят неупругое сопротивление ма
териала основы и покрытия деформируемых 
элементов конструкций, а также трение в со
членениях элементов (конструкционное демп
фирование), а к внешним - сопротивление 
внешней среды. 

Решение различных задач о колебаниях 
требует достоверных сведений о харакгеристи-

" ках демпфирования, которые, в основном, 
; могут быть получены только эксперименталь
ными методами. 

Характеристики демпфирования колеба-
НИИ. Независимо от природы энергетических 
потерь за основную характеристику демпфи
рующих свойств механических систем при 
данной амплитуде а установившихся колеба
ний принято считать относительное рассеяние 
энергии vj/ [39, 53, 56], иногда называемое 
коэффициентом поглощения, под которым 
принимают отношение необратимо рассеян
ной энергии AfF(ûf) за цикл колебаний к 

амплитудному значению энергии W{a^ 
упругой деформации: 

v|/(a) = ^W[a)IW[a) . (11.8.1) 

Рассеянная за цикл колебаний энергия 
LW характеризуется площадью петли гисте
резиса, образуемой в координатах: некоторая 
обобщенная сила - соответствующее переме
щение или напряжение - относительная де
формация при циклическом деформировании 
системы либо образца. 

Под относительным рассеянием энергии 
при затухающих колебаниях, огибающая кото
рых является монотонно убывающей функци-
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ей времени а = a(ij, строго соответствующим 
определению (11.8.1), понимают отношение 

приращения dt 
-Т энергии деформации W 

системы, определяемого за данный период Т 
колебаний при постоянной интенсивности 
уменьшения энергии dJV/dt для рассматри
ваемой амплитуды а колебаний, к амплитуд
ному значению энергии деформирования си
стемы W = Ща) s }V(t) = 0,5ca^{t) (где с -
жесткость системы); 

/ ч diV Т 2Т da ^ ^ û f l n a 
^^ ^ dt W а dt dt 

(11.8.2) 
Усредненное за период колебаний значе

ние относительного рассеяния энергии, при
писываемое средней амплитуде цикла [71], 

^ср = ^ ( ^ / + ^ / + l ) ; 

^(t-^T) aux 
' ^dW "' 

(11.8.3) 

где ai и ai+i - две последующие амплитуды, 
соответственно в начале и конце /-го периода 
(цикла) колебаний. 

Для значений V|/ < 0,5 с достаточной сте
пенью точности можно принять VJ7 = v|/ при 

Степень затухания "почти гармониче
ских" свободных колебаний 

ô = ln Д/ 

^М 
(11.8.4) 

является наиболее распространенной характе
ристикой демпфирования и называется лога
рифмическим декрементом колебаний. 

Добротность системы Q представляет со
бой отношение максимального значения резо
нансной амплитуды колебаний системы к зна
чению ее деформации от статического дей
ствия амплитуды вынуждающей силы. Вели
чина, обратная ей, б"^ называется коэффици
ентом затухания, а также коэффициентом 
внутреннего трения или просто внутренним 
трением [57]. 

В качестве характеристики демпфирую
щих свойств материала иногда используют 
тангенс угла сдвига фаз у Q между напряжени

ем и деформацией в упругом элементе [57], 
называемый также тангенсом угла потерь. 
Встречаются и другие характеристики демпфи
рования колебаний механических еистем [63, 
90]. Указанные характеристики связаны сле
дующими соотношениями: 

v|/ = 27cC~^ =27ctgYo «vj7 = 2ô. (11.8.5) 

Для определения характеристик демпфи
рующих свойств механических систем су
ществует ряд методов. 

Метод свободных затухающих колебаний. 
Метод, наиболее часто используемый из-за 
простоты эксперимента, предусматривает по
лучение осциллограмм свободных заросающих 
колебаний механической системы, п темпу 
убывания амплитуды которых определяют 
относительное рассеяние энергии (11.8.2), 
(11.8.3) или логарифмический декремент коле
баний (11.8.4). При этом в случае малого зату
хания определяют усредненные за N циклов 
значения характеристик демпфирования, на
пример, логарифмического декремента 

(11.8.6) 

или 

5(«'=p)=ir InA: I 
2{к -1) 
N{k +1) ' 

(11.8.7) 

отнесенные к средней амплитуде рассматри
ваемого интервала 

а ,ср=0,5(а,+a,+vv), (11-8-8) 

где û/ и Û/+7V - соответственно амплитуда ко
лебаний в начале и конце интервала, вклю
чающего iV циклов; 

^ = ^/Мчлг- (11.8.9) 

В случае обычно наблюдаемой зависи
мости характеристики демпфирования от ам
плитуды колебаний для обеспечения ее соот
ветствия значению относительного рассеяния 
энергии (11.8.1), (11.8.2) при а = а^^ интер
валы затухающих колебаний следует выбирать 
с условием к < 1,35. 

При построении огибающей затухающих 
колебаний û((iV") (рис. 11.8.1) значение лога
рифмического декремента, строго соответ
ствующее 0,5\|/(а) (11.8.2), при любом уровне 
затухания и любой амплитудной зависимости 
декремента колебаний определяется по фор
муле 
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\ \ il-ujn:.t 

Рис. 11.8.1. Схема к определению декремента 
по огабающей затухающих колебаний 

ô(a) = - l t g a = X , (11.8.10) 

где Л'̂  - число циклов (как целое, так и любое 
дробное) на участке под касательной, прове
денной к огибающей в точке с рассматри
ваемой амплитудой а. 

Метод резонансной кривой. Использова
ние метода связано с получением эксперимен
тальной амплитудно-частотной характеристики 
- зависимостей амплитуды а перемещения 
(деформации) установившихся колебаний от 
частоты œ гармонического возбуждения при 
постоянной амплитуде вынуждающей силы q 
(рис. 11.8.2, а) или амплитуды q вынуж
дающей силы от частоты со гармонического 
возбуждения при постоянной амплитуде пере
мещения - деформации (рис. 11.8.2, 6). По 
ширине пика или впадины оценивают демп
фирующие свойства системы [39, 56]. 

Характеристики демпфирования колеба
ний системы, соответствующие резонансной 
амплитуде â'(ôo) или амплитуде ош{^Л (см. 
рис. 11.8.2), определяются по формулам; 

Ô0 =ô(â ) = 7Ĉ a Асоа/р; 

(11.8.11) 

где ACOQ̂  - ширина резонансного пика на 
уровне а его высоты; ^ - резонансная часто
та. 

И\~ 

Рис. 11.8.2. Амплитудно-частотная характеристика 
колебательной системы: 

а - резонансный пик; б - резонансная впадина 
(СО - частота вынуждающей силы, 
р - собственная частота системы) 

Для линейных систем, т.е. систем с так 
называемым вязким сопротивлением 

к^ = kçj^ = а/ yj\ - а , и для обьино исполь
зуемых на практике уровней резонансного 
пика а = 0,5 и а = 0,707 lyfï/l] имеем сле
дующие выражения щш логарифмического 
декремента колебаний, соответствующего ре
зонансной частоте колебаний системы: 

^0,5 = 
Асо 0,5 

V3 ^0,707 = ^ ^ ^ 0,707/Z'-

(11.8.12) 
При этом значение не зависящего в этом 

случае от амплитуды колебаний относительно
го рассеяния энергии при нерезонансной час
тоте определяется значением логарифмическо
го декремента (11.8.12) и отношением частоты 
CÛ вынужденных колебаний к резонансной 
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v|/(cû) = 2b(ù/p, (11.8.13) 

Для реальных систем в случае степенной 
зависимости декремента колебаний от ампли
туды Ô = CQÛ?" (где Со - некоторая постоян
ная для рассматриваемого диапазона амплиту
ды aïï...ïï) 

Ô =7сЛр 
Acûfi 

где 

k^=l/ip 1. 

(11.8.19) 

(11.8.20) 

(11.8.14) 
Параметр п может быть определен из со

отношения ширины резонансного пика, изме
ренного на разных уровнях его высоты а = 0,5 
и а = 0,707: 

п = -\п\ 
Лео 0,5 

Лео 0,707 
/1п2. (11.8.15) 

Метод нарастающих резонансных колеба
ний. Метод предусматривает регистрацию про
цесса нарастания резонансных колебаний при 
постоянной амплитуде вынуждающей силы 
[39, 56]. По темпу возрастания амплитуды 
колебаний системы, характеризуемого инкре
ментом колебаний v(a), определяют при из
вестном декременте ÔQ , соответствующем 
максимальной резонансной амплитуде а , 
амплитудную зависимость декремента колеба
ний для а <â : 

ô ( û ) « ô o - - v ( a ) . (11.8.21) 

В случае зависимости декремента коле
баний от амплитуды коэффициенты к^ и 
А:̂  могут быть определены через угол у^ 
сдвига фазы между внешним гармоническим 
возбуждением и вызываемым им перемещени
ем (деформацией) при данной амплитуде а: 

кс,=а/со&Уа; k^=tgya' (11.8.16) 

Кроме того, при отношении а^ ампли
туды вынуждающей силы д, обусловливающей 
резонансную амплитуду колебаний а , к ам-

плитуде вынуждающей силы q , определяю-

щей амплитуду 3", на уровне которой измеря
ется ширина исходного резонансного пика. 

Инкремент колебаний 

Ч \ Т da 2п da 
^ а dt ра dt' 

(11.8.22) 

где Т - период колебаний; р - резонансная 
частота колебаний; / - время. 

Фазовый метод. Для колебательных си
стем с частотно-независимым сопротивлением 
значение ô(û) декремента определяется через 
угол Y сдвига фаз между гармоническим воз
буждением и вызываемым им перемещением 
(деформацией) механической системы при 
данной частоте со возбуждения по формуле 
[150] 

Ра ' 
(11.8.23) 

t a = l / > / ^ 1. (11.8.17) 

Достоверное значение декремента коле
баний, соответствующее заданной амплитуде а 
колебаний, безотносительно к характеру его 
амплитудной зависимости может быть также 
определено по ширине Ашр резонансной 
впадины на уровне 

где PQ - резонансная частота, соответствую
щая амплитуде колебаний а. 

Для линейной системы с вязким сопро
тивлением 

5 = тс 
' ' СО 

(11.8.24) 

Р^(Р>1), (11.8.18) 

где q - амплитуда вынуждающей силы при 
резонансе [150] (см. рис. 11.8.2, б); 

где р - резонансная частота, равная собствен
ной частоте системы. 

Относительное рассеяние энергии v|/ 
при нерезонансной частоте определяется вы
ражением (11.8.13). 
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Метод максимальной резонансной ампли
туды. Логарифмический декремент колебаний, 
соответствующий амплитуде а , определяется 
через отношение а^^/а , где а^^ - амплитуда 
от статического действия силы: 

d(a) = nacj/a. (11.8.25) 

Поскольку статическое деформирование 
системы по форме ее колебаний воспроизвес
ти трудно, величину а^^ находят приближенно 
как амплитуду вынужденных колебаний сис
темы с частотой, достаточно малой по сравне
нию с резонансной р , или с частотой, равной 

примерно . Как видно, о(л) = TtQ 
При кинематическом возбуждении коле

баний системы с заданной амплитудой aQ ло
гарифмический декремент колебаний 

о(д) = пХао/а, (11.8.26) 

где X - коэффициенгг, зависящий от конфигу
рации упругой системы, формы колебаний и 
выбранной точки измерения амплитуды а ; 
для системы с одной степенью свободы X = 1. 

Энергетический метод. Основу энергети
ческого метода составляет непосредственное 
измерение затрат электрической или механи
ческой мощности NQ возбудителя на поддер
жание установившихся колебаний механичес
кой системы. Относительное рассеяние энер
гии 

W = No/{fW), (11.8.27) 

mef- частота установившихся колебаний сис
темы; JV- потенциальная энергия деформации 
механической системы, соответствующая амп
литуде установившихся колебаний. 

Термический метод. Наиболее известен 
калориметрический способ, основанный на 
измерении температуры воды, охлаждающей 
циклически деформируемый образец из иссле
дуемого материала. Относительное рассеяние 
энергии в материале образца определяется для 
установившихся колебаний по формуле 

\\f = mAT/{ftW), (11.8.28) 

где m ' масса воды, находящейся в калоримет
ре или протекающей через него за некоторое 
зремя t; f - частота колебаний образца; AT -
разность температур воды в начале и конце 
эксперимента, а в случае протекающей воды -
на входе и выходе калориметра; W - потенци
альная энергия деформации рабочей части 
образца. 

Метод петли гистерезиса. Существует два 
основных метода петли гистерезиса: статичес
кой и динамической. Метод статической петли 
гистерезиса предусматривает непосредственное 
получение петли в координатах: внешняя сила 
Р - перемещение s или напряжение а - отно
сительная деформация 8 . В первом случае 
площадь петли AJV гистерезиса характеризу
ет в некотором масштабе необратимо рассеян
ную энергию в системе за цикл нагружения с 
амплитудой перемещения SQ, а во втором -
рассеянную энергию в единице объема дефор
мируемого материала образца при амплитуде 
относительной деформации EQ . Относитель
ное рассеяние v|/, характеризующие свойства 
исследуемой системы, определяется по форму
ле (11.8.1). 

Чаще всего метод используется для ис
следования конструкционного демпфирова
ния, а также материалов, обладающих высо
кими гистерезисными потерями, например, 
пластмассы, железобетона. 

Метод динамической петли гистерезиса 
предусматривает одновременную регистрацию 
сигналов, пропорциональных напряжению 
(нагрузке F) и деформации s (перемещение 
W), в процессе циклического нагружения меха
нической системы (образца) и получение на 
этой основе экспериментальной петли гистере
зиса в координатах а -г или F - и , пло
щадь которой в определенном масштабе чис
ленно равна рассеянной в единице объема 
материала (в системе) за цикл нагружения 
энергии [79]. 

При обычно регистрируемых в процессе 
колебаний деформируемых тел гармонических 
сигналах, пропорциональных деформации и 

. напряжению, петля гистерезиса имеет форму 
эллипса. В этом случае площадь петли, т.е. 
необратимо рассеянная энергия Л W , может 
быть определена по измеряемой ширине Ле 

петли гистерезиса, по деформации е в мо
мент времени, когда напряжение принимает 
нулевое значение, или по сдвигу фаз уо меж
ду сигналами, соответствующими напряжению 
и деформации при данном их уровне, по 
формуле 

AW = OJSTCGQAS = тсао 8 = nGQZQ sinyo-
(11.8.29) 

Относительное рассеяние энергии как 
отношение площади петли гистерезиса AW ц 
амплитуде упругой энергии W 
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v|/ = %AS/ZQ = Im/zç^ = 27csinyo. 

(11.8.30) 

В заключение приведем соотношения 
между рассмотренными основными формула
ми (11.8.2), (11.8.7), (11.8.10), (11.8.11), 
(11.8.19), (11.8.23), (11.8.25), (11.8.26), 
(11.8.30) определения характеристики демп
фирования: 

W -2Т dîna 
dt N " /> 

= 27сЛр —zr^ = 2%\ 
{ 

1 
>Л 

—2 . 
pi) 

tgy = 

2 7 c ^ = 27cX^ = 27csinYf 
а а 

(11.8.31) 

11.8.2. СХЕМЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ УСТАНОВОК 

Поскольку в любой экспериментальной 
установке возможны различные поглощения 
энергии колебаний, для получения достовер
ных данных о демпфирующей способности 
материала исследуемого образца необходимо 
исключить или свести к минимуму все другие 
потери энергии в системе. 

Принципиальные схемы всех экспери
ментальных установок включают колебатель
ную систему с образ1хом из исследуемого мате
риала и системы возбуждения и регистрации 
колебаний, а при необходимости изучения 

влияния температуры - нагревательную систе
му или систему охлаждения [39, 53, 56, 63, 78] • 

Колебательные системы установок, (рис. 
11.8.3). Оптимальная колебательная система 
должна обеспечивать однородное, или близкое 
к нему, напряженное состояние материала 
рабочей части образца при циклической де
формации. В наибольшей степени этому отве
чает система (рис. 11.8.3, d), содержащая тон
костенный трубчатый образец J, жестко за
крепленный одним концом в подвешенной на 
струнах 1 или установленной на пружинах 5 
массивной плите - станине 2; а другим концом 
- с массой 4. Система позволяет реализовать 
однородное напряженное состояние при про
дольных и крутильных колебаниях образца. 

Для изучения влияния на демпфирую
щие свойства материала образца 2 (рис. 11.8.3, 
6) наложения другой частоты к диску 3 кре
пится упругий элемент - круглый стержень 4, 
изготовленный из материала с низким уров
нем диссипативных свойств, и несущий диск 5 
на свободном конце. Соотношение обеих час
тот определяется соотношением частот первой 
и второй форм собственных колебаний кон-
сольно закрепленной в станине 1 системы. 

С целью устранения возможньк попе
речных колебаний исследуемого при цикли
ческом кручении образца 4 (рис. 11.8.3, в) 
иногда используют опорный стержень 6 из 
низкодемпфирующего материала, который 
одним концом, как и исследуемый образец 4, 
прикреплен к траверсе 5, а другим - к массив
ной подвешенной на струнах 1 станине - раме 
J, в которой находится и захват 2 (верхний) 
для крепления образца 4. Изменением углово
го положения захвата обеспечивается статиче
ское закручивание образца. Продольное пере
мещение захвата позволяет испытывать образ
цы при положений статического растяжения. 
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Рис. 11.8.3. Схемы колебательных систем эксперимееталышх установок 
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Рис. 11.8.4. Головки образцов и их крепление при различных видах колебаний рабочей части образца 

Для сравнительной оценки демпфирую
щих свойств материалов при массовых испы
таниям с успехом применяют колебательные 
системы, совершающие изгибные колебания. В 
наиболее оптимальной системе призматиче
ский образец 3 (рис. 11.8.3, г) с одинаковыми 
грузами 2 на концах подвешивается на тонких 
струнах 1 в узлах основной изгибной формы 
колебаний. 

Сравнительная оценка демпфирующих 
свойств материалов может быть также произ
ведена при изгибнык колебаниях консольного 
образца 3 (рис. 11.8.3, д), жестко закрепленно
го в подвешенной на струнах 1 массивной 
плите 2 или в установленной на плоских пру
жинах 1 (рис. 11.8.3, е) в виде широких полос 
или диафрагм платформе 2 электродинамиче
ского возбудителя 4. 

Для изучения влияния статического рас
тяжения на демпфирующие свойства материа
лов при изгибных колебаниях весьма эффек
тивно использование колебательной системы, 
состоящей из закрепленного в подвешенной 
на струнах 1 массивной станине-раме 2 (рис. 
11.8.3, ж) консольного образца 3 с грузом 4 на 
конце. Растягивающая сила в образце создает
ся перемещением винта-захвата 7 через дина
мометр 6 и тонкую ленту-тягу 5, которая кре
пится к системе в узле ее второй формы попе
речных колебаний. 

Перекачка энергии между колеблющими
ся образцом и станиной устраняется отстрой
кой рабочей частоты колебаний образца от 
собственных частот станины. Для сведения к 
минимуму энергетических потерь в нерабочих 
участках образцов и конструкционного гисте
резиса в местах их крепления используют об
разцы с утолщенными головками, которые 

крепят с помощью клиновых (рис. 11.8.4, д, б, 
д) или других (рис. 11.8.4, в, г, е) соединений 
при контролируемой силе затяжки. 

Системы возбуждения колебаний. В уста
новках используется резонансный принцип 
возбуждения колебаний, в основном, при по
мощи электромагнитных преобразователей без 
поляризующего магнитного поля. 

Электромагнитная система возбуждения 
для диапазона частот от десятков до сотен герц 
(рис. 11.8.5) содержит образец 1 из ферромаг
нитного материала (или из немагнитного ма
териала с укрепленной на нем ферромагнит
ной массой или пластинкой), элекгромагншъ! 
2 [один (а) или несколько синфазно дей
ствующих (б) для возбуждения изгибных или 
крутильных колебаний], усилитель мощности 
J, реле 4, автоматически управляемое контак
тами светолучевого осциллографа 5, задающий 
генератор электрических сигналов 6 и элек
тронно-цифровой частотомер 7. 

! 1 
2224:. 

2 

-ff 

Щ 

I .___J 

а) 5) 

Рис. 1.8.5. Схема электромагнитной системы 
возбуждения колебаний 
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Для колебательных систем, показанных 
на рис. 11.8.3, а, г, электромагниты подводят
ся к нижним торцам соответственно массы 4 и 
грузов 2. Сердечники электромагнитов и ниж
ние торцы грузов имеют выступы одинаковой 
формы, продольные оси которвгх направлены 

по радиусам от центра масс. Благодаря этому 
обеспечивается возбуждением одним (см. рис. 
11.8.3, а) электромагнитом раздельно или од
новременно продольных и крутильных коле
баний образца. 
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Рис. 11.8.6. Системы возбуждения 
колебаний с замкнутым 

силовым контуром 
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мощности электромагнитов и практически 
полное исключение паразитных горизо1гталь-
ных перемещений подвешенной колебатель
ной системы (см. рис. 11.8.3, г) достигается 
созданием силовой цепи возбуждения, замкну
той внутри самой механической системы. Для 
этого на жестких кронштейнах 3 (рис. 11.8.6), 
укрепленных на грузах 2, размещаются мало
габаритные электромагниты 5 и пластинки 4 
из ферромагнитного материала. Электроснаб
жение осуществляется непосредственно от 
стандартного генератора 6 сигналов в случае 
расположения электромагнитов по одну сто
рону подвешенного на струнах 7 образца 1 
(рис. 11.8.6, а) и через выпрямители 8 при 
расположении электромагнитов по обе сторо
ны образца (рис. 11.8.6, б). В первом случае. 

как и для схем, представлены на рис. 11.8.5, 
колебания образца возбуждаются с частотой 
вдвое большей частоты электрического тока 
электромагнита, во втором - с частотой, рав
ной частоте тока. 

Свстемы регистрации колебаний. Система 
регистрации не должна иметь механической 
связи с исследуемой системой или должна 
обеспечивать минимальный уровень дополни
тельных потерь энергии колебаний. Этим тре
бованиям отвечает простейшая оптическая 
система регистрации колебаний, используемая 
для свободно подвешенного на струнах образ
ца с грузами (см. рис. 11.8.3, г). На одном из 
грузов в точке подвеса крепится зеркальце, 
поворачивающееся при колебаниях системы. 
На зеркальце направляется сфокусированный 
луч света, который, отражаясь попадает на 
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щель записывающего устройства, где фиксиру
ется на движущейся с заданной скоростью 
ос1Ц1Ллографной бумаге. При отключении воз
буждения с заданной амплитуды фиксируется 
виброграмма затухающих колебаний, па темпу 
убывания которых определяется декремент 
колебаний (11.8.10). 

Выполнение колебательной системы, 
обеспечивающее совпадение узлов колебаний с 
центром тяжести грузов, и использование си
стемы возбуждения с замкнутым силовым кон
туром позволяют применять высокоточную 
аппаратуру для измерения параметров колеба
ний исследуемой системы. Для этого в нижней 
части одного из грузов устанавливают решет
чатый модулятор фотооптического датчика 
механических колебаний, предназначенного 
для определения угла поворота груза. Враща
тельные колебания груза благодаря изменению 
интенсивности проходящего через модулятор 
светового луча преобразуются фотоприемни
ками датчика в электрические сигналы, кото
рые усиливаются и, в свой очередь, преобра
зуются в числовые значения амплитуды коле
баний. Индикация последних проводится в 
цифровом виде на табло регистратора и на 
электронном осциллографе, а регистрация - на 
цифропечатающем устройстве. 

Для регистрации продольных и крутиль
ных колебаний образца, укрепленного одним 
концом в массивной плите и с массой на сво
бодном конце (см. рис. 11.8.3, а), наиболее 
рационально применение емкостного датчика, 
образуемого верхним торцом груза и фигурной 
пластинкой 2 (рис. 11.8.7), которая прикреп
лена либо непосредственно в плите, либо в 
переходнике, если в нем закреплена верхняя 
головка образца 7, на изоляторах (без электри
ческого контакта с плитой). Измерительная 
система включает датчик, усилитель, ламповый 

Рис. 11.8л. Узел установки Д-8 с емкостным датчиком 

вольтметр, электронный и светолучевои ос
циллографы и частотомер. Предварительно 
микроскопом фиксируют амплитуды верти
кального и углового перемещений какой-либо 
подсвечиваемой точки груза. 

При отсутствии простых зависимостей 
между перемещениями колебательной системы 
и напряжениями (деформациями) в рабочей 
части образца, например, при изгибных коле
баниях консольного образца с грузом на конце 
и приложенной растягивающей силой (рис. 
11.8.3, ж) целесообразно применять тензомет-
рические системы регистрации с использова
нием датчиков омического сопротивления 
различного типа (тензорезисторов). Результаты 
исследований показали, что при толщине об
разца, превышающей 2 мм, потерями энергии, 
обусловленными наклейкой тензорезистора, 
практически можно пренебречь. 

Системы нагрева и охлаждения. Для на
грева исследуемых образцов до температуры 
673...973 К, как правило, используют разъем
ные секционные электропечи сопротивления, 
обеспечивающие равномерный нагрев рабочей 
части образцов. Температуру образца измеряют 
с помощью термопар, которые отводятся от 
него при возбуждении колебаний или крепят
ся к контрольному образцу-свидетелю, распо
ложенному в печи рядом с исследуемым. В 
систему автоматического регулирования тем
пературы образца входят термоэлектрические 
преобразователи (термопары) и высокоточные 
терморегуляторы, состоящие из измерительно
го блока, регулирующего блока тиристорного 
преобразователя. Температура фиксируется с 
помощью самопишущего потенциометра. 

Возможность выполнения колебательных 
систем (см. рис. 11.8.3, ûf, г) достаточно ком
пактными позволяет размещать их в водо-
охлаждаемой вакуумной камере и, тем самым, 
обеспечить проведение исследований при вы
сокой температуре (1179... 1973 К). 

Для проведения исследований при низ
кой (до 123 К) температуре колебательную 
систему, например представленную на рис. 
11.8.3, г, помещают в теплоизолированную 
камеру с парами азота, поступающими по 
трубопроводу из сосуда Дьюара с жидким азо
том. Электромагниты системы возбуждения с 
помощью стоек вьшесены за пределы камеры. 

Такой же уровень температур может быть 
получен и для вибрационной системы, пред
ставленной на рис. 11.8.3, ж, при размещении 
ее в вакуумной камере и подаче паров азота во 
внутрь охладителя, введенного с заданным 
зазором во внутреннюю полость образца, по
добно нагревателю (см. рис. 11.8.7). 

Автоматизация определения характеристик 
демпфирования. А в т о м а т и з и р о в а н 
н ы й с ч е т ц и к л о в в з а д а н н о м 
и н т е р в а л е а м п л и т у д к о л е б а 
н и й может быть обеспечен при использова-
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НИИ простого амплитудного селектора импуль
сов АС-2, состоящего из двух триггеров 
Шмитга 7, 2 (рис. 11.8.8), один из которых 
настроен на срабатывание от импульсов одной 
полярности с требуемой максимальной ампли
тудой, а другой - на срабатывание.от импуль
сов противоположной полярности с требуемой 
минимальной амплитудой, вместе со счетчи
ком импульсов J, например Ф-588. Число N 
циклов преобразовано в электрический сигнал 
свободных колебаний исследуемой системы в 
заданном интервале изменения амплитуды 
Л/ -^ (^i-\-N без записи виброграммы. Это 
позволяет непосредственно в ходе экспери
мента вычислить соответствующее средней 
амплитуде ^ср (11.8.8) рассматриваемого ин
тервала амплитуд значение декремента колеба
ний ОШср 1. При малом затухании исследуе
мых колебаний используют аппаратуру, осу
ществляющую измерение амплитуд свободных 
затухающих колебаний через заданное число 
периодов колебаний. 

При оптическом способе регистрации 
колебаний применяют оптико-электрическую 
систему автоматического счета циклов в задан
ном интервале амплитуд колебаний. Луч света 
2 (рис. 11.8.9), отраженный от зеркала 7, 
помещенного в узле колебаний, попадает на 
линейку J, на которой расположены два све
точувствительных элемента 4, например фото-
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Рис. 11.8.8. Структурная схема 
амплитудного селектора импульса АС-2 

ДИОДЫ ФД-1. Расстояние между фотодиодами 
определяется в соответствии с заданным зна
чением отношения амплитуд к. Генерируемые 
фотодиодами электрические сигналы подаются 
на счетчик импульсов 6, например типа Ф-
588, через усилитель 5. 

А в т о м а т и з а ц и я о п р е д е л е 
н и я а м п л и т у д н о й з а в и с и м о с 
т и д е к р е м е н т а к о л е б а н и й 
достигается дополнением автоматизированного 
процесса счета циклов, преобразованных в 
электрический сигнал свободных колебаний 
между несколькими дискретными уровнями 
амплитуды, вычислением соответствующих 
значений декремента колебаний на базе ЭВМ 
и автономного устройства, подключенного к 
выходу усилителя датчика колебаний исследу
емой системы. В случае оптического способа 
регистрации колебаний электрический сигнал 
от фотоприемника, преобразуемый в значение 
амплитуды колебаний, регистрируется на пер
фораторе типа ПЛ-150М. Применение послед
него позволяет дальнейшую обработку выход
ных данных проводить на ЭВМ с получением 
окончательных значений декремента колеба
ний в зависимости от средних амплитуд в 
заданных интервалах. 

А в т о м а т и з а ц и я р е г и с т р а 
ц и и р е з о н а н с н ы х к р и в ы х , 
например резонансного пика амплитудно-
частотной зависимости, заключается в следу
ющем. Сигнал от датчика 2 колебаний иссле
дуемой системы 7 (рис. 11.8.10) после усили
теля 3 поступает на дополнительный усилитель 
4 и элекгронный вольтметр-выпрямитель 5, 
где он дополнительно усиливается и преобра
зуется в постоянное напряжение, которое по
дается на вход электронного потенциометра 6 
типа ЭПП-09, двигатель которого перемещает 
каретку с пером на величину, пропорциональ
ную поступившему сигналу. Для синхрониза
ции перемещения диаграммной ленты элек
тронного потенциометра с изменением часто
ты возбуждения колебаний образца привод оси 
потенциометра расстойки генератора звуковых 
частот 9 типа ГЗ-34, используемого в элек
тромагнитной системе возбуждения коле-
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Рис. 11.8.9. Схема оптико-электрической системы 
автоматического счета циклов затухаимцих колебаний Рис. 11.8.10. Схема системы записи резонансного пика 
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баний, включающей также электромагнит 11 и 
усилитель мощности 10у осуществляется от 
вала ведущего барабана диаграммной ленты 
электронного потенциометра 6. Частота коле
баний регистрируется с помощью электронно-
счетного частотомера (? типа Ф551 с цифропе-
чатающим устройством. Запуск цифропеча-
тающего устройства осуществляется от генера
тора импульсов 7, сигнал которого одновре
менно подается на вход электронного потен
циометра 6. 

Методика оценки действительной де1М[п-
фирующей способности исследуемого образца и 
его материала. Для достаточно тонкостенных 
трубчатьвс образцов, материал рабочей части 
которых находится в условиях однородного 
напряженного состояния при продольных и 
крутильных колебаниях, определяемые значе
ния ÔQ декремента колебаний образца явля
ются истинной относительной характеристи
кой Ô рассеяния энергии в единице объема 
материала при данной амплитуде соответ
ственно продольной деформации е и относи
тельного сдвига Y , т.е. ÔQ = 6 . Определяемые 

в эксперименте значения декремента ÔQ ИЗ-
гибных колебаний образца, материал которого 
находится в условиях неоднородного напря
женного состояния (см. рис. 11.8.3, г-е), и 
обычно приписываемые амплитуде макси
мальной деформации в образце ZQ , являются 
вполне достаточной характеристикой не толь
ко для сравнительной оценки демпфирующих 
свойств материалов, но и при условии одно
родности материала образца для определения 
истинных характеристик Ô рассеяния энергии 
в материале. Так, при самой общей амплитуд
ной зависимости логарифмического декремен
та колебаний образца ÔO^SQ) = /_'^т^^ > 
получаемой из эксперимента, амплитудная 
зависимость истинного логарифмического 
декремента материала 

5(8) = ^ û „ e " 

где 

/я + 3 
|ф2(х)йх 

û « = 3 / 

Для случая чистого изгиба (р(х\ = 1; 

Uffj =(m + 3)âffi/3. Более сложная картина 
при исследовании крутильных колебаний об
разца с дополнительным упругим элементом 
(см. рис. 11.8.3, б) и изгибных колебаний рас
тянутого образца (см. рис. 11.8.4) [115, 166]. 

Особенности исследования демпфируюощх 
свойств материала по методу динамической 
петли гистерезиса. Определение характеристик 
демпфирующих свойств материала по методу 
динамической петли гистерезиса с использо
ванием зависимостей (11.8.29) и (11.8.30) мо
жет быть осуществлено на какой-либо уста
новке (машине) для испытаний на усталость 
при циклическом растяжении-сжатии и при 
наличии в силовой цепи нагружения образца 
упругого динамометра. 

Методики основаны на одновременной 
регистрации сигналов нагрузки, т.е. параметра, 
пропорционального и синфазного напряжени
ям в образце, и деформации образца. В каче
стве датчиков напряжений обычно используют 
тензорезисторы. При этом два тензорезистора 
3 (рис. 11.8.11) наклеивают на упругий дина
мометр 4, а один тензорезистор 2 - на образец 
1 или на упругий элемент, деформирующийся 
пропорционально деформации образца. 

Сигнал от одного из тензорезисторов на 
динамометре через один из каналов тензомет-
рического усилителя 6 и фазовращатель 7 по
ступает на вертикальную развертку электрон
ного осциллографа 9 и вызывает отклонение 
луча на экране по вертикали, которое пропор
ционально усилию (напряжению), а сигнал от 
тензорезистора, наклеенного на образец, через 
другой канал тензометрического усилителя 6 с 
источником электроснабжения 10 и фазовра
щатель 8 поступает на горизонтальную развер
тку того же осциллографа 9 и вызывает откло
нение луча на экране по горизонтали, которое 
пропорционально деформации образца. 

j<p'"'4x} \dx 

где ф(х) - функция распределения напряже
ний по длине / рабочей части образца, опреде
ляемая по данным тензометрирования. 

Рис. 11.8.11. Схема регистраЕщи 
динамической петли гистерезиса 
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В процессе цию1ического нагружения об
разца в результате сдвига фаз между указан
ными сигналами на экране осциллографа об
разуется петля гистерезиса, площадь которой 
пропорциональна рассеянной энергии в об
разце за цикл деформирвания. Для исключе
ния аппаратурного сдвига фаз между посту
пающими на каналы осциллографа электриче
скими сигналами перед регистрацией петли 
гистерезиса на оба канала осциллографа с по
мощью переключателя 5 подаются сигналы от 
двух тензорезисторов J, наклеенных на дина
мометр. Возможное образование петли, обус
ловленное в этом случае сдвигом фаз в тензо-
метрической аппаратуре, устраняется фазо
вращателями 7 и <? до получения на экране 
одной линии. Затем с помощью того же пере
ключателя 5 на вход горизонтального канала 
осциллографа подается сигнал от тензоре-
зистора на образце. 

11.8.3. ФАКТОРЫ, ВЛИЯЮЩИЕ НА 
ДЕМПФИРУЮЩИЕ СВОЙСТВА МАТЕРИАЛОВ 

Демпфирующая способность известных 
конструкционных материалов различается 
весьма существенно - на три порядка. Ниже 
приведены ориентировочные максимальные 
значения логарифмического декремента 5 
колебаний для различных классов материалов 
в условиях комнатной температуры [1, 39, 49). 

Металлические материалы: 

магниевые сплавы 
(литые) 0,13...0,3 
марганцево-медные 
сплавы 0,10...0,25 
медно-алюминиевые 
сплавы^ 0,04...0,1 
никель-титановые 
сплавы 0,10...0,15 
кобальто - никелевые 
сплавы 0,06...0,12 
чугун с пластинчатым 
графитом 0,10...0,15 
чугун с шаровидным 
графитом 0,02...0,05 

хромистая сталь 0,01...0,04 

углеродистая сталь 0,002...0,01 

алюминиевые сплавы . . . 0,001...0,01 

латунь и бронза 0,001...0,003 

титановые сплавы^ 0,005...0,0015 

Неметаллические материалы: 

углепластики 0,05...0,37 
армированные 
базальтопластики 0,03...0,18 

стеклопластики 0,005...0,13 

текстолит 0,04...0,12 

стеклотекстолит 0,02...0.10 
эпоксидные смолы 
с наполнителями 0,06...0,18 

пенопласт 0,06...0,24 

винипласт 0,03...0,13 

фторопласт 0,17...0,45 

полипропилен 0,36...0,40 

полистирол 0,02...0,05 
полиэтилен высокого и 

низкого давления 0,26...0,39 

капрон 0,25...0,45 

оргстекло 0,14...0,28 
^ Сплавы с обратимым мартенситом в структуре. 
2 Для сплавов с обратимым мартенситом в структуре 

возможно повышение демпфирующей способности 
при комнатной температуре на порядок выше. 

Результаты 6(i;ii,uioro числа исследований 
[39, 53, 56, 57, 63. 6S, 90] свидетельствуют, что 
на демпфирующие свойства материалов оказы
вает влияние целый ряд факторов. Ниже рас
смотрены наиболее существенные из них. 

Амплитуда циклических напряжений 
(деформации). Экспериментально получаемые 
зависимости характеристик демпфирования от 
амплитуды отличаются чрезвычайным разно
образием как по уровню, так и по форме. 
Причем они, как правило, не остаются посто-

а(0)/(Г(атах) 

U25 

0,75 

0,25 

II 
, / 
/ L 1/, 

r \ 
\ 5 

f \ 

Ay 
"v 
A^ 

6 

\l j* V 

0 0,25 0,5 O/G^ax 

Рис. 11.8.12. Зависимость логарифмического 
декремента колебаний образцов из 

различных материалов от амплитуды напряжения: 
2 - 12X13 (закалка с 1323 К); 2 - медно-алюминиевый 

сплав (10,64 % AI; 3, 72 % Zn, закалка с 973 К); 
3 - ВТ18; 4 - 13Х11ШВ2МФ (закалка с 1323 К, 
отпуск при 953 К); 5 - 12X13 (закалка с 1323 К, 

отпуск при 953 К), 6 - марганцево-медный сплав 
(55 % Мп, 5,5 % Zn, закалка с 1093 К при 673 К) 
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янными при изменении других факторов 
(температуры, режимов термообработки, 
внешнего магнитного поля, содержания леги
рующих элементов, статического напряжения 
и др.). 

На рис. 11.8.12 в относительных коорди
натах приведены зависимости логарифмиче
ского декремента Ш^)/^{^тах)) изгибных 
колебаний от амплитуды максимального 1щк-
лического напряжения cr/â âx Д™̂  образцов 
из некоторых металлических материалов при 
нормальной температуре [39]. 

Температура. Общей закономерностью 
для большинства материалов, особенно для 
конструкционных металлических, является 
возрастание их демпфирующих свойств с по
вышением температуры. Причем интенсив
ность роста увеличивается по мере приближе
ния к максимальной рабочей температуре ма
териала (рис. 11.8.13, кривые 1-4) [39]. Ис
ключение составляет область температур до 
773 К для сталей мартенситного (кривые 5, б) 
и мартенситно-ферритного (кривая 7) классов. 
Это обусловлено уменьшением уровня магни-
томеханического демпфирования по мере при
ближения к температуре точки Кюри. 
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Рис. 11.8.13. Температурные зависимости 
де1фемеета изгабных колебаний при нагреве образцов 

из ряда турболопаточных материалов при 
амплитуде максимального напряжения ст = 100 МПа; 

1 - ЖС6К ( Tinax = 11'73 К); 2 - ХН62ВМКЮА 
(Т̂ тах = 1123 К); J- ВТЗ-1 {Т,^ = 723 К); 4-

АК4 (Гпгах = 523 К); 5- 13Х11ШВ2МФ (отпуск при 
953 К, Tinax = 873 К); 6- 13Х11Н2В2МФ (отпуск 

при 853 К, Гщах = 773 К); 7- ДИ-5 {Тг^ = 523 К) 

Своеобразную форму имеют температур
ные зависимости декремента колебаний спла
вов, для которых характерны мартенситные 
превращения [6Ц. 

Отмеченная выше закономерность воз
растания демпфирующих свойств материалов 
при нагреве не на&людается в том случае, ког
да под действием температуры в материале 
происходят структурные превращения. С по
нижением температуры обычно происходит 
снижение демпфирующих свойств, нарушение 
монотонности которого также обусловлено 
структурными изменениями в материале. 

Неоднородность напряженного состояния. 
Неоднородность напряженного состояния 
материала оказывает существенное влияние на 
его демпфирующую способность, если харак
теристика демпфирующих свойств материала, 
например, его логарифмический декремент 
колебаний Ô в условиях однородного напря
женного состояния зависит от амплитуды цик
лических напряжений 5(а). В этом случае 

значение логарифмического декреме1гга ôg 
колебаний при условии однородности свойств 
материала определяется интегрированием по 
его объему F элемента: 

= fô{a)a2ûfF/J 
V I V 

\a^dV 

В случае монотонного возрастания зна
чения Ô с увеличением ст может быть выве
дено достаточно общее правило: декремент 
колебаний элемента конструкции тем вьпие, 
чем большая доля его материала подвергается 
циклическому напряжению высокого уровня. 

Так, декремент продольных колебаний, 
определяемый рассеянием энергии при одно
родном напряженном состоянии, как правило, 
существенно вьпие декремента изгибных коле
баний, обусловленного, в основном, рассеяни
ем энергии в ограниченном объеме наиболее 
напряженных поверхностных слоев материала 
образца [56]. 

Исследования, проведенные на призма
тических образцах из сталей, алюминиевых 
сплавов и других материалов, показали, что с 
повышением номера формы колебаний декре
мент изгибных колебаний образцов заметно 
снижается {39, 56]. 

Вид напряженного состояния. Результаты 
экспериментов, проведенных с различными 
материалами при продольных и крутильных 
колебаниях трубчатых образцов, показали [56], 
что совпадение характеристик демпфирования 
при указанных видах циклического деформи
рования наблюдается при самом различном 
отношении касательных напряжений при кру
чении к нормальным при растяжении, KOTof)oe 



ФАКТОРЫ, ВЛИЯЩИЕ НА ДЕМПФИРУЮЩИЕ СВОЙСТВА МАТЕРИАЛОВ 327 

колеблется в весьма широких пределах 
0,3...2,2, включая значение 0,577, характери
зующее равенство амплитуд окгаэдрических 
касательных напряжений. 

Асимметрия цикла нагружения. Степень 
влияния асимметрии цикла, обусловленной 
статическим растяжением при изгибных коле
баниях, существенно зависит от типа материа
ла и его термической обработки (рис. 11.8.14, 
11.8.15) [39, 68]. Так, для материалов с выра
женным магнитомеханическим гистерезисом 
(рис. 11.8.14, кривые 1, 2) характерно умень
шение их демпфирующей способности с на
ложением статического растяжения. Для маг
нитного материала с подавленным магнитоме
ханическим гистерезисом (кривая J), как и для 
немагнитного материала, при наложении ста
тического растяжения возможно увеличение 
уровня рассеяния энергии. 

На зависимость демпфирующей способ
ности марганцево-медных сплавов [68] от ста
тического растяжения существенное влияние 
оказывает как химический состав, так и режим 
их термической обработки (рис. 11.8.15, кри
вые 7, 2, 4, 6). Для медно-алюминиевых од
нофазных Р -сплавов [39] наблюдается весьма 
существенное (в 1,3...2,9 раза) первоначальное 
увеличение их демпфирующей способности 
при статическом напряжении 10...30 МПа, а 
при дальнейшем повьпиении статического 
напряжения - уменьшение (рис. 11.8.15, кри
вые 5, 7). 
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Рис. .8.14. Зависимости относительного изменения 
демпфирующей способности некоторых 

турболопаточных материалов при 
амплитуде максимального напряжения изгиба 

150 МПа от статического напряжения растяжения: 
1,2, 3 - 13Х11Н2В2МФ (отпуск соответственно 

при 953, 853, 623 К); 4- ВТЗ-1 
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Рис. 11.8.15. Зависимости относительного изменения 
демпфирующей способности некоторых 

высокодемпфируюпяих сплавов при 
амплитуде максимального напряжения изгиба 
100 (1, 4, 6), 90 (2), 80 (5, 7) и 30 (3) МПа 
от статического напряжения растяжения: 

7 - марганцево-медный сплав (около 55 % Мп; 
5,5 % Zn, закалка с 1093 К, отпуск при 673 К); 

2 - марганцево-медный сплав (52,94 % Мп; 
11,29 % Zn, закалка с 1073 К, огпуск при 673 К); 
3 - МЦИ; 4 - марганцево-медный сплав (около 

55 % Мп; 3 % Zn - закалка с 1093 К, отпуск при 
673 К); J - медно-алюминиевый р-сплав (10,64 % AI; 
3,72 % Zn, закалка с 973 К); d - марганцево-медный 

сплав (52,94 % Мп; 5,5 % Zn, отожженное 
состояние); 7- медно-алюминиевый р-сплав 

(10,65 % AI; 7,64 Zn, закалка с 973 К) 

Структура материала. Термическая обра
ботка. В значительной степени демпфирую
щие свойства зависят от структуры материала, 
обусловленной, в частности, термообработкой 
[56]. Для металлических, конструкционных 
материалов отжиг, как правило, повышает, а 
закалка понижает демпфирующую способ
ность. При низкотемпературном отпуске после 
закалки наблюдается наименьший уровень 
рассеяния энергии. Повышение температуры 
отпуска обычно способствует увеличению 
демпфирующих свойств, однако для ферро
магнитных сталей при весьма высокой темпе
ратуре отпуска, обусловливающей структурные 
превращения, имеет место снижение их демп
фирующей способности (рис. 11.8.16). 

Исследования рассеяния энергии в угле
родистых сталях показали, что мелкодисперс
ные структуры отличаются более низким уров
нем демпфирующих свойств, чем крупнодис
персные. В общем случае гетерогенных струк
тур демпфирующая способность материала, 
как правило, обусловлена, в основном, 
свойствами более мягкой фазы. 
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Легирование марганцево-медного и мед-
но-алюминиевого сплавов цинком при соот
ветствующем режиме их термообработки [39] 
позволяет получить аномально высокие значе
ния логарифмического декремента, дости
гающие 0,2...0,3 и более. 

Ô'W^ 

6ff=J(^û/ina 

623<853e53953W0J>fûû31123Tarr„K 

Рис. 11.8.16. Зависимости логарифмического 
декремента изгибных колебаний образцов 

из стали 13Х1Ш2В2МФ после закалки с 1293 К 
от температуры отпуска при двух значениях 

амплитуды максимального напряжения 

ахЮ 

б Ô ^ост°^° 

Рис. 11.8.17. Зависимости декремента колебаний 
чистого изгиба образцов от степени пластической 
деформации при различных уровнях напряжений: 

7 - от = 200 МПа; 2- ст = 100 МПа; J - а = 50 МПа; 
—- - СтЗ после сжатия; СтЗ после 
растяжения; - • - - У8 после растяжения 

Предварительная пластическая деформа
ция. Предварительная пластическая деформа
ция, как правило, приводит к увеличению 
демпфирующей способности материала, что 
наблюдается, например, у сталей (рис. 11.8.17) 
и у цветных металлов [89]. Искшочение со
ставляют стали с явно выраженным магнито-
механическим гистерезисом, для которых на
клеп в большинстве случаев ведет к уменьше
нию уровня рассеяния энергии. При после
дующем старении обычно происходит процесс 
возврата первоначальных демпфирующих 
свойств. 

Число циклов нагружения. Демпфирую
щие свойства материала, как правило, изме
няются при длительном воздействии цикличе
ских напряжений. Характер изменения демп
фирующей способности зависит от условий 
нагружения и структуры материала [56, 79]. 
Так, у стали при амплитуде напряжений, пре
вышающей предел выносливости, наблюдается 
быстрый и почти равномерный рост логариф
мического декремента колебаний по мере уве
личения числа циклов нагружения. Трениров
ка напряжениями, равными пределу выносли
вости, может привести к первоначальному 
повышению или снижению декремента коле
баний при последующей его стабилизации, а 
напряжениями, меньшими предела выносли
вости, - вначале к повышению, а затем к сни
жению или стабилизации уровня декремента 
колебаний. 

Некоторые другие факторы. При исследо
вании демпфирующих свойств материала, 
кроме рассмотренных факторов, обращают 
внимание на частоту (в том числе на двухчас-
тотность) циклического деформирования, 
внешнее магнитное поле [39, 53, 56]. В облас
ти амплитуд циклических напряжений, соот
ветствующих рабочим напряжениям машино
строительных деталей, демпфирующие 
свойства металлических материалов практиче
ски не зависят от частоты демпфирования в 
достаточно широком диапазоне ее изменения 
в отличие от неметаллических материалов. 

Не демпфирующую способность мате
риала при циклическом деформировании ока
зывает влияние наложение деформирования 
другой частоты, причем это влияние суще
ственно зависит от соотношения частот и ам
плитуд напряжений основных и сопутствую
щих колебаний и угла сдвига фаз. Наложение 
внешнего магнитного поля сказывается на 
уровне демпфирующей способности материа
лов, обладающих магнитомеханическим гисте
резисом. Это, в основном, ферромагнитные 
стали мартенситного и мартенситно-
ферритного классов. Достаточно сильное 
внешнее магнитное поле вызывает уменьше
ние, причем довольно существенное, уровня 
демпфирующих свойств материалов. 
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11.8.4. ОСОБЕННОСТИ 
ИССЛЕДОВАНИЯ КОНСТРУКЦИОННОГО 

ДЕМПФИРОВАНИЯ КОЛЕБАНИЙ 

Под конструкционным демпфированием 
обьршо понимают поглощенке энергии коле
баний на трение в так назьшаемых неподвиж
ных соединениях (прессовых, резьбовых, шли-
цевых, заклепочных и др.) при их цикли
ческом деформировании [32J. Расчетные ме
тоды [36, 95] позволяют выявить характерные 
особенности демпфирующей способности сое
динений от их конструктивных параметров, 
параметров их силового нагружения и отдель
ных технологических факторов. Однако на
дежные оценки могут быть получены только в 
результате экспериментального исследования 
натурных конструкций. 

При экспериментальном исследовании 
используют все основные характеристики 
демпфирования колебаний и методы их опре
деления, изложенные выше. При этом колеба
тельная система может представлять собой как 
натурную конструкцию или ее элемент, так и 
какой-либо упругий элемент - образец с ис
следуемым натурнь»! соединением или его 
моделью. 

Для многих механических систем кон
струкционное демпфирование обычно значи
тельно превосходит демпфирование, обуслов
ленное рассеянием энергии в материале де
формируемых элементов, и последним можно 
пренебречь. Соотношение между указанными 
видами демпфирования существенно зависит 
не только от вида соединения и материала 
демпфируемых элементов, но и от парамефов 
нагружения. 

Для упругих систем с неподвижными со
единениями, обладающими сравнительно вы
соким уровнем поглощения энергии в случае 
несущественного влияния инерционных сил на 
условия работы фрикционных контактов и 
форму деформирования системы, с успехом 
используют метод статической петли гистере
зиса. Хорошее согласование характеристик 
демпфирования при статическом или динами
ческом режимах нагружения позволяет пред
полагать независимость конструкционного 
демпфирования от частоты циклического де
формирования. 

Иногда специфические условия работы 
исследуемого соединения требуют создания 
специальных экспериментальных средств. К 
ним можно отнести, например, замковые сое
динения рабочих лопаток турбомашин, усло
вия работы которых в значительной мере 
определяются действием центробежных сил, 
возникающих при вращении ротора турбины. 

Исследование демпфирующей способ
ности ряда замковых соединений (типа лас
точкиного хвоста, шарнирного и елочного) 
рабочих лопаток может быть осуществлено на 
базе невращающейся колебательной системы 

Рис. 11.8.18. Колебательная система установки КД-1 
с елочным замковым соединением турбинной лопатки 

установки КД-1 (см. рис. 11.8.3, ж) при ими
тации действия центробежных сил растяги
вающей силой [39, 45]. Для этого в заделку 
образца 3 включается исследуемое соединение 
(рис. 11.8.18). Конструктивно циклически 
деформируемый при колебаниях образец, 
имитирующий лопатку, выполнен с соответ
ствующим изучаемому соединению хвостови
ком и вставлен в предназначенный ему паз 
основания ^, фиксируемого в станине уста
новки 7. 

Следует отметить, что определяемое в 
эксперименте значение логарифмического 
декремента ÔQ изгибных колебаний образца с 
исследуемьп^ соединением в заделке обуслов
лено суммарным рассеянием энергии в коле
бательной системе, включая потери энергии 
A W ^ В замковом соединении и материале 
AW^ деформируемой части образца и эле
ментах нагружающего устройства, а также по
тенциальной энергией деформации WQ изги
ба образца и изменением потенциальной 
энергии его растяжения, определяемой рабо
той силы Р растяжения на продольном пере
мещении А точки ее приложения при изгибе 
образца: ÔQ = 0 ^ ( А И ^ З + А ^ М ) / ( ^ 0 + Щ -
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Эти значения декремента ÔQ колебаний 
при данных значениях амплитуды максималь
ного напряжения а в корневом сечении об
разца, растягивающей силы Р и идентичной 
конструкции деформируемой части образца 
могут служить достоверной сравнительной 
оценкой демпфирующих свойств различных 
замковых соединений. 

Значение логарифмического декремента 
Оз колебаний образца, обусловленное только 
потерями энергии в замковом соединении, 
находится приближенно как разность декре
ментов колебаний ÔQ образца с исследуемым 

замком оз и эталонного образца, выполнен
ного как одно целое с элементом, имитирую
щим диск, т.е. оз « ôo - оэ . 

Однако более достоверной оценкой 
демпфирующей способности замкового соеди
нения являются абсолютные потери энергии 
А W^ 1 в соединении единичной ширины, 
определяемые для данных значений ст , Р по 
формуле 

Д»Гз,1«2оз(Жо + /'Д)/^^), 

где Z>o - ширина замкового соединения иссле
дуемого образца. 

По значению АИ^ j демпфирующую 
способность конкретной лопатки можно оце
нить по формуле 

5л = 
2К.л+Л.с) ' 

где ^^и.л " потенциальная энергия изгиба 
лопатки; А^^ - работа центробежных сил 
пера лопатки на продольных перемещениях 
при его изгибе; bj^ - ширина замкового сое
динения лопатки. 

Результаты исследования демпфирующей 
способности различных замковых соединений 
турбинных и компрессорных лопаток, их бан
дажных соединений при изгибных колебаниях, 
плоских и конусных стьпсов, резьбовых соеди
нений при изгибных колебаниях, шпоночных 
и шлицевых соединений при крутильных ко
лебаниях, тросов и канатов при продольных 
колебаний, а также некоторых типов сварных 
и клепаных строительных конструкций: сталь
ных мостов и дымовых труб, железобетонных 
балок и рам рассмотрены в литературных ис
точниках [39, 45]. 

При исследовании колебательных систем 
типа перекрытий судового корпуса судна для 
возбуждения колебаний используют вибраци
онные машины или центробежные вибровоз
будители [14], устанавливаемые в предпола
гаемой пучности колебаний или на специаль
ном фундаменте, обеспечивающем интенсив
ную передачу силы вибрахщонной машины на 
корпус. 

Глава 11.9 

СТЕНДЫ ДЛЯ ИЗУЧЕНИЯ ПРОЧНОСТИ И 
НАДЕЖНОСТИ ДЕТАЛЕЙ, РАБОТАЮПЩХ 

В ЭКСТРЕ1У1АЛЬНЫХ УСЛОВИЯХ 

11.9.1. ИСПЫТАНИЯ В ГАЗОВЫХ ПОТОКАХ 

Прочностные испытания в газовых пото
ках проводят для оценки работоспособности 
элементов проточной части газотурбинных 
установок, реактивных, ракетных и других 
типов двигателей, деталей летательных аппара
тов, подверженных интенсивному аэродина
мическому нагреву, и др. При этом газовый 
поток является источником воздействий, обус
лавливающих коррозионное и эрозионное 
повреждение поверхностных слоев материала, 
инициирование неоднородных полей темпера
тур и термических напряжений в процессе 
нагрева или охлаждения детали с различной 
скоростью. 

При проведении испытаний такого типа 
могут быть решены следующие задачи: опре
деление сопротивления материалов и кон
струкций термоудару и термической усталости; 
изучение закономерностей повреждения мате
риала или исчерпание ресурса детали при 
комплексном термомеханическом нагружении 
с учетом коррозионно-эрозионного воздей
ствия газового потока; определение допусти
мых уровней нагрузки и опасных режимов 
эксплуатации двигателя для обеспечения за
данного ресурса; построение или проверка 
достоверности моделей повреждения, уравне
ний состояния и методов суммирования по
вреждений для случаев сложного нагружения и 
воздействия среды; технологические (по опти-
матизации процессов создания материалов или 
композитов с заданными свойствами и кон
струирования элементов из них по критериям 
прочности, долговечности и коррозионной 
стойкости; по оценке работоспособности мате
риалов и элементов конструкций теплозащит
ных покрытий летательных аппаратов). 

Экспериментальной базой комплексного 
решения таких задач служат газодинамические 
стенды [63, 77]. Методологическую основу 
стендовых испытательных средств составляют 
методы физического моделирования состоя
ний материала и конструкционного элемента 
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во времени, подобных или идентичных по 
уровню и характеру распределения температур, 
деформаций и напряжений, кинетике химиче
ских и физических превращений на поверх
ности. Практически эти модели реализуются в 
виде специализированных систем, составляю
щих структуру газодинамических стендов (рис. 
11.9.1) и позволяющих осуществлять про
граммное управление процессами: термическо
го нагружения по уровню тепловых потоков, 
температур и скорости их изменения; механи
ческого нагружения по уровню и характеру 
изменения во времени статических и цикличе
ских нагрузок при активном воздействии сре
ды; коррозионно-эрозионного взаимодействия 
высокотемпературного газового потока и по
верхностных слоев объекта исследования. 

Отдельные модификации газодинамиче
ских стендов в зависимости от типа решаемой 
задачи оборудованы специальными системами 
или их комплексами. Общим практически для 
всех модификаций является наличие систем, 
обеспечивающих работу на различных режи
мах камер сгорания - основного генератора 
высокотемпературного газового потока. К ним 
относятся, как правило, автономные системы 
подготовки и распределения сжатого воздуха и 
жидкого (типа керосина, бензина, дизельного 
и т.п.) или газообразного топлива, система 
управления работой комплекса, ряд систем 
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Рис. 11.9^1. Схема газодинамэтеского стенда: 
Î - образец; 2 - исшятательная камера; 3 - камера 

сгорания; 4 - пульт управления; 5 - система 
вентиляции и удаления продуктов сгорания; 

6 - система подачи и регулирования расхода воздуха; 
7 - система подачи и регулирования расхода топлива; 

8 - система впрыскивания водорастворимых 
агрессивных компонентов; 9 - система подачи и 

регулирования расхода газообразных агрессивных 
компонентов; 10 - система контроля и регистрации 

теплового состояния образцов и температуры тазового 
потока; 11 - система механического нагружения; 

12 - система автоматического управления 
режимом теплового нагружения 

защиты (включая экологическую) и обеспече
ния длительной безопасной эксплуатации. Эти 
системы являются наиболее энергоемкими. Их 
мощность определяет потенциальные возмож
ности стенда воспроизводить или корректно 
моделировать реальные эксплуатационные 
натрузки. 

Основу системы воздухоподачи состав
ляют компрессорные установки (компрессор
ные станции). Их выбирают по расходу и сте
пени сжатия воздуха исходя из условий ра
венства критериев подобия нагруженнооти 
исследуемой детали в натурных и эксперимен
тальных условиях [63]. Для стендов предпочти
тельнее компрессоры, допускающие длитель
ную работу на переменных режимах. Основ
ные агрегаты топливоподачи (насосы низкого 
и высокого давления) выбирают по парамет
рам, которые определяются из газодинамиче
ских расчетов процесса горения. Исходными 
параметрами для такого расчета являются реа
лизуемый в эксперименте уровень температур 
газа, параметры сжатого воздуха и характери
стики форсунок камеры сгорания. Кроме того, 
нужна полная информация о физических 
свойствах применяемого топлива. 

Особую функцию в комплексе выполняет 
система регулирования параметров топливо-
воздушной смеси (составная часть предьщущих 
двух систем, необходимая для нормального 
функционирования основных силовых агрега
тов) - важнейшая часть комплекса управления 
режимом термического нагружения. Она 
должна содержать исполнительные органы -
регуляторы расхода и давления топлива и воз
духа, запорную арматуру. 

С помощью электро-, пневмо- или гид
роприводов достаточно малой инерционности 
и высокого быстродействия обеспечивается 
реализация программ стендовых испьгтаний 
при дистанционном управлении циклическим 
изменением параметров в блоке различной 
длительности с весьма высокими скоростями 
их изменения в цикле. Для практического 
получения в образцах, моделях или натуфных 
деталях; заданных программой испытаний 
тепловых и напряженных состояний материа
ла, эквивалентным эксплуатационным по дли
тельности, траектории и скорости изменения 
термической нагрузки, стенды оборудуются 
рядом специальных систем комплекса управ
ления тепловым режимом. К основным из них 
относятся следующие системы: программного 
управления регуляторами параметров газового 
потока; формирования потока по отношению 
к испьггуемым образцам; автономного регули
рования начального теплового состояния; 
программного перемещения и фиксирования 
образцов в потоке. В большинстве случаев в 
качестве программных устройств используют 
реле времени, хотя предпочтительнее вычис
лительные информационно-управляющие уст-
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ройства с обратной связью. Это позволяет 
проводить стендовые испытания в автомати
ческом режиме, обеспечивая точное воспроиз
ведение программ нагружения при больших 
длительностях (обычно порядка 10̂  - 10̂  цик
лов). 

Система формирования газового потока 
представляет собой серию испытательных ка
мер и узлов (рис. 11.9.2), позволяющих обес
печить определенные условия обтекания объ
ектов, активно влияя на интенсивность тепло
обмена между газовым потоком и поверх
ностью, и характер распределения локальных 
тепловых потоков по профилю. Для расшире
ния возможности и повышения информатив
ности одного эксперимента испытательные 

Рис. 11.9.2. Испытательная камера: 
а - термоусталости сопловых рабочих лопаток ГТД; 
б - термоусталостного повреждения материалов на 

клиновидных образцах; / - воздух; // - газовый поток 

камеры выполняют многорядными или ис
пользуют несколько секций одновременно ддя 
испытания одинаковых или разных образцов. 
В связи с изменением параметров газа по дли
не тракта в каждой секции образцы испьггы-
вают в разных условиях теплового нагружения. 

Системы комплекса управления режимом 
ддя решения ряда задач комплектуют уст
ройствами автономного регулирования на
чального теплового состояния образцов, а так
же их перемещения и фиксирования в задан
ной области газового потока. К ним относятся 
камеры и боксы с жидкостным и газовым за
полнением (в том числе криостаты) и манипу
ляторы [63, 77]. Манипуляторы являются 
многофункциональными механизмами, осу
ществляющими программное перемещение 
образцов в пространстве и времени и их меха
ническое нагружение. 

Для количественной оценки влияния 
коррозионных факторов на долговечность 
элементов конструкций газодинамические 
стенды оборудуют системами введения в газо
вый поток коррозионно-активных компонен
тов заданного программой состава и концент
рации. Применительно к элементам тран
спортных газотурбинных двигателей принци
пиальное значение имеют системы для моде
лирования сред с солями морской воды и сое
динениями серы, попадающими в газовоздуш
ный тракт турбины вместе с воздухом и топ
ливом при эксплуатации в морских условиях. 

Для изучения процессов повреждения 
материалов при аэродинамическом нагреве 
необходимо использовать систему программ
ного изменения в потоке содержания свобод
ного кислорода. К системам такого типа 
предъякляют ряд требований, важнейшими из 
которых являются: стабильность программы 
изменения расхода агрессивного компонента в 
процессе длительных испытаний; однород
ность распределения добавок по сечению ис
пытательной камеры для создания идентичных 
условий испытаний образцов; минимальное 
влияние на режим термического нагружения 
для обеспечения сопоставимости результатов 
испытаний при наличии и отсутствии вводи
мых в поток добавок. Последнее требование не 
относится к системе обогащения кислородом. 
В комплексе газодинамических стендов она, 
как правило, выполняет две функции. 

В зависимости от соотношения расходов 
воздуха, топлива и кислорода возможно влия
ние на химическую активность потока, а также 
одновременное влияние на его температуру. В 
первом варианте подача кислорода произво
дится в среду с начальным его избытком и 
практически не сказывается на условиях тер
мического нагружения. Во втором случае осу
ществляется частичное замещение воздуха 
кислородом. Для испьггания деталей при тем
пературе газа выше 2273 К используют охлаж-
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даемые либо теплоизолированные камеры 
сгорания и испытательные камеры, а также 
водоохлаждаемые манипуляторы. Система 
обогащения кислородом включает в себя кис
лородную рампу, дистанционно управляемую 
запорную и регулирующую арматуру. 

Изучение коррозионного воздействия на 
исследуемый материал компонентов топлива, в 
частности соединений серы, проводят двумя 
методами. Один из них основан на использо
вании различных топлив, для чего отдельные 
модификации стендов содержат приспособ
ленные для этой цели агрегаты. Однако при 
таких испытаниях получают информацию об 
интегральном влиянии различных компонен
тов топлива. Этого удается избежать при ис
пользовании одного сорта топлива, обогащае
мого растворимыми в нем присадками. Для 
изучения влияния серы используют раствори
мые в керосине меркаптаны. 

Коррозионно-активные компоненты ти
па солей морской воды подают в поток в виде 
водных растворов. Предназначенная для этой 
цели система содержит агрегаты для подготов
ки раствора, поддержания заданной концент
рации и устройства дозированного впрыскива
ния непосредственно в газовоздушный тракт 
камеры сгорания. Дозировка солей осу
ществляется изменением их концентрации при 
постоянном расходе жидкости. Этим исключа
ется влияние раствора на тепловое состояние 
образца, точнее, оно не зависит от концентра
ции соли или ее отсутствия в дистиллирован
ной воде. 

Дтя оценки несущей способности термо-
нагруженных элементов конструкций во мно
гих случаях является принципиальным учет 
совместности термического и механического 
воздействия. Для решения таких задач стенды 
оборудуют системами и установками для ста
тического и циклического нагружения образ
цов, моделей и натурных деталей [63, 77]. Это 
рычажные, гидравлические и электродинами
ческие испытательные машины и вибростенды. 
Требования к ним и условия испытаний прак
тически не отличаются от рассмотренных. 
Определенная специфика должна учитываться 
при разработке и эксплуатации узлов сопря
жения элементов газового тракта и крепления 
образца (детали) на машине, в частности, 
обеспечение надлежащей герметизации камер 
и исключение влияния на состояние образца 
тепловых перемещений всех узлов стенда. 

Необходимость обеспечения функциони
рования всех систем стенда как единого ком
плекса, соблюдение заданной программы ис
пытаний в цикле и повторяемость ее от цикла 
к циклу обусловливают создание достаточно 
мощной и разветвленной системы непрерыв
ного контроля всех параметров газового пото
ка, режимов работы отдельных агрегатов и 
установок, теплового состояния объекта иссле

дования и узлов стенда, уровня статических и 
вибрационных нагрузок и др. Получаемая 
информация является во многом единственной 
для оценки напряженного и деформированно
го состояния материала, так как прямое изме
рение деформаций в эксперименте при высо
ких температурах и больших градиентах тем
ператур и напряжений, имеющих место при 
испытаниях на газодинамических стендах, 
весьма затруднено. 

Современные стенды основаны на ис
пользовании информационно-измерительных 
и управляющих комплексов на базе мини- или 
ПЭВМ, которые накапливают, обрабатывают 
поступающую информацию и в реальном 
масштабе времени вырабатывают управляющие 
сигналы в зависимости от программы измене
ния температуры или напряжения в опреде
ленных точках детали. При достаточной мощ
ности ЭВМ и наличии необходимых пакетов 
программ может быть получена конечная ин
формация о связи долговечности материала 
или конкретной детали с уровнем действую
щих температур, напряжений и деформаций. 
В противном случае комплекс дает необходи
мую информацию для проведения расчетов на 
соответствующей вычислительной технике. 

Корректность получаемой информации и 
достоверность результатов расчета во многом 
определяется реальными возможностями дат
чиков. Особое значение при испытаниях в 
высокотемпературньос газовых потоках при
дается измерению температур отдельных точек 
исследуемой детали. Наибольшее распростра
нение для этой цели получили термопары [77]: 
проволочные, микрокабельные и высокотем
пературные пленочные. Проволочные термо
пары хотя и являются наиболее надежными 
как в монтаже, так и в обработке получаемой 
информации с помощью общедоступных при
борных средств, неизбежно нарушают либо 
сплошность образца, либо качество поверх
ности при внешней укладке. И то, и другое 
приводит к искажению процесса теплообмена, 
особенно при больших скоростях нагрева 
(охлаждения) и небольших размерах образца. 

Монтаж микрокабельных термопар [77] с 
последующей заплавкой канала является более 
предпочтительньв!. Для исследования поверх
ностных температур в тонких областях детали 
и при больших скоростях теплообмена целесо
образно использование пленочных датчиков. 
Однако при этом необходимо учитывать це
лый ряд особенностей их нанесения, последу
ющей термообработки и дешифровки получа
емой информации. Наличие измерительных 
комплексов с ЭВМ обеспечивает работу с раз
личными термодатчиками и получение данных 
о кинетике теплового состояния объекта ис
следования в виде, пригодном для дальнейше
го анализа расчетными методами напряженно-
деформированного состояния материала. 
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11.9.2. ГРУППЫ МЕТОДИК СТЕНДОВЫХ ИСПЫТАНИЙ 

Методически результаты расчета и экспе
римента представляют собой основу обработки 
результатов испытаний с представлением их в 
традиционной для прочностных задач форме 
[61]. Многообразие задач и специфика стендо
вых испытаний в газовых потоках предъявляет 
некоторые особые требования к методикам 
проведения экспериментов. Они касаются, в 
первую очередь, обоснования режима терми
ческого нагружения, определения способа его 
моделирования и реализахщи в виде программ 
изменения температуры газового потока во 
времени. 

В связи с этим методы стендовых испы
таний применительно к решению рассмотрен
ных задач можно условно разделить на опре
деленные группы. Наиболее общими класси
фикационными признаками методик приняты 
типы режимов термомеханического нагруже
ния, способы их моделирования и практи
ческой реализации в ввде программ измене
ния термодинамических и химических пара
метров газового потока. 

Первая группа методик предназначена 
для решения задач оптимального конструиро
вания конкретных деталей с учетом реальных 
свойств материалов и условий эксплуатации 
по критерию максимальной термоциклической 
долговечности, а также определение степени 
опасности реальных эксплуатационных режи
мов и оценки ресурса по переходным режи
мам. Программа испытаний должна моделиро
вать наиболее тяжелые тепловые режимы с 
воспроизведением в цикле тождественных 
натурных термонапряженных состояний мате
риала. Испытания, как правило, проводят на 
конструктивных элементах или их моделях, в 
полной мере отражающих геометрические 
особенности натурной конструкции. 

Вхорая группа методик предн^начена 
для оценки сопротивления различных мате
риалов, в том числе покрытий, термической 
усталости. Основными для этой группы явля
ются требования по сопоставимости условий 
нагружения и недопустимости существенного 
превьппения термических нагрузок (для фор
сированного получения заметной поврежден-
ности материала при термоциклировании) по 
сравнению с эксплуатационными. Нарушение 
этого условия, приводя к изменению меха
низмов повреждения, приводит к некоррект
ным выводам о реальных возможностях мате
риалов. Предпочтение при этом целесообразно 
отдать испытанию моделей, сопоставляя ре
зультаты по' характеру и степени повреждения 
областей максимальной нагруженности мате
риала в масштабе действующих (расчетных) 
температур, напряжений, деформахщй или их 
амплитуд (размахов) в цикле. 

Третья группа методик предназначена 
для изучения сопротивления хрупких материа
лов термоудару (разрушению за один цикл). В 
зависимости от свойств материала и типа мо

делей (детали) рассматривается спектр тепло
вых режимов. В процессе стендовых испыта
ний определяют разрушающий режим. Срав
нение материалов необходимо проводить по 
соответствующим этому режиму предельным 
напряжениям и температуре в опасных зонах. 
Использование в качестве критерия термо
стойкости (сопротивления термоудару) разру
шающего перепада температур образца и сре
ды (газа) допустимо при наличии информации 
об условиях термического нагружения. Ввиду 
специфики керамических материалов, которая 
проявляется в виде существенного влияния на 
их физико-механические характеристики тех
нологических и геометрических факторов, 
методики испытания образцов, моделей и 
элементов конструкций обладают рядом осо
бенностей [63]. 

Четвертую группу методик стендовых ис
пытаний составляют методы испытаний эле
ментов конструкций теплозащитных и тепло
изоляционных конструкций летательных аппа
ратов. Главное требование в них - корректное 
моделирование локальных тепловых потоков и 
процессов коррозионно-эрозионного воздей
ствия скоростных сред. 

Практически все методики предусматри
вают проведение исследований кинетики по
вреждения материалов или конструкций в 
процессе циклического нагружения. Для этой 
цели применяют различные методы визуально
го и приборного обнаружения и фиксирова
ния закономерностей роста поверхностных 
дефектов. В большинстве случаев предельное 
состояние материала оценивают по числу цик
лов до достижения дефектом (трещиной) уста
новленных методикой размеров (например, 
0,5... 1 мм). При использовании физических 
методов, основанных на исследовании струк
турных изменений, план эксперимента пред
усматривает снятие образцов с различной 
стендовой наработкой и изготовление шлифов 
из зоны максимального повреждения. 

Глава 11.10 

ИССЛЕДОВАНИЕ МЕХАНИЧЕСКИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК МАТЕРИАЛОВ 

И НЕСУЩЕЙ СПОСОБНОСТИ 
ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ ПРИ 

НИЗКИХ ТЕМПЕРАТУРАХ 

11.10.1. НРИОПРОДУКТЫ и СПОСОБЫ 
ЗАХОЛАЖИВАНИЯ ОБЪЕКТОВ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Исследования при низких температурах 
ориентированы, как правило, на проведение 
испьгганий образцов и простейших элементов 
конструкций в криокамерах и криостатах. Ис
пытания крупногабаритных элементов кон
струкций при низких климатических и осо-
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бенно криогенных температурах весьма огра
ничены, что связано с возникновением непре
одолимых методических трудностей создания в 
больших объемах равномерных температурных 
полей и необходимостью реализации больших 
расходов хладагентов. 

В настоящее время в качестве криоаген-
тов используется небольшой ряд веществ, ха-
ракгеризующихся различной температурой 
кипения при атмосферном давлении и кон

трастно отличающимися теплофизическими 
свойствами. Некоторые их них характеризуют
ся малым содержанием в атмосфере и высокой 
стоимостью (неон), а другие - токсичностью 
(фтор, окись углерода), третьи - взрывоопас-
ностью (кислород, водород) [85]. В промыш
ленных масштабах в настоящее время исполь
зуют в основном метан, кислород, аргон, азот, 
водород и гелий (табл.. 11.10.1). 

11.10.1. Характервстика веществ, используемых в жидком состоянии в качестве криоагента 

Вещество 

Метан 

Кислород 

Аргон 

Воздух жидкий 

Фтор 

Азот 

Неон 

Водород 

Гелий-3 

Температура 
кипения при 

давлении, К 

111,7 

90,2 

87,3 

86,0 

85,1 

77,3 

27,1 

20,3 

4,2 

Скрытая 
теплота ] 

кДж/кг 

574 

213,5 

163 

196,9 

172 

199,5 

87 

455 

23,9 

удельная 
испарения 

кДж/л 

244 

243 

224 

188 

257,5 

161 

105 

31,7 

2,97 

Плотность 
жидкости, 

кг/мЗ 

426 

1136 

1390 

877 

1505 

808 

1206 

70,87 

124,8 

Отношение 
объема газа 
к объему 
жидкости 

580 

800 

790 

675 

880 

645 

1840 

786 

700 

Для охлаждения образцов и элементов 
конструкций применяют три способа: погру
жение в жидкий хладагент, конвективный 
отвод теплоты с помощью газовой среды и 
передача теплоты по металлическому холодо-
проводу. Способ охлаждения и тип хладагента 
зависят от рабочей температуры, вида и дли
тельности испытаний [55]. При низких клима
тических температурах используют смесь льда 
с солью, твердую углекислоту в чистом виде 
или в смеси с четыреххлористым углеродом 
либо с этиловым спиртом. При длительных 
испытаниях наиболее приемлем раствор жид
кого азота с бензином (этиловым спиртом), 
который позволяет получать температуру 
273... 140 (160) К. С увеличением концентра
ции спирта в жидком азоте температура рас
твора повышается. 

Для охлаждения в интервале температур 
160... 130 К можно использовать раствор пет-
ролейного спирта с азотом. Более низкие тем
пературы получают в растворе азота с изопен-

таном или в парах азота (до 95 К). Основным 
хладагентом при температуре до 77 К является 

азот. Для получения температуры ниже 77 К 
может служить неон и его пары. В интервале 
температур 77...4,2 К в основном используют 
жидкий гелий и его пары, а температурный 
интервал 4,2... 1,5 К достигается при откачке 
паров над ванной жидкого гелия. 

11.10.2. ХОЛОДИЛЬНЫЕ КАМЕРЫ 

Камеры для получения низких темпера
тур делят на два класса: криокамеры для испы
таний при температуре не ниже 77 К и криос-
таты для испытания в криогенных жидкостях 
и в парах гелия при температуре ниже 77 К. 
Камеры вьшолняют в двух вариантах: с одно
сторонним и двусторонним вводом силовых 
тяг. Второй вариант обеспечивает меньшую, 
чем первый, защиту рабочего объема от тепло-
притока извне и поэтому преимущественно 
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используется при испытаниях в интервале 
азотных температур не ниже 77 К. Гелиевые 
криостаты требуют большей защиты от тепло-
притока, их вьшолняют с односторонним вво
дом силовых элементов. При такой конструк
ции криостата нагрузка к образцу передается 
через длинные, вставленные одна в другую с 
верхней стороны криостата тяги. Для создания 
работоспособных гелиевых криостатов требует
ся большой опыт и высокая культура произ
водства. Если криостат недостаточно грамотно 
спроектирован или изготовлен, то испарение 
жидкого гелия произойдет прежде, чем он 
достигнет дна криостата. 

Криокамеры для испытаний в парах азо
та изготовляют обычно из пенопласта или двух 
металлических обечаек с теплоизоляционным 
слоем между ними. Криокамера из пенопласта 
(рис. 11.10.1) состоит из двух симметричных 
секций с разъемом в вертикальной плоскости 
и соединенных между собой упругими зажи
мами. Одна из секций корпуса / жестко за
креплена на станине испытательной машины, 
а вторая фиксируется только после установки 
в рабочем положении образца 4, который 
жестко соединен с подвижной 2 и неподвиж
ной 6 тягами захватов. Пары азота подаются в 
камеру по трубопроводу из сосуда Дьюара с 
жидким азотом через распьшитель-змееевик 5, 
в стенках которого вьшолнены небольшие 
отверстия. В нижней части камеры предусмот
рен накопитель J, в который стекает избыточ
ный жидкий азот с распылителя в области 
температур, близких к температуре кипения 
азота. 

Для испарения азота и подогрева его па
ров требуется подвести в криостат значительно 
больше теплоты, чем для испарения гелия, и 
поэтому азотные 1фиостаты требуют значи
тельно меньшей теплоизоляции и более про
сты конструктивно, чем гелиевые. Азотный 
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Рис. 11 ЛОЛ. Криокамера 

Рис. 11.10.2. Азотный криостат общего назначения 

криостат для испытаний на кратковременную 
прочность (рис. 11.10.2) выполнен в виде 
внутренней 1 и внешней 3 обечаек, между 
которыми находится тепловая изоляция 2 
(минора, пенопластовая крошка или мине
ральная вата). Возле нижнего захвата 5 в кри-
остате устанавливается фторопластовое уплот
нение 4, предотвращающее пролив азота. В 
криостатах, предназначенных для длительных 
испытаний на ползучесть или усталость, между 
двумя обечайками лучше создать вакуум, обес
печивающий хорошую теплоизоля1ЩЮ и 
уменьшение расхода хладагента. 

Для создания больших растягивающих 
или сжимающих сил в качестве силонагру-
жающих устройств используют стандартные 
испытательные машины. Они имеют ограни
ченное рабочее пространство, что обуславли
вает необходимость создания компактных 
криокамер и криостатов. Это особенно важно 
для гелиевых систем охлаждения. 

В криостате 5 для испытаний стандарт
ных образцов из металлических материалов на 
кратковременную прочность и малоцикловую 
усталость в жидком гелии (рис. 11.10.3) [79] 
рабочая полость 3 для уменьшения теплопри-
тока в зону образца 2 изолирована от окружа
ющей среды двумя вакуумными рубашками 18 
и 19 и одним азотным экраном 20, а силовой 
стакан 7, к которому крепится образец, омы
вается жидким азотом, находящимся в ем
кости 8 охлаждающего устройства Р. Азотная 
емкость и горловина криостата экранированы 
от внешней среды с помощью теплоизоляци
онной набивки 16. Герметичность внутренней 
полости обеспечивается благодаря исполь
зованию в разъемных соединениях прокла
док из фторопласта. Место вывода тяги 6 



ХОЛОДИЛЬНЫЕ КАМЕРЫ 337 

загерметизировано при помощи сильфона 72, 
который припаян к траверсе 14^ жестко свя
занной с силовым стаканом 7. 

Образец 2 крепится одной головкой к 
силовому стакану, внутри которого соосно 
проходит тяга б, а второй - к этой тяге. Сило
вой стакан жестко связан с опорной плитой, 
через которую к образцу прикладывается от 
привода испытательной машины растяги
вающая нагрузка. Тяга, выведенная из кри
остата через сильфонное уплотнение, в про
цессе испытаний остается неподвижной. 

Важным моментом в получении жидкой 
ванны гелия в криостате является заливка ге
лия. Перед заливкой в криостате с помощью 
форвакуумного насоса создается низкий ваку
ум. После этого в рабочий объем подается 
газообразный гелий из сосуда 22 Дьюара через 
съемную переливалку 23, резиновые муфгы 75, 
24, распределительный гелиевый клапан 25 и 

рабочую переливалку 17. После охлаждения 
деталей системы нагружения парами гелия 
давление в сосуде Дьюара повышают с помо
щью резиновой камеры 28 п в криостат начи
нает подаваться жидкий гелий. Отработанные 
пары гелмя при первой заливке удаляются из 
криостата в газгольдер 27 через патрубки 10, 
вентиль 77 и гелиевую магистраль 13, проходя 
по кольцевому зазору между стаканом и тягой 
и охлаждая эти детали. 

При повторной заливке гелия в процессе 
длительных испытаний для уменьшения его 
расхода трубопроводы, по которым гелий по
дается из сосуда Дьюара в криостат, предвари
тельно охлаждают. Для этого предназначен 
распределительный гелиевый клапан 25, вы
полненный с возможностью подключения 
рабочей полости криостата и сосуда Дьюара к 
газгольдеру через трубопровод 26 или рабочей 
полости к сосуду Дьюара. 

Рис. 11.10.3. Схема охлаяздення образца до температуры 4,2 К 
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Ход заливки жидкого гелия контролиру
ется двумя полупроводниковыми уровнемера
ми i и '̂ , а температура образца определяется с 
помощью германиевого термистора 21у поме
щенного во фторопластовую капсулу и плотно 
прилегающего к образцу. Такая система инди
кации и измерения жидкого хладагента яв
ляется типичной при низкотемпературных 
испЬгганиях. Гелиевые уровнемеры сигнализи
руют о наличии жидкого гелия на дне рабочей 
полости криостата и над образцом. После то
го, как уровень жидкого гелия достигнет верх
него уровнемера, заливка прекращается. 

Все доливки хладагента в таком 1фиоста-
те проводятся без остановки испытаний образ
ца, температура которого в процессе доливки 
практически не меняется. Одной заливкой 
жидкого гелия в 1фиостате рассматриваемой 
конструкции обеспечивается проведение мало-

цикловых испытаний в течение 1...1,5 ч, после 
чего проводится доливка. Использование рас
пределительного клапана и вьшолненных с 
двойными стенками и вакуумированной по
лостью между ними трубопроводов 10, 26 к 
переливалок 17 (рабочей) и 23 (съемной) так
же способствует экономному расходованию 
хладагента. 

При испытаниях на кратковременную 
прочность для увеличения производительности 
испытаний и сокращения расхода гелия пред
усматривают использование специальных 
многопозиционных захватов. Система нагру-
жения с многообразцовым устройством и ге
лиевым реверсивным криостатом, размещае
мая на испытательной машине ЦЦ-Ю с пре
дельным усилием 100 кН, показана на рис. 
11.10.4. В горизонтально расположенной кас
сете установлено 16 образцов 7, которые по-

Рнс. 11.10.4. Криостат с нягружамицим устройством и кассетой 
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следовательно при помощи рукоятки 4, пггока 
3 и толкателя 2 подаются в зону растяжения и 
фиксируются в неподвижном 9 и подвижном 6 
захватах. Нагрузка к испытуемому образцу 
прикладывается от привода машины через тягу 
5, при этом силовой стакан 7 остается непод
вижным. Для подачи образцов в зону растяже
ния и удаления их обломков после разруше
ния в силовом стакане выполнен сквозной паз 
8. Расход гелия в таком криостате на весь цикл 
испытаний до 12 л и на порядок меньше тре
буемого для испытания такого же количества 
образцов на однообразцовом устройстве. 

В устройствах с вертикальным располо
жением кассет смена образцов проводится 
автоматически при повороте кассеты под дей
ствием момента сил тяжести после разрушения 
образца или благодаря использованию спехщ-
альных храповых механизмов. 

При постановке усталостных испытаний 
на кручение, на удар, по определению моду
лей упругости динамическим методом и дру
гих используют оригинальные системы нагру-
жения, выполненные вместе с системой 
охлаждения и низкотемпературной камерой 
как единое целое. 

При испытаниях на ударную вязкость до 
температуры жидкого азота используют обыч
ные копры, снабженные дополнительными 
отдельно расположенными холодильными 
камерами, образец из которых подается на 
опоры копра непосредственно перед моментом 
удара. При более низкой температуре исполь
зуют специальные копры, у которых все эле
менты системы нагружения находятся в кри
остате (рис. 11.10.5). Испытания на ударный 
изгиб образцов 3 в таких копрах проводят 
следующим образом. В исходном положении 
молот 5 поднят и зафиксирован при помощи 
шарикового замка <У, при этом тяги И тоже 
приподняты и удерживают в висячем положе
нии наковальню 2 с образцом J; наковальня 
отсоединена от динамометра 13. Криостат 12 с 
азотным и вакуумным экранами размещен 
внутри корпуса копра, который жестко, через 
герметизирующие прокладки соединен с осно
ванием 1. 

Перед испытаниями в кассетное устрой
ство копра закладывается 12 образцов, которые 
разрушаются за одну заливку гелия. При под
готовке криостата к работе из рабочего объема 
и теплоизоляционных полостей откачивают 
воздух. После образования форвакуума зали
вают азот и гелий до образования в зоне нако
вальни и образца жидкой ванны. Затем вклю
чают шариковый замок 8 и подают в верхнюю 
полость 7 пневмоцилиндра 6 сжатый воздух. 
Молот 5 перемещается вниз и освобождает 
тяги 11. Под действием разности давлений в 
рабочем объеме, и в вакуумном экране кри
остата сильфон 4 после освобождения тяг де
формируется, и наковальня 2 с образцом 3 

Рис. 11.10.5. Пневматической копер дпя испытаний 
на ударный изгиб в интервале температур 293...4,2 К 

перемещается до соприкосновения с динамо
метром 13. В то же время молот 5 наносит 
удар по образцу. 

Диаграмма деформирования при ударе 
записывается по сигналам от фотоэлектриче
ского дат»шка 10 перемещения, перекры
ваемого шторкой Я и датчика нагрузки. 

В связи с тем, что гелий имеет высокую 
стоимость, гелиевые криостаты подключают к 
магистрали сбора газообразного гелия, кото
рый подается к компрессору и закачивается в 
баллоны. 
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11.10.3. СТЕНДЫ ДЛЯ ИСПЫТАНИЯ 
НЕСУ1ЦЕЙ СПОСОБНОСТИ 

ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ 
ПРИ НИЗКИХ ТЕМПЕРАТУРАХ 

На специализированном стенде можно 
исследовать деформирование и разрушение 
натурных сосудов давления, трубопроводов и 
их моделей при воздействии статического (до 
100 МПа) и циклического (до 30 МПа) внут
реннего давления в интервале температур 
293...77 К диаметром до 600 мм, длиной до 
1000 мм и толщиной стенки до 10 мм. В ка
честве хладагента используется жидкий азот, а 
в качестве рабочих веществ - газообразные 
азот, гелий и жидкий азот. Стенд представляет 
собой сложное сооружение, размещенное в 
соответствии с требованиями техники безопас
ности в отдельном помещении с двумя желе
зобетонными шахтами. Система охлаждения 
стенда включает сосуд емкостью 1000 л для 
жидкого азота, два сосуда для жидкого гелия 
емкостью по 100 л, устройства для подачи 
хладагентов в рабочую камеру, распылители, 
контрольно-измерительную аппаратуру. 

Испытуемый сосуд 1 (рис. 11.10.6) уста
навливается в размещенной в шахте рабочей 
камере J, которая представляет собой толсто
стенную цилиндрическую емкость с теплоизо
ляционной вакуумной рубашкой. Рабочая ка
мера сохраняет жидкую ванну хладагента при 
проведении испытаний и выполняет защитную 
функцию, предотвращая в нештатных ситуаци
ях разлетание осколков от разрушающегося 
сосуда. 

В области температур, близких к 77 К, и 
высоком давлении азот переходит в жидкую 
(после 15 МПа) и твердую (после 90 МПа) 
фазу; в подобных случаях при более высоком 
давлении вплоть до температуры 4,2 К рабочей 
средой может быть только газообразный ге
лий, который не переходит в твердую фазу 
при 4,2 К при давлении ниже 100 МПа. При 
использовании газа необходимо предотвратить 

Рис. 11.10.6. Схема комплекса оборудования 
для испытания сосудов под давлением 

при низких температурах (до 77 К) 

ВОЗМОЖНОСТЬ накопления большого запаса 
упругой энергии в сосуде 1 при его нагруже-
нии внутренним давлением. Это достигается 
заполнением сосуда балластом, в качестве ко
торого весьма эффективно применяют крошку 
из полиуретана, газонасьпцение которой при 
понижении температуры уменьшается. 

Системы нагружения внутренним давле
нием при низкой температуре отличаются от 
систем, используемых при испытаниях в нор
мальных условиях, тем, что рабочую среду, 
подаваемую внутрь объекта исследования при 
низкой температуре, необходимо отделить от 
рабочей среды, подаваемой от насосной стан
ции. Для этого предусмотрены распредели
тельные камеры. Используемая в пневмогид-
равлическом стенде система нагружения сосуда 
1 (рис. 11.10.6) состоит из компрессора 4, 
газгольдера 5, разделительной камеры 6, блока 
высокого давления 7, гидроусилителя 9, мас
ляного насоса 10у баллонов со сжатым газом 
12. 

Эти агрегаты соединены магистралями 
высокого давления с сосудом 1. Заливку жид
кого азота или подачу его паров в рабочую 
камеру 3 проводят из емкости 8 по трубопро
воду с тепловой изоляцией; после достижения 
в рабочей камере заданной температуры про
водят нагружение сосуда с помощью компрес
сора 2. В зависимости от режима испытаний 
нагружение внутренним давлением при темпе
ратуре до 77 К можно осуществлять несколь
кими способами: подачей газообразного азота 
или гелия из баллона 12 с рабочим давлением 
до 40 МПа; подачей этих же сред из газголь
дера 5 при более высоком давлении при по
мощи компрессора 4 типа ЛК 10/1000; пода
чей жидкого азота из блока 7 высокого давле
ния; нагнетанием изопентана или другой ра
бочей среды из разделительной камеры 6 в 
сосуд с помощью насоса 10 и гидроусилителя 
9. Давление в системе нагружения контроли
руется датчиком И типа МЭД с индикацией 
на самописце, датчиками давления 13 типа 
ДТ-1000 и манометрами 14. Для измерения 
температуры в интервале 293...77 К наиболь
шее применение находят медьконстантовые 
термопары и медные термопреобразователи 
сопротивления, а при более низкой темпера
туре - германиевые термисторы. 

Деформации в различных зонах иссле
дуемых сосудов измеряют при помощи фоль
говых тензорезисторов (одноэлементных и 
розеток) на винифлексовой основе. Тензоре-
зисторы наклеивают непосредственно на сосуд 
или тензорезисторные преобразователи пере
мещений, используемые для регистрации из
менения линейных размеров сосуда. 

На базе системы создания внутреннего 
давления пневмогидравлического стенда экс
плуатируются установки УНС-10 и УНС-20, 
предназначенные для испытания при темпера-
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туре 77 и 4,2 К полусферических элементов 
сосудов диаметром до 320 мм и толщиной 
стенки 1...3 мм, а также цилиндрических обе
чаек такого же диаметра с полусферическим 
днищем. В установке УНС-10 в качестве рабо
чей среды используется газообразный или 
жидкий азот, а максимальное рабочее давле
ние может достигать 40 МПа. Теплоизоляция 
рабочей камеры установки вьшолнена из пе
нопласта, так как захолаживание объекта ис
следования осуществляется жидким азотом 
(рис. 11.10.7). 

Сферический образец 1 с вкладышем 2, 
помещенный в корпус камеры 5, для обеспе
чения герметичности рабочего объема прижат 
к коническому кольцу 6. Рабочая среда по
дается по трубопроводу высокого давления 7 в 
пространство между вкладьппем и полусферой; 
охлаждающая жидкость подается по трубопро
воду с тепловой изоляцией через отверстие в 
пенопластовой крышке 3 в резервуар 4, распо
ложенный над полусферой, охлаждение кото
рой происходит, таким образом, с внешней 
стороны. Следует отметить, что на одно испы
тание в установке УНС-10 потребляется до 60 
л азота. 

Изменение кривизны поверхности иссле
дуемой оболочки регистрируется при помощи 
тензорезисторных преобразователей (показаны 
на рисунке стрелками). 

Установка УНС-20, предназначенная для 
испытаний таких же полусферических сегмен
тов в среде жидкого гелия (рис. 11.10.8), со
стоит из криостата 1 с вакуумным 2 и азотным 
7 экранами и рабочей камеры 4у внутри кото
рой монтируется образец 3 с вкладышем 6. 

Вкладыш с полусферой вначале охлаждается 
жидким азотом, а затем в полость 5, располо
женную с внешней стороны полусферы, пода
ется жидкий гелий. В качестве рабочей среды 
в установке также используется жидкий гелий, 
нагнетаемый под давлением в полость 11. Для 
удобства монтажа образца и подсоединения 
коммуникаций к криостату съемную крьппку 
10, к которой присоединена труба Р, связанная 
с рабочей камерой 4, устанавливают на специ
альную подставку. В верхней части трубы 
смонтирован охлаждающий резервуар 8 с жид
ким азотом, являющийся экраном для тепло
вых потоков, поступающих в зону криостата 
по трубопроводам системы охлаждения и на-
гружения, размещенных в трубе. Рабочая ка
мера 4 изготовлена толстостенной для предот
вращения стенок криостата от повреждений 
при разрушении полусферы. Установка уком
плектована автоматизированной системой 
измерения деформаций, температуры и давле
ния. 

^окуум^ I 

Рис. 11.10.7. Холодильная камера установки УНС-10 
для испытания полусфер внутренним давлением 

при температуре 293...77 К 

Рис. 11.10.8. Криостат установки УНС-20 
для испытания полусфер внутренним давлением 

при температуре 4,2 К 
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Рис. 11.10.9. Схема разгонной установки 
для испытания вращаюпщхся деталей 

[ температурах (до 77 К) 

Для исследования влияния низких тем
ператур на несущую способность быстровра-
щающихся элементов конструкций в поле 
центробежных сил разработана разгонная 
установка, позволяющая проводить испытания 
в интервале температур 293...77 К при частоте 
вращения до 60 000 мин'̂  (рис. 11.10.9). Ис
пытуемую деталь 3 устанавливают на консоли 
гибкого несущего вала 2 и опускают в сосуд 
Дьюара 4 с жидким азотом. Сосуд Дьюара, 
корпус 6 несущего вала с мультипликатором 7 
и приводным электродвигателем 8 крепят к 
крьппке 1 камеры, которая может вращаться 
на шарнирах при ее установке в вертикальном 
положении. Для получения различных частот 
вращения в цепи привода использован элек
тродвигатель постоянного тока типа СТГ-18Т. 
Использование пружины 5 в узле крепления 
детали 3 позволяет осуществлять ее регулиро
ванное поджатие и предотвращать возникно
вение больших термических напряжений при 
захолаживании узла нагружения. При разру
шающих кратковременных испытаниях оскол
ки вращаемой детали разрушают криостат, 
поэтому азотные криостаты в разгонных уста
новках изготовляют из пенопласта. Средства 
измерения и регистрации деформации и тем
пературы аналогичны рассмотренным выше. 

Глава 11.11 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ 
ИЗУЧЕНИЯ МАТЕРИАЛОВ 

ТЕПЛОВОЙ ЗАЩИТЫ 

Существует множество методов тепловой 
защиты элементов конструкции: водяная ру

башка; разветвление поверхности теплообмена 
и обдув воздухом; теплоизоляционные мате
риалы. 

Аблирующие теплозащитные материалы 
предназначены для сравнительно кратковре
менной работы в экстремальных условиях. 
Переход аблирующего материала в новое фа
зовое состояние (деструкция) требует затраты 
тепловой энергии, происходит при сравни
тельно невысоком уровне и диапазоне темпе
ратур и сопровождается выделением газов, 
создающих на поверхности тела и в его порах 
участки с весьма низкой теплопроводностью, 
что позволяет задержать начало интенсивного 
роста температуры материалов конструкций на 
несколько десятков минут. Этого бывает доста
точно для выполнения конструкцией ее 
основной функции. Примером могут служить 
наружные конструкции ракет и спускаемых 
космических аппаратов разового использова
ния. 

Теплозащитный аблирующий материал 
должен обладать определенным запасом меха
нической прочности для того, чтобы сохранить 
деструктирующие слои в заданном геометри
ческом пространстве. Кроме того, благодаря 
низкой теплопроводности материала слои, 
находящиеся на некоторой глубине, находятся 
при температуре, которая не приводит к 
большому разупрочнению, их можно исполь
зовать в качестве элементов несущей кон
струкции. В связи с этим необходимы данные 
об изменении прочностных характеристик 
материала в процессе деструкции поверхност
ного слоя. Деструкция происходит в тех слоях, 
к которым подводится тепловой поток. Следо
вательно, материал находится в неоднородном 
асимметричном тепловом и термонапря
женном состоянии. 

Процессы деструкции настолько сложны, 
что надежную оценку прочности материала 
можно получить только экспериментальным 
путем, моделируя реальные условия его рабо
ты. В зависимости от конкретных условий 
работы материалов (растяжения, изгиба, кру
чения) созданы специальные эксперименталь
ные установки [25, 63]. 

В установке для испытания на изгиб 
(рис. U.11.1, а) образец 1 из непроводящего 
ток материала вместе с металлической плас
тинкой J, находящейся под ним, устанавли
вают на токопроводящие призмы. Пластинка 
электрическим током нагревается до темпера
туры плавления. Поверхностный слой испы
туемого материала обугливается и становится 
электропроводным. В заданный момент вре
мени происходит нагружение образца силой Р. 
К образцу нагрузка передается с помощью 
двух призм, закрепленных на шарнирной тра
версе 2. При испытаниях регистрируются: 
прогибы, соответствующие росту нагрузки npji 
разрушении образца; сила электрического тока 
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и напряжения, позволяющие оценить тепло
вой поток, подводимый к образцу. 

В установке для испытания односторонне 
нагреваемых образцов при растяжении (рис. 
11.11.1, б) образец 7, растягиваемый силой Р, 
находится в медной, охлаждаемой камере 4 
эллиптической формы, внутренняя поверх
ность которой отполирована до зеркального 
блеска, благодаря чему имеет большую отража
тельную способность. Сверху и снизу находят
ся крышки 5. В один из фокусов эллипса по
мещен образец, а в другой - угольные электро
ды либо силитовые стержни, нагреваемые 
электрическим током. Зазор между угольными 
электродами, поддерживаемый автоматически, 
обеспечивает стабильное горение вольтовой 
дуги. После отражения от зеркальной поверх
ности лучи фокусируются на поверхности об
разца. Для защиты от нагрева других поверх
ностей образца установлены шторки 6, 

На рис. 11.11.1, в показана схема уста
новки для испытаний материалов на сжатие. К 

образцу 1 прикреплена пластинка J, которая с 
помощью электрического тока нагревается и 
обугливает поверхность образца, установленно
го в захватах. Ток подводится к электродам 7. 
Деформация измеряется с помощью индика
торных головок ^, а усилие - с помощью ин
дикатора Я Передача нагрузки непосредствен
но на образец осуществляется с помощью пу
ансонов 10. Упругая балка И служит динамо
метром. При ее прогибе* изменяет свое поло
жение верхняя пластина, своим правым кон
цом перемещающая шток индикатора. Нагру-
жение осуществляется с помощью многозвен
ных шарнирных сочленений тяг и траверс, 
приводимых в движение вручную либо редук
тором с электродвигателем 72 

Испытание теплозащитного материала 
обычно проводится в вакууме, нейтральной 
или воздушной среде. Иногда с целью моде
лирования реальных условий работы материа
ла осуществляют предварительное охлаждение 
до 1фиогенных температур либо испытание на 
прочность при низких температурах. 

Рис. 11.11.1. Схема установки для испытаний аблируюпцк теплозащитных материалов: 
Û - на изгиб; б - на растяжение; в - на сжатие 
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Моделирование условий теплоподвода 
связано с большими методическими трудно
стями воспроизводства и контроля реальных 
процессов в поверхностных слоях. При изуче
ние прочности материалов моделируют только 
те процессы, которые происходят в части об
разца, обладающей реальной прочностью. Для 
реализации методов исследования необходимо 
знать, как изменяется температура в той точке 
теплозащитного слоя, которая считается гра
ницей между частью материала, потерявшей 
прочность, и той, которая в состоянии нести 
нагрузку. Причем в реальных условиях де
струкция этой части уже не должна происхо
дить. Это условие дает возможность проводить 
испытания без возбуждения процессов де
струкции. Достаточно на поверхности образца 
воспроизвести реальное изменение температу
ры, соответствующей точке реальной кон
струкции, в любой заданный момент времени 
нагрузить образец и определить нагрузку, вы
зывающую его разрушение. Такие испытания 
сравнительно легко реализуются в лаборатор
ных условиях. 

Глава 11.12 

ВИБРАЦИОННЫЕ ИСПЫТАНИЯ 

11.12.1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА 

Повьппение надежности при создании 
новых машин и оборудования невозможно без 
проведения вибрационных испытаний как 
отдельных элементов (в том числе используе
мых материалов), так и устройств в целом. 

В результате вибрационных испытаний 
определяют динамические характеристики 
испытуемых объектов: вибропрочность и виб
роустойчивость. Последние две задачи объеди
нены понятием оценки вибронадежности объ
екта. 

Динамические характеристики (импе
данс, податливость, добротность, жесткость и 
др.), используемые для расчета колебаний 
сложных систем, во многих случаях определя
ются экспериментально в виде частотных зави
симостей вибрации узлов при заданных сило
вых или кинематических воздействиях. Кроме 
того, сравнение отдельных динамических ха
рактеристик, полученных после серии после
довательных вибрационных испытаний одних 
и тех же объектов, используется для оценки их 
технического состояния при вибродиагностике 
[14, 81]. Основу этой части виброиспытаний 
составляет экспериментальное определение 
частот и форм собственных колебаний изде
лий. 

Испытания на вибропрочность позволя
ют оценить способность объекта сохранять 

прочность при воздействии заданной вибра
ции и после нее. 

Вибрационная устойчивость - свойство 
объекта при заданной вибрации выполнять 
требуемые функции и сохранять в пределах 
норм значения параметра. 

В зависимости от характера воздействия 
вибрационные испытания можно разделить на 
две группы: гармоническую вибрацию (с фик
сированной и качающейся частотой); при слу
чайных нагрузках. Для оценок надежности 
машин при воздействии механических нагру
зок необходимо соблюдение эквивалентности 
условий испытаний и эксплуатации. 

Системы виброиспытаний могут быть со 
стабилизацией режимов испытаний, с про
граммным нагружением и следящим приво
дом, который обеспечивает воспроизведение 
неизвестного заранее закона изменения кон
тролируемых параметров. 

Кроме того, системы виброиспытаний 
можно разделить по степени их интенсивности 
(нормальные и ускоренные), по математи
ческому описанию динамики процессов в си
стемах стенда и испытуемых объектов 
(линейные и нелинейные), по виду функцио
нальной связи между входными и выходными 
величинами (непрерывные и дискретные). 
Решение задач проведения вибрационных ис
пытаний изделия состоит в выборе методов и 
алгоритмов управления вибростендамй, отве
чающих целям виброиспытаний, которые 
обеспечивают создание необходимых режимов 
испытания и контроля при удовлетворении 
всех ограничений, связанных с динамикой 
системы. 

11.12.2. ВИБРОИСПЫТАТЕЛЬНОЕ ОБОРУДОВАНИЕ 

Система вибрационных испытаний ха
рактеризуется следующими основными осо
бенностями: многомерностью структуры испы
тательного оборудования и испытуемых объек
тов, разнородностью возмущающих воздей
ствий, ограниченными энергетическими ре
сурсами, экономическим показателями. 

Для проведения вибрационных испыта
ний необходимо, основьшаясь на требованиях 
по точности воспроизведения заданного зако
на возбуждения колебаний, ширине частотно
го диапазона, амплитуде колебаний, массе 
испытуемого изделия, максимальной выталки
вающей силе и экономическим возможностям 
исполнителей, произвести выбор испытатель
ного оборудования, основу которого составля
ют возбудители колебаний и приборы для 
контроля и измерения параметров вибрахщи. 
Кроме того, необходимо выбрать метод управ
ления вибровозбудителями, обеспечивающий 
достаточное приближение воспроизводимого 
на столе возбудителя закона колебаний техни
ческим условиям. 
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Выпускаемые промьпштенностью возбу
дители колебаний можно разделить по харак
теру воспроизводимой вибрации (линейной и 
угловой, вертикальной и горизонтальной, 
многокоординатной вибрации) и по способу 
возбуждения переменной силы (электромеха
нические, электромагнитные, электродинами

ческие, пьезоэлектрические, гидравлические, 
пневматические и др.) [59]. 

Электромеханические виброустановки 
могут быть кривошипно-шатунными, криво-
шипно-кулисными, эксцентриковыми и инер
ционными (рис. 11.12.1, табл. 11.12.1). 

ю 
//////У,уУ/////у 

г). 
Рис. 11.12.1. Схема механического возбудителя колебаний внброустановки: 

а - кривошипно-шатунного; б - кривошюшо-кулисного; в - эксцентрикового; г - инерционного 

11.12.1. Техническая характеристика механических установок 

Установка 

СВ-2М 

12МВ-100/196-1 

12МВ-20/98-007 

ST-80 

ST-III-200 

ST-300 

UBC-4A 

UBC-16A 

UB-200A 

ив-5000 

Ускорение, 
М/С2 

3...150 

19,6...196 

150 

150 

150 

350 

68,6 

68,6 

39,2 

Частота, Гц 

5...100 

10...100 

15...100 

20...80 

20...200 

80...300 

8...60 

10...60 

8...60 

420...2100 

Амплитуда 
вибро

перемеще
ний, мм 
0,1...2,3 

0,5...5 

2,2 

± 2 

3 

30 

3 

3 

3 

0...2,3 

Полезная 
нагрузка, 

кг 

20 

100 

20 

30 

30 

30 

40 

500 

20 

22000 

Потребля
емая мощ

ность, 
кВ-А 
0,27 

5 

0,27 

0,1 

0,55 

11,0 

0,55 

39,2 

Производитель 

Измаильский 
завод "Эталон" 
(СНГ) 
Майский завод 
электровакуумно
го оборудования 
(СНГ) 

Феб Тюрингер 
Индустриверк 
Рауэнштайн 
(Германия) 

Итон Сейки 
(Япония) 

То же 

."-

_"_ 
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В электромагнитных возбудителях коле
бания создаются в результате воздействия пе
ременного во времени магнитного поля на 
ферромагнитные тела. Они обладают большой 
надежностью, простотой регулирования ам
плитуды вибрации, однако имеют значитель
ную массу, приходящуюся на единицу ампли
туды создаваемой силы, отличаются зависи
мостью амплитуды вибрации от величины 
нагрузки, что ограничивает их применение 
при вибрационных испытаниях. 

' Наибольшее распространение в настоя
щее время получили электродинамические 
испытательные виброустановки [15]. Колеба
тельное движение рабочего стола электроди
намического возбудителя возникает в результа
те взаимодействия магнитного поля тока по
движной катушки, связанной со столом, с 
магнитным полем, создаваемым электромагни
том или" постоянным магнитом. В основу ра
боты такого вибровозбудителя положены два 
явления. Явление образования пондеромотор-
ной силы 

^пнд=^о^'п.к» 

где В^ - магнитная индукция в зазоре возбу
дителя; / - длина проводника подвижной ка
тушки; /д.к - сила тока в цепи подвижной 
катушки. 

Явление движения проводника / с током 
/п.к в результате наведения в проводнике ЭДС 
индукции Ец при изменении магнитного по
тока Ф ,̂ охватываемого проводником /, 

Е,=-^ = ВЛ. 
" dt ^ dt 

где -J- - скорость движения проводника / 
dt 

относительно поля В^. 

иш 

Механическая схема стенда в области 
низких частот приведена на рис. 11.12.2. 
Уравнения движения платформы стенда 

Мс^—^^К^^к^у=Вф^:^\ 
dr dt 

^ П JC ^ 

di ,dy 
^^ + Л п х / п 1 с + ^ б / - ^ = ^п1с(0' 

Рис. 11.12.2. Схема электродинамического 
вибростецца в области низких частот 

где Afc - масса подвижной системы стенда с 
испытуемым объектом (жесткое крепление); 
Хп к - индуктивность подвижной катушки; 

Rjiy^ ' активное сопротивление электри

ческой цепи подвижной катушки; С/̂ п,к(0 ' 
напряжение на входе подвижной катушки. 

Динамика электродинамического вибро
стенда, работающего в области высоких частот, 
является более сложной, так как в этом случае 
необходимо учитывать гибкие связи между 
остовом подвижной катушки и платформой 
стенда [8]. Электродинамические вибростенды 
позволяют воспроизводить вибрацию в диапа
зоне от нескольких герц до 10 кГц и выше. В 
табл. 11.12.2 приведена техническая характери
стика электродинамических вибростендов. 

Для получения вибрации высоких частот 
необходимо использовать пьезоэлектрические 
вибровозбудители (свыше 20 кГц), которые 
представляют собой набор пьезокерамических 
колец или пластин, склеенных между собой. 
Под действием переменного напряжения воз
никает обратный пьезоэффект и в результате 
деформации кристаллов кольца начинают ко
лебаться. Толкающая сила пьезоэлетрических 
вибровозбудителей мала, поэтому их приме
няют для испытания объектов малой массы. 

Гидравлические вибровозбудители соз
дают колебания рабочего органа под действием 
переменного давления, вызванного пульси
рующим потоком рабочей жидкости. Для соз
дания автоколебательных гидравлических виб
ровозбудителей необходима специальная си
стема управления, обеспечивающая непрерыв
ность возвратно-поступательного движения. 
Такие вибровозбудители предназначены для 
испытания объектов больших габаритных раз
меров, со значительной массой, при низкой 
частоте возбуждения (табл. 11.12.3). 
Пневматические возбудители колебаний ис
пользуют энергию» сжатого воздуха. Регулиро
вание амплитуды и частоты (0...500 Гц) коле
баний осуществляется пневмоклапаном. Ши
рокое применение такие возбудители нашли 
при исследовании колебаний лопаток рабочих 
колес вентиляторов и компрессоров (рис. 
11.12.3) [81]. При работе установки сжатый 
воздух подается на лопатку 2, которая при
креплена к плите 1. Между соплом 7 и лопат-



11.12.2. Техническая характеристика электродинамических вибростевдов 

Вибростевд 

ВЭДС-002 

ВЭДС-010 

ВЭДС-020 

ВЭДС-040 

ВЭДС-080 

ВЭДС-160 

УВЭ-100/5-300 

12МВЭ2/50-010 

12МВЭ2/980-007 

УВЭ-1/5000 

УВЭ-10/5000 

УВЭ-20/5000 

УВЭ-50/5000 

СУВУ-3 

VIB2000 
RV 5-400 

Вибрахор 

ВЭД-002 

ВЭДС-010 

ВЭД-020 

ВЭД-40 

ВЭД-80 

ВЭД-160 

Д 4 0 А 

УВЭ-100 

СУВУ-3 

MZV102W 

Усилитель 

БУП-0,25 

УМЭ-1,5 

УМЭ-2,5 

УМЭ-5 

УМЭ-10 

УМЭ-20 

С 4 0 А 

УУС-16 

УУС-10 

RV30/40 

Толкающее 
усилие, 

H 

200 

1300 

2300 

4500 

10000 

16000 

45000 

20000 

140 

750 

8000 

13000 

20000 

19600 

Частота, 
Гц 

5...5000 

5...5000 

5...5000 

5...3500 

5...3000 

5...2500 

15...2500 

10...3000 

10...5000 

10...5600 

80...5000 

5...5000 

60...5000 

100...6000 

5...5000 

0...4000 

Максималь
ное ускоре

ние, м/с2 

350 

800 

850 

800 

' 1000 

800 

750 

9,8...98,8 

300 

980 

300 

450 

200...300 

600 

25 

981 

Ампли
туда, 
мм 

6 

± 12,5 

± 12,5 

± 12,5 

± 12,5 

± 12,5 

10 

10 

3,5 

8 

1,17 

10 

1,1 

10 

8 

1 25 

Полезная 
нагрузка, 

кг 

2 

10 

20 

45 

80 

160 

50 

50-100 

2 

2 

20 

Потребляе
мая 

мощность, 
кВ'А 

1̂ 5 

7 

10 

12,5 

40 

42 

50 

0,65 

25 

40 

40 

Производитель 

"Виброприбор" (СНГ) 

СПО "Прогресс" (СНГ) 

Майский завод 
электровакуумного 
машиностроения (СНГ) 

Измаильский завод "Эталон" 
(СНГ) 
Элин-Юнион (Австрия) 



продолжение табл. 11.12.2 

Вибростецц 

VIB6000 
RV 5-3000 

4801Т 

4802Т 

Вибратор 

MZV106W 

V47MK11 

VG109MCla 

V999/2 

V1002 

VP2 

VP2500 

1503 

1515 

101 

980С 

201 

310 

LPM25 

L249 

4811 

4817 

Усилитель 

RV75/92 

25WI 

120KWLF 

1532 

1538 

ТР025 

МРА192 

Толкающее 
усилие, 

H 

58860 

8170 

1360 

45400 

11,1 

111000 

2000 

30000 

8,9 

160128 

30 

45300 

113 

136000 

380 

1780 

Частота, 
Гц 

0...3000 

0...10000 

5...2000 

0...5000 

0...5000 

1,5...10000 

5...2000 

0...5500 

0...2000 

20...2000 

20...2000 

0...15000 

5...2500 

0...10000 

0...2000 

5...8500 

5...5500 

Максималь
ное ускоре
ние, м/с2 

981 

130 

1000 

650 

1250 

520 

1000 

400 

230 

1400 

1000 

1000 

1000 

760 

2060 

1450 

Ампли
туда, 
мм 

25 

5 

19 

17,8 

25,4 

2,54 

12,7 

25 

40 

1,25 

12,7 

5 

25,4 

12,7 

25,4 

12,7 

19 

Полезная 
нагрузка, 

кг 

20 

Потребляе-
мая 

мощность, 
кВ-Л 

50 

1 

16 

0,22 

1,2 

Производитель 

То же 

Гудманс 
(Великобритания) 

В. Бриан-Саване 
(Великобритания) 

Дерритрон Элекгроник 
Вибраторе 
(Великобритания) 

Инвайнроментал 
Иквипмент 
(Великобритания) 

Линг Динамик 
Системе ЛТД 
(Великобритания) 

ЛТБ Линг Алтек 
(Великобритания - США) 

Пай-Линг ЛТД 
(Великобритания) 

Брюль и Кьер 
(Дания) 



Продолжение табл. 11.12.2 

Вибростенд 

TIRAVIB 5140 

РЕТ-01-0А 

VS-3208 

Вибратор 

С-7 

EL10000 

ЕХ304А 

420 

РЕТ-01 

VF-3208 

RF-0005 

XL-1400 

G-0145 

G-7225 

Усилитель 

РЕТ-ОА 

VA-VT-150 

G-01-002 

SHIDICS 
-0131 

Толкающее 
усилие, 

H 

4000 

5,5 

453900 

10 

1000 

10 

200000 

500 

400000 

4500 

250000 

Частота, 
Гц 

0...5000 

20...10000 

5...1300 

0...2000 

0...100 

2...12000 

5...1600 

0...8000 

0...2000 

5...3000 

5...2500 

Максималь
ное ускоре
ние, м/с̂  

570 

110 

4300 

500 

800 

1000 

1000 

1200 

2000 

Ампли
туда, 
мм 

20 

0,6 

25 

10 

15 

2,5 

25 

26 

40 

25 

25 

Полезная 
нагрузка, 

кг 

100 

4000 

Потребляе
мая 

мощность, 
кВ-Л 

3,5 

0,03 

150 

16,5 

110 

Производитель 

Феб Тюрингер Индастрис-
Верк Рауэнштайн (Германия) 

МБ Электроник 
(США) 

Продера 
(Франция) 

ИМВ 
(Япония) 

вдн 
(Япония) 

Шинкен КО ЛТД 
(Япония) 



350 Глава 11.12. ВИБРАЦИОННЫЕ ИСПЫТАНИЯ 

11.12.3. Техническая характеристика гццравлических установок 

Установка 

ЭГВ-10-100 

ЭГВ-10-200 

G-5190 (G 23-190) 

G-5310 (G 23-310) 

G-5410 (G 23-410) 

Толкаю
щее 

усилие, 
кН 

100 

100 

9 

100 1 

1000 

Частота, 
Гц 

0,05...100 

1...200 

1...100 

1...70 

1...20 

Амплиту
да виб-

ропереме 
щений, 

±100 

± 5 0 

±100 

±100 

±100 

Полезная 
нагрузка, 

кг 

1000 

1000 

Уско
рение, 

М/С2 

30 

30 

Потребляем 
мая мощ

ность, 
кВ-А 

135 

55 

25 

120 

250 

Произво
дитель 

ПО "Точ-
машприбор" 
(СНГ) 

Шинкен 
(Япония) 

ч 5---^ 

2- Ч 
1" 1 

-̂г 1 

^ 

^ 
(1 

1 

s 7 

/ 
7 
8 

1 

1 

Рис. 11.12.3. Схемж установки дм испытаний 
элементов конструкций типа лопаток турбомашин: 

1 - плита; 2 - исследуемая лопатка; 3 - тензорезистор; 
4 - измерительный прибор; 5 - модулирующий диск; 

6 - электродвигатель; 7 - сопло; 
8 - источник сжатого воздуха 

кой 2 установлен модулирующий диск 5 с 
прорезями - пневмоклапан. При вращении 
модулирующего диска воздушный поток от 
источника сжатого воздуха периодически пре
рывается, что создает пульсирующее воздей
ствие на лопатку. 

Работа пневматических возбудителей 
возможна от стандартных промышленных 
пневмосистем. При испытании работающих 
вентиляторов можно использовать воздушный 
поток от вентилятора. Создаваемое усилие в 
этом случае ограничено производительностью 
вентилятора, однако в большинстве случаев 
достаточно при испытаниях целого ряда тон
костенных стальных сварных и алюминиевых 
лопаток рабочих колес вентилятора. В качестве 
привода преобразователя давления (пневмо-
клапана) Moiyr быть использованы электро
магниты и электродинамики. Автоматизиро
ванные системы управления обеспечивают 
синхронную работу нескольких вибровозбуди
телей. Кроме непосредственного воздействия 

пульсирующим потоком на испытуемый 
объект, применяют различные преобразовате
ли: пневмокары, мембраны, поршневые си
стемы. 

Таким образом, вибрационная испьгга-
тельная установка в общем случае представляет 
собой стационарную динамическую систему, 
основным принципом работы которой являет
ся отработка входного сигнала. 

Для обеспечения требуемой точности 
воспроизведения вибраций необходимо реали
зовать комплекс следящей системы, включаю
щий в себя стенд (объект возбуждения колеба
ний) и систему управления (можно использо
вать автоматизированную систему на базе 
управляющей вычислительной машины). В 
этом случае можно реализовать значительное 
число методик испытаний, изменение которых 
сводится к выбору соответствующих программ, 
заранее вводимых в машину. 

Особые требования по точности воспро
изведения вибраций предъявляют в случае 
применения многокоординатных вибростендов 
[14], поскольку их конструктивное выполне
ние, совмещающее, например, возбудители 
линейных и угловых колебаний, вертикальных 
и горизонтальных вибраций, обусловливает 
наличие взаимного влияния, для снижения 
которого используют специальные узлы сое
динения [10]. 

При проведении вибрационных испыта
ний исследуемые параметры вибращш опреде
ляют в контрольной точке, которую выбирают 
или на столе вибратора рядом с одной из то
чек крепления, на крепежном приспособлении 
или рядом с точкой крепления амортизатора, 
на котором будет установлен объект в условиях 
эксплуатации. 

Поскольку крепежные приспособления 
не могут быть абсолютно жесткими, а согласно 
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программе испытаний избежать его резонанса 
невозможно, то контрольный вибропреобразо
ватель должен быть размещен в точке, обеспе
чивающей минимальное влияние резонанса 
всех элементов крепежного приспособления. 

11.12.3. ПРИБОРЫ ДЛЯ ИЗМЕРЕНИЯ 
ПАРАМЕТРОВ ВИБРАЦИИ 

К измеряемым параметрам вибрации от
носятся виброперемещение, виброскорость, 
виброускорение, а также частоты и фазы гар
монических составляющих. 

11.12.4. Техническая характеристика 
вибропреобразователей 

IZHZHZHB 
Рис. 11.12.4. Структурная схема виброметра: 

1 - вибропреобразователь; 2 - предварительный 
усилитель; 3 - частотный фильтр; 

4 - измеритель амплитуды 

Для простейших виброметров характерна 
структурная схема, приведенная на рис. 
11.12.4. Вибропреобразователями могут быть 
индукционные, индуктивные, тензорезистор-
ные, пьезоэлектрические измерительные пре
образователи (табл. 11.12.4). Основные требо
вания к вибропреобразователям: резонансная 
частота вибропреобразователя должна быть 
вьппе рабочего диапазона частот; условия 
окружающей среды должны соответствовать 
условиям эксплуатации вибропреобразователя. 

Выпускают вибропреобразователи для 
подводных измерений (США) и измерений в 
условиях высоких температур, а также небла
гоприятных условий окружающей среды 
(Брюль и Кьер, Дания). 

Ряд вибропреобразователей содержат в 
одном корпусе чувствительный элемент и 
предварительный усилитель (АНС 014, 8319 и 
др.), что повышает чувствительность и поме
хоустойчивость. Предварительное усиление 
сигнала дает возможность его передачи по 
длинному кабелю к контролирующим прибо
рам. Наиболее прочным и надежным является 
усилитель напряжения, однако на его выход
ной сигнал заметное влияние оказывает ем
кость нагрузки, в частности кабеля. 

Для усилителей заряда характерными яв
ляются широкие динамический и частотный 
диапазон, низкий уровень шума и слабая зави
симость от емкости нагрузки. 

Вибропреобразователи соединяют с 
предварительными усилителями специальны
ми антивибрационными кабелями. Частотные 
фильтры используют при необходимости вы
деления гармонических составляющих вибра
ции или ограничении диапазона измерений по 
частоте. 

Вибропрео
бразователь 

D13 

D14 

D24 

KD12 

UC312 

KD22 

КВ12 

4374 

4375 

4391 
4370/81 

4378/79 

8604 

8612 

8602 

PSD-053 

VS-068 

VS-079 

* мВ/мкм. 
**мВ/(мм * с'^). 

Частота, 
Гц 

20...3000 

20... 10000 

20...5000 

5...70Ô0 

50...20000 

2...3000 

2,5...500 

1...26000 

0,1...16500 

0,1...12000 
0,1...4800 

0,1...3900 

0,2...6000 

0,5...6 

0,6...5000 

0... 10000 

10...2000 

20...2000 

1 

Коэффициент 
преобразования, 

мВ/(м • с-2) 

8,5 

2,5 

1 

4 

0,05 

10 

100...300 

0,18 

0,48 

0,8 
8 

26 

8* 

100** 

72** 

В измерительных приборах применяют 
окгавные фильтры (измеритель шума и вибра
ции ВШВ-003), 1/3-окгавные (СПВ-ЗПМ-М), 
1/12 и 1/24-октавные (анализатор 2133, Брюль 
и Кьер, Дания), а также следящие фильтры 
(Вибропорт 30, Карл Шенк, Германия), ВВМ-
001 (СНГ). Большинство приборов обеспечи
вают измерение нескольких параметров (табл. 
11.12.5). Типичными для данного класса при
боров являются ВМ-1 и ВВК 005 (СНГ), Виб
ропорт 30, Карл Шенк (Германия) и 2511, 
Брюль и Кьер (Дания), Виброметр ВМ-1 
предназначен для измерения виброускорения, 
-скорости и -перемещения по общему уровню 
и с частотной фильтрацией. 
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11.12.5. Техническая характеристика приборов для измерения параметров вибрации 

Виброметр Частотный 
диапазон, 

Гц 
Динамический диапазон 

2...103 мкм 

0,1...100 мм/с 
80...130 дБ 

70... 160 дБ (виброскорость) 
30... 130 дБ (виброускорение) 

10...130 дБ (виброускорение) 
50... 170 дБ (виброскорость) 
0,25...10^ мкм 

1...103 мкм 

5-10-2...10^м/с2 

10...100м/с2 
10... 100 м/с 

0,01...2 мм 

0,3...103м/с2 

З...103м/с2 

3-10Л..100м/с2 

300 м/с2 

Зм/с2 

0,01... 100 м/с2 
0,1... 1000 мм/с 
0,001...10 мм 

1...1000м/с2 
0,1...100 мм/с 

0,316...1000 и/о^ 

0,0001...1990 (м/с2, мм/с, мкм) 

Погрепшость, % 

ВИП-2 

НВА-1 Д71Я измерения 
частотной вибрац!4и 

ИШЗ-1 - измеритель шума 
и вибрахщи 

ВМ-1 

ВВВ-302 вихретоковый 

ВШВ-003 - измеритель шума 
и вибрации 

ВВК-005 - контрольно-сигнальная 
аппаратура 

ВВО-332 - бесконтактный 
измеритель вибрации 

VM6 (RFT) 

VM2S(RFT) 

SDM 132 

VM-1091 (ИВМ, Япония) 

VM4803 

2511 (Брюль и Кьер, Дания) 

2513 (Брюль и Кьер, Дания) 

2522 

Вибропорт 30 - универсальный 
виброизмерительный прибор с 
микропроцессором (Карл Шенк, 
Германия) 

12,5...200 

1,4...355 

10...2800 
10...12500 

1,4...8000 
1,4...2800 
1,4...500 

20...2500 

10... 10000 

12,5...1000 
0... 10000 

5...10000 

5...10000 

5... 10000 

3... 10000 

5...5000 

1...100 

0,3... 15000 

10...10000 

0,5...1500 

1... 10000 

15...20 

10 

± 1...2 дБ 

15 
15 
15 

Нормиро
ванная 

10 

15 
15 

15 

±10 

±10 

± 5 

Многоканальная измерительная аппара
тура ВВК 005 предназначена для измерения, 
анализа и регистрации вибропроцессов. Обес
печивается цифровая и световая индикация, а 
также таблично-графическое представление 
данных. 

Универсальный виброизмерительный 
прибор с микропроцессором Вибропорт 30 
применяется для решения разнообразных за
дач и может быть использован как анализатор, 
следящий фильтр, прибор цдя измерения ха
рактеристик механических колебаний, балан-



ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЧАСТОТ И ФОРМ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ ИЗДЕЛИЙ 353 

сировочный прибор, вычислительный прибор, 
печатающее устройство. 

Большинство задач по измерению вибра
ции связано с оценкой параметров колебаний 
сложных механических систем таких, как 
турбины, двигатели внутреннего сгорания. 
Измерение вибрации в таких системах прово
дится путем анализа отдельных гармонических 
составляющих или узкополосных процессов. 

Для решения задач спектрального анали
за наибольшее распространение получили 
анализаторы с цифровой фильтрацией, кото
рая основана на использовании алгоритмов 
быстрого преобразования Фурье (табл. 
11.12.6). Наличие вычислительного устройства 
обеспечивает работу анализатора в реальном 
масштабе времени. 

11.12.6. Техническая характеристика анализаторов спектра 

Анализатор 

2033 

440А 

1022 

3580А 

DA-6203 

FA-200 

Частота, Гц 

0...20000 

0...20 

4... 1000 

5... 50000 

0...25000 

0...50000 

Метод анализа 

Микропроцессор БПФ 

Микропроцессор БПФ 

Полосовая фильтрация 

Сканирующий фильтр с полосой 1 Гц 

Микропроцессор БПФ (БПФ, ОБПФ, 
свертка, спектральная плотность мощ
ности, функции корреляции) 

Корреляционный 

В зависимости от особенностей и специ
фики проводимых вибращюнных испытаний 
могут- быть использованы и другие методы 
измерения параметров вибрации (например, 
оптический), требующие соответствующих 
измерительных систем, однако они имеют 
узкую область применения. 

11.12.4. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЧАСТОТ И ФОРМ 

СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ ИЗДЕЛИЙ 

Исследование частот и х|юрм собственных 
колебаний упругих конструкций можно полу
чить различными экспериментальными мето
дами: на физически подобных моделях; натур
ные лабораторные статические и динамические 
испытания реальных конструкций или их 
частей (элементов); натурные транспортные 
испытания. 

При экспериментальном исследовании 
необходимо решить вопросы выбора опти
мального сигнала возбуждения на входе си
стемы. 

Моногармонинеское входное воздействие 
является наиболее распространенным для оп
ределения частот и форм собственных колеба
ний. Предметом рассмотрения является идеа
лизированная линейная система с п степенями 
свободы, дифференциальное уравнение дви
жения которой можно представить в виде [14] 

Кд + Щ + Сд = F, (11.12.1) 

где А, В и С - матрицы соответственно инер
ции, вязкого демпфирования и жесткости; q -
вектор обобщенных координат; F - вынуж
дающая сила. 

При использовании метода комплексных 
амплитуд [71] уравнение (11.12.1) для ком
плексных обобщенных координат q и сину
соидального возбуждения с одной частотой со 
примет вид 

§̂  = ?e'-^=(i?,?o+//m^o)e'"^ 

?о=^ое'^. 
При этом 

q = до cos(cû/ + ф) = Я^до ces со/ -
-•^/n^osincû/ 

(11.12.2) 

(11.12.3) 

или 
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Çj = qç^j cos(cû/ + ф) = Re^çsj cosû)/ -

- / ;„^oys incor , (1L12.4) 

где J = l,n; n - число степеней свободы. 
Исследуемая механическая система при 

изменении гармонического возбуждения отзы
вается как набор осцилляторов. Рассмотрим 
методы определения характеристик собствен
ных колебаний для систем с одной степенью 
свободы. Практически одним из простых и 
точных способов определения собственной 
частоты является ее определение по нулевому 
фазовому сдвигу сигналов скорости колебаний 
и вынуждающей силы. Максимальная ампли
туда измеряется датчиком скорости при резо
нансной частоте (частоте фазового резонанса). 
Фазовый сдвиг перемещения (и ускорения) 
для этой частоты составляет 90°. 

Q помощью электронного осциллогра
фа по изображению фигуры Лиссажу на 
экране резонанс можно найти с погреш
ностью по фазе ± Г, что ведет к огноси-
тельной погрешности определения частоты (в 
%) Ао)/(о « 0 , 3 6 , т.е. примерно 0,05 % при 
логарифмическом декременте 0 = 0,1...0,2 [34]. 
Системы, основанные на фазовом принципе 
настройки на резонанс, созданы многими 
фирмами. Так, фирма Шинкен (Япония) вы
пускает устройства для испытаний, вклю
чающие автоматический контроллер гармони
ческой вибрации мод. СО 1-002 для испытаний 
конструкций воздействием синусоидальной 
вибрации. Погрешность управления составляет 
I..S. Фирма Брюль и Кьер (Дания) выпускает 
системы испытаний, включающие управляю
щие генераторы синусоидального сигнала мод. 
1050 или 1053 и блок управления пребывани
ем в резонансе (мод. 5885), который обеспечи
вает автонастройку на изменяющуюся в ходе 
испытаний резонансную частоту. 

Для упрощения задач и анализа колеба
ний с учетом нелинейного поведения кон
струкций можно провести измерения синфаз
ной и квадратурной частей кинематических 
величин. Для квадратурной составляющей 
перемещения из соотношений (11.12.2) и 
(11.12.3) следует 

J^qo sincû/ = A k s i n © / ; (11.12.5) 

Амшштудно-фазовые характеристики ве
личин ^, q , соответствующие компонентам 
(11.12.5), (11.12.6) при постоянной амплитуде 
силы возбуждения (частотные годографы си
стемы), представляют собой для малых 0 поч
ти правильные окружности, при этом угловая 
скорость вектора годографа максимальна в 
окрестности собственной частоты. 

При определении характеристик соб
ственных колебаний сложных систем со мно
гими степенями свободы путем резонансных 
испытаний необходимо провести детализацию 
систем [14]. При резонансных испытаниях с 
многоточечным возбуждением путем соответ
ствующего выбора сил возбуждения выделяют 
поочередно собственные тона и регистрируют 
соответствующие формы, частоты и величины, 
по которым определяют обобщенные массы 
(или жесткости) и коэффициент демпфирова
ния. Возбуждение осуществляется гармониче
скими силами с относительными фазовыми 
сдвигами О или 180° и различными амплитуда
ми. 

Особенностью испытаний с многоточеч
ным возбуждением является необходимость 
управления многими силами для отыскания 
вектора FQ С такими компонентами, чтобы 
вынужденные колебания представлялись од
ним вектором. При полной компенсации сил 
демпфирования силами возбуждения 
JFOCOSCO/ на собственной частоте консерва

тивной системы (ûQj справедливы соотноше
ния 

/Й COS©/ = В^д'; А^д' = 0 ; о) = ©о;. 
(11.12.7) 

Скорости всех точек конструкции и силы си
нусоидального возбуждения оказываются в 
фазе (или противофазе) и имеют отличную от 
нуля лишь синфазную составляюш[ую. При 
возбуждении собственных колебаний одного 

тона (если В - диагональная) 

/ Й = 0 ; / = 1,2,...,Ai; / ^ / , 

(11.12.8) 

R^gQ cosû)/ : -^тЯо c o s œ / . (11.12.6) 

Частота со = со Q определяется по нулевому 
значению синфазной составляющей переме
щения Я^до • 

где Regoj и Jm%j - амплитуды синфазной и 

квадратурной составляющих; коэффициенты -
скалярные величины. 

Для уменьшения влияния нелинейности 
характеристик конструкции измерения прово
дят на фиксированном уровне, который опре
деляется некоторой усредненной по конструк-
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^[^тЯОк] • 

ции величиной - суммой скоростей характер
ных точек, знаки которых совпадают со зна
ками синфазной составляющей скорости: 

к 
X coscû/ + JfffJç^ sinco/. 

На практике подбор сил может осуще
ствляться с помощью итерахщонной процеду
ры при наблюдении колебаний характерных 
точек по экрану электронного индикатора, 
поскольку признаком выделения тона является 
отсутствие фазовых сдвигов в отдельных точ
ках конструкции при нулевом сдвиге фазы 
скорости относительно возбуждения. Подбор 
сил должен обеспечить получение фигур Лис-
сажу в виде прямых. Для ускорения процесса 
выделения колебаний искомого тона целью 
подбора сил должна стать минимизация сум-

мы '̂  ' " 
к 
Если условия фазового резонанса при 

постоянном уровне колебаний поддерживают
ся автоматически, т.е. выполняются соотноше
ния JfrfJo - 0> - ^ ^ 0 = const , процесс выде
ления искомого тона осуществляется более 
эффективно. 

Для оценки степени выделения тона ис
пользуется критерий, характеризующий фазо
вые сдвиги 9jĵ  колебаний отдельных точек, 
усредненный фазовый сдвиг, который получа
ется суммированием \%^Л с весовьп^и ко-
эффи1Ц1ентами. 

Измерение форм собственных колебаний 
практически осуществляется измерением рас
пределения i?g^o **̂ ^̂  ^т% лля первой гар
моники колебаний на резонансной частоте. В 
случаях, не требующих большой точности, 
можно измерять и распределение значений 
модуля сигнала q или q^. Анализ по первой 
гармонике позволяет устранить влияние иска
жений формы сигнала, вызванных нелинейно
стью или иными причинами. Многоканальное 
оборудование, определяющее значения син
фазной и квадратурной составляющих сигна
лов, позволяет непосредственно получать ко-
эффихщенты распределения амплитуд исследу
емой формы колебаний. 

При моногармоническом воздействии за
данный диапазон частот исследуемого объекта, 
как правило, проходят при непрерывном ска
нировании частоты входного сигнала во вре
мени. При этом важным является рациональ
ный выбор скорости и соответствующего зако

на сканирования частоты сигнала. При изме
нении во времени частоты сигнала возбужде
ния по линейному закону / ( / ) = f + fU) 
параметры, характеризующие» резонансную 
кривую системы, изменяются в зависимости от 
скорости сканирования / [15]. При этом 
максимум динамической АЧХ уменьшается в 
(1- fi ) раз и сдвигается в направлении изме
нения частоты на 2 ц , а ширина динамичес

кой АЧХ возрастает в 2,5 ц раз (где ц = 

= / / о /о - собственная частота колебаний, 
Ô - декремент колебаний). Если 8 - допус
тимое относительное изменение добротности, 
равное относительному изменению ширины 
динамической АЧХ, предельно допустимая 
скорость сканирования 

1/1 =l,25ôVoV -̂ (11.12.9) 
I Imax 

Закон сканирования частоты выбирается 
в зависимости от требований к определяемым 
характеристикам колебательной системы, при
чем скорость сканирования не превышает пре
дельного значения (11.12.9). 

Если определяется математическое ожи
дание амплитудных значений гармонического 
процесса со сканирующей частотой, то приме
няют нелинейную показательную функцию. 
При нахождении закона сканирования с целью 
получения спектральной плотности с постоян
ным разрешением и допускаемой погрешнос
тью используют линейную функцию сканиро
вания. Если спектральный анализ вьшолняется 
с постоянньпк! относительным разрешением, то 
необходим линейный закон непрерывного 
сканирования по гиперболе возрастающей или 
убывающей частоты. Тогда постоянное во всем 
исследуемом диапазоне разрешение по частоте 
А / ( / ) = const, а постоянное относительное 

разрешение по частоте А / ( / ) = у/", у = const. 
И м п у л ь с н о е в о з д е й с т в и е 

в реальных условиях возбуждает в колебатель
ной системе сложные затухающие колебания. 
Длительность действия ударного импульса 
является важнейшей характеристикой, которая 
определяет ширину спектра этого импульса. 
Обычно принимают, что импульс можно отне
сти к дельта-функции, т.е. спектр импульса в 
диапазоне исследуемых частот является прак
тически равномерным [60]. 

Комплексная частотная характеристика 
системы 

H{f) = Y{f,T)/X{f,T), (11.12.10) 
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где X^/jT") и У ( / , Г ) - текущий спектр 
процесса соответственно на входе и выходе. 

Ввиду равномерности спектра импульс 
X(f,T\ как константа не изменит форму 
АЧХ системы (11.12.10), поэтому возможно 
оценивание динамических характеристик сис
темы только на основе измерения и анализа 
реакции на выходе. Построение корреляцион
ной функции процесса свободных колебаний, 
вьщеленного фильтрацией в окрестности каж
дой собственной частоты, позволяет получить 
более точные оценки собственной частоты и 
характеристик демпфирования. При этом дли
тельность импульса не должна превышать 
(0,5...0,1) /о~ (где /о - высшая собственная 
частота системы). 

Существенно повысить точность динами
ческих характеристик можно в результате 
многократного повторения импульсного воз
действия и последующего осреднения резуль
татов вычислений. Ступенчатое внешнее воз
действие возбуждает в системе, главньп^ обра
зом, низшие собственные частоты колебаний 
ввиду неравномерности входного спектра, 
спадающего с ростом частоты. Для исследова
ния нелинейных колебательных систем при 
импульсном воздействии применяют метод, 
основанный на вьщелении мгновенной ампли
туды и мгновенной частоты затухающего про
цесса, получаемых с помощью интегрального 
преобразования Гильберта [21]. 

С л у ч а й н о е у з к о п о л о с н о е 
в о з д е й с т в и е с о с к а н и р у ю щ е й 
ч а с т о т о й характеризуется постоянной 
Л/)* = кс)А/ , кс = const либо переменной 

А//* = ^O'ïfi ' ^ пределах которой возможен 
одновременный спектральный анализ с посто
янным разрешением Л/ или постоянным 
относительным разрешением у {к^. > 1) • Со
ответствующая скорость сканирования цент
ральной частоты определяется выражением 

\Â{t)\<Af;/Ti. (11.12.11) 

Она не должна превышать предельного значе
ния 

Ш)\ =Ф\ • 
I ^ ^ Imax 1 Imax 

Таким образом, возбуждение случайных 
колебаний в определенной частотной полосе 
позволяет сократить длительность развертки 
частоты по сравнению с гармоническим воз
действие в к^ раз и весьма точно оценить 
уровень наблюдаемых процессов на входе и 

выходе. Для анализа таких вибрационных сиг
налов применяют соответствующие спектраль
ные плотности. 

С л у ч а й н о е ш и р о к о п о л о с 
н о е в х о д н о е в о з д е й с т в и е оце
нивается модулем частотной характеристики 
системы через спектральные плотности вход
ного Gy и выходного сигнала G^ : 

\H{f)f = Gy{fyG,{f). (11.12.12) 

Частотная характеристика 

G^{f) = Ê{f)G,{f), (11.12.13) 

Gy{f) = H(f)Gy,{f), (11.12.14) 

где Gxy у Gyx - взаимные спектральные плот
ности. 

Выражения (11.12.13) и (11.12.14) опре
деляют полную (комплексную) частотную ха
рактеристику системы H{f) = ff{f) к и 
содержит как амплитудную, так и фазовую 
характеристику б(/) системы. По формуле 
(11.12.12) можно найти только амплитудно-
частотную характеристику. Каждое их этих 
выражений в зависимости от условий испыта
ний дает разную погрешность смещения оцен
ки частотной характеристики [21]. 

Результаты спектральных расчетов в виде 
амплитудно-фазово-частотной характеристики 
системы ff(f) позволяет получить собствен
ные частоты колебаний, оценить другие пара
метры системы. 

Для нелинейных систем необходимо ре
шить задачу получения линеаризированной 
частотной характеристики. Длительность ис-
пьгганий при использовании широполосного 
воздействия 

T = zfAf-\ 
где Bf. - нормированная стандартная погреш
ность оценки спектральной плотности; А/ -
разрешение спектральной плотности по часто
те. 

Для механической колебательной систе
мы с п степенями свободы динамические 
характеристики определяют с помощью пара
метрического спектрального анализа. 

О п р е д е л е н и е д и н а м и ч е с 
к и х х а р а к т е р и с т и к п р и н е и з 
в е с т н о м в х о д е в условиях нормально
го функционирования объекта (в условиях 
воздействия естественных возмущений) вы-
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полняется только на основании анализа дан
ных на выходе системы. Собственные частоты 
системы в этом случае находятся по спек
тральному анализу наблюдаемых колебаний 
[21]. 

Для распознания собственных частот (в 
отличие от интенсивных возмущений) исполь
зуют функцию когерентности, характери
зующую степень подобия (близости формы) 
участков спектра двух процессов: 

где Ыг)\ 

(11.12.15) 

модуль взаимного спектра. 
Методика применения функции коге

рентности для разделения синусоидальных и 
случайных колебаний в окрестности собствен
ной частоты предусматривает анализ плоских 
площадок на собственных частотах. 

Вынужденные движения колебательной 
системы происходят одновременно на различ
ных частотах действия мощных источников 
детерминированных возмущений и в окрест
ности собственных частот колебаний кон
струкции вследствие избирательных свойств 
резонансной системы при действии на входе 
плотного случайного спектра от большого 
числа источников возмущений примерно рав
ной интенсивности [21]. При этом колебания, 
вызванные источниками девиации частоты, 
проявляются в спектре в виде острых пиков на 
основанных частотах и кратных гармоник, а 
колебания на собственных частотах характери
зуются наличием широких и пологих макси
мумов спектральной плотности. 

В соответствии с теоремой об узлах соб
ственных форм колебаний достаточно всего 
двух точек измерения случайных колебаний 
конструкции, чтобы определить общее число 
проявившихся собственных частот колебаний, 
каждая из которых находится между двумя 
соседними частотами антирезонансов, т.е. 
скачков фазы. Поэтому целесообразно вос
пользоваться графиком взаимного фазового 
спектра случайных колебаний двух разнесен
ных точек конструкции. 

С целью построения форм колебаний 
необходимо разделить конструкции машин на 
два класса: 1) конструкции, при колебании 
которых происходит смещение отдельных час
тей машины как абсолютно твердых тел за счет 
контактных деформаций в стыках; 2) механи
ческие системы, при колебании которых про
являются собственные упругие (продольные, 
крутильные, изгибные) деформации элементов 
системы. 

Для построения форм колебаний меха
нической системы первого класса по экспери

ментальным данным необходимо определить 
амплитудные и фазовые значения колебатель
ных процессов в различных точках конструк
ции, причем в качестве измеряемой кинемати
ческой характеристики колебательного процес
са в этих точках может быть либо вибропере
мещение X, либо виброскорость X, либо виб
роускорение X. 

Учитьюая случайный характер процесса 
колебаний, целесообразно воспользоваться 
аппаратом теории случайных функций. При 
этом амплитуды и фазы наблюдаемых колеба
ний определяются как статистические оценки 
параметров случайного процесса с соответ
ствующей степенью рассеяния. 

Задача построения собственных форм 
колебаний упругих элементов конструкций и 
соответствующего размещения датчиков такого 
построения на основе экспериментального 
исследования вибраций представляется более 
сложной по сравнению с задачей определения 
формы колебаний системы твердых тел [21]. 

Задача размещения датчиков может быть 
сформулирована в виде задачи об аппрокси
мации с заданной точностью функции прогиба 
элемента конструкции на каждой собственной 
частоте [14]. Поскольку колебания упругих 
систем описываются волновыми уравнениями, 
для выявления в рассматриваемом диапазоне п 
волн необходимо не менее 2л датчиков. 

11.12.5. ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ ИСПЫТАНИЯ, 
ИСПЫТАНИЯ КОНСТРУКТИВНО 

ПОДОБНЫХ ИЗДЕЛИЙ 

Ускоренные и эквивалентные испытания 
являются весьма актуальньп^и при определе
нии долговечности изделий [37, 47, 51, 52]. 
Основньпл критерием ускоренных и эквива
лентных испытаний является адекватность 
накопленных при эксплуатации повреждений 
элементов конструкций. 

Эквивалентные режимы испытаний про
водят, когда время действия эксплуатационных 
нагрузок велико и воспроизведение аналогич
ных условий нецелесообразно. Тогда за мень
ший срок времени осуществляют эквивалент
ные испытания, подтверждающие работоспо
собность основных элементов конструкций за 
время их эксплуатации. Эквивалентные режи
мы испытаний необходимы, если в естествен
ных условиях не всегда можно воспроизвести 
вид и характер изменения нагрузок во време
ни, например, создать случайные режимы 
нагружения с заданнь»«и законами распреде
ления и спектральными плотностями случай
ных нагрузок. В этих и других случаях необхо
димо заменить эксплуатационный режим на
гружения эквивалентными режимами. 

Ускоренные эквивалентные испытания 
наиболее целесообразно проводить для изде
лий с большим ресурсом и проверенных спе-
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циальными испытаниями на отсутствие крити
ческих состояний по узлам и деталям при 
крайних сочетаниях нагрузок [34]. Спехщаль-
ные испытания не входят в программу эквива
лентных и служат для проверки надежности 
изделия независимо от ресурса. 

В теории надежности в качестве крите
рия эквивалентности используют вероятность 
безотказной работы. Параметры эквивалент
ных режимов нагружения выбирают в соот
ветствии с принципом равных вероятностей 
[51]. 

P[h^l)-P{t2^2)^ (11Л2.16) 

где P{t\y^\) и P{t2^l) - вероятности безот
казной работы устройств в течение времени /̂  
в режиме ^i и в течение времени ti в режиме 

%2 • Режим работы Ç характеризуется некото
рым набором параметров. Надежность уст
ройства зависит от выработанного ресурса, а в 
качестве меры ресурса используют функцию 

/ 

О 

где Х(т, с) - интенсивность в режиме Ç . 

Метод равных вероятностей можно пред
ставить в следующей форме: 

h h 
JX(T,4I>^ = JX(T,Ç2)^ . (11.12.17) 
О о 

Метод равных вероятностей (11.12.18), 
(11.12.17) применим для режимов с функцио
нальной зависимостью времени отказов: 

xi(5l) = 9[x2(?2)] (11.12.18) 

В соответствии с ограничением (11.12.10) 
порядок организации эквивалентных испыта
ний следующий. 

1. Проводятся предварительные испыта
ния с целью установки зависимости между 
временем отказов в эксплуатационном и фор
сированном режимах. Одна часть изделий 
испытывается до отказа в эксплуатационном 
режиме, другая - сначала также в эксплуатаци
онном режиме, но при отказе каждого изделия 
любое наугад взятое неотказавшее изделие 
переводится в форсированный режим. Таким 
образом, половина второй выборки откажет в 
нормальном режиме, а половина - в форсиро
ванном. 

2. Устанавливается зависимость между 
моментами отказов, из которой определяется 
время ускоренных испытаний. Затем в течение 

этого времени проводятся испытания уст
ройств в форсированном режиме. 

Описанный метод исследований мало 
пригоден для изделий с высокой вероятностью 
безотказной работы, поскольку не позволяет 
определить функциональную зависимость 
(11.12.18) вследствие высокой вероятности 
безотказной работы в нормальном режиме. 
Необходим критерий эквивалентности, кото
рый связан с количественными параметрами, 
описывающими процесс накопления повреж
дения. Таким критерием может быть совпаде
ние накопленных повреждений изделия при 
испытании в двух различных режимах, а в 
качестве количественной меры - необратимая 
часть энтропии. Для эквивалентных режимов 
совпадут накопленные энтропии, т.е. 

| % 1 , т ) Л = | % 2 , ' ^ ) Л - (11.12.19) 
О о 

Поскольку у каждого элемента конструк
ции может быть своя скорость энтропии, 
условие эквивалентности (11.12.19) в общем 
виде 

О о 
(11.12.20) 

Верхний < • > индекс означает математиче
ское ожидание скоростей роста энтропии. 

Из выражения (11.12.20) можно опреде
лить время ускоренных испытаний /2 (^2 " 
форсированный режим, t\ - время эксплуата
ции, \i - эксплуатационный режим). Для 

^ i < % i ) = ^ 2 < % 2 ) > ; (11.12.21) 

^2=/, < % , ) > < % ) >-̂  (11.12.22) 

либо 
h = ^yh > 

где ку - коэффициент ускорения. 
В общем случае 

/2=<p(/i). (11.12.23) 

Использование предлагаемого критерия 
эквивалентности, называемого термодинами
ческим, позволяет расчетным путем назначать 
режимы эквивалентных испытаний даже для 
единичных изделий, при этом можно не про
водить испытания до отказа изделия. 
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В области допустимых режимов времени 
безотказной работы величины TJ И Х2 связа
ны той же функциональной зависимостью, что 
И /j и /2 эквивалентных испытаний (11.12.23). 
Если время безотказной работы в различных 
режимах связано функциональной зависи
мостью, длительности нагружения ti и t2 в 
режимах Çj и ^2 Moiyr быть найдены со
гласно методу равных вероятностей (11.12.16). 
В области допустимых режимов, в которой 
критическая энтропия является постоянной 
величиной, термодинамический (11.12.20) и 
статический (11.12.17) принципы эквивалент
ности тождественны, а интенсивность отказов 
можно определить по формуле 

X{t,^) =< 5(/i,4) > S-^, (11.12.24) 

где iS"» - критическое приращение энтропии, 
характеризующее момент наступления отказа. 

Из выражения (11.12.24) следует, что ес
ли вид зависимости для скорости роста энтро
пии остается неизменным, то в допустимой 
области режимов нагружения сохраняется вид 
зависимости распределения времени безотказ
ной работы, который подчиняется экспонен
циальному закону, и в этом случае выполняет
ся принцип линейного суммирования повреж
дений. Для п режимов нагружения 

пытательных или эксплуатационных воздей
ствия считаются эквивалентными, если они у 
всех конструктивно подобных изделий вызы
вают одинаковые повреждения, т.е. справедли
во следующее равенство [107]: 

(11.12.26) 

где Si,Sjj - степени повреждения двух ре
жимов. 

Параметры эквивалентности воздействий 
мало зависят от уровня воздействия и ускоре
ния при усталостной нагрузке. В этом случае 
ускорения для всех конструктивных элементов 
соответствуют максимальному повреждающему 
воздействию, когда соблюдается следующее 
равенство (второе условие эквивалентности): 

(11.12.27) 

где Лщах • максимальное повреждающее воз
действие. 

Условие (11.12.26) может применяться 
для отдельных испытуемых как конструк
тивных деталей, так и машин и приборов. В 
последнем случае взаимосвязь степеней по
вреждения Sj и -5*// можно представить 
конкретными соотношениями: 

]^М/ =1- (11.12.25) Sn{tbfobQban) = Sui{tiiJouQuaui); 

где // - математическое ожидание длитель

ности нагружения режимом 4i • 
Сложные механические системы, как 

правило, содержат большое число разных кон
структивных элементов или узлов, реакция 
которых на воздействие механических вибра
ций существенно различна. Многие конструк
тивные изделия с точки зрения их реакции на 
вибрационные и ударные воздействия можно 
представить в виде системы масс, пружин и 
демпферов. Эквивалентные механические си
стемы можно представить как демпфирован
ную линейную упругомассовую систему с 
определенной механической добротностью Q 
и резонансной частотой /о . Идеализирован
ная модель изделия может быть получена пу
тем объединения аналогичных, совершенно не 
зависящих одна от другой элементарных 
упрзах)массовых моделей с различными резо
нансными частотами /о , добротностью Q и 
ускорением при усталостной нагрузке а. 

Условия эквивалентности испытания 
конструктивных изделий в общем виде можно 
сформулировать следующим образом: два ис-

^21 (̂ 1 >/02 > G2 J^21 ) = ^211 (^// >/02 > Ql>^2Il) ; 

где Г - число конструктивных деталей в маши
не или приборе. 

Аналитические степени повреждения 5ц 
и Siji определяются на основе использования 
теории усталостного разрушения материалов 
[19, 107]: 

Si=njN,. (11.12.28) 

где щ - число циклов изменения нагрузки /-й 
конструктивной детали; Ni - общее число 
циклов изменения нагрузки, действующей на 
/-Ю конструктивную деталь до ее разрушения. 

В случае действия на конструктивную де
таль / нагрузок, различных по величине, сте
пень повреждения Si определяется как сумма 
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частичных степеней повреждения S^f^, где 
к = 1у2у ..., /, от этих нагрузок: 

^i-T^iic-Tw^ (11.12.29) 

где / = 1,Г. 
Разрушение /-й конструктивной детали 

наступает при Sf =1. 
В выражениях (11.12.28) и (11.12.29) 

число циклов Nf определяется на основе 
учета усталостной характеристики металлов, 
описываемой кривой Велера!, которая пред
ставляет собой функцию механических по
вреждений а / , возникающих в металле, и 

числа циклов N^ изменения нагрузки до мо
мента разрушения конструктивной детали. В 
двойных логарифмических координатах 
( Ig cj,-, Ig Nf ) выражение усталостной характе
ристики металлов имеет вид 

Щ<уд 

00 

N. 1 
п ри а/ < Gjj) ; 

п р и Gi> ацу , 

(11.12.30) 

где Оц) - механическое напряжение, соответ
ствующее пределу вьшосливости металла /-й 
конструктивной детали; Л о̂/ ~ *о1сло циклов 
нагрузки, соответствующее точке перелома 
кривой усталости (при а/ = оцу )\ m - показа
тель угла наклона левой ветки кривой Велера. 

Согласно кривой Велера степень повреж
дения Sijç конструктивной детали зависит от 
числа циклов Пц^ , которые соответствуют ам
плитудам механических напряжений ^^цс, 
возникающих в металле детали при действии 
вибронагрузок \k{f)y ^ от числа предельных 
циклов Ni , соответствующих амплитудам 
предельных механических напряжений G^Di • 
Между механическими напряжениями a^i и 
вибрационньв1и ускорениями (виброуско
рениями) a^ijç существует взаимосвязь [107] 

^aik = 'XPaik > 

ааШ=Х^агВ-^ (11.12.31) 

Xi = <^icT/{^ig) > 

где a^ij) - предельно-допустимые для /-й кон

структивной детали виброускорения; G^^J^ -
механическое напряжение, возникающее в /-й 
конструктивной детали от действия силы 
^/Я у S - ускорение свободного падения. 

Используя соотношение (11.12.31), мож
но представить степень повреждения S^f^. кон
структивной детали относительно амплитуд 
^aik > ^aiD виброускорений, частоты со fç, 
времени воздействия вибронагрузок /j и /// и 
сроков службы Tsn и Т^. При этом следует 
учитывать возможные случаи постоянства и 
изменения амплитуд виброускорений нагру
зок. 

Предельное число циклов вибронагрузки 
Nf с учетом частоты coĵ  и срока службы Т̂ у 

конструктивной детали выражается соотноше-

С учетом 
(11.12.32) получено 

^k'^Si 27Г 

выражений 

(11.12.32) 

(11.12.30), 

Tsi{aa) N. 

П рИ Qaik < ^aiD l 

п р и a^if, >aaij). 

(11.12.33) 
При действии на изделие случайных 

вибронагрузок, характеризующихся изменени
ем амплитуд a^if^ и частот оз̂ ^ по случайным 
законам, степень повреждения конструк
тивных деталей и изделий определяется в ве
роятностной форме 

^ ^ik 
Ni 

<1 

ik ik ^ 

Â:=1 k=V^^ 

; (11.12.34) 

P^P[S<\], 

где Pif^ - вероятность степени повреждения /-
й конструктивной детали при действии на нее 
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к-й гармонической вибронагрузки; Р/ - веро
ятность повреждения конструктивной детали 
при действии на нее ряда гармонических виб
ронагрузок; P[S] - вероятность повреждения 
изделия при действии на него вибронагрузок. 

При формировании метода эквивалент
ного воспроизведения случайных вибронагру
зок необходимо удовлетворить условиям 
(11.12.34), а более точно - условию (11.12.26), 
что практически невозможно. Для учета наи
более существенных условий следует восполь
зоваться некоторыми соображениями по опре
делению плотности распределения вероят
ности того, что амплитуда вибронагрузок 
cia{t) находится в определенном интервале 

(Дду ^ Лду .̂!, / = 1, 2, ...), т.е. выполняется 

условие aaj < UQ < a^j+i, где a^j+i - Qaj = 

= Лад,- > О , с некоторой вероятностью 

P[aaj<aa<aaj^i] = àPj{aa)^ 

Вероятность АРуШд) можно выразить 
через относительное время Л/ пребывания 
огибающей ciaif) ^ интервале ЛДд; в таком 
виде [107]: 

APj(a^) = At/T^, (11Л2.35) 

где Т^ - временной интервал наблюдения. 
Плотность распределения вероятности 

Л/у(ад) в промежутке Aa^j с учетом 
(11.12.35) выражается соотношением 

Л Ы = ^ ^ ^ = - ^ . (11.12 

Если вибронагрузка имеет переменную 
частоту, то при определении числа циклов 
Ал,- можно воспользоваться усреднением 

частоты в интервале Т^ . Для случайной функ

ции / ( / ) среднее значение 

mf = jf{t)P{f)df. (11.12.37) 
о 

где Pif) - плотность вероятности распреде
ления частоты вибронагрузки. 

С учетом (11.12.37) 

— ^ = ^ У Ю А Д Д / , Щ = rrifT^ . 

(11.12.38) 
Из рассмотрения конструктивной дета

ли изделия следует, что при т„ = Ni вы
ражение (11.12.38) соответствует аналити
ческому описанию частичного повреждения 
ASjj = AnjjNi конструктивной детали для 
вибронагрузок в интервале изменения ампли
туд Дд/ - ад/+1. Однако в реальных условиях 
эксплуатации или испытаний изделий условие 
rrifi = Nf выполняется не всегда. 

Если рассматривать m интервалов изме
нения ускорений вибронагрузок, то степень 
повреждения /-й конструктивной детали с 
учетом гипотезы Майнера 

/и у /я 
Si='^ASy=j^'^Pj{a,)Aa,j. 

36) У=1 ' Л 7=1 

а/ ^^aj^% 

Используя соотношение (11.12.36), пред
ставляем число циклов нагружения в интерва
ле амплитуд Aa^jj в виде 

^nJ=f{t)T^PJ{aa)^aaJ. 

функция изменения частоты виброна
грузки / ( / ) может носить детерминирован
ный и случайный характер. Произведение 
f(t)T^ - число 1Ц1КЛ0В n(ij вибронагрузки за 

время Т^ . При гармонической вибронагрузке 

число циклов /i(/) = п = fjçT^ является ли
нейной зависимой величиной только от ин
тервала наблюдения Т^ . 

---PiV^a) п р и / = 1,Г, (11.12.39) 

где /^(лд) - закон распределения вероятно
стей ускорений вибронагрузок, действующих 
на /-Ю конструктивную деталь. 

При непрерывном изменении оги
бающей амплитуд виброускорений выражение 
(11.12.39) принимает вид 

S,=T. 
о 

^ап 

где û^njax " максимальная амплитуда вибро-
ускорения, действующего на /-ю конструк
тивную деталь. 



362 Глава 11.12. ВИБРАЦИОННЫЕ ИСПЫТАНИЯ 

Поскольку разрушение конструктивной 
детали наступает при условии iS*/ = 1, время 
действия вибронагрузки на эту деталь до мо
мента ее разрушения 

1Ы. T^Si = г.̂ Ы"'" (11.12.40) 

При случайном характере вибронагрузок 
амплитуду a^^j- можно определить, используя 
выражение спектральной плотности ускорений 
G^,{co): 

v = :Jc?j;(©)Jcû 
V û)o 

(11.12.41) 

где /о - /jt - диапазон частот вибронагрузок, 
действующих на конструктивную деталь. 

С учетом (11.12.40), (11.12.33), (11.12.37) 
и (11.12.41) 

T^Si^Noa^iD \f{t)P{f)df : 

-ormax 

X \р{аЛ 
©о 

da^ 

(11.12.42) 

где T^si - время действия на /-ю деталь слу
чайной нагрузки до ее разрушения. 

Из уравнения (11.12.42) следует, что для 
определения времени испытания конструк
тивной детали должны быть известны 1фивая 
усталости детали, вероятностные и спектраль
ные характеристики частоты и амплитуды виб
ронагрузок, действующих на эту деталь. Выра
жение (11.12.42) можно представить в виде 

T^^Si = Tsi/Kc , 

где Кс - коэффициент влияния на поврежде
ние детали условий вибронагружения. 

Коэффициент пересчета срока службы 
T^i конструктивной детали при действии на 
нее гармонической вибронагрузки с постоян
ными fjç и Дд/у̂  к сроку службы T^si 

^aikfk 
J/(X:)P(/)#''p{û,)x 

^aiD 

J<(^)^ da^ (11.12.43) 

Если считать эквивалентными условия 
нагружения при случайной и гармонической 
вибрации, то T^si =^Si> ^с = 1 > а 

^ofmax 

j^iH^ dQn (11.12.44) 

Ha основании (11.12.44) можно сделать 
вьшод, что воспроизведение при испытании 
необходимых виброускорений a^iiç опреде

ляется пределами величин Лд//), ciaimsay ®0> 

© jç, вероятностными характеристиками 

Р(ад) и G^i/(©). При испытаниях конструк
тивно подобных изделий имеет место подобие 
относительных функций напряжений [24] 

Так как неравномерное распределение 
напряжений и масштабный фактор не влияют 
на вид кривой усталости в относительных еди
ницах, для определения долговечности одной 
конструкции по результатам испытания дру
гой, изготовленной из того же материала и по 
той же технологии, необходимо получить за
висимость между характером распределения 
напряжений, абсолютными размерами и пре
делом выносливости а_1 ао конструкции на 
бесконечности. Эту зависимость можно найти, 
используя статистическую теорию подобия 
уста;юстного разрушения. Для оценки долго
вечности элементов и узлов машин необходи
ма информация о несущей способности 
(сопротивлении усталости) наиболее нагру
женных деталей, которая может быть получена 
путем проведения усталостных испытаний 
образцов или деталей и построения кривых 
усталости. 

Для описания кривых усталости приме
няют различные аналитические зависимости 
числа циклов У̂̂ до разрушения от напряжения 
а цикла. На практике наибольшее распро-
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странение получило степенное уравнение кри
вой усталости 

^mj^ = ст!!\ЛГо = cons t , 

где m,a_i,NQ - параметры уравнения, кото
рое используется в расчетах на сопротивление 
усталости деталей из черных металлов и спла
вов. 

Для описания кривых усталости деталей 
и конструкций из легких алюминиевых спла
вов целесообразно использовать обобщенное 
уравнение в относительных напряжениях [70] 

â = â_i + A[\g{N + JV^i)p , (11.12.45) 

где ô_i = G_i/(j_iiQ - отношение предела 
выносливости для неограниченной базы 
^N = со) к пределу выносливости на базе 10'̂  

циклов; Niy Ау а - параметры обобщенной 
кривой усталости. 

В ряде случаев для описания кривых 
усталости удобно использовать уравнение, 
предложенное Вейбуллом [86]: 

{G-G_i){N + Nif =В, (11.12.46) 

где Ni, РУ В - параметры уравнения. 
Для получения параметров кривых уста

лости проводят натурные испытания кон
струкции или специальных образцов на 
нескольких уровнях нагружения. 

Неоднородность внутреннего строения 
конструкционных материалов, технология 
изготовления и условия испытания образцов 
вызывают разброс результатов измерений. 
Применение методов математической статис
тики для обработки результатов измерений 
позволяет оценить точность и надежность по
лучаемых характеристик, а также установить 
необходимый объем и оптимальный порядок 
испытаний [14, 47, 70]. 

Основными задачами статистической об
работки ре:^льтатов механических испытаний 
являются определение среднего значения, рас
сматриваемого характера и оценки точности 
его вычисления. В качестве меры рассеяния 
используют дисперсию или среднее квадрати-
ческое отклонение и коэффихщент вариации. 
Поскольку механические характеристики из
учают при испытании ограниченного числа 
образцов, то соответствующие числовые харак
теристики отличаются от так называемых гене-
рапьных характеристик, которые получают по 
результатам испытаний бесконечно большого 
числа образцов. 

Вероятность того, что х - среднее ариф
метическое значение механической характери
стики, полученной в результате испытания п 
образцов, отличается от истинного значения х 
на значение, меньшее, чем Ах : 

у =Р(х-Ах<х<х+Ах). (11.12.47) 

Тогда ширина доверительного интервала 
(11.12.47) характеризует точность, а довери
тельная вероятность у - надежность оценки 
неизвестного параметра х с помощью выбо
рочного среднего значения х . Чем вьпые тре
буемая надежность, тем больше при том же 
объеме выборки должен быть соответствую
щий доверительный интервал. 

11.12.6. ВИБРАЦИОННЫЕ ИСПЫТАНИЯ ИЗДЕЛИЙ 
ПРИ СЛУЧАЙНЫХ НАГРУЗКАХ 

В процессе эксплуатации транспортные 
средства, летательные аппараты, энергетиче
ское оборудование подвергаются воздействию 
интенсивных случайных вибраций [8, 10, 15]. 
Условия работы элементов конструкций в экс
плуатации не могут быть в полной мере отра
жены при испытаниях регулярньп^ нагружени-
ем. В связи с этим в практике виброиспыта
ний широко применяют программное блочное 
нагружение [35], представляющее собой пе
риодическое повторение заданного блока на
гружения, состоящего из ступеней с различ
ными амплитудами переменой нагрузки и 
фиксированным числом циклов нагружения на 
каждой ступени. 

Формирование режима блочного нагру
жения осуществляется по заданным характери
стикам эксплуатационной нагруженности. 
Анализ результатов испытаний при случайном 
и блочном нагружениях свидетельствует о том, 
что случайному нагружению соответствует 
меньшая циклическая долговечность, чем при 
"эквивалентном" блочном нагружении. 

Вибрационные испытания на случайную 
нагрузку отличаются между собой, в первую 
очередь, величиной и характером внешних 
воздействий на испытуемый объект и разделя
ются на следующие виды [2, 14]: 

случайной широкополосной вибрацией; 
случайной узкополосной вибрацией с 

переменой средней частотой спектра; 
полигармонической вибрацией; 
натурной вибрацией. 
Наиболее полно требованию максималь

ного приближения испытаний к реально су
ществующим условиям работы отвечают испы
тания случайной широкополосной вибрацией. 
Воспроизведение широкополосного нагруже
ния осуществляется по подобию спектральных 
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плотностей, что при условии нормальности 
случайных эксплуатационных вибраций пол
ностью задает случайное возбуждение. Под 
критерием подобия спектральных плотностей 
используют следующие выражения: 

81 =mm\G^{(ù)-Gy{(ù)\; (11.12.48) 

ОО 

82 =min j I(7^(со)-(/^(со)l^dD, (11.12.49) 

где G^̂ (cû) - спектральная плотность эксплуа
тационной вибрации, подлежащей имитации; 
Сгу{(^) - спектральная плотность сформиро
ванного случайного процесса. 

Критерий (11.12.48) оценивает равно
мерное приближение спектральной плотности 
формируемого процесса к заданной. Критерий 
(11.12.49) оценивает среднее распределение 

мощности формируемого процесса по частот
ному диапазону. Традиционная схема по
строения аналоговых автоматических систем 
управления спектральной плотностью широ
кополосных случайных вибраций показана на 
рис. 11.12.5, а. Сигнал генератора белого шума 
ГБШ поступает на набор узкополосных (1)ор-
мирующих фильтров ФФ1-ФФМ. Фильтры 
разделяют широкополосный сигнал от ГБШу 
имеющий равномерную спектральную плот
ность в рабочем диапазоне частот, на отдель
ные узкополосные случайные процессы с вза-
имоприлегающими полосами частот. 

Уровень сигнала в каждой полосе частот 
управляется усилителем с переменным коэф
фициентом усиления УПК, который в свою 
очередь управляется цепью отрицательной 
обратной связи. 

Поскольку система прямоугольных филь
тров без перекрытия нереализуема, для 
уменьшения взаимного влияния каналов фор
мирователя в виброиспытательной системе ВИ 

Рис. 11.12.5. Схема аналоговой 
автоматической системы 

испытаний: 
а - широкополосной случайной 
вибрацией; б - узкополосной 
случайной вибрацией; в -
полигармонической вибрацией; 
ГБШ - генератор белого шума; 
ФФ1 - ФФМ - формирующие 
узкополосные фильтры; УПК1 -
yiJKN - усилители с переменным 
коэффициентом усиления; 
Е - сумматор; УМ - усилитель 
мощности; ВИ - виброиспы
тательная система; BIJ -
вибропреобразователь; АФ1 -
АФМ - анализирующие фильтры; 
УУ - управляющее устройство; 
ИР - измеритель рассогласования; 
СФ - сопровождающий фильтр; 
ЗГ1 - ЗГМ - генераторы синусоид; 
СУ~ согласующий усилитель; 
AI - AN - анализатор гармоник 
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используют два независимых генератора бело
го шума. Один их них возбуждает формирую
щие фильтры с нечетными, а второй - с чет
ными номерами. При этом формирующее 
звено строится из фильтров, частотные харак
теристики которых подобраны таким образом, 
чтобы существенное влияние на работу си
стемы оказывали только соседние каналы [И]. 
Благодаря этому исчезает взаимная корреля
ция между соседними каналами, что повышает 
точность воспроизведения спектра. 

В состав системы входит также измери
тель рассогласования ИР и управляющее 
устройство УУу которое воздействует на регу
лируемые параметры таким образом, чтобы 
привести значение спектральной плотности в 
контролируемой полосе частот к заданному. 
Функции управляющего устройства УУ (вместе 
с функциями измерителя рассогласования) 
могут быть возложены на ЦВМ, образуя таким 
образом гибридную цифроаналоговую систему 
формирования спекгра широкополосных слу
чайных вибраций (например, автоматизиро
ванная система имитации эксплуатационных 
вибраций АСИЭВ). 

Подход к формированию широкополос
ной нагрузки, имитирующей эксплуатацион
ную вибрацию, в виде суммы зависимых слу
чайных процессов [9] основан на разложении 
корреляционной функции моделирующего 
процесса в ряд по ортонормированной или 
биортонормированной системам функций. Эти 
системы строятся на основе специально выби
раемых базисов. При этом учитывается реаль
ная форма спектральных плотностей сумми
руемых зависимых процессов. По сравнению с 
традиционными методами повышается точ
ность формирования энергетического спектра 
и уменьшается (примерно в 10 раз) число вы
деляющих фильтров. Полученные результаты 
являются методологической основой для по
строения цифровых и гибридных звеньев в 
системах формирования широкополосных 
случайных вибраций. 

Для решения задач формирования испы
тательного воздействия и обработки информа
ции, получаемой в результате вибрационных 
испытаний, широко применяют ЭВМ. Цифро
вые системы обладают большой гибкостью при 
реализации алгоритмов идентификации, 
управления, спектрального анализа и генери
рования случайных процессов. Генерирование 
случайного испытательного воздействия про
водится на основе скалярной модели Райса-
Пирсона [2, 7]: 

Y{hAi) = £)^(i^cû)cos[/AcoM/ + Ф(^СО)] , 

(11.12.50) 
/=0 

где Лео - шаг квантования по частоте; Л/ -
шаг кантования по времени; / - число гармо
ник. 

Амплитуда определяется требуемой спек
тральной плотностью 

У4(/А(О) = ^2G{IACÛ)AG) , 

(p(lA(ù) - случайная фаза, равномерно распре

деленная в диапазоне [0,27с]. 
Непосредственное вычисление ординат 

временного ряда по формуле (11.12.50) требует 
значительных затрат машинного времени. Для 
ускорения вычислений применяют алгоритм 
быстрого преобразования (БПФ) Фурье. По
скольку для вычисления У(ЛЛ/) необходим 

переход от частотной области Gy((^) во вре
менную, применяют обратное быстрое преоб
разование Фурье (ОБПФ) [7]. Использование 
разложения Раиса-Пирсона для формирования 
сигнала возбуждения в цифровых автоматиче
ских системах управления (АСУ) виброиспы
таниями, по существу, эквивалентно замене 
случайного широкополосного процесса поли
гармоническим. При этом модуль комплекс
ных коэффициентов Фурье определяется по 
заданной спектральной плотности, а фаза 
представляет собой независимые равномерно 
распределенные случайные числа в интервале 
[0,27С]. 

Описанный метод цифрового моделиро
вания широкополосных случайных вибраций 
не является единственным. В последнее время 
разработаны системы управления с примене
нием для синтеза и анализа процессов методов 
цифровой фильтрации. Алгоритмы цифровой 
фильтрации, реализованные на специальных 
процессорах, обеспечивают возможность 
управления действительно в реальном масшта
бе времени. 

Цифровые методы АСУ виброиспьгга-
ниями получают все более широкое распро
странение. Вместе с тем они являются доста
точно сложными, предъявляют повышенные 
требования к алгоритмам моделирования по 
быстродействию. В настоящее время эти си
стемы активно развиваются, но еще не явля
ются широкодоступными. 

Метод испытаний случайной узкополос
ной вибрацией с переменной во времени 
средней частоты широко применяют на прак
тике. Он имеет следующие преимущества [59]: 
возможность получения нагрузки значительно
го уровня с помощью менее мощного обору
дования; возможность применения более про
стой аппаратуры управления. В основе метода 
лежит замена широкополосного эксплуатаци
онного вибропроцесса узкополосным более 
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интенсивным процессом с медленной пере
стройкой по частоте узкополосного форми
рующего фильтра. Этот метод испытаний 
применяют в основном при усталостных ис
пытаниях, когда требуется идентичность рас
пределения максимумов и минимумов нагруз
ки при узко- и широполосном спектре вибра
ций [34]. Такая идентичность имеет место в 
том случае, коща средняя частота COQ изме
няется по логарифмическому закону, а сред-
неквадратическое значение виброускорения 
пропорционально корню квадратному частоты 

©О • 
Большинство промьшшенных виброис

пытательных систем испытаний случайной 
узкополосной вибрацией построены по схеме, 
приведенной на рис. 11.12.5, б [34]. Задающий 
генератор состоит из генератора белого шума 
ГБШ и сопровождающего фильтра СФу систе
мы автоматического регулирования усиления 
АРУ с сигналом управления от управляющего 
устройства УУ и вибропреобразователя ВП на 
испытуемом изделии. Случайное напряжение с 
нормальным законом распределения проходит 
через полосовой фильтр с переменной во вре
мени центральной частотой COQ̂  Скорость 
сканирования регулируется в широких преде
лах. Среднее квадратическое значение ускоре
ния узкополосной вибрации в контрольной 
точке стабилизируется с помощью АРУ К 
недостаткам метода следует отнести невозмож
ность получения нагрузок с изменяющимся 
уровнем мощности в широкой полосе частот. 

В ряде случаев при испытаниях приме
няют метод моделирования реального вибра
ционного процесса полигармоническим 

N 
Y(t) = 2]^кsin(©^/"•"ФА:) СО сравнительно 

Â : = l 

небольшим числом N гармонических состав
ляющих. Системы воспроизведения полигар
монического сигнала при испытаниях на воз
действие случайной нагрузки используются, 
как правило, для проведения вибропрочност
ных испытаний. Реакция объекта на узкопо
лосную случайную вибрацию подчиняются 
таким же закономерностям, как и на действие 
соответствующей гармоники, а реакция на 
совокупность узкополосных воздействий соот
ветствует реакции объекта на несколько гар
моник. Спектр при этом приближается к дис
кретному. Используя в качестве параметра 
подобия спектральную плотность, можно 
формировать близкий к гауссову моделирую
щий полигармонический процесс. 

В тех случаях, когда одномерное распре
деление случайных вибраций отлично от гаус
сова, может быть использована методика ими
тации, в основу которой положена близость 

центральных моментов одномерных распреде
лений заменяемого и заменяющего процессов. 
На ее основе возможно формирование поли
гармонического процесса с отличным от гаус
сова симметричным распределением вероят
ности мгновенных значений. В качестве пара
метра моделирования можно использовать 
число выбросов случайных процессов [56]. 
Амплитуды гармоник определяются на основе 
минимизации функции расхождения числа 
выбросов сравниваемых процессов на одина
ковых уровнях. Периодический полигармони
ческий процесс может быть применен для 
имитации случайных вибраций с произволь
ным несимметричным распределением мгно
венных значений [22]. В качестве критериев 
имитации используется близость моментных 
характеристик и спектральных характеристик 
заменяемого и заменяющего процессов. Пе
риодический процесс применяется также для 
имитации нестационарных по спектральным 
характеристикам случайных процессов. 

Замкнутая аналоговая система управле
ния при полигармоническом возбуждении 
(рис. 11.12.5, в) состоит из нескольких генера
торов синусоид ЗП-ЗГЫ, сумматора Z , тракта 
УВИ (усилитель мощности, вибростенд, изде
лие), анализатора гармоник AI-AN и управ
ляющего устройства, которое поддерживает 
уровень амплитуд гармоник ЗП-ЗГМ. Эта си
стема позволяет формировать моделирующий 
процесс с несоизмеримыми частотами. Прин-
1ЩПЫ построения аналоговых систем имита
ции основаны на полигармоническом возбуж
дении с кратными частотами [2]. 

Полигармоническая модель процесса 
возбуждения отличается от широполосной. 
Устранить дискретность полигармонических 
колебаний можно, используя в качестве про
цесса возбуждения смешанные (комбиниро
ванные) колебания. 

Испытание смешанной вибрацией зани
мает промежуточное положение между испы
таниями полигармоническим и случайным 
воздействием. Реализация его не намного 
сложнее, чем испытаний на детерминирован
ное воздействие, но вместе с тем значительно 
проще, чем испытаний на случайные вибра
ции. Поскольку специахшно разработанные 
системы для воспроизведения смешанной виб
рации отсутствуют, то этот метод может быть 
реализован на основе серийно выпускаемых 
генераторов гармоник и генераторов, белого 
шума. Так, для проведения испытаний мето
дом качающейся частоты синусоидального 
сигнала при наложении на него широполосно-
го случайного процесса с заданной спектраль
ной плотностью фирма Брюль и Кьер [59] 
рекомендует гармонический сигнал формиро
вать управляющим генератором ^Гтипа 1047, 
а случайный - с помощью автоматического 
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выравнивателя - анализатора типа 3380. В 
этом случае в качестве испытательного воздей
ствия используется аддитивная смесь детерми
нированных и случайных вибраций. 

Возможна имитация стационарных слу
чайных вибраций с отличным от гауссовского 
одномерным распределением мгновенных 
значений аддитивной смесью полигармониче
ских и случайных колебаний [26]. Такая мето
дика позволяет формировать комбинирован
ное воздействие с близкими к эксплуатацион
ным спектральной функции и центральными 
моментами одномерного распределения. Для 
имитации случайных вибровоздействий может 
быть использована и мультипликативная смесь 
детерминированных и случайных колебаний. 

Определенный интерес представляет со
бой способ имитации вибрации воспроизведе
нием записей реализаций реальных вибропро
цессоров [2, 4, 14]. При таком подходе возни
кают проблемы обеспечения достоверности 
испытаний и точного воспроизведения запи
сей реализаций реальных вибраций на вибро-
стенде. 

Метод испытаний с воспроизведением 
реальных записей вибрационных процессов 
позволяет получить наиболее точную оценку 
долговечности (усталостной) в условиях экс
плуатации. Однако такие испытания проводят 
редко. При таких испытаниях объект нагру
жается всеми нагрузками спектра, в том числе 
и очень малого уровня с большой повторяе
мостью и, как следствие, база испытаний с 
учетом коэффициентов запаса получается 
очень большой [35]. 

Возможность применения самых разно
образных методов формирования случайных 
нагрузок при усталостных испытаниях привела 
к появлению большого числа эксперименталь
ных данных, сопоставимость которых резко 
ухудшилась по сравнению с данными по уста
лости, полученными при регулярном нагруже-
нии. Это обусловило необходимость типиза
ции программ нагружения [67]. Типизирован
ные программы нагружения используют в 
авиа- и автомобилестроении в зависимости от 
условий работы элементов конструкции. Об
щим для них является: типизация 
(объединение в группу) элементов, подвер
гающихся в эксплуатации нагрузкам, близким 
по условиям циклического нагружения, типи
зация спектров нагрузок, ограничение числа 
параметров программы, варьированием кото
рых осуществляется ее приближение к услови
ям эксплуатации различных элементов; реали
зация квазислучайной последовательности 
нагружения, достаточно близкого к эксплуата
ционному. Применение типизированных 
программ нагружения делает возможным про
стое и объективное сравнение результатов, 

полученных в различных лабораториях. Ре
зультаты испытаний могут быть распростране
ны на спектры нагрузок, близкие к типизиро
ванным. 

Глава 11.13 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ 
МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
КОНСТРУКЦИЙ С ЖИДКОСТЬЮ 

Определение динамических характери
стик конструкций, содержащих жидкость, 
является достаточно сложной задачей, теоре
тическое решение которой далеко не всегда 
возможно. Поэтому широкое применение 
находят экспериментальные методы, в основе 
которых лежат динамические испытания на
турных конструкций или их моделей. 

11.13.1. УСЛОВИЯ ПОДОБИЯ ПРИ 
МОДЕЛИРОВАНИИ ДИНАМИЧБСИНХ СВОЙСТВ 

КОНСТРУКЦИЙ с жидкостью 
Колебания жидкости в баках. В этом слу

чае вводят следующие допущения: модели 
баков по форме полости и внутренним эле
ментам геометрически подобны натурным 
бакам; как натурные, так и модельные баки 
являются жесткими; поле гравитационных 
(инерционных) сил и уровни жидкости в баках 
не меняются; доминирующее значение имеют 
силы гравитации и инерции. 

Колебания жидкости в баке определяют
ся: формой полости и внутренними элемента
ми бака; физическими свойствами жидкости; 
ускорением поля массовых сил; начальными 
условиями; характером заданного движения 
бака. Искомыми величинами чаще всего явля
ются отклонение свободной поверхности жид
кости и гидродинамическая сила. 

В случае свободных колебаний жидкости 
в баке определяющими параметрами являются: 
характерный линейный размер бака /, плот
ность р, кинематическая вязкость v, поверх
ностное натяжение жидкости а, угол смачива
ния а (безразмерный параметр), ускорение 
поля массовых сил у, глубина жидкости Л, 
начальное отклонение свободной поверхности 
жидкости в характерной точке SQ . Кроме то
го, необходимо учесть время /. 

На основании теории размерностей из 
пяти разнородных параметров можно соста
вить две безразмерные комбинации комплекс
ного типа - критерии подобия: 

G y/Vv; В PJI^/G, (11.13.1) 

где G - число Галилея; В - число Бонда. 
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Число G представляет собой отношение 
гравитационных сил к диссипативным, дей
ствующим на смоченную поверхность стенок 
бака, возведенное в четвертую степень. Число 
В есть отношение гравитационных сил к си
лам поверхностного натяжения. 

При учете однородных (геометрических) 
параметров могут быть получены два триви
альных критерия hjl и SQJI . Учет времени 
дает относительную переменную комплексного 
типа j^'^t/r^ . Условия подобия состоят в 
равенстве критериев подобия для натуры и 
модели: 

(11.13.2) 

Их можно выразить через масштабы величин: 

KJKJ/K^ = 1; K^KJKJ/K^ = 1. (11.13.3) 

Если за основные масштабы принять 
К/, Кр и Ку, то масштабы величин будут 
следующие: 

рые создают нелинейное демпфирование, об
условленное срывом вихрей с острых 1фомок, 
не зависящее от чисел G и В в широких диа
пазонах их изменения. При достаточно разви
тых амплитудах колебаний жидкости это 
демпфирование превышает демпфирование, 
обусловленное вязкостью и поверхностным 
натяжением, на один и несколько порядков. 
Следовательно, в наиболее важном для прак
тики случае отсутствует необходимость пол
ностью выдерживать при моделировании кри
терии подобия. Таким образом, имеются 
большие возможности для исследования на 
моделях свободных колебаний жидкости в 
баках. 

По свободным колебаниям жидкости 
часто определяют собственные частоты &„ и 

коэффициенты демпфирования Р„ (где п -
номер тона колебаний). Для баков с гладкими 
стенками при малых амплитудах колебаний и 
а = О искомые зависимости 

'-f'47)-' Ыг'^Я 
(11.13.5) 

Для более общего случая 

- Ку Kj ; к̂ у — КрКуК/ j к^ — г, 

^S ~ ^SQ К/, — К/; Кр - КрКуК/; 

к. = к?^/к^ . 
(11.13.4) 

Масштабы осевых ускорений обычно 
к. =0,1ч-5. Выбор масштаба плотности Кр 
сильно ограничен. Линейный масштаб 
К/ =0,1ч-1. Для ускорений (0,1+1) g при ис
пользовании натурных баков или больших 
моделей условия подобия (11.13.3) можно 
выполнить полностью для ряда компонентов 
жидкого топлива. При ускорении, превы
шающем g, обеспечить вьшолнение этих усло
вий подбором моделирующих жидкостей 
практически невозможно. Однако в этом нет 
особой необходимости. 

В самом деле, при больших числах G и 
В вьшолнение условий подобия приводит 
лишь к некоторому увеличению демпфирова
ния [122]. В баках, как правило, имеются раз
личные демпфирующие устройства, например, 
в виде радиальных и кольцевых ребер, кото-

^ = /,(AG,B,»,if). 
(11.13.6) 

присутствие в (11.13.6) амплитуд s^o 
колебаний свободной поверхности жидкости 
свидетельствует о гармонической линеариза
ции нелинейностей. По величине эти ампли
туды не выходят за пределы амплитуд, соот
ветствующих линейной теории. 

Важное значение имеет моделирование 
вынужденных колебаний жидкости в баке, в 
частности, при установившемся поступатель
ном колебании бака w ~ WQ COSCÛ̂  . В данном 
случае определяющими величинами являются 
следующие: /, р, v, а, а, У, Л, WQ» ® ^ ^ • Н^ 
основании теории размерности из них можно 
получить следующие безразмерные величины: 

л' 
G а; у; 

«0. 
/ 

соУ7 
V7 ; ш/. 

(11.13.7) 
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Критерии подобия те же самые, что и 
для свободных колебаний. Закон моделирова
ния мало отличается от закона (11.13.4). 

_ ^ 3 / 2 0^ . 2. Ку — К^ к у у К^ — КрКуК/ , KQJ — 1 

3. 

1С -IC^^/lC^^' 1С -IC^^/lC^^ 

(11.13.8) 
Искомые обобщенные зависимости для 

отклонения свободной поверхности жидкости 
в характерной точке s и гидродинамической 
силы F имеют следующий вид: 

^ ^\ ^ п и ® ^ "О А 

9jl 
—, IJ, И, а, —=г-, -— © / 

(11.13.9) 
Колебания упругих конструкций с жид

костью. Для рассматриваемых конструкций 
одной из важных и сложных задач является 
определение собственных частот и форм коле
баний, при решении которой широко исполь
зуются методы моделирования. 

Пусть исследуемый объект, например 
космический носитель, находится в однород
ном поле ускорений. Он изготовлен из изо
тропных материалов. Топливные баки объекта 
частично заполнены компонентами жидкого 
топлива и находятся под внутренним давлени
ем. Предположим, что модель объекта являет
ся его геометрической копией и изготовлена 
из подобных материалов. Плотность модели
рующих жидкостей и внутреннее давление в 
баках модели распределены, как в реальном 
объекте. Модель помещена в гравитационное 
поле Земли и сориентирована в нем так же, 
как и объект. 

С учетом принятых допущений опреде
ляющими параметрами в задаче являются: 
линейный размер /; плотность р ; модуль 
Юнга Е и коэффициент Пуассона \х материа
ла; ускорение j поля массовых сил; внутреннее 
давление р\ глубина h жидкости. 

Из заданных параметров можно соста
вить четыре независимые безразмерные вели
чины 

pJl/E,ii,p/E,h/l. (11.13.10) 

Искомые собственные частоты и формы 
колебаний являются функциями этих величин. 

Безразмерная величина комплексного 
типа в (11.13.10) является критерием подобия. 
Условие подобия, выраженное через масштабы 
моделирования, 

К р К ; К , / к £ = 1 . (11.13.11) 

Если при моделировании используются 
натурные материалы ( Кр = к ^ = к^ = 1 ), то 
это условие упрощается: 

К у К / = 1 . (11.13.12) 

При испытаниях модели в гравитацион
ном поле Земли условию (11.13.12) можно 
удовлетворить лишь в тех случаях, когда уско
рение поля массовых сил, в котором находит
ся объект, во столько раз меньше земного 
ускорения, во сколько объект больше, его мо
дели. Например, если объект находится на 
Луне, где ускорение гравитационного поля 
составляет 1/6 земного, то для выполнения 
рассматриваемого условия модель должна быть 
в 6 раз меньше. Во всех остальных случаях 
выполнить полностью данное условие невоз
можно. Это относится и к наземным испыта
ниям натурных объектов, если только масштаб 
моделирования ускорений не равен единице. 

Для ускорений, превышающих земное 
ускорение, условие подобия (11.13.11) можно 
выполнить, если использовать для изготовле
ния моделей материалы с низким модулем 
Юнга (плексиглас, целлулоид). Однако такие 
модели имеют ряд серьезных недостатков. В 
настоящее время при определении динамиче
ских характеристик их не применяют. 

Невьшолнение условия подобия 
КуК/ = 1 может существенно сказаться на 
результатах испытаний, главным образом, в 
двух случаях: во-первых, при близких соб
ственных частотах упругих колебаний и коле
баний жидкости в баках, т.е. когда нельзя рас
сматривать упругие колебания независимо от 
колебаний жидкости; во-вторых, при наличии 
нежестких стыковых соединений, упругие ха
рактеристики и диссипативные свойства кото
рых зависят от осевых сил поджатия. 

Основные частоты колебаний жидкости, 
как правило, значительно меньше частот 
упругих колебаний. Поэтому упругие колеба
ния можно рассматривать независимо от коле
баний жидкости и, следовательно, не выпол
нять условие к у К/ = 1 . При необходимости 
влияние колебаний жидкости нетрудно оце
нить и ввести соответствующие поправки. 

При наличии нежестких стыковых сое
динений их можно поджать локальными осе
выми силами, используя для этого простые 
приспособления, не оказывающие существен
ного влияния на результаты испытаний моде-
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ли. Таким образом, модели, вы[полненные из 
натурных материалов, позволяют во многих 
практических случаях воспроизводить динами
ческие свойства упругих койструкций с жид
костью, находящихся под действием поля мас
совых осевых сил. 

Практика показывает, что диссипативные 
свойства моделей из натурных материалов, 
изготовленных в крупном масштабе (1/4, 1/5) 
с высокой точностью воспроизведения сило
вых элементов, в частности стыковых соедине
ний, оказываются близкими к диссипативным 
свойствам натурных конструкций (по ]файней 
мере 'для нескольких первых тонов колеба
ний). 

Модели такого рода с детальным воспро
изведением силовых элементов конструкции 
широко используются при исследовании ди
намических свойств рассматриваемых объектов 
и называются конструктивно подобными или 
моделями-копиями [43]. 

Их использование позволяет определять 
не только собственные частоты и формы коле
баний, но и другие динамические характери
стики для самых сложных конструкций, для 
которых теоретические методы ненадежны или 
отсутствуют. В отличие от натурных динамиче
ских испытаний конструктивно подобные мо
дели дают возможность получать обширную 
информацию о динамических характеристиках 
конструкции в процессе ее проектирования, 
т.е. до изготовления опытного образца, с не
большими затратами времени и средств. 

11.13.2. ОПРВДЕЛЕНИЕ 
ГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 

При определении гидродинамических 
параметров применяют как теоретические, так 
и экспериментальные методы [43]. Теоретиче
ские методы позволяют с достаточной точ
ностью определять гидродинамические пара
метры, соответствующие идеальной жидкости, 
для сравнительно простых форм баков: осе-
симметричных или имеющих плоскости сим
метрии. С помощью экспериментальных мето
дов могут быть определены все искомые пара
метры, включая коэффициенты демпфирова
ния, практически для любой формы бака при 
наличии в нем различных устройств и элемен
тов: демпферов колебаний жидкости, перфо
рированных диафрагм, расходных емкостей, 
газовых баллонов и др. В основе эксперимен
тальных методов лежат испытания натурных 
баков или их моделей. 

Исходные математвческие модели и их 
пяраметры. При принятых выше допущениях и 
выборе точки приведения в метацентре основ
ная математическая модель имеет вид 

| / ^ + / j y + b^^f + XQI'SI + boiSi = M{t) ; 

(11.13.13) 
+Z>oivi/=0, 

где Щ и JQ ' соответственно масса и момент 
инерции "сухого" бака; пил. J - соответственно 
масса жидкости и приведенный момент инер
ции; Ï/ и V|/ - координаты соответственно 
поступательного и углового перемещений; Si -
обобщенная координата, представляющая со
бой отклонение свободной поверхности жид
кости в точке нормировки абсолютной системы 
координат; Xj, XQI - коэффициенты гидро
динамической силы и гидродинамического 
момента; ^^, Pi, ^ i - диссипативные коэф
фициенты; F и M - соответственно сила и 
момент, действующие на бак [43]; ©j - часто
та первого тона колебаний жидкости; j^i -
обобщенная масса. 

В общем случае искомыми тидродинами-
ческими параметрами (или педродинамиче-

2 
скими коэффициентами) являются œf, ц^, 

^Ь ^01 > ^ ^ ^цг9 Рь ^ 1 • Искомые коэффи-
щсенты не равноценны. Наиболее важное зна
чение имеет собственная частота колебаний 
жидкости. К точности ее определения предъ
являют повышенные требования. Вторым по 
значимости следует присоединенный момент 
инерции, который не связан с номером тона 
колебаний жидкости. Коэффи1щенты Ць Xj и 

XQI используются сравнительно редко и опре
деляются менее точно. Это обусловлено тем, 
что в отличии от ©1 и / они не являются 
инвариантными параметрами. Однако эти 
коэффициенты образуют два независимых 
инвариантных параметра mi =Xi/\Xi и 

Li=-XQl/Xy которые представляют собой 
массу эквивалентного маятника и плечо гид
родинамический силы. Они непосредственно 
входят в уравнения, которые легко получить 
из (11.13.13) при помощи линейного преобра
зования Si = Xiri/\Xi ; 

Im^ + т\й + niiri = F{t) ; 

(m^ + т\й -f XiSi = F{t) ; (/0 + /J^ + l,^^ _ щЩ ^ 2Poi/i) = M{t) ; 
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mAri + 2Р1Г1 -f (ùirA -hmiû -miLi\\f -

-2miXiPoivi/=0, 

(11.13.14) 

где P=0,5Z\)i/Xoi . 
Обычно предполагается, что диссипацию 

энергии колебаний достаточно учесть лишь в 
подвесе эквивалентного маятника. В этом слу
чае коэффициенты Ь^ и bç^i выражаются 

через коэффициент Pj : 

Z^l=2mi/i^Pi; Ẑ oi =-2Х1/1Р1; А=У*А?-
(11.13.15) 

Таким образом, основными параметрами 
являются ©1, mi, Li, J и Pj . 

Сформулировать однозначно требования 
к необходимой точности определения гидро
динамических параметров трудно. Однако 
можно указать вполне реальные значения мак
симальной погрешности исходя из задач про
ектирования и практичесюс^ возможностей: 
1...2 % для собственных частот, 8... 12 % для 
остальных параметров консервативной си
стемы, 15...20 % для коэффициентов демпфи
рования. 

Основные схемы испытаний. При экспе
риментальном определении гидродинамиче
ских параметров наиболее часто используются 
три схемы испытаний. 

1. В основу испытаний положена парци
альная система, уравнений, описывающая по
ступательные колебания бака с жидкостью: 

Ù + 2Рца 4- со 2^1 + XiSi = 

= jpocos©/; 

\^i\h +2Р1^1 +©^^ij-i-Xiû = 0 . 

(11.13.16) 

fi/lVSCué 

y//////)'//////////////y 

PHC. 11.13.1. Механический аналог 
системы уравнений (11.13.16) 

Система уравнений (11.13.16) отличается 
от исходной парциальной системы двумя до
полнительными членами, которые введены для 
учета влияния экспериментальной установки. 
Кроме того, в массу m входит масса по
движной части установки. Механический ана
лог системы уравнений (11.13.16) показан на 
рис. 11.13.1. 

При такой схеме испытаний входом яв
ляется гармоническая сила F^F^coscùty а 
выходом - координаты uns. 

2. Эта схема испытаний основана на 
парциальной системе уравнений, описы
вающих колебания бака с жидкостью относи
тельно поперечной оси: 

| / ^ + / ) | у + 2р^ф + ©^v|/) + XQISI + 

"̂ 0̂1*̂ 1 = ^ 0 cosû)/; 

(11.13.17) 

где а^ц, =c^f/lj + J\ - квадрат собственной 

частоты бака с жидкостью на подвесе; Су^ -
угловая жесткость подвеса. 

Так как коэффициент демпфирования, 
обусловленный подвесом, включен в ^^, пар
циальная система (11.13.17) отличается от со
ответствующей парциальной системы в 
(11.13.13) только одним дополнительным чле
ном. 

При такой схеме испытаний вхо
дом является гармонический момент 
M = MQ COSCÛ/, а выходом-координаты v|/ и 

3. Эта схема испытаний так же, как и 
первая, требует реализации поступательных 
колебаний бака с жидкостью. Однако входом 
служит заданное гармоническое перемещение 
бака и = UQ coS(ùt, а выходом-координата Si. 
В основу рассматриваемой схемы положено 
уравнение вынужденных колебаний жидкости 
в баке 

Si + 2Р1̂ 1 + О) ?̂ 1 = — W^UQ COS СО/ . 
И1 

(11.13.18) 
Экспериментальные установки, реализо

ванные по этой схеме, при введении в них 
соответствующих чувствительных элементов 
датчиков силы могут обеспечить также выход 
по гидродинамической силе и гидродинами
ческому моменту [43]. 
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у//77Ш//У/////?///У//^/ 
Рис. 11.13.2. Установка для определения 

гидродинамических коэффициентов 
при поступательных движениях бака 

Экспериментальные установки. В соот
ветствии с тремя схемами испытаний, рас
смотренными выше, для определения гидро
динамических параметров используются три 
типа экспериментальных установок. 

В экспериментагп»ной установке первого 
типа (рис. 11.13.2) испытуемый бак 1 закреп
лен на подставке 2, установленной на плат
форме 4 через опоры 3, обеспечивающие рав
номерное распределение нагрузки на плат
форму. Платформа опирается на аэростатиче
ские направляющие 6, воспринимающие на
грузку от бака с жидкостью и обеспечивающие 
поступатеш»ное движение платформы с малым 
трением. Вся установка смонтирована на 
основании 7, закрепленном на силовом полу. 
Пружины 10 служат для удержания бака в 
положении, близком к равновесному. Жест
кость пружин подбирается так, чтобы соб
ственная частота колебаний платформы с 
баком была примерно в 5 раз ниже 
основной частоты колебаний жидкости. Мак
симально допустимое перемещение плат
формы ± 100 мм. 

Колебания возбуждаются электродина
мическим возбудителем 8, катушка которого 
закреплена на платформе и расположена в 
магнитном поле магнита Р, установленного на 
силовом полу. Сигнап возбуждения на катуш
ку подается с генератора анализатора 12 низ
кочастотных сигналов через усилитель мощ
ности 77. 

Перемещение платформы с баком изме
ряется датчиком перемещения 5, сигнапЕ от 
которого через усилитель 13 подается на ана
лизатор 72. При возможности измеряется так
же отклонение свободной поверхности жид
кости. В процессе испытаний снимаются ам
плитудные и фазовые (или действительные и 
мнимые) частотные характеристики системы 
при различных амплитудах силы возбуждения. 
Они служат в качестве исходных материалов 
для определения искомых гидродинамических 
параметров. 

Рис. 11.13.3. Установка для определения 
гидродинамических коэффициентов 

при угловых движениях бака 

В экспериментальной установке второго 
типа (рис. 11.13.3) испытуемый бак 8 соединен 
с рамой Я на противоположных сторонах ко
торой установлены оси вращения 2. Оси за
креплены на ползунах 4, перемещающихся по 
вертикальным направляющим 5 с помощью 
ходового винта 6. Направляющие жестко сое
динены с рамой. Шариковые подшипники 
осей вращения опираются на основания 3. 
Электродинамический возбудитель 10 воздей
ствует на кронштейн 77, закрепленный на оси 
2. Пружины 7 служат для удержания бака око
ло нулевого положения. Сигнап возбуждения 
подается с генератора анализатора низко
частотных сигналов 13 через усилитель мощ
ности 72 на катушку силовозбудителя 10, Угол 
отклонения бака относительно поперечной оси 
измеряется датчиком 7. 

Перемещая оси вращения 2 с помощью 
ходовых винтов 6, добиваются совмещейия 
оси 00 с метацентром системы бак - жидкость, 
после чего снимают частотные характеристики 
системы. 

В установке третьего типа (рис. 11.13.4) 
бак 7 через подставки 2 закреплен на столе J, 
который соединен через чувствительные эле
менты 4 (датчики силы) с платформой 5, пе
ремещающейся по аэростатическим опорам 6. 
Перемещение платформы задается через 
упругий шарнир 7 от гидроцилиндра 8. Мак
симальное перемещение платформы ± 100 мм. 
В качестве задающего генератора, как и в 
установках, рассмотренных выше, используют 
генератор-анализатор низкочастотных сигна
лов Р, который регистрирует также сигналы, 
поступающие через усилитель 10 от датчиков 
силы 4 и датчиков 77 отклонения свободной 
поверхности жидкости. 
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Рис. 11.13.4. Установки для определения 
гядродинямических коэффициентов 

при кинематическом задании перемещений баку 

Рассмотренные установки могут работать 
в режиме не только вынужденных, но и сво
бодных колебаний. В этом случае выходные 
величины регистрируются на шлейфовых ос
циллографах. В основном частотном диапазоне 
0...5 Гц аппаратурные средства установок 
обеспечивают точность измерения частот 0,01 
% измеряемой величины, амплитуд 2 % и фаз 
0,2°. Установки позволяют испьпыватъ баки с 
жидкостью массой до 10 т. 

Методы определееия гидродинамических 
параметров. Гидродинамические параметры 
определяют разными методами [43]. Для опре
деления собственных частот ©i колебаний 
жидкости используют резонансный метод или 
метод свободных колебаний. В резонансном 
методе за собственную частоту принимают 
частоту резонансного пика амплитудной ха
рактеристики, соответствующей перемещению 
свободной поверхности жидкости или гидро
динамической силе. С помощью фазовой ха
рактеристики частоту ©1 можно получить 
независимо по фазовому критерию резонанса 
Ф = 7с/2. Испытания проводят на установках 
первого и третьего типов. 

В методе свободных колебаний собствен
ные частоты находят по осциллограммам про
цесса затухающих колебаний жидкости в баке 
либо гидродинамической силы. Свободные 
колебания жидкости или системы бак - жид
кость создают на тех же установках: возбужда
ют резонансные колебания и снимают воз
буждение. 

Гидродинамические параметры 
nti = Я х̂/цх и Li =-A,oi/Xi наиболее про

сто определяются по результатам измерения 
собственных частот парциальных систем, опи
сываемых уравнениями (11.13.16) и (11.13.17). 
При слабом демпфировании из характеристи
ческого уравнения системы (11.13.16) параметр 
mi можно определить по следующей зависи
мости: 

mi = ( т Ч m)(l > coiVc^?J|i _ ^ 2 / ^ 2 j ^ 

(11.13.19) 
где а^ - собственная частота системы. 

Все величины, входящие в (11.13.19), за 
исключением частоты Gj, можно считать из
вестными. Частоту Gj определить несложно. 

Из характеристического уравнения си
стемы (11.13.17) следует 

I , = ± ^ ( / ' ' + / ) A o i / m i , (11.13.20) 

гае 

àoi ={i-^ïhoi)(l-<ol/oli). (11.13.21) 

Знак перед корнем должен выбираться 
по определенным условиям [43]. 
Очевидно, для нахождения параметра Li не
обходимо определить собственную частоту 
системы Goi, /«1 и суммарный момент инер
ции / + / , который определяется независи
мо. При определении параметров /я^ и /^ 

частоты (ùi^ и ©ц, выбирают значительно 

ниже ©j. Испытания проводят на установках 

первого и второго типов. Параметры т^ и Х̂  
могут быть получены по амплитудным харак
теристикам парциальных систем (11.13.16) и 
(11.13.17) Если собственная частота со,̂  и 

коэффициент демпфирования р̂ ^ пренебре
жимо малы, то nti можно найти из простого 
выражения 

,2 ' 

nfi -^т 

?ш2 

(11.13.22) 
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Знак минус перед корнем берется при 
© < © 1 . Окончательно /Wj находится как 
среднее арифметическое из ряда значений, 
полученных при разной вынужденной частоте 
0) . 

Параметр L[ иногда определяют по гид
родинамической силе Р и гидродинамическо
му моменту М* при свободных затухающих 
колебаниях жидкости в баке. Для этого нахо
дят их амплитудные значения PQ И MQ , со
ответствующие одному и тому же моменту 
времени: 

Li=MÔ/Po. (11.13.23) 

Для определения параметра mj исполь
зуется также известная приближенная форму
ла, представляющая собой оценку /я^ сверху: 

mi ^PJyiùl/j, (11.13.24) 

где Jy - экваториальный момент инерции 
площади свободной поверхности жидкости. 

Для /исходная зависимость 

^^ Г 2 2 / ч Т - ^ - (11.13.25) 
M̂̂ fû)! - < ( l - A o i ) J 

где Су^ - угловая жесткость подвеса или спе
циальной пружины, выбранной так, что часто
та а ц, много меньше частоты со^; а^, - соб
ственная частота системы. 

Зависимость (11.13.25) можно получить 
из характеристического уравнения, соответ
ствующего парциальной системе (11.13.17). 

Если ось вращения не совпадает с мета
центром (индекс "мц"), то исходная зависи
мость принимает вид 

_ (со ? - а^ J c ^ - g{m^ + т Ц ц ] ^ 

^yp-cr5,(l-Aoi)] 
(11.13.26) 

При известных величинах ©ь с^, Aoi и 

Xĵ y определение присоединенного момента 
инерции по формулам (11.13.25) и (11.13.26) 
сводится к определению собственной частоты 
а^,. Присоединенные моменты инерции по

лучают также другими способами, в частности, 
по экспериментальным частотным характери
стикам. 

Для получения коэффициентов l^i, Xj и 
XQI при известных параметрах т\ и Xj до

статочно найти отношение Х^/ц^ . Из выра
жения амплитудной характеристики (11.13.12) 

Ц1 £/лЮ^ W / Ц 1 WQCÛ 

(11.13.27) 

где ^ю - амплитуда колебаний жидкости в 
точке нормировки при заданной частоте коле
баний бака. 

Коэффициент демпфирования Pi чаще 
всего находят по осциллограмме процесса за
тухающих колебаний жидкости или гидроди
намической силы 

(11.13.28) 

где к - число периодов колебаний; ^„ и 

A^+fc - амплитуды соответственно начала и 
конца выбранного участка осциллограммы. 

Если измерение колебаний жидкости за
труднено, то коэффициент Р^ можно опреде
лить по свободным затухающим колебаниям 
системы бак - жидкость [43]. Он связан с ко
эффициентами демпфирования pj" системы и 
Pĵ  подвески следующей приближенной зави
симостью: 

Pl=pî 
«•2 . . 2 

« СЦ - 0 ) 1 
^^^* 2 2 ' 

(11.13.29) 

Если пренебречь частотой cô ^ и коэф
фициентом Pi/, то 

Pl=Pî4-
<̂ 1 

(11.13.30) 

Коэффициенты демпфирования Р̂ ^ и 

Pi могут быть определены по ширине резо
нансного пика (см. п. 11.13.3). 

После определения всех необходимых 
гидродинамических параметров их уточняют 
следующим образом: подставляют в выраже
ния для частотных характеристик, соответ
ствующих парциальным системам ( 11.13.16)' и 
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(11.13.17), результаты расчета сравнивают с 
соответствующими экспериментальными ха
рактеристиками. Если расчетные характери
стики существенно отличаются от эксперимен
тальных, то варьируя гидродинамическими 
параметрами, процесс продолжают до тех пор, 
пока они не совпадут. 

И.р.З. ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 

УПРУГИХ КОНСТРУКЦИЙ 

Математические модели и динамические 
характеристики. В экспериментальных методах 
относительно физических свойств испыты
ваемой конструкции делаются определенные 
допущения. Обычно предполагают, что кон
струкция является линейной, демпфирование 
слабьпл, параметры конструкции не изменяют
ся с течением времени. При сделанных допу
щениях исходную математическую модель 
можно записать в виде следующего матрично
го уравнения: 

Aq 4- Bq + Cq = О, (11.13.31) 

где А, В и С - квадратные симметричные мат
рицы коэффициентов соответственно инерции, 
демпфирования и жесткости; q - матрица-
столбец обобщенных координат; О - нулевая 
матрица-столбец. 

Следовательно, реальной системе с рас
пределенными параметрами ставится в соот
ветствие .линейная математическая модель, 
представляющая собой систему с конечным 
числом степеней свободы. При учете достаточ
но большого числа степеней свободы эта мо
дель позволяет с необходимой точностью опи
сать динамические свойства реальной системы 
в заданном частотном диапазоне. 

В (11.13.31) диссипативные силы учтены 
по гипотезе вязкого трения, как наиболее про
стой в математическом отношении. Это допу
стимо только в случае слабого демпфирования, 
при котором законы изменения диссипа-
тивных сил не имеют существенного значения. 

В большинстве экспериментальных мето
дов относительно свойств конструкции вво
дится еще одно важное допущение: диссипа
тивные силы не связывают нормальные коор
динаты, соответствующие консервативной 
системе. При слабом демпфировании и от-
с>'тствии близких собственных частот оно вы
полняется. В этом случае математическая мо
дель (11.13.31) существенно упрощается. С 
помощью подстановки 

q = n , (11.13.32) 

где ^ - матрица собственных векторов (форм 

колебаний) т|̂  ' , т]̂  ^. . . , т|̂  ' . 

Матрица-столбец нормальных координат 
у приводится к системам независимых диффе
ренциальных уравнений 

Уп-^^^пУп-^^^Ьп^О (я = 1,2,...,/:), 
(11.13.33) 

где ©„ = ^[icf^/y|nln и Р„ = Л/со„ - соответ
ственно собственная частота и коэффициент 
демпфирования, соответствующие л-му тону 
колебаний. 

Общее решение этой системы, выраже
нное в обобщенных координатах, 

к . . 

л=1 
{/=1,2,...,А:) 

(11.13.34) 

где cùj, = д/соя ""Рл» ^л» ^л - постоянные, 
определяемые из начальных условий. 

Как видно из решения, колебания по 
каждой обобщенной координате представ
ляют собой сумму затухающих колебаний, 
происходящих с частотами, практически сов
падающими с собственными частотами си
стемы (coj, « C0;j). В рамках упрощенной ма
тематической модели искомыми динамиче
скими характеристиками являются соб
ственные частоты ©„, формы колебаний 'гу^^^ 
и коэффициенты демпфирования р„ (или 
gf. = P^/û);, ). Pix принято называть основны
ми динамическим характеристиками. Иногда 
определяют обобщенные массы /и„ или об
общенные жесткости к^. 

Для определения динамических характе
ристик используют различные методы. Многие 
из них основаны на вынужденных колебаниях 
конструкции под действием гармонических 
сил. Соответствующая математическая модель 
имеет вид 

Aq + Bq + Cq = Fcosœ/ . (11.13.35) 

Решение этого уравнения, полученное 
методом комплексных амплитуд для случая, 
когда диссипативные силы не связывают нор
мальные координаты, 

к 

(/ = 1,2,...,А:), 
(11.13.36) 
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где ан - комплексные передаточные коэффи

циенты; 8,у - фазовые сдвиги. 
Величины; 

к 

л=1 

л|''ЧУ-
(l-Y«f+49„^^]^ 

(11.13.37) 

е,у = - a r c t g - i ^ . (11.13.38) 

Здесь 

8 „ = - a r c t g ^ ^ ; Y„= — ; 
1 - Y „ «>„ 

(11.13.39) 

^f_WM)_ ^ ( / = 1 
л=1к. ( l - y 2 ) +4(7„^^ 

(11.13.40) 

y>j-i: ^ nW^J^^^g^Jn 
n=l ( l - Y n ) +4^nY 

(11.13.41) 

Последние два выражения являются дей
ствительной и мнимой составляющими ком
плексного передаточного коэффициента. 

Методы определения основных динамиче
ских характеристик. На практике используются 
различные методы определения динамических 
характеристик [43]. Их можно разделить на две 
группы. 

1. Возбуждение колебаний конструкций 
проводится простейшими способами - при 
помощи одной силы (или момента), приложе
нием импульсов, заданием начального проги
ба, а искомые характеристики находятся путем 
анализа экспериментальных частотных харак
теристик или переходных процессов. К таким 
методам анализа относятся: резонансный ме
тод, метод Кеннеди-Пэнку, метод свободных 
колебаний и др. 

2. Возбуждение колебаний является 
многоточечным. Конструкция возбуждается 
при помощи специальной многоканальной 
вибрационной установки так, что ее колебания 
происходят лишь по собственной форме одно
го тона колебаний, представляющего интерес. 
В этом случае не требуется больших усилий 

для анализа результатов, так как все необхо
димые характеристики конструкции опреде
ляются как для системы с одной степенью 
свободы. 

Резонансный метод основан на вынуж
денных колебаниях конструкции ^ возбуж
даемых гармонической силой (или моментом). 
и измерении амплитуд колебаний в различных 
точках конструкции в зависимости от частоты. 
На основании полученных данных строятся 
амплитудные характеристики. Искомые соб
ственные частоты, формы колебаний и коэф
фициенты демпфирования находятся по резо
нансным пикам. 

За собственные частоты d)^ принимают

ся резонансные частоты системы со„. При 
слабом демпфировании различие между этими 
частотами пренебрежимо мало. Собственные 
формы колебаний т{̂  ' в данном методе 
определяются путем измерения амплитуд ко
лебаний в различных точках конструкции при 
резонансных частотах. Чистая собственная 
форма колебаний может быть получена резо
нансным методом только в том случае, если 
нерезонансные тона колебаний отсутствуют. В 
действительности такой идеальный случай не 
реализуется. Нерезонансные тона колебаний 
всегда в той или иной степени будут влиять на 
точность определения форм колебаний. 

Коэффициенты демпфирования опреде
ляются по ширине резонансных пиков. При 
этом используется следующая приближенная 
формула: 

9 „ = ( O ) ^ - » ; ) / V 2 C D ; , (11.13.42) 
где (ù'„ и cûJJ - характерные частоты колеба
ний, соответствующие пересечению л-го резо
нансного пика прямой, проведенной парал
лельно оси абсцисс на расстоянии, равном 
высоте пика, деленной на v2 (рис. 11.13.5). 

Рис. 11.13.5. К определению коэффициентов 
демпфирования по ширине резонансного пика 
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Если резонансный пик амплитудной ха
рактеристики хорошо выражен, то характер
ные частоты, а следовательно, и искомый ко
эффициент демпфирования легко определяют
ся. При слабо выраженных резонансных пиках 
использование формулы (11.13.42) может при
вести к значительной погрешности. 

Если известна обобщенная масса (или 
жесткость), коэффициент демпфирования 
можно найти по измеренной высоте резонанс
ного пика по формуле 

Яп = (11.13.43) 

где AL^I - резонансная амплитуда л-го тона 
колебаний (высота пика). 

В методе Кеннеди-Пэнку собственные 
частоты и формы колебаний определяются на 
основании анализа амплитудно-фазовых час
тотных характеристик, полученных для раз
личных точек конструкции. Для принятой 
математической модели (11.13.35) амплитудно-
фазовые характеристики есть не что иное, как 
комплексные передаточные коэффициенты 
а̂ у (11.13.37). 

В о1фестности той или иной собственной 
частоты амплитудно-фазовая характеристика 
представляет собой дугу окружности, длина 
которой зависит от коэффихщента демпфиро
вания, и близости собственных частот системы. 
Если демпфирование слабое и близкие соб
ственные частоты отсутствуют, то в окрестнос
ти резонансной частоты эта характеристика 
представляет собой почти полную окружность, 
как для системы с одной степенью свободы. 

На основе этого свойства предложено 
вьщелять резонансные тона колебаний путем 
построения по резонансным ветвям амплитуд
но-фазовых характеристик, аппроксимирую
щих окружностей (рис. 11.13.6). Вектор ОС 

. 1т((Хц) 

f^e((Xij} 

Рис. 11.13.6. Аппроксимирующая окружность, 
построенная для определения динамических 

характеристик методом Кеннеди-Пэнку 

представляет вклад нерезонансных тонов в 
суммарный вектор на собственной частоте, 
который принят постоянным. Вектор СЕ соот
ветствует резонансному тону. Точка С является 
смещенным началом координат для резонанс
ного тона. Построение такого рода окружно
стей позволяет определить собственные часто
ты, формы колебаний и коэффициенты демп
фирования. 

За собственную частоту рассматриваемого 
тона колебаний принимают частоту колебаний 
coj, соответствующую пресечению амплитуд
но-фазовой характеристики и диаметра 
окружности, проведенного параллельно мни
мой оси (точка D). Форму колебаний находят 
как совокупность диаметров аппроксимирую
щих окружностей, полученных для различных 
точек конструкции при резонансе. Коэффици
енты демпфирования 

Чп ^п-^п 
2со О (11.13.44) 

где cûj, и со Л - частоты колебаний, соответ
ствующие точкам пересечения окружности с ее 
диаметром, параллельным действительной оси 
(точки А и В). 

Эта формула аналог№ша формуле 
(11.13.42). 

Метод Кеннеди-Пэнку позволяет опре
делять динамические характеристики даже в 
тех случаях, когда резонансный метод оказы
вается непригодным, однако он более трудо
емкий и требует более сложной аппаратуры. 

При использовании метода свободных 
колебаний необходимо из сумм тонов колеба
ний, которые могут возбуждаться в системе, 
вьщелить необходимый тон. Тогда искомые 
динамические характеристики легко опреде
ляются как для системы с одной степенью 
свободы. 

Собственные частоты и коэффициенты 
демпфирования в данном методе обычно 
определяют по осциллограмме свободных ко
лебаний. При этом используют известную 
формулу 

где к - число периодов; Ж ' и ^W^ - ам
плитуды соответственно начала и конца рас
сматриваемого участка осциллограммы. 

Собственные формы колебаний этим ме
тодом определяются редко. Возможности ме
тода свободных колебаний могут быть значи
тельно расширены, если использовать анализа
торы переходных процессов и специальные 
устройства для создания импульсов. 
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Более широкое распространение получа
ют методы определения динамических харак
теристик, основанные на многоточечном воз
буждении колебаний [43]. Подбором возбуж
дающих сил можно поочередно вьщелять 
"чистые" формы колебаний и определять ди
намические характеристики как для системы с 
одной степенью свободы. Для возбуждения 
колебаний используют простейшие силовые 
распределения, у которых все силы между 
собой находятся в фазе или сдвинуты на 180°. 
Такое'распределение сил называют монофаз
ным. 

Бели система должна колебаться по л-й 
собственной форме при некоторой частоте, не 
обязательно собственной, то 

q = Л л W cos(cD/ + 8„) , (11.13.46) 

где Afi - коэффициент, характеризующий 
амплитуду колебаний. 

Из (11.13.46) и (11.13.35) следует, что с 
помощью монофазных силовых распределений 
можно возбудить собственные формы колеба
ний системы в двух случаях: когда диссипа-
тивные силы не связывают нормальные коор
динаты и возбуждение колебаний проводится 
на собственной частоте. При этом во втором 
случае, представляющем наибольший интерес, 
фазовый сдвиг 8„ = 7с/2 и 

F = А^со^Щ^ (п) (11.13.47) 

Таким образом, если перемещения всех 
точек линейной системы имеют фазовый сдвиг 
п/2 по отношению к монофазному гармо
ничному возбуждению, то система совершает 
вынужденные колебания по собственной фор
ме консервативной системы независимо от 
того, связывают диссипативные силы нор
мальные координаты или нет. Монофазное 
силовое распределение в этом случае должно 
удовлетворять условию (11.13.47). Использова
ние этого условия для выбора сил затруднено, 
поэтому на практике обычно прибегают к фа
зовому критерию резонанса. Соответствующее 
силовое распределение выбирают либо вруч
ную, либо в полуавтоматическом режиме рабо
ты вибрационных установок. Если предполо
жить, что диссипативные силы не связывают 
нормальные координаты, то можно получить 
более простое выражение для монофазного 
силового распределения 

F^cM'^l (11.13.48) 

Поскольку из условия (11.13.48) следует, 
что возбуждающие силы пропорциональны 
инерционным силам, любая внешняя сила 
должна подбираться пропорционально произ
ведению амплитуды на соответствующую массу 
в данной точке конструкции. В этом случае 
фазовый сдвиг не обязательно равен п/2 . 
Условие (11.13.48) использовалось при разра
ботке 24-канальной установки, явившейся 
прототипом современных многоканальных 
установок. 

Подвесные системы и испытательное обо
рудование. При динамических (частотных) 
испытаниях рассматриваемых конструкций 
важно вьщержать граничные условия, соответ
ствующие свободному полету. Для воспроиз
ведения этих условий используют подвесные 
системы [43]. Подвесные системы не должны 
оказывать существенного влияния на динами
ческие характеристики испытуемой конструк
ции. Критерием выполнения этого требования 
служит следующее условие: если собственные 
частоты колебаний конструкции как твердого 
тела на подвеске в 5-10 раз ниже собственных 
частот упругих колебаний, то влиянием подве
ски можно пренебречь. 

Наиболее распространена подвесная си
стема, состоящая из тросов и пружин. Такие 
системы использовались при частотных испы
таниях многих ракет-носителей и их конструк
тивно подобных моделей. В вертикально под
вешиваемой конструкции (рис. 11.13.7) два 

где с„ - коэффициент, зависящий от частоты 
возбуждения. 

Рис. 11.13.7. Подвеска 
конструктивно подобной 

модели ракеты-
носителя "Союз**: 

1 - хомут; 
2 - трос; 3 - пружина; 

4 - регулировочная муфта 



ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК УПРУГИХ КОНСТРУКЦИЙ 379 

троса прикреплены за силовые элементы в 
основании конструкции и пропущены в верх
ней части через отверстия в кронштейнах хо
мута, удерживающего конструкцию от опроки
дывания. Такая система в поперечном направ
лении имеет степени свободы, как у двойного 
маятника. Две характерные собственные часто
ты подвески, соответствующие этим степеням 
свободы, могут быть достаточно низкими: 
одна - соответствующим расположением хому
та, а другая - выбором длины тросов. 

К числу недостатков пружинно-тросовых 
подвесных систем следует отнести возмож
ность взаимодействия упругих колебаний тро
сов с колебаниями конструкции и громозд
кость подвески для крупногабаритных носите
лей. 

Для проведения частотных испытаний 
применяют также пневматические подвесные 
системы, в которых в качестве упругих эле
ментов используют емкости со сжатым возду
хом. Давление в емкостях регулируется в зави
симости от массы испытуемой конструкции. 
При испытаниях сверхтяжелого американского 
носителя "Сатурн V* применена гидропневма
тическая подвесная система, состоящая из 
четырех независимых опор, на которые уста
новлен носитель. Опоры допускают возмож
ность перемещения носителя как твердого тела 
по всем шести степеням свободы. Подвесные 
системы крепятся к силовым конструкциям, 
например к силовому потолку. 

Для проведения частотных испытаний 
ракетных конструкций применяют специаль
ные стапели, представляющие собой много
ярусные конструкции, в состав которых входят 
площадки обслуживания, устройства для креп
ления силовозбудителей, системы обеспечения 
электроэнергией, водой и сжатым воздухом. 
Высота, поперечные размеры, число ярусов 
стапеля зависят от размеров испытуемых кон
струкций. При испытаниях используются си
стемы заправки и наддува баков. Система за
правки должна обеспечить хранение и подачу 
моделирующих жидкостей в соответствующие 
баки испытуемого объекта, а также контроль 
уровней. Система наддува обеспечивает необ
ходимое давление в баках и его контроль в 
процессе испытаний. 

Аппаратурные средства. К аппаратурным 
средствам относятся средства возбуждения и 
измерения колебаний, сбора и регистрации 
данных, а также многоканальные вибрацион
ные установки (комплексы). Возбуждают коле
бания натурных конструкций обычно в диапа
зоне частот 0...30 Гц. Для конструктивно по

добных моделей верхняя граница этого диапа
зона возрастает во столько раз, во сколько 
модель меньше натуры. 

Основное требование, предъявляемое к 
возбудителям колебаний, состоит в том, чтобы 
при передаче на конструкцию необходимых 
сил они не оказывали существенного влияния 
на ее инерционные, жесткостные и демпфи
рующие свойства. При использовании методов 
многоточечного возбуждения важны также 
следующие требования: возможность одновре
менной работы нескольких возбудителей; по
стоянство амплитуды возбуждающей силы в 
рабочем диапазоне частот; малые отклонения 
силы от гармонического законна; простота 
управления частотой и амплитудой возбуж
дающей силы. Известны возбудители колеба
ний различного типа [14]. Однако указанным 
выше требованиям удовлетворяют лишь элек
тродинамические вибровозбудители. Они наш
ли широкое применение при частотных испы
таниях. 

Принцип действия электродинамических 
возбудителей переменного тока хорошо из
вестен. Он основан на взаимодействии по
движной катушки с постоянным магнитным 
полем. Развиваемая сила пропорциональна 
ампер-виткам подвижной катушки и индукции 
магнитного поля в рабочем зазоре магнито-
привода. Для создания магнитного поля ис
пользуются постоянные магниты или электро
магниты. Подвижная катушка вибровозбудите
ля центрируется с помощью пружинных шайб. 
Электродинамические вибровозбудители ис
пользуются в сочетании с усилителями мощ
ности, которые преобразуют управляющее 
напряжение от генератора в напряжении на 
обмотке подвижной катушки. Вибровозбуди
тель, усилитель мощности и генератор образу
ют систему возбуждения колебаний. 

Состав измерительной и регистрирующей 
аппаратуры зависит от сложности конструк
ции, используемого метода, точности опреде
ления динамических характеристик. В простых 
случаях можно ограничиться набором датчи
ков с усилителями и шлейфовыми осцилло
графами. При частотных испытаниях наи
большее распространение получили датчики 
ускорений. Для повышения эффективности 
измерения амплитуд и фаз используют элек
тронные вольтметры и фазометры, а также 
печатающие устройства. При испытаниях 
сложных конструкций применяют многока
нальные вибрационные комплексы, вклю
чающие ЭВМ. 

Наиболее типичным виброкомплексом 
для частотных испытаний конструкций ракет
но-космической и авиащюнной техники явля-
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Рис. 11.13.8. Схема многоканального виброкомплекса ''Прин-85'' 

ется виброкомплекс "Прин-85" (Франция). 
Виброкомштекс (рис. 11.13.8) содержит три 
основные системы: I) возбуждения; II) изме
рения; III) управления, сбора и регистрации 
данных. Система возбуждения виброкомплекса 
состоит из следующего: задающего генератора 
I синтезирующего типа с цифровым управле
нием и двухфазным выходом; блоков управле
ния 2 и J всеми силами (и каждой в отдель
ности), представляющих собой прецизионные 
усилители постоянного тока с цифровым 
управлением коэффициентами усиления; уси
лителей 4 мощности; электродинамических 
силовозбудителей 5. 

Система измерения включает датчики 
ускорения пьезоэлектрического типа, рабо
тающие в комплекте с предусилителями d и 7 
заряда. Сигналы с предусилителей через ста
ционарные кабели подаются на блоки 8 ком
мутации, а затем на блок автоматического 
коммутатора. Блок синхронного детектора 
раскладывает сигналы 20 датчиков пропорхщо-
нально синфазному и квадратурному сигналам 
задающего генератора. 

Система управления, сбора и регистра
ции данных представляет собой управляющую 

ЭВМ с комплексом периферийных устройств, 
связанную через блок автоматического комму
татора с системами возбуждения и измерения. 
В нее входит еще система Мультилиссажу 
(ML), представляющая собой двадцатиканаль-
ный осциллограф, на экран которого выводят
ся сигналы 20 наиболее информативных дат
чиков. Горизонтальная развертка осу
ществляется от задающего генератора. 

Программное обеспечение ЭВМ позво
ляет проводить испытания в автоматическом 
режиме, фиксируя на магнитном диске изме
рительную информацию с последующим рас
четом динамических характеристик испытуе
мой конструкции (включая обобщенные мас
сы) и построением собственных форм колеба
ний. Система Мультилиссажу используется 
для ручного выбора сил в соответствии с фазо
вым критерием резонанса. 

Виброкомплекс комплектуется силовоз-
будителями (24 и более) с толкающими уси
лиями 10... 1000 H и ходами катушек ± 10 мм. 
В комплект виброкомплекса могут входить 
несколько сотен датчиков ускорений, имею
щих частотный диапазон 2...50 Гц и диапазон 
ускорений (0,02...20)^. Нижняя граница час
тотного диапазона 2 Гц определяется характе
ристикой синхронного детектора 
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Ч А С Т Ь II 

ТЕОРИЯ МЕХАНИЗМОВ И МАШИН 
Глава 1 

ОСНОВЫ ТЕОРИИ 
САМОУСТАНАВЛИВАЮЩИХСЯ 

МЕХАНИЗМОВ И ВЫБОР 
КИНЕМАТИЧЕСКИХ ПАР 

Назначение пар - осуществлять необхо
димые подвижности и связи между звеньями. 

В каждой паре сумма подвижностей и связей, 
взаимно дополняющих друг друга, равна шес
ти. Число связей, накладываемых кинемати
ческой парой, является ее классом и обознача
ется цифрой. Подвижности кинематической 
пары зависят от направления ее осей, исклю
чение составляет лишь сферическая пара ПГ. 
Подвижности типичных кинематических пар 
для всех направлений приведены в табл. 1.1. 

1.1. Кинематические пары с подвижностями, распределенными по осям 

Кинематичес
кая пара f'x +/у +fz / ; + / ; + / ; Кинематичес

кая пара X +fy +/г fx+fy+fz 

* 

ф 

п 
1 + 0 + 1 

0 + 1 + 1 

1 + 1 + 1 

1 + 1 + 1 

1 + 1 + 1 

1 + 1 + 0 

•е-

1 + 0 + 1 1 + 1 + 0 

0 + 1 + 1 

0 + 0 + 1 

1 + 1 + 0 

1 + 1 + 1 

п XU-

$ 

Ï 

1 + 0 + 1 

0 + 1 + 1 

1 + 0 + 0 

0 + 1 + 0 

1 + 1 + 1 

1 + 1 + 1 

0 + 1 + 1 

1 + 0 + 1 

1 + 1 + 1 

1 + 1 + 1 

1 + 0 + 0 

0 + 1 + 0 

ПГ 

• ф " 0 + 0 + 1 1 + 1 + 0 
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Кинематичес
кая пара f'x +f'y +fz / ; + / ; + / ; Кинематичес

кая пара fx +fy +fz x+fy+fz 

III" IV 

1 + 0 + 1 

0 + 1 + 1 

0 + 0 + 0 

0 + 1 + 0 

1 + 0 + 0 

1 + 1 + 1 

нь 
й 

0 + 0 + 1 

0 + 0 + 1 

0 + 0 + 0 

0 + 1 + 0 ' 

1 + 0 + 0 

1 + 1 + 0 

llV 

^Iw}/A 

Ш 

1 + 0 + 0 

0 + 1 + 0 

1 + 1 + 1 

0 + 1 + 1 

1 + 0 + 0 

0 + 0 + 0 

0 + 0 + 0 

0 + 0 + 0 

0 + 0 + 1 

1 + 0 + 0 

0 + 1 + 0 

0 + 0 + 0 

IV 

v///\ 

/ \ 

1 + 0 + 0 

0 + 1 + 0 

0 + 0 + 1 

1 + 0 + 0 

0 + 1 + 0 

0 + 0 + 1 

û 
[S] 

1 fO + 0 

0 + 1 + 0 

0 + 0 + 0 

0 + 0 + 0 

0 + 0 + 0 

0 + 0 + 1 

в общих подвижностях участвуют все 
звенья, а в местных (пассивных) - только часть 
звеньев. Местные подвижности могут быть 
вредными, нарушающими закономерность 
движения механизма. На их наличие следует 
проверять механизм при проектировании. 

Для этого механизм делится на конту
ры - замкнутые цепи кинематических пар и 
звеньев, которые различаются между собой по 
крайней мере на одно новое звено или кине
матическую пару. На замьпсание контура 
(сборку) во входящих в него кинематических 

парах должно быть шесть подвижностей - по 
три линейных и три угловых, а также подвиж
ности, идущие на общие и местные подвижно
сти механизма. Линейная подвижность может 
быть заменена угловой, если она имеется в 
избытке и есть заменяющее (поворачиваемое) 
звено, причем все они должны быть близки к 
перпендикулярным. 

Пары могут иметь дополнительную под
вижность для обеспечения общей и местной 
подвижности механизма. Число подвижности 
пары 1-6. 
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Кинематические пары накладывают и 
связи между звеньями. Они необходимы для 
передачи сил и моментов. Соответственно 
могут быть три линейные связи и три угловые. 
Сумма условий связи кинематичесой пары 
определяет ее класс. Условие, аналогичное 
шести подвижностям на замыкание контура, в 
методе звеньев и связей неизвестно. Поэтому 
этот метод менее пригоден для сложных меха
низмов. 

Избыточные связи (недостаток подвиж-
ностей) в механизмах обращают его в стати
чески неопределимую систему и нарушают 
самоустанавливаемость. Уравнений равновесия 
недостаточно для определения нагрузок в ки
нематических парах. Приходится использовать 
уравнения деформаций, которые значительно 
меньше размеров звеньев. Поэтому на них 
сильно влияют допуски, и получаемые нагруз
ки возрастают в несколько раз, что значитель
но снижает нагрузочную способность и долго
вечность механизма. Предложение автора де
лать все механизмы статически определимыми 
[6, 7, 9] открыло широкие возможности по
вышения качества машин - увеличения долго
вечности, нагрузочной способности, КПД, 
снижения трудоемкости и потерь на трение. В 
зубчатых колесах удалось повысить жесткость 
зубьев, так как они стали работать равномерно 
по всей длине, а не одним углом. 

Строительные конструкции с внешней 
статической определимостью не боятся неоди
наковой осадки опор (статически определимые 
мосты в отличие от статически неопределимых 
не разрушились при землетрясении в Арме
нии). 

Без рассмотрения избыточных связей для 
определения степени свободы IV механизмов 
бьшо предложено больше двадцати структур
ных формул. Однако применение нашла толь
ко формула А.П. Малышева [2]. Из нее можно 
найти избыточные связи д. 

При числе пар р^ класса /, общем числе 
связей У^(р/, числе п подвижных звеньев, 
которые имеют 6п степеней свободы, формула 
А.П. Малышева 

/=5 
q-'W = -^n + YjPr 

/=1 
Эту формулу следует отличать от формулы 
П.О. Сомова 

q-W = п-\- p-k-Sk- f J 
ще р - число кинематических пар; 

к=р - п - число контуров; 
/ - общее число подвижностей; 
/ = Рл/ + 2pjy + 3/>iii + 4/711 + ^Pl • 

Формула А.П. Мальпиева решает задачу 
через число связей, что затрудняет уточнение 
решения. Удобнее формула О.Г. Озола [3], 
которая решает задачу через число контуров к 
и общее число подвижностей/ 

Согласно методу, предложенной Е.Ю. 
Будыкой (Е.Ю. Качаловой), необходимое чис
ло подвижностей 6к вдет на замыкание конту
ров и Ж - на подвижность механизма, а име
ется / подвижностей. Недостаточное число 
подвижностей 

q = W + 6k-f, 
откуда q -W = 6k-f. 

Основной недостаток структурных фор
мул заключается в том, что они дают только 
разность q -W, а не отдельно эти параметры. 

Например, для механизма, показанного 
на рис. 1.1, по формуле О.Г. Озола q -W = 1, 
но не определено число избыточных связей q 
и подвижностей Ж 

Рис. 1.1. Плоский механизм 
(q-w = 6-2' 1 -5-

- 3 - 2 = 1 ; À:= 7 - 5 = 2 ) 

контур 

ВС 
1 ÀD 

DQ 

/; ^ /; * / ; 
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Исчерпывающий ответ дает использова
ние поконтурного метода, предложенного 
автором [8]. Для механизма отдельно рассмат
риваются контуры ABCD и DEFGy каждому 
контуру отводится отдельная строка, каждому 
виду подвижностей - отдельный столбец: 
плоским fxyfyyfz ^ Ие плоским fx>fyyf'z' 
Кинематические пары обозначены большими 
буквами, пары, входящие в один контур 
(одноконтурные), - точками над буквами, что 
облегчает их распределение. На структурной 
схеме каждой букве соответствует одна под
вижность. Поэтому пары ABCDG 
(одноподвижные) записываются в один стол
бец /^, пары Е к F (трехподвижные) - в три 
столбца f^yfx и fy. Отсутствие подвижности 
отражено нулем. Одноконтурные пары - в 
строке своего контура, многоконтурные запи
саны в тот контур, ще они устраняют избы
точную связь, а не в тот, в котором создается 
местная подвижность. Поэтому подвижность 
D записана в контур ABCDy а не в контур 
DEFG. Буквы, обозначающие É контуре кине
матические пары, расположены так, как пока
зано на рис. 1.1, что облегчает замену подвиж
ностей. 

При замене линейной подвижности, на
пример f'^ контура АВСВу заменяющая угло
вая подвижность f^ одна, но ее создают две 
пары по концам заменяющего звена, например 
АВу которое направлено по оси Оу. Замена 
показана зигзагообразной стрелкой. Аналогич
ным образом звено ВСу направленное по оси 

Ху заменяет f', а звено CD идет на внешнюю 
подвижность, которая обозначена стрелкой, 
направленной вверх. Звено с врахцательными 
парами дает одну замену, а со сс̂ юрическими 
- три. Например, в звене EFy одна из пар идет 
на внешнюю подвижность f^ - вращение 
вокруг своей оси. Подвижности fx>fy и f'z ® 
контуре ABCD заменить нечем, и они остают
ся как избыточные связи, которые обозначены 
стрелками, направленными вниз. В результате 
имеются три избыточные связи и две подвиж
ности - общая в звене CD и местная / ^ в 
звене EF. 

Переходим к отдельным случаям устра
нения избыточных связей. Опоры для враща
тельного движения механизма (рис. 1.2) вы
полнены на двух подшипниках: один - пара 
Л^ц третьего класса, другой - пара B^i второ
го класса. Число контуров k = р -п = 
= 2 - 1 = 1. По формуле О.Г. Озола 
q-lV^ek-f =61-1 Ъ-1 4 = ^-1, Здесь 
пара третьего класса трехподвижная, а второ
го - четырехподвижная. Разность q -W = -\ 
означает одну подвижность. Согласно покон-
турному методу пара А записана в трех стол
биках, а пара ^ - в четырех. Линейные под
вижности /j^ = О и / ' = 0 . Они заменяются 
вращением звена АВу вокруг осей Ох и Оу. 
Вращение звена во1фуг оси Oz идет на вне
шнюю подвижность (степень свободы). Избы
точных связей нет. 

Аш 
Bnj 

Контур 

АВ 

f'x*1y* f"z 

Q ^ " ^ 

л 

АВ А в В \ 
1 i 

Рнс. 1.2. Двухопорный вал 
(^-IV = 6 - M - 3 - l x 
х4=-1;к=2- 1=1) 

Применять больше двух подшипников на 
одном валу нецелесообразно, так как это при
водит к избыточным связям, а следовательно, 
к необходимости центровки. Следует отметить, 
что центровка проводится по зазорам в соеди
нительной муфте с точностью до одной сотой 
миллиметра. Однако центровка может нару
шиться, например, ввиду просадки фундамен
та, что приводит к аварии. 

Подшипники одного вала надо рассмат
ривать как одну кинематическую пару, если их 
изготовляют с одной установки на станке, как 
и несколько кинематических пар, если их из
готовляют отдельно. Например, подшипники 
коленчатого вала автомобильного двигателя. 

расположенные в одной раме, надо считать 
одной кинематической парой пятого класса, а 
подшипники двенадцатицилиндрового судово
го дизеля, расположенные в двух свинченных 
рамах, - двумя парами, что дает избыточные 
связи и плохую работу подшипников, распо
ложенных ближе к соединению рам. В заднеп-
риводном автомобиле отсутствуют избыточные 
связи: их нет в коленчатом вале, а остальные 
валы двухопорные. Первичный вал коробки 
передач опирается на подшипники в маховике 
и в стенке коробки; промежуточный вал - на 
подшипники в стенке коробки, вторичный вал 
- на подшипники в первичном вале, и в стен
ке коробки. 
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\////А 

^ . 

.J2 

1 % 

У//Л 
Рис. 1.3. Кривошнпно-ползунный 

механизм: 
а - для больших смещений звеньев y////f^^ ^^^^///Х 
( ^ - w = 6 - 1 - 1 - 5 - 2 - 1 = - 1 ; ^-
/и = 6 - 5=1); б - для малых 

смещений звеньев (^ -W =6 * 1-
- 1 - 1 - 2 - 2 - 3 - 1 = - 2 ; А: = 4 -

- 3 = 1 ) h-O 

Or 
j ^ i F 

12^^ 

а) 

;̂ 

контор 
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/ ; * 

Г~ 1 

fx"*^;*f; 

f? ^ й 

контур 

D 
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fx-^ f^^ fi 
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в старинном автомобиле Руссо-Балт пер
вичный вал коробки передач опирался на три 
подшипника, расположенных в разных корпу
сах. В зерновых комбайнах "Нива", "Колос", 
"Енисей" валы только двухопорные. К сожа
лению, в комбайнах "Дон" есть трех- и даже 
четырехопорные валы. 

Кривошипно-ползунный механизм, если 
выполнен на парах пятого класса (кроме пор
шня четвертого класса), имеет две избыточные 
связи. Чтобы их устранить, надо добавить два 
шарнира Су и D y , обычно в шатун (рис. 1.3, 
а). Тогда заменяющими звеньями будут СД 
ВЕ и АВ, последнее из которых идет на вне
шнюю подвижность. Такой механизм приме-

Рис. 1.4. Кривошипно-
коромысловый механизм: 
fl-^ - W = 6- 1-1 - 7= 
=-1; А : = 7 - 6 = 1 ) ; 
б-д -w = 6' 1-1-2-
- 3 - 2 = - 2 ; À : = 4 - 3=1 

няют в системе регулирования паровых тур
бин. 

Кривошипно-ползунный механизм (рис. 
1.3, б) проще; вместо дополнительных шарни
ров у него увеличена подвижность кинемати
ческих пар: у пары В введена осевая подвиж
ность (i?iv) » ^ У пары С - две угловые (СцЛ. 
Заменяющие звенья следующие: J?C, идущие 
на замену, и идущие на внешнюю подвиж
ность АВ и на местную CD. В последнем слу
чае вращение поршня вокруг своей оси без
вредно. Такой механизм применяется в двига
телях внутреннего сгорания и особенно широ
ко используется в двигателях с запальным 
шаром (нефтянках). 

Контур 
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i^K^fy^ il 
9 n к 
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" 'лл\ 
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Кривошипно-коромысловый механизм 
на парах пятого класса (рис. 1.4, а) имеет три 
избыточные связи. Для их устранения добав
лено три шарнира Су,1)у и Еу. Замещаю
щие звенья АВ, BF и СД а на внешнюю под
вижность идет FG. Такой механизм применя
ется при регулировании паровых турбин, 
правда, иногда без шарнира Z)у. 

Кривошипно-коромысловый механизм 
может быть проще (рис. 1.4, б). Вместо допол
нительных шарниров увеличена подвижность 
кинематических пар. Для этого в пары В и С 
добавлены по две угловые подвижности (В^ц 
и Cjjj). Замещающие звенья будут АВ (одна 
замена), ВС (три замены), из которых одна 
пойдет на местную подвижность (безвредное 
вращение шатуна вокруг своей оси) и CD - на 
общую подвижность. Такой механизм приме
няется практически во всех рулевых механиз
мах автомобилей (трапеция Жанто). Использо
вание сферических шарниров связано с необ
ходимостью иметь большие перекосы для раз
вала колес. 

Зубчатая передача на подшипниках пято
го класса с прямым или косым зубом имеет 
одну угловую избыточную связь. Она вызывает 
неравномерное распределение нагрузки по 
длине зуба, возрастание удельной нагрузки в 
несколько раз и преждевременное разрушение. 
Так, электровозная передача модуля 10 с тру
дом передает 800 кВт и требует значительных 
затрат на ее восстановление. Передача турбин
ного парохода "Физик Лебедев" модуля 7, и 
примерно такой же окружной скорости, пере
дает 10 МВт и работает без разрушения и из
носа благодаря параллельности осей, т.е. рав
номерности нагрузки, чего у электровоза дос
тигнуть невозможно. 

Недостающая угловая подвижность вве
дена в зацеплении механизма (рис. 1.5), в ко
тором вместо прямого применен арочный зуб. 
Угловая подвижность Л заменяет осевую, 
которую легко получить на одном из валов, 
применяя пару y4jy четвертого класса. Оси 
координат в этом случае взяты по нормали и 
касательной к профилям зубьев, замещающее 
звено АВу а звено ВС идет на общую подвиж
ность (степень свободы). Арочный зуб приме
няется в конических передачах всех автомоби
лей, и несмотря на то, что ввиду осевого уси
лия конического колеса у него имеется одна 
линейная избыточная связь, требующая вывер
ки пятна контакта зубьев, он себя блестяще 
оправдал. 

Зубчатая передача с промежуточным ко
лесом (рис. 1.6) на подшипниках пятого клас
са имеет две угловые избыточные связи, кото

рые устраняются очень просто. Промежуточ
ное колесо получает две угловые подвижности 
установкой на сферическую опору Cjjj . Пары 
ЛуВ, Д Е одноконтурные, и их легко расста
вить. Подвижности пары С расставлены на 
свободные места обоих контуров. Самоуста-
навливаемость возможна только потому, что 
нормали к профилям зубьев в парах В и D яе 
совпадают, что может быть нарушено, если 
линия центров имеет излом в точке С под 
углом 40®. Тогда только при одном направле
нии передаваемого момента самоустановки не 
происходит, а при другом она состоится. Если 
момент передается только в одном направле
нии (например, в грузоподъемных машинах), 
то можно подобрать расположение звеньев 
такое, чтобы самоустановка обеспечивалась, 
несмотря на излом линии центров. 
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Рис. 1.5. Зубчатая передача с арочным зубом 
(правильная самоустанавливающаяся конструкция; 

^ - w = 6 - l - l - l - l - 2 - l - 4 = - l ; 
А;= 3 - 2 = 1 ) 
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Рис. 1.6. Зубчатая передача с промежуточным колесом 
( ^ - и ' = 6 - 2 - 1 - 2 - 3 - 1 - 4 - 2 = - 1 ; 

/fc = 5 - 3=2) 
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Однорядный планетарный механизм 
(рис. 1.7) без учета современных требований 
конструкции, без плавающих звеньев и с под
шипниками пятого класса имел восемь избы
точных связей: две линейные, дающие неоди
наковую нагрузку трех сателлитов; шесть угло
вых с неравномерной нагрузкой зуба в шести 
зацеплениях. Для устранения линейных избы
точных связей одному центральному звену 
следует придать две линейные подвижности, 
выполнив его плавающим на зубчатом кардане 
Bjy^. Для уменьшения трения карданный вал 

следует- выполнить подлиннее, а плавающее 
звено выбрать наименьшего радиуса, т.е. ис
пользовать солнечное колесо. Радиус зубчатого 
кардана на трение не влияет. Угловые избы
точные связи устраняются, если сателлиты 
будут иметь шесть угловых подвижностей. Для 
этого их нужно поставить на сферические 
пары III аналогично паразитным колесам. 
Устранение избыточных связей в зерноубороч
ных комбайнах дало увеличение долговечности 
в 4 раза (комбайны "Нива*', "Колос**, 
"Сибиряк** конструкции Д.И. Шаткуса). 

Рис. 1.7. Одноплоскостной 
планетарный механизм 

{q'W=e-2-l-2' 
- 2 - l - 9 = - l ; Â : = 

13-8=5); 
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Структурное исследование этого меха
низма значительно сложнее рассмотренных. 
Число контуров равно 6=(12-6), а главное -
пары П2 расположены под разными углами. В 
сложных планетарных механизмах чисЛо кон
туров 13, 18 и больше. Поэтому для упроще
ния важно уменьшать их расчетное число. 
Автором вместе с Г.А. Черновой предложены 
структурные блоки [9] - часть механизма, для 
которой предварительно определяются струк
турные параметры, подставляемые в оконча
тельную структурную таблицу так же, как под
вижности кинематической пары. 

Для планетарных механизмов такой блок 
целесообразно выбрать из одного ряда зубча
тых колес с подшипниками сателлитов (рис. 
1.8). Подшипники центральных звеньев 
(солнечного колеса, венца и водила) в этот 
блок не включены. Если они есть (при плава
ющих звеньях они Moiyr отсутствовать), то 
учитываются в структурной табл. 1.2. При 
расчете удобно пользоваться параметрами де
сяти структурных блоков [9]. Два из них при
ведены на рис. 1.8. В нашем случае воспользу
емся блоком, показанным на рис. 1.8, б. Че
тыре контура входят в структурный блок, ос
таются два (6-4) контура. 

S) 

й,*5 + 
а) ГхJ Ц 

«/;xj(V| 
f -xj . 

Рис. 1.8. Одноплоскостной планетарный механизм: 
а- с избыточными связяхш; ̂  - без избыточных 

связей 
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1.2. Структурная таблица одноплоскостного планетарного механизма 

Планетарный 
механизм 
(рис. 1,8) 
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Пб 
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кб 
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/б 
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- f / . г -(Г 

а а а 

б б б 

f'x-^fy^fz 

0 0 2а 

26 26 26 

По формуле О.Г. Озола q -W = = 2 2 - 9 = 13 заберут восемь контуров. Оста-
zzdk - f = 6 - 2 - 1 - 2 - 2 * 1 - 9 = - 1 , Учтены ®^^ ^̂ ^̂  контуров, что значительно упрощает 
только те кинематические пары, которые не З̂Д̂ *̂ -
вошли в блок, т.е. Ау^В^^^ и Су, но вошла 
подвижность блока /^ . Очень важно, чтобы в 1.3. Структурная таблица к рис. 1.9 
расчете учли все подвижности кинематических 
пар, но только один раз, т.е. в блоке или в 
таблице. Подвижности блока б внесены в 
структурную таблицу так же как и подвижнос
ти кинематической пары, - в соответствующие 
строку и столбец. В результате избыточных 
связей нет, подвижность f^ - одна угловая. 
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Рис. 1.9. Двухступенчатый механизм 

Зубчатый кардан усложняет механизм, а 
трение в нем искажает распределение нагрузки 
между сателлитами. Избежать этого можно в 
двухступенчатом механизме (рис. 1.9), в кото
ром соединительное звено вьшолнено плава
ющим. Один конец размещен на трех сателли
тах первой ступени, а другой - на трех 
"паразитках" второй. Осевое смещение устра
няют два упора В^ и Cj, что вызывает избы
точную связь, но она не страшна, так как 
можно сделать большой зазор. Два структур
ных блока 6i и 02 из контуров к = р -п -

Рис. 1.10. Самоустанавлнваммцийся сателлит 
конструкции Д.И. Шаткуса 
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Рис. 1.11. Самоустаншливжницийся сателлит 
конструкции В.Н. Ермака 

По формуле О.Г. Озола g -W = 
= 6 - 5 - 1 - 2 - 5 - 2 — 9*2 = 0, потерялись 
подвижность и избыточная связь. Согласно 
контурному методу получена структурная табл. 
1.3. Замещающим звеном является соедини
тельное. Оно дает две замены: f^ через / * и 

/ ' через f^. Получены одна угловая подвиж

ность и одна избыточная связь q'^ в контуре 
6iBC 62. При малых передаточных чисщах 
(электромотор колеса) во второй ступени 
трудно разместить сферический подшипник 
достаточной нагрузочной способности. Извес
тна конструкция Д.И. Шаткуса с двумя под
шипниками с цилиндрическими роликами 
(тип 2000) при общем наружном кольце со 
сферической поверхностью (рис. 1.10). Для 
сборки в сателлите прорезаны два паза. Разме
стить подшипник в сателлите удалось Г.А. 
Снесареву применением сателлита-
подшипника. Радикальное решение предложе
но В.Н. Ермаком (рис. 1.11): вал сателлита 
опирается на два подшипника, расположенных 
в водиле. Необходимые угловые подвижности 
достигаются сферическим соединением венца 
с валом. Для сборки сфера составлена из трех 
сегментов с углами 90, 135 и 135 .̂ Сегменты 
вложены в вывернутом на 90^ положении. 
После чего сфера развернута в нормальное 
положение. 

Рис. 1.12. Сдвоенный сателлит 
с клиновым уравнительным механизмом 

Если один подшипник необходимой ра
ботоспособности не размещается в сателлите, 
то можно применить сдвоенный сателлит с 
клиновьв! уравнительным механизмом (рис. 
1.12). Избыточные связи можно обнаружить 
при сборке. Статически определимый меха
низм должен собираться без натягов. Наличие 
натягов свидетельствует об избыточных связях. 
Метод графов, предложенный Л.А. Павловой 
[4], в котором рассматривается граф механиз
ма, может дать дальнейшее развитие совре
менным математическим методам. 

Кроме поконтурного метода можно при
менять метод уточненных структурных фор
мул, приведенных в табл. 1.4, на примере 
трехклавишного соломотряса (рис. 1.13). 
Структура этого тройного механизма парал
лельного кривошипа одинакова с кривошип-
но-коромысловым механизмом. Избыточные 
связи устранены постановкой подшипников D 
и К на. поводки В^цЕу и ^ ц ! А п • Подвиж
ности рассматриваются не все вместе, как у 
О.Г. Озола и А.П. Малышева, а расписывают
ся в отдельные столбцы и строчки по видам 
(как и в поконтурном методе). По предложе
нию Е.Ю. Качаловой объединены вместе 
плоские подвижности /;^ + /у + /^ и неплос
кие fx'^fy+ f'z • В отдельном столбце запи
саны все подвижности по формуле Озола. 
Потребовались замены подвижностей, которые 
показаны линиями со стрелкой. 



САМОУСТАНАВЛИВАЮЩИЕСЯ МЕХАНИЗМЫ 393 

Рис. 1.13. Трехклшишный соломотряс 
без избыточных связей 

1.4. Метод уточненных формул и поконтурный 
метод для соломотряса (рис. 1.13) 
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Заменяющие звенья обозначены следую
щим образом: в первой строке ВС^ FG^ HJ -
направленные по оси х, во второй (АВ), 
{DE) у KL - по оси у у в третьей DK - по оси z. 
Замены могут быть плоские, когда обе кине
матические пары (заменяемая и заменяющая) 
плоские, и оформляются в средней колонке. 
Неплоские замены, когда обе кинематические 
пары неплоские, оформляются в правой ко
лонке. Если одна кинематическая пара имеет 
неплоскую подвижность, а другая плоскую, то 
замена будет неплоско-плоской и оформляется 
в двух этих колонках. Звенья, дающие две 
замены - без скобок, дающие плоские замены 
- в круглых скобках, неплоские в квадратных 
(отсутствуют) и неплоско-плоские - в одной 
1фуглой и одной квадратной. При проектиро
вании механизма наличие заменяющего звена 
соответствующего направления надо прове
рять. 

Замена подвижностей в сложных меха
низмах облегчается тем, что она происходит в 
пределах одной структурной группы. Таких 
групп Ассура три: двухповодковая, трехповод-
ковая, и четырехповодковая. Они могут вы
рождаться, т.е. обращаться в подвижную с 
избыточной связью [5, 9]. 

Изменением классов кинематических пар 
автору удалось получить двадцать схем групп 
нулевой подвижности [9], а использованием 
метода присоединения - применить группы и 
ненулевой подвижности, причем каждая пос
ледующая группа не должна влиять на под
вижность предыдущих групп [9]. Такие труппы 
можно использовать как структурные блоки 
для сотфащения числа контуров при покон-
турном методе. 
Метод уточненных структурных формул (табл. 
1.5) применим для вращающейся печи (рис. 
1.14). Такая печь имеет длину 180...200м, диа
метр 7 M и массу до 6000 т. Она опирается на 
15 роликов (14 с горизонтальный осью и 1 с 
вертикальной) с нагрузкой на каждый до 5 
МН. Подвижности рассмотрены только ли
нейные и угловые. В табл. 1.5. приведены две 
неплоско-плоские замены, заменяющие звено 
- барабан. 

Рис. 1.14. Опорные ролики вращающейся, печи 
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1.5. Метод уточненных структур для роликов 
вращаюпшсся печи (рис 1.14) 

я=16 

Ру =15 
/ '„=15 
к=14 

W 
1 1 

/ 

-15 
-60 
84 

25-16 =9 
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25 

f'^f 
0 -15 

-30 -30 
42 + 42 
12 ^ -3 
Г2-Гб 
10 + 15 

В связи с проскальзыванием отдельную под
вижность могут иметь барабан и все 15 роли
ков (всего 16) Результат избыточных связей -
10 линейных и 15 ушовых (из-за них печи 
очень плохо работали; возникали положения с 
роликом "на весу")- Устранение избыточных 
связей достигается или балансирами, или ус
тановкой под каждым роликом гидравлическо
го цилиндра [9]. Они соединены трубопрово
дами в четыре отдельные системы. При проек
тировании трубопроводов следует учитывать, 
что потери напора в них обратно пропорцио
нальны диаметру в пятой степени, что откры
вает большие возможности для их уменьше
ния. Применение пневматической системы 
вместо гидравлической, предложенной Г.В. 
Раевским (вместо цилиндров - резиновые по
душки, а затем мембраны), устраняет избы
точные связи и обеспечивает одинаковую на
грузку на ролики. Поэтому от двух электро
двигателей можно сделать привод на четыре 
ролика и избежать привода на барабан. Для 
последнего требуется зубчатое колесо диамет
ром до 8 м, требующее специальных станков 
для изготовления. Для плоского механизма 
(точнее для одноплоскостного), так как могут 
быть и многоплоскостные (см. рис. 1.9), 
Z = 6j62 = О и неплоско-плоских замен нет. 
Тогда можно отдельно рассматривать плоские 
(индекс п) и неплоские (индекс н) подвижно
сти и избыточные связи. Получены структур
ные форлсулы: 

9 „ - F F „ = 3 À : - ( / ; + / ; + / ; ) ( i . i ) 

и 
< 7 „ - > г „ = з А : - ( / ; + / ; + / ; ) 

или 
« „ - » ' „ = 3 * - / ' н - 2 / ' в 

« н - » ^ „ = 3 * - / „ . 
Формула (1.1) представляет формулу 

О.Г. Озола, но пригодна только для одноплос
костного механизма (имеется еще и 
"неплоская" формула). 

Аналогично плоской формуле О.Г. Озола 
плоская формула А.П. Малышева 

9 п - » ' п = - З я + 2 р „ + Р з - (1-2) 
Она отличается от формулы Чебьпиева 

Ът - 2(л + V) = 1, 
ще m - число подвижных звеньев; Ai+v - чис
ло шарниров. 

Плоская формула А.П. Малышева (1.2) 
применима только с теми же оговорками, что 
и плоская формула О.Г. Озола. Таким обра
зом, определена сущность плоских, неплоских 
и полных структурных формул, а также- при
чина различия коэффихщентов для них. 

Следует отметить ошибочность примене
ния общих связей, согласно которым одинако
вые связи, наложенные на все звенья меха
низма, 
1Г =/,(6 - v ) - ; , v ( 5 - v ) - p i v ( 4 - v ) - . . . . 

Число общих связей v считали номером 
семейства. Приравняв W по этой формуле 
значению W по формуле А.П. Малышева, 
получаем 

или 
v(-«+/?V +/^IV-^-) = ^-

В скобках Р'П—к. Откуда v = q/k, т.е. 
число общих связей - это среднее число избы
точных на контур, а не приложенных связей, 
которые означают дополнительные силы или 
моменты, передаваемые парами, что невоз
можно. Число V может быть дробным, а число 
связей обязательно целое. 

Предложенная "переменная структура" 
также не решает вопрос о связях, наложенных 
на кинематическую пару, входящую в два кон
тура. Деление связей на родовые и индивиду
альные еще больше осложнило проблему. Не
известно полное исследование структуры ме
ханизма с помощью общих связей, с опреде
лением всех связей и подвижностей. Ошибоч
но, например, рассматривать ферму как меха
низм, считая, что в нем могут быть или под
вижности, или избыточные связи, но не вмес
те то и другое. Так, в вале на трех опорах 
много избыточных связей и одна подвижность. 
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Глава 2 

КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

2.1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

К и н е м а т и ч е с к и й а н а л и з 
м е х а н и з м а заключается в определении 
движения его звеньев по заданным относи
тельным движениям тех звеньев, которые об
разуют между собой входные кинематические 
пары (входные пары). В большинстве меха
низмов имеется одна входная пара - кинема
тическая пара, образуемая двумя звеньями, 
закон относительного движения которых счи
тается заданным. 

Будем различать два типа рычажных ме
ханизмов: 1) одно из двух звеньев, образую
щих входную пару, является стойкой; 2) оба 
указанных звена подвижные. Большинство 
механизмов, применяемых в технике, относит
ся к механизмам первого типа (см. п. 1-4, 
табл. 2.1.1). В этих механизмах входным зве
ном называют подвижное звено, образующее 
входную пару со стойкой. Цель кинематичес
кого анализа механизма первого типа - опре
деление движения всех подвижных звеньев 
при заданном» движении входного звена. Для 
механизмов второго типа (см. п. 5, табл. 2.1.1) 
не представляется возможным указать входное 
звено среди двух звеньев, образующих вход
ную пару. Цель кинематического анализа ме
ханизма второго типа - определение абсолют
ного движения (относительно стойки) всех 
подвижных звеньев механизма при заданном 
относительном движении двух указанных зве
ньев. 

Кинематическая схема механизма есть 
его структурная схема с указанием размеров 

звеньев, необходимых для кинематического 
анализа механизма. Такие размеры (линейные 
или угловые) являются постоянными парамет
рами кинематической схемы механизма. Пе
ременные параметры кинематической схемы 
механизма - это линейные или угловые вели
чины, определяющие положения подвижных 
звеньев относительно стойки или других под
вижных звеньев. Среди переменных парамет
ров имеются независимые и зависимые. В 
качестве независимых переменных параметров, 
называемых обобщенными координатами ме
ханизма, обычно принимаются относительные 
перемещения звеньев, образующих между со
бой входные игры. Как уже отмечалось, число 
обобщенных координат называется числом 
степеней свободы W^ или подвижностью, ме
ханизма. В технике наиболее распространены 
одноподвижные рычажные механизмы (W==l). 

Ф у н к ц и е й п о л о ж е н и я м е 
х а н и з м а называется зависимость коор
динаты выходного звена от обобщенных коор
динат механизма. Под координатой выходного 
звена здесь понимается переменный параметр, 
определяющий положение выходного звена 
относительно стойки. Если положение выход
ного звена относительно стойки определяется 
d координатами, то вводится d функций по
лег сения механизма. 

Наряду с функцией положения механиз
ма (относящейся к выходному звену) вводятся 
еще функции положения других подвижных 
звеньев, входящих в ведомую кинематическую 
цепь. 

В табл. 2.1.1 приведены примеры функ
ций положения механизмов. 

О б о б щ е н н о й с к о р о с т ь ю 
м е х а н и з м а называют первую производ
ную от обобщенной координаты механизма по 
времени. В шарнирном четьфехзвеннике (см. 

п. 1, табл. 2.1.1) coj = — - = 9 i - обобщенная 
dt 

скорость механизма. Аналогом скорости точки 
какого либо звена механизма является первая 
производная радиуса-вектора этой точки по 
обобщенной координате механизма. Аналогом 
угловой скорости звена механизма называется 
первая производная угловой координаты этого 
звена по обобщенной координате механизма. 
Аналог ускорения точки какого-либо звена 
механизма - вторая производная радиуса-
вектора этой точки по обобщенной координа
те механизма. Анадогом углового ускорения 
звена механизма является вторая производная 
угловой координаты этого звена по обобщен
ной координате механизма. 

В шарнирном четырехзвеннике (см. п. 1, 
, £/фо , ^ Ф^ 

2.1.1): фз = — - и фз = Y~ ~ ^"зло-
^Ф1 ^ 1 

табл. 



2.1.1. Примеры механизмов и их функций положения 

Механизмы Схема механизма Величины 
W, d Параметры 

постоянные переменные 

Обобщенные 
координаты 

Выходное 
звено 

Функция 
положения 

1. Шарнирный 
четырехзвен-
ник 

2. То же 

hy hy h k Фь Ф2> Фз» 
\х (ц - угол 
передачи) 

Ф1 

d=3 

Фз(ф1) 

Ф2(Ф1) 

З.Кривошипно-
ползунный 

ж=1, 
d=l 

1ъ 1ъ Ув Фь ^В. ^ (^ 
- угол дав

ления) 

Ф1 ^5(Ф1) 



Механизмы 

4.Семизвенный 
плоский 
шарнирный 

5.С качающим
ся цилиндром 

Схема механизма 

VÂPZQ 

В 

У^ 7 
А 7̂ / \ 

А 

yz:^,0 . X 

Величины 
W, d 

Ж=2, 

Ж=1, 

Параметры 
постоянные 

Ih Ь h^ k 

переменные 

Д Фь Фз, Ц 
(|Л - угол 
передачи) 

Обобщенные 
координаты 

ФЬФ2 

X 

Выходное 
звено 

6 

3 

Функция 
положения 

Фб(фЬ Ф2) 

Фз(А) 
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ги угловой скорости и углового ускорения 
л 

d г г dtr звена 3; и — 

ускорения точки С, где Гс = АС. 

- аналоги скорости и 

2.2. СБОРКИ РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

При любом положении входного звена 1 
другие подвижные звенья механизма можно 
собрать, как правило^ несколькими способами, 
т.е. существует несколько вариантов сборки 
механизма заданной структуры и при задан
ных значениях его постоянных параметров. 
Сборки рычажных механизмов рассмотрим на 
примере плоских механизмов с W==\. 

Наличие нескольких вариантов сборки 
механизма при некотором положении входно
го звена 1 обусловлено тем, что звенья каждой 
из групп Ассура, входящих в его состав, при 
фиксированных положениях внешних шарни
ров группы могут быть собраны двумя или 
более способами, т.е. существуют два или бо
лее варианта сборки группы. 

Так, двухзвенная группа Ассура имеет 
два варианта сборки (рис. 2.2.1, а), а четьфех-
звенные группы Ассура - до шести вариантов 
сборки. На рис. 2.2.1, б показаны две возмож
ные сборки шарнирного четырехзвенника: 
ABC\D - первая сборка; ABCiD - вторая 
сборка. 

Рис. 2.2.1. Вяряаеты сборки: 
а - двухзвенной грушты Ассура; б - шарнирного 

четырехзвенника 

Если при одностороннем повороте вход
ного звена 1, т.е. при непрерывном и моно
тонном измснении угла ф2, положения звень
ев 2, 3, ..., AÎ-1 механизма будут также непре
рывно изменяться, то это означает, что меха
низм продолжает находиться в одной и той же 
сборке. На практике рычажные механизмы 
работают обычно в какой-либо одной из воз
можных сборок на всем заданном диапазоне 
движения входного звена, не переходя в дру
гую сборк>'. 

Различают кривошипные и некривошип
ные сборки. Если, оставаясь в одной и той же 
сборке, все звенья механизма при непрерыв
ном и одностороннем повороте входного звена 
1 периодически, с периодом по углу фь рав
ным 2пу возвращаются в свое исходное поло
жение, то такую сборку называют кривошип
ной. Если сборка существует на ограниченном 
(т.е. меньше 2п) отрезке изменения угла ф1, то 
такую сборку называют некривошипной. 

Отрезок [y4 ,̂jff̂ ] изменения угла ф ,̂ в 
пределах которого существует г-я сборка меха
низма, является областью существования г-й 
сборки (г=1, 2, ...,G; где G - общее число 
сборок механизма, обычно четное). Для кри
вошипной сборки Bj, - Aj. = 27С, а для некри
вошипной сборки О < Bj. - Aj, <2п; 

6) 

Рис. 2.2.1. Шестнзвенный плосгай шарнирный 
механизм с трехповодковой группой: 

а - кинематическая схема; б - функщш положения 
выходного звена для всех возможных сборок 

Угловая координата Ф/=Ф/(ф1) есть 
функция положения звена / механизма для г-й 
его сборки (/=2, 3, ..., л-1). Функцию 
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^n-l(^l)> относящуюся к выходному звену 
л-1, называют функцией положения г-й сбор
ки. На рис. 2.2.2 в качестве примера показаны 
графики функций положения выходного звена 
5 шестизвенного плоского шарнирного меха
низма с трехповодковой группой при опреде-
леных значениях его постоянных параметров 
для всех возможных его сборок. 6 данном 
случае две сборки - ]фивошипные, а шесть 
сборок - не]фивошипные. 

Левая Af (или правая Вг) граница г-й не-
]фивошипной сборки одновременно является 
левой (или правой) границей другой некриво
шипной сборки. Положение механизма, отве
чающее общей границе двух не]фивошипных 
сборок, называют мертвым положением, а 
соответствующее значение угла ф̂  - критичес
кой точкой. Ч1?Сло 1фитических точек равно 
числу не]фивошипных сборок (обычно чет
ное). В мертвом положении механизм имеет 
конфигурацию застопоривания (предполага
ется, что движущая сила приложена только к 
входному звену 1). 

При приближении значения ф1 к Л^ 
справа или В^ слева производные ^ф^ 1^\ 
неограниченно возрастают; на самой границе 
касательная к графику функции положения 
Ф̂ . (фЛ становится вертикальной. Участки 

области существования некривошипной сбор
ки, достаточно близко примыкающие к ее 
границам, т.е. к 1фитическим точкам, характе
ризуются неблагоприятными значениями кри
териев качества передачи движения и сил. 

2.3. ПРИЗНАКИ ВАРИАНТОВ СБОРЮ! ГРУПП АССУРА 

Существуют пять модификаций двух-
звенной плоской структурной группы: ВВВ, 
ВВП, ВПВ, ВПП и ПВП (В - вращатель
ная, П - поступательная пара). Группы ВВВ, 
ВВП и ВПВ (см. рис. 2.2.1; а, 2.3.1 а,6) име
ют по два варианта сборки в общем случае и 
только при особых положениях звеньев - один 
вариант сборки, группа ВПВ - один вариант 
сборки также в том случае (не особом), когда 
У15=С/>=<), группы ВПП и ПВП (рис. 2.3.1, 
в, г) - один вариант сборки. 

Особые положения звеньев групп ВВВ, 
ВВП и ВПВ следующие: для группы ВВВ 
точки А^ В и С лежат на одной прямой; для 
группы ВВП АВ±1^; для группы ВПВ BD=0. 
Звенья группы ВВВ, ВВП или ВПВ, входя
щей в состав механизма, не должны оказы
ваться в особом положении, так как особому 
положению группы соответствует мертвое по
ложение механизма. 

Рис. 2.3Л. Вжрнжнты сборки двухзвенных плоских струггурньк групп: 
а - ВВП; б - ВПВ; в - ВПП; г - ПВП; В - врашательная пара; П - поступательная пара 
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Признаки, или числовые показатели, M 
варианта сборки (при отсутствии особых по
ложений) следующие [8]: 

для групп ВВВ (рис.2.2.1, а) и ВПВ (рис. 
2.3.1, б) 

M = &gti\Mc Слв\\ = sgn[(c ï X Z s ) . л] ; 

(2.3.1) 
для группы ВВП (рис. 2.3.1, а) 

M = sgn 

где 

[ ( ^ ) J = sgn(/LB.4 ]̂, (2.3.2) 

Af^jA^I - момент вектора ЛВ относи
тельно точки С (алгебраическое значение); 
1АВ\ - проекция вектора АВ на ось С; Л и 

Ç - орты осей Z и ^ (ось Z перпендикулярна к 
плоскости чертежа и направлена вверх; ось z и 
орт к на рис. 2.3.1 не показаны). 

Правило выбора знака момента 
Af^iA^j такое: если поворот вектора АВ 

вокруг точки С виден против часовой стрелки. 
М, . ( У 1 5 ) > 0 . в противном случае 

МС1АВ\<0. ИЗ формул (2.3.1) и (2.3.2) сле
дует, что при отсутствии особых положений 
звеньев группы признак М=-^1 или -1. При 
особых положениях звеньев группы ВВВ, ВВП 
или ВПВ признак М=0, Числовой показатель 
Л/является структурным, а не геометрическим 
признаком группы, так как он инвариантен по 
отношению к геометрическим параметрам 
звеньев группы. 

Для большинства плоских групп Ассура с 
четырьмя звеньями и более пока не найден 
структурный признак, аналогичный признаку 
M для двухзвенных групп. Для пространствен
ных структурных групп признак варианта 
сборки может быть введен при п^р = 2 и не 
найден при п^р > 2, где п^ - число звеньев 
группы. »гр 

2.4. ПРИЗНАКИ СБОРКИ 
РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

Для плоских рычажных механизмов вто
рого класса вариант их сборки при данном ф̂  
устанавливается при помощи набора призна
ков Ml, М2, ..., Mfn вариантов сборки от
дельных диад, входящих в состав механизма 
(т - число диад). В пределах области суще
ствования А^ < ф2 < В^ какой-либо г-й сбор

ки механизма показатели Mi, Л/2, •••, М^ не 
изменяют своих значений (лишь только на 
границе А,- или Bf области по крайней мере 
один из них станет равным нулю). Поэтому 
они могут служить признаками, определяю
щими сборку механизма второго класса во 
всей области существования. Например, в 
шестизвенном механизме (рис. 2.4.1) m = 2. В 
соответствии с формулами (2.3.1) и (2.3.2) 
ЛГ[=-1, Af2=+1 где Ml и М2 - признаки ва
риантов сборки первой диады ВВВ (звенья 2 и 
3) и второй диады ВВП (звенья 4 и 5). 

Рис.2.4.1. Шестизвенный механизм 
с диядами ВВВ и ВВП 

Если в структуре механизма имеется 
группа, для которой не найден структурный 
признак сборки (типа признака М), то для 
такого механизма не представляет возможным 
ввести какой либо числовой критерий или 
набор критериев, с помощью которых можно 
было бы однозначно выделить конкретную 
сборку механизма. 

2.5. КРИТЕРИИ КАЧЕСТВА 
ПЕРЕДАЧИ ДВИЖЕНИЯ 

Критериями качества передачи движения 
(иди сокращенно - критериями передачи) 
называются критерии работоспособности ры
чажного механизма, сферой действия которых 
является этап кинематического анализа или 
синтеза механизма. Объектом исследования на 
этих этапах является кинематическая схема 
механизма. 

В теории механизмов в качестве крите
рия передачи широко. используют угол давле
ния - острый угол Ô между направлением 
силы давления (нормальной реакцией) Rf^^j на 
звено к со стороны смежного звена / и скорос
тью V точки приложения этой силы. В криво-
шипно-ползунном механизме (см. табл. 2.1.1) 
угол давления Ô определяется в шарнире Д 
как угол между реакцией R22 и скоростью v^ 
(считается, что реакция Лз2 направлена по 
отрезку АВ ). 

Угол давления Ô используется в тех слу
чаях, когда можно достаточно просто найти 
направления векторов Rf^j и V (рис.2.5.1). 
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Рис. 2.5.1. Шестизвенный механизм 
с двумя диадвмн ВВВ 

Наряду с углом давления в плоских ме
ханизмах, содержащих диаду вида ВВВ, в ка
честве критерия передачи используют угол 
передачи ц - угол между двумя звеньями диа
ды вида ВВВ (см. рис. 2.2.1, а) Для шести-
звенного механизма, показанного на рис. 
2.5.1, вводятся два угла передачи (цх и Ц2)-
Угол |л может изменяться от О до 180^, причем 
ц=0 или 180^ только при особых положениях 
звеньев диады ВВВ, которые рассмотрены 
выше. Между углами О и ц (для диады ВВВ) 

существует соотношение О = ц - 90 . 

Угол давления Ô и угол передачи \i дол
жны удовлетворять условиям: 

^(ф2) < $д при всех 9 j е [У4, J5]; (2.5.1) 

^^д- '^(^ l ) - l^^ -Цд при всех ф1 е [ Л , 5 ] , 
(2.5.2) 

где ^д и |Лд - допускаемые значения углов 
соответственно давления и передачи; [-4,^1 -
заданный отрезок изменения угла ср^, лежа
щий в пределах области существования рас
сматриваемой сборки механизма. 

Углы ^ ^ 1̂ д назначаются исходя из 
конкретных условий работы механизма. На
пример, часто берут угол Од =30 . . . 45 , а 
угол |Лд = 45 . . .60 . 

Ранее отмечалось, что углы О и |Л могут 
быть найдены для ограниченного набора 
структурных схем рычажных механизмов, но и 
в этом случае они не всегда достоверно ин
формируют о качестве передачи движения. 
Между тем, можно получить такие критерии 
передачи, которые, во-первых, являются более 
объективными показателями качества меха
низма (на уровне его кинематической схемы) 
и, во-вторых, применимы для любых рычаж

ных механизмов [6]. Так, для одноподвижных 
плоских рычажных механизмов, у которых 
выходное звено образует пару вида В со стой
кой, а двухпарное выходное звено образует 
пару вида В или П со стойкой и пару вида В 
с предыдущим звеном, рекомендуется исполь
зовать критерий 

^ = FJR, (2.5.3) 
где Fc - модуль условной силы сопротивления 
FQ; R - максимальный из модулей реакций в 
кинематических парах механизма. 

Условная сила сопротивления /^ прикла
дывается к выходному звену. В случае, когда 
выходное звено образует пару вида П со стой
кой, т.е. является ползуном, сила FQ направле
на вдоль оси движения ползуна. В случае, 
коща выходное звено образует пару вида В со 
стойкой, 

где MQ - момент силы сопротивления; In-i -
длина выходного звена. Величины /^ в первом 
случае и MQ ВО втором случае назначаются 
произвольно. 

При определении реакций Rj в кинема
тических парах механизма (/=1, 2, ..., р; 
р=(Ъ/2)П'2 - число пар) принимаются следу
ющие допущения: 

в качестве механизма рассматривается его 
кинематическая схема; 

к звеньям механизма прикладывается 
унифицированная система активных сил и 
моментов: к входному звену 1 уравновешива
ющий момент Afyp, к выходному звену /2-1 
сила сопротивления FQ (В первом из двух ука
занных выше случаев) или момент сопротив
ления MQ (ВО втором случае); 

считается, что все подвижные звенья ме
ханизма находятся в равновесии при любом 
значении угла щ из заданного отрезка его 
изменения, а силы трения отсутствуют. 

При статическом анализе сил, действую
щих на подвижные звенья механизма, вектор 
FQ ИЛИ момент MQ считается заданным, а не
известными являются момент Afyp и реакции 

Rl^R2,*»',Rp. При этом число неизвестных, 
равное 2/Н-1 (в пересчете на скалярные вели
чины), совпадает с числом уравнений равнове
сия л-1 подвижных звеньев, равным 3(л-1). 

После расчета модулей Rj реакций 

J? У (у = 1,2,..., р) определяется 

R = max|i î i , jR2»-)^p)- Величины -Л/ур, Rj 



402 Глава 2. КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

и R всеща прямо пропорщсональны FQ или 
МСУ поэтому критерий передачи ав, найден
ный по формуле (2.5.3), получается безраз
мерным. 

Критерий ае имеет чисто геометрическую 
природу, зависит только от параметров кине
матической схемы механизма и является фун
кцией входного угла ф^, т.е. » = »(ф^). Мож
но показать, что всегда R^ F^. Поэтому 1фи-
терий ав = 0...1 (так же как и косинус угла 
давления О ). В наиболее благоприятном слу
чае ав = 1, в самом неблагоприятном (в мерт
вом положении механизма) » = 0. Вблизи 
мертвого положения значения ав близки к 
нулю. 

При анализе или синтезе механизма 
нужно проверять условие 

ав(ф^)^ аВд при всех ф^ е [ ^ , ^ ] , (2.5.4) 

ще аЭд - минимально допустимое значение 
]фитерия ав; можно принять 

»д =cos45^ =0,707. 
Учет ]фитериев передачи на стадии ки

нематического синтеза не гарантирует получе
ния работоспособного механизма после его 
конструктивной реализации, но создает необ
ходимые предпосылки для этого. Критерии 
передачи позволяют оценить не только каче
ство передачи движения и сил в механизме, но 
и степень удаленности от опасной зоны, при
мыкающей к границам области существования 
сборки, в которой все качественные характе
ристики механизма (аналоги скоростей и ус
корений, чувствительность функций положе
ния звеньев к погрешностям значений пара
метров механизма и др.) становятся неблагоп
риятными. 

Пример. Для шестизвенного плоского 
шарнирного механизма, содержащего трехпо-
водковую группу (см. рис. 2.2.2, а), 1фитерий 
передачи, рассчитанный в соответствии с из
ложенной выше методикой, 

^ншщ (2.5.5) 

Здесь 

D = /з8ш(ф4 -фз)8ш(ф5 - ф г ) + 

+/>з8т(ф4 -ф2)8ш(фз -1-вз -Фз); (2.5.6) 

/ i =/з8ш(ф4 - ф з ) + ^ з ^ Ц ф з +^3 "Ф4)» 

F2 = Ь^ 8ш(фз + вз - Ф2); 

^3 = ^^1 + ^2 " Щ^2 С08(ф4 - Фг)-

2.6. ЗАДАЧИ КИНЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 

Сформулируем харакгерные задачи ки
нематического анализа рычажных механизмов, 
рассматривая одноподвижные механизмы, 
входное звено 1 которых образует вращатель
ную пару со стойкой О, а звенья 2, 3 , , . . , л-1 
входят в состав ведомой кинематической цепи 
механизма. 

1. При заданном положении входного 
звена 1, т.е. при данном ф1, и для одной оп
ределенной сборки механизма установить, 
существует ли эта сборка. При положительном 
результате найти следующие величины 
(список I): положения звеньев ведомой цепи 
по отношению к стойке; координаты отдель
ных точек этих звеньев; значения критериев 
передачи движения; аналоги угловых скорос
тей и угловых ускорений звеньев ведомой 
цепи; аналоги скоростей и ускорений отдель
ных точек этих звеньев. 

2. При заданном положении входного 
звена 1 найти число H всех возможных вари
антов сборки механизма. Если H >0, то в 
каждом из вариантов сборки определить вели
чины, перечисленные в списке I. 

3. На заданном отрезке [А, В] изменения 
угловой координаты ф1 входного звена 1 ме
ханизма для одной определенной его сборки 
установить, принадлежит ли отрезок [А, В] 
области существования данной сборки. При 
положительном результате получить следую
щие функции (список П): функции положе
ния звеньев ведомой цепи механизма; траек
тории отдельных точек этих звеньев; зависи
мости критериев передачи от фх; зависимости 
аналогов угловых скоростей и ускорений зве
ньев от ф1; зависимости аналогов скоростей и 
ускорений отдельных точек этих звеньев от ф1. 

Обычно функции (зависимости) и траек
тории точек, перечисленные в списке П, пред
ставляют в табличном виде, т.е. для ряда пос
ледовательных значений угла ф1 из области 
[А, В]. Возможен другой вариант постановки 
задачи 3: требуется найти область существова
ния (по углу ф1) рассматриваемой сборки и в 
этой области получить те же функции 
(список П). 

4. Найти общее число G сборок меха
низма, выявить среди них кривошипные и 
некривошипные сборки, установить их число, 
определить области существования (по углу 
(pl) некривошипных сборок, получить для всех 



ПРОЕКТИРОВАНИЕ ЗАМКНУТЫХ ВЕКТОРНЫХ КОНТУРОВ 403 

найденных сборок функции, приведенные в 
списке П. 

На практике при решении сформулиро
ванных выше задач обычно не требуется весь 
набор величин или функций, приведенных в 
списках I и П. При помощи аналогов угловых 
и линейных скоростей и ускорений можно 
определить угловые скорости и ускорения 
звеньев механизма, а также скорости и уско
рения отдельных точек этих звеньев при усло
вии, что задан закон изменения 9i=9i( / ) 
обобщенной координаты механизма в функ
ции времени /. Например, угловая скорость 
фу и угловое ускорение ф̂ . звена / вычисляют
ся по формулам (здесь предполагается, что 
угловая координата ф/ звена отсчитывается от 
неподвижной оси): 

Ф/=ф/Ф1; Ф,-=Ф1Ф1+Ф/Ф1- (2.6.1) 
2.7. ПОГРУШШЫЙ СПОСОБ 

АНАЛИЗА РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

Наиболее рациональный принцип кине
матического исследования механизма - это 
последовательный анализ структурных групп 
(групп Ассура), входящих в его состав, в по
рядке их присоединения при образовании 
структурной схемы механизма: Такой принцип 
называется погруппным способом анализа 
механизма. При применении погруппного 
способа задача анализа механизма сводится к 
серии задач анализа отдельных структурных 
групп, входящих в его состав. Алгоритм анали
за любого рычажного механизма можно соста
вить, формируя его из отдельных унифициро
ванных блоков (модулей), каждый из которых 
содержит алгоритм анализа какой-либо струк
турной группы. Предварительно необходимо 
разработать алгоритмы анализа различных 
структурных групп. Погруппный способ кине
матического анализа рычажных механизмов 
хорошо согласуется с аналогичным принципом 
в их структурном анализе, а также в кине^ос-
татическом анализе. 

Погруппный способ анализа имеет неко
торые особенности в зависимости от типа ры
чажного механизма (см. п. 2.1). В механизмах 
первого типа анализу структурных групп 
предшествует анализ входного звена при дан
ном значении обобщенной координаты ф̂  
механизма. Применение погруппного способа 
анализа для механизмов второго типа стано
вится возможным в том случае, если исполь
зовать не традиционный, а модифицирован
ный принцип Ассура структурного строения 
рычажных механизмов. В соответсгвии с тра
диционным принципом Ассура (пригодным 
только для механизмов первого типа), отделив 
от рьшажного механизма стойку и входное 
звено, получают ведомую кинематическую 

цепь, которая может быть разделена на группы 
Ассура. В соответствии с модифицированным 
принципом Ассура, используемым для меха
низмов второго типа, ведомую к^1нематичес-
кую цепь, разделяющуюся на группы Ассура, 
получают в два этапа: 1) ликвидируют относи
тельную подвижность двух звеньев, образую
щих входную пару, и эти два звена рассмат
ривают как одно условное звено; 2) отбрасы
вают стойку. 

Применение модифицированного прин
ципа Ассура иллюстрируется на примере четы-
рехзвенного механизма с качающимся цилин
дром (см табл. 2.1.1). Объединяют звенья 1 и 
2, образующие входную пару, в одно условное 
звено и отбрасывают стойку 0. Длина ОА ус
ловного звена зависит от значения обобщен
ной координаты Ху при котором решается 
задача о положениях. Условное звено и звено 
3 составляют двухзвенную группу с тремя 
вращательными парами, т.е. диаду вида ВВВ. 
Определив положения звеньев этой диады (по 
алгоритму, изложенному в п. 2.9), можно тем 
самым найти угловые координаты Ф1 и фз 
звеньев 1 и 3 механизма. 

Две характерные задачи кинематического 
анализа структурных групп непосредственно 
следуют из рассмотренных вьппе задач I и 2 
кинематического анализа рычажных механиз
мов. 

1. При заданных положениях, скоростях 
и ускорениях (или их аналогов) внешних пар 
группы Ассура и для одного определенного 
варианта сборки установить, существует ли 
этот вариант сборки. При положительном 
решении найти положения звеньев группы, 
координаты отдельных точек этих звеньев, 
значения критериев передачи, угловые скорос
ти и угловые ускорения звеньев, скорости и 
ускорения отдельных точек этих звеньев (или 
их аналоги). 

2. При заданных положениях, скоростях 
и ускорениях (или их аналогов) внешних пар 
группы Ассура найти число H всех возможных 
вариантов сборки. При H > О в каждом из 
вариантов сборки определить величины, пере
численные в задаче 1. 

При решении этих двух задач не обяза
тельно определять весь набор приведенных 
величин. Алгоритмы анализа двухзвенных и 
четырехзвенных плоских групп Ассура рас
смотрены ниже. 

2.8. АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ 
МЕТОДОМ ПРОЕКТИРОВАНИЯ 

ЗАМКНУТЫХ ВЕКТОРНЫХ КОНТУРОВ 
НА ОСИ КООРДИНАТ 

Задача о положениях звеньев - это наи
более важная часть задачи анализа рычажного 
механизма или структурной группы. 
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П е р в ы м э т а п о м ее решения 
является составление исходной системы урав
нений анализа. Применительно к плоским 
рычажным механизмам или структурным 
группам эта система может быть составлена по 
методу проектирования замкнутых векторных 
контуров на оси координат. Число уравнений 
в исходной системе совпадает с числом неиз
вестных параметров и для /î-звенного меха
низма равно обьршо л-2, а для структурной 
группы равно Airp (Лгр - число звеньев груп
пы). 

Рис. 2.8.1. Шестизвенный плоский шарнирный 
механизм с четырехзвенной 

группой Лссурв второго порядка 

Пример. Рассматривается шестизвенный 
плоский шарнирный механизм с четырехзвен-
ной группой Ассура второго порядка (рис. 
2.8.1). Двум выделенным замкнутым вектор
ным контурам ОАСЕВО и OADFBO соответ
ственно два векторных уравнения: 

WA+AC^^CE^OB-^BE; 
(2.8.1) 

При проектировании векторных уравнений 
,(2.8.1) на оси хну получаются четыре скаляр
ных уравнения с четырьмя неизвестными ф2, 
ФЗ, Ф4 и Ф5: 
/j С05ф2 + / j С08ф2 + /3 С05фз = ^ + 5̂ ^^^ф^ ; 

/j sin ф^ + /2 sin ф2 + /з sinФз = /5 sin Фз ; 

/j С08ф| -Ь Z>2 С08(ф2 "'" ^2) "•" 4̂ С08ф4 = 

/j 8 т ф | +^2 8 т ( ф 2 •^^2)'^и ^^^А = 

= ^5^Цф5 +^5)-
(2.8.2) 

В т о р о й э т а п решения задачи о 
положениях звеньев состоит в определении 
неизвестных параметров из исходной системы 

уравнений анализа. Число вещественных ре
шений исходной системы составляет Н. Слу
чай Н=0 означает, что при данном щ меха
низм не существует. В случае H > О суще
ствует H возможных вариантов сборки меха
низма при данном ф1. Применительно к 
структурной группе при заданных положениях 
ее внешних пар случай Н=0 означает, что 
группа не существует, а в случае H > О суще
ствует H вариантов сборки группы. 

Для плоских механизмов второго класса 
исходная система всегда разрешима в явном 
виде относительно искомых параметров, так 
как она распадается на несколько простых 
взаимно независимых подсистем, каждая из 
которых сводится к алгебраическому уравне
нию не выше второй степени и число которых 
равно числу групп Ассура в механизме. 

Для более сложных по структуре меха
низмов из исходной системы уравнений удает
ся в явном виде выразить лишь часть неизвес
тных параметров. Для других искомых пара
метров получается система меньшего числа 
уравнений (часто одно уравнение с одним 
неизвестным), которую приходится решать 
численными методами с помощью ЭВМ. На
пример, для механизма, показанного на рис. 
2.8.1, из системы (2.8.2) удается исключать 
неизвестные ф2, фз, Ф4 и получить одно урав
нение с одним неизвестным ф5; причем это 
уравнение может быть преобразовано к виду 
алгебраического уравнения шестой степени 
(относительно з т ф з ) , так что число ^ р е ш е 
ний системы (2.8.2) при данном ф1 может 
достигать шести. 

Для плоских структурных групп с числом 
звеньев п^. =2 и А 1 ^ , = 4 исходная система 
уравнений приводится к одному алгебраичес
кому уравнению с одним неизвестным. При 
этом в случае HJ, р = 2 данное уравнение имеет 

степень не выше второй, а в случае «j, р = 4 -
не выше шестой. 

После того, как решена задача о положе
ниях звеньев механизма при некотором ф | , 
могут быть найдены скорости и ускорения. 
Так, для получения аналогов угловых или ли
нейных скоростей и ускорений звеньев при 
том же ф1 нужно продифференцировать по ф^ 
уравнения исходной системы один или два 
раза. При первом дифференцировании полу
чаем линейную систему уравнений, неизвест
ными которой являются аналоги скоростей. 
При втором дифференцировании получаем 
также линейную систему уравнений, в которой 
неизвестными являются аналоги ускорений. 
Обе системы имеют один и тот же определи
тель - якобиан D исходной системы уравнений 
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анализа. Таким образом, аналоги скоростей и 
ускорений звеньев механизма всегда могут 
быть найдены в явном виде и однозначно, 
если только якобиан D ^0. 

Скорости и ускорения звеньев структур
ной группы могут быть найдены после реше
ния задачи о положениях ее звеньев при усло
вии, что известны скорости и ускорения вне
шних пар группы. В данном случае при опре
делении как скоростей, так и ускорений, тоже 
получается линейная система уравнений, оп
ределителем которой является якобиан D ис
ходной системы уравнений анализа группы. 

2.9. АНАЛИЗ ДВУХЗВЕННЫХ 
ПЛОСКИХ ГРУПП АССУРА 

Анализ диады включает две задачи: зада
чу о положениях; задачу о скоростях и уско
рениях. Параметрами диады являются: геомет
рические параметры - линейные и угловые 
размеры; кинематические параметры - линей
ные и угловые скорости и ускорения (табл. 
2.9.1). Геометрические и кинематические па
раметры диады подразделены на задаваемые и 
вычисляемые. В свою очередь, задаваемые 
геометрические параметры диады подразделе
ны на внутренние (размеры звеньев диады) и 
внешние (характеризуют положения двух вне
шних кинематических пар диады). К задавае
мым геометрическим параметрам отнесен так
же признак Af варианта сборки. 

Ниже приведены формулы для расчета 
положений и скоростей (формулы для ускоре
ний не даются). 

А л г о р и м а н а л и з а д и а д ы 
В В В : 

^)4 = ^{xc-Xj^f ^{УС-yAf'^ 
2) проверка условия \а^ -а^^к q < а^ +«2-
Если условие не выполняется, то диада не 
существует; 

3) ц = агссоя ( а̂  + «2 -q \ i^^xCii) \ 

4) coSYi =[(:^с ~^А){^\ -^2^^^!^)"^ 

+М{ус -д;^)а2 8шц]^- ; 

sinYi = [[ус -у^)[а^ - ^2 со8ц) -

-M[yc-y^)a2S.m\x'\q''^; 

5) Y2 = Yi - ^Ц; 

6) Yi = -М[[кс -i:^)coSY2 ^{Ус " 

->'^)sinY2](^lSinn)"^ 

7) Y2 =-M[[XÇ - X ^ ) C O S Y I -^{УС -

-y^)sinYi](û2Sin^)"" . 

А л г о р и т м а н а л и з а д и а д ы 
В В П : 

-{УР ">'л)со^Я; 

2) проверка условия |^|<а2. Если условие 
не выполняется, то диада не существует; 

3) ^=arcsin(|^|/ûti); 

4) Yi = ^ + ( 1 - ^ ) ^ / 2 - M S s g n ( ^ ) , 

где sgn(4f) - знак (+1 или -1) числа q\ 

5) Y2=>^; 

6) 4с = - (^ / ' - •^> i )cosX- ( з^^-y^)s inX + 

-ьЛ/^/^^V; 
7) Xç =ХрЛ^ \ç cosX; Ус =ур-^ ^^ sin X; 

8) Yi = М\-{хр -x^)smX-\-[yp-y^)x 

xco^X + X^çMa^co^^y ; 

9) 4с = ^ 1 + ^ 2 5 ^ ~ ( ^ / ' - ^ ^ ) c o s X -

10) Y2 ^U 

11) Xç = Xp +4(;COsX-XÇcSinX; 

Ус "^ yp •'•̂ C sinX+X^c cosX. 
А л г о р и т м а н а л и з а д и а д ы 

В П В : 

1) Я-^ixc-x^f -^{Ус-yAfl 

2) проверка условия ^ > ki ь где 

^1 = ^1В " ^1В ' 
Если условие не выполняется, то диада 

не существует; 

^2В = ^ V ^ -̂1 ' 3) A2B=Mylq-

4) cosy^ =[с^{ус-уyi)-

-^2В{ХС-^А)У^1 

siriYi =l-ci{xc-x^)-



2.9.1. Геометрические и кинематические параметры двухзвенных групп Ассура 

Группа Ассура 

Геометрические параметры 

задаваемые 

внутренние признак 
сборки 

вычисляемые 

1Синематические пары 

задаваемые вычисляемые 

ВВВ 

« Ь ^2 ХАХУАУХОУС M YpY2'^^ 
^А^УА>^С^УС^ 

^А^УАУ^С^УС 

YpYl'Yl'Ya о 

g 

ВВП 

^h YiB XA, УА> Xf, y F, X M 
ХСУУС 

^А^УА^^Р^УГ^^^ 

^А^УА^^Р^УР^^ ^c^yv^c^yc 

ВПВ 

l̂A hs XA, y A. XO УС M ^2В^У\ 
ХА^УА>^С^УС> 

ХА^УА^^С^УС 

Y l ' ^ 2 ^ ' 



продолжение табл. 2.9.1 
ВПП 

^li?> ^ 2 ХАУ УАУ XF, УР> ^ 
Хс^УС 

^АУУА^^Р^УР^^^ 

^А^Ул^^р^Ур^^ 

Х\СЛСУХСУУС^ 

Х\СЛС^ХСУУС 

пвп 

У\в^ Угв 
Хр^уУр^у^2 

^\А^^2С>ХА> 

УА^^С^УС 

Хр^ УУР^ ^\^Хр^ УУР^ ,^2' ^\А^^2С^ХА^УА^ 

^C'>'C'^U'^2C' 
ХА^УА^ХС2,УС 

П р и м е ч а н и е ^ ц - угол передачи; S угол давления; 
х,у ' координаты соответствующих точек {A,C,F,F^,F2) в неподвижной системе Оху\ 
X2S, YjB ' координаты точки В в подвижной системе СДГ2У2' 
4^ - координата 4 точки С; 
^А^УАУ ^АУУА ' проекции скорости и ускорения точки А на оси Охи Оу; 
X и X ' угловая скорость и угловое ускорение оси R, ; 

УХУЪ^Ь^У! " угловые скорости и угловые ускорения звеньев 1 и 2 диады; ic^c " относительные скорость и ускорение точки 
С звена 2 по отношению к оси F^ ; 
^IB^^IB ' относительные скорость и ускорение точки В звена 1 по отношению к звену 2 и т.д. 
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5) У2=У1' 

6) Yi = h =l(xc - ^А) sinYI - {ус -

7) Х2В-[{ХС-'ХА){ХС-ХА) + 

'^{УС-УА){УС-УА)]/^2В' 

А л г о р и т м а н а л и з а д и а д ы 
В П П : 

1) у 1 = Х + 0 2 ; 2) У2=Х; 

3) ^с = [{уF -УА)^^^У1 -{^F-^A)'' 

xsinYï - ^ i ^ l / s i ^ e j ; 

4) -^ic = [{yF ->^л) cosX - (x^ - x^) X 

xsinX - Y^p cos62]/sin02; 
5) x^ = x^ + ^c cosX; y^ =ур -\-4^ sinX; 

6) Yi = У2 = Я.; 7)Zic = [-{^F - i^)sinX + 

^{yF ->'^)^sinX.]/sin02; 

8) 4c = ^ic cos92 - (x^ - x ^ ) c o s X -

-{ур - y ^ ) s i n X + (x^ - x ^ ) X s i n X -

-{yF ->^^)^cosX; 

9) x^ = x^ + 4 c ^^^^ - 4(;XsinX; 
j ^ = j^^ + 4c sin X + Ç^XcosX. 

А л г о р и т м а н а л и з а д и а д ы 
П В П : 

1) Y/=>^/ 0 = 1,2); 

2) Сы = [(Д^ ,̂ - У F, ) COS Х2 - (х^^ - X^J X 

xsinX2 - Yip cos(Xj - X2) + 

+725]/s in(Xi-X2); 

3) hc=[(yF, - J ' i r J c o s X i -

-(^/-2 - ^ / • J s i n X i - y i 5 + 

+72^ cos(Xi - X2)]/sinfXi - X2); 

4) x^ = x ^ +Çi^cosXi; 

>̂ л =>'/', +Çi^sinXi; 

5) xc =Xp^ +42CCOSX2; 

>̂ c =>'î 2 +^2cSinX2; 

6) Y/ 

7) 4ы 

Ус =yF^ 

= X, (/ = 1,2); 

(̂ĵ f, - >'i?JcosX2 - ^ыХ1 cos(Xi -X2) 

8) 42C 

+1 

9) X 

-2L =^2i?4 ^ [ - { 4 -X^JsinXi + 

+(>'F2-J^/i)cosXi-Çl^Xi + 

+Ç2C^2^^K^1 ~^2)]A"^(^1 "^2)» 

^A =^F^ +4uCosXi -4i^XiSinXi; 

Ĵ ^ =>'/; +4uS inXi +4i^XiCosXi; 

10) Xc =xp^ +42CCOSX2 -Ç2c^2SinX2; 

Ус =yF^ +42CSinX2 +Ç2C^2COSX2. 

Звено 

Рис. 2.9.1. Звено механизма 

После анализа диады можно решить сле
дующую задачу: найти движение некоторой 
точки любого из двух звеньев диады или неко
торой оси, жестко связанной с этим звеном. 
Такая задача возникает, например, в том слу
чае, когда звено диады является трехпарным. 
Итак, известны величины: 1) обобщенные 
координаты Хр,Ур,(р, определяющие поло
жение звена в неподвижной системе коорди
нат Оху (рис. 2.9.1); 2) первые Хр,Ур,(^ и 
вторые Хр,ур,ф производные по времени / 
от обобщенных координат звена; 3) координа
ты XQ , YQ некоторой точки Q звена в под-
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ВИЖНОЙ системе координат PXY, неизменно 
связанной со звеном; 4) угол р, определяющий 
положение оси Q^, неизменно связанной со 
звеном. Требуется определить: 1) х^,>^^,Р; 

Расчет искомых параметров проводится 
по формулам: 

XQ = Хр + XQ COS Ф - У^ sin Ф; 

yQ=yp +XQ&m(ç+YQCOS.<p; р = ф-1-р; 

yQ =УР +(^(2 -^р)Ф> 

^Q=^p- (Уо -'Ур)ф - (Уа - Ур)ф1 

Уа =Ур ^{^Q ~^7')Ф + (̂ (2 - ^ р ) ф -
(2.9.1) 

2.10. АНАЛИЗ ЧЕТЫРЕХЗВЕННЫХ 
ПЛОСКИХ РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

В технике применяются четырехзвенные 
механизмы: 1) механизмы, у которых входную 
кинематическую пару образуют стойка и под
вижное звено (последнее является входным 
звеном); 2) механизмы, у которых входную 
кинематическую пару образуют два подвижных 
звена. 

Ч е т ы р е х з в е н н и к и п е р в о г о 
т и п а кроме стойки и входного звена со
держат двухзвенную группу Ассура (диаду) и 
относятся к плоским рычажным механизмам 
второго класса. Всего существует 11 четырех-
звенников первого типа: ВВВВ, ВВВП, 
ВВПВ, ВПВВ, ВВПП, ВПВП, ВППВ, 
ПВВВ, ПВВП, ПВПВ^ ППВВ 
(структурный шифр механизма содержит пере
числение буквенных обозначений кинемати
ческих пар в порядке их расположения в ме
ханизме, начиная с пары, которую образует 
стойка О и подвижное звено 1. Выделена бук
ва, соответствующая входной кинематической 
паре). 

Для решения задачи анализа любого из 
указанных механизмов при заданном значении 
обобщенной координаты и двух первых ее 
производных по времени можно воспользо
ваться рассмотренными выше унифицирован
ными алгоритмами анализа звена и анализа 
диады соответствующей модификации. Пер
вый из этих алгоритмов необходим для анали
за входного звена четырехзвенника. 

Ч е т ы р е х з в е н н и к и в т о р о г о 
т и п а есть механизмы с заданным относи

тельным движением двух подвижных звеньев. 
В соответствии с модифицированным прин
ципом Ассура они относятся к механизмам 
второго класса. Поэтому, при анализе положе
ний звеньев таких механизмов могут быть 
использованы рассмотренные выше унифици
рованные алгоритмы анализа диад. Что касает
ся скоростей и ускорений, то алгоритмы их 
определения составляются с учетом перемен
ности длины условного звена диады. 

Всего существует И четырехзвенников 
второго типа: ВВВВ, ВВВП, ВВПВ, 
ПВВВ, ВВПП, ПВВП^ПВПВ, ВПВВ, 
ВПВП, ВППВ, ППВВ. у четырех после
дних механизмов входная пара является по
ступательной. Такие механизмы применяют в 
различных гидро- и пневмоприводах. Два под
вижных звена, образующих входную пару, 
конструктивно выполняют в виде цилиндра и 
поршня. За обобщенную координату прини
мают относительное перемещение X поршня 
по отношению к цилиндру. 

А л г о р и т м а н а л и з а ш а р 
н и р н о г о ч е т ы р е х з в е н н и к а 
(см. табл. 2.1.1): 

1) q = ^lQ +li -21Q1^COS(P^; 

2) проверка условия /2 ~ Ы '^ Я '^ ^2 "*" (з > 

3) ц = arccosl (̂ /2 -+-/3 - ^ ^ У ( 2 / 2 / з и 

4) С05ф2 = [(/Q - 1̂ С08фЛ(/2 - /з С08|л) -

- М | / з 8 Ш ф | 8 Ш | л ] ^ " ; 

8Шф2 = [ - / i ( / 2 ~ / зС08ц)8Шф1 -

-MUQ - /j со8ф^)/з sinfib" ; 

5) фз =Ф2 -Л/|л; 

6) ф2 =Л/7|8ш(фз -ф1)(/2 8тц)~ ф^; 

7) Фз =Л/718ш(ф2-ф1)( /з8тц)" ф^; 

8) ф2 = М[/1ф1 8ш(фз ~Ф1) -

- / | ф | С08(фз - фЛ - ^2^2 О̂̂ Ц + 

+/зФз| /2 8ШЦ^ ; 

9) Фз = М[1^ф^ 8ш(ф2 - Фх) ~ 

-/1Ф1 С08(ф2 -Ф1) - /2Ф2 + 

+/3Ф3 С08Ц я /з 8 т ц I . 
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Признак сборки четьфехзвенника, опре
деляемый в соответствии с формулой (2.3.1), 
АГ = +1, если поворот вектора ВС вокруг 
точки D виден против часовой стрелки; 
M = -1 - в противном случае. 

А л г о р и т м а н а л и з а к р и в о -
ш и п н о - п о л 3 у н н о г о м е х а н и з 
ма (см. табл. 2.1.1): 

1) ^ = / iSin9i -yjg; 

2) проверка условия |d < /2 ; 

3)0=arcsin(|(7|//2); 
4) Ф2 = 0,5(1 - М)к - Jl^sgii(^); 

А л г о р и т м а н а л и з а к у л и с 
н о г о м е х а н и з м а (рис. 2.10.1); 

/ 2 2 
5) Xg = /j С08ф2 + Л/у/2 - q ; 

6) Ф2 = - M j со8ф|(/2 cosS)" ф^; 

7) Xjg =Ml^(yjgCO&<p^ - a c ^ s i n 9 i ) x 

x^/jcos^)" ф^; 

8) ф2 = AfI -/1Ф1 С08ф| +/1Ф1 8 т ф | 

+/2ф2 8Шф2 ï / 2 COSÔ J ; 

9) x^ = М[/1Ф1 8][п(ф2 - 9 i ) -

- /^ф^ С08(ф2 - Фх) - /2Ф2 J/COS^, 

{к] ще M = sgn 

1) ^ 3 ^ = ^ 0 + / 1 ^ 2 / 0 / 1 8Шф1; 

2) проверка условия ^Зу^ > >̂ 

3) С08фз = /j С08ф2/А'з^, 

8Шфз =(/о+/18тф1)/А^зЛ> 

4) ^Гз.4 =/оФ1С08фз; 

5) фз = /1Ф1 С08(фз - (р\)/^ЗА'у 

^)^зл =^(ф1со»фз -ф1Фз8тфз) ; 

7)фз =/1[(/1+/о8тф1)ф1 -

-/о С08(2фз -Ф1)Ф?]/^3^^ • 

А л г о р и т м а н а л и з а м е х а 
н и з м а с к а ч а ю щ и M с я ц и л и н д 
р о м (см. табл. 2.1.1): 

1) проверка условия: 
- Х + | / о - / з | < ^ < / о + / з - ^ 

ще £ = /j +/2; 

v2 ,2 ,2 
2) 8 т ф з =-^ ^ ^ 2-

2/о/з 
- 2 

•sin Ф3; С08фз = A / y l - î 

3) 8тф1 = (/Q +/3 8 т ф з ) / ( Х + Z ) ; 
ces фJ = /з COSФз /(X + Z ) ; 

4)Ц=|Ф1 -Фз| ; 

Aff /оС08Ц . 
5 ) ф з = ; 6 ) ф 1 = - ^ Фз; 

/ з 5 т ц L+X 

7) Фз =кХ'+/зС08|лфз -

-(Х+Х)ф?]/(Мз8тц); 

8) ф1 = [z со8|л - 2ЛОф| sin |л -
•2 . 

Рис. 2.10.1. Кулисный механизм 

-(Х+ЛГ)со8цф^ 

+/зФз1/[^(Х+ЛГ)8Шц]. 
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2.11. АНАЛИЗ ПЛОСКИХ РЫЧАЖНЫХ 
МЕХАНИЗМОВ ВТОРОГО КЛАССА 

(1;циный АЛГОРИТМ) 

среди рычажных механизмов, применя
емых в конструкциях машин и приборов, по
давляющее большинство составляют плоские 
рычажные механизмы второго класса, содер
жащие двухзвенные структурные группы -
диады. Ниже приведен единый алгоритм ана
лиза механизма такой структуры, базирую
щийся на погруппном способе анализа меха
низмов и на рассмотренных выше алгоритмах 
анализа диад пяти модификаций. 

Пусть заданы структурная схема меха
низма и значения его постоянных параметров. 
Кроме того, известен вариант сборки меха
низма, задаваемый при помощи на^ра значе
ний признаков М^ вариантов сборки диад 
(ще А: = 1,2,. . . , /п; m - число диад). Требует
ся выполнить анализ механизма в заданной 
его сборке, т.е. решить задачу 3 (см. п.2.6). 

Анализ механизма проводится для ряда 
дискретных значений угла ф j : 

(у = 0,1,...,ЛГ), 
(2.11.1) 

где (фх)^ и Аф^ - соответственно начальное 
значение и шаг изменения угла ф^; N^^ -
признак, указывающий направление вращения 
звена 1; N^^ =+1 или -1 - при повороте 
соответственно против или по часовой стрел
ке. 

О б щ а я с т р у к т у р а а л г о р и т -
м а анализа рассматриваемых механизмов и 
соответствующей программы для ЭВМ приве
дена на рис. 2.11.1. Информация, вводимая в 
блок 1, приведена ниже. Блоки 2 - 1 2 охваты
вают цикл по параметру V от О до ^ с ша
гом 1 (внешний цикл). При каждом V прово
дится анализ механизма в положении, соответ
ствующем значению Ф1 = (Ф1) > которое рас
считывается в блоке 4 по формуле (2.11.1), 
Анализ входного звена 1 механизма (блок 5) 
проводится на основании агпорит-
ма,приведенного в п. 2.9. При этом звено 1 
может быть двухпарным или трехпарным, а 
пары могут быть вида В или П. 

СНачало) Г 
J ввод исходных данных 

X 
V - - / 

V" V*1 

± 
г-^ 

•Pi-Mv 

Е Анализ входного звена 

т к'О 

к'к*! ^ - ^ 

1 Присвоение значений параметрам движения 
, двух внешних пар диады К 

± 
Анализ диады к 

I Путь 1 

Путь2 

I Присвоение переменным параметрам механизма 
Ю значений выходных параметров 
I блока анализа диады к 

11" 

V 
т к-т? 
Тл5 

> 
S 

Нет 
ует(р V-A/? 

Вывод (печать) 
J3 результатов 

, I , 
Q коней, J 

Рис. 2.11.1. Обпцш структуря алгорнтмя тшшиза плоских рычяжных механизмов второго кл&ссв 

Блоки 6 - 1 1 охватывают цикл по пара
метру к = 1 до m с шагом 1 (внутренний 
цикл). При каждом к производится анализ 
диады к механизма. В блоке 8 устанавливаются 

положения, а также скорости и ускорения двух 
внешних пар диады к. Если внешняя пара есть 
пара вида В (шарнир), то ее положение опре
деляется координатами хк у центра шарнира. 
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Если внешняя пара относится к виду П, то ее 
положение определяется тремя параметрами -
координатами х и у некоторой точки, лежа
щей на продольной оси поступательной пары, 
и углом между этой осью и осью Ох (Оху -
неподвижная система координат). В том слу
чае, когда диада к присоединяется одной из 
внешних пар к стойке, положение этой пары 
известно заранее. Если диада к присоединяет
ся внешней парой к подвижному звену меха
низма, то ее положение уже найдено к момен
ту начала анализа диады к, так как указанное 
подвижное звено является либо входным зве
ном, либо принадлежащим диаде с меньшим 
номером. 

Задача анализа диады, решаемая в блоке 
9, была сформулирована в п. 2.7 в общем ви
де, а алгоритм ее решения - в п. 2.9 для диад 
пяти модификаций. При выполнении расчетов 
в блоке 9 возможны два случая: 1) при 
ф^ = (фх) диада к существует; 2) при 

(pl = (фх) диада к не существует, т.е. имеет 
место разрыв кинематической цепи механиз
ма. В первом случае происходит выход из бло
ка 9 на блок 10 (путь 1), во втором - на блок 
13 (путь 2). В последнем случае в таблице ре
зультатов расчета (блок 13) в строке, соответ
ствующей значению ф | = (Ф1) печатается 
сообщение "Механизм не существует" с указа
нием номера к диады, в которой имеет место 
разрыв цепи. 

Е д и н ы й а л г о р и т м а н а л и -
3 а рычажных механизмов второго класса -
строится на основе блочного принципа, в со
ответствии с которым составляется сравни
тельно короткая и простая главная программа 
и несколько подпрограмм - независимых бло
ков (или модулей), обращение к которым пре
дусмотрено в главной программе. Последняя 
определяет фактически лишь последователь
ность расчетов, а расчеты проводятся главным 
образом в подпрограммах. 

Основными модулями являются следую
щие шесть подпрограмм: ВВВ, ВВП, ВПВ, 
ВПП, ПВП, ЗВЕНО. Пять первых подпрог
рамм предназначены для анализа диад соот
ветствующих модификаций. Подпрограмма 
ЗВЕНО предназначена для анализа отдельно
го звена механизма: это может быть или вход
ное звено 1, или какое-либо звено любой из 
диад. Блочный принцип может быть применен 
как при разработке главной программы, пред
назначенной для анализа механизма второго 
класса конкретной структурной схемы, так и 
при создании единой (универсальной) главной 
программы, пригодной для анализа любого 
рычажного механизма второго класса [8]. Рас
смотрим некоторые аспекты создания такой 
единой программы. 

Универсальность единой программы дос
тигается тем, что вводятся определенные пра

вила, касающиеся следующего: нумерации 
диад и звеньев механизма; системы обозначе
ний характерных точек, в частности шарниров, 
на кинематической схеме механизма; способа 
кодирования всех структурных особенностей 
рассматриваемых механизмов; системы обо
значений их постоянных и переменных пара
метров. Эти правила используются как при 
разработке единой программы, так и при 
подготовке исходных данных, вводимых в 
ЭВМ с целью анализа конкретного механизма 
по данной программе. 

Порядок нумерации диад механизма: ди
ада 1 присоединяется одной внешней парой к 
стойке, а другой - к входному звену; диада к 
(к = 2 ,3 , . . . , 'w) присоединяется внешними 
параметрами к двум разным звеньям, каждое 
из которых может быть либо стойкой, либо 
входным звеном, либо звеном диады 5, где 
s < к (m - число диад). Порядок нумерации 
звеньев механизма: О - стойка; 1 - входное 
звено; 2к и 2к + 1 - звенья диады к 
(к = 2,3,...,/w). Число звеньев п = 2т + 2 . 

2.11.1. Обозначения характерных точек 
на кинематической схеме плоского рычажного 

механизма второго класса 

Точка 

В/у 

П.У 

F/ 

Расположение точки на кинематической 
схеме плоского рычажного механизма 

второго класса 

Центр вращательной пары, 
образуемой звеньями / и j 

Точка, лежащая на оси внутренней 
поступательной пары, образуемой 
звеньями / и J диады к вида ВПВ или 
ВПП, где i = 2k,j = 2к + 1 

Две точки, лежащие на оси поступа
тельной пары, образуемой звеньями 
/ и У (о < / < у) и являющейся 
внешней парой диады вида ВВП, 
ВПП или ПВП; точка П,у 
принадлежит звену У указанной 
диады; точка F̂ y принадлежит звену /, 
не являющемуся звеном указанной 
диады, и служит началом отсчета от
носительного перемещения точки Ну 
звена У по отношению к звену / 
Исполнительная точка механизма, 
принадлежащая звену / (в соответ
ствии с условием задачи нужно найти 
движение точки F^ по отношению 
к стойке) 
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Выбор характерных точек на кинемати
ческой схеме механизма, а также рекомендуе
мая система их обозначений, приведены в 
табл. 2.11.1. Список обозначений характерных 
точек на схеме механизма - его структурный 
код SK, 

Рис. 2.11.2. Мех1шизм второго класса 

В качестве примера на рис. 2.11.2 пока
зана схема одного из механизмов второго 
класса. Для данного механизма m = 2, л = 6; 
диады 1 и 2 относятся к виду ВПВ (звенья 2 
и 3) и ВВП (звенья 4 и 5). На схеме простав
лены номера звеньев и обозначения характер
ных точек. Структурный код механизма 

SK = |BQJ, B I 2 , П23, BQ3, В34, 

F i 5 , n i 5 , В45 ,р5} . 

Структурная схема механизма его струк
турный код SK взаимно однозначно соответ
ствуют друг другу. Поэтому структурный код 
может использоваться в качестве символьной 
информации, вводимой в ЭВМ в составе ис
ходных данных и служащей для описания 
структуры исследуемого механизма. На базе 
этой информации внутри программы форми
руется так называемая структурная матрица S, 
элементы которой выступают в роли призна
ков, автоматически управляющих последова
тельностью обращения к унифицированным 
подпрограммам анализа звена и диад, которые 
рассмотрены выше. 

Все постоянные параметры механизма, 
обозначенные по определенной системе, могут 
быть представлены в форме матрицы L пара
метров механизма. Кроме SK и L необходимо 
ввести еще матрицу сборки Л/, элементами 
которой являются значения признаков вариан

та сборки Mfc диад механизма ^к = 1,2,...,/и). 
Для механизма, показанного на рис. 2.11.2, 
матрицы L и M содержат следующие элемен
ты: 

^ = PB01>>'B01>^B03>>'B03»^1>^1 ,F15>^1 ,F15> 

^15>^2>^3,П23»^3,В34>^3,В34> 

M = { ^ 1 , ^ 2 } = {-! ,+1}, 

где 

Л/1=8ЦМвоз(В12П2з)], 

M2=Sgn[B34B45-Ç?5} 

В состав исходных данных, вводимых в 
ЭВМ, входят: т, SK, L, М, а также (9I )Q> 

Афр N, N^^ и некоторые другие величины 
(например, признаки, с помощью которых 
проводится отбор параметров, выводимых на 
печать в форме таблиц или графиков). 

2.12. АНАЛИЗ ЧЕТЫРЕХЗВЕННЫХ 
плоски!^ ГРУПП АССУРА 

Т р е х п о в о д к о в а я г р у п п а 
(рис.2.12.1) имеет постоянные параметры 
ÛJ ~ ûf̂  > ^4 ' 4̂ • Заданы также координаты 
^А^ УА> ^В^УВ> ^С> УС ^®^ ®® внешних 
шарниров А, В, С. Требуется найти: 1) число 
H возможных вариантов сборки группы; 2) 
значения углов у^, У2, Уз> У4 Д^^ каждого из 
H вариантов сборки (если H > 0). 

Рис. 2.12.1. Трехповодкомя груши 

Задача решается в такой последователь
ности [7]: 

1) составляется функция 

F{y^)=A[+A\-A\ (2.12.1) 
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ще Aj = U2U^ - u^u^ ; А2 = «3^5 - "1^6' Уравнение (2.12.3) на основании (2.12.7) 
и тождества z + V =1 можно преобразовать 

А = 2а^\и^и^ ""^г^з)» к виду алгебраического уравнения шестой сте-
и = ÛA cosy +ХА - Х П * пени относительно параметра Z- Отсюда следу

ет, что H <> 6, Обычно ^ = 0 , 2, 4 или 6, а в 
«2 =^4 sinY4 ^Д'^ •">'5J особых случаях Я=1 , 3 или 5. Случай №=0 

ï/o =Z>4COs(y4+в4)+х. - Х г ; означает, что группа не существует. Если 
^ ^/ л с ^ > О , то группа имеет Л^вариантов сборки. 

и = b sin/v + 9 W V -- V * Таким образом, трехповодковая группа с од-
4 4 V4 4/ ^^ ^С> ними вращательными парами может иметь до 

2 2 2 2 шести вариантов сборки при фиксированных 
"5 ~ 1̂ "•• ^2 "̂  1̂ ~ ^2 > положениях трех внешних шарниров. Число H 
., «2 . ,.2 . ^2 2. можно найти до определения корней уравне-

О 5 4 1 i > ния (2.12.3), если воспользоваться методом 
(2.12.2) Штурма, для реализации которого нужно 

гг знать лишь значения коэффициентов упомя-
2) находится число U корней 74 УРавне- нутого уравнения шестой степени, 

ния 
^•(У4) = 0 (0^Y4<2ic); (2.12.3) 

3) если 1Г > О, то определяются корни 
У4 уравнения (2.12.3); 

4) для каждого из найденных значений 
У4 вычисляются величины Wj,W2> -j^éj Д> 
А|,А2 по формулам (2.12.2), а затем углы yj, 
У2, Уз по формулам 

c o s y i = A i / A ; s iny i=A2/A; (2.12.4) 

cosy 2 = ( a i C o s y i + « j ) / a 2 ; 

X 

Рнс.2.12.2. Четырехзвеншш грушш второго порядка 
Ч e t ы p e x з в e н н a я г р у п п а 

sin У2 = {fli sin yj + иЛ a2 \ в т о р о г о п о р я д к а (рис. 2.12.2.) име-
(2.12.5) ^ постоянные параметры 9j,Z>2,ûj-Û4> 

, V , 94>^4- Заданы также координаты Хл^ул, 
cosy^ =(а , cosy,+Wa)/aa; А D J^ 

^ V 1 '1 J// J' ^в^Ув ^^^ внешних шарниров А 1Л. В. По-
sin Уз = уа^ sm у̂  ч- и^ j/a^ ^ становка задачи анализа такая же, как и для 

(2.12.6) трехповодковой группы. Задача решается в 
такой последовательности [7]: 

Можно показать, что функция F^y^) 1) составляется функция 7^(у4), опреде-

имеет вид тригонометрического многочлена: лЯемая уравнением (2.12.1), в котором 

F{y^)=A^Z^ -^A^Z^v-^-A^i^ + ^ 4 ^ + ^1 = V8"5 -<^\^2Н'у 

-^A^Z -f A^v + Ay, (2.12.7) A2 = a^u^u^ - b^UjU^ ; 
где z = siny4, v = cosy4; ^i,^2>---'^7 " ^ = ^^А{щ^я '^2^7)^ 
коэффициенты, зависящие только от 12 зада
ваемых параметров группы. 1̂ = ^4 ^^^У4 +х^ ~ ^Л' 

Выражения для определения коэффици- _ 
ентов А^,А2у...уАу весьма громоздки. Одна- ^2 - ^4 ^̂ "У4 "^Ув "УА^ 
ко их значения Moiyr быть найдены без при- _ 2 2 2 _ 2. 
влечения аналитических выражений для них, ^^ "^1 2 1̂ ^2> 
при помощи метода, основанного на интерпо- 2 2 2 2 
лировании [7]. "б ~ ''з "*" ^4 "*" 1̂ ~ ^3 » 
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«-7 = «3 COS0J +«4 s ine j ; 

Wg = -«3 sinGj +«4 cosGj; 

«3 = ^ 4 C o s ( Y 4 + e 4 ) + x ^ -x^; 

г/4 =Z>4sin(Y4 + 6 4 ) + ; ; ^ - > ; ^ ; 

(2.12.8) 
2 и 3) то же самое, что и для трехповод-

ковой группы; 
4) для каждого из найденных значений 

у4 вычисляются величины «|,И2,.-->^8> ^> 
Aj,A2 по формулам (2.12.8), угол у^ по фор
муле (2.12.4), а также углы у2 и Уз по форму
лам 

siny2 =(«2 -û f iS inyi ) /a2 ; 
(2.12.9) 

ces Уз =[«3 ~ ^1 cos(yi +e i ) ] / a3 ; 

8шуз =[«4 - ^ sin(yi +Qi)]/a^. 
(2.12.10) 

- якобиан исходной системы уравнений анали
за группы. Для трехпроводковой группы урав
нение i> = О принимает следующий ввд: 

^4 Sin(y2 -y i ) sm(y4 +64 -Уз) -

-^4 5ш(уз - У1 ) 8Ш(У4 - Y2 ) = ^- (2-12-11) 

при выполнении условия (2.12.11) 
прямые, проходящие вдоль трех поводков 
AD, ВЕ и CF, пересекаются в одной точ
ке (рис. 2.12.3, а). 

Рис 2.12.3. Четырехзвенные группы 
в особом положении 

Для четырехзвенной группы второго по
рядка уравнение D = 0 принимает такой вид: 

Можно показать, что функция ^(У4) и в ^1^4 ^^(^4 " Yaj^^vB "" "̂ 1 ~ ^l) ~ 
данном случае имеет вид тригонометрического 
многочлена (2.12.7). Отсюда следует, что выво
ды, сделанные в отношении трехповодковой 
группы, справедливы и для рассматриваемой 
группы Ассура. При решении задачи о поло
жениях звеньев для четырехзвенных групп 
Ассура различных модификаций, содержащих 
как вращательные, так и поступательные пары, 
установлено, что она сводится к одному алгеб
раическому уравнению шестой, четвертой, 
второй или первой степени в зависимости от 
числа и расположения поступательных пар. 

У г л о в ы е с к о р о с т и уу и у г 
л о в ы е у с к о р е н и я у̂  (/ = 1, 2, 3, 
4) з в е н ь е в ч е т ы р е х з в е н н о й 
г р у п п ы определяются после решения 
задачи о положениях ее звеньев при условии, 
что известны проекции на оси хи у скоростей 
и ускорений внешних пар группы. Общий 
подход к расчету указанных величин был опи
сан выше. 

О с о б ы м п о л о ж е н и е м ч е т ы 
р е х з в е н н о й г р у п п ы называется 
такое ее положение , в котором при конечных 
значениях скоростей внешних шарниров угло
вые скорости звеньев группы становятся бес
конечно большими. Особое положение имеет 
место при выполнении условия: D = 0 , те D 

-a^b^ sin(y2 - У1) sin(y4 + 64 - Уз ) = 0. 
(2.12.12) 

Если выполняется условие (2.12.12), то 
три прямые, проходящие вдоль звеньев DF и 
СЕ^ а также через шарниры А и В, пересека
ются в одной точке (рис. 2.12.3, б). Если в 
механизме, содержащем четырехзвенную груп
пу Ассура, последняя оказывается в особом 
положении, то соответствующее положение 
механизма будет, как правидо, мертвым, при 
котором достигается граница области суще
ствования не]фивошипной сборки. 

2.13. АНАЛИЗ ШЕСТИЗВЕННЫХ 
ПЛОСКИХ РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ, 

СОДЕРЖАЩИХ ЧЕТЫРЕХЗВЕННУЮ 
ГРУППУ АССУРА 

Три возможных схемы шестизвенных 
плоских шарнирных механизмов, содержащих 
четырехзвенную группу Ассура, приведены на 
рис. 2.2.2, д, 2.8.1 и 2.13.1. Анализ любого из 
этих механизмов при заданном положении 
входного звена 1 сводится к анализу четырех
звенной группы Ассура при фиксированных 
положениях ее внешних пар. 

Для механизма, показанного на рис. 
2.2.2, д, рассмотрим такую задачу: найти число 
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Л̂  возможных вариантов сборки при заданном 
значении входного угла ; если H >0у то най
ти угловые координаты звеньев 2, 3, 4, 5 для 
каждого варианта сборки (задача анализа 2, 
см. п.2.6). 

3 

Рис.2.13.1. Шестязвенный плоский шарнирный 
механизм, содержаощй четырехзвенную группу Ассура 

Эта задача решается в два этапа. На пер
вом этапе определяются координаты точки А 
по формулам х^ =/2С08фр у^ =/^8Шф|. 
На втором этапе решается рассмотренная вы
ше задача о положениях звеньев трехповодко-
вой группы при известных положениях ее 
внешних шарниров А, В и С. Число возмож
ных вариантов сборки шестизвенного меха
низма при данном ф2 совпадает с числом H 
вариантов сборки трехповодковой группы и 
может быть равно О, 2, 4 или 6 (в особых 
положениях механизма 1, 3 или 5). При ис
пользовании алгоритма, приведенного в п. 
2.12, нужно заменить принятые там обозначе
ния а^-а^, ^4»^4'У1»')'2''УзЛ4 соответ
ственно обозначениями 2̂ » 4̂ ' 5̂ » 'з ' 3̂ ' 
^3»^2'^4'^5'^3 -̂ ^̂ ^ рассматриваемого шес

тизвенного механизма (обозначения шарниров 
А, В, С, D, Е, /^сохранены). 

При решении задачи анализа 4 (см. п. 
2.6) определяются функции положения 
Ф/ = Ф/(ф1) ' = 2, 3, 4, 5, для всех возмож
ных сборок шестизвенного механизма вместе с 
областями их существования. Эта задача реша
ется в три этапа. 

На первом этапе многократно решается 
задача 2 для ряда дискретных значений 1(рЛ 
угла ф р равных (ф^) = уДф (где v=0 , 1, ..., 
N)\ Аф = 2%!N (число N можно взять, на
пример, равным 90 или 120). При этом будут 
получены следующие значения: ф̂  [{^Л 1, 

где /=2 , 3, 4, 5; ÂF=1, 2, ..., Я^; v = 0, 1, ..., 
Щ Н^ - число вариантов сборки механизма 

при Ф1=(ф1) \ k - порядковый номер вари
анта сборки. 

На втором этапе производится распреде
ление полученного на первом этапе массива 
числовых результатов по отдельным сборкам 
механизма. Такое распределение может произ
водиться вручную, в режиме диалога "чело
век - ЭВМ" или в автоматическом режиме на 
ЭВМ. В последнем случае применяется проце
дура идентификации сборок. 

Цель идентификации сборок: преобразо
вать числовую информацию, упорядоченную 
по одному принципу, в информацию, упоря
доченную по другому принципу. Так, в масси
ве значений угла ф^, найденных на первом 

этапе, имеется R = ^ Я ^ значений 
v=0 

Ф5((фl)v) У̂ ^̂  
Ф5(А: = 1,2,.. . ,Я^; v = 0,l,...,7V^). Они упо
рядочены в порядке возрастания значений 
ЫЛ угла ф^ (внешний цикл по параметру v 
от О до Л), а в пределах каждого значения 
(ф Л - в порядке возрастания номера к вари
анта сборки (внутренний цикл по параметру к 
от 1 до Н^ при условии, что Н^ > 0). После 
распределения по сборкам тот же массив зна
чений угла ф5 будет упорядочен по другому 
принципу: по признаку принадлежности к 1, 
2, ..., G сборке механизма (где G - общее 
число сборок на отрезке [0,27с1), а внутри 
каждой сборки - в порядке возрастания значе
ний и^Л угла ф|, лежащих в пределах обла
сти существования данной сборки. При этом 
общее число значений угла ф^ остается пре
жним, но теперь оно определяется по формуле 

г=1 

где г - порядковый номер сборки; Nj, - число 
дискретных значений (ф^) , принадлежащих 
области существования г-й сборки. 

На третьем этапе решения задачи 4 про
водится систематизация найденных сборок 
шестизвенного механизма. В частности, уста
навливается число С?J некривошпных и число 

G 2 кривошипных сборок UJ^ +(72 =^)> 
определяются границы области существова-
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кия [Л^,^^] каждой некривошипной сборки 

(r = l ,2 , . . . , (? i ) . 
Итак, в результате решения задачи 4 оп

ределяются: 1) значения 6г^,^2 ^ >̂ 2) углы 
Ф̂  - ф з ) отвечающие левой и правой грани
цам каждой из не]фивошипных сборок; 3) 
таб1шцы значений углов Ф2 ~ Ф5 Д̂ ^̂  последо
вательных значений угла ф^ - отдельно для 
каждой сборки механизма. 

В том случае, когда требуется выполнить 
анализ положений шестизвенного механизма 
только в одной определенной его сборке, т.е. 
решить задачу 3 (см. п. 2.6), необходимо знать 
хотя бы приближенно положения механизма в 
указанной его сборке при каком-либо одном 
положении входного звена. При наличии та
кой априорной информации, играющей роль 
своеобразного признака искомой сборки, ее 
функция положения строится по известному 
методу [8]. 

Угловые скорости фу и угловые ускоре
ния фД/ = 2,3,4,5) звеньев шестизвенного 
механизма при данном значении ф^ опреде
ляются после того, как найдены ф2 - Ф5 > ^̂ Р̂  
условии, что известны значения ф^ и ф^. 

Задача решается в два этапа. На первом 
этапе определяются проекции на оси х и у 
скорости и ускорения точки А (для всех трех 
рассматриваемых механизмов), а также точки 
С (только для механизма, показанного на рис. 
2.13.1) входного звена 1. На втором этапе 
производится расчет угловых скоростей и уг
ловых ускорений звеньев четырехзвенной 
группы, входящей в состав механизма, по из
вестным значениям скоростей и ускорений ее 
внешних шарниров (см. п. 2.12). Следует от
метить, что для всех трех ее рассматриваемых 
механизмов х^=у^-х^=у^=Оу а для 
механизмов на рис. 2.2.2, а и 2.8.1 

2.14. СИСТЕМА ПАРАМЕТРИЗАЦИИ 
ОДНОКОНТУРНЫХ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ 

РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

Рассматриваются одноконтурные про
странственные рычажные механизмы с парами 
вида В (вращательная), П (поступательная), Ц 
(цилиндрическая) и С (сферическая) и под
вижностью W = \ (при наличии в структуре 
механизма "плавающего" звена вида СС его 
локальная подвижность при подсчете W не 

учитывается). Пусть входное звено связано со 
стойкой парой вида В, П или Ц. Исключают
ся из рассмотрения механизмы с избыточными 
связями и с избыточной подвижностью 
(например, механизм ВППЦЦ). 

Введены обозначения: п - число звеньев 
механизма, а также число его кинематических 
пар; 1 - номер входного звена; 2, 3, ...,л - 1 
- номера других подвижных звеньев; п (или 0) 
- номер стойки; F^^i ^ - кинематическая пара, 

образуемая звеньями / - 1 и / (/ = 1,2,...,л); 
q - обобщенная координата механизма 
(линейное или угловое перемещение звена 1 
по отношению к стойке О, т.е. во входной 
паре P{^i)\ Р1,Р2УРЗ " 'мсло одно-, двух- и 
трехподвижных пар; р^уРи^Рц^Рс ' 'О'̂ ло 
пар вида В, П, Ц и С. Отметим, что 
Р1=РЪ^РПУ Р2= РЦУРЗ = РС' Должно 
выполнятся условие />д + рц й 3. 

Все рассматриваемые механизмы разде
лены на три семейства: 1) без сферических пар 
{Рз ~ )̂> )̂ ^ одной сферической парой 

(р^ =1); 3) с двумя сферическими парами, 

т.е. с подвижным звеном вида СС (р^ = 2). 
На рис. 2.14.1 показаны механизмы 

ВЦЦЦ, ВВСВВ и ВССВ, относящиеся к меха
низмам соответственно первого, второго и 
третьего семейств. 

Общие сведения о структуре механизмов 
этих трех семейств приведены в табл. 2.14.1. 
Следует отметить, что структурные схемы ме
ханизмов отличаются одна от другой или чис
лом звеньев, или составом пар, или последова
тельностью расположения пар, или (только 
том случае, коща входная пара FQ^ есть пара 
вида Ц) выбором в качестве обобщенной ко
ординаты линейного или углового перемеще
ния в этой паре. 

На структурных схемах рассматриваемых 
механизмов отмечены точки >4j,0j,. . . , 
^^,0^, причем точки А^ и 0^ принадлежат 

звену / Г/ = 1,2,..., л). Эти точки выбраны 
таким образом, что отрезок А^О^ есть либо 
общий перпендикуляр к осям дух смежных 
пар вида В, П или Ц, либо перпендикуляр, 
опущенный из центра пары вида С на ось 
смежной пары вида В, П или Ц, либо рассто
яние между центрами двух смежных пар вида 
С. 
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2.14.1. Общие сведения о структуре одноконтурных пространственных рычажных механизмов 

Семейство 
механизмов 

Первое 

Второе 

Третье 

Pi 

2П'7 

2п-6 

2/1-6 

Р2 

7'П 

5'П 

4-я j 

Рз 

0 

1 

2 

п 

4, 5, 6, 7 

3,4 ,5 

3,4 

Число структурных схем механизмов 

Вид входной пары 

В 

116 

44 

4 

п 

53 

40 

4 

Ц 

70 

28 

2 

Всего 

239 

112 

10 

^4 Л 

Рис. 2.14.1. Одвоконтурные простржнственные 
мехшпзмы семейств: 
а - первого ВЦЦЦ; 
б - второго ВВСВВ; 
в - третьего ВССВ 
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Если Р^_1 I - пара вида В, П или Ц, то 
точки 0^_^ и А^_1 лежат на оси этой пары; 
если Р^_1 I - пара вида С, то точки 0^_j и 
y4y_j совпадают (они находятся - в центре этой 
пары). 

После введения этих точек структурная 
схема механизма будет представлена в виде 
замкнутой ломаной ^ o A ^ l •••^л-1^л-1^л> 
где OQ - второе обозначение точки О^. Число 
отрезков и вершин ломаной 2п - р^у причем 
угол при всех вершинах прямой, кроме тех 
вершин, которые совпадают с центрами пар 
вида С. 

Введена система ортов ë j , ^ 2 , . . . , ё2л '^^> 
что орт е21_1 направлен по отрезку О^^^А^, а 
орт ^2/ - по отрезку А^О^ ломанной 
(i = l,2,...,f7\. Дополнительно введем орты 
^к "^^k-l^^k (^ = 1,2,...,2л). Ортам 
^V^ln ^ ^\ Д̂ иь1 вторые обозначения соот
ветственно в2л+1'^0 « ^2л+1- ^Р™ ^2/'^2/+1 
и -£"2/+! связанных со звеном / механизма, где 
/ = 0 (или л), 1, 2, ..., л-1 . Тройка взаимно 
ортогональных ортов | е ^ , е | , ^ Л , или в дру
гих обозначениях {̂ 2л > ̂ 2л+1 > ^2n+l| » неиз
менно связанных со стойкой О (или л), назы
вается базисом. 

Для механизмов первого семейства вво
дятся все указанные выше орты. Для механиз
мов второго семейства не вводятся орты 
^2m-V ^2m-i ^ ^2т> Д̂® ^ " номер того 
звена, которое образует пару вида С с преды
дущим звеном. Для механизмов третьего се
мейства не вводятся орты ^2m-l'^2m+l' 
^2m-V ^2т ^ ^2т+1 > ̂ ^ ^ ' «^мер звена 
вида СС. 

Унифицированная система обозначений 
постоянных и переменных параметров рас
сматриваемых механизмов следующая: 
Û2/_i = |<^/-1^|, Cl2i = \^fii\ i = 1,2,...,Л -

линейных параметры; OLJ^ - Z.lej^_2> ^к)> 
Л: = 2 ,3 , . . . , 2л +1 - угловые параметры. При
нято, что aj = ос2п+1 • ^гол а̂ ^ откладывается 
от орта е^_2 к орту е̂ ^ против часовой стрел
ки, если смотреть с конца орта с^_^. Для ме
ханизмов первого семейства вводят все ука
занные параметры а^^ и а^ (А: = 1,2,... , 2п\. 
У механизмов второго семейства отсутствуют 

параметры а2^_^, a^^n-v ^2т^'^2m^V ^ У 
механизмов третьего семейства - параметры 
^2т-1' ^2т+1' "2/п-1' ^2т^ ^2/и+1' "2/и+2' 
"2w+3-

Переменными параметрами механизма 
являются: G21-1 ' ® случае, когда /^„j ^ есть 
пара вида П или Ц; а2/ - в случае, когда 
Py_j ; есть пара вида В или Ц. Все другие 
параметры механизма постоянные. 

Среди переменных параметров один па
раметр, а именно а 2 или а^, является незави
симым (обобщенная координата q механизма), 
а остальные - зависимыми. Независимый па
раметр считается известным, а зависимые па
раметры неизвестны и подлежат определению 
при анализе механизма. 

Число N неизвестных параметров равно 
6, 3 и 1 для механизмов соответственно пер
вого, второго и третьего семейств. При этом 
число Nj^ линейных и число Ny угловых 
неизвестных параметров определяются по 
формулам: 

^л =Рп-^Рц -Q> ^у = / ^ в + / ' ц + С - 1 ' 
(2.14.1) 

где 

G = 
Го, если ^ = а2; 

1, е с ли ^ = ûj. 

Для механизмов ВЦЦЦ, ВВСВВ и 
ВССВ (см. рис. 2.14.1) д = а2у а неизвест
ными параметрами являются: а^, а^, а^, 
а^, а^, ag - для механизма ВЦЦЦ; 
а^, ag, ajQ - для механизма ВВСВВ; ag -
для механизма ВССВ. 

2.15. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОЛОЖЕНИЙ 
ЗВЕНЬЕВ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ 

РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

Задача о положениях звеньев простран
ственного механизма состоит в определении 
неизвестных переменных параметров при за
данном значении обобщенной координаты q 
механизма. Как рассмотрено выше, первым 
этапом при решении задачи о положениях 
является составление исходной системы урав
нений анализа, связывающих постоянные и 
переменные параметры механизма. Второй 
этап заключается в решении данной системы 
относительно неизвестных параметров. 
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При составлении исходной системы 
уравнений для пространственных рычажных 
механизмов применяют матричные, вектор
ные, тензорные, винтовые и другие методы. 
Ниже представлены векторный метод, осно
ванный на применении векторной рекуррент
ной формулы [5], и матричный метод, бази
рующийся на использовании матриц 4 x 4 . 
Векторный метод позволяет не только рацио
нальным образом составить исходную систему 
уравнений анализа, но и найти ее решение в 
аналитической форме для большинства рас
сматриваемых механизмов. 

Векторный метод. Основой векторного 
метода являются две векторные рекуррентные 
формулы (ВРФ): 

прямая ВРФ 

_ ^^к г 

{к = 2,Ъ,...,]) 

обратная ВРФ 

^к = ^к-^2^к-¥2 " ^кл-2^кл2у 

(2.15.1) 

де^ 
^к+1 

да 
к ж̂  

= ~^к+2^к+2 ~ ^k-i-2^k+2> 
к+2 

(к = 2п-1, 2 / / - 2 , . . . , / ) (2.15.2) 

где 5^ = s i n а ^ ; с^ = cosa^ (^ = 1, 2 , . . . , 
2л - f l ) . 

Номера у и / удовлетворяют следующим 
условиям: 

для механизмов первого семейства 
2 < у < / < 2 / î ~ l ; 

для механизмов второго семейства 
У = 2 m - 2 , / = 2m; 

для механизмов третьего семейства 
у = 2 т - 2 , / = 2 т + 2 . 

Прямая ВРФ позволяет получить после
довательно орты ^2, iE'2> ^з> ^3> •••> ^у» ^j 
в виде их разложений по ортам базиса 
ICQ, е р ЕЛ. Аналогичные разложения по 
ортам того же базиса получаются для ортов 
^2п-1 > ^2п у ^2п-2 у ^2п-\ » • • • ^ «/ ^ ^/+1 при 
помощи обратной ВРФ. 

Кроме формул (2.15.1) и (2.15.2) при 
анализе механизма используется уравнение 
замкнутости контура 

2л 

к^\ 
:0. (2.15.3) 

В формуле (2.15.3) под знаком суммы 
отсутствуют: член с номером к = 2т-\ для 
механизмов второго семейства; члены с номе
рами к = 2т - 1 и Â: = 2т +1 для механиз
мов третьего семейства. 

Алгоритмы решения задачи о положени
ях звеньев пространственных механизмов, 
составленные при помощи прямой и обратной 
ВРФ, а также уравнения замкнутости (2.15.3) 
характеризуются следующими особенностями: 
большая часть алгоритма реализуется на век
торном уровне и лишь на заключительной 
стадии решения происходит переход к развер
нутым скалярным уравнениям и формулам; 
удается достаточно просто исключить ряд не
известных и для большинства одноконтурных 
механизмов получить одно уравнение с одним 
неизвестным (остальные неизвестные опреде
ляются при этом в явном виде по формулам); 
имеется возможность быстрого просмотра 
альтернативных стратегий решения задачи (с 
целью отбора наиболее рациональной), так как 
алгоритм строится на базе нескольких 
"стандартных" векторных соотношений, кото
рые комбинируются в той или иной последо
вательности. 

Наиболее часто используемые 
"стандартные" векторные соотношения, полу
ченные из формул (2.15.1) - (2.15.3), приведе
ны в табл. 2.15.1. 

2.15.1. '^Ставдартные'* векторные соотношения, 
используемые при анализе положений 

пространственных механизмов 

«*-2«* = cosajt 

^fc-l«fc=-sinajfc 

^к = «А-1 >̂  «* 

«*-.l=e^_2xe^/sina^-

Яе^=0 

RUI хе^) = 0 

П р и о п р е д е л е н и и п о л о ж е 
н и й з в е н ь е в м е х а н и з м а п е р 
в о г о с е м е й с т в а N = 6, Ny > 3, 

N^ =6-Ny (N = Ny -\-Nj^ - общее число 

неизвестных параметров; Ny и JVjj - число 
соответственно угловых и линейных неизвест
ных параметров). 
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В соответствии с описываемым вектор
ным методом на начальной стадии решения 
задачи исключаются два неизвестных угловых 
параметра и получается система уравнений с 
четырьмя неизвестными. Пусть а2̂ ^ и а2у -
два неизвестных угловых параметра. При от
боре углов OL2i^ и а2у (где W < V ) среди Ny 
неизвестных угловых параметров рекомендует
ся придерживаться правила: разность U — V 
должна быть минимально возможной. Можно 
показать, что для 232 из 239 схем механизмов 
первого семейства (и - v\ . = 1, а для дру
гих семи схем (и -v) . = 2. Задача о поло-
жениях звеньев решается по обобщенному 
алгоритму в пять этапов (рассматривается слу
чай, когда и - V = 1): 

1. Составить выражения для ортов 
«2, 5̂*2, ^3, ^3 ' • • • ' ^2w-l' ^2и-1 "^ основа
нии прямой ВРФ (2.15.1), а также выражения 
для ортов ^2n-V^2n^^2n-2>^2n-V"-> 
^2M+1'^2W+2 ^^ основании обратной ВРФ 

(2.15.2). 
2. Составить выражения для ортов 

2̂м ' ^2и ^ ^2и+1 » используя формулы 

^2и = ^2и-1 ^ ^2u+l/^2u+l у 

^2и =^2w-l ^^2м' ^2м+1 =^2м ^^2w+l-
(2.15.4) 

3. Решить систему уравнений 
= c w , ; (2.15.5) 

Л =0 , (2.15.6) 
2п 

где R = 2\^к^к > относительно четырех неиз-
Ы\ 

вестных. 
Следует отметить, что неизвестные углы 

^2м ** "2м+2 ^^ входят в уравнения (2.15.5) и 
(2.15.6), поскольку полученные на этапах 1 и 2 
выражения для ортов не содержат этих углов. 

4. Определить орты е2,-£"2, С3, Ĵ 3 » •» 
^2n-V ^2n-l ** ^2п ï^yre^ подстановки най
денных на этапе 3 значений неизвестных па
раметров в выражения, полученные для этих 
ортов на этапах 1 и 2. 

5. Найти углы а2̂ ^ и cx2w+2> определив 
их синусы и косинусы по формулам 

hu =~^2w-1^2w> ^2и =^2M-2^2W» 
(2.15.7) 

•̂ 2м+2 = ~^2W+1^2M+2' ^2М+2 ='^2«^2W+2' 
(2.15.8) 

Трудность поиска решения системы 
уравнений (2.15.5) и (2.15.6) на этапе 3 алго
ритма зависит от числа Ny неизвестных угло
вых параметров. Все механизмы первого се
мейства (всего 239 схем) по значению Ny 
распределяются следующим образом: 

Ny 3 4 5 6 
Число 
схем 88 116 32 3 
Механизм 
(пример) ВЦЦ ВЦВЦ ВВВЦВВ 7В 

В случае Ny = 3 и N^^ = 3 уравнение 
(2Л5.5) содержит один неизвестный параметр 
(угловой). После его получения на этапе 3 
оставшихся неизвестных линейных параметра 
определяются в явном виде из векторного 
уравнения (2.15.6), в которое эти параметры 
входят линейно. 

При Ny = 4 и Nj^ = 2 этап 3 алгор̂ ггма 
реализуется в такой последовательности: 

составляется уравнение 

^ ( ^ 2 / 4 x ^ 2 y - l ) = 0 , (2.15.9) 

не содержащие неизвестных линейных пара
метров 021-1 ^ ^2/-1> 

решается система уравнений (2.15.5) и 
(2.15.9) относительно двух неизвестных угло
вых параметров; 

после выполнения этапа 4 определяются 
параметры 02/-1 ^ ^2/-1 ^^ уравнений 

R e2j =0 ; J? ̂ 2/^2 = ^у (2-15. Ю) 

первое из которых содержит только один не
известный параметр Û2/--l> ^ второе - только 
параметр а2/-Г» ® Уравнения (2.15.10) неизве
стные входят линейно. 

В случае Ny = 5 и N^^ = 1 этап 3 вы
полняется в таком порядке: 

составляются уравнения 
^«2/ -2=^J J î e 2 ; = 0 , (2.15.11) 

не содержащие неизвестного линейного пара
метра 02/~1> 

решается система трех уравнений (2.15.5) 
и (2.15.11) относительно трех неизвестных 
угловых параметров; 

после выполнения этапа 4 алгоритма оп
ределяется параметр 02i-l ^^ линейного урав
нения 

^«2/-1 =0- (2.15.12) 
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При Ny =6 и N^ =0 четыре неизвест- ^де D = В^ + В^ - В^. 
ных на этапе 3 угловых параметра определяют- Если Z) < О, то механизм ВЦЦЦ не су-
ся из системы уравнений (2.15.5) и (2.15.6). На ществует. Если Z) > О, то в соответствии с 
разных этапах описанного выше алгоритма фор^^дами (2.15.16) угол ао имеет два значе-
использованы стандартные векторные соот- ° 
ношения, приведенные в табл. 2.15.1. «̂ я̂> которые соответствуют двум возможным 

Следует отметить, что в случае вариантам сборки механизма ВЦЦЦ при дан-
N = 4, 5 и 6 при решении системы Ny - 2 " ° ^ ^2 • 

„ ^ Для каждого из вариантов сборки меха-
нелинеиных уравнении относительно такого с с 
же числа неизвестных угловых параметров "'^^^^ находятся: орты e^,£j,e^,£^ по 
удается путем последовательного исключения формулам (2.15.14); орты ^4,^5*4 и £^ по 
неизвестных получить для всех механизмов , /^ ^с А\ .. I О 
первого семейсггва одно тригонометрическое ФоР^У^ам (2.15.4) при и = 2; вектор Щ по 
уравнение с одним неизвестным. Это уравне- формуле 
ние может быть преобразовано к соответству- ^ _ 
ющему алгебраическому уравнению, степень ^1 ~ ̂ 1^1 "*"̂ 2^2 "'"^4^4 '^^6^6 ''"^8^0' 
которого зависит от структуры исследуемого (2.15.17) 
механизма, но прежде всего от значения N^ 

^ неизвестные параметры ^3,^5 ^ ^7 ^^ Урав-
(для наиболее сложного механизма 7В, у ко- ^̂  , ̂  ^̂  » п ,;. , ,^, нения (2.15.6), в котором К = К^ •¥ торого iV = 0 , степень уравнения равна 16). ^ 

ч-Сово +асес +а^еп\ неизвестные угловые 
Для механизма ВЦЦЦ (см. рис. 2.14.1, ^ ^ ^ ^ ' ' ^ .^ , .^ч 

^ »г о »г о ^ . параметры а^ и (Ха по формулам (2.15.7) и 
а) N^ - 3, iv „ = 3. В соответствии с этапом 1 ^ ^ /\ ь ^ ^ ^ 

^ <̂  о (2.15.8) при w = 2 . 
обобщенного алгоритма при w = 2 и v = 3 при решении векторного уравнения 

е =ес -Es £ =-es -Ее ' (2.15.6) его целесообразно заменить тремя 
^ ^ 2 1 2 ' 2 0 2 1 2 ' скалярными уравнениями 

ез =eQS^s^ -^efy +^1^2-^3' (2.15.13) Ле^ =0; Re^ =0; R{e^xej)=0, 
Е^ = ^0-̂ 2^3 ~ 1̂*̂ 3 "*"^1^2^3 ^^ которых 

ej=eoC^ -E^s^; £^=-e^s^ - EyC^; ^з =-(^1^б)/{^з^б)^ «7 = - ( ^ i ^ 4 ) / ( ^ 7 ^ 4 ) ; 
Ч = ^ОЧ "^^hh +^1^1'У8' ^5 = ^ 1 (^3 ^^7)'У7/(^З^б)-

Е^ = -CQS^ +^1'У1^8 +^1^1^8' (2.15.14) (2.15.18) 
_ / ч П р и о п р е д е л е н и и п о л о ж е -

^5 ~ ̂ 0*̂ 8*̂ 7 ^ ^1 (̂ 1^7 ~ '̂ 1̂ 8*̂ 7 j "" НИИ з в е н ь е в м е х а н и з м о в в т о -
-Е^{s^c^ + ^1^8*^7)' р о г о с е м е й с т в а iV = 3, Л^У=0, 1, 2 

„ / \ или 3, N^ = 3 - N^ . Обобщенный алгоритм 
^6 = 0̂*̂ 8̂ 7 ~ ^1 (̂ 1'̂ 7 + '̂ 1^8^7 ) + л у 

^ ^ решения задачи о положениях включает два 
•¥E^\s^s^ -с^с^с^у этапа. 

Уравнение (2.15.5) в данном случае имеет ^- доставить выражения для ортов 
вид ^2, 1^2, ^3 ' ^ 3 ' •••' ^2т-2 ' ^ 2 т - 2 "^ основа-

,^ ,^ ,^, НИИ прямой ВРФ (2.15.1), а также выражения 
B,s,.B,c,.B,-^, (2.15.15)^ ,р,„з е,„.„Е,1е,„.„ 

где В^ = 2̂*̂ 3*̂ 7' ^2 = "^3*^7 - <̂ iC2*̂ 3'̂ 7' ^2n-V '"> ^2/и' ^2m+l "^ основании обрат-
В. = CfyCn - s.c.s.Cn - Ce. ной ВРФ (2.15.2). 

Mo,«. /Vie 1СЧ 2. Найти три неизвестных параметра ме-Из уравнения (2.15.15) находится неизве- ^ ж» л „ ^ ханизма из векторного уравнения А = 0 , В 
сшыиуголаз: ^^^^^^^ 

2л 

i?f + J?2 ^1 +i?2 ^ fc к ^ к к 
Â:=l Â : = 2 m 

(2.15.16) (2.15.19) 
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Все механизмы второго семейства (всего 
112 схем) по значению Ny распределяются 
следующим образом: 

^у 
Число 
схем 
Механизм 
(пример) . . 

0 

7 

.вппсп 

1 

47 

впсвп 

2 

47 

ВЦСВ 

3 

11 

ввсвв 

в случае Ny = О и N^^ = 3 три неизвес

тных линейных параметра ûr2,_i, ^ 2 / - 1 ' ^2Â:-1 
определяются соответственно из трех скаляр
ных уравнений: 

^(^27-1 ^ ^2^-l) = О» Ц^И-1 ^ ^2k-l) = ^; 

^K-l><^2;-l)=0, (2.15.20) 
которые получаются из векторного уравнения 
R = 0. В каждое из уравнений (2.15.20) входит 
по одному неизвестному, причем линейно. 

При N = 1 и TVjj = 2 три неизвестных 

параметра о̂ 2/> ^2/-1'^2Jt-l определяются из 
уравнения R = 0 следующим образом: нахо
дится 0.21 из первого уравнения (2.15.20), в 
котором не фигурируют параметры û!2/-l ^ 
^2k-V находятся орты, зависящие от а2у, 
путем подстановки найденного параметра а2^ 
в выражения для этих ортов, полученные на 
этапе 1 алгоритма; определяются ^2^ j и 

^2к-1 ^^ второго и третьего уравнений 
(2.15.20). 

В случае N^ = 2 и N^ = 1 три неизвес
тных параметра а2 / , 0L2J И а2к-1 определя
ются из уравнения R = 0 в такой последова
тельности: угловые параметры а2у и а 2/ на
ходятся из системы двух уравнений 

Re2jc.2 =^'у ^^2к =^> (2.15.21) 
не содержащих параметра Û2A;-1> определяют
ся орты, зависящие от а2/ и а2.-, по форму
лам, составленным на этапе 1 алгоритма; на
ходится параметр ci2/ç_i из уравнения 

^^2к-1 =^у (2,15.22) 
в которое ci2i^_i входит линейно. 

При N = 3 и Nj^ = О три неизвестных 
угловых параметра определяются из векторно

го уравнения R = 0. При этом всегда удается 
исключить два неизвестных и получить одно 
скалярное уравнение с одним неизвестным. 
Последнее может быть представлено в виде 
алгебраического уравнения четвертой степени 
для всех И структурных схем. Таким образом, 
для всех 112 схем механизмов второго семей
ства задача о положениях может быть решена 
аналитически в явном виде. 

Для механизма ВВСВВ (см. рис. 2.14.1, 
б) m = 3, Ny = 3, NJ^ = 0. В соответствии с 
этапом 1 обобщенного алгоритма сначала за
писываются выражения для ортов 62, ^ 2 ' 

^ 3 ' ^ 3 ' ^4 ' ^ 4 ' ^9 ' ^10' ^8 ' ^ 9 ' ^7» ^ 8 ' 
е^, Ej на основе прямой и обратной ВРФ. 
Орты е^ и £^ зависят от неизвестного угла 
а^, орты eg Ед, ej и Е^ - от неизвестного 
угла ajQ, а орты е^ и Ej - от неизвестных 
углов ajQ и ag . 

При решении уравнения R = 0 относи
тельно неизвестных а^, а^, â Q путем про
стых его преобразований, выполняемых на 
векторном уровне, удается исключить неизвес
тные а g и ajQ и получить одно уравнение 
вида / ( а 2 , а^) = О с одним неизвестным а^: 

/ 2 2 2^^ 2 
[^1^1 +ûg -a^-ûj j 59 + 

-^[(^1^9)^9+^7] ^8 -

-4[(i?l^l)-(^1^9)'}84'=0. 

(2.15.23) 

Здесь 

M =^1^1 +^2^2 +^3^3 + 
+^464 + Û969 + ûiQ^Q. (2.15.24) 

Уравнение (2.15.23) может быть пред
ставлено в виде 

^1^4 +^2*^4^4 •^^3'^4 "^^4^4 "'"^5 = ^' 
(2.15.25) 

где 5 j , . . . , Б^ - коэффициенты, зависящие от 
постоянных параметров механизма и незави
симой переменной а2 . Тригонометрическое 
уравнение (2.15.25) преобразуется к алгебраи
ческому уравнению четвертой степени 

CQX +CJJC +С2Х 4-С3Х + С4 = 0 , 
(2.15.26) 



424 Глава 2. КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

где X = s^; CQ, ..., С^ - коэффициенты, 
зависящие от тех же параметров, что и 
величины В^, , В^. 

Пусть H есть число вещественных 
корней уравнения (2.15.26). Обычно H = 0, 2 
или 4, в особых случаях (при наличии кратных 
корней) H = 1 или 3. Случай H = 0 означает, 
что при данном а 2 механизм В В С В В не 
существует. Случай H > О означает, что при 
данном а 2 механизм имеет H вариантов 

сборки. Следует отметить, что H = НуаЛ. 

Пусть X = х^ есть один из корней 
уравнения (2.15.26) (нетрудно показать, что 
всегда х,̂  < 1). Алгоритм расчета искомых 
параметров а^, a^Q, ag следующий: 

1) -̂ 4 =^*> 

С4 = -[В^х1 + В^Х, + ^5 ) / ( ^ 2 ^ * + ^4 ) 

2) е^, Е^, лJ ; 

3) 1̂0 = A i / A ; Сю = А 2 / А ; 

^2 =-^1^4*^9 - 2 ^ 2 ^ 8 ; 

F^ = RICQ; F2 = ^1^10 ; 

4) e g , JS'9, 6 7 , ^ g ; 

5) 8̂ = {RiE^)/a^ ; Cg = - [ ( ^ l e g ) + a g ] / a 6 . 

П р и о п р е д е л е н и и п о л о ж е 
н и й з в е н ь е в м е х а н и з м о в 
т р е т ь е г о с е м е й с т в а 
N = l,N^=0 шш 1, Nj^=l-N^. 

Механизмы третьего семейства (всего 10 схем) 
по значению N распределяются следующим 
образом. 

А̂ У О 1 
Число схем 5 5 
Механизм (пример) ВССП ВССВ 

Обобщенный алгоритм решения задачи о 
положениях включает два этапа. 

1. Составить выражения для ортов 
^2, ^ 2 ' 3̂> ^ 3 ' ' • - ^2ж-2' ^ 2 т - 2 «^ 
основании прямой ВРФ (2.15.1), а также 
выражения для ортов 
^2л-1' ^2л> ^2л-2' ^2л-1 ' - » ^2т+2' ^2т+3 
на основании обратной ВРФ (2.15.2). 

2. Решить относительно неизвестного 
параметра уравнение 

RiRi=al„, (2.15.27) 
2m-2 2л 

А:=1 Л=2т+2 
Для всех рассматриваемых механизмов 

уравнение (2.15.27) может быть представлено в 
виде квадратного уравнения. 

Для механизма В С С В (см. рис. 2.14.1, в) 
/W = 2, 7V = 1 , Nj^ = 0 . По формулам 
(2.15.1) и (2.15.2) находятся 

C'y == СгкС'у JCr-iS'yj Вп == ^1^1 1*̂ 1 у 

^ 8 = - « 1 ^ 1 - ^ 1 ^ 1 > 

^6 ~ ^0^8 "̂  ̂ 1*̂ 1-̂ 8 "*"^1^1'^8* 

(2.15.28) 
Уравнение (2.15.27) имеет вид: 

(^1^1 + ^2^2 + а^е^ + ayCj + а^е^) = а^. 

(2.15.29) 
После подстановки в (2.15.29) 

выражений для ортов ^2» ^6 ^ ^7 ^^ (2.15.28) 
получается 

^jCg +^2*^8 + ^ 3 = ^' (2.15.30) 

где В^ -^^d'^l^l •^^8)> ^2 "^^6(^1*^1 ~ 
ч D 2 2 2 2 2 

-a2Cj5'2J; В^ = û j +^2 - Û 4 """̂ б "'•̂ 7 "̂  

+ag + la^a-jC^ + la^a^^c^ + laja-jS^Sj-
Неизвестный угол ag находится из 

уравнения (2.15.30), которое может быть 
преобразовано в квадратное относительно 
^ - ^% уравнение. Если дискриминант 

D = B^ -\- +В1 -В1 <0, то механизм В С С В 
не существует. Если £> > О, то механизм 
имеет два варианта сборки при данном а 2 . 

Метод матриц. Рассматриваемый метод 
анализа пространственных механизмов 
основан на использовании матриц перехода от 
одной системы координат к другой. Эти 
матрицы имеют размерность 4 x 4 . Четвертая 
строка всех матриц перехода имеет один и тот 
же вид (О, О, О, 1). Метод матриц рассмотрим 
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применительно к одноконтурным механизмам 
первого семейства, т.е. к механизмам без сфе
рических пар, например к механизму ВЦЦЦ 
(рис. 2.15.1). 

Рис. 2.15.1. Механизм ВЦЦЦ 

Для параметров рассматриваемых меха
низмов приняты обозначения //, Л̂ -, ф/, Q/ 
вместо прежних соответственно 
^2/-1 » ^2/ ' «2/ ' «2/+1 (̂ ' = 1, 2, . . . , л) . Пе
ременными параметрами механизма являются: 
/̂  в случае, когда /^_j ^ есть пара вида П или 

Ц; ф^ в случае, когда Pj_^ ^ есть пара вида В 

или Ц (/ = 1, 2, . , . , я ) . С каждым /-м звеном 
механизма связаны две системы координат: 
A^x^y^Zi (*^** кратко Sf) и O^X^Y^Zi (или 
S^), где / = 1, 2, . . . , AÎ. Оси х^ и Х^ направ
лены по отрезку У4^0^ ОТ AI К О^, ОСЬ ZJ - по 
отрезку Oi_yAi от 0 .̂_^ к 4̂̂ ., ось Z^ - по 
отрезку О^А^^^ от (7̂ . к Л .̂̂ .̂ Следует отме
тить, что оси Zi^i и Z^ совпадают. Во всех 
приведенных обозначениях индекс О может 
быть заменен на «, и наоборот (например. 

Введем следующие матрицы: матрицу G-, 
перехода от системы S^ к системе s^ ; матрицу 

1 

хода от системы o .̂_j к системе s^ 
(/ = 1,2, . . . , / ; ) . 

Матрицы G^i^Gii , M^_j ^ и Mij_-^ 
имеют вид: 

G , = 

1 О 

О с0,. 

О 56 .̂ 

О О 

G: = 

П 
о 

о 

о 

о 

О 

О 

- 5 9 , 

О 

О 

5в, 

се, 

M / - 1 , / 

M / , /-1 

Сф, 

5ф, 

О 

Сф, 

-лр/ 

о 
О 

О 

- 5 ф , 

«Р/ 

О 

О 

Сф, 

О 

О 

Л/ 

О 

о 
1 

о 
о 
1 J 

о € 
О О 

1 

О 

О 

о 
1 

о 

о 

-h 
1 

Gy, перехода от системы s к системе S, 
матрицу Л/,_| , перехода от системы 5, к 

системе Si_^; матрицу Л/, y_i - A f / l j , пере-

(2.15.31) 
Здесь 

59, = s i n 9 , ; с9, = c o s 9 , ; 5ф, =5Шф,; 

Сф, = С 0 8 ф , ( / = 1, 2 , . . . , я ) . 

(2.15.32) 
Из формул (2.15.31) видно, что в матри

цах G„ и С„ фигурируют постоянные пара
метры Л, и 9, звена / механизма, а в матрицах 
Af,_j , и М , ,_2 - параметры /, и ф,, из 
которых по крайне мере один является пере
менным и которые характеризуют относитель
ное перемещение звеньев / - 1 и / в паре 
P,_j , . Матрицу G„ называют матрицей звена 

/ (или матрицей геометрии), а матрицу Л/^ , , 

- матрицей кинематической пары P,_j , (или 
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матрицей движения). Такие же названия име
ют и обратные матрицы G^^ и М^ i_j. 

Исходная система уравнений анализа 
может быть получена из матричного уравнения 
замкнутости контура пространственного меха
низма (которое является пространственным 
аналогом векторного уравнения замкнутости 
контура плоского механизма). Матричное 
уравнение замкнутости конура 

(2.15.33) 

Здесь 

H = MQ^G^^M^2^22 '^n-hn^nny 
(2.15.34) 

1 
0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0^ 

0 

0 

1 

единичная матрица. 

Элементы матрицы Д полученной как 
произведение матриц MQ^ G^J ... G^^, обо
значим через Лд (у, А: = 1, 2, 3, 4) так, что 

H = la.f^ . Элементы а ^ (у = 1, 2, 3; к =1, 

2, 3, 4) есть функции семи переменных пара
метров механизма первого семейства, которые 
обозначим через q, и^, U2, и^, и^, и^, и^ (д 

обобщенная координата механизма; 
Wj, . . . , ŵ  - неизвестные параметры^ 

Приравнивая элементы а.-^ матрицы Ну 
расположенные в трех первых ее строках, со
ответствующим элементам единичной матрищл 
/, можно составить 12 уравнений. Но только 
шесть из них являются взаимно независимы
ми, поскольку между элементами а ^ матри
цы H существуют шесть условий связи в виде 
равенств. В качестве независимых элементов 
Лд следует взять а^^, ^24» ^34 ^ ®^^ "^^ 
элемента из девяти оставшихся, например 
^12'^13» ^23- ^ результате можно получить 
шесть уравнений 

^ д ( ^ » " р « 2 » " 3 ' " 4 ' " 5 ' ^ б ) = ^ ' 
(2.15.35) 

№ jk = 12, 13, 14, 23, 24, 34. 
Уравнения (2.15.35) должны бьпъ реше

ны относительно шести неизвестных . Исход
ная система уравнений анализа в форме 
(2.15.35) является весьма сложной, так как 

элементы Wj, . . . , и^ матрицы H получаются в 
виде громостких выражений. Заметного упро
щения исходной системы можно добиться при 
записи матричного уравнения замкнутости 
контура механизма в таком виде: 

Jfl = H 2, (2.15.36) 

где 
Н^ = M01G11M12G22 '• • ^^i-iiGii; 

^2 = ^лп^л,л-1^л-1,п-1^п-1,/1-2 •••• 
^-1 

'^/+1,/+1^'/+1,/- (2.15.37) 

Число / может иметь любое значение от 
1 до л - 1 . Матрицы Н^ ^ H 2 ^сть матрицы 
перехода от системы S ^ к системе S^ = ^л » 
но в противоположных направлениях: первая -
по одной (прямой) ветви замкнутого контура, 
вторая - по другой (обратной) его ветви. Эле
менты матриц Н^ и H2 обозначим через />д 

и Сд, так что Н^ = \bjiç^ 1, H2 = Icjj^ 1. Мож
но так выбрать номер /, что элементы bjj^ 
будут функциями переменных д, и^, . . . , и^, а 
элементы Сд - функциями переменных 

"/+1, . • •, w^, где / = 2 или 3. 
Приравнивая друг другу соответствующие 

элементы матриц Н^ и H2 у можно получить 
шесть уравнений 

^ ( ^ ' " 1 ' - - " / ) = ^ д ( " / + 1 ' - - - ' " б ) » 
(2.15.38) 

где jk = 12, 13, 23, 14, 24, 34. 
Система шести уравнений (2.15.38) с ше

стью неизвестными Wj, «2> ••> ''б значитель
но проще ранее полученной системы (2.15.35) 
в смысле ее аналитического решения. 

При применении метода матриц 4 х 4 к 
механизму ВЦЦЦ (см. рис. 2.15.1) примем 
1 = 2. Тогда матричное уравнение (2.15.36) с 
учетом формул (2.15.37) имеет вид: 

^01^11^12^22 = ^44^43^з"з ^ 3 2 -
(2.15.39) 

На основании формул (2.15.31) состав
ляют матрицы A/QJ, G J P . . . , а затем находят 
произведения соответствующих матриц, т.е. 
получают матрицы Н^ и ^ 2 - Элементы 
bjj^ и Сд матриц Н^ и /^2 имеют вид 
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где j = 1, 2, 3; Â: = 1, 2, 3, 4. Приравнивая 
друг другу соответствующие элементы, полу
чают 12 уравнений, шесть из которых являют
ся независимьпли: 

Сф^Сф2 - 5tpjC02«P2 = Сф^Сфз - Лр^^^З'^З' 

59^5ф2 = 504^ф4^Фз ^ 

+(ле4^Ф4<^3 - С 0 4 * ^ з ) * ^ 3 ' 

c9jC02 - 502Сф2^2 ~ ^ 4 ^ 3 ~ ^4^^^^2>-> 

Л2(сф|Сф2 - 5ф|С025ф2)+/2'$ф1'$в2 ^-/IJCфJ = 

= -/зЛр4Лвз -Лз^ф4 - ^ 4 ' 
/12(^1Сф2 +Сф^С0^5ф2) - /2^Ф1^1 Ч-Л̂ Лф̂  = 

= -/з(с04Сф45ез -Н 564(^3) ••" 
+/23064*^4 -^4*^4 ' 

Л2'$в|Лр2 +^2^1 "̂ 1̂ =^з(*^4^Ф4'^3 ~ 
-С04С0з)-Лз^4*^4 ~^4^4- (2-15.40) 

Неизвестные углы Ф2? Фз ^ Ф4 ^^гут 
быть найдены из трех первых уравнений сис
темы (2.15.40), а неизвестные линейные пара
метры /2, /3 и /4 - из трех последних уравне
ний этой системы. При анализе механизма 
ВЦЦЦ векторным методом для всех шести 
неизвестных получены формулы (2.15.16), 
(2.15.7), (2.15.8), (2.15.18), позволяющие их 
вычислить непосредственно. 

2.16. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТЕЙ 
ЗВЕНЬЕВ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ 

РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

Для решения задачи о скоростях звеньев 
пространственных механизмов применим век
торный метод, использованный ранее при 
решении задачи о положениях. 

Сохраняя все обозначения, введенные в 
п. 2.14 и 2.15, дополнительно введем следую
щие обозначения: à2/ и àji^- производные 
по времени от параметров a2 •̂ и ûf2^_| 
(/ = 1, ... , /2); ^1 i_i - относительная угловая 
скорость звена -i по отношению к звену / - 1 
(/ = 1,...,/;); ©̂ . - абсолютная угловая ско
рость звена h У л и VAI - скорости точек А. 
и О^ звена /; v ^ - скорость произвольной 
точки В^ звена / (/ = 1, . . . , /7 - 1) . 

Среди параметров а 2/ и 02i_i имеются 
постоянные и переменные. Если 0.21 (или 
^2i-0 " постоянный параметр, то â2/ = О 

(или Û2/_i =0) . Если а2/ (или Û2/_i) - пере
менный параметр, то â2,- ^ 0 (или Û2/_i ^^0). 

Один из переменных параметров (ç^ или а2) 
есть обобщенная координата g механизма. 
Производная по времени от этого параметра, 
т.е. ûfj или â 2 , обозначается через q . Произ
водные по времени от других переменных 
параметров (кроме производной q ) имеют 
определенный кинематический смысл, а 
именно: à2; - относительная угловая скорость 
звена / по отношению к звену / - 1 
(алгебраическое значение); û'2/_-̂  - относи
тельная скорость точки А^ звена / по отноше
нию к звену / - 1 (алгебраическое значение). 

Все производные à2/ и û'2/-l' ^^ исклю
чением q , от переменных параметров меха
низма обьединяются в общий список {v} -
множество относительных скоростей звеньев. 
Множество {v} включает А̂  компонентов, при
чем N = 6у Ъ и 1 для механизмов соответ
ственно первого, второго и третьего семейств. 
Среди N компонентов множества {v} имеется 
Ny относительных угловых скоростей сх2/ и 
Nj^ относительных линейных скоростей 
J2/_i- Причем если N = 6, то N > 3 . 

Пусть при данном значении q решена 
задача о положениях звеньев механизма в ка
кой-либо его сборке, т.е. определены значения 
переменных параметров а2у и йГ2̂ _̂  механиз
ма. При данном значении q надо найти отно
сительные скорости звеньев, образующие вве
денное вьпие множество {v}. Задача решается 
отдельно для пространственных механизмов 
первого, второго и третьего семейств. После 
этого находятся угловые скорости со̂- y_j и ©у 

звеньев, а также скорости УА^^П ^ ^ л 
отдельных их точек. 

Механизмы первого семейства. Шесть 
неизвестных относительных скоростей â2 •̂ и 
û^2/-l> входящих в множество {v}, определяют
ся из следующей системы двух векторных 
уравнений : 

Х«2/^2/-1 = 0; 
/=1 

J^^2i-l^2i-l ^^"^И 
/=1 /=1 

2л-2 

^2/-1 ẑ^̂^ 
k=2i 

= 0. 

(2.16.1) 
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Все неизвестные входят в уравнения 
(2.16.1) л и н е й н о , так что о н и могут быть легко 
получены для всех 239 схем механизмов пер 
вого семейства. 

Для механизма В Ц Ц Ц (см. рис . 2 .14 .1 , а) 
уравнения (2.16.1) п р и н и м а ю т следующий вид: 

(Х'^вл ч - а ^ в ^ -f а/-Сг +oLae-2̂*̂ 1 *4*^3 6*̂ 5 0; 

п т-\ ( 2т-2 ^ 
Z ^2/-1^2/-1 + Х^'З/ ^2/-1 ^ Yé^k^k 

/=1 /=1 V k=2i ) 
{Ыт) 

С 2/-2 

^3^3 "̂  ^5^5 "*• ^7^7 ^^\ "= ^' i=m-{\ V к=2т 
О, (2.16.7) 

(2.16.2) 

где 

Y.'^k^k 
к=2 

+ а . е^ X I". 
Â:=4 

ifc'^it 

в которое неизвестные входят линейно. По
этому они могут быть легко найдены для всех 
112 схем механизмов второго семейства. 

Для механизма ВВСВВ (см. рис. 2.14.1, 
б) уравнение (2.16.7) принимает вид: 

/ 

(2.16.3) 
Неизвестными являются â^, â^, âg, 

Û3, Û3 , àj . Первые три неизвестных опреде
ляются из первого уравнения системы (2.16.2), 
а три других неизвестных - из второго уравне
ния этой системы. После обозначения левых 
частей первого и второго уравнений системы 
(2.16.2) соответственно через Un Vw умноже
ния левых и правых частей первого и второго 
уравнений скалярно на в^, 63 х е-у и е^, по
лучены шесть уравнений 

Ue^ = 0; 1/̂ (̂ 3 Xе^) = 0; Ue^ = 0; 

(2.16.4) 
каждое из которых содержит по одному неиз
вестному: соответственно â^, â^, âg , Û3 > 

Из уравнений (2.16.4) 

1̂ ^ Ya^k^ 
к=2 J 

-\-à^a^{e^xe^) 

-«8^6(^7 ""^б)-^ 10 во X Е^Л 
V к=6 

= 0. 

(2.16.8) 
Неизвестными являются â^, âg и âjQ. 

Уравнение (2.16.8) можно упростить: 

«2[^2К'УЗ -^4^3-^4)+^2 («2 +^4^4)] + 

-^^10(^8(^7-^9 -^6-^8^9)+^9(^8 +^6^8)] = 0-
(2.16.9) 

Механизмы третьего семейства. Д и ф ф е 
ренцирование уравнения (2.15.27) по времени 
дает уравнение с о д н и м неизвестным: 

E,R,=0. (2.16.10) 

ссл = - а . 

S'xS, 
ао = - а ^ 3''4 (2.16.5) 

В зависимости от структурной схемы меха
низма этим неизвестным является одна из 
следующих величин û j , à^, àj, â 2 , â^, âg. 

В зависимости от значений m и п все 10 схем 
механизмов третьего семейства можно разде
лить на три группы. 

^3 =- (^1^б) / (^5^б) ; 

^5=^l{^3''^7)/{^54^l)l (2.16.6) 

àj =- (^1^4) / (^6^7)-

Механизмы второго семейства. Три н е и з 
вестных относительных скорости, входящих в 
множество {v}, определяются из векторного 
уравнения 

п 
m 
Число схем 

В случае /1 = 3, w = 2 уравнение 
(2.16.10) имеет следующий вид: 

ûjûTj -^2^6"^2^6 ^^' (2.16.11) 

При п =4, m = 2 уравнение (2.16.10) 
приводится к виду: 
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(ûl +06^,58 + a - , C i ) a , + /-1 

г / ч 1. ( / = 1 , 2 , . . . , JVj); 
+a2[-a^{s2Ci+CiC2Sg)+aySiC2-agS2\a2+ (2.16.19) 

+«6 [«1^1^8 - «2 (̂ 2-58 + Cl'Ï2'̂ 8 ) - «8^81«8 = 0- " , . 
(2.16.12) "Al = - 2-,^2k-\^2k-l -«2<(«>/ ><«2/)-

При /ï = 4, m = 3 уравнение (2.16.10) ^_l 
принимаетвнд: ^ ^''/^Ч^гк^гк + ' '2*-l ' '2*-l) 

(a, +азСз +a4j354)àj + *=/+! 
( < = / i - l , / 1 - 2 , . . . , iV4) ; 

+(а , с з+аз+а8 : г2^з )аз+ (2.16.20) 

+^8 [-^2^2 + '^i<^2^3 - «4 (•̂ 2<̂ 4 + С2Сз̂ 4 )]«2 + J-, 
^O, = 2-''2/fc-l«2*-l + 

+«4 [<'1-Уз̂ 4 - «2'̂ 4 - ^S (С2'У4 + •У2Сз'̂ 4 )]«4 =0- fc=l 
(2.16.13) V . / \ / \ 

Для механизма ВССВ (см. рис. 2.14.1, в) . , 
W = 4, /я = 2, flj = fl^ = О- Из уравнения 
(2.16.12) 

. _ . «2 a^{s29i + q c 2 5 8 ) -
Cto — d'y Т 

^liMll^h (2.16.14) 
+Сл8 2^)-^ 8*^8 

Угловые скорости звеньев и скорости от
дельных точек звеньев. Векторы ш,- ^_ ,̂ Оу, 

^А ^ ̂ о '> ^п у введенные выше, определяются 
ПО формулам: 

®/,/-1 =«2/^2/-1 {' = 1' 2, . . . ,A^l) ; 
(2.16.15) 

('•= 

ч = 
/ Î - 1 

- 2®А:^ 
/t=/+l 

(/ = « 

Vi>, = v ^ . +«»i 

= 1,2, ...,iV3); 

/ 
= 2j''2fc-l*2jfc-l + 

*=1 

("2**2* +"2*-1*2* 

-1 ,И-

(><Pi), 

-2,...,iV4); 

('• = 1,2,.. 

(2.16.21) 

- i ) 

(2.16.22) 

(2.16.23) 
Здесь 

9B, = ^/^2/ + >'/^2/ + ̂ /^2/-l ; (2.16.24) 

(2.16.16) ' 'A = 4 +®/^Piî , {/=Ai-l,Aî-2,. . . , iN^4), 

,. (2.16.25) 

®i = Z « 2 ^ ^ 2 / t - l (' = 1' 2, . . . , 7V3); где 

^=^ (2 16 17) P5^ =^ /^2 /+> ' / ^2 /+^ /^2 / - l - (2.16.24) 

Шу = 

n В формулах (2.16.24) и (2.16.26) приняты 
- Yj'*'2k^2k-\ ( / = « - l , « - 2 , . . . , 7 V ^ ) ; обозначения: x^,y^,Zi и X,-, У,-, Z,. - коор-
jç^l^Y динаты точки В^ звена / в системах координат 

(2.16.18) A^x^y^Zi и OiX^YfZ^y неизменно связанных 
/ со звеном /. Номера N^, N2, N^, N^, встре-

^Ai - 2^2Â:-1^2Â:-1 "•" чающиеся в формулах (2.16.15) - (2.16.23) и 
^^j (2.16.25), зависят от того, к какому семейству 
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относится исследуемый механизм. Значения 
iVj, N2, ^ 3 > ^ 4 ^^^^^ механизмов первого, 
второго и третьего семейств приведены в табл. 
2.16.1. 

2.16.1. Значения номеров 

Семейство 
механизмов 

Первое 

Второе 

Третье 

! ^ 1 

п 

т- 1 

т- 1 

^ 2 

1 

т + 1 

m + 2 

1 ^ 
п- 1 

m- 1 

m - 1 

N, 

1 

m 

m + 1 

Для каждого из определяемых векторов 
приведено по две формулы, например для 
вектора Шу - формулы (2.16.17) и (2.16.18). 
Выбор конкретной формулы из каждой пары 
формул существенен для механизмов второго 
и третьего семейств и зависит от номера / зве
на, к которому относится искомый вектор: 
если звено / входит в состав первой ветви од
ноконтурного механизма, включающей звенья 
1, 2, ..., m - 1, то нужно использовать форму
лы (2.16.15), (2.16.17), (2.16.19), (2.16.21) и 
(2.16.23); если звено / принадлежит второй 
ветви механизма, включающей звенья 
п -I, л - 2, . . . , N^, то нужно использовать 
формулы (2.16,16), (2.16.18), (2.16.20), 
(2.16.22) и (2.16.25). Для механизмов первого 
семейства можно выбрать любую из двух при
веденных формул независимо от номера / зве
на. Однако целесообразней использовать ту 
формулу, которая требует меньшего объема 
вычислений при данном / (например, для 
расчета ^^..i лучше использовать формулу 
(2.16.18), а не (2.16.17)). 

Угловые ускорения звеньев рассматри
ваемых механизмов, а также ускорения от
дельных точек этих звеньев могут быть найде
ны путем дифференцирования по времени 
соответствующих формул для угловых и ли
нейных скоростей, приведенных выше. 
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12. Dena ît J.J., Hartenberg R.S. A 
Kinematic Notation for Lower Pair Mechanisms 
Based on Matrices / / Trans. of the ASME. Ser. E. 
1955. Vol. 22. N 2 . P. 215-221. 

Глава 3 

ОСНОВЫ КИНЕМАТИЧЕСКОГО СИНТЕЗА 
РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

3.1. ПОСТАНОВКА И КЛАССИФИКАЦИЯ ЗАДАЧ 
КИНЕМАПГЧЕСКОГО СИНТЕЗА МЕХАНИЗМОВ 

Обобщенная схема синтеза механизмов. 
Синтезом механизма называется проектирова
ние схемы механизма по заданным его 
свойствам. Различают два основных этапа син
теза механизмов: структурный синтез - проек
тирование структурной схемы механизм по 
заданным его структурным характеристикам и 
другим неформальным признакам, связанным 
с функционированием механизма; параметри
ческий синтез - определение постоянных па-
раметро]в выбранной схемы механизма по за
данным его свойствам. Если эти свойства от
носятся лишь к кинематике механизма, то 
возникает задача кинематического синтеза 
механизма, под которьа« понимается проекти
рование кинематической схемы механизма по 
заданным его кинематическим свойствам. Ес
ли наряду с кинематическим свойствами тре
буется учесть и динамические свойства меха
низма, то рассматривается более общая задача 
динамического синтеза, состоящая в проекти
ровании кинематической схем механизма с 
определением параметров, характеризующих 
распределение масс звеньев. 
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Техническое задание на синтез механизма 

\ \ 
шеооВания к функи,ионис)о8анию 

механизма 

' ̂  
1 Структурный синтез 

механизма 

i 1 

f 

Входные параметры 
синтеза 

т f 
Параметрический синтез 

механизма 

t 

1 
Условия и критерии 

синтеза 

1 

т 
Анализ механизма на соответстВие\ 

заданным критериям 

1 

Рис. 3.1.1. Обобщенная схема синтеза механизма 

Процесс синтеза механизма можно пред
ставить в виде обобщенной схемы, изобра
женной на рис. 3.1.1. Техническое задание на 
синтез механизма содержит исходные данные, 
достато^ые для его синтеза. Требования к 
функционированию механизма содержат все 
необходимые данные для его структурного 
синтеза: число степеней свободы механизма, 
число звеньев, число и номенклатура жела
тельных кинематических пар и др., а также 
неформальные признаки, характеризующие 
выполняемые механизмом преобразования 
движения (виды движения на входе и выходе 
механизма, число выходов и др.). 

Независимые между собой постоянные 
величины, определяющие схему механизма, 
называются параметрами его синтеза. Раали-
чают параметры синтеза входные, известные 
из задания на си1ггез механизма, и выходные, 
определяемые в процессе его синтеза. 

Свойства механизма, формируемые в ре
зультате его синтеза, описываются условиями 
синтеза, обеспечение которых является целью 
синтеза механизма. Для формализации про
цесса синтеза эти условия выражаются посред
ством системы ограничений в виде неравенств 
и равенств, связывающих критериальные 
функции, которые описывают зависимости 
выходных показателей (показателей качества) 
механизма от его искомых параметров при 
фиксированных входных параметрах, и задан
ные значения этих показателей. При коррект
ной постановке задач синтеза одна из крите
риальных функций является целевой, миними
зируемой (максимизируемой) в процессе син
теза, а остальные относяггся к ограничениям. В 
этом случае синтез механизмов принято назы
вать оптимизационным. 

Однако инженерной практике свой
ственна и другая формулировка задачи синте
за, когда трудно или невозможно отдать пред

почтение какому-либо выходному показателю 
(критерию) и требуется найти решение 
(область решений), удовлетворяющее системе 
всех критериальных неравенств. Метод реше
ния подобных задач, основанный на построе
нии общей зоны областей существования ре
шений по отдельным крзстериям, в синтезе 
механизмов известен как метод блокирующих 
зон [5]. 

Процесс синтеза любого механизма мо
жет быть представлен в такой последователь
ности операций (см. рис. 3.1.1): 

1) в соответствии с заданными требова
ниями к функционированию механизма гене
рируется множество структурных схем 
(вариантов) механизма, имеющих необходи
мые структурные характеристики; 

2) для выбранной исходной структуры 
механизма выполняется параметрический син
тез по заданным критериям и определяются 
неизвестные параметры кинематической 
схемы; 

3) для синтезированных вариантов кине
матической схемы блок анализа осуществляет 
проверку соответствия значений выходных 
показателей механизма заданным критериям. 
Если внутри выбранной структуры не найдено 
приемлемых решений, то производится пере
ход к новым структурным вариантам с посте
пенным усложнением структуры. Если ни одна 
из имеющихся альтернативных структур не 
обеспечивает заданные значения критериаль
ных функций, то следует изменить числовые 
значения ограничений. 

Таким образом, процесс проектирования 
может быть рассмотрен в виде совокупности 
двух итерационных циклов: формирования и 
редактирования структуры и параметрического 
синтеза механизмов выбранной структуры. 

Классификация задач {шнематического 
синтеза механизмов. Условия преобразований 
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движении, для вьшолнения которых проекти
руются механизмы, весьма разнообразны, что 
определяется чрезвычайно широким спектром 
рабочих функций механизмов. Тем не менее в 
большинстве случаев их можно отнести к од
ной из следующих трех типовых задач кинема
тического синтеза механизмов: 

1) воспроизведение заданного движения 
твердотельного объекта (объектов) по отноше
нию к неподвижной системе отсчета; 

2) воспроизведение движения отдельных 
элементов объекта (точки, прямой и др.) по 
отношению к неподвижной системе отсчета; 

3) согласование угловых или линейных 
перемещений двух или более звеньев в соот
ветствии с заданными функциональными за
висимостями. 

Программа движения, реализуемая по
средством проектируемых механизмов, может 
быть задана либо непрерывно - в вцде функ
ций, описывающих требуемые изменения всех 
обобщенных координат объекта, либо дис
кретно - в виде заданной последовательности 
конечно-удаленных положений объекта, ап
проксимирующих требуемое движение. Соот
ветственно различают непрерывные и дискрет
ные задачи кинематического синтеза механиз
мов. В ряде случаев для сведения непрерывной 
задачи к дискретной заданное непрерывное 
движение дискретизируется. 

В общем случае точное воспроизведение 
заданных движений объекта каким-либо меха
низмом без высших пар возможно лишь при 
равенстве числа его степеней свободы числу 
обобщенных координат объекта. Соответ
ственно точные генераторы заданных движе
ний с низшими кинематическими парами 
должны иметь несколько степеней свободы, 
что требует введения специальной системы 
управления, обеспечивающей требуемые связи 
между обобщенными координатами перемеща
емого объекта. Однако стремление к реализа
ции заданных движений простейшими сред
ствами, в частности рычажными механизмами 
с минимальным числом звеньев и управляе
мых степеней свободы, приводит к аппрокси-
мационной постановке задач кинематического 
синтеза механизмов, суть которой состоит в 
построении механизмов, приближенно реали
зующих заданную программу движения. Эти 
задачи в свою очередь представляются в виде 
классической задачи приближения функций: 
среди множества функций перемещения меха
низмов рассматриваемой структуры опреде
лить такую, которая наиболее близка к функ
ции, описывающей заданное движение. 
"Наиболее близка" - естественно, понятие 
относительное, зависящее от метрики, в кото
рой определенно расстояние (отклонение) 
приближающей функции от заданной. 

Задачи приближенного воспроизведения 
заданного закона движения (положение) объ
екта рычажными механизмами составляют 
предмет исследования теории приближенного 
(аппроксимационного) синтеза механизмов [1, 
8]. 

Решение аппроксимационных задач ки
нематического синтеза механизмов выполняет
ся в такой последовательности: 

1) выбор структуры механизма - прибли
женного генератора заданного движения; 

2) составление функции отклонения -
функции, характеризующей отклонение зави
симости, воспроизводимой синтезируемым 
механизмом, от заданной зависимости, - и 
выбор метода (нормы) приближения; 

3) вычисление параметров функции от
клонения, размеров механизма и анализ точ
ности достигнутого приближения. 

В аппроксимационном синтезе механиз
мов наибольшее распространение получили 
методы равномерного (чебьппевского) и квад-
ратического приближения, исходящие соответ
ственно из минимаксной (чебьппевской) и 
средней квадратической норм функции откло
нения. Именно эти нормы принимают за кри
терии аппроксимационного синтеза. Вместе с 
тем в пракгике проектирования новых уст
ройств нередко возникают такие случаи, когда 
число независимых уравнений синтеза равно 
числу расчетных положений механизма, в свя
зи с чем приближение переходит в интерполи
рование. В таких случаях принято paccMaipn-
вать интерполяционный синтез механизмов, 
объединяющий задачи о точном воспроизве
дении ограниченного числа заданных положе
ний (перемещений) объекта. 

Ниже рассмотрены методы решения всех 
трех типовых задач кинематического синтеза 
механизмов по единственному критерию точ
ности воспроизведения заданного движения. 
Основы оптимизационного синтеза плоских 
рычажных механизмов при наложенных огра
ничениях в виде системы равенств и нера
венств широко известны [5]. 

3.2. СИНТЕЗ МЕХАНИЗМОВ ДЛЯ 
ВОСПРОИЗВЕДЕНИЯ ЗАДАННОГО ДВИЖЕНИЯ 

Точное воспроизведение плоских переме
щений твердого тела. Пусть заданы конечно-
удаленные положения ei (/ = 1, 2 , . . . , N) 
плоскости (плоской фигуры) е на неподвиж
ной плоскости Е и требуется синтезировать 
одноподвижныи механизм, перемещающий е 
через эти положения. 

Механизмы для реализации заданных пе
ремещений объекга строятся по следующему 
принципу. Сначала на плоскости е разыски
ваются точки, которые в рассматриваемых N 
положениях лежат на окружности, прямой, т.е 



ВОСПРОИЗВЕДЕНИЕ ЗАДАННОГО ДВИЖЕНИЯ 433 

на любой легко механизируемой плоской кри
вой, или же на линии, огибающие указанные 
кривые. Затем формируются связи в виде при
соединяемых к е кинематических цепей, кото
рые вынуждают найденные точки двигаться по 
соответствующим им кривым, а в случае ли
ний - огибать их. Чтобы получить одно-
подвижный механизм, воспроизводящий за
данные перемещения е, из образованных свя
зей достаточно сохранить любые два, таким 
образом лишая е двух степеней свободы. Рас
сматривая различные сочетания указанных 
связей, взятых по две, придем к множеству 
вариантов механизмов, точно воспроизводя
щих заданные iV̂  положений плоскости е. 

Для синтеза механизмов особый интерес 
представляют точки плоскости е с нескольки
ми положениями на окружности или прямой, 
поскольку соответствующие связи реализуются 
посредством бинарных (двухпарных) звеньев 
ВВ и ПВ, а механизмы, образуемые на базе 
этих точек, - четырехзвенные. 

Из принципа построения механизмов 
для точного воспроизведения заданных поло
жений (перемещений) плоскости е следует, 
что синтез любого из этих механизмов разби
вается на локальные процедуры синтеза его 
составных подцепей, реализующих необходи
мые связи на движение е. В качестве примера 
рассмотрим синтез шарнирного четырехзвен-
ника по положениям шатунной плоскости, 
сводящийся к синтезу двух бинарных звеньев 
типа ВВ. 

Синтезируемое звено (рис. 3.2.1) опреде
ляется пятью постоянными параметрами, в 
число которых входят координаты Х^ЧУВУ 
центра шарнира В в системе 0/jçv, жестко 
связанной с е, координаты Xj^, У^ шарнира 

^"^УШ/Ж 

Рис. 3.2.1. Схема расчета синтезируемого звена 
шарнирного четырехзвенника 

А в системе (SXYy неразрывно связанной с 
плоскостью Д и длина R звена АВ. Соответ
ственно максимальное число задаваемых по
ложений е также равна пяти. 

Звено АВ ограничивает движение точки 
В плоскости е по окружности радиусом К с 
центром в точке А. Соответствующее условие 
связи можно представить в виде 

(/ = l , 2 , . . . , i V ) . 
(3.2.1) 

Искомые параметры синтезируемого зве
на должны удовлетворять следующему уравне
нию, вытекающему из (3.2.1): 

(/ = 1,2,...,ЛГ). 

(3.2.2) 

где Xi^Yi - координаты точки В^ в системе 

При заданных значениях параметров по
ложения плоскости е 

Xi 1 _ Г^о,-1 [cos 0/ - sin 0 Л \хв 1 

(3.2.3) 

ще А'о, > ^0 > в/ • линейные функции от ис

комых подвижных координат х^ и у^у 
Величина, не зависящая от положения е^ 

H = 0,5(R^-X^-Y}). (3.2.4) 

Пусть N = i. Тоща при Xf + Г / = R^ 
из (3.2.2) получается система трех линейных 
уравнений относительно искомых величин 

Х,Х^+У,¥^+Н = 0^И1 

(/• = 1, 2, 3). 
(3.2.5) 

Система (3.2.5) имеет единственное ре
шение, если ее определитель Z)i23 отличен от 
нуля. Случай /)i23 = О рассмотрен ниже. 
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Синтез звена ВВ при N = 3 осу
ществляется в следующем порядке: 1) произ
вольно выбираются координаты х^ , у^ точки 
В на е; 2) по формуле (3.2.3) вычисляются 
значения X/, У/ ; 3) решением системы (3.2.5) 

определяются Х ^ , У ^ ; 4) из (3.2.4) опреде
ляется R 

Пусть теперь задано N =4 положений 
плоскости е. К системе (3.2.5) прибавляется 
еще рдно линейное уравнение с индексом 
/ = 4, в результате чего возникает система 
четырех линейных уравнений относительно 
трех неизвестных Х ^ , Y^, H . Эти уравнения 
могут иметь общее решение, если определи
тель расширенной матрицы рассматриваемой 
системы равен нулю: 

(/ = 1, 2, 3, 4) 
(3.2.6) 

Здесь использовано сокращенное обозна
чение определителя четвертого порядка, в ко
тором строки отличаются лишь индексом по
ложения. Так же в дальнейшем обозначены 
определители аналогичной формы. 

Подстановкой в (3.2.6) соотношения 
(3.2.3) после преобразования получено урав
нение третьей степени относительно Xg, у^, 
определяющее на плоскости е геометрическое 
место таких точек, четыре положения которых 
лежат на одной окружности. Оно представляет 
собой циркулярную кривую третьего порядка, 
известную как кривая круговых точек, или 
кривая Бурместера [1]. Однако на практике 
уравнение (3.2.6) в процессе синтеза целесооб
разно использовать непосредственно в детер-
минантной форме. 

Решение задачи синтеза в рассматри
ваемом случае (N =4) сводится к следую
щему: задается одна из координат х^ я У]^ и 
уравнение (3.2.6), преобразованное ^тодстанов-
кой соотношений (3.2.4), решается огноси-
тельно другой координаты, чем и устанавли
вается положение точки В на плоскости е. 
Далее выполняются те же расчетные операции, 
что и в случае N = 3. 

При N = 5 имеем пять линейных урав
нений типа (3.2.5) с теми же неизвестными 
XjiyY^y H. Для совместности этой системы 
необходимо, чтобы ранг ее расширенной мат
рицы 4x5 бьш равен трем, а это возможно 
лишь в том случае, если равны нулю ее любые 
два минора четвертого порядка. Данное усло
вие приводит к двум уравнениям 

А234 = 0; А235 = 0. (3.2.7) 
Первое уравнение имеет выражение 

(3.2.6), а выражение второго уравнения отли
чается от (3.2.6) индексом последней строки. 
Уравнения (3.2.7) определяют на плоскости е 
две бициркулярные кривые четвертого поряд
ка, которые могут иметь четыре, две или ни 
одной вещественной общей точки. Эти точки, 
имеющие по пять положений на одной 
окружности, называются точками Бурместера 
[1]. 

Для синтеза шарнирного четырехзвенни-
ка нужны по меньшей мере две точки Бур
местера, координаты которых определяются 
численным решением системы уравнений 
(3.2.7). Алгоритм синтеза бинарных звеньев 
при известных координатах центров их по
движных шарниров тот же, что и в случае 
N =4. Таким образом, шарнирный четырех-
звенник может воспроизвести пять заданных 
положений плоскости е лишь в том случае, 
если система (3.2.7) имеет вещественные ре
шения. 

Синтез четырехзвенника кривошипно-
ползунного (коромыслово-ползунного) меха
низма по положениям шатунной плоскости е 
сводится к синтезу двух бинарных звеньев 
типа ВВ и ВП. Процедура синтеза первого из 
них бьша рассмотрена выше. Звено ВП опре
деляется четырьмя параметрами - координата
ми дс^, У(;; центра шарнира С на ^ - и двумя 
параметрами, устанавливающими положение 
направляющей ползуна на плоскости Е. Соот
ветственно максимальное число положений 
плоскости е, точно воспроизводимых меха
низмом рассматриваемой структуры, 
JV =4 

Синтез звена ВП требует определения 
точки на плоскости е, рассматриваемые поло
жения которой лежат на одной пряхмой. Если 
N =2у положением точки С на плоскости е 
можно задаться, а положение направляющей 
на плоскости Е определится прямой, прохо
дящей через рассматриваемые положения 
Q , С2 выбранной точки С. При N = 3 необ
ходимо найти точку на плоскости е с тремя 
колинеарными положениями. Геометрическое 
место таких точек определяется условием ра
венства нулю опред&шггеля системы (3.2.5), 
поскольку при этом центр окружности, прохо
дящий через положения Ci, С2 и С3, уда
ляется в бесконечность. Условие Z>i23 =0 при 
подставновке соотношений (3.2.3) определяет 
на плоскости е окружность, любая точка кото
рой имеет три колинеарных положения [1]. 
При Л̂  = 3 на плоскости е имеется един
ственная точка с четырьмя колинеарными 
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положениями (точка Болла), которая является 
общей точкой окружное гей i>i23 =^> 
А24 = ^' Аз4 = ^' ^234 = ^' Остальные точ
ки пересечения этих окружностей совпадают с 
полюсами конечного поворота плоскости е [1]. 
Графические процедуры решения рассмотрен
ных вьпде задач описаны в литературных ис
точниках [1, 2, 4, 12]. 

Точное воспроизведение пространственных 
перемещении твердого тела. С переходом к 
пространственному случаю число структурных 
вариантов механизмов, реализующих заданные 
перемещения (положения) тела, существенно 
возрастает, так как при построении простран
ственных механизмов кроме рассмотренных 
вращательных и поступательных пар имеются 
следующие пары: сферические (С), сфериче
ские с прорезью (СП), цилиндрические (Ц), 
плоскостные (Пл), винтовые (Г) и др. Кроме 
того, при синтезе пространственньос переме
щающих механизмов, в отличие от плоских, 
объект е не может быть связан со стойкой Е 
не только бинарными звеньями, но и кинема
тическими цепями с большим числом звеньев. 

Структурные схемы пространственных 
одноподвижных перемещающих механизмов 
формируются в соответствии с условием 

^ 5 ^ ^ . - 5 = 0 , (3.2.8) 
j-=l 

где q^ - число присоединяемых к объекту е 
подцепей, налагающих s связей; число s опре
деляется по структурной форлсуле простран
ственных кинематических цепей. 

Имеется шесть возможных сочетаний чи
сел д^, удовлетворяющих соотношению 
(3.2.8). Соответственно все структурные схемы 
одноподвижных пространственных механиз
мов, реализующих заданные положения е, 
могут быть подразделены на шесть групп. Ог
раничимся рассмотрением наиболее простых 
по структуре механизмов, образуемых исклю
чительно на базе бинарных звеньев. В табл. 
3.2.1 представлены по три варианта таких ме
ханизмов, принадлежащих всем шести груп
пам. 

3.2.1. Варианты перемещающих механизмов 

Группа Состав 
механизма 

Структурная схема механизма 

II 
Я\ = 3 , 

Я2 = 1 
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Продолжение табл. 3.2.1 

Группа Состав 
механизма 

Структурная схема механизма 

III 
^ 1 = 2 , 

IV 
^ 1 = 1 , 
^ 2 = 2 

Я\ = 1 , 

Я А = 1 

77ZP77 ///// L—h" 

VI 
Я2 = 1 , 

Яъ = 1 



ВОСПРОИЗВЕДЕНИЕ ЗАДАННОГО ДВИЖЕНИЯ 437 

Как и в случае плоских механизмов, син
тез любого из приведенных в табл. 3.2.1 меха
низмов по положениям объекта е реализуется 
как совокупность локальных процедур синтеза 
отдельных бинарных звеньев, входящих в со
став проектируемого механизма [3]. 

В табл. 3.2.2 приведены основные харак
теристики бинарных звеньев различных типов, 
относящихся к их синтезу. Для любого бинар
ного звена iV'niax - ^h » причем разность 
{kfs^ - -Л т̂ах определяет число свободных 
параметров синтеза. В последнем вертикаль
ном столбце приведены геометрические места 
особых точек и линий тела ^, удовлетворяю
щих условиям связей, налагаемых рассматри
ваемыми бинарными звеньями при 
N - iV n̂iax ^о ссылками на соответствующие 
источники. 
в качестве примера рассмотрена задача синте
за семизвенника I со сферическими парами 
(см. табл. 3.2.1), формируемого соединением 
объекта е и стойки Е посредством пяти 

3.2.2. 

Бинар
ное 

звено 

СС 

СПл 

СВ 

сц 

ЦЦ 

ВЦ 

вв 

Данные для синтеза бинарных звеньев 

5" 

1 

1 

2 

1 

2 

3 

4 

к 

7 

6 

9 

8 

10 

И 

12 

N 

7 

6 

4 

8 

5 

3 

3 

Геометрическое место 
точек и прямых 

удовлетворяющих 
условиям связи 

До 20 точек [7] 

До 10 точек [7] 

Пространственная 
кривая шестого 
порядка [7] 

При iV =6 до 31-й 
точки [7] 

До шести прямых 
[6J 
Одна прямая при 
известном направ
лении оси враща
тельной пары [6] 
Две прямые [6] 

П р и м е ч а н и е : / : - число постоян
ных параметров, определяющих синтезируемое 
бинарное звено, т.е. наибольшее число выход
ных параметров его синтеза; TV̂max ~ "̂ **" 
большее число положений объекта ^, которые 
могут быть воспроизведены посредством дан-
ного бинарного звена. 

бинарных звеньев типа СС, по заданным по
ложениям е. Звено СС определяется семью 
параметрами, в число которых входят: коор
динаты Х^^Ув^^В центра В подвижного 
сферического шарнира в системе Oxyz, не
разрывно связанной с е; координатыХ^, 
У^, Z ^ центра опорного шарнира А в систе
ме OXYZ , неразрывно связанной с Е; длина 
R звена АВ. Поскольку звено СС накладывает 
всего одну связь на движение е^ то число зада
ваемых положений е может достичь 

^ т а х ~ ' • 
Синтезируемое звено ограничивает дви

жение точки В по сфере радиусом R с цен
тром в точке А. Соответствующее условие свя
зи, как и в случае плоского бинарного звена 
ВВ, выражается равенством (3.2.1). 

Раскрывая (3.2.1), получаем систему 
уравнений синтеза рассматриваемого звена: 

{/ = 1,2,. . . , TV) 

(3.2.9) 
Координаты Xi^YiyZi точки Bi в си

стеме OXYZ , выражаются через искомые ве
личины Xg^ У]^у ZB известными формулами 
линейного преобразования 

[X„y,.,Z,f =[Zo,.,ro,,4f + 
^Цхв,Ув.1в]'^ (3.2.10) 

где / - транспонирование; 7} - ортогональная 
матрица вращения 3x3, составленная из на
правляющих косинусов подвижных координат 
осей. 

Величины, входящие в (3.2.10), так же 
как и координаты Хо.,3^о >^0 > считаются 
заданными в рассматриваемых N положениях 
объекта. 

Вместо искомого радиуса R сферы в 
уравнениях (3.2.9) фигурирует параметриче
ский комплекс Д подлежащий определению: 

я = 0,5(л2 _ х 2 _ J.J _ ^ 2 j (3.2.11) 

При N =4 из (3.2.9) получается система 
четырех линейных уравнений с четырьмя не
известными. По заданным величинам 
^ВУУВУ^В формулы (3.2.10) получены зна-
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чения Xi,YiyZi. Решением системы (3.2.9) 
найдены ЛГ^, У^, Z ^ , ^ , а в завершении 
процедуры синтеза одного из бинарных зве
ньев из (3.2.11) вычислена длина R звена. 
Аналогично проектируются остальные четыре 
звена СС, входящие в состав семизвенника. 

Пусть задано N =5 положений е. Тогда 
уравнения (3.2.9) образуют систему пяти ли
нейных уравнений относительно тех же четы
рех неизвестных. Для совместности получен
ной системы необходимо равенство нулю 
определителя ее расширенной матрицы: 

А2345=к/^/^/1^П = ^-
(/ = 1, 2, 3, 4, 5) 

(3.2.12) 

Вводя в (3.2.12) вместо Xj, Y^, Z^ их 
выражения из (3.2.10) и преобразуя, приходим 
к алгебраическому уравнению четвертой сте
пени относительно х^^ Ув^ ZB - ^ о означает, 
что геометрическое место точек ^, пять из 
которых лежат на одной сфере, суть алгебраи
ческая поверхность четвертого порядка, при
надлежащая е. Для синтеза каждого из пяти 
бинарных звеньев, необходимых для образова
ния семизвенника, достаточно выбрать любые 
две из координат ХВУУВУ ZB > определить 
третью из уравнения (3.2.12) и повторить те 
же расчетные операции, что и при N =4. 

При Л^ =6 из (3.2.12) получена система 
шести линейных уравнений относительно 
Хв, Ув9 ZB f которые могут иметь общее ре
шение, если ранг расширенной матрицы этой 
системы равен четырем, а для этого необходи
мо, чтобы бьши равны нулю два минора пято
го порядка в расширенной матрице получен
ной системы. При условиях А2345 =^ ^ 
2>12346 =0, с учетом (3.2.10) и (3.2.12) выве

дена система двух алгебраических уравнений 
четвертой степени относитеап>но Xj^^ у^, ZB у 
которая в общем случае имеет бесконечно 
много решений, образующих внутри е про
странственную кривую 12-го порядка - гео
метрическое место е с шестью положениями 
на одной сфере [7J. Чтобы построить семи-
звенник, достаточно найти пять решений по-
лу»1енной системы для произвольно принятых 
значений одной из координат Хв, Ув^ ZB -
Последующий синтез бинарных звеньев не 
составляет 1руда. 

Наконец, при N =1 условия совмест
ности системы семи линейных уравнений 
(3.2.9) могут быть сведены к трем уравнениям 
типа (3.2.12), например: А2345 =^ ' 

А2346 ~^у А2347 =0 ' которые после под
становки (3.2.10) преобразуются к трем алгеб
раическим уравнениям четвертого порядка 
относительно Хв,Ув^ ZB - Число веществен
ных решений полученной системы может до
стичь 20 [7]; задача синтеза может быть реше
на, если удастся определить пять решений 
системы, которым соответствуют точки е^ каж
дая из них в рассматриваемых семи положени
ях тела лежит на одной сфере. 

Приближенное воспроизведение заданных 
положений (заданного закона движения) твер
дого тела. Если число заданных положений, 
определяющих программу перемещения тела 
е, превьппает предел ^^lax > зависящий от 
чисел искомых параметров и налагаемых свя
зей некоторой кинематической цепи 
(бинарного звена), то эти положения нельзя 
реализовать точно посредством данной цепи. 
Однако в таких случаях на базе этой же цепи 
можно построить механизмы, которые вос
производят заданные положения приближен
но. При такой постановке задачи в процессе 
синтеза надо стремиться к тому, чтобы откло
нение приближения не выходило за пределы, 
определяемые заданием на проектирование 
механизма. 

В качестве примера рассмотрена задача 
синтеза шарнирного четырехзвенника (см. рис. 
3.2.1) по условию прибдиженного воспроизве
дения N положений шатунной плоскости, 
которые заданы ЪМ значениями XQ. , YQ, 

(/ = 1, 2, . . . , 5) . Как и в случае 7V = 5, син
тез четырехзвенника сводится к синтезу двух 
бинарных звеньев типа ВВ. Синтез бинарного 
звена рассматриваемого типа представляется в 
виде следующей аппроксимационной задачи: 
определение на плоскости е точки В 
{хв, У'в)> которая в рассматриваемых N по

ложениях е наименее отклоняется от некото
рой окружности СЕ радиусом R с центром в 

точке .4 {XA.YJ). 

Искомые параметры Хв^Ув^^А^^А^ 
R должны минимизировать по модулю от
клонения положений Bi (/ = 1, 2 , . . . , Щ от 

окружности С^ : 
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А/ =\ABi\-R = ( ^ Д - ^ л ) ' + 
Искомые параметры звена ВВ определя

ются из необходимых условий минимума сум
мы 

(/• = 1,2,. . . , ж) 

N 

/=1 
(3.2.16) 

Для определения этих параметров обра
щаются к методу квадратического приближе
ния. Однако условия стационарности суммы 
А/ вследствие наличия радикала в выражении 

А/ приводят к достаточно сложной системе 
нелинейных уравнений, что значительно ус
ложняет процедуру синтеза. Поэтому целесо
образно вместо отклонения по нормали А/ в 
качестве меры отклонения точки В от окруж
ности С£ принять разность Agi = 

= (ABi) - R \ которая обращается в нуль 

при А/ =0. Это приводит к следующей систе
ме функций отклонения: 

А,, = -2[XiX^ + Y,Y^ + Я - 0,5В}) , 

(/ = l ,2, . . . , iVr) 
(3.2.13) 

где X/, Yi и Я имеют выражения (3.2.10) и 
(3.2.11). 

Функции (3.2.13) могут быть пред
ставлены линейно также относительно 
^В^УВ ^ параметрического комплекса HQ = 

Agi = -I^xsyAi + УВУА, +Щ- 0,5/-Д ) , 

{i = l,2,...,N) 
(3.2.14) 

где XJI, у^^. - координаты центра А в под

вижной системе OjXy ; г^. - радиус-вектор 

точки А от начала О,- ; х^ и у^. - линейные 

функции от искомых координат Х^, У^ : 

cos9/ sin9/ 
[ -s in0/ cos0/ 

COS0/ s in0 / 

-Sin0/ 0080/ 

^0, 

^A 

a именно: 

ÔS/ÔXA = 0; ÔS/ÔYA = 0; dS/ÔR = 0; 

dS/dxs = 0; dS/оув = 0. 
(3.2.17) 

Первые три условия (3.2.17) с учетом ли
нейного представления (3.2.13) для А /̂ при 
допущении R:^0 приводятся к следующей 
линейной системе (пределы суммирования 
i = 1^ i = N опущены): 

\Y,xi хад Z '̂l 
X^^r^ 
[ẑ ^ 

= 0,5 

Ŝ - I.^' 
ZĴ - N \ 
ГХ^/Ч" 

• 

\XA 

\УА 
H 

(3.2.18) 

Ha базе второго линейного представле
ния (3.2.14) функций Agi последние три ус
ловия (3.2.17) при допущении R^O также 
приводятся к линейной системе: 

[S-/ 
Е̂ '-*'' 
[& 

= 

Х '̂>'/ Z^'l 
Цу' !>''• 
!>''• ^ J 

0,5 
iTnW 

\^в 
\ув 
[H(S 

(3.2.19) 

(3.2.15) 

Для кратности вместо ^А •> УА •> ^А з^" 
писаны Xi, У1, г^, а пределы суммирования 
вновь опущены. Выражая параметры 
^Л> ^АУ Н через х^ , у2, посредством сис
темы (3.2.18) с учетом (3.2.10) первые два 
уравнения системы (3.2.19) можно привести к 
двум алгебраическим уравнениям девятой сте-
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пени относительно х^уУв^ которые могут 
иметь самое большее 25 вещественных общих 
корней [8]. Им соответствуют минимумы, мак
симумы и другие стационарные точки суммы 
(3.2.16). 

Решение нелинейной системы связано с 
трудностями вычислительного характера, к 
тому же среди найденных корней могут быть и 
непригодные для синтеза механизмов. Ниже 
представлен итерационный алгоритм вьршсле-
ния минимумов суммы S, реализуемый после
довательным решением линейных систем 
(3.2.18) и (3.2.19). 

Первый итерационный цикл алгоритма 
включает следующие операции: 

1) выбор произвольной точки 

^0 l ^ V » -^V ) " определение по формуле 
(3.2.10) координаты ее положений 
B\^^{i = 1,2,...,Л^) в системе OXY; 

2) определение из линейной системы 
(3.2.10) и равенства (3.2.11) параметров ^ ^ , 

ПО формуле (3.2.16) - значения 

S^ ^ суммы S\ 
3) вычисление по формуле (3.2.15) коор

динаты положений ^^ ^ (/ = 1,2,..., Щ точки 

А^'ъ системе OXY\ 
4) определение из линейной системы 

(3.2.19) и равенства HQ = 0^{в} -х\ -у\\ 

величин JC^^ у^^, В^^, по формуле (3.2.16) -

значения SQ ^ суммы S. 
Продолжая этот процесс, получают убы

вающую последовательность значений целевой 
функции 5(1), 5<>), 5(2), 5 (2) , . . . , , имеющую 

предел, равный значению S в точке ее локаль
ного минимума. 

Рассмотренный алгоритм может привести 
только к минимумам целевой функции 
(3.2.16). Среди найденных точек минимума 
В \х,,у^,) для синтеза четырехзвенника 

достаточно определить две круговые квадрати-
ческие точки, реализующие дугу окружности с 
допустимой погрешностью [8]. Для оценки 
приближения заданных положений плоскости 
е необходимо подсчитать отклонения действи
тельных значений любых двух параметров 
XQ^YQ^B ОТ значений, предписанных усло
виями синтеза, при варьировании третьего. 

принятого за обобщенную координату иссле
дуемого четырехзвенника. 

Аналогично можно синтезировать рас
смотренный выше семизвенник по условию 
приближенного воспроизведения заданной 
последовательности пространственных пере
мещений тела е. Здесь при синтезе составных 
бинарных звеньев СС функции отклонения 
А J/, составляемые на базе выражений (3.2.9), 
вновь представляются линейно относительно 
двух наборов из искомых семи переменных 
синтеза: ЛГ^, У^, Z ^ , H и х ^ , у в, ZB, Щ > 
что позволяет для минимизации суммы S ис
пользовать описанный выше метод последова
тельных линейных итераций. Его можно при
менять также во всех других случаях, когда 
функции отклонения представляются линейно 
относительно п наборов неизвестных величин, 
охватывающих все множество искомых пара
метров [9]. Этому условию отвечают почти все 
бинарные звенья, рассмотренные выше. 

3.3. СИНТЕЗ НАПРАВЛЯЮЩИХ МЕХАНИЗМОВ 

Приближенное воспроизведение плоских 
кривых, в практике конструирования новых 
устройств нередко возникают кинематические 
задачи, условиями которых задается движение 
(траектория) лишь одной точки объекта, а 
поворот объекта вокруг этой точки не подчи
нен каким-либо ограничениям. Механизмы, 
предназначенные для воспроизведения задан
ной траектории (положений) точки объекта, 
называются направляющими. Задача синтеза 
направляющего механизма формулируется 
следующим образом: дана плоская кривая г|, 
заданная непрерывно или дискретно 
(поточечно), и требуется синтезировать одно-
подвижный механизм с низшими парами, 
воспроизводящая (чертящая) точка которого 
описывает траекторию, приближенную к г| на 
заданном ее участке. 

Методику синтеза направляющих меха
низмов вновь представим на простейшем 
примере шарнирного четырехзвенника (рис. 
3.3.1). Шатунная кривая этого механизма 
представляет собой трициркулярную алгебраи
ческую кривую шестого порадка, опреде
ляемую девятью постоянными параметрами 
[2], в число которых входят координаты 
опорных шарниров А и D, длина а, Ь, с по
движных звеньев, параметры к и I, фикси
рующие положение воспроизводящей точки M 
на шатунной плоскости. Это означает, что в 
общем случае посредством синтеза механизма 
можно достичь прохождения воспроизводящей 
точки (шатунной кривой) через девять фикси
рованных точек на заданной кривой, и ап
проксимировать достаточно сложные траекто-
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Рис. 3.3.1. Схема расчета 
синтезируемых направляимцих механизмов 

шарнирного четырехзвенника 

рии. в случае воспроизведения прямой или 
окружности это число уменьшается до шести. 

Наиболее естественный подход к реше
нию поставленной задачи - это составление 
системы уравнений синтеза на базе уравнения 
шатунной кривой, в которое подставляются 
координаты заданных положений воспроизво
дящей точки. Если число заданных положений 
не превышает девяти, возникает задача интер
полирования заданной кривой. В противном 
случае приходят к задаче ее аппроксимации 
посредством шатунной кривой. Так как коэф
фициенты полинома, стоящего в левой части 
уравнения шатунной кривой, выражаются 
нелинейно через размеры искомых пара
метров, практическое использование этого 
уравнения для синтеза направляющего четы
рехзвенника неперспективно. С практической 
точки зрения предпочтительнее альтернатив
ный итерационный способ решения задачи, 
сводящейся к процедуре синтеза бинарного 
звена ВВ, описанный вьппе. Первый цикл 
итерационного процесса синтеза реализуется в 
виде такой последовательности операций: 

1) выбор исходных значений размеров 
диада ^Л/ ,Х^«\У<0) ,а« ' ) , ;к<»>; 

2) совмещение точки M диады с задан
ными положениями Mi (/ = 1, 2 , . . . , N\ , 
вьписление координаты соответствующих по
ложений Bi начала подвижной системы Вху , 
неразрывно связанной с шатуном ВМ, и зна
чений 6/ угла 6 , ориентирующего ось BiX ; 

3) синтез звена CD по найденным N по
ложениям плоскости е. При этом определяют
ся круговая квадратическая точка С^ ^ плос

кости Су соответствующий центр D в непо-
движнои плоскости Ь и длина звена с^ ' \ 

4) совмещение точки M диады DCM с 
заданными положениями Л/у, определение 
координаты положений Q начала С системы 

CfXy, неразрывно связанной с шатуном 

СМ, и значения 6J угла 0 ' , ориентирующего 

ось CfX' ; 
5) синтез звена АВ по положениям N 

плоскости е. При этом определяются круговая 
квадратическая точка В^^ на плоскости е, 
соответствующий центр А^^ в Е и длина зве-
наа<'>; 

6) вьиисление значения А/ отклонения 

заданных точек Л// от шатунной кривой точ
ки M синтезированного четырехзвенника 
ABCD и проверка условия maxlA/l < Адод. 

i€Ï:N 

При этом отклонение А̂  может измеряться 
как по нормали к шатунной кривой, так и по 
направлениям ОХ я 0Y. 

Итерационный процесс продолжается до 
тех пор, пока не будет достигнута заданная 
точность приближения. Если же она окажется 
нереализуемой посредством шарнирного четы
рехзвенника, можно переходить к более слож
ным вариантам направляющего механизма, 
например, с присоединением к синтезирован
ному четырехзвеннику новой диады 
(штриховые линии). Алгоритм синтеза направ
ляющего шестизвенника с чертящей точкой 
М' в притдипе не отличается от описанного 
выше. Различие состоит лишь в том, что вмес
то синтеза звена АВ в данном случае в каждом 
цикле итерационного процесса синтезируется 
направляющий четырехзвенник ABCD с чер
тящей точкой М. 

Задача приближенного воспроизведения 
пространственных кривых и линейчатых по
верхностей рассматривается в литературных 
источниках [3, 8]. 

Теорема Робертса - Чебышева о трехкрат
ном воспронзведении шатунной кривой шарнир
ного четырехзвенника. Синтезированный на
правляющий четырехзвенник, воспроизводя
щий с необходимой точностью заданную тра
екторию чертящей точки, может не удовлетво
рить другим условиям синтеза, предусмотрен
ным заданием на синтез механизма 
(допускаемые углы передачи, существование 
кривошипа, габаритные отклонения и др.). В 
подобных случаях можно обратиться к двум 
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Другим четырехзвенникам, функционально 
эквивалентным рассматриваемому направляю
щему механизму. Существование таких меха
низмов, известных как траекторные родствен
ники четырехзвенника [12], дотсазывается на 
базе известной теоремы Робертса, которую 
можно представить в следующей форме: одна 
и та же шатунная кривая шарнирного четырех
звенника в общем случае может быть воспро
изведена тремя различными шарнирными 
четырехзвенниками. 

Рис. 3.3.2, а иллюстрирует теорему Ро-
бертса*Чебышева. Вследствие свойств панто
графов, образованных звеньями трех четы-
рехзвенников - родственников О^^АВО^, 
Oj^A'C'Oçy 02В"С"0с , шарнирно соеди
ненных в точке Л/, полученная система с из
быточными связями обладает конечной по
движностью, и поэтому одноименные точки 
шатунов всех трех механизмов описывают 
идентичные шатунные кривые. Наиболее про-

сто размеры звеньев двух родственников ис
ходного направляющего механизма O^ABOjg 
можно определить при помощи плана Кейли 
(рис. 3.3.2, б). 

Воспроизведение поступательного движе
ния по шатунным кривым шарнирного четырех
звенника. При проектировании манипуляци-
онных систем и других устройств нередко воз
никает задача реализации параллельного пере
носа объекта по заданной траектории. Меха
низмы, выполняющие подобную функцию, 
называются поступательно-направляющими. 

Один из способов построения поступа
тельно-направляющих механизмов основан на 
свойствах траекторных родственников шар
нирного четырехзвенника [2]. Чтобы реализо
вать вынужденное поступательное движение 
по шатунным кривым шарнирного четырех
звенника, можно использовать восьмизвенную 
систему двух одинаковых четырехзвенников, к 
шатунам которых шарнирно прикреплен вы
ходной шатун. Однако эту же задачу можно 
решить значительно проще - посредством од
ного из шести шестизвенных родственников 
шарнирного четырехзвенника. На рис. 3.3.3, а, 
б приведены схемы таких двух механизмов, у 
которых звено AD движется поступательно по 
траектории, симметричной шатунной кривой 
точки M исходного четырехзвенника ABCD 
относительно центра О отрезка, соединяющего 
рассматриваемую точку М' поступательного 
движения движущегося звена с точкой М. 
Размеры этих механизмов выражаются через 
параметры исходного четырехзвенника по 
следующим соотношениям: 

а) AAFB-ABMC, FD' ВМ 
ВС 

CD, 

D'M = ^AD, D'M^M'D; 
ВС 

б) Д CF'D ~ АВМС, A'F' = ^ АВ, 
ВС 

МА'=М£.АП, МА'^АМ\ 
ВС 

Рис. 3.3.2 Схема расчета, 
иллюстрирую1цая теорему Робертса-Чебышева: 

а - схема; б- план Кейли 
Рис. 3.3.3. Аналог шестизвенного 

шарнирного четырехзвенника 
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Остальные четыре схемы строятся на базе 
других двух родственников четырехзвенника 
ABCD. 

3.4. СИНТЕЗ ПЕРЕДАТОЧНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

Механизмы, предназначенные для вос
произведения заданной зависимости между 
перемещениями звеньев, образующих кинема
тические пары со стойкой, называются переда
точными. 

Согласование угловых перемещений двух 
звеньев вокруг неподвижных параллельных осей. 
Плоские фигуры Ея е, представляющие собой 
плоские сечения двух звеньев, вращаются со
ответственно вокруг параллельных неподвиж
ных осей С и ^. С фигурами Е м е неразрыв
но связаны прямоугольные координатные си
стемы У4Л[ТИ Dxy (рис. 3.4.1). Требуется спро
ектировать одноподвижный механизм, при
ближенно реализующий заданную зависимость 
^ - / (ф) *̂̂ЖДУ углами поворота v|/ и ф 

фигур (тел) en Еъ интервале [О, ф;„]. 
Чтобы получить механизм с одной сте

пенью подвижности, вьшолняющий требуемое 
преобразование движения, следует наложить 
одно условие связи на относительное движе
ние независимо вращающихся звеньев Е vi. е. 
Эту связь наиболее просто можно реализовать 
посредством бинарного звена, соединяемого с 
Е^А е при помощи вращательных или-поступа
тельных пар, в результате чего образуются 
четырехзвенные передаточные механизмы. 

Рассмотрим случай введения бинарного 
звена типа ВВ, приводящий к синтезу переда
точного шарнирного четырехзвенника ABCD. 
Обращая движение механизма его постановкой 
на входное звено ЛВу рассматриваемой задаче 
можно придать известную форлсулировку: дано 
движение плоскости е относительно непо
движной плоскости Е, требуется определить 

такую точку В на плоскости е, траектория 
которой в данном интервале [О, ф;„] прибли
жается к окружности. Если принять за едини
цу длину стойки ADy положение системы Dxy 
относительно системы AXY определится по 
формулам, непосредственно следующим из 
рис. 3.4.1: 
Xj) = cos(27c - ф), Yj) = sin(27c - ф), 

е = м/-ф = / (ф)-ф. (3.4.1) 
Выходными параметрами синтеза явля

ются координаты Хс, Ус круговой точки С в 

Dxy, координаты Xg и Y g соответствую
щего центра В в АХУи радиус приближающей 
окружности ВС = Я . Процедура определения 
этих параметров была рассмотрена выше. 

После определения указанных пяти не
известных в соответствии с рис. 3.4.1 можно 
вьршслить искомые размеры звеньев переда
точного четырехзвенника: 

а = ^[XÏ7YÏ; с = ^х^+у^; R = b; 

Фо = avctg{Ys/Xs); м/о = arctg(>;c/xc). 

Однако функциональные возможности 
11еред.аточного шарнирного четырехзвенника 
весьма ограничены, в частности, он не спосо
бен воспроизводить движение выходного звена 
с выстоями. Поэтому для реализации сложных 
законов движения выходного звена целесооб
разно обратиться к многозвенным передаточ
ным механизмам. Так, после замены в схеме 
четырехзвенника бинарного звена ВВ четырех-
звенной цепью ABCD, связывающей плос
кости Eue, получается шестизвенник типа 
Стефенсона (рис. 3.4.2), посредством которого 
можно реализовать сложные законы преры-

Рис. 3.4.1. Схема расчета перемещений двух звеньев 
вокруг неподвижных параллельных осей 

Рис. 3.4.2. Схема расчета шестнзвенника 
типа Стефенсона 
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вистого движения выходного звена. Кинема
тическая схема этого механизма определяется 
одиннадцатью постоянными параметрами, 
девять из которых задают положение направ
ляющего четырехзвенника ABCD в системе 
0£;XY , а еще две задают положение шарнира 
M в плоскости е выходного звена (в системе 
Ogjçv). Это означает, что определенным под
бором размеров механизма можно достичь 
совпадения функции V|/ = / (ф) с функцией, 
воспроизводимой механизмом в 11 точках. 

После замены внутреннего четырехзвен
ника ABCD с чертящей точкой M высшей 
парой между кулачком, спрофилированным по 
шатунной кривой у точки Л/, и коромыслом 
OgAf, получается кулачковый механизм ки
нематически эквивалентный рассматриваемому 
механизму, что свидетельствует о широких 
функциональных возможностях последнего. 

Синтез рассматриваемого передаточного 
шестизвенника методом квадратического при
ближения функций целесообразно реализовать 
как циклический процесс. Первый цикл этого 
процесса осуществляется по следующему алго
ритму: 

1) выбор исходного положения 

У^М^^'^ ' ^М^^^ ) ^^^"^^ шарнира Л/в сис

теме OgXV и по формулам (3.4.1) для вы

бранных значений ф/ бГО, ф;„] 

(/ = 1, 2, ... , Л )̂ вычисление координат соот

ветствующих TV̂  положений М^ ' точки М^ ' 

в системе О^АТ ; 
2) синтез по описанному выше алгорит

му направляющего четырехзвенника 
{ABCD\ , приближенно воспроизводящего 
заданную последовательность точек - положе
ний Л//^> (/ = 1, 2 , . . . , i V ) ; 

3) "проворачивание" четырехзвенника 

{ABCD^ - генерирование последователь

ности точек Л / Р , Л/1 ^, . . . , М)} , наименее 

удаленных от соответствующих точек последо

вательности М[^\ Mf\ ..., М^^^ ; 

4) определение плоскости е новой точки 
М^\ рассматриваемые Л^ положений кото

рой наиболее близки к положениям соответ
ствующих точек последовательности М^ ^ . 

Методы кинематического синтеза переда
точных многозвенных механизмов различной 
структуры изложены в различных литератур
ных источниках [2, 4, 5, И]. 

Согласование угловых перемещений двух 
звеньев вокруг скрепдиваюощхся осей (рис. 
3.4.3). Пусть теперь звенья е и Е вращающих
ся вокруг неподвижных скрещивающихся осей 
q и Q с кратчайшим расстоянием О1О2 и 
углом скрещивания р . Со звеньями е и Е 
неразрывно связаны соответственно прямо
угольные системы 02Xyz и 0\XYZ . Необхо
димо синтезировать механизм, который реали
зует заданную зависимость vj/ = / (ф) между 
углами поворота v|/ и ф тел е и Е в интерва
ле [о, ф;„1. Углы V}/ и ф измеряются в плос
костях XZ и XZ, причем осью отсчета является 
направление общего перпендикуляра О1О2 к 
осям g и Q, 

Рассматриваемая система, состоящая из 
тел е, Е и стойки, имеет две степени свободы. 
Примем Е за входное звено синтезируемого 
механизма, а е - за выходное. Чтобы получить 
механизм с одной степенью подвижности, 
выполняющий требуемое преобразование дви
жения, как и в случае параллельных осей вра
щения, следует связать е и Е посредством 
кинематической цепи, налагающей одно усло
вие связи на их относительное движение. 
Проще всего использовать для этой цели би
нарные звенья типа СС, СПП и СЦ, присое
динением которых образуются четырехзвенные 
передаточные механизмы. 

После ввода в систему звена СС получа
ется передаточный четырехзвенник ВССВ. 

Рнс. 3.4.3. Схема расчета угловых перемещений 
двух звеньев вокруг скрепяиванмцихся осей 
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При принятом за единицу кратчайшем рас- ляются последовательные положения 
стоянии между осями ди Q функция положе- в/ (/ = 1, 2 , . . . , N) системы 02Xyz относи-
ния четырехзвенника определяется восьмью 
параметрами, в том числе: относительными тельно системы OiXYZ, соответствующие 
размерами , ^ ^ _ ^ , выбранным значениям ф/ ( /= 1, 2 , . . . , 7V) 

угла ф в интервале Гфл, Ф/и]. межосевым углом р и углами фо, v|/o, необ- ^ J 
ходимыми для определения положения зве- Положения О/ начала О2 определяются 
ньев АВ и CD соответственно в системах по соотношениям: 
O^XYZ и 02xyz . 

т̂  Хп =—8ш.ф/: Yn = 0 : Хп =со8ф,-. 
Рассматриваемую систему синтеза можно ^( ^ ' ' /̂ ' /̂ ^^ свести к синтезу бинарного звена СС по уело- „ ^ Направляющие косинусы осей системы вию приближенного воспроизведения заданно- у ш. j 

го движения (заданных положений) звена е по ^ 2 ^ ^ определяются как элементы матрицы 
отношению к звещ Е. С этой целью опреде- 3x3: 

Ti 
COSpCOSV|// С05ф/ 4-81Пф/81П\|// - 8 т р С 0 5 ф / С08рС08ф/ SUl У/ -81Пф/ COSVj// 

COS v|// sin р cos р sin v|// sin p 
cos p cos vj/,- sin Ф, - cos Ф/ sin v|// - sin p sin ф/ cos p sin ф/ cos \|// + cos ф,- cos v|// 

После вычисления для заданных ф/, v|/̂  

(/ = 1, 2 , . . . , ЛГ) величин Х^., К^., Z^. и 

направляющих косинусов осей системы 02Xyz 
имеется полная информация о положениях 
этой системы относительно системы OiXÏZ . 

Далее осуществляется синтез звена типа СС по 
условию приближенной реализации найден
ных 7V̂  положений выходного звена СД отно
сительно входного звена ЛВ. Подлежат опре
делению координаты Xg, У^, Zjg центра В 

сферического шарнира в системе OiXÏZ , 

координаты Х(^, Y(j, Zç центра С другого 

сферического шарнира в системе 02Xyz и 
длина В звена ВС. Алгоритм вычисления этих 
параметров методом квадратического прибли
жения приведен при рассмотрении синтеза 
звена СС 

После определения значений указанных 
семи параметров вычисляются искомые разме
ры передаточного механизма. Соответствую
щие расчетные формулы следуют из рис. 3.4.3: 

a = ,lxl+{Ys-lf+Zl; 

Ф0 = arccos(^^^J; уо = аре со^^(у/у 

3.5. СИНТЕЗ ДВУХПОДВИЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

Структурвые схемы и основные задачи 
синтеза двухпожвижных механизмов для вос
произведения заданного семейства функции 
одной переменной. Синтезируемые передаточ
ные механизмы должны содержать по крайней 
мере три звена, входящих в кинематические 
пары со стойкой: входное и выходное звенья 
(вход и выход), перемещения которых связаны 
определенной функцией данного семейства; 
управляющее звено, которое выполняет пере
настройку механизма на новую функцию и 
фиксировано во время работы передаточного 
механизма. Таким образом, кинематическая 
цепь, присоединяемая к указанным трем 
звеньям для образования двухподвижного 
замкнутого механизма, должна наложить одну 
связь и, к тому же, иметь три свободных кон
ца. Эти условия определяют структуру присое
диняемых цепей. 

Структурные схемы регулируемых пере
даточных механизмов наиболее просто могут 
быть образованы присоединением двухповод-
ковой кинематической группы к шатуну замк
нутого двухподвижного пятизвенника. Различ
ные количества и комбинации поступательных 
и вращательных пар приводят к множеству 
структурных схем двухподвижных семизвен-
ников. На рис, 3.5.1 изображен базовый шар
нирный семизвеннник и некоторые его моди
фикации с использованием поступательных 
пар. 

Регулируемые направляющие механизмы 
образуются на базе двухподвижного замкнуто
го пятизвенника, у которого выходным звеном 
является один из шатунов. При различных 
положениях управляющего звена в соот-
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ветствии с функцией управления эти механиз- риям, близким к определенным кривым дан-
мы должны вести точку шатуна по траекто- ного семейства. 

а) 

Рис. 3.5.1. Базовый шарнирный семизвенник и его модификации: 
а - передаточные механизт^ы; б - направтхяющие механизмы 

В общем случае рассматриваются две 
основные разновидности задачи матрического 
синтеза проектируемых механизмов: 

1) дана функция управления, сопостав
ляющая каждому положению управляющего 
звена определенную функцию данного се
мейства; подлежат определению постоянные 
параметры кинематической схемы; 

2) функция управления не задана и ее 
требуется определить вместе с постоянными 
параметрами кинематической схемы. 

Синтез двухподвижных передаточных и 
направляющих механизмов при заданной функ
ции управления. Задача рассматривается на 
примере шарнирного семизвенного механиз
ма. Механизм воспроизводит некоторую 
функцию двух переменных Ч' = ^АГ(Ф)У)» 
зависящую в общем случае от следующих ве
личин: от 15 постоянных параметров, в том 
числе длин звеньев /у^(/: = 1, 2 , . . . , 6j ; пара
метров ВЕ и а , задающих положение шарни
ра Е на шатуне; координат Х ^ , Y^^ Xj), Yj) 

центров шарниров L и D; углов Уо> Фо> Yo> 
ориентирующих оси отсчета углов v|/, ф и у . 

Задача синтеза формируется следующим 
образом. Даны функции v|/,• = Fj ((р\ 

Фо; <Ф <Фда/(у = 1 , 2, . . . , л ) таблицей N 

значений ц/у (/ = 1, 2, ..., N^, и функция 

управления у = U(\\f), сопоставляющая каж
дой функции \\fj значение угла уу, фикси
рующее положение управляющего звена KL. 
Необходимо спроектировать механизм, кото
рый при каждом значении у у угла у при
ближенно воспроизводил бы соответствующую 
функцию ц/j - Fj (ф). 

Синтез осуществляется посредством по
следовательных приближений, причем каждое 
приближение находится в процессе последова
тельного синтеза трех отдельных диад EKL, 
ECD и ОЛВу входящих в состав механизма. 
При синтезе каждой диады исходят из из
вестных размеров остальных двух диад, состав
ляющих двухподвижный пятизвенник, обоб
щенные координаты которого связаны между 
собой фун;кциями \|/у = Fj (ф) или у = U{^^. 

Общая схема вычислительного процесса 
синтеза (рис. 3.5.2) предполагает, что за ис
ходное (нулевое) приближение принимается 
семизвенник р заданными размерами, которые 
назначаются в соответствии с дополнительны
ми условиями синтеза. Процедуре синтеза 
первой диады EKL предшествует анализ пя-
тизвенника OABCD для определения значе
ний координат Х^.,, Y^., каждого положения 

Efj точки Д соответствующего углам 
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Ф/ е [фоу, Фт/] и Wij = ^у(ф/) • Поскольку в 
каждом интервале приближения выбрано N 
точек, число расчетных положений 
Еу (У = 1, 2, ,.. , п, i = 1, 2, ..., N) равно 

^«• 

I Y I 
ggo^ параметров семизвенника нулевого приближения | 

I Анализ пятизвенника и определение УЕц и YEIJ 

I Синтез диады 

X Анализ диады ЕКЛ и определение новых Щ и УЕц 

I Синтез диады ECD 

Синтез диады О Ад 

I ушализ сепизвенника на точность воспроизведения заданных функций 

± 
I Точность Воспроизведена 

Нет 

весь цикл вычислений повторяется до тех пор, 
пока не будет достигнута требуемая точность, 
если, конечно, эта точность для рассматривае
мого механизма достижима. В тех случаях, 
когда описанный итерационный процесс схо
дится, но данный механизм не реализует за
данные функции достаточно точно, следует 
переходить к другому нулевому приближению. 

Синтез двухподвижных механизмов (см. 
рис. 3.5.1, а, б), в состав которых входят по
ступательные пары, проводится аналогичным 
образом, с той лишь разницей, что вместо 
искомых параметров, характеризующих звено 
с вращательной парой, определяются парамет
ры поступательной пары: координата начала 
отсчета ползуна и угловой коэффициент на
правляющей. 

Выдача результатов синтеза и анализа 

I 
Останов 

Рис. 3.5.2. Схема вычислительного процесса сиетеза 

Диада EKL проектируется так, чтобы за
данным положениям Еу точки Е соответ
ствовали значения угла у , как можно близкие 
к заданным. 

После синтеза первой диады определя
ются новые наборы точек Ej- ^ . При этом 
точки каждого подмножества ЕУ/, . . . , EjJ 
(у = 1, 2, ..., л) находят как точки Е диады, у 
которой звено KL устанавливается под задан
ным углом уj =уо +Ау. , а продольная ось 

шатуна ЕК проводится через точки нулевого 
приближения £if,...,E^^^ (см. рис. 3.5.1). 

Значения ЯВЛЯЮТСЯ входными 

параметрами при синтезе диад ECD и ОАВ. 
Первый цикл вьиислений (вычисление 

первого приближения) завершается анализом 
семизвенника на точность воспроизведения 
заданных функций. Если максимальное по 
модулю отклонение от заданной функции 
т а х Л;у выходит за пределы допускаемого, 

Рис. 3.5.3. Схема синтеза двухподвижного 
направляющего механизма 

Синтез двухподвижных направляющих 
механизмов (рис. 3.5.3) формулируется следу
ющим образом. Даны кривые Yj^ - Fj{Xy^^ 

^AOj ^^А^ ^Amj (У = 1, 2, ..., п)^ которые 

в данном случае заданы таблицей N значений 

координат (X^ij, Умп чертящей точки А, и 

функция управления у = UyYyij , сопоставля

ющая каждой функции Г^- значение у j , 
которое фиксирует положение управляющего 
звена KL. Необходимо спроектировать меха
низм, который при каждом значении у у Угла 
у приближенно воспроизводит соответству
ющую кривую Y^ = FjyXyij . 
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Общая процедура синтеза ничем не от- f^ = р^ cosAjj + Р5 sinAy ,- -Х^. х 
личается от синтеза предьщущего механизма и J и 
осуществляется по схеме, представленной на х c o s A y / - У^ s inAy/ ; 
рис. 3.5.2. '^ 

Синтез диад EKL, ECD и ЕАВ по мето- • D v 
ду квадратического приближения. При синтезе flij - ~ А SinAy^ + /3 cosAy^ -^ Х^.^ х 
диады EKL даны значения Ау j х sin Ау / - Fg. ces Ay j ; 
(y = 1, 2 , . . . , л) углов вращения управляю

щего звена KL и координаты Х£ , У^.. , пай- -^'^У ~ ^' ^Щ ~ ^ Щ "*" ^^о " 

денные после анализа пятизвенника EABDC, -05[Л1Г^ +У^ ). 
Требуется определить параметры Xi^ Yi, /5, '^ '^ 
/б, Уо, чтобы при совмещении точки Ее за- Многочлены (3.5.2) имеют «билиней

ную" структуру; они линейны относительно 
данными точками Еу угол у принимал зна- величин Pj , P j и ^з > но вместе с тем их 
чения, как можно близкие к заданным можно представить в виде другой системы 
у . = yQ + Ау у . линейных функций: 

Каждому подмножеству точек Еу A'^.J = 2(/з,уРз + /4/7Л + fsij^S " fôij) > 

(/ = 1, 2 , . . . , N) соответствует одно и то же . . 
(/ = 1, 2, . . , ,Л^, у = 1, 2, . . . , л ) 

значение у у угла у , а следовательно, одна и /я ^ i \ 
та же точка Kj на окружности с центром L. 
Но так как имеется п таких подмножеств, то р А Р • А V 
искомые параметры должны минимизировать -^^У = "\ cosAy^ - Г2 Sin Ауу - Aj^„, 
по модулю Nn функций пяти переменных ^ ^ . 
^ ^ , , fsij = Р\ sinАуу + Р2 COSАуу - У^ ; 

+ Г£„ (/\ sin Ау у + />2 cosAyy ) -

(/ = 1, 2 , . . . , 7V, у = 1, 2 , . . . , л) . _ ,_ _ ч 
^ ^ Вектор j r ^ / \ , . . . , / ' з ) , минимизирую

щий модуль функций (3.5.2), определяется из 
Функции (3.5.1) приводятся к системе необходимых условий минимума суммы квад-

алгебраических многочленов второго порядка р^хов А^^ т.е. двойной суммы 
от пяти новых параметров Pj , / 2 , /з> А ** 

'''- , , ^ = tt^bj- (3-5-4) 
^qij = 2(/i(,-^i + f2ijP2 +/гиРг - /о/у) y=i '=1 

{i = l,2,...,N,j = l,2,...,n), '̂ °'"«" 
(3.5.2) dS/dPt=0 (A: = 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ) . (3.5.5) 

где 
Первые три условия (3.5.5) согласно 

Pi =/бС08уо; Pi =/6Sinyo; (3.5.2) приводятся к уравнениям, линейным 
относительно Р\^ Р2 и Рз • 

Z<^tЛ=^^' (^=1.2,3). (3.5.6) 
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где При синтезе следующей диады ECD за-
., ., данными величинами, как отмечалось, явля-

Л TV л 7V 

Q/ = J^Y.fkijfnj> \^1 = S Z A - ^ 0 ( / • « т̂ся координаты N^ новых точек E}j\ а 
•'^ 7= '= также Nfi значений углов \|/,у , а подлежат 

()t / = 1 2 З) определению параметры Xj), У/), /3, /4, М̂о • 
Наконец, при синтезе последней диады ЕАВ 

(3.5.7) входными параметрами являются величины 
Последние три условия (3.5.5) с учетом ^ ^ . , ^г?. , ̂ п , задающие в системе OXY Nn 

(3.5.3) также приводятся к линейной системе '̂  '^ 
относительно Ра Рл и Р< : положений подвижной системы Еху, жестко 

связанной с шатуном ЕСу и Nn значений v|/// 
5 

Z ^ D il 1 л с\ /О С о\ угла ф, а вычисляются параметры 
^^Â:/̂ À: = И/ (' = Л 4, !>j ^ (3.5.8) 

jt=3 ^ВУУВУ ' Ь '25 ФО-
Процедура синтеза указанных диад не 

где коэффициенты С^/ и Ц/ определяются по отличаются от изложенной. Дело в том, что 
формулам (3.5.7) при значениях А:, / =3 , 4, 5 соответствующие выражения взвешенных раз

ностей 
и замене /о/у на /^у . ^ 

На базе систем (3.5.6) и (3.5.8) строится 
быстросходящийся итерационный процесс для 
определения минимумов функции пяти пере- ЛЛВ) _ 1 D j 1̂  /2 
менных S, заключающийся в последователь- Я ~ | (/ (/ | ~ 2 
ном решении линейных систем типа (3.5.6) и /^ ^ ч̂ 
(3.5.8). Причем входные данные для решения ^акже приводятся к полиномам типа (3.5.2) и 
кавдой последующей системы (пары А , Рз ^ '̂̂ -^^ относительно пяти величин Р^, зави-

сящих от пяти параметров каждой диады, и 
**™ M ? ^5 ) определяются в результате реше- поэтому уравнения для вычисления квадрати-
ния предыдущей. При этом получается убы- ческого приближения сходны с приведенным 
вающая последовательность значений мини- выше. 

1^0) с(1) ^(2) ç(2) Сивтез двухподвижных передаточных и 
мизируемои суммы ys , *ь̂  , ô > ̂ о ' направляющих механизмов с определением дис-

o(m-l) o(m-l) Ыт) o(m) \ кретных значений управляемых параметров. Для 
. . . , о ^ )'^О >'^ > *̂ 0 >*7> имею- достижения высокой точности воспроизведе-

ния заданных функций увеличивают число 
щей предел, равный значению о в точке ло- управляемых параметров до трех, принимая в 
KajttHoro минимума. При удовлетворении не- ^ ^ ^ ^ ̂ ^^^^ координаты Х^, Y„ опорно-
равенств 

1 , . . ,. , го шарнира и длину U звена ЕК. Тогда вмес-
р{т) _ р{т-\) < g C ) t = l 2 3 4 5^ 

I ^ ^ I V > > > > ; > Q̂ управляющей диады EKL получается четы-
рехзвенная кинематическая цепь с тремя 

где 8 - допустимая погрешность вычислений, управляющими поступательными парами, 
итерационный процесс поиска минимума за- которая на рис. 3.5.1 показана тонкой штрихо-
вершается. вой линией, или эквивалентная трехзвенная 

Примечательно, что описанный алгоритм цепь с одной высшей парой, 
приводит только к минимумам функции S. В данном случае постановка задачи 
Данный этап синтеза завершается вычислени- следующая: определить размеры семизвен-
ем неизвестных размеров диады i( /) v лг 

^ к /̂  "^ ника и дискретные значения 1^^\ Xxj, Ущ 
^L - РА\ ^ L = ^5) YO = ^ГС1£^Р2/Л)? (у = 1, 2, . . . , л) управляемых параметров 

2 1 D 2 , п2 , р2 
так, чтобы функции "^ Mj - ^А(/(ф) 

(у = 1, 2, . . . , л) , воспроизводимые механиз-

/ _ р /cosYn ^^^ "Р** значениях 1^^\ X^j, Ук] » ' ^ ^ можно 

h=^P{+P{+P^'+Pi-2Py, 
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меньше отличались от заданный функций 
y\fMI= F]^j((pj в требуемых интервалах 

|Ф0/>Фт/1- Процесс синтеза аналогичен, за 
исключением процедуры синтеза управляющей 
диады. 

Искомые значения каждой тройки 
управляемых параметров X^j, ^Kji ^5 ®^°" 
дят в соответствующее выражение взвешенной 
разности (3.5.1), которому в рассматриваемом 
случае придается вид: 

{i = l,2,...,N, J = l,2,...,n), 

гае 
Ру =^KjV Pij = Y к/', 

f\ij = -^Eij \ fiij = -^Eij '•> hij = 1; 

Рассматривая в отдельности условия ми
нимума п квадратических сумм Sj, соответ
ствующих всем воспроизводимым функциям, 
приходим к п линейным системам вида 
(3.5.6), коэффициенты которых вычисляются 
по формулам (3.5.7) при у = 1, 2, ..., л , Ре
шение этих систем позволяет определить ис
комые значения управляемых параметров. 
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Глава 4 

МЕХАНИЗМЫ ВЫСОКИХ КЛАССОВ 

Группа Ассура - кинематическая цепь с 
нулевой степенью подвижности относительно 
тех звеньев, с которыми входят в кинематиче
ские пары свободные элементы ее звеньев и не 
распадающаяся на более простые цепи, обла
дающие также нулевой степенью подвижности 
[1]. Если в состав механизма входят группы 
Ассура различных классов, то класс механизма 
определяется по той группе, которая относит
ся к наивысшему классу. Плоские шарнирно-
рьиажные механизмы, содержащие в своем 
составе группы Ассура четвертого и более вы
сокого класса и различных порядков, назы
ваются механизмами высоких классов (МВК) 
[2, 3]. 

Благодаря наличию изменяемых замкну
тых контуров, составленных из одних подвиж
ных звеньев, МВК обладают широкими кине
матическими и динамическими возможностя
ми, могут реализовать сложные программные 
движения одной, двух (и более) рабочих точек 
от одного привода, расположенного на стойке, 
что позволяет строить на их базе манипулято
ры со многими рабочими органами и с про
стой системой управления (4, 5, 7]. 

К настоящему времени разработаны гра
фоаналитическая теория [3], аналитические 
методы анализа и синтеза МВК [7, 10], на 
основе которых созданы принципиально но
вые грузоподъемные, погрузочно-разгрузочные 
и манипуляционные устройства, внедряемые в 
трех основных направлениях: 

непосредственно в конструкциях мани
пуляторов; 

в конструкциях адаптивных захватных 
устройств роботов и манипуляторов; 
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в качестве исполнительных механизмов в 
различных машинах и агрегатов. 

Манипуляторы на базе МВК имеют 
большую грузоподъемность и небольшие габа
риты в сложенных положениях, приводятся в 
движение одним приводом, что существенно 
упрощает систему управления, повышает удоб
ство обслуживания и надежность устройств. 
Придавая дополнительные степени свободы 
стойке МВК, можно получить манипуляторы с 
большой маневренностью. На основе двух 
спаренных прямолинейно направляющих 
МВК спроектирован исполнительный меха
низм передвижных строительно-монтажных 
лесов. Искусственные протезы, имитирующие 
движение кисти руки, плеча и стопы человека, 
являются одноподвижными устройствами и 
приводятся в движение от оставшихся культей 
человека. 

Адаптивные захватные устройства для 
различных робототехнических систем на базе 
МВК [5] позволяют решать задачи захвата как 
пространственных объектов произвольной 
формы, так и плоских объектов сложной кон
фигурации. 

К третьему направлению относятся раз
личные передаточные механизмы между двига
телем и рабочим органом и механизмы кон
трольно-измерительных устройств машинных 
агрегатов. В частности, это механизмы приво
да стана холодной прокатки труб, пресса 
двойного действия, пресса с регулируемым 
ходом ползуна, устройства измерения натяже
ния гибких материалов, бесшатунных поршне
вых двигателей и компрессоров, манипулятора 
для съема глета. 

4.1. СТРУКТУРНЫЙ АНАЛИЗ 

В основу образования одноконтурных 
групп Ассура высоких классов положен метод 
развития изменяемого замкнутого контура 
И. И. Артоболевского. Число контурных зве
ньев л,̂  > 4 определяет класс к группы Ассу
ра. Следовательно, чтобы из изменяемого 
замкнутого контура с числом контурных зве
ньев п^ получить группу Ассура А:-го класса с 
п звеньями и с относительной степенью сво
боды, равной нулю (JV = 0 ) , необходимо на 
этот контур наложить Sg^ внешних связей 
( iS'g = «к ) посредством внешних шарниров с 
числом Ш и поводков с числом П. Число 
внешних кинематических пар р^ пятого клас
са определяет порядок группы г. Чтобы группа 
Ассура высоких классов не распадалась на 
фуппы Ассура второго и третьего классов не
обходимо учесть следующее: 

1) число контурных звеньев с двумя 
внешними связями должно равняться числу 
контурных звеньев без внешних связей и в 
замкнутом контуре эти звенья дол5|сны чередо
ваться между собой; 

2) одноповодковые контурные звенья 
могут располагаться в любом месте, но не 
между контурными звеньями с внешним шар
ниром. 

Для всех групп Ассура высоких классов 

k = n^=Se=n = Ш ; 

(4.1.1) 

Причем при Ш = О имеем Sg = П = г 
и получается группа Ассура высокого класса с 
равномерно распределенными поводками; при 
/ 7 = 0 имеем Sg = 2Ш = 2г и получается 
бесповодковая группа Ассура высокого класса; 
при Ш ^ Qy и ^ О получается группа Ассура 
высокого класса с неравномерно распределен
ными поводками. 

При этом 

r<Sg<2r; 

/>5 =п + г; л = л^ 4- Я ; 
Ps = Зг; п = 2г. 

(4.1.2) 

(4.1.3) 

Учитывая, что порядок г групп Ассура 
высоких классов - целое число, имеем: 

для четных классов 

/• = у , - 2 - + 1, •••, ^ - 1 , ^ ; 

Я = 0, 2 , . . . , к-2,к; 

к к 

для нечетных классов: 

Jt + l Â: + l 

(4.1.4) 

г = • 
2 2 

Я = 1, 3, . . . , Â : - 2 , À: ; 

k-l к-\ 

+ l,..,k-lk 

Ш 1,. . . ,1,0 

(4.1.5) 

Используя структурные формулы (4.1.1) -
(4.1.5), можно получить все возможные груп
пы Ассура четвертого и более высокого класса 
[3). 

В общем случае длины отдельных повод
ков групп Ассура могут бесконечно увеличи-
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ваться, тогда они заменяются соответствую
щими ползунами. 

Структурная классификация МВК осно
вана на известном принципе их образования и 
метода замены ведущего звена [3]. Основным 
требованием к структурному анализу МВК 
является единство структурной классификации 
и методов их исследования. Исходя из этого 
все МВК можно сгруппировать по трем видам: 

1) механизмы высоких классов, которые 
методом замены ведущего звена сводятся к 
механизмам второго и третьего классов; 

2) механизмы Ассура; 
3) механизмы высоких классов, которые 

методом замены ведущего звена сводятся к 
механизму Ассура и наслоенной к нему двух-
поводковой группе. 

Если группа Ассура А:-го класса (к > 4) 
и (к - I) -го порядка посредством бесповодко
вого контурного звена с внешним шарниром 
присоединяется к ведущему звену, а все 
(к -2) поводков группы Ассура посредством 
своих крайних кинематических пар присоеди
няются к стойке, то имеем механизм Ассура к-
го класса. 

4.2. АНАЛИЗ КИНЕМАТИКИ 

4.2.1. Анализ положений МВК 
в МВК в отличие от механизмов второго 

класса векторные уравнения независимых 
замкнутых контуров [12] содержат не меньше 
трех неизвестных и образуют систему триго
нометрических уравнений, зависящую от всех 
неизвестных параметров, определяющих по
ложения звеньев. Установить существование и 
число действительных решений такой си
стемы, найти начальные приближения неиз
вестных для дальнейшего уточнения решений 
трудно, решение этой задачи облегчается с 
помощью рассматриваемых ниже методов ре
шения задач анализа положений МВК. В зада
че анализа положений МВК достаточно огра
ничиться задачей анализа положений групп 
Ассура, считая положения шарниров заданны
ми. 

Метод условных обобщенных координат. 
При отбрасывании одного звена в группах 
Ассура высоких классов с неравномерно рас-
пределенньп^и поводками или двух звеньев в 
группах Ассура высоких классов с равномерно 
распределенными поводками путем разъеди
нения их шарниров в этих группах появляются 
одна и две степени свободы. Если избрать 
соответственно одно или два звена этих групп 
в качестве условных ведущих звеньев, а пара
метры, определяющие их положения, в ка
честве условных обобщенных координат за 
счет появившихся степеней свободы, то рас
сматриваемые группы Ассура высоких классов 

из статически определимых систем преобразу
ются в механизмы второго класса [6]. 

У/////Л X 

Рис. 4.2.1. Схема анализа механизма Ассура 
четвертого класса с поводками: 

а - неравномерно распределенными; 
б - равномерно распределенными 

Так, при отбрасывании звена 6 группы 
Ассура четвертого класса третьего порядка с 
неравномерно распределенными поводками 
(рис. 4.2.1, а) и двух звеньев (7 и 8) группы 
Ассура четвертого класса с равномерно рас
пределенными поводками (рис. 4.2.1, б) и 
выборе двух звеньев (1 и 2) в качестве услов
ных ведущих эти группы преобразуются в ме
ханизмы второго класса со струкгурньп^и 
формулами: 

7(1) -> 7/(2, 3) -^ 11(4, 5) ; 

7(1) ^ / ( 2 ) - ^ / / ( 3 , 4 ) ^ / / ( 5 , 6) . 

Составим функцию невязки группы Ас
сура четвертого класса третьего порядка: 

А = / б - / б . (4.2.1) 

где /5 - длина отброшенного звена группы; 

/5 - переменное расстояние между центрами 
разъединенных шарниров Ни Iгруппы: 
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XI 

Yi 

Хр 

Хл 

- l HF 

-^^AF 

С08(ф4 + a4) 

Sin(94 + а 4 П ' 

со8(ф1 + a i ) 

8ш(ф1 + a i ) 

Координаты Xf, Vf шарнира F и зна
чение угла ф4 определяются последователь
ным решением задач о положениях получен
ных двухповодковых групп П (2, 3) и П (4, 5): 

Ф2 = a r c t g -
-Хс 

С08(ф^г)5 - Фз) = 
1{ ̂  / Ь - /. DB -^св . 

'^hhs 

Ф4 = arc tg 
X F - X f, 

C0i^P0E-^5)=''^''''~''' 
21S'GE 

где 

<PDB 

Ï^B] 
[Ув\ 

= a rctg 

\XA 

[УА 

'В 'D 
XB -XJ) 

-^^AB 
С08ф1 

81пф1 

С08фз 

8Шфз 

lGE=[{XE-XGf+{YE+yGf] 

<f>GE = arctg-

XE 

УЕ 

XF 

Ур 

Ус 

XG 

YG 

+ lCE 
COs((p2 - « 2 ) 

sin((p2 - 012) 

+ /s 
COS<P5 

51Пф5 

Функции невязок для групп Ассура чет
вертого класса с равномерно распределенными 
поводками имеют вид: 

^1 =hM -1}м> 

A2=k-lî, 
(4.2.2) 

где / /3 / и /g - длина отброшенных звеньев; 

^1М ^ 8̂ ' переменные расстояния между 
центрами разъединенных шарниров I и М, К 
иЬ. 

Переменные расстояния Ijj^ и /g опре
деляются аналогично по значениям координат 
центров разъединенных шарниров / и М, К и 
L уравнениями 

nM-[{XM-Xif + {Ум-Yif ]о,5; 

II =[{Xjc -Xj^f +{Yj, -Y^f^O^ . 

Координаты шарниров M, L и К опре
деляются последовательным решением задач о 
положениях полученных двухповодковых 
групп П (3, 4) и П (5, 6). Функции невязок 
для других одноконтурных групп Ассура высо
ких классов с неравномерно и равномерно 
распределенными поводками независимо от их 
класса составляются аналогично. 

Определение числа сборок групп Ассура 
высоких классов. Число сборок групп Ассура 
при заданных размерах их звеньев и коорди
натах внешних шарниров соответствует числу 
действительных корней уравнений замкнутос
ти независимых векторных контуров. Общее 
число значений условных обобщенных коор
динат, удовлетворяющих уравнениям невязок 
(4.2.1) или (4.2.2), умноженное на число сбо
рок полученных двухповодковых групп, рав
ное 2"* (где m - число двухповодковых 
групп), определяет число сборок групп Ассура 
высоких классов при заданных значениях ко
ординат их внешних шарниров и размеров 
звеньев. 

Число сборок группы Ассура высоких 
классов определяется также сведением систем 
тригонометрических уравнений замкнутости 
независимых контуров путем многократного 

использования тождества 8tn ф + со8 ф = 1 
к одному алгебраическому полиному [14], 
число действительных корней которого опре
деляется с помощью теоремы Штурма. 

Например, группа Ассура четвертого 
класса третьего порядка (см. рис. 4.2.1, а) име
ет три независимых контура ABCDA, 
DCEFGD и AIHFGA, уравнения замкнутости 
которых при проектировании на оси коорди-
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нат дают систему шести тригонометрический 
уравнений относительно (pi,...,(p^. Исклю
чением на первом этапе фз, Ф5 > Фб ^^ основе 
указанного тождества, а затем Ф2> Ф4 получе
но [15] алгебраическое уравнение 
32 
/ j А^и^ = О ; и = tgфly2 у откуда следует, что 
/-0 

данная группа Ассура может иметь до 32 сбо
рок, число которых соответствует числу дей-
cTBHTejtbHbDC корней этого уравнения. 

4.2.2. Графоаналитическое определение 
скоростей и ускорений МВК 

второго и третьего видов 
Все МВК, относящиеся к одному виду, 

Moiyr быть исследованы едиными методами 
кинематического и динамического анализов. 

^ л , =^А2 +^лгА2 •^'^A.N; 

Рассмотрим механизм Ассура пятого 
класса (рис. 4.2.2). Определяются скорости и 
ускорения звеньев этого механизма по задан
ным угловым скоростям и ускорениям звена 1. 
Исходя из шарнирной точки А2 контурного 

звена 2, на пересечении прямых A2N и 

О^М у AiB и ОуС, A^D и О^Е находят 

вспомогательные точки А^, А'^, Л\ у а на пе

ресечении прямых A^F и A^L - вспомога

тельную точку А^ бесповодкового звена 5. По 

известным векторам скорости У л и ускоре

ния WA И векторным соотношениям 

'"Ъ^У^МО, '*'MOf ^À,»f ' 

WAS = ^А, +^LA,+ ""LA, + "'̂ sX + ""ASL , 
(4.2.3) 

Рис. 4.2.2. Схема анализа механизма Ассура 
пятого класса 

определяются векгоры скорости v ^ и w^ 
ускорения точки Л5 звена 5. Уравнения 
(4.2.3) могут быть решены аналитически или 
построением планов скоростей и ускорений. 
На рис. 4.2.3 приведены планы скоростей и 
ускорений для случая © 7 = const. 

Теперь один из поводков механизма Ас
сура, например поводок 7, выбирается за 
условно ведущее звено и задается его ложная 
угловая скорость со у . Исходя из точки С кон
турного звена 3 находятся вспомогательные 
точки 6*2, С^, С4 и С5 , а на плане скоростей 

- вектор ложной скорости v^ вспомогатель

ной точки С^ звена 5. Направление ложной 

скорости v^^ будет истинным и, следователь

но, из рассмотрения скорости точки v^ от-
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Рис. 4.2.3. Планы: 
а - скоростей; б- ускорений 

носительно известной истинной скорости v^ 

точки А^ получается истикчая скорость V Q . 

Зная векторы скоростей v^ и V Q звена 5, 
легко установить все искомые истинные ли
нейные скорости точек v угловые скорости 
звеньев, вкгаочая 0)7 . 

Далее по ложному значению углово
го ускорения 87 и истинному значению уг
ловой скорости 0)7 условно ведущего звена 7 
аналогичным образом определяется вектор 
ложного ускорения ÎVQ точки С^ контур
ного звена 5. Нормальная составляющая 
этого ложного ускорения будет истинной, 
с учетом чего из соотношения 

Г»?й7, 

По 

?̂> ЗА/ 

Ps m) 

Bf 
г 

1С. 4.2.4. 

^ 0 , 
Схема 

î ^ "NV/ 

^Os 
анализа механизма пятого класса 

Ks "- ^Q = ^.^ ^ ""CsA, -^ ''CsAs находится 

истинное ускорение точки С^ . Из истинных 

ускорений WA И WC двух точек контурного 
звена 5, можно найти ускорения всех осталь
ных точек и угловые ускорения звеньев. 

Изложенный метод вспомогательных то
чек справедлив для механизмов Ассура любого 
А:-го класса (к > 4). 

Ниже рассмотрена задача определения 
скоростей и ускорений МВК третьего вида на 
примере механизма пятого класса (рис. 4.2.4), 
где ведущее звено 1 вращается с угловой ско
ростью со 1 и угловым ускорением Sj. Прим
ем поводок 5 за условно ведущее звено и зада
димся ложными угловой скоростью 0)5 и уг
ловым ускорением 85. Тогда рассматривае
мый механизм имеет структурную формулу 
/(5) -> V(3, 4, ..., 11) -> 11(2, 1), т.е. он 

распадается на рассмотренный выше механизм 
Ассура пятого класса, к бесповодковому звену 
которого присоединена двухповодковая груп
па. Исходя из вспомогательной точки Q^, 
совпадающей с шарнирной точкой D контур
ного звена 4, определяются рассмотренным 
вьппе методом вспомогательные точки Об » 

GSJGIOJCS» H ИХ ложные скорости ^Q^ > 

VQ , v^ , VQ . Исходя из вспомогательной 

точки 7б > совпадающей с шарнирной точкой 
К контурного звена d, аналогично определя
ются вспомогательные точки Т^, Tg, Т о̂, ^з, 

а из заданной ложной скорости \т. - ложные 

скорости \х^, VЗг̂ , Vj'j ,̂ Vj'̂  . Линии дей-
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ствия ложных скоростей v ^ Vj будут ис
тинными. Восстановлением перпендикуляров 
к линиям действия этих скоростей в точках 
Сз) 7з определяется мгновенный центр ско
ростей Рз звена 3. Зная Р^ , по известной 
скорости ведущей точки А и векторному от
ношению v ^ =^А '^^ВА определяется ско
рость v ^ точки В звена 3. По скорости v ^ 
звена 3 и известному его мгновенному центру 
скоростей (МЦС) Р^ устанавливаются скорос
ти V;̂  и v^ точек R и С звена 3. Скорости 
всех остальных точек механизма, включая их 
вспомогательные, находятся просто - путем 
рассмотрения соответствующих двухповодко-
вых групп. 

Для определения ускорений по ложным 
значениям угловых ускорений 85,87 и ис-
тинньп^ значениям угловых скоростей соз» ^7 
условно ведущих звеньев 5, 7 находятся векто
ры ложных ускорений WQ , wf вспомога
тельных точек Сз> ^3 • Нормальные состав
ляющие ложных ускорений WQ И W} явля
ются истинными. Проектированием этих 
ускорений соответственно на прямые РзСз ^ 
Р^Т^ находятся истинные нормальные уско
рения WQ И W^ точек Оз и 7з звена 3. 
Откуда из векторных соотношений 

wl =w!l + wS ^ + ivJ, -^w'irr ^3 i-i r-^i-i i3 г-^Лч 

определяется вектор Wp ложного ускорения 

мгновенного центра скоростей /3 звена 3. 

Это ложное ускорение w}> будет истинным. 
По известным векторам истинных ускорений 
w*p^ точней Рз и ^А ведущей точки А и век
торным соотношениям 

W 5 = W ̂  + WIA + wl^ ; 

WB=Wp^ +VV^^^ -fîV^p^ 

находится вектор w^ ускорения точки В. По 

ускорениям Wp и w^ двух точек Р^ и В 

звена 3 определяются ускорения шарнирных 
точек Си R этого звена. 

Ускорения всех остальных звеньев меха
низмов легко получить по соответствующим 
двухповодковым группам. Изложенный метод 
вспомогательных точек и мгновенных центров 
скоростей справедлив для любых МВК третье
го вида. 

4.2.3. Анализ перемещении, 
скоростей и ускорений МВК 

со многими степенями свободы 

При проектировании каждого векторного 
уравнения замкнутости МВК на координатные 
оси получается пара уравнений вида: 

У^/ /СО8ф/=0; У ^ / / 8 Ш ф / = 0 , (4.2.4) 

где // - длина /-го звена; / - индекс, значения 
которого "пробегают" все номера звеньев, 
входящих в рассматриваемый контур; ф,- -
угол между направлением оси /-го звена и 
осью абсцисс. 

Дифференцированием по времени / ра
венства (4.2.4) с учетом ф/ = ф|(^) получено: 

^Ij sinф/ф/ = 0 ; ^ l i со8ф;фу = О . 

(4.2.5) 
Система уравнений (4.2.5) с учетом деле

ния звеньев на входные и выходные может 
быть записана в виде: 

П W 

/=1 А=1 
(4.2.6) 

где п - число входных звеньев механизма; 
a. / te) - элементы матрицы Якоби системы 

т 
уравнений вида (4.2.4); ф = (фь .., Фи) 
вектор угловых координат выходных звеньев 
механизма; w - число степеней свободы меха-

Î ^ = (^Ь •••> ^w) " вектор обобщен
ных координат. 

Система уравнений (4.2.6) имеет реше
ние относительно угловых скоростей 

во всех неособых положениях 

низма 

Ф/ [i = I п) 
механизма. Особыми называются такие поло
жения механизма, которые удовлетворяют 
условию 
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'»^^ЬИ",;=,=0- (4.2.7) 
Решение системы (4.2.6) во всех неосо

бых положениях 

W 

с учетом Rjçj = -Rjk находятся составляю
щие сил реакций Tîj'̂ , ^34» ^ V '̂̂ 8 "^ 

звенья 1, 3, 5, 7 со стороны соответствующих 
контурньк звеньев 2, 4, 6, 8. 

À : = l 

где 

Лу/(ф) - алгебраическое дополнение элемента 

aji матрицы Якоби ^(ф) • 
Система п дифференциальных уравнений 

первого порядка (4.2.8) ввиду гладкости функ
ций в правых частях согласно основной теоре
ме Коши имеет при заданных начальных усло
виях ф(0) = фо единственное непрерывное 
решение, которое соответствует перемещению 
механизма в определенной, соответствующей 
начальному положению сборке. 

Угловые- ускорения звеньев MB К в нео
собых положениях определяются дифференци
рованием (4.2.8) по времени. 

4.3. АНАЛИЗ ДИНАМИКИ 

4.3.1. Графоаналитическая кинетостатика 
МВК второго и третьего видов 

Пусть на звенья механизма Ассура (рис. 
4.3.1) действуют приведенные к одной равно
действующей внешние силы, включая силы 
инерции Pj , . . . , /̂ 9 • По известной линий 
действия уравновешивающей силы Ру\ , при
ложенной в точке А ведущего звена, опреде
ляется ее величина с помощью метода жестко
го рычага Н. Е. Жуковского. Механизм под 
действием всех внешних сил и уравновеши
вающей силы Ру\ находится в состоянии рав
новесия. Уравнения моментов сил, действую
щих на ведущее звено 1 и поводки 3, 5 и 7 
относительно точек Д Д L, 

2;л/я(/'5/) = 0; Х^4^7') = 0. 

Рис. 4.3.1. Схема действия сил на механизм Ассура 

Из уравнений / M^[F^i] = О опреде-
I 

ляются составляющие силы реакции 
Щд = -Щ^ . На пересечении линии звена 
ВМ с линией поводка 7 находится вспомога
тельная точка iS'g контурного звена 8 и стро
ятся остальные вспомогательные точки 
5*5, »S'4, iS'2 . Из уравнений моментов 

i I 

i i 
(4.3.1) 

определяются составляющие сил реакций со

ответственно R^^, R^^, R24 у R^2 • ^^ уравне

ния ^Mj^yFgij = О следует i?29 = ~^2 ' 
i 
Таким образом, получены составляющие 

R^2 ^ ^2 ^^^ реакций в шарнире Д по 
которым можно найти вектор силы реакции 
Л^^ . После этого рассматриваются двухповод-
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ковые группы Ассура П (2, 1), П (4, 3), П (6, 
5), П (8, 7) и определяются силы реакций во 
всех остальных кинематических парах меха
низма. 

Для силового анализа МВК третьего вида 
на примере механизма пятого класса (см. рис. 
4.2.4) определяется с помощью метода жестко
го рычага Жуковского уравновешивающая сила 
Ру\, приложенная в точке А ведущего звена 1. 
За условно ведущее принято звено поводка 5. 
Тогда механизм сводится к рассмотреннолсу 
вьпие. механизму Ассура, к которому в точке В 
бесповодкого звена 3 присоединена двухпо-
водковая группа П (2, 1). Таким образом, си
ловой анализ МВК всех видов сводится к си-
ловоАсу анализу механизмов второго и третьего 
классов и механизмов Ассура. 

4.3.2. Аналитическая кинетостатика 
МВК второго и третьего видов 

При аналитическом решении задачи ки
нетостатики МВК координаты вспомогатель
ных точек «Sg, S^, S4, S2 (см. рис. 4.3.1) 
.определяются как координаты точек пересече
ния соответствующих прямых [8]. Например, 
координаты Х^ , 1^ точки S^ находятся 
решением следующей системы уравнений: 

^s^ " Xs^ tgф9 = YB- XBig(p9 ; 

Уз^ -Xs^^&^l = YL - A^ltg97 . 
(4.3.2) 

Эта система не имеет решения в том случае, 
когда определитель ее 

tgф9-tgф7 = 0 , (4.3.3) 

т.е. при условии параллельности прямых. При 
этом может быть два случая: 

1) ранг матрицы системы (4.3.2) меньше 
ранга ее расширенной матрицы - точка S^ 
уходит в бесконечность, прямые LK и ВМ 
параллельны; 

2) ранги указанных матриц совпадают -
точка iSg не определена, прямые LK и ВМ 
совпадают. 

Во втором случае следует перейти к 
определению координат вспомогательных то
чек в обратном порядке 52, »S'4, аУ ,̂ «Sg. Если 
при этом какая-либо из точек также не опре
делена, то задача силового анализа механизма 
группы Ассура неразрешима, так как механизм 
находится в особом положении. 

Кроме указанных условий прерывания 
процесса построения вспомогательных точек 
могут иметь место условия вырожденности 
уравнений равновесия сил и моментов относи
тельно искомых сил реакций. Так, уравнения 
(4.3.1) не имеют решений относительно jR^g, 

^46' ^4> ^ 2 соответственно при следующих 
условиях (см. рис. 4.3.1): 

/у,/ = 0; ls,F = 0; ls,c = 0; h^s = О, 
(4,3.4) 

означающих совпадение точек «Sg, S^, S4, Si 
соответственно с точками / , Д С, В. Уравне
ние равновесия проекций сил, действующих 
на звено 2, на прямую, перпендикулярную к 
S2B, 

+R^2 ^ Ц ф 9 - Ф^2^) - i?92 = ^ 

не имеет решения относительно /?92 > ^^^^ 

8ш(ф9 - (PS2B) = О > (4-3.5) 

означающее пересечение трех прямых ВМу ОА 
и S4S2 в одной точке. 

Таким образом, задача кинетостатики 
МВК второго вида не имеет аналитического 
решения в их особых положениях, определяе
мых условиями неопределенности вспомога
тельных точек и условиями вырожденности 
уравнений равновесия сил и моментов (4.3.4), 
(4.3.5). 

4.3.3. Уравнения динамики МВК 

С точки зрения динамики любой МВК 
без учета упругости звеньев и трения в кине
матических парах можно рассматривать как 
голономную механическую систему с идеаль
ными связями. Уравнения связей механизма 
могут быть получены как уравнения кинема
тики на основе метода замкнутых векторных 
контуров [12]. В уравнениях кинематики МВК 
вида (4.2.4) зависимые координаты не могут 
быть выражены в явном аналитическом виде 
через обобщенные координаты, поэтому урав
нения движения МВК должны быть рассмот
рены совместно с системой тригонометриче
ских уравнений связей. 

Ниже приведен метод, позволяющий по
лучить уравнения динамики МВК в явном 
аналитическом виде [10], который основан на 
представлении уравнений голономных связей 
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вида (4.2.4) в дифференциальной форме (4.2.8) 
с последующим интегрированием их совмест
но с уравнениями движения. При этом поря
док решаемой системы дифференциальных 
уравнений движения повысится, однако полу
чаемая система может быть решена явными 
методами численного интегрирования. 

Пусть рассматриваемый МВК имеет JV 
степеней свободы, т.е. число входных звеньев 
равно Ж Число выходных звеньев примем п, 
тогда число подвижных звеньев МВК 

N^n-^W, Пусть ^ = (^1,.. . ,^ж) ; 

Ф "= (фЬ •••> Фл) " векторы соответственно 
обобщенных и зависимых координат механиз
мов. 

Векторы координат центров масс и угло
вых положений подвижных звеньев, вычис
ляемых как функции ^ и ф : 

Х=Щ,1с)^{Ху,...,Х^)^ ; 

У = Г(^,ф)-(У1,...,Глг^ ; 

у = Ц7(^, ф ) * ( ф 1 , . . . , ф д г ) . 

Тогда скорости центров масс и угловые 
скорости звеньев с учетом ()4.2.8) можно вы
разить через обобщенные скорости: 

^ (дХ дХ Л^ ^ 

носительно центров масс звеньев; G{qyip\ = 

= ж^Мв + Y^Mp + Ф^/Ф = II q^i I к, /=1 

Y = 

Vj/ 

dq d(f ) 
q=Yg; 

f^f^- '̂ 
где С = Cw, ф) - матрица передаточных 

функций механизма; ж = ж(^, ф) , 

Y = Y{q, ф) , Ф = Ф{^, ф) - матрицы 
NxW. 

Кинетическая энергия механизма, выра
женная через обобщенные скорости, 

Т = 0,5(^Х^МХ + Y^MY + у ^Тф] = 

= OJ5^^G{g,7p)t 

где M = diag{/wi,..., тдг} , / = 

= diag{/ i , . . . , /дг} - диагональные матрицы 
соответственно масс и моментов инерции от-

матрица приведенных масс механизма. 
Потенциальная энергия механизма может 

быть записана в виде: 
N 

n = qY^m^Y^{q,\[f), 
v=l 

где q - ускорение свободного падения. 
Из уравнений Лагранжа второго рода 

/=1 

^Як1 г - ^ ^^IS с 4143"^ 

N 
m. 

v=l 

(4.3.6) 
Эта система Ж дифференциальных уравнений 
второго порядка содержит N = n^-W неиз
вестных ^1, ..., qц^y ф1, . . . . Фл и поэтому 
может быть проинтегрирована лишь вместе с 
уравнениями связей вида (4.2.4), неявно вы
ражающих зависимые координаты механизма 
через обобщенные. 

Для получения уравнений движения ме
ханизма в явном виде следует воспользоваться 
вместо системы уравнений голономных связей 
в конечной форме (4.2.4) уравнениями этих 
связей в дифференциальной форме (4.2.8). 
Системы уравнений (4.3.6) и (4.2.8), рассмот
ренные совместно, представляют собой си
стему дифференциальных уравнений в явном 
виде относительно неизвестных q\, . . . , qjy , и 
для ее решения при заданных начальных усло
виях qj, = (/о) = ^^о; k^J.W , фД/о) = Ф/0 

(/ = !,«) могут бьпъ использованы явные 

численные методы четвертого порядка точ
ности. 

4.4. СИНТЕЗ МЕХАНИЗМОВ ВЫСОКОГО КЛАССА 
НА ОСНОВЕ ИСХОДНЫХ КИНЕМАТИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ 

Обобщенные методы синтеза МВК 
[3, 11] основаны на использовании понятия 
исходной кинематической цепи (ИКЦ). В 
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иГ̂ ГдЛ) 
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\ 

^ 
'////// у 

Рис. 4.4л. Схема синтеза четырехзвенной 
незамкнутой кинематической цепи 

первом методе в качестве исходной берется 
кинематическая цепь, состоящая из входного и 
выходного звеньев с заданными положениями 
и стойки. 
Задача синтеза механизма сводится к синтезу 
присоединяющей цепи с отрицательной степе
нью подвижности. Во втором методе в ка
честве исходной берется четырехзвенная не
замкнутая кинематическая цепь, включающая 
в качестве одного из звеньев стойку (рис. 
4.4.1). Задача синтеза механизма сводится к 

последовательности задач синтеза ИКЦ и ее 
модификаций [4], 

4.4.1. Светез ИКЦ 

Пусть заданы iV положений входного 
звена 1 и выходного звена 3 (рабочего органа) 
механизма, определяемые координатами его 
точки D и углами поворота вокруг этой точки. 
Требуется синтезировать ИКЦ ABCD, звенья 1 
и 3 которой воспроизводили бы заданные 
положения входного и выходного звеньев про
ектируемого механизма. 

Связывая неизменно со входным и вы
ходным звеньями механизма соответственно 
две подвижные плоскости Ci и 02 > ^ ^ ними 
системы координат Аху и Dx'y' можно 
определить соответствующие N конечно-
удаленных положений плоскостей Qi и 62-
Взвешенная разность [13] для /-го положения 
плоскостей в виде 

Aq,=\BiCif-R^=(Xc_-Xs^f + 

+ (Yq-YB,f-R\ i = l,N 

где 

COS ф/ - Sin ф/ 

8 Ш ф / - С08ф/ 
ip l̂ 
IIYB^ > 

\^сА 
L^cJ 

Ы 
L^AJ 

ces v|// - sm vj/̂ -
sin \\fi - cosv|/. y'c 

Взвешенная разность является функцией семи искомых параметров ИКЦ (Xj^, Yj^^x^y 

УВУ ^СУ У'СУ ^)' Сумма квадратов взвешенной разности для заданньвс положений плоскостей 

QuQi S^Y^^qf. 
/=1 

Определяются искомые параметры ИКЦ из условия минимума суммы S по этим парамет
рам итерационным методом [10, 13, 15]. 

1. Задаются начальные значения параметров х^, у^^ x'ç^ y'ç из конструктивных сообра
жений. 

2. Находятся неизвестные параметры Jf^, У^, Н^ как решение линейной системы урав
нений: 

N N N 

I ^ i T^AÙ Z^4 
/ = 1 /=1 

л̂  
/=1 
N 

Z^4?4 ТЧ 1^4 
/=1 /=1 i=\ 

N N 

Е^4 Т^А N 
1=1 )=1 

YA 

Я, 

1=1 

/=1 

N 

/=1 

(4.4.1) 
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где 

Лд. = Ц ^ 4 . +^д) Я1 =0^(Л2_^2 _j,jj. 

^А 
^А 

С08ф/ 
8 т ф / -

- 8Шф/ 1 
- cos9 / j 

\хв 
[Ув^ 

4-
COSV|// 

sinv[// 
- sin v|//1 
- COSVJ//J 

\хЬ 
[yt 

Откуда 

\0,5 

3. Находятся значения х^, у g, H 2 как решение линейной системы уравнений: 

~ N N N 

/=1 /=1 /=1 
/ N N 
/=1 

1=1 /=1 
N N 

/=1 /=1 

/=1 

N 

Ув 

Я, 

/=1 

/=1 

/=1 

где 

4 =Ц^1Л^д)' ^2 =0,5(iî2 -х | ->;|); 

^Д 

С08ф/ ЗШф/ 

- 8 Ш ф , С08ф/ У^-УА 

со8(ч/,. - Ф/ ) - sin(v|/,. - ф, ) 

УС 

4. Вычисляются значения параметров Xç, y'ç^ Н^ как решение линейной системы урав
нений: 

N N N 

/=1 
N 

ЪЧ Ъчч Z4 
/=1 /=1 /=1 
^ N N 

=1 /=1 /=1 
N _ N _ 

ЦЧ Zî'c, N 
/=1 /=1 

>'с 

Я, 

/=1 

=1 
N 
1^, 

/=1 

/=1 

где 

Ri, =0,5(4 +f^.); ^3 =0,5(Л2 -х^2 _^^2J. 

-sinv|// cos\|// 
^Di - ^A 
УВ.-УА 

cos(v|/,- -ф,.)8т(\|/; -фу) 
-sin(v|// -ф,)со8(ч/,- -фу) >'5 

Циклическое повторение этапов 2-4 / у* у* о* v i ' ' \ 
дает минимум функции с требуемой точное- ^ ^ ^ ' ^ ^ ' ^ > ^ 5 . У5> ^С» Д'С )' досташшю-
тью. Значение искомых параметров щие минимум целевой функции S определяют 
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координаты XJIJ Y^ точки А ^Q уХ^, уУ 

точки В eQi, Х'СУУ'С ТОЧКИ С eQ2 и 

длину Я* звена ВС. Совмещая с круговыми 
точками В и С плоские шарниры, получим 
искомую ИКЦ в виде незамкнутой цепи 
АВСВ. 

При проектировании механизмов часть 
параметров ИКЦ может быть задана из кон
структивных соображений. В этих случаях 
решаются задачи синтеза модификахщй ИКЦ 
(см. рис. 4.4.1), которые, очевидно, представ
ляют частный случай синтеза самой ИКЦ. 
Если заданы координаты JT^, 1^ шарнира А 
на неподвижной плоскости ОХУ, то решается 
задача синтеза круговых квадратических точек 
в относительном движении плоскостей Oi и 
02 по пяти искомым параметрам (х^^у^, 
В^ХСУУ'С ). Если заданы координаты 

^В ~ Ув -^ шарнира В на плоскости j2i » то 
решается задача синтеза круговых точек по 
пяти искомым параметрам (Xj^yYj^yR, 

^С9 У'с )> ^ ®<̂^̂°* заданы координаты 
х'с =у'с = 0 шарнира С на плоскости ^2 » то 
- задача синтеза круговых точек по пяти иско
мым параметрам (ЛГ ,̂ 1^,Л, х^у у^). 

4.4.2. Структурно-кинематический синтез МВК 
на основе ИКЦ 

С точки зрения структурного синтеза ме
ханизмов интересен тот факт, что для синтеза 
круговых квадратических точек и наложения 
геометрических связей на относительное дви
жение звеньев ИКЦ можно использовать мо-
дификахщи ИКЦ, реализующие технически 
операцию "введение поводка" [10]. В результа
те наложения требуемого числа геометриче
ских связей на движение звеньев ИКЦ к ним 
добавляется соответствующее число поводков, 
что создает определенную структуру механиз
ма, т.е. выбор вариантов наложения геометри
ческих связей определяет в итоге структуру 
спроектированного механизма. 

Основные этапы обобщенного метода 
структурно-кинематического синтеза плоских 
рычажных механизмов на основе ИКЦ [10] 
заключается в следующем: 

1) синтез ИКЦ по заданным положениям 
входного и выходного звена проектируемого 
механизма; 

2) вьФбор вариантов наложения геометри
ческой связи на звенья ИКЦ; 

3) синтез круговых квадратических точек 
на основе синтеза модификаций ИКЦ. 

Рис. 4.4.2. Схемж снтгезж перемепиющего мехжннзяп 
четвертого кляссж 

Основные положения обобщенного ме
тода рассмотрены на примере синтеза переме
щающего механизма четвертого класса (рис. 
4.4.2). Целевая функция синтеза ИКЦ, пред
ставленная кинематической цепью ABCD, 

N 2 
^\ =ЕИ'(^^' ^̂ ' ь̂ ^̂ ' у^' ^'с' Ус)] • 

Минимизируя S\ по этим семи пара
метрам, например, с помощью изложенного 
выше метода, можно найти параметры ИКЦ 
ABCD. Искомые параметры механизма 

h = (4 + yl^^ j2=Ri,h= [x'i + y'if^^ 
Следующий этап синтеза механизма -

отыскание круговых точек в движении звена 3 
относительно стойки на основе синтеза моди
фикации ИКЦ. Отожествляя модификацию 
ИКЦ с кинематической цепью FED механиз
ма, можно получить целевую функцию синтеза 
кинематической цепи FED-. 

N 2 
S^-YX^qiiXpyYpyR^yX'Eyy'E)] . 

/=1 

Минимизацией функции S2 по пя
ти параметрам найдены оптимальные 
значения параметров ИКЦ FEDy откуда 
искомые параметры механизма 

h = (^'Е-^е]^^(у'Е-Ус)^ 
0^ 

0^ 
4 = [x'i+yi) ,i4=R2-

Заключительный этап синтеза - отыска
ние 1фуговых точек в относительном движе
нии звеньев 2 и 4 полученной на предыдущем 
этапе кинематической цепи. Отожествление 
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ИКЦ с кинематической цепью FHGB дает 
целевую функцию синтеза цепи FHGB 

N 2 

/=1 
при наличии ограничений на параметры 

механизма используется в качестве целевой 
функции сумма целевых функций ИКЦ и ее 
модифика1щй. 

4.4.3. Градиентвые методы 
нахождения круговых пмдратических точек 

Среди известных методов нахождения 
1фуговых квадратических точек наиболее эф
фективными являются градиентные методы, 
особенно основанные на представлении суммы 
S (Xyi, Y^,R, ХсУс) для модификаций 
ИКЦ в виде функции двух переменных 
•̂ С> Ус Р]- Для 1фатности принято ЛГ/ = ХА , 

Yi = ?А. , H = Hi и р = хс и ус^ Диффе

ренцирование функции s по р: 
N 

ще X' решение уравнения (4.4.2). 
Вторые производные от функции S по 

параметрам Хс и у с : 

4-^1. N 

1 
/«1 

1^'-(^]' 
N dàÇi дАд^ ôAçi 

дхсдус дхс дус 

^{Р^{ХСУУС})' 

Здесь 

Ф' tilàp^ ф' 

др^ \ др др др др ) 

Щ.2±М.^ 
/=1 а2 

ще 

Mi 
дхсдус ^^[дхсдус дХсдус 

др Л др ^ ' др 

dXi 

др 
Yi^ д^Н ÔXA дУА] 

дХсдус \дхс дус) 
^у dYL^dH_^ dXj_^ dY^ 

"^ dp dp ^ dp ^ dp 

Для нахождения производных — ^ , 
dp 

dY^ dH ^^ , 
, дифференхщруется уравнение 

dp dp 
(4.4.1) no p, предварительно представленное в 
виде 

(дХл dYA 
\ dxr dyr ) 

s iny / 

MX = Q. (4.4.2) 

дхс dyc. 
(4.4.4) 

Вторые производные в уравнениях (4.4.4) 
получаются дифференцированием уравнения 
(4.4.3) по параметрам XQ И >̂ С : 

d'^M ^ ^dM dx , , d'^x d'^Q 

Тоща 

^ X ^ M ^ = ^ . (4.4.3) 
dp dp dp ^ ^ 

dp' 

d^M 

dp dp dp"- dp^ 

^ dM dX ,^ d^X 
X + — + M' 

Откуда 

dp {dp dp)' 

дхсдус дхс дус 

дМ дХ ^ d^Q 
dyc дхс дхсдус 

Откуда 

дхсдус 
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= -м' ifa^G д^м 
др^ др^ 

Х-2 дМ дХ 
др др 

д^Х 
дхсдус = -М 

\дхсдус дхсдус 
д^М X-

дМ дХ ÔM ÔX 

• ) • дхс дус дус дхс 

Сравнительный анализ сходимости мето
дов кинематической инверсии [15], наиско
рейшего градиентного спуска, сопряженных 
градиентов и метода Ньютона при решении 
задачи минимизации S как функции двух пе
ременных Xç и Ус показал, что градиентные 
методы, особенно метод Ньютона, имеют 
большую скорость сходимости и отыскивают 
минимум с высокой точностью. 

4.5. МАНИПУЛЯЦИОННЫЕ 
УСТРОЙСТВА в ы с о к и х КЛАССОВ 

На основе изложенных методов синтеза 
МВК спроектированы принципиально новые 
грузоподъемные, погрузочно-разгрузочные, 
манипуляционные устройства и схваты про
мышленных роботов. 

Шарнирво-рычажный подъемник с прямо
линейно-направляющей стрелой (рис. 4.5.1). 
Подъемник предназначен для проведения ра
бот на высоте при строительстве, эксплуатации 
и ремонте гражданских и промышленных со-

а 

оружений, линий электропередач и связи, в 
сельском хозяйстве при опрыскивании и 
стрижке плодовых деревьев, уборке урожая, 
может служить операторской вышкой при 
киносъемках, используется при тушении по
жаров и т.д. 

К опорной раме 1 шасси шарнирно при
креплено коромысло 2, к которому в точке А 
(и к раме в точке О^ ) также посредством 
шарниров присоединена структурная группа 
четвертого класса из звеньев Зу 4, 5 и 6. К 
звену 6 в точках Ри Hпри]феплена структур
ная группа второго класса, образованная 
звеньями 7 н 8у ориентирующая рабочую 
платформу 8 в движении. Подъем и опускание 
стрелы осуществляется гидроцилиндром 9. 
Подъемник по сравнению с существующими 
прототипами компактен, устойчив в работе, 
прост в управлении и обог^живании, обладает 
большой грузоподъемностью и надежностью. 

Грузоподъемное устройство (рис. 4.5.2). 
Устройство, представляющее собой связанный 
с неподвижной платформой прямолинейно-
направляющий механизм четвертого класса, 
предназначено для проведения работ как на 
высоте, так и на глубине относительно уровня 
установки его платформы. В частности, оно 
может быть использовано для подъема груза из 
глубины на высоту при ремонте и эксплуата
ции доменных печей. 

К ведущему звену 2 устройства в точке А 
и к раме 1 в точке О^ шарнирно присоедине
на структурная группа четвертого класса. К 
звеньям 5 я 6 данной группы в шарнирах F и 
H присоединены звенья 7 и <9, образующие 
структурную группу второго класса. Такая 
конструкция является компактной в нерабочем 
состоянии, имеет дополнительный вылет и 
простую систему управления захватным уст
ройством. 

ШШШШШМШШШУШМ 
Рис. 4.5.1. Шарннрно-рычажный подъемник 

с прямолинейно-направляющей стрелой Рис. 4.5.2. Грузоподъемное устройство 



МАНИГГ^ЛЯЦИОННЫЕ УСТРОЙСТВА ВЫСОКИХ КЛАССОВ 465 

Промышленный штабелер для складских 
работ (рис. 4.5.3). Он предназначен для по
грузки, разгрузки, перевозки и складирования 
ппучных грузов и представляет собой устрой
ство для перемещения предметов в горизон
тальной и вертокальной плоскостях. 

у/ж^///ш/м///ш///шУ;^^^^^ 

Рис. 4.5.3. Промышленный штабелер 
для склацспк работ 

Площадка 75, на которой устанавливают 
перегружаемый объект, соединена с рамой 
самоходного шасси 7, посредством двух со
единенных между собой механизмов четверто
го класса. Коромысло является ведущим зве
ном первого механизма четвертого класса, 
состоящего из звеньев 3-6, К звену 6 шарнир-
но в точках F к H прикреплена структурная 
группа второго класса, из звеньев 7 п 8, При 
определенных соотношениях размеров звеньев 
механизма точки F я G имеют горизонталь
ные траектории, близкие к прямой на боль
шом участке. 

Звено 8 служит стойкой для второго ме
ханизма четвертого класса, у которого веду
щим звеном является коромысло Я К нему в 
точке iiT и к стойке в точке 0x2 шарнирно 
присоединена структурная группа четвертого 
класса со звеньями 10-13, относительные пе
ремещения которых обуславливают вертикаль
ное перемещение захватного устройства. К 
звену 13 в точках Р и S шарнирно присоеди
нена структурная группа второго класса из 
звеньев 14 и 75, которая ориентирует захват
ное устройство в движении. Горизонтальное 
перемещение захватного устройства осуществ
ляется гидроцилиндром 16у а вертикальное -
гидроцилиндром 77. Особым свойством шта-
белера является его компактность в нерабочем 
состоянии и простота управления захватным 
устройством. 

'^^ШШШ^ШШ^^^^^ШШ^ШШШШ, 

Ряс. 4.5.4. Погрузчик 

Погрузчик (рис. 4.5.4). Он предназначен 
для загрузки, разгрузки, транспортирования и 
штабелирования различных грузов в железно
дорожных вагонах, контейнерах, автофургонах, 
морских и речных судах, малогабаритных 
складских помещениях. 

Захватное устройство 8 связано с само
ходном шасси 7 с помощью стрелы, представ
ляющей собой прямолинейно-направляющий 
механизм, который состоит из ведущего звена 
4 и звеньев 2, J, 5, d, образующих замкнутый 
изменяемый контур AEDC. Звено 7, шарнир
но связано со звеном 6 и захватным устрой
ством 8 в точках G я Fy служит для ориента
ции захватного устройства. Поднимается и 
опускается стрела посредством гидрощишцдра 
Я Погрузчик компактен, имеет небольшую 
массу, устойчив в работе, легок в управлении. 

Подъемная плопщцка (рис. 4.5.5). Пло
щадка устройства имеет вертикальное поступа
тельное перемещение и служит для проведе
ния строительных, спасательных, ремонтных и 
других видов работ на высоте. 

Рис. 4.5.5. Подъемная плопцицса 
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Площадка 10 связана с шасси транспорт
ного средства посредством двухконтурного 
перемещающего механизма, состоящего из 
ведущего звена 2 и кинематической цепи со 
звеньями J-7, образующих два изменяемых 
контура ABCD и DFGHy взаимные соотноше
ния размеров звеньев которых обеспечивают 
прямолинейность траекторий точек M и L. 
Подъем площадки осуществляется гидроци
линдром 10. Устройство имеет упрощенный 
щдропривод, большую продольную и попе
речную JKecTKOCTb за счет использования в 
кинематической схеме замкнутых контуров. 
Отличается значительной устойчивостью из-за 
постоянства центра масс, компактностью, про
стотой в обслуживании и эксплуатации. 

Машшулятор для съема глетл (ожислов) с 
поверхности расплавленного свинца в излояош-
цах на карусельно-разливочной мапшне (рис. 
4.5.6). Манипулятор представляет собой шес-
тизвенный кулачко-рычажный механизм чет
вертого класса, преобразующий вращательное 
движение ведущего звена 2 в возвратно-
поступательное движение ведомого звена 5, 
равномерное при прямом ходе. К крквошищ 
2, жестко связанному с кулачкой 7, в точке А 
и к ползуну 5, взаимодействующему с прямо
линейной направляющей 7 с роликом 8 в точ
ках Z) и Д шарнирно присоединена кинема
тическая цепь из звеньев J, -̂  и б, образующих 
с ползуном 5 структурную группу четвертого 
класса с контуром BCDE. Рабочий орган 9 
манипулятора прикреплен к ползуну. 

Рис 4.5.6. Машшулятор для съема глета 

Манипулятор позволяет заменить одного 
оператора, выполняющего монотонную работу 
по съему глета с поверхности чашек на кару-
сельно-разливочной машине во вредных усло
виях повышенной температуре и химической 
активности среды. 

Захватные устройства (рис. 4.5.7). Они 
предназначены для захвата и удержания пере
мещаемого предмета. 

Захватное устройство, показанное на рис. 
4.5.7, Оу характеризуется поступательным дви
жением губок 5 и <У, которые взаимодействуют 
через звенья 4у б^л. 7у 9 с двухшарнирным пол
зуном J, установленным на штоке гидроци
линдра 2, Захватное устройство, показанное на 
рис. 4.5.7, бу может приспосабливаться к фор
ме захватываемого объекта (адаптивное захват
ное устройство). Губки б и Р устройства дви
жутся поступательно вследствие их соединения 
со стойкой 1 с помощью параллелограммов, 
содержащих параллельные коромысла 5, 7 и <У, 
10. Губки устройства выполнены в виде меха
низмов четвертого класса с двумя ведущими 
звеньями. К ведущим звеньям 7i, 14 vi 17у 21 
присоединены структурные группы четвертого 
класса из звеньев 72, iJ, 75, 16 и 7<?, 7Р, 20у 
22у которые позволяют самоустанавливаться 
элементам устройства по поверхности захваты
ваемого объекта. Масса элементов и захватыва
емого объекта воспринимается пружинами 23. 

Захватное устройство с электромагнит
ными прихватами (рис. 4.5.7, в) предназначено 
для захвата и удержания плоских объектов 
произвольной формы. В нем использован 
кулисный механизм шестого класса с тремя 
ведущими звеньями 2, б, 10. В узлах Д Д H 
механизма шестого класса установлены элект
ромагнитные прихваты. Такое исполнение 
захватного устройства позволяет значительно 
расширить диапазон размеров и форм захва
тываемых объектов при одновременном увели
чении точек контакта устройства и оно допус
кает оперативную перестройку геометрии зах
ватного органа. 

Рве 4.5.7. Захватное устройство 
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Рис. 4.5.8. Протез механизм» голени 

Протез механизма голени (рис. 4.5.8). Он 
обеспечивает движение механизма стопы по 
отношению к голени, близкое к естественно
му. В устройстве носок 1 стопы эластично 
связан с корпусом 2, который подвижен отно
сительно гильзы голени 8 и соединен с ней 
приводной поступательной парой М. Звено 
АВ жестко соединено с носком i, а звено 2 - е 
корпусом, к звену 1 в точках Д ^ и к ползуну 
в точке M шарнирно присоединена структур
ная группа пятого класса третьего порядка из 
звеньев 2-7. 

Протез механизма плеча (рис. 4.S.9). Он 
воспроизводит основные движения руки чело
века. В устройстве плечевой сустав 2, шарнир
но связанный с основой 1 в точке Д имеет 
жесткое соединение с коромыслом О2А. К 

звену OiA в точке ^ и к основе 1 в точке 

О^ шарнирно присоединена структурная груп
па четвертого класса из звеньев 3-6. Предпле
чье руки жестко соединено с звеном 6, Отно
сительные перемещения звеньев, составляю
щих изменяемый контур, обеспечивают задан
ную криволинейную траекторию лучезапястно-
го сустава 7. 

.Рис. 4.5.9. Протез механизм» плеч» 
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Глава 5 

ТОЧНОСТЬ МЕХАНИЗМОВ 
5.1. ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Одной из основных характеристик, опре
деляющих функционирование механизма, 
является точность его работы, которая харак
теризуется разностью фактических и расчетных 
значений параметров механизма. В механиз
мах, к параметрам которых относятся в том 
числе размеры звеньев кинематической цепи, 
первичные ошибки механизма обусловлены 
отклонениями во взаимном расположении 
элементов в звеньях кинематических пар и 
неточностью геометрической формы поверх
ностей последних. Первичные ошибки меха
низмов вызваны производственными погреш
ностями, связанными как с изготовлением 
элементов кинематических пар, сборкой ки
нематических цепей, так и процессом эксплуа
тации (например, при износе сопрягаемых 
поверхностей элементов кинематических пар). 

Теория точности включает два основных 
направления. Первое направление связано с 
выбором: метода определения точности функ
ционирования механизмов исходя из значений 
первичных ошибок для конкретного (единич
ного) экземпляра механизма и законов их 
распределения для партии механизмов, вы
полненных по единому конструкторскому и 
технологическому проекту; его рациональной 
схеме и допусков на изготовление отдельных 
элементов кинематических пар звеньев. Второе 
направление определяет нахождение показате
лей точности, которым должны удовлетворять 
механизмы в течение некоторого, вполне 
определенного интервала времени их эксплуа
тации (вопросы параметрической надежности 
механизмов). 

В настоящее время в теории точности 
механизмов получили развитие два следующих 
основных направления: 

1) общая методология расчетного обос
нования точности механизмов, работающих в 
кинематических и динамических условиях; 

2) оценка параметрической надежности 
механизмов, обеспечивающей сохранение 
определенных техническими требованиями 
показателей точности в течение заданного 
времени их эксплуатагщи. 

5.2. ОШИБКИ ПОЛОЖЕНИЯ МЕХАНИЗМОВ 

Механизм будет считаться идеальным, 
если им осуществляется абсолютно точно за
данная (расчетная) зависимость между коор
динатами входных (ведущих) и выходного 

(ведомого) звеньев. Различие в положениях 
звеньев действительного и соответствующего 
ему идеального механизма при одинаковых 
положениях ведущих звеньев - ошибка поло
жения механизма. При этом предполагается, 
что ведущие звенья механизма движутся по 
законам, определяющим введенное вьпие по
нятие идеального механизма. 

Обозначим обобщенную координату ве
домого звена идеального механизма через фо , 
координаты ведущих звеньев через Р ^ , иде
альные значения параметров механизма через 
q^, В идеальном механизме, положения зве
ньев которого описываются конечным уравне
нием, соотношение между координатами ве
дущего и ведомого звеньев может быть 

Ф о = < 1 > ^ л ) - (5.2.1) 

По причине первичных ошибок меха
низма действительные значения его пара
метров отличаются от идеальных (расчетных) 
значений. При наличии отклонения Л^ ,̂ па
раметров механизма зависимость между коор
динатами ведущих и ведомого звеньев 

Ф = ф(Рт>^л+А^л)- (5.2.2) 

Разность Аф характеризует ошибку по
ложения механизма: 

Аф = Ф - Фо • (5.2.3) 

Величины отклонений q^ обычно рег
ламентированы допусками и являются малыми 
величинами по сравнению с расчетными зна
чениями параметров Aq„. Поэтому понятие 
идеального механизма в теории точности ис
пользуется лишь в смысле некоторого предела, 
к которому могут сколь угодно приближаться 
изготовленные механизмы при непрерывном 
повышении их точности. При разложении 
(5.2.2) в ряд Тейлора по степеням малых от
клонений Aq„ и ограничении нулевым и пер
вым членами ряда ошибка положения меха
низма выражается в виде линейной функции 
первичных ошибок 

^<Р^=Е(^]^^'. (5.2.4) 

При вычислении ошибок положения Аф 
следует иметь в виду, что значения частной 
производной определяются для идеальных 
(расчетных) параметров механизма и, кроме 
того, соблюдается принцип независимости 
действия первичных ошибок. 
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Рис. 5.2.1. Крнвошнпно-ползунный механизм 

Входящие в (5.2.4) частные производные 
могут быть вычислены аналитическим путем 
или, что существенно проще (особенно для 
сложных кинематических цепей), на основе 
использования предложенного Н. Г. Бруеви-
чем простого графо-аналитического метода, 
позволяющего построить так называемый пре
образованный механизм и соответствующую 
ему картину малых перемещений [3, 7]. 

Пример. Определить ошибку положения 
кривошипно-ползунного механизма, состоя
щего из стойки i, кривошипа 2, шатуна 3 и 
ползуна 4 (рис. 5.2.1), имеющего первичные 
ошибки длин звеньев 2 и 3 ( Л/2 и Л/з соот
ветственно). Для идеального и реального кри
вошипно-ползунного механизма в условиях 
постановки решаемой задачи согласно (5.2.1) и 
(5.2.2) 

ФО = /2 cosp + /з| 1 - 4-cos^ Р 
0^ 

ф = (/2 -I- A/2)cosP + (/3 + А/3) X 

(/2 + А/2) 9 

( /3+А/3)' 

iO^ 

В соответствии с (5.2.3) и (5.2.4) 

Аф£ = ф - ф о = - ^ А / 2 + 

а/2 

а/з cosy ^ 1 
cosy 

-А/а (5.2.5) 

Аналогичный результат может быть по
лучен при помощи картин малых перемеще
ний, позволяющих определить слагаемые пра
вой части (5.2.5). Картина малых перемещений 
для первичной ошибки А/2 (рис. 5.2.2, а) 
строится следующим образом: 

Проводится прямая /-/, параллельная 
звену 2, на ней выбирается полюс Р, от кото
рого в выбранном масштабе откладывается 
первичная ошибка ра = А/2 ; 

через точку а проводится прямая //-//, 
перпендикулярная к звену 3; 

через точку р проводится прямая ///-/// , 
параллельная ОВ; 

Треугольник/>а/> представляет собой кар
тину малых перемещений (в выбранном мас
штабе). Из этого треугольника находится 
ошибка положения механизма при наличии в 
нем первичной ошибки А/2 : 

^ cosy ^ 

Для первичной ошибки А/3 (рис. 5.2.2, 
б) построение картины малых перемещений 
вьшолняется аналогично. Проводятся прямые 
/ - / I I АВ (точка р - полюс, р1 = А/3 ), / / - / / 1 
АВ,///-///II ОВ. Треугольник pbb' представ-

а) б) 

Рнс« 5.2.2. Картина малых перемещений кривошипно-ползунного механизма 
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ляет собой картину малых перемещений, из 
которой находится ошибка положения меха
низма при наличии первичной ошибки А/3 : 

АХз = 1 
COSy 

•M 3-

Пример. Определить ошибку положения 
кулачкового механизма, состоящего из стойки 
i, кулачков 2 и J (рис. 5.2.3) и имеющего пер
вичные ошибки профилей и эксцентриситетов 
кулачков 2 и J (Ар2,Арз и A/2=00i , 
А/3 = 00J соответственно; NN - нормаль к 
профилям кулачков 2 и 3 в точке их касания 
Ау OiFlNN, ОЦ и OiIII - отсчетные 
риски). 

Рис. 5.2.3. Схема определения ошибок 
положения {̂ лачкового механизма 

Известно, что положение ведомого звена 
в кулачковом механизме при наличии в нем 
только ошибок Ар2 и Арз определяется ра
диусами-векторами соприкасающихся профи
лей элементов высшей кинематической пары и 
не зависит ни от направления касательной к 
профилям в точке их соприкосновения, ни от 
кривизны профилей в этой точке. Поэтому 
поворот элемента профиля и ошибка его кри
визны в случае, когда они малы, не вызывают 
ошибки положения механизма. Действующей 
первичной ошибкой в указанном случае яв-
лйется только составляющая ошибки радиуса-
вектора профиля кулачка, спроектированная 
на нормаль NN ( Ар 2 и Арз ). 

Таким образом, ошибку положения вы
зывают только составляющие первичных оши
бок, параллельные нормапт NN. Можно найти 
сумму проекций всех рассматриваемых пер
вичных ошибок на нормаль, что равносильно 
построению картины малых перемещений для 
преобразованного механизма по всем первич
ным ошибкам (рис. 5.2.4). 

Рис. 5.2.4. Картина малых перемещений 
кулачкового механизма 

Сумма нормальных составляющих проекций 
первичных ошибок определяет смещение точ
ки касания профиля кулачков 2 и 3 в направ
лении нормали NN Тс да ошибка положения 
механизма 

Аф2 = " ^ у [ДР2 + ДРЗ + со8(л2 - y)^h + 

+ С О 8 ( Л З - У ) А / З ] . 

Для упрощения ряда дальнейших выкла
док введем обозначение ( ^ / 5 ^ „ ) = У4„, С 
учетом которого фундаментальная формула 
теории точности принимает вид: 

Афг =^АпАдп (5.2.6) 

Согласно (5.2.6) частные производные 
при первичных ошибок кулачкового механиз
ма 

4 = 
1 

OiF 
; Лг 1 

OiF' 

Лг = 
С05(П2-У) 

ОлР 

сЦлз-г) 
^ - OyF 

Наиболее полно решение общих вопро
сов линейной теории точности механизмов 
изложено в монографии Н. Г. Бруевича [3]. 
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5.3. ОШИБКИ СКОРОСТИ 
И УСКОРЕНИЯ МЕХАНИЗМОВ 

Для механизма, закон движения которо
го описывается конечным уравнением, ошибка 
положения в случае отсутствия в его схеме 
принципиальных ошибок может быть вычис
лена по формуле (5.2.6). При этом для меха
низмов с низшими кинематическими парами 
путем последовательного дифференцирования 
выражения (5.2.6) по времени Moiyr быть най
дены ошибки скорости A v j и ускорения 

Aw s-
d \r , d^ ^^ , 

dt' 
(5.3.1) 

Для механизмов с высшими кинематиче
скими парами ошибку положения можно вы
числить по формуле (5.2.6), основываясь на 
доказательстве [3], согласно которому при 
малом с\ещении элементов высшей кинема
тической пары по направлению нормалей к их 
расчетной поверхности ошибки кривизны 
соответствующих элементов могут принимать 
какие угодно конечные значения. Вместе с тем 
вычисление Av^ и Aw^ для механизмов с 
высшими кинематическими парами не может 
быть основано на использовании формул 
(5.3.1). Это является следствием того, чго на 
величину AVj; существенное влияние оказы
вает ошибка направления касательной в точке 
соприкосновения реальных элементов высшей 
кинематической пары, а на величины Aw^ -
еще ошибка радиусов кривизны. Поэтому 
ошибки A v j и Awj; для механизмов с выс
шими кинематическими парами могут быть 
вычислены при помощи методов, разработан
ных в нелинейной теории точности. 

5.4. ОШИБКИ МЕХАНИЗМОВ, 
ДВИЖЕНИЕ ЗВЕНЬЕВ КОТОРЫХ ОПИСЫВАЕТСЯ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ 

Для широкого класса механизмов поло
жения звеньев описываются линейными диф
ференциальными уравнениями первого поряд
ка. Поэтому в задачах теории точности эти 
механизмы занимают особое положение в 
первую очередь потому, что в их структуру 
входят гибкие навивающиеся звенья или ки
нематические пары качения. В подобных ме
ханизмах нормаль в точках соприкосновения 
элементов кинематической пары пересекает 
ось вращения с ведомым элементом, вследст
вие чего не представляется возможным вос
пользоваться построением преобразованного 

механизма для определения передаточных 
отношений при первичных ошибках. 

Вследствие указанной специфики этого 
класса механизмов основная формула расчета 
точности принимает вид [4, 12]: 

Аф* = 2 jAqcf(7, (5.4.1) 

где АС/ - ошибка передаточного отношения 
механизма. 

Для единичной первичной ошибки вы
ражение подынтегральной функции представ
лено в виде произведения 

(5.4.2) A Q =c(y)Ag;(\|/), 

в котором первый сомножитель является час
тью передаточного отношения, не зависящий 
от первичной ошибки. В простейшем случае 
при Qi =const 

Аф2 = ^ 
^ 2 

JAC(V|/)^^ 
Vi 

Mi. (5АЗ) 

Принимая в (5.4.3) значения функции, 
стоящей в квадратных скобках, за соответ
ствующие значения передаточных отношений 
при ошибках Aqi, можно выразить 

Формулы (5.2.6) и (5.4.4) существенно 
различны. Действительно, согласно (5.4.3) 
ошибки механизмов, положения звеньев кото
рых описываются дифференциальными урав
нениями, зависят от интервала изменения 
положения ведущего звена механизмов. По
этому ошибки этого класса механизмов назы
ваются ошибками перемещения, которые обо
значаются через Аф* . К характерным приме
рам этого класса механизмов можно отнести 
фрикционную и тросовую передачи. 

Пример. Определить ошибку положения 
интегрирующего фрикционного механизма 
(рис. 5.4.1). Для идеального фрикционного 
механизма имеет место следующее соотноше
ние: 

Фз 
. Ф2 

= ^ / ф 5 Ф 2 > (5А5) 
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где h - шаг ходового винта 5\ г - радиус съем
ного ролика J; Ф2> Фз> Ф5 ' угловые коорди
наты звеньев механизма соответственно 2, J, 5. 

ш ~з yjfj 

Рис. 5.4.1. Фрикционный механизм 

Согласно (5.4.5) для интегрирующего 
фрикционного механизма за аргумент и 
подынтегральную функцию принимаются уг
ловые перемещения соответственно диска 2 и 
ходового винта 5. 

Основными ошибками являются [И, 12] 
Ç - проскальзование в паре качения 2-3 
А г - средняя ошибка радиуса ролика; 
АЛ(ф5) шага в паре 4-5; Армв> ^Рмк» обус

ловленные наличием зазоров (люфта) в опорах 
соответственно ходового винта и каретки; Аро 
установки начального значения подынтеграль
ной функции. С учетом перечисленных пер
вичных ошибок ошибка перемещения 

А 1 ^̂  
Ф 2 - ^ + - | ф 5 А / 1 ( ф 5 ) ф 2 + 8 . 

(5.4.6) 

Малая величина 8 определяет действие 
остальных первичных ошибок механизма. 

5.5. ВЕРОЯТНОСТНЫЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ ОШИБОК МЕХАНИЗМОВ 

В задаче точности механизмов наиболь
ший интерес представляет анализ точности 
партии механизмов, вьшолненных по одному 
конструкторскому и технологическому проекту 

(серийное изготовление механизмов). При 
этом ошибки hq в зависимости от их физи
ческой природы в общем случае могут быть 
рассмотрены в виде случайных величин или 
случайных функций, ограниченных соответ
ствующими полями допусков. 

Первичные ошибки в зависимости от за
конов их распределения связываются с назна
ченными на них допусками при помощи из
вестных соотношений [2, 12, 13], которые 
позволяют составить выражения для средней 
(ДфОх) и квадрата предельной | А ф | | ошиб

ки положения. Если ошибки А^ в партии 
механизмов представляют собой случайные 
величины, то 

+ S^^^A±S^yK-^«Ah 

Аф| = Y.^}kfb} ^Y^^hWs + 
/ s 

J 

(5.5.1) 

(5.5.2) 

Здесь по / и j суммируются скалярные 
первичные ошибки, соответственно не вызы
вающие явления люфта и характеризующие 
явление люфта; по s суммируются векторные 
ошибки; Ô/, бу, ôj - половины полей до
пусков на соответствующие ошибки; А о/, AQ^ 
- координаты середины полей допусков, от
считанные от номинальных размеров элемен
тов звеньев; Cj , а/ , А:/, к^, kj - коэффици
енты, характеризующие законы распределения 
ошибок и введенные в практику расчета точ
ности механизмов Н. А. Бородачевым. 

На основе формул (5.5.1) и (5.5.2) может 
быть найдена практически предельная ошибка 

Афп п = I АфОЕ I + АфЕ • (5.5.3) 

Вопросы расчетного обоснования точ
ности механизмов, основанные на использо
вании формулы (5.5.3), достаточно полно из
ложены в литературных источниках [3, 4, 6, 7, 
11). 

В механизме все первичные ошибки мо
гут быть случайными величинами. Тем не ме
нее, ошибка положения для партии подобных 
механизмов может представлять собой случай-
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ную функцию, если передаточные отношения 
при первичных ошибках являются функциями 
координат положения ведущих звеньев меха
низмов. Вследствие отмеченной специфики 
указанного вида случайной функции для 
ошибки положения ее анализ не может дать 
существенно новых результатов'по сравнению 
с получаемьп^и из анализа выражениями для 
предельного значения ошибки положения. 
Поэтому точность партии механизмов, пер
вичные ошибки которых являются случайны
ми величинами, может быть достаточно полно 
охарактеризована при помощи выражений 
(5.5.1) и (5.5.2). 

Однако для весьма широкого класса ме
ханизмов представление всех первичных оши
бок в виде одних только случайных величин 
является определенной идеализацией. В ка
честве примера можно отметить ошибки эле
ментов высших кинематических пар, которые 
в абсолютном большинстве представляют со
бой случайные функции. 

Поскольку отдельные первичные ошибки 
в партии механизмов являются случайными 
функциями, то и ошибка положения, характе
ризующая собой показатель точности партии 
механизмов, также должна быть представлена 
в виде случайной функции. Формулы (5.5.1) и 
(5.5.2) могут бьоть рассмотрены как основан
ные на знании математического ожидания и 
дисперсии случайной функции. Для более 
полного описания случайной функции допол
нительно к таким характеристикам, как мате
матическое ожидание и дисперсия, необходи
мо ВЫЯВИТЬ' корреляционную функцию, кото
рая характеризует собой степень зависимости 
между сечениями случайной функции, отно
сящимися к разным значениям аргумента: 

Л:(чц, ч/з) = Л/[{Д9(ч/,) - M[A9(V| /I) ]} X 

х { д ф 2 ) - Л / [ А ? ( ч ' 2 ) ] } ] -

(5.5.4) 
где \|/ - координата, определяющая положе
ние некоторого звена механизма; M̂i и v[/2 -
два произвольных значения координаты \\f , 
пробегающих всю совокупность ее возможных 
значений. 

При \\fi = v|/2 = vj/ подучим выражение 
для дисперсии случайной функции 

^(^i'4'2)L,^^ =<^^М = 
V|=4'2 

M ^[Aq{^,)-M[Aq{^v)f 

При расчете точности механизмов дей
ствие всех первичных ошибок приводится к 
ведомому звену. Это позволяет выявить влия
ние каждой ошибки на точностные показатели 
работы механизма в целом. Для первичных 
ошибок, представляющих собой случайные 
функции, характеристики последних в виде 
математических ожиданий и корреляционных 
функций также должны быть приведены к 
ведомому звену механизма. Поскольку переда
точные отношения при скалярных первичных 
ошибках являются регулярными функциями, 
то соответствующее выражение корреляцион
ной функции, приведенной к ведомому звену 
механизма, имеет следующий вид: 

(5.5.6) 

где А.Ф. и А.* 2 - значения передаточных 
отношений механизма, соответствующие зна
чениям \|/| и \|/2; J^i*yV\9 WT) ~ корреля
ционная функция для одноименных скаляр
ных первичных ошибок в партии механизмов. 

Плоские векторные ошибки в основном 
имеют следующий характерный признак: мо
дули их представляют собой существенно по
ложительные величины, а составляющие пере
даточных отношений при первичных ошибках 
- гармонические функции, начальная фаза 
которых без каких-либо существенных ограни
чений может быть принята распределенной по 
закону равной вероятности внутри области 
изменения аргумента от О до 2 тс [2, 3]. Тогда 

^A-) = ^s'^'2^A-^)' (5.5.7) 

(5.5.5) 

где К^Ф - корреляционная функция для од
ноименных векторных ошибок в партии меха
низмов; т = v|/2 - 4̂ 1 - интервал изменения 
независимой переменной. 

При изготовлении звеньев механизма 
ошибки ограничиваются полем допуска, свя
занным с выражением для дисперсии из
вестным соотношением [2, 4, 13]. С другой 
стороны, корреляционная функция случайной 
функции при равных значениях ее аргумента 
равна ее дисперсии. Поэтому правые части 
корреляционных функций (5.5.6) и (5.5.7), 
выраженные через параметры, характеризую
щие поля допусков на скалярные ошибки и на 
модули плоских векторных ошибок, могут 
быть преобразованы следующим образом: 

(5.5.8) 
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(5.5.9) 

ще К^(^1, v|/2) и ^.*(т) - нормированные 
корреляционные функции исходных случай
ных функций. 

При наличии в механизмах нескольких 
одновременно действующих скалярных и век
торных ошибок вместо (5.5.8) и (5.5.9) 

^1Г(м/i, V|/2) = 2^гИг2^^*^Г "" 
Г 

хК^^{щ,ц,2); (5.5.10) 

s: 
(5.5.11) 

Воспользуемся теоремой сложения кор-
реля1Щонных функций и дисперсией, полагая, 
что разноименные первичные ошибки взаимно 
некоррелированы между собой. Тоща на осно
вании (5.5.2), (5.5.10) и (5.5.11) получим: 

г 

Г 

+2 л,ЧЧ'+ЕлпЛ-2*>'^°-W+ 

(5.5.i2) 

s s' 

2^2x2 

J 
Если корреляционные функции для всех 

скалярных первичных ошибок являются ста
ционарными, то (5.5.12) преобразуется к виду: 

I' s 

(5.5.14) 
Формулы (5.5.12) и (5.5.14) характеризу

ют собой общие выражения соответственно 
корреляционной функции и математического 
ожидания ошибки положения для партии ме
ханизмов. 

Из сравнения между собой формул 
(5.5.2) и (5.5.12) следует, что первая из них 
является частным случаем второй. Так, поло
жив в (5.5.12) v|/i = v|/2 и т =0, имеем: 

4*1 "̂  Л*2 ^ Л* ' Лм =" Л*2 "= Л" » 

<.(«) = <.(о) = 1-
Ввиду идентичности получаемых членов, 

суммирующихся по / и /*, а также по ^ и 5* , 
объединим соответствующие суммы, в резуль
тате чего получим выражение, совпадающее с 
(5.5.2). Поэтому 

Аф| = ^ 1 2 : ( ч / ь У 2 ) | 
Ч'1=Ч'2' t = 0 

^'l^KbhZ^^l (5.5.13) 

Аналогичным образом (5.5.14) преоб
разуется в (5.5.1). 

Как отмечалось выше, для определенного 
класса механизмов положения звеньев описы
ваются линейными дифферен1щальными урав
нениями первого порядка. В общем случае в 
партии подобных механизмов ошибки А^(н/) 
представляют собой отдельные реализации 
случайной функции. Обычно допуски на пер
вичные ошибки в элементах кинематических 
пар задаются не зависящим от положения 
ведущего звена механизма. Это дает основание 
считать математическое ожидание случайной 
функции А^(н/) постоянной величиной. Тогда 
на основании (5.4.3) для ошибок: 

скалярных 

Математическое ожидание ошибки по
ложения для партии механизмов может быть 
получено на основе теоремы о математическом 
ожидании суммы случайных величин и слу
чайных функций: 

M K]=z 
ц,2 

jc{\\f)dy\f 
Vi 

(5.5.15) 
плоских векторных 
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M K]=z V2 

Jc(v|/)^ 
Vl 

Л^Л^^.]. 

(5.5.16) 
Выражения (5.5.15) и (5.5.16) могут быть 

преобразованы к виду, соответствующему 
форме записи выражения (5.4.4): 

М[АФ;.] = Х К ^ 2 ~ Л ^ 1 ) С . ^ ^ -

(5.5.17) 

В (5.5.17) величины А^*.\1 А^*2 опреде
ляются не только расчетными значениями 
параметров механизма, но и значением мате
матического ожидания плоской векторной 
ошибки. В частном случае, если принять на
чальную фазу плоской векторной ошибки, 
распределенной по закону равной вероятности 
в области изменения архумента от О до 2 ic, то 
А^*^ = А *2 =0- Аналогичным образом могут 
быть получены все остальные составляющие 
математического ожидания ошибки перемеще
ния для партии механизмов 

Af [ДФ;] = ̂ {Аг - Aii^oi + «/S/) ; 

^ K ] = Z(^^2-4i)CA; 
S 

M[A<p)] = ±J^{Aj2-Aj^)\àoj^ajbj\, 

(5.5.18) 
Ha основании (5.5.17) и (5.5.18) может 

быть получен общий вид выражения для мате
матического ожидания ошибки перемещения: 

Дф02: = ^{М - ^/iK^O/ + ̂ i^i) + 

+SK2-4^iXv+«rV)+ 

+Х(Л2 -4l)C.Ô, +ZK^2 -ЛпКг^.^ ± 

Корреляционная функция ошибки пере
мещения одноименных первичных ошибок 
может быть получена на основе выражений 
(5.4.1) и (5.4.2) путем линейного прЬобразова-
ния случайной функции А^(\|/), приведенной 
к ведомому звену механизма: 

О о 

xd\^'idY2> (5.5.20) 

где c(vj/}) и с(\|/2) - регулярные функции; 

К{^1У \|/2) - корреляционная функция ис
ходной случайной функции для скалярных 
или плоских векторных первичных ошибок. 

В (5.5.20) без ограничения общности из
лагаемого материала оба нижних предела при
няты равными нулю. Переходя к нормирован
ной корреляционной функции для условий 
рассматриваемой задачи, получим для скаляр
ных и плоских векторных ошибок соответ
ственно: 

^L {^Ь М/2) = Х ^ ' ^ ' f J^(^iMM/2) X 
i* О О 

x^?(yi,y2WiV2; 

П^.Ь>и ^i)=Z^^-4 J f^v'iMv^ >̂  
s' 0 0 

(5.5.21) 
Наконец, рассмотрим ошибки Ад в виде 

случайных величин. Основываясь на (5.4.4) и 
принимая во внимание предложенные Н. А. 
Бородачевым соотношения [2, 13], связы
вающие между собой выражения для диспер
сий первичных ошибок с видом их дифферен
циальных законов распределения, для соответ
ствующих групп ошибок 

<^1[АФ;] = | Х ( ^ ' 2 - Л 1 ) Ч ' 5 ? ; 

J 
(5.5.19) (5.5.22) 
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Выражения (5.5.21) и (5.5.22) позволяют, 
воспользовавшись теоремой сложения случай
ных функций и случайных величин, взаимно 
некоррелированных между собой, получить 
общий вид корреляционной функции ошибки 
перемещения для партии механизмов следую
щим образом: 

i* 0 0 

s' 0 0 

xd\\f[d^f'2 + Z K ' 2 - ^ l ) Ф^ • 

Формулы (5.5.19) и (5.5.23) представляют 
собой соответственно общие выражения мате
матического ожидания и корреляционной 
функции ошибки перемещения для партии 
механизмов, выполненных по одному проекту. 

Если в партии механизмов все первич
ные ошибки представляют собой случайные 
величины, то 

(Дф^! =Kl^{wbW2) 
l | / ,=l | /2 

Рассмотрим корреляционные функции 
(5.5.12) и (5.5.23). Разновидность первой из 
них - (5.5.13) вместе с (5.5.14) - может харак
теризовать для весьма широкого класса меха
низмов случайную функцию ошибки как ста
ционарную. Корреляционная функция ошибки 
перемещений (5.5.23) всегда характеризует 
последнюю как нестационарную слу̂ шйную 
функцию. Корреляционная функция неста
ционарной случайной фунюхии зависит от 
двух аргументов и поэтому внутри рабочего 
интервала изменения независимой перемен
ной механизмов определяется значениями v|/i 

и v|/2. 
Однако в условиях эксплуатации многих 

механизмов существуют вполне определенные 
начальные положения, от которых каждый раз 
проводится отсчет тех или иных параметров. 
Обычно такие положения называют началь

ными (нулевыми), и соответствующее им одно 
из значений аргумента корреляционной функ
ции становится "закрепленным" с момента 
установки отсчетных шкал, что характерно, 
например, для механизмов, используемых в 
кинематических цепях контрольно-измери
тельных приборов. 

Следовательно, значение аргумента, обо
значаемого, например, через vj/j, становится 
вполне определенным, хотя на выбор началь
ного положения звена механизма, определяю
щего конкретное значение ц/2, не наклады
вается каких-либо существенных ограничений. 
Это позволяет в значительной степени исполь
зовать разработанные способы корреляционно
го анализа точности [4, 12]. 

Пример. Определить практически пре
дельную ошибку положения для партии кри-
вошипно-ползунных механизмов (см. рис. 
5.2.1). Согласно (5.5.3) на основании (5.2.5) 

Афп п = I >42(АО2 + «2^2) + ^ З ( А 0 3 + «З^з) | + 

+ {A2kM^A^kMf^, 

(5.5.23) где У42 = cos(p + у)/со8у ; А^ = l/cosy 

Пример. Определить практически пре
дельную ошибку перемещения для партии 
фрикционных механизмов (см. рис. 5.4.1). 
Согласно (5.5.19) и (5.5.23) на основании 
(5.4.6) 

АфО! = ФЗ ^+-{Аог +аАголг) ± 

+ аАр^,одр^^; 

^̂ (̂Ф<>>,Ф<̂ >) = ;^{ ^^IklAr W,[lclf,^ 

J |Ф^^Ч^^>^^4Ф^^Ф^^>Ц^Ч^2 '> 
О О 

Тогда 
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ДФПП = |ДФОЕ|+('*^ЕЕ) 
„0) = Ч></' 

Ряд характерных видов корреляционных 
функций для первичных ошибок отдельных 
звеньев механизмов и ошибок перемещения 
последних рассмотрен в литературных источ
никах [4, 121. Так, для многих видов механиз
мов (зубчатых, винтовых, кулачковых и др.) 
корреляционные функции являются стацио
нарными и поэтому могут быть представлены 
в виде (5.5.13). 

5.6. ТОЧНОСТЬ 
И ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ НАДЕЖНОСТЬ МЕХАНИЗМОВ 

Вопросы, связанные с исследованием на
дежности механизмов, могут быть рассмотре
ны в двух аспекгах: 1) ненадежность механиз
мов ввиду возможности возникновения в них 
внезапных отказов (например, поломки зве
ньев кинематической цепи); 2) ненадежность 
механизмов вследствие накопления с течением 
времени абсолютных величин первичных оши
бок (например, ошибок в результате износа 
элементов кинематических пар). В теории 
точности рассматривается второй аспект. При 
этом решение сводится к определению с вы
бранной вероятностью некоторого усредненно
го времени работы механизмов, в период ко
торого соответствующие показатели их точ
ности удовлетворяют заданньас допускам или 
техническим требованиям [4, 5]. Решение об
ратной задачи заключается в том, что по за
данному времени эксплуатации механизма 
подбираются соответствующие допуски на 
изготовление его отдельных элементов звеньев 
исходя из реальных возможностей производ
ства. Как прямая, так и обратная задача (в 
рассматриваемой постановке) базируются на 
разработанный аппарат точности механизмов 
при наличии соответствующего статистическо
го материала. 

Уже отмечалось, величины ряда первич
ных ошибок механизмов могут изменяться с 
течением времени, например, вследствие из
носа элементов кинематических пар. В на
стоящее время накоплен соответствующий 
статический материал, позволяющий во мно
гих случаях аппроксимировать показатели 
изменения первичных ошибок в виде линей
ной функции: 

Ад^ = Aq^ + AL^T, (5.6.1) 

где Aq„ - начальная первичная ошибка; Т -
время эксплуатации механизма с момента его 
изготовления или последней регулировки. 

После подставновки (5.6.1) в (5.2.6) и 
(5.4.4) 

ДФ5:(Г) = ХЛЦ"+А^„Г); 

(5.6.2) 

(5.6.3) 
Введем обозначения 

П 

п 

Ф2(Ф, Г) = Г^ЛА'72; 
л 

ф-2(ф, r) = r 2 ] ( ^ 2 - ^ l ) A 9 « 
п 

в (5.6.2) и (5.6.3): 

АФ1(Г) = Ф1(ф, 0) + Ф2(ф, Т) ; (5.6.4) 

Аф2(Г) = Ф1(ф,0) + Ф^(ф,Г). (5.6.5) 

Формулы (5.6.4) и (5.6.5) позволяют вы
числить ошибку конкретного экземпляра ме
ханизма при известных первичных ошибках и 
усредненных показателях изменения ряда по
следних в функции времени. При массовом 
(серийном) производстве однотипных меха
низмов и идентичных условиях их эксплуата
ции входящие в формулу (5.6.1) параметры 
А^„ и AZ^ в зависимости от физической 
природы их возникновения могут носить си
стематический или случайный характер. В 
последнем случае Aq^ и АХ^ рассматривают
ся как случайные величины. Тогда согласно 
(5.6.4) и (5.6.5) математическое ожидание и 
дисперсии ошибок Аф^ и Аф^ могут быть 
выражены 

Л/[ДФ2(7')] = Л/[Ф1] + М[Ф2] ; 

М[ДФ (̂7')] = Л/[Ф1] + Л/[Ф5]; 
(5.6.6) 
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а2[дф^.(7')]=а2[ф,+Ф2]; 

о2[дф*(Г)] = а2[фГ+ф-2]. 
(5.6.7) 

При отсутствии достаточного объема 
экспериментагшных данных законы распреде
ления первичных ошибок могут быть на^^ены 
методами математического моделирования [4, 
8, 10]. В указанной постановке задачи оценку 
параметрической надежности механизмов 
можно определить, основываясь на условиях 
(5.6.6) и (5.6.7): 

I ЩФх] -ь Л/[Ф2]]± 3 {М{Ф1 - М[Ф{11^ + 

+м{Ф2-м[Ф2^ \ ^0; 

I MWA + л/[ф2]|± 3 {м[ф*1 - А/[Ф1 j) + 

2]0^ 
+^1/(Ф5 - Ыфг]) [ ^0*. 

(5.6.8) 
Половина поля допуска выбирается в 

этом случае на основе следующих равенств: 

Ъ = 0\М[Ф1]\^В\М{Ф1-М[Ф1^ [ ; 

О*=6^|^»ЛФЛ| + 5|М(Ф1*--М[Ф1*Р I , 

где Gy В ' целые положительные числа; их 
выбор обуславливает необходимый запас точ
ности при эксплуатации. 

Первое выражение (5.5.8) может быть 
приведено к следующему виду: 

ST^ +2NT + F = 0, (5.6.9) 
ще 

S = 9М{Ф2 - M[^2]f - {Ml^if ; 

N = еМ[Ф2^Ь - еМ[Ф1^; (5.6.10) 

F = 9М{Ф1 - М[Ф1])̂  - (о - вЩФг^^ ; 

0 = 
1 при М[Ф1] + Л/[Ф2]>0; 

-1 при Л/[Ф1] + Л/[Ф2]<0. 

В соответствии с (5.6.10) коэффициенты 
S, NK FHG зависят от 7! Таким образом, из 
решения уравнения (5.6.9) может быть найде
на величина Т >0, определяющая эксплуата-
хщонную надежность механизма. Аналогичный 
вывод может быть получен на основе второго 
выражения (5.6.8) [4, 5J. 

5.7. ВОПРОСЫ НЕЛИНЕЙНОЙ 
ТЕОРИИ ТОЧНОСТИ МЕХАНИЗМОВ 

(ВЕРОЯТНОСТНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
В ЗАДАЧАХ ТОЧНОСТИ МЕХАНИЗМОВ) 

Достаточно полно разработанная линей
ная теория точности, основоположником ко
торой является академик Н. Г. Бруевич, не 
позволяет считать окончательно решенной 
задачу исследования точности, в частности, 
для механизмов с высшими кинематическими 
парами и ряда других важных классов меха
низмов. Методы линейной теории точности 
дают возможность проводить анализ ошибок 
положения и перемещения механизмов с низ
шими и высшими кинематическими парами. 
Исследование ошибок скорости и ускорения 
не может быть осуществлено на основе разра
ботанных методов линейной теории точности, 
так как эти величины являются существенно 
нетшнейными функциями первичных ошибок. 

Другой класс объектов исследования, для 
которых, не представляется возможным приме
нение фундаментальных формул линейной 
теории точности, - механизмы с уравнениями 
движения, заданными в неявном виде. Ука
занные обстоятельства привели к дальнейшему 
развитию теории точности, связанной, в част
ности, с разработкой общих методов исследо
вания точности сложных кинематических це
пей (без наложения каких-либо ограничений 
на вид кинематических пар, их звеньев или 
формы записи уравнений, описывающих дви
жение последних). 

Развитие вычислительной математики и 
техники позволило найти весьма эффективное 
и универсальное направление в разработке 
методов/решения сходных по своей постанов
ке задач и привело к разработке основ нели
нейной теории точности механизма, что от-
]фывало возможность проводить исследования 
точности в тех случаях, когда разработанные 
ранее методы оказывались неприемлемыми. 

Поскольку нелинейная система уравне
ний, описывающих ошибки механизма, охва
тывает как частный случай линейную систему 
уравнений, рассматриваемую в линейной тео
рии точности, то, следовательно, нелинейные 
методы анализа точности могут быть примене
ны и в этом случае, когда допустима линеари
зация уравнений ошибок механизма. 

Сущность вероятностного моделирования 
в задачах точности заключается в следующем. 
На основе всестороннего изучения исследуе
мого механизма строится его математическая 
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модель, представляющая собой совокупность 
уравнений, позволяющих однозначно опреде
лить закон изменения выходных координат 
ведомого звена механизма с учетом произ
вольно выбранного возможного сочетания его 
первичных ошибок. Имитация случайных пер
вичных ошибок выполняется с помощью слу
чайных (псевдослучайных) чисел, вырабаты
ваемых ЭВМ в соответствии с их законами 
распределения по ходу моделирования - при 
использовании метода статических испытаний 
(метода СИ), или путем введения в память 
ЭВМ таблищл дискретных значений первич
ной ошибки с соответствующими вероятно
стями - при использовании метода деревьев 
логических возможностей (метода ДЛВ), 

Моделирующий алгоритм, построенный 
с использованием метода СИ или ДЛВ, позво
ляет получить любые вероятностные характе
ристики на выходе, предусмотренные про
граммой исследования, в частности, средние 
значения, средние квадратические отклонения, 
а также гистограммы распределений, характе
ризующие вид законов распределения иско
мых ошибок. 

Общие моделирующие шш)ритмы [4, 8, 
10] позволяют методами СИ и ДЛВ в вероят
ностной постановке вычислить ошибки поло
жения (перемещения), скорости и ускорения 
плоских механизмов с низшими и высшими 
кинематическими парами, а также механиз
мов, описываемых уравнениями в неявном 
виде. В моделирующих алгоритмах выделены 
стандартная и нестандартная части. В первой 
сосредоточены все общие по своей постановке 
специфические особенности задач теории точ
ности, связанные с вероятностным моделиро
ванием скалярных, векторных и представляю
щих собой реализации случайной функции 
первичных ошибок, а во второй - содержание 
конкретной схемы кинематической цепи ис
следуемого на точность функционирования 
механизма. 

Метод ДЛВ основан на использовании 
ряда теорем, касающихся свойств линейных 
графов, характеризуется рассмотрением 
"лагранжева дерева**, ветвями которого, ин-
циндентным одной вершине, приписывается 
вполне определенная "масса** вероятности. 

В целом ряде инженерных задач, точ
ность решения которых во многих случаях 
ограничивается несколькими процентами, 
применение метода ДЛВ может дать опреде
ленные преимущества по сравнению с исполь
зованием метода СИ ввиду относительной 
простоты формирования законов распределе
ния случайных чисел, характеризующих в 
определенном масштабе соответствующие пер
вичные ошибки в изготовлении отдельных 

звеньев и элементов устройств. Отмеченное 
обстоятельство приобретает особое значение в 
случае, когда законы распределения первич
ных ошибок получены эмпирическим путем и 
не поддаются аппроксимации с желаемой точ
ностью с помощью относительно несложных 
аналитических выражений. Кроме того, метод 
ДЛВ позволяет отыскать решение стохастиче
ских уравнений на ЭВМ без какого-либо фор
мального преобразования соответствующего 
алгоритма или машинного уравнения, состав
ленных для решения задачи в детерминиро
ванной постановке. 

Основные положения метода ДЛВ в при
ложении к решению задач точности механиз
мов заключается в следующем. Пусть имеется 
некоторое пространство логических возможно
стей. В этом пространстве может быть постро
ено так называемое дерево, представляющее 
собой связанный граф, в котором нет ни одно
го контура. Каждая ветвь такого дерева харак
теризует один из возможных исходов опыта, 
заключающегося в том, что при изменении 
некоторого параметра звена или его элемента 
выявлено кон1фетное значение соответствую
щей первичной ошибки. В условиях массового 
производства механизмов по единому кон
структорскому и технологическому проекту все 
первичные ошгибки принимают случайный 
характер, причем их модули ограничены соот
ветствующими полями допусков. Тогда каждой 
ветви дерева приписывается некоторая вероят
ностная мера, представляющая собой безус
ловную или условную вероятность получения 
отдельных одноименных первичных ошибок 
или возможного сочетания разноименных. 

Метод ДЛВ основан на представлении 
законов распределения первичных ошибок в 
виде дискретных и во многих случаях 
(например, при наличии в устройствах 
нескольких разноименных первичных ошибок) 
не уступает по точности методу СИ, позволяет 
решать задачи более коротким и простым пу
тем. 

Ниже рассмотрен простейший пример 
графического построения ДЛВ. Пусть система 
включает независимые случайные величины л, 
Ь, и с, каждая из которых может принимать 
несколько дискретных случайных значений 
Щу ^jy ^к (например, /, у, А: = 1, 2, 3) с за
данными вероятностями Д . , Р^., Р^^ : 

<^к{<^Ь ^2> ^ з ) ; 
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Д , ( Д , J Д 2 ' ^«3 )> Д ; (̂ />1 » ^^2 ' ^ ^ )' 

^Cik УС\ ' ^^2 ' ^Сз ) 

(5.7.1) 

Для независимых случайных величин 
процесс построения ДЛВ можно начать с лю
бой из них и в произвольной последователь
ности. Пусть реатшзация - это каждое из воз
можных сочетаний случайных величин, 
имеющих место при проведении опыта. Тогда 
вероятность появления каждой из проведен
ных реализаций 

(5.7.2) 

Последние два сомножителя в правой 
части выражения (5.7.2) последовательно ука
зывают выбранный путь на ДЛВ. В более об

щем случае, когда случайные величины явля
ются зависимыми (в статистическом смысле), 
вероятности Рд.^. и ^а Ь,с^ являются услов
ными. Следующее равенство очевидно: 

ijk 
= 1. 

На рис. 5.7.1 показано ДЛВ, построенное 
по условиям (5.7.1) с помощью выражений 
вида (5.7.2). Точка О называется корнем дере
ва, отрезки прямых Рд. - ветвями первого 

ранга, отрезки прямых РдЬ ветвями второ

го ранга, а отрезки прямых РаЬ Cj. " ветвями 
третьего ранга. При построении ДЛВ ветви 
всех рангов откладывают в одном масштабе. 
Поэтому схеме ДЛВ присуща определенная 
наглядность. По ветвям наивысшего ранга 
можно определить число путей логических 
возможностей. В рассматриваемом случае 
N= 27. 

ï 

%hC2^ 

%bjCi 

^a2bjCj 

'^Pa2bjC2 

%biC2 ^Pa2bjC3 

^afbjC2 

^cijbj 

^ajbjCj 

PajbjCj ^ ^PajbsC2 

Рис. 5.7.1. Схема дерева логических возможностей 
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5.7.1. Таблица, эквивалентная схеме ДЛВ с ветвями m -го ранга 

OaibjCk 

OaibiCi 

0̂ 2 V i 
0 а 2 ^ 2 

0а2^>2С2 

Ofl2^2^3 

0 a 2 ^ q 

002^^2 

0«2^^3 

Oa2l>iC2 

Oa^biC^ 

^3^2^1 

Оаз^2^2 1 
Ооз^2^3 

Одз^зС! 

Оаз/>зС2 

Оаз/^з^з 

^''' 

^а, 

^а, 

^«1 

^«. 

^ .̂ 

^а. 

Ра, 

Ра, 

Ра, 

Г p^ih 

РаА 

РаА 

РаА 

Раг^ 

РагЬг 

РагЬ, 

Pa^h 

РаъЬг 

Рафг 

Paibjc„ 

РаАсх 

РаАс2 

a^biC, 

PaibiCx 

РафтС! 

РахЬгС, 

Paib,ci 

Ра\Ь,С2 

РахЬ,с, 

Paihci 

^Û2^2C2 

Pa^b^c, 

РагЬгСх 

Pa2b,C2 

РагЬъС, 

Pa,biCi 

Ра^сг 

^a,b^c. 

^a^bjCi 

Pa,b2C2 

Pa,b2C, 

^a,b,ci 

Pa,b,C2 

^a,b,c. 

В общем случае аналогично может быть 

построена схема ДЛВ с ветвями пГ -го ранга 
или составлена эквивалентная ей табл. 5.7.1. 

дискретных значений случайной величины 

номер /, то число путей в дереве N = П Л/, 
/=1 

При этом если через щ обозначить число причем пути имеют вероятности, определяе-
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мые с помощью следующих выражений в за
висимости от того, являются ли случайные 
величины Aij, «2 , . •., л.* связанными или 
независимыми в статистическом смысле: 

/̂ii'ïa V = ^ р ^̂ 2̂ f^ri л « г ] = 

Р Р ^ЩП2 V-i"r 
^h№] ^K-i№rl-

Таким образом, в конечных случайных 
процессах каждому пути на ДЛВ приписывает
ся некоторая "масса" вероятности, равная 
произведению масс вероятностей, характери
зующих собой ветви разных рангов, входящих 
в рассматриваемый путь. 

Для моделирования случайных процес
сов, связанных с применением метода СИ в 
задачах точности, необходимо осуществлять 
формирование случайных чисел, подчиняю
щихся соответствующим законам распределе
ния. Результаты, получаемые методом СИ, 
носят случайный характер, и, следовательно, 
необходимо обеспечить их статистическую 
устойчивость, поэтому вопрос о числе реали
заций приобретает первостепенное значение. 

Число реализаций при решении задач 
методом СИ определяется требуемым уровнем 
точности получаемых результатов. Пусть цель 
моделирования - вычисление веро>»тности Р 
появления некоторого случайного «кобытия Е. 
Например, при исследовании точности меха
низмов практический интерес могут представ
лять вероятности выхода значений ошибок 
положения, скорости, ускорения ведомого 
звена за определенные пределы. В качестве 
оценки для искомой вероятности Р прини
мают частоту LIN наступления события Е 
при iV реализациях (где L - число испытаний, 
при которых происходит событие Е). По 
центральной предельной теореме теории 
вероятностей частота L/N при достаточно 
больших значениях N имеет распределение, 
близкое к нормальному, с математическим 
ожиданием ЛГ[Z/iVl - р и дисперсией 

o\LIN] = P{\-p)lN. 
Задаваясь определенной вероятностью Р, 
можно найти по таблицам нормального рас
пределения значения tp и получить довери
тельную оценку LjN в виде: 

Pi^LlN\-p)<z = tp[p{\-p)lN) 0,5 

По формуле (5.7.3) с вероятностью, 
большей чем 0,997, величина LjN удовлет
воряет условию 

{Vs-p)\<i'^'-'K] 
0,5 

Таким образом, погрешность метода ста
тистических испытаний при вычислении веро
ятности события никогда не превышает вели
чины 

М^-р)1^) 0^ 

Отсюда можно определить число реали
заций Д необходимых для получения оценки 
LjN с точностью s и достоверностью 
Р =0,997: 

N = 9p{\-p)/e^ 

Аналогично можно оценить число реали
заций, необходимых для оценки по результа
там моделирования среднего значения случай
ной величины. Предположим, осуществляется 
формирование iV реализаций случайной вели
чины X, имеющей среднее значение а и дис-

2 
Персию а . В качестве оценки среднего зна
чения используется среднее арифметическое 

(5.7.4) 

(5.7.3) 

По центральной предельной теореме при 
больших значениях N среднее арифметическое 
(5.7.4) имеет распределение, близкое к нор
мальному с математическим ожиданием а и 
дисперсией а jN. Отсюда доверительная 

оценка X принимает вид: 

P[\a-x[<z) = tpol.[N . 

Поэтому точность 
s = /р ^I^[N . (5.7.5) 

Решение уравнения (5.7.5) 

N = /^а7е^ . (5.7.6) 

При Р =0,997 формулы (5.7.5) и (5.7.6) 
принимают соответственно вид: 
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Весьма существенной частью аппарата 
вероятностного моделирования является уме
ние формировать реализации случайных вели
чин, подчиняющихся различным законам рас
пределения. Вопросы, связанные с законами 
распределения первичных ошибок, исходя из 
специфических условий производства и сбор
ки механизмов, впервые рассмотрены Н. А. 
Бородачевым. В литературных источниках [4, 
8] изложены методы формирования случайных 
величин, подчиняющихся различным, наибо
лее часто встречающимся на практике законам 
распределения, обладающие повьпиенным 
быстродействием и точностью. 

Пример. Пусть свободное движение авто
колебательной системы описывается обьпшо-
венным дифференциальным уравнением 

1 ̂  » < »* , (5.7.7) 

£>l , . . . , byf\ by^+l , . . . , ищ 

где В n b - расчетные значения пара
метров, характеризующих соответственно ли
нейную и нелинейную части уравнения; t -
независимая переменная. 

Входящие в (5.7.7) параметры Z>j,..., Z>̂  
представляются в виде: 

кО iS) ^ = Z>1 + ^bi,... ; by^ = by^ •\- Aby^, 

(5.7.8) 

где Л ^ , .. . , Л^ц, - некоторые приращения 
параметров, которые принимаются случайны
ми с известными законами распределения. 

Определив величины ЛГ [Z>i ] , . . . , ЛГ Iby^ 1 
и подставив их в (5.7.7), имеем: 

M[b,],...,M[b„], Z.«^i , . . . ,*0;/) = 0 . 

(5.7.9) 

Найденные из (5.7.9) путем решения на 
ЭВМ амплитуды и частоты автоколебаний 

Решение задачи основано на методе 
ДЛВ, для чего непрерывные законы распреде
ления г|(Д^)> •••) л(Д^и') в области практиче
ски возможных значений варьируемых пара
метров преобразуются в дискретные. Это дает 
возможность определить число и вероятности 
появления логических путей в дереве, а следо
вательно, построить дерево или составить 
идентичную ему таблицу. Тогда исходное 
уравнение (5.7.7) преобразуется к виду: 

bl^^,...,bl,t) = 0. (5.7.10) 

Согласно (5.7.1) 

Для определения параметрической на
дежности динамической системы представим 
выражения (5.7.8) с учетом (5.6.1) следующим 
образом: 

^ ( 7 ; ) = Z>?+A^(7 ; ) , . . . ; 

by,(T^) = b^+àb^{T^), 

(5.7.11) 

где Т^ <Т . 

Функции Abi{Ty,), . . . , А/>^(7\,) в связм 
с рассмотренными выше обстоятельствами 
являются медленно изменяющимися, для ко
торых из теоретических соображений или экс
периментальных данных известны законы 
распределения л(Д^)> •••> л(Д^> ^v) • При 
решении задачи на основе методов ДЛВ для 
каждого фиксированного значения Т^ =const 
должен быть осуществлен переход от непре
рывных законов распределения 
ri(AZ>i,rv = C v ) , . . . , Л(А^УУ» ^v = ^ v ) к их 

дискретным аналогам, в результате чего усло
вия (5.7.11) принимают вид: 

принимаются за расчетные (а«,а)«) , по от- / , , (*(», . . . , *('))| 

ношению к которым рассматриваются воз
можные отклонения значений а и со . При 
этом предполагается наличие в системе устой
чивых предельных хдаклов. 

Т.=С^ 

b„(b^K...,biJ^)\ 
т„=с„ 
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^.-И;' "О!) 
Т =С 

т^=с^ 
(5.7.12) 

Подстановка условий (5.7.12) в диффе
ренциальное уравнение (5.7.10) позволяет вы
числить всю последовательность решений и 
оценить вероятности получения последних, в 
том числе с позиций удовлетворения заданных 
технических условий по точности функциони
рования системы, под которыми понимают 
заданный уровень амплитуд автоколебаний. 

ff.Qmax 

о,и 
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Рис. 5.7.2. Зависимости изменения распределения 
ошибок функционирования партии систем {а) и 

оценки параметрической надеяшости партии машин (б) 

Дискретные распределения (5.7.12) для 
всей последовательности значений 7\, = С^ 
дают возможность построить схемы ДЛВ (или 
составить эквивалентные им таблицы) и тем 
самым в рассмотренной выше последователь
ности отыскать всю совокупность реализаций 
случайной функции, получаемой в виде реше
ний уравнений (5.7.10). При этом значению 
Гу = О будет соответствовать уровень точности 
партии систем, достигнутый в процессе их 
изготовления и настройки. В работах [4, 5] 
рассмотрены примеры расчета управляющих 
систем, в которых ряд параметров подчинялся 
законам распределения, изменяющихся во 
времени. Характерный вид указанной после
довательности приведен на рис. 5.7.2, а. Если 
техническими требованиями на эксплуатацию 
систем оговариваются вид зависимости 

^max(^v) ** вероятность ^(Т^) ^^ удовлетво

рения, то нанесение ûfjnax(^v) ^^ график дает 
возможность оценить надежность работы пар
тии систем (в рассмотренной постановке ре
шаемой задачи) по выбранным параметрам. 

К ключевым вопросам решения задачи 
определения ошибок скорости Av^ и ускоре
ния Aw^ механизмов с высшими кинемати
ческими парами следует отнести также выбор 
вида интерполяционного полинома, при по
мощи которого описывается реальный про
филь элемента пары. Исходя из специфики 
задач теории точности целесообразно исполь
зовать интерполяционные полиномы Лагранжа 
при неравных или равных расстояниях между 
соседними однократными узлами [4, 5]. При 
этом выбор положения узлов существенным 
образом зависит от вида корреляционной 
функции ошибки профиля элемента пары. 
Сформулированные подобным образом от
дельные реализации случайной функции удо
влетворительно отражают данные эксперимен
та (по критерию Пирсона Р(х ) =0,64), свя
занного с измерением профиля изготовления 
партии звеньев механизмов с высшими кине
матическими парами. 

Существуют программы вьшолнения на 
ЭВМ вьгшслений интерполяционных полино
мов по Лагранжу и его первых двух производ
ных. Имеется методология и рассмотрены 
примеры формирования законов распределе
ния ошибок положения касательных и центров 
кривизны реализаций (в выбранных сечениях 
последних), описывающих реальные элементы 
высших кинематических пар, и на их основе 
разработана методология построения законов 
распределения ошибок скоростей и ускорений 
ведомого звена кулачкового механизма [4, 5]. 

Следует отметить, что комплекс общих 
вопросов точности и параметрической надеж
ности механизмов путем имитационного веро
ятностного моделирования еще на стадии про
ектирования позволяет сравнивать количе
ственно варьируемые расчетные характеристи
ки с требуемьаси по техническому заданию, 
выявить "слабые" места в конструкции кине
матической цепи и принять меры к повьппе-
нию ее надежности с одновременной ее оцен
кой. 

В задачах параметрической надежности 
механизмов структура сложной кинематичес
кой цепи машины и ее предназначение долж
ны обязательно учитываться. Без этого невоз
можно ответить на следующий вопрос: отказы 
какого характера и в каком узле машины мо
гут привести к ошибкам точности ее функцио
нирования, превышающим предусмотренные 
техническими условиями? Помощь при реше-
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НИИ этого кардинального вопроса теории точ
ности и параметрической надежности меха
низмов должна основываться на формирова
нии соответствующего банка данных по пара
метрическим отказам типовых узлов конструк
ций машин. 

При наличии подобных данных расчет 
ожидаемой точности и надежности функцио
нирования механизмов может быть в опреде
ленной мере основан на разработанных поло
жениях теории точности и методах ее решения 
путем вероятностного имитационного модели
рования на ЭВМ. 
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Глава 6 

ДИНАМИКА МАШИН 
6.1. ДИНАМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

Отличительная особенность машин и 
большинства механизмов среди других кон
струкций состоит в том, что их функции вы

полняются в процессе движения. Большинство 
современных машин работают в напряженных 
режимах (форсированных по скоростям м 
нагрузкам), поэтому задачи динамики машин 
являются важнейшими, так как они определя
ют надежность работы машин с точки зрения 
ее прочности, долговечности, точности функ
ционирования. Знание динамических явлений 
в машинах позволяет снизить металлоемкость, 
затраты энергии, улучшить управляемость и в 
итоге повысить их качество. 

Современные машины используются в 
виде комплекса - машинного агрегата, состоя
щего из двигателя, передаточного механизма, 
рабочей машины и управляющей системы. 
Понятие "динамика машин" очень емкое, в 
которое включено определение: сил, дей
ствующих на звенья и в кинематических па
рах; движения всей системы, колебаний, урав
новешивания; виброзащиты; динамической 
точности и управляемости. 

В настоящей главе рассматривается зада
ча динамики движения машинного агрегата, 
на которое влияют характеристики привода 
(электрический, тепловой, гидравлический, 
пневматический, магнитный), характер меха
нической части (звенья, кинематические пары, 
их структура и конструкция), технологический 
процесс вьшолняемый машиной и тип управ
ления. Для изучения динамики движения ма
шин математическими методами необходимо 
прежде всего разработать динамическую мо
дель машинного агрегата: динамические моде
ли двигателя-привода, механической части -
передаточного механизма, рабочей машины с 
моделью технологического процесса. Конечно, 
составление динамической модели носит эври
стический характер. С одной стороны, стре
мятся учесть как можно больше таких факто
ров, как характеристики двигателей и рабочих 
машин с включением в них процессов, проте
кающих в двигателях и рабочих машинах, рас
пределенность или сосредоточенность масс, их 
переменность, упругость звеньев, зазоры и 
характер трения в кинематических парах, фи
зику явлений технологических процессов, а с 
другой - пытаются получить такие модели, для 
которых системы уравнений движения позво
ляют точнее и проще решить задачу. Конечно, 
нужны разумные компромиссы [3, 4, 5, 8]. 

6.2. СИЛЫ, ДЕЙСТВУЮЩИЕ В МАШИНАХ 

Силы (моменты сил) делят на движущие 
и сопротивления. Движущие силы такие, эле
ментарная работа которых на возможных пе
ремещениях положительная, они стремятся 
увеличить скорость ведущего звена. Силы со-
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противления - это силы, у которых элемен
тарная работа на возможном перемещении 
отрицательная, они стремятся замедлить дви
жение ведущего звена. Иногда движущие силы 
(например, момент электродвигателя) могут 
стать силами сопротивления, если двигатель 
переходит в генераторный режим работы. 

Силы или моменты сил двигателей и ра
бочих машин в функции кинематических па
раметров (время, положения или скорости 
звена) называют механическими характеристи
ками (рис. 6.2.1). При решении задач динами
ки машин они считаются известными внеш
ними силами и моментами. 

Мг^ 

^) 

ш F 
^ 

k44\W4V4444\V< с 

ГА 
' » 

ч) 

Рис. 6.2.1. Механические характеристики двигателей и рабочих машин: 
а - трехфазного асинхронного электродвигателя; б - электрогенератора, вентилятора, центробежного насоса; 

в - двухтактного двигателя внутреннего сгорания (аЬ- сила сопротивления; bcd - движущая сила) 

Рис. 6.2.2. Действие силы трения в поступательной паре: 
а - трение без смазочного материала; б - жидкостное трение 

К силам сопротивления относится сила tgф = / , (6.2.2) 
трения ( без смазочного материала и жидкост
ного трения). ^ 

В поступательной кинематической паре ^^V ' ^^^^ФФициент трения между звеньями / 

модуль силы трения F^J согласно закону ''• '̂ Если между трущимися с относительной 
Амонтона (рис. 6.2.2) скоростью \у поверхностями звеньев в зазоре 

Fjj = fNij. (6.2.1) ^ площадью S есть слой жидкости с динами
ческой вязкостью ц , то модуль силы трения 

Полная реакция Fy отклоняется от нормали Fy между звеньями / и у может быть прибли-
на угол трения ф , который определяется по женно рассчитан в соответствии с формулой 
формуле Ньютона: 
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FiJ = iiSvy/h 

fi=^yij, 

(6.2.3) 

(6.2.4) 

где р = ^S/h - постоянный коэффициент 
вязкого трения. 

Силы жидкостного трения значительно 
меньше сил трения без смазочного материала. 

Рис. 6.2.3. Действие сил трения 
без смазочного материала во вращательной паре 

Во вращательной паре с зазором (на рис. 
6.2.3. зазор показан увеличенным) сила трения 
в точке контакта цилиндрических поверхно
стей также рассчитывается по закону Амонто-
на, однако коэффициент трения / ' звеньев / 
и у, как показывает опыг, несколько больший, 
чем в плоской паре. Если из центра О,- опус
тить перпендикуляр на вектор силы Fy и 
радиусом р описать окружность, то круг ра
диусом р называют кругом трения. Радиус 

р = Г 8 т ф « rtg9 = /f', (6.2.5) 

где г - радиус цапфы. Угол ф обычно мал. 
Момент сил трения во вращательной па

ре 

Mjj=Fyrf'. (6.2.6) 

Силы трения и моменты сил трения на
правлены противоположно относительной 
скорости скольжения тел. Значительное 
уменьшение моментов сил трения во враща
тельных парах достигается следующими путя-

Рис. 6.2.4. Схемы шестнзвенного механизма, нагруженного силами и парами сил, и выделенных групп 
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ми: заменой трения скольжения трением ка
чения с помощью шариковых или роликовых 
подшипников; переходом на гидростатические 
или гидродинамические вращательные пары, 
т.е. вводом слоя смазочного материала между 
вращающимися звеньями / и / Совершенно 
особые расчеты трения производят при работе 
машин в экстремальных условиях (при очень 
высоких или низких температурах, в разре
женных средах или вакууме) [6]. 

В быстроходных машинах существенные 
значения имеют силы и моменты сил инер
ции. При плоском движении звена как твердо
го тела главный вектор / ^ и главный момент 
Л/ц *̂*̂  инерции определяются по формулам 

(6.2.7) 

(6.2.8) 

где m - масса звена; а^ - вектор полного 

ускорения центра масс; J^ - момент инерции 
относительно центра масс S; е - угловое 
ускорение звена. 

Знак минус в этих уравнениях показы
вает, что сила FJ^ и момент Л/^ направлены 
противоположно соответственно а^ и г . 

При пространственном движении звена 
сила инерции звена 

где а^ - пространственный вектор полного 
ускорения центра масс звена. 

Что касается главного момента от сил 
инерции звена, то как известно из теорети
ческой механики его удобно подсчитывать 
через составляющие - проекции на главные 
центральные оси инерции звена: 

М^У = -JySy -{J^-J^yù^cù^; (6.2.9) 

^Hz = -'^z^z - {^y - ^x^x^^y y 
4 

где Cûjf, cû^, cû̂  - проекции вектора угловой 
скорости на главные центральные оси инерции 
звена; 8̂ ,̂ Sy, 8^ - проекции вектора углового 
ускорения на главные центральные оси инер
ции звена; Jх-> ^уу ^z ~ главные центральные 
моменты инерции звена. 

б.З. с и л о в о й РАСЧЕТ МЕХАНИЗМОВ 

Задачи силового расчета состоят в опре
делении реакций в кинематических парах ме
ханизмов, по которым разрабатывают кон
струкции кинематических пар, подбирают 
подшипники, характер смазки в смазываемых 
кинематических парах, местах подачи смазки, 
величины зазоров и т.д. 

В многозвенных стержневых механизмах 
удобно вести силовой расчет по группам Ассу-
ра, так как в теории механизмов доказывается, 
что группа Ассура является статически опреде
лимой системой. 

Общий прием силового расчета такой. 
Ко всем внешним силам добавляют силы 
инерции и тогда на основе принципа Далам-
бера решают задачу статического равновесия 
каждой группы, начиная с наиболее удаленной 
от начального звена. Поэтому силовой расчет 
называют еще кинетостатическим расчетом 
механизмов. 

Пример. Рассмотрим шестизвенный пло
ский механизм (рис. 6.2.4). Порядок расчета 
следующий. На рис. 6.2.4, а механизм нагру
жен известными силами и моментами, вклю
чая силы и моменты инерции. Трением в ки
нематических парах принебрегают. 

Выделена группа 4^5, отброшенные 
звенья 2 и 5 заменены реакциями этих звеньев 
в точках F и D. Реакции разложены на нор
мальные и тангенциальные составляющие 
вдоль и поперек соответствующих звеньев: 

^24' ^24, ^65' ^б" (?•«=• б-^-^' ^-
Рассматривая отдельно равновесия зве

ньев 4 и 5 и составляя уравнения равновесия 
путем суммы моментов относительно точки Д 
найдем тангенциальные составляющие 

Р^-^АЫ/ЬЕ; F^S'MSIIEF- (6.3.1) 

Уравнение равновесия всей группы 4-5 
как векторная сумма всех сил 

FA + ^24 + ^24 + F^s + ^65 = О • (6-3.2) 

На рис. 6.2.4, в по этому уравнению по
строен многоугольник сил, из которого найде
ны составляющие /̂ 24 ^ ^65 ' ^^^^^^^^ ^ Шдф-
нире Е F^S\FSA\ находится из равновесия 
отдельного звена 4 или 5. 

Зная полную реакцию /24 = ^24 "*• '̂ 2'4 
в точке Д рассматривают группу 2-3. Неизвес
тную реакцию в точке В раскладывают на две 

составляющие JF^J ^ ^П • ^то касается 
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реакции F^^ > ̂ о направление ее перпендику
лярно к направляющей ползуна (силой трения 
принебрегают), точка приложения проходит 
через центр шарнира С из условия равновесия 
отдельно взятого ползуна. Тангенциальная 
составляющая Fj^ находится, как и выше, из 
суммы моментов всех сил и моментов, прило
женных к звену 2 относительно точки С: 

F,\={M2-F42h42)/lsC-

Затем составляется векторная сумма всех 
сил, приложенных к группе 2-3 (рис. 6.2.4, д), 

из которой находятся силы Fi2 и F^^ • 

^3 + Р42 + ^,2 + Рп + ^63 = о . (6.3.3) 

Векторная сумма F^2 ^ ^12 Д^^т полную силу 

реакции /̂ 21 ^ точке В. Векторная сумма рав
новесия сил на ползуне 3 дает силу реакции в 
шарнире С /^2з(^32)- Остается рассмотреть 

реакцию F^i в кинематической паре У4, кото
рая находится из рассмотрения равновесия сил 
на звене L 

Наглядные методы силового анализа ме
ханизмов с помощью построения векторных 
многоугольников служат основанием для ре
шения этих задач аналитическим методом [12]. 

Учет трения при силовом расчете являет
ся не простой задачей и может быть выпол
нен, например, методом последовательного 
приближения, предложенного академиком 
И. И. Артоболевским [11]. Идея метода состо
ит в следующем. Вначале делается расчет без 
учета сил трения (нулевое приближение). За
тем по реакциям в кинематических парах 
определяют силы трения и моменты сил тре
ния во всех кинематических парах. Эти силы и 
моменты добавляют ко всем внешним силам 
по нулевому приближению и повторяют сило
вой расчет, из которого определяют реакции в 
кинематических парах (первое приближение). 
Затем по этим реакциям находят уточненные 
силы и моменты сил трения и снова их рас
сматривают как внешние силы и моменты и 
расчет повторяют. Практика показывает, что 
для большинства механизмов приближенный 
метод является сходящимся процессом и дает 
хорошие результаты уже при первом прибли
жении. Нельзя, например, пользоваться этим 
методом в механизмах с зонами, близкими к 
самоторможению. Явление самоторможения в 
механизмах и подсчет их КПД рассмотрены в 
учебной, научной и справочной литературе по 
механизмам [1, 10]. 

6.4. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
МЕХАНИЗМОВ С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ 

П р и описании движения механизмов 
распространен метод приведения сил и масс к 
начальному звену механизма, которое совер
шает либо вращательное движение, либо по
ступательное. Например, для механизма, пока
занного на рис. 6.2.4, за звено приведения 
можно выбрать звено АВ или за точку приве
дения - точку Д к которым и приводят все 
силы и массы звеньев. Силы (моменты пар 
сил) находят из равенства мощностей, т.е. 
приведенная сила (приведенный момент пары 
сил) есть такая сила (момент), мощность кото
рой равна сумме мощностей всех прило
женных к механизму сил и моментов. Отсюда 
сила, приведенная в точке Д 

л̂ = Е 
À:-lL 

FÎT — ^ c o s a i . -I- Mjr —^ 
У В у в 

(6.4.1) 

и момент 

л/п = Е 
к^\ 

11 
со 

Ffc — ^ c o s a ^ -f Mfç -^^^ <^k 
CÛ 

(6.4.2) 

где Ffç - приводимая сила; v̂^̂  - скорость 
точки приложения силы F^; \ g - скорость 
точки В приведения; а̂ ^ - угол между векто
рами Ffç и v^ ; Mfç - приводимый момент; 
(ùfç- угловая скорость звена, к которому при

ложен момент сил Mjç ; m - число сил и мо
ментов приложенных к звеньям механизма; 
0) - скорость звена приведения. 

Для пространственных механизмов фор
мулы для определения /J, и Л/j, аналогичны 
формулам (6.4.1) и (6.4.2): 

Л = 1 ^ 

17 ^А: 1Г ^к о 
Ffç —^cosa^t + Mjç ——cospjç 

(6.4.3) 

k=^\^-

(ùj, 
Ffc -^cosafc + Mjç — ^ c o s p ^ 

(6.4.4) 
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где V - скорость точки приведения; а̂ ^ - угол 

между векторами /J^ и v^ ; Р/с - угол между 

векторами М/с и (Ù/Ç ; © - угловая скорость 
звена приведения. 

Массы (моменты инерции) приводятся 
по равенству кинетических энергий, т.е. при
веденная масса niji (приведенный момент 
инерции Jji) есть такая масса (момент инер
ции), кинетическая энергия которой при ско
рости точки приведения v^ (скорости звена 
приведения) равна сумме кинетических энер
гий всех звеньев механизма 

Если поместить начало системы коорди
нат, связанной со звеном / в центре масс Sf и 
расположить координаты Х/, Д'/, Zf так, чтобы 
они совпадали с главными осями инерции, 
относительно которых центробежные моменты 
инерции равны нулю, то кинетическая энергия 

Г,=0^(/й,у|^+/;,,со2 +/^_.CDJ^+/. 
^1 Zi)-

(6.4.8) 

Тогда аналогично с формулами (6.4.6) и 
(6.4.7) для пространственного механизма: 

приведенная масса 

(6.4.5) т„=2] 
Формулы для расчета этих величин сле

дующие: 

/=1 
/И/ 

V 
+ / у 

^ =£ 
/=1 

•̂ п=Е 
/=1 

-^"ёМ^ 
"М-4̂ )' 

+/ 
; (6.4.6) 

(6.4.7) 

И'-4̂ : У1 

приведенный момент инеркии 
\2- / . . ч2 

(6.4.9) 

•̂ n=Z 
/=1 

где niji - приведенная масса в точке В; т^ -

масса /-Г0 звена; v с - скорость центра масс 

/-Г0 звена; v^ - скорость точки В приведе

ния; / с - момент инерции /-го звена отно

сительно его центра масс S^; © / - угловая 
скорость /-Г0 звена; / - номер звена; п - число 
подвижных звеньев механизма. 

Величины niji и /ц при постоянных /W/ 

и J^, являются периодическими функциями 
положения механизма. Эти функции суще
ственно положительны. 

Кинетическая энергия пространственного 
механизма подсчитывается сложнее и поэтому 
труднее определить приведенную массу 
(приведенный момент инерции). В общем 
случае кинетическая энергия /-го звена, со
вершающего сложное пространственное дви
жение, определяется как сумма кинетической 
энергии поступательного движения звена 
вместе с центром его масс со скоростью v j*. и 
кинетической энергии сферического движения 
около этого центра масс S/. 

+ / i У, 

щ 

СО 

"s, 
СО 

+ Jy 

+ Jr '4 
СО ) 

(6.4.10) 

центральные моменты где Jx., Jy^, Jzi 
инерции относительно главный осей инерции; 
со_5с.,сОд;.,(о .̂ - проекции угловой скорости 
при сферическом движении звена / относи
тельно центра S/ на соответствующие оси; v -
скорость точки приведения; со - угловая ско
рость звена приведения. 

Таким образом, метод приведения сил и 
масс позволяет свести задачу о движении 
многозвенного механизма, нагруженого мно
гими силами и моментами сил, к движению 
одной точки В или звена АВ (см. рис. 6.2.4). 
При составлении уравнений движения меха
низма эти функции тПц и JYI МОЖНО подстав
лять лишь в уравнения, содержащие кинети
ческую энергию. Обычно используют либо 
уравнение кинетической энергии, либо урав
нение Лагранжа второго рода. 

На рис. 6.4.1 показано звено приведения, 
к которому приведены силы и массы, с приве
денным моментом сил М^ и моментом инер-
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Рис. 6.4.1. Модель вршцательного звена приведения 

ции Jji (ф) , где ф - угол поворота звена при
ведения. Уравнение Лагранжа второго рода 

d дТ дТ 
dt 5ф 5ф = ^ . (6.4.11) 

где Т - кинетическая энергия механизма; 
ф = CÛ - угловая скорость звена приведения 
(обобщенная скорость). 

Обычно в приведенном моменте сил ЛТд 
выделяют приведенный момент движущихся 
сил Mjy и момент сил сопротивления MQ, тем 
более что часто они являются функциями раз
личных кинематических параметров. Так, мо
мент элекгродвигателя зависит от скорости 
вращения, а момент рабочей машины - от 
положения Механизма. Таким образом, приве
денный момент Мц = Mj^ - Mç, а кинетиче
ская энергия Т = О^/п© ; их подставляют в 
уравнение (6.4.11) и вьшолняют операции 
частного и полного дифференцирования. При 
этом 

J. . .d(ù dJn 
-— = м^-м,. (6.4.12) 

Нелинейное дифференциальное уравне
ние (6.4.12) второго порядка (/ - аргумент, 
ф - искомая функция) усложнено еще и тем, 
что Мд и Мс могут быть сложными функция
ми одной или даже нескольких переменных. 

Решение в квадратурах может быть толь
ко для частных случаев. Например, если /„ = 
= const, ЛГд = Л/д(со), MQ = Mç((o), то это 
уравнение имеет вид: 

d(ù 
'dt 

Мд(о))-71/е(оз). (6.4.13) 

/ = Гп + / 
©о 

Jjjdcù 

Мд(со) - Л/е(ш) 

Решению общего уравнения (6.4.12) по
священо много работ, где излагаются графиче
ские, графо-аналитические и численные ме
тоды [1, 2, 9, И]. 

6.5. ДИНАМИКА МЕХАНИЗМОВ 
С НЕСКОЛЬКИМИ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ 

Общие замечания. Особенность кинемати
ческих соотношений. Механизмы с нескольки
ми степенями свободы находят все большее 
применение в различных отраслях техники: 
динамические упругие муфты; трансформато
ры крутящих моментов; механизмы для сбор
ки покрьппек колес; вариаторы; дифференци
альные зубчатые механизмы; механизмы про
стейших автооператоров и роботов; вибраци
онные машины. При переходе от механизмов 
с одной степенью свободы к механизмам с 
двумя степенями свободы обнаруживается 
принципиальное различие этих систем как по 
форме уравнений движения, так и по сути 
этого движения. При большем числе степеней 
свободы механизмов возрастает громоздкость 
уравнений. 

Общее описание движения рассмотрено 
на примере пятизвенного шарнирного меха
низма с двумя степенями свободы (рис. 6.5.1). 
Положения и скорости звеньев этого механиз
ма определяются двумя обобщенными коор
динатами щ и ф4 . За начало координат 

принята точка А. Тогда положение точки С 
определяется радиусом-вектором 

t =^с(фьФ4)- (6.5.1) 

Положение всех точек звеньев 2 и 
определяется аналогичными функциями. 

Тогда переменные разделяются и реше
ние приводит к квадратуре 

Рис. 6.5.1. Пятизвенный шарнирный механизм с двумя 
степенями свободы 



492 Глава 6. ДИНАМИКА МАШИН 

Для определения скорости точки С диф
ференцируется выражение (6.5.1) по времени 

drç ^ drç ащ ^ drç dp4 
dt àpi dt ^ 4 dt 

Уравнения движения механизма. Для опи
сания движения механизма воспользуемся 
уравнениями Лагранжа второго рода: 

Введены обозначения 

дгс_ 
= ^С,\ ^Ф1 ^ . Ф4_ 

dt ^' dt 
: ©4. Величи-

— - т — = ^ n i ; 
d(dT^ дТ _ 
dt[d(ùi 

d_ 
dt f — 1 дТ 

аф4 
= ^ л 

(6.5.4) 
ны Uc и W(7 являются аналогами линейных 
скоростей точки С. Физический смысл их 
следующий: йс - скорость точки С при 

условии, что © 4 = 0 , a c o i = l с"̂ ; uç - ско

рость точки С при условии, что со 1 = О, а 

(04=1 с"1. Тогда v^ = йс.^х + (̂7 CÙ4 . Век

торы ûç и «с определяются обычными 
приемами кинематики для механизмов с од
ной степенью свободы, заданием поочередно 
0)4=0 и © 1 = 0 . Таким образом, 

Щ = «С, (фЬ Ф4) > «С4 = «С4 (ФЬ Ф4) • 
Функции двух переменных получены либо в 
виде семейства кривых, либо в виде массивов 
чисел при фиксированных звеньях соответ
ственно 4м 1. 

Действительная скорость точки С 

Vc =^С1(ФЬФ4)«1 +«С4(ФЬФ4)^4-
(6.5.2) 

Углы поворота звеньев 2 и J и их угло
вые скорости будут функциями двух перемен
ных ф1 и ф4 . Так, фз = Фз(фЬ Ф4) > ^ ско
рость 

^ ^ афз flfepi ^ афз ^Ф4 
^ 1 dt оф4 dt 

Обозначая 

получим 

афз . . афз -z— = 'зь т.— 
api ар4 '34' 

«3 = '*31(фЬ Ф4)®1 +''34(ФЬ Ф4)®4 • 
(6.5.3) 

Аналоги угловых скоростей /31 и /34 опреде

ляются так же, как ûç и ûç . 

где Мп1 - приведенный (обобщенный) мо

мент к координате ф^ ; Mj^^ - приведенный 

(обобщенный) момент к координате ф4 . 
Приведенные моменты определяются как 

обычно из равенства мощностей. Пусть к зве
ну 3 приложен момент Мз, к звену 2 - сила 
Fi в точке К2У К звену 1 - момент М\у а к 
звену 4 - момент М/\. Тогда мощность всех 
сил, приложенных к механизму, 

W = Mi(ù I + М^О) 3 + ^2^2 "̂  ^ 4 ® 4 • 

Скорость точки К2 приложения силы 

^2 = "21 (фЬ Ф4)«1 + "24(фЬ Ф4)®4 • 

Угловая скорость ©з звена 3 

«3 = '31(фЬ Ф4)®1 + '34(фЬ Ф4)о^4 • 

Подставляя эти выражения в формулу для 
мощности, получим 

W = MJJ I©I + Mn4û)4 > (6.5.5) 

где 

^ п 1 =Mi+ F2U21 + Л/з/31 ; 

Л/п4 = Л/4 + /̂ 2«24 + ^3'34 • 

Для составления выражения для кинети
ческой энергии механизма запишем вначале 
кинетическую энергию у-го звена через обоб
щенные координаты и обобщенные скорости: 

Tj=0^mjyl^ + 0 , 5 / ^ . © ] , 

где ГП: и ©у - соответственно масса и угло

вая скорость у-го звена; v̂ * - скорость центра 
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у-го звена; / ^ . - момент инерции у-го звена 
относительно его центра. 

В дальнейшем для простоты опустим ин
декс S у скорости и момента инерции: 

Как было показано выше, скорости 

\j = Uji{(pi, ф4)с01 -f 1/у4(ф1, 9 4 ^ 4 ; 

^j = Ô'l(^b Ф4)®1 +0'4(фЬ 9 4 ^ 4 • 

Возводя их в квадрат, получим: 

\j= «yicûi + 2UjiUj4 cosYyCûiC04 + «74^)4 ; 

где у j - угол между векторами Ыд и Uj4 . 
Кинетическая энергия у-го звена в раз

вернутом виде 

Tj = 0,5/ЛуШд©^ -f 2ujiUj4 ces Y у© 1(04 + 

+w]4co )̂ + 0,5/y(/]j(û2 +2/yi/y4COico4 +/J4œ4) + 

+0^|myW?i 4- /y/yi)cûi + {ntjUjiUj^ C0SY4 + 

+/y/yi/y4)©lCû4 +0,5lmyWy4 +/у/у4|©4 . 

Суммирование по всем звеньям меха
низма дает полную кинетическую энергию 
механизма 

9 9 
Т = 0,5/iiCûf + /14CÛ1CÛ4 + 0,5/440)4 , 

(6.5.6) 

где /ц =ХН"Л "̂ -̂ У̂ уф 
; 

A4 = Х К " Л " Я coSYy ^Jjij\ij^) ; 

«̂44 =ХК"Я+'^7'Я)-

Так как величины Wyj, Wy4, /уь ô'4 ̂ "̂ 

висят лишь от обобщенных координат ф1 и 

Ф4 , то и инерционные коэффициенты / ц , 

/l4> «̂ 44 являются функциями ф̂  и ф4 . 
Этим инерционным коэффициентам можно 
дать интересное толкование. Инерционный 

коэффициент J\\ вычисляется как обыкно
венный, приведенный к звену 1 момент инер
ции механизма с одной степенью свободы, 
если закрепить звено 4. Меняя положение 
закрепленного звена 4^ можно каждый раз 
находить новое значение / ц . Таким образом 
можно получить однопараметрическое семей
ство кривых /11(ф1) при параметре ф4 , т.е. 

выразить функцию /11(ф1, Ф4) как поверх

ность в координатах / ц , ф^, ф4 . 
Аналогичные рассуждения можно при

вести и для инерционного коэффихшента /44 , 
который также является функцией двух пере
менных /44(фьФ4)-

Инерционный коэффициент /14 отлича
ется от обычного приведенного момента инер
ции. Величину / i4 нельзя рассчитывать как 
приведенный момент инерции условного ме
ханизма с одной степенью свободы, что можно 
сделать для / ц и /14 • При вычислении /^4 
следует считать,- что оба звена 1 м 4 движутся 
одновременно. В выражение для J^^ не вой
дут массы звеньев, положение которых зависят 
лишь от одной обобщенной координаты ф̂  

или ф4 . В отличие от J\\ и /44 «̂ 14 *̂® 
всегда существенно положительная величина. 

Таким образом, при приведении масс в 
механизмах с двумя степенями свободы все 
звенья можно разбить на три группы: 1) 
звенья, положения которых определяются 
лишь одной обобщенной координатой ф4 ; 
массы таких звеньев не могут входить в выра
жения / ц и / i4 » 2) звенья, положения кото
рых определяются лишь одной обобщенной 
координатой ф1 ; массы таких звеньев не мо
гут входить в выражение для /14 и /44 ; 3) 
звенья, положение каждого из которых опре
деляется двумя обобщенными координатами 
Ф1 и ф4 ; массы таких звеньев могут входить 

в любое из выражений / ц , /14 , /44 > Щ>^-

чем выражение для /14 целиком состоит из 
слагаемых, в которые входят массы только 
этого типа звеньев. 

Если окажется, что в механизме с двумя 
степенями свободы нет ни одного звена, по
ложение которого определяется двумя обоб
щенными координатами, то величина /^4 = О 
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и такой механизм распадается на два, каждый 
из которых имеет одну степень свободы, и 
между этими механизмами имеется силовая 
связь. К таким механизмам относятся меха
низмы, у которых кинематические цепи разде
лены упругими муфтами, упругими валами, 
ременными передачами, фрикционными сое
динениями и др. 

Из выражения кинетической энергии 
(6.5.6), выписывая необходимые производные 
в соответствии с уравнениями Лагранжа второ
го рода (6.5.4), можно получить уравнения 
движения: 

• ^ 1 1 - ^ + «̂ 14 
ûfcûd 1 dJ\\ 2 — ^ - f — —iJ-cûf + 
dt 2 dipi 

\ dJ\A 1 dJàA I 2 "^""4^— 2-â^H=^-^ 

T ^ ^ 4 ^ г У44 —7— -f ^14 
dt dt 2 dcp^ 

ÔJAA ( dJ-[A 1 dJ\ 1 

d(pi \ àpi 2 ^ 4 

(6.5.7) 

Решение сложной системы (6.5.7) нели
нейных дифференциальных уравнений второго 
порядка возможно, конечно, численньвс мето
дом с помощью ЭВМ. Следует отметить, од
нако, что коэффициенты этих уравнений яв
ляются сложными функциями двух перемен
ных ф1 и ф4 , которые должны быть предва
рительно вычислены. 

б.б. ДИНАМИКА МЕХАНИЗМОВ 
С ПЕРЕМЕННОЙ МАССОЙ ЗВЕНЬЕВ 

Под механизмами с переменной массой 
звеньев понимают механизмы, хотя бы у одно
го звена которого меняется масса или момент 
инерции или центр масс звена в процессе 
движения механизма. Такие механизмы в со
временной промьпштенности довольно широко 
распространены. Масса, как правило, этих 
механизмов меняется при взаимодействии 
рабочего органа с обрабатываемой средой. 

Примерами механизмов, где имеется 
взаимодействие звеньев с сьшучими телами, 
являются вагоноопрокидыватели, скиповые 
подъемники, погрузочные машины в горной 
промышленности, землеройные машины, ав
томатические весы периодического действия, 
весовые дозаторы непрерывного действия и 
др. Весьма распространенными являются ме
ханизмы с переменными массами, где рабочий 
орган взаимодействует с различными гибкими 
материалами. Сюда относятся различные мо

талки и разматыватели прокатных, плющиль
ных и волочильных станов, канатовьющие 
машины, текстильные и полиграфические 
машины и многие другие. 

Встречаются и такие механизмы, у кото
рых изменение массы происходит за счет при
соединения или удаления твердых тел, в этом 
случае масса меняется скачкообразно. Сюда 
относятся транспортирующие устройства для 
штучных изделий, скребковые конвейеры, 
некоторые автооператоры и роботы и др. 
Иногда к механизмам с переменной массой 
могут быть отнесены механизмы, в которых 
рабочий орган взаимодействует с жидкими 
телами, например, чугуновозы, конверторные 
установки, гидравлические аксиально-
поршневые машины, машины центробежного 
литья и др. 

В механизмах с переменной массой мо
гут изменяться инерционные параметры 
(масса, момент инерции, координата центра 
масс) в функции времени, положения меха
низма, а иногда и скорости вращения. 

Указанные инерционные параметры до
вольно часто точно или приближенно могут 
рассматриваться как детерминированные 
функции. (Здесь рассматриваются только такие 
случаи). Естественно, при изучении механиз
мов с переменной массой опираются на сведе
ния из механики переменных масс. 

Звено как тело переменной массы и его 
кинетическая энергия. Под телом переменной 
массы понимают систему точек переменной 
массы /Wy, расстояния между которыми в 
процессе движения тела остается неизменны
ми. В таком теле могут изменяться: масса, 
моменты инерции, координата центра масс. 
Кинематика такого тела не отличается от ки
нематики твердого тела постоянной массы. 
Уравнение движения центра масс тела пере
менной массы формулируется следующим 
образом в виде теоремы: центр масс тела пе
ременной массы движется как точка затвер
девшей массы, в которой сосредоточена масса 
тела в Данный момент и к которой приложены 
силы - главный вектор активных внешних сил 
и главные векторы реактивных сил. Уравнение 
движения 

dt 
+ R^ + R^ +Ф , 

где v^ep - переносная скорость центра масс; 
F - главный вектор активных внешних сил, 
приложенных к телу; R^ = 2_,^^ - главный 

V 

вектор Кориолисовых сил инерхщи, прило
женных к телу; R^ =2\^v - главный вектор 
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сил инерции относитеяьного движения, при
ложенных к телу; Ф - главный вектор им
пульсных сил, приложенных к телу. 

Кинетическая энергия тела с переменной 
массой, вычисленная относительно неподвиж
ного начала координат О, 

To="^0,5m^wl=^0,5m v^v^v > 

где v^ - скорость точки v тела переменной 
массы (суммирование идет по всем точкам v 
тела переменной массы). 

Кинетическая энергия тела относительно 
центра масс tS* 

Ts =J^0,5m^yls. 

где v̂ *̂ - относительная скорость точки v 
относительно S (суммирование ведется по 
всем точкам v ). 

Из механики переменной массы извест
но, что кинетическая энергия 

То = 7 > +0,5mviep-0,5mvloT> (6.6.1) 

где VQT - относительная скорость перемеще
ния центра масс звена в системе координат, 
связанной со звеном. 

В частном случае V^OT=0> тогда 

^Л1ер=^^ и Го = Гу + O^mv̂ " > т.е. выра
жение совпадает с выражением теоремы Кени-
га для тела постоянной массы. 

Следует обратить внимание, что в выра
жении кинетической энергии (6.6.1) содержит
ся член со знаком минус, который уменьшает 
энергию Т^. Это объясняется тем, что кине
тическая энергия 7^ тела вычислена относи
тельно перемещающегося внутри тела центра 
масс. 

Уравнение движения механизмов с пере
менной массой звеньев. Общности ради допус
кается, что все звенья в механизме имеют пе
ременную массу. Выразим кинетическую 
энергию у-го звена массой nij в форме, удоб
ной для динамики механизмов (рис. 6.6.1). 

Тогда 

где v̂ -QT " относительная скорость центра 
масс звена, которая определяется исходя из 

Рис. 6.6.1. Схема расчета звена у механизма 
с переменной массой, в котором центр масс S j 

перемещается относительно границ звена У 

характера изменения массы звена; v^nep -
переносная скорость центра масс звена, кото
рая может быть определена, например, мето
дом планов скоростей, так как это скорость 
той точки звена, которая в данный момент 
совпадает с центром масс звена. 

Кинетическая энергия у-го звена относи
тельно центра масс этого звена 

Ts. =20 ,5m,v2^^ . 
V 

Так как центр масс звена перемещается 
внутри звена со скоростью v̂ - от> '^^ 

где p^s, - радиус-вектор точки v звена с 

началом этого вектора в центре масс Sj . 

Возводя в квадрат v̂ *̂ и подставляя его 

в выражение для 7^. , получим: 

V 

V 

V V 

V 

+0,5mv2^^^. (6.6.2) 
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где J^. = 7 /Wyp^y - момент инерции зве-
V 

на относительно его центра масс; по форме он 
совпадает с моментом инерции звена с посто
янной массой, но Шу - переменная величина 
и, так как центр масс Sj перемещается внутри 
звена, то ^у^. изменяется. 

Сумма 

V V 

= ©у X mjps.Sj = О, 

где rrij 
Тогда 

масса всего звена; pss 

Тс. =0 ,5 / с . со?+0 ,5m,v^^ , 

a следовательно, 

Tj=o^Jsyj^OMjyl,,,. (6.6.3) 

Кинетическая энергия звена с перемен
ной массой равна сумме кинетических энергий 
затвердевшего звена во вращательном движе
нии относительно центра масс и в переносном 
движении центра масс, причем скорость пере
носного движения центра масс звена является 
скоростью той точки звена, которая в данный 
момент совпадает с перемещающимся центром 
масс. 

Последняя форма кинетической энергии 
очень напоминает форму для кинетической 
энергии звена с постоянной массой, но при 
этом / ^ . , т у и Vj 'nep - переменные вели
чины. Конечно, могут быть частные случаи, 
когда любая из этих величин будет постоянной 
величиной. Если все они постоянные, то по
лучается обычное выражение для кинетичес
кой энергии звена с постоянной массой. 

Пользуясь последним уравнением кине
тической энергии, лепсо составить выражение 
дня приведенного момента инерции механизма 
(приведенной массы). Как обьино, определя
ется приведенный момент инерции механизма 
исходя из равенства кинетических энергий 
звена приведения и всего механизма: 

0,5/„о)2=2:(о,5/^,со]+тД„^р). 
J 

Откуда 

-f m. 
^SjU ер 

(6.6.4) 
Форма совпадает с обычным выражением 

приведенного момента инерции для механиз
мов постоянной массы. Особенности связаны 
с тем, что приведенный момент инерции мо
жет определяться не только положением ф 
звена приведения механизма, но и, например, 
временем, если масса каких-либо звеньев за
висит от времени, m = m(t) . Даже если масса 
звена изменяется в функции угла поворота ф, 
т.е. зависит от положения звена m = ^(ф) , то 
и в этом случае приведенный момент инерции 
количественно будет другим, тем более что 
часто масса звена изменяется непериодически. 
Таким образом, приведенный момент инерции 
в механизмах переменной массы является 
функцией не только положения, но и времени 
(а может быть, и скорости) и не является пе
риодической функцией. В дальнейшем если 
приведенный момент инерции будет зависеть 
от массы, его выражение будет представлено в 
общем виде так: / „ = / „ (m, ф) . 

Приведсние сил в механизмах с пере
менной массой выполняется по равенству 
мощностей приведенного момента (или при
веденной силы) и приводимых сил и момен
тов. Все внешние силы (движущие и силы 
сопротивления) приводятся обычным образом, 
поэтому ниже рассмотрено лишь приведение 
реактивных сил. Приведенный момент реак
тивных сил 

Ж WJ ""^^J^^JY^' 

где Rj^, Rj , Фj - главные векторы кориоли-
совых сил инерции, сил инерции относитель
ного движения и ИМПуЛЬСИВНЬЕХ сил прило
жен НЬЕХ к у-му звену; v .• - скорость точки 
приложения реактивных сил. 

В частных случаях некоторые из векто
ров, а возможно и все, равны нулю или на
столько малы, что ими можно пренебречь. Для 
составления уравнения движения машинного 
агрегата используется теорема об изменении 
кинетической энергии механизма как система 
твердых тел с учетом принципа затвердевания 
(переменную массу выносят за знак диффе
ренцирования как постоянную величину и 
оператор отмечают звездочкой.) Для этого 
случая 
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d*T = dA + dAR, 

где 7" = 0,5/п (m, ф)о) - полная кинетичес
кая энергия механизма; dA = Мд d(p - М^ d(p 
- элементарная работа всех внешних движущих 
сил и сил сопротивления; dA^ = !Md(p - эле
ментарная работа всех реактивных сил. 

После деления левой и правой части на 
di^ получено 

^ [ 0 , 5 / „ {îh, ф)(о2] = Мд - 3 / , + Л/. 

Производная 

d*_ 
d(p 2 2 d(p 

0)2 d*J^[m, ф) . ûfcû 

c// 

cù2^f l fVn(^, ф) 
"^2 dp 

Уравнение движения машинного агрегата с 
переме)1ной массой 

. / ~ 4ûb 0)2 ûfVn{m, ф) 

изгибаться, растягиваться, сжиматься. Все ма
териалы, из которых изготовляют звенья, де
формируемы, и в некоторых задачах нельзя не 
считаться с этим при изучении динамики ма
шин, тем более что иногда необходимо вво
дить упругие элементы в цепи механизмов, 
например упругие предохранительные муфты. 
Совсем нельзя не учитывать упругость звеньев 
при изучении колебательных процессов в ма
шинах. Учитывать все виды деформаций зве
ньев и соединений их в кинематические пары 
нет необходимости, так как в практических 
задачах только отдельные узлы или даже от
дельные звенья имеют значительно большие 
податливости по сравнению с другими. 

Учет упругости звеньев и диссипации 
энергии рассмотрен на примере зубчатого 
редуктора с упругими звеньями, входящего в 
состав машинного агрегата. На рис. 6.7.1, а 
приведена схема такого агрегата. Будем учиты
вать деформацию вала между двигателем D и 
входным звеном 2 редуктора, деформацию 
зубьев в обеих парах зубчатых колес и дефор
мацию вала между выходным звеном 5 редук
тора и рабочей машиной М. 

Характер упругих деформаций следую
щий: валы скручиваются; зубья колес изгиба
ются. Упругая деформация характеризуется 
жесткостью или, точнее, коэффициентом жес
ткости упругого элемента. Коэффициент жест
кости - это коэффициент пропорциональности 
между силой (моментом) и деформацией. Эти 
коэффициенты имеются в справочниках по 
сопротивлению материалов и зависят от гео
метрии упругого элемента и материала, из 

= Мд - Мс + Л/ . (6.6.5) 

По форме уравнение (6.6.5) похоже на 
уравнение движения машинного агрегата с 
постоянной массой, но имеет особенности. В 
правой части уравнения кроме привычных 
приведенных моментов движущих сил и сил 
сопротивления имеется момент реактивных 
сил, а в левой части стоит производная со 
звездочкой, которая позволяет за знак этой 
производной выносить массу fh . 

Это и без того сложное нелинейное 
уравнение второго порядка еще усложняется 
наличием переменных масс, поэтому решать 
такие уравнения наиболее целесообразно чис
ленным методом с использованием ЭВМ [2, 
7]. 

6.7. УЧЕТ УПРУГОСТИ ЗВЕНЬЕВ И 
ДИССИПАТИВНЫХ СВОЙСТВ СИСТЕМЫ 

Звенья машинного агрегата не являются 
абсолютно жесткими недеформируемыми те
лами, поэтому в процессе движения механиз
мов отдельные звенья могут скручиваться. 

^ов » ^ов 

D 
1 ^ 2 
1 '^ i \ " ^ i 

3 

1 

S А^ 

\ ^VTTX^ 1 

V 
5 S 

] Р751 i 

'^Mf^M 

M 

4 

о) 

V>D ^ Л Т ' 

JD^^D 
б) 

Jfl^f^M 

Рис. 6.7.1. Зубчатый редуктор с упругими звешлми 
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которого он изготовлен. Например^ жесткость 
при кручении вала 

с = с;/р//, 

где G - модуль сдвига при кручении; / р -
полярный момент инерции; / - длина скручи-
Baextoro участка вала. 

С учетом всех деформаций система имеет 
шесть степеней свободы, а не одну, если счи
тать все звенья редуктора жесткими. Однако 
если инерционные свойства редуктора несуще
ственны по сравнению с такими же свойства
ми двигателя и рабочей машины (что часто 
бывает), то для учета упругих свойств редукто
ра можно построить динамическую модель 
машинного агрегата с приведением жест-
костей, как при приведении сил и масс. 

На рис. 6.7.1, б показана модель, в кото
рой упругие свойства редуктора представлены 
схемой упругого вала с приведенной жест
костью. Известно, что при последовательном 
соединении упругих элементов, как в этом 
редукторе, приведенный коэффициент жест
кости О, условного вала находится из форму
лы 

1 1 

Q i 
1 1 1 

С4зА54 

1 
Q2/W54 Q l / ' «52 

(6.7.1) 

Здесь коэффициент Q i = Л/5/фб нахо
дится при условии, что сечение 1 неподвижно, 
а момент М(, прикладывается к сечению 6\ 
Сб5, С54, С43, Сз2, Сц - коэффициенты 
жесткости между соответствующими сечения
ми; W54, ^52 - передаточные отношения зубча
тых передач между колесами 5-4 и 5-2. Таким 
образом, получена система с двумя степенями 
свободы с обобщенными координатами ф/) и 

Фд/ .̂ Исследование динамики систем с упру
гими свойствами приводит к изучению движе
ний колебательного характера, а в таких случа
ях нужно учитывать и диссипацию энергии, 
связанную с внешним и внутренним трением в 
элементах машин. Так как деформации обыч
но в таких системах малы, наиболее распро
страненный вид трения приближенно прини
мается в виде моментов или сил трения, про
порциональных скорости относительного дви
жения. Для рассматриваемой модели (рис. 
6.7.1, б) момент трения в системе 

^тр = -^(Фм -Ф/)), 

где К - коэффициент вязкого сопротивления, 
приведенный к сечению 6, который опреде
ляется опытным путем. 

Система двух уравнений движения (двух 
звеньев приведения) - валов рабочей машины 
и двигателя - следующая: 

= Мм - Сп (Фм - Ф/)) - K{(ùM - û)/)) ; 

(6.7.2) 

При формальной замене в схеме редуктора 
условным валом следует сохранить кинемати
ческие параметры в сечении 6 без изменений, 
а кинематические параметры в сечении 1 нуж
но подкорректировать, так как передаточное 
отношение редуктора в схеме вал как бы ис
чезло, поэтому 

Ф/)=Ф1"52; ^/)=й)1«52; " ^ = - ^ " 5 2 

Корректировка приведения сил и масс двига
теля следующая; 

/ л = zJQL 
«52 

dJp 
d(pj) 

1 dJ Db 
«52 ащ 

Mj) = _MDL 
«52 

Система уравнений (6.7.2) позволяет ре
шать динамические задачи как устано
вившегося, так и переходньос режимов движе
ния агрегата, изучать колебания, влияние 
упругости звеньев и демпфирующих свойств в 
системе [9-12]. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Артоболевс1а1й И. И. Теория механиз
мов и машин. М.: Наука, 1988. 640 с. 

2. Бессонов А. П. Основы динамики ме
ханизмов с переменной массой звеньев. М.: 
Наука, 1967. 280 с. 

3. Вейц В. Л., Кочура А. Е. Динамика 
машинных агрегатов с двигателями внутренне
го сгорания. Л.: Машиностроение, 1976. 384 с. 

4. Вульфсон И. И. Колебания машин с 
механизмами циклового действия. Л.: Маши
ностроение, 1990. 310 с. 



с и л ы и МОМЕНТЫ, ВЫЗЫВАЮЩИЕ КОЛЕБАНИЯ СТАНИНЫ 499 

5. Динамика машин и управление маши
нами: Справочник / В. К. Асташев, В. И. Ба
бицкий, И. И. Вульфсон и др. М.: Машино
строение, 1988. 240 с. 

6. Дроздов Ю. Н., 11авлов В. Г., Пуч
ков В. Н. Трение и износ в экстремальных 
условиях: Справочник. М.: Машиностроение, 
1986. 224 с. 

7. Кинематика, динамика и точность ме
ханизмов: Справочник / Г . В. Крейнин, 
А. П. Бессонов, В. В. Воскресенский и др. М.: 
Машиностроение, 1984. 214 с. 

8. Кожевников С. Н. Динамика неста
ционарных процессов в машинах. Киев: Нау-
кова думка, 1986, 288 с. 

9. Коловский М. Г. Динамика машин. Л.: 
Машиностроение, 1989. 280 с. 

10. Левитский Н. И. Колебания в меха
низмах. М.: Наука, 1988. 336 с. 

11. Левитский Н. И. Теория механизмов 
и машин. М.: Наука, 1990. 592 с. 

12. Теория механизмов и машин: Учеб. 
для втузов / К. В. Фролов, С. А. Попов, 
А. К. Мусатов и др.; Под ред. К. В. Фролова. 
М.: Высшая школа, 1987. 496 с. 

Глава 7 

УРАВНОВЕШИВАНИЕ 
МЕХАНИЗМОВ 

7.1. СИЛЫ И МОМЕНТЫ, 
ВЫЗЫВАЮЩИЕ КОЛЕБАНИЯ СТАНИНЫ МЕХАНИЗМА 

В шарнирных механизмах звенья обра
зуют только вращательные кинематические 
пары. Если механизм содержит не только 
вращательные, но и поступательные, цилин
дрические и сферические кинематические 
пары, то он относится к категории рычажных 
механизмов. Неподвижным звеном механизма 
является станина. 

Входное звено О {Ai механизма произ
вольной структуры (рис. 7.1.1, а) нагружено 
движущи?к1 моментом Л/д^, а выходное OjAj -
силой Р(; полезного сопротивления. В общем 
случае механизм имеет п подвижных звеньев, 
из которых к звеньев образуют со станиной 
кинематические пары. Если звенья механизма 
отсоединить от станины, а их действие на ста
нину заменить силами реакций, то можно 

получить систему сил Rj (рис. 7.1.1, б). Силы 

Rj (У = 1, 2, ..., к) можно привести к точке 
Oj, тогда на подшипник входного звена дей
ствует сила 

е=?с+1с,-х 
/=1 

nti 
v/=i у 

(7.1.1) 

и момент, воспринимаемый станиной (рис. 
7.1.1, в), 

M = М^^ + Mo(Pc)^t^Mo(Щ-

п п 

/=1 /=1 

(7.1.2) 
В выражениях (7.1.1) и (7.1.2) МАРЛ 

п 
и 2_, ̂ 0{pi) • моменты относительно центра 

/=1 

Ql \ Pc - сила; Gi (/ = 1, 2, ..,, п) - сила 
тяжести подвижных звеньев механизма; ё/ и 
/ j / - соответственно вектор углового ускоре
ния и момент инерции /-го звена относитель
но оси, проходящей через точку Sf перпенди
кулярно к плоскости 0\ ху \ nii и â^i - соот
ветственно масса /-ГО звена и вектор ускоре
ния ее центра; а^ - вектор ускорения центра 

/ 

V/=l У 
подвижных звеньев механизма; 

q^,Q - плечо неуравновешенной силы ЩС1^1 
относительно центра О .̂ 

s) 
Рис. 7.1.1. Силы и моменты, 

действующие на станину механизма 
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Формулы (7.1.1) и (7.1.2) определяют со
ответственно главный вектор и главный мо
мент неуравновешенных сил, действующих на 
станину плоского механизма произвольной 
структуры. Таким образом, в самом общем 
случае неуравновешенная сила, действующая 
на станину плоского механизма, равна геомет
рической сумме внешних сил, приложенных к 
звеньям механизма, и произведения со знаком 

f . \ 
минус общей массы 

/=1 
подвижных 

звеньев механизма на ускорение а^ центра 
этой массы. Сила (7.1.1) и момент (7.1.2) яв
ляются в общем случае переменными по вели
чине и направлению и поэтому вызывают вы
нужденные колебания станины. Такой меха
низм является неуравновешенным. 

Полное уравновешивание механизма 
представляет собой сложную теоретическую и 
инженерную задачу. На практике при упро
щенном решении этой задачи не учитывают 
воздействие на станину внешних сил 

/=1 
и движущего момента Л/дв, а 

^ = 4 

также принимают частоту вращения входного 
звена постоянной. В этом случае вектор силы 

^ п \ п 

V/=l ) Ы\ 
являющейся одним из слагаемых формулы 
(7.1.1), и момент 

п п 
^ = " Х -^si^i - X ^i^siЯs, О, > (7.1.4) 

/=1 /=1 
входящий в выражение (7.1.2), называют соот

ветственно главным вектором и главным мо
ментом неуравновешенных сил механизма. 

Механизм, для которого модуль силы 
(7.1.3) 

Р = 0, (7.1.5) 

называют статически уравновешенным меха
низмом. У такого механизма центр массы 
f п Л 

т, всех его подвижных звеньев остается 
V/=l J 
неподвижным при работе механизма. 

Если на станину не действует момент 
(7.1.4), т.е. 

М = 0, (7.1.6) 
то механизм имеет моментную уравновешен
ность. Когда условия (7.1.5) и (7.1.6) выпол
няются одновременно, механизм будет уравно
вешен динамически. 

Следует отметить, что точное динамиче
ское и даже статическое уравновешивание 
механизмов очень трудно выполнить просты
ми конструктивными средствами. Поэтому на 
практике механизмы обьпно уравновешивают 
приближенно путем уравновешивания, напри
мер, только первых гармоник главного вектора 
(7.1.3) и главного момента (7.1.4) неуравнове
шенных сил, а также другими способами. 

7.2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

В теории уравновешивания механизмов 
большое распространение получили понятия: 
главные точки подвижных звеньев и векторы 
главных точек. 

Главные точки Hi (/ = 1, 2, 3) звеньев 
шарнирного четырехзвенного механизма (рис. 
7.2.1, а) можно определить при помощи 

Л; //, 

АО '^ , "' 

О О 9 *R о А ВО *л • ОС 

où 

я, s^ 

Ос 

Рис. 7.2.1. Схемы экспериментального определения главных точек звена 
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призмы. Для этого кинематическая цепь ОАВС 
механизма отсоединяется от станины и кладет
ся на ребро призмы /7 последовательно каж-
дьп^ ее звеном так, чтобы вся цепь находилась 
в равновесии (рис. 7.2.1, б - г). Точка Н^ 
(/ = 1, 2, 3) /-ГО звена, расположенная над 
ребром призмы, будет главной точкой этого 
звена. 

В соответствии с рис. 7.2.1, б - г точки 
Hj (/ = 1, 2, 3) можно определить теоретиче
ски по векторам главных точек звеньев 1, 2, 3: 

77 niiOSl + (/̂ 2 + Щ)ОА 
/ÎJ = ; 

ftli + /7Î2 + /W3 

т- _ m2AS2 + т^АВ 

ы = т^ВЗз 
ТП\ + /И2 "'" ^Ъ 

(7.2.1) 

(7.2.2) 

(7.2.3) 

В теории механизмов доказано, что 
центр S масс подвижных звеньев механизма 
произвольной структурой определяется векто
ром 

05 = £/ | , , (7.2.4) 
/=1 

где hi - вектор главной точки /-го звена; п -
число подвижных звеньев механизма. 

Для рассматриваемого механизма (рис. 
7.2.1, д) 

oS ^hx+hi+h^. (7.2.5) 

7.3. СТАТИЧЕСКИЕ 
И ДИНАМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ШАТУНА 

Шатун является звеном, не входящим в 
кинематические пары со станиной механизма, 
поэтому оно совершает в общем случае 
плоскопараллельное движение. Примером 
шатуна Яхшяется звено АВ кривошипно-
ползунного механизма ОАВ (рис. 7.3.1, а). На 
этом же рисунке показаны планы скоростей 
OAs2bO и ускорений OAsjb'O этого механиз
ма, совмещенные с его схемой. Из механики 
известно, что масса т2 шатуна действует на 
соединенные с ним звенья механизма с силой 

Pis =-^^2s^ (7.3.1) 
приложенной в центре S2 массы шатуна, и 
парой сил с моментом (рис. 7.3.1, б) 

Щ = "Jls^l • (7.3.2) 

Статическая модель шатуна представляет 
собой невесомый стержень с двумя точечными 
массами: 

ЩА = ^2 Ь + а Щв = ^2 а + Ь' 
(7.3.3) 

расположенными в центрах вращательных пар 
Аи В (рис. 7.3.1, в). Из формул (7.3.3) следу
ет, что у шатуна и его статической модели 
массы и координаты центров масс одинаковы. 
Точечные массы действуют на невесомый 
стержень АВ с силами 

Рис. 7.3.1. Статичесгае (в, г) и 
динамические (д, е) модели шатуна 
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(7.3.4) 

где â2A> '^2В ' векторы ускорений точек А и 
5 шатуна (рис. 7.3.1, в). 

Если силы (7.3.4) привести к центру ^2, 
то получим также статическую модель шатуна 
(7.3.1, г), на котор/ю будут действовать: 

сила 

-̂ 9.9 - Рул -^ Р' ns 2А ^2В^ 

пара сил с моментом 

М2 = -abm22,2. 

(7.3.5) 

(7.3.6) 

Сила (7.3.5) равна силе (7.3.1), а момент 
(7.3.6) отличается от момента (7.3.2) на вели
чину 

АЛ/2 =М2-'М'2. (7.3.7) 

Отсюда следует, что динамическая мо
дель шатуна (рис. 7.3.1, д) будет представлять 
собой невесомый стержень с точечными мас
сами (7.3.3), нагруженный динамическим мо
ментом (7.3.7) 

АЛ/2 = -rn2[p2S - û^)e^. (7.3.8) 

Таким образом, на динамическую модель 
шатуна будут действовать силы (7.3.4) и пара 
сил с моментом (7.3.8). В частном случае, при 

pis = ab (7.3.9) 

момент (7.3.8) будет равен нулю, поэтому при 
условии (7.3.9) динамическая модель шатуна 
будет представлять невесомый стержень с дву
мя точечными массами /«2^, m2s (рис. 7.3.1, 
е), на который действуют только силы (7.3.4), 
Если эти силы привести к центру, то получит
ся схема сил, показанная на рис. 7.3.1, б. 

Следует отметить, что момент (7.3.6) 
действует в статической модели шатуна на 
стрежень АВ (рис. 7.3.1, г) всегда в направле
нии, противоположном угловому ускорению 
шатуна. Что касается направления момента 
(7.3.8), приложенного к динамической модели 
шатуна, то оно зависит от знака разности 
P2S -^à и поэтому может как совпадать, так 
и не совпадать с направлением ускорения ша
туна. Очевидно, при условии p2s < cib мо

мент (7.3.8) и угловое ускорение 82 шатуна 
имеют одинаковые направления, а в случае 
Р25' > cib направление момента (7.3.8) будет 
противоположно направлению углового уско
рения 82-

7.4. МЕТОДЫ СТАТИЧЕСКОГО 
УРАВНОВЕШИВАНИЯ МЕХАНИЗМОВ 

Метод нуль-векторов. Этот метод позво
ляет точно уравновешивать механизмы произ
вольной структуры. Рассмотрим шарнирный 
четырехзвенный механизм ОАВС (см. рис. 
7.2.1, а). Положение центра масс подвижных 
звеньев механизма определяется в соот
ветствии с формулой (7.2.5) вектором 

oS =h[ +h2-^h^y 

как показано на рис. 7.2.1, д. При выполнении 
условий 

Аз=0; 

Â2=0; 

Âi=0 

(7.4.1) 

(7.4.2) 

(7.4.3) 

центр iS* общей массы всех подвижных звеньев 
механизма всегда будет совпадать с его непо
движной точкой 0. Поэтому в соответствии с 
(7.1.3) механизм ОАВС (см. рис. 7.2.1) сде
лается статически уравновешенным. 

Условия (7.4.1), (7.4.2) и (7.4.3) полнос
тью определяют координаты центров масс 
звеньев механизма ОАВС и необходимы для 
его уравновешивания. Из (7.4.1) и (7.2.3) сле
дует, что центр 5з массы звена ВС должен 
совпасть с точкой В; из (7.4.2) и (7.2.2) полу
чим, что с точкой 1S3 будет совпадать центр *S2, 
3 маср двух звеньев АВ и ВС; из (7.4.3) и 
(7.2:1) становится очевидным, что в точке О 
должен находится центр Si^ 2, 3 ^^сс подвиж
ных звеньев шарнирного четырехзвенного 
механизма ОАВС (рис. 7.4.1, а). 

Метод подобия. Для статического урав
новешивания шарнирного четырехзвенного 
механизма ОАВС необязательно требовать 
обращения в нуль векторов 1ц ( / = 1, 2, 3) 
главных точек звеньев. Тот же результат полу
чится, если воспользоваться методом подобия. 
Для этого необходимо, чтобы многоугольник 
OabS, построенный из векторов hf (/ = 1,2, 
3) главных точек звеньев, был подобен кине
матической цепи механизма (рис. 7.4.1, б). В 
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Ô) 

Рис. 7.4.1. Уравновешивание шарнирного 
четьфехзвенного механизма методами 

нуль-векторов и подобия 

этом случае вектор 0S , определенный форму
лой (7.2.4), сделается постоянным по модулю 
и направлению, а механизм - статически урав
новешенным. 

Из подобия многоугольников OabS и 
ОАВС можно, учитывая формулы (7.2.1) -
(7.2.3), определить дисбалансы звеньев О А и 
ВС: 

Di = miOSi = -rniAh ; 

(7.4.4) 

Они необходимы для уравновешивания 
механизма. В равенствах (7.4.4) /и^, т^ обо
значают массы 1фивошипа I и коромысла J, а 
OSi и CS^ - модули эксцентриситетов этих 

масс; /i , /з - длины звеньев i, 3 (рис. 7.4.1, 
в). 

После реализации (7.4.4) центр масс под
вижных звеньев механизма будет находится на 

линии 

ÔS = ОС-

ОС 
щ -^ Щв 

на расстоянии 
от точки О, что непо-

средственно следует из рис. 7.4.1, в. 
Метод точечных масс. Уравнение (7.4.4) 

можно интерпретировать по-другому. Если 
шатун АВ механизма ОАВС (рис. 7.4.1, в) 
заменить статической моделью, показанной на 
рис. 7.3.1, в, и перенести точечные массы 
ni2A> f^2B соответственно в точку А криво
шипа ОА и ъ точку В коромысла j5C, а затем 
уравновесить эти массы массами mj, /W3 зве
ньев i и 5, то условия уравновешенности вра-
Ш[ающихся звеньев 1 и 3 можно представить в 
форме уравнений (7.4.4). Такая интерпретация 
уравнений (7.4.4), называемая обычно методом 
уравновешивания механизмов точечными мас
сами, может быть полезной в некоторых слу
чаях при уравновешивании механизмов с 
симметричными звеньями. 

Метод уравновешивания механизмов с не
симметричными звеньями. Несимметричным 
звеном (рис. 7.4.2, а) назьшается звено, у ко
торого центр массы не лежит на оси АВ и 
имеет в общем случае координаты 
а = AS'; b = S'S . Параметр b принято назы
вать отрезком несимметричного звена АВ. 

Механизмы с несимметричными звенья
ми (произвольной структуры) могут быть 
уравновешены методом подобия [6-8]. Пока
жем это на примере шарнирного четырехзвен-
ника механизма ОАВС с несимметричным 
шатуном (рис. 7.4.2, б). Согласно теории ме
ханизмов [7] центр общей массы п подвижных 
несимметричных звеньев механизма опреде
ляется вектором 

о^=£л/+£л/, (7.4.5) 
/«1 ы\ 

где hi, hi' - векторы главных точек /-го звена 
и его отрезка. 

Если многоугольники ОаЬс и cûi^iS, 

построенные соответственно из векторов кц 

(/ = 1, 2, 3) и h- (/ = 1, 2, 3), подобны ки
нематической цепи механизма ОАВСу то меха
низм статически уравновешен, так как в этом 
случае вектор (7.4.5) постоянен по величине и 
направлению, а ускорение центра S равно 
нулю при работе механизма. 

Таким образом, для статического уравно
вешивания механизма с несимметричными 
звеньями методом подобия необходимо и до
статочно вьшолнение условий: 
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ал 

ОА 

_Л2 . 
АВ' 

АВ 

'ВС 

'ВС (7.4.7) 

Они представляют собой отношения сход
ственных сторон многоугольников OABQ 
ОаЬси caibiS ; 

то для решения задачи достаточно воспользо-
(7.4.6) ваться формулами (7.4.4), полученными при 

условии (7.4.9). Применительно к шарнирно
му четырехзвеннику формулы (7.4.4) при ус
ловии (7.4.8) примут вид: 

nS(a,B) 

, q > -

Рис. 7.4.2. Уравновешивание шарнирного 
четырехзвенного механизма 

с несимметричными звеньями методом подобия 

Если принять во внимание, что равен
ство (7.4.6) справедливо как при 

Ь, ^ о, (/• = 1, 2, 3). 

так и при 
bi = о, (/ = 1, 2, 3). 

(7.4.8) 

(7.4.9) 

ntiûi = ffi2(/2 - a2)li I h ; (7.4.10) 

m-iu'i = miath l h • (7.4.11) 

Модули л,' (/ = 1, 2, 3) определяются, 
так же как и модули А/ (/ = 1,2, 3), экспери
ментально при помощи призмы П или по 
формулам 

h[ -
"\ -

Л2 = 

ч-

щ 

щ 

щ 

щК 
+ т2 + 

Щ^ 
+ /W2 + 

^ 2 ^ 
+ т2 + 

Щ 

Щ 

/?1з 

(7.4.12) 

очевидность которых следует из рис. 7.4.2, в, 
на котором показана схема определения моду
ля вектора Л/ для отрезка SiS[ звена О А. 

Равенство (7.4.7) распадается на два 
уравнения, которые с учетом (7.4.1) имеют 
вид: 

m^b^lk^m^b^lh'. (7.4.13) 

m^b^lh^m^b^lh^ (7.4.14) 

Уравнения (7.4.10), (7.4.11) и (7.4.12), 
(7.4.14) являются расчетными. Они содержат 
12 параметров т^ (/ = 1, 2, 3) - массы звень
ев; щ (/ = 1, 2, 3) и Ь^ (/ = 1, 2, 3) - коор
динаты центров масс; /̂  (/ = 1, 2, 3) - длины 
звеньев. Поэтому при проектировании уравно
вешенного шарнирного четырехзвенного меха
низма, можно выбрать произвольно восемь 
параметров, а оставшиеся четыре параметра 
определить из уравнений (7.4.10), (7.4.11), 
(7.4.13), (7.4.14). 

Пример, (см. рис. 7.4.2, 6). Заданы длины 
звеньев / j , /2, /3; масса ^2 шатуна АВ\ коор
динаты а^, ^2 центра массы /И2 . Следова
тельно, можно дополнительно выбрать еще два 
параметра, например абсциссы а^, ^з центров 
масс /Wi, /W3, а остальные параметры />[, ^з ^ 
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/Я1, /Пз найти из уравнений (7.4.10), (7.4.11), 
(7.4.13) и (7.4.14). Из уравнений (7.4.10), 
(7.4.11) 

mi = /И2 (h -a2)h/ («3^2)'; (7.4.15) 

Щ = ^2 a2h I Wl) ; (7.4.16) 
а из уравнений (7.4.13) и (7.4.14) 

bi=m2b2li/(hmi); (7.4.17) 

^ = / « 2 ^ з / ( / 2 ' « з ) - (7.4.18) 

Следует отметить, что при других исход
ных данных получится другое решение, однако 
оно будет определяться теми же уравнениями. 

Метод расчленения. Во многих случаях 
многозвенный механизм а целесообразно 
расчленить на к механизмов а/ ( Л: = 1, 2, ..., 
к) более простой структуры в отношении их 
уравновешивания. Это может быть достигнуто, 
например, расчленением некоторого звена У на 
два или большее число звеньев ji, 7*2, ..., jjc, 
эквивалентных звену У по механическим харак
теристикам. Возможны и другие способы ре
шения этой задачи. 

Согласно методу расчленения [12], ис
пользуемому для уравновешивания сложных 
механизмов, статическая уравновешенность 
каждого из механизмов а,- является необхо
димым и достаточным условием для статичес
кой уравновешенности механизма а . 

Пример. Рассмотрено уравновешивание 
шарнирного восьмизвенного механизма а с 
несимметричными звеньями методом расчле
нения в сочетании с методом подобия (рис. 
7.4.3, а). 

Механизм а расчленяется на три шар
нирных четырехзвенных механизма а,- ( / = 1, 
2, 3), как показано на рис. 7.4.3, б. Для этого 
звено 3 расчленяется на два звена 3' и З' про
извольно, но так, чтобы выполнялось условие 

/Из = кт^ ; 

т '̂ = (1-А:)тз, (7.4.19) 

где т з - масса звена 3 перед расчленением; 
f^3 > ^3 " массы звеньев 3', 3'; к - постоянная, 

О < А: < 1. (7.4.20) 
Аналогично звено 5 делится на два звена 

5', 5'. 
Механизмы а^ ( / = 1, 2, 3) уравновеши

ваются статически методом подобия, как из
ложено выше, а затем соединяются вместе. В 
результате получается исходный механизм а , 
уравновешенный статически (рис. 7.4.3, в). 

Определение параметров механизма а . 
Методика определения nij (У = 1, 3, 5, 7) 

звеньев механизма а и координат aj, bj 
( У = 1, 3, 5, 7) их центров зависит от исход
ных данных задачи. Для примера будем счи-

В' в" 

^'. 
Л^5 1 

» 

1' й J ^ 

А 

5à 
^ 

Рис. 7.4.3. Уравновешивание восьмизвенного механизма методом расчленения в сочетании с методом подобия 
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тать исходными данными м^сы /«2, /W4, Ш^ 
шатунов и координаты Ij (у = 1, 2, ..., 7) их 
центров, а также длины всех звеньев механиз
ма (рис. 7.4.3, а). Из конструктивных сообра
жений выбирают абсциссы ûj (у = 1, 3, 5, 7) 

центров масс rtij ( у = 1, 3, 5, 7) и прини

мают, что у механизмов а/ ( / = 1, 2, 3) 

а^ = аЛ = аз ; 

где Û3> ^3 *̂  ^5> ^5 " абсциссы центров масс 
соответственно т^, mjl и /и^, т§ (рис. 7.4.3, 
б). 

На основании исходных данных опреде-
^̂ лются значения масс rrij ( у = 1, 3, 5, 7) и 
ординаты bj (у = 1, 3, 5, 7) их центров, не
обходимые для статического уравновешивания 
механизма а (рис. 7.4.3, а). 

По формулам (7.4.15), (7.4.16) 

mj =ща^1у /(ajl^). (7.4.22) 
Ординаты центров масс (7.4.21), (7.4.22) 

по формулам (7.4.17) и (7.4.18) 

bi = т2 b2h / (mil2) ; 

t>i=m^b^hl{km^). (7.4.23) 

При определении масс звеньев 3', 3' 
принимают коэффициент (7.4.20) равным 0,5. 
Тогда в соответствии с (7.4.19) 

т ^ = т ^ ' = 0 ^ т з ; (7.4.24) 

и аналогично 

т^ = /я? = 0,5/Я5. (7.4.25) 

При условии (7.4.24), (7.4.25) массы тре
тьего и пятого звеньев в соответствии с 
(7.4.15) и (7.4.16) 

/Из = а^^ [т^а21з/ h + Щ (U - 04)h/ U] ; 
(7.4.26) 

/Л5 = as^[m^a^lj)El/4 + m^(/5 - a ^ ^ l p E l k \ 
(7A.27) 

Ординаты масс (7.4.26), (7.4.27) согласно 
(7.4.17) и (7.4.18) 

bi=bj!^2m2b2h/(m3l2); 

b§' = 2m4V/)£/(^^4)î 

Ь^=2ЩЬ^1ЕР Цщк)' 

(7.4.28) 

В соответствии с рис. 7.4.3, г при условии 
(7.4.24) 

Z^=0^(Z>5+^5'). (7.4.29) 

Аналогично при условии (7.4.25) 

bs =0^(Л5+^^ ' ) . (7.4.30) 

Формулы (7.4.21) - (7.4.23), (7.4.26) -
(7.4.30) полностью определяют все параметры 
механизма а (рис 7.4.3, а) после его уравно
вешивания методом расчленения в сочетании с 
методом подобия (рис. 7.4.3, в), при принятых 
выше исходных данных. Следует отметить, что 
при других исходных данных параметры меха
низмов а^ ( / = 1, 2, 3) и а будут другими, 
однако их нужно определять на основании 
приведенных выше уравнений (7.4.10), 
(7.4.11), (7.4.13) и (7.4.14), которые являются 
основными при уравновешивании шарнирных 
четырехзвенников с несимметричными 
звеньями. 

Рассмотренный метод уравновешивания 
сложных механизмов позволяет решать прак
тические задачи по статическому уравновеши
ванию механизмов различных классов и по
рядков с несимметричными звеньями. 

Метод фушщиональных цепей. В теории 
механизмов [7] доказывается, что для статиче
ского уравновешивания сложного механизма 
а , например механизма дробилки (рис. 7.4.4, 
а)у необходимо и достаточно статически урав
новесить его функциональную цепь (рис. 7.4.4, 
б). Последняя получается из механизма а 
путем отделения от него в общем случае одно
го или нескольких невесомых звеньев. В дан
ном примере за невесомое звено можно при
нять звено 4. Чтобы сделать шатун BD неве
сомым, его нужно сначала заменить стати
ческой моделью (рис. 7.4.4, г), представляю
щей собой невесомый стержень BD с двумя 
точечными массами (см. гл. 1) 

Щв = Щ 
DSA 

BD ' Щв - Щ 
BSA 

BD ' 
(7.4.31) 

затем перенести точечные массы (7.4.31) со 
звена 4 на смежные звенья 3 и 5 и отсоеди
нить от механизма невесомый стержень 4. В 
результате получится функциональная цепь 
(рис. 7.4.4, б) для механизма дробилки. 
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Рис. 7.4.4. Уравновешивание механизма дробилки методом функциональных цепей 
в сочетании с методом подобия 

Для уравновешивания функциональной 
цепи нужно, пользуясь методом подобия, 
придать звеньям 5, J и i такие формы, чтобы 
центры их масс оказались соответственно в 
точках Еу S'^ и Si . После восстановления 
звена 4 в схеме уравновешенной функцио
нальной цепи получится структурная схема 
исходного механизма дробилки, уравновешен
ного статически методом функциональных 
цепей, и методом подобия (рис.'7.4.4, в). Ме
тод функциональных цепей в сочетании с ме
тодом подобия и расчленения является уни
версальным для статического уравновешивания 
сложных механизмов любого класса и порядка 
как с симметричными, так и с несимметрич
ными звеньями. 

7.5. ПРИМЕРЫ 
УРАВНОВЕШИВАНИЯ МЕХАНИЗМОВ 

Шарнирно-зубчатый механизм. Пятизвен-
ный шарнирно-зубчатый механизм с ведущим 
солнечным колесом (рис. 7.5.1, о, б) уравно
вешивается методом нуль-векторов. В соот
ветствии с (7.4.1) - (7.4.3) корректирующая 
масса /Яз должна быть такой, чтобы центр 

-534 ^^^ третьего и четвертого звеньев ока

зался в точка В. Масса т2 должна обеспечить 
совпадение с неподвижной точкой А центра 
масс подвижных звеньев 2, 3 и 4 механизма 
ABC (рис. 7.5.1, б). 

Рычажно-зубчатый механизм. Механизм 
ОАВС (рис. 7.5.1, в), с зубчатым вектором 3 и 
рейкой 4у уравновешивается статически мето
дом нуль-векторов. Другими методами, на
пример методом подобия или методом точеч
ных масс, этот механизм нельзя уравновесить, 
так как при вращении кривошипа ОА изме
няется геометрия механизма. 

Для решения задачи методом нуль-
векторов нужно бьшо в соответствии с (7.4.11) 
- (7.4.12) придать звеньям механизма такие 
формы, чтобы с точками Д А, О совпали соот
ветственно центры масс тз(/Яз+/М2) и 

(/W3 +/W2 +Щ)' 

Рис. 7.5.1. Уравновешивание 
шарнирно-зубчатых механизмов 
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Кривошипно-ползунные механизмы. Цент
ральные (рис. 7.5.2, а) и дезаксиальные (рис. 
7.5.2, г) кривошипно-ползунные механизмы 
(одноцилиндровых насосов, компрессоров, 
двигателей и др.) с симметричными шатунами 
уравновешивают обычно методом подобия или 
методом точечных масс несмотря на то, что 
этими методами не устраняется полностью 
действие силы (7.3.6) по оси цилиндра. 

^ П ^ 

Рис. 7.5.2. Статическое уравновешивание 
{фивошипно-ползунных механизмов: 

а, б, в - центрального; г - дезаксиального; 
д - центрального с несимметричным шатуном 

Ц е н т р а л ь н ы й м е х а н и з м 
ОАВ (рис. 7.5.2, а) статически уравновешива
ется методом подобия или методом точечных 
масс. Для этого необходимо шатун АВ заме
нить его статической моделью (см. гл. 1), 
представляющей собой невесомый стержень с 
двумя точечными массами /«2^, ni2js (рис. 
7.5.2, б), которые согласно (7.3.3) 

т2А = m2BS2/AB ; т2в = m2AS2/AB. 
(7.5.1) 

Затем массу /^2^ следует перенести на 
кривошип 7, а массу m2s - на ползун 3 и 
уравновесить массу т 2 ^ массой т^ криво
шипа. Для этого кривошипу нужно придать 
такую форму (рис. 7.5.2, &), чтобы его дисба
ланс 

Di =miOSi =-т2А0А. (7.5.2) 

После уравновешивания вращающихся 
масс nii и т2А на станину механизма будет 
действовать неуравновешенная сила, 

Р =-(т^ •¥ т2А)ав. (7.5.3) 

ускорения âjj • Вектор ползуна 3 по модулю 

а в = OA(ù COS ф + О с̂о А2 cos 2ф -н 

-|-0^со^Д| со84ф + 0Л©^у4^со8бф+... . 
(7.5.4) 

Коэффициенты ряда (7.5.4), зависящие 
от геометрического параметра X = О А/ АВ , 
приведены в табл. 7.5.1. 

Таким образом, модуль силы (7.5.3) оп
ределяется тригонометрическим рядом 

Pg = OA(ù mcosip + 0^© ГПА2 со82ф -i-

-^Aiû^mA^ cos4(p -\- ОA(ù^mA^ cosôcp + . . . . 

(7.5.5) 
Здесь 

fît = /W3 + /^25 (7.5.6) 

поступательно движущаяся масса, состо
ящая из массы звеньев 3 и одной из точечных 
масс (7.5.2). 

Слагаемые ряда (7.5.5) называются сила
ми соответственно первого, второго и более 
высокого порядка в зависимости от коэффи
циента при ф : 

Р^ =OA(ù^mcos(p ; 

Р^^ =0Л(0^/пА2СО8 2ф; 

Р^ = ОАо ̂ тА4 со84ф ; (7.5.7) 

Р^ = OAcù^mA^ созбф . 
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7.5.1. Коэффициенты ряда (7.4.35), зависящие от геометрического параметра X 

Коэффициент 

Л2 

АА 

Аб 

1/3,5 

0.2918 

0,0062 

0,000126 

1/4 

0,2540 

0,0041 

0,000069 

X 

1/4,5 

0,2250 

0,0028 

0,000038 

1/5 

0,2020 

0,0020 

0,000022 

1/6 

0,1678 

0,0012 

0,000009 

1/7 

0,1436 

0,0007 

0,000004 

Силы (7.5.7) можно рассматривать как 
проекции на направление движения ползуна 
некоторых вспомогательных векторов [7]: рав
ных по модулю (рис. 7.5.2, а) 

Р̂ 2> =0A(ù^mA2; 

(7.5.8) 
и образующих с осью направляющей углы 

Ф =<ùt; 

2ф = 2(ùt ; 

4ф = 4cù/ ; 

6ф = бсо/. 

(7.5.9) 
Из (7.5.9) следует, что векторы 

(7.5.8) вращаются с угловыми скоростями 
со, 2(0, 4со, ... . Поэтому силы (7.5.7) второго, 
четвертого и более высокого порядка нельзя 
уравновесить в одноцилиндровой машине 
путем прикрепления корректирующих масс к 
1фивошипу. Точно также нельзя уравновесить 
и силу первого порядка F , но можно при 
необходимости только повернуть на 90* линию 
действия ее составляющей КР , где 

0 < А : < 1 . (7.5.10) 
Для этого достаточно увеличить дисба

ланс кривошипа от значения (7.5.2) до значе
ния 

A l =Di-¥OAmk, (7.5.11) 

где ОА - длина кривошипа; m - поступательно 
движущаяся масса (7.5.6). 

После реализации дисбаланса (7.5.11) на 
станину кривошипно-ползунного механизма 
действует остаточная неуравновешенная сила в 
двух напраБ^ениях: 

по оси направляющей 

Psx =^(1'К)Р^ +Р^^ +Р^ +Р^ +... ; 
(7.5.12) 

(7.5.13) 

перпендикулярно к оси 

Очевидно, при К = 1 согласно (7.5.12) 

сила Рвх =Р^^ -^Р^ +Р^. а по (7.5.3) 

сила PBY = Р ' Следует отметить, что коэф
фициент (7.5.10) выбирается в зависимости от 
упругих свойств фундамента одноцилиндровой 
машины в горизонтальном и вертикальном 
направлениях. 

Д е 3 а к с и а л ь н ы й м е х а н и з м 
уравновешивается следующим образом. Шатун 
АВ заменяется невесомым стержнем с двумя 
точечными массами (7.5.1), из которых масса 
ЩА переносится на кривошип 7, а масса 
т2в на ползун J. Если кривошипу 1 придать 

такую форму, чггобы центр его массы /п^ ока
зался в точке 5*1, а дисбаланс отвечает (7.5.2), 
то кривошипно-ползунный дезаксиальный 
механизм становится уравновешенным (рис. 
7.5.2, г). 

После уравновешивания механизма его 
станина будет воспринимать неуравновешен
ную силу (7.5.3). Однако в этом случае уско
рение поршня 

ав =OA(ù cos(p + OA(ù A2Cos2(p±sdXsm(p, 

(7.5.14) 

В последнее слагаемое многочлена (7.5.14) 
входит величина 

» = е / ОУ4 , 

а его знак должен быть одноименным со зна
ком дезаксиала е в системе отсчета хОу (рис. 
7.5.2, г). 
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Ц е н т р а л ь н ы й м е х а н и з м 
с н е с и м м е т р и ч н ы м ш а т у н о м 
(рис. 7.5.2, д) уравновешивается методом по
добия. Исходными являются выражения (7.2.1) 
- (7.2.3), (7.4.6), (7.4.7) и (7.4.12). Расчегные 
уравнения: 

/Я1Л1/2 = т2ih -ai)h у (7-5.15) 

Щ^Н = Щ^к ' (7.5.16) 

В уравнения (7.5.15), (7.5.16) входят во
семь параметров, поэтому при проектирова
нии статически уравновешенного механизма 
можно выбрать шесть параметров. Если, на
пример, заданы длины звеньев 1^ ^2 и их 

массы /Wj, /«2, а также координаты ^2, ^2 
центра массы /W2 , то координаты ai, l>i цен
тра массы mi кривошипа можно определить 
по форлсулам (рис. 7.5.2, д): 

^^ m2( /2 - f l2 ) . 
/«1/2 

определяется вектором Лз , т.е. 

OiS = Лз = const. 

Из (7.2.1) и (7.2.2) при условии Л̂  =0 и 

/i2 =0 получены уравнения дисбалансов 

mxOS = -(/И2 + т2)0А ; m2AS2 = -т^АВ, 
при реализации которых осуществляется точ
ное статическое уравновешивание механизма 
методом нуль-векторов (рис. 7.5.3, б). Центры 
масс шатуна и кривошипа в таком механизме 
должны находиться соответственно в точках S2 
и Si. 

rw 

Кривошипно-ползунный механизм, уравно-
методом нуль-векторов. Как уже 

отмечалось, методом нуль-векторов можно 
осуществить точное статическое уравновеши
вание рычажного механизма. Рассмотрим 
уравновешивание 1фивошипно-ползунного ме
ханизма этим методом, положение центра масс 
такого механизма в соответствии с (7.2.5) 
определяется радиусом-вектором О̂У , равным 
геометрической сумме векторов главных точек 
подвижных звеньев механизма (рис. 7.5.3, а): 

ОУ = Лх + ^2 + Лз. 

Векторы главных точек Ai, /i2, Л3 опре
деляются по формулам (7.2.1) - (7.2.3). Для 
статического уравновешивания механизма 
необходимо выполнение условий (7.4.1) -
(7.4.3). В результате центр масс механизма 
совпадает с неподвижной точкой 0. Следует 
отметить, что для 1фивошипно-ползунного 
механизма выполнение условия h^ =0 не 

обязательно, так как вектор h^ имеет посто
янную величину и направление. При равенстве 
нулю векторов А̂  и ^2 центр масс механизма 

Рис. 7.5.3. Статическое уравновешивание 
кривошипно-ползунного механизм! 

методом нуль-векторов 

Метод нуль-векторов не получил широ
кого распространения для уравновешивания 
механизмов ввиду значительного увеличения 
массы подвижных звеньев вследствие поста
новки на них корректирующих масс, а также 
невозможности использования в механизме 
консольного шатуна. Однако в ряде случаев 
для уравновешивания кривошипно-ползунных 
механизмов, имеющих незначительные посту
пательно движущиеся массы, применение ме
тода нуль-векторов вполне допустимо. Иссле
дования показывают, что общее увеличение 
массы подвижных звеньев при выборе экс
центриситетов шатуна и кривошипа в пределах 

4̂5*2 =05'2 = ( 2 . . . 2 ^ ) 0 Л , (где ОА - длина 
кривошипа) 

Л/я = 4mji, 

где nijj - поступательно движущаяся масса. 
К преимуществам этого метода следует 

отнести полное статическое уравновешивание 
механизма, т.е. главный вектор неуравнове
шенных сил любого порядка равен нулю. Вме-
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Рис. 7.5.4. Урш1Новешива1ше шарнирных и рычажных 
механизмов третьего класса (при начальном звене 1) 

сте с тем постановка дополнительной массы на 
шатуне увеличивает его момент инерции и 
приводит к увеличению моментной неуравно
вешенности механизма. 

Шарнирный механизм третьего класса и 
третьего порадка. Так как шатун 3 пятизвенно-
го механизма несимметричный (рис. 7,5.4, а), 
то механизм можно уравновесить методом 
подобия в сочетании с методом функциональ
ных цепей. Необходимые для этого операции 
следующие: 

1) звено 2 заменяется статической моде
лью (см. рис. 7.3.1, в)у а затем отсоединяется 
от механизма, а точечные массы /W2̂ > Щв 
остаются присоединенными к звеньям 1 и 3 ъ 
точках соответственно Ли В; 

2) звену 1 придается такая форма (см. 
рис. 7.5.4, б)у при которой дисбаланс его мас
сы /Wi относительно оси вращения 
А = ЩА^^ ' После этого центр вращающих

ся масс /Я1 и т2А совпадает с неподвижной 
точкой 0; 

3) шарнирный четырехзвенник BCDEF с 
несимметричным шатуном 3 уравновешивается 
методом подобия в соответствии с рис. 7.4.2, 
б\ 

4) невесомое звено 2 занимает первона
чальное положение. В результате получается 
статически уравновешенный механизм (рис. 
7.5.4, б). 

Рычажный механизм третьего класса и 
третьего порядка. Уравновешивание механизма 
штамповочного пресса с несимметричным 
шатуном 3 (рис. 7.5.4, в) осуществляется мето
дом подобия в сочетании с методом функцио
нальных цепей. Для этого выполняется сле
дующее: 

1) шатун АВ заменяется статической мо
делью (см. рис. 7.3.1, в) и после переноса то
чечных масс т2А> Щв "^ смежные звенья 1 
и J, отсоединяется от механизма. В результате 
получается функциональная цепь, состоящая 
их звена 1 и кривошипно-ползунного меха
низма с несимметричным шатуном BDE; 

2) звено 1 проектируется такой формы 
(рис. 7.5.4, tf), чтобы его дисбаланс относи
тельно оси вращения Di = /«2^/ ^^ > 

3) кривошипно-ползунный механизм с 
несимметричным шатуном BDE, к которому 
присоединена масса /̂ 2^> уравновешивается 
статически методом подобия в соответствии с 
рис. 7.5.2, д\ 

4) после восстановления невесомого зве
на АВу получается статически уравновешенный 
механизм штамповочного пресса (рис. 7.5.4, 
еУ 

7.6. УРАВНОВЕШИВАНИЕ 
МАНИПУЛЯТОРОВ ПРОМЫШЛЕННЫХ РОБОТОВ 

Основной механизм манипулятора про
мышленного робота (ПР) представляет собой в 
общем случае пространственный механизм с 
нескольким степенями свободы, содержащий 
разомкнутые и замкнутые кинематические 
цепи. Последние образуются в частности 
звеньями механизмов приводных устройств, 
передвижения, захвата и других, необходимых 
для выполнения технологических операций. 
Поэтому кинематическую цепь манипулятора 
можно уравновесить статически только мето
дом нуль-векторов. Эта задача решается или 
точно, или приближенно в зависимости от 
того, является ли кинематическая цепь мани
пулятора шарнирной или рычажной. В неко
торых конструкциях ПР манипулятор содер
жит не только открытые, но и замкнутые ки
нематические цепи. В последнем случае, урав
новешивание манипулятора должно проводит-
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/П,^ 

Рис. 7.6.1. Уравновешивание манипулятора ЛПИ-2 
методом нуль-векторов: 

1-6- звенья 

ся методом нуль-векторов в сочетании с дру
гими методами, рассмотренными выше. По
кажем это на примерах. 

Манипулятор ЛПИ-2. Этот манипулятор 
представляет собой шарнирную кинемати
ческую цепь ABCDEF с шестью степенями 
свободы (рис. 7.6.1, а). Такая кинематическая 
цепь, как было рассмотрено вьппе, может быть 
точно уравновешена статически методом нуль-
векторов. Для этого достаточно установить на 
звеньях 2, 4 и 5 манипулятора корректирую
щие массы /П1̂ 2> Щ-А и Щ-5 такой вели
чины, чтобы центры масс 

Рис. 7.6.2. Уравновешивание манипулятора ПР 
фирмы АСИА (Швеция) 

Так как рассматриваемый манипулятор 
имеет шарнирные кинематические цепи, то он 
может быть точно уравновешен методом нуль-
векгоров при помощи четырех корректирую
щих масс. Очевидно, после уравновешивания 
манипулятора (рис. 7.6.2, б) точки А, Д С, D 
кинематической цепи должны совпасть соот
ветственно с центрами масс: 

т ^ = mj + т 2 + mi_2 ; 

mj) = те -^nis + /wi_4, 

nt^ = JTli + АИ2 + /Я1_2 > 

/Я2 = fTijj + tn^ + /И4 ч- /И1_4 ; (7.6.1) 

совпадали соответственно с точками В, D и Е 
(рис. 7.6.1, б). 

В выражениях (7.6.1) rrifii = 1, 2, ..., 5) -
масса /-Г0 подвижного звена манипулятора. 

Манипулятор ПР фирмы АСИЛ 
(Швеция). Манипулятор ПР фирмы АСИА с 
шестью степенями свободы (рис. 7.6.2, а) 
предназначен для образования заготовок водя
ной струей высокого давления. Аналогичную 
схему имеет и манипулятор ПР типа Fl5 
фирмы "Рейс" (Германия), служащий для 
перемещения груза массой до 15 кг в любую 
точку сферического пространства, диаметром 
Зм. 

где rrif ( / = 1, 2, ..., 5) - масса /-го звена; 
Щ^1 - корректирующая масса, установленная 
на /-М звене. 

7.7. УРАВНОВЕШИВАНИЕ МЕХАНИЗМОВ 
МНОГОЦИЛИНДРОВЫХ МАШИН 

Отдельно взятый кривошипно-ползун-
ный механизм согласно (7.5.5) нельзя уравно
весить путем прикрепления корректирующей 
массы к кривошипу. Но в цилиндровых ма
шинах, состоящих из одинаковых центральных 
кривошипно-ползунных механизмов с сим-
метри^ыми шатунами, уравновешенных каж
дый в отдельности методом подобия или то
чечных масс, вполне можно достигнуть взаим
ного уравновешивания сил первого, второго, а 
в некоторых случаях и более высокого порядка 
при помощи простейших конструктивных 
средств, к которым относится, например, вы
бор относительного расположения кривоши
пов. 
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ДвухцвлиЕщровая машина с 1фивоп1ипами, 
расположенными под углом 180' (рис. 7.7.1, а). 
Для определения сил первого порядка, напра
вим по соответствующим кривошипам вспо
могательные векторы Pj , ^2 (^^' ^' •̂̂ )> 
равные по модулю 

где ОА - длина кривошипа; m - поступательно 
движущаяся масса, определяемая формулой 
(7.5.6); со - угловая скорость коленчатого ва
ла. 

f) ^ 
Рис. 7.7.1. Действие неуравновешенных сил 

в двухцилнцдровой машине 
Проекции векторов (1) 

метрические оси цилиндров определяют силы 
первого порядка Pj , F^ по величине и на
правлению. Неуравновешенные силы первого 
порядка приводятся в двухцилиндровой ма
шине к паре сил с моментом, модуль которого 
изменяется по гармоническому закону (рис. 
7.7.1, 6): 

Ml 2 = 0 ^ /И/С08ф1 , 

где / - расстояние между геометрическими 
осями цилиндров. 

Силы второго порядка определяются 
проекциями на геометрические оси цилиндров 
вспомогательных векторов F^ \ Pj , ^^ 

модулю Р Р = OAo^m^2; F^^^ = Р ^ . Они 
совпадают по фазе, так как образуют с геомет
рическими осями цилиндров углы 2ф1 и 

2(ф1 +180°). Главный вектор сил второго по
рядка по модулю (рис. 7.7.1, в) 

^(л = Р\' + Р" = 20A(ù^mA2 со82ф1, 

где ^2 • коэффициент, зависящий от геомет
рического параметра X = O^j/ AiBi (см. табл. 
1.1). Силы более высоких порядков также 
приводятся к равнодействующей. 

Четырехциливдровая машина с кривоши
пами, расположенными под углом 180** (рис. 
7.7.2, а). Неуравновешенные силы первого 
порядка определяются с помощью вспомога
тельных векторов Ff^ ( / = 1 , 2 , 3, 4), равных 

по модулю Р̂ ^ ^ = 0 ^ m . Их направляют по 
соответствующим ]фивошипам (рис. 7.7.2, б). 

о è—(Ь-гчЬ è [—-Q^^l-

Рис. 7.7.2. Действие неуравновешенных сил 
в четырехциливдровой машине с кривошипами, 

расположенньпш под углом 180* 
Проекции векторов на геометри

ческие оси цилиндров равны силам первого 
порядка Р / = Р / = ОАо^/псо8ф ; 

Pj = Рз = = -Pj . Тоща главный вектор и 
главный момент неуравновешенньрс сил перво-
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го порядка, действующих в четырехцилиндро
вой машине, представляют собой нулевые 
векторы (рис. 7.7.2, б). Неуравновешенные 
хилы порядка 2л (ще п - произвольное число) 
приводятся к равнодействующим, линии дей
ствия которых проходят через среднюю точку 
коленчатого вала параллельно осям цилиндров 
(l̂ HC. 7.7.2, в). 

Шестициливдровая машива с 1фивоши-
пами, расположеннымв под углом 120'* 
(рис. 7.7.3, а). Вспомогательные векторы Р / ^ 

(/ =1, 2, ... , 6), ще модуль Р^^ = ОЛй^т, 
направляют по соответствующим 1фивошипам 
и проектируют их на геометрические оси ци
линдров (рис. 7.7.3, б). В результате неуравно
вешенные силы первого порядка 

/>/ = р/ = OA(ù^mco&((pi +120**) ; 

Р/ = Р / = OAù^mco&{(pi 4- 240"). 

Так как равенства Р / + Р / + Рз^ = О и 

Р / + Р$ + Р / =0 удовлетворяются тожде

ственно при любом угле ф^, то неуравнове

шенные силы первого порядка Р/ ( / = 1, 

2, 3) и Р/ ( / = 4, 5, 6) приводятся соответ-

к парам сил 
71 

моментами 
Afj 2,3> ^4 5 6 ' которые равны по модулю, 
но противоположны по направлению: 

Р / = Р / = 0 ^ ^ т с о 8 ф 1 ; M^ 1,2,3 = ~м. 4,5,6» 

1¥1 
S] S ^ 1=1 

t2J\ I \\2ZU У/УЛ У//Л У//Л 

Р5̂  ; ^^7Л I ХГЩ^тГ' Г77\^^?77Л \\ЛУ77Л ' ^Л Ш X^XWKÛA SA 

' i \i Т г Щ^' 

, 1"/ к К к f' РЛ' 1/̂ ^ I Ц ^ .<̂ 1 ( 1 ) - ^ Ф — . i z : ^ 

•"t"i—к~к-1-нк ш 

6-я—6-й—6-=0-6-. 
Р? Pf pf Pî 

Рис. 7.7.3. Действие неяншновешеаиых сил в шестицилнцоровой иашиве с крнвоашоами, 
расположенными под углом 120' 
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ще Ml 2 3 = V3 ОАо^т/со8(ф1 + 30**). Масса одной технологической втулки [см. 
формулу (7.3.3)] 

ъп Аналогично силы второго порядка Р/ 

( / = 1, 2, 3) и Р/^ ( / = 4, 5, 6) также приво

дятся к парам сил с моментами Af^2,3 ^ 

^ 4 5 6 * Р̂ **ьо̂ ** "^ модулю, но противопо
ложными по направлению (рис. 7.7.3, в)\ 

^1.2,3 =~^4,5,6> 

^^ Щл.ъ = V3 0^о)^тЛ2/со8(2ф1 - 30"). 
Аналогично действуют неуравновешен

ные силы четвертого (рис. 7.7.3, г) и более 
высоких четных порядков, если только поря
док силы не является кратным числу 3. 

Силы, порядок которых ЗЛо (к^ =2 , 4, 
6, ... ), приводятся к равнодействующей 

^% = бОАоу'^тАщ cos3ito9i• 

Например, при kQ =2 (рис. 7.7.3, д) 

VT 9 
Щ_^ = 60A(ù тА^ со8бф2 • 

щ, = т2А = Щ а + Ь' 
(7.7.1) 

где nti - масса шатуна; а, b - расстояния 
от центра массы шатуна до осей вращения 
вращательных кинематических пар (см. рис. 
7.3.1, 6), 

Так, коленчатые валы рассмотренных че-
тырехцилидровой (см. рис. 7.7.2) и шестици
линдровой (см. рис. 7.7.3) машин можно ди
намически балансировать на балансировочном 
станке без технологических втулок, а баланси
ровка коленчатого вала двухцилиндровой ма
шины (см. рис. 7.7.1) должна проводиться 
обязательно с технологическими втулками. 

Необходимо отметить, что условия 1 и 2 
не однозначно определяют возможность ба
лансировки коленчатых валов без технологиче
ских втулок. В этом можно убедиться на при
мере механизма трехцилиндрового оппозитно-
го компрессора (рис. 7.7.4, а). Если уравнове
сить коленчатый вал без технологических вту
лок, то условия 1 и 2 выполняются. Однако 
после присоединения к коленчатому валу ша
тунов масса /«2^, определяемая по формуле 
(7.7.1), вызывает его статическую и динами
ческую неуравновешенность. Для уравновеши
вания коленчатого вала необходимо эксцен-

В общем случае линии действия силы 
i?j_^ проходит через точку коленчатого вала 
параллельно геометрическим осям цилиндрам. 

Следует отметить, что моменты неурав
новешенных сил, порядок которых кратен 
трем, являются внепше уравновешенными, но 
вызывают изгибные колебания коленчатого 
вала в плоскости, проходящей через геометри
ческие оси цилиндров [7]. 

Технолоппеские втулки коленчатых ва
лов. Если для коленчатого вала многоцилин
дровой машины справедливы два условия: 1) 
центр массы коленчатого вала лежит на оси 
вращения; 2) коленчатый вал является сим
метричным относительно его средней плос
кости (левая половина вала - зеркальное отоб
ражение правой половины), то его можно 
бала1Нсировать динамически на балансировоч
ном станке без технологических втулок. 

Если эти условия не вьшолняются, то ба
лансировку коленчатого вала следует прово
дить с технологическими втулками. Техноло
гическая втулка делается разъемной и имеет 
такую массу, чтобы ее действие на коленчатый 
вал во время балансировочного процесса заме
няло действие шатунно-поршневой группы. 

Ряс. 7.7.4. Уравновешнвяняе коле1Р11того вала 
трехциливдроаого оппозитного компрессора 
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трично расположенную массу колена /я^в 
и массу /Я2^ уравновесить корректирующи
ми массами /я^, установленными на ще
ках коленчатого вала первого и третьего 
цилиндров (рис. 7.7.4, б). При этом должно 
вьшолняться условие D2 = 0,5/)i + 0^/)з , 

(где Di = D2 = D-^ - дисбалансы эксцентрич
но расположенных масс колена и части массы 
шатуна, статически отнесенной к шатунной 
шейке коленчатого вала). Таким образом, ба
лансировать коленчатый вал такого компрес
сора нужно только с технологическими втул
ками. Аналогичная ситуация может возник
нуть и для других многоцилиндровых машин с 
нечетным числом цилиндров. 

Для статического уравновешивания ме
ханизма, показанного на рис. 7.7.4, необходи
мо выполнение условия: поступательно дви
жущаяся масса цилиндра должна быть равна 
сумме поступательно вращающихся масс пер
вого и третьего цилиндров. Реализовать необ
ходимое условие статического уравновешива
ния компрессора можно разными путями. 
Одним из возможных способов решения этой 
задачи является изготовление поршней из 
различных материалов, например поршней 
первого и третьего цилиндров из алюминия, а 
поршня второго - из чугуна или стали. 

В некоторых случаях, например, при ба
лансировке коленчатого вала двухцилиндровой 
V-образной машины с углом развала цилинд
ров, равным 90° (рис. 7.7.5), масса /nj. каждой 
технологической втулки должна включать ша
тунные массы Ш2АУ ЩА шатунов 2 и J, кро
ме того, должно учитываться действие в ма
шине неуравновешенных сил первого порядка. 

р1 1 А "^v.! pf^^ 

Рис. 7.7.5. Действие неуравновешенных сил 
в двухцилиндровой У-образной машине 

с углом развала цилиндров 90* 

При равенстве шатунно-поршневых 
групп рассматриваемой V-образной машины 
масса технологической втулки для балансиров
ки коленчатого вала [7] 

где {щ + щ) " масса шатунно-поршневой 
группы, состоящей из шатуна 3 и поршня 4\ 
щ - масса, определяемая формулой (7.7.1). 

7.8. ПРИНЦИПЫ ДИНАМИЧЕСКОГО 
УРАВНОВЕШИВАНИЯ МЕХАНИЗМОВ 

Согласно изложенному при выполнении 
условий (7.1.5) и (7.1.6) механизм имеет соот
ветственно статическую или моментную урав
новешенность. Динамическая уравновешен
ность механизма достигается при одновремен
ном выполнении условий (7.1.5), (7.1.6). Точ
ное решение этой задачи весьма трудно полу
чить в общем виде простыми конструктивны
ми средствами. В настоящее время разработан 
лишь общий метод статического уравновеши
вания в механизмах произвольной структуры с 
симметричными и с несимметричными 
звеньями и общий метод уравновешивания в 
механизмах произвольной структуры первой 
гармоники главного момента неуравновешен
ных сил [7]. Известны также решения частных 
задач моментного уравновешивания. Ниже 
рассмотрены принципы этих методов. 

Компенсация главного вектора и первой 
гармоники главного момента неуравновешенных 
сил. Этот метод основан на принципе незави
симости статической уравновешенности меха
низма от координат оси вращения какой-либо 
вращающейся массы статически уравновешен
ного механизма [7, 8]. На рис. 7.8.1, а показа
на схема статически уравновешенного меха
низма ОАВС массомесильной машины. Лере-
несем ось вращения массы kmi кривошипа 7, 
где 

к<1. (7.8.1) 
из положения О в положение Oj (рис. 7.8.2, б). 
При этом не изменяется статическая уравно
вешенность механизма согласно указанному 
вьпие принципу, но появляется пара сил с 
моментом 

^ - . . 2 . Мр = kmibOiA"(ù^ sm((p + ô - у ) , 

который скомпенсирует момент 

Ml =il /fsin(9 + ô). 

(7.8.2) 

(7.8.3) 

представляющий собой первую гармонику 
главного момента M неуравновешенных сил. 
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Рис. 7.8.1. Компенсшщя 
главного вектора и первой 

гармоники главного момента 
неуравновешенных сил 

(1-к)т. 

6} 
hm^ 

в формулах (7.8.1) - (7.8.3) b - расстоя
ние между осями вращения кривошипа и кор
ректирующей массы kmi\ т\ - масса криво
шипа ОЛ статически уравновешенного меха
низма ОАВС (рис. 7.8.1, а); со - угловая ско
рость кривошипа; OiA" - эксцентриситет 
массы kmi'y ф - угловая координата криво
шипа О А относительно линии ОС; Ь - угол 
между линиями центров ОС и (Юх; у - угол 
между линиями 0 ^ и 05*1. 

Амплитуда Mi и фазовый угол ôj мо
мента (7.8.3) должны определяться на основа
нии гармонического анализа главного момента 
неуравновешенных сил, действующих в меха
низме: 

М = Мо+Х(лф + о„). 
и=1 

После определения значений Afj и Ôj, 
конструктор может выбрать (из конструктив
ных соображений) весьма важный параметр b 
и определить коэффициент к из интервала 

^УУ^//У/У, 

значений (7.8.1) по формуле 

к = - МУ 
mibOA'cù^ 

Следует отметить, что для шарнирных 
механизмов изложенный метод позволяет точ
но уравновесить главный вектор и первую 
гармонику главного момента неуравновешен
ных сил при произвольном значении парамет
ра Ь. В случае рычажных механизмов, кото
рые, как известно, уравновешиваются стати
чески приближенно, метод позволяет, не из
меняя качество статической уравновешенности 
механизма, дополнительно уравновесить пер
вую гармонику главного момента неуравнове
шенных сил также при произвольном значе
нии параметра Ь. Таким образом, рассмотрен
ный метод является универсальным и может 
быть использован для механизмов произволь
ной структуры. 

Принцип симметрии. В некоторых случаях 
при симметричном расположении одинаковых 
механизмов достигается частичная компенса
ция неуравновешенных сил и моментов. Нап
ример, у центральных ]фивошипно-ползунных 
механизмов OAiBi и ОА2В2 (рис. 7.8.2, д). 

/4 B-ïZÈZ 

à) 

Рис. 7.8.2. Механизмы, частично уравновешенные динамически 
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расположенных симметрично относительно 
точки О, главные векторы и главные моменты 
неуравновешенных сил Р у Р , Р , •• , 
(7.5.7) различных порядков становятся нуле
выми векторами. Вращающиеся массы 1фиво-
шипов также будут уравновешены. Станина 
такого механизма воспринимает только дей
ствие неуравновещенного момента от масс 
шатунов AiBi и А2В2 ' 

^ш = -(«^21221 + -^22^22) » (7.8.4) 

где / 2 1 , /22 - моменты инерции шатунов 
относительно осей, проходящих через центры 
их масс перпендикулярно к плоскости черте
жа; 821, £22 ~ угловые ускорения шатунов, 
одинаковые по величине и направлению. 

Компенсация неуравновешенных сил, со
здаваемых шатунными массами. Момент типа 
(7.8.4) является переменным по величине и 
направлению и поэтому может быть одной из 
причин вибрации станины механизма. Чтобы 
устранить неуравновешенные моменты от ша
тунных масс, достаточно выполнить условие: 

P2si=a,bi (i = l,2,...,N), (7.8.5) 

где p2si - радиус инерции /-го шатуна относи
тельно оси, проходящей через центр 52/ его 
массы, перпендикулярно к плоскости чертежа; 
ûy, bf - расстояния от центра массы /«2/ /-го 
шатуна до осей вращения кинематических пар. 

Так, после статического уравновешива
ния четырехзвенного шарнирного механизма 
(рис. 7.8.2, б) методом подобия (см. п. 7.1.4), 
главный вектор неуравновешенных сил нуле
вой, но на станину механизма действует не
уравновешенный момент от массы шатуна /«2 

м„ -"12 (Р1-^) 6 2 . (7.8.6) 

где P2s - радиус инерции шатуна относитель
но оси, проходящей через центр iS2, перпен
дикулярно к плоскости чертежа; а^ b - рассто
яния от центра S2 до центров А и В; г2 -
угловое ускорение шатуна. Если массу шатуна 
скорректировать так, чтобы выполнить условие 
(7.8.5) 

pi-ab = 0, 

то вектор момента (7.8.6) станет нулевым. 
Использование кулачковых механизмов 

для компенсации неуравновешенных сил. После 
статического уравновешивания механизма 

третьего класса (при начальном звене S) (рис. 
7.8.2, в) методом подобия (см. п. 7.5) при по
мощи корректирующих масс /Их, т2 , т^ на 
его станину действует главный момент M 
неуравновешенных сил. Момент M можно 
уравновесить при помощи кулачкового меха
низма с вращающимся толкателем 6. Для этого 
кулачок следует закрепить на валу звена 5, а 
толкатель - на валу 0. Центр массы толкателя 
должен находится на оси вращения. Рассмат
риваемый механизм уравновешен динамичес
ки, если профиль кулачка удовлетворяет усло
вию 

/б8б = -Л /5 , (7.8.7) 

где /^ - момент инерции толкателя относи
тельно его оси О вращения; е^ - угловое ус
корение толкателя; М^ - главный момент 
неуравновешенных сил, приведенный к зве
ну 5. 

Кулачковый механизм можно использо
вать также для компенсации неуравновешен
ных сил различных порядков, создаваемых 
поступательно-вращающейся массой (рис. 
7.8.2, г) 

т = т^+ т2в, (7.8.8) 

где 1Щ - масса звена J; т2в = щА32/ АВ -
часть массы /«2 шатуна 2, приведенная в точ
ке А 

Для этого профиль кулачка 4 должен 
обеспечить движение толкателя 5 с ускорением 

а к = 
m -

ав> 
Щ 

где m - поступательно-движущаяся масса 
(7.8.8); nifç - корректирующая масса, установ
ленная на толкателе 5; ад - ускорение точки 
В звена 3. 

Компенсация действия на станину момен
та - / iÇi . При статическом и динамическом 
уравновешивании механизмов обычно считают 
угловую скорость кривошипа © j = const. В 
действительности ©i является переменной 
величиной даже при установившемся движе
нии механизма и изменяется с заранее задан
ным коэффициентом неравномерности 5 . 
Поэтому на станину механизма передается 
неуравновешенный момент 

Afg = - / 181 , (7.8.9) 
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где J\ - момент инерции вращающихся масс, 
приведенных к кривошипу; ej - угловое уско
рение кривошипа. 

В некоторых случаях момент М^ может 
во много раз превьпыать момент от сил полез
ных сопротивлений и оказывать нежелатель
ное воздействие на станину. Момент М^ 
можно компенсировать при помощи маховой 
уравновешивающей массы, вращающейся с 
угловым ускорением бур j^ = "^1 • 

Механизм одноцилиндровой машины 
(рис. 7.8.2, д) состоит из маховика 7, коленча
того вала и маховой уравновешивающей массы 
6, соединенной с коленчатым валом зубчатой 
передачей. Для устранения действия на стани
ну механизма неуравновешенного момента 
(7.8.9), вызванного неравномерностью враще
ния коленчатого вала, момент инерции урав
новешивающего маховика 6 должен быть 
/б =JiZs/Z4 . 

\ / 5^\ 

S) 

Принцнп приближенного уравновешивания 
механизмов методом оптимизации неуравнове-
шенньк сил. В ряде случаев в механизмах 
можно полностью устранить моментную не
уравновешенность и минимизировать главный 
вектор неуравновешенных сил, используя для 
этого теорию приближения функций. Пусть в 
простейшем рычажном механизме (рис. 7.8.3, 
а) станина ОАВ воспринимает в общем случае 
главный вектор (7.1.3) и главный момент 
(7.1.4) неуравновешенных сил. Если принять, 
что угловая скорость кривошипа со j = const, 
то для уравновешивания вращающихся масс и 
компенсации неуравновешенного момента, 
создаваемого массой шатуна, достаточно вы
полнить условия (см. п. 7.5): 

тпхах = -mi • 
boh (7.8.10) 

(7.8.11) 

(7.8.12) 

(7.8.13) 

где mi и /И2 - масса соответственно кривоши
па и шатуна; ^2» ^2 " расстояния от точек А 
и В шатуна до центра S2 его массы; /2J . , p2s 
- соответственно момент инерции и радиус 
инерции шатуна относительно оси, проходя
щей через центр -52 перпендикулярно к плос
кости чертежа; ai - абсцисса центра Si массы 
кривошипа; /j - длина кривошипа ОА; li -
длина шатуна АВ. 

В равенства (7.8.10) - (7.8.13) входят де
вять параметров, из которых пять можно выб
рать из технологических и конструктивных 
условий. Пусть, например, выбраны размеры 
звеньев / j , /2 и масса W2 шатуна, а также абс
циссы ûfj, ^2 центров масс кривошипа и шату
на. По этим данным из (7.8.13) ^2 = 2̂ ~ ^2 > 

а из (7.8.10) rrii =-/«2^2^/(^l^l) • Знак ми
нус показывает, что эксцентриситеты массы 
rtii кривошипа и шатунной массы mjbjlli 
противоположны по знаку. Из выражения 
(7.8.12) радиус инерции шатуна P2s - v^2^2 • 
По формуле (7.8.11) необходимый момент 
инерции шатуна Jis - f^2P2s^ • 

После реализации условий (7.8.10) -
(7.8.13) дисбаланс кривошипа 

Рнс. 7.8.3. Уравновешивание механизма 
методом оптимизации неуравновешенных сил Di = ntiOi . (7.8.14) 
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Станина механизма воспринимает действие 
только неуравновешенной силы (7.5.5): 

где m - поступательно движущаяся масса 
механизма, определяемая формулой (7.5.6); 
У42, Л^, ••• > - коэффициенты ряда (см, табл. 
7.5.1). __ 

В тех случаях, когда действие силы Р^ в 
механизме является нежелательным, ее можно 
уменьшить путем увеличения дисбаланса кри
вошипа от значения, определяемого по 
(7.8.14), до значения 

Z>2 = ( m i + m { ) û i , (7.8.15) 

где т[ - дополнительная корректирующая 
масса, закрепленная на кривошипе так, чтобы 
ее центр совпадал с точкой S\ кривошипа. 

После реализации (7.8.15) в механизме 
действует неуравновешенная сила 

Р(лпт= РЦ + Р\ • 

Сила Pi , равная по модулю 

'̂ l m[ai(x)i 

(7.8.16) 

(7.8.17) 

создается дополнительной корректирующей 
массой nii. 

Для решения задачи о том, какой должна 
быть сила Ру , чтобы максимум модуля оста
точной неуравновешенной силы (7.8.1), вос
принимаемой станиной механизма, бьш наи
меньшим в соответствии с теорией равномер
ного наилучшего приближения функций П. Л. 
Чебьпиева, необходимо выполнить следующие 
графоаналитические вычисления [1, 2]: 

1) по формуле (7.5.5) определить неурав
новешенную силу Pg для различных положе
ний кривошипа (например, 1, 2, ... , 12, см. 
рис. 7.8.3, а); 

2) построить годограф Г вектора Р^ в 
системе отсчета, неподвижной относительно 
кривошипа, в соответствии с принципом об
ращения движения [2]. За начало годографа / 
следует принять точ1су О кривошипа (см. рис. 

7.8.3, б), а векторы Pg изобразить в масштабе 
(Н/мм) 

где (О Г) - длина произвольно выбранного 
отрезка, мм; соответствует модулю силы Pg 
при ф = 0; m - поступательно движущаяся 
масса, кг; определяется по формуле (7.5.6); 
а^ - модуль ускорения точки В звена J, м/с^; 
при ф = 0; 

3) вокруг годографа Г описать окруж
ность К наименьшего радиуса из такого цент
ра 0^, чтобы она не пересекала годограф /", но 
касалась его в нескольких точках (например, в 
трех); 

4) измерить длину отрезка (OOj), мм; оп
ределить пропорциональную ему в масштабе 
силу Кр (7.8.1), Н; 

Р{ = Кр(Щ). (7.8.18) 

Из (7.8.17) и (7.8.18) найти дополнительную 
корректирующую массу, кг; 

Щ 
^ p ( O Q l ) . 

вьиислить по формуле (7.8.1) искомый дисба
ланс кривошипа, г • мм; 

А = ^1-^ 2 1̂ Ь 
aiCûi 

(7.8.19) 

обеспечивающий уравновешивание в механиз
ме вращающихся масс и минимизацию главно
го вектора (7.5.5) неуравновешенных сил по 
методу наилучшего приближения функций. 

Следует отметить, что рассмотренную за
дачу можно решить также методом квадрати-
ческого приближения функций. В этом случае 
точка 0\ должна совпадать не с центром ок
ружности Ку как было указано выше, а с цент
ром массы годографа /", если представить его 
выполненным из проволоки с равномерно 
распределенной массой [1, 2]. 

С учетом этого значение дисбаланса D2 
при уравновешивании механизма методом 
квадратического приближения функций также 
будет определяться формулой (7.8.19). 

Замечание о разгрузке кинематических пар 
механизма от действия неуравновешенных сил. 
В практике разгрузка кинематических пар от 
действия неуравновешенных сил имеет само
стоятельное значение, так как уменьшает силу 
трения в кинематических парах и повьииает 
ресурс, КПД и даже производительность ма
шин. Это достигается путем введения в меха
низм пружин или пневматических, гидравли
ческих и электромагнитных устройств, рабо
тающих на специальной программе. Следует, 
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однако, иметь в виду, что последние создают 
силы, являющиеся внутренними по отноше
нию ко всему механизму, и поэтому не изме
няют главного вектора и главного момента 
неуравновешенных сил, действующих на ста
нину механизма [7]. 

7.9. ВЛИЯНИЕ СИЛ, 
ДЕЙСТВУЮЩИХ В МЕХАНИЗМЕ, 

НА ХАРАКТЕР ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 
ЗВЕНЬЕВ В КИНЕМАТИЧЕСКИХ ПАРАХ 

7.9.1. Силы, действующие на звенья механизма 

В самом общем случае на /-е звено меха
низма действуют три категории сил: 

1) статические Qj, постоянные по вели
чине и направлению; 

2) динамические Р^, постоянные по ве
личине, но переменные по направлению; 

3) динамические Q , переменные как по 
величине, так и по направлению. 

Характер изменения этих сил опреде
ляется в каждом конкретном случае конструк
цией и назначением механизма. Если силы С/ 
являются периодическими функциями угла 
поворота кривошипа, то их можно аппрокси
мировать тригонометрическим рядом Фурье: 

Q = Qo + Х ^ ^ ^^^^^ "̂  ^iri) > 

где Q Q - постоянная; С/„ и ô/„ - соответ
ственно амплитуды и фазовые углы п-х гармо
ник. 

Очевидно, силы Q Q можно отнести к 
статическим силам, а силы 
С/1 = С/1 8ш(ф + ô/i) - объединить с дина-
ми^юскими силами, действующими на соответ
ствующее звено механизма. Составляющие сил 
С/ второго и более высоких порядков целесо
образно в первом приближении не учитывать. 
Однако даже при этом допущении определе
ние характера движения звеньев в кинематиче
ских парах является сложной задачей динами
ки механизмов. Вместе с тем подробный ана
лиз действующих на звенья механизма сил и 
определение характера их относительного 
движения в кинематических парах позволит 
выявить экстремальные условия работы меха
низма или машины и наметить пути их устра
нения. 

Рассмотрим характер относительного 
движения звеньев в кинематических парах в 
зависимости от изменения действующих на 
них сил на примере простейшего механизма 
первого класса первого порядка, конструктив
но представляющего одно звено, вращающиеся 
в подшипниках (рис. 7.9.1). Таким звеном 
является ротор с цапфами (концами вала, вхо
дящими в подшипники). При вращении не
уравновешенного ротора на цапфы действуют 
силы RA=QA+PAI ^В =QB-^^B> кото
рые являются переменньп^и как по величине, 
так и по направлению. 

Рис. 7.9.1. Силы, действуюпдие на цапфы 
неуравновешенного ротора 

Условимся в дальнейшем неуравнове
шенность ротора оценивать в плоскости каж
дого подшипника величиной отношения меж
ду динамическими и статическими силами 
ЕА = РА1 QA^ ^В = Рв1 QB > действую

щими на цапфу, и называть эти отношения 
коэффициентами дисбаланса. 

В зависимости от коэффициентов дисба
ланса можно различить три режима работы 
подшипников, характеризующих относитель
ное движение звеньев в кинематической паре: 

1) одностороннего износа подшипников; 
2) периодических ударов; 
3) одностороннего износа цапф. 
При качественном исследовании режи

мов работы подшипников можно ограничить
ся рассмотрением явлений только в одном 
подшипнике А и считать, что влияние на него 
другого подшипника В отсутствует. 

7.9.2. Режимы работы подшипников ротора 
при различных коэффициентах дисбаланса 

Режим одностороннего износа подшип
ников характеризуется неравенством ^ ^ < 1. 

Для определенности примем ЕА =0,5 и пост

роим при этом условии годографы сил Р^ и 
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Я^. Годографом вектора называется траекто
рия его конца при изменении его во времени. 
Так как вектор Р^ является постоянным по 
модулю и вращается вместе с ротором, то его 
годографом будет окружность, описанная из 
какого-либо центра Oj радиусом, равным по 
1Лодулю вектора Р^ (рис. 7.9.2). 

Рис. 7.9.2. Годографы сил, действуюпдих на щшфы А 
при первом режиме работы подшипника 

Пусть в некоторый момент времени /j 
вектор Р^ образует угол ф с осью Oj К Сло
жив вектор с вектором С^, постоянным по 
величине и направлению, получим вектор Я^ 
для данного момента времени /j. Если эту 
операцию сложения векторов Р^ и Q^ по
вторить для различных моментов времени, то 
можно получить геометрическое место концов 
вектора Я^у т.е. годограф этого вектора. Оче
видно, годографом силы Я^ будет также ок
ружность, радиус которой равен модулю силы 
Р^ , а центр 02 смещен относительно центра 

Oi по линии действия вектора Qj^ на модуль 
этого вектора. При постоянной угловой скоро
сти ротора конец вектора Яу^ двигается по 
своему годографу с постоянной линейной 
скоростью 

где со - угловая скорость ротора; е - отрезок, 
мм, измеряющий в некотором масштабе Кр^ 

Н/мм, длину вектора Р^ • 

\Q =(ùe. (7.9.1) 

Рис. 7.9.3. Механизма параллелограмма, 
звенья которого движутся аналогично ве1Еторам сил, 
действующих на цапфу ротора при первом режиме 

Это свойство годографа силы Л^, спра
ведливо при любом значении коэффициента 
дисбаланса Е^^, отражает механизм паралле
лограмма, построенного на векторах Р^ и 

Q^ (рис. 7.9.3). Из только что отмеченного 
свойства годографа следует, что величина и 
направление вектора Р^ изменяются перио
дически, причем частота этого изменения в 
минуту численного равна частоте вращения 
ротора. Отметим также, что вектор Я^ изме
няется по величине в пределах 
(QA - РА) ^ ^ А ^ (QA + ^А) И может иметь 

любое направление между лучами O2Û и Oib 
угла 2 ао (см. рис. 7.9.2). 

Покажем теперь, что при первом режиме 
центр цапф совершает колебательное движение 
по дуге окружности радиусом Ô, который 
равен половине зазора в подшипнике (рис. 
7.9.4). Если на цапфу в положении 1 (рис. 
7.9.5) действует некоторая сила Я^, то она 
обязательно перейдет в положение 2, при ко
тором контактная точка подшипника и цапфы 
окажется расположенной на линии действия 
силы Я^. Таким образом, по направлению 

силы Я^ можно оценить положение контакт
ной точки цапфы внутри подшипника. 
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Рис. 7.9.4. Траектория ценггра цапфы 
и характер изнашивания подшипника 

при первом режиме работы подшипника 

Рис. 7.9.5. Определение положения 
контактной точки цапфы 

Проведем из центра 0\ подшипника (см. 
рис. 7.9.2) два луча параллельно касательным 
Oia и Оф к годографу силы Rj^ и отметим 
точки А и В (см. рис. 7.9.4) пересечения этих 
лучей с окружностью подшипника. Очевидно, 
что дуга АВ является геометрическим местом 
точек контакта цапфы и подшипника. Отсюда 
следует, что при первом режиме центр цапфы 
действительно совершает внутри подшипника 
колебательное движение с угловой амплиту
дой, равной приблизительно aQ. Неточность 
связана с тем, что не рассматриваются силы 
инерции приведенной массы цапфы, благодаря 
которым амплитуда колебаний центра цапфы 
может несколько отличаться от величины а о . 
Не учитываются также силы трения в под
шипнике, несомненно оказывающие влияние 
на движение цапфы в подшипнике. Таким 
образом, при первом режиме работы подшип
ника цапфа будет изнашиваться по всей ок
ружности, а подшипник - только в пределах 
дуги АВ, причем длина этой дуги 
^АВ = 2/Uo (где г - радиус подшипника) зави
сит от коэффициента дисбаланса. 

Рис. 7.9.6. Характер изменения амплитуды 
колебаний центра цапфы в зависимости 

от коэффициента дисбаланса 

Из графика функции а^ = f {Е^ ) (рис. 
7.9.6) следует, что с увеличением коэффициен
та Еу^ возрастает также амплитуда колебаний 
центра цапфы, а следовательно, длина контак
тной дуги АВ подшипника. 

Режим периодических ударов в подшипни
ках. При этом режиме коэффициент дисбалан
са в плоскости подшипника Е^ =1. Из го
дографа силы Ry^ (рис. 7.9.7) следует, что 
сила Ry^ изменяется по гармоническому зако
ну: 

R^ =2P^cosO^(o/, 

где (О - угловая скорость ротора. 

Рис. 7.9.7. Годографы сил, действуюпцк на цапфу А 
при втором режиме работы подшипника 

Если условится силу Ry^ считать поло
жительной, когда она прижимает цапфу к 
подшипнику (а в противном случае - отрица-
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тельной), то на цапфу действует положитель
ная сила R^ только в том случае, когда угол 
р , определяющий положение центра цапфы 
внутри подшипника (рис. 7.9.8), удовлетворя
ет неравенствам: О < р < 90°; 
270°<р< 360\ 

Рис. 7.9.8. Определение положения цапфы 
в момент ее отрыва от подшипника 

Таким образом, сила R^ останется положи
тельной все время, пока центр цапфы нахо
дится ниже горизонтального диаметра под
шипника (положение 7). Если центр цапфы 
поднимется над этим диаметром (положение 
J), то на нее будет действовать отрицательная 
сила R^, направленная в сторону подшипни
ка. Поэтому можно считать, что отрыв цапфы 
от подшипника происходит в тот момент, 
когда угол Р = 90° (положение 2), т.е. в мо
мент, когда центр цапфы находится на гори
зонтальном диаметре подшипника. 

Рис. 7.9.9. Характер движения центра цапфы 
при втором режиме работы подшипника 

радиусом Ô до тех пор, пока цапфа не уда
рится о подшипник (точка 2). После этого 
цапфа некоторое время скользит по подшип
нику, но как только ее центр совпадает с гори
зонтальным диаметром, цапфа снова оторвется 
от подшипника в точке 7. Таким образом, при 
втором режиме работы подшипника проиг.хо-
дят периодические удары цапфы о подшип
ник, причем частота этих ударов равна частоте 
вращения ротора. Последнее непосредственно 
следует из свойства годографа силы 7?^ , кото
рое заключается в том, что конец вектора R^ 
движется по своему годографу с постоянной 
скоростью VQ, и поэтому периодические из
менения направления и величины вектора 
R^, а следовательно, периодические жесткие 

удары цапфы о подшипник происходят с час
тотой вращения ротора. 

Жесткие удары недопустимы в машинах, 
так как силы инерции соударяющихся масс, а 
следовательно, силы давления в кинематичес
ких парах машины увеличиваются теоретичес
ки до бесконечности. Опыт показывает, что 
при втором режиме работы подшипников они 
разрушаются раньше, чем изнашиваются, ус
ловимся коэффициент дисбаланса, при кото
ром возникают удары в подшипниках, назы
вать критическим значением и обозначать ^ . 
Необходимо отметить, что удары в подшипни
ках возникают не только при условии Е^ = I, 
но при условии Е^ « 1 существует некоторая 
область значений коэффициогга дисбаланса 
Е^, при котором наступает второй режим ра
боты подшипников. 

Рис. 7.9.10. Годографы сил, действуюпм1х на цапфу А 
при третьем режиме работы подшипников 

Режим одностороннего износа цапф. Ко
эффициент дисбаланса в плоскости подшип
ника определяется неравенством Е^ > I. Из 

годографа силы R^ (рис. 7.9.10), построенно
го при этом условии, видно, что конец вектора Движение центра цапфы после ее отрыва 

от подшипника (точка 7, рис. 7.9.9) происхо
дит по некоторой кривой внутри окружности ^А движется по своему годографу, так же как 
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И при первых двух режимах, с постоянной 
линейной скоростью определяемой равенством 
(7.9.1). На рис. 7.9.11 показано изменение 
относительной величины RAI РА " Р ^ РА= ^' 
Вектор Я^ вращается с некоторой переменой 
угловой скоростью 

r(ûCOSû)i/ + г) 
3̂ 1 7 9 

а + Г -\- 2arcos(ùit 

(7.9.2) 

где г и а - отрезки, пропорциональные соот
ветственно модулям векторов Р^ и Qy^; (Û1 -
угловая скорость ротора. 

/?А/^А 

ю 

0 
60 30 120 h 

Рис. 7.9.11. Изменение силы R^^ в зависимости от ее 
направления при третьем режиме работы подшипников 
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Рис. 7.9.12. Функция X = соз/ Wj при различных 
значениях коэффициента дисбаланса ЕА 

На рис. 7.9.12 показан график функции 
^р-^з/^1 ^Р^ различных значениях ко
эффициента дисбаланса Еу^ . Формулу (7.9.2) 
можно получить другим путем, если векторы 
^4 и Ryi рассматривать как звенья некоторо

го кулисного механизма (рис. 7.9.13). Не оста
навливаясь на подробностях этого вывода, 

переидем к определению характера движения 
цапфы внутри подшипника под действием 
силы Ry^. Выше бьшо отмечено, что вектор 

Ryl^ вращается со скоростью (03 и остается 
все время положительным (см. рис. 7.9.11), 
т.е. направленным от центра подшипника. В 
этом случае цапфа всегда прижата к подшип
нику и может занимать внутри подшипника 
любое положение. Иначе, при третьем режиме 
работы подшипника центр цапфы движется в 
одном направлении по окружности радиусом 
Ô , который равен половине зазора в подшип
нике. 

- 1 - ^ 

Рис. 7.9.13. Кулисный механизм, в котором точка А 
движется так же, как конец вектора R^ 
при третьем режиме работы подшипника 

Рис. 7.9.14. Нижние и верхние положения цапфы 
внутри подшипника при третьем режиме его работы 

Покажем теперь, что при таком движе
нии цапфы она будет обращена к подшипнику 
одной своей стороной. Возьмем какие-либо 
два положения цапфы, например нижнее и 
верхнее (рис. 7.9.14), и заштрихуем ту часть 
цапфы, которой она обращена к подшипник} 
в нижнем положении. При переходе цапфы из 
нижнего положения в верхнее вектор i?^ 
поворачивается на 180\ Но из годографа силы 
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R^ (см. рис. 7.9.10) видно, что при у =0 и 

у =180° векторы 7?^ и Р^ совпадают по 

направлению. Тогда векторы R^^ и JP^ , а 
следовательно, ротор, относительно которого 
вектор Р^ неподвижен, одновременно повер
нутся на угол 180° при переходе цапфы из 
нижнего положения в верхнее; при этом цап
фа снова окажется обращенной к подшипнику 
той же стороной. 

Таким образом, при третьем режиме ра
боты подшипников получается всегда односто
ронний износ цапфы и неравномерный износ 
подшипника по всей окружности. Кроме того, 
по мере износа цапфы увеличивается расстоя
ние от центра массы ротора до оси вращения, 
вследствие чего возрастает сила R^, а это, в 
свою очередь, повьппает интенсивность изна
шивания подшипника и цапфы. Поэтому при 
третьем режиме происходит прогрессирующий 
износ цапфы и подшипника. Еотш учесть, что 
в этом случае на цапфу и подшипник дей
ствуют значительные неуравновешенные силы, 
превьппающие статическое давление на под
шипник, то этот режим получается менее 
благоприятньп^ для работы подшипников, чем 
первый. 

Третий режим работы подшипников 
можно допускать только в исключительных 
случаях, например для роторов с вертикально 
расположенной осью вращения и при от
сутствии статических давлений на подшипник. 
При этом динамическая балансировкаг роторов 
должна проводится с максимально возможной 
точностью. 

7.9.3. Особенности работы подшипников ротора 
в космических аппаратах 

Рассмотрим экстремальные режимы ра
боты подшипников произвольного двухопор-
ного ротора (см. рис. 7.9.1), установленного на 
орбитальном космическом аппарате (КА) 
многоразового использования, начиная от 
момента старта и кончая возвращением на 
Землю. Для численного решения задачи необ
ходимо 31тть аналитические зависимости от 
времени сил Q^ и Q^ статического давления 
цапф на подшипник во время полета КА, а 
также дисбалансы D^ и D^ ротора в плос
костях I, П и силы давления на подшипники 
Gy(, G^ от силы тяжести ротора до старта КА. 

При отсутствии этих данных проведем 
качественное исследование задачи, приняв 
функцию (QA, t) такой, какой она показана 
на рис, 7.9.15: 

О 1 H t 

Рис. 7.9.15. Изменение во времени статических 
(QA У ^У Gyi У t) и динамических давлений (РА ,/) 

на подшипник А неуравновешенного ротора 

QA = KG^, (7.9Д) 

где G^ - статическое давление на подшипник 
А от массы ротора (до старта КА); К - коэф
фициент перегрузки; по данным зарубежных 
литературных источников число К может быть 
равно 10. 

Примем, что подшипники А и В ротора 
совершенно идентичны и по конструкции, и 
по нагрузке. Поэтому у них всегда будут оди
наковые режимы работы и силу равенств: 

^А=^В^ 

QA=QB> 

PA=PB=DB(^^'^0-^'> 

DA=D в> 

(7.9.4) 

(7.9.5) 

(7.9.6) 

(7.9.7) 

где со - частота вращения ротора, с^. 
Работа подшипников от момента старта 

КА до выхода его в космос. При / = О проис
ходит старт КА. В этот момент подшипники 
воспринимают статическое давление (7.9.4) от 
массы ротора и динамическое давление (7.9.6) 
от дисбалансов (7.9.7). После старта КА в лю
бой момент времени / в интервале 

0<t<ti (7.9.8) 

подшипники ротора будут работать по перво
му режиму нагружения в связи с тем, что на 
цапфы А и В будут действовать силы (7.9«5) и 
(7.9.6), удовлетворяющие неравенству 

0^ >РА (7.9.9) 
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При первом режиме, наиболее благоприятном 
для работы любого подшипника, центр цапфы 
совершает в подшипнике некоторое колеба
тельное движение (см. п. 7.1) Неравенство 
(7.9.9) обеспечивается в земных условиях ди
намической балансировкой ротора с точ
ностью, установленной ГОСТ 22061-76. 

При t = ti получается равенство сил ста
тического и динамического давления: 

QA-PA (7.9.10) 

Условие (7.9.10) создает второй режим 
работы подшипников, при котором возникают 
периодические удары цапф и подшипник. В 
результате образуется аварийная ситуация, при 
которой подшипники преждевременно выхо
дят из строя. В земных условиях этот режим 
исключается тем, что для каждого подшипника 
обеспечивается неравенство (7.99) динами
ческой балансировкой ротора с заданной точ
ностью. Однако балансировкой ротора нельзя 
исключить работу подшипников КА по второ
му режиму в момент / = ^i. Решение этой 
задачи требует использования других методов. 
При 

h<t<t^ (7.9.11) 

статическое давление на подшипники получа
ется меньше динамического 

PA>QA (7.9.12) 
Но неравенство (7.9.12) есть условие су

ществования третьего режима работы подшип
ников неуравновешенного ротора, при кото
ром происходит, как уже отмечалось, односто
ронний износ цапф и подшипников по всей 
окружности контакта. 

В земных условиям третий режим работы 
исключается методом динамической баланси
ровки ротора. Но в КА третий режим работы 
подшипников этим методом устранить нельзя. 
Последствия этого режима зависят от его про
должительности в соответствии с (7.9.12), а 
также значений остаточных дисбалансов / ) ^ и 

Dg после динамической балансировки ротора 
в земных условиях. 

Работа подшипников ротора после выхода 
КА в космос. При 

/>/„ (7.9.13) 

КА окажется в состоянии невесомости. Стати
ческое давление (7.9.5) на подшипники ротора 
становится равным нулю, а неуравновешенные 
силы (7.9.6) не меняются. Поэтому при усло
вии (7.9.13) подшипники ротора продолжают 
работать по третьему режиму. 

Если подшипники ротора неидентичны в 
отношении условий (7.9.4) - (7.9.7), то режи
мы их работы в космосе могут иметь весьма 
существенные особенности. Пусть, например, 
ротор имеет моментную неуравновешенность, 
которая характеризуется равенством 

-D В- (7.9.14) 

В состоянии невесомости ось ротора при 
условии (7.9.13) описывает в подшипниках 
линейчатую двухполосную коническую по
верхность. При этом режиме возникают кро
мочные контакты цапф и подшипников, в 
результате чего происходит развальцовывание 
подшипников со стороны их наружных торцо
вых поверхностей. Рассмотренный режим ра
боты подшипников назовем четвертым 
(космическим) режимом. Режим развальцовы-
вания подшипников в условиях невесомости 
может возникнуть также у динамически не
уравновешенного ротора при любых значениях 
дисбалансов: 

/>^>0; DB>0. (7.9.15) 

Действительно, ось динамически неурав
новешенного ротора при условии (7.9.15) опи
сывает в подшипниках линейчатую поверх
ность однополосного гиперболоида. Поэтому в 
подшипниках при этом режиме обязательно 
возникнут кромочные контакты. 

Рассмотренный режим работы подшип
ников динамически неуравновешенного рото
ра назовем пятьв! (космическим) режимом. 
Шестой (космический) режим работы под
шипников ротора в состоянии его невесомости 
может возникнуть при условии 

DA // DS^ (7.9.16) 

характеризующем статическую неуравнове
шенность ротора. При условии (7.9.16) ось 
ротора описывает в подшипнике цилиндри
ческую поверхность, поэтому цапфы ротора 
касаются подшипников по линиям. Этот ре
жим напоминает третий режим работы под
шипников, наблюдаемый в земных условиях, 
но отличается от него отсутствием сил статиче
ского давления на подшипник. 

Седьмой (космический) режим работы 
подшипников ротора получится при условии: 

DA^O; DS=0, (7.9.17) 

В этом случае цапфа в подшипнике А имеет 
линейный контакт, а подшипник В полностью 
разгружен. 

Возможности устранения кромочных кон
тактов при четвертом и пятом космических 
режимах работы подшипников. Для устранения 
кромочных контактов подшипники ротора КА 
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должны иметь специальную цилиндро-
коническую форму, обеспечивающую возмож
ность вращения при различных режимах и 
отсутствие кромочных контактов при четвер
том и пятом режимах. Кромочные контакты 
цапф в подшипниках при четвертом и пятом 
космических режимах можно устранить также 
другими средствами, например применением 
сферических самоустанавливающихся под
шипников. 

Особенности работы подшипников ротора 
при маневрировании КА и при возвращении его 
на землю. При маневрировании КА в космосе 
и, в частности, при выходе его на траекторию 
удаления, спуска или приземления на под
шипники ротора будут действовать динамиче
ские силы Ру^^ Р^ и статическое давление 

QA > QB ' В зависимости от соотношения меж
ду этими силами в подшипниках An В ротора 
могут возникать любые из рассмотренных вы
ше режимов их работы (от первого до пятого). 
Только режим семь может не возникнуть в 
связи с тем, что силы (2^ и Qg будут отли
чаться от нуля во время маневрирования КА. 
Рассмотренная теория режимов работы под
шипников ротора в зависимости от соотноше
ния между модулями сил статического и ди
намического давления, действующих на цап
фы, может быть использована для анализа 
работы вращательных пар как плоских, так и 
пространственных рьмажных механизмов. 
Очевидно, режимы работы вращательных пар 
в механизмах будут определять не только ха
рактер и интенсивность их изнашивания,- но и 
ресурс и надежность всего механизма. 
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Глава 8 

БАЛАНСИРОВКА 
В МАШИНОСТРОЕНИИ 

8.1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ 
При вращении тело стремится повер

нуться около одной из трех главных централь
ных осей инерции. Препятствующее этому 
вращению тело будет испытывать давление со 
стороны вращающегося тела. 

Вращающееся тело принято называть ро
тором. Роторы связаны с неподвижными тела
ми через опоры. Опорой обычно является 
цапфа ротора, но может быть и другая поверх
ность, например обод катания железнодорож
ной колесной пары. Как правило, опор у ро
тора две, но может быть и больше, например, 
у коленчатого вала двигателя внутреннего сго
рания. Линия, проходящая через центры опор, 
- ось вращения. При проектировании машин 
конструктивно и технологически стремятся 
обеспечить совпадение главной центральной 
оси инерции (ГЦОИ) ротора с осью вращения. 

Роторы редко изготовляют цельными. 
Большей частью роторы делают составными из 
нескольких деталей, собранных посредством 
винтов, заклепок, сварочных швов и других 
соединений. Часть поверхностей составных 
деталей, полученных литьем или ковкой, не 
подвергают обработке на станке. Но и станоч
ная обработка выполняется с определенными 
погрешностями, превышающими требования 
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на точность совмещения ГЦОИ с осью враще
ния. Кроме того, материала деталей отличается 
неоднородностью. По этим причинам в рото
ре, хотя и изготовленном в соответствии с 
требованиями чертежа, ГЦОИ, как правило, 
не совпадает с осью вращения. Поскольку при 
вращении ротора центробежные силы оказы
ваются неуравновешенными, ротор подвергают 
балансировке. Трудоемкость этой операции 
зависит от начального дисбаланса ротора. 

Неуравновешенность ротора, т.е. наличие 
неуравновешенных центробежных сил, отрица
тельно сказывается на работе машины 
(механизма, прибора), вызывая вибрахщю и 
дополнительные напряжения, достигающие 
при высоких частотах вращения опасных зна
чений. Вибрация оказывает вредное физиоло
гическое воздействие на человека, ухудшает 
технолопсческие параметры машины 
(точность, производительность и качество ра
боты), снижает долговечность машины. Осо
бенно вредно дисбаланс проявляется при час
тотах вращения, близких к частотам резонанса. 
Поскольку идеальное уравновешивание ротора 
практически невозможно, при проектирова
нии машины рабочие частоты должны выби
раться достаточно удаленными от зоны резо
нанса. 

Если центробежные силы, действующие 
на вращающийся ротор, не вызывают его де
формации на рабочих частотах вращения, то 
такой ротор является жестким. Если действие 
центробежных сил вызывает заметные дефор
мации ротора на какой-либо рабочей частоте 
вращения, то такой ротор является гибким и 
его надо балансировать на специальном обору
довании по более сложной и трудоемкой ме
тодике, чем методика балансировки жесткого 
ротора. Среди жестких и гибких роторов име
ются такие, которые можно отнести то к жест
ким, то к гибким в зависимости от условий 
работы, в том числе рабочих частот вращения. 
Примером жесткого ротора при всех проекти
руемых рабочих условиях является коротко-
замкнутый ротор асинхронного электродвига
теля, а гибкого - ротор мощного генератора 
тока. 

8.2. БАЛАНСИРОВКА ЖЕСТКОГО РОТОРА 

При балансировке жесткого ротора ис
пользуют свойства твердого тела: правило сло
жения сил и моментов или их разложения на 
составляющие. При всем разнообразии рас
пределения неуравновешенных центробежных 
сил в жестком роторе они могут быть сведены 
к главному вектору сил и моменту. 

Для исправления неуравновешенности в 
ротор вводят корректирующие грузы. В прин
ципе для коррекции главного вектора требует
ся один груз, а для коррекции главного мо
мента - два груза, размещенных вдоль оси 
вращения на некотором расстоянии один от 

другого. В конструкции ротора должна быть 
обязательно предусмотрена возможность раз
мещения на нем корректирующих грузов тре
бующейся массы (условно отрицательной мас
сы - удаление материала ротора). 

Зона 3 масс ротора обычно недоступна 
для технологических операций. Поэтому в 
балансируемом роторе выбирают две плос
кости (плоскости коррекции), в которые по 
правилам теоретической механики пересчиты-
ваются и главный вектор сил С, и главный 
момент M дисбаланса ротора (рис. 8.2.1). В 
плоскостях коррекции 1 и 2 устанавливаются 
корректирующие грузы (или удаляется матери
ал) для уравновешивания главного вектора и 
главного момента. 

Следует иметь в виду, что в выбранных 
плоскостях не все места могут быть доступны
ми для установки грузов. Так, в случае балан
сировки короткозамкнутого ротора асинхрон
ного электродвигателя (рис. 8.2.2) требуется 
создать корректирующий вектор силы (7^ по 

Рис. 8.2.1. Пересчет параметров дисбаланся 
в плоскости коррекции ротора 

Рис. 8.2.2. Разложение вектора дисбаланса 
I составляющие проекции по осям коррекции ротора 
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направлению О а . Можно создать векторы по 
ближайшим направлениям (осям) Ор и Оу . 
Соблюдая правила теоретической механики, 
создают векторы Gp и Gy, эквивалентные 

(для твердого тела) твердого 
Gp + Gy . 

вектору G^ : 

Следует отметить, что в неотбалансиро-
ванном роторе всегда присутствуют и главные 
векторы сил, и момент, причем коррекция 
главного момента наиболее трудоемка и тре
бует более сложной техники. В тоже время 
имеется большой класс изделий, для удовлет
ворительной работы которых можно прене
бречь шавным моментом и скорректировать 
только главный вектор (автомобильные колеса, 
диски сцепления, маховики, гребные винты, 
шлифовальные круги и другие плоские рото
ры). Балансировка, ограничивающаяся уравно
вешиванием только главного вектора, назы
вается статической. Главный вектор может 
быть обнаружен без вращения ротора при 
установке его на горизонтальные планки 
(ножи) или роликовые опоры. При установке 
на ножи ролики ротора массой m со смещен
ным с оси ротора центром масс на величину 
8 создается момент M - z mg и ротор пово
рачивается "тяжелым местом" вниз. Метод не 
обеспечивает требуемой точности балансиров
ки и в настоящее время применяется только в 
простейших ремонтных мастерских. 

В промышленности статическая баланси
ровка проводится в динамическом режиме на 
балансировочных станках для статической 
балансировки, на которых балансируемый 
ротор приводится во вращение с частотой со . 
При вращении ротора возникает центробежная 
сила G = meo) . При достаточно большой 
частоте вращения со можно получить ускоре-

2 
ние 8С0 , которое во много раз больше уско
рения g свободного падения, и этим обеспе
чить высокую точность измерения смещения 
neirrpa Мисс. 

Когда главным моментом пренебречь 
нельзя, применяют динамическую балансиров
ку. В частном случае неуравновешенные цент
робежные силы ротора могут создавать только 
момент. При этом цектр масс ротора располо
жен на оси ^ (см. рис. 8.2.1) вращения ротора 
(ГЦОИ и ось 4 вращения пересекаются). Од
нако создать балансировочный станок, реаги
рующий только на пару сил, практически не
возможно, так как для этого требуется точное 
определение в каждом экземпляре ротора по
ложения центра масс. Поэтому имеются стан
ки для общего случая динамической неуравно
вешенности ротора, когда центр масс смещен 

относительно оси вращения и ГЦОИ поверну
та относительно оси вращения, (оси перекре
щиваются). 

При балансировке рассматривают сле
дующие виды неуравновешенности: стати
ческую, когда центр масс смещен с оси вра
щения, но ГЦОИ параллельна оси вращения 
ротора; моментную, когда центр масс распо
ложен на оси вращения и ГЦОИ повернута 
относительно оси вращения; динамическую, 
когда центр масс смещен относительно оси 
вращения и ГЦОИ повернута относительно 
оси вращения. 

8.3. БАЛАНСИРОВОЧНЫЕ СТАНКИ 

Станок для статической балансировки 
позволяет определить только главный вектор 
дисбаланса, станок для динамической балан
сировки жестких роторов - главные вектор и 
момент дисбаланса или их совокупное дей
ствие в двух произвольных плоскостях, пер
пендикулярных к оси ротора (см. рис. 8.2.1). 
Балансировочные станки для статической и 
динамической балансировки имеют колеба
тельные системы, в которых центробежные 
силы преобразуются в эквивалентные электри
ческие сигналы. 

В опоры колебательной системы цапфа
ми или на оправке, если ротор цапф не имеет, 
помещается балансируемый ротор и приводит
ся во вращение. Колебательная система станка 
обладает некоторой массой (паразитная масса) 
и поддерживается в пространстве упругими 
связями. Вместе с массой ротора создается 
резонансная система, обладающая определен
ной собственной частотой. Если собственная 
частота системы выше частоты вращения рото
ра при балансировки, то такой режим работы 
станка называется дорезонансным. Если соб
ственная частота системы меньше частоты 
вращения ротора при балансировке, то такой 
режим работы станка называется зарезонанс-
ным. Каждый режим имеет свои преимущест
ва и недостатки и представляет собой предмет 
теории построения балансировочных станков. 

Возникающие при вращении ротора 
центробежные силы преобразуются датчиками 
колебательной системы в электрические сигна
лы. Сигналы дисбаланса ротора поступают в 
электронную измерительную систему станка 
(аналоговую или цифровую). В результате об
работки сигналов дисбаланса измерительная 
система выдает информацию о величине и 
месте установки корректирующих грузов или 
удаления материала в плоскостях коррекции 
ротора. 

По специализации и области примене
ния станки для балансировки жестких роторов 
подразделяют на станки общего назначения и 
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специальные, в том числе полуавтоматические 
и автоматические. 

Б а л а н с и р о в о ч н ы й с т а н о к 
о б щ е г о н а з н а ч е н и я определяет 
дисбаланс ротора произвольной конфигурации 
в заданном характеристикой станка диапазоне 
его массово-геометрических параметров. Тех
ническая характеристика станка общего назна
чения включает пределы изменения масс и 
геометрических размеров (диаметров и линей
ных размеров) роторов, которые могут быть 
отбалансированы на нем. Станки общего наз
начения выполняют статическую и динами
ческую балансировки. Для обеспечения балан
сировкой всей номенклатуры роторов маши
ностроения станки одного вида балансировки 
объединяются в гаммы, которые содержат ряд 
моделей станков, например гамма станков из 
одиннадцати моделей цдя динамической ба
лансировки роторов массой 0,01 кг ... 30 т. В 
пределах одной и той же гаммы станки общего 
назначения могут бьпъ как зарезонансного, 
так и дорезонансного типа. Для расширения 
универсальности на станках определяют толь
ко дисбаланс ротора, т.е. эти станки являются 
чисто измерительными и не оснащены меха
низмами коррекции дисбаланса. Коррекция 
дисбаланса ротора осуществляется на отдель
ном оборудовании известными средствами 
(сверление, фрезерование, приварка грузов и 
др.). В связи с этим станки общего назначения 
менее производительны, чем специальные, и 
применяются в основном в ремонтном, мелко
серийном и частично в серийном произ
водстве. 

С п е ц и а л ь н ы й б а л а н с и р о 
в о ч н ы й с т а н о к определяет дисбаланс 
конкретного ротора или группы однотипных 
роторов с корректировкой масс. Специальные 
балансировочные станки представляют собой 
наиболее широкую и многообразную группу 
балансировочных станков. Большинство рото
ров машиностроения в серийном и массовом 
производстве требуют для балансировки созда
ния специальных станков. Даже некоторые 
однотипные роторы, как, например, коленча
тые валы двигателей автомобилей, в связи с 
многообразием их конструкций (коленчатые 
валы рядньЕХ, V-образных, четырех- и шести 
цилиндровых двигателей и т.д.) требуют для 
балансировки станков специальных моделей. 
Для балансировки таких роторов используют 
гамму специальных станков, например из трех 
моделей станков для балансировки двух- и 
трехшарнирных карданных валов автомобилей. 
Специальные станки могут бьпъ зарезонансно
го и дорезонансного типов, для статической и 
динамической балансировки. Функции специ
альных станков могут быть ограничены только 
процессом измерения дисбаланса ротора. 

Для повышения производительности ба
лансировки специальные станки помимо из

мерения дисбаланса могут выполнять следую
щие автоматизированные процессы: позицио
нирование ротора на измеренный угол дисба
ланса; корректировку масс ротора на устано
вленном угле коррекции. Позиционирование 
ротора представляет собой процесс установки 
ротора в угловое положение, соответствующее 
измеренному углу дисбаланса. В результате 
позиционирования ротор устанавливается на 
угол коррекции дисбаланса "тяжелым" 
("легким") местом под инструмент корректи
ровки масс. Для корректировки масс роторов 
наиболее широко применяют традиционные 
методы металлообработки (сверление, фрезе
рование, шлифование и т.д.), которые обеспе
чивают высокую производительность и воз
можность автоматизации процесса. В баланси
ровочном автоматическом станке процессы 
измерения дисбалансов, позиционирования и 
корректировки масс ротора совмещены в про
странстве на одной позиции (на одном и том 
же роторе), но разнесены по времени и вы
полняются последовательно. 

Специальные станки для измерения 
дисбаланса ротора могуг быть дополнены от
дельными обрабатывающими станками для 
корректировки масс и транспортом для пере
мещения ротора с позиции измерения на по
зицию коррекции дисбаланса. Если требуемая 
точность балансировки ротора не может бьпъ 
достигнута за один цикл, то позиций измере
ния и коррекции дисбаланса может быть 
несколько (например, черновая и чистовая), 
связанных общим транспортом непосред
ственно или через бункер-накопитель роторов. 
Оборудование такого типа представляет балан
сировочную линию или участок. Специальные 
балансировочные участки и линии могут быть 
дополнены станками для измерения и контро
ля остаточного дисбаланса (позиция контроля 
дисбаланса), средствами удаления отходов 
корректировки масс и др. При автоматизации 
всех процессов специальные балансировочные 
участки и линии являются автоматическими. В 
балансировочных участках и линиях процессы 
измерения дисбаланса и корректировки масс 
роторов разнесены в пространстве на разные 
позиции, но совмещены во времени для раз
ных роторов, т.е. одновременно осуществляет
ся корректировка масс ротора, ранее измерен
ного, и измерение дисбалансов нового ротора. 
Этим обеспечивается высокая производитель
ность балансировки. 

В рассмотренных балансировочных стан
ках совмещение Г1ДОИ с осью вращения осу
ществляется корректировкой масс ротора 
(добавлением или удалением материала рото
ра). 

Ц е н т р о в а л ь н ы е б а л а н с и 
р о в о ч н ы е с т а н к и позволяют со
вместить ГЦОИ с осью вращения, не коррек
тируя распределение масс в роторе, а изменяя 
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положение оси вращения ротора относительно 
главной центральной оси инерции. В них ось 
вращения ротора задается так, чтобы она сов
пала с ГЦОИ. С этой целью колебательная 
система станка оборудована зажимным устрой
ством для закрепления балансируемого ротора. 
Зажимное устройство предварительно отбалан
сировано. При установке и вращении балан
сируемого ротора с зажимным устройством 
возникает вибрация колебательной системы от 
неуравновешенности ротора. Положение рото
ра в зажимном устройстве меняют до дости
жения состояния, при котором вибрация сни
жается до заданного уровня. Ротор в этом по
ложении фиксируется, и производится его 
центровка механизмами, встроенными в ста
нок. Затем на отдельном оборудовании обра
батываются относительно центров опорные 
поверхности ротора. 

С т а н о к д л я с т а т и ч е с к о й 
ц е н т р о в к и определяет координаты цен
тра масс ротора, относительно которых осу
ществляется обработка его базовых поверхно
стей. С помощью станков для статической 
центровки может осуществляться, например, 
расточка базовых посадочных отверстий судо
вых и воздушных винтов по оси, проходящей 
через центр масс. 

С т а н о к д л я д и н а м и ч е с к о й 
ц е н т р о в к и определяет координаты глав
ной центральной оси инерции ротора по глав
ному вектору и моменту дисбаланса или их 
совокупности в двух плоскостях коррекции 
ротора. На станках дгщ^ динамической цент
ровки по найденным двум точкам на главной 
центральной оси инерции проводят центровку 
ротора. Относительно центров осуществляется 
дальнейшая обработка поверхностей ротора. 
Например, по центрам на заготовке коленча
того вала обтачивают шейки и другие элемен
ты. Требующаяся точность совмещения осей 
(ГЦОИ и оси вращения) составляет микромет
ры и даже доли микрометров. Такой способ 
совмещения осей имеет высокую стоимость, 
С7юж}{ый и применятся реже, чем обычная 
балансировка. Наиболее часто применяют цен
тровку предварительно обработанной заготов
ки ротора для удержания начального дисба
ланса в приемлимых пределах. Но существует 
тип роторов, конструкции которых не допус
кают установки корректирующих грузов или 
съема материала (например, некоторые типы 
вентиляторов и турбин). Для них балансировка 
посредством центровки является единственно 
возможным способом. 

В специальных, в том числе автоматиче
ских балансировочных станках и линиях про
цессы измерения дисбаланса и корректировки 
масс ротора совмещены либо в пространстве 
(на одном роторе последовательно), либо во 
времени (на разных роторах одновременно). 

С т а н о к д л я а в т о м а т и ч е 
с к о й б а л а н с и р о в к и в п р о ц е с 

с е в р а щ е н и я р о т о р а отличается 
тем, что процессы определения дисбаланса и 
корректировки масс совмещены во времени и 
в пространстве. На таких станках в процессе 
вращения ротора одновременно осуществляет
ся измерение дисбаланса и его уменьшение 
автоматическим добавлением корректирующей 
массы в "легком месте" ротора либо удалени
ем избыточной массы в "тяжелом месте" рото
ра. При этом корректирующие устройства, 
управляемые сигналами дисбаланса, осу
ществляют балансировку в момент прохожде
ния перед ними соответствующего места на 
вращающемся роторе. В современных станках 
применяют электрофизические и электрохи
мические методы коррекции дисбаланса. 

Электрофизическая корректировка масс 
включает: удаление избыточной массы ротора 
с помощью луча лазера; добавление корректи
рующей массы с помощью взрыва проволок в 
магнитном поле и др. С помощью луча лазера, 
управляемого сигналами дисбаланса, осу
ществляется расплавление и испарение мате
риала ротора при прохождении "тяжелого 
места" ротора перед лазерным источником. 
Съем материала может осуществляться за каж
дый оборот ротора или с определенной цик
личностью Взрыв металлических проволок 
осуществляется подачей на них высоковольт
ного напряжения, а расплавленные продукты 
взрыва фокусируются и направляются на 
"легкое место" ротора предварительно сфор
мированным магнитньш полем. 

Электрохимическая корректировка масс 
основана на принципе анодного растворения 
избьгточного материала при вращении балан
сируемого ротора. Над плоскостью коррекции 
ротора установлен электрод, а в зазор между 
ними подается электролит. В момент прохож
дения под электродом "тяжелого места" рото
ра между электродом и ротором пропускается 
импульс электрического тока, замыкающегося 
через электролит. При этом за каждый оборот 
ротора под электродом осуществляется эле
ментарный съем металла. Электрофизические 
и электрохимические методы балансировки 
обеспечивают высокую точность без участия 
оператора станка, но обладают более низкой 
производительностью, чем традиционные ме
тоды металлообработки. 

Рассмотренное выше оборудование пред
назначено для балансировки жестких роторов, 
которые балансируются в двух произвольных 
плоскостях коррекции при частоте вращения 
меньше первой критической и у которых зна
чения остаточного дисбаланса не превышают 
допустимые на всех частотах вращения вплоть 
до максимальной рабочей. 

8.4. БАЛАНСИРОВКА ГИБКОГО РОТОРА 

Балансировка гибкого ротора по сравне
нию с балансировкой жесткого ротора слож
нее, поскольку вся совокупность распределен-



534 Глава 8. БАЛАНСИРОВКА В МАШИНОСТРОЕНИИ 

ных по объему ротора неуравновешенных 
центробежных сил не может быть сведена к 
главному вектору и моменту. В связи с этим 
плоскости коррекции не Moiyr назначаться 
произвольно, число их более двух и зависит от 
гибкости ротора. Гибкий ротор, если не при
нять особых мер, при сбалансированности на 
одной частоте вращения может оказаться не
сбалансированным на другой частоте. 

Механизм появления дисбаланса при из
менении частоты вращения можно пояснить 
моделью (рис. 8.4.1). Пусть в каком-то сече
нии ротора, вращающегося с частотой ©j, 
имеется элемент массы /И/, удерживаемый 
упругостью с силой Pi (например, пружи
ной). Масса /W/ расположена на расстоянии 
р от оси О вращения ротора (очевидно, 

Pi =m/p©f ). В этом положении ротор пол
ностью уравновешен с помощью корректи
рующей массы /Пк , расположенной на рас
стоянии г^ от оси вращения. Упругая сила Pj 
является внутренней силой, и поэтому условие 
уравновешенности ротора 

Щро>1 = niy^r^cùi у или mip-т^Гу^. 

Если изменить частоту вращения ©i на 
большую (или меньшую) ©2 , то центробеж
ная сила массы /W/ возрастет (или уменьшит
ся) и потребуется большее (меньшее) усилие 
со стороны пружины для удержания массы 

/W/. В результате сдвига массы /И/ на величи
ну Ар появится дисбаланс 

/W/ (р + Лр)©2 -ff^K^K^l ~ ^ст®2 

^ст = 'W/ (Р + ДР) - ffh^^K ' 

По условию элемент /W/ ротора был 

уравновешен, и поэтому D^j = т^Ар. В нату

ральном роторе роль массы т^ исполняет 

масса элемента длины ротора, радиуса р -
смещение центра масс элемента с оси враще
ния, а роль пружины - изгибная жесткость оси 
ротора. 

Таким образом, если в роторе имеются 
элементы, изменяющие свое положение с из
менением частоты вращения, то такой ротор 
может быть уравновешен только на какой-то 
одной частоте. Чтобы этого избежать, необхо
димо применять особые методы балансировки 
- балансировка по собственным формам изги
ба. 

Ротор, получивший по какой-либо при
чине поперечные колебания, совершает их (с 
частотой и по форме) в зависимости от массы 
единицы длины ротора и жесткости. Форм 
колебаний бесконечное множество. Практиче
ски достаточно ограничиться рассмотрением 
первых трех форм изгиба (рис. 8.4.2). Крити
ческая частота каждой формы зависит от усло
вий закрепления на концах ротора. Для реше
ния задачи балансировки гибкого ротора необ
ходимо рассмотреть два случая закрепления: 
конщ)! ротора шарнирно оперты на абсолютно 
жесткие опоры; конщл ротора свободны. Осу
ществить полностью эти условия практически 
невозможно, и они выполняются приближен
но, что снижает точность расчетов и делает 
необходимым введение экспериментальных 
поправок для каждого типа ротора. 

Дифференциальное уравнение свободных 
поперечных колебаний получается из рассмот
рения равновесия элемента длины стержня 

Рис. 8.4.1. Модель 
в гибком роторе при 

дисбалянсж 
•петоты его вращения Рис. 8.4.2. Формы изгнбных колебаний гибкого ротора 



БАЛАНСИРОВКА ГИБКОГО РОТОРА 535 

(ротора). Для однородного ротора, если при-
небречь гироскопическим эффектом, диффе
ренциальное уравнение имеет вид: 

где / - момент инерции ротора относительно 
его центра масс; /HQ - масса элемента дтшны 
ротора, кг/м; >̂ jç̂  - прогиб ротора на расстоя
нии X от начала координат в момент времени 
/. 

Пусть ротор представляет собой линей
ную систему, совершающую гармоническое 
движение, тогда перемещение любой точки 
оси ротора 

yxt - Ух (^coscû/ + ^sincoO , 

где у^ - функция, зависящая только от х\ 
CÙ - круговая частота колебаний. 
Подставляя выражение для у^^^ в дифферен
циальное уравнение и учитывая, что оно 
должно выполняться в любой момент време
ни, получим 

dx' EJ У'^''' 

частоты для каждой собственной формы шар-
нирно опертого ротора: 

© 1 = • 
-

I от 

9х' 

©2 =• 

m 

4%' 

Для ротора со свободными концами из
гибающие моменты и перерезывающие силы 
равны нулю при х = О и х = I: 

dx^ 

= 0; dyx 
x»0 

= 0; 

{dxr 

d'yx' 

= 0; 
' x=0 

x=l dx^ ) 
= 0. 

x=/ 

Из этих условий получается частотное уравне
ние COS Kl chKl = 1. Первые три корня урав
нения составляют 4,73; 7,85; 11,00. После рас
крытия значения параметра К 

22,4 [ËJ 61,7 [Ё/ 
l^ Ч m г \ m 

Если обозначить —-—Д = А' , то общее 
Ы 

решение дифференциального уравнения 

Ух = q sin АЗс + С2 ces Кх + c^s\iKx + c^chKx 

Постоянные интегрирования определя
ются из краевых условий. Для шарнирно опер
того стержня прогибы и изгибающие моменты 
на концах ротора длиной / равны нулю: 
(Ух)х=0 = 0; 

'd^x 
Vdx' 

= 0; ( У А . / = 0 ; 
^х=0 

d^x 
dx^ 

= 0. 
x=/ 

На основании этого sinÀ/ = 0. Это частотное 
уравнение, которому удовлетворяет ряд соб
ственных форм изгиба оси упругого стержня 
Kl = тс, 27С, Зп и т.д. На рис. 8.4.2 показаны 
эти формы (пблусинусоида, синусоида, полу
торная синусоида). Иных собственных форм 
однородный стержень принимать не может, но 
существовать одновременно эти формы могут. 
Раскрывая значения параметра Ку получим 

121 EJ 

в этом случае также может иметь место одно
временное присутствие различных форм коле
баний. 

Характеристики неоднородных роторов 
получают методом разбиения ротора на части, 
которые с должным приближение можно при
нять за однородные. Соответствующие вычис
ления выполняются с привлечением совре
менных вычислительных средств для каждого 
типа ротора. В большинстве случаев применя
ют приближенные методы расчетов. 

Балансировку гибкого ротора производят 
раздельно по собственным формам изгиба. Ее 
начинают при частоте вращения, при которой 
ротор представляет собой жесткое тело и ам
плитуда его изгибных колебаний составляет 
доли допуска на вибрацию данного типа рото
ра. При этом устраняют статический и мо-
ментный дисбаланс, соответственно закрепляя 
на концах ротора симметричные и кососим-
метричные грузы. 

После выполнения балансировки ротора 
как жесткого он разгоняется до частоты вра
щения меньше первой критической. По виб
рации опор определяется дисбаланс в средней 
части ротора. Этот дисбаланс корректируется 
тремя грузами (рис. 8.4.3): один груз располо
жен примерно в середине ротора, а два груза. 
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Рис. 8.4.3. Схема расстановки корректирующих масс 
для балансировки гибкого ротора 

по массе равные первому, - близко к концам 
ротора. Этим устраняется прогиб ротора по 
первой форме изгибных колебаний и не на
рушается балансировка ротора как жесткого. 

Ротор, сбалансированный по первой 
форме, разгоняется до следующей частоты, 
при которой начинает проявляться вторая 
форма изгиба. Эта форма колебаний коррек
тируется уже четырьмя грузами (рис. 8.4.3, (5), 
что позволяет не нарушать предыдущие три 
балансировки. Затем ротор, если его гибкость 
столь высока, разгоняется до частоты, при 
которой проявляется третья форма изгиба. Эта 
форма колебаний "успокаивается" посред
ством пяти корректирующих грузов. 

Балансировка гибких роторов массой до 
450 т осуществляется на разгонно-балансиро-
вочных стендах, на которых определяют на
грузки в опорах ротора и изгиб его оси. Раз-
гонно-балансировочные стенды размещают в 
специальных сооружениях блиндажного типа и 
оснащают средствами для транспортирования, 
изменения частоты вращения, динамической 
балансировки и контроля состояния гибкого 
ротора. Существенной частью разгонно-
балансировочного стенда являются изотропные 
опоры с переменной жесткостью и подшип
никами, обеспечивающими их шарнирность. 
Переменная жесткость опор позволяет прохо
дить резонансные частоты и осуществлять 
измерение вибрации опор на всех подкритиче-
ских частотах. Обеспечить жесткость опор, 
равной бесконечности или нулю, невозможно, 
но удается добиться отношения жесткостей 
примерно 100, что достаточно для получения 
собственных частот, близких к приведенным 
вьпие для ротора с шарнирньш[ закреплением 
концов и для ротора со свободными концами. 
Это отношение особенно важно для изгибных 
колебаний по первой форме, которая характе
ризуется наибольшей амплитудой. 

Рис. 8.4.4. Резонансные кривые изгибных колебаний 
ротора в зоне первой формы изгиба 

На рис. 8.4.4 приведен типовой график 
зависимости амплитуды А вибрации неуравно
вешенного ротора по первой форме изгибных 
колебаний от частоты вращения п ротора для 
двух состояний опор: 1) "жесткая опора"; 2) 
"мягкая опора". Резонансные частоты заметно 
разнесены. Рассмотрим процесс торможения 
ротора, характеризующийся уменьшением 
частоты вращения от наибольшей до нуля. 
Сначала ротор тормозится в режиме 1 
("жесткая опора"). Когда частота вращения 
достигает л„, осуществляется переход в режим 
2 ("мягкая опора"), зона резонанса для 
"мягкой" опоры оказывается пройденной и 
ротор безопасно тормозится до нуля. При 
разгоне неуравновешенного ротора до частоты 
выше критической разгон начинают в режиме 
"мягкая опора". При скорости п^ опоры пе
реключаются в режим "жесткая опора" и без
опасно проходят резонансную зону режима 
"мягкая опора". 

Выбор оборудования, необходимого для 
балансировки конкретного ротора, определяет
ся рядом параметров, основные из которых 
следующие: вид балансировки ротора 
(статическая, динамическая или балансировка 
гибкого ротора); производительность; требуе
мая точность балансировки; массово-
геометрические харакх^ристики и конструк
тивные особенности ротора; способ базировки 
ротора в рабочих условиях; точность изготов
ления и технология производства ротора. 

8.5. ТОЧНОСТЬ БАЛАНСИРОВКИ 

Одним из наиболее важных является 
вопрос установления требуемой точности ба
лансировки ротора, т.е. нормирования допу
стимого остаточного дисбаланса ротора. Из
лишняя требовательность к точности баланси
ровки усложняет технологию производства 
роторов и повышает стоимость операции. В то 
же время, снижение точности балансировки 
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ротора может привести к потере качества ма
шины, механизма. Требования к точности 
балансировки должны соответствовать вибра
ционному уровню машины, для которой 
предназначен ротор. 

При нормировании дисбаланса характе
ристикой допустимой остаточной неуравнове
шенности ротора служит удельный дисбаланс 
(мкм), представляющий отношение модуля 

главного вектора дисбаланса Dç^ (г»мм) к 

массе m (кг) ротора: ^^т = ^ с т / ^^ • 

Критерии для оценки допустимого оста
точного дисбаланса приняты следующие: фи
зиологическое воздействие вибраций на чело
века; динамическая прочность и общая долго
вечность деталей; долговечность подшипников 
и опор; резонансные явления в диапазоне 
рабочих частот. Эти критерии охватывают до 
80 % конструкций различных роторных си
стем. Если какая-либо система не может быть 
охаракгеризована по приведенным выше кри
териям, то необходимо проведение исследова
тельских или опытно-конструкторских работ. 

8.5.1. Классы точности балансировки по ГОСТ 22061-76 

^ст ® э тах ' 
мкм • рад/с, 

не более 

Типы ротора и роторной системы 
по рекомендации международного стандарта 

400 

1600 

630 

250 

100 

40 

16 

6,3 

2,5 

1,0 

0,4 

Узел коленчатого вала жестко установленного низкооборотного судового 
дизеля с нечетным числом цилиндров 
Узел коленчатого вала жестко установленного двухтакпгного двигателя 
большой мощности 
Узел коленчатого вала жестко установленного четырехтактного двигателя 
большой мощности; узел коленчатого вала судового дизеля, установлен
ного на виброизоляторах 
Узел коленчатого вала жестко установленного высокооборотного четырех
цилиндрового дизеля 
Узел коленчатого вала высокооборотного дизеля с шестью (и более) ци
линдрами; двигатели в сборе (бензиновые или дизеля) для легковых и 
грузовых автомобилей и локомотивов 
Колеса легковых автомобилей, ободья колес, бандажи, приводные валы, 
тормозные барабаны автомобиля, колесные пары; узел коленчатого вала, 
установленного на виброизоляторах высокооборотного четырехтактного 
двигателя (бензинового или дизеля) с шестью (и более) цилиндрами; узел 
коленчатого вала двигателя для легкового и грузового автомобилей и ло
комотива 
Приводные валы (валы судовых винтов, карданные валы) со специальны
ми требованиями; части дробилок; части сельскохозяйственных машин; 
отдельные части двигателей (бензиновых или дизелей) легковых автомо
билей, грузовиков и локомотивов; узел коленчатого вала двигателя с шес
тью (и более) цилиндрами со специальными требованиями 
Части технологического оборудования; главные редукторы турбин торго
вых судов; барабаны центрифуг; вентиляторы; роторы авиационных газо
турбинных двигателей в сборе; маховики; крыльчатки центробежных на
сосов; части станков и машин общего назначения; роторы обычных элек
тродвигателей; отдельные детали двигателей со специальными требова
ниями 
Газовые и паровые турбины, включая главные турбины торговых судов; 
турбогенераторы с жесткими роторами; турбокомпрессоры; приводы ме
таллообрабатывающих станков; роторы средних и крупных электродвига
телей со специальными требованиями; роторы небольших электродвига
телей; турбонасосы 

Приводы магнитофонов и проигрывателей; приводы шлифовальных 
станков; роторы небольших электродвигателей специального назначения 
Шпиндели, шлифовальные круги и роторы электродвигателей прецизи-
онных шлифовальных станков; гироскопы 
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Рис. 8.5.1. Система классов точности балансиров»! 
по ГОСТ 22061-76 

В табл. 8.5.1 приведены классы точности 
балансировки, предусмотренные ГОСТ 22061-
76. Как показано на рис. 8.5.1, роторы с гори
зонтальной осью вращения, попадающие в 
область выше линии НН, создают на опорах 
динамические нагрузки, превьпиающие стати
ческие нагрузки от веса ротора. Опыт проек
тирования, изготовления, эксплуатации ротор
ных систем и материалы международного 
стандарта позволяют предложить предвари
тельные рекомендации, связывающие различ
ные типы агрегатов, машин и механизмов с 
классами точности их балансировки. 
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Глава 9 

ПРИВОДЫ МАШИН 

9.1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ. 
ЭЛЕМЕНТЫ ПРИВОДОВ 

Привод предназначен для преобразова
ния подводимой к нему первичной энергии в 
механическую работу исполнительных органов 
машины, связанных с выходными звеньями 
привода. По виду первичной энергии разли
чают приводы электрические, гидравлические, 
пневматические, паровые, ветряные, водяные 
и др. В общем машиностроении находят при
менение, главным образом, приводы первых 
трех видов, которые и рассматриваются ниже. 

По способу распределения потоков вто
ричной (механической) энергии можно разде
лить приводы на три основных типа: группо
вой, индивидуальный и взаимосвязанный. 
Групповой привод обеспечивает движение от 
одного двигательного устройства группы ис
полнительных органов или нескольких рабо
чих машин через систему передаточных меха
низмов (трансмиссий). Ввиду сложности пос
ледних в большинстве случаев вместо группо
вого привода применяют индивидуальный, в 
котором каждое рабочее движение выполняет
ся отдельным двигательным устройством. Это 
объясняется преимуществом индивидуального 
привода с точки зрения больших возможнос
тей по реализации оптимальных режимов 
движения каждого исполнительного органа 
независимо от остальных. 

Во взаимосвязанном приводе несколько 
(два или более) двигательных устройств обес
печивают движение одного или взаимосвязан
ное движение нескольких исполнительных 
органов машины. При наличии механических 
связей между отдельными двигательными уст
ройствами привод является многодвигатель
ным. Он находит применение, например, в 
цепных конвейерах, мощных поворотных ме
ханизмах (платформ экскаваторов, винтовых 
прессах и др.), поскольку позволяет более 
равномерно распределять статические и дина
мические нагрузки, уменьшить мощность еди
ничного агрегата. Известны также многодвига
тельные гидроприводы, например, подъемных 
устройств, в которых вследствие громоздкости 
и большой массы поднимаемого объекта раци
ональнее использовать несколь параллельно 
работающих гидроцилиндров. 

В случаях, когда взаимосвязанный при
вод должен выдерживать определенные соот
ношения скоростей рабочих органов, не име-
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ющих механических связей между собой, ис
пользуют специальные схемы взаимодействия 
двигательных устройств по потокам первичной 
энергии. Такая схема электропривода называ
ется схемой электрического вала; известны 
гидравлические схемы, функционально анало
гичные электрическому валу. 

По способу передачи движения от двига
тельного устройства к исполнительному органу 
машины различают приводы прямого действия 
(безредукторные, direct drive) и с передаточ
ными механизмами. По степени управляемос
ти можно вьщелить следующие приводы: нере
гулируемые (работающие на одной рабочей 
скорости); регулируемые (способные реализо
вать движения на разных скоростях); про
граммно-управляемые; следящие (автома
тически отрабатывающие перемещение рабоче
го органа машины с определенной точностью 
в соответствии с изменением задающего сиг
нала); адаптивные (автоматически меняющие 
структуру и параметры системы управления в 
целях поддержания оптимального закона дви
жения при изменяющихся непредсказуемым 
образом условиях работы машины). По уров
ню автоматизации управления различают при
воды: неавтоматизированные, автоматизиро
ванные (обеспечивается автоматическое регу
лирование параметров) и автоматические (с 
автоматическим выбором управляющего взаи
модействия). 

Привод состоит из двигательного устрой
ства (двигателя), управляющего (или распреде
лительного) органа, называемого в дальней
шем распределителем, и системы управления 
(рис. 9.1.1). 

Двигатель (электрический, гидравличес
кий, пневматический и др.) является преобра
зователем первичной энергии в механическую, 
используемую в машине для совершения по
лезной работы. По виду движения выходного 

дв 

г у. 

74 

V 

и 11.. 
Рис. 9.1.1. Схема аотоков энергаи в приводе: 

И - источник энергии; ДВ - двигатель; 
Р - распределитель; СУ- система управления; 

П^ - энергия, подводимая к двигателю; 
П" - энергия, отводимая от двигателя (теряемая); 
Пм - часть первичной энергии, преобразованная в 

механическую работу; У^*задающий сигнал; 
Уос - сигнал обратной связи; Uy - сигнал управления 

звена различают двигатели вращательного, 
поворотного и линейного движения. Наиболее 
распространенными типами двигателей враща
тельного движения являются электрический 
двигатель переменного (асинхронный, синх
ронный) и постоянного тока, гидро- и пнев-
момоторы, типами двигателей линейного дви
жения - гидро- и пневмоцилиндры; поворот
ного движения - шиберные гидро- и пневмо-
двигатели (рис. 9.1.2). 

Распределитель управляет потоками пер
вичной энергии, подводимой к двигателю и 
отводимой от него, и вместе с тем является 
связующим звеном между управляющим 
(информационным) и силовым контурами 
привода, так как именно в распределителе 
относительно слабые сигналы, генерируемые 

^ I I 

s) \ 8) г) 

Рис. 9.1.2. Принципиальные схемы двигателей: 
/ - постоянного тока; / / - переменного тока; 

/ / / - гидравлические и пневматические линейного 
движения; / К - то же, вращательного движения; 

а - независимого возбуждения; б - последовательного 
возбуждения; в - асинхронного; г - синхронного; 

д - плунжерного типа; е - поршневого 
одностороннего; ж - двухпоршневого двустороннего; 

3 - е плоской мемебраной; и - с мембраной с 
перекатывающимся гофром; к - бесштокового с 

ленточным или троссовым механизмом; 
л - бесштокового с постоянными магнитами; 

M - с поворотной заслонкой; н - с наклонной шайбой; 
о - пластинчатого пневмо- или гидромотора; 

1 - рабочий цилиндр; 2 - каретка; 3 - лента или трос; 
4 - шкивы; 5 - кольцевой постоянный магнит, 

скользящий по внешним направляющим корпуса; 
6 - постоянный магнит, встроенный в поршень; 

7 - неподвижная перегородка; 8 - поворотная 
заслонка - шибер, сидящая на выходном валу; 

9 - блок цилиндров; 10 - плунжеры; И - наклонная 
шайба с выходным валом; 12 - распределительные 
пластины; 13 - статор; 14 - ротор; 15 - пластины, 

расположенные в пазах ротора 
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системой управления (в том числе сигналы 
ручного управления), усиливаются и преобра
зуются в мощные управляющие воздействия на 
двигателе, изменяющие его движущую силу 
или момент, а также скорость в требуемом 
направлении. 

Полезно используемая двигателем часть 
энергаи ЛП = П - П (где П - энергия, 
подводимая к двигателю, П - отводимая от 
двигателя (теряемая) часть энергии). Для из
менения разности АП можно изменять вели
чины П , П (каждую отдельно или одно
временно). Наиболее экономичный способ 
управления двигателем - изменение П при 
сохранении П на постоянном минимальном 
уровне. В этом случае от источника энергии 
отбирается ее столько, сколько необходимо в 
каждый данный момент времени для обеспе
чения заданного закона движения двигателя, 
т.е. для поддержания требуемых скорости и 
движущей силы (момента). 

Однако на практике по различным при
чинам приходится использовать и менее эко
номичные способы управления потоками 
энергии. Например, электроприводом с двига
телем постоянного тока независимого возбуж
дения, можно управлять изменением: 1) тока 
возбуждения (магнитного потока двигателя); 2) 
сопротивления цепи якоря; 3) напряжения, 
подводимого к цепи якоря. Первый и третий 
способы более экономичны, так клак в этих 
случаях управляющие воздействия на двигателе 
изменяются, главным образом, в результате 
изменения П . При втором способе, наобо
рот, основную роль в изменении АП играет 
П , причем, чем значительнее уменьшение 
АП, тем больщая часть энергии рассеивается в 
виде теплоты в устройстве изменения сопро
тивления цепи якоря. 

Наиболее экономичным способом регу
лирования АП в приводах с двигателями пе
ременного тока является увеличение или 
уменьшение величины П за счет изменения 
частоты напряжения (частотное регулирова
ние). 

В гидроприводе с дроссельным управле
нием от источника энергии (насосной стан
ции) поступает поток энергии в объемах, пре
вышающих необходимое ее количество; по
этому часть этой энергии переводится в тепло
ту дросселированием потоков жидкости в ка
налах управляющих устройств. Таким путем 
уменьшается полезно используемый перепад 
давлений на рабочем ортане двигателя и его 
движущее усилие или момент приводится в 
соответствие с заданным. Значительно более 
эффективны системы объемного управления 
гидроприводом, в которых изменение управ

ляющего воздействия достигается, главным 
образом, за счет изменения энергии П^, под
водимой к двигателю от источника. Однако 
системы объемного управления обладают худ
шими динамическими свойствами, имеют 
более высокую стоимость, что заставляет в 
некоторых случаях мириться с повышенными 
потерями в системах с дроссельным управле
нием. 

Принципиальные схемы, иллюстрирую
щие принципы действия некоторых распреде
лительных устройств, показаны на рис. 9.1.3. 

Система упраа/1ения приводом генериру
ет управляющие сигналы в соответствии с за
ложенными в ней алгоритмами и информаци
ей, поступающей от датчиков текущего состо
яния привода (обратной связи, YQ^) И от за
дающего устройства [Yу которые формируют 
закон движения привода согласно требовани
ям техно;югического процесса. Ести техноло
гический цикл состоит из нескольких этапов, 
причем на каждом из них рабочий орган дол
жен двигаться по своему закону, то система 
дополняется более высоким уровнем, управ
ляющим переходами от одного этапа к друго
му с соответствующим изменением задающего 

w^l^ 
Рис. 9.1.3. Схемы распределителей: 

а - управляемого тиристорного преобразователя; 
0 - золотникового преобразователя; в - типа 
"струйная труба"; г - типа "сопло-заслонка"; 
1 - струйная труба; 2 - корпус с приемными 
каналами; 3 - сопло; 4 - входной дроссель; 

5 - заслонка; Т - трансформатор; 
71, 72 - транзисторы; СУ- система управления; 

Цу - входной управляющий сигнал; 
и - выпрямленное напряжение; 

f̂ b ^2 - фазные напряжения на входе; 
а - угол запаздывания открытия транзисторов, 

задаваемый сигналом Ц; Ai - давление питания; 
Ро - давление окружающей среды; Ри Pi - давления в 
рабочих каналах, ведущих к плоскостям двигателя 
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cnraajia. На этом или более высоком уровне 
может быть организовано управление последо
вательностью движений многих рабочих орга
нов (и соответственно приводов) сложного 
технологического оборудования. Системы вы
соких уровней по принципу действия обычно 
дискретные (цифровые, реализуемые на базе 
ЭВМ), решение о переходе к каждому следу
ющему этапу цикла принимается на основа
нии анализа логических условий и всего объе
ма информации о ходе процесса, состоянии 
рабочих органов, инструмента, удовлетворении 
ограничений и т.д. 

При относительно небольшом числе эта
пов, простой структуре технологического цик
ла и простых способах контроля за ходом про
цесса (например, с помощью конечных пере
ключателей, отмечающих достижения рабочи
ми органами заданных положений) для целей 
управления циклом могут быть применены 
универсальные перепрограммируемые элект
ронные командоаппараты. 

Система управления нижнего уровня 
поддерживает требуемую скорость, движущую 
силу, заданный закон движения привода; 
обеспечивает остановку рабочего органа в за
данных точках и выполняет другие задачи, 
относящиеся непосредственно к управлению 
движением. Для решения указанных задач 
используются системы с различными способа
ми управления потоками энергии: непрерыв
ным (аналоговым), импульсным, релейным. 
При непрерывном управлении сигналы, по
ступающие от системы управления на распре
делитель, при работе привода изменяются 
непрерывно. Соответственно непрерывно из
меняется состояние распределителя, а также 
интенсивность потоков энергии, поступающей 
от распределителя к двигателю. 

В приводах с импульсным управлением 
сигнал управления подается в виде последова
тельности импульсов, модулируемых 
(изменяемых) по ширине, амплитуде или час
тоте. Каждый импульс изменяет состояние 
распределителя скачком, что приводит к появ
лению импульсных управляющих воздействий 
на двигателе. Например, при широтно-
импульсной модуляции импульсы е подаются 
с постоянной периодичностью, но имеют раз
личную длину, в результате чего распредели
тель находится некоторую часть периода в 
открытом, а остальную часть периода в закры
том состоянии (рис. 9.1.4). Соотношение меж
ду длительностями указанных частей периода 
определяется системой управления в результа
те обработки текущей информации (рис. 9.1.4, 
а). Чем меньшую часть цикла распределитель 
находится в открьггом состоянии, тем меньше 
будет средняя интенсивность пропускаемого 
распределителем потока первичной, энергии. 
Пульсация потока энергии в принципе может 
вызвать и пульсирующее движение привода. 

ДУ-0,5У* 

пгпгпгпг ЛУ-0.Г5У* 

11П-П.гг.г 
п п п г 

Рис. 9.1.4. Пришшп действия дискретных систем 
управления приводом: 

а - широтно-импульсный (ДУ=У-Уос̂  ^ - пороговое 
значение ДУ); ̂ - релейной (е=-1-1 при ЛУ<-8 и г=-1 

при ДУ>е, Z - порог чувствительности) 

Однако проявление пульсаций на двигателе 
сводится к минимуму, если он достаточно 
инерционен, т.е. не способен заметно реагиро
вать на каждый кратковременный импульс 
отдельно. 

При релейном управлении сигналы уп
равления е и соответственно состояние рас
пределителя изхменяются скачком каждый раз, 
когда рассогласование между задающим сигна
лом ( 5̂  ) и сигналом обратной связи YQQ дос
тигает некоторого достаточно малого порого
вого значения (рис. 9.1.4, б). 

Как при импульсном, так и при релей
ном управлении двигатель, обладающий филь
трующими свойствами вследствие своей инер
ционности, реагирует только на всю последо
вательность дискретных сигналов, которую в 
принципе можно заменить эквивалентным (по 
реакции двигателя) непрерывным (аналого
вым) сигналом, предпочтение дискретному 
управлению часто отдают по причине просто
ты дискретных распределителей и стыковки их 
с цифровыми управляющими системами. 

9.2. УРАВНЕНИЯ ДИНАМИКИ 
ПРИВОДОВ 

В общем случае на динамику привода 
оказывают влияние динамические свойства 
всех его элементов (двигателя, передаточного 
механизма, распределителя, системы управле
ния), а также алгоритм работы системы управ
ления. Но в первом приближении можно 
принять, что скорость протекания процессов в 
распределителе и тем более в элементах систе
мы управления значительно выше, чем в дви
гателе, который определяет в основном харак-
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тер отработки приводом подаваемых на его 
управляющий вход сигналов от системы уп
равления. Искажение закона движения испол
нительного органа машины вследствие упруго-
стей звеньев и налргчмя зазоров в кинемати
ческих парах передаточного механизма также 
может быть учтено на последующих этапах 
динамических исследований и использованием 
уточненных моделей привода. 

С учетом принятых допущений динами
ческие свойства двигателя могут быть пред
ставлены зависимостью, описывающей ско
рость изменения развиваемой двигателем дви
жущей силы /д или движущего момента Л^: 

^ди=С^и(п12-ПГ,2±4 

Л/ = С „ П - П 

п"" - п - л 
•ф]. 

(9.2.1) 

где Сх, С - коэффициент жесткости двигате
ля или просто жесткость двигателя (не следует 
путать с жесткостью статической характерис
тики двигателя, рассматриваемой ниже); в 
общем случае Сх или С являются перемен
ными величинами, как. например, жесткость 
гидро- или пневмоцилиндра является функци
ей в том числе положения поршня, от которо
го зависит длина столба рабочего тела х и дав
ление р в полостях; х, ф - линейная скорость 
и частота вращения выходного звена двигате
ля. Величины П и П являются перемен
ными; их физический смысл будет ясен из 
дальнейшего. 

Общие выражения для Q , Сф, ГТ ,̂ и 
П (табл. 9.2.1) получены для электропривода 
с двигателями постоянного тока (независимого 
и последовательного возбуждения), асинхрон
ного и синхронного двигателей переменного 
тока, гидропривода объемного и дроссельного 
управления (вращательного и линейного дви
жения), пневмопровода дроссельного управле
ния. 

Для гидравлических и пневматических 
двигателей двустороннего действия (с двумя 
рабочими полостями, расположенными по 
разные стороны поршня, лопасти) движущая 
сила (или момент) 

^ Д = ^ Д 1 •^дг' (9.2.2) 

гае /•_] и /"-2 - движущие силы, создаваемые 
рабочим телом в результате давления на рабо
чий элемент двигателя с разных-сторон. 

В этом случае вместо уравнения (9.2.1) 
имеем 

^д1 ^ Д 2 ' 

(9.2.3) 
Для двигателей вращательного движения запи
сываются аналогичные вьфажения относитель
но моментов. 

Поскольку каждая из составляющих F^ 
и Z' 2 представляется своим уравнением ввда 
(9.2.1), то в общем случае динамика двусто
роннего привода описывается системой урав
нений, имеющей порядок на единицу выше. 
Но при симметрии полостей и некоторых 
других допущениях повьпиения порядка урав
нений можно избежать. Условиями симметрии 
полостей являются: Q j = Q2, П^ = П2 и 

ri j = П2. Например, условие Сх\ = Сх2 Для 
гидропривода выполняется, если поршень 
гидроцилиндра находится вблизи среднего 
положения; для пневмоцилиндра необходимо, 
кроме того, чтобы в обеих полостях было при
близительно одинаковое давление. Реализация 
условий П | = П2 и П2 = rij требует опре
деленной симметрии распределительных уст
ройств. 

9.3. СТАТИЧЕСКИЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ ПРИВОДОВ 

Условие сохранения постоянства движу
щей силы двигателя имеет вид / 1 = 0 , что 
согласно (9.2.1) приводит к 

П ^ - П " - х = 0. (9.3.1.) 

Если, кроме того, разность £'=АП=П'^ -
- П ' между потоками подводимой и отводи
мой энергии также постоянная (Е=Еу)у то 
двигатель должен двигаться с постоянной 
(установившейся) скоростью 

Ху = Пу - П ; = АПу = £'у. (9.3.2) 

Отсюда следует, что Еу характеризует 
мощность привода, приходящуюся на единицу 
развиваемой им движущей силы Ед. В частном 
случае, когда Пу = Пу и, следовательно, 
£'у=0, Ху = О, т.е. двигатель находится в по
кое. 

Разность Еу и определяемая ею устано
вившаяся скорость зависят от двух основных 
факторов. Первый - это параметр управления 
е (см. табл. 9.2.1), изменением которого про
изводится перераспределение потоков энергии 



Привод 

Электрический 

Гидравлический 
с объемным 
управлением 

Гнцравлический 
с дроссельным 
управлением 

9.2.1. 
Источник энергии, 1 

тип двигателя 
Асинхронный дви- 1 
гатель переменного 
тока 
Двигатель постоян- 1 
ного тока незави
симого возбужде
ния 

Двигатель постоян
ного тока последо
вательного возбуж
дения 

Регулируемый на
сос и гвдроци-
линдр 
Регулируемый на
сос и нерегулируе
мый гидромотор 

Источник постоян
ного давления и 
расхода и регулиру
емый гидромотор 
Нерегулируемый 
насос и двусторон
ний гидроцилиндр 

Нерегулируемый 
i насос и нерегули

руемый гидромотор 

Выражения для членов уравнений, описывающих динамику приводов 
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Продолжение табл. 9.2.1 

Привод 

П невматически й 
с дроссельным 
управлением 

Источник энергии, 
тип двигателя 

Промышленная 
пневмосеть и дву
сторонний пневмо-
цилиндр с массо-
вой нагрузкой 

^Xt ^-Ф 

2pS 

X 

п^ 

G^RT 

pS 

п-

G RT 

pS 

Kf, Kju 

2Sp 

Ке 

pS 

П р и м е ч а н и е : 
Л4, /?n - соответственно момент и число пар полюсов асинхронного электродвигателя; COQ - частота вращения асинхронного электродвига

теля на холостом ходу; 
/'п и iS^ - приведенные соответственно сила фазного тока и активное сопротивление цепи ротора асинхронного двигателя; 
S\^ - критическое скольжение асинхронного двигателя; 
с - постоянная электродвигателя постоянного тока независимого возбуждения; 
с=кФ, к - конструктивный параметр электродвигателя; 
Ф- поток возбуждения; 
Rf^H Lfi - соответственно сопротивление и индуктивность якорной цепи двигателя постоянного тока; 
и - напряжение электродвигателя постоянного тока; 
a j , а2 - коэффициенты линеаризации зависимости потока возбуждения от тока якоря для электродвигателя постоянного тока последова

тельного возбуждения; 
S - площадь поршня гидро- или пневмоцилиндра; 
р - давление в полости гидро- или пневмодвигателя; 
X - приведенная (с учетом дополнительных объемов) длина столба рабочего тела (жидкости или сжатого воздуха) в полости двигателя; 
œ - коэффициент упругости жидкости; Wj, и Н'̂ , - характерный объем соответственно гидронасоса и гидромотора; w = 0,5 V^/K\ 
Vp - изменение объема рабочих камер насоса или мотора за один оборот ротора при настройке на максимальный расход (подачу); е - па

раметр управления; 
^ = 0...1; Vz- суммарный объем жидкости, заполняющей каналы и линии, а также полости гидродвигателя, находящиеся под давлением; 
L\2 - характеристики утечек и перетечек в гидроагрегатах; 
Q^ - расход жидкости, поступающей в гидромотор; Qt - объемный расход жидкости, поступающей в полость гидродвигателя и вытекаю

щей из нее; 
G-t - массовый расход воздуха, втекающего в полость пневмодвигателя и вьггекающего из нее; 
R - газовая постоянная; Т - температура воздуха; о)„ - частота вращения вала насоса; 
(3 - жесткость статической характеристики двигателя; 
X - безразмерная относительная нагрузка. 
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и их интенсивности. Он может характеризо
вать: изменение напряжения электроснабже
ния двигателя постоянного тока, сопротивле
ние цепи его якоря, потока возбуждения; угол 
наклона шайбы аксиально-поршневого насоса 
гидропривода с регулируемым насосом, поло
жение золотника дросселирующего гидро- или 
пневмораспределителя и т.д. В общем случае 
параметров управления может быть несколько. 
В дальнейшем под параметром е понимается 
безразмерная величина, выражающая значение 
регулируемого параметра в долях от его номи
нального или максимального значения. 

Второй фактор, влияющий на ^у , - это 
развиваемая двигателем движущая сила /ду. 
Как правило двигатели всех типов обладают 
свойством уменьшать установившуюся ско
рость с ростом движущей силы, т.е. нагрузки 
на двигателе, при условии ^=const. Напри
мер, в двигателе постоянного тока с независи
мым возбуждением создаваемый им движущий 
момент Л/ду пропорционален силе тока в 
якорной цепи. Но рост силы тока сопровожда
ется увеличением разности напряжений, иду
щей на покрытие потерь в якоре (/g R^^ "̂ то 
при постоянном напряжении электроснабже
ния приводит к падению частоты вращения. В 
гидро- или пневмодвигателе при постоянных 
открытиях каналов, связывающих полость с 
источником питания и сливом (вьшуском в 
атмосферу),' с ростом /ду должно возрастать 
давление в полости и, следовательно, умень
шаться перепад давлений на входе и увеличи
ваться перепад давлений на выходе. Это озна
чает уменьшение интенсивности подвода 
энергии и увеличение интенсивности ее отво
да, т.е. уменьшение Е^ и согласно (9.3.2) ско
рости JC 

Таким образом, в общем случае устано
вившаяся скорость Ху двигателя является 
функцией у̂ и /ду! 

Рис. 9.3.1. Статическая характеристика двигателя 

наклона по отношению к оси к или Fj^ (рис. 
9.3.1). Тангенс угла наклона касательной, про
веденной в рабочей точке характеристики, к 
оси X является жесткостью статической ха
рактеристики двигателя 

p = tgy = 5/;,y/axy. (9.3.4) 

Поскольку в рабочей зоне статической 
характеристики обычно имеет место падение 
скорости Ху с ростом Т^у, то у и р<0, что при 
технологической нагрузке, зависящей от ско
рости, способствует устойчивости движения. 
Например, увеличение нагрузки, сопровожда
емое падением скорости, приводит к росту 
движущей силы и переходу двигателя в новый 
установившийся режим движения на пони
женной скорости к при увеличенном усилии 
Fj^. Из выражения (9.3.4), записанного в виде 

Д/д„ = РАХу, 'ду (9.3.5) 

Ху Ху (^у'^ду)* (9.3.3) 

следует, что параметр р (с учетом Р<0) харак
теризует интенсивность изменения Т^у на 
единицу изменения х , т.е. Р является показа
телем внутреннего демпфирования двигателя. 

Величина 1/Р, обратная жесткости стати
ческой характеристики, называется ее крутиз
ной. 

В некоторых случаях скорость х мало 
зависит от /Jjy {jussi слабо нагруженного пнев-
модвигателя) или совершенно не меняется с 
увеличением нагрузки {ja^m синхронного дви
гателя переменного тока). 
Зависимость вида (9.3.3) называют статической 
(механической) характеристикой двигателя 
(привода). Ее широко используют для реше
ния многих задач анализа и синтеза приводов 
на первых этапах проектирования, когда ха
рактер переходных процессов еще можно не 
учитывать. Основным параметром статической 
характеристики двигателя является угол ее 

9.4. ПРИМЕРЫ СТАТИЧЕСКИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК ПРИВОДОВ 

РАЗНЫХ ТИПОВ 

АсиЕхронный электродвигатель. Принцип 
действия асинхронного электродвигателя (см. 
рис. 9.1.2, в) основан на воздействии вращаю
щегося магнитного поля обмоток статора на 
короткозамкнутые витки обмотки ротора. 
Вращающееся поле индуктирует токи в этих 
витках и заставляет их вращаться вместе с ро
тором с асинхронной скоростью, меньшей 
скорости вращения поля. С уменьшением 
относительной скорости убывают ЭДС и сила 
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тока в обмотках ротора, т.е. создаваемый рото
ром вращающий момент. Отставание ротора от 
вращающегося поля статора характеризуется 
скольжением s = (щ - (д)/щ (где COQ, СО - час
тоты вращения электрического поля соответ
ственно статора и ротора). С увеличением 
механической нагрузки на выходном валу 
скольжение возрастает, что вызывает рост ЭДС 
и силы тока в обмотках ротора, увеличение 
вращающего момента и, следовательно, вос
становление динамического равновесия в сис
теме двигатель - нагрузка. 

Вьфажения для ГТ*" и П", характеризую
щее асинхронный электродвигатель (см. табл. 
9.2.1),' следуют непосредственно из баланса 
мощности ротора 

где Р =Мщ - мощность, переданная от ста
тора ротору вращающимся электрическим 
полем; M - вращающий момент ротора; 
Щ=2к/о/рп - частота вращения электрическо
го поля статора; /Q - частота тока; р„ - число 
пар полюсов; Pj^=M(ù - электрическая мощ
ность, преобразованная в механическую; Р ~ -
электрические потери в обмотке ротора. 

.2. Если заменить Р = 3/̂ //?!̂ ^ (где i^ -
приведенный фазный ток ротора, R^ - приве
денное сопротивление его цепи), а также вы
разить /jj через фазное напряжение и полное 
сопротивление цепи ротора, то после некото
рых преобразований можно получить следую
щее выражение для статической характеристи
ки асинхронного двигателя, которую принято 
представлять в виде функции момента M от 
скольжения s (индекс "у" опускается): 

M = 
s / s^ + s^ / s + 2as^. 

-, (9.4.1) 

где a - отнощение активных сопротивлений 
цепей статора и ротора. 

На рис. 9.4.1 сп;юшной линией показана 
статическая характеристика асинхронного 
двигателя в обычных координатах со M Асинх
ронный электродвигатель имеет пониженный 
пусковой момент М^, а максимальному мо
менту М^ соответствует критическое скольже
ние SR. Переход за этот предел приводит к 
нарушению устойчивости движения (жесткость 
характеристики становится положительной). 

Если в формуле (9.4.1) пренебречь вели
чиной а и ограничить рассматриваемую об
ласть характеристики величиной Sfr/s< 
<0,35...0,40 (что позволит пренебречь s/s^ по 
сравнению с Sjjs), то формула (9.4.1) прини
мает вид: M=Q.M^s/s^. Ее можно также пред
ставить в виде 

со = СО/ 
s^M 
2М, 

(9.4.2) 
к у 

Рис. 9.4.1. Статичес|{не характеристики асинхронного 
двигателя 

Практически единственным эффектив-
ньп4 способом регилирования частоты враще 
ния асинхронного двигателя является частот
ное регулирование - изменение частоты тока 

/Q. НО изменение /Q обязательно должно со
провождаться изменением напряжения элект
роснабжения, определяемого некоторым до
полнительным условием. Чаще всего в каче
стве такого условия выбирают сохранение на 
одном и том же уровне перегрузочной способ
ности двигателя, измеряемой соотнощением 
между Му^ и номинальным моментом М^. В 
этом случае при постоянном моменте нагрузки 
напряжение должно меняться пропорциональ
но частоте /Q атектрического поля. На рис. 
9.4.1 штриховыми линиями показано несколь
ко статических характеристик двигателя, полу
ченных в результате уменьшения /Q С учетом 
отмеченного вьппе условия изменения напря
жения электроснабжения. 

Синхронный электродвигатель. Синхрон
ный электродвигатель имеет такой же статор с 
трехфазной обмоткой, как и асинхронный, 
создающий вращающее магнитное поле (см. 
рис. 9.1.2, г). Однако в отличие от асинхрон
ного двигателя, ротор синхронного двигателя 
несет электромагниты, к которым подводится 
постоянный ток, или постоянные магниты и 
вращается с синхронной скоростью щ и неза
висимо от нагрузочного момента. Поэтому 
статическая характеристика синхронного элек
тродвигателя представляет собой прямую 
(сплошная линия), параллельную оси абсцисс 
(рис. 9.4.2, ûf), т.е. во всех точках характерис
тики ее жесткость равна бесконечности. 

Но из этого следует, что мгновенные 
значения частоты вращения ротора не отлича
ются от синхронной частоты вращения COQ, 
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Рис. 9.4.2. Характеристики синхронного двигателя: 

а - статическая; б - изменение момента M 
в зависимости от угла Э между векторами 

напряжения сети и ЭДС статора 
например, в периоды увеличения или умень
шения нагрузочных моментов. В эти периоды 
изменяется угол 0 (между векторами напряже
ния сети и ЭДС статора, определяемой пото
ком возбуждения) вместе с изменением мо
мента М. Зависимость M и Q для двигателя с 
неявнополюсным ротором описывается вьфа-
жением M = М^^^ sin 9 <рис. 9.4.2, б), т.е. 
максимальный момент Л/^ах достигается при 
в=7с/2. Отношение Л/^ах *^ номинальному 
моменту Afj, - перефузочная способность 
двигателя X = М^^^ / М^. 

Номинальному момерпу М^ соответству
ет номинальный угол 0^, обьино 0н=25...3О ,̂ 
а Х=2..3. При 0>0к двигатель теряет устойчи
вость (выходит из синхронизма). Это свойство 
синхронного двигателя является следствием 
упругой связи статора и ротора через 
"магнитную пружину". Изменение угла 0 со
провождается переходом электромагнитной 
энергии в механическую и обратно. Поэтому 
синхронный двигатель в переходных процессах 
ведет себя при малых изменениях 0 так же, 
как система, в которой движущий момент 
передается исполнительному органу через ме
ханическую пружину. 

При регулировании частоты вращения 
синхронного двигателя получается семейство 
статических характеристик (шпгриховые пря
мые, рис. 9.4.2, а), каждая из которых прохо
дит через свою точку «о параллельно оси М. 

Аналогом электрического синхронного 
двигателя можно считать пневмомеханический 
двигатель, состоящий из волновой зубчатой 
передачи и пневматического волнообразовате-
ля (например, выполненного в виде радиалъно 
расположенных пневмоцилиндров). Такой 
двигатель работает на частоте вращения, про
порциональной частоте вращения вектора си
лы, создаваемого волнообразователем. Разви
ваемый двигателем момент до определенного 
предела не зависит от частоты вращения век
тора силы, т.е. его статическая характеристика 
яшшется прямой, параллельной оси М. И, 
наконец, в переходных процессах также могут 
иметь место отклонения M от его номиналь

ного значения, сопровождаемые изменением 
угла отставания главной оси эллипса деформа
ции гибкого колеса от вектора силы, создавае
мой волнообразователем. Вместо пневматичес
кого волнообразователя могут использоваться 
и другие (гидравлические, электрические и 
пр.). 

Электродвигатель постоянного тока. Для 
электродвигателя постоянного тока с незави
симым возбуждением (рис. 9.1.2, а) уравнение 
статической характеристики (9.3.1) с учетом 
выражений для П"*" и П", приведенных в табл. 
9.2.1, можно представить в виде: 

и /c~R^i^/c-(p = 0, 

Если заменить /^ на M согласно M=ci^ и 
ввести обозначение ф = со, то 

со = CÔQ(1 - MI М^^ 

где (ùçy=u/c - скорость идеального холостого 
хода электродвигателя (при /^=0 и М=0), 
MY^-^CUIВ^ - пусковой момент двигателя 
(короткого замыкания), т.е. при со=0. 

Управлять двигателем постоянного тока 
независимого возбуждения можно изменени
ем: напряжения U электроснабжения, сопро
тивления цепи якоря R^ и потока возбуждения 
Ф. Последний входит в качестве сомножителя 
в выражение для с=/сФ (где к - конструктив
ный параметр двигателя). Семейство статичес
ких характеристик (рис. 9.4.3) получается для 
различных способов управления двигателем 

(9.4.3) 

^1 

Рис. 9.4.3. Статические характеристики двигателя 
постоянного тока независимого возбуждения 

при различных способах управления: 
а - изменением напряжения £/; 

б - изменением сопротивления R^ цепи якоря; 
в - изменением потока возбуждения Ф 
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этого типа при изменении соответствующего 
регулирующего параметра. 

Статические харакгеристики, показанные 
на рис. 9.4.3, могут быть отнесены и к вен
тильному электродвигателю, который состоит 
из электродвигателя переменного тока, по 
конструкции аналогичного синхронному, и 
вентильного коммутатора - преобразователя 
частоты, управляемого в функции положения 
ротора или магнитного потока двигателя. Вен
тильный коммутатор функционально заменяет 
щетки и вращающийся коллектор, характер
ные для двигателя постоянного тока. 

Вьфажение (9.4.3) можно распространить 
и на электродвигатель постоянного тока пос
ледовательного возбуждения (см. рис. 9.1.2, б), 
но при этом необходимо учесть, что параметр 
с=кФ в этом случае зависит от силы тока в 
якоре. Характер зависимости Ф от /̂  достаточ
но сложен, ее получают обычно опытным пу
тем для двигателей каждой серии. Если опыт
ную кривую Ф(/я) заменить приближенной 
кусочно-линей ной функцией, состоящей из 
двух участков, то для первого участка, когда 
магнитная система далека от насыщения, 
Ф=а1/я, причем коэффициент a i относитель
но велик. На втором участке Ф=Фо+а2/я (где 
a 2 « a i ) . В результате для первого участка 

^ 1 

а,=и/с^-\К^/сПМ; (9.4.4) 

для второго участка 

(о=и /C2-\R^/C2 U/ , (9.4.5) 

где 
\0,5 q ={а^кМ) ' ; С2 =0,5кФ^\1+{1+^М) \0,5 

^ = 4 а 2 / /сФо . 

Кривые, построенные по выражениям 
(9.4.4) и (9.4.5), имеют вид гипербол (рис. 
9.4.4). На первом участке гиперболы идут бо
лее круто (характеристики имеют малую жест
кость), а на втором - крутизна уменьщается, 
жесткость возрастает, и по мере приближения 
магнитной системы к насыщению гиперболы 
постепенно переходят в прямые линии, анало
гичные характеристикам двигателя с независи
мым возбуждением. Гиперболический характер 
статических характеристик свидетельствует о 
том, что двигатель почти на всех режимах мо
жет использовать мощность, близкую к номи
нальной. 

Параметрами упраштения двигателя с 
последовательным возбуждением могут быть: 
сопротивление цепи якоря, ток возбуждения и 
подводимое к двигателю напряжение. 

Рис. 9.4.4. Статические характеристики двигателя 
постоянного тока последовательного возбуждения при 

различных способах управления: 
/ - изменением сопротивления Лщв (шунтированием 

обмотки возбуждения); 2 - изменением 
сопротивления Лщя (шунтированием обмотки якоря); 

3 - изменением сопротивления R^ цепи якоря 

Гидропривод с объемным управлеЕшем. 
Элементами привода этого типа могут быть 
регулируемый насос и нерегулируемый двига
тель (гидроцилиндр, гидромотор), нерегулиру
емый насос и нерегулируемый двигатель 
(гидроцилиндр, гидромотор), нерегулируемый 
насос и регулируемый гидромотор или оба 
регулируемых гидроагрегата. Для гидроприво
да с регулируемым насосом и гидроцилиндром 
уравнение статической характеристики (9.3.1) 
с учетом вьфажений из табл. 9.2.1 

( L ^ L^P \ 
jc = 0 , 

где р ]А iSp - соответственно установившееся 
давление в напорной полости гидроцилиндра 
и установившийся перепад давлений на порш
не. 

Учитывая, что Fjj=ApS, получим: 

н^н ^2Р X = ^Л (9.4.6) 

где S - эффективная площадь поршня. 
Второй член правой части выражения 

(9.4.6) характеризует зону нечувствительности 
двигателя - подачу насоса, которая идет цели
ком на покрытие утечек. Этой подаче соответ
ствует параметр управления ^уу: при е^< е^^ 
двигатель остается в покое. 

При полном отсутствии объемньЕХ потерь 
(утечек и перетечек) статическими характерис
тиками привода являются прямые линии. Од
на из них, соответствующая с^с^\, характери
зует максимально достижимую скорость двига
теля (штриховая линия, рис. 9.4.5). При нали
чии объемных потерь прямые линии наклоне
ны на угол, определяемый величиной потерь; 
кроме того, уменьшается предельно достижи-
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Рис. 9.4.5. Статтеские характеристики 
гидропривода с объемн14м управлением 

(с регулируемым гидронасосом) 

мая скорость (сплошные линии, рис. 9.4.5). 
Когда движущая сила достигает предельного 
значения, при котором срабатывает предохра
нительный клапан, ограничивающий давление 
в напорной линии гидроцилиндра, объемные 
потери резко возрастают, а следовательно, 
увеличивается угол наклона статической харак
теристики. 

При отрицательных движущих силах, т.е. 
когда поршень движется под действием внеш
ней силы, наблюдается некоторое увеличение 
скорости двигателя по сравнению с ее макси
мальным значением при JF=0, поскольку вне
шняя сила приводит к росту давления в слив
ной полости и снижению давления в напор
ной. Когда давление в сливной полости пре
вышает предел настройки сливного клапана, 
последний открывается, противодавление рез
ко падает, а скорость значительно возрастает. 

Уравнение (9.4.6) можно распространить 
на привод, в котором вместо гидроцилиндра 
двигателем служит нерегулируемый гидромо
тор. Для этого следует вместо площади S пор
шня ввести характерный объем Wĵ  гидромото
ра. Для гидропривода с регулируемым гидро
мотором, в напорной линии которого давле
ние и расход (/?н» QM) ПОСТОЯННЫ, П " = 0 И 
Г['^= Qj^/(w^e^) и уравнение статической ха
рактеристики 

®=ем/(>^м^м) (9.4.7) 

Кроме того, следует учесть зависимость 
между движущим моментом Л/, давлением /?н 
и параметром управления е^, а также условие 
постоянства потребляемой двигателем мощно
сти: 

M = w^p^ е^; См Pir=M(ù=const. 

(9.4.8) 

Рис. 9.4.6. Статические характеристики 
гидропривода с объемным управлением 

(с регулируемым гидромотором и постоянными 
давлением и расходом в напорной линии) 

Таким образом, получены статические 
характеристики привода (ù(M) (рис. 9.4.6), 
которые представляют собой семейство пря
мых, параллельных оси ординат, каждая из 
которых ограничена точкой, лежащей на кри
вой постоянной мощности. Кроме того, суще
ствуют ограничения по осям ординат и абс
цисс: предельные частоты вращения а^тах^ 
соответствующие некоторому предельному 
значению параметра управления гидромотора 
^тах~^^^^-'^Л\ предельный движущий мо
мент Мпах=>^мРн^тах-

Гидропривод с дроссельным управлением. 
Статические характеристики гидропривода 
этого типа представляются двумя уравнениями 
вида (9.3.1) для рабочих полостей двигателя. 
Подставив в эти уравнения выражения для П"̂  
и П~ (см. табл. 9.2.1), например для двигателя 
типа гидроцилиндр, и пренебрегая объемными 
потерями (утечками и перетечками), а также 
полагая Si=S2—S, получим: 

Q; /S-Q- /S-x = 0; 
(9.4.9) 

Q;/S-Q2 / s - i = o. 
Если дросселирующие щели всех клапа

нов одинаковы и перекрьггия их кромками 
золотника, находящегося в среднем положе
нии, равны нулю, то левая полость гидроци
линдра при смещении золотника в соответ
ствующую сторону сообщается только с на
порной линией насоса и для нее Q^ =0 (рис. 
9.4.7). В это же время правая полость гидро
цилиндра сообщается только со сливом и для 
нее ^2 -^- Отсюда 

Q;/S = Q2/S = X. (9.4.10) 



550 Глава 9. ПРИВОДЫ МАШИН 

/д скорость падает, причем нарастающим тем 
пом, т.е. с ростом 
характеристики уменьшается 

Fjy жесткость статической 

Рис. 9.4.7. Схема гидропривода с 
дроссельным управлением 

К полученному равенству следует доба
вить: уравнение баланса давления по участкам 
гидролинии; зависимости между объемньп^и 
расходами в щелях золотника и перепадами 
давлений на них. Уравнение баланса давления 

где ^р—р\'р2 - перепад давлений на поршне. 
В рассматриваемом случае симметричных 

щелей и нулевых перекрытий золотника пере
пад давлений в щелях Apj = Др2 = ^ щ - По
этому из уравнения баланса давления 

АРщ = 0,5(/>„ - Др). (9.4.11) 

Уравнение связи расхода жидкости с пе
репадом давлений в щели 

G = ЦA/?щSgIle)^'^ (9.4.12) 

где e—zJZmdûiy Z - смещение золотника от 
среднего положения; ^^ах - значение , при 
котором щель открывается полностью; œ -
проводимость щели; ae=Zmax^(2/p)^'^; Ь -
ширина щели; ц - коэффициент расхода; р -
плотность рабочей жидкости. 

Из (9.4.10) - (9.4.12) с учетом условия 
Г=5Лр получается выражение для статических 
xapaKTepïiÇTHK гидропривода с дроссельным 
управлением 

x = Q/S = [ ( Ц ^ Л ) | / ^ „ -{F/S)sw^ef'\ 

(9.4.13) 
Как следует из выражения (9.4.13), ста

тические характеристики представляют собой 
семейство парабол с вершинами в точках А и 
А ' (рис. 9.4.8). Точки В и В\ в которых 
F - Sb.p = О, определяют максимальные 
скорости X привода. По мере увеличения 

Рис. 9.4.8. Статические характеристики гидропривода 
с дроссельным зщравлением 

При изменении направления действия 
силы сопротивления (когда последняя способ
ствует движению поршня) движущая сила 
также меняет знак, что приводит к уменьше
нию давления в напорной полости и увеличе
нию давления в сливной полости. Это означа
ет рост перепадов давлений в щелях золотни
ка, что приводит к увеличению скорости дви
гателя, сохраняющей свое прежнее направле
ние. 

Когда давление в сливной полости дости
гает давления настройки ограничительного 
клапана, последний открывается, что приводит 
к резкому увеличению проходного сечения, 
сообщающего эту полость со сливной линией. 
В результате дальнейшее повьпыение внешней 
движущей силы начинает приводить к резкому 
возрастанию скорости поршня. Предел возрас
тания скорости определяется нарунхением 
нормальных условий работы двигателя, на
пример появлением разряжения в напорной 
полости ввиду недостаточности подачи насоса 
для покрытия потребностей в заполнении быс
тро возрастающего объема полости. 

Если гидроцилиндр перегрузить, то на
правление скорости изменится на обратное и 
начинается движение под действием внешней 
силы. При этом жидкость из напорной линии 
должна отводиться обратно в бак или аккуму
лятор. 

Пневматический привод с дроссельным 
управлением. Для пневмопривода с поршне
вым двигателем равенства (9.4.9) с учетом со
ответствующих выражений из табл. 9.2.1 запи
сываются в виде: 

GlRT G\RT 

PxS p^S 

G^RT G~2RT 

P2S P2S 

x = 0; 

+ x = 0. 

(9.4.14) 
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К ним добавляются уравнения баланса 
давления 

PiS-P2S = F^ (9.4.15) 

И связи расходов G^ ....G2 с давлением на 
входе и выходе соответствующей щели распре
делителя. 

В отличие от гидропривода источник пи
тания пневмопривода в первом приближении 
может рассматриваться как источник неогра
ниченной мощности. Поэтому выражения для 
расходов сжатого воздуха через щели распре
делителя могут быть записаны независимо 
одно от другого. Для каждой щели массовый 
расход Gf связан с давлением на входе р^^ и 
давлением на выходе /?вых соотношением 

(9.4.16) 

расходная функция; 

^/ = ^<^/тахФ(^)> 

где д=Рвых/Рш1 Ф(̂ ) 

Ф(^)= 

-|0,5 

1 -
д-Ь 

при q>b, ф(^)=1 при 
Kl-bJ 

q < b\ b - критическое отношение Рвых/Рвх^ 
определяющее границу надкритического 
(независимо от q) и подкритического 
(зависимого от q) течений воздуха через щель; 
^япах~*/^вх " максимальный расход через 
щель при ее полном открытии (^=1) и при 
ф(^)=1; ав - проводимость щели, определяе
мая, как правило, экспериментально. 

В качестве приближенного можно 
пользоваться выражением 

^/ = ^^/тахФ(^)' 

где Gi 
iO,5 

при итах_=^Рвх'^ 4>(я) = 2[q{l - q)] 
q > 0,5; ф(^) = 1 при ^ < 0,5. 

Выражение для ф(^) получено в предпо
ложении Ь=0,5. Проводимость щели для адиа
батического течения воздуха через щель 

•éë = 2,38 10*V3» 

TjiQfy=[if,f- геометрическая площадь проход
ного сечения полностью открытой щели. 

Статические характеристики пневмопри
вода с дроссельным управлением, построенные 
по зависимостям (9.4.14) - (9.4.16), при оди
наковых значениях _^ для подводящей и вы
пускной щелей показаны сплошными линия
ми на рис. 9.4.9. По виду они близки к харак
теристикам гидропривода с дроссельным уп
равлением, отличие состоит в том, что при 
изменении знака движущей силы /д скорость 
X сохраняет постоянное значение вследствие 

надкритического режима течения в выпускном 
канале полости противодавления, который 
наступает в результате повышения уровня дав
ления в этой полости и при котором скорость 
потока не зависит от давления. 

Рис. 9.4.9. Статические характеристики 
пневмопривода с дроссельным управлением 

При си-тьной перегрузке двигателя ско
рость меняет знак и начинается движение 
поршня с вытеснением сжатого воздуха из 
рабочей полости обратно в магистраль. В это 
же время давление в полости противодавления 
практически выравнивается с атмосферным. 
Пока давление в рабочей полости лишь не
намного превышает магистральное, режим 
выхода воздуха из этой полости в магистраль 
подкритический, а скорость относительно 
мала. По мере увеличения активной силы со
противления, вызывающей движение поршня 
в обратном направлении, и поджатия воздуха 
растет скорость потока и поршня. При неко
тором давлении, когда скорость потока дости
гает критической, она перестает изменяться с 
дальнейшим увеличением l-Fj. 

На рис. 9.4.9 штриховыми прямыми по
казаны статические характеристики привода с 
пневмоцилиндром, у которого проходное, се
чение щели, сообщающей рабочую полость с 
магистралью, значительно меньше проходного 

В сечения выпускной щели / « / , 

этом случае противодавление в выпускной 
полости практически отсутствует и пневмоци-
линдр работает как односторонний. Результа
том является значительное повышение скорос
тей и отсутствие их критических значений в 
связи х: отсутствием противодавления, т.е. ха
рактеристики приближаются по форме к на
клонным прямым для всего диапазона изме
нения нагрузок. 

Характеристики привода с пластинчатым 
пневмомотором (см. рис. 9.1.2, о) по виду 
близки к статическим характеристикам приво
да с пневмоцилиндром. Отличие состоит в 
том, что в выражения (9.4.14) следует подстав
лять вместо площади S поршня характерный 
объем пневмомотора 
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где С(г, Z, ^э) - функция числа пластин ^, 
установленных на роторе, радиуса г внутрен
ней поверхности статора и эксцентриситета е^ 
ротора; / - ширина пластины. 

9.5. ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ 
В ПРИВОДАХ 

Изменение движущей силы или движущего 
момента двигателя. Необходимый переходной 
процесс в приводе вызывается целенаправлен
ным нарушением баланса между подводом и 
отводом энергии, который определяется в 
установившемся состоянии равенством 
EQ = FIQ - HQ = О, если двигатель нахо
дился в покое, или EQ = HQ - HQ = х , 
если имело место движение с установившейся 
скоростью JCy. Отклонения от исходного уста
новившегося состояния вызывается изменени
ем как П"*", так и П", т.е. управляющее воздей
ствие на двигателе 

АЕ^АП+'АП-=Е-Ео. (9.5.1) 
Оно реализуется через изменение управ

ляющего параметра Ае по командам системы 
управления. Управляющее воздействие отра
батывается двигателем как изменение движу
щей силы согласно соотношениям (9.2.1) и 
(9.5.1). Из этих соотношений следует, что сила 
/д изменяется с определенным запаздыванием 
по отношению к изменению А^. Запаздьгва-
ние зависит от свойств двигателя, а также от 
свойств всей динамической системы. Мерой 
инерционности собственно двигателя, как 
преобразователя энергии, можно считать вели
чину F , характеризующую темп нарастания 
движущей силы как реакции на изменение 
управляющего воздействия АЕ. Чем больше 
F^, тем с меньшим запаздыванием /д следует 

за изменением Е. 
Если не учитывать влияние на /д изме

нения скорости двигателя х , например, счи
тать, что двигатель находится в покое, то из 
(9.2.1) и (9.5.1) следует / ^ = <^jc^^' т.е. Р^ 
зависит от жесткости Q. двигателя и управля
ющего воздействия АЕ. Причем при увеличе
нии как Сх, так и А^" темп изменения движу
щей силы возрастает. Поэтому двигатель 
большей жесткости Q должен при прочих 
равных условиях отрабатывать управляющее 
воздействие быстрее. Действительно, гидро
привод, у которого величина Q высока, менее 

инерционен, чем пневмопривод, характеризу
емый значительно меньшими Q;. 

Из условия /"д = С^АЕ также следует, 
что малую величину С^ можно в принципе 
компенсировать соответствующим увеличени
ем АД т.е. интенсификацией управляющего 
воздействия. В реальных условиях для увели
чения Ai^ необходимы распределительные 
устройства, способные управлять потоками 
энергии большой интенсивности; должны 
быть приняты меры по предотвращению поте
ри устойчивости системы и т.п. Однако все 
эти проблемы в принципе разрешимы, что 
свидетельствует о целесообразности рассмот
рения альтернативных вариантов при выборе 
типа привода. 

Характеристики инерционности привода. 
Для полного описания переходного процесса в 
приводе уравнение изменения движущей силы 
Ец двигателя должно быть дополнено уравне
нием движения исполнительного органа при
вода. В простейшем случае получаем следую
щую систему уравнений относительно выход
ного звена двигателя: 

тх = /д -с^х- Е^; 

Е^=с^[п'-П-ху 
(9.5.2) 

где m - приведенная к выходному звену двига
теля масса подвижных частей, принимаемая 
постоянной; Су - коэффициент вязкого трения; 
Ее - сила сопротивления, также приведенная к 
выходному звену двигателя. 

Представим систему (9.5.2) в безразмер
ном виде с помощью следующей замены пе
ременных, принимаемых за базовые: 

t = tT;x = x^;E^ = E^Xj^. 
(9.5.3) 

где т, Ç и Хд - безразмерные соответственно 
время, перемещение рабочего органа двигателя 

* • • 
и развиваемая им движущая сила; / ,jc ,Е -
масштабы измерений безразмерных перемен
ных. 

С учетом соотношений (9.5.3) перемен
ные, производные от базовых, связаны с их 
безразмерными аналогами следующими выра
жениями: 

X = х\; П = n ' s ; / ; = /дХд; С^ = С ^ , 
(9.5.4) 

гдех = П =х / / ;/д = F^ /1 iC^ = F^ /х . 
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Подстановка соотношений (9.5.3) и 
(9.5.4) в систему уравнений (9.5.2) приводит к 

(9.5.5) 

где 
• / * * N^=mx' /it'^F 1; v=x/\tF 1; 

(9.5.6) 
Выражение для N (безразмерной массы) мож
но представить в виде 

N = t ^ / t . (9.5.7) 

/ . . \0 ,5 
t^=\mx /F ) (9.5.8) 

Здесь 

- время перемещения массы m на расстояние 
0,5JC* С постоянным ускорением a = F /m, 

создаваемым движущей силой двигателя 
F = F* 

Если положить /'д = /^дшах' ^° м̂ будет 
характеризовать предельные возможности 
привода по быстродействию, оцениваемые по 
времени равноускоренного перемещения на 
расстояние 0,5х*. 

Вторая постоянная времени f (масштаб 
измерения безразмерного времени) определя
ется как минимальное время нарастания 
движущей CHjibi двигателя F от нуля 

до /'д = /̂ Д1̂ ах • ^^^ следует из приве

денного выше выражения F = с^АЕ, 

максимальная скорость нарастания дви

жущей силы /д^^^ = С^ n^ax^max • Но 

^^^тах = ^ Г 1 ^ ^ ( ^ А П ^ = 0J. Полагая также 

^хтах =^1= К I ^* ' получим: 

^ * = ^ д / ^ д т а х = ^ / ^ П ; ^ а х = ^ * / ^ : * , 
(9.5.9) 

где X - характерный (например, максималь
ный) ход рабочего органа двигателя; 
. * * 

X = Allj^^ - характерная скорость двигателя 
и соответствующая ей величина АП"''. 

Например, для привода с элекфо-
двигателем постоянного тока независимо
го возбуждения можно принять 

+ . * 
^ ^ т а х = ̂  = ^тах / ^ ' -̂ ^̂  пневмопривода 
^ ^ т а х "^ ^тах^^ / (Р^) ' ^̂ ^̂  гидропривода 
с дроссельным управлением и двигателем-
гидроцилиндром АП Gmax / *̂  и т. д. 
(см. табл. 9.2,1). 

Как показали исследования, безразмер
ный параметр N, представляющий безразмер
ную массу, является одним из основных фак
торов, который определяет качество переход
ного процесса при отработке приводом управ
ляющих сигналов. При больших 7V, когда 
4i>>/*, переходные процессы внутри двигате
ля (изменение движущей силы F ) протекают 
относительно быстро, но движение выходного 
звена отстает ввиду сравнительно высокой 
инерционности механической части системы. 
При отработке ступенчатого управляющего 
сигнала большой амплитуды движение такого 
привода будет происходить по закону, близ
кому к равноускоренному движению. Наобо
рот, при малых N(t^«f) механическая часть 
системы уже не играет определяющей роли и 
закон движения привода определяется практи
чески внутренними процессами двигателя, 
характером изменения его движущей силы 
согласно сигналам управления. 

Можно указать некоторые граничные 
значения параметра 7V, отделяющие приводы 
первого типа от вторых, плохо управитяемых от 
хорошо управляемых. При чисто инерционной 
нагрузке фаничные значения М=М^р лежат в 
области значений около 1...2 (с уточнениями, 
зависящими от типа привода и выбранных 

• * + * 
характерных величин х = ADĵ ^̂ ^ их). При 
действии кроме инерционных сил силовых 
нагрузок FQ при вьг^ислении t^ или N в соот
ветствующие формулы подставляется величина 
^ = ^ т а х - ^ с ' которая меньше F^^^ и 
представляет теперь только часть движущей 
силы двигателя, используемую на создание 
движения. Соответственно величины t^ и N 
возрастают. Что касается f, то в приводе с 
силовой нагрузкой скорость х может быть 
меньше, но если перегрузки нет, то это 
уменьшение незначительно. Таким образом, 
чем большую силовую нагрузку преодолевает 
двигатель, тем он инерционнее и труднее под
дается управляющему воздействию. 

Поскольку оценка управляемости приво
да по параметру TV является качественной, она 
теряет смысл, если частота сигналов управле
ния выше определяемой рабочим диапазоном. 
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В этих условиях привод становится плохо уп
равляемым при любых N. При t^<f рабочий 
диапазон частот сигналов управления ограни
чен сверху возможностями двигателя, опреде-

.ляемыми величиной /*, которая выполняет 
роль его постоянной времени. Поэтому увели
чение f, которое приводит к уменьшению Л̂ , 
т.е. к улучшению управляемости привода, од
новременно сопровождается снижением рабо
чих частот. 

9.6. ЛИНЕЙНАЯ МОДЕЛЬ 
ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА 

Для малых отклонений переменных от их 
установившихся значений система уравнений 
(9.5.2) может быть представлена в более про
стом виде, если учесть, что управляющее воз
действие является, как и установившаяся ско
рость [см. (9.3.3)], функцией ^ и i^: 

AE=^E(^e,Щ). (9.6.1) 
В линейном приближении из (9.6.1) следует: 

^E=^Ee-^Ef ; АЕе=КеАе ; AEjr=KfAF ; 

^е = 
д{АЕ) 

UHJ к^ = 
д{АЕ) 

[ô{AF)j 
(9.6.2) 

Коэффициенты К^ и Kf характеризуют 
чувствительность управляющего воздействия 
АЕ к изменениям соответственно Ле и А/д 
(или АМ ддя двигателя вращательного движе
ния, причем в этом случае вместо Kf пользуют 
Км) в рабочей точке ( /Q, XQ), С учетом (9.6.1) 
и (9.6.2) система уравнений (9.5.2) может быть 
представлена в виде (AFc=0; знак А далее 
опускается): 

тх = /'д -СуХ; 

F^=C,(K,e-KfF^-x). 

Последнее 
вившегося 

выражение 
движения 

К^ву -^F^jxy 

(9.6.3) 
для устано-

JC = О представляет линей
ное приближение статической характеристики 
привода (9.3.3) на участке, близком к рабочей 
точке. Из него следует, что К^ = дх / де 
характеризует изменение установившейся ско
рости двигателя на единицу изменения пара
метра управления е^, а К^ - дх / dF^^y -
изменение той же скорости, которое приво

дится на единицу изменения /ду. Согласно 
(9.3.5) получается, что Kf совпадает с крутиз
ной статической характеристики, а величина, 
обратная Kf - с жесткостью этой характерис
тики: 

^ ^ , = l / p ; 1 / ^ ^ , = р . (9.6.4) 

Общее выражение 

- максимальная скорость, которую где Xg 
теоретически может развить ненагруженный 
двигатель при изменении параметра управле
ния Л^=1 и при полном использовании всей 
подводимой к двигателю энергии на соверше
ние движения. 

Для двигателя постоянного тока незави
симого возбуждения - это скорость идеального 
холостого хода, определяемая соотношением 
C/max/̂ j Д̂1Я гидропривода - скорость, развива
емая исполнительным органом при полном 
открытии каналов в распределителе, полном 
использовании давления питания и отсутствии 
силы сопротивления. Например, для привода с 
нерегулируемым насосом и дроссельным уп
равлением Х^^ = Gmax / '^ (^^' '^^^' 9.2.1). 

Выражения для Kf или Kj^ приведены в 
табл. 9.2.1. Отсутствие вьфажений для Kf или 
Àj^/для некоторых типов приводов объясняют
ся невозможностью представления их в явном 
виде. Выражения для К^, относящиеся к гид
роприводу с дроссельным управлением, полу
чены в предположении нулевых перекрытий 
золотника и отсутствия зазоров и, следова
тельно, объемных потерь (утечек). Влияние 
последних должно проявиться в том, что в 
области малых смещений золотника значения 
Kg окажутся меньше определяемых по выра
жениям табл. 9.2.1. 

Учитывая, что Е имеет размерность ско
рости, введем дополнительно к (9.6.2) следу
ющие обозначения: 

г ^*е*' ""е' ^F 
X^-Xjj - Х^ 

/•' 
E^E^-Ef 

(9.6.6) 
Тогда второе уравнение системы (9.6.3) 

> д = С . ( ^ с - 4 (9.6.7) 
Из соотношений (9.6.6) следует, что управля
ющее воздействие Е может характеризоваться 
скоростью JCç, приведенной к выходному зве
ну двигателя. При этом ее часть х^ в точности 
соответствует изменению параметра управле
ния е, а Хр представляет искажение по скоро-
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-Шг 
Xocl 

^в*Т 

Рис. 9.6.1. Пружинно-массовая модель привода 

сти, вызываемое обратным влиянием со сто
роны изменяющейся движущей силы на ин
тенсивность подвода энергии к двигателю. 

Процесс, описываемый уравнением 
(9.6.7), можно трактовать как изменение де
формации пружины жесткостью Сх, левый 
конец которой (рис. 9.6.1) перемещается со 
скоростью х^, равной разности скоростей х^ 
и Хр, а. правый - со скоростью выходного 
звена двигателя. Для завершения построения 
упругомассовой модели привода правый конец 
пружины следует нагрузить приведенной мас
сой т, ввести блок управления, задающий 
управляющее воздействие на двигатель в виде 
х^ и отметить обратное воздействие со сторо
ны двигателя Хр, суммируемое с х^. Измене
ние движущей силы в такой модели представ
ляется изменением усилия деформации пру
жины вследствие несовпадения скоростей х^ 
и X как по величине, так и по направлению в 
общем случае. Знак отклонения Д здесь опу
щен, но все переменные в данной модели 
измеряются в отклонениях от начального уста
новившегося состояния, в котором 
х^ = х^ - Xjp = О или х^ = х^ - Хр- = X. 

Из уравнения для F^ системы (9.6.3), 
которое при условии л: = О может бьггь пред
ставлено в виде 

' д в ^ д + ^ д = ^ д в ^ ' (9-6.8) 
следуют выражения для постоянной времени 
двигателя 

и коэффициента усиления 

^дв - ^е / ^F' 

(9.6.9) 

(9.6.10) 

характеризующего изменение движущей силы 
оставленного двигателя на единицу изменения 
параметра управления е. 

Систему уравнений (9.6.3) при с^ = О 
можно заменить одним уравнением второго 
порядка относительно скорости х = у: 

T^y + TJ+y = K^e (9.6.11) 

T^y+2i;Tf,y+y = K^e. (9.6.12) 

Здесь постоянная времени TQ определяет пе
риод собственных колебаний массы m на пру
жине жесткостью С -̂

7'o=('"/cJ'^ (9.6.13) 
а механическая постоянная времени привода -
его динамику в условиях С^ -> оо, т.е. когда 
^0 и Тдр стремятся к нулю: 

Т^=Кгт. (9.6.14) 
С учетом зависимостей (9.6.9) и (9.6.14) мож
но получить зависимость 

Входящий в уравнение (9.6.12) коэффициент 
Ç, определяющий демпфирующие свойства 
привода, 

(9.6.15) 
называют коэффициентом относительного 
затухания. При С<1 переходные процессы в 
приводе носят колебательньгй характер, при 
С>1 - экспоненциальный. Однако обычно 
привод обладает относительно слабыми демп
фирующими свойствами, т.е. характеризующие 
его значения Ç намного меньше единицы. 
Поэтому для повьпиения пределов устойчивос
ти привода приходится прибегать к специаль-
ньп^ средствам, например вводить дополни
тельные обратные связи, дающие эффект, ана
логичный увеличению Ç. 

РассмотрИхМ два крайних случая, встре
чающиеся на практике: 1) масса подвижных 
частей, приведенных к выходному звену двига
теля, относительно мала (/и-Х)); 2) эта масса 
достаточно велика. Воспользуемся для оценки 
величиной Л'̂  [см. (9.5.7)]. Тогда к первому 
случаю могут быть отнесены все приводы, 
которые характеризуются значениями N < 0,1, 
а к второму - приводы, для которых N > 5 
(как уже отмечалось вьпие, для получения 
более точных оценок следует рассмотреть кон
кретный тип привода с учетом принятьг>с мас-
иггабов измерения безразмерных переменных). 

В первом случае (при m = 0) из уравне
ния (9.6.11) непосредственно TQ^T^^—O, 
у = X = К^ или всякое изменение параметра е 
мгновенно отрабатывается приводом в виде 
соответствующего ему изменения скорости, 
причем движущая сила остается постоянной. 
Если в приводе с нулевой массой подвижных 
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частей изменить силу сопротивления, то дви
гатель отреагирует на это изменение в соответ
ствии с его статической харакгеристикои, и 
если сила сопротивления изменится скачком, 
то и скачком изменится скорость. 

При высокой инерционной нагрузке 
(большой массе), когда в левой части уравне
ния (9.6.11) можно пренебречь отношением 
у/Ту^, с учетом 7Ь=(Гдв7;|)0,5. 

T^.z^z-{KJT^)e^ 
(9.6.16) 

где г = >̂  = X. 
Таким образом, в случае больших под

вижных масс переходный процесс в приводе 
описывается одним уравнением первого по
рядка относительно ускорения. Оно может 
бьпъ представлено не относительно ускорения, 
а относительно движущей силы. Ддя этого 
следует подставить z—Fjylm и тогда 

^ Д В ^ Д + ^ Д ^ д в ^ -

9.7. УПРАВЛЕНИЕ ПРИВОДАМИ 

Управление приводом осуществляется 
через изменение параметра е по командам, 
вырабатываемым в специальном блоке систе
мы управления (регуляторе). Алгоритм функ
ционирования регулятора выбран в зависимос
ти от поставленной задачи управления, а также 
статических и динамических свойств системы 
привод - ведомый механизм. В общем случае 
приходится учитывать статические и динами
ческие свойства самого регулятора и других 
элементов системы управления. Подробно все 
проблемы, связанные с построением регулято
ра, выбором его структуры и параметров, рас
сматриваются в специальной литературе по 
автоматическому регулированию и управле
нию. Здесь же приведены лишь относительно 
простые примеры, иллюстрирующие примене
ние элементов теории управления и регулиро
вания на базе полученных ранее общих моде
лей приводов для построения регуляторов 
скорости и положения. 

(/з-Уз'^а 

i 
1 -

1 

] "р 

г/d-y^â 

/ • / 

II 
л 

II 

е 
А Л8 

У 

иц-уКд 

Управлевие скоростью. Простейший ре
гулятор скорости привода - это пропорцио-
натьный регулятор, который изменяет пара
метр е пропорционально рассогласованию 
между заданным Уз ^ текущим у значениями 
скорости. Чем рассогласование больше, тем 
больше управляющее воздействие на двигате
ле, направленное в зависимости от знака рас
согласования в сторону разгона или торможе
ния его выходного звена. Закон функциониро
вания такого регулятора описывается простым 
соотношением 

е = К-{у^-у), (9.7.1) 

где К - коэффициент передачи контура, со
стоящего из датчика Д скорости, электронного 
усилителя У и распределителя (усилителя 
мощности) Р с коэффициентами передачи 
соответственно А^д, А' и К^ (рис. 9.7.1). 
Последний коэффициент характеризует изме
нение параметра управления в зависимости от 
электрического сигнала, поступающего на вход 
Р. Эту зависимость называют статической ха
рактеристикой Р\ она обычно имеет вид лома
ной линии, состоящей из линейного 
(рабочего) участка с углом наклона 
Y - arctgA^p, переходящего в горизонтальную 
линию, которая отражает границу возможнос
тей распределителя (состояние насьпцения), 
достигаемую при е=\, что соответствует пол
ному открьггию каналов гидро- или пневмо-
распределителя, минимальному углу запазды
вания открывания электрических вентильных 
преобразователей и т.п. (рис. 9.7.2). Из рис. 
9.7.1 следует: 

К'^К^К^К^. (9.7.2) 

Рис. 9.7.1. Структурная схема системы управления с 
параллельными обратными связями 

Рис. 9.7.2. Статическая характеристика 
распределителя 

Подстановка е и К из (9.7.1) и (9.7.2) в 
правую часть уравнения (9.6.12) приводит к 

Т^у + 2ТоСу + {1 + К)у = К'у^ 
(9.7.3) 
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или при учете члена Су^у в исходном уравнении 
(9.6.3) 

Tç^y + IT^Cy + (l -f К^^ -ьКрс^)у = Ку^. 
(9.7.4) 

Входящий в эти уравнения коэффициент 
усиления контура управления по скорости 

^ - ^е^с к (9.7.5) 

является безразмерной величиной и характе
ризует интенсивность управляющего воздей
ствия на двигателе, приходящуюся на единицу 
рассогласования Уз'У- С учетом (9.6.6) 
K = xj ^y. 

уравнения (9.7.3) и (9.7.4) можно ис
пользовать для анализа переходного процесса 
в приводе при отработке регулятором заданно
го закона изменения скорости y-JJ) при отсут
ствии возмущений (помех). Для учета после
дних в правую часть уравнений следует ввести 
члены вида J{t), характеризующие возмуще
ния: изменения сил сопротивления, парамет
ров системы, параметров источника питания и 
др. В частном случае, когда система работает в 
режиме стабилизации скорости, т.е. у^—^, ее 
оценивают по реакции на действие только 
возмущающих факторов Д/). 

Условием устойчивости системы, описы
ваемой уравнением второго порядка (9.7.3) 
или (9.7.4), является, как известно, положи
тельность коэффициентов членов правой час
ти. При правильном включении регулятора в 
систему эти условия выполняются автомати
чески, т.е. в принципе приведенные выше 
уравнения представляют устойчивую систему. 
Но при этом еще не исклпючено нарушение 
других условий, вытекающих из требований 
практики, например, переходный процесс 
может оказаться сильно колебательным (слабо 
демпфированным). Из анализа полученных 
уравнений следует, что росту колебательности 
системы способствует увеличение коэффици
ента К, одновременно влияющего на точность 
регулирования скорости. Последнее видно из 
рассмотрения статической точности системы -
соотношения между У^ ^ Уу - установившейся 
скоростью после отработки у^^. Это соотноше
ние имеет вид: Уу = [iT / (1+А^)1_Уз, откуда 
непосредственно следует, что с ростом К зна
чения Уу и у-^ сближаются. 

Для улучшения качества регулирования 
скорости, снижения колебательности переход
ного процесса могут быть использованы об
ратные связи по ускорению или движущей 
силе привода. В системе с параллель
ными связями по скорости и ускорению 
вьфажение ,для параметра е имеет вид 

е = К'уУг^ ~ у)~ ^'уУ • После подстановки его 
в правую часть уравнения (9.6.12) и простых 
преобразований 

Т1У + (2СГо +Ку)у+{1+ К)у = Ку^. 
(9.7.6) 

Из этого уравнения видно, что с введе
нием К у = К^К возрастает коэффициент 
при у , который характеризует демпфирующие 
свойства системы. Рост Ку оказывает на нее 

воздействие, аналогичное увеличению Ç. Тот 
же эффект достигается при введении обратной 
связи не по ускорению, а по движущей силе. 

Как следует из сопоставления уравнений 
(9.7.3) и (9.7.6), введение обратной связи по 
ускорению не влияет на статическую точность 
системы - рассогласование между Уу и Д'з по-
прежнему определяется только К. Существен
ному повышению статической точности сис
темы регулирования скорости может способ
ствовать введение еще одной дополнительной 
обратной связи - по интегралу по времени от 
рассогласования у-^-у. Соответствующее урав
нение процесса регулирования можно полу
чить, добавив в выражение для е еще один 

член вида К'^ 1 (^з ~ У^^^- При этом порядок 
уравнения повышается до третьего, статичес
кая ошибка сводится к нулю, но возникает 
проблема устойчивости такой системы. 

Управление положением (углом поворота) 
выходного звена. Приводы с такими системами 
управления называют позиционными. Они 
достаточно широко применяются во всех тех 
случаях, когда возникает необходимость выве
сти и остановить объект в заданной точке и с 
заданной точностью. Подобно рассмотренному 
ранее пропорциональному регулятору скорос
ти, простейшим регулятором положения вы
ходного звена привода будет регулятор, для 
которого 

е = ^ ; ( х з - х ) , (9.7.7) 

щее положения исполнительного органа дви
гателя. 

Подстановка выражения (9.7.7) для е в 
уравнение (9.6.12) с заменой у = х приводит к 

Tç^x 4- 2СГоХ -f X + К^х = К^х^, 
(9.7.8) 

В отличие от уравнения (9.7.2), описы
вающего процесс регулирования скорости, в 
данном случае пропорциональный регулятор 
теоретически обеспечивает вьшолнение уело-
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ВИЯ Ху=Х2 независимо от величины К^. Одна
ко на практике ошибка всегда может иметь 
место, которая в общем случае возрастает с 
уменьшением Â ĵ. Причина ее появления - ряд 
факторов, неучтенных при получении уравне
ния (9.7.8), в частности сил сопротивления 
(включая и трения), которые могут меняться 
по сложным зако^^ам, влияние динамических 
и статических свойств распределительных уст
ройств и т.д. 

С другой стороны, возможности увели
чения Kji ограничены в числе прочих и усло
виями устойчивости системы регулирования, 
которые в данном случае (для системы третье
го порядка) записываются в виде 

Ал<2С/7Ь. (9.7.9) 
При введении дополнительной обратной 

связи по скорости границы возможного увели
чения Ал возрастают, поскольку 

TI'X + 2Ç Г^х -ь (1 -ь К)х + К^х = К^х^; 

^п<(2С/7Ь)(1^П 
(9.7.10) 

разность Хз'Х достаточно велика и выражение 
е = K'j^ (Xj-x) формально превышает единицу 
(или другой верхний предел). Это означает, 
что распределительное устройство находится в 
состоянии насыщения {е — \, см. рис. 9.7.2), 
причем это состояние сохраняется пока Xg-JC 
не станет меньше некоторого критического 
значения дос , т.е. х >х (где х значение х 

* 
соответствующее Ах ) . На этапе движения, 
когда распределительное устройство находится 
в состоянии насыщения, переходный процесс 
в позиционном приводе описывается уравне
нием 

,2... 
TQ X + 2Çc -hx = К'^х , 

(9.7.12) 

а после прохождения точки х=х начинается 
активная работа регулятора и процесс протека
ет согласно уравнению (9.7.8). Такое же деле
ние процесса позиционирования на две фазы 
имеет место и в случае наличия дополнитель-
Hjbix обратных связей по скорости и ускоре
нию. Однако переход от одной фазы к другой 
протекает в этих условиях в момент времени, 
когда выполняется равенство 

^ = ^ п 1 ^ з - ^ где К = К^К\ 
Сопоставление условий устойчивости 

(9.7.9) и (9.7.10) показывает, что значение А ,̂ 
в последнем случае может быть выбрано в 
(1+Â) раз больше, чем в первом. 

Подобно рассмотренной вьпие системе 
управления скоростью привода, введение еще 
одной обратной связи по ускорению приводит 
к дальнейшему улучшению динамики и точно
сти позиционного привода за счет повышения 
демпфирующих свойств и расширения преде
лов возможного увеличения Kj{. 

е = К'^ (хз - ^) - Кх - КуХ; 

Т^х+{2С,Т^+КуУ+[\ + К)х+К^х = К^х^\ LL LL 

Кх -К'х =1, 

где X , X и х - критические значения х, х 
и X , набору которых соответствует е=\. 

В принципе возможны многократные 
переходы от одной фазы движения к другой, 
от движения в режиме насыщения распредели
тельного устройства в режим активной работы 
регулятора, и обратно, причем наборы значе-

* . * .. * 
НИИ X , X и х , приводящих к е=\, могут 
быть различными. 

^3 ^п-Хз Сск"^3 

Л 
^ п < 

2; к _У_ 

' о ; 
Ь-п 

(9.7.11) 
Рассмотренные уравнения динамики пе

реходного процесса позиционного привода 
(9.7.8), (9.7.10) и (9.7.11) описывают этот про
цесс в линейном приближении, т.е. при отно-
cHTCJttHo малых отклонениях переменных от 
их установившихся значений. Однако на прак
тике позиционный привод чаще всего отраба
тывает большие перемещения или углы пово
рота, когда на начальных этапах движения 

^ск- '̂з 
Рг и ABh-

M 

Рис. 9.7.3. Структурная схема системы управления с 
последовательными обратными связями 

Свстема управления позиционным приво
дом с последовательными обратными связями 
по положению, скорости и ускорению. 'Такая 
система называется системой подчиненного 
регулирования (рис. 9.7.3). Здесь Рд, PQ^, и 
/у - пропорциональные регуляторы по поло-
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жению, скорости и ускорению, функциониру
ющие согласно 

(9.7.13) 
где Кл=КддКул1 л=АдЛу; Ку=КдуКуу; Лц -
коэффициенты передачи соответствующих 
датчиков; Ку- коэффициенты усиления регуля
торов. 

Роль задающего сигнала для Рек играет 
сигнал с выхода Р^, а для /у - сигнал с выхода 
-'ск-

Схема подчиненного регулирования ши
роко используется в первую очередь в позици
онных электроприводах. Ее преимуществом 
является автоматизация процесса отработки 
больших перемещений или углов поворота 
выходного звена двигателя, сочетающаяся с 
простотой настройки предельных скорости и 
ускорения. В целях упрощения схемы управ
ления позиционным электродвигателем обыч
но вместо регулятора ускорения применяют 
регулятор тока якоря, который относительно 
просто измеряется и является в определенных 
условиях близким аналогом ускорения. 

Схема подчиненного регулирования ра
ботает следующим образом. Когда в началь
ный момент разность х^-х достатовдо велика, 
Рп сразу входит в состояние насыщения и с 
его выхода выдается сигнал, соответствующий 
^п=1. Поскольку в начальный момент ско
рость двигателя также мала, то разность 
Хз - X превышает критическое значение и с 
выхода Рек подается сигнал вск~Ь соответ
ствующий /з (где /з- задающий сигнал тока в 
якоре). В результате регулятор тока поддержи
вает его текущее значение на уровне /3, обес
печивая разгон двигателя с постоянным (при 
постоянной нагрузке) ускорением. 

Когда скорость двигателя приблизится к 
х^, параметр управления ^ск уменьшится и 
будет находится вблизи значений, обеспечива
ющих изменения / таким образом, чтобы ско
рость оставалась близкой к х^ при всех воз
можных возмущениях в системе. При подходе 
к точке х=Хз начнет выходить из состояния 
насыщения Рд, в соответствии с уменьшением 
eji начнет падать х^ и скорость двигателя. В 
результате вся система переходит в режим 
активного позиционирования, когда работают 
все регуляторы, вплоть до остановки двигателя 
в заданной точке. 

В реальных условиях часто приходится 
применять регуляторы более сложной структу
ры, чем рассмотренные вьпие пропорциональ
ные регуляторы. Однако принцип действия 
подчиненной системы управления при этом 
сохраняется тем же. 

9.8. СРАВНЕНИЕ ПРИВОДОВ 
РАЗНЫХ ТИПОВ 

Различают случаи, когда выбор типов 
привода жестко предопределен каким-либо 
одним или несколькими решающими факто
рами и когда остается возможность анализиро
вать и сопоставлять различные альтернативные 
варианты. И в том, и в другом случае на пер
вых этапах принятия решений целесообразно 
обратиться к данным табл. 9.8.1, в которой 
приведены группа факторов, характеризующих 
приводы различных типов, в виде сравнитель
ных оценок (-Ы - наилучшая; О - средняя; -1 -
наихудшая). Удельный показатель мощности 
IV или движущей силы (вращающего момен
та), приходящейся на единицу массы двигате
ля, - это характеристика массы и габаритов 
двигателя. Предел повьппения JV ограничен 
физическими свойствами двигателя. Для гид-
ро- или пневмодвигателя величина определя
ется в основном давлением рабочей жидкости. 
В гидроприводах оно доходит обьршо до 15 
МПа, реже до 100 МПа, но может бьггь и вы
ше этих пределов. Давление сжатого воздуха 
редко достигает 1 МПа и обычно не превьгша-
ет 0,5...0,6 МПа. Лучшие значения Wддя гид-
ро- и пневмоприводов (по сравнению с элект
роприводами) объясняются тем, что для пре
вращения энергии рабочей жидкости в меха
ническую работу достаточно образовать герме
тичную камеру (или несколько таких камер) с 
подвижной стенкой (поршнем, лопаткой, зу
бом шестерни и т.п.), перемещающейся под 
действием давления в камере и передающей 
движение на выходной орган двигателя. 

Вращающий момент в электродвигателе -
результат сложного взаимодействия электри
ческих и магнитных полей, создаваемых об
мотками и массивными сердечниками, кото
рые оказываются заметно более тяжелыми и 
громоздкими по сравнению с. рабочими каме
рами гидро- и пневмодвигателей. Поэтому для 
обычных электродвигателей значения JV на
много ниже, чем для пневмо- или гидродвига
телей. Переходом на редкоземельные магнит
ные материалы удается поднять показатель IV 
электродвигателя до уровня, соответствующего 
гидродвигателю низкого давления. Дальнейшее 
повышение показателя W электродвигателей 
связано с использованием эффекта сверхпро
водимости (в будущем). 



560 Глава 9. ПРИВОДЫ МАШИН 

9.8.1. Качественные сравнительные оценки 
приводов различных типов 

Показатель 

Удельная 
мощность 
JVy кВт/кг, 
или удельная 
движущая 
сила 
(момент), 
Н/кг 

Эффектив
ность (КПД) 

Первоначаль 
пая сто
имость 

Быстродейст 
вне 

Надежность 

Пожаро-, 
взрывобезо-
пасность 

Удобство 
обслужива
ния 

Ремонтопри
годность 

Тепловой 
режим 

Воздействие 
на окружаю
щую среду 

Стьпсуемость 
с цифровы
ми система
ми управле
ния 

Управляе
мость 

Точность 
(повторяе-
мость) 

рический 

+ 1 

+1 

-1 

+ 1 

+ 1 

+ 1 

+ 1 

Привод 
гидрав

лический 

+ 1 

-1 

пневма
тический 

+ 1 

-1-1 

+ 1 

+ 1 

+ 1 

+ 1 

-1 

-1 

-1 

Численные значения W и КПД враща
тельных двигателей различных типов (без учета 
редуктора) представлены в табл. 9.8.2. При 
учете редукторов распределение сравнительных 

оценок по W по приводам различных типов 
сохраняется, но значение Ŵ  изменяются. Так, 
ддя приводов мощностью до нескольких кило
ватт характерны следующие значения W: с 
электрическими двигателями 0,003...0,06 
кВт/кг; с гидродвигателями О,О5...0,6 кВт/кг; с 
пневмодвигателями О, 03...0,1 кВт/кг. 

По экономичности (КПД) электропривод 
занимает лидирующее положение, поскольку в 
нем отсутствует двойное преобразование 
энергии, как в гидро- или пневмоприводе, где 
электрическая энергия сначала преобразуется в 
насосном агрегате или компрессоре. Кроме 
того, методы управления электроприводом 
отличаются больщей экономичностью. 

Наиболее часто используемый метод уп
равления гидро- или пневмоприводом - это 
дросселирование потоков рабочего тела. При 
этом методе уменьшение движущей силы 
двигателя и его скорости достигается умень
шением проходных сечений каналов. Вызыва
емое дросселированием снижение давления 
перед двигателем и повышение давления за 
ним связано с перепадом части энергии, полу
чаемой от источника, в теплоту, а также с до
полнительными затратами энергии на преодо
ление повьпыенного противодавления. 

Более эффективными являются другие 
методы, исключающие дросселирование пото
ков рабочего тела полностью или частично. К 
ним относятся понижение давления питания 
до уровня, определяемого в каждый момент 
нагрузкой потребителя; переходом на объем
ное управление, когда насос подает ровно 
столько рабочей жидкости, сколько необходи
мо для получения заданного движения. Одна
ко объемные системы регулирования более 
инерционны, чем дроссельные, и поэтому 
последние продолжают широко применяться. 

Объемное управление пневмоприводом 
практически не нашло применения, хотя изве
стны единичные примеры, когда движение 
пневмодвигателя регулируется подачей воздуха 
в рабочую полость и удалением его из этой 
полости мерными порциями. 

При управлении электродвигателями в 
настоящее время редко используются методы, 
связанные с переводом части энергии источ-

9.8.2. Значения удельной мощности и 
эффективности вращательных двигателей 

различных типов 

Показатель 

• Удельная 
мощность 
W, кВт/кг 

КПД 

Привод 
электри
ческий 

0,02...0,2 

0,7...0,9 

гидравли
ческий 

0,5...1,0 

0,7...0,8 

пневма
тический 

0,3...0,4 

0,05...0,2 



СРАВНЕНИЕ ПРИВОДОВ РАЗНЫХ ТИПОВ 561 

ника питания в теплоту. Кроме того, электри
ческая энергия может бьпъ относительно про
сто возвращена обратно в сеть, если двигатель 
работает в режиме торможения или движется 
под действием внешней нагрузки. В последнее 
время разработаны и находят применение 
гидросистемы, где несколько исполнительных 
органов работают от общей закольцованной 
напорной линии, в которой поддерживается 
постоянное давление. В таких системах цент
рализованного питания могут быть реализова
ны и режимы с рекуперацией энергии. 

Дополнительный источник потерь энер
гии в пневмоприводах - неполное расширение 
сжатого воздуха в рабочих камерах двигателей, 
в результате чего не используется часть содер
жащейся в сжатом воздухе энергии, которая 
уносится с вьшускным потоком. Для умень
шения этих потерь следует совершенствовать 
законы распределения потоков сжатого возду
ха в двигателе, например прекращать его по
дачу из магистрали задолго до окончания хода 
рабочего органа. Однако это связано с услож
нением алгоритма управления приводом, а 
также с определенным изменением его дина
мических характеристик. 

Общим видом потерь для гидро- и пнев
моприводов являются утечки рабочего тела 
через неплотности различного вида, в том 
числе и через уплотнительные элементы пор
шня, штока, вала и т.п. Уровень их в значи
тельной степени определяется техническим 
состоянием системы и ее обслуживанием. Сле
дует также обратить особое внимание на отно
сительно большие утечки в пневматических 
производственных сетях из-за дефектов в тру
бопроводах, аппаратуре, соединениях. Потери 
воздуха из сети нередко составляют до 
25...30% производительности компрессорной 
станции. Предотвращение их может привести 
к значительной экономии затрат электроэнер
гии на производстве. 

Преимущество гидро- и пневмоприводов 
линейного движения состоит в том, что такое 
движение наиболее просто реализуется на базе 
рабочего цилиндра. При этом достигаются 
точности позиционирования для гадроприво-
дов до ±0,01 мм, для пневмоприводов до ±0,1 
мм. Для получения более высокой точности и 
стабильности движений рабочих органов, на
пример в приводах станков, предпочтение 
отдается вращательным электроприводам с 
точными шариковинтовыми передачами. Реже 
применяют чисто линейные электродвигатели 
("элекгроцилиндры"), представляющие собой 
развернутые на плоскости электромоторы раз
личного принципа действия. Их использова
ние в общем машиностроении сдерживается 
относительно высокой стоимостью и невысо
кими значениями показателя W. Вращатель
ное движение в подавляющей массе случаев 
реализуется с помощью электропривода, если 

не действуют какие-либо из факторов, отме
ченных в табл. 9.8.1. 

Пневмопривод полагается наиболее быс
тродействующим из всех типов приводов. Для 
линейного привода обычной считается ско
рость 1..2 м/с, сравнительно легко может быть 
получена скоростью до 5 м/с, если только не 
возникает проблем с организацией больших 
проходных сечений в коммуникациях для под
вода и отвода воздуха, со стойкостью уплотне
ний на больших скоростях. 

Номинальные частоты вращения враща
тельных пневмоприводов измеряются тысяча
ми и десятками тысяч оборотов в минуту; та
кие приводы как турбинные или типа 
"сегнерово колесо" достигают сотни тысяч 
оборотов в минуту. При этом значительно 
увеличивается показатель W двигателя, но 
возникает проблема с редуктором, который в 
этих случаях должен иметь большое переда
точное отношение. 

Для линейных гидроприводов характер
ны скорости 0,5 м/с. Также сравнительно ти
хоходными являются и гидравлические враща
тельные приводы, но они часто используются 
как приводы безредукторные прямого дей
ствия. Высокие значения Ж для гидродвигате
лей обусловливают небольшие габариты и мас
су. Предел повьпыения скорости гидропривода 
ограничен не только проходными сечениями 
каналов, но и подачей (а также давлением) 
источника питания (насосной станции). Если 
гидропривод работает в прерывистом режиме с 
чередующимися периодами движения и выс-
тоя, то повысить его скорость при неизменном 
источнике прггания можно установкой гидро
пневматического аккумулятора. В этом случае 
предельная скорость определяется суммарной 
подачей рабочей жидкости от насоса и из ак
кумулятора, причем последний должен быть 
снова подзаряжен за период выстоя гидропри
вода. 

Динамические качества привода как эле
мента системы управления оценивают не про
сто по его предельной скорости, а по качеству 
отработки им команд управления. От приво
дов с позиционным управлением требуется, 
чтобы рабочий орган переместился на задан
ный ход с заданной точностью за заданное 
время при отсутствии колебаний во время 
переходного процесса. Привод с контурным 
управлением должен с заданной точностью и 
за заданное время воспроизвести требуемую 
траекторию. Динамические и точностные по
казатели привода удобно оценивать по частот
ным характеристикам, показывающим, с ка
ким искажением воспроизводит привод сину
соидальные управляющие сигналы в зависимо
сти от их частоты, а в случае нелинейных сис
тем - и от амплитуды. 

При отсутствии особых ограничений на 
выбор типа привода все решают требования к 
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его динамике и точности. Применительно к 
собственно двигателю эти качества во многом 
зависят от постоянных времени tj^ и f. Из 
внешнего сходства уравнений динамики при
водов различных типов следует, что каждую из 
задач можно принципиально решить на осно
ве привода любого типа: достаточно лишь 
обеспечить необходимые значения t^ и f. 
Однако на практике могут возникнуть трудно
сти, вьгтекаюшие из фундаментальных свойств 
приводов. 

1. Двигатели различных типов могут зна
чительно отличаться один от другого по жест-
костным характеристикам (по податливости). 
Например, гидроцилиндр меньше поддается 
действию внешней силы, чем пневмоцилиндр, 
поскольку сжимаемость жидкости меньше, чем 
воздуха. Жесткость двигателя можно увеличить 
искусственно введением управления с обрат
ной связью по положению рабочего органа, в 
результате чего интенсифицируется изменение 
движущей силы как противодействие нагрузке. 
Это свойство двигателя быстро реагировать на 
силовые возмущения можно измерять величи
ной /дтах = С ' ^ ^ . Чем больше Р^^^, тем 
быстрее изменяется / д при силовом возмуще
нии (а также при отработке сигналов управле
ния). В двигателях с меньшими значениями 
коэффициентов жесткости Сх можно обеспе
чить высокую скорость реакции ^^д^ах интен
сификацией энергетических потоков АЕ: за 
счет увеличения пропускной способности рас
пределительных устройств и общего коэффи
циента усиления в контуре обратной связи. 
Первое имеет пределом конструктивные осо
бенности распределителей и их динамические 
возможности. Рост же коэффициентов обрат
ной связи может привести к потере устойчи
вости системы привода. По мере совершен
ствования конструкций распределителей, по
вышения их быстродействия и с переходом на 
системы управления, базирующиеся на совре
менных технических и теоретических дости
жениях, границы допустимой интенсификации 
АЕ расширяются, о чем свидетельствует, на
пример, создание общепромышленного пози
ционного пневмопривода с точностью отра
ботки позиции не менее ±0,1 мм. 

2. Одним из условий хорошей управляе
мости привода является условие М<Мур, кото
рое ограничивает постоянную времени /^ от
носительно постоянной времени f двигателя. 
В приводах с двигателями прямого действия 
(например, в гидро- или пневмоцилиндрах) 
инерционная нагрузка определяется в основ
ном приведенной к рабочему органу двигателя 
массой ведомого механизма. Поэтому требуе
мое ограничение tj^ реализуется выбором па

раметров двигателя из условия получения не
обходимой движущей силы. В редукторных 
приводах предел уменьшения /^ может быть 
определен собственными свойствами двигателя 
данного типа. Например, если основную часть 
инерционной нагрузки составляет момент 
инерции ротора двигателя, то переходом на 
двигатель большей мощности не всегда удается 
понизить значение Z ,̂ поскольку вместе с 
ростом мощности возрастает и момент инер
ции ротора. 

3. Условие N<NYpy ограничивающее N, 
одновременно означает и ухудшение демпфи
рующих свойств собственно двигателя. Поэто
му в приводах с малыми значениями N при
ходится решать задачу искусственного повы
шения демпфирующих свойств с помощью 
выбора системы управления определенной 
структуры и параметров. 

Глава 10 

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ 
ВОЗМОЖНОСТИ МЕХАНИЗМОВ 

io.l. ЗАДАЧИ, РЕШАЕМЫЕ 
С ПОМОЩЬЮ МЕХАНИЗМОВ 

Механизмы используют в приводах, пе
редачах от привода к исполнительному уст
ройству, исполнительных устройствах, систе
мах управления, устройствах взаимосвязи и 
ориентации агрегатов и машин относительно 
других объектов. Границы между приводом, 
передачей и исполнительным устройством 
условны. Передачу частично или полностью 
относят к приводу либо к исполнительному 
устройству. Например, к приводу относят 
только входное звено механизма, на которое 
воздействует электромагнитное поле, или ра
бочее тело (газ, жидкость и т.п.), либо входное 
звено в совокупности с другими сопряженны
ми с ним звеньями. Исполнительным устрой
ством считают выходное звено механизма или 
выходное звено в сочетании с другими, свя
занными с ним, звеньями. 

Механизмы, непосредственно соединен
ные с приводом или относящиеся к приводу^ 
решают задачу преобразования движения из 
одного его вида в другой вид. Наиболее харак
терно преобразование возвратно-
поступательного движения во вращательное, 
прерывистого движения в непрерьганое, не
равномерного в равномерное, и наоборот. 

В автономных передачах наибольшее 
число решаемых задач: 

реализация взаимосвязи и передачи ме
ханического движения между звеньями, раз
мещенными на некотором расстоянии одно от 
другого или ориентированными определенным 
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образом (при пересечении или перекрещива
нии осей, плоскостей движения звеньев и др.); 

преобразование параметров одного дви
жения (уменьшение частоты вращения и уве
личение вращающего момента, получение 
нескольких скоростей, плавное изменение 
скорости и т.п.); 

преобразование нагрузочной характерис
тики в соответствии с характеристикой приво
да и обеспечение работы привода в оптималь
ном режиме при различных заданных режимах 
нагружения исполнительного устройства; 

периодическое соединение и разъедине
ние, торможение и остановка звеньев, умень
шение неравномерности движения, колебаний 
нагрузок и предохранение звеньев кинемати
ческой цепи от перегрузок и разрушения; 

разделение и суммирование движений 
(разветвленные, разветвленно-замкнутые и 
замкнутые кинематические цепи). 

Исполнительные устройства механизмов 
вьшолняют: манипулирование выходного зве
на в плоскости или пространстве; захватыва
ние, зажатие, разжатие, прижатие звена или 
обрабатываемого объекта, приспосабливание 
элементов исполнительного устройства к фор
ме, массе захватываемого объекта или другим 
внешним, по отношению к этим элементам, 
воздействиям; согласование во времени и 
(или) в пространстве движения и ориентации 
выходных звеньев. 

В системах управления механизмами ре
шаются следующие задачи: 

формирование (получение), передача, 
преобразование (усиление) сигнала управления 
объекту управления; 

осуществление обратной связи объекта 
управления с системой передачи и преобразо
вания сигнала управления. 

В устройствах взаимосвязи и ориентации 
агрегатов и машин относительно других объек
тов решаются следующие задачи: 

согласование движений и (или) ориента
ции агрегатов и связанного с ним объекта, 
получение заданного относительного движе
ния и (или) заданной относительной ориента
ции; 

приспосабливание элементов взаимосвя
зи агрегата и объекта к форме объекта 
(равномерное или определенное нагружение 
элементов взаимосвязи и конструкции объек
та); 

периодическое изменение (увеличение) 
поверхности опирания афсгата на связанный с 
ним объект (например, использование вьшос-
ных опор); 

смягчение ударных нафузок, виброизо
ляция, предохранение от перефузок. 

Как правило, ряд функциональных задач 
решается одновременно в одном механизме. В 
то же время одну и ту же задачу можно ре
шить различными средствами, используя раз

личные механизмы. При выборе схемы меха
низма руководствуются соотношением его 
качественных показателей: КПД, габаритных 
размеров и массы, стоимости изготовления. 

Точность воспроизведения заданной 
функции и быстродействие относятся к харак
теристикам средства решения задачи. Если, 
например, механизм не позволяет воспроизве
сти функцию с заданной точностью, это озна
чает, что он вообще не способен решить дан
ную функциональную задачу. То же самое 
относится к допустимому уровню вибрации, 
шума и других показателей, определяемых 
эргономическими и экологическими требова
ниями. Некоторые из этих характеристик мо
гут перейти в разряд качественных показателей 
в конкретной ситуации сравнения механизмов, 
равноценных по другим показателям и харак
теристикам. 

Возможность решения той или иной за
дачи зависит от структуры механизма, его ки
нематической схемы, параметров схемы и кон
структивных исполнений звеньев и кинемати
ческих пар. С учетом решаемых задач все ме
ханизмы могут быть разделены на три фуппы: 
передаточные; манипулирующие; зажимные и 
деформирующие. В любом механизме имеется 
хотя бы одна кинематическая пара, относи
тельное движение звеньев которой задано. 
Имеется также одно или несколько выходных 
звеньев, для осуществления движений которых 
предназначен механизм. В передаточных ме
ханизмах получают движение выходных звень
ев, образующих со стойкой и (или) между 
собой кинематические пары. В манипулирую
щих механизмах получают движение выходных 
звеньев, образующих кинематические пары 
только с подвижными звеньями, которые не 
являются выходными. Зажимные и деформи
рующие механизмы предназначены для пере
мещения выходных звеньев к зажимаемому 
(или растягиваемому) объекту и оказанию на 
него силового воздействия при отсутствии 
перемещений либо при незначительных пере
мещениях, обусловленньис, например, дефор
мированием зажимаемого объекта. 

Основой функционирования передаточ
ных и манипулирующих механизмов является 
движение ВЫХОДНЬБС звеньев, а зажимных ме
ханизмов - давление без относительного пере
мещения. 

По характеру обеспечения устойчивого 
функционирования различают след>'ющие 
механизмы: статически существующие, отно
сительное движение звеньев которых не зави
сит от ускорения и скорости их движения; 
динамически существующие, определенность 
относительного движения которых обусловле
на инерцией, упругостью, периодическими 
ударами и (или) трением звеньев. Статически 
существующие механизмы характеризуются 
числом степеней свободы, равным числу зада-
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ваемых параметров движения или обьино 
числу входных звеньев. В динамически суще
ствующих механизмах число степеней свободы 
больше числа задаваемых параметров движе
ния. 

10.2. ПЕРЕДАТОЧНЫЕ МЕХАНИЗМЫ 

10.2.1. Механизмы циклического движения 

Преобразовать вращательное движение в 
циклическое (например, в возвратно-
поступательное) движение или, наоборот, 
циклическое поступательное движение во 
вращательное в простейщем исполнении мож
но с помощью кривощипно-ползунного, кри-
вошипно-кулисного, плоского, простран
ственного рычажного, плоского или простран
ственного кулачкового механизмов. Характер
но, что один и тот же механизм при инверсии 
входного и выходного звеньев позволяет пре
образовывать движение в обратном направле
нии. 

Наиболее распространенная задача пре
образования возвратно-поступательного дви
жения во вращательное решается обычно в 
кривошипно-ползунном плоском механизме. 

В радиально-поршневом гидромоторе в 
корпусе 1 размещены симметрично несколько 
цилиндров (рис. 10.2.1). В цилиндрах под дей
ствием жидкости перемещаются поршни Z 
которые через шатуны 3 воздействуют на экс
центриковый (кривошипный) вал 4, являю
щийся выходным звеном. Жидкость под дав
лением подается в цилиндры поочередно через 
гидрораспределитель 5, вращающийся вместе с 
выходньп^ звеном. 

Рис. 10.2.1. Кривошипно-ползунный механизм 
в радиально-поршневом гидромоторе 

Рис. 10.2.2. Кривошипно-кулисные механизмы 

Кривошипно-ползунный механизм мо
жет быть превращен в кривошипно-кулисный, 
если, не меняя структуры механизма, вьптол-
нить неподвижным шатун и обеспечить воз
можность движения стойки. Кривошипно-
кулисный механизм, так же как и любой дру
гой механизм, может иметь много вариантов 
исполнения, характеризуемых различными 
качественными показателями (рис. 10.2.2). Для 
получения вариантов исполнения механизмов 
используют совмещение функций звеньев, 
вьшолнение элементов шарниров и других 
кинематических пар большими по размерам, 
чем размеры звеньев, замену охватывающих 
элементов охватываемыми, размещение одних 
звеньев и элементов кинематических пар внут
ри других элементов кинематических пар, 
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замену одних звеньев и кинематических пар 
другими звеньями и парами с теми же функ
циональными признаками. 

В кривошипно-кулисном механизме 
MOiyr быть: 

кулиса 3 охватывающая, ползун 2 охва
тываемый (рис. 10.2.2, а); 

кулиса 3 охватываемая, ползун 2 охваты
вающий (рис. 10.2.2, о); 

кулиса и ползун, совмещенные в звене 4, 
взаимодействующем с элементом шарнира С 
(рис. 10.2.2, в); 

ползун и кулиса, вьшолненные в виде 
поршня 2 и цилиндра J, размещенного внутри 
шарнира С (рис. 10.2.2, г); 

функции кривошипа и шарнира А , со
вмещенные в ачементе шарнира А, охватыва
ющем все остальные детали (рис. 10.2.2, д). 
Центр кривизны поверхности А смещен по 
отношению к центру шарнира С. Ползун 2 с 
поверхностью А образуют высшую кинемати
ческую пару с силовым замыканием пружиной 
5. Кривошипно-кулисный механизм такого 
типа широко используется в гидромашинах; 

кривошип 7, выполненный в виде экс
центрика и помещенный внутрь ползуна 2, 
который находится внутри кулисы 3 (рис. 
10.2.2, е). Все звенья вместе помещены внутрь 
шарнира С; 

кулиса J, размещенная в ползуне 2, ко
торый находится внутри кривошипа 7, выпол
ненного в виде эксцентрика (рис. 10.2.2, ж). 
Все звенья размещены внутри шарнира А. 

Конструкция, являющаяся разновиднос
тью двух последних вариантов, имеет большую 
жесткость при ведущей кулисе, но более низ
кий КПД ввиду больших углов давления и 
скоростей скольжения, обусловленных соот
ношением размеров, по сравнению с рассмот
ренными выше. 

В радиально-поршневом гидромоторе 
(рис. 10.2.2, 3) опора С вьшолнена в виде ци
линдрической вращательной пары. Эксцент
риковый вал 7 взаимодейстсвует с поршнями 
2, которые прижимаются к нему кольцом С, 
осуществляющим геометрическое замыкание. 

Кулиса 3 (рис. 10.2.2, w, к) кривошипно-
кулисного механизма опирается на сферичес
кую поверхность С, расположенную в корпусе, 
а поршень 2 взаимодействует со сферической 
поверхностью В эксцентри|[ового вала 
(кривошипа) 7. Поршень и кулиса образуют 
рабочую камеру, в которую поступает жид
кость. Поршень и кулиса прижаты к сфери
ческим поверхностям пружиной 5. 

Кулисный четьфехзвенный (рис. 10.2.3, 
г) и кривошипно-ползунный механизмы (рис. 
10.2.3, д) нашли применение в аксиально-
поршневом гидромоторе (рис. 10.2.3, а). Гид
ромотор имеет блок цилиндров J, наклонный 
по отношению к оси выходного звена (рис. 
10.2.3, а - е), или диск, наклонный по отно

шению к оси блока цилиндров (рис. 10.2.3, д). 
Гидромотор работает в первом случает благо
даря наличию угла между осью блока цилинд
ров 3 и осью выходного звена 5, а во втором -
благодаря связи или контакту поршней 4 с 
плоским торцом диска 9. 

Жидкость под давлением через гидрорас
пределитель 2 подается в рабочую полость и 
давит на поршень 4. Поршень через шатун 5 
взаимодействует с диском 7, закрепленным на 
выходном звене б, и приводит его во враще
ние. Сила давления F от поршня на торцовую 
поверхность диска направлена под углом а к 
этой поверхности (рис. 10.2.3, в). Вращающий 
момент возникает благодаря действию окруж
ной составляющей силы F на плече Л. Вра
щающий момент M = Fhiga. 

Блок цилиндров 3 опирается на сфери
ческую пяту 7 и центрируется посредством 
шаровой опоры 8. В цилиндры жидкость по
дается поочередно благодаря вращению блока 
3 относительно гидрораспределителя 2. Блок 
приводится во вращение под действием диска 
7 на шатун 5, а шатуна - на поршень 4 (рис. 
10.2.3, б) и далее на блок цилиндров. Блок 
цилиндров неподвижен и расположен соосно с 
выходным звеном - кривошипом с пересека
ющимися осями элементов шарниров. 

Рис. 10.2.3. Четьфсхзвенные рычажные механизмы i 
аксиально-поршневом гидромоторе 
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Рис. 10.2.4. Кулачковый механизм в гидромоторе: 
а - радиально-поршневом; 6 - аксиально-поршневом 

Ю 

Из кулачковых механизмов, используе
мых для преобразования циклического посту
пательного движения во вращательное, инте
рес представляют дифференциальные меха
низмы, которые применяют, в частности, в 
гидромоторах (рис. 10.2.4). Они имеют много
кратно повторенный кулачок 3 и взаимодей
ствующие с ним толкатели Д число которых 
отличается от числа циклов изменения профи
ля кулачка. При этом важно, чтобы числа выс
тупов и роликов были четными и нечетными, 
или наоборот, что позволяет находиться выс
тупам и пазам одновременно в разных фазах 
взаимодействия и иметь различные углы дав
ления. 

Толкатели-поршни 1 с роликами 2 при
водятся в движение гидроцилиндрами, разме
щенными в блоке 4. Ролики контактируют с 
кулачком 3. Число роликов, например, мень
ше числа выступов на кулачке. При последова
тельном изменении давления в цилиндрах 
можно заставить непрерывно вращаться кула
чок под действием боковой составляющей 
силы в точке контакта роликов и кулачка. При 
полном цикле последовательного перемещения 
всех толкателей кулачок повернется на угловой 
шаг между двумя выступами. В радиально-
поршневом гидромоторе (рис. 10.2.4, а) у по
верхности кулачка восемь выступов, восемь 
впадин и пять толкателей. Выходным звеном 
может быть кулачок 2 или блок цилиндров 4. 
С кулачком жестко соединен гидрораспредели
тель 5. За один оборот кулачка каждый их 
поршней 1 совершает по Ьосемь циклов воз
вратно-поступательного движения. Число цик
лов не зависит от числа поршней. Такое реше
ние обеспечивает развитие значительных мо
ментов при невысокой частоте вращения вы
ходного звена. Работа гидромотора характери
зуется некоторой неравномерностью хода, 
обусловленной пу;п>сацией подачи жидкости. 

В аксиально-поршневом гидромоторе 
(рис. 10.2.4, б) поршни 1 взаимодействуют с 
цилиндрическим кулачком 3 через ролики 2. 

Реакция F со стороны кулачка направлена по 
нормали к взаимодействующим поверхностям. 
Наличие вращательного момента, 
уравновешивающего момент М, обусловлено 
окружной составляющей реакции F, распо
ложенной на некотором расстоянии от оси 
выходного звена. Поршни прижаты к кулачку 
посредством пружин 6. Гидрораспределитель 5 
соединен с кулачком. Выходным может быть 
звено ^, соединенное с блоком цилиндров 4^ 
или звецо 7, соединенное с кулачком. 

Одной из решаемых задач с помощью 
передаточных механизмов циклического дви
жения является получение в процессе цикла 
движения длительной остановки выходного 
звена (рис. 10.2.5). Приближенный выстой 
характеризуется в допустимых пределах незна
чительными перемещениями выходного звена 
(рис. 10.2.5, а). Для этой цели приближенный 
круговой направляющий кривошипно-
коромысловый механизм ABCDF соединен 

Рис. 10.2.5. Передаточные механизмы, 
характеризуемые выстоями выходного звена 
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веном FE с коромыслом FG. На определенной 
участке точка Е описывает траекторию, близ
кую к дуге радиусом FE. Это приводит к тому, 
что точка /'продолюп^шное время (около 1/2 
цикла) практически остается неподвижной, а 
следовательно, неподвижно звено FG. Чтобы 
механизм действовал, он должен иметь следу
ющие параметры: АО=2,Ъ6а; DG=l,66a; 
FG=0,SOa; EF=0,66a; AD=0J6a\ АВ=а,30а; 
утолВСЕ=1Ы^. 

Аналогично могут быть получены меха
низмы, приближенно и точно воспроизводя
щие выстой. Для этого присоединяют допол
нительные звенья к приближенным или точ
ным направляющим механизмам. К прямоли
нейному направляющему механизму присое
диняют дополнительные звенья посредством 
поступательной пары. Довольно просто осуще
ствить выстой в кулачковых механизмах и 
механизмах с криволинейной кулисой. Для 
этого достаточно, например, иметь участок 
профиля кулачка или кулисы постоянной кри
визны. Так, кулиса DC (рис. 10.2.5, б) имеет 
участок профиля постоянной кривизны, соот
ветствующий углу р поворота кривошипа АВ. 
Ползун Е имеет выстой в левом крайнем по
ложении. 

В механизме с двумя точными выстоями 
в начале и в конце хода ползуна 2 (рис. 10.2.5, 
в) использован неподвижный кулачок 3 с дву
мя участками постоянной кривизны радиусом 
г. На этих участках ролик 1 обкатывается по 
дуге окружности, а звено DE поворачивается 
вокруг точки Д которая остается неподвиж
ной. Движение точки D сообщается звеном 
DQ перемещаемым в кулисе 4. Качательное 
движение звену DC сообщается через шатун 
ВС от входного звена - кривошипа АВ. 

Циклические механизмы, осуществляю
щие движение с остановкой, применяются в 
частности в станках-автоматах и автоматичес
ких линиях. 

10.2.2. Механизмы прерывистого движения 

С помощью механизмов прерывистого 
движения решаются следующие задачи: 

преобразования непрерывного враща
тельного движения Ш1И возвратно-
поступательного в однонаправленное преры
вистое поступательное движение - шаговое 
перемещение (подачу); 

преобразования циклического возвратно-
поступательного движения в однонаправлен
ное поступательное или вращательное шаговое 
перемещение с фиксированными точными 
остановками; 

получения однонаправленного практи
чески непрерывного движения в результате 

Рис. 10.2.6. Зубчато-мальтийский механизм 

Преобразования импульсных воздействий на 
выходное звено (вибродвигатели); 

преобразования непрерывного враща
тельного движения в колебательное движение 
(вибровозбудители); 
получения импульсных воздействий со сторо
ны выходного звена при непрерывном движе
нии входного звена (ударно-вибрационные 
машины). 

Широко распространено преобразование 
непрерывного вращения в прерывистое с по
мощью мальтийских и комбинированных ме
ханизмов (рис. 10.2.6). Зубчато-мальтийский 
механизм обеспечивает плавное движение с 
остановками (рис. 10.2.6). Входное звено по
ворачивается в направлении ф, а выходное 
звено - в направлении vj/. На каждом из звень
ев закреплены элементы стопорного устрой
ства мальтийского и зубчатого механизмов. 
Цикл движения происходит в такой последо
вательности: зацепляются зубчатые секторы 4 
и 3; взаимодействует ролик 5 с пазом 2; взаи
модействуют поверхности 6 и J стопорного 
устройства. 

Этой последовательности соответствует 
изменение угла v|/ в зависимости от угла ф 
(участки взаимодействия звеньев 3 - ^, 2 - 5 и 
1-6). Применяют зубчато-мальтийский меха
низм в роторных линиях. 

Механизм А. Ш. Колискора (рис. 10.2.7) 
предназначен для преобразования вращения 
звена в шаговое поступательное движение 
выходного звена - толкателя 3. Вал 7, установ
ленный в опорах, непрерывно вращается в 
направлении coi, наматывая ленту 2. За каж
дый оборот вала толкатель J, прижатый к лен
те, смещается в направлении V3 на толщину 
ленты Ô. При направлениях угловой скорости 
0)1, вращающего момента Mi и сияы сопро
тивления FQ, показанных на рис. 10.2.7, осу
ществляется само натяжение ленты и ее слои 
плотно накладываются один на другой. При 
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Рис. 10.2.7. Шаговый вулачковый механизм 
с изменением радиуса кулачка 

реверсировании движения (направления ooi) и 
сохранении направления действия момента Mi 
и силы FQ требуется сила натяжения / ^ ленты, 
достаточная, чтобы преодолеть силу трения и 
момент сопротивления Afi. 

Механизм обеспечивает точную шаговую 
подачу звена 3, имеет высокую жесткость, 
используется, в частности, в станках для кор
ректирующего движения с шагом 0,01 мм за 
один оборот, В механизме передача движения 
возможна только от звена 1 к звену 3 при ве
дущем звене 1. Придание звену 3 функции 
ведущего звена невозможно, поскольку в этом 
случае имеет место самоторможение. 

В механизме шагового перемещения вы
ходного звена на одну и ту величину-и в 
одну и ту же сторону и стопорения выходного 
звена во время его остановки (рис. 10.2.8) 
ползун 6 связан с помощью параллелограмма 
BCDE с поступательно перемещаемым стерж
нем 2. В показанном на рисунке положении 
стержень движется строго вертикально благо
даря соединению звена ВЕ с кареткой 3, 
удерживаемой в данном положении фиксато
ром 7. Каретка 3 соединена со звеньями па-

Рис. 10.2.8. Механизм шагового линейного 
перемещения с фиксированным выстоем 

раллелограмма поступательной парой В и зве
ном AG. При соблюдении условия 
AG—BG^'GE каретка 3 может перемещаться 
поступательно вдоль направляющих 5, не кон
тактируя с ними. При движении ползуна 6 
влево стержень 2 входит в отверстие выходно
го звена 1 до упора, затем усилие передается 
каретке i, преодолевается сопротивление фик
сатора 7 и все подвижные звенья как одно 
целое перемещаются влево до контакта карет
ки J с упором К, При этом звено 1 перемеща
ется ровно на один шаг. 

Затем гидроцилиндр начинает двигаться 
вправо. Каретка 3 удерживается фиксатором ^, 
а ползун 6, перемещаясь вправо по кулисе 5, 
воздействуя на стержень 2 через параштелог-
рамм В С DE, вьщергивает его из отверстия. 
Звено ВС перемещается вниз до упора Z, пос
ле чего преодолевается сопротивление фикса
тора 8 и каретка 3 перемещается в положение, 
определенное срабатыванием фиксатора 7. 
Далее движение поршня гидроцилиндра ре
версируется, и цикл повторяется. Чтобы ис
ключить необходимость точной остановки 
поршня гидроцилиндра 4, связь его штока с 
ползуном 6 в паре M целесообразна выпол
нить упругой. 

В данном устройстве использован посту
пательно-прямолинейный направляющий ме
ханизм, который имеет два режима воспроиз
ведения взаимно перпендикулярного переме
щения при следующих сочетаниях функций 
звеньев: 

входное звено б, стойка ВС и выходное 
звено J; 

входное звено 6, стойка 3 и выходное 
звено ВС 

В шаговом механизме для поворота вы
ходного звена (звездочки 2) и стопорения его 
в определенном положении при возвратно-
поступательном движении входного звена 
(ползуна 7) при движении ползуна вправо 
(рис. 10.2.9, а) звено 2 поворачивается под 
действием силы /j^, отклоняющейся от норма
ли NN на угол р, но создающей момент Еф, 
обеспечивающий поворот в направлении 
стрелки. Стопор 3 препятствует случайному 
повороту звездочки в другую сторону. На рис. 
10.2.9, б звено 2 зажато клином ползуна 1. На 
рис. 10.2.9, е при движении ползуна влево 
звездочка поворачивается под действием упора 
К, пока грань С не займет горизонтальное 
положение, тогда упор К свободно проходит 
под гранью благодаря наличию зазора о, сто
пор 3 в процессе поворота утопится, а затем 
займет положение, показанное на рис. 10.2.9, 
а. 

Разновидностью механизмов прерывис
того движения являются устройства, преобра-
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Рис. 10.2.9. Механизм шагового поворота со стопореннем выходного звена 

зующие механические колебания (вибрацию) в 
однонаправленное движение выходного звена 
(рис. 10.2.10). Механические колебания полу
чаются с помощью вибровозбудителей: гидрав
лических устройств, электромагнитов, враща
ющихся неуравновешенных грузов и др. Они 
преобразуются в однонаправленное поступа
тельное или вращательное движение, напри
мер, с помощью механизмов свободного хода. 
В настоящее время имеются механизмы сво
бодного хода, основанные на более тонких 
явлениях различия трения, бесконтактного 
магнитного взаимодействия и др. Но принци
пиальная схема устройства у них аналогична 
приведенной на рис. 10.2.10. 

Звенья 2 vi 4, установленные в механиз
мах свободного хода соответственно ] и 5, 
связаны между собой поступательной парой и 
пружиной 3. Механизмы свободного хода 1 и 
5 позволяют двигаться звеньям только вправо. 
Звеньям 2 и 4 задается относительное колеба
тельное движение с помощью устройства D. В 
период относительного сближения звеньев 
звено 4 удерживается механизмом свободного 
хода 5, а звено 2 свободно движется вправо. В 
период относительного удаления звеньев звено 
2 удерживается механизмом свободного хода 7, 
а звено 4 движется вправо, преодолевая силу 
сопротивления F^. Повторные колебания 
приводят к прерывистому однонаправленному 
движению звена 4 вправо. Такие устройства 
применяют в прессах, домкратах, механизмах 
подачи заготовок и др. 

Одну из особых групп рассматриваемой 
разновидности механизмов прерывистого дви
жения представляют вибродвигатели - устрой
ства, преобразующие высококачественные 
пространственные колебания деформируемых 

тел в направленное (в ряде случаев практичес
ки непрерывное) движение выходного звена. 
Одним из новых и прогрессивных решений 
вибродвигателей является использование для 
получения высокочастотных колебаний обрат
ного пьезоэлектрического эффекта - появле
ния механических деформаций под действием 
электрического поля [2]. 

В качестве вибровозбудителей использу
ют пластины, кольца и другие детали, выпол
ненные из специальных материалов - пьезоэ-
лектриков. Например, показанный на рис. 
10.2.11, а вибровозбудитель в виде пластины 
составлен из элементов 1 - 4, к которым под
соединены электроды. В пластине могут быть 
возбуждены продольные колебания при подаче 
на электроды С тока высокой частоты 
(элементы 1 и 3 одновременно удлиняются 
или укорачиваются вдоль оси JC) и изгибные 
колебания при подаче тока на электроды А и 
В (элементы 2 и 4 поочередно укорачиваются 
или удлиняются). 

Пластина 5 (рис. 10.2.11, б) контактирует 
с ротором 6 в точке D. При этом точка D пла
стины вследствие продольных и изгибных 
колебаний движется по эллипсу. При совпаде
нии увеличения прижатия и удлинения плас
тины ротор проворачивается, при укорачива
нии пластины в момент отсутствия или 
уменьшения прижатия ротор стоит на месте. 
Необходимое начальное прижатие обеспечива
ет пружина 7. Многократные импульсы при
водят к непрерывному вращению ротора. Ана
логично можно получить поступательное дви
жение, если ввести во взаимодействие с плас
тиной ползун. 

; 0 1 

^ ^ ^ 

Рис. 10.2.10. Механизм преобразования колебаний в 
одностороннее прерывистое движение 

Рис. 10.2.11. Вибродвигатель на основе 
вибровозбуднтеля, выполненного из пьезоэлектрика 
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Рис. 10.2.12. Механнчесгае вибровозбудители 
Пьезоэлектрический эффект используют 

также для управления связью элементов кине
матической пары в зоне контакта при ее 
внешнем нагружении. Радиальные и касатель
ные колебания приводят к изменению коэф
фициента трения и обеспечивают, например, 
движение в заданном направлении при произ
вольном действии внешних сил. Такие кине
матические пары называют виброопорами. 
Вибродвигатегш позволяют осуществлять пе
ремещения с высокой точностью, но при не
больших силах. 

Разновидностью механизмов прерывис
того движения являются устройства, преобра
зующие однонаправленное вращение в меха
нические колебания (вибрации) выходного 
звена. Возможны два способа возбуждения 
колебаний: кинематический с использованием 
любого механизма, преобразующего непре
рывное движение в качательное или возврат
но-поступательное (рис. 10.2.12, д); силовой 
получаемый за счет колебательного или враща
тельного движения инерционного элемента. 
Механизмы, реализующие второй способ, -
это динамически существующие механиамы. В 
неработающем состоянии в них либо отсут
ствует замыкание звеньев в кинематических 
парах (рис. 10.2.12, б, в), либо имеется лишняя 
степень свободы, поэтому положение звеньев, 
характер их движения зависят от задаваемой 
частоты вращения входного звена. 

На рис. 10.2.12 приведены вибровозбуди
тели с инерционным элементом, который 
обычно выполнен в виде дебаланса, бегунка 
или другого устройства [5]. Упругие элементы 
соединяют вибровозбудитель со стойкой или 
представляют собой среду, в которую помещен 
вибровозбудитель. В качестве такой среды 
может быть, например, уплотняемая бетонная 
смесь. Используют вибровозбудители также 
для уплотнения грунта, для выбивки отливок 
из опок, при испытании конструкций прибо
ров и аппаратов на виброустойчивость и т.п. 

В механизме, показанном на рис. 
10.2.12, а, дебаланс 2 движется по прямой 
линии и обеспечивает строго направленные 

вибрации вдоль линии действия силы F^. Для 
этой цели может быть использован любой 
механизм с возвратно-поступательным движе
нием дебаланса 2. В данном примере - это 
планетарный механизм, у которого сателлит 4 
имеет в 2 раза меньшее число зубьев, чем ко
лесо 5. Водило 3 и сателлит уравновешены 
противовесом 1. 

В схеме, показанной на рис. 10.2.12, б, 
использован плоский несоосный планетарный 
механизм. Смещение оси вращения водила 3 
на величину е приводит к тому, что сателлит 4 
с дебалансом 2, прижимаясь к поверхности 
колеса 5, то приближается, то удаляется от оси 
вращения водила. При этом соответственно 
изменяется возмущающая сила. В процессе 
обкатывания сателлит будет вращаться нерав
номерно, соответственно изменяется и высо
кая частота колебаний вибровозбудителя. В 
вибровозбудителе с направленными колебани
ями (рис. 10.2.12, в) силы инерции действуют 
в параллельных плоскостях. Центральные ко
леса 61Л. 8 взаимодействуют через промежуточ
ные колеса 7 и вращаются с одинаковой часто
той, но в разные стороны. Силы инерции F^^ 

и F^ направлены таким образом, что их вер
тикальные составляющие суммируются и по
лучается одна вертикальная возмущающая 
сила, а горизонтальные составляющие образу
ют переменный вращающий момент вокруг 
оси у. 

К механизмам, функционирование кото
рых обусловлено динамическими явлениями, 
относятся передаточные устройства ударно-
вибрационных машин. В них каждый цикл 
колебательного движения рабочего звена со
провождается ударом о другие элементы ма
шины (рис. 10.2.13) или обрабатываемую среду 
(рис. 10.2.14). Ударное взаимодействие обес
печивает возвратное движение рабочего звена 
и повторяемость процесса; кроме того, повто
ряемые удары приводят к прерывистому одно-
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направленному движению выходного звена 
(закручивание гайки, погружение сваи и др.) 
или обеспечивают прерывистую обработку 
поверхности, а также другие технологические 
операции. 

Принцип действия ударно-вибрационной 
машины в качестве гайковерта следующий 
(рис. 10.2.13). На ведущем звене выполнены 
винтовые пазы 5, в которых размещены шари
ки 4, взаимодействующие с ползуном 3. При 
повороте звена один из шариков, перемещаясь 
по винтовому пазу увлекает ползун вправо. 
Пружина 6 при этом сжимается до тех пор, 
пока выступ В ползуна не выйдет из сопри
косновения с выступом Л выходного звена 2, 
Под действием силы упругости пружины 6 
ползун В перемещается влево и одновременно 
поворачивается вокруг оси вследствие движе
ния шарика 4 по винтовому пазу. Движение 
выступа В происходит примерно по траекто-

Рис. 10.2.13. Ударно-вибрационная машина, 
используемая в качестве гайковерта 

rf|:^^3c%n 

•-4^ 
Рис. 10.2.14. Ударно-вибрационная машина 

в шлифовальном станке 

рии, показанной на рис. 10.2.13 до соударения 
выступов В и С. Затем цикл повторяется. На 
рис. 10.2.13 /Jj, Fç - соответственно движущая 
сила и сила сопротивления; V7 и Vj - окружная 
скорость соответственно звена 7 и прерывисто
го движения звена 1. Периодические удары 
обеспечивают необходимую степень затяжки 
винтового соединения при существенно мень
шей мощности привода. 

Получить заданное движение выступа та
ким, чтобы не бьшо соударений других звеньев 
или нерабочих поверхностей выступов 
(например, торцовых), можно только при оп
ределенных параметрах механизма. В отличие 
от большинства механизмов, в которых соот
ношение параметров движения входного и 
выходного звеньев зависит в основном от гео
метрии звеньев и кинематических пар, перво
степенное значение имеют массы звеньев, 
упругие свойства пружины, соотношение дви
жущих сил и сил сопротивления. 

Ударно-вибрационная машина с не
сколькими исполнительными устройствами, 
совершаемыми сложное движение, предназна
чена для осуществления технологического 
процесса (рис. 10.2.14). Механизм использо
ван, в частности, для привода шлифовальных 
кругов 3, совершающих планетарное движе
ние. Водило J0 приводится во вращение с 
помощью передачи 8. Центральное колесо 1 
неподвижно либо ему сообщается дополни
тельное вращение с помощью передачи Я На 
сателлитах 2 грузы 6 установлены так, что ра
диальные составляющие сил инерции, получа
емых при вращении водила, взаимоуравнове
шиваются и центральный подшипник водила 
не нагружается силами инерции. 

Вращение водила приводит к обкатыва
нию сателлитов 2 по центральному колесу 1. 
При повороте сателлитов линия действия сил 
инерции смещается относительно полюса за
цепления пары колес 2 и 7. Это приводит к 
возникновению переменных по величине и 
направлению сил в зацеплении и моментов 
сил на звеньях 1 и 2 при наличии моментов 
сопротивления. Колеса 2 и 1 косозубые. По
этому осевая составляющая силы приводит к 
колебаниям сателлита 2 вместе с закреплен
ным на валу 4 шлифовальным кругом 3. 
Шлифовальный круг ударяется об обрабатыва
емую поверхность, вращаясь, снимает частицы 
материала и движется вверх. Затем цикл по
вторяется. Поскольку сателлит поджат пружи
нами 7 и 5, то обеспечивается плавный харак
тер осевых движений. 

Все осевые составляющие сил, действу
ющих на центральное колесо, а также сил, 
действующих на водило, взаимно уравновеше
ны. Вращением центрального колеса 1 регули
руют параметры движения выходных звеньев. 

К механизмам прерывистого движения 
относятся преобразователи механических ко-
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Рис. 10.2.15. Маятниковый виброгаситель 

лебаний одного звена в механические колеба
ния другого звена или относительные колеба
ния звеньев в кинематической паре. Такие 
механизмы в основном используют для гаше
ния или поглощения колебаний. Неотъемле
мыми компонентами таких устройств являются 
упругие и инерционные элементы и (или) 
пары трения. Конструктивным приемом гаше
ния колебаний практически без поглощения 
энергии является присоединение к колеблю
щемуся звену через кинематическую пару и 
(или) упругий элемент дополнительного звена 
(рис. 10.2.15). Подвеска этого звена и его мас
са выбираются такими, чтобы звено совершало 
колебания с частотой, подстраивающейся к 
частоте возбуждения, а его реакция в кинема
тической паре препятствовала колебанию 
объекта. 

Маятниковый виброгаситель предназна
чен для уменьшения амплитуды поперечных 
колебаний платформы транспортного средства 
вследствие упругого присоединения к ней 
качающегося груза. Криволинейная направля
ющая 1 прикреплена к платформе транспорт
ного средства. Груз 2 выполнен в виде катка, 
шарнирно соединен со звеном 3, которое пе
ремещается в кулисе 4. Кулиса 4 шарнирно 
соединена с платформой в точке А. Груз 2 
прижат к направляющей пружиной 5. На кон
це звена 3 установлен противовес б. При рас
качивании платформы точка Л перемещается в 
направлении штриховой стрелки, груз 2 стре
мится сохранить свое положение в простран
стве и катится по направляющей. При увели
чении частоты колебаний максимальное сжа
тие пружины возрастает, а реакция /'^ катка 2 
на направляющую увеличивается и препят
ствует в какой-то мере возбуждающему воз
действию F. Реакция F^ направлена навстре
чу скорости перемещений точек платформы и 
стремится прижать платформу к дорожному 
полотну. Маятниковый виброгаситель за счет 
перемещения и подъема груза и сжатия акку
мулирует энергию при удалении платформы от 
среднего положения и возвращает ее при при
ближении платформы к среднему положению. 
При этом амплитуда колебаний уменьшается. 

Виброизоляторы преобразуют возвратно-
поступательное движение входного звена в 

колебательное винтовое движение выходных 
звеньев (рис. 10.2.16). Виброизолятор, пока
занный на рис. 10.2.16, а имеет упругий эле
мент 6 между станиной 3 и основанием 7. От 
боковых перемещений станина и основание 
зафиксированы направляющим стержнем 4. В 
станине установлен маховик 5 на шариковых 
опорах 2 Маховик соединен с основанием 
наклонными звеньями i, оси которых образу
ют поверхность двуполостного гиперболоида. 
При цикле сжатия элемента 6 под действием 
сил F маховик раскручивается в одну сторо
ну, преодолевая при этом момент сил инерции 
Л/|, при цикле расслабления элемента 6 его 
вращение реверсируется. При этом амплитуда 
колебаний и виброускорения перемещений 
станины уменьшаются. Часть энергии погло
щается элементом 6 и теряется при трении в 
опорах маховика и шарнирах звеньев. 

На рис. 10.2.16, ^показан виброизолятор 
в виде связанных между собой пружины 8, 
смягчающей удары, и фрикционного устрой
ства в виде дискового тормоза (звенья 12 - 14), 
гасящего колебания. Под действием силы уда
ра F ползун 17 перемещается в направляю
щей, пружина 8 сжимается, и, поскольку сама 
пружина почти не поглощает энергию, начи-

\ П i/ П / 

г 1 

ш//////ш///ш/ш 
-п 

б) 

Рис. 10.2.16. Виброизоляторы 
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Рис. 10.2.17. Механизмы в телескопических стрелах 

нается колебательный процесс. Но при этом 
упругая тяга, составленная из звеньев 7/, Р и 
76, заставляет поворачиваться диск 7J, зажа
тый с обеих сторон дисками 14 и 12. За счет 
момента трения Mf между дисками энергия 
колебаний переходит в теплоту. Тяга характе
ризуется упругостью в обоих направлениях 
движения. При этом если ползун 77 движется 
вниз, то сжимается пружина 75, если он дви
жется вверх, то сжимается пружина 10. 

1Ô.2.3. Механизмы преобразования 
параметров поступательного движения 
Наиболее распространенной задачей пре

образования параметров поступательного дви
жения является увеличение хода выходного 
звена по сравнению с ходом используемых 
механизмов, например, когда бывает недоста
точно хода используемых гидроцилиндров. 
Механизмы поступательного движения с уве
личенным ходом широко используют для при
вода телескопических стрел грузоподъемных 
кранов. В двухсекционной стреле (рис. 10.2.17, 
а) секция 3 шарнирно установлена на раме 
машины. Стрела поднимается (поворачивается 
относительно шарнира А) гидроцилиндром 7. 
Секция 2 перемещается относительно секции 3 
гидроцилиндром 7. Чтобы крюк, подвешен
ный к канату <Ç, не поднимался, а опускался 
относительно головки 4 стрелы при движении 
секций, применена специальная запасовка 
каната. На секциях установлены блоки 5 и б, 
огибаемые канатом 8. 

В четырехсекционной стреле (рис. 
10.2.17, б) секция 2 выдвигается из секции 3 
гидроцилиндром 7, секция J из секции 9 -
гидроцилиндром 72, а секция 9 из секции 10 -
гидроцилиндром 77. В трехсекционной стреле 
(рис. 10.2.17,-tf) секции 2 и 3 выдвигаются 

одновременно одним гидроцилиндром 7 Сек
ция 3 перемещается непосредственно штоком 
гидроцилиндра. Секция 2 связана с секцией 3 
канатом 8, огибающим блок 13, установлен
ный на секции 3. Такая связь при перемеще
нии блока 13 обеспечивает удвоенное переме
щение конца каната В. В двухсекционной 
стреле (рис. 10.2.17, г) секция 2 вьщвигается 
гидроцилиндром 7 Особенность устройства -
использование реечного механизма. Рейка 14 
закреплена на секции 2, а рейка 16 - на сек
ции 3. Шестерня 75, перекатываясь по рейке 
16, перемещает рейку 14, а следовательно, 
секцию 2 в 2 раза быстрее, чем движется шток 
гидроцилиндра 7 

10.2.4. Механизмы преобразования 
поступательного движения во вращательное 

и вращательного в поступательное 
Наряду с традиционными решениями 

преобразования одного вида непрерывного 
движения в другой (соосное исполнение вин
товой резьбовой передачи, реечная прямозубая 
или косозубая передача, фрикционная переда
ча с приводными колесами или в виде сочета
ния роликов и прокатываемой полосы и др.) 
представляют интерес принципы действия 
передач, основанных на следующем: на де
формации упругого звена; на взаимодействии 
винта и рейки; на взаимодействии поступа
тельно движущихся звеньев и рейки; на разде
лении и суммировании движений; на пре
имущественном обкатывании сопряженных 
звеньев, качении друг по другу звеньев винто
вого механизма. 

В механизме с упругой скрученной лен
той (рис. 10.2.18) при растягивании концов 
ленты силами /'средняя ее часть вращается в 
направлении ф, при уменьшении величины F 
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Рис. 10.2.18. Механизм с упругой с1фученной лентой 

вращение средней части реверсируется. Ис
пользуют такую ленту в кинематически точных 
передачах. Средняя часть ленты 4 в измери
тельном приборе соединена со стрелкой 6, 
показывающей на щкале 5 угол поворота, со
ответствующий перемещению толкателя 1. 
Толкатель 1 через рычаг 2 связан с одним из 
концов ленты. Лента соединена с корпусом 
упругой опорой 3 и упругой регулируемой 
опорой 7. 

В червячно-реечной передаче (рис. 
10.2,19) одним из звеньев является зубчатая 
рейка, а другим - червяк (винт). Рейка 2 с 
неподвижным звеном образует поступательную 
пару. С рейкой взаимодействует червяк 1. Его 
вращательное движение преобразуется в по
ступательное движение рейки. Аналог рейки в 
червячной передаче - червячное колесо, ради
ус которого ->оо. Углы между нормалбю к на
правлению движения рейки и осью червяка 1 
(I) , винтовой линии червяка (у), наклона 
зубьев рейки (р) связаны зависимостью 
Y-fP+I=7u/2. 

Обычно передачу выполняют самотормо
зящей. При этом ведущим звеном является 
червяк. На рис. 10.2.19, а - общий случай рас
положения оси червяка, на рис. 10.2.19, в -
частный случай, когда Р=0. На рис. 10.2.19, о 
и г даны соответствующие планы скоростей 
соприкасающихся звеньев: У\ - окружная ско
рость точки начальной поверхности червяка; 
V2 - скорость точки рейки; \2\ - скорость 
скольжения точек относительно друг друга. 
Для схемы на рис. 10.2.19, а 
V2 = Vj siny / cosp, пдя схемы на рис. 
10.2.19, б V2=VjSinY, так как cosp = l. 
Кроме того, на схеме обозначены: M и со -
соответственно вращающий момент и угловая 
скорость ведущего звена, а J F - сила сопротив
ления. 

Передача, показанная на рис. 10.2.19, в, 
позволяет получить меньшую скорость и более 
высокий КПД по сравнению с передачей, по
казанной на рис. 10.2.19, а, и имеет более 
технологичный в изготовлении червяк. Но во 
втором случае удобнее разместить опоры чер
вяка и можно обеспечить их большую жест
кость. 

В кулачково-реечной передаче преобра
зование вращательного движения в поступа
тельное осуществляется в результате переме
щения ряда толкателей кулачкового механиз
ма, взаимодействующих с зубчатой рейкой 
(рис. 10.2.20). На ведущем валу 2 установлен 
ряд одинаковых кулачков 1. Каждый последу
ющий кулачок смещен по фазе относительно 
предыдущего на один и тот же угол. Кулачок 1 
перемещает толкатель 5 в направляющих 4. 
Силовое замыкание механизма осуществляется 
пружиной 3. Толкатель 5 через ролик ^взаи
модействует с зубом рейки 7. Ролики несколь
ких толкателей, взаимодействуя с зубьями 
рейки, перемещают ее за один оборот вала 2 
на разность шага р^ рейки и шага /?к размеще
ния толкателей. Число толкателей выбрано из 
условия получения в любой момент не менее 
одной коьггактирующей пары зуб - ролик, 
передающей нагрузку. 

Рис. 10.2.19. Червячно-реечные передачи Рис. 10.2.20. Кулачково-реечная передача 
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Чтобы число контактирующих рабочих 
пар в процессе вращения вала было постоян
ным, число толкателей выбрано равным отно
шению шага рейки к разности шагов, если шаг 
размещения толкателей больше шага рейки. 
Кулачково-реечная передача позволяет полу
чать большое передаточное отношение: одно
му обороту вала 2 соответствует перемещение 
рейки на один шаг. Она позволяет получать 
передачи с высокими показателями КПД и 
кинематической точности. 

В несоосных винтовых передачах (рис. 
10.2.21) оси взаимодействующих звеньев не 
совпадают. Они могут быть неподвижными 
или перемещаемыми. Планетарная винтовая 
передача имеет перемещающиеся оси. Такая 
передача может быть преобразована в несоос-
ную винтовую передачу инверсией вращающе
гося и невращающегося звена. В передаче ис
пользованы свойства фрикционной передачи 
или обычного винтового механизма. 

Во фриюгионной передаче (рис. 10.2.21, 
а) гайка 2 расположена несоосно винту 1. Гай
ка приводится в движение относительно оси 
винта 7 посредством эксцентрика 3. Ось гайки 
перемещается. Движение осуществляется бла
годаря перекатыванию витков гайки по виткам 
винта и скольжению их в радиальном направ
лении. При недостаточном сцеплении вдоль 
витка движение передаваться не будет. Пере
мещение винта или гайки обусловлено разно

стью длин контактирующих винтовых 
линий. Без учета проскальзывания перемеще
ние равно произведению этой разности на 
sinv|/ (v|/ - угол подъема резьбы). Канавки на 
одном из звеньев могут бьггь кольцевыми. В 
этом случае за один оборот выходное звено 
смещается на ход резьбы. 

В передаче, показанной на рис. 10.2.21, 
6, ролики 4 могут иметь винтовую резьбу или 
кольцевые канавки, как на рис. 10.2.21, в. В 
первом случае получается фрикционная пере
дача, а во втором - передача, работающая без 
проскальзывания. Ролики 4 размещены на 
водиле 5. В осевом направлении ролик сме
щен по отношению к соседнему на величину 
à = Р / п^, при числе заходов резьбы винта 
/1=1 {Р - шаг резьбы; л^ - число роликов; Д=0 
при Пу^^п). Если остановить водило и вращать 
винт, то он будет вворачиваться как в обьи-
ную гайку, перемещаясь за один оборот на 
величину хода резьбы. Если вращать гайку, т.е. 
водило 5 с роликами 4, то винт также будет 
перемещаться за один оборот водила на вели
чину хода резьбы. Несоосная передача обычно 
имеет высокие показатели жесткости, кинема
тической точности и КПД. 

Волновая винтовая передача (рис. 
10.2.22) содержит винтовую пару, у которой 
гайка или винт представляет собой гибкое 
звено, а преобразование движения осуществ
ляется в результате его деформирования. Жес
ткое звено - гайка 3 (рис. 10.2.22, а) - имеет 
цилиндрическое отверстие с резьбой, а гибкое 
звено - винт 2 - представляет собой гибкую 
оболочку с резьбой на наружной поверхности. 
Гибкое звено имеет средний диаме1р резьбы, 
меньший примерно на две высоты профиля 
резьбы среднего диаметра резьбы жесткого 
звена. Резьба гибкого звена вводится во взаи-

Рис. 10.2.21. Несоосные винтовые передачи Рис. 10.2.22. Волновые винтовые передачи 
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модействие с резьбой жесткого звена путем 
деформирования гибкого звена генератором 
ватн (волнообразователем). Обычно его вы
полняют в виде кулачка 1 и гибкого подшип
ника 4, надетого на кулачок. Для симметрии 
нагружения звеньев передачи выполняют с 
двумя противолежащими зонами контакта. 
Такую передач>' называют двухволновой. 

Ведущим обычно является генератор 
волн, он соединен с ведущим валом 5. Генера
тор волн, вращаясь, перемещает зоны контакта 
резьб по окружности, и вследствие различия 
параметров резьб осуществляется преобразова
ние движения. В данном случае гибкое звено 2 
неподвижно, относительно него перемещается 
жесткое звено. Возможны два варианта соче
тания параметров резьб и соответственно два 
вида преобразования движения за счет фрик
ционного взаимодействия и пересопряжения 
профилей резьб. 

В передаче, показанной на рис. 10.2.22, 
б, гибкое звено - гайка 9 - охватывает жесткое 
звено - винт 10. Винт при этом может иметь 
большую длину. Генератор волн 8 охватывает 
гибкое звено и приводится во вращение от 
ведущего вала 6 через зубчатую пару 7-11. 

Волновая винтовая передача обладает вы
соким КПД ввиду малых перемещений тру
щихся поверхностей (в основном только ради
альные перемещения). Она позволяет получать 
перемещения в широком диапазоне, обладает 
высокими точностью и жесткостью. Ее приме
няют в механизмах подачи станков и манипу
ляторах. Особенно эффективно ее применение 
в передачах через непроницаемую стенку. 

Ленточная дифференциальная передача 
осуществляет точное поступательное переме
щение за счет разности перемещения лент, 
наматываемьис на цилиндр в два слоя (рис. 
10.2.23). Ленты 2 и J непосредственно огибают 
приводной цилиндр 7, а ленты 3' w 2' распо
ложены во втором слое. Первая пара лент со
единена со стойкой 5, а вторая - с ползуном 4. 
Звено 4 при повороте звена 1 на угол ф1 пере
местится на величину S^ -2щ^У2 ~ ^\)-
При этом звено 1 переместится на величину 

< P f ^ 

iSj = 27г/'|ф|. Вследствие малой разности 
Г2 и Г\ (толщина ленты 2) можно получить 
малое перемещение S/\. Передача характеризу
ется безазорностью и отсутствием относитель
ного скольжения. 

" " ^ У/////////А 3 

Рис. 10.2.24. Винтовая дифференциальная передача 

На рис. 10.2.24 представлен винтовой 
дифференциальный механизм для поступа
тельных перемещений, обусловленных разно
стью ходов резьб винтовых пар, которые со
единены между собой. Гайки I ^^ 2 жестко 
соединены между собой и неподвижны. Ход 
резьбы Phi несколько больше хода резьбы Р^\. 
Направления винтовых линий одинаковые. 
При вращении винта 3 он перемещается в 
осевом направлении за каждый оборот на ве
личину Ph\~Ph2- Механизм позволяет полу
чать очень малые перемещения и осуществ
лять, например, точные регулировки переме
щений или затяжки. 

10.2.5. Механизмы преобразования параметров 
вращательного движения 

Кроме широко распространенных тради
ционных зубчатых и червячных передач при
меняют и др>тие механизмы преобразования 
параметров вращательного движения. Меха
низмы, в основу которых положен кривошип-
но-кулисный механизм (рис. 10.2.25). позво
ляет передавать движение между вашми с па
раллельными осями, уменьшать в 2 раза ско
рость выходного звена по сравнению со ско
ростью входного, передавать движение при 
изменении расположения осей входного и 
выходного звеньев. 

В механизме для передачи движения че
рез герметичную стенк>' (рис. 10.2.25. а) вход
ное звено - кривошип 3 - соединено враща
тельной парой с наконечником 4, который 
скользит в пазу выходного звена - к>'лисы 1. 

^ é 

Рис. 10.2.23. Ленточная дифференциальная передача 
Рис. 10.2.25. Передачи на основе 
кривошипно-кулисного механизма 
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Рис. 10.2.26. Планетарные зубчатые передачи 

Наконечник 4 соединен со стойкой силъфо-
ном 2, обеспечивающим герметичность стен
ки, разделяющей две среды. В такой схеме при 
выполнении условия ЛВ=ВС отношение угло
вых скоростей .звеньев 3 и J постоянно и рав
но двум, но когда точки А и С совпадают, 
отсутствует возможность передачи момента на 
звено i, так как плечо силы равно нулю. 

Схема механизма, показанная на рис. 
10.2.25, о, лишена такого недостатка. В ней 
несколько жестко соединенных кривошипов 3 
взаимодействуют своими наконечниками б 
(шарами) с несколькими радиальными пазами 
выходного звена 5. 

У пространственного кривошипно-
кулисного механизма (рис. 10.2.25, в), ось 
входного звена - кривошипа 3 - расположена 
под углом к оси выходного звена - сферичес
кой кулисы 7. Пазы звена 7 радиальные. С 
ними взаимодействуют шары 8\ расположен
ные в спиральньгх пазах 9 кривошипа 3. При 
уменьшении угла I шары 8 перемещаются по 
спиральным пазам ближе к оси вращения кри
вошипа. При этом сохраняется постоянное 
передаточное отношение, равное двум. Обяза
тельным условием этого является пересечение 
1раектории движения шара 8 и оси вращения 
звена 7 

Планетарные зубчатые передачи. Наряду с 
зубчатыми механизмами, имеющими непод
вижные оси и составленными из одной или 
нескольких последовательно соединенных 
зубчатьгх пар, в качестве редукторов целесооб
разно применять планетарные зубчатые пере
дачи. Планетарная зубчатая передача содержит 
зубчатые колеса с перемещающейся осью вра
щения хотя бы одного из них (рис. 10.2.26). 
Передача имеет центра.тьные колеса а. /?, е оси 
которьгх неподвижны, сателлиты g , / - колеса с 
перемещаемыми осями и водило h - звено, в 

котором установлены сателлиты. Особенность 
планетарной передачи - многопоточностъ пе
редачи энергии несколькими зубчатыми пара
ми параллельно. Поэтому у нее малые габа
ритные размеры и масса. 

Свойства планетарной передачи в основ
ном характеризует передаточное отношение 
w^̂ ) при мысленно остановленом водиле. Это 
отношение определяют как отношение чисел 
зубьев Z взаИхМодействующих колес: при вход

ном û и выходном звеньях и 
(Л) 
аЬ Ч 

(рис. 10.2.26, а), и = _ i L l f _ (рис. 10.2.26, 

выходном е звеньях 

«А^ = -А__£_ (рис. 10.2.26, в); при входном g 

б); при входном b и 

*Ье 
Ч 

(h) и выходном b звеньях и^ - <Чу / Z^ (рис. 

10.2.26, г). 
Ддя схемы, показанной на рис. 10.2.26, 

ûf, б, величина w^̂ ) отрицательная, а для схемы 
рис. 10.2.26, в, г - положительная. 

Схемы рис. 10.2.26, д, б используют 
обычно при выходном водиле и остановлен-

ном колесе о, при этом и^^ = 1 - и^^ . В 

схеме рис. 10.2.26, а можно получить и^^ <10, 
( h\ 

а в схеме рис. 10.2.26, б и^^ <45. Передачи по 
этим схемам имеют КПД=0,97...0,98. 

Схемы рис. 10.2,26, в, г, используют при 
{е) 1 

при этом u^ij -входном водиле. 
\-и (Л) 

Ье 
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(рис. 10.2.26, в), и 

(h) 

fig 

M) 
1-й 

к п д механизмов таких схем меньше, чем 
-т^ (рис. 10.2.26, 
(Л) КПД схем рис. 10.2.26, а, б, поэтому для по

лучения большого передаточного отношения 
г). Так как Wi,̂  и и^^ могут быть близки к 1, т^ттгт 
^ ое gb ^ при высоком КПД соединяют несколько ме-

ib) 
hg могут быть очень большими. ханизмов по схеме рис. 10.2.26, а. 

Рис. 10.2.27. Волновая зубчатая передача 

Волновая зубчатая передача представляет 
собой механизм, содержащий зацепляющиеся 
между собой гибкое и жесткое зубчатые колеса 
и обеспечивающий передачу и преобразование 
движения благодаря деформированию гибкого 
колеса. Она может быть представлена как кон
структивная разновидность планетарной пере
дачи с внутренним зацеплением, характерной 
особенностью которой является сателлит, де
формируемый в процессе передачи движения 
(см. рис. 10.2.26, г). При входном звене h эта 
передача позволяет получать большие переда
точные отношения. Если выполнить сателлит в 
виде тонкостенной гибкой оболочки, как по
казано на рис. 10.2.27, а, то получится волно
вая зубчатая передача. Гибкое колесо g при 
этом поджато к жесткому b роликом 7, распо
ложенным на водиле h. Гибкость оболочки 
обеспечивает передачу движения с сателлита 
на ведомый вал 2 и приспособление к взаимо
действию с жестким звеном при использова
нии зубьев с малыми углами давления. Гиб
кость оболочки позволяет также иметь две 
зоны зацепления (рис. 10.2.27, б, в, г). В этом 

случае обеспечивается симметрия нагружения 
генератора волн: со стороны вала моментом 
М^ (рис. 10.2.27, в), а. со стороны гибкого 
колеса - силами Ffig, которые образуют пару 
сил, уравновешивающую момент М^. Водило с 
роликами или иное устройство, обеспечиваю
щее деформацию гибкого колеса, называется 
генератором волн (реже волнообразователем). 

Для того чтобы задать гибкому колесу 
определенную начальную форму, генератор 
волн выполняют в виде симметричного кулач
ка специального профиля (рис. 10.2.27, о) -
кулачковый. На кулачок надевают специаль
ный гибкий подшипник, чтобы уменьшить 
трение между гибким колесом и генератором 
волн. 

На рис. 10.2.27, в показаны зоны нагру
жения тп кулачкового генератора со стороны 
гибкого колеса и равнодействующие сил Ff^g, 
которые отклоняются от нормали NN на угол 
трения р в сторону, противоположную относи
тельно скорости звеньев h и g. Пара сил F^g с 
плечом / уравновешена моментом. 
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Роликовый генератор волн (рис. 10.2.26, 
б) может быть преобразован в дисковый гене
ратор волн (рис. 10.2.26, г) при значительном 
увеличении диаметров роликов и расположе
нии роликов (дисков) в параллельных плоско
стях. Такое исполнение применяют в высоко-
нагруженных передачах. 

Для обеспечения симметрии нагружения 
передачи обычно используют четное число 
зубьев колес. Разность чисел зубьев сопряжен
ных колес лдя рис. 10.2.26, б - г равна 2. Неза
висимо от конструкции генератора волн гиб
кое колесо при его нагружении изменяет свою 
начальную форму в соответствии с формой 
генератора волн и жесткого колеса, как пока
зано, например, на рис. 10.2.26, г, благодаря 
чему в зацеплении участвует большое число 
пар зубьев (зона v|//,), а угол давления а/, 
уменьшается с увеличением нагрузки. Волно
вая зубчатая передача позволяет получать пе
редаточные отношения 80-400 при стальных 
гибких колесах. 

По сравнению с планетарной передачей 
(рис. 10.2.26, г) волновая зубчатая передача 
характеризуется малыми габаритными разме
рами и массой при одинаковой несущей спо
собности. При передаточных отношениях 100-
400 КПД=0,8...0,9. 

Многоскоростные зубчатые передачи. В 
качестве основы многоскоростных передач 
используют зубчатые механизмы с неподвиж
ными осями и планетарные зубчатые механиз
мы. 

Передача, составленная из планетарных 
зубчатых механизмов (рис. 10.2.28, а), позво
ляет получать несколько режимов работы с 
разными передаточными отношениями. Пере
дача имеет валы / - ///, входное звено Д вы
ходное В, 1 - 5 элементы управления (муфты 
и тормоза), реверс Р и трехскоростную пере
дачу К. Движение от входного звена Д переда
ется входному звену механизма Р через пере
дачу П. Реверс Р имеет два режима включе
ния: муфта 5 блокирует механизм (рис. 
10.2.28, в^- д) и тормоз J вкдючает в кинема
тическую * цепь механизма с отрицательным 
передаточным отношением планетарную пере
дачу с парным сателлитом - сателлитом в виде 
пары зубчатых колес. Режимы включения тор
мозов 4, 2 и 3 соответствуют рис. 10.2.28, в. г, 
д. 

Замкнутая передача получена на основе 
суммирующего механизма Cl с тремя после
довательно расположенными внешними за
цеплениями (рис. 10.2.28, о). Замыкающая 
ветвь представляет собой передачу с парным 
сателлитом, входным звеном - водилом - и 
неподвижным центра-тьным колесом с внут
ренними зубьями. Замыкание осуществляется 
на выходное звено В. 

.̂ ^^fêb 

4 Г 

Ряс. 10.2.28. Многоскоростная планетарная передача 
На режиме включения тормоза 2 (рис. 

10.2.28, г) в кинематическую цепь введен ме
ханизм с тремя внешними зацеплениями и 
остановленным водилом. На режиме включе
ния тормоза 3 (рис. 10.2.28, д) в передаче 
движения участвует четырехзвенныи механизм 
с тремя центральными колесами и парным 
сателлитом. Данный механизм - конструктив
но упрощенное решение схемы последова
тельного соединения двух, планетарных пере
дач (рис. 10.2.28, д), центральные колеса кото
рых Z>2 и /?з совмещены в одном колесе. При 
включенном реверсе Р предусматривается 
включение тормоза 4 (рис. 10.2.28, е). Переда
точное отношение равно произведению пере-
даточньгх отношений механизмов Р и К. 

Каждый из составляющих механизмов Р 
и К обладает двумя степенями свободы 
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(движение задается входным звеном и одним 
элементом управления - муфтой или тормо
зом). При последовательном соединении по
лучаются механизмы с тремя степенями свобо
ды. 

Варианты скорости (механизмы для не
прерывного регулирования передаточного отно
шения). Непрерывное принудительное регули
рование передаточного отношения обеспечи
вается в гидравлических объемньос передачах, 
фрикционных, пластинчатых и импульсных 
вариаторах. Вариаторы выполняют по самым 
различным схемам. 

Планетарный механизм (рис. 10.2.29) со
держит три центральных колеса а. Ь. е и са
теллиты с рабочими поверхностями с. g, f. 
Звенья а W g, е и f, h и с взаимодействуют 
вследствие трения. Сателлит / выполнен ко
нусным и имеет образующую, параллельную 
оси механизма. Благодаря этому звено е, уста
новленное на ползуне -4, может перемещаться 
вдоль оси. При его перемещении изменяется 
радиус rf, и поэтому изменяется передаточное 
отношение. Ведущим обьг1но выполняют зве
но /, с муфтой 2, неподвижным - звено J, а 
ведомым - звено 5. В этом случае передаточ
ное отношение 

(е) 
] 

1 -
'ь 7 

1 -f -'-
7 'а 

радиусы соответственно колес: 
а, Ь, е\ fa^ fc^ ff - соответствующие радиусы 
контактирующих поверхностей сателлита; ÎI -
коэффициент относительного скольжения 
звеньев. 

Подбирая параметры в приведенной 
формуле, можно осуществлять регулирование 
в широких пределах, вцдоть до реверсирова

ния движения. Достаточно высокий 
КПД=0,9...0.5 при этом будет иметь место в 
сравнительно небольшом диапазоне частоты 
вращения ведомого звена от «тах ДО 0̂ 1 ^тах 
(Aîĵ ax - наибольшая частота вращения). 

9' -8 
Рис. 10.2.30. Клиноременный вариатор скорости 

Во фрикционном клиноременном вариа
торе скорости (рис. 10.2.30) на входном валу 1 
установлены элементы шкива в виде конусов 2 
и 4. На выходном ва;ту 10 установлены эле
менты другого шкива в виде конусов S ]л 9. Q 
конусами взаимодействует гибкий клиповый 
ремень J. Конусы установлены так, что воз
можно их относительное осевое перемещение. 
11ружина 5 поджимает конус 4 к ремню 3. 
Синхронное перемещение конусов одного и 
второго шкива обеспечивается посредством 
винтового механизма 6 и рьпагов 7. В то вре
мя как конусы на входном валу сдвигаются, 
конусы на выходном валу раздвигаются. При 
этом изменяется отношение радиусов Г] и Г2 и 
соответственно передаточное отношение 

(О 
и = 

где copCOjQ - частота вращения соответственно 
входного и выходного валов; Ç - коэффициент 
относительного скольжения взаимодействую
щих звеньев; = 1,01...1,02. 

Рис. 10.2.29. Планетарный фрикционный вариатор 
скорости 

Диапазон регулирования обычно не пре
вышает 3 - 3,5, а КПД=0,87...0,87. 

Замкнутые двухпоточные регулируемые 
передачи. В замкнутой двухпоточной передаче 
имеется один замкнутый коьггур, образован
ный только подвижными звеньями. Такую 
передачу применяют д;1Я уменьшения установ
ленной мощности непрерывно регулируемой 
системы, включенной в одну из параллельных 
ветвей, повышения КПД и увеличения диапа
зона регулирования. В этой передаче на всех 
или на отдельных режимах работы часть 
энергии проходит через механическую ветвь 
(практически без потерь), а другая часть - че
рез параллельную гидравитическую регулируе
мую ветвь. Суммирование или разделение 
движений осущестатяется при помощи сум-
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мируютего механизма и̂ ш регулируемой сис
темы. С уменьшением доли энергии в ре1ули-
руемой системе уменьшается общий диапазон 
регулирования, поэтому в качестве механичес
кой ветви используют многоскоростную пере
дачу для получения диапазонов регулирова
ния. 

Обозначения во всех приведенных схемах 
/7, /77 77-̂  - зубчатые передачи; 7, 2... -
элементы управления (муфты, тормоза); Д w В 
соответственно входное и выходное звенья. 

Рис. 10.2.31. Замкнутые гидромеханические передачи 
В замкнутой схеме с гидрообъемной пе

редачей (рис. 10.2.31, а) входной вал Д соеди
нен с центральным колесом а дифференци-
а;тьного механизма с, водило Л - с насосом />, 
центра;1ьное колесо b - с гидромотором т. 
Энергия в этой трансмиссии передается через 
две ветви. Регулируемая ветвь включает в себя 
звенья ûf, Л, р, /72,..., В, механическая ветвь -
звенья ûf, /?,..., В. Энергия распределяется по 

Момент на выходном звене замкнутой 
передачи 

М,=М^^-̂  
Z , 

^hK 

где и^ - силовое передаточное отношение 
(отношение моментов) регулируемой ветви. 

Последовательно к замкнутой передаче 
присоединена трехскоростная передача, со-

ветвям в соответствии с условием равновесия держащая передачи переднего хода Ш 172 и 
механизма С. Моменты на его звеньях при заднего хода ПЗ. включаемые муфтами 7, 2 и 
установившемся режиме определены одно- j 
значно: ^ g передаче, показанной на рис. 10.2.31, 

б, разветвление осуществляется в дифференци
альном механизме С, соединенном с входным 
валом муфтой 7. В замыкающей ветви уста
новлен гидротрансформатор К, содержащий 
насосное />, турбинное t колеса и реактор г. 
Механизм 2 свободного хода служит для авто
матического размыкания замыкающей ветви. 

м. -м„ 1 + ^ 

где Л/^ и M^ - моменты соответственно на 
звеньях h и а: Za-> Zb - числа зубьев соответ
ствующих колес. 
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Соотношение моментов для звеньев диффе
ренциального механизма в этом механизме 
также постоянно, но так как соотношение 
скоростей звеньев при разгоне машины меня
ется (увеличивается скорость турбинного коле
са / и в соответствии с характеристикой мо
мент на этом колесе), изменяется доля энер
гии, проходящей через гидротрансформатор, 
повьпиается КПД передачи. 

Дифференциальный механизм С (рис. 
10.2.31, в) выполнен в виде гидротрансформа
тора с тремя подвижными звеньями. Входное 
звено соединено с насосным колесом р гидро
трансформатора V, турбинное колесо î - с 
выходным звеном Д а между реактором г и 
выходным звеном В установлена передача 77. 
В период разгона водило механизма затормо
жено тормозом 3. Момент на выходном звене 
равен сумме моментов на турбинном колесе 
(Mf) и реактивном колесе (Mf) с учетом пе
редаточного отношения: 

Mg =М^ +М^ ч 
Поток энергии, проходящей через пере

дачу 77, составляет примерно 1/3 общего по
тока, а момент М^ в 8 раз превышает номи
нальный момент двигателя. Скорость, развива
емая при таком моменте и заданной мощнос
ти, ограничена. Для увеличения скорости тор
моз 3 размьпсается, а колесо реактора останав
ливается тормозом 2. 

На рис. 10.2.31, г показано изменение 
момента Mf в зависимости от ю^ ~^Д " Р ^ 
отсутствии связи между звеньями г и В. Если 
в данном примере задать М]^=%Мд, а гидро
трансформатор имеет Mt^-ЪуЪМд^ Мг=2,ЗМд 
при (ùff=0, то можно получить Zb/Za~'^- Отно
сительная скорость (ùf -(дд при включенном 

тормозе 2 достигнет значения (Од как видно 
из плана угловых скоростей при w=3. При 
W « 4, когда M^=Mf, целесообразно включе
нием тормоза I переключить гидротрансфор
матор на обьршый режим. Изменения момен
тов и КПД на обоих режимах свидетельствует 
о возможности существенного влияния на 
характеристику передачи при изменении па
раметров замыкающего механизма 77. Переда-

1 ^ 1 
ча в зоне — « 0. . . — работает при более высо-

и 4 
ком КПД г|1 по сравнению с КПД г|2 отдель
ного гидротрансформатора, хотя наибольшие 
величины Лтах связаны соотношением 

Imax-

Разветвленные и разветвленно-замкнутые 
передачи. Разветвленные и разветвленно-
замкнутые передачи служат для распределения 
энергии от одного двигателя между несколь
кими исполнительньв1и устройствами или для 
суммирования энергии нескольких двигателей 
и передачи движения одному исполнительно
му устройству. 

Несимметричный дифференциал в раз
ветвленной передаче используется для осуще
ствления режима поворота транспортной ма
шины (рис. 10.2.32). Два одинаковых несим
метричных дифференциала CJ и С2 соедине
ны постоянно и симметрично с выходными 
звеньями Bl и В2. С каждым из выходных 
звеньев соединено солнечное колесо и водило 
другого дифференциала. Центральные колеса 
bl и Z>2 могут быть соединены с валом двигате
ля Д муфтами 1 и 2. 

Если включены обе муфты 7 и 2, то оба 
дифференциала вращаются как одно целое с 
выходными звеньями BJ и В2 и осуществляет
ся режим движения машины прямо. Если 
включена только одна муфта 7 или 2, то всту
пает в действие дифференциал соответственно 
С] или С2 и осуществляется поворот машины 
в одну или другую сторону. Происходит это 
потому, что устанавливается соотношение мо
ментов, соответствующее включенному несим
метричному дифференциалу: 

при включенной муфте 1 

при включенной муфте 2 

При этом обеспечивается поворот маши
ны без существенного снижения скорости 
движения, поскольку замедление скорости 
одного из выходных звеньев приводит к уве
личению скорости другого выкодного звена. 
Поворот машины на месте осуществляется 
включением одного из тормозов 3 или 4 и 
одной муфты 1 или 2 Останавливается маши
на при выключении обеих муфт и обоих тор
мозов. 

В1^ 
W/A 

V77X W5 \ aj^^ CZ^aZ I 

l^y/A 

Г77\ hB2 

Рис. 10.2.32. Разветвленная передача 
с несимметричными дифференциалами 
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/77 

[13-W-{£LH4 

Рис. 10.2.33. Многопоточшш передача даухдвигательного привода 

В разветвленно-замкнутом механизме 
движение от двух двигателей Д] и Д2 переда
ется одному выходному звену В (рис. 10.2.33, 
а). Самоуправляемые устройства 1 и 2 обеспе
чивают передачу движения только в направле
нии от двигателя к выходному звену. Входное 
звено устройства I или 2 может быть' только 
ведущим, а выходное - только ведомым. При 
других условиях кинематическая цепь размы
кается. Механизмы Cl и С2 позволяют рас
пределять энергию в равных долях по потокам 
m и /72, ПЗ и П4. Энергия суммируется на 
выходном звене В. 

В приводе несущего винта вертолета 
(рис. 10.2.33, б) в качестве самоуправляемых 
устройств использованы механизмы (муфты) 
свободного хода 7 и 2. В совокупности они, 
по существу, образуют суммирующий меха
низм С. При поочередном пуске двигателей 
остановленный двигатель отсоединяется авто
матически от кинематической цепи. Остано
вившийся двигатель тут же отсоединяется от 
кинематической цепи. Оба двигателя отсоеди
няются при полете вертолета на режимах са
мовращения несущего винта. Энергия работа
ющих двигателей без циркуляции передается 
выходному звену. 

В качестве распределительных механиз
мов Cl и С2 использованы зубчатые уравни
тельные муфты, содержащие распределитель
ное звено 3 с двумя внутренними зубчатыми 
венцами и зубчатые колеса ^ и 5 с внешними 
зубьями. Зубчатые соединения 1 -3, 3 - 5 и 4 -

5 вьшолнены с возможностью взаимного пере
коса сопряженных звеньев. Такая муфта по
зволяет обеспечить равенство моментов на 
звеньях 5 и 4 при самоустановке звена 3. Дви
жение звена 4 через муфту 4 ', коническую 
зубчатую пару /77, шестерню передается зубча
тому колесу Û, соединенному с выходным 
звеном В. Движение звена 5 также передается 
колесу а через муфту 5 ', коническую пару /72 
и шестерню к. От двигателя Д2 движение так
же разветвляется на передачи ПЗ и П4 и через 
шестерню gn с передается колесу а. 

10.3. МАНИПУЛИРУЮЩИЕ 
МЕХАНИЗМЫ 

В общем случае манипулирование - пе
ремещение объекта (выходного звена), обра
зующего кинематические пары только с под-
вижньп^и звеньями, в соответствии с задан
ными в плоскости траекториями двух, в про
странстве трех точек объекта или траекторий 
одной его точки (начала осей координат, жес
тко связанных с объектом) и ориентацией 
относительно стойки-углами между осями 
координат стойки и объекта. 

В современных машинах - это одна из 
наиболее распространенных задач. Одну и ту 
же траекторию и заданную ориентацию объек
та можно получить разными путями, напри
мер, используя довольно сложный механизм с 
одной степенью свободы (одним приводом) 
или сравнительно простой механизм с не
сколькими степенями свободы (несколькими 
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Приводами). При этом можно копировать 
какое-либо сложное движение, преобразовы
вать простое движение в сложное заданное 
или воспроизводить сложное движение как 
сумму простых движений нескольких приво
дов. 

Механизмы с одной или несколькими 
степенями свободы, в основу функционирова
ния которых положено копирование (без пре
образования или с трансформацией воспроиз
водимой траектории по сравнению с задаю
щей), образуют класс копирующих механиз
мов. Механизмы с одной степенью свободы, в 
основу которых положено преобразование 
движения привода в заданное движение, 
обычно применяют для получения точного 
простого типового движения или приближен
ного сложного движения. Используют меха
низм с одной степенью свободы также для 
воспроизведения движения промежуточного 
звена устройства с несколькими степенями 
свободы. Наиболее распространены следующие 
механизмы с одной степенью свободы, служа
щие для получения движения точки по задан
ному отрезку прямой, дуге окружности и по 
другим типовым траекториям: прямолинейно-
направляющие; направляющие по окружности; 
направляющие механизмы пересечения повер
хности тела вращения плоскостью или поверх
ностью другого тела вращения. 

Механизмы, с одной степенью свободы 
для воспроизведения других. кривых [1] при
меняют все реже в связи с широким распрост
ранением точно управляемых приводов в сис
темах с двумя и более степенями свободы. 
Простоте и экономичности решения задачи с 
помощью одного привода и одного механизма 
предпочитают точность воспроизведения тра-. 
ектории, жесткость системы, оптимальные 
кинематические параметры движения, воз
можности перепрограммирования и другие 
преимущества систем с несколькими степеня
ми свободы. 

Ориентация объекта в пространстве так
же достигается в системах с несколькими сте
пенями свободы, а для решения частных задач 
используют механизмы: 

поступательно-ориентирующие (объект 
или выходное звено не могут вращаться); ра-
диально-ориентирующие (объект или выход
ное звено могут вращаться вокруг заданной 
точки, не совпадающей с центром или осью 
ни одной из кинематических пар механизма) и 
др.; с изменяемой ориентацией в зависимости 
от положения точки выходного звена. 

И еще одна разновидность задач и меха
низмов касается самоориентации объекта. К 
этому классу, прежде всего, относятся подвес
ки транспортных средств, сидений и приборов 
и другие устройства, обеспечивающие сохра
нение или изменение ориентации объекта 
относительно основания (объекта, принятого 

за основание) в соответствии с заданным зако
ном. 

Ориентирующие механизмы обычно ис
пользуются в совокупности с направляющими 
механизмами. Вторые служат для перемеще
ния одной из точек пространства, а первые 
обеспечивают поступательное или вращатель
ное движение объекта. В совокупности эти 
механизмы представляют собой общие реше
ния задач манипулирования. В последнее вре
мя получили распространение механизмы с 
несколькими приводами, позволяющие сум
мировать простые движения и получать любые 
заданные траектории и ориентации объекта. В 
этих устройствах не всегда удается выделить 
направляющие и ориентирующие меха11измы. 

10.3.1. Копирующие механизмы 

Кулачковые копирующие механизмы яв
ляются наиболее простыми. Они воспроизво
дят движение выходного звена в соответствии 
с профилем кулачка. Кулачковые механизмы 
мохут воспроизводить кривые, точно повторя
ющие профиль кулачка, или кривые, транс
формированные определенным образом (рис. 
10.3.1, а). Кулачок 1 и ползун 3 связаны меж
ду собой зубчатым механизмом. Кулачок со
единен с рейкой 7, зацепляющейся с зубчатым 
колесом" 6, которое одновременно зацепляется 
с рейкой 5, соединенной с ползуном 3. При 
вращении колеса 6 кулачок и ползун движутся 
в противоположные стороны. Через ролик 4 
движение передается толкателю 2 и его точке 

;^^ 

ю 

^ ^ ' / 

S) 

Рис. 10.3.1. Кулачковые копирующие механизмы 
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А. В неподвижной системе координат точка А 
опишет траекторию, сокращенную по длине в 
2 раза по сравнению с длиной кулачка, т.е. 
S=2Si. 

В устройстве для обработки фасонных 
поверхностей изделия при его движении осу
ществляется огибание заданной поверхности 
рабочей поверхностью инструмента 9 (рис. 
10.3.1, б). Изделие 8 закреплено на перекаты
вающемся рьиаге-кулачке 7, соединенном со 
стойкой лентой 12. Изделие контактирует с 
абразивной лентой 9. Движение кулачку 1 
передается от кривошипа 10 через шатун П. 

10.3.2. Направляющие механизмы 

Для воспроизведения плоских кривых 
могут быть использованы простейшие зубча
тые, шарнирные и рычажные, зубчато-
рычажные механизмы, а также более сложные 
механизмы на основе структурных групп вы
соких классов. Циклоидальные кривые полу
чают в планетарных зубчатых механизмах. 

Сателлит d планетарного зубчатого меха
низма обкатывается по центральному колесу b 
при вращении водила АО (рис. 10.3.2, а). Точ
ка В при этом движется по гипоциклоиде АХ. 
При равенстве радиуса начальной окружности 
сателлита межосевому расстоянию АО траекто
рии точек Д С, Д расположенных на этой 
окружности, из гипоциклоид превращается в 
прямые лучи, проходящие через точку О (рис. 
10.3.2, б). Если с лучом OD совместить направ
ляющую i, а звено AD связать с ней враща

тельной и поступательной парами в точке Д 
то получится кривошипно-ползунныи меха
низм (рис. 10.3.2, в), у которого ползун 2 
скользит вдоль направляющей 1 при вращении 
кривошипа ОА. Точка С, расположенная на 
шатуне J, движется по прямой О С при усло
вии AD=AC. Полученная схема является схе
мой прямолинейно-направляющего механиз
ма. 

Двухползунный механизм получен путем 
совмещения с лучами OD и ОС неподвижных 
направляющих (рис. 10.3.2, г). На них уста
новлены ползуны 2 и 4, шарнирно связанные 

Jt H Sil 

а) 

Рис. 10.3.2. Направляющие зубчато-рычажные 
механизмы 

Рис. 10.3.3. Механизмы для воспроизведения 
поверхностей 
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с сателлитом-звеном 3 в точках соответственно 
D и С. Точка А (центр сателлита) воспроизво
дит дугу окружности радиусом ОЛ, а точка Е 
(любая на начальной окружности сателлита) -
прямую линию ОЕ. 

Особый вид направляющих механизмов 
представляют устройства, имитирующие пере
сечения поверхностей тел вращения плоско
стью или поверхностями других тел вращения. 
Механизмы для воспроизведения различных 
плоских и пространственных кривых исполь
зуют в оборудовании для разметки, раскроя, 
резания и сварки стьпсов труб и резервуаров 
различной формы. При образовании таких 
механизмов важно найти схему соединения 
звеньев, воспроизводящих пересекаемые по
верхности (рис. 10.3.3). Такие механизмы об
ладают двумя или тремя степенями свободы. 

Соединяя воспроизводящие поверхности 
двух механизмов, можно получать механизм, 
как правило, с одной степенью свободы, кото
рый воспроизводит линию пересечения дан
ных поверхностей (рис. 10.3.4). Механизмы 
для воспроизведения линий пересечения ци
линдра или конуса плоскостью получены на 
основе соединения механизмов, воспроизво
дящих поверхность цилиндра или конуса и 
плоскость. 

Кривошип 1 радиусом г с ползуном 2 
воспроизводят поверхность цилиндра, а пол
зуны 3 и 2 воспроизводят плоскость (рис. 
10.3.4). Поскольку звено 2 одновременно вхо
дит в состав обоих механизмов, его точки од
новременно движутся в плоскости и по повер-

Рис. 10.3.4. Механизмы для воспроизведения 
линии пересечения поверхностей 

хности цилиндра, т.е. воспроизводят эллипсы. 
Ось кривошипа Xi располагают параллельно 
оси Х2 воспроизводимой поверхности цилинд
ра, а оси движения ползунов х^ и У2 - парал
лельно осям X и у воспроизводимой кривой Э. 
Таким образом образован пространственный 
четырехзвенный кривошипно-ползунный ме
ханизм. Воспроизводимая кривая представляет 
собой траекторию точки звена 2. 

Схема, показанная на рис. 10.3.4, б, от
личается от рассмотренной расположением 
звена 2 по отношению к оси Xi вращения 
кривошипа 1 и наличием двух промежуточных 
звеньев 2 и ^, соединенных сферической па
рой, центр В которой воспроизводит гипербо
лу Г. Оси у2 и Хз звеньев 4 и 3 расположены 
параллельно осям x\i у воспроизводимой кри
вой Г - гиперболы. 

Оси Д'з и Хз на рис. 10.3.4, в, определя
ющие движение точки В звена 2 в плоскости, 
расположены параллельно оси у и образующей 
Х4 воспроизводимой конической поверхности. 
Ось Х4 параллельна оси воспроизводимой кри
вой и лежит в плоскости, перпендикулярной к 
плоскости, определяемой осями х и >̂ . При 
этом воспроизводится парабола П. 

10.3.3. Ориентирующие механизмы 

Наиболее распространены поступатель
но-ориентирующие механизмы, сравнительно 
реже применяют радиально-ориентирующие, 
ориентирующие выходное звено по опреде
ленной заданной программе. 

Постушггельно-ориентируюоше механиз
мы. Распространенный прием обеспечения 
поступательного перемещения звена - соеди
нение его со стойкой параллелограммом или 
несколькими последовательно соединенньв1И 
параллелограммами, из которых каждая пара 
соседних параллелограммов имеет общее зве
но. Параллелограммные ориентирующие ме
ханизмы целесообразно применять, так как в 
них использованы только низкие пары враще
ния. Но тем не менее простейшим решением 
являются механизмы с постртательными пара
ми. Для постоянной ориентации объекта дос
таточно использовать структурную двухповод-
ковую фуппу с двумя поступательными после
довательно размещенными парами. Находят 
применение также эквивалентные параллелог
раммам зубчатые и цепные передачи с переда
точным отношением и-\. 

В поступательно-ориентирующем меха
низме в копирующем устройстве пантограф в 
виде параллелограмма О\EDF (рис. 10.3.5, а) с 
шарнирной опорой в точке О, копирующей 
точку M и воспроизводящей точку N, распо-
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ложен на звеньях параллелограмма и на пря
мой ОМ. К звену OiF в точке N шарнирно 
присоединен поступательно-ориентирующий 
механизм, связанный со стойкой 3. Механизм 
содержит ведомое звено 7, которое движется 
поступательно и воспроизводит заданную тра
екторию любой из точек, например, точки К. 
Ведомое звено соединено поступательной па
рой с ползуном 2 

Другой вариант такого механизма вос
производит траекторию с многократным 
уменьшением перемещений ведомого звена по 
сравнению с перемещениями точки M (рис. 
10.3.5, б). Малые расстояния между осями 
шарниров OiO и ON позволяют разместить 
шарнир О внутри шарнира Оь а шарнир Oi -
внутри шарнира N. Аналогично этому шарнир 
JY размещен в ползуне 7, а ползун 7 - в ползу
не 2, перемещаемом в направляющей - стойке 
3. Такое исполнение позволяет обеспечить 
компактность механизма, большую жесткость 
системы. Выбор соотношений размеров и пар 
трения обеспечивает возможность самотормо
жения в отдельных кинематических парах с 
целью исключения передачи движения от 
внешних воздействий на звено 7 (например, 
при установке на звене 7 инструмента и обра
ботке детали по заданному контуру). 

Радиально-ориентирующие механизмы. 
Радиально-ориентирующие механизмы обес
печивают сращение относительно неподвиж
ной или перемещаемой точки выходного зве
на, образующего расположенные вне этой 
точки кинематические пары с подвижными 
звеньями. Такие механизмы применяют, когда 
не удается разместить опору с центром в точ
ке, вокруг которой задается вращательное 
движение звена. 
В случае применения радиально-
ориентирующего механизма в манипуляторе 
(рис. 10.3.6), манипулятор шарнирно присое
динен к основанию АВ в точке В. Он выпол
нен в виде соединенных между собой общим 
звеном FGR параллелограммов GBLP и 

2 

а) б) 
Рис. 10.3.5. Поступательно-ориентируюпщй механизм 

в копирующем устройстве 

Рис. 10.3.6. Радиально-ориентируннций механизм 
в манипуляторе 

RGJM. К звену MJ присоединен еще один 
параллелограмм MNWV, стороны которого 
параллельны сторонам параллелограмма 
RGJM. К звену VW присоединено захватное 
устройство 7, с центром S. В точке В установ
лены две приводные пары, сообщающие дви
жения звеньям BG и BL. Точка / соединена 
тягой С / с приводным звеном АС. 

Совместное движение трех звеньев BG^ 
BL VL АС позволяют перемещать точку S в 
плоскости и поворачивать вокруг нее ось зах
ватного устройства SW, т.е. осуществлять ра
диальную ориентацию. Возможны следующие 
частные варианты движений. Если звенья BG 
и BL неподвижны, то неподвижно и звено 
PGR, а поворот звена АС приводит к поворо
ту звена G/вокруг точки G, а i? F вокруг точ
ки R. Звено FfFдвижется поступательно, точ
ка «5 - по дуге окружности SS с центром в 
точке 0. Если неподвижно звено АВ, то точка 
/движется по дуге окружности / / , точка S -
по дуге окружности SS с центром в точке 0. 
Ось SW либо движется поступательно при 
повороте звена BG и при неподвижном звене 
BL (положение S W ) , либо дополнительно 
поворачивается вокруг точки 5, если подвиж
ны оба звена BG м BL. При этом линия SW 
все время ориентирована параллельно GR 

При повороте только одного звена BL -
входного ориентирующего механизма - звено 
RPG повернется вокруг точки G, а ось захват
ного устройства SW - вокруг неподвижной 
точки S. Точка Ж будет перемещаться по дуге 
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окружности WW" с центром в точке S. Здесь 
использовано свойство сдвоенного паралле
лограмма поворачивать звенья вокруг непод
вижной точки при отсутствии в ней шарнира. 
Манипуляторы по такой схеме могут быть 
использованы для закручивания гаек, поворота 
рукояток управления, ориентации сварочной 
головки по нормали к линии сварочного шва 
и др. 

Самоориекгирующиеся механизмы. Важ
ная область применения ориентирующих ме
ханизмов - присоединение агрегата (двигателя, 
редуктора и др.) к раме (корпусу) машины, 
обеспечивающие восприятие действующих на 

раму нагрузок со стороны агрегата. Согласно 
классическому определению эти устройства не 
являются механизмами, а представляют собой 
статически определимые пространственные 
фермы. При этом неточности монтажа агрегата 
и деформации рамы не должны влиять на 
реакции в местах сопряжений, т.е. в действи
тельности функционирование данных уст
ройств связано с перемещениями, хотя и с 
небольшими, что свойственно некоторым ме
ханизмам. 

Обычно рама механизма воспринимает 
радиальную силу F и момент M (например, 
рама лебедки, корпус редуктора и др.). 

Рис. 10.3.7. Самоусташшливаюпщеся подвески агрегатов 

Опоры могут быть выполнены в виде че-
тырехподвижных кинематических пар (схема /, 
рис. 10.3.7, а). Все опоры воспринимают силу 
F, а опоры А и В - также момент M в виде 
пары сил. Опоры могут быть вьшолнены и в 
виде четырех-, трех- и одноподвижной пар 
(схема 11). Несмотря на то что обе схемы фор
мально статически определимы, схема / имеет 
ограниченную самоустанавливаемость. В схеме 
/ / использована высшая пара с невысокой 
несущей способностью. В схеме на рис. 
10.3.7, б сила /'приходится на две опоры А и 

С, одна из которых четырехподвижная (С), а 
другая трехподвижная. Момент M восприни
мается в совокупности опорами А, С и тягой 
BD. Схема, показанная на рис. 10.3.7, ву отли
чается от предьщущей тем, что агрегат соеди
нен с рамой двумя тягами BD, EG и звеном 
NK. Момент воспринимается этой кинемати
ческой цепью. Звено NK обеспечивает равен
ство сил, воспринимаемых каждой тягой, оп
ределяемых как М/1 (/ - расстояние между 
тягами). 
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Во всех трех схемах отсутствуют избы
точные связи, в схеме, показанной на рис. 
10.3.7, б, имеется одна лишняя (безвредная) 
степень свободы - вращение тяги BD вокруг 
оси, а в схеме рис. 10.3.7, в таких степеней 
свободы две - вращения тяг EG и BD. На рис. 
10.3.7, г - е даны варианты пространственных 
структурных групп (F, Я и S - одноподвиж-
ные пары). 

Установка двигателя 1 в опорах А и В и 
соединение с корпусом машины осуществляет
ся с помощью амортизационных стержней NG 
и KD (рис. 10.3.7, ж). В отличие от варианта, 
приведенного на рис. 10.3.7, д, в ней каждая 
из опор А и В соединена с корпусом машины 
посредством фермы, составленной из звеньев 
соответственно 2 - 4 и 5 - 7. Опоры L и Q 
двухподвижные. Редуктор 8 соединен с корпу
сом машины посредством регулируемых амор
тизированных стержней 9 и подкосов 10 (рис. 

10.3.7, з). Соединение этих двух рвеньев экви
валентно одному звену NS, показанному на 
рис. 10.3.7, е, а пары S' и S" эквивалентны 
одной паре S. Шарнирная подвеска агрегата в 
сочетании с упругостью подкосов уменьшает 
влияние деформаций и его вибрации на кор
пус машины. Для статической определимости 
последней системы достаточно иметь шесть 
стержней со сферическими шарнирами на 
концах. На практике из компоновочных сооб
ражений и стремления к более распределенной 
нагрузке на корпусе агрегата используют 
обьпно восемь стержней, а погрешности мон
тажа компенсируют регулировкой длины и 
упругости стержней. 

Условия сопряжения объектов, отличаю
щиеся от идеальных или предусмотренные 
процессом функционирования, с точки зрения 
самоуправляемости практически эквивалент
ны, и для их учета при конструировании ис
пользуются одни и те же принципы. 

^МтттттттттттУ/ 

Рис. 10.3.8. Самоустанавливающиеся механизмы самосвала 

В самосвале взаимосвязана самоустанов
ка кузова 3 относительно и рамы с колесами 5 
и 9 относительно опорной поверхности (рис. 
10.3. 8, а). Рама вьшолнена из шарнирно со
пряженных частей 7 и б. Они соединены меж
ду собой посредством двух ОДНОПОДВИЖНЬЕХ 
пар F и промежуточного звена 7, что позволя
ет им независимо друг от друга поворачивать
ся вокруг вертикальной и горизонтальной осей 
(поворот машины и преодоление неодинако
вого уклона дорожного полотна). Кузов J по
стоянно соединен с частью 6 двумя однопод-
вижными парами V и промежуточным звеном 

^, а с частью 1 - трехподвижной парой ///, 
промежуточным звеном 2 и двухподвижной 
парой IV. При разгрузке кузова машины трех-
подвижная пара / / / размыкается, а кузов при
водится в движение гидроцилиндром 8. 

На первом этапе анализа полагают за
данными произвольное и фиксированное по
ложение частей рамы и рассматривают самоус
тановку кузова. Если в этом случае принять 
части } и б за стойку, то в транспортном по
ложении при числе степеней свободы w=0 
получается число избьггочных связей ^=0 [7], 
а в процессе разгрузки, когда >v=l, число ^=Ю. 
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Кузов 3 самоустанавливается в зависимости от 
положения ходовых частей 7 и б. 

Недостаток такой конструкции - наличие 
боковой нагрузки на гидроцилиндр. При на
личии двух гидроцилиндров 8 и 8 ^ управля
емых автоматически, этот недостаток устранен 
(рис. 10.3.8, б). Гидроцилиндры образуют ста
тически определимый пространственный ме
ханизм. В транспортном режиме (рис. 10.3.8, 
в) при отсутствии давления в гидроцилиндрах 
они не участвуют в работе. Для определеннос
ти положения кузова 3 звенья 7 и 2 должны 
быть соединены одноподвижной парой V. 

Самоприспосабливаемость машины к 
внешним условиям - к форме опорной повер
хности - происходит следующим образом (рис. 
10.3.8, г). Передняя часть рамы 7 поворачива
ется относительно задней части рамы 6 в шар
нире А. При этом благодаря шарнирному со
единению в точках В и С с обоими частями 
кузов занимает положение, при котором его 
центр тяжести несущественно смещается внут
ри опорного контура. При неодинаковом по
перечном уклоне кузов наклоняется вместе с 
осью части рамы 6 (вид А). 

10.3.4. Общее решешш задач манипулирования 

Под общими решениями понимается со
вместное конструктивное обеспечение пере
мещения и заданной ориентации выходного 
звена относительно основания (стойки). Ма
нипулирование осуществляют с помощью 
плоских механизмов с одной, двумя и тремя 
степенями свободы и с помощью простран-
ственньЕК механизмов с тремя - шестью степе
нями свободы. Число приводов в плоских и 
пространственных механизмах может быть 
больше соответственно трех и шести, что 
обычно обусловлено требованием повышения 
маневренности или увеличения отдельных 
перемещений. 

По виду соединения звеньев, кинемати
ческих цепей, расположению приводов раз;ш-
чают: последовательное соединение звеньев 
(незамкнутая кинематическая цепь) с замьжа-
нием каждой пары звеньев приводным устрой
ством, с размещением одного привода на ос
новании или на первом от основания подвиж
ном звене, второго на первом или втором под
вижном звене, третьего на втором или третьем 
подвижном звене и т. д.; последовательно-
параллетшное соединение звеньев с размеще
нием приводов на основании и (или) на осно
вании и на подвижных звеньях; параллельное 
соединение кинематических цепей с размеще
нием приводов на основании и (или) на осно
вании и на подвижных звеньях. 

Наиболее распрос1ранены манипулято
ры, в основе которых имеется незамкнутая 
кинематическая цепь. Они обладают наиболь

шей маневренностью подобно руке человека, 
но имеют небольшую жесткость, как обычная 
консоль с приложенной на конце рабочей 
нагрузкой. В связи с этим применяют схемы в 
виде комбинации замкнутых и незамкнутых 
кинематических цепей (рис. 10.3.9), а также в 
виде параллельно соединенных кинематичес
ких цепей (см. рис. 10.3.10). 

Рис. 10.3.9. Манипулятор для вьшолнения 
технологических операций 

Манипулятор, предназначенный для 
проведения сварочных работ и других техноло
гических операций (см. рис. 10.3.9), размещен 
на вращающейся платформе 7, шарнирно в 
точке M соединенной с основанием. С плат
формой шарнирно соединено звено BD. Его 
наклон осуществляется поступательной при
водной парой 4-3 (винтовой механизм, при
водимый от двигателя вращения). Звено 4 
соединено шарнирно со звеном BD в точке Д 
а звено 3-е платформой 7 в точке Щ. Звено 
АВ шарнирно соединено со звеном BD и его 
поворот вокруг точки в осуществляется анало
гичной упомянутой выше приводной парой 5 
- 6, воздействующей на звено АВ через парал
лелограмм BCPD. Звено 6 присоединено к 
платформе в точке N(^. При работе привода 3 -
4 и неподвижной точке Р звено АВ перемеща
ется поступательно, а при работе привода 5-6 
и неподвижной точке В звено АВ поворачива
ется вокруг нее. 

В точке А к звену АВ посредством трех 
приводных пар с пересекающимися осями 
присоединено выходное звено 7. Момент от 
веса подвижных звеньев при наклоне звена ВД 
воспринимается пружиной 2. Чем больше 
наклон звена, тем больший момент требуется 
уравновесить, что обеспечивается увеличением 
деформации пружины, а следовательно, увели
чением усилия и плеча линии действия силы 
относительно точки D. 

Параллельное соединение двух приводов 
и размещение их на платформе 7 в данном 
примере приводит к повышению жесткости 
системы и точности перемещения выходного 
звена. Кроме того, в режиме разгона и тормо-
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жения при одновременной работе приводы не 
оказывают взаимного динамического воздей
ствия, что позволяет иметь несколько мень
шую их установленную мощность. Параллель
ное соединение кинематических цепей означа
ет, что каждая из них соединена с выходным 
звеном и стойкой. Применение такого реше
ния позволяет получать механизмы с различ
ными функциональными возможностями и 
качественными показателями. Используя в 
качестве составляющих рычажные кинемати
ческие цепи, можно создавать манипуляцион-
ные системы, у которых выходное звено со
единено со стойкой пространственной фер
мой, если затормозить выходные звенья. Такие 
системы обладают большой жесткостью и гру
зоподъемностью по сравнению с системой на 
основе незамкнутой кинематической цепи. 

Если в данной кинематической цепи 
размещать по одной приводной паре, то для 
механизмов с шестью степенями свободы по
требуется шесть кинематических цепей. Если в 
кинематических цепях увеличивать число при
водных пар, то можно соответственно умень
шать число кинематических цепей, соединяю
щих выходное звено со стойкой. 

Выходное звено GMN механизма, пока
занного на рис. 10.3.10, а, обладает шестью 

Рис. 10.3.10. Манипуляционные системы Н9 основе 
параллельно-соединенных кинематических цепей 

степенями свободы. Каждая из цепей имеет 
шесть степеней свободы. Приводы обозначены 
на схеме стрелками с указанием сил / ^ , F^-, 
F]) (поступательные пары) и моментов Л/^, 
Мах-> Mj) (вращательные пары). Кинематичес
кая цепь AEG обеспечивает перемещение точ
ки С (в которой, например, расположен центр 
масс перемещаемого звена mç) вдоль любой 
из осей координат х^, ус^ Zo Кинематическая 
цепь DN обеспечивает перемещение точки N 
по сферической поверхности с центром в точ
ке С (траектории NxNx^ ^z^ù- Звено GLM 
можно вращать вокруг оси CN (траектория 
LLy с радиусом г), перемещая стержень L под 
действием силы Fg. Конструктивные решения 
сферических опор А, В, D ъ совокупности с 
приводами получают на основе суммирующих 
механизмов. 

В зависимости от заданных условий 
можно аналогично соединять 2, 4, 5, 6 кине
матических цепей. Механизм с шестью степе
нями свободы имеет пять кинематических 
цепей, и только в цепи АС два привода, а в 
остальных цепях - по одному (рис. 10.3.10, б). 
Цепи LC и NK дополнительные (по сравне
нию с рассмотреннбши выше). Они повышают 
жесткость системы при восприятии внешней 
нагрузки, действующей на выходное звено, в 
частности при восприятии момента М^ силами 
Fi^ Fj[. При действии моментов Af̂ , Му^ М^ 
стержни механизма работают в основном на 
сжатие или растяжение. 

В качестве приводных пар в рассматрива
емых механизмах могут быть использованы 
приводные кинематические соединения (рис. 
10.3.11). Эти соединения могут быть использо
ваны самостояггельно и также представляют 
собой схемы параллельно-соединенных кине
матических цепей. Одно из звеньев соедине
ний принято за стойку. Но в принципе любая 
из приведенных схем может быть установлена 
вместо одной из пар внутри кинематической 
цепи. 

В качестве основы на рис. 10.3.11, а - г 
использован сферический пятизвенный меха
низм с двумя степенями свободы. Приводные 
пары (двигатели) обозначены стрелками и 
моментами Мх и Му, означающими возмож
ность придания зве1^ 1 вокруг осей соответ
ственно X и у, кинематические пары А^ В, С, 
Д Е. В схеме, показанной на рис. 10.3.11, б, 
оси пар В и А, D и Е выполнены взаимно 
перпендикулярными, что позволило осуще
ствить элементы пар В и D в виде прорезей, 
взаимодействующих со звеном L Звено 1 со
единено также со стойкой через пару D , 
промежуточное звено 5 и пару Е . Оси пар 
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D' И Е' совпадают с осями пар соответствен- излучателя 6. Развертка луча на экране вдоль 
яо D и Е. Данное решение позволяет незави- оси Xj осуществляется поворотом звена 2 вок-
симо передавать движения звеньев 2 и 3 звену руг оси х, а развертка вдоль оси yj - поворо-
1. Зеркало 3 отражает на экран 7 луч света от том звена 3 вокруг оси у. 

"; 

Рис. 10.3Л1. Многоподвижные приводные соединения 

Схема, показанная на рис. 10.3.11, а, звене / размещен гидроцилиндр S, шток 9 
конструктивно может быть выполнена в виде которого пересекает оси х и j в точке 0. По-
приводной опоры с двумя двигателями на мимо независимых вращательных движений 
основании (рис. 10.3.11, в). Кроме того, в осуществляется прямолинейное движение 
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вдоль оси штока 9. Шток может бьпъ соеди
нен сферической парой, например, со звеном 
10 (F- сила, развиваемая в гидроцилиндре). 

На рис. 10.3.11, г представлено решение 
цдя исполнения тех же движений, что и в схе
мах на рис. 10.3.11, б, в, но с помошью гидро
цилиндров Ни 12. Сила Fx на плече г̂  обес
печивает поворот штока 9 вокруг оси х сфери
ческой подшипниковой опоры 14, а сила Fy 
на плече Гу - поворот вокруг оси у. Сильфон 
15 позволяет разделить пространство размеще
ния привода от рабочей среды. Гидроцилинд
ром 16 может быть осуществлен поворот што
ка 9 вокруг его оси под действием силы iv на 
плече г (рис. 10.3.11, д). Особенностью схемы, 
показанной на рис. 10.3.11, е, является выпол
нение сферической опоры в виде универсаль
ного шарнира. Звено 1 поворачивается гидро
цилиндрами 11 и 12, а шток 9 движется по
ступательно относительно звена 1 с помощью 
гидроцилиндра 8. Гидроцилиндры 77 и 12 
можно расположить так, что они будут рабо
тать только совместно (рис. 10.3.11, ж) при 
движении их штоков в одну сторону звено 7 
поворачивается вокруг оси Z, а при движении 
в разные стороны - вокруг оси х. 

В схеме на рис. 10.3.11, з использованы 
вращательные приводы (моменты Мх и Л/-). 
Входные звенья AL и E'D' передают движе
ние выходному звену через шатуны соответ
ственно LK и D''D' . При этом образованы 
два параллелограмма ALKO и Е D D О, а 
оси шарниров D,E^E ,А пересекают линию, 
проходящую через точку 0. 

В основу следующих схем (рис. 10.3.11, 
W, к) положена пространственная трехповодко-
вая структурная группа. Звено 7 (рис. 10.3.11, 
и) соединено тремя параллельными поводками 
КМ, PS и NR с входными звеньями 77, 18 и 

19, размещенными в звене 20. Одновременное 
движение всех входных звеньев с одинаковой 
скоростью обеспечивает поступательное пере
мещение звена 7. Перемещая звенья 18 и 19 в 
разные стороны, можно повернуть звено 7 
вокруг оси Zy а, например, звенья 18 и 19 впе
ред, а звено 17 назад с удвоенной скоростью, 
можно повернуть звено 7 вокруг оси у. Кроме 
того, всю систему можно вращать вокруг оси 
X, вращая звено 20. Каждый поводок может 
бьпъ вьшолнен в виде жесткой фермы (рис. 
10.3.11, к), при этом одноподвижная кинема
тическая пара V заменяется двумя парами: 
четьфехподвижной П {Р ) и трехподвижной 
/ / / (Р). На рис. 10.3.11, л поводки соединены 
с вращательными приводами с помощью кри
вошипов КЕ, NA и PQ. Оси шарниров Д Л, 
Q пересекают ось х. При этом образуются 
параллелограммы EKLO и QPSO. 

Приводное соединение может бьпъ вы
полнено на базе сферических механизмов с 
тремя степенями свободы (рис. 10.3.11, м, н). 
Все оси шарниров пересекаются в точке О, а в 
схеме на рис. 10.3.11, «, кроме того, оси шар
ниров Д б, А совпадают. Схема на рис. 
10.3.11, M позволяет получать вращательные 
движения вокруг трех осей координат, а схема 
на рис. 10.3.11, и - вокруг любой из трех осей 
выходного звена 7. 

Механизмы с параллельными кинемати
ческими цепями могут иметь самое разнооб
разное исполнение и назначение. Наряду с 
манипуляторами, способными воспринимать 
большие внешние нагрузки, при больших пе
ремещениях они могут бьпъ использованы для 
осуществления малых перемещений с высокой 
точностью, а также в качестве корректирую
щих устройств, установленных в кинематичес
ких цепях или на выходном звене манипуля
тора грубых перемещений. 

Рис. 10.3.12. Манипулятор для малых перемещений 
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Малые перемещения во много раз мень
ше тех, которые могут вьшолнять непосред
ственно линейные приводы, могут быть обес
печены следующими решениями. При этом 
соответственно возрастает дискретность, точ
ность перемещений и грузоподъемность уст
ройства по сравнению с возможными показа
телями приводов. В основу каждой кинемати
ческой цепи положена система со сферичес
ким шарниром О и тремя вращательными од-
ноподвижными парами А, Д С (рис. 10.3.12, 
в). Чтобы получить шесть степеней свободы, 
необходимо оси вращательных пар х\у ,z' 
располагать так, чтобы они были параллельны 
осям координат соответственно х, у, ^ и не 
пересекались между собой (рис. 10.3.12, а). 
При пересечении хотя бы одной пары из осей 
х',у' и Z число степеней свободы уменьша
ется. 

В частном случае (рис. 10.3.12, б) все три 
оси х\у' и z' пересекаются в одной точке 0\ 
а оси у и у' совпадают. Такая кинематическая 
цепь имеет пять степеней свободы и одну 
лишнюю степень свободы - вращение соеди
нительного звена вокруг оси 00 , которое не 
может влиять на движение выходного звена. 

В каждой кинематической цепи может 
быть не более трех приводных кинематических 
пар (из числа вращательных пар Д Д С). Для 
передачи движения звеньев цепи (рис. 10.3.12, 
в) использован рычаг, малым плечом которого 
является расстояние между осями Сх, еу, е^ 
(см. рис. 10.3.12, а), а большим плечом Гх, Гу^ 
г^. Вследствие малости перемещений движение 
точки о по дугам окружности при углах пово
рота звена 0\0, ф̂ ,̂ ф^ и ф^ можно считать 
прямолинейными и равными соответственно 
х̂Фх» ^-^у и ^^1- В схеме, показанной на рис. 
10.3.12, 6, получается только два таких пере
мещения. 

Возможны следующие варианты после
довательности соединения осей вращательных 
пар в кинематической цепи по рис. 10.3.12, а\ 

Oxyz , Oyzx , Ozxy , 

Oxzy , Oyxz , Ozyx. 
Для получения шести степеней свободы вы
ходного звена к нему подключают три кинема
тических цепи через сферические шарниры. 
При этом одна цепь обеспечивает перемеще
ния Xj, ух^ Z\ (см. рис. 10.3.12, в), другая - два 
перемещения Х2 и Z2i соответственно этому 
поворот выходного звена вокруг осей Z\ ^Уь ^ 
третья - только одно перемещение з̂> соответ
ственно поворот вокруг оси Х\. 

Если используются двигатели, способные 
развивать усилие только в одном направлении 

(без реверсирования усилия, но с реверсиро
ванием движения), необходимо силовое замы
кание кинематической цепи, например, в виде 
упругого звена или дополнительного двигате
ля. Действие на рычаг четырех сил / i , Fiy /з> 
F^ обеспечивает необходимое число приводов 
(три) и силовое замыкание (рис. 10.3.12, в). 
Для точных перемещений или для использо
вания манипулятора в вакууме целесообразно 
кинематические пары вьшолнять в виде упру
гих перемьмек (рис. 10.3.12, г). Сферическая 
пара О представлена в виде двух перемычек, 
расположенных по оси Z, а каждая из осталь
ных пар А, В, С - в виде перемычки, способ
ной изгибаться и обеспечивать поворот свя
занных с ней жестких элементов вокруг осей 
X, у, Z- Оси перемычек вх, ву и е^ смещены 
относительно осей соответственно х, у и Z-
Перемычка А раздвоена и ее элементы разме
щены симметрично относительно осей Z^y-

10.4. ЗАЖИМАЮЩИЕ 
И ДЕФОРМИРУЮЩИЕ МЕХАНИЗМЫ 

Зажимающие и деформирующие меха
низмы обеспечивают движение без нагружения 
выходных звеньев до соприкосновения с за
жимаемым или деформируемым объектом, а 
затем создают давление на объект практически 
без перемещения или при незначительном 
перемещении. На подготовительном этапе 
функционирования такие механизмы могут 
быть рассмотрены как передаточные или ма
нипулирующие. 

10.4.1. Механизмы относительного 
перемещения зажимаюодах элементов 

Простейшие решения зажимающего ме
ханизма заключаются в обеспечении давления 
в любой точке хода выходных звеньев переда
точного (рис. 10.4.1, а) или манипулирующего 
(рис. 10.4.1, б) механизма. Губки 4 и 5 первого 
механизма жестко закреплены на ползунах 
соответственно J и 7. Ползуны установлены на 
направляющих 2, соединенных с корпусом. 
Поступательное движение ползуну 7 и соот
ветственно губке 5 сообщается гидроцилинд
ром /. Благодаря связи звеньев 7 и J равно
плечей кулисой 6 обеспечивается встречное 
движение губок 5 и 4. 

У прямолинейно-направляющего меха
низма (рис. 10.4.1, б) точки С и В звена BCD 
движутся вдоль направляющих, оси которых 
пересекаются в точке А. Из свойства механиз
ма точка D должна двигаться по прямой, про
ходящей через точку А, при условии, что все 
точки Л, Д С и D лежат на одной окружности 
с центром в точке б̂ . Симметрично первому 
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1Ш^\ 

Рис. 10.4.1. Зажимающие механизмы 

направляющему механизму установлен второй 
такой же механизм. Причем точки ^ и ^ у них 
общие. Точке В сообщается прямолинейное 
движение от гидроцилиндра 7, установленного 
в корпусе 8. В точке С звено BCD шарнирно 
связано с ползуном Я Аналогичный ползун 10 
связан с другим направляющим механизмом. 
В точке D шарнирно к звену BCD присоеди
нена губка 4, аналогично губка 8 присоедине
на к другому направляющему механизму. Ддя 
обеспечения поступательного перемещения 
губка 5 соединена с ползуном 9 дополнитель
ным звеном CD , причем ССD D представ
ляет собой параллелограмм. Также соединена 
губка 5 с ползуном 10. Рассмотренное устрой
ство обеспечивает возможность захвата и зажа
тия предметов с широким диапазоном разме
ров. 

Простейшие решения зажимающих и 
деформирующих механизмов получают, не
посредственно присоединяя выходные звенья 
к приводным устройствам. Механизм всесто
роннего сжатия (рис. 10.4.2) предназначен для 
испытания материалов, получения заданной 
пространственной формы прессуемых изделий. 
Он обеспечивает сжатие объекта с шести сто
рон одновременно. Выполнено данное устрой
ство в виде коробки кубической формы с пе
ремещаемыми стенками. 

Стенки 7, J, б, 7, Р, 11 коробки соедине
ны со стойкой поступательными парами, оп
ределяющими их относительное перемещение. 
Стенка 6 коробки неподвижна, а стенки 7 и J 

Рис. 10.4.2. Механизмы всестороннего сжатия 

установлены с возможностью перемещения в 
плоскости их установки. Плоскости стенок 6, 
1, 3 образуют прямой угол xyz^ Стенка 3 мо
жет перемещаться вдоль оси у, а стенка / - в 
плоскости ху вдоль биссектрисы угла между 
осями X ТА у. Стенку 7 перемещают поступа
тельно вдоль оси Z гидроцилиндром 4. Стенка 
9 перемещается поступательно гидроцилинд
ром 8 в направлении под углом 45^ к оси х в 
плоскости параллельной ху. Стенка 11 пере
мещается поступательно гидроцилиндром 10 ъ 
направлении под углом 45^ к осям х, у, Z. Все 
стенки перемещаются одновременно таким 
образом, что сохраняется контакт их торцов со 
смежными стенками. Силовое замьжание осу
ществляется пружинами 2 и 5. 

10.4.2. Механизмы распорного действия 

Для обеспечения значительной силы за
жатия объекта используется распорный эф
фект, возникающий вблизи особого положе
ния зажимающего механизма. Наличие особо
го положения позволяет исключить самопро
извольное движение выходного звена. 

В механизме перемещения и запирания 
борта формы железобетонных изделий (рис. 

С 
К 

Рис. 10.4.3. Механизм перемещения и 
запирания борга формы 
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10.4.3) борт 2 присоединен к основанию с 
помощью гибкого элемента M и приводится в 
движение посредством шестизвенного шар
нирного механизма, содержащего пружинное 
звено КС. В положении раскрытия борта, 
показанном на рис. 10.4.3, звено 1 приведено 
в положение, ограниченное упором 3. Из 
этого положения невозможно самопроизволь
ное закрытие борта, пока центр шарнира В 
лежит по правую сторону от линии АС. Запи
рание борта происходит при повороте рычага 
1 в направлении действия силы / ' до упора 4. 
В этом случае звено СВ будет тянуть шарнир 
С вниз, звенья КС и CL вьггянутся в одну 
линию. Такое положение является особым. 
Звено КС при этом сжимается. Последующее 
небольшое перемещение точки С ниже линии 
KL приведет к устойчивому запиранию борта 
2 (звено 1 упрется в упор 4). Раскрытие его 
происходит при повороте рычага 1 по часовой 
стрелке. 

10.4.3. Механизмы винтового прессования 

В ковочных машинах в ряде случаев 
кроме сжимающего усилия требуется сообще
ние поковке крутящего момента. Выходному 
звену при этом придают винтовое движение с 
определенным соотношением поступательного 
и вращательного перемещений. 

Ползун 4 (рис. 10.4.4, а) перемещается 
по направляющей корпуса пресса 5. До со
прикосновения с поковкой ползун 1 удержи
вается упорами С, обеспечивающими началь
ный угол накпюна стоек 2, J и б. При сопри
косновении с поковкой усилие через наклон
ные стойки 2, J и б, соединенные с ползунами 
4\i 1 сверическими парами, передается ползу-

ШгГ" 

Рис. 10.4.4. Механизмы винтового прессования 

ну 7 и связанному с ним инструменту 7. По
ковка зажимается между инструментами 7 и ^. 
При последующем давлении в направлении 
действия силы F, поскольку ползун 4 не вра
щается, начинает поворачиваться ползун 1 и 
через инструмент 7 скручивает поковку. Соот
ношение силы F и крутящего момента опреде
ляется наклоном стоек 2, J и б. Он может 
регулироваться, например, перемещением в 
вертикальном направлении упоров С. Реак
тивный момент воспринимается направляю
щей 5. В восьмизвенном пространственном 
механизме (рис. 10.4.4, 6) вращение ведущего 
вала 9 преобразуется во вращение и поступа
тельное перемещение инструмента 7 относи
тельно неподвижного инструмента 8. Вал 9 
соединен поступательной парой D со звеном 
/7, которое связано с инструментом 7 кардан
ной передачей, содержащей промежуточные 
звенья EG^ GL^ LM. Оси вращательных пар Е 
и G, L и M перекрещиваются под прямым 
углом, а оси пар Е и М, G и L параллельны. 
Инструмент 7 связан вращательной парой N с 
ползуном 72, перемещаемым вдоль направля
ющей корпуса станка, с которой он соединен 
поступательной парой К. 

В этой схеме параметры инструмента 
(соотношения поступательного движения и 
вращения) определяются вегшчинами эксцент
риситетов е и еу. Причем ei изменяют, регу
лируя положение звена 77 перемещением 
кольцевого упора 10. Через упор 10 воспри
нимается также осевая составляющая реакции 
со стороны поковки, сжимаемой инструмен
тами 7 и 8. 

10.4.4. Самозажимные механизмы 

В различных захватных фрикционных -ус
тройствах, фрикционных муфтах, тормозах и 
передачах имеет существенное значение само-
приспосабливаемость механизма к значению 
полезной нагрузки. В частности, целесообраз
но, чтобы усилие прижатия звеньев возрастало 
пропорционально полезной нагрузке. В неко
торых механизмах, передающих нагрузку не за 
счет фрикционного взаимодействия звеньев, 
возникает задача компенсации деформации 
звеньев под действием силы нормальной к 
направлению движения. В этих случаях ис
пользуют два пути: повьпиение жесткости в 
данном направлении либо направленное про
тиводействие на соответствующие звенья, за
висимое от передаваемой нагрузки. 

Фрикционная передача (рис. 10.4.5, а) 
имеет ведущее 7, ведомое 2 и промежуточное 
4 фрикционные колеса. Колесо 4, подвешен
ное на звеньях 3, при направлении вращаю
щих моментов Ml и М2, показанных на схеме, 
затягивается между колесами 7 и 2. Чем боль-
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ше моменты, тем значительнее сила прижатия - угол трения между колесами). Это условие 
звеньев 1 и 4, 4 и 2. Для самозатягивания не- является приближенным, так как не учитыва-
обходимо, чтобы начальный угол Y < ^Р (где р ^тся трение в шарнирах. 

'•Ш 
8 9 .10 13 

г) 

Рис. 10.4.5. Самозатягаваемые нажимные механизмы 

В поступательной фрикционной передаче 
(рис. 10.4.5, б) тележка 5 перемещается отно
сительно рельса б, который зажат между роли
ками 7 и колесом 4. Колесо 4 вращается под 
действием момента М\. Чем больше сила тя
жести Fg тележки, тем значительнее расклини
вается звено 3 и прижимается колесо 4 к рель
су 6. Момент М\ находится в прямой зависи
мости от силы Fg. Угол а выбирают в первом 
приближении меньше угла трения р между 
рельсом и колесом 4. На условие самозатяги
вания так же, как в рассмотренном выше ме
ханизме, влияет трение в шарнирах. 

В устройстве для осевого нажатия во 
фрикционных передачах (рис. 10.4.5, в, г) под 
действием моментов Мх и М2 звенья 8 и 10 
стремятся повернуться относительно друг 
друга. Скосы, имеющиеся на звеньях, взаимо
действуют через шарик 9 и приводят к относи
тельному осевому перемещению звеньев до тех 
пор, пока не уравняются моменты на звеньях 
8 и 10 и соответственно не будет обеспечена 
необходимая сила прижатия, например, дис
ков 12 и. 13 к дискам 11. Осевая сила /д. (рис. 
10.4.5, в) воспринимается подшипником звена 
8 или (рис. 10.4.5, г) замыкается на звене 11. 
Угол скоса а определяет соотношение между 
окружной силой Fj, приведенной к точке ка

сания шарика и скоса, и осевой силой 
Fx=Ft/iga. 

Во фрикционных колодочных муфтах 
(тормозах) (рис. 10.4.5, д - ж) сила прижатия 
колодок 16 определяется значением момента 
М\. Барабан 18 не может передать движение 
звену 14, если отсутствует или недостаточен 
момент Ml и, следовательно, колодки 16 не
достаточно прижаты к барабану 18. Движение 
в передачах (рис. 10.4.5, д, ж) может быть 
передано лишь при направлении момента Mi, 
показанном стрелкой. Устройства, показанные 
на рис. 10.4.5, д - ж, работают, как некоторые 
разновидности механизма свободного хода. 

В механизме, который может бьггь пред
ставлен как кривошипно-ползунный механизм 
относительно звена 17 (рис. 10.4,5, д), роль 
ползуна выполняет колодка 16. Кривошип 14 
воздействует на колодку через шатун 15. В 
кулачковом механизме (рис. 10.4.5, е), кулачок 
19 при повороте в любом направлении при
жимает колодку 16 к барабану 18. С увеличе
нием момента сила прижатие колодки возрас
тает по определенному закону. При повороте 
шестерни 21 (рис. 10.4.5, ж) поворачиваются 
зубчатые секторы 20 и колодки 16 прижима
ются к барабану 18. Секторы 20 шарнирно 
связаны со звеном 17. 
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Механизм, показанный на рис. 10.4.5, з, 
используется в саморегулируемых дисковых 
генераторах волн волновых зубчатых и фрик
ционных передач. На эксцентриковом валу 22 
установлен эксцентрик 23 с подшипником 4. 
Сила F воздействия гибкого колеса на генера
тор волн направлена вдоль линии центров OiO} 
(без учета трения). Чем больше момент M на 
звене OOi, тем больше сила F. Применение 
такого механизма позволяет исключить отно
сительный проворот гибкого и жесткого колес. 
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Рис. 10.4.6. Центрирующий самозажимной 
патрон станка 

Кроме фрикционного взаимодействия 
используют и другие принципы для самозажа
тия. Например, центрирующий патрон станка 
(рис. 10.4.6) служит для зажатия заготовки под 
действием центробежных сил при вращении 
патрона с определенной угловой скоростью. В 
корпусе 1 (рис. 10.4.6, а) установлены шар
нир но грузы 4, жестко соединенные с кулач
ками J, которые зажимают заготовку 5. При 
неподвижном корпусе 1 кулачки 3 разжаты 
под действием пружин 2. При вращении кор
пуса 1 грузы 4 расходагтся и поворачивают 
кулачки 3 до соприкосновения с заготовкой и 
ее зажатия. 

В качестве грузов могут быть использо
ваны шары 8 (рис. 10.4.6, б). При вращении 
корпуса 9 шары перемещаются под действием 
центробежных сил по криволинейной поверх
ности корпуса. Шары 8 при этом воздействуют 
на звено 7 и через кулису 6 смещают в осевом 
направлении конус 10, который сжимает упру
гие элементы цанги Л. Звено 7 центрируется 
благодаря. симметричном>' расположению трех 
кулис б. В плоскости осевого сечения звенья 
7, 6 и 10 относительно звена 9 образуют пос
ледовательно соединенные ползунно-кулисный 
и кулисно-ползунный механизмы. 

10.4.5. Механизмы, самоприспосабливающиеся 
к положению и форме зажимаемого предмета 

Одна из задач, решаемых в зажимающих 
механизмах, - самоприспосабливаемость к 
месту расположения захватьтаемого предмета. 
В случаях, когда нельзя сдвигать захватывае-

Рис. 10.4.7. Захватное самоустанавлнваемое 
устройство 

мый предмет, пока он не зажат с обеих сто
рон, нужно отслеживать его перемещение или 
смягчить динамические нагрузки при смеще
нии захватываемого предмета, используют 
дифференциальные механизмы или упругие 
элементы. 

В манипуляторе, вьтолненном в виде 
сходящихся и расходящихся губок, ориенти
рующихся относительно захватываемого пред
мета (рис. 10.4.7), губки 7 и Р соединены меж
ду собой дифференциальным механизмом. В 
частном случае он вьшолнен в виде ленточной 
передачи с двумя степенями свободы. Переда
ча имеет натяжной ролик 75, ось которого 
перемещается поршнем 2 влево и пружиной 1 
вправо. При движении ролика влево переме
щается лента 14 и поворачиваются шкивы 4 и 
12, связанные с губками соответственно 7 и 9. 
Каждая губка соединена с корпусом 3 двумя 
параллельными звеньями (звенья 5, 6 для губ
ки 7 и 10, 11 для губки Р), чем обеспечивается 
ее поступательное перемещение. Каждый из 
рычагов 6 и 11 жестко соединен со шкивом 
соответственно 4, 12 и лентой 14. 

При сближении губок та из них, которая 
первой коснется захватываемого предмета (на 
рис. 10.4.7, губка 7), останавливается. При 
этом шкив 4 неподвижен, ролик 15 при пере
мещении влево начинает вращаться, а лента 14 
поворачивает шкив 12 и губка 9 перемешается 
до соприкосновения с захватываемым предме
том. Затем губки зажимают предмет с одина
ковым усилием с обеих сторон. Таким образом 
обеспечивается захват предмета, смещенного 
относительно оси корпуса 3 на величину е. 
Разжимаются губки с помощью ленточных 
пружин 8 и 13 при перемещении ротшка 75 
вправо. 

Еще одной задачей, решаемой в зажима
ющих механизмах, является самоприспосабли
вание к форме захватьтаемых предметов. В 
частном случае требуется обеспечить одинако
вое прижатие губок ко всем граням захватыва
емого предмета. Например, можно зажимать 
жесткий предмет с четырех сторон при неточ-
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ном размещении его фаней (рис. 10.4.8). Зве
нья 1-4 соединены так, что обеспечивается 
примерное равенство сил, с которьп^и они 
прижимаются к граням предмета 7. Звенья 1 и 
2, 3 VL 4 попарно соединены между собой и с 
гидроцилиндром 6 равноплечими рычагами 
соответственно АЕ и FC. Звенья DE и FG 
введены в кинематические цепи для обеспече
ния подвижности выходных звеньев. Гидроци
линдр 5 самоустанавливается между рычагами 
АЕ и FC. Для безопасности работы можно 
обеспечить нормально замкнутое состояние 
зажимного устройства с помощью пружины 6. 
При отсутствии давления в гидроцилиндре 
звенья 1-4 зажимают предмет 7. 

2 

7 Ч 
Рис. 10.4.8. Захватное устройство с четьфьмя 

самоустанавливающимися губками 

Искусственная кисть (рис. 10.4.9, а) и 
захватное устройство (рис. 10.4.9, б) имеют 
захватные элементы, приспосабливающиеся к 
форме захватываемого предмета благодаря 
соединению элементов, аналогичному рас
смотренному выше. Большой палец кисти 
жестко связан с рьиагом 2, а внутрь каждого 
из четырех других пальцев встроен двухкоро-
мысловый механизм (звенья 6 - 8 м стойка), у 
которого шатун 8 и коромысло в приводят в 
движение фаланги пальцев. Механизмы, 
встроенные в пальцы, связаны между собой 
попарно тягами 5 и равноплечими рычагами-
балансирами 4 ж 5. Рычаги связаны между 
собой рьиагом-балансиром J, которому сооб
щается движение от гайки-ползуна 11. Ползун 
приводится в движение винтом 12. Через тягу 
/ передается движение рычагу 2, а через рычаг 
3 - четырем пальцам руки. 

Дифференциальная связь пальцев обес
печивает равную нагрузку на них. При захвате 
пальцы равномерно прилегают к его поверхно
сти. Одна пара пальцев (рычаг 9) связана со 
стойкой пружиной 10. Если эти пальцы не 
встречают сопротивления, то они под действи
ем пружины 10 сжимаются, а захват происхо
дит указательным, средним и большим паль
цами. При захвате ручки портфеля и т.п. 
предметов пружина 10 обеспечивает постоян
ную составляющую усилия, удерживающего 
предмет. 

Рис. 10.4.9. Искусственная кисть и захватное 
устройство, полученные на основе рычажных 

дифференциальных механизмов 

Губки адаптивного захватного устройства 
выполнены в виде направляющих 16 и 21, на 
которых смонтированы элементы 23, имеющие 
между собой уравнительную связь. Крайние 
элементы соединены шарнирно с помощью 
одного звена 77 с направляющей 16, а с по
мощью другого звена - с ползуном 14. Сред
ние элементы соединены с двумя соседними 
элементами. Элементы самоустанавливаются 
по поверхности захватываемого объекта. Если 
поверхности объекта параллельны направляю
щим, то нагрузка на элементы распределяется 
равномерно. В нерабочем положении захват
ного устройства вес элементов воспринимается 
пружинами 15, а ползуны удерживаются пру
жинами 13. Направляющие 16 и 21 соединены 
с корпусом 19 поступательными парами, 
сдвигаются и раздвигаются вращением зубча
того колеса 20, зацепляющегося с рейками 18 
и 22. Имеются и другие варианты аналогичных 
устройств [6] 
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Глава 11 

ОСОБЕННОСТИ МЕХАНИЗМОВ 
ШАГАЮЩЕГО ТИПА 

ДЛЯ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ИХ 
В НЕТРАДИЦИОННОМ ТРАНСПОРТЕ 

Спецификой шагающего транспортного 
средства является то, что его опора не посто
янно находится на земле, как это имеет место, 
например, у колесных машин, а только часть 
времени. В цикле работы движителя выделяют 
две характерные фазы: опоры и переноса. Та
кая организация работы движителя порождает, 
по крайней мере, две проблемы: выбор числа 
ног шагающей машины и согласование фаз 
работы и последовательности работы ног 
(аллюр) у разных движителей (выбор П'оход-
ки). Число ног шагающей системы зависит от 
длительностей опорной фазы и фазы переноса 
движителей и от заданного минимального 
числа ног, которое должно оставаться в опоре. 
Соотношение длительностей фаз оценивается 
коэффициентом режима ходьбы 

Y - о̂п / \*оп "̂  п̂ ер) ' 
где ÎQJ^ И /пер " длительности фаз соответ
ственно опоры и переноса. 

При ходьбе машины, имеющей N йот, на 
земле в разные моменты ходьбы будет разное 
число опорных ног, но можно добиться, г̂го 
это число будет не менее yN . Отсюда, на
пример, следует, что если создается шагающая 
система, постойнно находящаяся в режиме 
статического равновесия при наличии в опоре 
не менее трех ног, то при коэффициенте ре
жима ходьбы каждой ноги, равном 0,5 
(одинаковые длительности фаз опоры и пере
носа), получим, что машина должна иметь не 
менее шести ног. 

Однако это только необходимый при
знак. Неудачным согласованием фаз работы 

статическое равновесие может не сохраниться. 
Для обеспечения устойчивого статического 
равновесия требуется не только наличие не 
менее трех ног на земле, но и такое располо
жение опорных точек на грунте относительно 
корпуса, при котором центр масс проектиро
вался на землю внутри опорного многоуголь
ника - многоугольника, проведенного по кон
цам опорных ног. 

Различают походки регулярные, когда 
длительность шагового цикла у каждой ноги 
одинаковая, и свободные. Регулярные походки 
можно определить набором 2N - 1 параметров 
(N коэффициентов режимов ходьбы у и 
N - I параметров Ô , оценивающих сдвиг на
чала шагового цикла каждой из ног по отно
шению к началу цикла одной из ног). При 
одинаковом режиме ходьбы у всех ног число 
параметров, однозначно определяющих регу
лярную походку, составляет N. 

Трудность выбора походки связана с их 
многочисленностью. При ходьбе ногами по 
одиночке имеется (N - 1)! возможных поряд
ков работы ног. С учетом возможности ходьбы 
также парами, тройками и т.д. это число зна
чительно возрастает. Расчеты показывают, что 
число таких последовательностей работы 
И̂ б = 1082 для N =6 и й̂ 8 = 94585 для 
N =S. Для ходьбы в статически устойчивом 

режиме число возможных походок чуть мень
ше Жбст = 1030, Ж8сх = 94493. 

По аналогии с биомеханикой выделяют 
группу симметричных походок, в которых 
начало работы ног одного пояса (например 
передних, средних или задних) сдвинуто на 
1/2 шагового цикла. Различают также волно
вые походки, при которых сдвиг начала рабо
ты соседних ног одного борта машины у всех 
ног одинаков. Иногда среди волновых походок 
выделяют ползучие походки, отличающиеся 
тем, что сдвиг 6 соседних ног равен относи
тельному времени переноса, т.е. ô = 1 - у . 
Число симметричных походок существенно 
меньше полного их числа, для шестиногих 
^6с =2"*' из которых шесть возможны только 

теоретически при у = 1. 
При рассмотрении класса статически ус

тойчивых походок и сравнении различных 
регулярных походок между собой по запасу 
статической устойчивости (минимальному за 
цикл ходьбы расстоянию от проекции центра 
тяжести машины до фаниц опорного много
угольника) выявлено, что при массе ног, су
щественно меньшей массы корпуса, симмет
ричные походки имеют преимущество перед 
всеми остальными. При этом в подклассе шес
тиногих симметричных наибольшим запасом 
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устойчивости обладают волновые походки, а 
среди волновых - ползучие. Анализ показыва
ет, что широко известная походка шестино-
гих - "трешки" (синхронная работа передней и 
задней ног одного борта и средней ноги друго
го борта) обладает наихудшей устойчивостью 
по сравнению с другими походками с тем же 
коэффициентом режима ходьбы. 

Как известно, симметричные волновые 
походки харакгерны для насекомых, восьми-
ногие членистоногие также имеют волновую 
ходьбу. Однако по запасу устойчивости это не 
оптимальная походка. Увеличением задержки 
в началах работы средних ног одного борта для 
восьминогих механизмов шагающего типа по 
сравнению со сдвигом фаз 5 между крайними 
и средними ногами можно добиться увеличе
ния запаса устойчивости. Так, при у = 0,5 и 
^21 = ^43 = V3, §32 = 1/6 (индексы у ô -
последовательные номера ног одного борта 
начиная с задней правой) запас устойчивости 
может быть 

г = (2 /3 ) / ) , 

где D - расстояние между точками подвеса 
ног. 

Наилучшая волновая походка с у =0,5 
дает запас z = 0,5i) . 

Еще большее различие наблюдается при 
увеличении числа ног. Изменением геометри
ческих размеров машины при том же режиме 
ходьбы и фазовом сдвиге можно достичь неко
торых преимуществ. Введя понятие размаха 
S - длины трека (трек - геометрическое место 
проекций опорной точки на корпус), можно 
связать длину трека с расстоянием между точ
ками подвеса ног D и походкой для получения 
ходьбы "след в след". Дяя волновых походок 
iS = Z) (1 - у) / (1 - Ô). При этом в одном 
следе некоторое время будут стоять одновре
менно две ноги. При 5" = Z) (1 - у) / (2 - Ô) 
получается ходьба "через след", так что в не
которые моменты цикла между соседними 
ногами одной стороны будет незаня1Ъ1Й след, 
но одновременное стояние ног в одном следе 
не происходит. Рассмотренные особенности 
походок справедливы для шагающих машин с 
любыми движителями. 

В настоящее время наметилось три ос
новных подхода к созданию движителей: 1) 
движители с использованием замкнутых ры
чажных механизмов (рис. 11.1, а)\ 2) движите
ли на основе управляемых открытых кинема
тических цепей (рис. 11.1, б)\ 3) ортогональ
ные движители (рис. 11.1, в) 

Задача движителя - обеспечение шагово
го цикла, т.е. воспроизведение относительной 
траектории 1 опорной точки, причем эта тра

ектория имеет явно выраженную опорную 
часть и участок переноса. Относительная дли
тельность опорной фазы, оцениваемая коэф
фициентом режима у , оказывает влияние на 
статическую устойчивость ходьбы, причем для 
увеличения последней величина у должна 
возрастать. Наличие прямолинейного участка 
опорной части траектории порождает по 
крайней мере два полезных свойства движите
ля: при нахождении опорной точки на таком 
участке точка подвеса движется относительно 
уровня земли горизонтально и, следовательно, 
центр масс машины не поднимается, что не 
создает приводу дополнительной работы; при 
организации прямолинейного движения опор
ной точки путем использования прямолиней
но направляющего механизма вертикальная 
реакция со стороны грунта на опорную точку 
механизма не передается на ведущее звено, т.е. 
таким образом механизм движителя на этом 
участке находится в режиме самоторможения. 

гш1 

Рис. 11.1. Примеры шапиопщх движителей: 
а - стопоходящая машина конструкции 

П. Л. Чебышева; б - инсекгоморфный движитель; 
в - ортогональный движитель 

Особенностью кинематики движителей 
является требование одинаковости относи
тельной скорости всех опорных точек, так как 
в противном случае неизбежно возникнут вза
имные подвижки опорных точек, дополни
тельные эволюции горизонтального положе
ния корпуса и проскальзывание ног по земле. 
При несинхронной работе ног, т.е. при работе 
со сдвигом фаз, что определяется выбранной 
походкой, это требование сводится к требова
нию постоянства скорости опорной точки на 
опорной фазе. 

Каждый из трех перечисленных вьппе 
подходов к созданию движителей имеет свои 
преимущества и недостатки. Так, в методе 
использования рьмажных механизмов для 
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движителей можно выделить три главных дос
тоинства (рис. 11.1, а): простота организации 
шагового цикла; экономичность с точки зре
ния затрат энергии на поддержание машины; 
экономичность организации циклической ра
боты движителя, при которой в отличие от 
других подходов накопленная кинетическая 
энергия одних звеньев не пропадает при их 
остановке внутри цикла, а переходит в кине
тическую энергию других, связанных с ними 
звеньев. Описываемый подход имеет два 
принципиальных недостатка, существенно 
сужающих возможности применения механиз
мов в качестве движителей и связанных, глав
ным образом, с жестким циклом механизма, в 
частности, с неизменностью положения траек
тории опорной точки движителя относительно 
корпуса. Во-первых, это невозможность варь
ирования точки постановки ноги на горизон
тали, что может потребоваться по условиям 
местности, и, во-вторых, что наиболее суще
ственно, это невозможность варьирования 
вертикальным расположением опорной части 
траектории относительно корпуса, т.е. невоз
можность смещать возможную точку поста
новки ноги по вертикали. 

Отсюда следует, что шагающие системы с 
движителями такого типа могут нормально 
перемещаться только по ровной поверхности. 
При попытке наступить на препятствие, рас
положенное вьпые уровня дороги, точка подве
са корпуса поднимается на высоту этого пре
пятствия, поднимая центр масс корпуса. Этот 
подъем приводит к отрыву от пдверхности 
части ног, уже стоящих на земле, и к допол
нительной работе приводов. Одновременно с 
этим происходит вертикальный удар опорной 
точки движителя о грунт и горизонтальное 
скольжение (проскальзывание) опоры по грун
ту вследствие несовпадения горизонтальной 
проекции скорости опорной точки в момент 
касания ее препятствия со скоростью движе
ния остальных (уже стоящих на земле) ног. 

Прямые попьггки изменить точку поста
новки ноги по вертикали путем перемещения 
воспроизводящей точки по шатуну, как пра
вило, не приводят к успеху, так как у прямо
линейно направляющих механизмов имеется 
только одна точка шатуна, которая воспроиз
водит прямую линию наилучшим образом. В 
ее окрестностях прямолинейность обьршо 
резко ухудшается, хотя и известны несколько 
успешных решений задачи направленного 
синтеза прямолинейно направляющего меха
низма, воспроизводящего семейство парал
лельных прямых достаточной точности, однако 
скорость движения воспроизводящей точки на 
разных прямых семейства разная, что требует 
дополнительной регулировки скорости криво
шипа, чем собственно и обесценивается пред
ложенное решение. 

Шагающие машины с механическими 
движителями могут быть эффективно исполь
зованы, например, при ходьбе по мягкому, но 
ровному грунту поля дождевальной машины 
или по выровненной поверхности карьера 
шагающего экскаватора, т.е. при ходьбе машин 
с малым числом ног, статическое равновесие 
которых обеспечивается увеличенной поверх
ностью опор-лыж. 

Значительно лучшим решением является 
применение в качестве движителя механизма с 
поступательно движущимся звеном, траекто
рии точек которого тождественны траектории 
точки, воспроизводящей прямую линию. По
ступательно движущееся звено можно органи
зовать искусственно: добавить к прямолиней
но направляющему механизму ряд механиз
мов - трансляторов, или провести синтез его 
непосредственно. Оба решения без особых 
усложнений позволяют решить проблему адап
тации для увеличения профильной проходи
мости шагающих машин. 

Преимущества второго подхода к проек
тированию движителей с использованием от
крытых кинематических цепей и независимым 
управлением по каждой степени свободы 1 - 3 
отдельно пдя. каждой ноги являются следстви
ем, главным образом, гибкости управления 
(рис. 11.1, б). И хотя такие движители назы
вают инсектоморфными и антроморфными, 
эти названия отражают только некоторую 
внешнюю схожесть ног машин с лапками на
секомых и ног человека, так как ни по числу 
звеньев и пар, ни по виду используемых ки
нематических пар совпадения не наблюдается. 

При таком подходе появляется возмож
ность варьирования точки постановки ноги 
относительно корпуса и отработки практичес
ки любой относительной траектории опорной 
точки. Это существенно расширяет профиль
ную проходимость шагающего аппарата и в 
принципе позволяет даже, например, ставить 
ноги выше точек подвеса, реализуя вариант 
лазающей машины. Выбор точек постановки 
ноги может осуществляться водителем или 
специализированньпл управляющим устрой
ством. Однако следует иметь в виду, что при 
многоногих аппаратах человек, как правило, 
не в состоянии своевременно выбрать точки 
постановки каждой ноги, а при использовании 
автоматического устройства управления возни
кает проблема создания устройства сбора ин
формации о местности, по крайней мере, в 
точках предполагаемой постановки ног. 

Основные недостатки этого подхода свя
заны со следующим. Приводы открытой ки
нематической цепи дополнительно нагружены 
для удержания массы машины, и вертикаль
ные реакции на опорные точки движителей 
порождают дополнительные силы или момен
ты во всех приводах движителя. Следствием 
этого является существенная дополнительная 
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работа всех приводов при перемещении ма
шины, причем система приводов движителя 
обладает внутренней диссипацией энергии, 
проявляя диссипативные свойства приводов, 
характерные для робототехнических конструк
ций. В данном случае это проякляется в том, 
что приводы работают "друг против друга" и 
сумма модулей работ всех приводов намного 
больше работы внешних сил и изменения 
энергии корпуса машины. Следует также отме
тить, что поскольку для отработки программ
ного движения опорных точек требуется реа
лизовать достаточно сложные функциональные 
зависимости моментов приводов от перемеще
ния, то традиционная реализация их с помо
щью автоматических систем с обратными свя
зями, имеющими, как правило, невысокий 
КПД, существенно снижает общий КПД сис
темы. 

Кроме того, при ходьбе, при переходе от 
фазы опоры к фазе переноса, и наоборот, 
приводы движителя реверсируются, проходя 
при этом через полную остановку звеньев 
движителя. В результате этого кинетическая 
энергия звеньев, например, на фазе переноса 
при остановке полностью теряется 
(рассеивается) и новую фазу (опоры) движи
тель начинает с начальными нулевыми скорос
тями всех звеньев. При такой двухкратной за 
шаговый цикл потере энергии требуемая мощ
ность приводов резко возрастает с увеличени
ем скорости ходьбы (примерно пропорцио
нально скорости в кубе), соответственно воз
растает масса приводов, что требует более 
прочной и тяжелой металлоконструкции и 
соответственно больших моментов в приводах 
для удержания массы корпуса, а для более 
массивных ног требуется еще большая мощ
ность привода для восполнения потерь энер
гии при остановках и т.д. Следствием этого 
являются весьма невысокие скорости реализо
ванных устройств и теоретические их оценки. 

Применение такого подхода построения 
движителей возможно, если профильная про
ходимость и гибкость в выборе программного 
движения лревалируют над экономичностью, 
массой и скоростью шагающих машин, на
пример при создании автоматических роботов 
для сбора информации в труд но дост> иных шти 
невозможных для пребывания человека мест
ностях со сложным рельефом, но достаточной 
несущей способностью 

В ортогональном типе движителя (рис. 
11.1, в) шаговый цикл реализуется совместным 
движением двух приводов - вертикального 1 и 
горизонтального 2, перемещающих в поступа
тельных парах соответственно ногу относи
тельно каретки и каретку относительно корпу
са. Для ортогонального движителя характерно 
наличие сенсора в опоре J, подающего сигнал 
о контакте с грунтом и тормозящего верти
кальный привод 7, опускающий ногу, тем 

самым прекращающим ее дальнейшее опуска
ние. Другой особенностью ортогонального 
движителя является постоянство скорости его 
приводов. При этом, например, привод гори
зонтального перемещения каретки имеет одну 
и ту же постоянную скорость на фазах опоры, 
опускания и подъема ноги и, возможно, дру
гую противоположного направления, но также 
постоянную скорость на фазе переноса ноги. 
Вертикальный привод I работает только на 
фазе опускания ноги до контакта с грунтом и 
на фазе подъема до прихода ноги в ее верхнее 
положение, тогда как на фазе опоры и в край
нем верхнем положении ноги он заторможен. 

При такой организации шагового цикла 
отсутствуют затраты энергии на поддержание 
массы машины, так как в отличие от хмашин 
предыдущего типа вес корпуса воспринимает
ся не двигателями, а тормозом. Постоянство 
скоростей приводов на всех фазах позволяет 
отказаться от неэкономного функционального 
привода, что значительно повышает КПД и 
исключает соответствующие системы управле
ния приводами. Ортогональный движитель 
обладает наиболее рациональной траекторией 
опорной точки - относительно земли на фазах 
опускания и подъема ноги она движется вер
тикально. 

Среди недостатков ортогонального при
вода нужно отметить два основных. В ортого
нальном приводе, как и в движителе с откры
тыми кинематическими цепями, дважды за 
цикл происходит полная остановка звеньев с 
соответствующим рассеянием кинетической 
энергии, и поэтому скорость ходьбы машины 
с ортогональным приводом также вряд ли 
может быть значительной. Хотя, с другой сто
роны, прямолинейное возвратно-
поступательное движение основных атементов 
движителя позволяет организовать рекупера
цию энергии. 

Автоматический выбор длины выдвиже
ния опускающейся ноги по сигналу опорного 
сенсора связан с проблемой накопления 
ошибки сенсоров. В результате некоторой 
податливости грунта и упругостей в конструк-
тивньос элементах движителя происходит не
которое уменьшение вертикальной осадки 
движителей по мере перемещения их относи
тельно корпуса вследствие переменности на
грузки на них при изменении положения про
екции центра масс корпуса относительно 
опорного многоугольника. Одновременно с 
этим происходит и некоторое малое измене-, 
ние угловой ориентации положения корпуса в 
пространстве (девиация). В то же время вновь 
опускающаяся нога ставится в свободном не
напряженном состоянии на недеформируемый 
грунт. Последующее увеличение нагрузки на 
эту ногу и соответствующая осадка точки ее 
подвеса обусловливают дополнительную осад-
к>' всего корпуса. Процесс повторяется при 
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каждой постановке очередной ноги и приво
дит к прогрессивному опусканию корпуса и 
нак,юну его назад (спо;гзание). Предваритель
ным нажимом ноги на трунт после ее поста
новки можно существенно уменьшить сполза
ние, однако иск;1ючить его не удается, глав
ным образОхМ, из-за неодинаковости свойств 
грунта под опорахМи разных ног. Следователь
но, для фиксации ориентации положения 
корпуса в пространстве требуется дополни
тельная периодическая коррекция положения 
и соответствующая система датчиков абсолют
ного положения корпуса. 

Кроме того, наличие значительной вер

тикальной скорости нога в момент контакта ее 
с грунтом сопровождается ударными явления
ми. Для исключения ударов усложняют сен
сор, оснащая его свойствами предкасания, 
однако это увеличивает ошибку фиксации 
положения ноги и величину сползания. 

Следует отметить, что явление сползания 
наблюдается и в движителях с открытыми ки
нематическими цепями в случае, если они 
оснащены сенсором в опорной точке ноги, 
информация которого используется для пере
хода движителя из работы в фазе переноса в 
фазу опоры. 

Рис. 11.2. Модификация ортогонального движителя: 
а - с пантографным механизмом; о - с прямолинейно-направляющими механизмами 

Конструкгивный недостаток ортогональ
ного движителя вызван наличием длинных 
поступательных пар, что порождает нежест
кость системы от продольных сил, требует 
защиты поверхностей пары от грязи и умень
шает скорость ходьбы при непосредственном 
применении традиционных приводов поступа
тельного перемещения. Известны по крайней 
мере два способа решения этой проблемы: 
сочетание небольших по размерам направля
ющих поступательных пар (иногда даже со
вмещение их с гидроцилиндро!^! 7 И 2 приво
да), и механизмов пантографа того или иного 
типа (например, ABCDEH), геометрически 
увеличивающих траекторию опорной точки 
(рис. 11.2, а)\ получение двух взаимно пер
пендикулярных движений в ортогональном 
движителе с помощью двух прямолинейно-
направляющих механизмов ABCD ( /. -
образного Чебышева) и EFGH (Уатга), соот
ветственно расположенных в пространстве 
(рис. 11.2, б), что позволяет выбрать в качестве 
привода горизонтального движения криво
шипный механизм и исключить потери энер
гии при реверсе. 

Поскольку адаптация ортогонального 
движителя к неровностям, по существу, огра

ничена только размером ноги и может быть 
весьма значительной, то областью применения 
шагающих систем с движителями этого типа 
могут быть транспортные средства значитель
ной ФУ30подъемности лдя ходьбы по сильно 
пересеченному грунту, сохраняющие при этом 
практически неизменным положение корпуса. 
Следует, конечно, отметить, что по профиль
ной проходимости ортогональный движитель 
уступает движителям с открьггЫхМИ кинемати
ческим цепями, но по грузоподъемности и 
экономичности превосходит их. 

Вопросы маневрирования машины ре
шаются также по-разному в зависимости от 
типа движителя. Так, в движителях с направ
ляющими механизмами поворот машины чаще 
всего совершается "тракторным" способом 
путем изменения скорости или даже заторма
живания всех или части ног на одном борту по 
сравнению со скоростями ног другого борта. 
При этом неизбежно возникновение проскаль
зывания ног по земле с соответствующими 
потерями и возможностями их заклинивания 
и поломки. Известны решения, когда в цикле 
ходьбы имеются фазы, при которых корпус 
опирается на землю непосредственно днищем 
с поворотнЫхМ кругом. Однако ввиду потерь 
энергии на остановки - разгон корпуса и на 
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его подъем - опускание эффективность такого 
решения незначительна. 

При применении движителей с откры
тыми управляющими кинематическим цепями 
при маневрировании дополнительной пробле
мы не возникает совсем, так как движитель 
такого типа позволяет в принципе воспроиз
водить любую программную траекторию опор
ной точки, в том числе и ту, которая необхо
дима для поворота машины без проскальзыва
ния ног. Для этого в относительном движении 
опорные точки должны воспроизводить отрез
ки концентричных дуг, причем линейные ско
рости движения опорных точек по траектори
ям пропорциональны радиусам дуг. 

В ортогональном движителе, в котором 
прямолинейность относительной траектории 
положена в основу его действия, поворот ре
шают приближенными способами. Для этого 
дополнительным приводом весь механизм 
поворачивают так, чтобы прямолинейный 
отрезок опорной части (трек), оставаясь гори
зонтальным, бьит наклонен под углом к про
дольной оси корпуса. Соответствующим выбо
ром углов всех треков (их можно расположить 
примерно по многоугольнику) можно добить
ся малого отклонения движения ног машины 
от прямолинейного. При таком решении не
избежно возникновение проскальзывания ног. 
Для его исключения в систему вводят допол
нительные степени свободы или путем связи 
приводов разных движителей через дифферен
циальные механизмы, или путем оснащения 
системы дополнительными звеньями 
(компенсаторами), число и расположение ко
торых выбирают так, чтобы полное число сте
пеней свободы системы корпус - механизмы 
движителей, находящихся в опоре, бьшо равно 
числу приводов опорных движителей. 

При построении ортогональных движи
телей с использованием пантографов необхо
димое отклонение от траектории опорной 
точки от прямолинейной к дуговой можно 
получить, перестраивая пантограф, перемещая, 
например, его шарнир, связанный с корпусом, 
в направлении, перпендикулярном к треку. 

Если ортогональный движитель состав
лен из двух прямолинейно-направляющих 
механизмов, то, располагая механизм, реали
зующий продольное движение опорной точки 
(каретки), в горизонтальной плоскости и пере
страивая его параметры, т.е. меняя, например. 

взаимное расположение кинематических пар, 
связанных со стойкой, можно получить ис
кривление его трека. Известны прямолинейно-
направляющие рьг4ажные механизмы, которые 
при такой перестройке параметров воспроиз
водят кроме прямой линии также дуги разного 
радиуса и разной кривизны ( X -образный ме
ханизм Чебышева). Применение такого пере
страиваемого механизма в принципе решает 
задачу реализации системы маневрирования, 
хотя необходимо отметить, что вследствие 
заметной погрешности воспроизведения дуг в 
механизме для исключения проскальзывания 
ног обязательно наличие дополнительных зве
ньев-компенсаторов, что вместе с дополни
тельными механизмами для перестройки ме
ханизмов движителей приводит к достаточно 
громоздкой многозвенной системе. 

Грунтовая проходимость шагающих ма
шин не зависит от способа построения движи
теля. Улучшение проходимости при шагании 
связано, главным образом, с уменьшением 
работы приводов на образование колеи и не
сколько отличного от колесных движителей 
принципа получения тягового усилия. Однако 
при мягких липких грунтах возникает необхо
димость предупреждения налипания грунта на 
движители, что затрудняет их перенос, и со
здания увеличенного усилия отрыва опоры от 
грунта из-за ее прилипания. 

Поэтому сейчас представляется наиболее 
перспективной областью применения шагаю
щих систем достаточно пересеченная мест
ность с твердым грунтом. 
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Автоколебания - Маятниковая автоколебатель
ная система 354 - Модель для исследова
ния флаттера крыла 356 - Особенности 
354-357 - Принципиальная схема автоко
лебательной системы 354 - Энергетиче
ские соотношения 355 - см. также Си
стемы автоколебательные - фрикцион
ные 377-379 - Примеры определения ам
плитуды, периода и размахов 379-381 

Алгоритмы шаговые и итерационные 255-262 
Амортизатор упругопластический 410, 411 
Амплитуда колебаний 319 
Аналог механический поведения материала вяз-

коупругого 242 
- упруговязкопластического 239 
Анизотропия криволинейная 38 
- цилиндрическая 38 
Антирезонанс 325, 327 

Балка - Схема нагружения внешними силами 
340 

- на упругом основании 333 
Бимодулыюсть 287, 288 
Бифуркация - Понятие 475 
- форм равновесия упругопластических стерж

ней 497, 498 

В 
Варьирование по Гриффитсу 485, 486 
Вектор перемещения материальной то<1Ки 18 
Вероятность - Связь с понятием 

"устойчивость" 525 
- опасного состояния 528 
Ветвление форм равновесия - Понятие 475 
- систем 495, 496 
- точки 475-477 
Виброактивность внешняя - Источник 422 
Виброизоляторы - Колебания машины на виб

роизоляторах 428-431 - Силовые, удар
ные характеристики 415 

- с нелинейными характеристиками 439-442 
- с упругими упорами 440, 443 
Виброизоляция - Модель виброизолированного 

электродвигателя 427 - Принципы 422, 
423 - Простейшая расчетная модель виб
роизолированной машины 423 - Эффек
тивность 436 

Возбудитель колебаний - Взаимодействие с 
колебательной системой 389-392 

Возбуждение колебаний параметрическое 359 -
Области 360 - Поперечные колебания 
однородной балки под действием про
дольной сжимающей силы 360 - Схемы 
359 

Возмущения случайные - Влияние на равнове
сие консервативных систем 525-527 

Волны акустические - Взаимодействие механи
ческих систем 513-515 

- ударные - Взаимодействие механических 
систем 515, 516 

Выпучивание стержней вязкопластических 501, 
502 

- вязкоупругих 500, 501 
- упругопластических 499, 500 
Вязкость разрушения 144 
Вязкость линейная 109 

Галопирование 521 
Гаситель колебаний динамический - Амплитуд

но-частотные характеристики 327-329 -
Схемы 327 

Гипотеза Ньютона 405, 408, 409 
- Рауса 409 
- Фурье 196 
Годографы неустойчивые - Графики полино

мов 468 
- устойчивые 467 - Графики полиномов 468 
Градиент температуры 196 
Графики свободных движений 320 
- ударных воздействий типовые 415 

Д 
Движение асимптотически устойчивое в целом 

458 
- возмущенное 457 
- невозмущенное 457 
- неустойчивое по Ляпунову 458 
- устойчивое по Ляпунову 457 
Девиатор деформации 23 
- напряжений 33, 34 
Декремент колебаний 320 
- логарифмический 320 
Дельта-функция Дирака 49, 50, 395, 405 
Демпфирование большое 320 
- критическое 320 
- малое 319 
Дестабилизация равновесия вследствие трения -

Эффекты 481-483 
Деформации главные 22 
- ползучести 17 
- сдвига максимальные 22 
Деформация плоская 67, 68 - Основные зави

симости в декартовых координатах 68, 69 
- Основные зависимости в полярных ко
ординатах 69, 70 

Деформирование - Методы экспериментально
го определения сопротивления деформи
рованию 135 

Деформируемость материала 17 
Диаграмма Айнса-Стретта 371, 483 
- Давиденкова - Фридмана 178 
- длительной прочности материала 179, 180 
- предельных состояний хрупкого материала 

176 
- растяжения 84 
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- трещиностойкости 163, 164, 171 
- устойчивости 483, 484 
Диаграмма деформирования материала 95 
- "сила Р - смещение v*' 161 
- сплава с памятью формы 248, 249 
- упругого образца с трещиной 154 
Диаграммы деформирования - Влияние кон-

структорско-технологических и эксплуа
тационных факторов 131-135 - Методы 
аппроксимации 129-131 - Схемы ап
проксимации 129 

- в относительных координатах 130 
- низкоуглеродистой конструкционной стали 

при растяжении 136 
Дивергенция 521 - Скорость 521 - Формулы 

для аэро- и гидродинамических сил при 
расчете дивергенции 517, 518 

Диск турбины - Диаграммы деформирования 
материала диска 260, 263 

- Конечно-элементная дискретизация осевого 
сечения 263 

- Пример ползучести в зонах концентрации 
напряжений 265, 266 

- Программа нагружения 259, 263 
- Расчет деформаций в зоне болтовых от

верстий 267 
Дисперсия случайной величины 394 
Диссипация неполная 477 
- полная 477 
- энергии при необратимых термомеханиче

ских процессах 194, 195 
Добротность линейной системы 320 

Задача Гриффитса 152 
- Коши 383, 488, 489 
Задача плоская - Плоское напряженное со

стояние (обобщенное) 71, 72 - Решение 
для прямоугольной пластины в полино
мах 75, 76 - Решение для прямоугольной 
пластины в тригонометрических рядах 
76, 77 - Решение в полярных координа
тах 77-81 

Задача термоупругости осесимметричная 220 
Задачи динамические термовязкоупругости 

187-190 
- механики твердого деформируемого тела -

Классификация 38 
- термовякоупругости - Вариационные форму

лировки 192-194 
- теплопроводности - Аналитические методы 

решения 202-207 - Численные методы 
решения 207-210 

- термомеханики тел переменного состава 190-
192 

- термопластичности - Методы решения задач 
деформационной теории 232-234 - Ме
тоды решения задач теории пластическо
го течения 234-236 - Прикладные методы 
решения 231-236 

Закон Амонтона - Кулона 365 

- Гука 37, 40, 130, 146, 149, 220 
- Гука обобщенный 36, 37, 68-70, 72, 73 
- парности касательных напряжений 29 
- сохранения массы 182 
- сохранения энергии 183 
- термодинамики второй 183 
- термодинамики нулевой 182 
- течения ассоциированный 88, 89 
Запасы прочности - Расчетно-эксперименталь

ное обоснование 172, 173 - Схема анали
за местных напряжений и деформаций 
165 

- по номинальным напряжениям 164, 165 
Запуск жесткий 389 
Затягивание по амплитуде 389 
- по частоте 388 
Звукоизоляция машин - Методы 431, 432 

И 
Импулы: ударный 404 
- ускорения 405 
Инварианты тензора деформации 22 
- напряжения 33 
Интеграл Мора 124 
- Фурье 401 
Интенсивность деформации 23 
- напряжений 33, 34 
- сил 27 

Колебание системы главное 322 
Колебания вынужденные - Системы с нелиней

ной восстанавливающей силой 370, 371 -
Системы с нелинейным трением и ли
нейной упругой характеристикой 371 

- диссипативных упругих систем 340-342 
- при гармоническом возмущающем воз

действии 320, 321 
- при действии произвольного периодического 

возбуждения 322 
- при произвольных возмущениях 321,322 
- установившиеся 321 
- установившиеся недиссипативных упругих 

систем 338-340 
Колебания гидромеханической системы 350 
Колебания жидкости в баке - Механическая 

модель 347 
- свободные - Вариационный метод решения 

задач 347, 348 
Колебания линейной системы без учета сил 

сопротивления вынужденные установив
шиеся 325, 326 - Использование нор
мальных координат 325 

- свободные (собственные) 322, 323 - Нор
мальные координаты 323, 324 

Колебания линейной диссипативной системы с 
конечным числом степеней свободы вы
нужденные 326, 327 

- свободные 325, 326 - Нормальные координа
ты 326 
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Колебания малые 316 
- машины на виброизоляторах 428-431 
- нелинейные 360 
- нелинейные упругоподвешенных твердых тел 

371-373 
- пластины изгибные 333 
- пространственные 371 
Колебания плоские поперечные жесткого бака с 

жидкостью - Главный вектор и главный 
момент гидростатических и гидродина
мических сил 345 

- Механическая модель колебаний жидкости в 
баке 346, 347 

- Потенциал абсолютных скоростей жидкости 
в баке в форме прямоугольного паралле
лепипеда 345, 346 

- Потенциал абсолютных скоростей жидкости 
в круговом цилиндрическом баке 343-345 

- Уравнения возмущенного движения 346 
- Частота свободных колебаний бака 347 
Колебания роторов вынужденные нелинейные -

Гибкий ротор с ограни^штелем деформа
ций 376, 377 

- Ротор на опорах специального типа 376 
- Ротор на подшипниках качения 375, 376 
- Ротор на подшипниках с большими зазора

ми 373-375 
- Шаровой ротор в электромагнитном подвесе 

377 
Колебания свободные - Аналитическое реше

ние 334, 335 - Балка на упругом основа
нии 335 - Метод начального параметра 
336 - Метод последовательных прибли
жений 335 - Метод Ритца 336, 337 - Ме
тод Ралея 337 - Разделение переменных 
334 - Определение частот и форм 334-
337 - Свойства частот и форм 337, 338 

- затухающие систем с нелинейным трением 
при линейной упругой характеристике -
Законы затуханий 369 - Трение пропор
ционально w-й степени скорости 369 -
Частотно-независимое трение 370 

- линейной системы - Понятие 319 
- систем с нелинейной восстанавливаюшей си

лой 365-369 
- системы без трения 319 
- системы при наличии вязкого трения 319, 

320 
Колебания сжимаемой жидкости одномерные в 

жесткой прямой трубе - Бегущие волны 
352 - Граничные и начальные условия 
350 - Уравнения колебаний 350 

- в прямой упругой трубе - Двумерная задача 
353 - Сравнение эквивалентных скоро
стей звука жидкости в одномерной и 
двумерной задачах 354 - Учет упругости 
трубы в одномерной задаче 352 

Колебания случайные вынужденные 399, 400 
- нестационарные 400 
- свободные 398, 399 
- систем с распределенными параметрами 403, 

404 

- стационарные 400-403 
Колебания стержня поперечные при наличии 

продольных сил 333 
- прямого 330 
- прямого призматического 331, 332 
- свободные поперечные - Собственные значе

ния и формы 334 
Колебания струны поперечные 330 
- субгармонические 371 
- упругих систем - Методы составления диф

ференциальных уравнений 330 
- упругого бака с несжимаемой жидкостью 

349, 350 
Композиты - Понятие, свойства 273,274 
- слоистые - Диссипативные свойства 310, 311 

- Термоупругие свойства 306-310 
Компоненты деформации 20 - Преобразование 

при переходе от одних координатных 
осей к другим 21, 22 - Упрощение выра
жений, возможные при малых удлинени
ях, углах сдвига и углах поворота 22, 23 

- напряжений 28 - Преобразование при пере
ходе от одних координатных осей к 
другим 29 

Координаты криволинейные 25 - Основные 
зависимости теории деформаций 25, 26 

- лагранжевы 18 
- эйлеровы 18 
Косинусы налравляюпше векторов - Значения 

20 
- ортов - Значения 21 
- осей - Значения 22 
Коэффициент восстановления - Решение задач 

о соударениях твердых тел 408, 409 
- восстановления скорости 405 
- динамичности - Зависимость от коэффици

ента расстройки 321 
- диссипации 305, 306, 311 
- запаса прочности - Выбор 166-169 
- интенсивности напряжений 150 
- Ляме 211 
Коэффициент объемного расширения (сжатия) 

37 
- Прандтля 517 
- Пуассона 36-38, 72 
- расстройки 321 
- редукционный поясков широкополых балок 

77 
- снижения прочности 167 
- теплопроводности 175 
- формы ддя профиля 172 
Кривые деформирования 133 
- длительной прочности и пластичности для 

сталей 138 
- накопленных циклических повреждений при 

мягком нагружении 141 
- ползучести ПО, 11, 115, 117-119 
- с последействием ПО 
- резонансные 372 
- релаксации ПО, 114 
- усталости при жестком нагружении 141 
- циклического деформирования 266, 267 
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Критерий Био 198 
- Зубова 466, 467, 489-491 
- Ишлинского - Хилла 85 
- Коши - Михайлова - Найквиста 467, 468 
- Коши - Сильвестра 474 
- Максвелла - Хубера 85-88 
- Мизеса 155, 156 
- Мора 86 
- начала распространения трещины 143, 158 
- Писаренко - Лебедева 86 
Критерий пластичности - Общий вид 84 
- для изотропного тела, одинаково сопро

тивляющегося растяжению и сжатию 84-
86 

- для изотропного тела, различно сопро
тивляющегося растяжению и сжатию 86 

- для ортотропного тела 86 
- для плоского напряженного состояния 85 
- для уплотняемых тел 87, 88 
Критерий плотности энергии деформации 158 
- разрушения деформационный 135-137 
- разрушения изотропного материала 158 
- разрушения материала теплонапряженных 

конструкций 176-180 
- разрушения при наличии пластических зон у 

трещин 158-160 
- разрушения силовой 135-137 
- разрушения энергетический 135-137 
- Рауса - Гурвица 464-466, 509, 531 
- Треска - Сен-Венана 86, 88 
- устойчивости при ударных нагрузках 510, 

511 
К-тарировка Ирвина 152 
Круги Мора 176, 177 

M 

Макромеханика монослоя 274-276 - Закон де
формирования в осях упругой симметрии 
274 - Закон деформирования в произ
вольных осях 274-278 - Расчетная схема 
монослоя 274 

Мартенсит 247 - Термоупругие переходы 247 
Материал линейно-упругий - Связь между ком

понентами напряжения и деформации 36 
Материалы композиционные - см. Композиты 
- конструкционные - Особенности теплофизи-

ческих и механических свойств 175, 176 
Матрица квадратная 57, 58 
- квазидиагональная 57 
- монодромии 470 
- оператора перехода 470 
- податливости 96 
- прямоугольная 64 
Матрицы переноса элементов виброизолирую

щих устройств 437 
Машина виброизолированная - Нелинейные 

колебания 444 - Нелинейные явления 
440-444 - Субгармонические резонансы в 
системе с нелинейным упругим элемен
том 443, 444 - Эффект Зоммерфельда 
444-446 

- упругая - Определение динамических харак
теристик 434-436 

Метод Адамса 210 
- анализа устойчивости 478, 479 
- Бубнова - Галеркина 47-49, 205 
- взвешенных невязок 49, 50 
- вьиислительного эксперимента 494, 495 
- граничных элементов 65-67, 102-105, 22-226 
- дихотомии - Алгоритм 491 
- дополнительных деформаций 231, 232 
- Зубова - Численная реализация 489-491 
- конечных разностей 226 
Метод конечных элементов 54-65, 99-102, 215-

222, 255, 257, 259 
- Выбор основных неизвестных 56 
- Дискретизация области 55, 56 
- Интерполирующие полиномы - см. Полино

мы интерполирующие 
- Использование вариационных принципов 

63-65 
- Краевая задача и ее вариационная формули

ровка 55 
- Определение "выходных" параметров крае

вой задачи 58 
- Получение основной системы разрешающих 

уравнений 57, 58 
- Построение интерполирующего полинома и 

условия сходимости МКЭ 56, 57 
- Совместное решение системы алгебраических 

уравнений 58 
Метод Лагранжа II рода 330 
- линеаризации при введении хордального 

метода кривой деформирования - Итера
ционная схема 234 

- Майзеля 213, 215 
- матриц монодромии 492, 493 
- Монте-Карло 210 
- начального параметра 336 
- начальных деформаций 98 
- начальных напряжений 97, 98 
- Ньютона - Канторовича 232, 234, 258 
Метод обобщенных определителей Хилла 493, 

494 
- переменных параметров упругости 97, 231, 

258 
- Ритца 192, 336, 337, 348 - Выбор координат

ных функций 45, 46 - Основные положе
ния 44 - Расчетный алгоритм 44, 45 

- Рунге - Кутга210, 488 
- Рэлея 337 
- Треффца 49 
- упругих решений Ильюшина 103 
- Эйлера - Коши 210 
Методы возмущений 213 
Методы корреляционные исследования случай

ных колебаний вынужденных 399, 400 
- нестационарных 400 
- свободных 398, 399 
- систем с распределенными параметрами 403, 

404 
- стационарных 400-403 
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Методы последовательных приближений 96-
99, 335, 336 

- прямые вариационные 41 
- расчета виброударных систем 383-387 
- расчета численные термоупругих напряже

ний в элементах конструкций 215-226 
- смешанные вариационные 53 
- теории функций комплексного переменного 

213 
- численного построения областей неустойчи

вости 491, 492 
- экспериментального определения сопротив

ления деформированию 135 
Методика математического моделирования 

теплонапряженных конструкции 250-254 
Механика разрушения линейная 143, 144 
Механика разрушения тел с трещинами - Ли

нейная механика разрушения 143, 144 
- Линии и траектории главных напряжений 

147 
- Напряженное состояние в окрестности конца 

разреза 145-150 
- Пластическая поправка Ирвина 157 
- Распределение напряжений в упругопласти-

ческой зоне у вершины трещины 154-156 
- Расчет коэффициента интенсивности напря

жений 150-152 
- Схема образования вторичных трещин от 

максимальных напряжений 148 
- Типы смещений берегов трещины и прин

цип суперпозиции 144, 145 
- Три области идеально-упругого тела с тре

щиной 149, 150 
- Устойчивые и неустойчивые состояния тела с 

трещиной 153 
- Формула податливости Ирвина 154 
Микромеханика кратковременной прочности 

монослоя - Критерии прочности моно
слоя при комбинированном нагружении 
297, 298 - Напряженное состояние ком
понентов 291-295 

- гибридного 298-301 
- при одноосном растяжении 295, 296 
- при одноосном сжатии 296, 297 
- при продольном сдвиге 296 
Микромеханика ползучести монослоя - Вязко-

упругие свойства компонентов 288, 289 
- при поперечном нагружении 290, 291 
- при продольном нагружении 289, 290 
- при продольном сдвиге 290 
Микромеханика упругих свойств пластика, ар

мированного тканью - Диаграмма дефор
мирования тканепластика 287, 288 - Рас
четная модель пластика 283, 284 -
Упругие харакгеристики 284-287 

Модели динамические виброзащитных систем, 
содержащих подвижные массы 432-434 

- линейно-упругого тела - Изотропное тело 37 
- Ортотроп}1ое тело 36 - Ортотропный 
материал с цилиндрической анизотропи
ей 37, 38 - Грансверсально-изотропное 
(монотропное) тело 36, 37 

- неупрутого конструкционного материала в 
неизотермических условиях 242-246 

- обобщенные в расчетах нестационарно на
груженных конструкций 125-127 

- структурные 226 
- структурные термопластичности и термопол

зучести 236-242 
- упругопластические 410, 411 
- физические термопластичности и термопол

зучести 236 
Моделирование математическое теплонапря

женных конструкций - Методика 250-254 
- Шаговые и итерационные алгоритмы и 
принципы построения программных 
комплексов 255-268 

- процессов неизотермического упругопласти-
ческого деформирования 262-268 

Модель абсолютно твердого тела 405-407 
- Ван-дер-Поля 365 
- Герца нелинейная упругая 409, 410 
- математическая материала 226 
- механическая системы с одной степенью 

свободы 474 
- структурная материала 236, 237 
Модуль продольной упругости 36, 38 
- секущий 89, 90 
- сдвига 37, 72 
- Юнга 36, 37, 72 
Момент вибрационный 391 
- корреляционный системы двух случайных 

величин 394 
Монослой - Диссипативные свойства 304-306 -

Макромеханика - см. Макромеханика мо
нослоя - Микромеханика кратковремен
ной прочности - см. Микромеханика 
кратковременной прочности монослоя -
Микромеханика ползучести - см. Микро
механика ползучести монослоя - Расчетная 
модель при поперечном сжатии 296 -
Расчетная модель при продольном сдвиге 
293 

Мощность пластическая 94 
Мультипликаторы 470-472 
Муфты упругие - Конструкция 446 - Механи

ческие характеристики 446, 447 
- в двухмассовой системе - Эффективность 

451,452 
- в машине с идеальным двигателем - Пара

метрический резонанс в системе с иде
альным двигателем 449, 450 - Переход
ные процессы 450, 451 - Расчетная мо
дель системы 447 

H 
Нагружение жесткое 133 
- материала активное 226 
- мягкое 133 
- простое 226 
Нагрузки ударные - Возможные виды 510 -

Устойчивость при действии нагрузок 510, 
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511 - Формы потери устойчивости 511, 
512 

Напряжение полное 27 
Напряжения 27, 28 
- главные 32, 33 
- касательные экстремальные 33 
- предельные - Зависимость от температуры 

175 
- разрушающие - Зависимость от длины тре

щины 167 
- термоупругие - Типовые расчетные схемы 

211, 212 - Численные методы расчета в 
элементах конструкций 215-226 

неизохронность свободных колебаний 388 
Нелинейность - Типы 361 
- геометрическая 38 - Учет 502 
- физическая 38 

О 

Области неустойчивости - Методы численного 
построения 491, 492 

- параметрического возбуждения 360 
- упругопластического деформирования 498 
- устойчивости в пространстве параметров 468, 

469 
Область двухмерная - Построение интерполи

рующего полинома 60-62 
Образ процесса нагружения 91 
Образец с кольцевым надрезом - Диаграмма 

деформирования материала 258 - Расчет
ная схема 258 

Ожидание математическое случайной величины 
393 

Оператор Лапласа 39, 333 
Органостеклопластик - Кривые прочности 

монослоя 301 - Упругие характеристики 
компонентов 301 

Орты - Положения в недеформированном и 
деформированном состояниях тела 21 

Оси анизотропии главные 86 

П 
Память формы 247 - Диаграммы деформиро

вания сплавов 248, 249 - Соединитель
ные муфты 249 - Эффект 247-250 

Параллелепипед прямоугольный ~ Построение 
интерполирующего полинома 62, 63 

Параметры структурные 115, 116 
Пары ударные 382,383 
Переменные активные 182 
- реактивные 182 
Перемещение точки сплошной среды 18 
Перемещения - Определение по заданным 

компонентам деформации 24,25 
- обобщенные 41 
Период колебаний 319 
Пластик армированный тканью - см. Микроме

ханика упругих свойств пластика, армиро
ванного тканью 

- гибридный - Орукгура 282 

- тканевый - Модель структуры 283 
Пластики армированные - " Микромеханика 

длительной прочности 301-304 
Плотность спектральная 396 
Площадки главные 32 
Поверхность длительной прочности полимер

ного связующего 302 
- материала термомеханическая 226 
- нагружения 228 
- пластины срединная 71 
- пластического деформирования 228 
- пластичности 84 - Проекция на девиаторную 

плоскость 85 
- ползучести по теории старения 112 
Поверхности текучести для двух этапов нагру

жения 235 
Подвес упругий - Примеры расчета 427, 428 -

Статический расчет 423-427 - Типовые 
схемы подвесов 424-427 

Поле температурное 196 
Ползучесть - Обобщенные модели в расчетах 

нестационарно нагруженных конструк
ций 125-127 - Понятие 109, ПО 

- неустановившаяся 122, 123 - Методы реше
ния задач 124, 125 

- обратная ПО 
- пластическая ПО 
- при одноосном напряженном состоянии -

Основные зависимости ПО, 111 
- упругая 109. 110 
- установившаяся 122, 123 - Методы решения 

задач 123, 124 
Полиномы интерполирующие - Двухмерная 

область 60-62 - Одномерная область 58-
60 - Пространственная область 62, 63 

Положение равновесия асимптотически устой
чивое 458 

- устойчивое по Ляпунову 458, 474 
- устойчивое при постоянно действующих 

возмущениях 459 
Поправка Ирвина пластическая 157, 158 
Постоянная времени 320 
- Больцмана 175 
- Ляме 102 
Потенциал Жуковского 344 
- перемещений термоупругий 213 
- пластический Ш, 89 
- упругий 35 
- упругий для изотропного материала 37 
- упругий для линейно-упругого тела 36 
Предел уплотнения 87 
Принцип возможных напряжений 50, 51 
- возможных перемещений (Лагра}{жа) 43, 44, 

232 
- Васидзу вариационный 54 
- взаимной связи 182 
- возможных перемещений модифицирован

ный 53 
- Гамильтона 214 
- Гамильтона - Остроградского 347, 348 
- Даламбера 330 
- допустимости 182 
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- затухающей памяти 182 
- Кастелиано 213, 214 
- Куранта 324 
- Лаграшка 43, 213 
- локальности 182 
Принцип Мазинга 133, 134, 238, 241 
- минимума дополнительной работы 96 
- минимума полной энергии 95, 96 
- объективности 182 
- Онзагера 195 
- причинности 182 
- равноприсутствия 182 
- Рейсснера - Хеллингера вариационный 54, 

213 
- Рэлея 324 
- Сен-Венана 68 
Принципы вариационные 213 
- нелинейной теории упругости 53, 54 
~ смешанные 51, 52 
Приспособляемость 106, 107 
Прогиб балки 42, 48 
Процесс нагружения активный 228 
- термодинамический 181 
Процессы случайные - Линейные преобразова

ния случайных функций 397, 398 - Ха
рактеристики 393, 394 - Числовые харак
теристики комплексных случайных 
функций 395-397 

Псевдоупругость 249 

Распределение вероятностей для критических 
параметров 527, 528 

Расчет на прочность графоаналитический с 
учетом трещин - Схема 167 

- на прочность по местным напряжениям и 
деформациям 165, 166 

- на трещиностойкость 169 - Критерии начала 
быстрого распространения трещины в 
цилиндрических сосудах давления и тру
бопроводах 169-172 - Расчетно-
экспериментальное обоснование запасов 
прочности 172, 173 

Резонансы комбинационные 372 
- параметрические 360, 472 
Решение Рибьера 76, 77 
- Файлона - Белзецкого 76, 77 
Роторы - Закритическое поведение 506-508 см. 

также Колебания роторов вынужденные не
линейные 

-^анизофопные и изотропные - Амплитудные 
зависимости 510 

- об1[а;1ающие анизотропными свойствами -
Области неустойчивости 509 - Устойчи
вость 508-510 

Свойство деформируемости 17 
- сшюшности 17 
- упругости 17 
Связующее полимер1{ое - Схема ориеьггации 

компонент напряжений 292 

- эпоксидное - Предельная кривая прочности 
293 

Силы аэро- и гидродинамические - Вычисле
ние 517-519 

- внешние 26, 27 
- граничные на боковой поверхности в^ 
- диссипативные 365 
- нелинейные - Характеристики 362-365 
- обобщенные 41, 42 
- отрицательного трения 365 
- смещанной природы 365 
- трения позиционные 365 
- ударные 404, 405 
- циркуляционные - Устойчивость роторов 

504-506 
Символ Кронекера 37, 89, 94, 226 
Система двухмассная - Расчетная модель 451 
- координат сферическая 26 
- координат цилиндрическая 25, 26 
- линейная дифференциальных уравнений 462 
- одномассная с тремя степенями свободы 372 
- с одной степенью свободы 365 
- термодинамическая 180 
Системы автоколебательные при внещнем гар

моническом воздействии 357, 358 
- релаксационные 357 
- с запаздыванием 358, 359 
Системы аэроупругие - Послекритическое по

ведение 523, 524 - Эффекты дестабилиза
ции 524 

Системы виброзащитные - Двухмассныс моде
ли 433-435 - Динамические модели 432-
434 

- при ударе - Модель 414 
- с одной степенью свободы - Схемы 440 
Системы виброизолирующие - Нелинейные 

характеристики 439, 440 
- виброударные - Влияние диссипагивных 

факторов 389 - Гипотезы удара 381, 382 -
Методы расчета 383-387 - Модели 382, 
383 - Нелинейные эффекты 388, 389 -
Понятие 381 - Режимы движения 387, 
388 

- гидроупругие - Эффекты дестабилизации 524 
- колебатель}Гые - Схемы 389 
- колебательные с электромагнитным возбуди

телем 391 
- консервативные распределенные - Устойчи

вость равновесия 477-479 
- линейно и нелинейно деформируемые 

упругие 41 
Системы линейные - Дифференциальные урав

нения 316-319 - Понятие 316 
- с двумя степенями свободы 319 
- с одной степенью свободы - Фазочастотная 

характеристика 321 
- с периодическими коэффициентами 470-473 
- с постоянными параметрами 463, 464 
- с тремя степенями свободы 317, 318 
Системы механические - Взаимодействие с 

акустическими волнами 513-515 - Вза
имодействие с ударными волнами 515, 
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516 - Поведение при случайных колеба
ниях 528, 529 

- одномерные - Расчет 436-439 
- с односторонними связями - Классификация 

форм равновесия 485 
- ударозащитные с одной степенью свободы 

414-419 
Скорость деформирования - Зависимость ме

ханических свойств конструкционных 
сталей 139 

- диссипации энергии удельная 94 
Случай сомнительный (критический) по Ляпу

нову 459, 460 
Смещение статическое 321 
Сопротивление нагружениям 137-142 
- разрушению - Методы определения характе

ристик разрушения 142 
Состояние тела естественное 17 
- тела предельное 105 

-термодинамического равновесия 181 
Соударения твердых тел - Решение задач с 

помощью коэффициента восстановления 
408, 409 

- с линейными амортизаторами 409 
Спектр собственных частот 323 
Сплошность материала 17 
Способ гармонического анализа 322 
- Дуффинга 322 
- описания деформируемой среды 18 
Стабилизация равновесия параметрическая 483, 

484 
Стеклопластик - Кривая прочности 297 - Кри

вая длительного предельного состояния 
монослоя 303 

Стержни - Диаграммы потери устойчивости 
496 - Задача аэро- и гидроупругости 519, 
521 

- вязкопластические - Выпучивание 501, 502 
- вязкоупругие - Выпучивание 500, 501 
- упрутх^пластические - Бифуркация форм 

равновесия 497, 498 - Выпучивание 499, 
500 

Супергармоники 370 

Тело односвязное 25 
- ортотропное 86 
- пластическое уплотняемое - Определяющие 

соотношения 93-95 
- плохообтекаемое - Устойчивость 521, 522 
- трехсвязное 24 
- уплотняемое 87 - Регулярная поверхность 

пластичности 87 - Сингулярная поверх
ность пластичности 88 

Температура однородная по объему тела - На
грев и охлаждение конструкции 201, 202 

- равновесия - График для определения 199 
Тензор единичный 89 
- деформации 22 - Главные направления 22 
- деформации шаровой 23 

- напряжения 29 - Главные значения и глав
ные направления в линейной теории 
упругости 32, 33 

- напряжения шаровой 33 
Теорема Гаусса - Остроградского 193 
- Генки 108 
- Кастильяно 42 
- кинематическая 105, 106 
- Лагранжа 42, 474, 477 
- Леви 75 
- Мелана 106 
- об изменении момента количества движения 

183 
- о взаимности работ для линейно деформи

руемой системы 43 
- о наименьшей работе 43 
- статическая 105, 106 
- Ху-Вашицу 193 
Теории пластичности анизотропного упрочне

ния 90 
- пластичности изотропного упрочнения 89, 90 
- ползучести - Общий метод разделения де

формации 117-119 - обобщение теорий с 
анизотропным упрочнением 120, 121 -
Обобщение теорий с изотропным упроч
нением 119, 120 - Определение времени 
разрушения 121 - Понятие 111 

- ползучести простейшие 111-114 
- фазовых переходов Ландау 249 
- феноменологические 236 
Теория деформаций - Основные зависимости в 

криволинейных координатах 25, 26 
- деформационная 226 
- деформационная термопластичности изо

тропных и анизотропных материалов 
226, 227 

- идеальной пластичности 105 
- неизотермического пластического течения с 

изотропным и анизотропным упрочне
нием 227-231 

- пластичности 17, 18 
- пластичности упрочняющегося ортотропного 

тела 92, 93 
Теория плоской деформации 107, 108 
- плоского напряженного состояния 108, 109 
- ползучести 17, 18 
- прочности Мора 296 
- течения 226 
- трансляционного упрочнения 90 
- малых упругопластических деформаций -

Вариационные принципы 95, 96 
- упругопластических процессов 90, 91 
Теория упругости 17, 18 - Общие теоремы тео

рии упругости и строительной механики 
41-43 

- геометрически линейная - Основные зависи
мости 40 

- моментная 28 
Теплоемкость удельная 175 
Теплопроводность - Аналитические методы 

решения задач 202-207 - Основные урав
нения 185 - Типовые расчетные схемы и 
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постановка инженерных задач 195-201 -
Численные методы решения задач 207-
210 

- нестационарная в 1фуглой трубе 200 
Термовязкоупругость - Вариационные форму

лировки задач 192-194 - Динамические 
задачи 187-190 - Основные уравнения 
185-187 

Термодинамика необратимых процессов де
формирования 180-184 

- упругих деформаций 35, 36 
Термомеханика тел неременного состава - Зада

чи 190-192 
Термопрочность - Структурная схема про

граммного комплекса для решения задач 
262 

Термоупругость - Основные уравнения 185-187 
- несвязанная - Аналитические методы реше

ния задач 212-215 
Тетраэдр - Построение интерполирующих 

полиномов 63 
- элементарный, выделенный из деформиро

ванного тела - Уравнения равновесия 29 
Тождество Кельвина - Сомильяны 102 
- Сомильяны 65, 66 
Точки ветвления форм равновесия 475-477 
Трение "внешнее** 326 
- "внутреннее** 326 
Трещина усталостная исходная - Схема изме

рения длины 162 
Трещины - см. Механика разрушения тел с 

трещинами 
Трещиностойкость - Понятие 144 - Экспери

ментальное определение характеристик 
160-164 

Трубопроводы - Устойчивость 521 

Углестеклопластик - Кривая прочности моно
слоя 300 

Углы сдвига 20 
Удар - Действие на абсолютно твердое тело 

407, 408 - Схемы закрепления тел 405 
- в пространственной системе виброзащиты 

419-422 
- гидравлический 413, 414 
- квазипластический 387, 409 
- неупругий 408 
- поперечный по упругой балке 414 
- по свободному телу 407 
- по телу с неподвижной осью 408 
- по телу с неподвижной точкой 407, 408 
- прямой 408 
- стержней о деформируемые основания 412, 

413 
- упругий 408 
- упругих стержней продольный 411,412 
Удлинение относительное - Определение 19, 20 
Упоры ограничительные 440 
Упрочнение трансляционно-изотропное 90 
Упругая постоянная Ляме 37 

У̂ гав&ение Ван-дер-Поля 378 
- закона сохранения количества движения 182 
- интегральное граничное 66, 103, 104 
- КасГильяно вариационное 50 
- Матье 360, 371 
- Навье-Ляме 102 
- неразрывности 182 
- Пуассона 213 
- совместности деформации 6^ у 69 
- состояния со структурными параметрами 

114-116 
- Фурье 198 
- Эйлера 194, 479 
Уравнения Бельтрами - Митчела 39, 40 
- возмущенного движения 458 
- Гейрингер 108 
- Генки - Ильюшина 89 
Уравнения дифференциальные в линейной тео

рии упругости в напряжениях для изо
тропного тела 39, 40 

- в перемещениях 38, 39 
Уравнения кинетические 114, 115 
- Коши 24 
- Лагранжа 316 
- линейные элемента тела 32 
- Лапласа 342, 344, 348, 413 
Уравнения метода Бубнова - Галеркина 47, 48 
- взвешенных невязок 49 
- коллокаций 50 
- Треффца 49 
Уравнения первого приближения 459 
- Прандтля - Рейсса 89 
Уравнения равновесия 68, 69 
- в перемещениях 69, 70 
- дифференциальные объемного элемента в 

ортогональных криволинейных коорди
натах 34 

- элементарных тетраэдра и параллелепипеда, 
вьщеленных из деформированного тела 
29, 30 

- элементарных тетраэдра и параллелепипеда в 
декартовых координатах, определяющих 
положение точек до деформации 30, 31 

- элемента тела при малых удлинениях и 
сдвигах 31 

- элемента тела при малых удлинениях, сдви
гах и углах поворота 32 

Уравнения Сен-Венана 24 
- совместности деформаций 23, 24 
- сплошности 23, 24, 70, 71 
- сплошности линейной теории упругости 24 
Условия граничные 32, 198, 199 
- краевые 198 
- начальные 198 
- однозначности 198 
- пластичности Грцна 93 
- пластичности Максвелла - Хубера 107, 108 
- пластичности Треска-Сен-Венана 109 
- полноты 214 
Усталость 179 
Устойчивость - Влияние волновых эффектов 

513 - Влияние диссипативных и гиро-
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скопических сил 477 - Основные поня
тия 455, 456 - Постановка задачи 456, 
457 - Связь с понятием "вероятность" 
525 

- асимптотическая 457 
- аэро- и гидродинамическая - Задачи 516, 517 
- неупругих систем - Концепция 495-497 
- плохообтекаемых тел в потоке 521, 522 
- по Ляпунову 457-459 
- по первому приближению 459, 460 
- при многопараметрическом нагружении 479, 

480 
- при стохастическом параметрическом воз

буждении 530, 531 
Устойчивость при ударных нагрузках - Формы 

потери 511 
- равновесия консервативных систем 473, 474 
- равновесия консервативных распределенных 

систем 477-479 
- равновесия неконсервативных систем 480, 

481 
- распределенных систем 460, 461 
- роторов - Силы, возникающие при взаимо

действии со средой 503, 504 
роторов, обладающих анизотропными 

свойствами 508-510 
- роторов при действии циркуляционных сил 

504-506 
- систем с односторонними связями 484-486 
- стохастическая - Определение 529, 530 

Ф 
Фаза колебаний начальная 319 
Ферма Мизеса 122, 475, 476 - Диаграмма со

стояний равновесия 476 
- из вязкоупругих стержней 502 
Формы главных колебаний 322 
- пластических зон 155 
- поперечных колебаний свободной поверх

ности жидкости 345 
Флаттер - Формулы для аэро- и гидродинами

ческих сил 518, 519 
- криволинейных панелей 523 
- плоских панелей 522 
Формула Гаусса 236 
- Грина 35 
- Кастильяно 35, 36 
- Кастильяно вариационная 50 
- Клапейрона 36 
- податливости Ирвина 154 
- Рэлея 337 
- тангенса 152 
Формула Коши 6S, 70, 99, 102 
- преобразования компонентов напряжений и 

деформаций при повороте координатных 
осей 6S 

Функционал Васидзу 51, 52 
- Лагранжа 214 
- Рейсснера - Хелингера 52, 53 
Функционалы смешанные 53 
Функции Бесселя 344, 348, 353 

- координатные 44 
- Лежандра 348 
- напряжений 215- случайные комплексные -

Линейные преобразования 397, 398 -
Числовые характеристики 395-397 

Функция Вагнера 413 
- Грина 206 
- Дирака 206, 381 
- Крылова 403 
- Лагранжа 348 
Функция напряжения 213 
- в декартовых координатах 72, 73 - Гранич

ные условия 74, 75 
- в полярных координатах 73, 74, 77-81 
Функция пластичности Максвелла - Хубера 89, 

90 
- работы внешних сил 44 
- случайная - Понятие 393 - Реализация 393 
- случайного процесса корреляционная 394, 

395 

Частота гасителя колебаний парциахсьная 327 
- круговая (циклическая) 319 
Число Маха 486,487 

Элемент балки конечный - Построение интер
полирующего полинома 59, 60 

- прямоугольный - Построение интерполи
рующего полинома 60, 61 

- структурный 237 
- треугольный конечный - Построение интер

полирующего полинома 61, 62 
Элементы конечные - Понятие 54 
- высокоточные 56 
- двухмерные 55 
- объемные 56 
Элемент линейный - Определение положения в 

деформированном соЬтоянии тела 20, 21 
Энергия Гельмгольца свободная 35 
Энергия деформации дополнительная 35, 36 
- потенциальная 36 
Энтропия S 35 
Эпюры безразмерных напряжений и деформа

ций 156 
- напряжений 143 
- напряжений и деформаций перед вершиной 

трещины 159 
Эффект Баушингера 90, 116, 133, 241 
- Зоммерфельда при разбеге виброизолиро

ванной машины 444-446 
- Пуассона 309, 310 
Эффекты волновые - Влияние на устойчивость 

513 
- дестабилизации равновесия вследствие тре

ния 481-483 
- нелинейные 388, 389 
- памяти формы 247-250 
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Алгоритм анализа единый 411 
Амонтона закон 486 
Ассура группа 450 - Анализ 413 - Сборки 399 
- двухзвенная плоская - Анализ 405 
- одноконтурная - Анализ 451 
- трехповодковая - Определение вариантов 

сборки 413 
- четырехзвенная второго порядка 414 
- принцип - Строение рычажных механизмов 

403 

Балансировка - Общие сведения 529 - Точ
ность 536 

- жесткого ротора 530 
- по собственным формам изгиба 534 
- статическая 531 - Динамический режим 531 
Балансировочный станок 531 
- для автоматической балансировки 533 
- для динамической центровки 533 
- общего назначения 532 
- специальный 532 
- для статической центровки 533 
- центровальный 532 
- стенд 536 
Балка - Деформация сдвига при малом проги

бе 18 - Изгиб 58, 67 - Инерционная ха
рактеристика при колебаниях 71 - Крае
вой эффект деформации 23 - Метод 
Максвелла - Мора определения малых 
прогибов 19 - Модель основания Вин-
клера 21 - Нагрузка предельная 6.0, 61 -
Несущая способность 59 - Универсальная 
формула для определения малых проги
бов 19 - Уравнение изгибных колебаний 
72, равновесия 69 - Функция собствен
ных колебаний 100 

- композитная - Теория изгиба 69, расслоения 
70 - Уравнение динамики 71 

- короткая - Расчет 23 
- на упругом основании 21 
Бимоменг в сечениях стержня 35, 40, 43 
Болла точка 435 
Бубнова - Галеркина метод - Определение соб

ственных частот колебаний оболочек 218 
Бурместера кривая 434 

В 

Вариатор скорости - Функциональное назначе
ние 580 

- замкнутый двухпоточный 580 
- разветвленно-замкнутый, разветвленный 582 
Вибрация - Приборы измерения параметров 

351 
Воздействие на двигатель 552 

Гауссовая кривизна 119 
Гидромотор 549 
Гидропривод 539 
- с дроссельным управлением - Статическая 

характеристика 540, 549 
- с объемным управлением - Статическая ха

рактеристика 548 
Годограф силы в механизме 524 
Группа структурная - Двумерная задача при 

неосесимметричной нагрузке 403 

Д 
Датчик - Характеристика 266 
- давления - Регистрация профилей ударных 

волн 306 
- диэлектрический 307 
- индуктивный 267 
- кварцевый 306 
- манганиновый 306 
- оптический 267 
- основанный на методе эффекта матитных 

шумов 267 
- перемещений 274 
- пьезоэлектрический 267 
- сил 275 
- температуры 275 
Движение - Преобразование видов 562 
Демпфируюп|ая способность - Влияющие фак

торы 325 - Методика оценки 324 - Опре
деление характеристик 324 

Деформация - Измерение методом голографи-
ческой интерферометрии 269, муаровых 
полос 269, рентгенографическим методом 
268, хрупких покрытий 268 

- мембранная - Определение 139 
- осесимметричная 145 
- пластическая - Метод линий скольжения 

268, переменных параметров упругости 
199, сетюк 269 

- пластичности и ползучести - Алгоритм рас
чета 202 

Диаграмма много1щкловой усталости - Испы
тания 294 

- усталостного разрушения - Испытания эле
ментов конструкции 295 

Диада - Алгоритмы анализа 405 - Геометриче
ские и кинематические параметры 405 -
Синтез по методу квадратического при
ближения 448 

Динамика машин - Моделирование 485 
Динамические характеристики конструкции -

Методы определения 367 
Дисбаланс удельный 537 
Диск 75 - Основные уравнения растяжения 260 

' Системы 76 

Ж 
Жесткость - Матрицы определения 80, 94 
- двигателя 542 
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- динамическая 101 
Журавского формула - Определение касатель

ных напряжений 44 

Звено - Внутренние силы 521 - Кинетическая 
энергия 494 - Векторный метод опреде
ления положения 420 - Задача положе
ния 419 - Метод матриц определения по
ложения 424 - Ошибки положения 468, 
вероятностные 472, скорости и ускоре
ния 471 - Перемещение 429, 443 -
Управление положением 557 - Учет 
упругости звеньев 497 

- бинарное 437 - Синтез 434 
- входное, выходное 401 
- приведения сил и масс - Динамика машин 

490 

И 
Измерения - Измерительная техника 266 -

Измерительные приборы и системы 276 
Инерционность привода 552 
Испытания вибрационные - При случайных 

нагрузках 457 - Установки и стенды 319 -
Характеристика 706 

- в газовых потоках 330 
- образцов с плоскими гранями 312 
- на ползучесть и длительную прочность при 

высоких температурах - Оборудование 
281 

- на прочность - Средства для измерения 271 
- плоских образцов 310 
- при сложном напряженном состоянии 310 
- статические при высоких температурах -

Особенности 278 
- стендовые 334 
- тонкостенных трубчатых образцов 309 
- на ударное сжатие 308 
- при ударных нагрузках - Характеристика 303 
- на усталость при механических повторно-

переменных нагрузках 289 
- нагревом 296 
- программируемые 297 
Исследования при низких температурах 334 
- трещиностойкости конструкций - Характери

стика 283 
Источник питания пневмопривода 551 
- усталости рабочих лопаток турбин и ком

прессоров ГТД 300 

Камера холодильная 335 
Кейли план 442 
Кирхгофа-Лява гипотеза - Теория тонких обо

лочек 117 
Клебша решение 127 
Колебания - Возбудители при испытаниях 300 

- Метод максимальной резонансной ам
плитуды 318, нарастающих резонансных 

колебаний 317, резрнансной кривой 316, 
фазовый определе1)[ия декремента 317 -
Определение гидродинамических пара
метров 370 - Экспериментальные иссле
дования 314 

- механических систем - Определение характе
ристик демпфирования 314 - Особен
ности исследования 329 

- собственные - Измерение частот и форм 353 
Кольцо - Пространственная деформация 158 -

Физические уравнения 158 - Характери
стика энергетическая 159 

Копер вертикальный с пдцающим грузом - Ис
пытания стержневых образцов 305 

Кривизны поверхности главные 119 
Криокамера - Получение низких температур 

336 
Крылова функция - Расчет балки на винклеро-

вом основании 21, 100, 102 

Л 
Лаграяжа уравнение вариационное 236 
Леви решение - Изгиб пластин 126 
Ляме параметры 118, 130 

M 
Манипулятор - Уравновешивание 511 - Функ-

1Щональное назначение 583 
Манипуляционные устройства высоких классов 

464 
Машина - Уравновешивание 512 
- двухцилиндровая 513 
- для испытания на изгиб и 1фучение - Харак

теристика 301 
- осевого нагружения 303 
- четырехцилиндровая 513 
- шестицилиндровая 514 
Материалы - Деформирование 58 - Испытания 

в обоймах и камерах высокого давления 
312 - Исследования механических 
свойств 308 - Модель нелинейно-упругая 
182 

- композиционные - Нелинейные уравнения 
228 - Уравнения термоупругости 227 -
Усталость 291 

- тепловой защиты 342 
Мембрана - Уравнения равновесия 186 
- плоская 185 
Мертвое положение механизма не]фивошип-

ных сборок 399 
Механизм - Динамическое уравновешивание 

516 - Задачи 562 - координаты обобщен
ные 395 - М е 
тод нуль-вектор статического уравнове
шивания 502, оптимизации неуравнове
шенных сил 519, подобия 502, приведе
ния сил и масс к начальному звену 489, 
расчленения 505, статических испытаний 
479, точечных масс 503, функциональных 
цепей 506 - Надежность 477 - Реакция в 
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кинематических парах .401 - Трения 
уравновешивания 500 - Точность 468 

- винтового прессования 596 
- высокого класса - Анализ динамики 567, 

кинематики 452 - Графо-аналитическое 
определение скорости звеньев 454 - Ки
нетостатика 457 - Ме

тод условных обращенных координат 452 
- Сборки 453 - Син
тез 459 

- дезаксиальный - Уравновешивание 509 
- зажимающий 595 
- с качающимся цилиндром - Алгоритм анали

за 410 
- копирующий - Функциональное назначение 

584 
- 1фивошипно-ползунный - Алгоритм анализа 

410 - Уравновешивание 508, 510 
- кулисный - Алгоритм анализа 410 
- манипулирующий 583 
- многоцилиндровых машин - Уравновешива

ние 512 
- направляющий - Синтез 440 
- с одной степенью свободы - Уравнения дви

жения 489 
- одноподвижный 402 
- с несимметричными звеньями - Метод урав

новешивания 503 
- с несколькими степенями свободы - Дина

мика 491 - Синтез 443 
- с одной степенью свободы 489 
- с переменной массой звеньев - Динамика 

494 
- преобразования параметров вращательного 

движения 576 
- поступательного движения 573 
- прерывистого движения 567 
- пространственный - Алгоритм анализа поло

жения звеньев 420 - К и 
нетическая энергия 490 - Метод матриц 
424 - Определение положения звеньев 
422 

- распорного действия 595 
- рычажно-зубчатый - Уравновешивание 507 
- рычажный - Анализ 402 - Задача кинемати

ческого анализа 402 - Кла -
ссификация задач синтеза 430 - Крите
рий качества передачи движения 400 -
Метод проектирования замкнутых век
торных контуров на оси координат 404 -
Положение звеньев 403 - Сборки 402 -
Уравновешивание 511 - Функция поло
жения 395 

- пространственный - Анализ с помощью ме
тода матриц 424 - О п 
ределение положения звеньев 419, ско
рости звеньев 427 - Па

раметризация 417 - Угловая скорость зве
ньев 429 

- самозажимной 596 
- самоприспосабливающийся 598 

- самоустанавливающийся - Выбор кинемати
ческих пар 384 

слоистый 72 " иснгральн ыК 
с несимметричным шатуном 510 

- шарнирно-зубчатый - Уравновешивание 507 
- шарнирный четырехзвенник - Алгоритм ана

лиза 409 
Модель динамический машин 485 
Мора интеграл 78 
- метод 77 

H 
Навье задача - Изгиб пластин 126 
Нагрев индукционный 296 
- лучевой 296 
Напряжения - Метод гальванических покрытий 

268, ультразвуковой 268, ускорений 290, 
фотоупругости 270 

- при низких температурах 322 
Неуравновешенность 531 
- динамическая 531 
- моментная 531 
- ротора 530 
- статическая 531 
Нить гибкая 23 

Обечайка - Напряжения в ребрах 165 - Сила 
сопротивления 165 

Оболочка 117 - Безмоментное состояние 153 -
Геометрия 117 - Деформация 134, 137, 
срединной поверхности 128, эквиди
стантного слоя 129, эквидистантной по
верхности 139 - Диаграмма равновесных 
состояний 209 - Задача комбинированно
го нагружения 288 - Изгиб 137 - Колеба
ния 214 - Кра -
свой эффект решения моментной теории 
153 - Линейная теория 128 - Метод ко
нечных разностей 172, матричный на
чальных параметров 168, Релея-Ритца 
218 - Оптимальное проектирование 233 -
Расчет нагрузки 152, устойчивости 214 -
Температурные напряжения 196 - Угол 
поворота 138 - Уравнения динамики 215, 
сопряжения 159, устойчивости 239, фи
зические 196, эластики 139 

- армированная сосудов давления 232 
- цилиндрическая гладкая - Математическое 

программирование 234 
- подкрепленная многослойная 236 
- вращения 144 - Осесимметричная деформа

ция 145 
- из композиционного материала - Уравнения 

прикладной теории 223 
- переменной толщины 227 
- коническая 149 
- мягкая 180 - Теория больших деформаций 

185 
- при неосесимметричной деформации 150 
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- непологая 142 
- оптимальная - Проектирование 230 
- пологая 155 
- с продольными ребрами - Расчет 163 
- равнонапряженная 231 
- составная 157 - Граничные условия 158 
- сферическая 149 - Колебания 221 
- тонкая упругая - Критическая нагрузка 211 -

Модель 160 - Теория 117 
- упругих конструкций с жидкостью - Колеба

ния 369 - Условия подобия 369 
- цилиндрическая 148 - Задача о тепловых 

напряжениях 164 - Колебания 216 - Осе-
симметричная деформация 206 - Устой
чивость при внешнем давлении 212, при 
сжатии в осевом направлении 212 

- полубезмоментная 154 
Оборудование виброиспытательное - Характе

ристика 344 

П 
Пара кинетическая - Выбор 384 - Действие сил 

521 - Определение реакций 401 
- Разгрузка 520 
Передача зубчатая планетарная 577 
Пирсона критерий 484 
Пластина 117 - Граничные условия 124 - Из

гиб 126 - Температурные напряжения 192 
- Однородное линеаризованное уравне
ние 210 - Ползучесть 202.- Предельное 
состояние при изгибе 205, 206 - Теория 
119 - Устойчивость 208, 214 

- Кармана 120 
- из композиционного материала 223 
- круглая - Осесимметричное растяжение 203 
- прямоугольная - Силовые факторы 205 
- тонкая упругая - Критические нагрузки 209 
Пневмопривод с дроссельным управлением -

Статическая характеристика 550 
- с пластинчатым пневмомотором 551 
Погрузчик 465 
Податливость - Матрица 79 
Подшипники - Режимы работы 521 
Подъемная плопцщка 465 
Подъемник шарнирно-рычажный 464 
Привод машин - Изменение движущих сил и 

момента двигателя 552 - Инерционность 
552 - Линейная модель 554 - Сравнение 
559 - Статическая характеристика 545 -
Управление 556 - Уравнения динамики 
541, устойчивости 423 - Элементы 538 

- с импульсным управлением 541 
- с релейным управлением 541 
Протез механизма плеча 467 

Рама пространственная 78 
Распределитель - Статическая характеристика 

556 
Рейсснера уравнение 141 

Реллея - Ритца формула 101 
Робертса - Чебышева теорема f41 
Рычахлый механизм - Кинематический анаш^з 

395 

Сборки - Идентификация 416 - Признаки 399 
- 1фивошипная 398 
- некривошипная 398 
Связь избыгочная 81 
- обратная управления 558 
- сдвига 51 
Семизвенник - Задача синтеза 431 
Система - Диссипативные свойства 497 -

Определение характеристик демпфирова
ния 314 - Особенности исследования 329 

- нелинейно деформируемая 110 
- подчиненного регулирования 558 
- статически определимая - Деформация эле

ментов 78 - Матрица жесткости 105 -
Метод свободных затухающих колебаний 
315 - Определение сил 76 - Энергия де
формации 80 

- управления приводом 556 
Соединение прессовое 248 
Стенщы - Изучение прочности и надежности 

330 - Исследование несущей способности 
элементов при низких температурах 340 

Степень свободы механизма 443 
- шарнирной системы 84 
Стержень - Взаимный угол поворота концевых 

сечений 15 - Геометрическая характери
стика 16, 35 - Депланация сечения 42 -
Жесткость динамическая обобщенная 
101, геометрическая при кручении 32, 60, 
сдвиговая секториальная 35 - Изгиб 17 -
Деформация оси 74 - Деформирование 
при растяжении и сжатии 58 - Кручение 
33, 62 - Линейные уравнения 49 - Меж
слоевой сдвиг 70 - Метод дополнитель
ных нагрузок при расчете изгиба 120, се
чений 76, сил и перемещений 81, 84, 102 
- Момент изгибающий в условиях ползу
чести 59, 65, инерции 38, 65, крутящий 
63, сопротивления сечения при изгибе 17 
- Напряжения касательные в заполнителе 
56, максимальные 26, нормальные 15, 44, 
в поперечных сечениях 44 - Ползучесть 
69 - Равновесие 46, - Силовые факторы в 
сечении 15, - Теория стесненного круче
ния Власова 34 - Уравнения равновесия 
48, 52 - Устойчивость 95 

- Гопкинсона разрезной - Испьггания 304 
- замкнутого профиля - Расчет угла закручи

вания 43 
- с заполнителем 55 - Граничные условия 57 -

Средняя линия 55 
- кривой - Радиус кривизны 45 - Энергия 46 
- круглый - Кручение 62 - Расчет 24 
- переменной жесткости - Метод 101 
- постоянной жесткости 95 



620 ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ К КНИГЕ 2 

- призматический - Кручение 64 
- прямой 24 - Кручение в условиях ползучести 

68 
- прямоугольного сечения - Крутильная жест

кость 72 
- сжато-изогнутый и растянуто-изогнутый 20 
- составной 54 - Напряжения в продольных 

волокнах 55 
- тонкостенный 32 - Гипотеза балансировоч

ной теории 72 - Жесткость крутильная 75 
- Изгиб 74 - Кручение 37,42 - Напряже
ния касательные 33 - Углы закручивания 
34, 39 

- упругий - Граничные условия равновесия 96 
- упругопластический - Кручение 62 
Стержневая система - Канонические уравне

ния 82 - Расчет в условиях ползучести 
112, при конечных перемещениях 112 -
Смешанный метод расчета 87 - Статиче
ская неопределимость 81 - Уравнения 
равновесия стержней и узлов 89, механи
ки 89 - Условия подобия 89 - Устойчи
вость 96 - Энергия линейной деформа
ции 80 

- мгновенно изменяемая 76 
- нелинейно деформируемая 108 
- плоская 89 - Расчет 79 
- статически определимая 75 

Твердое тело - Воспроизведение закона дви
жения 432 - Энергия деформации 182 

Тензометры - Характеристика 266 
- емкостные 266 
- механико-оптические 266 
- струнные 266 
Тензорезисторы - Характеристика 271 
Точность - Алгоритм анализа 478 
Трещина развивающаяся - Испытания 286 
- стационарная - Испытания 285 
- Торможение и остановка 287 

Управление приводом 556 
Уравновешивание динамическое - Принципы 

516 
- статическое - Методы 502 
Установка пневмопороховая - Ударное сжатие 

при испытании 305 
- экспериментальная - Автоматизация 323 -

Возбуждение колебаний 320 - Регистра
ция колебаний 321, 323 - Система нагре
ва и охлаждения 322 

Устройство грузоподъемное 464 

Ц 
Цепь кинематическая - Синтез 459 
Цилицдр - Двумерная задача при неосесим-

метричной нагрузке 258 - Метод конеч
ных разностей 255 - Температурные на
пряжения 244 - Уравнения упругости 244 

- биметаллический - Напряжения в стенках 
246 

- длинный ортотропный - Напряжения 247 
- с дополнительными деформациями 244 
- изотропный - Напряжения 244 
- с переменными параметрами упругости 245 
- составной - Напряжения 249 
- толстостенный 242 

Четырехзвенник - Анализ 409 - Положение 
звеньев, угловая скорость, ускорение 415 

- шарнирный - Алгоритм анализа 409 
Воспроизведение трехкратное шатунной 

кривой 441 
Число степеней свободы 395 

Ш 

Шатун 501 
Шестизвенник плоский - Анализ 415 
- пространственный - Определение угловой 

скорости, ускорения звеньев 417 
Штабелер промышленный 465 
Штурма метод 414 

Эйлера уравнение равновесия 184 
Электродвигатель - Статические характеристи

ки 545 
- асинхронный 545 
- постоянного тока 547 
- синхронный 546 
Элемент - Испытания на усталость 295 - Ис

следования сопротивления усталости 302 
- Матрица жесткости 80 - Метод конеч
ных разностей 195 - Целенаправленное 
нарушение баланса 552 

Энергия - Метод термический определения 
рассеяния 318, энергетический 318 

- диссипации 498 
- кинетическая звена 496 
- тела 495 
- упругости 184 
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